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SUR LES

SURFACES MINIMA OU ELASSCIDES;

Par F.-C. CLAPIER,

Professeur de Mathémaliques au lycée Gassendi,
ancien boursier d’Agrégation de la Sorbonne.

Objet de ceite étude. — Je me suis proposé d’apporter une modeste
contribution a I'étude des surfaces minima ou élassoides. Ce dernier
vocable a ¢été introduit par Ribaucour qui a publié en 1831, étant
ingénieur des Ponts et Chaussées a4 Aix-en-Provence, un Memon e fort
important couronné par I’Académie royale de Belglque. Dans ses
« Lecons sur la Théorie générale des Surfaces », le trés regretié Gaston
Darboux consacre le Livre IlI a I'Historique et a I'exposé des prin-
cipaux résultats obtenus sur cette question qui a préoccupé I'esprit
des plus grands géométres depu1s Lagrange.

Dans le premier Chapitre, je mppelle les propriétés géométriques les
plus importantes des surfaces maxima et montre l'intérét des formules
de Ribaucour qui se prétent facilement auxapplications et mérileraient
de devenir classiques au méme titre que celles de Weierstrass.

Dans les trois Chapitres suivants, j’étudie les surfaces minima
déduites de leur représentation sphérique; en particulier, je détermine
la surface minima qui admet, comme représentation sphérique de ses
lignes de courbure, lc systéme isotherme qui correspond aux lignes
de courbure d’unc quadrique. Je montre, en outre, comment lcs
diverses méthodes géométriques employées pour la détermination
generale des élassoides permet d’obtenir l'intégration de cerlaines

équations aux dérivées partielles.

Dans le cinquiéme Chapitre, j'envisage les surfaces minima,

C. 1



2 F. CLAPIER,

groupées en familles, comme trajectoires orthogonales de certaines
congruences C,,. L’étude générale de ces congruences présenterait un
vif intérét; je me suis contenté de déduire de cette méthode les surfaces
minima les plus simples.

Fidéle a la pensée de mon’ éminent maitre Darboux qui faisait con-
courir I'intuition géométrique et le calcul analytique a la solution des
Problémes toujours plus nombreux et plus difficiles qui se posent
a Pattention des géomeétres, je me suis inspiré de cette pensée de
Ch. Dupin:

« Il semble que, dans I'état actuel des Sciences mathématiques, le
seul moyen d’empécher que leur domaine ne devienne trop vaste pour
notre intelligence est de généraliser de plus en plusles théories que ces
Sciences embrassent, afin qu’un petit nombre de vérités générales et
fécondes soit, dans la téte des hommes, ’expression abrégée de la plus
grande variété des faits particuliers. »

Digne, le 31 oetobre 1918,
. CLAPIER.

CHAPITRE L

1. Les surfaces minima ou ¢lassoides (') sont celles qui, apres la
sphére et les surfaces développables, présentent le plus vif intérét, au
pointde vue de la courbure :

Leur indicatrice de Dupin est une hyperbole équilatére, et en
chacun de leurs points, les deux rayons de courbure sont égaux et
dirigés en sens inverse.

Cependant, c’est & propos d’une question de minimum qu’elles se
sont présentées, pour la premiére fois, & l'attention des géométres.
Lagrange s’¢tait proposé de rechercher, parmi toutes les surfaces qui
passent par un contour donné, celle dont I’aire est minima. C’est ’ana-
logue du probléme des géodésiques qui consiste & trouver sur une
surface laligne la plus courte qui passe par deux points donnés de cette
surface : eflfectivement les surfaces minima jouent dans 'espace eucli-
dien le méme role que les lignes géodésiques dans un espace a deux
dimensions.

(') Le terme surface minima est impropre, l'aire de la surface n’étant pas le
plus souvent un minimum ahsolu (Ribaucour).
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Et, de méme que le probléme de la géodésique qui joint deux points
d’une surface n’est pas complétement déterminé, le probléme posé
par Lagrange ne comporte qu'une question de minimum relatif; et par
un contour donné, il peut passer une infinité d’¢lassoides réels.

Au point de vue analytique, toutes les surfaces qui passent par un
contour fixe dépendent de deux fonctions arbitraires; on peut les
grouper en familles dépendant chacune d'un paramétre variable.
Parmi toutes les surfaces d’'une méme famille, présentant une aire
simplement connexe & l'intérieur du contour, il en existe une, moins
étendue que toutes les surfaces voisines.

Les surfaces a étendue minima satisfont & une équation aux dérivées
partielles du deuxiéme ordre; et Monge a montré que cette équation
est la méme que celle (ui caractérise les surfaces dont les rayons de
courbure sont, en chacun de leurs points, égaux entre eux et de signes
contraires.

Le Probltme général de la détermination des surfaces minima
dépend de deux fonctions arbitraires.

Assujettir 'une de ces surfaces a passer par un contour donné, c’est
fixer une de ces fonctions arbitraires; la surface minima sera déter-
minée st on 'assujettit, en outre, soit & passer par un autre contour
donné, soit a étre inscrite a une Développable donnée, le long du
premier contour : ces deux problémes essentiels peuvent se ramener
'un & I’autre.

Ainsi, la recherche de la surface minima passant par deux cercles
dont les plans sont paralléles, se raméne a celui de la surface minima
inscrite, suivant le premier cercle, dans uu cylindre dont les généra-
trices sont paralléles au plan formé par la ligne des centres et la
direction commune des axes des deux cercles.

Le probléme de Bjorling : construire la surface minima circonscrite
d une Développable, le long d’un contour donné, est bien déterminé;
sa solution géométrique a été donnée par Ribaucour dans un important
Mémoire (') qui nous servira de guide dans cette étude.

Q. Aire d’un élassoide. — Counsidérons une famille de surfaces
passant par un contour Cj; celle dont I’aire est minima par rapport aux

(") Apery Rusavcour, Htude des élassoldes ou surfaces a courbure moyenne
wulle : Mémoire couronné par I'Académie royale de Belgique et publié a
Bruxelles (1881).
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surfaces voisines jouit de la propriété d’avoir sa courbure moyenne
nulle.

Riemann a évalué I'aire d’une portion d’élassoide, supposée fermée
a Pintérieur du contour et ne présentant pas de nappes infinies; il envi-
sage une famille de surfaces homothétiques et il trouve pour P'aire de
la surface minima comprise dans cette famille

(1) A= /‘dl'srcosm
[

2

dl étant ’élément du contour en chaque point M, S le pdle d’homo-
thétie et ST lalongueur de la perpendiculaire menée sur la tangente MT
au contour, » 'angle du plan tangent & I'élassoide avec le plan SMT.

Cette formule donne I'aire d'une portion de surface quelconque de
la famille, quand on suppose le contour C infiniment petit. Pour un
contour fini, 'accroissement d’aire A’— A, quand on passe d’une
surface S & une surface trés voisine §', est un infiniment petit du pre-
mier ordre par rapport aux distances an des deux surfaces. Ce n’est
que dans le cas ou les surfacee S et S’ sont des élassoides que cet
accroissement est un infiniment petit du deuxiéme ordre. D’ou la
formule de Riemann.

D’aprés cette formule, 'aire A dépend du contour C et des plans
tangents en chacun des points du contour. Sil'on considére le conede
sommet S, s’appuyant sur la courbe C, w est I’angle du plan tangent
au cone avec le plan tangent & ’élassoide. Celui-ci est bien déterminé
par U'inclinaison de ses plans tangents sur les plans tangents du cone;
st A, estlaire latérale de celui-ci, on aura

pour » constant, A =cosw.A,.

Pour @ = o, I'aire A est ¢gale a celle du cone circonscrit. Sil'on
considére tous les cones passant par le contour C et ayant méme aire
latérale A,, leurs sommets sont situcs sur la courbe et dépendent d’un
paramétre variable. A chacun de ces cdnes correspondra une surface
minima ayant uneaire A = A,. Nous délerminons ainsi une famille de
surfaces minima passant par une courbe C ct ayant Loutes méme aire A
a P'intérieur du contour.

3. Propriétés géométrigues. — Imaginons une famille de sur-
faces S, ayant une forme analogue & des surfaces équipotentielles;
leurs trajectoires orthogonales forment unc congruence de courbes
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que l'on peut disposer en petits tubes orthogonaux curvilignes. Un de
ces petits tubes, ayant pour base ds sur la surface S et pour hau-
teur dn, découpe sur la surface $' infiniment voisine une aire do’. Il est
facile de montrer que 'accroissement d'aire

~ ¥ I
(2) odzs = dnds <ﬁ—1 + E s
R, et R, étant les rayons de courbure de la surface 5, en un point du
petit contour d’aire do.

Il en résulte que si I'on prend une famille de surfaces minima, définie
par la congruence de leurs trajectoires orthogonales ('), un petit tube
orthogonal découpe, sur chaque surface de la famille, des aires
égales.

Au point de vue analytique, les surfaces minima qui passent par un
contour C dépendent d'une fonction arbitraire qui caractérise la déve-
loppable circonscrite le long de ce contour. Si I'on prend une famille
de développables, on aura une famille correspondante de surfaces
minima.

Déterminons la congruence formée par les trajectoires orthogonales
aux surfaces de cette famille; onpeutformeraveccescourbes des tubes
orthogonaux d’épaisseur finie qui découperont sur chacune des sur-
faces de la famille des aires égales. Il en résulte que tous les élassoides
réels, appartenant & une famille et passant par un contour, onta l'inté-
rieur de ce contour des aires égales. C'est ce que nous avions montré
en prenant comme famille de développables des cénes passant par le
contour et ayant des aires latérales égales.

4. Ainsi, il existe un seul élassoide passant par un contour et cir-
conscrit a une développable le long de ce contour. Mais, sil’on veut
considérer le minimum d’aire, il faut envisager une famille de sur-
faces S passant par le contour, dépendant d’un paramétire variable;
celle de ces surfaces qui aura la moindre étendue sera un élas-
soide (A); il existe uue infinité d’¢lassoides passant par le contour et
ayant méme airc A. — Si 'on envisageait une autre famille de sur-
faces S,, on obtiendrait encore une surface d’aire minima (A,) passant
par le contour; cette aire A, serait différente de A.

(') L'tude de ces congruences fera partic de la deuxiéme partie de ce
Mémoire.
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L’équation (2) montire que les élassoides, ou surfaces de courbure
moyenne nulle, sont les seules surfaces jouissant de la propriété rela-
tive d’aire minima. Cette propriété montre leur analogie avec les
géodésiques d’'une surface; mais la correspondance est plus étroite :

Sil’on a sur une surface une famille de géodésiques etsil’onen con-
sidére leurs trajectoircs orthogonales, qui seront par exemple des
cercles géodésiques, 'armille formée par deux de ces trajectoires
découpe sur chacune des lignes géodésiques des longueurs égales. De
méme, si 'on a dans I'espace une famille d’élassoides, un tube ortho-
gonal découpe sur chaque surface de la famille des aires égales.

On peut délimiter autour du point M d'unc surfuce une région
entourant ce point, telle que par un point quelconque de cette région
ct par le point M, il ne passe qu'une courbe géodésique. De méme, on
peut, dans 'espace, délimiter une région entourant un contour C, telle
que, par un contour quelconque €’ pris dans cette région el par
le contour G, il passe un seul élassoide recl.

Formules de Ribaucour,

$. Lin tous les points d'une surface minima, l'indicatrice de Dupin
étant une hyperbole équilatére, les directions isotropes sont deux
directions conjuguées. C'est I une propriété caractéristique des élas-
soides.

Une développable isotrope a comme aréte de rebroussement unc
ligne de longueur nulle ; sa génératrice est une droite isotrope, dont
la direction coincide avec sa conjuguée ; cette surface peut donc étre
considérée comme un élassoide.

Soient A et BB deux points quelconques pris sur les arétes dec
rcbroussement (A) et (B) de deux développables isotropes; le lieu

MA

des points M tels que gr = const. est un élassoide. On obtient ainsi

les surfaces minima les plus générales, car elles dépendent de deux
fonctions arbitraires, celles qui définissent les deux développables. Si
(A) et (B) sont imaginaives conjuguées, on obtiendra les élassoides
réels qui dépendent d’une fonction arbitraire (Ribaucour).

Si une surface minima est rapportée & ses lignes de longueur nulle,
sa représentation sphérique sera rapportée aux lignes isotropes de la
sphére; c’est la une propriété caractéristique (0. Bonnet).
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Les lignes de courbure d'une surface minima, qui donnent sur la
surface un systéme isotherme, admettent pour représentation sphé-
rique un systéme qui est aussi isotherme ; mais cette propriété appar-
tient aussi aux surfaces de révolution, aux quadriques, etc. (Dar-
boux).

La recherche des surfaces minima est étroitement li¢e & celle des
systemes isothermes de la sphére.

A toute représentation géographique de la sphére on peut fairc
correspondre un systéme de formules définissant la surface minima la
plus générale. Nous verrons aussi qu’a tout systéme orthogonal quel-
conque de la sphére on peut faire correspondre une surface minima
définie en coordonnées tangentielles.

6. Les formules de Weierstrass ont été obtenues en partant de la
projection stéréographique de la sphére sur le plan de I'équateur. Si
nous prenons comme tracé géographique de la sphére le systéme de
Mercator, nous allons obtenir simplement des formules intéressantes,
¢tablies par Ribaucour, en considérant une surface minima comme
enveloppée moyenne d’une congruence isotrope.

Nous emploierons les formules de Monge, qui définissent un élas-
soide, comme lieu des milieux des cordes AB joignant deux points de
deux lignes de longueur nulle (A) et (B). Une de ces lignes satisfait
a la condition

da® - dy* +ds* == 0
que I'on peut écrirve

(dae +idz)(dr —ids) ==— dy>.
Désignons par ¢ un paramétre variable qui fixe la position du
point A, et tel (que 'on puisse poser

dr +ids %) dr —1ids o
—————— = lang el ~—~—m—m——w=mcol -~
= (/_V 2

—dy

On aura, en introduisant une fonction arbitraire ¥(4) qui caractérise
la développable isotrope (A),

da dy ds rY
el Y i — s):({)) (/:}.
o P . o ? ;
f—tang2Ll 2 tang L 1.([+lang2—

L’aréte de rebroussement de cette développable scra déterminée par
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les égalités )
‘ dx == cos0.3(0)do,
(%) ' dy:s"l ?g(“?)d?’
" ds = iF(0)do,
avec une fonction arbitraire différente de la premiére.
Nous pourrons intégrer si nous posons, 4 'aide d’une nouvelle fonc-
tion arbitraire (), ayant pour dérivées I et F”,

F(e)=¥'(g)+ F"(g):
nous aurons, pour les coordonnées du point A,

@a==F'sing + [cos o,
(A) ¢ Ya=—F"coso + I"sin ¢,
' Ga == L(F + T
avec une deuxiéme fonction arbitraire‘F,(¢,) qui caractériserait la
développable isotrope (B), nous aurions de méme pour les coordon-
nées du point B,
a,= I sing, + I coso,,

(B) ; yu==— T coso, + F\sing,,
oy (- T,

Les coordonnées du point M, qui décrit la surface minima (M),
seront données par les expressions

Lo ~- Xy /0 y
(4) (:”_/’ ‘)!i',_”_'_—yi’ e

Sa+ Sy
2

2 2 2

On peut les écrire sous la forme abrégée

. e s 1y el .y .
x—i—ly:? (— {F'+TF") +T(—1F1—FF1),
(o) ; ;
z s =2 (F 4+ F) — S(Fy 4 FY).

Ce sont les formules données par Ribaucour ('), pour définir I'élas-
soide moyen déduit d’une congruence isotrope. Elles contiennent
deux fonctions arbitraires;on obtiendra les élassoides réels en prenant

ces deux fonctions F(¢) et F¥,(9,), imaginaires conjuguées, les para-
métres 9 et 9, étant enx-mémes imaginaires conjugués.

(1) Mémoire sur les élassoides, déja cité, Chap. X11, p. 131.
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L’¢lassoide conjugué, introduit par O. Bonnet, s’obtliendra en rem-
placant, dans les formules (5), F par iF et IV, par — (F,, c’est-a-dire
en multipliant la premiére fonction arbitraire par ¢ et la deuxiéme

par — 1.

7. Les formules (4) peuvent se démontrer géomdtriquement.
Nous en déduisons pour le carré de I’élément linéaire

hds? = (dze+dx,) + (dy.+dy,)* - (dsa-+dz, )
=o(da,da, -+ dyady,+ ds,dz),)

et substituant les expressions déduites des formules (3),

(6) ds?= (F' 4+ F"y (T} + F‘;’).cos‘l@. dsdo,.

I’¢lassoide est done rapporté & ses lignes de longueur nulle, comme
on pouvait le prévoir : & chaque point A de la premiére aréte de
rebroussement correspond sur la surface (M) une ligne paralléle a la
deuxiéme aréte de rebroussement (B). '

Représentation sphérique. — Les lignes coordonnces qui passcnt
par le point M étant paralléles aux arétes de base (A) et (B), leurs
directions seront donnécs par les formules (3). Désignons par ¢, ¢/, ¢”
les cosinus directeurs de la normale en M, et exprimons que celte nor-
male est perpendiculaire aux directions isotropes des points corres-
pondants A et B; nous avons
( j ccoso 4 c¢'sing + (¢'=0,

7) | ccoso4- ¢'sing, — ic" == 0
d’ott'on déduit

[4 C C Y

. 9
-— S -

+ o, ..
cos - L3I0 - Ccos
2 2
I’¢lément lincéaire de la représenlation sphérique ¢lant oz, nous
oblenons

(8) d7? = e dudy,.

-
2 ? b

ol
s

Les lignes isotropes ou génératrices rectilignes de la sphére corres-
pondent bien aux lignes isotropes de la surface minima.

C. 2
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Pour obtenir les élassoides réels, nous poserons

W

o= o+ 65, o,=a— 5.

Si I'on désigne par « et ¢ la colatitude et la longitude du point m,
représentation sphérique de M, nous avons, pour les coordonnées du
point m,

. — sina
C =SINUCOSY —— ——5—>
cosif
S cos o
¢ —sinusinp=—x —— ,
cosif3
¢ =cosu —=itangi3;
et la formule (8) peut s’écrire
R . / du?
de* == sin%u ( dy? - —— = (a’o'- -+ dj?).
\ si1n- i COh l

On en déduit pour les expressions de o et 3, & I’aide des coordonnées
géographiques,

7=

—5=lozcot L.
2 mTme 2

Ce sont les formules de la représentation O'éographique de la sphére
sur un plan, par le systéme de Mercator.

Inversement, cn partant de cette représentation lsotherme de la
sphére, on serait conduit aux formules de Ribaucour.

Lignes asymplotiques et lignes de courbure. — Deux directions
conjuguées, prises sur I’élassoide (M), satisfont & la condition

da dc - dy 6¢' + dsde” = o,
Les relations (7) nous donuent

€089 G¢ —4-s8ing o¢' -1~ o’ == (esiny - ¢cusy ) dy,
cosy) 0¢ -~ 8inQ, d¢' - £ Ge" =z (¢esiny, -~ ¢'cos 0, ) 5y,
Les parenthéses des seconds membres sont égales; de sorte que, si l'on

remplace dx, dy, dz par leurs expressions complétes déduites des
formules (3), nous obtenons la condition

(B =+ I‘”)(/' f)J 4~'(| A )(la,o_z,.-:_o.
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On en déduit 'équation différentielle des lignes asymptotiques
(9) VI T do == i /T, T F7 do, = o,

et celle des lignes de courbure

R

(@) VI 1 do 2 T T dy, = o

8. Klassoides conjugués. - Ce sont deux surfaces minima
applicables 'une sur I'autre, et telles que les lignes asymptotiques de
P'une correspondent aux lignes de courbure de 'autre, et inversement.

Substituant iF a F et —/F, a F,, dans les formules (5), nous obte-
nons les équations

ele et -
U LN Mo R v L A
@l (I - dF") — = (K- 70,

(10) ;
3 e = [(F 4 By - (F - B

qui déterminent Iélassoide (M') conjugué de I'élassoide (M) : en effet,
I'équation différentielle de deux directions conjuguées de ce nouvel
élassoide s’écrit

(V' ) 09 - (= F) doy 00,

seslignes asymptotiques sont données par les formules (9)’ qui donnent
les lignes de courbure de I'élassoide (M). De plus, la forme (6) du
carré de I’élément linéaire montre que 'on a ds* = ds™.

Ces deux élassoides (M) et (M’) ont méme représentation sphérique
dont I’¢lément linéaire est donné par la formule (8); aux points cor-
respondants M et M’, les plans tangents sont paralléles. Ily a, de plus,
correspondance par orthogonalité des éléments; nous avons, en effet,

2dx == (dzq+ dz,) = c0s9.F.do + cosg,.F,.do,,
2dy = (dya+ dy,) ==sino.F. do +sin 0,. %, .dg,,

2ds = (dsa+ dz;)=i(Fde + F,dg,);
changeons § en i, §, en — ¢F, et formant le produit
drdx' + dydy' + dsds';

nous trouvons un résultat identiquement nul.
Inversement, quand deux surfaces se correspondent de maniére &
satisfaire & deux des conditions suivantes :
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1° Parallélisme des plans tangents;
2° Applicables 'une sur I'autre;
3° Orthogonalité des éléments;

Ce sont deux élassoides conjugués (').

Supposons, par exemple, que la premiére et la troisitme condition
soient réalisées; a tout déplacement A sur la premiére surface corres-
pond un déplacement perpendiculaire A’ sur la deuxiéme. Les plans
tangents en deux points voisins M et M, sur A sont paralléles aux plans
tangents menés aux points correspondants M’ et M| sur A’; il en
résulte que les directions conjuguées de A et A’, aux points M et M’
des deux surfaces, sont paralléles. Si I'on prend pour A une direction
asymptotique qui a pour conjuguée cette direction elle-méme, la
direction conjuguée de A’ sur la deuxiéme surface sera paralléle 4 A,
c’est-a-dire perpendiculaire & A’; cette direction A’ étant orthogonale
avec sa conjuguée est donc celle d’une ligne de courbure de la sur-
face (M").

Les lignes asymptotiques de la premiére surface (M) correspondent
aux lignes de courbure de la deuxiéme (M').

Remarque. — Cette notion d’élassoides conjuguées permet de
ramener la recherche des surfaces minima a I'intégration d’une équa-
tion différenticlie de la forme

020

(Il) m:kg.

Désignons par &,, £,, £, trois solutions particuliéres de cette équa-
tion; par x,, x,, x; les coordonnées cartésiennes d’un point M d’une

surface, que nous définirons a I'aide des paramétres « et ¢ par les for-
mules de Lelieuvre

(0n_p e pdb O 00k
du P ou S P Jdy EEI P T

Chaque expression

ox d.r
0r = ——du + =—dy
u

du 0

(') Risavcovr, Mémoire sur les élassoides. p. 100.
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est une différentielle exacte; on peut I'intégrer et la surface (M) est
rapportée i ses lignes asymptotiques.
Les coefficients directeurs de la normale au point M(z, ¢) sont

r oz
-~

1» 22y E45 et la surface seraun ¢lassoide, si I’expression

G ——\/E2 T2 )
Jorm VIl + 2

est une quatriéme solution particuliére de I’équation (11).

Dans ce cas, leslignes asymptotiques, comme leslignes de courbure,
forment un systéme orthogonal sur la surface minima (M). Associons
a celle-ci une autre surface (M’), définie par les formules

( ()‘,‘c’i o ()90 il ()xlx - ot ()90 5 dEi
Vouw =99 "o e T o T
I’expression
ox' ox'
Wdl .—_—()—‘-)-dt

pourra étre intégrée, et le point M'(z', x,, ;) correspondra au
point M(x,, ., z;) a 'aide des mémes paramétres u et ¢. On déduit
des relations précédentes les conditions

gy dx\ 4z, dz,+i; dxi—o,

dzy dz', + dx, dx', + dx; dx'y = o,

qui montrent que les deux surfaces (M) et (M’) se correspondent par
parallélisme des plans langents et par orthogonalité des éléments. Ce
sont deux élassoides conjugués.

Ils ont méme élément linéaire. On trouve, avec les fonctions U(u)

et V(¢)la valeur
ds?= 52 (AU 4 dV*)

ct, pour le carré de la représentation sphérique,

., AU+ d\V?
dr?l= ——— .

7

Les lignes asymptotiques d’une surface minima forment un systéme
isotherme; leur représentation sphérique est aussi formée de lignes
isothermes.
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Démonstrations géométriques.

9. Une développable isotrope a ses génératrices, lignes de longueur
nulle, normales & la surface et tangentes & I'aréte de rebroussement.
Il en résulte que toute ligne tracée sur la surface est ligne de courbure.

Désignons par (A,) la trace de la développable isotrope sur le plan
des xy et par (a) la développée de cette courbe. La génératrice qui
passe par un point A, de cette courbe (A,) est normale & cette courbe,
et elle a pour enveloppe Paréte de rebroussement (A); le point de
contact A est donc situé sur la surface polaire, la droite A« est per-
pendiculaire au plan des xy.

Ainsi, la développée (@) est la projection de (A). Iin prenant une
deuxiéme développable isotrope ayant pour trace (B,) sur le plan
des 2y, la développée (/) serala projection de son aréte de rebrous-
sement (B).

Le point M, milieu de AB, décrit une surface minima, dont les
crordonnées sont

Ty,
m——)

_Yat Yo S+ 3y
=l 2, el b,

;- - o—

2 2 2
Définissons la courbe (A ) par I'équation de sa tangente
xcoso + ysing — F(v) =o.

o, angle de la normale A« avec 'axe des x.

L’équation de cette normale étant

xsing — ycoso = F'(0),

sil’on détermine le point de contact @, avec son enveloppe, onretrouve
précisément les expressions qui correspondent aux deux premiéres
formules de Ribaucour. T.a droite AA, est une génératrice isotrope et

nous avons
su—aA=1i.al,.

Pour la deuxiéme développable, nous aurons, en prenant une géncé-
ratrice isotrope symétrique de la premiére,

z2,= bB = (—1i).bB,.

En désignant par R, et R, les rayons de courbure des courbes (A,)
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et (B,), nous aurons

Ra*‘ BIJ
—

2

R,=F+ 1,  R,=F+F.

- ¢
=1

Nous retrouvons ainsi la troisiéme formule de Ribaucour, en méme
temps qu’une interprétation géométrique de ces formules.
Pour Iélassoide conjugué (M’), on aurait les relations

. R,+R, — . ab
]

3! om'=1¢, —;
2 2

P

le segment om’ joint I'origine des coordonnées & la projection de M’
et il est paralléle au segment ab qui joint les centres de courbure des
traces (A, ) et (B,).
La courbe (A,) est une développante de la courbe («); si I'on
désigne par R, le rayon de courbure de celle-ci, nous aurons
_ dR,

Bi=S20 =P,

L’équation des lignes de courbure, donnée par la formule (¢), peut
donc s’écrire
VR, do, = VR, do, = o.

Supposons que les développables isotropes (A) et (B) soient con-
fondues; nous aurons une seule courbe (A,) sur laquelle nous pren-
drons deux points de paramétres ¢ et ¢,. Pour 9 =5, Ia corde A, B,
est tangente a la courbe double (A ), et nous avons

R, =R, 5 =0, ¢"==o.

La développee (@) est donc une géodésique de la surface; le plan
des 2y est un plan de symétrie.

Inversement, on peut se proposcr de rechercher la surface minima
admettant comme géodésique une courbe plane donnée (a). Celle-ci
¢tant définie par I'expression de son rayon de courbure en fonction de
I'angle ¢ que fait la tangente avec I'axe des «, la détermination des
lignes de courbure et des lignes asymptotiques sera donnée par

/0\ I ds.

o
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Applications.

10. Les formules de Ribaucour se prétent commodément aux
applications, suivant la forme choisie des fonctions arbitraires qui y
entrent. Nous poserons

;2

ct nous prendrons F(z) et I',(y,) imaginaires conjuguées, pour

obtenir des surfaccs minima réelles. Supposons
10 F(o) =w,cos9 - yysing + av.

Nous avons

Zy= — Xy ASING, Ya = )p— @ COSY
et, par suilce,
.40, O — 9
A it il (RS 1R — C0S >
2 2
U -0y 0 — O
Y+, =acos- " cos + N —

a l'atde des parametres réels « ct 3, nous oblenons

‘ X -+ xyT=  @sin o cost3,
SV = Yy — @ COS A COSED.
( s=—ab.

~ Ces formules caractérisent la surface minima de révolution dont
I’équation peut s’écrire

(3 ; i
acos— = Vi -2 (v -+ ) (elvsséade).

A . -
20 F (?) — emiy,

l.es ¢quations (3) nous donnent, aprés Pintroduction des para-
métres « et {3,

/

S;I)—i—iy::

.

o 1 — m?)cosmo.e B,
\ Y

m(yr—m) - g
—g—‘m——--}[cos(m-{-|)y.=:,~1r.s1n(m—i—1)2](;‘-’”"‘1'{j

) -=n ..
— M[cos(m +])a — ésin(m —1)a]etm-1B,
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Nous avons trouvé, a l'aide des coordonnées géographiques wet ¢ de
la sphére,

. 4 1z
o= ==, ¢Pz=col — = .
2 2 '

Aprées cette substitution, nous trouvons les formules de Bour qui
donnent les surfaces minima applicables sur une surface de révolution.
Dans ce cas, la formule (6) nous donne

ds?== m?* (1 — m?)? cos?( B (do® + df3*)

= m?(1— m?)? sin* u (de® + sinw do?).

Les géodésiquesde ces surfaces minima correspondent aux méridiens
de la sphére ¢ = const.

Les élassoides de cette famille, pour lesquels 7 est un nombre com-
mensurable, sont algébriques; pour m =2, on obtient 1'¢lassoide
d’Enneper. '

Remurgue. — Les lignes de courbure de ce dernier élassoide sont
données, a I'aide de la formule (g), par les relations

e Bcoso = const.,

¢~Psin o = const.
ou, avec les parameétres géographiques « et ¢,
o,
COL—sin ¢ == — V== consL.
124
cot - COs ¢ == &, === consl.
Le point de coordonnées (iz,, y,) est la projection stéréographique
du pointm delasphére; c’est 'affixe de cette projection qui représente
le paramétre des formules de Weierstrass,

¢H-ic
e T W

e,

L’¢lassoide d’Euneper correspond i la surface minima ui admet
pour géodésique la premiére podaire négative de la parabole :
G. 3
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Soit, en eftet, I'équation de la parabole

rapportée & son foyer comme pole. Le rayon de courbure de la podaire
négative sera

P
cost 2
9

ct les lignes de courbure de Ja surface minima, qui admet cctte courbe
comme géodésique, sont données par

¢

/\/-R do = miang

o

&

S

3° Supposons
F({o) = ihcosaz.
I.’élassoide (M) correspondant nous est donné par les parties réelles
des expressions
pm=mR(— Jthcos’y),
y =R (Gilsindo),

s = R (3/cos2y).
Substituant ¢ = z + {3, nous trouvons

\‘ s=3/hcus2xcos2if,

~

ol

Séhsinasin {5 (sin*asin?i3 + 3 cos® o cos*5),

( y==— 4k cosasiniP (cos®asin?iB + 3sinacostif);
osons A = (sin i3, paramétre réel, nous obtenons
hub] b

g wmahhsing | (3 4 422) cosaa -+ (3 - 242)],
Sy —ahksina[(3 - §722) cosox — (3 + 2 77)],

s=30h(14-222)cos 2.

Ces expressions montrent que la surface minima obtenue n’est autre

que celle qu’on déduit de la congruence isotrope formée par les géné-

ratrices rectilignes d'une famille de Paraboloides homofocaux.
Ceux-ci ¢tant rapportés au milieu O du segment focal pris comme



SUR LES SURFACES MINIMA OU ELASSOIDES. 19

axe des y, leur équation générale s’écrit

R ek
e — —ee = 8 /i (¥ — h cOS 2 2),
sin?z  cos?y : ’

/v est la demi-longueur du segment et o un paramétre variable. Ces
surfaces étant inscrites dans une méme développante isotrope, une
génératrice est a l'intersection de deux plans tangents isotropes.
SiP’on détermine ’enveloppe du plan moyen de la congruence iso-
trope formée par ces génératrices, on trouve précisément les formules
précédentes (*).
En prenant ¥ (z)=hcosvs, on obtiendrait ’élagenide conju-

gué MO dérivd des parahaloides homataeany,

CHAPITRE 11

11. Soit I’équation d’une surface en coordonnées tangentielles, &
laquelle nous adjoignons I’équation de 'ombilical,

® (0, 0, w.op)y=o, W4 P4 =0

nous déterminons ainsi une developpable isotrope dépendant d’une
fonction-®. Deux plans tangents quelconques a deux développables
isotropes (A) et (B) se coupent suivant une droite D qui dépend de
deux paramétres. LLa congruence isotrope formée par les droites D
dépend de deux fonctions arbitraires. La détermination des réseaux
isothermesdelasphére dépend, elle aussi, de deux fonctions arbitraires.
Nous allons montrer qu’a chaque représentation. isothermique de la
sphére on peut faire correspondre un couple de congruences iso-
tropes auxquelles correspondent un couple de surfaces minima conju-
guées.

Nous aurons a utiliser les formules relatives au triédre mobile assu-
jettia la sphére de rayon unité, prise comme surface de référence.
Rappelons brievement I’établissement de ces formules :

— Un point quelconque M de lasphére est déterminé par un systéme
orthogonal de courbes coordonnées () et (¢) (*). Nous considérons

(l
(

) RiBatvcour, Mémoire cité, p. 206.
*) La courbe («) correspond 4 « variable et ¢ constant.
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le triédre positif formé par la normale extérieure MN («,%,2,), latan-
gente 4 la premiére courbe MT (3, B.8,) et la tangente & la deuxiéme
courbe coordonnée MS (YivaYs)-

Les neuf cosinus directeurs qui déterminent la position de ce triédre
mobile satisfont anx relations

Do 0oy doy,
Tu S gy =B G =assy
do do, day

— - i - — /‘ 23
i AN T R

a et b sont des fonctions (u, ¢) qui- fixent la forme de I'élément
linéaire :
do? = @2 du? + DPde?.

Sil'on exprime que ’accélération sur la courbe («) est située dans le
plan May perpendiculaire 8 MT, on trouve les égalités

()rp) 0!31 (),6:

L =@ — my S = @ — M S e oty - MY,
de /’ de ! m du ? 7o
l)”/ ~ ()71 z ()72 el

—— =i —_— = m3 == TN D,

du ‘ du ~t du 2

Relativement & la courbe (¢), on aura six equatlons analogues. Feri-

vant que deux expressions, soit de ))10 > soit de ()() i -, sont identiques,
on trouvera les trois équations de Codazzi, ot entrent les nouvelles
fonctions m et n, correspondant aux rotations instantanées.

A chaque formule contenant %, 3 ou v, on peut en ajouter deux
autres obtlenues par permutation tournante; de¢ sorte (jue nous pour-
rons écrire loutes les relations relatives au triédre mobile de lasphére,

dans le Tableau suivant :

da N [} . dy o

(12) g%—(lﬁ, d—l—‘--m»—(zy.--— Rt EZ*’"'”

9z . & dJdy ‘

2;)‘;—[’/‘ ge T s W——")y‘_'l?"
da a

o) e =bm, D—;_au,

9

on dm
-+ ab=zo.

du v
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12. Si nous supposons que le réseau des courbes w« et ¢ soit un
réseau isotherme, nous aurons au point

M (o zp0y), 2l of - AT =1,

Ao =12 (du® - de?),

A fonction déterminée de u et ¢, qui caractérise le systéme isotherme.
Posons & = b = % == ¢%, les relations (13 ) s’écrivent :

do Po %0

no—= = — 4+ =—L 4+ e¥=o0.
o’ du? a2

d
(r4) m:d—ci,

Iin faisant le changement de variables
W=+ v, o = u— v,
Péquation aux dérivées partielles (14) prend la forme

0*(log1®) 72

- g :
- A 20 —
(13) +e*¥—=0 ou Ju v 5

1 9w ov

- Q.

Elle peut s’intégrer avec deux fonctions arbitraires U () et V (¢),
dont on désigne les dérivées par U’ et V' on a
— LUV

M=

Portons, sur la tangente MJ a la courbe («), une longueur MI =%,
et menons ID paralléle 4 la normale Ma; la droite D, ainsi construite,
engendre une congruence isotrope :

En effet, les coordonnées du point 1 sont

oy -+ e?f3,. oy + €9 B3,, oy -+ %8,

et les coordonnées (x,«x,x;) d’un point quelconque de la droite D
s’expriment sous forme abrégée par P’égalité

(" a4 3 402 = €95 -+ 1o
Nous en déduisons, a 'aide des formules (12
)

/ ¢

(dz __ (o 20 _ 099 .z) o2 09
\—ﬁ__a E;—-e-) %Q(\e‘?du—i—/e. ——-/c?dTa

(oi o 99 (292 4 o)

¥ —L 4 rev ).
e k

Jdu
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Ces expressions déterminent deux directions de tangentes au point I
pris sur la droite D. Sile point I est un foyer, ces directions devront
étre situées dans le plan tangent & la focale de la congruence. Ce plan
contient la droite D dont la direction est Mea; il faudra donc que les
directions [%J ) [%} ct [«] soient dans un méme plan; ce qui exige
que les coefficients de {§ ety dans les expressions précédentes, soient
proportionnels. On devra donc avoir

o do
—_— 'J.‘ 1 —
Ju . Jv
e e '
- '
7 i
d'on Pon dedun
Jy ey [729]
Iz T ds

Il en résulte que la droite D engendre une congruence dont les
focales sont déterminées par les expressions de la forme

dx ) i
T ko +h (Bxiy),
%%1;/.',9:4—/11 Siziy)

¢’est une congruence isotrope.

Les coordonnées des foyers F, et ', de cette congruence sont don-
nées par les égalités

e 90
o de du Pooan

r= (o 4+ e?3) oo J 0
1—+—pz—:—/’——?---——o (Hy=12,)

Le point central sur la droite D est & la distance du point 1 o—‘_—,——,
il a donc pour coordonnées

do

o= (e?fi—~(|+ ).r:e?ﬁ—ua——--
\ s

Le plan moyen passe par ce point et est normal & la droite D il aura
donc pour équation
(l(‘)) ZI.X,+2§X2+13X;=—|’-§;—$:O.
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Ce plan enveloppe la surface minima déduvite de Ja congruence; sa dis-
tance au centre de la sphére est
07

. i 1
P=T 00T T o

Si nous considérons la congruence isotrope obtenue, en portant sur
la tangente My, & la courbe (¢), une longueur MI’=" et menant 1'D’
parallele & la normale Mo, nous obtiendrons une deuxiéme surface
minima, enveloppe du plan qui a pour équation

Jdo

(17) 2 X+ 3 Xo + oy Ny + Je =0

en faisant tourner de go°® l'angle M Py formé par les tangentes aux
courbes coordonnées, on ne change pas la forme de I'élément
linéaire.

Il en résulte que les deux surfaces minima (16) et (17) définies en
coordonnées tangentielles se correspondent par parallélisme des plans
tangents et sont applicables 'une sur 'autre. Ce sont deux élassoides
conjugués.

153. Détermination des surfaces minima admettant pour représen-
lation sp/zenque de leurs lignes de courbure un réscau isotherme
déterminé. Rapportons une surface (M,) a ses lignes de cour-
bure (u) et (o),les directions M, §, et M, v, de leurs tangentes restent
paralléles aux directions M3 et My des tangentes aux représentations
sphériques des courbes coordonnees le triédre mobile Mo, B, sur
la surface est donc ¢quipollent au trxedre M a3y qui lui correspond sur
la sphére.

Demgnons par («, x,, x,) les coordonnées du point M, ; nous
devrons avoir les relations

g - o, - d.r, .
— = h 5 —_—=N"3 —_— Tz 13,
du s du Lo du Ass
i dey dey,
o e el =l

% et [ élant deux fonctions de « et v, qui doivent satisfaire a deux

conditions, exprimant que les deux expressions de ~———; déduites des
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formules précédentes, sontles mémes; en se reportant aux formules(v2),
on trouve l'égalité

qui doit étre satisfaite, quelles que soient les valeurs de S ety ; d’oules
conditions

oh ol
(18) (ﬁ_lm, Tu = hn.

I.cs fonctions /4 et [ étant choisies de maniére & vérifier ces relations,

nous pourrons exprimer les coordonnées du point M, par des quadra-
tures

!

&£ :J hB du+1y de,

(M) P / hBidu+ Ly, dv,

o

e [/’132 du~+ Ly, dy.

LLa surface (M, ) est rapportée a ses lignes de courbure; les coor-
données de I’'un des centres de courbure sont

y—=x-+ R,
el nous avons
dy __ dx | R Jdo JR JR,

1 “ P
— — b _+a_>-—h;3+1'x’,;_a_.
Jdu du ' 'ou Ju i T

du

Cette direction l%] doit étre laméme que celle delanormale M«

ce qui exige que V’on ait
ally+ Il =o.

On a donc les valeurs des deux rayons de courbure

— A —

=y, Ry —.
l{l P > 2 b

Donnons-nous comme image sphérique des lignes de courbure un
systéme isotherme,

a=—=>b=c¢e% do*=c*%(du?-\- dv*
] bl

o satisfaisant aux relations (14).
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Si nous posons
h=e% [=e"¥,

les conditions (18) seront vérifiées; et nous obtiendrons une surface
(M,) ayant pour rayons de courbure
Ri= — e, R, — e?%,
Ce sera une surface minima.
Elle dépendra de deux fonctions arbitraires correspondant a I'inté-
gration de 'équation aux dérivées partielles (14). La recherche géné-

rale des surfaces minima est encore ramenée a celle des systémes
isothermes de la sphére. L’intérét de cette méthode est que, dans

[y

chaque cas particulier, la surface obtenue est rapportée a ses lignes
de courbure.

14. En général, la représentation isothermique est donnée sous la
forme ‘
de?—= 12 (Urdu®+ Vide?),

U et V étant de simples fonctions de « et 0. Posons
a=¢"U, b=e"V, do* = eV (U?du® + Vide?).,
Si nous nous reportons aux formules (13), nous obtenons

N '
R T ‘T Uou’

0 doit satisfaire a I’équation aux dérivées partielles

R R TN T
'U"‘du_i_Vsdv—U"du‘Z_'_mV—’-W +en

Posons, avec deux autres fonctions U, (z) et V, (¢),
h=¢9%0,, {=—ebV,,
les conditions (18) seront satisfaites si I’'on a
U,V=uyVv,,
En conséquence, nous prendrons les valeurs suivantes :

h =0, l—=—eV;
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nous en déduirons, pour la valeur des rayons de courbure,

— N —1
— — ~20 — — 20
R, = — = eV, R, = =

La surface correspondante est une surface minima dont les coor-
données seront exprimées par les quadratures

f

\ & :fe“o(ﬁ Udu —y Vdv),
(19) ‘ J:l:fe—f’(lﬁjUduﬁ-/,Vdv),

x,= [ e V(B Udu—y,Vdy).

Connaissant le systéme particulier des courbes (u) et (¢) sur la
sphére, on connait les cosinus directeurs des tangentes & ces courbes
en fonction des paramétres u et ¢; la connaissance du do® nous donne
les expressions de ¢=%, U et V, a aide des mémes paramétres.

En effectuant les quadratures, quand cela est possible, avec des
fonctions analytiques, nous aurons une surface minima bien déter-
minée, qui admet pour représentation sphérique de seslignesde cour-
bure un réseau isotherme donné.

15. Avenication. — Surface minima dont U'image sphérique de
ses lignes de courbure est la méme que celle des lignes de courbure
d’une quadriqgue. — Donnons-nous une quadrique a centre, ayant

pour équation

e
3]
I

LAl
7¢'+'g‘r—

— 1= 0.

o]t

Ses lignes de courbure sont déterminées par un double systéme de
quadriques homofocales, qui, avec la quadrique donnée, forment un
systéme triple orthogonal. ‘

Désignons par u et ¢ les paramétres de ces lignes de courbure, A un
paramétre caractéristique de chaque quadrique de la famille monofo-
cale; nous avons |'identité

a* . y? +- 2 = —Ah—u)(h—v) |
atk  b+1  c+) T @ EFNbEN(c+r)
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d’oti 'on déduit

(a—0b)(a—c)’

& ot — ala 4 u)(a+v)
b(b +u)(b +v)

( oyt —
(20) V==’
' o clet+u)(ct+v)
T T (c—a)(c—b)
Formons le carré de I’élément linéaire. Nous avons
dxr _ z dy _ y ds _ 5 )
du_ 2a+u) ou_ 2(b+u) du 2(c+u)

Prenons la dérivée de I'identité en A, dont nous sommes partis; nous
en déduisons

ad 7
z? __[ )\(Z—v)ﬁ(l——u) J pour X — u.
S(a—}—u)z_ (a+M)(b+MN(c+21)]1 -

On obtient ainsi

Y a? . u(u—~v)
b (a+n)? ~ (a+uwyb+u)(c+u)
o v(u —v)
(a+v)2  (@ax0)(b+)(c+v)

D’autre part, les normales aux quadriques (A = u, A = ¢) étant reclan-
gulaires, ’expression

S (a—l—u)(u~| i)

et I’élément linéaire a la forme 1sotherme

L (0 — ) udu? B v dv?
(21) dglf 7 [(a—]—lt)(b+u)(c+“) (a+v)(b+v)(c+9)].

Nous pouvons en déduire le do? de la représentation sphérique :
Nous avons pour les cosinus directeurs de la normale

x a 5
—ap’ 1 D ’ 9 — Cp,
.74'2 y2 52
01— -5y o+ e
v a? b2 e
. (a+u)(atv)  uv

Q

a(a—b)(a—c)  abc
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Nous avons ensuite
dxr dp Odx @
o Ju du Odu au
O wrwee — == .
du o? P

Remplacons 9z ar son expression précédemment écrite
piag on P P p )

dz —_ S [
(22) T oy JRae wla+w) A= o

Le rayon de courbure R, vérifie I'équation

Jox do
de T T
ou bien

& R,z .

2(a@—+ u) - cu(a + u)\/Am’ B

On aura donc
R =Auwdv et R =Avu.
Le calcul des rayons de courbure nous permet d’obtenir

2

E G
2 — . 2 2
de*= R du? -+ —“R'f de?,

sachant que ds* = Edu® + G2dv*.

De la formule (21) nous déduisons, pour le carré de 1I'élément
linéaire de la sphere,
abe(u—v) du*

4wy u(a+ u)(b+ u)(c+ u)

(23) do*=

dy?
- v(a+v)(b+v><c+v)J'
Appliquons les formules (19); nous avons, avec une constante
d’homogénéité k,
g abc u—v
T LR uv

U\/u(a ~+ ")(.b"“ u)(c+ u)= AR

e

Nous avons aussi, en utilisant la premiére formule (12) et
Pexpression (21)
’

?ﬁ_ /u-—v B .
du*\ Auy \/u(a—l—u)(b-i-zt)(c—*—u)’
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d’aprés la formule (22), il vient

—x - B.Nu—v¢

Vaula+u) J(b+u)(c—+u)

et

/(6 +u)(c+u)(a+v)

5=\ e
(a—b)(a—c)\/ u— ue

Nous pouvons donc écrire les valeurs de U et les valeurs analogues

de V‘\(

a -+ v

U= \’ (a—b)(a——c) u\/u—o\/a+u
._ k a—+u
/U_—\/(a_b)(a—“c) ‘;\/E\/a—l—o’

De sorte que les coordonnées de la surface minima cherchée seront
données par I’expression triple

r—s TAWup la + v du a-u dv
(26) T (1t — 0) a-+-u u atv o’
, k3
A2 =

be(a— b)(a—c)

Pour effectuer ces quadratures, nous devons faire intervenir les
fonctions elliptiques.
Déterminons I’élément linéaire ds? ; nous avons

<d.1:>2 - huv Ai(ea+ )
du) T w(u—v)Y a+u 2
AZ._

P T P
a+u a-+u o a-au

Le coefficient de duz? dans ds? est donc

l;uv
wt(u—v) (‘—U)Ea—i—u

—u Za(bz-cg)

A2
Za+u :abc(b—-c)(c-—a)(aﬂb).(a—i— ) (b + w)(c+uy

et

Nous aurons, par analogie, le coefficient de de?; et I’élément linéaire
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de la surface maxima considérée aura la forme isothermique

ds? = 4Huy du? de?
S abc(u— ) [u(a+z¢)(b+u)(c+u) T (a+ ) (b +9)(c+ 0)]’

(b2 — c*
H= - 2“ i

(b—c)(c—a)(a—b)

Son rayon de courbure s’obtiendra par comparaison avec la forme (23)
de la représentation sphérique; on aura

—JH buy —VH e—20
R_\/Habc(u——v)_\/He ’

CHAPITRE I11.

Correspondance par orthogonalité des éléments,

16. Théoréme de Ribaucour. — Soient deux surfaces (A) et (B)
qui se correspondent par orthogonalité des éléments. Par le point B
de la deuxiéme on méne une droite D paralléle 4 la normale au point
correspondant A de la premiére surface :

1° La surface (B) est la surface moyenne de la congruence formée
par les droites D; 2° les plans focaux sont perpendiculaires aux
directions asymptotiques de la surface (A).

Désignons par &,, £,, &, les cosinus directeurs de la normale An au
point de coordonnées (x,, z,, &, ). Un point quelconque de la droite D,
menée par le point B(X,, X,, X,) parallelement & A»n, aura pour
coordonnées

Q) Y, =X, + o0&, Y. =X, 4+ pdy, Y. = X+ 0f;.

Nous rapportons la surface (A) 4 ses directions asymptotiques, a
l’aide des formules de Lelieuvre

QU

(A) dz, . 0% r 0%, dx,

9z1 __ 08 ; 0& 9z __ [ g
du = du o 17 de

—& + Z3==>

3
> 0p 7 dy

AN

Fany

1» 5ay &y Teprésentent trois solutions del’équation
a2}

duay
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Si 'on prend une quatriéme solution déterminée A de la méme
équation, on peut définir une surface (B) qui correspond a la sur-
face (A ) par orthogonalité des éléments, a 'aide des formules

()Xg . 05:1 . 0}- 0X1 dQ1 d)
(B) P e Th% oe =R Thg

Lorsque le point A varie sur la courbe (%), le point C décrit une
certaine courbe dont la tangente est

in . ()Xl dQl dp
T dn T Pou TS 9 ou’
que P'on peut écrire

)Yl 09 dx .
ou =(0+p )dl (?ﬁ d—u>

si I'on choisit la valeur p = — %, la direction de cette tangente sera
précisément celle de la droite D et le point C sera un foyer de la con-
gruence engendrée par cette droite. Dans ce cas

JY, . -
it rt
“el les coordonnées du foyer 17, seront

(Fy). Yl-—_—'-xx'—lgn Yo= X2_7\£a-, Y= Xy— 25

On voit de plus que les premiéres développables de la congruence
correspondent aux asymptotiques (z) de la surface (A). Prenant la
développable correspondant 4 la deuxiéme asymptotique (¢), on
trouve que les coordonnées du deuxiéme foyer de la congruence sont

(Fy) L, =X, + 2, Zy= X, + 1%, Ly=X;+ s

Le point central, milieu de F, F,, a pour coordonnées

Y, +7, Yo7, o Y, +7,
f_ﬂ;_l___,\“ J_*;__izka, %_zzxﬁ

c’est précisément le point B.

Ainsi, la surface (B) est la surface moyenne, et les courbes décrites
sur les focales de la congruence par les foyers F,.et F, correspondent
aux lignes asymptotiques de la surface (A).

l.e plan tangent au point F, & la premiére focale est déterminé par
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la droite D et la direction

oY, _0X, L9 ., ok _ 0%,
o T ov T har gy =Ry

Il en résulte que les paramétres directeurs de la normale au premier
plan focal sont donnés par le Tableau

G & G
. d¢  dv  dy
ils sont proportionnels a
dx, Oz, Jdu,

de’  d9v’ av’

c’est-a-dire aux coefficients directeurs de la deuxiéme ligne asympto-
tiques : Les images sphériques des asymptotiques de la surface (A)
sont aussi les images sphériques principales de la congruence. Une

démonstration géométrique de cette propriété est donnée par
Darboux (*).

17. Prenons pour surface (A) une sphére de rayon 1; les lignes
asymptotiques sont les génératrices de la sphére. Ce sont des lignes
isotropes; le centre O est le péle du plan de I'infini, et un plan qui
passe par la normale OA et une génératrice est un plan isotrope. La
droite D, paralléle 4 la normale, est comme celle-ci I'intersection de
deux plans isotropes; elle engendre une congruence isotrope. Inverse-
ment, la surface moyenne d’une congruence isotrope correspond, par
orthogonalité des éléments, a la sphére qui en est la représentation
sphérique.

Dans ce cas particulier, nous avons les formules suivantes :

Les coordonnées du point A(«), peuvent s’écrire

w—+ ¢ (u—v) 11— uy
A) oy == ) Oy = -—-—-————( P Oy == ——
L+ uy I = uy 1 -+ uy
et
‘E.l __"Cjz . C’,s —

%y 221 o3

On constate_facilement que les coordonnées «,, «,, oy, vérifient

(') Legons sur la Théorie des surfaces, p. 861.
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’équation aux dérivées partielles

026 —2

(M) dud":(r—t—uv)?e;

et 'on peat, dans les formules du paragraphe précédent, remplacer
les paramétres %, £,, &, par les cosinus directeurs o, a,, ;.

La congruence formée par les droites D est une congruence isotrope
qui dépend de I'équation du deuxiéme ordre (M); sa surface moyenne
(B) sera déterminée par les formules

X, _ , 0o 96 90X,

u 0w MO Tov

92, 9.
de L oe?

(B) =—10
0 est une solution de ’équation (M) qui caractérise la congruence
isotrope. Le plan moyen de celle-ci enveloppe une surface minimaj la
distance de ce plan au centre de la sphére est précisément égale & la
valeur 6 choisie.

En effet, les expressions (B’) nous donnent

s 0X 080X 0
du  odu’ de — g¢’
il en résulte
: PEDN da 90X da 90X
2S S =

adizdv+ du dv Erir T

La condition générale d’orthogonalité nous montre que I'on doit
avoir

(22 0%, du 9X
du d¢ de du
et, par suite,

9*X

“ouoe °

Le plan moyen passant par le point B et perpendiculaire a la nor-
male OA est placé & la distance du point O

Tot Fon dédu; p=o, X+ o Xy -+ a3 X3
ot I'on déduit

dip d*a —2 ‘ "
duode  oude (1+uv)’(aixi_’_a?}‘r‘_a’xa);
on a
dip —ap

du o - (}‘ b g )g ? P 4.
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Ainsi, & chaque solution particuliére de I’équation (M) correspond
une surface minima définie en coordonnées tangentielles (a,, «,, %;, p)-

18. Nousavions trouve (12) 'équation (16) qui représente en coor-
données tangentielles une surface minima correspondant & la repré-
sentation sphérique

da?= e*?(du*+ dv?)

Changeant u en « + ic et ¢ en u — o, cette expression prend la

forme
do®*=e2?(du.dv),

et le plan tangent a la surface minima prend la forme

A

99 9
dv

du.+

o Xy + o, Xy 4+ a3 X+ =0,

% étant une solution de I’équation (15).
En posant

9
e?—

>
T — uy

on choisit comme systéme isotherme celui qui est formé par les géné-
ratrices de la sphére. Et la surface minima correspondante est telle
que la distance de I'origine O au plan tangent

o {02 d¢
. . p=0= du+5; )
On en déduit

025 . ()3('g 03@

T Puodv T dutdr + du de®

De V'équation (15) on déduit

0%¢ e e /do  de\.
du? oo - dudr | 2 <EZ + o)’
d’ou
026 e, —_2 5
dutde T o (1 uv)

~Nous retrouvons ainsi I’équation (M).

A la solution
2

I ~2tg

e? =
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de I'équation (15) correspond la solution

de _ Op u—+v
G —__ (| X — ) —
= <du+6v>_x+uv

de I'équation (M). La connaissance de I'intégrale générale de la pre-
miére nous permettira d'obtenir celle de la seconde. On a

o — S ()9(V)
[f(u) =+ f(0)F

avec deux fonctions arbitraires; pour

f(u):% et o(v)y=r,

on a la solution particuliére

’
= —
(14 we)?
a laquelle correspond

O —
9=oy.

Pour obtenir la solution générale § de l’équation (M), on peut se
servir des formules de Weierstrass :

LLe plan de coordonnées tangentielles («,, «,, «,, 0) a pour équation
(e+0)e+i(u—e)y+(1—uv)s=(1+ uv)b.

Il enveloppe une surface minima qui dépend de l'intégration de
I’équation (M), c’est-a-dire de deux fonctions arbitraires. Or, les for-
mules de Weierstrass, qui font intervenir la représentation isotherme
de la sphére sous la méme forme

Ao e 4dudy
T T O ue)E’
nous donnent la valeur de

(e +9)z+i(u—9)y+(a—uv)z=Et ()
t=20F(u)+ 2uF (v)—(1+ wo)[F'(u) +F ()]

L’intégrale générale de 'équation (M) est donc, avec les deux

(*) Damsoux, Legons sur la Théorie des surfaces, p. 193.
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fonctions arbitraires F(«) et F,(¢),

5= [0F (1) + uFy(0)]— [F/ () + F} ()],

L’intérét de cette méthode est de nous donner I'intégration de cer-
taines formes d’équations aux dérivées partielles par des méthodes
géométriques.

Ainsi, les formules de Ribaucour se rapportent a la représentation
sphérique donnée par I'expression (7); etl’on a

— 5in

g+ P cos 291
2 2 . @ — 9.
oy = ———————) Iy = —————» oz3=l.tang——0————;
cos_?__(?_i cosu -

2 2
ces trois cosinus directeurs satisfont a I’équation aux dérivées partielles

026 —1
(Mi) ()(P d‘?l —_ 8:

f étant une solution donnée de cette équation, le plan ayant pour
équation ‘

»~-~—-———(‘°_|;(Pi~l>-.ycos(ﬁ—-_i2_q:1 —&—iztang-———?_cp' g%,

= CO0S§
2 2

— zsin

enveloppe une surface minima bien explicitée par les formules de
Ribaucour (5).

Il en résulte que l'intégrale générale de 'équation (M,) peut se
mettre sous la forme

9 == tang (ﬂ-%) o F@)—Fi(e) _ F (o) +Fi(91),
\ 2

2 2

19. Nous avons vu qu'a toute représentation isotherme de la
sphére on peut faire correspondre une congruence isotrope, et par
suite une surface minima. Nous allons montrer que, & tout systéme
orthogonal quelconque de courbes («) et (v) sur la sphére, on peut
faire correspondre une congruence isotrope::

Soit A(a,, o, %;) un point de la sphére qui correspond par ortho-
gonalité des éléments a la surface (B).
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Nous avons les formules

(25) dot*= a® du® + b* dv?;
do. B _ I 9y __
(26) i Rtk A it
oa ) dy
-a-(::b*/, _(()—E?::Il‘/, 5—{;:—50(—".@.

Aux directions § et y des courbes coordonnées de la sphére corres-
pondent, sur la surface ( B), deux directions perpendiculaires qui seront
données par les formules

ox dx
(27) (—m_h/—l—eo:, 5;_-[@-1-/0:.

Ecrivons que 'on doit avoir

dx ox
Sﬁ-ﬂwo et S*/—(’?_o
ou bien
do 0z da oz

—— w— () — aw— T O
du Jdu dv dv !

nous déduisons, d’aprés la condition générale d’orthogonalité entre les
éléments des surfaces (A) et (B),

(gﬁgg+da 2)
du dv " dv du) T

c’est-a-dire
S{aB(IB +fa)-by(hy + ea)] =o0;
d’olt 'on déduit la condition

(28) al + bh = o.

5 . . . 0* 1300
Ecrivons ensuite que les deux expressions de W:?’ déduites des

formules (27), sont les mémes il vient, en tenant compte des égalités
fondamentales (26),

de oh
a(\—lzb+m> +ﬁ(—hn)+y<&;+eb),

= (" la +%>+.5(§f7 +fa> +y(— Im);
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ce qui donne les trois nouvelles conditions

de af
S—blz+-d—‘;_~—r1l+-(—m,
i _
(29) an “+af + nh=o,
' %—{»be—z-mlr:o,
de

Les coefficients %, {, e et f satisfaisant & ces quatre conditions (28)
et (29), les formules (27) nous détermineront la surface moyenne (B)
d'une congruence formée parles droites D, menées par chaque point B
parallélement & la normale au point correspondant A de la sphére
(théoréme de Ribaucour).

Nous allons montrer que, méme dans ce cas ou les courbes coor-
données ne sont pas des lignes isotropes et forment un réseau ortho-
gonal, la congruence des droites D est une congruence isotrope.

Déterminons en effet les foyers de la congruence (D); les coor-
données de I'un d’eux étant exprimées par

Y=+ a0,
nous aurons
dy op .
%wa(ebf— —{E>+{3a'a -y hy
d _ % .
-(-)-;;_a(f+-5;> + B+ 7y bp.

Ces directions et la direction « de la droite D doivent é&tre dans un
méme plan focal; il en résulte que les coefficients de B et y dans les
formules précédentes doivent étre proportionnels; ce qui donne la
condition

al _ h - L Ml
—l-.—_i)-E, dOll f)._..-(;-[';,

tenant compte de la relation ( 28), on en déduit

c’est bien la détermination des foyers d’une congruence isotrope.
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CHAPITRE IV.

Intégration de certains systémes d’équations aux dérivées
partielles.

20. Nous avons vu qu'a chaque systéme de projection géographique
de la sphére correspond un systéme de formules déterminant les sur-
faces minima. La connaissance de celles-ci, qui contiennent deux fonc-
tions arbitraires, nous a permis d’intégrer certaines équations aux
dérivées partielles de la forme étudiée par Moutard. D’autres méthodes
de recherche permettront d’intégrer certains systémes d’équations aux
dérivées partielles du premier ordre, qui déterminent les surfaces
minima. Je vais en donner deux exemples correspondant aux formules
de Weierstrass et de Ribaucour :

Nous désignerons par (c, ¢, ¢”) les cosinus directeurs de la normale
en un point M, («, y, 3) d’'une surface minima. 3il’on suppose que =
et y soient les variables indépendantes, nous avons la condition de
Lagrange

de  dc
(30) P -+ -dT}’. = 0,

et il faut exprimer que I’expression
(31) cdx + ¢'dy +c¢'ds
est une différence exacte.
1. Projection stéréographique. — Les coordonnées du point M,
image sphérique dupoint M,, sont données par les formules

¢c=sinu cosy, ¢'=sinu cosy, ¢' = cosu.

Désignons par (o — i) I’affixe de la projection stéréographique m
de ce point vu d'un pdle P; nous avons

- . u
&= ueosy, — @ == psing, om.:p:col;-

Le réseau de courbes («) et () est un réseau isotherme formé parles
deux familles de cercles orthogonaux passant par les droites Pz et Py
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paralléles aux axes de coordonnées. L’élément linéaire de la sphére a
la forme

do® - df3?)
dv*=du*+ sin®v dv*= Mdal+ dB?)
(14 o+ f7)?

Au lieu des variables indépendantes z et y, nous nous proposons de
déterminer les coordonnées cartésiennes d’un point de la surface (M,),
en fonction des nouvelles variables o et B.

La condition (30) nous donne I'équation aux dérivées partielles

e+ B) o (§-2)

Et si nous effectuons le changement de variables, & I'aide des for-
mules

do o dy ag _ 1 dy
dx D dp’ dr ~— Ddx
da 1 dx dap 1 dz
dy —  Ddpg’ dy D dz’

D étant le déterminant fonctionnel, nous avons ’équation caracté-
ristique d’une surface minima :

(32) ”di“;— 3—1—(«1 (32)< )—t—: d‘” %):o.

Mais la condition (31) devant aussi étre satisfaite, nous devrons pou-
voir intégrer I'équation

(33) 2adx —2Bdy+ (a*+ B*—1)dz=o.

La condition d’intégrabilité nous donne une deuxiéme équation aux
dérivées partielles:

dx+dy

dz dy dxz dy
Pk b —_—— e | — —_— —— | =2 0.
2B+ da TP (dﬁ doz) 2P (ua. + dﬁ) °
Nous obtiendrons les surfaces minima algébriques en recherchant les
solutions algébriques communes aux deux équations (32) et (34). La
coordonnée z s’en déduira par une quadrature, d’apreés ’équation (33)
(ui est intégrable.

(34)
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21. La surface d’Enneper nous donne une solution de la forme

1 g3 3620 — 37
3o+ 3af?—a +L.3ﬁ+‘5a|.) 3

ou bien

Z Ay = —

(a—if)  oa+ifs
3 T3

on déduit, pour la coordonnée z et pour I'élément linéaire,

P 2_52’

s (14 o+ P2)2 (do? + dB?).

Les courbes () et () sont les lignes de courbure.

Proposons-nous de rechercher les solutions de la forme plus géné-
rale
(a—iB)"  (a+iB)"

m n

(35) & 4Ly =

Pour satisfaire aux équations (32) et (34) nous devons avoir
(a_ iﬁ)m—l_l_ (0! -+ iiﬁ)m—lz ((Z _— i@)n—i—i 4 (0: -+ lﬁ)" H’
d’ou
m—_—=n-—+-2.
Nous obtenons ainsi, en faisant n = m — 2, dans la formule (35),
une famille de surfaces comprenant une infinité de surfaces algébriques
(m commensurable).

Si I'on substitue aux paramétres o et 3 les paramétres et v qui défi-
nissent les méridiens et les paralléles de la sphére, on a

a —if=p(cosy + Isin¢), a+ i =p(cosy—1Ising),

R P"l . pln-z .. .
Z 4 iy = 1—=(cosmy + isinmp) — [cos(m —2)¢ —isin(m—2)¢];
m m-—2
on déduit, aprés I'intégration de
dz =—tangu (cos¢ do + sin¢ dy),
olll oln——ﬂ

I

x = ‘—cosmp— - cos(m —2)v,
m m — o
it nm—2 .
Esinme + -2 sin (m — 2)¢,
n m—2

~

o"-teos(m—1)¢.
m—r'

e ———
Q 2
i l
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Ce sont les formules de Bour qui définissent les surfaces minima
applicables sur une surface de révolution. Elles admettent pour géodé-
siques les courbes ¢ = const.

Les formules de Weierstrass expriment x, y et z, a I'aide des
variables caractéristiques des lignes isotropes

E=a—iB, §f=a+if;
elles peuvent s’écrire
z + iy =—E f1(8) + 28 f (&) — 2/ (8) + fi(&),
s=Ef(E) — fE)+E S (E)—fi(E),

avec les deux fonctions arbitraires imaginaires conjuguées £(§) et f(§,).
Si’'on prend

(36)

E m

m{m —1y)(m-—2)

SE) = v STE) =

on obtient I'expression

(e — By _ (e +iﬁ)"‘—‘2’
m

(x+iy)= s

qui correspond aux formules de Bour, obtenues par une autre
méthode.

L’intérét de celle-ci est de nous permettre d’obtenir la solution
générale avec deux fonctions arbitraires des équations aux dérivées
partielles (32) et (34).

Cette solution nous sera donnée par les formules (36); on peut
d’ailleurs en donner une vérification.

Remarque. — La solution particuliére f”(§) =1 nous donne la
surface d’Enneper :
—iB)?
x+iy:(“—-§-@~— (e +iB),
— B,

que l'on peut déduire directement des équations aux dérivées partielles
ou I'on suppose

dz _dy
dﬁ 7&_0.

. . v . . 1
La solution particuliére qui correspond a /(€)= z nous donne
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les égalités

o —— 14 a4 B2
s Py
_ pgltai+f?
(y-— i E
5 =— 2+ log(a?+ 3%).

Cette surface n’est autre que I'alysséide; on pourrait la déduire des
équations aux dérivées partielles ot I'on suppose

dow __ dy _
BT da =
Ainsi les solutions particuliéres du systéme des équations (32)

et (34) qui correspondent aux conditions

ds , dy

dap
nous donnent deux surfaces minima : I'une algébrique (Enneper);
I'autre transcendante (caténoide).

22. I1. Projections de Mercator. — Au point M de la sphére on
fait correspondre dans le plan le point de coordonnées

T u
A==+ — —logcot —-
S+ B gcot —

A Vaide de ces nouvelles variables « et 3, nous avons

—==sinot cosar . .
= ey ¢ = ey c"=1¢tangif.
cosif3 cosif

Les conditions (30) et (31), qui expriment que la surface (M) est
une surface minima, nous dounnent les deux nouvelles équations aux
dérivées partielles :

c :z— - 8in = {tam 'i{3<cos glf--i— inady
0s 4B i “dﬁ g = - sina 52 )

dy

7 sin dz _ _ ftan Lﬁ(cosad -I-smad >
cosot = — sina—— = — itang 5 P

Ces équations sont linéaires, et leur intégrale générale, avec deux



44 F. CLAPIER.

fonctions arbitraires, nous sera donnée par la formule de Ribaucour :

v+z_y_—(—LF’+I‘”)+ (—ZF'+F"),
‘?“‘“‘*“ﬁ
pr=a—1If.

Les solutions réelles correspondent aux fonctions F(¢) et F,(9,)
imaginaires conjuguées.
La coordonnée z est donnée par I’équation intégrable

sinet da + coso dy + £siniB dz = o;
et 'on doit trouver
5= é(F I . é(F,+ F)).

CHAPITRE V.

Les congruences de courbes normales & une famille
d’élassoides.

23. Soit une congruence de courbes, définie en coordonnées carté-
siennes par les équations différentielles

( G m ) ‘fﬁ dy

c o c"

Nous désignons par (¢, ¢, ) les cosinus directeurs delatangente a
la courbe de la congruence, qui passe par un point M (z, y, 3); ce
sont des fonctions données de ce point qui vérifient la relation

H=c¢4+c"?+c"*—1=o0.

Choisissons ces trois fonctions de maniére a verlﬁer, quels que soient

(%,7, %), la condition
e (L9 o (22 (% _0)
T \o0s 9dy oz dz) dy  dz et

I'équation aux différentielles totales

E=cdx + c'dy +c'dz=o
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sera intégrable avec une constante arbitraire, et représentera une
famille de surfaces orthogonales & toutes les courbes de la con-
gruence.

Soit S la surface de la famille qui passe au point M; on peut calculer

les rayons de courbure R, et R, de la surface S en ce point par les for-

mules (+)
L (% 0 o0
R - oz oy 9z)’

(29 0e o)
RiR, ™ \9y 0z dy 0z

19

(38)

Elles permettent de déterminer soit les surfaces a courbure moyenne
nulle, soit les surfaces & courbure totale constante.

Surfaces minima.— Donnons-nous trois fonctions de point ¢, ¢’, ¢’,
satisfaisant 4 la relation quadratique H, & la condition d’intégrabilité I
et, en outre, a l'identité

dc  d¢'  ac

L’intégration possible de Péquation E nous donnera une famille de
surfaces minima.

Nous nous proposons d’étudier les congruences de courbes trajec-
toires orthogonales de certaines familles de surfaces minima. La con-
gruence générale est déterminée par les formules C,, ot ¢, ¢’, ¢” sont
trois fonctions de point satisfaisant aux conditions

H==o0, I=o0 etalidentité (3g).

1° Un élassoide S, en tous les points duquel la somme des rayons
de courbure est nulle, est une surface d’aire minima : Considérons, en
effet, une famille d’élassoides et deux surfaces voisines S, et S, pas-
sant par un coutour fixe; elles limitent un volume ¢ et, si nous dési-
gnons par «, 3, y les cosinus directeurs de la normale extérieure & la
surface limite o, nous pourrouns appliquer la formule relative a la diver-
gence d’unflux,

) dc dc! 001/ ;¥ , "
[(5;’+5—i+ == )du)_ja (ac+6c¢' 4+ yc") do.

(*) Voir Nouyelles Annales de Mathématiques (aodt 1914).
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La premiére intégrale est nulle, d’apréslarelation (3g), et la seconde
se réduit & S, = S,.

Il en résulte que sil’'on considére une famille de surfaces quelconques
passant par un contour, et si 'on ¢crit que la variation premiére de
P’aire comprise & I'intérieur du contour est nulle, on trouve la condi-
tion (39).

Toutesles portions continues d’élassoides qui passent par un contour
et font partie d’'une méme famille & un paramétre ont une aire
égale. _

Parmi toutes les surfaces d’une méme famille passant par un contour
et ayant des aires continues et finies a l'intérieur de ce contour, celle
dont l'aire est minima est un élassoide.

2° Découpons une surface S en petits rectangles par le double sys-
téme de ses lignes de courbure; les normales avux extrémités de chacun
de ces petits rectangles découpent sur une surface voisine 5’ unnouvel
élément dont l'accroissement d’aire, par rapport au précédent, est

égal A
1
(R_1+ B—;) dn ds.

Pour une surface d’aire minima, cette expression doit étre nulle et
'on retrouve la condition caractéristique des élassoides d’avoir une
courbure moyenne nulle.

Silon prenaitune famille de surfaces minima et surl’une d’elles une
décomposition superficielle en petits éléments, chacun de ceux-ci pou-
vant étre circonscrit par un contour rectangulaire formé de lignes de
courbure, on pourrait appliquer la formule précédente. Il en résulte
qu’un tube orthogonal, formé par les courbes de la congruence ortho-
gonale & une famille de surfaces minima, découpe sur chacune de
celles-ci des aires égales.

24. On peat, pour la détermination des surfaces minima, utiliser
’une ou P’autre des propriéiés précédentes. Riemann considére la por-
tion de surface qui repose sur un contour fixe et se déforme et sedilate
inficiment peu; son aire ¢ devient ¢ + oo et il exprime que la premiére
variation 0o == o. Il trouve ainsi que la surface S doit satisfaire a la
condition

dx

d (sin wcose) + a (sinusinp)=o
’ ) d}’ 1 -
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u et o étant les paramétres géographiques qui définissent la directlion
de la normale extérieure au point M (=, y, z).

Le point m (cc'¢”) est I'image sphérique du point M, et 'on a

¢c=sin« cosv, ¢'==sinusinv, ¢’ = cosu,
¢ azimut et u colatitude.
Sil'on a pris « et ¥ comme variables indépendantes, la condition

trouvée par Riemann s’écrit

de dc
(40) a;-i—z);::o

La surface S étant donnée sous la forme
z = fonct. (, y), dz = pdx + qdy,
T'égalité précédente n'est autre que celle de Lagrange :

4 _p . d__ 9 _ _
9 \i+pirgt Ay Vit pir g
Supposons que 'équation de la surface minima soit F (z, y, ) = o;
nous aurons
oF OF . OF

c==n—; ==, el e

ox dz

oy
OF\* [/ gF\* [gF\*
V(%) (F)+ (&) ="

La relation E est identiquement satisfaite, et nous avons

dc dc ¢ Jdc, de' _dc ¢ 9dc’

dz "oz ¢ d: dy dy ¢ 0z
Ajoutons ces deux égalités et tenons compte de la relation différen-

tielle

¢ de e dac’' e dac’
0z 0z

Jz =0,
nous retrouvons la condition (39), obtenue en considérant une surface
minima comme faisant partie d’une famille de surfaces orthogonales a
une congruence de courbes C,,. ‘

On voit que, si une surface de la famille ' (=, y, z) = const. jouit de
la propriété d’aire minima, toutes les autres de la méme famille sont
aussi des surfaces minima.
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SiI’on pose

. JF __OF _ 0%
X= 5'5’ Y= bj/? 7= a—za
- aX oY dZ
‘Xx:’azy Ty Yx:b-—‘;, v ey Zx:-a—x- ey
la condition (39) pourra s’écrire
(41) EX2(Y, +2Z,) — ZYZ (Y. +Zy) =o.

Nous utiliserons dans la recherche des surfaces minima les plus
simples 'une des formules (39), (40) ou (41).

25. Surface de Scherk.— En prenant z et y comme variablesindé-
pendantes, le choix dela congruence C,,, qui se présente naturellement
a Pesprit, consiste & poser
¢ c ¢’

J@ TeGn T T
L’équation E est tout de suite intégrée et donne
s=F(x)+F(y).

Formons la condition (40) qui s’applique au cas ou ’on envisage =
comme fonction explicite de z et y; nous trouvons, en tenant compte
de la relation H, et aprés simplification,

de af
2y 21 &
’ o Gz +are)gz=o
qu on peut ecrire
a dg
dw dy
A T

Pour satisfaire identiquement a cette égalité, il faudra poser
af ) do o
o5 =@ (L+ %), y = el e,

a étant une constante. Il en résulte les expressions

Jf=—cotax, © =cotay
et, par suite,
z = (cot ax) dx — (cot ay) dy;
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d’ou, en intégrant
sin a.r

et = {Scherk);
sin ay

on voit (ue c’est la seule surface minima qui satisfasse a I’équation

J*s
—_— 0.

Jdxz dy

@ élant un paramétre, nous avons une famille d’élassoides sem-
blables. La congruence (C,,) correspondante est déterminée par les
équations

dx dy ds

—cotar  cotay /i collax — cot’ay

Toutes les courbes de cette congruence sont orthogonales aux élas-
soides de Scherk, déduits de 'un d’eux par une translation paralléle
a Oz,

L’étude de cette congruence comme celle des congruences (C,,) qui
suivront ne peut étre faite dans ce travail d’ensemble; elle fera 'ohjet
de nouvelles recherches. On voit tout de suite une intégrale

cosag
cos ax

== coast.;

la deuxieme s’en déduirait par quadrature en substituant, dans Pex-

pression du radical, cot ay par sa valeur en fonction de cot a.r, déduite
de la relation précédente.

26. Surfacc minima réglée. — Considérons toutes les courbes (C)
telles que la tangente en un point M soit dans un plan paralléle &
I’axe Oz et que son inclinaison sur cet axe ne dépende que de la dis-
tance du point M & I'axe. Les cosinus directeurs de la tangente MT
pourront s’écrire

wy ,  —ax b \fP—a’p?
b

Foy  CTTFe TR o ey

La relation (39) est toujours satisfaite ; de sorte que I'ensemble des

courbes (C) pourra, par le choix convenable de la fonction indétermi-

née f(o), former une congruence (C,,). Il suffit d’exprimer que la

condition d’intégrabilité I = o est réalis¢e; on trouve ainsi I’équation
G. 7

Cc =
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2 A

y

Sflp)=pVa*+ m?o.

La famille de surface minima correspondante est donnée parl'intégra-
tion de P'expression B, qui donne

¥
ms —— aarc tangu— -+ const.
Z

Elle représente un hélicoide gauche & plan directeur ayant pour
axe Oz.
Une courbe (y) orthogonale & une courbe (C) véritie la condition
différentielle
ar de —2zdy /P =a?p®

o = ds = o,

s

qui peut toujours s’intégrer a 'aide d’une fonction arbitraire,

® (z)=a+arc tang%,

N

(7) ‘ s
((.wm:__\’-"‘“'-”.

Sil'on écrit que la condition 1 est satisfaite, on trouve, d’apreés ce
qui précéde, qu’il faut prendre ®'(s)=m. Ainsi les courbes (vy)
forment un ensemble minima dépendant d’une fonction arbitraire;
elles ne pourront engendrer une surface minima que si la fonction ®
a la forme linéaire en z. Dans ce cas, nous avons une double infinité de
courbes (v,,) déterminant une famille de surfaces minima réglées et
trajectoires orthogonales des courbes d’une congruence (C,,).

Celle-ci sera déterminée par les équations différentielles

dz _ dv ds

_
ay —ax ms*

d’ou1 'on déduit facilement

’

ms - a — arc tang*— = const., x? -+ 32 = const,
x

(S
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Ces ¢équations représentent des hélices de méme pas, tracées sur des
cylindres de révolution d’axe Oz.

Si 'on enroule sur un cylindre un réseau plan formé de droites
rectangulaires, on obtient un systéme de courbes v,, et C,,. IEn prenant
les hélices y,, de méme pas, placées sur des cylindres différents, on
engendre une surface minima réglée.

La congruence (C,), formée d’hélices de méme pas, ne présente
rien de particulier.

Remarquons que, si l'on fait tourner autour de Oz un hélicoide
gauche a plan directeur, ou surface de vis a filet carré, la surface
coincide avec elle-méme et la famille de surfaces minima qui résulte de
la translation de I'une d’elles, suivant Oz, donne la multiplication des
spires.

Rappelons que la surface de vis a filet carré est la seule surface
minima réglée (Catalan).

C’est aussi la seule surface minima réelle qui puisse coincider avec
la surface moyenne d’une congruence isotrope ( Ribaucour).

7. Surface minima de révolution. — Prenons I'axe de révolution
pour axe des x; la normale MN au point M(xyz) a ses cosinus
directeurs proportionnels & (x — &, ¥, 3); la sous-normale PN=§ —x
est une fonction de I'ordonnée PM = ¢\ y* + =*.

Cette fonction dépend de la méridienne que nous nous proposons

de déterminer. Nous aurons donc a considérer la congruence de
courbes définies par

Y A o — 2 —_— \/fz— PQ.
Py

=7 7o’ T

Ici, I’équation E est toujours intégrable et nous donne

:/ pde .
V(o) —0ot

Il nous reste & déterminer la fonction /(p), de maniére 4 vérifier la
condition (39); nous trouvons

—0?
Slo) = -
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I.’équation précédente nous donne, en effectuant la quadrature,

/oar—ay X— 2

«
o= (‘e “ e ¢ ) (chainette).

/

Le caténoide est donc la seule surface minima de révolution. Nous
obtenons ainsi une famille de surfaces minima engendrées par des
chainettes égales et de méme axe Ouw; leur équation différentielle est

adp

dr 4+ ———— =z 0.

Vor—a?

Les courbes de la congruence (C,) correspondante sont données
par les équations

_dy _ds
T av as
(ue 'on peut écrire
, adx
vds— zdy-=o, oz e
’ Ve —

Ce sont les trajectoires orthogonales des chainettes résultant de la
translation de 'une d’elles suivant la divection de leur axe Ox.

Le sommet A de la chainette méridienne située dans le plan des .y
est &4 une distance a de I'axe de révolution. L’équation différentielle
trouvée péut s’écrire

i dy .

ady
———===0 ou =@+ '), Y=

dr 4+ ———e
VY -

cll permet de vérifier qu'an point M les rayons de courbure sont
¢gaux et de signes contraires.
L’¢quation différentielle des trajectoires orthogonales a ces diverses
méridiennes s’écrit
adx — \/_m? dy;

on peut intégrer et l'on trouve

T — ¥ 12 . -2
o T8 = /’—-—1+Iog(‘—}—+ /'7—4-—1)-
t «a «? \ &

7

L.a congruence (C,,) est donc formée de ces courbes qui se
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déduisent de 'une d’elles par une translation suivant la direction Oux
et une rotation autour du méme axe O.r.

Remargue. — Si les rayons de courbure, au lieu d’étre liés par la
relation R, + B, = o, étaient liés par la suivante R, R, = — a*, nous
aurions a satisfaire a la deuxiéme expression (38) et la détermination
de f(p)nousdonnerait la méridienne d’une famille de surfaces & cour-
bure constante négative. Nous obtiendrons ainsi 1'équation diffé-
rentielle

adf _dp
af [

>

d’ol 'on déduit, avec la constante d'intégration «,

P
o) = ==

a?__ lo'.

L’équation de la méridienne est

Vo — ot

dt = ———reou
Via? — o) + p?

do .

i

Pour o = @, nous obtenons ’équation

P
51

dr = \/a“-' — ot

qui caractérise la développante de la chainette.
Les courbes de la congruence particuliére que nous avons utilisée
verifient la relation
dr == _ede

Vi — o

(qui définit une famille de cercles de méme rayon a ayant leurs centres
sur I'axe des .

Il en résulte que la développante précédente est la courbe aux tan-
gentes ¢égales : la tangente étant limitée au point M et a ’axe Oux;
MI =@, rayon constant des cercles orthogonaux. On peut vérifier
géométriquement que pour cette nouvelle méridienne R}, R, = — a*.

Noas avons trouvé pour celle-ci ’équation différentielle

L)
T—4

dote dpt T
(a?—a%) + 0%’
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son élément linéaire est donné par

a® do?
du?=dzx*+ ds*= '—;E—I—_;
a?— o2+ g?
On déduit
{3 n
a+a = —a —=
=C(a)= Flp 2

2

L’élément linéaire de la surface de révolution est
ds? = du?+ p* dv?.

Pour « = a, il prend la forme
2n

dst=du?+ a*e” dv?,

caractéristique de la surface pseudosphérique.

28. Surface minima passant par deux cercles dont les axes sont
paralléles. — La méme méthode nous permettrait d’obtenir les sur-
faces de révolution a courbure moyenne constante. [.’équation de la
méridienne, déduite de la congruence des trajectoires orthogonales,
montre que cette courbe peut étre engendrée, soit par une ellipse
constante, soit par une hyperhole de grandeur fixe qui roule sur ['une
de ses tangentes O.r.

Prenons deux cercles de centres O et O', dont les plans sont paral-
leles. Si la ligne des centres OO’ est perpendiculaire aux plans des
deux cercles, il existe une surface a courbure moyenne constante qui
passe par les deux circonférences; c’est une surface de révolution
ayant pour méridienne une courbe de Delaunay, et qui peut avoir
I'une des trois formes (onduloide, nodoide, caténoide). Celle-ci est
une surface minima.

Nous nous proposons de déterminer la surface minima plus géné-
rale qui passe par les deux cercles dont les plans paralléles sont
obliques a leur ligne des centres, et d’en déduire certaines considé-
rations géométriques.

Nous prenons comme axe O« la direction commune des axes des
deux cercles et comme plan des xy celui qui contient la ligne des
centres OO'.

Avec deux anneaux en fil de fer, trempés dans le liquide glycérique,
on peut réaliser physiquement la surface cherchée; pour des raisons
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de continuité géométrique et mécanique, il en résulte que tout plan
perpendiculaire & Ox donnera une section circulaire dont le centre
sera dans le plan des «y. La surface est donc symétrique par rapport
a ce plan et son équation aura la forme

F=ly+a(z)P+ 2+ 3(x)=o,
Nous poserons

X Y 7.

W

C== —Y——————> C = e [ T —————————=1
'\/Xﬂ—k-Y’%—Zz sz+\f2+ 7.2 \/X2+‘1’2+Z=

et nous appliquerons, avec les notations indiquées, la forme (41) de la
condition d’aire minima. Nous avons

oF , oF .

;)—E:X =20 (y-+a)+p’, (F:‘ =2(y -+ a), [, — oz,
Xg=22"(y+o)+aa24f". Y, =2, 7.=2,
Xy=24d/, X.=o; Y,=22' Y.=o; l.,=Z,—~o.

Les dérivées des fonctions inconnues a(xz) et 3(«) sont désignées
par des accents ; substituant dans la relations (41), il vient

ANZ+ 4y o+ 2 (XN +=2)—Xa(r+aYs2'=o0,
ou bien
X[ N—no'(y =B8]+ [y +a)+ 2] (Xp+2)=o0,

et, en tenant compte de I’équation I == o, il vient "
B8'X~5(Xz+2)=o0.
Cette équation a la forme
A(z)y +B(z)=o;
elle ne peui étre identiquement nulle que si ’on a

\ A:E.’l"zl-—;’la”? =o,

(42) )

| B=3(200/+ 3) — B3(22a"+ 2224+ 5"+ 2)=0,

Ces équations différentielles permettront de déterminer les fonc-
tions o et 3.
Elles sont vérifiées dans le cas particulier ol 'on a

58"+ 2)=—o0.

o T= 0, ‘3
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On en déduit, en intégrant,

N ey
3 =-a2ch? —;
«

nous retrouvons ’équation du caténoide,

X —.r
Fo= gy 32— a*ch? ———2 —
Y a

29. Dans le cas général, la premiére équation (/42) nous donne

do
Tz =—uf,

a nouvelle constante d’intégration: et la deuxiéme équation nous
montre que 3 doit satisfaire a U'équation différentielle du deuxieme
ordre

2/ 2
3d — (@) -3 0% g,
Cdx dx :

Cette derniére équation peut s’écrire

sd () — (%) e

|'L0

&

- ’ \
3% +<—§;+,.’(((,2)d;3::0,
On peut simplifier et intégrer; en désignant par ¢ une deuxiéme
constante d’intégration, nous obtenons
(%)
e (1.27 _____ -{l r o9 .
—,‘37— 3 — 4@’ s 4+ 5¢;
on en déduit
246
da == :d

2V3 +2¢Bt—at’?
Le carré du rayon du cercle de section par un plan normal & O«
est

— 3 =u=R2.
Posons

[ .
2= 7(—2-,

avec ces nouvelles notations, nous avons, pour déterminer u et , les
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équations
(43) do kdu

—-— = au dx = .
dz ’ aVu(athk?u*+ u —k*

Remarque. — Dans le cas ol « = 0, la deuxiéme équation s’écrit

kdu
e |
2 \/;Z \/u — [

dz =

elle s’intégre facilement et nous donne
x — zg=k log(Vu +u — k?), u =Ry,

équation qui caractérise la chainette d’axe O .
Dans le plan de symétrie s = o, on a \Ju =y et

kdy

Cette relation différentielle caractérise la courbe décrite par le
foyer I d’une parabole qui roule sur 'axe Oz : en effet, si N est le
point de contact ou centre instantané, la normale & cette courbe
est FN; ¢ étant 'angle (FN, Ox) on a

dow —

4% _ \an
2y = anse-

Soit FP = y 'ordonnée du point décrivant; Ox étant une tangente
a la parabole de foyer F, nous avons la relation intrinséque

—3
EN= F% (£ demi-paramétre).
11 en résulte
. FP k.
S]llq) - FN - Ff_)’
donc
tangcp = V;fﬁ,

équation différentielle de la chainette.

30. Dans le cas général, le centre D du cercle générateur de
rayon R décrit une courbe diamétrale (D) par rapport 4 la section de
C. 8
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la surface par le plan des z)y. L’équation de cette section peut s’écrire
y=—o(x)ER(x).

Dans le cas du caténoide, il y a un cercle de gorge pour lequel le
plan tangent est, en tous ses points, paralléle a la direction Oxz. Sur
la surface générale, il y aura aussi un cercle d’étranglement en tous
les points duquel le plan tangent sera paralléle & une direction fixe du
plan des xzy. Cette intuition géométrique sera justifiée par ses consé-
quences.

Nous supposerons que ce cercle minima soit celui des yz; ce
cercle C, ayant pour équation

Y+ 324 By=o, Be=—R2,

le plan tangent en un point quelconque de ce cercle sera paralléle a la
droite y = ma, qui est la tangente du point O & la courbe (D).

En chaque point du cercle C,, Z-—!-; et g—g sont nuls, el si I'on se

reporte aux ¢quations (43), on voit que I’on devra avoir

u
m=au,, /2 = e
1—a’u,

Remplagons, dans ces équations, u par R, u, par Rﬁ,.puis les
constantes a et k par les valeurs ci-dessus; elles peuvent s’écrire

“de  Re
d_x __--—-‘I)l.wg, .’X:-—yl,
R
(44) e dg
’ Bo ~—~[i: —+—m2R2
1 1 1{5 1 B_g

La deuxiéme, intégrée par les fonctions elliptiques, nous donnera le
rayon R du cercle générateur et la premiére I'ordonnée y, de son
centre, en fonction de la variable «.

Si nous posons, suivant l'usage,

L

) e -
1+ m? fe
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nous aurons

idx R,

Rok’: R: . LR )
V0 -m) (e g)

c’est-a-dire en prenant la fonction inverse,

(45) R= Boan "

Nous en déduisons I’équation de la courbe (D) :

d R2 i
N — men?

dz R — R A’

ou, en intégrant
o Rok! [ 12 (x y Cda |
Yi=mx—m 7 st ROI\'JC<Ho/f’ ;

avec la notation

Z(u)= /r2f sn?u du,
0
on obtient finalement

(46) ‘y'——mz_‘k}oZ<Rol\>

Ces formules (45) et (46) résolvent le probléme posé pour la pre-
miére fois par Riemann (')

Il reste a étudier la congruence (C,,) des trajectoires orthogonales
aux surfaces minima F (z, y, z) = const., et définie par les équations

de__dy ds
X Y 7
. ) N dR dy, _ , i
X———'-—(}'—’Vi)“-—R-——a %—_mcn RW’
Y= (y—n),
Z= 3, F=(y—yy+3*—R%

¥, et R sont des fonctions connues de x données par les expres-
sions (45) et (46). Celle-ci est I'équation de la courbe diamétrale (D)
dont la forme caractérise la surface minima étudiée.

(') NiewenerLowskr, Thése, 1880, p. 75,
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31. Surfaces minima hélicoides. — Nous allons, pour terminer,
montrer comment la méthode indiquée au paragraphe 23 permet de
trouver facilement les hélicoides qui sont des surfaces minima (*).

Prenons des coordonnées semi-polaires et considérons z comme
fonction des variables indépendantes p et 0 :

& ==pcosb, de = cosfdp — psin §db;
y=nsinb, dy =sin 0dp — p cosf.

Proposons-nous de rechercher les surfaces minima telles que

0%z —o:
dpdb '
leur équation aura la forme
(47) Z+ a(6)+F(p) =o.

Exprimons les cosinus directeurs de la normale (¢, ¢, ¢”) en fonc-
tion des nouvelles variables indépendantes p et 6; nous avons

cdz +cdy +c'dzs=o
c’est-a-dire

c"dz + (ccosf + c'sinf) dp + (— csinb + ¢'cosf)pdf = o,

et comme
ds+adb—+fdp=o, S=F"(p),

nous devrons avoir les égalités
\ ccosf+c'sinf = f¢,

. a
) —csin§+c'cosf ==c’,

(48)
' c”2<1 —|—f2+%-:-):r.

Elles déterminent ¢, ¢, ¢”. La condition d’aire minima (40), qui
correspond aux variables indépendantes x et y, deviendra avec les
nouvelles variables p et 0,

(49) sind (5 —

(*) Darsouvx, Legons sur la théorie des surfaces, p. 180,
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Déduisons ¢ et ¢’ des relations (48), nous pourrons calculer

d¢’  10¢ —orsinol{ L df + ¢ oc’ + c’sinf da
% p 90 \ 7o T Tt 00
et aussi 'expression

Qf+12£ ¢’cosb f I + = fo_*____c”coseg_c_z”
dp  0-09 ()o ¢ do e 08

Il en résulte que la condition (49) devient, dans le cas étudié,

o ( s 0f) . fdc” ¢ da

g-'E(?:O'

Cette identité devant étre vérifiée, quels que soient p et 6, doit se
décomposer en deux autres

L O [

da
(50) 96 = 0, To- -a?)- -+ e —d?
La premiére nous montre que 1’équation (47) peut s’écrire

Z=al0+c+F(p),

a et ¢ étant des constantes.
Il reste & calculer

F(P);ff(p)d.o;

la deuxiéme équation (50) peut s’écrire

y o
L, 9 dp _
?J‘-*-—].—-{——CT—O.

On peut I'intégrer, en introduisant une autre constante b,

2f2———_.—b’(l+f’ ;),
et, par suite,
b \Jpr+at b at+ p*
floy==Y - = -
VR —b PV aVe—b
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nous avons

fa’b‘—i-e = :-—aarctangé \_/_p_’__—};__i”
o Vipt+ a*) (0" — b?) a

1

b d :bl 2 2 /2_‘})2 i
f e V(e + a?) (p* — b?) Og(\/p + a*+\p )

En ajoutant, nous avons I'expression de F (p), et les surfaces héli-
coides minima ont la forme

b TS

(51) Z:aG-{—c-&-aarctang;m

Elles comprennent, comme cas particulier, la surface minima de
révolution (@ = 0), et la surface minima réglée (b = o).

La section de la surface par un plan perpendiculaire a Oz est une
courbe déterminée par la relation

— blog (Ve +a® + ypi— b?).

48 _ b pl+a

dp T \Jor— b

Désignons par ¢ l'angle de sa tangente avec l'axe des xz, nous
avons ¢ = 0 + V, et ’équation (51) s’écrit :

—tangV.

7.=av — blog(VpP+ @ -+ \p*— b%).
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