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PREMIERE THESE.

CONTRIBUTION A L’ETUDE

DES

MOUVEMENTS D'UNE MASSE FLUIDE

EN ROTATION

INTRODUCTION.

Le présent Mémoire a pour but 1’étude des figures d’équilibre
relatif d'une masse fluide homogeéne en rotation uniforme autour d’un
axe fixe et assujettie soit aux seules forces capillaires, soit aux seules
forces newtoniennes.

Dans la premiére Partie, les conditions admises sont celles de
Pexpérience de Plateau. La masse fluide est un cylindre liquide,
soumis aux seules forces capillaires.

Nous supposons que ce cylindre a une hauteur finie, et il est limité
par deux disques circulaires horizontaux de méme axe et de méme
rayon.

Nous faisons tourner ce cylindre et nous trouvons d’abord les con-
ditions de sa stabilité, ensuite ses figures de bifurcation, en tous points
analogues aux figures de bifurcation relatives a une masse fluide sou-
mise aux seules forces newtoniennes. Nous trouvons les nouvelles
figures, infiniment voisines du cylindre primitif et, en les suivantdans
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2 B. GLOBA-MIKHAILENKO.

leur développement, nous rattachons les résultats ici obtenus a ceux
obtenus dans la troisiéme Partie de notre premiére Theése.

La deuxiéme Partie est consacrée a I'étude des figures d’équilibre
d’une masse fluide en rotation soumise aux seules forces newtoniennes.
Nous y étudions les figures creuses, limitées par des ellipsoides ou
par des cylindres elliptiques, et nous démontrons que seule la couche
cylindrique de révolution présente une figure d’équilibre. Ici, comme
dans le cas des figures ellipsoidales, nous avons tout le jeu des figures
de bifurcation et des séries de nouvelles figures s’amorcant a chacune
des figures de bifurcation.

Enfin, dans la troisi¢me et derniére Partie, nous étudions le pro-
bléme des petits mouvements d’une masse fluide en rotation autour de
sa position d'équilibrc cllipsoidale. Ce probléme a été traité par
Poincaré au n° 13 de son Mémoire classique des Acta mathematica.
Nous y relevons une erreur de calcul qui a faussé tous les résultats de
Poincaré et nous démontrons I'impossibilité des oscillations simples,
sorte de clapotis sur la surface de ’ellipsoide, trouvées par Poincaré.

Nous tenons a renouvelerici toute notre gratitude et exprimer toute
notre reconnaissance la plus affectueuse & M. Paul Appell, membre de
I'Institut, qui, par ses précieux conseils, nous a encouragé et guidé
dans nos travaux et nos recherches.

PREMIERE PARTIE.

Equilibre et figures de bifurcation d’un cylindre liguide homo-
géne soumis aux seules forces capillaires et tournant autour
de son axe avec une vitesse angulaire constante.

1. Position du probléme. -- Considérons un liquide homogéne
incompressible non pesant et soumis aux seules forces capillaires. Un
tel liquide peut étre réalisé si nous le plagcons dans un autre liquide de
méme densité et si nous prenons son volume assez petit pour que nous
puissions négliger les attractions newtoniennes, c’est-a-dire si nous le
placons dans les conditions des expériences de Plateau.

Supposons qu’a 'état d’équilibre le liquide affecte la figure d’un
cylindre circulaire de rayon a et de hauteur 4 soit finie et constante,
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soit indéfinie. Dans le premier cas, les deux bases du cylindre seront
limitées par deux disques solides plans, paralltles entre eux, et de
rayon « égal & celui du cylindre. La distance entre les disques reste
constante et détermine la hauteur du cylindre.

Nous savons que si la hauteur 2 du cylindre est inférieure au péri-
métre de la base 27 a, le cylindre est une figure d’équilibre stable.

Imprimons & notre cylindre un mouvement de rotation uniforme
autour de son axe. Evidemment Ja figure cylindrique sera encore une
figure d’équilibre. Pour quelle vitesse angulaire reste-t-elle stable?

Nous savons qu'il existe des figures d’équilibre de révolution et non
cylindriques (*); pour quelle valeur dela vitesse angulaire le cylindre
se transforme-t-il en une de ces figures?

Existe-t-il encore des figures d’équilibre cylindriques indéfinies
mais non de révolution?

Ce sont ces trois questions que nous nous proposons a résoudre.

2. Formules générales. — Nous savons que I'énergie potentielle des

forces capillaires est (*)
— fS + const.,

Jf étant la tension superficielle et S la surface libre du liquide, car la
surface de contact avec les disques solides reste invariable. En effet,
comme I'a montré Poincaré (Capillarité, p. 102), le raccordement ne
pourra se faire que suivant le bord du disque ou, l’aréte étant toujours
plus ou moins émoussée, 'angle de raccordement peut prendre la
valeur qui lui convient. Dans ces conditions, le rayon des circonférences
des bases, et par suite la surface de contact du liquide avec les disques,
conserve bien une valeur constante.
D’autre part, I’énergie de la force centrifuge est
(1)2

2,
2

(*) Voir ma premiére Thése, Sur quelques nouvelles figures d’équilibre
d’une masse fluide en rotation (Journal de Mathématiques pures et appli-
quées, 1916, fasc. 1),

(2) Poixcart, Capillarité, Paris, 1895, p. 48.
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J étant le moment d’inertie de la masse liquide par rapport a I'axe de
rotation et w la vitesse angulaire.
L’énergie potentielle totale de la masse liquide est donc

(1) \V:(’;—zJ—fS—i—const.

Pour qu’il y ait équilibre, il faut que la variation premiére de W
soit nulle pour toute déformation infiniment petite du cylindre liquide.
Nous dirons que la déformation est infiniment petite si le maximom
de distance entre la surface primitive donnée et la surface déformée
reste inférieur & un nombre donné d’avance, si petit qu’il soit. La
distance entre les surfaces est mesurée suivant la perpendiculaire &
I’axe de rotation.

Pour que 'équilibre soit stable, il faut que I’énergie soit maximum,
c’est-a-dire il faut que sa deuxiéme variation soit négative.

Si la deuxiéme variation est nulle, nous avons une figure de bifur-
cation. En effet, soit e le paramétre définissant la figure déformée et W,
la valeur de W correspondant a la surface primitive (¢ = o). En déve-
loppant W suivant les puissances de ¢, nous aurons pour les surfaces
déformées

(2) W =W, eW W ..

Si la figure primitive est d’équilibce, nous aurons

oW o
<I>;:o P W - 0.

Pour que I’équilibre soit stable, il faut que W” soit négatif. Le coef-
ficient W” n’est donc autre chose que le coefficient de stabilité de
Poincaré ('). En appliquant sa théorie, on voit bien que, lorsque
W’ = o, nous sommes en présence d’une figure de bifurcation.

3. Masse liquide finic. — Reprenons notre cylindre de révolution
de hauteur 4 et de rayon a. Enadoptant les coordonnées semi-polaires

(1) H. Pomxcarg, Sur Uéquilibre d’une masse fluide animée d’un mouve-
ment de rotation (Acta mathematica, t, Vil, 1885)
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r,9, s, nous prendrons pour axe 5 I'axe du cylindre. [’équation du
cylindre sera alors

'—a.
Le volume du liquide sera
Vio=ma?h.
Sa surface latérale
v=27ah

et son moment d’inertie par rapport a I'axe

nha* a?
Jo—=op =pV,—>
T2 2

o étant sa densité.
Comme surface infiniment voisine considérons d’abord une surface
de révolution dont la méridienne est donnée par 1’équation

r—=a-—p +¢esin kz,

u étant une fonction de €, ce dernier étant un paramétre trés petit
déterminant I’écart entre la figure cylindrique primitive et la figure
nouvelle. La déformation est infiniment petite si ¢ est infiniment petit.
Nous désignerons par z, et z, les ordonnées des bases du cylindre.
Comme le diamétre des bases doit rester constant, égal 4 a, nous

devons avoir
p =¢esinkzy, = esinksz,

et par conséquent £ doit vécifier 'une des conditions :

1° ka,—kzy—=2nm;

2° k(si+53) =(2n+1)m,

n étant un nombre entier.

Nous aurons ainsi des figures de deux genres différents. Toutes les
deux seront pour ainsi dire ondulées suivant leurs longueurs ; mais les
figures du premier genre auront un nombre pair de demi-ondes et
celles du second genre auront un nombre impair de demi-ondes entiéres.
En donnant a »n les valeurs 1, 2, 3, ..., nous obtiendrons toutes les
figures de chaque genre.

En posant
k.‘o —_=a,
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nous aurons respectivement dans les deux cas :
° kzy==2nm—+o;

20 sy=2(n+1)T .

La hauteur du cylindre sera alors :

2N T
1° }l:ZI——Zo:T)
d’ou
20T
k= :
h ’
2{n+1)T—2a
. hm sy gy HAE DT 5
d’ou
k_f),(n—l—l)';r—zoc

h

Désignons encore par 2A la longueur d’onde sinusoidale, nous
aurons dans les deux cas

T
/n = 7)
et nous aurons également :
1° h=oank;
2ha
2° h=(2n41)A— —.
T

Enfin, I’équation de la méridienne sera dans les deux cas

r—a—p+esin

z.

> A

Considérons séparément chacun des deux cas.

4. Premier cas : Nombre pair de demi-ondes. — Cherchons
d’abord a déterminer ., fonction de ¢, de maniére que le volume du
liquide reste constant pendant la déformation.

Le volume de la figure déformée est

Sy Sy 2
(3) V__ﬁf I‘2dZ:7l'f <a—p+esin§z> ds.

En effectuant I'intégration et en remplacant 5, par z,+ 227, nous
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aurons, en remarquant que 2nA = A,
6‘2
V=mnh <a’—i— pr—cap + —9—),

et comme le volume primitif est égal & =a?/, la condition d’invariabi-
lité du volume s’écrira

a

2—aap+ — =o.
I i

En considérant ¢ comme infiniment petit du premier ordre, nous
voyons que u. devra étre du second ordre et n? du quatriéme. En le
negligeant, nous aurons

#:Z&‘

et 'équation de la méridienne s’écrira

2

(4) 1':a——[:;-+—€sin7%s.

Cherchons maintenant la variation de W. D’aprés la formule (1),
nous aurons

oW = Loy — s.35.
Calculons séparément 8J et ¢S. La surface de la figure déformée est

S:zn[ ryo+r2ds.

oo

3, wt LT
5— set=—cost=3

jE oSty E T get oSty

En négligeant les puissances de ¢ supérieures a4 la deuxiéme, on
aura

oy g2 2 9
5 S—o (a—————i—esinEs I—%——E—ﬁcosﬂzz 3.
(9) T \ ha 27 2 22 A

vz,

Remarquons que S;=2mak et négligeons le terme en -«

, 1l
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vient

(6)

(a®m?— %),

N nhe? [ a?m? mhe?
GS = _ 1 =
2a A2 aal?

/
Remplacons A par —, on aura finalement
2n

T g>
2ah

(6") 3S

fl

(4a2m*n®— h?).

On voit ainsi que ¢S est d’autant plus grande que n est plus grand,
c’est-a-dire que, A étant constant, la longueur d’onde sinusoidale est
plus petite.

Par conséquent, si la surface cylindrique n’est pas minimum
(A > 2mna), la surface minimum s’obtiendra en faisant n = 1, c’est-
a-dire en prenant une seule onde sur toute la longueur du cylindre.

Passons a ¢J. Nous avons

o [ q 7 [ g2 . T Ld
- p— rds —p-— a — + ESIND =3 z.
Pz[ 92[ ba \
~o ~0

En négligeant les termes de degrés supérieursd 2 en¢, ona

> H

T T a— aret o haresinT st 6atesint ™ 2 ) s
(7) J—p'l.[ <a as—%—l;aesm)\.,—+—6azsm )\z>d~.

Effectuons I'intégration et, en tenant compte de ce que

ma*h
JOZD ’
! 2

nous aurons
(8) 0J = pr athel.

I’accroissement de &J est donc toujours positif.
v . ’ . N
Nous pouvons maintenant écrire oW :

2 o2
OW == %aJ — f.0S = p% [(0@®+ f)h2— 4 f ntatz? |,
ou encore

N v VA R 2
(9) O\V—-—zl.s a h[m

' (dnta*m® — h?)
a® h? ’
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en posant

J=

© [~

3. Stabilité. — Si lon assujettit la figure d’¢quilibre & la condition
de rester cylindrique ou ondulée du premier genre (nombre pair de
demi-ondes), la figure cylindrique sera stable si W est positive ou

o< fantatn — //2),

w3 h?

quel que soit 7.
Or il est clair que la partie droite de cette inégalité croit avec n.
Nous devons donc avoir pour la stabilité du cylindre la condition sui-

vante :
ha?m?— /i

/ 2 ! .
(9" W< S

Si nous n’assujettissons notre fluide & aucune condition, la condi-
tion de stabilité, restant toujours nécessaire, pourra ne pas étre suffi-
sante.

En posant ©? = o, nous retrouvons le résultat de Plateau : pour la
stabilité statique du cylindre, il faut avoir

ha?m*— >0 ou- h<<2arm.

6. Figures de bifurcation. — En remarquant que l'accroisse-
ment W que nous venons de trouver n’est autre chose que

ez W

de la formule (2), nous voyons que le cylindre devient une figure de
bifurcation.chaque fois que W s’annule ou que I’équation suivante
est vérifiée :

G hnteain?— )2

y F—
(IO) 4 “’_f wt 2
ou
fma s
’ 2 — — ALY
(10") e VI G ik

M étant la masse du liquide.

GLOBA-MIKIAILENKO 2
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En donnant & n les valeurs

n—ri, 2,3, ...,

nous obtenons une série discontinue de valeurs de ® :

Q Q Q

ey, =9y wazy “eae

Chacune de ces valeurs dctermine une figure cylindrique de bifur-

cation qui pourra donner naissance 4 une figure onduloidale de lon-
gueur d’onde

2)a: ﬁ
n

Ces figures sont dissymétriques par rapport au plan perpendiculaire a
I'axe du cylindre et passanl par son milieu. Nous les appellerons
« figures Q ».

La premiére de ces figures est analogue &4 la figure piriforme de
Poincaré.

Il est a remarquer que toutes ces figures seront instables pour n>1.
En effet, comparons une de ces figures & la figure correspondant & la
méme valeur de ¢, mais & » =1. Nous verrons que, pour le passage
de la premiére de ces figures a la deuxiéme (n=r1), la variation
d’énergie, que nous désignerons par 6W, ,, sera positive.

En désignant par 6W et W, les variations de W relatives au passage
de la figure cylindrique a chacune des figures considérées, nous

aurons
e’

oW, ;= 0W,—~ oW, = — f"a2n2(n2—1),
ah
qui est toujours positive pour n > 1.
7. Devxiene cs : Nombre impair de demi-ondes. — Considérons

maintenant le deuxieme mode de déformation, pour lequel la hauteur
du cylindre contient un nombre impair de demi-ondes entiéres. Leés
calculs dans ce cas seront identiquement pareils & ceux que nous
venons de faire pour le premier cas, 4 cela prés que, dans toutes les
intégrales, nous devrons prendre pour les limites

ok ok
— et z1:(2n—+—1)7\—%—-
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L’intégrale (3) s’écrit alors, en développant le carré,

Lok
{2n+1) hm —
T

el

. T .
V= al+ pP—aap +2e(@ — p) sin =5 4 g ~1n?
Sk ! A

ki3

z] ds.

En effectuant 'intégration et en retranchant V,=%=a*#, nous obte-
nons pour la variation du volume I’expression suivante :

~.

) he h Ao i
6V_7r[ (W——zap)h-&—é(a——[.z)-?;cosa—k82 <;—Esm 20:>J.

Nous sommes obligé de considérer ici ¢ et . comme des infiniment
petits de méme ordre de grandeur; en négligeant les infiniment petits
d’ordre supérieur, nous aurons

2)e
oV-—=2ma (— ph+ — cosa>.
7

La condition d’invariabilité de volume s’écrit alors, dans ce cas,

27‘5
{ = ——COR8 L.
(tn) ! h
Or, de la condition
B =¢-~ina,
nous tirons
sina = &, coso = 1~‘[~J—;-
€ [
Portons cette valeur dans (11), d’ou
2he
(12) PR S
# VRin 4 42
La comparaison avec (11) donne enfin
. 24 T h
(13) SIN O == e cosa — ——T—-—.
VAR T 4+ 432 ViimE 4 42

L’équation du méridien s’écrit alors

™5

2)‘.5 . v
I r=—=a-— —Ccose +£es1n —-
(14) Th A
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Ceci posé, calculons SW. Elle sera calculée & ’aide des mémes for-
mules que dans le premier cas, & cela prés que, dans les intégrales

. . .. ol
Jdonnant la surface et le moment d’inertie, les limites z, et 5, seront —

et(2n 1)k — 2=

i
Ainsi I'intégrale (5) sera remplacée par la suivante, ou 'on anégligé
les termes en e’ et &' ¢

N K
2n4-13 A— hadd

m 2h¢ . T ag2 ™ o m
S=oar a— ——coso +¢gsin=3+ — —cos’= 3 ) dz.
) h A 2 A2

™
En effectuant U'intégration, et en tenant compte de ce que
S,=2mah,

nous aurons comme précédemment

(15) SS:'aagﬁg (/l——z\inza).

A =
On remarque que, dans ce cas, ¢S est toujours positive, et que, par
conséquent, les figures d’équilibre statique de ce genre n’existent pas.
Passons au moment d’inertie.
[’intégrale (7) s’écrit maintenant, en négligeant loujours les termes
en ¢ et d’ordres supérieurs :

(2
I+ A— —
. ==

4

' y LT
La* —hadtu+ 6atpt+ (hat*—12a%p)esin 35

L, T
+ 6a? 82811127\5] ds;

%

Ta‘h . .
et comme J, = ° » nous aurons, en effectuant I'intégration,

o = pzl [—5(13 <ph— Z—ercosu> +6a2p<pli~—3—)\-—;00>a>

12ah Do ko i
— g cona —+ Jate? (lz—i——\m 2 ) |

3
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Enfin, tenons compte de (11) et remplacons g par esina, d’ou
(16) 6J:3pa252</z—-—3—;sin 2a>.

Nous pouvons maintenant écrire cW :

»?

(1) oW=Lar— ros-=Sarer(n— Leina 2 g
7 =g/ mgae{h= s “) Po*— f game
8. Stabilité. Figures d’équilibre. — Comme le terme
h— Zsinaa
s

est toujours positif, 6W sera négative si

2

(18) P’ < f g

Si nous assujettissons notre liquide & la condition de conserver la
figure cylindrique, ou ondulée de deuxiéme espéce, I'inégalité précé-
dente nous donnera aussi la condition de stabilité d’équilibre relatif.
Mais, dans le cas général, la condition (18) est une condition néces-
saire d’équilibre et peut ne pas étre suffisante.

Lorsque
9 __ .f TC?

(19) pw™ == 6(1)\3’

la figure cylindrique sera une figure de bifurcation.
Remplagons A par sa valeur
(2n+1) — 2
™

posons comme avant % = f’, la condition (19) devient

/ \ 9
Vakis (2/1 I — 2;5)
/ (’2: _ - .
(19°) ’ 6ok

En donnant 4 n les valeurs

nous verrons qu’a chaque valeur de » correspond une et une seule
racine de w, que nous appellerons w,. Nous aurons ainsi une suite
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discontinue de valeurs de o :

[ Wa, ey [ “eey

correspondant chacune & une figure de bifurcation qui donne naissance
a une figure onduloidale de 1, 2, .. , n, ... ondes.

Nous appellerons ces figures « figures w ». Elles différent des
figures Q, déja étudiées, parce qu’elles ont un plan de symétrie normal
a I’axe et passant par son milieu.

Pour chaque valeur de n, il y aura deux figures différentes, suivant
le signe de <. Pour € > 0, on aura une figure avec un creux au milieu,
et pour ¢ < 0, on y aura une saillie.

Pour n =1, ces figures sont analogues aux «haltéres » de Poincaré.

Il est évident que les valeurs de w, données par I’équation (19), vont
en croissant avec n. Par conséquent, si le fluide part du repos et com-
mence a tourner avec une vitesse de plus en plus grande, la premiére
figure de bifurcation que I'on rencontrera sera celle qui correspond
an=1etawdéterminée par I’équation

2 o\ 2
(20) pot =/ (32"

Pour le calcul effectif de w, et de la figure qu’affectera la masse
liquide aprés la bifurcation, il nous faut savoir la valeur de a. Cette
derniére est donnée par les équations (13), qui donnent

2k 2

tangot = — — ——— =,
° nh  w(2n+1)—2a

Dans le cas particulier de » = 1, cette équation devient
I

(21) j‘(oc):tanga—g =o0;

- T — 0o
2

et comme

f(£> =o0,2679 — 0,2300 =+ 0,0379,

12
T
f<3> =o0,2126 — 0,2170 =— 0, 0044,

. ™ T
nous voyons que la racine de (21) se trouve entre — et —-

15
Cette racine décroit évidemment lorsque n croit,
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9. Ordre des figures de bifurcation. — Cherchons d’abord dans
quel ordre se rencontrent les différentes figures de bifurcation lorsque
la vitesse angulaire, partant de zéro, va en croissant. En désignant
comme auparavanl par Q, et o, les vitesses angulaires correspondant
aux figures de bifurcation du premier et du second genre et de
n'*™® ordre, nous aurons, en vertu des formules (10) et (19),

6 A2

'm? 2 o a\?
mfl—Q}l:g—m —2011-—|—.’;/L+I—|—;2——T_2~4(2n+1);+—4<7—_> ]

e, o . e .
En considérant — comme variable, nous voyons que la différence qui

., . . . o
nous intéresse est de signe du trinome du second degré en —-

Pour toutes les valeurs de n, a partir de » = 2, le terme constant de
. . . 6 A2 A " \
notre trinome est negatlf, car il ne peut pas étre superieura 24. Par
conséquent, ses racines sont de signes contraires et la racine positive
est supérieure a
2n 41
2

v

5
; (n:2,3,,..);

o e s o
et comme p est en tout cas inférieure a . nous voyons que
w, — <o (n=12,3, ...).
Quant & n = 1, nous aurons deux cas a considérer suivant la valeur

h* Q. . SR TR .
de —- Sicette valeur est assez petite, 'inégalité précédente a lieu, et,
Ta

si elle est voisine de 2, I'inégalité en question se présente changée de
signe.

Ainsi, si notre cylindre est large et court, c’est la figure w, qui se
présente la premiére ; au contraire, s’il est assez long, c’est la figure Q,
qui se rencontre d’abord.

Cherchons maintenant quelles sont les figures suivantes. Nous

avons
a\2
)

étant au

lar2 [0 Y/}
T 6/h o
wl ,— Q2= éfalz? [— 20n*+ 120 + 9 + ;:;—4(212—&—3); +4
ie i

2
Pour nZ2, cette différence est toujours négative, car

a*n?
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plus égal & 24, les racines du trinome sont de signes contraires et la
. . . " (74

racine positive est forcément plus grande que o

Mais pour » =1, cette différence-est positive. En effet, dans ce cas,
les deux racines du trinome sont positives et la plus petite est supé-

rieure a
10 — /g6

7 == 0,0%0.

Or, la valeur de « est donnée maintenant par I’équation

I
S (o) =tango — —— =0;

—T— &
2
et comme
f(0,057) = 0,1584 — 0,1299 =- + 0,0285,

la racine de cette équation est inférieure & o0,05w et, par conséquent,

la différence
wy— 2,

est bien positive.
Nous aurons ainsi quatre premiéres figures de bifurcation.

. /I .
Pour les cylindres larges et courts Kq—t—é est petit), on aura

0)1<Q;<Q)2<0)3.. .y

la premiére figure (ui se rencontre est donc la figure de genre
« haltére » avec une demi-onde entiére.
Mais si le cylindre est allongé, on aura

Qi<w<mwm<w;

et la premiére figure de bifurcation sera analogue a la figure piri-
forme.

. /l cppr A
Pour une certaine valeur de —, la différence {2, —w, peut étre

i

nulle. Calculons cette valeur. Nous avons, en posant

]

S (o) =tango — s

™ —

(SRS
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et en donnant 4 « les différentes valeurs :

f(o,07m) =0.2235 —0,2226 =+ 0, 0009,
J(0,0693) == o0,2219 — 0,2225 = — 0,0006.

' . 4
Par conséquent, nous pouvons prendre, pour la valeur approchée de -
la valeur

=0,0697.

1 1R

T

‘n écrivant que la différence w,— Q, est nulle pour n—1

et £ =o0,00 nous aurons l’équation
= = 90,0097, § q

. 6h? , Ly .
— 14 —12.0,0697 + } 0,0697*= 0;
d’on
h
— =1,6236
an
ou
h
=0,8118.
aTa

Pour cette valeur du rapport entre la hauteur et le périmétre de la
base du cylindre, nous aurons une figure de bifurcation ou sc rencon-
trent trois séries de figures d’équilibre :

1° Les cylindres circulaires;
2° Les figures genre « piriforme »;
3v Les figures genre « haltére ».

En continuant nos calculs, nous verrons que la cinquieme figure de

. . . h .
bifurcation sera w, ou (,, suivant que le rapport de —- sera petil ou
4 3 T

.. . .y h
voisin de 2. Pour une valeur particuliere de ——> nous pouvons

avoir w, = Q,, et nous aurons encore une figure de bifurcation ot se
rencontrent trois diflérentes séries de figures d’équilibre.

I général, 1l est facile de s’en assurer, entre deux figures consécu-
tives Q, et Q,,, de la série Q, nous aurons au moins deux et au plus
trois figures de la série w. En effet, nous voyons facilement que

’
o, > Q,> 0, (n=3,4, ...),
13
2

GLOBA-MIRIIAILLAROQ 3
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car
! 2 2
ks - a o
- 2524 J0on+1—4(dn+1)= 4=
wgn 6a/¢’{_ - - h(5n+ )7: \= ’
I3 2 AT
i 6 A
Q, =L | agn— O
" Gare | 2 wat |’
/'/th o o 2
Wi = +—= | 16R*+8n -1 — 1 (4n+1)= +1(= .
T 6ah? V(G ): "\ %,

Les calculs numériques donnent la suite suivante des valeurs de ®
déterminant les figures de bifurcation

{ o <<8

<y << w, < §2
2 Q < ’ ‘ ’

{ m;<53.»{
< ey < 3 <] 3

Q, < w, )
<<y <my <L <<op<o,<Cu, o< oy
< <o, <o, <2< ...

10. Condition suffisante de stabilité. — Nous pouvons maintenant
résoudre la question de stabililé du cylindre liquide en rotation dans
le cas ot le liquide est assujetti & la condition d’affecter Ja forme cylin-
drique ou sinusoidale. Pour qu'il y ait stabilité, il faut que W soit
négative pour toute déformation compatible avec cette liaison. Afin
que cette condition soit vérifi¢e, nous devons avoir I'inégalité

0 < g,
. . A s o o
si le cylindre est court (;;: < 0,8118); ct 'inégalite
w < Q,

si le cylindre est long (5%71 > 0,8118 )

Dans le premier cas, cette condition s’exprime par I'inégalité

) Af':? /f) 20 :
n < 5 - =

O nh? T
et, daos le deuxiéme, par
hatm: — h?
0»? 2zt -
° <f o h?
Pourla valeur de w, supérieure a w dans le premier cas eta Q, dansle
second, le maximum relatif de \V correspondra & la figure s’amorcant
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a cette valeur de la vilesse angulaire. Dans le premier cas cette figure
est de genre « haltére » et dans le deuxiéme du genre « piriforme ».

Le principe d’échange de stabilités de Poincaré se trouve ainsi
veérifié.

11. Forme eracte de la méridienne. — Nous avons étudié
jusqu’ici les figures de révolution engendrées par la rotation d’une
sinusoide. Mais nous savons que la forme exacte de ces figures est
beaucoup plus compiiquée. Nous allons montrer que, lorsquela défor-
mation est infiniment petite, la figure exacte différe de la figure sinu-
soidale pardes écarts infiniment petits d’au moins du deuxiéme ordre.

En commencant nos calculs, nous pouvons affirmer senlement que
le rayon de la section droite de notre figure sera une fonction pério-
dique de s, et comme telle sera déveioppable en une série de Fourier.

Nous chercherons ainsi 'équation de la méridienne sous la forme

1=

Wl o . .
P = — }‘(a,coszl.:, —+ b, sinih 7)),

1

le paramétre & ayant la méme signification que précédemment. La
période de  étant désignée par 2, on aura
)'\
A==
T
Pour que la déformation soit infiniment petite, il faut que les cocf-

ficients
a, et b, (¢e=1,2,3,...)

soient infiniment petits au moins du premier ordre. Si la figure différe
beaucoup de la figure sinusoidale, parmi les coefficients , et b, il doit
s’en trouver au moins un du premier ordre, autre que 0,. Les conditions
aux bases s’écrivent ici

w
Wl . ..

= }d(u,(ow/. So-+ b,sin ik z4)
—1

.l . .
— };(a,cow/‘ S+ bysinihsy),

=1
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Cette double condition peut étre vérifiée de deux maniéres
1° Soit

kzsy=anm + kzy;

2° Soit en supposant que tous les a; et b; d’'indice impair sont nuls
et en posant

ksi=(2n +1)m 4+ Az,

Le premier mode correspond aux figures Q et le second aux figures w.
Considérons comme précédemment chacun des deux cas séparé-
ment.

[.a condition d’invariabilité de volume s’écrit ici

N “
sV =m [ s "2—1.—:({7—-u\v(a‘cosik:—!—b\‘in.r'l'.’:.\
i { //d 3 & /

1

©

2
-+ ? a;cosihs +4- b,sin [/c:} ds = o.
sl
1

En intégrant et en remplacant 3, par 2n% + 3, et 5, — 3, par 4,
nous aurons

—aaph +‘u'1/z+2:(n;-’+ biYh |,

1

oV =1

et la condition d’invariabilité de volume s’écrira finalement

3

N €
— 2@ 1A 5 =0,
en posanl

(ai + b}) =&

N
l)“

Considérons ¢ comme infiniment petit du premier ordre et négli-
geons u.? qui sera du quatriéme, nous aurons une condition iden-

tique & celle que nous avons trouvée pour les figures sinusoidales du
genre Q :

2

™

[
|

a

i~

Géométriquement, ¢ désignera ici la limite supérieure de la distance
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entre le cylindre » =a — p. et la surface déformée. La limite supé-
rieure de la distance entre la surface et le cylindre primitif » = a sera
donc ¢ + u; mais comme v est du deuxiéme ordre, nous pouvons
prendre pour mesure de maximum de 1'écart entre la surface déformée
et la surface primitive la valeur e.

Calculons maintenant &S et 8J. Nous avons

1=l %i(— a;siniks 4+ b,cosihs) = kX

et en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur au deuxiéme,
nous aurons

S=oax / rVi+rds

i, B
3, :
:an a— | —+—2‘(a,-cos£/fz+b,-sin[/\'s)
:0 1

alk* . .. .
+ - X (— a;sinikz + b;cosikiz)? | dz,
2

d’ou, en intégrant et en remplacant p. par sa valeur,

e? al?
Y ak?
65-27:]1( 4a+ A e >,

oll nous posons

A — Zig(af—l— bt).
1
Enfin, en remplacant &* par sa valeur,

T 2702 2.2 J2 02
8S_2ah(4a7r/zs h*e?)

De méme

Gl
I
A
—
4

2
)

v A

1
f Wa — p )+ 4(a— p)2 Z(a, cosihz + b,sinil 3)

5,

+6(a— )| Z(a,cosihk s+ bsiniks)| +. .. ds.

\

En effectuant l'intégration et en se bornant aux infiniment petits du
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deuxiéme ordre, on aura

— v 2 2
N T ) - (l*—|'—b
oJ = '—)(— had o+ 6a? —(~—‘T—-‘—)>/L;

et finalement
o =ma®he?,

expression identique & celle que nous avons trouvée pour les figures
sinusoidales Q.
Par conséquent, la variation de I’énergie sera
)

i
e’
fria’n® — — A2

% % ¢4 o 3 ’ -
o\‘ fret 7:‘(12}232 W — 7 .
17y J a’h?

En comparant cette expression a celle donnée par la formule (9),
nous voyons que
oW, << aW.
En faisant le méme calcul pour les figures analogues aux figures w,
nous trouverons le méme résultat.
Donc, pour que W soit minimum pour une de ces figures, c’est-
a-dire pour que le liquide puisse affecter une de ces figures, il faut

que

’

=1,

™ | o

et, par conséquent, il faut que tous les coefficients, sauf &,, soient
d’ordre supérieur au premier.

Les vraies ligures d’équilibre différent donc des figures sinusoidales
par des écarts infiniment petits d’ordre supérieur. Et, en premiére
approximation, les figures sinusoidales sont les seules figures possibles
d’équilibre.

C’est pourquoi nous pouvons lever la restriction ¢noncée au n° 10,
les conditions suffisantes de stabilité trouvées dans ce numéro seront
alors applicables dans le cas ou la déformation possible est absolu-
ment quelconque. Une seule restriction reste encore en vigueur : le
liquide doit tourner & la maniére d’un corps solide, c¢’est-a-dire toutes
les particules doivent avoir a chaque instant la méme vitesse angulaire,
et les composantes de la vitesse suivant ’axe et suivant le rayon doivent
étre nulles.
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L2. Figures s'écartant beaucoup du cylindre circulaire. — La
queslion suivante se pose maintenant : Que deviennent toutes ces
figures infiniment voisines du cylindre quand la vitesse angulaire
différe beaucoup de la vitesse de bifurcation? La méridienne de ces
figures sera encore une ligne ondulée du méme nombre d’ondes, mais
différant beaucoup d’une sinusoide.

Son équation a été donnée dans la troisiéme Paitic de notre
premiére Theése ot nous avons résolu le probléme direct suivant :

Trouver toutes les figures d’equilibre de révolution que peut
affecter une masse liguide en rotation, soumise aur scules forces
capillaires.

Nous y avons trouvé pour la méridienne de ces figures I'équation
suivante [éq. (6), p. 60] :

o ar*+2brt+ ¢
(a) 5= dr,
o VIO — (@i 20rt+ fc)?

1

ow’
ol a= 7 et b et ¢ sont deux conslantes.

En écrivant que le volume du liquide est égal a celui du cylindre
primitif et que la courbe méridienne, partant de z = z,, rr = @ arrive
en 5 =23, =5,+ / avec la méme valeur = a, aprés avoir effectué
un nombre donné d’ondulations, nous obtiendrons deux relations
entre a, b, ¢ al’aide desquelles nous exprimerons 0 et c en fonctions
de a, c’est-a-dire en fonction de w.

L’intégrale (o) sera alors fonction d’un seul paramétre . En faisant
varier ® a partir de la valeur de bifurcation, il serait possible de
suivre toutes les variations de la figure d’équilibre considérée.

Il est nécessaire de remarquer que les calculs effectifs sont ici trés
difficiles sinon impossibles, I'intégrale (o), ainsi que U'intégrale don-
nant le volume du liquide, ¢tant hyperelliptiques. Par suite, les rela-
tions entre @, / et ¢ ne pourront pas étre exprimées sous une forme
finie.

On ne pourra donc résoudre (approximativement, mais avec une
précision voulue) que le probléme inverse : se donner arbitrairement
les constantes @, 0, ¢ et chercher ensuite a quel cylindre primitif
correspond la figure ainsi déterminée.
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13. Cylindre indé fini. Figures infiniment voisines. — Occupons-
nous maintenant des figures (ui ne sont pas de révolution. Bornons-
nous pour le moment au cas idéal d’une masse cylindrique indéfinie et
cherchons les figures infiniment voisines. Nous supposerons que la
déformation est telle que la nouvelle figure reste cylindrique sans étre
de révolution. Nous aurons ainsi & résoudre un probléme & deux
dimensions. En considérant une tranche de hauteur 1, le volume sera
remplacé par ’aire de la section droite, et la surface latérale par son
périmétre.

Soient comme précédemment

I’équation du cylindre, et
re—=oa—p—+csinkf

I’équation de la surface déformée, ) élant I'angle polaire.
Le volume d’une tranche de hauteur 1 sera

27T 2T

1 1 . .

V:;[ r:dj == / [(a— py+2(a—p)esinhf +2sin2h 5] d5
"o T

et la condition d’invariabilité du volume s’écrira

22

T <
oV TT.T.(—?((;L‘?—[.L‘Z—F ——) - o.

2

t s

Elle est identique a celle que nous avons trouvée pour les figures
ondulées dans le sens longitudinal et donne

[.’élément de la surface déformde est

dS = v!r'-’ —+ r'2dh

=2
<

= (a— ) \/1 - ?stiulllG—i— = (s102A 9 + A*cos?k9) db.

En deéveloppant le radical en série suivant les puissances de ¢ et en
nézlizeant les mfiniment petits d’ordre supérieur a 2, nous aurons

> -

&,
2 cos2 | df.
2a

ds - [(a — )+ zsinhf+
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En intégrant, de 6 =0 4 0 = 27 et en soustrayant S, = 27 a, nous
aurons
kg2

08 = — 2 + —
qa

27T
et finalement

08 = & (A -1)e%

2a

Pour k=1, S = o, ce qui est tout a fait compréhensible, car la
déformation correspondante consiste en une translation du cylindre
parallélement a son axe. Naturellement nous excluons cette transfor-
mation et nous posons seulement

k=2, 3, ...

Le moment d’inertie est

27 r 1 27T
J:f f 7'3drd6:7f (a—u—+esinkb)dob
0 0 + 0
I 2T
= L’Tfo [(a—p)+h(a—p)esinkd + 6(a— p)2e?sin? k0 +. . .]d0.
Tous les calculs faits, nous trouvons la formule déja rencontrée
o = ma’et.

Nous pouvons former maintenant ¢W :

oy

2 2
sW=22raer—f T (—n)e= = [pwrad — f(k—1)].

L’équation qui détermine les figures de bifurcation est donc

-1
jp J— !
W=

En donnant a £ les valeurs 2, 3, 4, ..., nous obtiendrons les valeurs
Wy, W3, MR} Wy

déterminant une série discontinue des figures de bifurcation. Le
nombre & désigne le nombre de saillies ou de cotes de la nouvelle
tigure.

La valeur &k = 2 donne une figure analogue au cylindre elliptique.

GLOBA-MIKHAYLENKO 4
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Si nous assujettissons la masse liquide & la condition de rester cylin-
drique, le cylindre circulaire sera stable lorsque

o L=

O]
a’

<o
pour toutes les valeurs de k. Pour cela, il faut évidemment que cette
inégalité soit vérifiée pour k = 2, c’est-a-dire il faut que

Lorsque » dépasse légérement cette valeur, il y aura deux figures
possibles d’équilibre : cylindre circulaire et cylindre genre elliptique.
Mais alors le maximum de ’énergie correspondra & cc dernier et non
pas au cylindre circulaire. La figure stable sera donc représentée par
le cylindre genre elliptique.

Nous observons ici encore une fois la vérification du principe
d’échange des stabilités.

Mais si nous n’introduisons aucune condition supplémentaire, toutes
les figures cylindriques indéfinies seront instables, car, quel que soit:
le rayon @, nous pouvons toujours transformer notre cylindre en une
figure ondulée de révolution et prendre la longueur d’onde A assez
grande (A > 2ma) pour que W correspondant a cette transformation
soit positive pour toutes les valeurs de w, méme pour w = o.

14. Cas général. — Sinous voulons étudier les figures plus géné-
rales, données par I'équation

r=a—p —|—Z(alcosi9+ b,sinif).
=k

nous trouvons, en refaisant les mémes calculs,

82
H—E’

n !
0S = -2—5(6 —£?),

0] =mpate?;
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=12
LI ("7
oo ¢ wia®— f "))

ou 'on pose comme précédemment

enfin
oW

I

g2 =

Nk

(a+067); &= D\ i*(al + b}).
=4

it

¢

En remarquant que ¢*>> k*c?, nous voyons que, pour qu'une de
ces figures soit d’équilibre, et cotelée a k cOtes, il faut que tous les
coefficients, sauf b, soient d’ordre supérieur a 1. Par conséquent, en
se bornant & la premiére approximation, nous pouvons affirmer que
les seules figures cylindriques d'équilibre, infiniment voisines d’un
cylindre indéfini de rotation, sont les figures sinusoidales cotelées que
nous venons d’étudier; et que les figures exactes d’équilibre différent
des figures sinusoidales simples par des écarts infiniment petits d’ordre
supérieur.

13. Probléme direct. — Nous venons de voir que pour une certaine
vitesse oy, que nous appellerons vitesse de bifurcation relative & la
figure k, la masse liquide pourra affecter non seulement la figure
d’un cylindre circulaire, mais encore une figure infiniment voisine du
cylindre & k cotes ou, autrement dit, & k¥ maxima de 7.

Si la vitesse w, est trés peu supérieure a wy, la nouvelle figure est
trés voisine d’une figure sinusoidale. Mais w croissant, les saillies se
marquent davantage et notre figure s’éloigne de la forme sinusoidale.

La question suivante se pose immédiatement : Que deviennent
effectivement ces figures, d’abord sinusoidales, lorsque o croit?

Pour répondre a cette question, proposons-nous de résoudre le
probléme direct suivant :

Trouver toutes les figures d’équilibre cylindriques et non de
révolution que peut affecter une masse liquide indéfinie, soumise
aux seules forces capillaires et tournant autour d’un axe fixe avec
une vitesse angulaire constante.

Cherchons donc I’équation finie de la section droite d’une tigure
d’équilibre cylindrique et non de révolution,
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L’équation de la surface d’équilibre d’une masse fluide, soumise aux
seules forces moléculaires et tournant autour de 'axe Oz avec une
vitesse angulaire constante w, est

f(_}lz + T;?>_% (z*+ 1?*) = const.,
\

R et R’ étant des rayons principaux de courbure.

Mais pour la figure cylindrique un des rayons de courbure est infini
et l'autre est celui de la section droite.

En employant les coordonnées polaires r et 0, ’équation précédente
devient, en divisant par la tension superficielle £ et en posant

o

m- —
2f -
rit2r—pr"
(1) ——— —ar’—b=o,
(ri4ri?)

4 étant une constante arbitraire.
Pour intégrer cette équation, prenons ' pour la nouvelle fonction
et  pour la nouvelle variable, en posant

= p, r' = pp’.
Il vient
.2 2 . 1]
PP ey,

(r2=+ pﬁ)'z

Prenons ensuite pour nouvelle inconnue

w=\r*4 p?,
d’ou
pr=ui—rt, pp' = uu'— r,
et I'équation (1) devient
2 ru’
2 b,

u w?

T . ’ . oy .
Enfin, en posant ¢ = —> nous obtiendrons une équation linéaire

re’+a2¢=la*r’+4 b.



ETUDE DES MOUVEMENTS D,UNE MASSE FLUIDE EN ROTATION. 29
L" ' ’ v " M
intégrale générale de cette équation est

atr++a2bri+c
¢ = ’
hr?
c étant une constante d’intégration.
En faisant le changement de variables dans le sens inverse, nous

aurons

v

4r
U —= ———————
a*r*-+2br:4+c

_dr ~ s 167 .
p_%.__\/u——r _\/(a-’l‘ ’

+ 201+ ¢)?

Vb (@t +2bri+c)?
- atrt+2bri+c

Ensuite,
0— " (a*r*+2b6r:+c)dr
o r\16r2 — (@ rt -2 brt - ¢)?
Enfin, en posant r* = u, nous aurons

I%]

P (a®u?+2bu +c)du
H—= - )
2/, uy1bu—(@ui+2bu+c)
[

]

équation presque identique a celle que nous avons obtenue pour les
figures de révolution.

La différence essentielle entre cette équation et celle des figures de
révolution consiste en ce que la constante ¢ ne peut jamais étre nulle.

De plus, en outre de la condition d’invariabilité de volume (ici
invariabilité de l'aire de la section droite), nous devons introduire
encore la condition ¢que la courbe, périmétre de la section droite, se
ferme. C’est-a-dire que la distance angulaire entre deux maxima suc-
cessifs de 7 soit un sous-multiple de 2%. Sans cela, la courbe obtenue
ne correspondra a aucune figure réelle.

Nous aurons ainsi denx conditions auxquelles doivent satisfaire les
trois constantes a, b, c. Ces conditions, qui exprimeront que I’aire de
la section droite est constante, et que le nombre de maxima de r
(nombre de cbtés) est égal & 7, nous permettront d’exprimer toutes
les constantes en fonction de w. Pour avoir toutes les variations de la
figure & n cotés. nous donnerons a w toutes les valeurs & partir
de v = w, (vitesse de bifurcation).
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En répétant mot & mot la discussion que nous avons faite pour les
figures de révolution (ma premiére Thése, troisiéme Partie), nous
verrons que, w croissant, le discriminant /* — 4ac est d’abord négatif,
ensuite nul et enfin positif. La section droite prend alors successive-
ment les formes analogues aux méridiens des figures de révolution.
Pour o voisine de w,, les saillies ne sont pas trés prononcées et la ligne
est ondulée par rapport au cercle du cylindre. Quand © croit, les
saillies deviennent plus fortes, et, quand 6* — 4 ¢ devient positif, elles
recoivent des étranglements latéraux qui s’accentuent et puis se
rencontrent. La courbe a alors un point double a chaque saillie.
Représentons ces variations pour le cas de n = 2.

Si o croit encore, il se forme deux points doubles & chaque saillie.
Ensuite, les tangentes aux points doubles coincident et deviennent
perpendiculaires au rayon vecteur. Enfin, la courbe se décompose
en trois courbes distinctes. Ces trois cas sont représentés sur les
figures 3, 4 et 5.

Nous aurons la méme succession de figures si mnous prenons
n=3,4,5, ...

Il faut seulement remarquer que les figures 3, 4 et 5 n’ont aucune
signification réelle, car le liquide ayant pris la forme de la figure 2 se
divise en trois parties. Ces parties, une fois détachées I'une de I'autre,
prennent la forme de la figure 1t comme si elles étaient libres.

En résumant, nous pouvons dire que, lorsque ® croit, toutes les
saillies s’allongent, puis regoivent des étranglements latéraux, enfin
donnent naissance chacune & un petit cylindre qui jouera le réle de
satellite. La figure & n saillies produira alors # satellites.

Il est utile de noter ici, encore une fuis, que les calculs nécessaires
pour la détermination des constantes a, b, ¢ en fonction de « sont
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impossibles a effectuer, les intégrales donnant ces relations étant
hyperelliptiques. Nous ne pouvons donc que résoudre le probléme

~. Pid

Fig. 5.

inverse : se donner arbitrairement les valeurs des constantes et déter-
miner la figure correspondante et le cylindre duquel elle provient.

16. Resumé. — Pour résumer notre analyse, considérons une
masse liquide a I’état d’équilibre statique. Ensuite, imprimons a cette
masse une rotation autour d’un axe fixe et faisons croitre peu a peu la
vitesse angulaire. La figure de la masse liquide se modifiera, mais elle
affectera toujours une figure d’équilibre stable.

Tachons de suivre ces transformations a partir de la forme cylin-
drique. Considérons d’abord un cylindre de longueur finie limité en
haut et en bas par deux disques circulaires. Nous devons considérer
ici deux cas différents : 1° le cylindre est large et court,

h

o 118
0,C¢I1

27ta< ’
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et 2° le cylindre est long,
h

> o0,8118.
2T A

Dans le premier cas, la tigure restera cylindrique jusqu’au moment
ou la vitesse angulaire atteindra la valeur

B (g 2aY:
—J 6 ah* <3 ko
ou
,n-? .n"l
Y _ 1y — 3 —
w=f 6a/z=(3 0.1394) = 2,8606 f Sali

Lorsque la vitesse w croit encore, le cylindre, d’abord droit, affec-
tera un renflement au milieu et deux creux prés des bases (*).
Ensuite ce renflement deviendra de plus en plus prononcé, s’aplatira
d’abord dans le sens de 'axe de rotation, recevra ensuite des creux
circulaires en haut et en bas, et enfin laissera se détacher un anneau
qui continuera & tourner sous l'impulsion de la force. vive acquise.
Quant a la masse centrale, elle changera brusquement de forme et
son mouvement ne sera plus régi par les équations que nous avons
établies. En effet, la masse liquide ayant diminué de volume aprés le
détachement de 'anneau, la figure d’équilibre statique ne serait plus
le cylindre, mais un onduloide ou un nodoide creux. Le point de départ
étant différent, toute ’analyse doit étre refaite de nouveau.

Nous obtenons le résultat analogue pour le deuxiéme cas, ou le
cylindre est long.

[La figure cylindrique reste stable jusqu’au moment ou la vitesse
angulaire atteint

w=Q = f

Aprés quoi, le cylindre recevra un renflement prés d'une base et un
creux présde l'autre. La vitesse croissant toujours, le renflement devient
de plus en plus prononcé et, finalement, laisse se détacher un anneau.

Ensuite I’anneau tournera séparément, et Ja masse centrale changera
brusquement de forme en prenant une figure d’équilibre correspon-
dant, non plus au cylindre circulaire, mais & un onduloide ou & un
nodoide, comme nous I’avons montré pour le premier cas.

(1) Voir page 24.
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Si la masse liquide est assujettie & rester cylindrique et sila figure
primitive est un cylindre indéfini, les déformations successives sont
déja données par les figures 1 et 2. La forme du cylindre satellite sera
donnée par la figure 5.

Mais ce cas ne présente aucun intérét pratique, car tous ces
cylindres sont irréalisables.

DEUXIEME PARTIE.

Sur une nouvelle figure d’équilibre d’une masse fluide
en rotation.

1. Introduction. — Toutes les figures d'équilibre d’une masse
fluide homogeénc en rotation, soumise aux seules forces newtoniennes
étudiées jusqu'a ce moment, étaient des figures limitées par une sur-
face fermée d’un seul tenant (*).

Nous voulons démontrer maintenant qu’il existe aussi des figures
d’équilibrc creuses, c’est-a-dire limitées par deux surfaces distinctes
ne sc coupant pas.

Nous ne nous occuperons ici que des figures dont on connait actuel-
lement le potentiel newtonien, autrement dit, des figures limitées par
des ellipsoides ou par des cylindres elliptiques ou circulaires.

Nous montrerons que, parmi toutes ces figures, seule la couche
cylindrique dec révolution peut présenter une figure d’équilibre. Celtte
figurc existe pour toutes les valeurs de la vitesse angulaire w depuis

=0 jusqud ® = 27, et présente deux séries discontinues et infi-
nies de figures de bifurcation.

Chacune de ces figures peut donner naissance a une nouvelle série
de figures d’équilibre.

(") Voir P. AreeLL, Traité de Mécanique, t. 1ll. — Poixcarg, Figures
d’équilibre d’une masse fluide en rotation, lecons professées a la Sorbonne
en 1900, ou son Mémoire classique dans le n° VII des Acta mathematica, 1885.
— Liarounorr, Sur les figures d’équilibre peu différentes des ellipsoudes. . .
(Mémoires de I’ Académue des Sciences de Saint-Pétersbourg, 1884). — Enfin,
ma Thése Sur quelgues nouvelles figures d’équilibre d’une masse fluide en
rotation (Journal de Mathématiques, 1916).

GLOBA MINHAILENKO

ot
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2. Impossibilité des figures creuses ellipsoidales. — Imaginons
une masse fluide homogene, limitée par deux ellipsoides homothé-
tiques, soumise aux seules forces newtoniennes et tournant autour
d’un axe fixe commun aux deux ellipsoides, avec une vitesse angulaire
constante. Nous prendrons I’axe de rotation pour axe Oz.

Le liquide affecte donc la figure d’une couche elliptique. Nous
savons qu’a l'intérieur d’une telle couche (a U'intérieur de 'ellipsoide
intérieur), le potentiel reste constant.

Donc la fonction des forces a 'intérieur et sur la surface intérieure
est donnée par la formule suivante :

U= %(aﬂ—}— rH +ec,

o désignant la vitesse angulaire. Soit

“ -+ i —+ = 1=0
a? b? c? -
I'équation de lellipsoide intérieur.
Si la masse fluide est en équilibre relalif, cet ellipsoide présente une
surface de niveau et, par conséquent, ses coeflicients doivent vérifier

les relations suivantes :

2 2

[ (&
== —. b =o0.c?
2

— el
2

qui peuvent ¢&lre vérifiees de deux maniéres :

1° [l:[):o;

la couche elliptique est un ellipsoide plein.
2° a=1"n, c =,

la couche ellipsoidale dégénére cn une couche cylindrique de révo-
lution.

Par conséquent, parmi toutes les figures ellipsoidales limitées par
deux surfaces homothétiques de second ordre, seule la couche cylin-
drique de révolulion présente une figure d’équilibre.

5. Ellipsoides homofocaux. — Monlrons maintenant 'impossibi-
lité de la igure d’¢quilibre limitée par deux ellipsoides homofocaux.
3 E
Mais pour cela nous devons introduire les coordonnées elliptiques.
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En admettant les notations de Poincaré ('), nous prendrons pour
les coordonnées d’un point (x, ¥, z) les racines g, p., v de I'équation
en A

22 y? P .
() A2 a‘+7\2—~b-’+7\-’—cz—~1_0’

2

et nous désignerons par R, et S, les fonctions de Lamé de premiére et
de seconde espéce. Ces fonctions ne dépendent que de p et conservent
une valeur constante sur la surface de chacun des ellipsoides appar-
tenant & la famille (1).

A chaque valeur de p, prise entre « et a, correspond un ellipsoide
de cette famille, et par chaque point de I’espace passe un de ces ellip-
soides.

Ceci posé, rappelons que pour 7 = 1 nous n’aurons qu’une fonction
de Lamé (n désignant ici l'ordre de la fonction) :

Ry=1.

Pour n = 2, nous en aurons trois :

R,=p*—a?,
R, = \/92— b,
Y —

Pour n = 3, nous aurons déja cinq fonctions; et, en général, pour n
quelconque, nous aurons 27 — 1 fonctions différentes.

Si, dans R;, nous remplagons p par u ou par v, nous aurons les fonc-
tions analogues que nous désignons par M, et N,.

Les fonctions de seconde espéce, S,, sont données par la formule
suivante

” - dp
S,=R 2z 1—1 P .
lp[ IJ\!. \/(PZ'— ag) (pz__ bz) (PZ——C")

Avec ces notations, et en posant

! hy— -
V@=t) (=) B—a) ()
hy

k)

=
o 1
T Vie—a) (=101

(*) Voir Figures d’équilibre. .. de Poincaré ou voir ma premiére Thése.
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on aura
=R N, y=hROLN, 5= AR M N,

Considérons un ellipsoide ,, ayant pour équation

(EO) RO2 -+ Ro: R0

Son potentiel en un point extérieut (z, y, z) sera alors donné par la
formule suivante :

T[S, S, .S, ]
2 Vo — ~ | 2"+ 5= y*+ =52 + const.,
(2) [Rlx Hz‘) R, nst.,

T étant le volume de I'ellipsoide E,

T=2=R,R,R,

[SEIRSN

et les fonctions S; et R. (i =1, 2, 3) correspondant & Iellipsoide de la
famille (1) passant par le point (x, y, 3).
En un point situé¢ a Uintérieur de E,, ce potentiel prend la forme

== T[S 55, S0
(3) \,__——2[“‘:1‘—%3(2,) +R2J + coust.,
S; et R} désignant les valeurs des S, et R; qu’elles prennent sur la
surface de I'ellipsoide E,.
Imaginons maintenant une couche ellipsoidale limitée par deux
ellipsoides homofocaux : a I'extérieur par E° et 4 I'intérieur par ellip-
soide E’, dont I’équation s’écrira

. x2 yZ z2
D e
(&) R TR TRY

— 1=0.
En désignant encore par ¢’ la valeur de p correspondant a 'ellip-
soide IV, nous verrons facilement que
P<e
Soient A le volume de 'ellipsoide extérieur K° et B celui de I'ellip-
soide intérieur E’. Le volume de la couche sera alors

T=A-—-B.
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En un point extérieur, le potentiel de cette couche sera égal a la
différence des potentiels des ellipsoides E, et E', et, en vertu des for-
mules (2) et (3), sera donné par la formule suivante :

_ A—BTS ., 8 ,. 8,
Ve“_'—,z—‘[}Tlx +R_2y +R—3¢]+const.

Sur la surface extérieure du fluide, c’est-a-dire sur la surface de E,,
ce potentiel prend évidemment la forme suivante :
A—B [S“ S S

> Rox”—i— P\“ y2+ W ] - const.

(4) Vi=—

En remarquant que chaque point de la surface E’est intérieur a E°,
nous aurons pour les valeurs du potentiel sur la surface E’ la formule
suivante :

v/ — SO 2 S .. SY ., A S, Sy

(5) == R° +W} +——z + R’x_'_R’y—'_R’“ -+ const.
Si la couche présente une ﬁgure d’équilibre pour une certaine valeur

de la vitesse angulaire o, et si I’on suppose que la pression exercée sur

chacune des deux surfaces libres soit la méme, la fonction des forces

2
(6) =2 (2t 4y + V

doit alors prendre la méme valeur constante sur chacun des deux
ellipsoides E° et E'.

Remplagons les variables x, y, z par leurs valeurs en fonction
des R,, M,, N,, et, en vertu des formules (4), (5) et (6), nous pourrons
écrire

v A—BS!
Ur= [ 2 2 Ry
[m _A—B S ] A—B S

JIREMING — ——— R ATR{MING,

]hﬂR”ww

2
2 2 H

U¢ désignant la valeur que prend U sur E°.
De méme, sur E’, U devient
v (w* A Sy B S|
L“<7—zn"+z R

w? A S) B; 5 L2 RI2M2 N2 A §§ B S\ an mane
(E -2 R T ) M — (T = ) MBS MING,

> R2R2MING
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Mais nous devons avoir
Uo=T'

identiquement, c’est-a-dire pour toutes les valeurs de u et de v. Nous
pouvons donc identifier les coefficients des divers produits M,, N, et
nous aurons les trois équations suivantes :

2 A—-B S : ASY B
[%‘—g—ﬁ%]““’:[%*sn—ﬁzﬁf]“'ﬁ

- 1 1 1
o  A—B S} L. fo? A S B Si]gn
) ek L b R AL
A—B S 02— A S3 B S, 2
> ﬁgP\J —[ —-;E—g—}——g‘—ﬁg]})\,.

Nous pouvons écrire encore quatre équations [dont deux seulement
seraient distinctes des équations (7)] en exprimant que U° et U’ sont
constantes respectivement sur les surfaces E° et E'. Mais il nous suffira
de démontrer U'impossibilité de la derniére des équations déja écrites
pour démontrer 'impossibilité des figures considérees.

Ecrivons cette équation comme il suit :

S9 Sy S 0
(8) (A—B) g (Ry*—Rn)=B (gt — g2 | B2,
et montrons qu'elle est impossible. Pour cela, rappelons que, dans nos
notations,
RI=VFTT@, Ri=y W, Ri=/i—,

R = /72 ] /a2 ] N v T
1=V —a, P‘z—\/P — b7, Bs——\/.o —c?

Sl:R[’fw?nl—i—I pdp .
o N VE—a) (=) (=)

Désignons par x la variable d’intégration, posons, pour abréger
I’écriture
’

enfin

x

V(a®—a®) (2°— %) (22— ¢?)

=9¢(x)>0;

rappelons que nous aurons, pour = 3,

Q0
Sy 1 )
ng—3fa Foat(@)dz>o
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et

enfin

Formons maintenant la différence

_S;‘{__Rj 3} f go(x)dx [ (p(x (/.L :_3 (p(v)clv o

Ry o, Tt T

¢ v
Par conséquent, I'équation (8) ne peut jamais éire vérifiée, les deux
membres de celte équation étant de signes différents. Les condi-
tions (7) ne peuvent donc jamais étre vérifiées et la figure envisagée
est impossible.

Par conséquent, une couche fluide limitée par deux ellipsoides
homofocaux et tournant autour de leur axe commun avec une vitesse
angulaire constante ne peut jamais étre en équilibre relatif.

€. Q. F.D.

Nous aurons toujours le méme résultat en supposant que la pression
extérieure, étant constante le long de chaque surface, est différente
sur les deux surfaces. La condition d’équilibre s’écrira alors

LUo=T'+ const.

ct les conditions (7) resteront les mémes.

4. Cas général. Ellipsoides quelcongues. —- Considérons main-
tenant le cas le plus général, ou les ellipsoides E® et £’ ne sont ni
homothétiques ni homofocaux. Nous supposerons seulement qu’ils
ont le méme centre et les mémes axes principaux.

Désignons par R; et S; les fonctions de Lamé correspondant a la
famille des ellipsoides homofocaux a 'ellipsoide E’. La fonction des
forces U prendra alors dans ce cas sur E° la valeur suivante :

o [m"’ AS) BSY
O — {—— T " T by
2 2 RY 2 B?_

2RI M2N2 4 _‘—~w—+__ LZROIM:N2
2 RY " 2 :

AS BS
3 -
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Seulement les fonctions R et S! ({ =1, 2, 3) ne sont plus constantes

sur LX°, car E° et E' ne sont pas homofocaux. Nous pouvons donc
écrire

Qv 0
SE = o),
R¢ Ry TV

ou, en développant ¢,(u, v) en série de produits de Lamé,

S

1<
2

¢ M,N,.
RS + ZALM,N,
De méme

Se st o
}\_% =0 + XA M,N,,
<0 [\
S8t samn,
H‘; R}

En portant ces valeurs dans I’expression de U°, nous aurons

9 _ 0
Vo= ("’_ _A-B 5_') /2RO M2 N2

2 2 RY
5 A—_BS® \ —B &9 8
+[%—“ R’%]hgk%zM;Nz— > rﬁ/liﬂﬁzMiNiwD(w)’

ou ®(u, v), développée en série des produits de Lamé, ne contiendra
pas de fonctions de Lamé de degré inférieur a 3, car M}N}, MIN?,
M; N’ sont du deuxiéme degré et, par conséquent, leur produit par
unec somme de Lam¢é ne pourra jamais contenir des termes au-dessor s
du troisi¢me degré.

En faisant le méme calcul pour U’, nous aurons

N ) [
U= 1_,_f}_§_1_,_1_3&_)hi’1‘;2.\lf1 3
2 2 RY 2 R/ '
1/
2 0 3 0\ =i s
Y (—:-)/,31;,\151\2,
2 2 RY S (U -
‘ ASY B S\ Ses oy
+( *;ﬁﬁ—:]——{*—%‘\/’]l;—1\]]1\3+H"(xu‘3v)7
3 < ,

¢ (w, v) ne contenant pas de termes en v. el v de degré inférieur au
troisieme.
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En écrivant que
Uo = Uf
el en identifiant les coefficients des dillérents produits de L.amé, nous
aurons une infinité de conditions parmi lesquelles figureront au pre-

mier plan les conditions analogues aux conditions (7). La derniére de
ces conditions s'écrira

A—~ 0 4 0 TN\
B S*thg = (ﬁi — }—; E)h;’;l{’z

T2 R 2 Ry 2 R, ’
ou cncore
2 —— SU ~S_l\ T 07
(9) (\—B)Rz(h Ry — W3 RY) = B<n0 :) i R,
4 3

De la méme maniére, nous pouvons écrire deux autres équations :

/ 2 02 2 bll-) 2 12
(9') (.‘\—B)l{o(/l RO 72 7 __B( TR &I R,

i/ 2 e} SO gz\ 1
(o") (A_B)m(/,zm LT ):B(R0 - T) EITE

1/

Pour démontrer I'impossibilité des figures considérées, il nous suf-
fira de démontrer I'impossibilité de l'une des équations (9), (9)
ou (9")-

Considérons un ellipsoide E” homofocal & E° et tangent & E’ de
maniére qu’il lui soit tout extérieur. Choisissonsencore ]es constantes
a’, b, ¢ relatives & 1'ellipsoide E” de maniére que ¢ soit le méme
pour E’ et E”. Il suffira pour cela de prendre

a'=a, ou b"'=b, ou ¢"=c,

suivant que les ellipsoides se touchent suivani les sommets situés sur
I'axe Oz, 'axe Oy oul'axe Oz.
Supposons d’abord que les ellipsoides se touchent suivant I'axe O=.
Nous aurons alors ~ B ~
'=c, b"'> 0, a>a;
ensuite
Ry=T,.  rF>h,  ¢'(£)>9(a).

Ceci posé, démontrons que I’équation (9) est impossible. Pour cela, il

GLOBA-MIRHAILENKO 6
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nous suffira de démontrer les inégalités suivantes :

(a) PR} — A3 RY > o,
s g

b -3 2 <o.

() Ry R

Mais nous avons déja démontré dans le numéro précédent que, si E°
est intérieur par rapport 4 E°, nous aurons :

(a') R2R? — K2R > o,
S0 g
! -3 __ -3
(&) R TR, <o

Or, nous voyons que
R R > 73 R,

et par conséquent I'inégalité (a) est bien vérifiée. Ensuite

_:_;_ S, :_f e@) —9(2) g s,

xXx—C

car
¢'(z) — o (x)>o.

Donc I'inégalité (b) est aussi vérifiée et les figures envisagées sont
impossibles.

Si, au lieu d’avoir ¢’ = ¢, nous avons @’ = a ou b” = b, nous consi-
dérons I’équation (g) ou (g”) et la conclusion reste la méme.

Des calculs analogues nous montrent qu’il estimpossible d’avoir des
figures d’équilibre ayant la forme d’une couche limitée par deux
cylindres autres que deux cylindres circulaires de méme axe.

Par conséquent, la seule figure possible d’équilibre limitée par deux
surfaces du second ordre est la couche cylindrique de révolution.

C’est donc de cette figure que nous nous occuperons dans la suite.

3. Conditions d’équilibre d’unc couche cylindrique de révo-
lution. — Nous savons que le potentiel d’un cylindre circulaire indé-
fini, de rayon R, est donné par les formules

I3

— 2 J_E_ — 2
(10) \ Ve= —2mRe KRG,
(Vi:——ﬁloi-i—C,
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¢ étant la distance du point considéré a I'axe du cylindre et C une
constante.

Imaginons maintenant une masse fluide homogéne, de densité 1,
limitée par deux cylindres circulaires de méme axe et de rayons

R et r= LR,

k désignant le rapport des rayons (o <k <C1). Le potentiel de notre
masse étant égal a la différence des potentiels des cylindres de rayons
R et r, nous verrons que ce potentiel sera donné par les formules
suivantes :

1° A l'extérieur de la masse fluide (¢ > R),

T 21— 2y — 2= R2 T p .
Vo= —nR(1 — 4*) —2nR (LH I.LAR>-}—C,

2° A D'intérieur de la masse fluide (»» << s <<R),

(11) V,:——n(pz~/f2R2)+21r£2.l¥2LA—F)I{+C;

3° Dans le creux (o < 7), le potentiel est constant, égal & C.
En faisant p =R et p =7 = /AR dans la formule (11), nous aurons
les valeurs suivantes pour le potentiel sur les deux surfaces :
Vo= — nR(1 — A2+ A2LA?) 4 C,
Vi—C.
Supposons maintenant que notre masse fluide tourne autour de son

axe avec une vitesse angulaire constante w. La fonction des forces
a I'intérieur de la masse fluide sera

(,)2 2 2 92
(12) U=2p = n(p— BR) +2mk*RL fp + G

et sur les deux surfaces

9

Ul =2 R—7R2(1 — A2+ KL A*) 4 C,

U= — kR?+ C.

olg, |g
©

Ensupposant que la pression est la méme sur les deux surfaces, nous
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aurons les conditions d’équilibre en écrivant que
Ul =17,
ce qui donne la condition d’équilibre cherchée :

w? 1— k24 LA R
(13) R T T = [ (7).

Il est facile de voir que, lorsque /& varie de o a1, f(k*)variede1 4 o
et passe une fois par toutes les valeurs comprises entre 1 et o. Par

conséquent, pour toutes les valeurs de w comprises entre o et y/2, il

existe une et une seule figure d’équilibre, déterminée par la valeur du
rapport & des deux rayons.

Remarque. — En supposant que la pression n’est pas la méme sur
les deux surfaces, nous aurons une condition d’équilibre identique,
a cela prés que w pourra varier entre d’autres limites.

Soient, en cffet, p, et p, les pressions sur la surface exlérieure et sur
la surface intérieure. La condition d’équilibre sera

U?:Pz, Ug:Pe,
cequi donne, en posant
pe— pi= G.Rn(1— &%),

0?2 , 1— k24 KPLA?
=C+ ——--—
27 [—

= C—l—f(/().

A

o e . . v 02 .
On voit ainsi que si C> o (p, > p;), la quantité — peutvarier entre G

¢t C~+1. Les figures creuses sont alors impossibles pour une vitesse
assez petile.
Si —1 < C<o, p,< p;, mais la différence n’est pas trés grande,

[ . . .
, - varie entre o et G+ 1. Les figures creuses sont impossibles pour des

vitesses se rapprochant de w = 2=, et les figures trop dilatées
n’existent pas.

Si enfin C <--1, p; — p, trop grande, aucune figure d’équilibre
n’est possible.

6. Figures d’équilibre infiniment voisines d’une couche cylin-
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drigue de révolution. Position du probléme. — Imaginons une
masse fluide homogéne, de densité 1, tournant autour d’un axe fixe
a la maniére d’un solide avec une vitesse angulaire constante w, et
affectant, comme figure d’équilibre relatif, la figure d’une couche
cylindrique de révolution.

Nous déformons cette couche en appliquant sur chacune de ses sur-
faces une couche d’épaisseur infiniment petite, constante le long de
chaque génératrice, et de masse totale nulle. On demande quelle doit
étre la figure primitive (figure de bifurcation) et quelles doivent étre
les couches appliquées pour que la nouvelle figure reste d’équilibre?

Soient {, et {,les épaisseurs des couches extérieure et intérieure,
et ¢ et w leurs potentiels respectifs. En conservant les notations du
numéro précédent, nous compterons les {, et {, dans la direction de la
normale extérieure au fluide.

Dans ces conditions, la fonction des forces prend la forme

U=U% ¢+ ¢p.

Pour calculer U sur la surface extérieure et sur la surface inté-
rieure, nous la considérerons comme fonction de ¢ et nous la dévelop-
perons suivant les puissances de Ag ={ et nous aurons, pour la surface
extérieure par exemple,

Jd
U=[Ul=rsz.=(U+ ¢+ w)_n+ 7 (Lo )< o+
o] y

c e, ov . . . R
En considérant d_;: et 31} comme des infiniment petils de méme ordre

que %, et en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur au pre-
mier, nous auroris finalement

J
(14) Lo=U + 994 (we)p—n—+ <(—)—o U°> x £

,Ir,R

De méme pour la surface intérieure

’

3 d
(13) U= Ul + (90,)p=s + 0+ ( 00U0> X Z,.
=0, =

Pour que la figure déformée soit d’équilibre, nous devons avoir

Ce: Ul: C.
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Mais la figure primitive élait d’équilibre, nous avons donc
re="0p,
¢ - s
et la condition d’équilibre prendra la forme définitive

Nous développerons ensuite toutes les valeurs qui entrent dans
cette double condition en séries suivant une variable convenablement
choisie, et, en identifiant les coefficients des termes semblables, nous
obtiendrons une double série de conditions qui nous permettront de
calculer les épaisseurs {, et , des couches déformantes et le rapport
des rayons

LA=1r:R,
qui détermineront la nouvelle figure d’équilibre et la figure de bifur-
cation.

Comme nos figures sont cylindriques, chacune d’elles sera com-
plétement déterminée par sa section droite. Le probléme se réduit
un probléme de deux dimensions. Au lieu des volumes des cylindres,
nous considérerons des aires de leurs sections droites. Les couches
cylindriques seront remplacées par des couronnes circulaires. Les
couches de I’épaisseur { deviendront bandes de largeur { et enfin, au
lieu de potentiels newtoniens, nous chercherons les potentiels loga-
rithmiques.

Mais, d’abord, nous devons traiter quelques questions auxiliaires.

7. PropLine pE DIricHLETr POUR UN CERCLE DANS UN pPIAN. — Klant
données les valeurs d’une fonction harmonigue sur un cercle de
rayon R et a Uinfint, troucer celte fonction a Uintérieur el a exté-
rieur du cercle.

Toute fonction harmonique V peut étre développée sur le cercle de
rayon R cn une série trigonométrique

VY, —_—2 R (cosnl—+ B, sinn ¥y,

n—yg

I'indice o désignant les valeurs de la fonction sur le cercle.
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Ceci posé, le probleme de Dirichlet se résout immeédiatement, et
nous aurons, a 'intérieur :

-Vl:z P"(An Cosne = Bn sin Ile),
n=0
et a I'extérieur,
e R2» .
V=Y — (Aycosnl+B,sinnb) 4o,

v
n==0

¢ étant une fonction harmonique s’annulant sur le cercle et prenant
a I'infini la valeur que doit prendre V, et ¢ la distance du point consi-
déré au centre du cercle.

En effet, les fonctions V, el V, sont harmoniques et deviennent, sur
le cercle (p = R), égalesa V.

Notre probléme est ramené ainsi 4 un probléme analogue. Mais
dans beaucoup de cas particuliers, la fonction ¢ peut étre facilement
déterminée. Par exemple, s1 V doit s’annuler a I'infini, la fonction ¢
est identiquement nulle. Si V est le potentiel logarithmique d’une
aire de masse M, on aura évidemment

R
=ML-—-.
¢ p

8. Potenticl logarithmique d’une bande circulaire homogéne.—
Nous appellerons bande circulaire I'aire comprise entre le. cercle
donné et une courbe quelconque.

Nous appellerons largeur de la bande la distance entre le cercle et
la courbe, mesurée suivant le rayon. Si cetle largeur est infiniment
petite, nous dirons que la courbe est infiniment voisine du cercle.

Nous désignerons par ¢ la largeur de la bande et nous la considére-
rons comme fonction de I'angle polaire f, et nous supposerons qu’elle
est développable en une série trigonométrique de la forme

(17) ’;:E R (A, cosnb + B,sinnb).

n=0

Cherchons le potentiel logarithinique de cette bande sous forme
d’une série analogue. Ce potentiel étant une fonction harmonique,
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nous pouvons écrire

Vi :2 R* (e, cosnb -+ 3,sinnb),

n-=0
v, —:—Z p" (o, cosnf + B, sinnh),
n=~0
2n . 1)\
V,—= — (o, cosnf -+ B, sin n9)+MlogE;
n.=0‘

M étant la masse de la bande, ou, en supposant que la densité super-
ficielle est égale & 1, M désignera aussi l'aire de notre bande.

Nous supposons encore que la bande est infiniment mince et que la
tangente a la courbe déterminant la couche fait avec le rayon un angle
infiniment voisin d’un angle droit. Nous pourrons alors considérer
comme densité linéaire d’'une masse répandue sur la circonférence du
cercle donné.

Nous savons que le potentiel logarithmique d’une telle masse vérifie

la condition suivante :
(ch + 0—V’ = —an{
One/, an, /o e

Cette relation peut s’écrire

d\re> . (0V,> e arre
dp Jo=nr do Jo=n o

et, en effectuant les opérations, on aura

-3
—Z nR*>1(a,cosnb + f3,sinnb)

n—0

- . M
— ZnR"—‘(an cosnb + PBasinng) — =

n=0
3

—_ 27:2R"(A,, cosnf + B,sinn9).

n=10
L’identification des coefficients nous donne alors

- = T RB, ;
n

-:AM o‘n:zRAn, 6!1:‘
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et le potenticl logarithmique de la couche de largeur

®©

{:2 R* (A, cosnf + B, sinnb)

n=0
sera
{ * n
vV, = TIRZ 5; (A,cosnb + B,sinn?),
/i
n=—1
(18) /V,:WRE% (A,cosnf-+B,sinnb),
n=1
V.= xRS E A cosnd 4 Bysinn0
=T 2;971( n€OsSnG 4 B,sinnbd).
i n=1
Remarque. - Pour obtenir le potentiel newtonien d’'une couche

homogéne de densilé 1, répandue sur la surface du cylindre et de
I'épaisseur { constante le long de chaque génératrice, il suffit de mul-
tiplier par 2 les formules (18).

9. Recherche des figures de bifurcation. — En reprenant le pro-
bléme énoncé au n° 6, et en conservant les mémes notations, nous
supposerons que les épaisseurs (. et {, des couches appliquées sur les
deux surfaces cylindriques sont fonctions de I'angle 0 et nous les
chercherons sous la forme des séries trigonométriques suivantes :

{e:E Re(A,cosnf + B,sinnb),
(‘9) ( n=1

%

, g, :2 r*(A), cosnf + B, sinnb).

n=t

Notre probléme se réduira ainsi 4 la recherche des coefficients A, B,,
n? Bn'

Nous supposerons que la masse totale de chaque couche est nulle
ct par conséquent nous devons prendre

Ay=A;—=o.

En vertu des formules (18) et de la remarque qui les suit, les poten-

GLOBA-MINHAILLNKO 7
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R~ .
-~ §rp = 27:R2 - (A, cosnf + B,sinnb),
n=| )
(20) cv,:anz% (A,cosnl -+ B,sinng),
n=—1
C_ZTRZ (A,Lcosn -+ B,sinng).

n=1}

De méme
1 £
r ..
(vozzﬁr‘Z—(A’”cosnﬁ—}-B”sxan),
n
n=1
i
(20’ v=oanr B &L (Al cosn 4+ Bl sinnd)
) W, =anr —n-( hcosnl —+ B)sinnf),

n=1

: ran ;.
. W, AT 1'2‘ W(Aﬁlcos nf + Bj,sinng).
\ n=1 '
La fonction ¢ est nulle dans les deux cas, car on suppose que la
masse totale de chaque couche est nulle.
Les formules (12) et (13 ) nous donneront ensuite
JdU, . :
—_- =R —anR(1 — A*)==2nR[f(£%) —1 + £?],
09 p=R
19U, — 2 — 2 — e F (2
(_d?)p_, = wlr=whAR =27 RAS(K?).
Nous pouvons maintenant écrire explicitement la condition d’équi-
libre (16) et nous aurons, en remplacant partout r par kR,

2Rl (k%) —1 + /cz]ER"'(An cosnf + B,sinnG)

n=1

-+ 2TR2 — (‘\,, cosnf + B, sinnf) 4+ 2mkR 2

n=1 n=1

/\2” Rn

(A}, cosnf + B),sinn9)

= —anwRAJ( k’)z/c"Rn(Aj,cosn@ -+ B, sinn 8)

n=j%

+ ﬂnRz A—E—{Ancosné 4+ B,sinnf) +ank RZ-—— (A, cosn?y + Bl sinnY).

=1
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En identifiant les coefficients de cosn et de sinnf, nous obtien-
drons une suite de conditions

AZIZ+I

(21) [f(K2) — 1+ k2)A, - *~—Au+ A

n+1
—'—/i'"'—Hf(kz)A +6—An+/ A/”’__O (n:x’2,3,...

{l

et une suite identique pour B, et B,
Désignons par p, le rapport entre A), et A,

i

.

= =
Pn A

n

les conditions (21) se réduisent en une double série de conditions
SR — 1+ A’+ -+ 1\2"“/) =0
0y :' .
A[f(A ) nJPn n-—o
(n=1,2,3, ...).

Ces équations permettent de calculer la valeur & correspondant a
la figure de bifurcation et le rapport p de 'épaisseur de la couche
intérieure a celle de la couche extérieure.

L’élimination de p, donne

(22) 70y o 224 [0 — 2]+ K aeno
et

1
(23) Prn= mklll_'{/‘(/{g) '_])’

ou I'on désigne par k, une des racines de I’équation (22).
Le probléme se réduit alors a la recherche des racines de 1'équa-
tion (22).

10. L’équation (22) r’a pas de racines pour n< 4 et pour chaque
valeur de n> 4 posséde deux et seulement deux racines. — Pour

abréger 'écriture posons
k= u,

u variera alors entre o et 1 lorsque k variera entre ces limites, et &
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chaque valeur de u correspondra une ct une seule valeur de A
k= +\u.

Ceci posé, écrivons notre équation comme il suit :

(6 Fanm) = +u— 2 [ - 5] =

n n?

La dérivation successive donne

(‘)%F(Ua nYy—= f')af(u) +u—1]+ f(u)— 7Iz + “:1’
E%F(u, ny=f"(u)[2f(u)+u—1]4+2f () f(u)+1]+ n;l s,

(Td;‘s F(u, n) =f"(u)[2f(u) +u—1]
+ 3/ ()2 f (u +1] + (_il_:[_)’(l_n____?j_)_ w3,

9 ¥ (1, m) = S () [2f () + 10— hf* ()27 () +1]
B () 4 L2 2) (= 5)

122

.
utT,

Pour juger des valeurs de ces dérivées, calculons les valeurs des
dérivées successives de f(u).
D’apreés la formule (13) nous avons

Flu) = 1—u+ulu . ulu

1— U 1 —u

et, par conséquent,
Lu-+)1—u)

Sy = (1— u)?

Mais, en écrivant
u=1—(1—u),

nous aurons

Lu=L[t— (1— «)]

1—1[_(1——1()'-’_(1——(1)3_ _(l—ll)’
- L 2 3 T T T
et, par suite,
, v a—u (—u)? _gl——u)“‘f_
f(u) = 5 3 T — RN
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d’ou, en dérivant,

1)

f”(u)-*L+E(1——4)+§(I—u)’+...+ —;2 (1—u) 3 +...,

3 4 5
/"’(u)::——-%—?)-5—2(1——(0—5/%%(1’-102——...
(l—z)fl _3—)(1-—16)‘""——...,
f“(lz):g+31—'?i~:4(x—u)+...+ (i_?‘)(i?‘%)(i—ﬂ (1—u)y=%+....

On voit facilement que chacune de ces dérivées conserve son signe

dans 'intervalle
olulis.

Pour « = o et u =1, elles prennent les valeurs suivantes :

f(o)y= 1, Sfa)=
So)=—w,  fl)=—:=

j=]

i
-

fro)=vw, )= 3
f”/(o):___w’ f”l(l):“— ‘;_"

6
S (0) = + oo, Sy = 5)

En vertu de ces formules, nous aurons :

F(o, n) = “—=. F (1, n) =o,
%F(o,n):——w, %F(x,n):o,
TR )=, R,y = 2T 2),

Enfin, d%; F'(u, n) restera positive dans l'intervalle (o, ..., 1).

Ceci posé, on voit qu’au voisinage de v = r, F(u, n) reste positive,
car la dérivée seconde y est positive et par suite la dérivée premiére
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y est négative. On peut voir encore que dans l'intervalle

ofu<i,

F(u, n) ne peut pas avoir plus de deux racines. En effet, sa quatriéme
dérivée conservant le signe constant, elle ne peut pas avoir dans I'in-
tervalle

oZucli

il

plus de quatre racines. Mais u = 1 est déja une racine double, et par
conséquent, entre o et 1, il ne peut y avoir plus de deux racines.
Nous allons maintenant démontrer que pour tout n supérieur a 4,
I’équation (22) posséde effectivement deux racines.et pour n =2
)
3, 4, n’en posséde pas du tout.
Pour n = 2, en effet, la racine « = 1 est triple; la fonction ne peut
? ] P b
donc avoir plus d’une racine entre o et 1. Mais comme le nombre de
racines est toujours pair, ce nombre doit étre zéro pour n = 2.
Pour n =1, la racine « =1 est au moins quadruple, et par consé-
b} b]
quent la fonction n’a pas de racines.
Pour n =3, 4, ..., la fonction peut avoir deux racines. Sa courbe
représentative est de la forme

F (| n)

3

il
D TR

Fig. 6.

On voit immédiatement que la fonction F(«, n) a deux racines si
son minimum en M est négatif et qu’elle n’en a pas du tout si son
minimum est positif.

Pour trancher cette question, faisons des calculs numériques et
¢tablissons le Tableau des valeurs de I'(, n) pour différentes valeurs
de u et de n.
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En posant

b(u)=1—f(u) — u.

1l nous faudra étudier la fonction

(23)

Plun) =% — [/ = 2 ][40~ 1]

En calculant f'(«) et () pour différentes valeurs de «, et en por-
tant dans la formule précédente, nous aurons le Tableau suivant des
valeurs de F'(u, n) :

-0 O o000 OO
e

o

W

m
= f{w).
1,0000
0:7442
0,3977
0,4939
0,3888
0,30063
0,2338
0,1678
0.1074
0,0517
0,0000

Y(u)
=[1-f(u)-u]
0,0000
0,1538
0,2023
0,2161
0,2112
0,195y
0,1662
0,1322
0,0926
0,0483
0,0000

20,3333

n
I'(w, 3).
0,2222
0,0730
0,0355
0,0220
0,0138
0,0109
0,0075
0,0027
0,0025
0,0008
0,0000

I - I I
— =0,2500. — =0,2000. — =0,1667,
n n n

'(u, 4).
0,1875
0,0465
0,0158

+-0,0088
0,0101
0,0071
0,0068
0,0055
0,0032
0,0010
0,0000

F(u,b5).
o.1600
0,0%%0

—0.0009
—o0,0048
—0,0019
—0,0019
40,0042
0,0045
0,0032
0,0011
0,0000

F(u, 6).
0,1389
0,0063

—o0,0133

—o0,0161

—0,0099

—0,0034
0,0013
0,0033
0,0029
0,0012
0,0000

Ce Tableau montre d’abord que lorsque « variede o a 1, f(«) décroit
de 1 4 0 et (u) varie de o 4 o en passant, au voisinage de u = o, 3,
par un maximum voisin de 0, 2161 et en tout cas inférieur a 2500.

Nous aurons donc, dans tout l'intervalle (o <<u <1),

(26)

d(u) < 0,2500.

Le Tableau montre encore que F(u, 3) décroit constamment
de 0,2222 4 0 sans accuser aucun maximum ni minimum.

Quant aux F(u, 4), F(u, 5), ..

minimum au voisinage de

u=0,3

et un maximum aprés « == 0, 5.
Mais le minimum de I*(«, 4) est encore positif et la fonction n’a

pas de racines.

. et suivantes, elles accusent déja un
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En effet, pour que F («, 7) puisse étre négative, il faut que les deux
différences

(27) f(u)—i et q;(u)—,—l‘

solent de méme signe.
Or, pour n = 4,

I
— = 0,2500
n

et la premiére des différences (27) est manifestement positive au
voisinage de u = 0,3; quant a la deuxiéme, elle est négative en vertu
de I'inégalité (26). La fonction F («, 4) ne pourra donc jamais devenir
négative.

Par contre, toute fonction

F(u, n), (n=35,6,7,...)

a deux racines, car son minimum est bien négatif. C. Q. F. D.

11. Distribution des racines. — Démontrons maintenant la pro-
position suivante :
Si nous avons deux fonctions

F(u, n) et F(u, m)
et s1
n>m,

les racines de la fonction F'(u, m) sont intérieures par rapport a celles
de la fonction F(u, n).

Pourle prouver, il nous suffira de démontrer que, pour toute valeur
de v annulant F(«, mn), la fonction F(«, n) est encore négative.

Soit u,, une des racines de F'(u«, m). Nous aurons

173 I

P (e m) = [ ) — £ | [4000) — £ | =o.

1
m?* m

En remarquant que dans ce cas chacune des différences entre les
crochets est positive, et que

1 1
m<n, - — Uy, <,
n m
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nous aurons, en remplacant dans la formule précédente m par r,

[ — 1 ] [$m = 3] <o

C. Q. F. D.

Fupm, n)=

Par conséquent, en donnant 4 7 les valeurs

n=3, 6, 7, ...,

nous aurons deux séries de racines de la fonction I'(u, n) s’éloignant
d’un point moyen

w=—o0,3 ou méme k=o0,5,

et se rapprochant 'une de o et I’autre de 1.
Pour n = o, I'une des racines devient nulle et 'autre égale a 1.

12. Figures infiniment voisines d’une couche cylindrique de
révolution. — A chacune des racines que nous venons de trouver
correspond une figure de bifurcation pouvant donner naissance & une
nouvelle figure d’équilibre.

Comme a chaque racine &, correspond une seule valeur de n, la
couche déformante, tant extérieure qu’intérieure, sera de la forme

{e=A,cosnd + B,sinny,
ou, en choisissant convenablement l'origine des arcs,

.= ¢,sinnd,
De méme
{,==¢),sinnb,
ou
E:z:pnsn
et
I f

Pr= 7 2 - I '
AR [f(u,l)—- ﬂ

B . N I
Et comme pour toutes les racines «, la différence f(u,)— - est

positive, nous voyous que p, est toujours positif. Cela prouve que les
figures dérivées de toutes les figures de bifurcation sont toutes de
méme genre. Elles présentent une suite de renflements et de rétrécis-

GI OBA-MIIKRHAILLNKRO 8
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sements successifs de la couche cylindrique, comme c’est indiqué sur
la figure 7 que nous avons faite en supposant n = 6.

Si nous accentuons cette déformation, la couche cylindrique tendra
4 se décomposer en n cylindres pleins.

Ce fait est analogue & la décomposition en petites sphéres de
Panneau dans 'expérience de Plateau.

Nous avons ainsi encore une analogie entre les figures d’équilibre
d’une masse fluide soumise aux forces newtoniennes et de celle sou-
mise aux seules forces capillaires.

13. Conclusion. -- Nous nous sommes proposé d’étudier les
figures d’équilibre d’'une masse fluide en rotation limitées par deux
surfaces différentes et ne se coupant pas, autrement dit, les figures
creuses, ayant un vide a l'intérieur. Nous avons vu que, parmi les
figures limitées par des surfaces ellipsoidales ou cylindriques du
second ordre, seule la couche cylindrique de révolation présente une
figure d’équilibre.

Cette derniére figure existe pour toutes les valeurs de la vitesse
angulaire entre o et y2w, et présente deux séries discontinues de
figures de bifurcation. Chacune de ces figures peut donner naissance
aune nouvelle figure d’équilibre du genre de la figure représentée sur
la figure 7.
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Si nous prenons, pour ’état initial de notre masse liquide, la figure
d’une couche cylindrique correspondant a

2

W

=o0,5 ou k =0,54,

N

™

et si nous supposons que la vitesse angulaire décroit jusqu’a zéro, la
masse fluide passera par toutes les figures de bifurcation dans I'ordre
des n croissants, en commencant par la figure correspondant & n =5,
c’est-a-dire ayant cinq renflements.

De méme, si la vitesse angulaire croit jusqu’a y2=, la masse fluide
passera par toutes les figures de bifurcation correspondant a la
deuxiéme série des racines de la fonction F(u, n) et toujours dans
I'ordre des 7 croissants. La premiére figure que 1’on rencontrera sera
encore une figure correspondant a n = 5 et ayant par conséquent cinq
renflements.

Mais si nous prenons comme point de départ un cylindre plein,
nous verrons que le cylindre plein ne pourra se transformer en une
couche cylindrique que pour la valeur maxima de la vitesse angu-
laire

w=\2r.

A partir de ce moment, la vitesse angulaire ne pourra que diminuer,
et par suite la masse fluide passera par toutes les figures.de bifurcation
correspondant a la deuxiéme série des racines de F(u, n) dans le sens
inverse, c’est-a-dire dans 1’ordre des n décroissants, en commencant
par n —co.

La figure déformée correspondante aura une infinité de renfle-
ments, ce qui correspondra a la désagrégation de la masse.

Par conséquent, la masse liquide ne pourra jamais affe¢ter naturel-
lement la figure d'une couche cylindrique, car avant de I'affecter elle
se désagrégera.

Cela tient a ce que toutes ces figures creuses sont évidemment ins-
tables.
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TROISIEME PARTIE.

Petits mouvements d’un ellipsoide fluide en rotation
autour de sa position d’équilibre relatif.

1. Historique. — La question des petits mouvements d’'une masse
fluide en rotation autour de sa position d’équilibre est une des plus
importantes aprés celle de la démonstration de l'existence de ces
figures. Une fois complétement résolue, elle permettrait, en effet,
de résoudre toutes les questions relatives 4 la stabilité de ces figures.
Malheureusement, peu de mathématiciens se sont occupés de cette
question.

Poincaré, le premier, a étudié le probléme des petits mouvements
d’un fluide autour de sa position d’équilibre relatif, et lui a consacré
un Chapitre entier de son Mémoire classique, Sur ’équitibre d’une
masse flurde animeée d’un mouvement de rotation (Acta mathema-
tica, t. VII, 1885, n° 13).

[1 y traite d’abord un cas fictif ot le fluide homogéne est soumis aux
forces newtoniennes et & une force analoguc a la force centrifuge et
dont les projections sur les axes coordonnés s’expriment, par consé-
quent, de la maniére suivante :

ax, By, 75

les coefficients a, B, y étant choisis de maniére que la masse fluide
affecte la figure cllipsoidale comme figure d’équilibre absolu.

En admettant que le mouvement estirrotationnel, Poincaré suppose

’ ’ N N D A

que les déplacements de chaque molécule ox, oy, 0z peuvent étre
considérés comme dérivées partielles-d’une certaine fonction g :
do do T o

N A
y oy — 07 == —»
dx L},

_()),’ <

ox

et il cherche 9 sous la forme d’une série de produits de Lamé
o= LR, N,

£, étant des fonctibns du temps & déterminer.
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I1 calcule la force vive de la masse fluide ainsi que la fonction des
forces, et, en écrivant 1'équation de Lagrange, relative a &, il trouve
pour chacune de ces fonctions I'’équation suivante :

d2g;
dat?

_dR, : ~ RS,
W= —dnl VP — 0 (=) (8 — 33 +1>'

Une fois les &; déterminés, il détermine la surface libre. En supposant
que le déplacement d’une molécule quelconque estimé normalement
a I'ellipsoide a pour expression

£ = EAL‘ZMZ'N,',

il trouve, pour déterminer les coefficients A, la formule suivante :

. dR;
— (o2 — 2 2
A=E V(= ) (e — ).

A chaque déformation initiale simple, c’est-a-dire telle que le dépla-
cement d’une molécule est donnée par la formule

£ = A[Zi\IiN,,

correspond une oscillation bien déterminée de période égale a

T,= 2Ri%\/(92— b*) (p*—¢?*) <gl— ;—3—%) .

La surface libre reste donc toujours de méme nature. Toutes les molé-
cules de la surface ont un mouvement pendulaire de méme période et
synchrone. Au bout d’un temps égal a la période T;, la surface repasse
par sa position initiale.

Sila déformation initiale n’est pas simple, 1'oscillation sera repré-
sentée comme une somme d’oscillations simples superposées.

Poincaré étudie ensuite le cas général et réel ot la masse fluide est
en rotation autour d’un axe fixe. Dans ce cas, en tenant compte de la
force centrifuge composée et en appliquant une autre méthode, il
obtient un résultat analogue. Il trouve que toute oscillation peut étre
considérée comme le résultat de superposition de plusieurs oscillations
simples.

Nous reviendrons dans la suite a cette analyse pour montrer que ces
résultats sont inexacts.
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Quatre ans aprés (en 1889) ('), M. Love a repris cette question et
a appliqué I'analyse indiquée par Poincaré, mais avec d’autres nota-
tions, au cas d'un cylindre elliptique indéfini. Les résultats qu’il a
trouvés concordent absolument avec ceux de Poincaré. Mais ils sont
exacts, car son probléme, étant réduit & deux dimensions, il n’a paseun
a appliquer le changement de variables qui, & notre avis, a faussé les
résultats de Poincaré.

La méme année, il a étudié les oscillations d’une enveloppe élastique
sphérique, remplie de liquide (2). Il a introduit dans ses calculs les
fonctions sphériques et obtient aussi des ondes réguliéres.

Depuis, personne ne s’est intéressé i cette question et elle est restée
au point ou elle a été laissée par Poincaré. Malgré tout son intérét, ni
M. Liapounoff, ni M. Darwin ne se la posent.

Il y a quelque temps, nous avons essayé de résoudre cette question
par une méthode différente de celle employée par Poincaré; mais les
difficultés de 1’analyse étant trop grandes, nous n’avons pu que
démontrer que I'analyse de Poincaré était inexacte et que les oscilla-
tions simples semblables & celles que l'on obtient en négligeant la
force centrifuge composée sont impossibles.

Nous commencerons par donner le résumé de la méthode de
Poincaré, ensuite nous montrerons qu’en admettant ses résultats et en
les appliquant aux cas particuliers, nous arriverons a des conclusions
impossibles & admettre.

Enfin, nous indiquerons I'inadvertance commise par Poincaré et
nous démontrerons I'impossibilité des oscillations simples.

2. Méthode de Poincaré (*). — Aun° 13 (p. 348 4 365) de son

Mémoire classique des Acta mathematica, Poincaré traite la question

(') Love, The oscillations of a mass of gravitating liquid in the forme of
an elliptic cylinders which rotates as if rigid about its azes (Quarterly
Journal of Mathematics, vol. XXIII, 188g).

(*) The free and forced vibrationsof an Elastic spherical Schell containing
a given mass of liguid (Proceedings of the London Mathematical Society,
vol. XIX).

(?) Pour faciliter les recherches, nous conserverons, pour indiquer les for-
mules, les numéros donnés par Poincaré au n° 13 de son Mémoire.
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des petits mouvements d'un ellipsoide en rotation autour de sa posi-
tion d’équilibre relatif.

Il commence par écrire les équations générales de mouvement d’un
liquide, sous leur forme habituelle; ensuite, en supposant que le mou-
vement est assez petit pour pouvoir négliger les carrés et les produits
des vitesses et de leurs dérivées par rapport aux coordonnées x, y, 2,
et en tenant compte de la condition d’incompressibilité du liquide, il
obtient I'équation suivante :

d*Ad Y

72 Rl o

(3)

ou ¢ désigne la différence V — p entre la fonction des forces V et la
pression p.

La vitesse angulaire est désignée, comme toujours, par w; l'axe de
rotation est pris pour axe Oz et la densité du liquide est supposée
égale a 1.

Comme sur la surface libre la pression €st nulle, on doit avoir

b=V

sur la surface libre du liquide.

L’équation (3), avec cette derniére condition, déterminent formel-
lement la fonction ¢ et, par suite, donnent la solution du probléme.

Pour résoudre effectivement ce probléme, Poincaré emploie 'arti-
fice suivant : il suppose que chaque molécule fait un mouvément pen-
dulaire autour de sa position d’équilibre et il représente les déplace-
ments 8z, oy, 65 de la molécule des coordonnées z, y, = de la maniére

suivante :
Or == etk 3_}/ =e¥iy, o3 :e‘”{,

A étant une constante et %, v, { fonctions des coordonnées moyennes
«, ¥, =, mais indépendantes du temps .

Poincaré admet par la la possibilité des oscillations simples, ol
toutes les molécules ont la méme période d’oscillation.

En supposant encore que, dans ce cas,

{'IJ — el)\ld/‘,

¢, étant une fonction de x, y, 5 mais pas du temps, il trouve I’équa-
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tion suivante pour déterminer ¢, :

0’y 9*¢, hw?\ *y
(@) %?+FF+(‘_ ) G =

Désignons par
e = 0z cosa + 0y cosf -+ dz cosy

I’épaisseur de la couche qu’il faut ajouter & notre ellipsoide pour
obtenir la surface déformée & I'instant ¢; et supposons que, pour {=o,
e soit développable en une série de fonctions de Lamé

(@) go—=Ecosax -+ncosP + {cosy = XA, IM; N,

o, B, v étant les cosinus directeurs de la normale. Alors
e=eIALIM, N,

et le potentiel & la surface libre sera

RS, RS,

Vo=— imeM2A, < 3 2041

> M, N,.
car la surface primitive était d’équilibre.
La condition sur la surface libre devient alors

(3) Lblz—fanAk(————R'S’ R

\
i 3 2n —1—1)*\1"*\’"

La formule (@) se transforme et donne finalement

oY, x I y AT 40J2> 7
(6) 1[07;2 T oy (=Y +3?(' E pu-ch

! il Aoy )2
+2mi[ﬂ§_ﬁ Y q]: 2EP=M) s M,
dy p* oz p*— b* pVpi—b\pi—¢?

La fonction {, et les coefficients A, sont déterminés par 'équation (4)
et les conditions (5) et (6), qui doivent étre vérifiées sur la surface
libre.

Ensuite, Poincaré pose
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et considére deux ellipsoides :

2 2 2

(E) %:— -+ pﬁ_:_/)—‘l + O_"’Tc) =1 (Pellipsoide de départ),
xZ 2 T?.;i

O =l

et il fait suivre du signe (’) toutes les quantités relatives a (E’).

La fonction {, devient une fonction harmonique des variables
(x, y et z’), et, par suite, peut étre représentée par une somme de
produits de Lamé :

by == D, R, M} N,
Puis, en posant
p2_c2
T2

M pr—ci= ’

il démontre, en transformant (E) et (E’) en une méme sphére, qu’un
produit de Lamé M'N’ sur (E’) peut étre représenté sur (E) par une
somme de Lamé du méme ordre :

(7) M{N, =3B, ,M; N,
A Paide de cette formule, il développe en série de M;N;la fonction ¢,

et la partie gauche de 'équation (6) et obtient les équations sui-
vantes :

R,S R, S;
(8) —4mA, (—é—-l — > :2 D, By Ry,
q

2n 41

A (Got— )
pVoi— b/ — ¢

dR .
(9) =2 E D”quo_(l_(; + 2wt ? Dr/qu,
7 il

[]

ol G, et By, sont des constantes connues.

Ces deux systémes d’équations donneront les valeurs des A;, D,
et A. Pour les résoudre, on suppose d’abord tous les A, et D, nuls,
sauf ceux qui correspondent a des fonctions de Lamé d’un certain
ordre, d’ordre » par exemple. Il y aura 4n —+ 2 équations linéaires
homogeénes. Si la solution en A, D; existe, le déterminant est nul. En
I’écrivant, on a une équation pour déterminer A. A chaque racine
réelle de cette équation correspondra une oscillation avec la période %.
Si toutes les racines sont réelles, la figure de départ est stable.

GLOBA-MIKHATLENKO 9
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. Conclusions impossibles a admettre. — Nous voulons montrer
qu’en admettant les formules de ce Mémoire, on arrive a des conclu-
sions impossibles. En effet, considérons un ellipsoide de bifurcatiun,
déformons-le en lui ajoutant une couche le transformant en une figure
d’équilibre infiniment voisine et laissons-le sans vitesse initiale. Dans
ce cas, la formule (A) s’écrira

gcosax + mcosB + {cosy = AL IM;N;

et la formule (5) deviendra

_ RS, RS,
%——4“""( 3 T anis

) Mka: oO.

Par conséquent, {, sera identiquement nul sur la surface libre (ce
qu’il fallait prévoir, car la figure déformée est encore d’équilibre).
Nous concluons de la que tous les D, sont nuls. L’équation nous

q g q 9

donnera alors
Ad(bat—A) =o,

et, comme A, 5~ o, on aura trois racines pour A :

A —=o, A== 20.

Le liquide pourra choisir entre le repos (A = 0) et un mouvement
d’oscillation de période 20 ou — 2w (?), ce qui est manifestement
impossible. Si nous faisons le méme calcul dans I'exemple que donne
Poincaré sur l'ellipsoide de Maclaurin, nous trouverons A indéter-
minée.

A. Inadvertance de Poincaré. — Ces résultals bizarres ont pour
cause une inadvertance qui s’est glissée dans ce Mémoire et qui n’a
pas encore été remarquée. Je signalerai d’abord le changement de
variables que fait Poincaré pour ramener I’équation (E’) a la forme
canonique. Il pose en effet

¢’y ¢ et T étant des constantes et p la méme variable. Dans ces condi-
tions, la transformation est absolument impossible. Ce n’est pas une
faute d’impression et p est bien le méme dans les deux parties de la
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formule. Cela devient évident si nous considérons les formules & I'aide
desquelles Poincaré transforme (E) et (E) en une méme sphére.

Il pose

_x . ¥ o z . z! .
X—p, Y_\/Igin—ﬁ’ Z_\/pz-—c’—\/p’—c"

On voit donc bien que p est le méme dans toutes les formules.

Une autre remarque non moins importante est la suivante :

V — p étant une fonction linéaire des déplacements 8z, Sy, £z (s'ils
sont petits) n’est pas homogéne par rapport & ces derniers, car elle
posséde une partie principale, indépendante de Sz, ¢y, ¢z, & savoir: la
valeur de V — p relative a l'ellipsoide non déformé. Par conséquent,

en posant ¢z = e™§, ..., on n’a pas le droit de poser
g = ey,
En conservant les notations, il faudrait poser
U = o+ ey,

1, étant une fonction connue de ., y, =, conslante sur la surface de
I'ellipsoide E.

8. Impossibilité des oscillations simples de I’espéce considérée. —
Cette remarque conduit naturellement & la conclusion de I'impossibi-
lité des oscillations avec une seule période commune & toutes les
molécules.

En effet, les équations générales de 'Hydrodynamiqne sont :

du o0
at T2V = o
dy Y
E ——20){1_55/-’
dw g—qJ
dt ds

Avec les notations admises, on aura

__dox v__\day _dds

YT ac’ )

En remplacant 8z, 8y, 6z par leurs valeurs et en les portant dans les
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équations ci-dessus, on aura

. . ddﬁ) . ()Kbo
— 2 1 i — X
( EXN+2midn ey et =
. ; dq’l M — dq’o
(— ﬂ)\2-2&)l)\£—-d—y->€ —d—ya
/ ad ; 0
( cr oii> et= dq;o’

et, comme J, est indépendant du temps, ces équations sont manifeste-
ment impossibles. Donc le mouvement d’oscillation réguliére est dans
ce cas impossible. C’est ce que nous avons voulu démontrer.

6. Conclusion. — Il se pose maintenant la question : De quelle
nature sera alors l'oscillation d’une masse fluide dans les conditions
susindiquées? Car si la figure de départ est stable, les oscillations
auront lieu forcément. 1l est évident aussi que, si nous ne considérons
que des petits mouvements, l'oscillation de chaque molécule, prise
séparément, ne peut étre que simple, pendulaire. Nous pourrons donc
poser

6:‘.2::6‘)“5_‘ -

seulement A sera une fonction de coordonnées et non une constante.
Chaque molécule oscillera pendulairement, mais la période d’oscilla-
tion variera d’une molécule & I'autre. Nous n’aurons pas d’ondes régu-
lieres, mais la surface libre se déformera continuellement et ne
reprendra jamais sa forme primitive.
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