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PREMIERE THESE

SUR LES SURFACES TELLES

QUE LES AXES DES GERCLES OSCULATEURS
A UNE 'AMILLE DE LIGNES DE COURBURE

APPARTIENNENT
A UN COMPLEXE LINEAIRE

INTRODUCTION

Dans son cours de Géométrie supérieure (1920-1921), M. Guichard a établi
une série de résultats nouveaux relatifs a la géométrie infinitésimale du com-
plexe linéaire.

Je me suis proposé, dans ce travail, d’'appliquer les méthodes qu’il a
indiquées a la détermination des surfaces qui sont telles que les axes des cercles
osculateurs a une famille de lignes de courbure appartiennent a4 un complexe
linéaire.

On sait que si les normales a une surface appartiennent & un complexe
linéaire, les surfaces considérées sont des hélicoides. Le prohléme envisagé
traite le cas ou l'une des premiéres congruences qui dérive de la congruence
de normales par la méthode de Laplace appartient & un complexe linéaire.

Il est bien évident que si I'on considére une surface particulicre S, tout
mouvement hélicoidal dont I'axe est I'axe central du complexe liné¢aire permet-
tra de déduire de S des surfaces S jouissant de la méme propriété. Il est donce

1



_2 —

naturel, pour caractériser la surface S, de rechercher les éléments relatifs a
cette surface qui demeurent invariants dans cette transformation.

Deux méthodes peuvent étre envisagées, dont nous allons exposer brié-
vement les principes.

Si I'on projette sur un plan perpendiculaire & 'axe du complexe la con-
gruence formée par les normales a la surface S, on obtient une congruence que
nous désignerons par H (!). A cette congruence sont conjuguées deux séries de
réseaux O. Les rotations d’un de ces réseaux fournissent manifestement des élé'—
ments considérés. ’ '

Nous nous sommes proposé de caractériser ces réseaux O. Le calcul fournit
aisément une équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre. Il est inté-
ressant de remarquer que l'on peut, étant données une solution de cette
équation et une surface particuliére correspondante, obtenir uniquement par
des quadratures une infinité de surfaces nouvelles.

On sait aussi qu’a toute surface S on peut faire correspondre un détermi-
nant orthogonal dont les éléments sont les cosinus directeurs de la normale
et des tangentes aux deux -lignes de courbure. Les rotations de ce détermi-
nant fournissent des éléments qui se conservent dans les transformations
indiquées. Nous avons déterminé les relations nécessaires et suffisantes qui
doivent exister entre ces éléments.

Nous nous sommies proposé ensuite de déterminer les surfaces particuliéres,
solutions du probléme, qui sont des hélicoides. Dans ce cas le réseau focal C, décrit
par le premier centre de courbure de la surface est tel que les deux tangentes
aux courbes du réseau appartiennent a des complexes linéaires. Il en est alors
de méme des tangentes aux courbes des réseaux obtenus en transformant le
réseau (., par la méthode de Laplace, en particulier des tangentes au réseau C,
decrit par le deuxi¢me centre de courbure. Des résultats généraux relatifs a ces
réseaux ont été publiés par M. Wilezynski aux Mémoires de 1'Académie Royvale
de Belgique en 1911.

On obtient ainsi comme surfaces particuliéres les hélicoides minima et les
hélicoides a courbure totale constante (2). et 'on est ainsi conduit a ces pro-
priétés que nous croyons nouvelles.

(1) Les notations employées sont définies dans le Mémoire de M. Guichard publié aux Annales
de I'Ecole Normale, 1903, :

(2) Ces surfaces ont été étudiées a un autre point de vue par M. Darboux. Lecons sur les systémes
triples, orthogonaux, par M. Haag. — These.



—3 —

- Les congruences qui dérivent par la méthode de Laplace de la congruence
formée par les normales 4 un hélicoide minima ou & un hélicoide A courbure
totale constante appartiennent a un complexe linéaire.

Nous signalons en outre qu'une propriété analogue existe pour les con-
gruences qui dérivent par la méthode de Laplace des congruences décrites par
les tangentes aux lignes de courbure d’un hélicoide a courbure totale cons-
tante.

Ces propriétés se rattachent a une transformation des réseaux de Wilezynski
que nous mentionnons dans ce travail et qui sera étudiée par la suite.

En dehors des hélicoides nous avons déterminé par les transformations que
nous avons indiquées des surfaces nouvelles, telles que la congruence fournie
par les normales a ces surfaces soit paralléle a la congruence formée par les
normales & un hélicoide.

On peut caractériser facilement le groupe de surfaces ainsi obtenu. Le
réseau rectangulaire formé par les tangentes aux lignes de courbure est associé
a un réseau O plan, les fonctions d’association se réduisant a des constantes (?).
Nous avons déduit un certain nombre de propriétés de ces surfaces, nous
signalons en particulier ce résultat. Etant donné un hélicoide a courbure totale
constante, on peut par une dilatation convenable de la troisiéme coordonnée
transformer le réseau focal décrit par un des centres de courbure en un réseau
rectangulaire correspondant a un deuxiéme helicoide a courbure totale constante.

Une transformation analogue permet de déduire du réseau formé par
les lignes de courbure d'un hélicoide a courbure totale constante le réseau focal -
d’un nouvel hélicoide a courbure totale constante.

Ces propriétés sont encore vraies pour les réseaux qui dérivent des précé-
dents parla méthode de Laplace.

Dans les cas particuliers que nous avons envisagés, les transformations
indiquées nous permettent toujours de déduire des surfaces nouvelles.

Pour les hélicoides a courbure totale constante, ces surfaces seraient telles
que si la congruence formée par les axes des cercles osculateurs a la premiére
famille de lignes de courbure appartenait 4 un complexe linéaire, les axes des
cercles osculateurs a la deuxiéme famille formeraient une congruence paralléle
4 une congruence appartenant a un complexe.

\

Nous avons étudié a ce sujet les réseaux tels que les congruences formées

(1) Mémoire de M. Guichard, Annales E. N. S., 1903.
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par les tangentes et leurs transformées par la méthode de Laplace appartien-
nent de deux en deux a des complexes linéaires, et donné pour ces réseaux
un certain nombre de propriétés analogues a celles qui ont été données pour
les réseaux de Wilezynski.

Dans un dernier chapitre, nous envisageons le probléme plus général de
la détermination de deux surfaces X' telles que la congruence formée par les
axes des cercles osculateurs a une famille de lignes de courbure de I'une soit con-
juguée par rapport a un complexe linéaire de la congruence formée par les axes
des cercles osculateurs 4 une famille de lignes de courbure de l'autre.

Deux cas sont alors a envisager.. L’'un d’cux conduit a la recherche de six

" solutions d'une équation de Moutard telles que I'on ait

Ter=1

s (35) ‘0
u
2z s -
L(L) —o0.
u

Le probléme se trouve ainsi rattaché aux travaux publiés par M. Gui-
chard relatifs aux équations de Moutard admettant un groupe de solutions lices
par une relation quadratique ().

M. Guichard a bien voulu s’intéresser a ces recherches. La bienveillance
qu’il m’a toujours témoignée et les précieux conseils dont il m’a guidé m’ont
permis de réaliser ce modeste travail. Il me permettra de lui exprimer ici mes
sentiments de trés sincére reconnaissance.

(1) Annales E. N. S., 1803,



MISE EN EQUATION ET TRANSFORMATIONS
DU PROBLEME

PREMIERE METHODE. — Nous désignerons par S une surface telle que les
axes des cercles osculateurs a la deuxiéme famille de lignes de courbure appar-
tiennent a un complexe linéaire.

Le réscau C, décrit par le deuxiéme centre de courbure est caractérisé
par le fait que sa premiére tangente décrit une congruence appartenant & un
complexe linéaire, et que sa deuxiéme tangente décrit une congruence de normales.

Nous projetterons le réseau C, sur un plan perpendiculaire a I'axe du com-
plexe. La congruence formée par les premiéres tangentes au réseau C,, ainsi
obtenu est une congruence L,, celle qui est formée par les deuxiemes tan-
gentes est une congruence H.

On sait déterminer pour toute congruence plane H deux familles de réseaux
O conjugués. Si 'on désigne par M un de ces réseaux, ce réseau est tel qu’il se
transforme par la méthode de Laplace en allant de u vers v en un réseau qui,
conjugué a une congruence L, est un réseau Q.

Nous allons traduire analytiquement cette propri¢té. »

Les paramétres normaux d’un réseau O plan sont définis par les égalités

=108y Ze=sin ¢
n=—sin o e = COS @
désignant I'angle avec ox de la tangente a la courbe obtenue lorsque l'on

fait varier le premier paramétre u.
Les rotations de ce réseau sont les quantités.



—6 —

Pour le réseau dérivé, on calcule aisément les quantités analogues

QT 1 ™)
[&]= —sing o — 3iap G087
a0
w1 hECR
[&]) = cos'fgl—‘—--o—? Suop S
a0

2y
v
1 .
[7] = 5 siny
s
hY%
1 a’LZ:io
A § I Iy avy.
M) =5, N =— 35 \5u 5o T aua0
i ap \du av ' du ¢
a0

Ce réseau est Q,, si 'on peut choisir les variables de fagon telle que I'on
ait la relation ‘

(3] (2] — [Ze] [ = [N]—[M] ()

que l'on peut écrire

oy %

A Pa0 a2

I ¢0+('
v au v Pl

Le fait que la fonction ; n’intervient que par ses dérivées partielles corres-
pond a la propriété géométrique des surfaces S de se transformer en surfaces

jouissant de la méme propriété par une rotation constante arbitraire autour:
du troisiéme axe de coordonnées.

3
(]
5
()
>

=
'TJL
l
2l
~
+
ok
fl
e

(4

Il résulte donce de ce qui précede, qu'a toute surface S on peut faire corres-
pondre deux solutions - de I'équation aux dérivées partielles. Nous allons
montrer qu’inversement de toute solution = on peut déduire des surfaces S.

(1) Si les variables sont quelconques, cette condition s’écrit

Gl =G =IN]JV - [M] U

U V étant deux fonctions arbitraires de u et de v.
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Nous nous proposerons tout d’abord de déterminer les éléments du réseau
O plan C, correspondant.
Si x,x, sont deux fonctions de u et de v définissant les coordonnées du point
qui décrit ce réseau, on pourra toujours écrire ()
X, = ¢ COS ¢ — I sin 3
X, = ¢ sin v + r cos 5.
La détermination des fonctions x;, x, étant équivalente a celle des fonc-
tions qr.
On devra avoir des relations de la forme

dxr [ ox .

"' — hcos o = hisin

u v !

ox, . ox,

“* — hsin == hcos .
S o e cos .

On trouve ainsi que -

or dp h— 39 29

u u u”

“)(1 hI ar hL

= r= —_ T
v Ry a0 + T

Les coordonnées y, y, du point qui décrit le réseau dérivé Q,, sont alors

l
Yo =ai— g €08 7

) l .
Yo =Ty — gy Sk o+

En remplagant x,, x;, h, [, N par leurs valeurs on obtient, aprés simplifi-
cation les expressions

(1) Nous écartons le cas particulier, que nous étudierons dlreclement dans la suite, ol le
réseau O considéré serail le réseau focal de la congruence H.



8 —

 On vérifie facilement que ces expressions vérifient les relations
7t — [h) [z
" (h] 5]

T = [h] []

v,

)

L]

L]

72

) o)

ou Yon a_
ar
v
[l = —4—3;

bY’

7\

[l]:—-l' (a—?>’-——a—?—a—- Al .

Ry wav |
“\ oY

Les quantités y, y, définissent les paramétres d’une congruence conjuguée
au réseau g,. '
M. Guichard a établi dans son cours que la condition nécessaire ct suffisante

pour que cette congruence soit une congruence L,, s’exprimait par la relation

Yy li-s]—.’/-z [:I] =h,

condition qui, avec les expressions indiquées, devient

r h) hP P
1 — 7 g T r 2?2 -0
4 < Du) + 1 R +

':)l"J

waw

Les quantités ¢ et r doivent donc satisfaire aux équations

R Q¢

W__ % _0

v v

ar do hE hi
—(1—2)+¢ZE4+r—=0
h] o Q¢ hl/nid

or dyp

u aw -

. . - ar .
Et si Pon exprime que les deux valeurs de 2 sont égales, on obtient
la relation nouvelle

hEh b Aty g
g e v u? s WPINIC do D i A o
477 r v U S T —
u v T4 1 h 2% + dutdv + A1 au v u
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qui forme avec les trois équations précédentes, en tenant compte de la rela-
tion différentielle & laquelle doit satisfaire la fonction -, un systéme complet. -

La solution d'un tel systéme dépend de deux constantes arbitraires. Il
faut toutefois remarquer que, si I'on multiplie les fonctions ¢ et r par une
méme constante, les réseaux O et Q,, considérés se transformeni en réseaux
homothétiques et que les congruences conjuguées a ces réscaux demeurent
inchangées.

La solution ne fait donc intervenir en définitive qu'une constante arbi-
traire et 'on obtient ainsi une simple infinité de congruences conjuguées au
réseau. ‘ ) .

D’autre part, la forme méme des équations obtenues montre aussi (ue si
Pon connait une solution particuli¢re ¢, r, du systéme complet, le changement
de variables

=74 +h

r=nr,.
conduira 4 un nouveau systéme complet en » et h. Ce systéme nouveau admettra
la solution 7 = 1. On en déduit facilement que la solution générale pourra étre
obtenue par quadratures. '

Nous allons indiquer maintenant comment 'on peut, de la connaissance
d’une solution particuliére ¢, r, qui détermine la congruence H conjuguée
au réseau O, déduire des congruences de normales correspondant a des familles
de surfaces paralléles S. '

On sait que la détermination d'une congruence de normales projetée sur
un plan suivant une congruence dont les paramétres a, €r, sont des quantités
données revient a la détermination de deux solutions nouvelles v, x, de I'équa-
tion de Laplace a laquelle satisfont les premiéres quantités et qui sont telles
que 'on ait

xi a3 +as +ai=0.

Dans le cas particulier que nous considérons, le point de coordonnées
€X, r, décrit un réseau rectangulaire. L’¢quation de Laplace a laquelle satisfont
les parameétres admet la solution '

X=ai+ai=¢g +r.

Si I'on pose

x + iz, =ev (¢* + 1)
X, — iy = —e v,
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v désignant une constante quelconque on définit deux solutions nouvelles x; x,
de I'équation de Laplace qui satisfont a la relation indiquée. On obtient ainsi
une infinité de congruences de normales qui se projettent suivant une congruence
donnée. Les cosinus directeurs de la normale a une surface (S) correspondant
a une solantion particuliére seront les quantités

Il'l ;l?, xa
iz, lx, iz,

DEUXIEME METHODE. — On sait que, étant donné un point M d’une surface,
si 'on désigne;par 7y %, 7, les cosinus directeurs de la normale, par &, 8, &, les
cosinus directeurs de la tangente a la premiére ligne de courbure M R, par
‘t Y2 Y2 les cosinus directeurs de la tangente a la deuxiéme ligne de courbure
M S, le déterminant

%y %y 93
A= B Bs B,
A (} Ys : Y3

est un déterminant orthogonal (V).
Si I'on désigne par abmn les rotations de ce déterminant, on a les relations

Qo h1oP e
=ag e qo—my, T — mg,
au au au
P) A 2 t=1,23
o, i i
rent—X ' A —_— n —_— T — —_— .
‘ h1% b{' hi% Yi | au ba‘ npx
aa
E—bm
ob
— = an
v
am  on
a — = ().
b+8u +30

Nous nous proposons de déterminer la relation supplémentaire qui doit
exister entre les quantités a b m.n lorsque ce déterminant correspond a une
surface S.

Considérons le réseau décrit par le deuxiéme centre de courbure de la

(1) Annales E. N. S., 1903. Mémoire de M. Guichard.



surface. Les paramétres normaux des tangentes a ce réseau sont les quantités

£i=’p«"“%“¢ » (i=1,2, 3)-
_a |

’l-'—;

[ml =3

-—253)

Il faut exprimer que la congruence plane définie par les quantités, 2, 2,
est une congruence L. M. Guichard a établi que la condition nécessaire et
suffisante pour qu’il en soit ainsi se traduisait par la relation (%)

Sifa— Sa = [“]-

., /n
i)

On obtiendrait donc une relation nouvelle entre les quantités ab m n en
exprimant que la valeur ainsi obtenue pour «, satisfait a 1'équation - de
Laplace

On obtient ainsi

ad
audv

o

s o

oy

SN ]
| &

S

1
a

"Jl"J
|
DY

relation qui permettrait avec les trois équations déja obtenues de déterminer
les quatre quantités considérées. . .

Les rotations du déterminant orthogonal étant connues on pourrait cal-
culer la quantité »,, on en déduirait aisément les expressions de 3, et de v,.

On aurait ainsi les éléments d'une colonne du déterminant orthogonal,
le calcul des autres éléments peut s’achever par des quadratures.

Il suffit de poser pour cela

%+ oy =€ (1 4+ 23)
o — Iy =€ % (1—a;).

(1) Cette relation suppose un choix convenable des variables.



On en déduit aprés quelques calculs faciles les égalités

hY7 By 4+ iy
—=a 55—
u —1
'-l:f___b ‘{:;"—igu.
v at—1

Le systéme ainsi obtenu est un'svstéme complet. La quantité x étant déter-

minée on déduit les expressions de =, 2, puis de 3, &, v, .. On a donc tous les
éléments du déterminant.

Nous allons montrer maintenant comment l'on peut déterminer, en par-
tant de 1a, les éléments du réseau rectangulaire plan considéré dans la premiére
méthode.

Les quantités «, «, sont les paramétres de la projection sur le plan «, ox.
de la normale a la surface. Elles sont solutions en méme temps que les quantités
2, et 1 de I'équation de Laplace que nous avons considérée. Elles définissent
donc une congruence H et les points M M’ dont les coordonnées sont

Xy = %y x/ — %y
! 1—a ' 1+ o
a’ ' ! u’
Xe = 7 =
* 1 —_— 0y T 1 + %3

décrivent des réseaux O conjugués a cette congruence. ;

Ces réseaux se correspondent dans une inversion ayant pour pole l"‘origine
et pour puissance l'unité.

Les premiéres égalités donnent

o __ _a T
w1 +4a 1—a
ax’.': a. B+ 1
auw 1—a 1—a,
31'1___ b Yl+l€’
W 1—a 1—a,
T, b ‘{z“"ﬁi.

35=1—% 1+ a4
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On pourra prendre

z _Bi_Y’ v —
24 — l'—‘ag 'h
. ?’s"’“{a
= 1__'13
a
h=
1—2
b
o= — — .
1—o
Il est facile de vérifier que 'on a
G+ 3=
=1

% N + 3 n = 0.

de sorte que I'on peut écrire

cos 1 = .'i.‘___"Y’

_._a:’
9
sine = o

On calcule les rotations M N qui sont égales a

M="—"—,
N = Q"_“E(—lféﬁiz_)fﬂ),
puis les quantités q et r.
q=1E%
r=p

Des calculs analogues pourraient étre faits pour le deuxiéme réseau. Nous
remarquerons simplement que la connaissance d’une solution ¢ et r relative
au réseau M permet de déduire une solution particuliére ¢ et r' relative au

réseau M.

Les raisonnements faits plus haut s’appliquent a ce nouveau réseau. On
définit donc ainsi une premiére transformation du probléme qui se poursuit

indéfiniment par quadrature.
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Nous allons indiquer maintenant une deuxiéme transformation qui per-
met de déduire d’'un déterminant orthogonal particulier une infinité d’autres
déterminants. )

Les quantités =, «, =, 2, =i sont solutions d'une méme équation de
Laplace et sont liées par la relation '

A4 5+ 5+ =0.
Si I’on désigne par - une constante donnée il en sera de méme des quantités

o, 2y oy Chos + Shos i(2 Sho + Chao).

Les expressions
9%y
)= shw T Chm
Py
1= Shw + Chw
[7«:]—_— 0,Che + Sho
) : %2, Shes + Cheo
qui vérifient la relation
(%] +[%) +[=)=1
sont solutions d’une méme équation de Laplace analogue 4 1a premiére et peu'vent
étre considérées comme les cosinus directeurs de la normale a une surface.
Remarquons dés maintenant que les quantités [«,] [«,] étant proportion-
nelles aux quantités =, =, les éléments nouveaux ainsi définis correspondront
a une nouvelle surface (S).
Il est facile de compléter le déterminant orthogonal. On pourra prendre

a b
[a]_a.;,Shm +Cho [b]—m;,Shm*l»Chm
et on en déduit '
1= 2, 5hes + Che
. b5, Sho
[n] =n —mgshm + Chw
[4])=84— % 4 Sho - [n]="- % uShe
Hl= b= Sk + Chn =" Ske + Che
01— & q,lfj:’shn R P 1,*{;,8’16
== Shn + Cha el=t— Sk, T cha

PR "5_ N s "
| = Sha 1 chw el = —sho 7 Chn
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Chaque valeur de » permet de déterminer une surface S nouvelle. On a

ainsi une nouvelle infinité de surfaces (%).

Nous n’avons défini jusqu'a maintenant que les éléments de direction

du réseau focal C, décrit par le deuxiéme centre de courbure. Il reste a déter-
" miner effectivement ce réseau ().

Si I'on désigne par x, ¥, x, les coordonnées de C,, I'axe du complexe étant
le troisi¢tme axe de coordonnées, on déterminera x, x, par les égalités

x, (b —na)—ua,(bs —nq) =1r(bs%—na)

R} d )
x, v b4, —na)—a, m bs,—nas)=nx 07 (b, —na).

On vérifie que les expressions x, x, ainsi obtenues satisfont & des relations de
la forme

o : ox
°m'=h(b;$,—na,) "—0’=la,
¢ ¢
hiA “ | T,

2 =h®4%—no — =1
L ou (b —n2) Y %

et que le systéme

ox;y
L 30 =1

est un systéme complet.

L’intégration de ces équations déterminera le réseau C,. La détermination
des surfaces S trajectoires orthogonales de la premiére tangente est classique.
Remarquons que la constante introduite par cette derniére intégration corres-
pond a une translation parallélement a I'axe du complexe.

(1) La transformation indiquée revient a la transformation de Ribaucour, étudiée avec les nota-
tions de M. Guichard.

(2) La méthode a été indiquée d’une facon générale par M. Guichard.



ETUDE DE SURFACES PARTICULIERES

Nous envisagerons d’abord le cas, écarté au début, ot le réseau focal C,
de la congruence de normales se projette sur un plan perpendiculaire a I'axe
du complexe suivant un réseau O.

En conservant les notations employées, la condition pour que la premiére
tangente au réscau O soit paralléle a la projection d’une congruence appar-
tenant a un complexe linéaire qui s’exprime par 1'égalité,

Sie—3Gey =n

lorsque les variables ont été convenablement choisies devient

n=1
On doit donc avoir

i—:: 1.
Par suite on pourra prendre

o=1Uu-40v.
Le réseau O sera défini par les quantités

%, =cos (it + ) i,=sin(u+v) m=—1
1, = —sin (1 4+ v) 12 = ¢0s (u +v) n=1.

On peut remarquer, en se reportant aux expressions qui définissent les para-
meétres normaux du réseau dérivé que ce réseau est aussi un réseau O dont les
paramétres ont la méme forme que ceux du réscau primitif. Il en résulte que
le réfeau que nous considérons a la propriété, qui le caractérise d’ailleurs, de
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se transformer indéfiniment par la méthode de Laplace, en des réseaux O ana-
logues.

L’équation de Laplace a laquelle satisfont les paramétres des deuxiémes
tangentes d’'un réseau s’écrit
om o

1
— — — 4+ mnq
udYT m v du

et se réduit dans le cas particulier que nous considérons a

hig|

ou oy

+7=0.

Un calcul simple montre alors que l'on peut pour définir la congruence
de normales prendre les paramétres complémentaires

"]3=Sh<mu———1-v+a) ’q‘zch(w'u_.}..v_{_a)'
w w

w et » étant deux constantes arbitraires.
Les cosinus directeurs =, «, =, seront alors

Sin(u+1) vy = COS(H+U) 4:,=Th(wll——le;v+/x)-

1 ' i 1
Ch(wu——;v—f—a) Ch(wv-——;v—{-u

Les paramétres complémentaires correspondants 3, 3, définis par I'égalité

q‘z——

i
)
Py

=»m

<

u

AL

seront
“ 1 . 1 '
{:l= wCh-(wll-——-;v—l—a) ;.:—wsh(wll__;v+a .

On peut remarquer que la congruence plane définie par les paramétres +, %,
peut étre considérée comme la projection d’une double infinité de congruences
de normales. Il en résulte que I'on pourra déterminer une double infinité de
familles de réseaux de rectangulaires paralléles conjugués a cette congruence.

Ces réseaux sont déterminés par les quantités

1 1
:c.=——e("’"‘“;."‘+’)sin(u+v) z,=e\"" Z,”+“)cos(u + v).
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Leurs paramétres normaux peuvent étre pris égaux -a

Ve

1 .
iy = —————[cos (u + v) + wsin (u 4+ v)
e Varard ]

2 = \/11+ = [sin (1 + v) — wcos (u + »)]
_ 1

\/ 14+ !
= '\/TTFT»:’ [w sin (u + v) 4+ cos (u + v)].

Ils se déduisent donc du réseau focal primitif par une rotation conve-
nable, et se transforment comme lui par l'application de la méthode de
Laplace en des réseaux O. '

De plus, on voit que sans diminuer la généralité du probléme on peut
supposer que la constante o est réduite a zéro. Il suffit pour cela de faire le
changement de variables

AN

[wcos (1 + v)—sin (u + v)]

U=u-+4 Ve=p—i
et de déterminer . par la condition
1 ,
w+4=-)i+a=0.
)

Nous prendrons donc comme cosinus directeurs de la normale les -
quantités

%y =

o sm(u+;)) . — cos (u +{)) 2, = Th (wu—1v>(l)-
Ch (w u— - v) Ch <w u—- v) ©

Les coordonnées x, ¥, du méme réseau focal C. seront déterminces par les
équations

x, sin (u 4 v)—ax,cos (u + »)=1Ch <mu—-% v)
(1) :
Tycos(u +4-v) -+ x,sin (it +0)=1ho Sh<mu—-% 0).”

v

(1) Le déterminant orthogonal correspondant a ces surfaces particuliéres sera déterminé dans
la suite.



— 19 —

On a v

x‘=x[ Ch(«m——;u)sm(u+v)+mSh(wu—;v>cos(u+v)]
_“A[—Ch(wu—-év)cos(u+v)+wSh(wu——év)sin(u+u)].

On vérifie que

I dx,

;_—z h cos (u + v) =hsm(u+v)

u
) .
D= 1 sin (u+v)

5—
I,
RY) _1—

_ = cos(u+v)

égalités dans lesquelles les expressions h et ! sont
h=i(1 4 v?)Ch (wu——-él))
| = )\(l + v Sh (wn———l ,,) .
w (D)

La troisiéme coordonnée r, sera obtenue en intégrant le systéme

%‘%‘:-——-Rw (1 + w?) Cht <wu—v—;1; D)

My _ a4 ) Sht (wu__lv).f
pXdg [ w

On pourra prendre
T, =——§ 1+ w’)[ Sh2<wu—-- v> + wu 4 ~ v]

Des équations (1) on peut déduire les propnétés suivantes :

La deuxiéme équation montre que la premiére tangente au réseau focal
C, appartient 4 un complexe linéaire ayant pour axe OX.. Les surfaces (S)
c\orrespondantes sont des hélicoides. Il en est de méme de la surface focale C,
et de toutes les surfaces correspondant aux réseaux qui se déduisent de C,
par la méthode de Laplace.

D’autre part, le réseau C, est un réseau de Wilezynski. Il en sera de méme
de tous les réscaux qui en dérivent. La forme méme des équations montre que
si 'on considére les projections sur le plan X, OX, du réseau C, et de tous les
réseaux qui en dérivent, on a une suite de réseaux plans que nous désignerons



— 20 —

par ...c’; ¢, ¢, ¢, ¢, ¢, qui sont de deux en deux homothétiques par rapport
a lorigine O. Le rapport d’homothétie étant égal a o*.

On sait de plus, que si I'on considére des valeurs de u et de v déterminées,
les points de la suite de Laplace se trouvent sur deux droites déterminées qui,
dans le cas particulier que nous considérons rencontrent I'axe Ox, et sont paral-
léles au plan x, ox,. Nous remarquerons aussi que dans le cas ou w est solution
d'une équation
‘ o' =1
la série de réseaux déduite du réseau focal C, par la méthode de Laplace est une
série comprenant un nombre limité de réseaux ().

Il nous reste a déterminer les surfaces S correspondant a la congruence
de normales. Cette étude pourrait étre faite directement mais elle peut étre
simplifiée par la remarque suivante.

Nous avons vu que par un choix convenable des paramétres I'équation de
Laplace pouvait étre ramenée a la forme ‘

2
dudy

+1=0.

La congruence de normales est donc une congruence de Ribaucour et
- nous déterminerons le réseau décrit par le point central.

Désignons par z, z, z, les coordonnées de ce point. On peut exprimer ces
quantités en fonctions des valeurs de x, x, x, précédemment calculées par les

égalités
h
2y = 11““‘2‘;"" L
h .
2 ;3’1—2‘;5 e
fy= 2y — s
EH T e

~ On obtient de cetle fé(;on
z,=h l-w Sh <w u— :1 n> cos (i + v) + I—EL Ch (w u——'-(l; v) sin (u + v)]
- ) 4 . " 7/
. ' 1 . 1 —o? 1 -
Zy=1 [w Sh kw u —(—_v) sin (u + v) — 5 Ch{o n—- n) cos (u + v)]

7= —5 (L + ) ( u+ ér})-

(1) Propriété signalée par M. Demoulin.



- Nous allons vérifier que les tangentes aux courbes coordonnées du réseau
sont rectangulaires.

On obtient ().

h (1 S
g%,z h (] ;li)[th(tv:u—_l v>cos (u +v)—w Sh (wu—;l’ v)sm (u -|-v)]
2z, 1—‘—0 1 .

52—.2 ( R a ) [ h("’u_;,; v>sm (u+v)+4o Sh(mu——}; v)cos (u +v)]
az, / .

5%:——%()(1 —{-w)

' ¢ 1 ’ . :
JSZII: -(__;' ) [ Ch(wu—-—; v>cos (u + v) +% Sh(mu—~—1 v>sm (u+u)]
%z‘;'= /—Q%-—(i)[ Ch<mu——1 u)sm (u+v+ - Sh(w u~——1 >cos (u+ v)] :
3%y A (14 o)
w2 o

On vérifie sans peine que 'on a

2, az, +az, 22, | 22y 37y _
u o " aw a0

az,

.m + N

ha/4

h¥4
+ 1 —=

au

02, + 1
vy 3

hIY

24
oy

LT %;: + 1. = 0.

Egalités qui montrent que la surface moyenne de la congruence de nor-
males ést une surface orthogonale particuliére. Les courbes coordonnées sont
les lignes de courbure de cette surface. On obtient donc comme surface (S)
particuliére un hélicoide minima. Nous nous contenterons de signaler que 'on
peut obtenir ainsi tous ces hélicoides. On vérific immédiatement que dans le
cas ot Fon a w= - 1 on obtient I’hélicoide minima réglé. La série des réseaux
se ferme aprés quatre opérations.

Il résulte donc de ce qui précéde que si 'on considére les hélicoides minima
ou les surfaces paralléles a ces hélicoides, les congruences formées par les nor-
males a ces surfaces sont telles que toutes les congruences qui en dérivent appar-
tiennent a des complexes linéaires.

(1) Ces expressions représentent a un facteur constant prés les éléments @y, Be, 3, 11, Yoy Y3y du.
déterminant orthogonal.
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On pourrait se proposer d’appliquer a ces surfaces particuliéres la trans-
formation de Ribaucour.

Il est manifeste que cette transformation ne donnerait pas de surface

nouvelle. Elle permettrait de passer d’une congruence de normales définie par
les paramétres

—sin (u 4+ v) cos (u +v) Sh(u;u—-év)

a une congruence de normales dont les parameétres seraient
—sin (u + v) cos (u + v) Sh(wu—év—}-a)-

Nous avons remarqué que par un changement de variables convenable,
on pouvait réduire la constante » a zéro.




ETUDE GENERALE DES HELICOIDES

L’é¢tude des hélicoides nous donnera de nouveaux exemples de surfaces S
caractérisées par le fait que les deux tangentes aux réseaux décrits par les
centres de courbure appartiennent & des complexes linéaires ().

Nous appliquerons a cette étude la deuxiéme méthode et nous détermi-
nerons d’abord les propriétés du déterminant orthogonal relatif aux hélicoides.

Les quantités « satisfont a I’équation de Laplace

he7s
du v

Bl&

"Jl'.‘)
Q.Q

(S
o

+

DIU
<IQ
IR
=8

1
T a

Si la normale & une surface appartient 4 un complexe linéaire, les quantités
x, o, satisfont aux relations

J do X
;_“’__._ %y _’ p—i a’ U
au aus
hl o,

* 1%!—“’ av' =b"V.
< 1

L'une de ces relations est la conséquence de I'autre. Par un choix conve-
nable des variables on peut réduire les fonctions U V de la variable u et de la
variable v a 'unité.

On en déduit alors

Ba=>
‘{’='a.

(1) Nous n’envisageons que le cas ol les complexes nécessairement différents ont leurs axes paral-
leles a l'axe O X..
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On a
28,
—==n = na
RY’ I
b B, -
—_— = an = —ﬁin
u au
Donc
W s
FYV Y
Par suite

8,=b=g (u+0).

On verrait de méme que

Y:=a=f(u+v).

L’égalité
by —nfy=mp =0
montre que A
xy = — (m + n).
Les eégalités .
a =bm b' =an @ +b 4+ (m+n)p=1

qui montrent que les quantités m et nsont des fonctions de (u 4 v) et qui entrai-
nent la condition

ab+m' +n=0 .

donnent les relations nécessaires et suffisantes qui doivent exister entre quatre

fonctions de u--v pour que ces fonctions soient les rotations d’'un déterminant
orthogonal correspondant a un hélicoide.

Pour qu’un hélicoide soit une surface (S) il faut que la relation

soit vérifiée. On voit que la fonction U doit se réduire nécessairement a une
constante et I'on peut écrire

b = »(m'a— bm®)



ou -
am' b
1+im* . a
On déduit
Amm’ bm a

et une intégration donne

Ca=1+4+1m
Ca*—rm*=1.

On a par suite entre les quantités a et m une relation de la forme

+

R&I Qu‘.
®|3
I

qui traduit analytiquement la propriété du réseau focal C, d’avoir sur le plan
X,0X, méme projection qu'un réseau de Wilezynski.

On sait que si cette propriété existe pour un réseau elle existe pour tous les
réseaux qui en dérivent par la méthode de Laplace. Il est donc certain que la
relation précédente entraine une relation analogue entre les quantités b et n.
On peut le vérifier directement en tenant compte de la relation

ab+m +n=0. (A)

Nous opérerons d’une fagon différente et nous donnant a priori les rela-
tions

[T

W wIF

+
+

<R ﬂ]ﬂ

nous chercherons quelles relations doivent lier « 3 u v pour que I'égalité
ab+m+n=0
soit identiquement vérifiée
On peut poser
{ a=xcoso b=8cos
m=yusing n=vsiny



" De
a = bm
on deéduit
o = — %—:‘ co8 §.
On aurait de méme
¢ =— %'-) cos 4.

Entre » et { on doit donc avoir

%y . Bu .
—sm?z's—;sm';—{-c.

8
L’égalité (A) est vérifiée si I'on a

3
@
AT
Nous prendrons
=2 COB W v=Psin v
et nous aurons
a = xcos b=2pcosy
m =08 w 8in n = fsin » sin {.

Enfin la constante C doit étre choisie de fagon que I'on ait .
a + b +(m+n)=1.

on vérifie qu’il suffit de prendre

= VETF=T .

et la relation qui lie y et 3 prend la forme
28in wsing—fcoswsinyg = 3\/o@ g1,

Les conditions qui ont été exprimées sont des conditions nécessaires. Elles
ne sont pas en geénéral suffisantes. Si les quantités «, «, 2, étaient déterminées on
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pourra déterminer les coordonnées z,, x,, du point qui décrit le réseau C, par
les conditions.

Xy dg— Ty o0y = oy

x 8 — X 8= 8

et, dans ces conditions, la congruence formée par les normales appartiendra a
un complexe linéaire.

Si I'on considére le cas ou la congruence formée par les axes des cercles
osculateurs appartient a un complexe de méme axe, il faudra que des deux
équations précédentes on puisse déduire 1'équation nouvelle

Ty (Mmog—ayy) —x, (May,—ay) = (Ma;—ays),
on obtient ainsi la condition

G—1(Mmoy—ay)=1

. . . . - . 1
« SIN w 8iN 3 [« sin w sin p — 8 cos w 8in ;p]=r——l + «f

qui n'est compatible avec la relation précédemment trouvée que dans le cas ou
I'on a '
o +p=1
Nous prendrons

o ==Co8 0 8=sino
et nous aurons pour définir ; et ¢ les égalités

sin v ¢os 6 sin v = sin 6 cos w sin¢
¢’ = —8in 6 cos w cos Y
d’ou I'on déduit
de

/ tgow .,
\/ I—TEO—Sln ©

= 4 sinb coswd 2.

Nous distinguerons différents cas.

I. Si w=9 p peut étre déterminé par les fonctions élémentaires. On voit
que l'on a
sin ¢ =sin¢
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et I'on peut supposer

-6
a
-~

On pourra prendre ensuite

2y =—(m 4 n) = —sin y =Th[sin fcos 6 (u + v)].

sin § ) :
= = - - - —_ 24
B=b=¢x [sin6cosb(u +0)] cos®9 Th [sin 6 cos 6 (u + v)]
cos 6 o .
== i = T — - ey 2 ( i
¥+ = 4= ER[sin 6 cos b (u + )] n sin*9 Th(sin 9 cos 9 (u + v)}

La méthode générale indiquée permet de calculer

e — cos (cos’ 6 u — sin® 6 v)
"~ Ch[sin ¥ cos 4 (u + v)]
. — Sin (cos’ 6 u—sin*6v)
* 7 Ch[sin b cos b (u + v)]

i

ce cas particulier. On reconnait qu'un changement de notation donnerait les
congruences de normales définies dans le premier exemple.

On calculerait facilement %, &, v, v.. Nous n’insisterons pas devantage sur

II. Nous envisagerons le cas ol 6 - . On peut supposer d’ailleurs 6 > w. Il
suffit de permuter = et 3 pour intervertir le role des deux constantes.
» est donné en fonction de (u + v) par une intégrale elliptique. On pourra

poser dans ce cas
sin » = —sn[sin 6 cos v (u + v))

et.on en déduira.

Y; = a = ¢0s 6 cn|sin b cos v (u + v)] m = -—cos 9 cosw sn [sin 9 cos w (u + v)]
B = b =sin 6 dn [sin § cos v (u + v)] n=mtg'ow
’ COS ©

7, = —(m + n) = cos b

sn[sin 6 cos » (u + v)}

Si 'on désigne par = (x) I'intégrale elliptique de troisiéme espéce défini par

dx

cos® 9 . :
— —— sn?(8in 6 cos w ).

7 (x) = (€0s’ § — cos* ) /
- 1 Dty
cos* §



on trouve facilement

‘ 2y = \ 1 — 2 cos[cos® il —sintwp + = (iz +0)]
2, = \/T— o3 8in [c0s? ot —sin* wd + = (u + v)]
COS . 4

? mm= s SN [sin 6 cos v (u 4 v)].

On a ensuite

g, P %, £ cos [F (u,v)]—sin [F (u,0)] v,

Vi—a
( g, = % 4, sin [F (u,0)] + cos [F (u,0)] 1
M2 o -y

Vi—7

! 8,= sin 6 dn (sin 6 cos v (U + v)]

[ =Yy c0s [F (u,0)] + &, sin [F (u,0)]
" I sin [F (u. ﬂ;: g cos [F (u,0)] -
v V1 —of
v, = €080 cn [sin 9§ cos w (1 + v).

- Expressions dans lesquelles on a désigné par F (u, v) la fonction
F (u,v) = cos®* vt —sin’ w v + = (u 4 v).

Enfin, entre a b m n on a les relations

a? m?
cos® 0 + cos’0 cos’w
2 2
b n

sin® 6 T sinthsint o
Pour déterminer le réseau focal C, nous aurons les équations

Xy oy % = A

Ty Bo—xs Br=2Bs"
qui donnent

x’:'_;..lﬁ x3=;\‘:{—l-
Ts Ya

Si I'on remarque que I'on a les égalités

me,—dan _Ma—ah_ g
na,—b% nay—>bf




—30 —

on déduit facilement

im A
h T= e — I.= ——
Y o
et la troisiéme coordonnée x, doit étre déterminée par
ox, mo,
== —

au *{3
T,

ou encore

w. T og?

x, est exprimé par une intégrale elliptique de troisiéme espéce.
Ies coordonnées d’'un point d’une surface S sont de la forme

2, cos* 6

X=x+pn
ip . .. 00X X .
Sij I'on exprime que les quantités 3% 30 sont proportionnelles a 2,v, on
obtient
dp _0p A m
ow— T
et par suite
I Bs

= ; - = 4+ constante.
#= Cos®o tg’w—sin’ 6 +
Il nous reste maintenant a caractériser les surfaces S. Si nous nous repor-
tons aux éléments du déterminant orthogonal correspondant aux surfaces S
on voit que I'on a les égalités

m n
cos* w sin‘w

Ces égalités ont. une interprétation géométrique immédiate Elles expriment
que le réseau formé par les lignes de courbure des surfaces (S) est projeté sur
le plan X, O X, suivant un réseau dont les deux tangentes décrivent des
congruences L,.



Il est naturel de chercher si parmi les surfaces (S) paralléles ainsi déter-
minées, il existe des surfaces particuliéres pour lesquelles les tangentes aux
deux familles de lignes de courbure appartiennent a un complexe linéaire.

Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que I'on puisse choisir la constante

d'intégration qui figure dans I'expression de la quantité » de maniére que l'on
ait identiquement

@ + o) fy— (T2 + ) 8 = K5 (B)
K étant une constante.
Si 'on tient compte de 1'égalité

x, 8

:t; ﬁl = lﬁq
on voit que 'on doit aveir

PYa= (K—%) Bae

Il en résulte que la solution particuliére

- Iy Ba

cos?f tg' w-—sin? 6 v,
détermine une surface (S) pour laquelle les tangentes aux premiéres lignes de
courbure appartiennent a4 un complexe linéaire. On vérific immédiatement
qu’il en est de méme des tangentes aux deuxiémes lignes de courbure de cette
surface ().

La quantité ¢ ainsi définie détermine I'un des rayons de courbure princi-
paux de la surface particuliére S. On calcule facilement le deuxiéme rayon
de courbure principal et on obtient ainsi

- B
"7 cos*htg’e—sinth -,
Ltgi e Ta

R::—_—’— o T e Y U 1
: cos*h tg*w—sin*H B,

(1) Ces résultats peuvent étre rattachés a une propriété générale des réseaux de Wilezynski. Si
les premiéres tangentes d’un réseau appartiennent a un complexe linéaire C. et que les deuxiémes
tangentes appartiennent 4 un complexe €. il existe parmi les congruences harmoniques au réseau
une infinité de congruences appartenant a des complexes linéaires. Soit G I'une d’entre elles. Le com-
plexe C. auquel elle appartient fait nécessairement partie du faisceau défini par les complexes C. C..
On démontre que les congruences qui dérivent de G par la transformation de T.aplace appartiennent
& des complexes linéaires, et d’une facon plus générale encore que deux congruences G, G. particu-
lieres se coupent en un point M qui décrit un réseaun de Wilezvnski. '

Par suite si I'égalité (B) est vérifiée, les tangentes aux secondes lignes de courbure appartiennent
forcément a un complexe linéaire.
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On a donc la relation
A3 tg'vw’

R.R, = (cos? 0 tg’ v —sin® 6)°

qui montre que la surface particuliére (S) ainsi définie est un hélicoide & cour-
bure totale constante. On vérifierait que 'on obtient ainsi tous ces hélicoides (*).

RemarQuUE 1. — On aurait pu se proposer, relativement aux hélicoides
minima une question analogue. Nous nous contenterons d’indiquer le résultat.

Il n’existe pas de surfaces paralléles a ces hélicoides qui soient telles
que les tangentes aux deux familles de lignes de courbure appartiennent a un
complexe linéaire.

Si I'on cherche les réseaux paralléles au réseau formé par les lignes de cour-
bure de ces surfaces dont les tangentes appartiennent a un complexe on obtient
les réscaux homothétiques au réseau qui correspond a la représentation sphé-
rique de ces surfaces. |

ReEMARQUE II. — On pourrait essayer de déterminer les surfaces (S) parti-
culiéres pour lesquelles les normales et les axes des cercles osculateurs & une
famille de lignes de courbure appartiennent a des complexes avant leurs axes
paralléles au troisiéme axe de coordonnées.

Nous signalerons cue si les axes des deux complexes sont différents, les
calculs montrent qu’il ne peut exister de solution. Il en résulte qu’il n’y a pas
en dehors des hélicoides a courbure totale constante et des hélicoides minima,
d’autres hélicoides qui soient solution du probléme que nous nous sommes pro-
posé.

Nous allons envisager maintenant le cas ou les quantités » 8 ne vérifient
plus la relation

o+ =1

Dans ce cas les surfaces S sont encore caractérisées par des propriétés
analogues a celles que nous avons déja rencontrées.

Les tangentes au réseau plan ¢, projection du réseau focal C, de la congruence
de normale dérivent des congruences L,,. Cette propriété existe également pourle
réseau plan c, et pour tous les réseaux dérivés par la méthode de Laplace.

(1) Darboux. Systéme triple, orthogonaux, Haag. — These.



D’autre part entre les rotations a b m n du déterminant orthogonal on a
toujours des relations de la forme '

a m’
wta=1
b*  n?
gtm=1

ﬁ’v’m——ﬁ*g*nzmﬁyv Vo +pF—1.

Les constantes « § u » vérifiant 1’égalité.

On pourrait déterminer directement ces surfaces. On voit d’ailleurs rapi--
dement que I'on a & envisager deux cas différents. La détermination des quan-
tités a b m n peut étre faite dans le cas général a I'aide des fonctions elliptiques, '
mais si I'on établit entre les constantes une relation convenable, cette détermi-
nation ne fait plus intervenir que les fonctions élémentaires.

Nous serons amené d'une facon plus simple a cette étude en appliquant
aux surfaces particulicres obtenues les transformations indiquées au premier
chapitre.

Nous appliquerons d’abord au déterminant orthogonal qui correspond
aux hélicoides a courbure totale constante la transformation de Ribaucour.

Il est évident géométriquement que cette transformation qui substitue aux
quantités », =, des quantités proportionnelles ne change pas les ¢éléments de -
direction des réseaux C, C, et de tous les réseaux dérivés. On vérifie d’ailleurs
que 'on a

[m 9'-1'—a"|] _ ma, — avy,

"= 5 Shw + Cho

av] = —Mx—Adn
(o=l = oSk ¥ Cho
[ma_a_,]zChm(maa—a-;.,)drmshc,-

2. Shs + Chn

On voit aussi que les éléments du nouveau déterminant orthogonal véri-
fient les relations qui ont été établies pour les hélicoides. Des égalités

Y=a =0 a, = —(m + n).



on déduit
wl=la]  [B]=[]  []=—(m]+[n).

Si I'on se reporte aux expressions de a b m n précédemment trouvées on
obtient

€os 0 cn | sin 6 cos w (u + v)]

[a] =
::_(‘:j? Shosn[sin6cosw (u +v)] + Cho
3] = sin 6 dn [sin 6 cos w (1 + V)]
gio)-:g Shwsn[sinécosw (1 + v)] + Che
[m] = __co8’6Sho ~%_cos()cos',o(lh @ sn [31n6005w(u+u)]
B _cos—e -
cos
[n] = __8in*0 Sh 4 cosbcosw tg'w Chpsn[sin6cosw (u + v)]
- cos b

Shwsn[sinécosw (u + v)] + Chw

COS o

\ On en déduit les relations

[a)* (Ch* & cos® w— Sh*w cos® b) + [m]* = cos* 6 cos’ w
[8]* (Ch*msin® w-~ Shiwsin®6) 4 [n]° = sin® 0sin’w
(Ch*msin’w — Sh*ssin®0) m— (Ch*mcos’w— Sh o cos o)n
= Sho Chr (c0s* § — (0§* v).

On obtient donc bien des relations ayant la forme indiquée. Désignons par
¥, . ¥, les coordonnées du premier centre de courbure c¢, des surfaces (S). Pour
.détermincr 2, v, nous aurons les relations "

ry(mo,—av)—x, (M, —ay) = i[Chos (Ma,— ay) + m Shoj
que nous écrirons sous la forme équivalente
— % (Nay—bp) + 2, (nx,—by)=1[Che cotg’t (na,—b5s,) +n Shocotg*m]
et ..
— 7,0, + Ty = i [Chu cotg 6 o, + Shu cotg' u].
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On obtient ainsi

5 =i [—Chacotg*o% + Shmcotg'w%]

T, = A [ Chmcotg’9;§-1+ Shocotg’ %]
On déduit de la

i—f; = -f—z [Ch o cotg' 6 m— Shocotg’ w cos' 0] «, |

Da_:l‘:)l = /F [Chw cotg® b + o, Sho cotg' w] (Ma, — ay,).
3

. : oz, oz,
Des expressions analogues seraient obtenues pour 3‘%’ ‘a—"-’ et pour déter-

miner r, on a a intégrer le systéme complet

Zﬁuﬂ =%§[Chmcotg’em~Shmcotg’mcos’G] (2 Che + She)

%—? = %[Chmcotg’e + 2, Shw cotg' ] (M Sho — Chocos' ).

Aprés développement on a

drs A [y, tho2 L . cos’ 0 . -
ey B S0 he ————— s
w3 [Lh @ cotg 84 + Sho ( h"sm’esm’m (sin* 6 + sin’w) m

— (Ch* cotg' 6 + Sh? cotg® w) cos? 0]

, A . cos’ 6 . .y
_— = = h? 2w h h 3 e sin' 9 Sln'm m
v 0 [S m cotg’ v + Shw Che sin® f sin® w ( + )

— (Ch* w5 cotg?6 + Sh* 5 cotg® v) cos? 9]-

On voit que la détermination de x, n’introduit aucune transcendante nou-

velle. Les quadratures a effectuer ayant déja été rencontrées dans I'étude des
hélicoides a courbure totale constante.

Si I'on désigne par X, X, X, les coordonnées du point qui décrit la surface
S et que I'on pose comme précédemment

X=zx+pa
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on a pour déterminer S le systéeme

% ok r s ., 993?2 . ’
g LSh w Cho.cotg® 6 vi+m (Sh s, T Gl ocotg 0))
— Shw Checos? 6 (cotg® » - cotg® 9)]

2 ’ ' e oy COSTH \
-a—% = ——:{3 [Sh o Checotg’ v+ m (Sh' B G o + Ch* o cotg? 0)

— Sho Che cos® o (cotg® » - cotg® 9)} .
Nous signalerons que dans le cas ot I'on prend
Cho=o0 Sho =1

on obtiendrait comme surface particuliére (S) un hélicéide a courbure totale cons-
tante. , .

Désignons par a', ', 2", les coordonnées du réseau dérivé C', de C’, par la
méthode de Laplace en allant de » vers u. Les-coordonnées 2*, 2, sont déterminées
par les équations

Xy (Mo, — ay,)— 2 (ma,— ay,) =+ [Cho (Ma,— avy) +m Sho)
Ty — T, =1[Chea, -+ Shuo]

Désignons de méme par a’, 2, 2, les coordonnées du réseau C’, dérivé
~de (', par la méme transformation. On aura pour déterminer 2', 2’, les équa-
tions '

Xy ay— 32, = +[Chox, 4+ Sho)

A & a7 . ~ o
Ty Jo—X2 5 = £ Chr P

Ces derniéres équations sont précisément celles qui seraient obtenues si
T'on voulait obtenir le réseau focal |I',, d’'une congruence paralléle a la congruence
de normales définie par les paramétres

% % Chr 2,4+ She

appartenant a un complexe linéaire.

Les surfaces trajectoires orthogonales seraient des hélicoides. Le réseau-
focal I', de ces hélicoides serait paralléle au réseau focal C, des surfaces (S)
obtenues. .a transformation de l.aplace faite deux fois en allant de » vers u
permet de passer de la projection ¢, du réseau C, sur le plan x, or, a la projec-
tion -, du réseau 1. '



TRANSFORMATION DES HELICOIDES MINIMA

Rappelons les valeurs des paramétres normaux et des rotations des réseaux
O trouvés dans I'étude des hélicoides minima.

: = cos (u + v) Zy=sin (u + ) me=—1
7y = — sin (u + v) = ¢08 (u + ) n=1.

On peut écrire

. 1 1—
éx"h‘—ia‘m=1=( _2*-“)"—' 2a)m,vi

-

« désignant une constante arbitraire.

Cette relation prouve que les réseaux O particuliers ainsi définis peuvent
étre d’une infinité de maniéres considérés comme des réseaux ¢, et nous nous
proposerons de déterminer les conséquences L, qui sont conjuguées a ces

- réseaux.

Désignons par X, X, les parametres de ces congruences. Ces quantlt&s
devront satisfaire aux relations

X, sin (u + v) —X,; cos (u + v) =

X, cos (u +v) + X, sin (u +v) =

On devra avoir en outre

X : ah

aw = s it

X a
L= L= M



On déduit de 1a

X, = 1—E—'ithsin(u-l—v)—!—I_;mlcos(u-}-v)

x,=_"_;°‘hcos(u+u)+ler“lsin(u~+v).'

Par suite les quantités h [ vérifieront les relations différentielles

hY} ok
(1——«)3—{‘—(1 +a)l=0 a—vz——-l
al al
‘l‘(l—i-a);(-’—{-(l—i—a)h:O’ = h.
On voit que
: oh ah
1=+ 1 +25=0.
On a donc
h=F[l4+«)u—1—a)0). »
Comme ,
3h
auav+h = 0.
On pourra prendre
2 -1
h= 1_mCh T [A+2x)u—QQ + 2)v].

Les quantités X, X, ne sont définies qu'a un facteur de multiplication
pris. On a déja remarqué, d’autre part, que par un changement de variables

convenable, on peut supprimer la deuxiéme constante d’intégration qui devrait
figurer dans I'’expression de h

Nous poserons

_ //1 + a
A Y
On a alors

h= ftz—-—o_z Ch (to u_—%*u).
Les équations qui déterminent X, X, deviennent
X, sin (u + v)— X, cos (u + v)= Ch (wu-—év)

X,cos (u+v)+ X,sin(u +v=w Sh (mﬂ—%v)-
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On reconnait les équations trouvées lors de la détermination du réseau
focal C correspondant aux hélicoides minima.

On en déduit facilement que toutes les congruences qui dérivent de la

congruence ainsi déterminées par la méthode de Laplace sont aussi des con-
gruences L,,.

Nous allons définir, maintenant les paramétres directeurs des normales
aux surfaces (S). On a

X,;Ch(«:u—-év)sin(u+v)+wSh(wu——-(—iv)cos(u+v)

X,=—_Ch <wu—%v> cos (u + v) + wSh (‘““—;10 v)sin @ + v)-
On prendra
X+ iX,= e [CH ( u—i v) o She (m u——%v)]
X,—iX,=—e-s.
D’ou I'on déduit

Ltiii=2ew Sh(wu—él))'

Ce résultat se rattache a la propriété déja signalée des réseaux de Wile-
zynski. '
&y — i &= 0.

Nous désignerons par Y, Y, Y, Y, les paramétres correspondant &
X, X, X, X, pour la congruence dérivée par la méthode de Laplace en allant

de u vers v. On peut écrire
Y,‘=X,'—"lé" i=1’2’3,4c

On obtient ainsi
Y, = Ch<mu—-év>sin (u +v)-—;1’Sh<mu—év>cos(u + v)
Y,=—Ch (mu——é v) cos (u +v)—~}o Sh(o:u—£v>sin (u+v)

Yo+iYo= e [1—(+w)sk (wu——él))]

Y,—iY,=—e-2
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Les quantités Y, Y, Y, Y, ainsi définies permettront de déterminer une
surface (S) telle que les axes des cercles osculateurs a une famille de ligne de
courbure appartiennent 4 un complexe linéaire.

Cette surface S serait telle que la congruence formée par les normales ‘a
cette surface soit paralléle 4 une congruence appartenant & un complexe
linéaire.

Il en est de méme de toutes les congruences que 'on déduit de la congruence
primitive par la-méthode de lLaplace. En particulier, la congruence formeée
par les axes des cercles osculateurs a la deuxiéme famille de lignes de courbure
est paralléle & une congruence appartenant a un complexe linéaire.

Nous avons établi qu’il était impossible de choisir la constante « qui figure
dans les formules indiquées de maniere que la congruence formée par les nor-
males a la surface appartienne 4 un complexe.

Nous avons vérifié également qu’il était impossible de choisir cette méme
constante de facon que la congruence formée par les axes des cercles osculateurs
a la deuxiéme famille de ligne de courbure appartienne aussi a un complexe.

. Nous signalons enfin que si 'on détermine le deuxiéme réseau O conjugué
a la congruence obtenue en projetant la congruence des normales a la sur-
face S, réseau décrit par le point dont les coordonnées sont

X, X,
Xi+ X3 Xi+X3

ce réseau définit une solution - de I'équation aux dérivées partielles qui est
nouvelle.

On vérifie immédiatement, en effet, que ce réseau ne peut se transformer
-par la méthode de Laplace en des réseaux O analogues.

On obtiendrait donc des surfaces S différentes de celles qui ont été deéter-

minées jusqu’a présent en appliquant a ce nouveau réseau la méme transfor-
mation.




PROPRIETES DES HELICOIDES ET DES SURFACES
ADMETTANT
MEME REPRESENTATION SPHERIQUE QUUN HELICOIDE

Nous avons étudié jusqu’'a maintenant tous les cas dans lesquels le réseau
focal décrit par I'un des centres de courbure d'unc surface (S) se projette sur le
plan x, O x, suivant un réseau dont les deux tangentes décrivent des congruences
Lys.

Les surfaces S ainsi obtenues sont ou des hélicoides ou des surfaces admet-
tant méme représentation sphérique que des hélicoides.

Nous allons indiquer quelques propriétés de ces surfaces.

On peut remarquer que l'on a toujours entre les quantités a b m n des
relations de la forme

Q‘I ﬁ_
+
2
I

@l
+

S
if
-

L’-u_ne de ces relations est la conséquence de I'autre. Les constantes « § 9
étant liées par :

—
.

+

R|E
L

w| <
»

Si on diﬂérentie la pi'emiére équation par rapport a v, ona

_—_—-..0._

&
K]

1
+ =
¢



Ou

am w

—O—(«' = — ;—, ab.
De méme on obtient

n V!

5; =—2 ab-

om

On a donc entre
du

on .
et — ja relation
20

qui permet de poser

_ TR ad
- af ou u
— .&Z}Lp__ 2d

afl ov hY

elles définiront les rotations d'un réseau O plan. Les paramétres normaux des-
tangentes a ce réseau étant définis par

&= cos P &y =sin &
= —sin ¢ % = Cc0S P
les ‘deux réseaux rectangulaires définis par les paramétres normaux
B Bs Bs 3 5
Y1 Ys Y3 Lh Ns

sont donc deux réseaux associés ().

On voit que les quantités 3  satisfont & une méme équation de Lapiace,
et qu'il en est de méme des quantités y 4.

(1) Voir Mémoire de M. Guichard, Annales E. N. S., 1903,
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Il résulte de 12 que la congruence formée par les tangentes aux premiéres
lignes de courbure des surfaces S considérées est une congruence 20. Les para-
métres complémentaires qui rendent cette congruence 20 étant les quantités

1 cos ¢ i sin &.

Il en est de méme des tangentes aux deuxiémes lignes de courbure de la
surface (S). Les paramétres complémentaires sont d’ailleurs les mémes.

A une congruence 20 sont conjuguées deux séries de réseaux O. On vérifiera
que les points de coordonnées

Ad N A A"

ery,  ery, ety
décrivent des réseaux rectangulaires conjugués aux deux congruences. De plus,
ces réseaux sont tels que I'un d’eux se transforme par la méthode de Laplace
en un réseau paralléle a l'autre.

La loi d'orthoganalité des éléments permet de déduire de ces propriétés
des propriétés nouvelles.

La congruence formée par les tangentes a la premiére famille de lignes de
courbure est orthogonale au premier réseau focal de la congruence de nor-
males aux surfaces S. Il résulte donc de la que le premier réseau focal est un
réseau 20. Il en est évidemment de méme du second.

Nous allons établir directement cette propriété, ce (ui nous permettra
de définir les paramétres complémentaires qui rendent le réseau focal .C, O.

Nous avons établi que d’une fagon générale on avait entre les quantités
m n une_relation qui s’écrit

%y Be T e T,
ﬁm——-a—“n——s\/“ ‘*‘p 1

Comme on a aussi
| 2 =—(m + n)
On en déduit
! L I b e I |
a,=—<%m——s 3—{—: Vo' 4+ 3’—1)-
Les quantités x, , =, sont solution de I'équation de Laplace

P 10a 32 1 2bda
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Cette équation admet la solution m.
Si on considére la congruence définie par les paramétres.

Xi=a Xj=a, X=2%, X;= l%’
on aura
X+ X+ X+ Xi= 1——?———'-—-
Relation qui montre que le premier réseau focal de cette congruencé est
un réseau O.

Nous allons étudier la congruence dérivée de la congruence de normales
dont les paramétres sont

Yl=ma,——ay, Y.=ma,—aqy, Y.=moa,—ay,.
A la solution » = k correspondra pour cefte congruence la solution
Y,= km.
A la solution » = m correspondra la solution
Y. =l
‘L’équatio'n de Laplace a laquelle satisfont les quantités - s’écrira

Y 1
! a

o

4
<! o~
(5]

h) '

hlY

1 da
wav b ou

Les quantités
: S
Y, Y, Y, Y;=\/i-;—lm
qui sont liées par la relation '
VI Yi+ Vit Y=

définissent dans un espace a quatre dimensions les paramétres d’une droite
qui décrit une congruence O.

Les congruences formées par les axes des cercles osculateurs aux lignes
de courbure des surfaces considérées sont donc des congruences 20.

I.a loi d’orthogonalité montre que les réseaux qui dérivent du réseau
formé par les lignes de courbure des surfaces S donnent aprés une transforma-
tion par la méthode de Laplace des réseaux 20.



Nous signalerons enfin que, si I'on considére la trace de la congrience for-
mée par les tangentes aux premiéres lignes de courbure sur le ‘plan X, 0 X,,
cette trace décrit un réseau orthogonal au réseau obtenu en projetant sur ce
plan le premier réseau focal C, de la congruence de normales. Nous utiliserons
cette propriété dans les études particuliéres qui vont suivre.

Il faut remarquer é¢galement que la propriété du réseau formé par les lignes.
de courbure des surfaces (S) étudiées d’étre associé 4 un réseau O plan est une
propriété caractéristique de ces surfaces.

Nous allons envisager maintenant les propriétés particuliéres aux hélicoides
minima et aux hélicoides a courbure totale constante.

10 Etude des hélicoides minima. — Nous avons remarqué que le réseau
focal C, de la congruence de normale se projette sur le plan X, O X, suivant
un réseau O dont les congruences focales sont H.

. Ce réseau donne par la transformation de Laplace des réseaux O analogues.
Il en résulte que toutes les congruences qui dérivent de la congruence de nor-
males par la méthode de Laplace sont projetées sur le plan X, O X, suivant
des congruences H. Les réseaux focaux de ces congruences étant des réseaux O.

I.a congruence formée par les axes des cercles osculateurs a la deuxiéme
famille de lignes de courbure est une congruence 20. On voit, en eflet, que les
paramétivs directeurs d’une droite de cette congruence peuvent étre pris
égaux a

; 1
X, =—sin (u +v X.=cos (u +n) X,=—wCh (m u—- v) .
Il suffira de prendre comme paramétre complémentaire la quantité

X, =iy 4o Ch (m u—é v)-
On montrerait de méme que toutes les congruences qui dérivent de la
congruence: de normales par la méthode de Laplace sont des congruences 20.
On peut remarquer que si I'on désigne par x, x, x, les coordonnées du
deuxiéme centre de courbure d'un des hélicoides, on peut en choisissant conve-
nablement la constante ;. déterminer un point de coordonnées

Ty, =T, T,= 2, Tp = A,

qui décrit un réseau dont les tangentes appartiennent a un complexe linéaire.
La premiére tangente a ce réseau décrivant une congruence de normales.
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Une transformation analogue peut s’appliquer & tous les réseaux déduits du
réseau focal C, par la méthode de Laplace. Le facteur constant peut étre alors
choisi de fagcon que 'une ou l'autre des tangentes au réseau transformé décrive
une congruence de normales.

11 serait facile d’étudier directement la congruence formée par les tangentes
a la premiére famille de lignes de courbure des surfaces considérées, de déter-
miner les parameétres complémentaires cos ¢ sin ¢, qui permettraient le calcul
des éléments des réseaux O conjugués a cette congruence.

Nous avons remarqué que la trace de cette congruence sur le plan X, 0 X,
décrit un réseau orthogonal au réseau obtenu en projetant sur ce plan le premier
réseau focal C,. ,

Il résulte de la que la trace des premiéres tangentes a un hélicoide minima
sur le plan X, 0O X, décrit un réseau O qui se transforme indéfiniment en des
réseaux O analogues par I'application de la méthode de Laplace.

On voit ainsi, que la quantité > peut étre définie par la relation

év =g,
Le point qui a pour coordonnées

-— —_—R R — 2
xl — 3:; .’Ug — 2 M2 x:z - 33

D

décrira un réseau O paralléle aux réseaux O de la deuxiéme famille qui sont
conjugués a la congruence considérée.

20 Etude des hélicoides a courbure lotale constante. — Nous établirons tout
d’abord que les congruences focales du réseau ¢, obtenu en projetant sur un
plan perpendiculaire a 'axe du complexe le réseau C, décrit par le premier-
centre de courbure de la surface sont des congruences H.

Il suffit d’établir cette propriété pour la congruence obtenue en projetant
la congruence formée par les axes des cercles osculateurs a la premiére famille
de ligne de courbure dont les paramétres sont :

Y, =ma,—a- Y.=mayg— ay,.
Nous remarquerons que l'on a

m%
cos’w

Y.=me,—an=— — a’ = —co8’ 6.
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L’équation de ‘Laplaoe a laquelle satisfont les paramétres v, y, admet la
solution

) Y=m tg ),
On vérifie que
L : .

Y+ Y +’Yi=008’w + a*— cos* 6 = sin® 0 cos' 6.

Par suite la congruence de paramétre v, v, est une congruence H. ;
Nous allons vérifier que le réseau ¢, est un réseau 20. Si I'on prend en effet
comme troisiéme paramétre la quantité » définie par I'égalité

mo T
Tcose\ cosTi costw

on obtient '
k mt a
COS'w COS'8 €08’ 0

%t tat=1—

qm montre qué le premier réseau focal de la congruence définie par les pafa-
métres «, 2, x, est un réseau O.

Le réseau c, est donc un réseau 20 dont les deux congruences focales sont
des congruences H.

On peut remarquer aussi que tous les réseaux qui se déduisent de ¢, par
la méthode de l.aplace possédent la méme propriété.

La quantité » qui a été ainsi définie est proportionnelle au troisiéme para-
métre », qui correspond a la congruence de normales. A

On peut écrire

1T 1

v= Ka, K=1icos w /-----—,-‘. _—
S c0os’0  cos’w

N
On pourra de méme définir une quantité m »— a- correspondante qui sera
proportionnelle & ma, — ax,

ma—ay=K (ma,— avy,).

Les quantités

mao,—a-y, Moy — Ay, mo—day .



— 48 —

définissent les tangentes a un réseau. On voit que si x, x, x, désignent les coor-
données du centre de courbure C, le point de coordonnées

X, =z X, =z, X = K‘x,

décrira un réseau rectangulaire dont les deux tangentes appartiennent & un
complexe linéaire.

On pourra prendre comme paramétres directeurs de la normale 4 ce réseau
les quantités

K g, K &, 3.

Ces expressions montrent que la normale au réseau appartient aussi 4 un
complexe linéaire.

Le réseau O considéré est par suite le réseau formé par les lignes de cour-
bure d’'un hélicoide a4 courbure totale constante.

On obtient donc cette propriété.

Etant donné un hélicoide & courbure totale constante les surfaces des cen-
tres de courbure de cet hélicoide sont des surfaces homologiques d’hélicoide
a courbure totale constante.

Cette propriété s’étend immédiatement a tous les réseaux déduits du
réseau décrit par le premier centre de courbure, par la méthode de Laplace.

On voit aussi que par une homologie convenable on pourra transformer
le réseau rectangulaire formé par les lignes de courbure de I'hélicoide a courbure
totale constante en un réseau qui pourra étre considéré comme le réseau décrit
par un des centres de courbure d'un deuxiéme hélicoide a courbure totale cons:
tante.

Cette propriété est encore vraie pour tous les réseaux que I'on obtient en
appliquant au réseau précédent la transformation de l.aplace. Elle montre de
plus que si 'on projette ces réseaux surle plan X, O X, on obtient une suite indé-
finie de réseaux 20 dont les congruences focales sont des congruences H.

Les traces des congruences considérées sur le méme plan donnent également
des réseaux 20 dont les congruences focales sont H. Il en est de méme des
réseaux obtenus en prenant les traces sur le plan X, O X, de la congruence
formée par les normales a I'hélicoide et des congruences qui en dérivent par la
transformation de Laplace.

Proposons-nous de déterminer les cosinus directeurs de la congruence de
normales définie par les paramétres

/. v f
M 1 Pa



— 49 —

Si 'on remarque que dans le cas des hélicoides a courbure totale constante,
les relations

m!
€0s* w + = cos’d
n!
st + B =sin'0
n=mtg o

permettent d’écrire
4 sin? w — 82 cos® w = cos* Hsin? » — sin' § cos® w;-

on vérifie que

sin’ w
K (9% 4- & 2V
(H 1 Pi)+l‘3 .acos.e
Les quantités
cos 0 B, cosf %, cos o
sine sinw -, sinew v,

définissent donc le systéme de cosinus directeurs de la normale.

Nous pouvons conclure de 1a que la quantité -, est une solution de (l’équa—
tion de Laplace, a laquelle satisfont les quantités &.

La vérification de ce fait est d'ailleurs immédiate. Elle tient a ce que -,

est une fonction de u ' » et qu'entre m et n, on a la relation indiquée plus
haut.

On voit de plus que la relation
S+ars=1
peut s’écrire.

+; SiN* © % cos’ v _
sin?f cos’ w —sin’» cos*H  sin? 9 cos’ w — sin® w» cos? §

88+ 0

et que 'on peut poser

. {,;sin ©
sin O = === z =
\ sin®f cos* » —sin*w cos®y

cos B — 53 COS w

\ sin’6 cos’ v — sin’ w cos® §

Les quantités sin &> cos &> sont les paramétres complémentaires qui mon-
trent que la congruence %, 4, %, est une congruence 20.
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L:#s réseaux O conjugués a cette congruence seront obtenus en considérant
les patnts avant pour coordonnées

(v sin o + %, cOs w) &, (vs 8in w 4 3, COS w) B,, (1s sin o =+ & sinw) &,.

La trace de ces réseaux sur le plan X, O X, donne la congruence de para-
metre

&, 4. Ces réseaux ont méme trace que les réseaux O conjugués a la
congruence de normales de paramétres K3, K§g, 5.

Nous avons remarqué au début de ce chapitre que la congruence formée
par les axes des cercles osculateurs a une famille de lignes de courbure était une
congruence 20.

On peut se proposer d’étudier les réseaux O conjugués a cette congruence.
Nous nous bornerons a signaler les résultats auxquels nous sommes parvenu.

Le déterminant orthogonal correspondant a ces réseaux est le détermi-
nant orthogonal correspondant & une famille d’hélicoides. Toutefois la rela-
tion qui lie les rotations m et n est de la forme

e IN + von = constante.

Ce réseau O peut donc étre attaché & un hélicoide qui se déduirait d'un
hélicoide & courbure totale constante par la transformation de Ribaucour.
On établit ainsi une nouvelle relation géométrique entre ces deux familles de
surfaces. .

Signalons aussi que la facon dont nous avons obtenu les surfaces admet-
tant méme représentation sphérique qu'un hélicoide permet de déduire que le
réseau obtenu en projetant sur le plan X, O X,, le réseau décrit par un des
centres de courbure de cette surface est un réseau 20 dont les tangentes décri-
vent des congruences H et qu’il en est de méme pour tous les réseaux déduits
du précédent par la méthode de Laplace.




TRANSFORMATION
DES HELICOIDES A COURBURE TOTALE CONSTANTE

On pourrait se proposer de rechercher si en appliquant la transformation

que nous avons indiquée aux réseaux O plans des hélicoides a courbure totale

 constante on ne peut obtenir de congruences H nouvelles qui seraient la projec-
tion de congruences formees par les normales a un hélicoide.

Les caleuls que nous avons faits, nous permettent de répondre négative-
ment. Nous caractériserons les surfaces transformées en cherchant a déterminer
les fonctions » qui déterminent les surfaces S dont les axes des cercles oscula-
teurs aux deux familles de lignes de courbure appartiennent & un complexe
linéaire.

Nous définirons le réseau () par les équations

T, = qcos>—rsin u
T,=qsiny + rcoss,

les quantités ¢ et r doivent vérifier les égalités

h hl
—Q-——l"—g=0
hI4 av

or o
wti5=0
¢

Si les axes des cercles osculateurs a la deuxieme famille de lignes de cour-
bure appartiennent a un complexe linéaire on doit avoir en outre

ar

’ h ¢
55(“5&)“5#'

%y

uaw 0.

Si la méme propriété appartient aux axes des cercles osculateurs a la
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premiére famille de lignes de courbure il faudra ajouter la condition nouvelle.

hY/ e b1

hi dp

uar au

. - 4. o'r .
Exprimons que les valeurs de —1- et - sont égales. On obtient
dudr " duor

ainsi les conditions

oy do g ' ' |
G0N 38 IR DI AL ORI _53>+° ¢ ou
higanl} o¢ utov du v ou 1 ey 1 i
ou | o ou
12| B dp g My 2
2o T | % 2 0 2 ou dv 20 dudw
r? SL g NS e 4T (e ) QI e Ti=o0.
oou o 1—2¢ Ut du v hY% hls 1%
u au v

Nous n’envisagerons que le cas ol ces relations sont identiquement véri-
fiées. Le systéme forme alors un systéme complet et il existe une simple infinité
de congruences H telles ue les premiéres congruences dérivées par la méthode

de Laplace soit en allant de u vers v soit en allant de v vers u, soient des
congruences L.

I.e cas ou l'on a

o B B
= 3o =0

a et b étant deux constantes liées par la relation

ab:a—{—B

a été envisagé dans la transformation des hélicoides minima.
D’une fagon plus générale on peut étudier le cas ou I'expression

do
1— -5
Qv
- =: constante.
1— sz
ou

Nous écrirons cette relation sous la forme

I h1 '
L—ai=b—a.
u hY4

]
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La fonction » s’écrit alors
2= (u + v)— f (au + bv).

Elle doit satisfaire aux deux équations

. hE ‘1 i\'.a\) % [y % ’+D"g hig] +b3'.o p 0
wavt\ - o ou v a0 v, dudv wu

b hE '1 D«‘;‘) 29 9 ’1 039)’+a’<p[ hi) +aa¢ ay 0
au’av( u/  du u U dudv wm oav s

L’'une de ces équations est une conséquence de l'autre. Si ces relations
sont vérifiées, le réseau O se transforme par la méthode de Laplace en un réseau
Qg (uel que soit le sens dans lequel est faite la transformation.

La premiére relation a une interprétation géométrique immeédiate. Elle
exprime que le réseau O est un réseau £2,,.

o

3

On vérifie facilement que la fonction est une fonction elliptique de

2l

u et de v, et on retrouve ainsi comme fonctions particuliéres les fonctions déter-
minées pour les réseaux rectangulaires des hélicoides a courbure totale cons-
tante. Il suflit de choisir d'une maniére convenable certaine constante d’'inté-
gration.

L.a transformation appliquée aux hélicoides a courbure totale constante
conduit donc a des surfaces nouvelles. Ces surfaces pourront étre choisies de
telle facon que si la congruence formée par les axes osculateurs a la premiére
famille de lignes de courbure appartient & un complexe linéaire la congruence
formée par les axes des cercles osculateurs a la deuxiéme famille de lignes de
courbure soit paralléle 4 une congruence appartenant a un complexe linéaire
ou appartienne elle-méme a un complexe linéaire.

Nous sommes amené ainsi a étudier les réseaux pour lesquels les congruences
décrites par les tangentes et les congruences dérivées par la méthode de Laplace
appartiennent de deux en deux a des complexes linéaires

Considérons un réseau M, désignons par R, R, ... les réseaux qui dérivent
de M par la méthode de Laplace en allant de ce uversvpar§, S, ... les réseaux qui

dérivent de M en allant de v vers u et supposons que la congruence décrite par
la tangente M R, et que la congruence décrite par la tangente R, R, appar-
tiennent toutes deux a des complexes linéaires.

Les propriétés des réseaux étant projectives nous pourrons toujours sup-
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poser que par une transformation homographique convenable on ait ramené
les deux complexes a avoir méme axe central. Cet axe sera pris pour troisiéme
axe de coordonnées.

La congruence décrite par la tangente S, S, est conjuguée par rapport
au complexe linéaire auquel appartient la tangente M R, de la congruence décrite
par la tangente R, R..

Il résulte donc de la que la congruence décrite par la tangente S, S, appar-
tient 4 un complexe linéaire et que ce complexe fait partie du faisceau défini
par les deux complexes primitifs. '

Ainsi le seul fait que les tangentes M R, R, R, appartiennent a deux com-
plexes linéaires entraine comme conséquence que les congruences déduites par
la méthode de Laplace des congruences décrites par les tangentes au réseau M
appartiecnnent de deux en deux a des complexes linéaires faisant partie d’un
méme faisceau. :

On voit de plus que le réseau R, est conjugué du réseau M par rapport au
complexe linéaire auquel appartient la tangente M R,. Le réseau R, est conjugué
du réseau M par rapport au complexe auquel appartient la droite R, R, ainsi
de suite.

Les points ... S; S; R, R; ... se trouvent sur une méme droite qui ren-
contre I’axe central commun des complexes linéaires et qui lui est perpendiculaire.

On voit ainsi que si Pon donne & u et » deux valeurs déterminées, les points
qui décrivent les réseaux se trouvent sur quatre droites rencontrant 'axe ox,
et paralléles au plan x, or,. k

Projetons maintenant les réseaux sur le plan x, ox,. lLes points ... s; s,
r, r, ... projections de ... S. S, R, R, ... se trouvent sur une droite passant
par O, les tangentes au réseau r, sont paralléles aux tangentes aux réseaux
s- 8, r.. Ces différents réseaux se déduisent donc les uns des autres par unc homo-
thétie convenable par rapport a o.

On en deéduit que pour des valeurs déterminées de u et de v les droites S, S,
R, R, R, R, sont génératrices d’'un méme paraholoide. .

Dans le cas ou les complexes n'auraient pas méme axe, ces droites seraient
génératrices d’une meéme quadrique et se correspondraient dans une transfor-
mation homographique.

On peut remarquer aussi que 'on montre ainsi que les complexes auxquels
appartiennent les tangentes M R, et R, R, doivent nécessairement étre diffé-
rents. Si I'angle des deux complexes est commensurable avec = la suite de réseaux



déduite par la méthode de Laplace du réseau M est limitée, on revient au réseau
primitif aprés un nombre fini d’opérations.

Les propriétés signalées sont analogues aux propriétés connues des réseaux
de Wilezynski.




CAS OU LA CONGRUENCE FORMEE PAR LES AXES DES
CERCLES OSCULATEURS A UNE FAMILLE DE LIGNES DE
COURBURE I'UNE SURFACE ADMET POUR CONJUGUEE PAR
RAPPORT A UN COMPLEXE LINEAIRE LA CONGRUENCE
FORMEE PAR LES AXES DES CERCLES OSCULATEURS A
UNE FAMILLE DE LIGNES DE COURBURE D'UNE AUTRE
SURFACE.

Nous avons considéré le cas ou la congruence formée par les axes des cercles
osculateurs a une famille de lignes de courbure d’une surface appartient a un
complexe linéaire. ’

Nous allons étudier le cas ou la congruence conjuguée de la congruence
précédente par rapport a un complexe linéaire est la congruence formée par les
axes des cercles osculateurs a une deuxiéme surface, et nous montrerons que ce
probléme admet des transformations analogues a celles qui ont été étudiées
dans le premier chapitre.

Rappelons, tout d’abord, que si deux congruences sont conjuguées par
rapport a un complexe linéaire, le premier réscau focal de 'une est conjugué
du deuxiéme réseau focal de l'autre.

Deux cas seront alors a distinguer.

Considérons les axes des cercles osculateurs a la premiére famille de lignes
de courbure d'une surface (X) et supposons que la congruence conjuguée par
rapport & un complexe linéaire soit formée des axes des cercles osculateurs a
la deuxiéme famille de lignes de courbure d'une surface (X').

Dans ces conditions, la congruence formée par les normales aux surfaces
(X) admet pour conjuguée par rapport au complexe linéaire la congruence formée
par les normales aux surfaces (X).



Nous supposerons toujours I'axe du complexe pris comme troisiéme axe
de coordonnées.

La congruence formée par la normale aux surfaces X se projette alors sur
le plan X, O X, suivant une congruence H, la congruence formée par les normales
aux surfaces X se projette elle aussi suivant une congruence H. M. Guichard
a établi que les deux congruences ainsi obtenues se correspondaient dans la
transformation par orthogonalité des éléments qu’il a définie.

Il en résulte que les deux congruences projetées onl ¢n méme temps les
caractéres de congruences H et de congruences C,. Un réseau O conjugué a cette
congruence sera donc en méme temps un réseau K et un réseau L.

Inversement, si 'on connait un réseau O jouissant des propriétés précé-
dentes on pourra déterminer des congruences conjuguées a ce réscau (ui seront
en méme temps H et C, leur faire correspondre par orthogonalité des éléments
des congruences avant les mémes caractéres et en déduire des surfaces T possé-
dant la propriété indiquée. _

Nous n’insisterons pas davantage sur ce cas. Nous signalerons seulement
que la détermination des réseaux plans qui sont en méme temps O et L revient
a la détermination des surfaces applicables sur le paraboloide de révolution.

Envisageons maintenant le cas ol la congruence formée par les axes des
cercles osculateurs a la deuxiéme famille de lignes de courbure d’une surface X
admet pour congruence conjuguée par rapport a un complexe linéaire la con-
gruence formeée par les axes des cercles osculateurs a la deuxieme famille de lignes
de courbure d’une surface X',

Nous désignerons par (, le réseau décrit par le deuxiéeme centre de cour-
bure de X par C, le réseau déduit de C, par la méthode de l.aplace en allant
de u vers v.

I.a congruence formée par les normales a surface ¥ aura pour conjuguée
par rapport au complexe linéaire la congruence formée par les premiéres tan-
gentes au réseau C,.

Projetons la figure sur un plan perpendiculaire a I'axe du complexe et dési-
gnons par ¢, ¢, les réscaux projections des réseaux C, C,.

La deuxiéme tangente au réseau ¢, qui décrit la congruence obtenue en
projetant la congruence de normales a X décrit une congruence H.

I.a congruence décrite par la premiére tangente au réseau C, est orthogo-
nale a la congruence en projetant la congruence formée par les normales ala
surface Y. Cette congruence est donc une congruence C.
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Soit M un réseau O conjugué a la congruence H considérée. Il se transforme
par la méthode de Laplace, appliquée deux fois, en allant de u vers v, enun
réseau R qui, conjugué a une congruence C, est un réseau K.

Nous obtiendrons donc une condition nécessaire en traduisant analytique-
ment cette condition.

Désignons par
P&f I M|
t s ‘ : N ‘

Al
-

les valeurs des parameétres normaux et des rotations du réseau R expriméesen
fonction de I’exposition  (u, v) qui définit le réseau M. La condition indiquée
s’éerit
i=2 a h)
S el faldgy M43 INj=O.
On obtient ainsi une équation aux dérivées partielles du sixiéme ordre a
laquelle doit satisfaire s (u, v), dont dépend la solution.
" Inversement, supposons déterminée une solution particuliére : de cette -
équation.
Les parameétres normaux du réseau R sont ainsi définis et il faudra recher-
cher tout d’abord les congruences C qui sont conjuguées a ce réseau.
Cette détermination fait intervenir le calcul des éléments d’'un déterminant
orthogonal de I'espace a4 quatre dimensions dont on connait les rotations

1 b P M|
’és‘ ""h’ tN‘

a toute combinaison isotrope des éléments des deux premiéres lignes de ce déter-
minant correspond une congruence C particuliére conjuguée au réseau R. Nous
aurons donc ainsi un systéme doublement infini de congruences.

Nous remarquerons que la connaissance de deux solutions particuliéres
permettra de ramener a des quadratures la détermination de la solution géné-
rale du probléme proposé.

Désignons par [ une congruence C conjuguée au réseau R. La transforma-
tion de Laplace fera correspondre une congruence g qui, conjuguée au réseau M
qui est un réseau O, sera une congruence H.
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La loi d’orthogonalité des éléments permettra de déduire une congruence
g orthogonale a ! qui sera par suite une congruence H qui se transforme par
'application de la méthode de Laplace répétée deux fois en une congruence [
orthogonale a G qui sera une congruence C.

Nous avons montré dans la premiére partie comment 'on pouvait d’une
congruence plane H déduire une infinité de congruences de normales dont elle
est la projection.

Nous désignerons par G l'une quelconque des congruences de normales
projetée suivant g par G' 'une quelconque des congruences de normales projetée
suivant ¢'.

On pourra déterminer, dans les conditions précédents, une surface ¥ telle
que la congruence formée par les normales a X soit une congruence paralléle
a G et une surface X telle que la congruence formée par les normales soit paral-
lele a GG, Les axes des cercles osculateurs aux deuxiémes familles de lignes de
courbures de ces deux surfaces décrivant deux congruences conjuguées par
rapport a un complexe linéaire. )

On voit aussi, comme dans la premiére partie, que la deuxiéme série de
réseaux O conjuguée a la congruence g fournit une nouvelle solution de I'équa-
tion aux dérivées partielles.

Soit M, un de ces réseaux. R, le réseau K qui en dérive. On connait
une congruence C particuliére conjuguée au réseau R. 11 suffira d'une solu-
tion nouvelle pour déterminer la solution générale par uadratures.

~ Ce probléme est une généralisation de celui que nous nous sommes proposé
au début.

Dans le cas ou les axes des cercles osculateurs a la deuxiéme famille de
ligne de courbure d'une surface appartiennent a un complexe linéaire les réseaux
rectangulaires conjugués a la congruence H obtenue en projetant la congruence
de normales sur un plan perpendiculaire a 'axe du complexe donnent par la
transformation de Laplace appliquée deux fois en allant de u vers v des réseaux K.
On a donc ainsi des solutions particuliéres du probléme plus général. La déter-
mination des surfaces (S) considérées dans la premiére partie, détermine ‘un
groupe de congruences (. conjuguées au réscau K. Il suffit alors de connaitre
une congruence particuliére du groupe pour détruire par quadratures toutes
les autres congruences appartenant a ce groupe et pour déterminer par quadra-
tures toutes les congruences (. conjuguées au réseau.

On peut traiter ce probléine par une deuxiéme méthode qui permet de le
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rattacher aux travaux de M. Guichard relatifs aux équations de Moutard
- admettant un groupe de solutions quadratiques. '
Considérons dans 'espace a quatre dimensions une congruence I qui par
la méthode de Laplace se transforme apres deux opérations en une congruence C.
Désignons par X, X, X, X, les paramétres de la premiére congruence, par
Y, Y, Y, Y, les parameétres correspondants de la seconde. Les quantités X sont

liées par la relation

Xi+ X+ X3+ Xi=0
et si les quantités Y satisfont a 'équation

v Y 1 Al Y
o =

[ du av

4 RY

__l
audv _ h

~

on a en choisissant convenablement h et [
Y4 Y+ Yi Y+ +2=0.

Désignons par M le réseau plan décrit par le point .

Ce réseau est un réseau qui par la méthode de Laplace se transforme en
un réseau R décrit par le point ' ’

J— Yl — Y:
h=YTOY, Y=y, Fiv.

On vérifie en effet que si 'on désigne par 2, %, 4, 4. les paramétres nouveaux

des tangentes au premier réseau par I, I, 7/, 4, les paramétres normaux des
tangentes au deuxiéme réseau, par m n les fonctions de u et » définies par les

égalités
g—h = Im
hlY
_Dl = hn



— 61 —

on a les relations

3 M+ G = )
on

ilt 3% ’h+ ——0-

Relations qui prouvent que le réseau M est un réseau O et que le réseau R
est un réseau K. i

Inversement on peut démontrer que si un réseau O plan se transforme
comme il a été indiqué en un réseau K on peut trouver dans un espace a quatre
dimensions une congruence I qui par la méthode de Laplace se transforme
par les opérations correspondantes en une congruence C.

Pour passer des congruences aux réseaux, il suffit de prendre les traces des
congruences points paralléles car I'hyvperplan dont I'équation est

et de projeter le réseau obtenu sur le premier plan de coordonnées.

Le probléme se transforme de fagon analogue par un passage a4 un espace
a six dimensions.

Une congruence 1 dans un espace a quatre dimensions peut d’une infinité
de maniéres étre obtenu en prenant la trace d'un réseau nul situé dans un
espace a six dimensions sur un hyperplan isotrope et en projetant cette trace
sur I’hvperespace primitif.

A la congruence (. on pourra faire correspondre de la méme maniére une
infinité de réseaux rectangulaires situés dans un espace d'ordre six. lLa con-
gruence C se déduisant de ces réseaux par des opérations correspondantes a celles
qui ont permis de déduire la congruence I des réscaux nuls.

Enfin on peut choisir un réseau nul particulier de maniére u'en lui appli-
quant deux fois la transformation de Laplace, il se transforme en un réseau O.

Nous ramenons ainsi le probléme a la détermination dans un espace d’ordre
six de réseaux O qui donnent par la méthode de Laplace aprés deux opérations
des réseaux nuls.

Nous supposerons que la transformation a lieu en allant de u vers v et nous
désignerons par
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les paramétres normaux de la premiére tangente ou réseau O considéré. On doit
avoir

-,

=0
fﬁ:‘:- 1.

-

Les paramétres normaux des tangentes au réseau nul considéré sont alors
les quantités

. h) & lom > o a’Ln> ; (%% lom .
Sl = — —_——— — 2 ) —— n mn— —— 9 —_— - — 2z,
(51 =5 (au nau "> TRt awov/ (\ou™ nou™

ou on donne a i les valeurs 1, 2, 3, 3, 4, 6.
On devra avoir

i=86
f‘:= . [6:]? =0
L [iEr=o.

Conditions qui s’écrivent

Rappelons que les quantités Z satisfont a I’équation de Laplace '

on 2

e
%5

1'
ou e n

4+ mne,

Q,Jn

o
9

On transforme alors facilement les conditions indiquées.
Si on dérive la premiére équation par rapport & v on voit que I'on a a envisa-
ger_ les deux hypothéses suivantes.

?Ln
du v

1o mn—

3 d
20 ~(Ln=0,
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La premiére hypothése correspond au cas ou les expressions

— —— e — Z

“sont fonctions de la seule variable u. On ne peut dans ces conditions déduire
du réseau O considéré des solutions du probléme.

Dans la deuxiéme hypothése, I’équation de Laplace a laquelle satisfont les
quantités Z est une équation de Moutard

hE

AT

=A

..rn

au ¢

Ies conditions se simplifient, et I'on voit alors que la détermination des
réseaux revient a la recherche de six solutions d’une équation de Moutard telles
que 'on ait

S|
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