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ETUDE THEORIQUE

DES

COMPAS GYROSTATIQUES”

ANSCHUTZ ET SPERRY.

INTRODUCTION.

1. Ohjet du mémeoire. — Les deux premiers chapitres contiennent
Pexposé de méthodes générales permeltant I'étude des compas existants
et de ceux que T'on pourrait imaginer (équilibre apparent et petits mou-
vements).

Dans les chapitres suivants, ces méthodes sont appliquées. d’abord &
I'Anschiitz 1906 qui, & cause de ia simplicité de son principe, constitue
un terme de comparaison inléressant pour apprécicr les avantages des
aulres compas, puis an Sperny (single-gyro) et & la modification Harrison-
Rawlings (Slough). au Sperry (twin-gyro). et enfin a ' Ansclaits a trois gyros.

2. Mistorique ®. — La pensée d'uliliser un gyrostat pour mettre
en évidence la rotation de la terre a été émise par plusieurs auteurs au
milieu du vin® siecle ; mais L. Foucaurr (3, le premier, réalisa un appareil,
qui permit une vérification qualitalive. Ces expériences furent reprises
sous une forme variée: en 1878, I'américain Horkins utilisa un gyro en-
tretenu éleciriquement. En 1882. Ph. Giurert ") introduisit action de la
pesanteur qui, plus tard, devait permettre la réalisation du compas
gyrostatique. En 1884, W. Tnomson (® suggéra des méthodes susceptibles

M Le mot gyroscope ayant été introduit par L. Fovcawer (1, p. 491 & fi-4) pour dé-
signer des appareils destinés a montrer «si et dans quel sens un corps auque? ils sont
fisés poursut sa rolation dans lespaces, il m'a semblé qu'il v avait intérét a éviter cette
expression lorsqu'il s'agit de désigner un corps de révolution mobile autour de son axe
de figure dans une armature. Jemploierai done la locution anglaise gyrostatic compass.

) On trouvera des renseignements historiques et bibliographiques dans Encyllopadie
der Mar. Wass, 1; A. WinkeLnany, |, p. 187 & 1891 dans Ph. Gisenr, 15 dans 0. Mar
menssen, 1, 25 dans H. VMavwen, 1: dans The Sperry Gyrocompass. .., 75 voir aussi
P. AppeLL, 1, L II, p- 2735 I, Kuew et A. Sommerrern, 1. Le Lehrbuch fur den Unterricht

tn der Navigation, 3, contient une hibliographie interessante sur la question particuliére
des compas.

®) L. Foucaurr, 1.
®) Ph. GiLoert, 1.
) W. Tuomsox, 2; voir aussi A. Gray, 1.
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de déceler la rotation terrestre par un gyro et permettant de construire
un compas gyroslatique. En méme temps, E. Dusois () réalisait un com-
pas : essayé par la marine francaise il donna des dcarts inférieurs & 5°.
En 1886, ce fut le Hollandais Maxivus Gerarpes van pex Bos. En 1904,
A. Foppu () réalisait un appareil entretenu électriquement qui permit une
vérification quantitative assez précise. Puis ce furent les essais de H. Aws-
cuutz-KAEMPFE qui, en 1906, aboutirent a 1a construction de son premier
compas. Ce compas resta sans concurrent sérieux jusqu'a lapparition,
vers 1911, du compas américain Sperry (single gyro) qui, grice & un per-
fectionnement important (1914), montra un premier effort pour soustraire
le compas aux causes perturbatrices a bord d'un bitiment. Vers 1912,
H. Anscuiitz censtruisit un compas  trois gyros qui, parfaitement stabilisé
daps tous les azimuts, se comporte bien au roulis. Puis la maison Sperry
construisil un compas a dewr gyros, qui ne réalisa pas les avantages espérés;
elle adopta finalement 1a modification Harrison-Rawlings dite Slough ima-
ginée au laboratoire de la marine anglaise '8/,

La théorie du compas gyrostalique sous la forme simple correspondant
a I'Anschutz 1906 a fait Tobjet de plusieurs articles: en 1904, A. Foppr
donnait I'équation du mouvement de son appareil; en 1906, O. MarTiENS-
sex (9 donnail les premiers éléments de la théorie de I'Anschulz, puis
M. Scuurer, en 19101, En 1911, O. Martieassen ' donna I'équation du
mouvement oscillatoire en tenant compte du systeme amoruisseur, indiqua
I'influence de la vitesse du baliment et étudia les déviations halistiques
dues aux changements d'allure ou de cap ; mais il ne lint pas comple, dans
cette ¢tude, de Tinclinaison du compas dans le vertical E-W, qui consli
tue un inconvénient de I'Anscluitz 1906. It étudia enfin la déviation per-
manenle causée parv le roulis. On trouve dans F. Kuein el A. Sonmerreno (12
une étude de l'oscillation, en tenant compte de 1a nutation pour des dé-
viations en azimut damplitude finie''".

Le compas Sperry (single-gyro) ne semble avoir été I'objel que d'articles
ou de notices théoriques élémentaires. Le principe du compas, l'influence
des accélérations du bitiment, Uinfluence du roulis y sont étudiés élé-
mentairement %), Le pendule gyro-balistique. dont la fonction est de rester
vertical malgré les accélérations du batument est supposé la remplir et ne
pas réagir sur I'élément sensible du compas. Cetle question sera étudiée
plus loin.

© E. Dusoss, 1.

™ A. Forerr, 1.

® En Angleterre, G. Brown conslruisit un compas dont on trouvera le principe dans
G. Brown, 1. Voir aussi Excingening, 17.

® (). MarTiENsseN, 1.

(0 M. Scuueer, 1.

(M 0. ManTiENssEN, 2.

M F. Kee et A. Sommerrero, 1, t. IV, p. 845 & 863.

(" Voir aussi II. Lams, 13 P. Lemaire, 13 A, Lucas, 1.

8 The Sperry Gyrocompass, 8. l.e compus gyroscopique Sperry, 9. The Sperry Gyro
compass. T, contient des considérations théoriques élémentaires par I1. L. Tanyer. Voir
L. M. Nutron, 1. Voir aussi A. Lucas, 15 A. Lepsctensn, 15 A. Bavee, 13 J. Pervanon, 1.
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Les notices relatives au Sperry (fwin-gyro) 1) contiennent des raisonne-
ments élémentaires trées obscurs sur la maniére dont le compas se com-
porte. Ge compas me parait peu susceptible d'une étude élémentaire.
L’étude théorique que j'en ferai montrera dans quelle mesure ces raison-
nements sont justifiés.

Jétudierai enfin le compas Anschiitz & trois gyrostats. Le Lehrbuch
(note 2, p. 5) contient des considérations élémentaires sur ce compas. La
notice (19) n’en donne aucune théorie, méme élémentaire (17)(18),

CHAPITRE PREMIER.

EXTENSION DES EQUATIONS DE LAGRANGE ET DES EQUA-

TIONS DE M. APPELL AUX SYSTEMES COMPORTANT UN
ASSERVISSEMENT.

3. Les théortmes généraux de la mécanique (en particulier le théoréme
du moment cinétique) sont commodes pour une étude élémentaire des
compas, mais leur application & une étude plus précise présente des diffi-
cultés d’ordre pratique, que T'on peut éviter par 'emploi des équations de
Lagrange ou des équations de M. Appell.

Je vais rappeler les conditions dans lesquelles ces équations s’appliquent;
je montrerai que ces conditions ne sont pas réalisées dans les systemes qui,
comme les compas Sperry, comportent un asservissement, mais jindi-
querai les modifications & apporter pour permettre cette application.

4. Liaisoms. — Si les paramétres ¢,, ¢,, . . ., ¢, dont dépendent la
configuration et la position d’un systéme sont liés par un certain nombre
d’équations finies de la forme

¢(ql’ q?""’qna t)=0,

on dit que le systeme est holonome; il en est ainsi, par exemple, d'un
systtme de solides invariables en contacl entre eux et avec des obstacles
élrangers fixes ou de mouvement connu d’avance en fonction de ¢.

% The Sperry Gyrocompass Mark III, 11 Elementary theory of two gyro compass, 12 :
Le compas & deux gyroscopes Sperry, 13. Voir dans J. Prroceox, 1, une étude théorique.

0 Le compas gyroscopique Anschutz, 6. Voir note 76, p. 106.

7 Jai donné (H. Brenin, 2) quelques résultats théoriques relatifs au ‘compas Sperry
(twin gyro) el au compas Anschutz & Lrois gyros.

8 On trouvera dans G. Broww, 1, des considérations élémentaires intéressantes sur
les compas gyrostatiques. Voir aussi G, B. Hanmson, 1, F. Mancurr, 1,
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Si certaines liaisons s'expriment par des équations non intégrables
entre les paramelires el leurs dérivées par rapport au lemps, le systéme
est dit non holonome. 11 en est ainsi, par exemple, de solides assujettis a
rouler les uns sur les autres sans ohsser Les équations qui traduisent ces
conditions sont linéaires par rapport aux dérivées premléres des para-
métres : ce sont des liaisons Linéuires du premier ordre !

Dans ce que je viens de rappeler, les liaisons sont considérées & un
point de vue purement analytique, indépendant de la maniere particuliere
dont elles sont réalisées.

Or, peut-on fuire abstraction de la maniéve dont une liaison est réalisée? En
d’autres termes, le mouvement d'un systeme est-il entiérement déterminé
par les équations de liaison ct par les valeurs initiales des paramétres
(1> 9o - - - » ¢ el de leurs dérivées premieres?

La question a fait T'objet de nombreuses études )5 je résumerai quel-
ques-uns des résultats relatifs aux systemes holonomes et aux systtmes
non holonomes avec liaisons linéaires du premier ordre.

Une liaison L d'un systéme = peut étre réalisée avec ou sans le secours
d'un systeme auxiliaire 2. Dans le premier cas, la réalisation de la liaisen
est dite parfaite. si lintroduction de ce systtme n’apporte aucune restriction
au déplacements mfiniment petits du systéme = qui sont, par suite, tous
les déplacements compatibles avec la liaison L. Elle est imparfaite, sil
restriction des déplacements infiniment petits.

Ainsi, par exemple, le dispositif suivant, cité par M. Detassus, réalise
imparfaitement la liaison : —=a imposée 4 un point matériel de coor-
données ., y, z : la fourche d’'un monocycle de rayon a est maintenue
verticale au moyen d'un trépied reposant sur le plan P (2 =0). Le mono-
cycle touche le plan P, et le frottement est supposé suffisant pour que tout
glissement soit impossible. Au centre du monocycle est attaché le point
matériel.

Le point constitue le systtme =; le monocycle, la fourche, le trépied
constituent le systeme aunilinire .

Ce disposilif permet évidemment au point matériel d’occuper toutes les
positions du plan Q (z  «). et réalise, par suite, la liaison donnée; mais
il la réalise imparfaitement. car, dans tout déplacement infiniment petit du
systtme ZX . le déplacement du point matériel est évidemment dans e
plan de la roue, donc n'a pas une direction arbitraire dans le plan Q :
il y a restriction.

Si, au contraire, on attachait le point au centre d'une sphére de
rayon a roulani sans gliscer sur le plan P, on obtiendrait une réalisation
parfaite de 1a méme liaison.

On vérifie facilement qu'une réalisation imparfaite provient nécessai-
rement de liaisons non holonomes.

5. Application du principe de d’Alembert.

Les liaisons L

19 Voir & ce sujet P.Apesir, 1 4 55 J. Havamano, 1; E.Derassus, 1, 2; P. Aerere, 2,
donne de nombreuses mdlcalmm lublmgraphnqum
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imposées & un sysléme = élant réalisées au moyen d'un systtme auxi-
liaire =, japplique le principe de d’\lembert au systeme 23, : le travail
virtuel des forces d'inertie, des forces données et des forces de liaison est
nul dans tout déplacement, en particulier dans lout déplacement com-
patible avec les liaisons du systéme 23, telles qu'elles existent & I'ins-
tant L.

Si les forces de liaicon, c'est-a-dire les forces dont le but est d’assurer
les diverses liaisons, ont un travail nul dans chacun de ces déplacements, si,
d’autre part, les forces d'inerlic du systeme =, sont négligeables (masse
de =, négligeable), ainsi que les forces données appliquées & 2, les
forces d'inertie du systéme = et les forces données qui lui sont appliquées
tigurent seules dans I'équation de d’Alembert.

Si le systeme X, réalise parfuitement les liaisons, les déplacements du
systtme 2 compatibles avec les liaisons du systéme =X, sont les mémes
que les déplacements compatibles avec les liaisons L, de sorte que I'équa-
tion de d’Alembert est la méme ct sapplique aux mémes déplacements
que si les haisons L ¢taient réalisées sans le secours de =,. Le mouvement
du systeme 2 est déterminé par les équations qui expriment les liaisons L, el par
les valeurs initiales des pavaméties el de lewrs devivées premiéres (positions el
vitesses iniliales ). 11 est indépendant de lo maniéve dont les linisons Li sont réah-
sées, en particulier du systeme awriliaive =,

Si, au contraire, X, réalise imparfaitement les liaisons L, T'application
du principe de d'Alembert au systtme ==, ne donne qu'une parlie des
équations susceplibles de déterminer le mouvement, qui dépend, par suite,
du mode de véalisation des linisons.

Mais ces résullats supposent essentiellement que le travail des forces
de liaison est nul dans tous les déplacements compatibles avec les liaisons,
telles qu'elles existent a I'instant t.

Or, malgré le caractére assez général laissé le plus souvent & la nature
des forces de liaison. il ne semble pas que les auteurs aient eu en vue
— pour me borner aux liaisons du premier ordre — des liaisons expri-
mant autre chose que des condilions de contact, ou de roulement sans
glissemen! ou sans pivotement, des forces de liaison autres que les forces
de contact correspondantes. Les obstacles étrangers sonl supposés fixes ou
de mouvement connu d’avance en fonction de .

Dans ces conditions. 'hypothése fondamentale énoncée ci-dessus sur la
valeur nulle du travail des forces de liaison équivaut & la suivante sur
la nature des corps considérs :

La résistance au roulement est négligée en lous les conlacts; 13 od il y
a pivotement. la résistance au pivotement est aussi négligée; 13 ou il y a
glissement, la véaction est, en outre, supposée normale : en dautres
termes, loute cause de dissipation d'énergic est négligée.

Ces propositions s’appliquent a des systemes de solides invariables, et
s'étendent & des liquides incompressibles, a des fils ou & des membranes
parfaitement flexibles el inextensibles, & condition qu'il n'y ait pas viscosité
ou raideur, d’une maniére générale a toul sysléme qui ne soit susceptible



— 10 —

ni de contraction, ni de dilatation. et ne présente aucun phénoméne com-
portant dissipation d'énergie.

Laissanl de c61é les syst®mes susceptibles de contraction ou de dila-
tation, je reviens i la question posde ci-dessus (S 4) :

Peut-on faire abstraction de la manitre dont une liaison est réalisée?

I semble, d’apres ce qui vient d’étre rappelé, ue la réponse doive étre
affirmative, toutes les fois qu'il s'agira de systemes ne comportant pas de
dissipation d'éncrgie et de réalisations parfailes. En particulier, il semble
que ce soil le cas de liaisons holonomes sans frottement.

Je vais montrer qu'il n’en cst rien : il exisle, au contraire, une caté-
gorie importante de mécanismes qui réalisent les liaisons par une méthode
toute différente de celles qui viennent d'étre examinées. Pour ces méca-
nismes, la réponse & la question précédente est négalive : on ne peut faire
abstraction du mode de réalisation des laisons.

6. Mécanismes comportant un as<ervissement. — Les
liaisons réalisées par ces mécanismes peuvent étre quelconques; elles sont
le plus souvent holonomes. Mais, au lieu que ces réalisations soient, pour
ainsi dire, passives, obtenues par simple contact. elles utilisent des forces
quelconques (forces électromagnétiques. pression d'air comprimé, ete.),
en un mot, des sources d’énergie auxiliaires . qui entrent en jeu automatiquement,
et sont antomatiqguement dusées de maniére i réaliser i chaque instant telle ou lelle
litson. On peut méme imaginer un dtre animé agissanl par contact, et
réglant son action de maniére & réaliser telle ou telle liaison.

Soit un solide =, par exemple un disque. mobile autour d'un dia-
métre A sous f'influence de certaines forces données. Un solide X, par
exemple un anneau concentrique, de diamétre A, est mobile autour de A
sans avoir aucun contacl avec 3. L'anneau X, porte une roue dentée a
d’axe A. engrenant avec un pignon b calé sur F'arbre d'un motenr M. I
esl facile d’'imaginer un dispositif®" qui, sans agir directement ni sur = ni
sur 2, mette e moteur M en marche, dans un sens ou dans l'autre, loutes
les fois que = et 2| ne sont pas dans un méme plan. Si @ et a, sont les
azimuls de 2 et de X, la liaison

o ==,

se trouve ainsi réalisée : de sorte que Panneau =, suit le disque 2 dans tous
ses mouvemenls autour de A, sans éive enirainé par lui. Tl est évident que la
manitre dont se comporte ce systtme n'a rien de commun avec la manicre
dont il se comporterait si = entrainait =, par contact direct : <i, par
exemple, un petit ressort fixé & X, sappuie sur =, le systtme prendra
une rotation uniformément accélérdée dans le cas de I'asservissement, alors
qu'il resterait évidemment immobile dans 1a seconde hypothese.

Quelles sont, dans I'exemple précédent, les forces de liaison du systéme?

) Voir la description du Compas Sperry ( The Sperry Gyrucompass , 7).
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Si je considére le systéme 23, ces forces sont, d'une part, les réactions le
long de T'axe A qui sont des forces de liaison ordinaires, el les réactions du
pignon b sur la roue a. Ges réactions, qui jouent un réle capital dans le
probléme, ont un rcaractére tout & fait spécial, car le pignon b (obstacle
étranger) qui les exerce n’esl pas lire, ni de mouvement connu d’avance
en fonction de ( : c'e<t un obstacle dont la position est connue & avance en fonction
des paramétres (ici a, o) dont dépend le systeme considéré X

Si jenglobe dans le systéme considéré le rolor Rk du moteur M, les
forces de liaison sont, oulre les actions de contact des obstacles fives et
les actions au conlact RZ,, qui sont des forces de liaison ordinaires, les
actions électromagnétiques auxquelles le rotor est soumis de la part du
stator. Ges forces ont, en eflet, le caractére des forces de liaison : elles sont
inconnues , mais on sail quelles ont la valewr qu’d faut powr assurer la liaison
considérée.

Dans tout déplacement élémentaire compatible avec 1a liaison a=a,,
les forces de liaison ordinaires ont un travail nul; au contraire, les autres
forces de liaison — qu'il s'agisse des réaclions d'obstacles étrangers dont
la posilion dépeund des parametres a, a,, ou de ces aclions électromagné-
liques s'exercant a distance sur le rolor — ont un travail différent de zéro.
Et cest en cela ue les mécanismes comportant un asservissement se dis-
tinguent des aulres.

7. Ewnde générale des méecanismes comportant un asser-
vissement. Principe de @ Alembert. — Soil un systéme matériel =
ne présentant aucune cause de dissipation d’énergie. Je suppose en oulre
quaucune partie de ce systeme ne soil susceplible de contraction ou de
dilatation, a T'exception de ce qui sera admis ci-dessous.

En tenant comple des contacts qui lui sont imposés, ce sysléme est
suppos¢ dépendre d'un nombre limité & de parametres q,, qo. . . ., g, de
telle maniére que les coordonnées .z, y, z de chaque élément de = soient
des fonctions connues d’avance de ces parametres et, peut-étre aussi. du
temps ¢ :

(1 2= (o eor )5 Y= 2

Certains des obstacles étrangers avec lesquels = est en contact sont
fixes, ou dépendent de ¢; d'autres, par suite des contacts imposés, sont
supposés dépendre d'un certain nombre k des paramétres précédents,
s0it q,, ..., @i, et, peut-étre aussi, de .

Ces conditions de conlacl sonl des luaisons holonomes par conlact.

Je suppose en outre e systéme soumis & certaines relations non holo-
nomes, c'est-a-dire que les parameétres ¢, . . ., ¢ sont liés par un cerlain
nombre p de relations différentielles exprimant des conditions de roule-
menl sans glissement ou sans pivolement en certains contacls. Ces relations
permeltraient d’exprimer les p variations ¢lémentaires

Ans s dfnsas - e fnsy (n+p=h),
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en fonction de dg,, dg,, . . ., dg, et de dt; elles sont de la forme

Adg, + - -+ Adgy+ Adt=o,
(2) (p relations) { B dg,+ - - - 4 Bydg,+ Bdt=o,

LR I A )

Ces conditions sont des [iaisons non holonomes par contact. Ce sont ces deux
seuls types de liaisons que l'on rencontre dans les problémes courants.

Dans tout déplacement élémentaire compatible avec les liaisons, telles
quelles existent i l'instant ¢, c'est-i-dire dans lesquelles dt est nul,
et dg,,.... dg, arbitraires, les réactions mutuelles entre les corps du
systtme ont un (ravail nul, ainsi que les réactions d’obstacles fixes ou
dépendant de 1. Jo dirai que ces réactions sont des forces de linison de pre-
micre espece.

Le systtme 2 est supposé soumis, en outre, & d’autres liaisons, que
jappellerai fiaisons par asseicfssement. s'exprimant, elles aussi, par des
équations flinies ou par des équations différentielles linéaives, mais ré-
alisées au moyen de forces lout & lait diiérentes : ces forces, que J'appel-
lerai forces de linison grénéralisées ou de dewvieme espéce. sont appliquées a des
corps du systéme : elles peuvent éLre extérienres ou intérieures.

Dans 1e premier cas. ce sont. soit des actions a distance, électromagné-
liques ou autres, qui sonl véglées antomatiquement de maniere a assurer la
liaison finie ou differenticlle quielles sont chargées de rvéaliser, soit les
actions de contact des obslacles élrangers. dont a position a élé supposée
dépendre de ¢, .. .. qi- 1+ et dont le mouvement doit étre véglé automati-
quement de telle mamere que certaines équations finies ou différentielles
soienl vérilices & chaque instant par les parametres ¢ ',

Si ces forees de liaison de deuxieme espéce sonl inlérieures, ce sont, soil
des actions & distance, électromagnéliques. soil des efforts intéricurs dans
des corps susceptibles de contraction ou de dilalation (air comprimé, muscles
d’un étre animé), efforts qui sont véglés antomatiguement  — par exemple,
par la volonté de Pétre animé de maniere & réaliser telle ou telle

29

liaison ),

Le systtme 2 pourra élve constitué par un moleur électrique dont la
vilesse @ serait indépendante de la charge, comme serail, par exemple,
dans certaines limites, un moteur-dérivation. La liaison d’asservissement
ainsi réalisée serait de la forme

df = wit.

) 1 est intéressant de remarquer que ces actions de contacl onl un caractére mixte,
étan! ascociées, d’'une part, & des liaisons par conlacl, et, d'aulre part, i des liaisons par
asseryvissement.

™ Sauf cette exception, comme il a été admis au début de ce paragraphe, le wysiéme
ne sera pas supposé compressible.
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Le systeme pourra étre constitué par un cycliste et sa machine; le cycliste
pourra contracter ses muscles, non pas d'une quantité donnée, mais d'une
quantité dosée de telle maniere que cerlaines liaisons se trouvent réalisées :
il réglera laction de ses jambes de maniére a réaliser une vitesse anpulalre
constante, ou bien il contractera les museles du corps de maniére a réaliser
une inclinaison du cadre fonction de 1, ete. Les méthodes indiquées ci-
dessous permeltront d’étudier la variation des paramétres inconnus.

On pourrait imaginer aussi, comme application, un navire = dont une
partie o de la cargaison serail mise en mousement aul:onmllquement par un
moleur, de maniére & réaliser cerlaines liaisons : on pourrait. par exemple.,
comme condition d’asservissement, oblenir que le pavire restdl conslam-
ment vertical, ce qui réaliserait un stabilisatear de roulis; un petit appareil
gyrostatique, basé sur le principe du stabilisateur Schlick, indiquerait a
bord 1a verticale vraie; le moteur d'asservissement entrerait en aclion deés
que cette verticale ne serait pas dans le plan de symétrie du navire. On
pourrait aussi régler le mouvement de o de manitre a réaliser telle relation
entre sa position el Pinclinaison du navire. On pourrait ainsi changer a
volonté la période d’oscillation du navire ct éviter. le cas échéant, le syn-
chronisme de la houle. On pourrait régler e mouvement de o de maniere
a réaliser telle relation entre sa position et la vitesse angulaire du navire,
ce qui permettrait d’amortir les oscillations, etc. Les forces de liaison de
deuxiéme espece seraient ici les actions mutuelles de = et de o.

Un systéme matériel présentant des forces de liaison de deuxiéme espéce
sera dit comporter un asservissement. It est manifeste que le travail virtuel des
forces de liaison de dew.ciéme 0spece est généralement dyférent de zéro.

Ces définitions posées, je suppose que les relations d'asservissement
soient au nombre de 1. les unes finies, les autres différentielles, de la

forme
(&(q s s )=0;...;

51d<11+€2d<12+ ce +Ehdq;.+edt=o;. .

(8)  (r relations)

Les déplacements virtuels du systéme, compatibles avec les liaisons
par contact, telles qu'cles existent a I'instant ¢ (&t=0), s'obtiennent en
prenant arbitrairement k— p des varialions élémentaires Jql, .o Ok
les p autres élant définies par les relations (f) qui se réduisent ici &

[ Adg, + -+ Adgi=o0,
@) (p relations) ¢ B,dg, + - - - + Bidgs =0,

Parmi ces déplacements, il en existe pour lesquels on peut affirmer
a priori que le travail des forces de liaison de deuxieme espéce est naul,
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sans connaitre autre chose que leur mode d’action ®®): je suppose que ce
soient ceux qui vérifient simultanément les; relations

adq+ - - +udp=0,
(4) (j relations) { ....... ...t .

, llé‘ql +... +lh3qh=0.

Le principe de d'Alembert appliqué & 'un quelconque de ces déplace-
ments s'exprime par I'équation

(5) Sm(z'dx 4 y'dy + <'82) = Z(Xdx + Ydy + Zdz),

le signe = du premier membre s'étendant & tous les éléments du systéme,
m désignant la masse de I'un de ces éléments, x". y', 2", les projections
de son accélération, le signe I du second membre s'étendant a toutes
les forces données X, Y, Z. Il est ¢évident, en eflet, que, pour ces dépla-
cements, les forces de liaison, qu'elles soient de premiére ou de deuxieme
espice, ont un travail nul.

Cette équation se décompose en h-p-j, puisque, les h varialions élé-
menlaires dq,, - - -, 3y, élant assujellics aux p relations (2') et aux j rela-
tirns (4), h-p-j de ces variations seulcment sont arbilraires.

Pour écrire effectivement ces équations, j'emploie la méthode des mul-
tiplicateurs de Lagrange : ., y, : étant exprimés en fouctions de ¢,, - - -,
g, t par les équations (1), le premier membre de I'équation (5) est la
somme de & termes de la forme

y O » n 2
(6) é‘qu(.c % +y b% +: a—q) =Pdq,

ol ¢ désigne 'un quelconque des b paramétres. Le second membre est la
somme de / termes de la forme

oz Yy dz
() 33 (x R 371) — Q8.

09 8i deux solides S et S' du systtme exercent P'un sur P'autre des actions F, F
forces de liaison de seconde espéce, le travail virtuel de ces deux forces est indépendant
des aves de rélérence, puisque ces deux forces forment un systdme équivalent a zéro.
Je rapporte au ~olide §'. Seule, la foree T, appliquée & S, produil un (ravail. Le dépla
cement virtuel étant supposé ellectué dans le temps fictif v, ce travail a pour expres

sion :
(U 4 UyY + U,Z + pL + gM + #N) 87,

X, Y, Z, L, M, N désignant les coordonnées de F par rapport & des axes quelconques,
P, q, 7 U, Uy, U, celles du systéme de vecteurs qui caractérise les vitesses virtuelles
des divers points de S par rapport au solide ' (H. Bremy, 1, t. I, p. 131). Celte ex
pression esl lindaire par rapport aux d8¢. S'il sagit d’un cyclisle, on immobilisera les
articulations commandées par des muscles dont les efforls intérieurs sont des forces de
liaison de deuxidéme espéce, laissanl libres celles qui sonl commandées par des muscles
dont 1'action serait nulle ou donnée a I'avance.
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L’équation de d’Alembert s'écrit

@  (P,—Q)d+(P,— Q)+ - - -+ (Pi—Qi)dp=o.

A cette équation, J'ajoute les p relations (2') respectivement multipliées
par les coefficients A, M, - - -, et les j relations (4) respectivement multi-
pliées par A, g, - - -, ces coefficients A, M, ..., X, p, - . - constituant
p -+ j inconnues auxiliaires. J'obtiens 'équation

9  Z(P,—Qi-+AA+MB 4 - A 4pb+ - )3q =0,

ou ¢ représenle les indices 1, 2, - - -, . Les multiplicateurs A, M, .. -,
X, @, - - peuvent étre choisis de maniére que les coefficients de p+
des variations d¢, soient nuls, car il est bien entendu dans ce qui précéde
que les relations (2) et (4) sont indépendantes. L'équation (9) devra étre
vérifide quelles que soient les h-p-j autres variations dy,. de sorte que les
coeflicients de ces h-p-j variations dans I'équation (9) devront, eux aussi,
étre nuls.

En résumé. le probléme se rameéne & résoudre les h équations

P,—Q,+AA, +MB,+ - +da, - pb + - - =0,
(10) ¢ P2—Q2+AA2+MB2+"’+)‘a2+”’b2+"'=0’

-----------------------------------------

auxquelles il y a licu d’adjoindre les p équations (2) exprimant les liai-
sons non holonomes par contact et es » équations d’asservissement (3),
soit, en tout, h-4p - équations & h+p-j inconnues (q,, - - -, Gi,
A,M, ....)\,#, .)

S'il arrive que » soit supérieur & j, le probléeme est généralement im-
possible, c'est-a-dire qu'il n'est pas possible de réaliser un nombre de
liaisons d’asservissement supérieur au nombre de condilions restrictives
qu'il faut imposer aux parameélres ¢ pour annuler le travail virtuel des
forces de liaison de deuxieme espéce.

Si r est ¢gal &, le probleme se résoul par les équations (2), (3) et (10).

Si r est inférieur a j, le mouvement est indéterminé : on congoil
d’ailleurs que, si la fonction que doivent remplir ces forces de deuxiéme
espéce, n'est pas suffisamiment définie, leur élimination devient impos-

sible, et que le mouvement ne peut s'étudier sans qu'on se les donne
partiellement.

8. Cas particuliers. — 1° Je suppose que les équalions (2) qui
expriment que les déplacements virtuels sont compatibles avee les liaisons
non holonomes par contact et les équations (4) qu'on est conduit A intro-
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duire pour annuler le travail des forces de liaison de deuxidme espéce,
soienl résolues par rapport aux p -+ j=m varialions dg,, - - -, 97, :

311 __“ﬁ"rn+13qm+:+ st ‘I‘le"h&lh,
(11) e e
é\qm= ’in}+13qm+u T+ +J(h3qh,

les multiplicateurs de Lagrange deviennent inutiles; remplacant, dans
I'équation (8), dg,, - - -, d¢n par ces cxpressions, j'obliens une équation
linéaire en 8¢my,, - - -, I, qui doil étre vérifiée, quelles que soient ces
variations, d’'out & — m équations de la forme

(12) Pm+1_ Qm+s‘|" c}l'3vn-}4(P1 - Q:) tt + ’(m“(pﬂ - Qm) =0,
ou ¢ désigne I'un des nombres 1,2, - -+, A —-m'.
A ces équations, il y a lieu d’adjoindre les p équations (2) et les r équa-

Lions (3) d’asservissement.

Y. 2° Siles équations (11) se réduisent a

(13) 2q1=0, M) é\qm=0,
les équations du mouvement se réduisent & la forme simple
(l[') Pm+l=Qm+n MY PII:QII.'

10. 3° Je suppose que les forces de liaison de seconde espéce soient
uniquement les actions de contact d’'un systéme auniliaire =, d'obstacles
mobiles, dont la position dépend de certains q,, - - -, g, des parame-
tres ¢,, - - -, g Dans ce cas, les relations (4) sont

(15) 9, =0, -, =0,

car ¢’est en laissant fixes ces obstacles qu'on annulera le travail de leurs
actions sur le systéme donné =. Les multiplicateurs A, u. - - - deviennent
inutiles, car I'équation (8) ne contient plus que dguyy, ..., ogi. Les
équations (10) se réduisent aux suivantes, au nombre de b —k,

Pk+:—’Qk+a+ AAk+a+MBk+1+ cee=0,

(16) e e )
Pi— Qi+ AA+MB, 4. .- =0,

amquelles, comme dans le cas général, il y a lieu d’adjoindre les p équa-~
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tions (2) et les r relations (3), soit A —k +-p 4~ relalions & A p incon-
nues. Le probléme est déterminé, si le nombre d’équations d’asservis-
sement est égal au nombre k de paramétres dont dépend le systéme
auxiliaire Z,.

11. #° Les hypotheéses étant celles du paragraphe précédent (10 3°),
je suppose, en outre, que les liaisons par contact du systeme soient loutes

holonomes (p = 0): les multiplicateurs A, M, - - . deviennent, eux aussi,
inutiles, et les équations (10) se réduisent aux h — k suivanles :
(17) Pk+l=Qk+“ ) thQh’

auxquelles il y a lieu d’adjoindre les r équations (3) exprimant I'asservis-
sement. Les inconnues sont uniquement ¢,, - - -, ¢

12. Remarqgue. — 1° Dans les systémes sans asservissement, leg
déplacements virtuels auxquels on applique I'équation de d’Alembert sont
ceux qui sont compatibles avec toutes les liaisons. Dans les systémes com-
porlant un asservissement, cc sont des déplacements tout différents : on
a ainsi en évidence les raisons analytiques de la différence qui existe entre
ces deux catégories de systemes, et F'on congoil tout lintérét qui s'attache
au point de vue industriel, aux mécanismes qui comportent un asservis-
sement.

13. 2° Dans le cas ol les forces de liaison de deuritme espéce sont
uniquement les réactions d’obstacles mobiles dont la position est fonction
de certains paramétres ¢ (S 10, § 11), la solution du probléme est indépen-
dante de I'inertie de ces corps et des forces données qui leur sont appli-
quées.

Si donc, dans un systéme soumis & r relations d’asservissement, on
peut faire deur parts 3. 3, . telles que le systtme partiel 2 ne soit sou-
mis & aucune force de liaison de deuxiéme espéce, en dehors des réactions
du systeme X, si, d’autre part, le nombre de paramctres dont dépend
ce systeme X, est égal au nombre de conditions d’asservissement, Finerlie
et les forces donnces appliquées & =, n'influent pas sur le mouvement
de 2;1a méthode indiquée aux paragraphes 10 et 11 permet de mettre le
probléme en équations sans introduire ni ces forces d'inertie, ni ces forces
données. Le systtme partiel joue alors un role auxiliaire. Ce cas particu-
lier se présente fréquemment dans les applications.

14. l’;quilibre des systemes comportant un asservisse-
ment. — Le principe de d’Alembert donne les conditions d’équilibre,
si T'on y supprime les P, termes provenant des forces d'inertie du systéme
considéré. Les équations (10) relatives au cas général et les équations (12),
(14), (16) ou (17) relatives aux cas particuliers étudiés donnent donc les
équations d’équilibre, si 'on y remplace les P par zéro. A ces équations il
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y a lieu d’adjoindre celles des équations d’asservissement (ui sont finies;
les équations différentielles exprimant des liaisons non holonomes, que
ce soit par contact ou par asservissement, ne sont évidemment pas &
adjoindre : elles sont identiquement vérifides.

15. Extension des égquations de Lagrange. Les condi-
tions étant les conditions générales définies au paragraphe 7, les coordon-
nées x, y, z des différents éléments du systéme considéré X s'expriment
par des expressions finies (5 7, éq. 1) en fonction du temps ¢ et des para-
metres ¢,, ..., i dont dépend le systeme lorsqu’on ne tient compte que
des liaisons holonomes par contact; on établit dans les traités de méca-
nique rationnelle ®*) que I'expression

P=2m(x —z-|- ,.Dy+ "a—z)

p_f(b_T)_a_T
“d\yg) Ty’

q désignant I'un quelconque des parameétres q,, ..., gi; ¢’ sa dérivée par
rapport au temps, 2T désignant I'expression de la force vive du sys-
téme = en fonction de ¢, ..., ¢3¢y <y @iy L.

On étendra ainsi les équations de Lagrange aux systémes comportant
un asservissement, en remplacant P\, ..., P, par ces expressions dans
les équations (10) du paragraphe 7 ),

Dans les cas particuliers définis aux paragraphes 9 et 11, les équations
de Lagrange prennent la forme simple bien connue

aGr)—5=9

q désignant 'un quelconque des paramétres gm,,, . .., g4 dans le cas du

a pour valeur

@) P, Arrewe, 1, t. 11, p. 309.
) Je rappelle, en vuc des applications, que la force vive d’un solide invariable mo-
bile autour d’un point fixe O est (P. \erecr, 1, L. 1L, p. 147)

aT =/f(p,q,r)=Ap*+ Bg" 4 C* - aDqr — aErp - 2Fpq,

» q, v ddsignant les projections de la rolation instantande sur trois axes rectangu-
lalres 0z, Oy, Oz, fixes ou non,

A=, 1,2)——A$2+BJ + Gz’ — aDyz — oEzz — aFay =1

¢lant I'équation, rapportée & ces mémes axes, de Pellipsorde d’inertie de centre 0.

Si les axes Oz, Oy, Oz sont les axes principaux, la formule se réduit a ses trois pre-
miers termes.

S'il s’agit d’un solide animé d’un mouvement quelconque, il faut ajouter & la force
vive du solide dans son mouvement autour du centre de gravité, qui a la forme que je
viens d'indiquer, la force vive MV3 qu’aurait la masse M du solide, si elle ¢tait concen-
trée au centre de gravité (theoreme de Koenig; P. Aereur, 1, t. ll p- 96).



— 19 —

paragraphc 9, et T'un quelconque des parametres ¢4, ,, ..., ¢ dans le
cas du paragraphe 11.

I est essentiel de remarquer que la force vive doil se calculer en fonc-
tionde ., «-oy Qs Q1y =5 Ghs L, sans tend aucun comple des linisons
dasservissement. 11 en est de méme du travail élémentaire Q,d7,+ ...
+ Qidg, des forces données. Si ces forces admetlenl une lonclmn des
. . , .« , U oU
forces, c'est-d-dire si Q,, ... Q; sontles dérivées ‘a——, ceey ;

A [N
tion U de ¢, ..., g¢i, ¢, celle fonction U sera calculée sans s'occuper
de 'asservissement. Ce n'est que dans les _équations elles-mémes, c'esl-
T . DT d
a-dire dans les expressions (), ' i bl qu'il pourra en étre lenu

d’une fonc-

£y aT
compte. Gependant, la dérivée de a DT rapport i t élant prise dans le
mouvement réel, lequel est compatible avec les liaisons d’asservissement,
T . . . . . .
on pourra cffectuer sur 57 toutes les simplifications résultant de ces liai

sons avant de dériver par rapport a t. En résumé, on pourra teniv compte
de Uasservissement aprés avoir terminé le caleul des trois catégories dexpres-
'l' T
sions ), v

16. ‘Equation de la foree vive. — Les liaisons par contact étant
supposées ne pas dépendre de t, en particulier, les équdtions (2) qui
représentent les liaisons non holonomes n’ayant pas de termes en
dt(A=B="..=0), les forces données élant supposées admettre la
fonction des forces U(q,, ..., qi), je multiplie les ¢quations (10) donnant
le mouvement dans le cas général, par dq,, . ... dq,, varialions élémen-
laires des paramétres dans le déplacement réel, lexpmssmn

Pdg, + - 4 Py,
donne le travail changé de signe des forces d'inertie
m(z'de + y'dy 4 2"dz),

cest-a-dire la différentielle dT de la demi-force vive.
L'expression

Qldql + e +th1h
est égale a dU; le multiplicateur A a pour coeflicient
Aydg, + - - - + Audg,

qui est nul, puisque le déplacement vérifie les équations (2); il en est de
méme pour les coefficients analogues M,



On a donc 'équation
AT —U) 4 My + -+ audgs) + by dgy -+ bdg) - - om0,

On voit que T — U n’est pas constant; les termes en A, p, ... repré-
senlent le travail élémentaire des forces de liaison de deuxiéme espice qai
n'est pas nul en général, les conditions (4) n'étant pas imposées au dépla-
cement réel. Suivant son signe, ce travail correspond, pour le systéme =
considéré, & un apport ou & une dépense d’énergic mécanigue.

Il-en est de méme dans chacun des cas particuliers définis aux para-
graphes 9. 10, 11 : la combinaison des forces vives ne donne pas I'expres-
sion d(T —U), car une partie seulement des expressions P, ..
Q,, ..., Q figurent dans les équations du mouvement.

Il est intéressant d'en conclure que Uasservissement pourra permettre
daugmenter ou de diminuer @ volonté Iénergric mécanique d'un systéme, en parti-
culier d’amortir les oscillations d’un systeme ne présentant aucune cause de dissipa-
tion d'énergie.

o9 Lhy

17. Applieation. — Soit, dans un plan fixe, une plaque = articulée
en un point G a un plateau circulaire =, mobile autour de son centreO.
Une force F constante, paralléle a une droite fixe Oz, s'exerce sur la
plaque = en un point A situé sur la droite qui joint G au centre de gra-
vité G. Un moteur d’asservissement M agil par engrenages sur le pla-
teau 2, de manicre a réaliser conslamment la liaison

(1) . a—pB=1:
[¢=(0z, OC); B=(Oz, CA); OC=R; CA=a; GG=b].

La liaison d'asservissement étant unique. et, d’autre part, le pla-
teau 2, dépendant d'un seul paramé(re a, le systéme 2. pris isolément,
rentre dans le cas particulier défini au paragraphe 11: on pourra donc
appliquer les équations de Lagrange a la plaque = seule; on voit que

la masse du plateau X, sera sans influence sur le mouvement. La force
vive de = est

9T = M(R%a®+ b8+ 2Rba' 8 cos (a — B) + k*f7?),

M2 désignant le moment d'inertie de 2 en G.
Le travail virtuel de la force F est

d% ==FJ(R cos a 4 a cos B).

Seule, I'équation relative & B est a écrire :

d (T AT P
®) alop) 3= —Fosn e



Or,
g% = M(5*8'+ Rba’ cos (@ — B) + ¥°F") = M(B*+- kg)ﬁ'g'-

si I'on tient compte de la liaison d’asservissement (S 15); d’autre part,

gI = MRée'8 sin (2 — 8) = MRbB™.

g
L'équation du mouvement est donc
(6) M(8%+ &*)8"— MRbB2+ Fgsin B =0.

Si 1a liaison a — ﬁ:; était réalisée par contact direct entre = et 3,

le mouvement serait tout différent : il serait régi par I'équation
(6) [M(R24 0>+ k) +1,]f"+ F(asin B4 Rcos B) =0,

I, désignant le moment d'inertie du plateau en 0. L'équation (5) donpe-
rait facilement le mouvement : 32 s'obtient en ajoutant un terme sinus-
oidal en 3 & un terme exponentiel : 3 varie entre deux limites, dont
T'une peut étre rejetée a I'infini. L'équation (6) donnerait, au contraire,
un mouvement pendulaire.

Les positions d*équilibre s'obliennent en annulant le second membre de
I'équation (4). On trouve ainsi les deux positions pour lesquelles la force
F passe par G ; I'équation (6) donnerait, au contraire, les positions pour
lesquelles la force F passe par O.

18. Extension des équations de M. Appell. Les équations
de M. Appell 20 présentent, comme le fait remarquer I'auteur, les avantages
suivants : 1° elles sont susceptibles de s'appliquer aux systémes soumis &
des liaisons non holonomes, sans qu'on ait a introduire, comme inconnues
auxiliaires, un systtme de multiplicateurs; 2° elles permettent I'emploi de
paramétres auxiliaires liés aux coordonnées vérilables Qys+ - +» Qs par des
relations différentielles.

Par exemple, dans le mouvement d'un solide autour d'un point fixe,
sip, ¢, r, désignent les projections sur trois axes de la rotation instan-
tanée, il peut étre avantageux d'utiliser les paramétres auxiliaires A, u, v
liés & p, ¢, r par les relations

dA=pdt; dp=qdt; dy=rdt;
d\, du, dv sont ainsi les angles élémentaires dont il faut faire tourner le

solide autour de ces trois axes pour passer de la position qu'il occupe &
T'instant ¢ & celle qu'il occupe & I'instant ¢ - dt.

@) P, Apperz, 1, t.1I, p- 374, 3.
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Soit donc un systdme = remplissant les conditions indiquées au para-
graphe 7. En tenant compte des liaisons holonomes par contact qui lui sont
imposées, sa position dépend des h paramétres ¢, ..., ¢, et peut-dtre
de t, de telle sorte que les coordonnées de chaque élément de matiére sont
des fonctions finies de la forme

) e=fgys g t)iy="--32="---.

A ces paramétires, je suppose adjoints s paramétres auxiliaires g, ,,

< «» Qh+s 1iés aux précédents par des relations différentielles leur servant
de définitions, relations auxquelles ne correspond par suite aucune force de
liaison. Je les range avec les relations exprimant les liaisons non holo-
nomes par contact, car elles interviendront de la méme maniére dans la
mise en équations.

T'ai ainsi p relations différentielles (p =s) de la forme

Aldql + - +A,,+,({qh+,+A(Il=0,
(2) (prelations) ( B, dg, 4 - - - 4 Bi,.dgas, + Bdt =0,

Je suppose des liaisons par asservissement représentées par r relations
finies ou différentielles :

(3) (r relations)
eld‘h +--- +3h+-dqh+.+8dt=0,

Enfin, les déplacements virtuels annulant le travail des forces de liaison
de deuxiéme espéce sont ceux qui vérifient les j relations

alaql + st +ah+sé\qh+s=03
(4) (7 relations) ? by3g, 4 - -+ baysdgass=0,

Cela posé, je forme Vexpression

=1 3m @2yt 2,
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appelée énergie daccélération. Si jexprime z’, y', 2* au moyen des para-
meétres ¢, - . ., ¢, de t et des dérivées premiéres et secondes des para-
métres ¢ par rapport & ¢, un calcul analogue & celui qui sert a I'établis-
sement des équations de Lagrange montre (%) que les termes P de 1'équa-
tion de d’Alembert ont pour expressions

S hh]

I:D—q,l,,.-., hzmv

P

d'od I'établissement des équations de M. Appell.

19. Cas ou les équations différentielles de liaisons par
contact et de définitions (2) sont résolues par rapport & p
variations dg. — Pour que les équations de M. Appell apparaissent dans
toute leur simplicité, il est utile de résoudre ces p équations (2) par
rapport & p des ks = n - p variations dq; j'exprime ainsi, d'une part,
les p dérivées quiss « « +y gnsp en fonction de ¢, . . ., ¢, par des relations
de 1a forme

B) 0 e
Gup=NN+ -+ 70+

et, d’autre part, les p déplacements virtuels di,,p, - . ., d¢a, en fonction
de dg,, ..., dq.:

© e
3nip=2,9q,+ * - - + ¥0a3

les coefficients «,, . . ., 7, sont des fonctions de ¢,, . . ., gasp, ¢ Bien en-
tendu, ces paramétres q,, . .., ¢, peuvent aussi bien étre choisis parmi
les véritables coordonnées que parmi les parametres auxiliaires g, .
bt s

Cela posé, au lieu d’exprimer S en fonction des paramétres ¢,, ..., q
et de leurs dérivées premieres et secondes, comme je Iavais supposé au
paragraphe précédent, il y a intérét a utiliser les équations (5) qui rem-
placent les équations (2) : en les dérivant par rapporl a ¢, on exprime les
dérivées secondes §,,,, ..., qasp en fonction de ¢,, ..., q, et des déri-
vées premiéres des paramétres ¢ ; on peut ainsi [aire disparaitre de S les p
dérivées secondes guy., . . ., gnspr S devient fonction de ¢, ..., qus, 2,
Guy +- s Ghss et des n dérivées secondes ¢, ..., ¢, M. Appell (note 26, p.21)

ooy
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montre que, dans ¢es conditions, le travail virtuel des forces d'inertie
changé de signe est

(™ (5a) o+ -+ (5p) dam

Si, d’autre part, on a exprimé le travail virtuel des forces données au
moyen de dg,, . . ., g, seulement, cn utilisant les relations (6), on oblient
pour cc travail une expression de la forme

(®) Q.30+ - - + Qudga

Ces deux expressions doivent étre égales pour tout déplacement annu-
lant le travail des forces de liaison de seconde espece, c’est-a-dire vérifiant
les j relations (). lci encore, il y aintérét & tenir comple des relations (6),
ce qui permet de faire disparaitre Jg,,.,, . . -+ 8, des équations (4); ces
équations résolues par rapport & j des variations restantes 84ys e y0qn
g'écrivent

qu=° j+13q]+1+ M +CRO"3q"

©® e TP
’—PH&]JH"" "+P3q

Remplaqant 34y, - ., dq; par ces valeurs dans les expressions (1) et (8)et
exprimant leur épahté quelles que soient les variations restées arbitraires
34)415 -+ -, 0q,, Jobliens les équations de M. Appell sous la forme

QJH + RJ“ g Ql +-- +JJJ+' " QJ
(bq ) (° ) ( )

Ces équations sont plus simples que les équations de Lagrange, qu'on
éerirait pour ce méme probléme (voir § 8, éq. 12), car le nombre de termes
de chacune des équations de M. Appell est 741, au lieu de m+4-1=p+j4-1,
dans le cas des ¢quations de Laprange. La complication introduite ainsi par
la présence des coefficients . el . provient uniquement des relations qui
expriment que le travail des forces™de liaison de deuxiéme espice est nul,
et ne provient nullement des liaisons non holonomes.

Aux équations (10) il y a lieu d'adjoindre les p équations (5), et tes »
équations (3) exprimant les liaisons d'asservissement.
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920. Cas ou les déplacements qui annulent Ie travail vir-
tuel des forces de linisom de deuxiemec espeéee sont définis
par | relations de la forme

(11) 3, =0, ...,dg;=0.

Les hypothdses étant celles du paragraphe précédent, je suppose que les
conditions qu'un déplacement doit remplir, pour annuler le travail virtuel
des forces de liaison de deuxiéme espéce, aient l1a forme simple (11). On
pourra d'ailleurs toujours se placer dans ce cas en introduisant au besoin
des paramétres auxiliaires convenablement choisis, comme il a été indiqué
au paragraphe 18.

Dans ce cas, qui est, en somme. le cas général, si I'on conduit les calculs
comme il vient d’étre dit, les équations (10) se simplifient et prennent la
méme forme que dans le cas d’un systéme sans asservissement

a5 oS
(12) D—q}:=Qj+4;---;a?;=Qn-
On voit que les équations de M. Appell donnent une solution générale de
la question, sous une forme plus simple que les équations de Lagrange. A
ces n — j équations, il y a lieu d'adjoindre les p équations (5) et les r équa-
tions (3) d'asservissement. Si r=j, le nombre d’équations est égal au
nombre d'inconnues 7).

7 Je rappelle, en vue des applications, que, si un solide est mobile autour d'un point
fixe 0, si p, q, r désignent les projections de la rotation instantanée sur les arétes d'un
triddre de référence Oxyz, fixe ou animé d’un mouvement quelconque donné en fonction
de ¢ ou des paramétres du probléme. si P, Q, R sont les pro‘]eclions, sur ces mé&mes axes,
de la rotation instantanée du triédre lui méme, les projections, sur ces aves, de 1I'accé-
lération du point de coordonnées x, y, z sont données par la formule suivante, et par les
deux analogues déduites par permulation circulaire (P. Appere, 1, t. 11, p. 3793 3):

L=—z@+¢+")+tppstey+r)+(( —Q2—0"—R)y;
P,=¢qR—1rQ;Q,=rP—pR; R, =pQ — ¢P.

Si les axes sont fixes ou invariablement liés au solide, P,, Q,, R, sont nuls.
L'énergie d’accélération du solide est définie par la relation (P. Appert, 1, t. I,
p- 393, ex. 16, 3)

J
5=/ P/ — QG =B+ —P) (13— )+ Qs L-p F)

, d d
poony(p g )t

la fonction f(z, y, z) ayant la signification indiqude plus haut (note 25, p. 18), Les termés
non écrits, ne contenant pas les dérivées secondes des paramélres, n'ont pas a étre cal-
culés, car ils n’interviennent pas dans les équations de M. Appell.

S'il s'agit d'un solide animé d’un mouvement quelconque, Pénergic d’accélération se
caleule par un théoréme analogue au théoréme de Kenig (P. Arees, 1, t. 11, p. 381):

28 = MJ2 4- a8,

(o, accélération du centre de gravité G; S,, énergie d'aceélération dans le mouvement
autour de G).

j'ai posé
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21. Application. — Un plan matériel P peut glisser par translation
sur un plan fixe 20y horizontal. Sur ce plan, une sphere = de rayon R peut
rouler sans glisser. Le mouvement du plan P est réglé automatiquement de
maniére que le centre de la sphére tourne uniformément autour de Oz 4 la
vitesse w par rapport aux axes fixes Oz, Oy, Oz. Etudier le mouvement au
moyen des équations de M. Appell.

Soient u, v les coordonnées d’un point A marqué sur le plan P par rapport
aux axes Ox, Oy, Oz. La position de ce plan est définic par ces deux seuls
paramétres. La position de la sphére est définie par les coordonndes &, n de
son centre, et, par exemple, par les angles d'Euler @, 60,4 qui définissent
son oricnlation.

Si p,¢,r sont les projections sur les axes de la rolation inslantanée de la
sphére, les conditions exprimant le roulement sans glissement s'obtiennent
en derivant que T'élément matériel de la sphere et I'élément matériel du
plan qui sont en coincidence a T'instant ¢ ont la méme vitesse :

(1) E—qR=u; n +pR=v.
Les liaisons d’asservissement sont au nombre de deux *

)] dE-I—wr)dt:O; dn—w&dt=0.

Le nombre de ces relations étant égal au nombre de paramétres dont
dépend la position du plan P, on pourra résoudre la question en appliquant
les équations de M. Appell a la sphere = seule.

En tenant compte uniquement des fiaisons holonomes par contact, la
sphere sera considérée comme dépendant des sept paramétres u, v, &, 7, @,
6,y (h="1); il y aintérét a y joindre trois parametres auxiliaires (s = 38)
liés aux précédents par les relations

@) dA=pdt; de=gqdt; dv=rdt.

Ces h+s=10 parametres sont liés par ces trois relations et par les
deux relations (1) qui expriment les liaisons non holonomes par contact.
Ces relations (1) peuvent s'écrire

(1) d€ — Rdp = du; dn -+ Rd\ = dv.

Les relations (3) et (1') sont les p relations différentielles ($ 18, éq. 2)
de la théorie générale (p =5).

Sur les k4 s =10 paramétres, je conserve k+s—p=n="5 paramdtres;
je choisis u, v, &, »,v; jexprime 1'énergie d’accélération S de la sphére en
fonction des dérivées secondes de ces n paramétres, en ulilisant les p ==
relations (3) et (1'). Or (note 27, p. 25) la valeur de S est définie par

28 =M €2+ »'%) 4 MR’ (32 + ¢ 412,
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ou, d’aprés (3) et (1'),

25 =M €2 + 2 M — n'P4 (€ — )P4 B2,

Les déplacements virtuels annulant le travail des forces de liaison de
deuxiéme espece sont définis par les j —2 conditions

(5) Su=0, =0,

puisque ces forces sont les réactions du plan sur la sphére. Ges conditions
ont la forme indiquée au paragraphe 20 (éq. 11), de sorte que les équa-

tions du mouvement sont de la forme ($ 20, éq. 12)
oS S
(6)

—_— =
=

S
w8 =l =N
les seconds membres sont nuls, puisque les forces données (poids de la
sphére) ont un travail nul, jobtiens les équations

(7 1 =2"; M ="; »=0,

qui, jointes aux équations (2) d'asservissement, résolvent la question. Ges
cinq équations s'intégrent immédialement et montrent que le point A
déerit une cycloide. Les formules (1°) montrent que le vecteur de rotation
instantanée reste paralléle aux génératrices d'un cone oblique dont la base
est un cercle horizontal décrit a la vitesse angulaire w.

CHAPITRE 1L

COMPAS GYROSTATIQUES. GENERALITES.

22. Axes de référence®). — L'étude des compas gyrostatiques
peat se faire en rapportant les mouvements, soit & des axes joignant le
centre de la terre & trois étoiles, soit & des axes liés invariablement & la terre.

@) Dans ce qui suivra, le sens positif des rotations autour d’un axe orienté Oz sera
toujours le sens de droite & gauche pour un observateur ayant les pieds en O, la téte
en z. Les angles situés dans un plan perpendiculaire & un axe orienté seront mesurés,
avec, comme sens positif, le sens positif des rotations autour de cet axe.

Les tri¢dres de référence Oxy: seront trirectangles; le sens de Oz vers Oy sera le sens
positif des rotations autour du troisiéme axe Oz.
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Les notices industrielles et les articles relatifs aux compas gyrostatiques
utilisent le premier systéme de référence(®). Jutiliserai le second : je rap-

rterai donc les mouvements a la terre.

Cette méthode a V'avantage de faire porter les raisonnements sur les
mouvements fels qu’on les observe. La recherche de la position d'équilibre
d’un compas gyrostatique se raméne immédiatemenl & un probléme de
statique. Dans l'autre méthode, c'est un probléme de dynamique, le
compas tournant autour de la ligne des poles. L'oscillation du compas se
présente comme un probleme de petits mouvements autour d’une posi-
tion d’équilibre, au lieu d’dtre une oscillation autour d’un mouvement
stable.

Je rappelle ®”) que des axes liés & la terre invariablement peuvent étre
traités comme absolus, sensiblement, sous les conditions suivantes :

1° Ne pas tenir compte de T'attraction des astres autres que la terre;

2* Composer Tattraction de la terre sur un corps avec la force cen-
trifuge due & sa rotation autour de la ligne des poles, ce qui donne son
poids ;

3° Adjoindre aux forces appliquées & un corps ses forces d'inertie de
Coriolis—mJ, dues a la rotation du systtme de référence autour de la ligne
des poles®h.

Les lois de la mécanique, telles qu'on les applique aux phénoménes
industriels courants, ne tiennent comple que des conditions 1° et 2°. La
troisitme condition est indispensable pour rendre compte des phéno-
menes ou I'influence de 1a rotation de la terre se fait sentir.

Je traiterai donc un probléme de compas gyrostalique comme un pro-
bléme quelconque, en adjoignant aux forces appliquées au systéme, telles qu'on
les considére habituellement (poids, réactions. forces électromagnétiques, etr.),
les forces d’inertie de Coriohis de ses ¢léments. Ces forces sont purement
fictives, mais elles interviendront au méme titre que les forces exlérienres.

23. Influence de Ia rotation de Ia terre sur un gyrostat.
— La rotation de la terre étant trés lente (=7} 10-), les forces de
Coriolis d’un corps sont petites, a moins que sa vitesse ne soit grande.
Elles acquierent une valeur appréciable s'il s'agit d’'un gyrostat tournant
a grande vitesse.

@) Je rappelle que ces axes peuvent élre traités sensiblement comme absolus, & con-
dition de ne pas tenir compte de I'attraction des astres autres que la terre (H. Beemm,
1, t.I,p. 78 & 81).

) H, Beemiv, 1, t. I, p. 81 & 85.

() Gette accélération de Coriolis J. est ici le double du produit vectoriel & X v ¢ dési-
gnant le vecteur qui représente la rotation de la terre (direction du péle sud vers le
pole nord; e = 0,000072); v, la vitesse de I'élément m par rapport a la terre.

-

[

Le produit vectoriel V X V' de deux vecteurs V, V', dont les projections sur des axes
rectangulaires sont XYZ, X'Y'Z', est un vecteur qui leur est perpendiculaire; ses pro
jections sur ces mémes axes sont

YZ -7Y; IX'—XZ; XY -YX.,
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Les forces de Coriolis d’un gyrostat équivalent & un couple®. Je vais
reprendre rapidement le calcul de ce couple, qui est susceptible d’'une
interprétation remarquable, irés précieuse pour la théorie des compas
gyrostaliques.

Soit un gyro de révolution tournant & la vitesse {2 autour de son axe
de figure Oz par rapport & la terre. Sa rotation est représentée par le

vecteur Q0% celle de la terre par le vecteur :, que je suppose dans le
plan yOz [6=(0¢, 0Q)]. Les projections du vectcur ¢ sur les axes
sont

0, ssinf, &cosh.

Gelles de 1a vitesse v par rapport a la terre de I’élément de masse m,
de coordonnées z, y, z, sont

—Qy, Qz, o

La force de Coriolis (note 30, p. 28) a don¢ pour projections

omQex cos 6, 2mQey cos §, — 2mey sin 6.

Les composantes F, suivant Oz des forces de Coriolis des différents
¢léments du gyro, étant deux & deux symétriques par rapport au plan
y0z, eqmvalen( a2éro; il en est de méme des composantes F, suivant Oy,
deux a deux symetrlques par rapport au plan z0z. Les composantes F,
suivant Oz équivalent & un couple d’axe Oz, car les forces de Coriolis de
deux éléments symélriques par rapport au plan 20z forment un couple
d'axe Oz. L'axe du couple résultant est e moment résultant des compo-
santes F, par rapport & O.; sa valeur est

— Sy(2mQey sin ) = —1Qe sin G,

[ désignant le moment d'inertie du gyro par rapport a son axe de figure.
Cette valeur de I'axe du couple formé par les forces de Coriolis s'mter-
prete trés simplement de Ja maniere suivante :

Pour étudier Uinfluence de la rotation de la terre sur un gyro, dont on rapporte
le mouvement a la terre, on peut vaisonner comme si lu terre ne tournait pas, &
condition de supposer U'axe NS du gyro aumanté et placé dans un champ magné-
tique rigourcusement parallile @ lu ligne des poles. Les forces @ et D' de cette
aimantation fictive ont la valeur

. 1Qe )
<I>=<I>=ﬁ (e=17x107),

) L'expression de ce couple est donnée par H. Résav, 1,t. 1, p. 433. Elle est donnde,
sous une forme un peu différente, par A. Lecayer, 1.

@) Ce vecteur est porté par I'axe de rolation Oz; sa longucur est mesurée par Q,
vitesse angulaire; la rotation s'effectue dans lc sens positif (note 18, p. a7) autour (Te
l'axe orienté OQ.
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le point N par lequel sort le vecteur Q élant attiré vers le Nord, le point S vers le
Sud.

On peut dire, si I'on préfere, que Vintensité de ce champ magnétique fictif
est €, le moment magnélique fictif du gyro est 1Q.

Rien n'est & changer & cetle régle s'il y a précession du gyrostat :
comme il ne s'agira que de gyros tournant a grande vitesse, Ja préces-
sion sera, en effet, trés lente, de sorte que, seule, la rotation propre du
gyro interviendra de maniére appréciable dans le caleul des forces de
Coriolis. De méme, il 'y a pas lieu de tenir compte des forces de Coriolis
des armatures.

Cette interprétation fait ressortic d’une maniére frappante Tenalogie
entre un gyrostat placé a la surface de la tervre et une aiguille aimantée, ct on
entrevoit ainsi clairement la possibilité d’établir un compas gyrosta-
tique.

24. Méthode d’étude des appareils gyrostatigques. Pour
étudier un appareil contenant des gyrostats, jappliquerai soit les théo-
rémes générauy, en particulier le théoréme de Resal®4), soit les équations
de Lagrange. soit les équations de M. Appell (notes 24 et 26, p. 18, 21. S'il
sagit des deux compas Sperry, qui comportent un asservissement, les
équations de Lagrange et les équations de M. Appell seront modifiées
conformément aux indications du chapitre I.

Jemploierai tantot 'une de ces méthodes, tantdt une autre, de maniere
a donner au lecleur différents moyens lui permettant d’aborder a son
tour T'élude d'autres compas, ou de perfectionnements & apporler aux
compas existants.

La méthode basée sur {e théoréme de Resal sera appliquée confor-
mément au principe suivant :

Soit un gyro U, mobile autour de son axe de figure MN par rapport
a une armature U,, laquelle est articulée suivant un axe M;N, & une
deuxieme armature U,, elle-méme articulée suivant I'axe M,N, a un
support fixe K.

Des forces données, telles que actions de ressorts, poids, aimantation
fictive du gyro (8 23), elc., agissent sur le systeme U U, U,.

Jéliminerai les réactions le long des axes d’articulation en appliquant
le théoréme™de Resal

1° Au gyro U, par rapport @ un point fize O. situé @ Uinstant t sur MN, et

(%) Un systéme matériel élant en mowvement, la vitesse de Uextrématé de son moment ciné
tique Oy en un point fire O (on dit aussi vitesse du vecteur Oy) est équipollente au mo-
ment resullant en O des forces extérieures (voir traités de mécanique).

Je rappelle, en vue des applications, les propriétés suivantes : un solde étant mobile
autour un point fixe (), son moment cinétique au point O a les composantes Ap, By, Cr,
suivant les axes principaux en O (A, B, G, moments principaux d'inertie; p, ¢, r com-
posanles suivant ces axes de la rotation instantanée).

En un point O, le moment cinétique d’un sohde animé d’un mouvement quelconque ,
s’obtient en composant le moment cinélique qu'aurail toule la masse, s elle était concentrée
au centre de gravité G, avec le moment cinélique en G, dans le mouvement autour de G.
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rojelunt sur MN les deux vecteurs dont. ce théoréme exprime équipollence
(I'équation ainsi oblenue n'est pas différente de l'une des équations
d’Euler appliquées au mouvement du gyro autour de son centre de gra-
vité);

9° Au systeme UU, par rapport @ un point fixe O, situé & Uinstant t sur
M, N, e projetant sur M/ N;

3° Au systeme UU U, par rapport @ un point fire O, situé sur M,N, et
projetant sur MyN, (I'équation oblenue n'est pas distincte de celle qui
iraduit le théoréme du moment cinétique par rapport a I'axe fixe M,N,).

Il est intéressant de remarquer que, si la vitesse de rolation du gyro
est grande, ct si. ce qui arrive généralement dans ce cas, le mouvement
des armatures est lent, les quantités de mouvement du systeme se rédui-
sent sensiblement a celles qui sont fournies par les vitesses relatives des
différents points du gyro par rapport i I'armature U, : celles-ci forment
un couple dont P'axe est porté par I'axe de figure MN du gyro et s'obtient
en multipliant le vecteur-rotation Q par I, moment d'inertie du gyro
par rapport & MN.

Dans ce cas, o I'inertie gyrostalique est'prépondérante (note57, p. 54),
les moments cinétiques Oy, O,y,, 0‘,7‘/,_, auxquels j'applique le théoréme
de Resal dans la méthode que je viens d’exposer, sont sensiblement

—
équipollen(s au vecteur 1Q2, de sorte que, si 'on se contente de cette
approximation, la méthode fait connaitre Ja vitesse du vecteur y et par
suite celle du vecteur £ par ses projections sur les trois axes d'articu-
lation, d'oli le mouvement du systeme.

25. Comnstanee de la rotation d’un gyro entretenu éleetri-
quement. — Dans les compas gyrostatiques, ie gyro forme le rotor
d’un moteur d'induction triphasé; il est ainsi animé d'une vitesse de
rotation constante (2, le couple moteur G équilibrant les résistances
passives dont le moment par rapport i T'axe de figure du gyro a la va-
leur N.

Si Tarmature qui porte le gyro se meut avec une vitesse angulaire
ayant pour projeclions P, Q, R sur I'axe du gvro et sur deux autres axes,
la vitesse angulaire du gyro a pour projections P++u, Q, R, u dési-
gnant sa vitesse de rotation par rapport a I'armature. u est trés considé-
rable (de 10000 & 20 000 tours par minute), P, Q, R sont finis, souvent
méme petits. Jappellevai généralemenl u witesse de rotation propre du gyro,
c'est la dérivée par rapport a t de @, angle de rotation propre.

Le théoréme de Resal (§24) appliqué au gyro dans son mouvement
autour du centre de gravité, donne, en projetant sur l'axe de figure,

(1) 12 (P4 u)=C+N.

Or, en premiére approximation, G est proportionnel i la différence u, — t
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qui existe entre la vilesse u et une certaine vitesse fixe u, pour laquelle G
s'annulerail. Le coeflicient de proportionnalité ¢ est d’ailleurs petit, car il
faut de grandes variations dans la vilesse pour rendre C sensible. Si le
couple résistant N est supposé sensiblement conslant, il a la valeur corres-
pondant a T'allure de régime

(2 c(u,— Q)4+N=0,
el 'équation (1) s'écrit
(3) 12, 4 0) 4 (P + 1) =(Q +-P)

Si je suppose, par exemple, comme cela aura lieu le plus souvent, dans
I'étude des petites oscillations, que P a une variation sinusoidale .

P =P, sin st,

I'expression de P 4 u qui vérific I'équation (3) comprend un terme sinus-
oidal dont Yamplitude, de I'ordre de grandeur de cP,, peut étre négligée,

le reste est de la forme
ct

P—{—u-—-——ﬂ—}-me_'_.

Le terme exponentiel montre que, dés que P +u s'écarte de Q si peu
que ce soit, il est immédiatement rappelé vers lui; sa valeur reste dont
toujours trés voisine de Q. Dans ce qui suivra, je supposerai

P+u=0Q

Cette hypotheése introduite équivaut & admettre P'égalité du couple mo-
teur et du couple résistant (G4 N=0) qui s'exercent entre le gyro et
son armature.

Lorsqu’on écrira les équations de Lagrange ou les équations de M. Appell,
cette équation remplacera celle qui correspondrait au parametre @ qui
détermine la position du gyro & l'instant ¢ par rapport & son armature.

26. Choix des parametres. — Dans 'étude, qui sera faite plus
loin, des petits mouvements d’'un compas gyrostatique =, il sera com-
mode de définir T'orientation d’un solide U de la maniére suivante : soit
OXYZ le tritdre de référence (OZ sera généraiement vertical, OX dmge
vers le Nord; OY vers I'Ouest). Dans la position d'équilibre du systeme
2, le solide U a une certaine posilion 33, Soit C\e~'Z un triedre inva-

@) 11 s'agit ici de la position d'équilibre idéale, pour laquelie le compas indiquerait
exactement le Nord, la rose étant ngouremement horizontale, etc., et non de la posi
tion réelle qui comporte généralement une petite erreur (influcnce 'de T latitude, de la
vitesse, etc.)



— 38 —

1

riablement 1ié & U, choisi de telle maniére que, dans celle posiliol;
d*équilibre, il ait méme orientation que OXYZ. Sa position, a I'instant
{. sera ‘voisine en direction de celle du (ritdre fixe. Jappellerai CCZ
wricdre principal du solide U. En général G-\-, G, CZ seront aves prin-
cipaux d’inertie en C.

Cela posé, si jamene le triedre OXYZ en OX,Y Z, par une rotation de
l'angle { autour de OZ, puis en OX,},Z, par une rotation de Tangle §
autour de OY, et enfin en O\;Y Z; par une rotation de I'angle A autour

Fig. 1.

de OX, (fig. 1), je puis choisir , 0, de maniére que 0X,Y,Z, ait la
méme orientation que C-X-DZ. Ces lrois paramétres définissent I'orien-
tation du solide : & est Pazimur de G-, @ son inclinaison. Dans les pelits
mouvements du solide, £, 6, X restent petits; il n'en serail pas de méme
des angles d’Euler.

Si, au solide U, est articulé un solide U, suivant un axe C,-\+, paralltle
& C-\e, 1a position de U, sera définie par £, 8, X, et, en outre, par 'angle a
dont il faut faire tourner autour de Co\ le triédre principal du solide U
pour l'orienter parallélement au triedre principal du solide U,; on opére-
rait de méme pour définir l'orientation d'un solide U, articulé a U, en
tntroduisant un nouveau parametre B, elc.

Les cosinus directeurs fixant P'orientation des triédres principaux des
divers organes de = s'obliennent simplement. Soient

X Y Z XN
Xl a b ¢ o X | @ y
gl d ¥ ' ¢ A oy
ir? aﬂ bn cl an ﬁ" y.
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les deux tableaux donnant les cosinus des angles formés par les axes COG,
CI, 0k avecgles axcs fixes OX, OY, OZ, d’une parl, et. d’autre part, avec
d’autres axes quelconques C'o\, C'Q', G'Z'; on obtient le tableau donnant
les cosinus directeurs de G\, C'~Y, C'L’ par rapport & OX, OY, OZ, en
multipliant deux & deux les colonnes de ces deux tableaux, ce qui donne

X Y Z

X' | aa+do +a'a" ba -+ b + b'a" ca+ca' 4 c'a’
5 |dgraf £ a8 BHEELVE BB
L lay+ay+ay by 8 ety e

Ainsi les cosinus direcleurs des arétes du tritdre principal du solide U

défini par les angles £, 6, X (fig. 1) s'obtiennent en multipliant deux a
deux les colonnes des trois tableaux

X Y 1z X, Y, Z X, Y, I
cos sing 0 X,| cs6 0 sinf X,01 0 0
- sin cosd 0 Y,| o 10 Y,| 0 cosA —sinA
0 o 1 Z,| —sinf 0 cosf Z,] 0 sinA cosA.

Dans ce qui suivra, 1l suftia généralement de conserver dans ces cosinus
dirccleurs les termes du second ordreen £, 0, 4,. .. . Exceplionnellement,
le troisieme ordre sera necessaire.

La rotation inslantance de 'un des solides du systeme, dont la position
dépend des parametres §. 0, x, a,. .. . est la résullante des vecteurs ',
Nya',. .., portés par les axes de rolation OZ, 0Y,, OX,,..

Jaurai & utiliser les projections de celle rotalion sur les arétes du triedre
principal de ce solide. La remarque suivanle donne simplement ces pro-
jections, lorsque les termes du second ordre suflisent. Soit, par exemple,
a chercher la projection du vecteur A" sur 'un de ces axes, faisanl avec lui
I'angle @. Celle projection esl

XNeos @ =nf({,0,),a,...),

ou, en développant, et désignant pour abréger par f(0) le nombref (0, 0,. . .),
J'obtiens

X cos @ =X [f(0)+8/y(0) + p(0) -+ A (0) 4+ -]
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%]
£(0) vaut 1, el, comme les termes suivants équivalent & —-q—i , leur produit:
par A" n'esl pas & relenir : lu projection est X', au troisicine ordre prés. Si @ est
voisin dez,‘/'(o) est nul. Le terme Zj:(o) se calcule directement sur la

figure en cherchant la projection du vecteur X', lorsque, § ayant sa valeur,
es autres parametres 0,2, a, ... onl la valeur 2éro. On opére de méme
] Lres p tres 0, A tla val On opere de mé
pour les termes en 6,1}, «, . .., el pour les autres vecteurs ', 6, ... .

27. Caleul de ia foree vive ¢t de Pénergie d’aceélération
d'un systéme articulé. Soit un solide U, en mouvement; a ce
solide est articulé un solide U, en un point G. Pour caleuler la force vive 2T
du systéme U U, , lorsque la position de U, est définie en fonction de la

ot 9 . 4
position de U,, 1l est commode de calculer : 1° 1a force vive 2T du systeme
formé par le solide et toule Ja masse M du solide U, concentrée en C;
2° Pexpression 2T, qu'l faul ajouter & 2T, pour avoir 2T,

Je vars caleuler 2T, : soit OXYZ le triedre five; Cryz. un triedre de
sommel G, orienté parallelement. Un élément m de U, a fa vitesse V par
rapport & OXYZ, v par rapport a Cryz; V, étant la vitesse de G, on a

>

V—T,+5;
en élevant au carré scaluire, j'ubtiens pour la force vive de U, Fexpression
SmV2 = MV2 + S + 23m(V,-0);
d’odt, pour la force vive 2T du systeme U, U,, I'expression
3T = 9T, + Sme? + 2M(-)0-z-7:),

v, désignant la vitesse, par rapport a Coyz, du centre de graviié G du
solide U,.

On calculera ce produit scalaire, au moyen de projections sur trois axes
quelconques, par la formule connue donnanl le produit scalaire de deux
vecteurs Vet V'

> >

(V.V) =XX'+ YY' 4 22,

7

On opérera de méme pour I'énergie d’accélération S : on obtient une

formule enti¢rement analogue ot la leitre j (accélération) remplace 14
lettre v (vitesse) :

98 =38, + Em2 + aM (3, 7).
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28. Energie d’aceélération d'un gyrostat. — Soit U, la boile
contcnant le gyro, U, le gyro lui-méme; soient GNe, Go), G, lrous axes,
issus de G, centre de gravité du gyro, et liés mvamablement a la boite, ce
sont des axes principaux d'inertie du gyro. L'axe de figure étant suivant
GG, soient I, By, B, les moments principaux d'inertie du gyro. L'énergie
d'accélération du systeme U, U, est la somme de S, énergie d’accélération
du systéme formé par U, el par la masse de U, concentrée en G, et de S,,
énergie d’accélération de U, dans son mouvement autour de G. Je calcule S,
en utilisant la note 27: u désignant la vitesse de rotation du gyro par rap-
port a sa boite, jai ici

p=u+P, ¢=0Q, r=R; P,=0, Q=—uk; R =uQ.

D'oli, en n'écrivanl que les termes susceptibles de contenir les dérivées
secondes des parametres,

(1) 98, = I(P' -+ u)2  B(()' -+ uR)2 -+ B,(R' — uQ)?
21— B)(RQ' — OR) (u+P) 4

Or, {e gyrostat étant entretenu électriquement, P - u conserve la valeur
constante 2 (§25), de sorte que P’ 4 u’ est constamment nul; il est. par
suite, inutile d'écrire le terme I(P'+- )2, car, dans les dérivations qu’on
doit effectuer pour écrire les équations de M. Appell, subsisterait un tac-
teur P'+u'. J'ai donc & retenir, uniquement, les termes

(@) 25,=B,Q*+RY12(Q - BP)RQ — QR)+--

Dans les problémes de petites oscillations que j’aborderai, P, ), R seront
petits, Q sera grand; Q et R seront particulirement petits, car la compo-
sante P ne sera pas entravée par I'inertic gyrostatique; je conscrverai alors
dans les équations les carrés de P, négligeant les produits PQ, PR. Dauns
ces conditions, les termes 2B, P(BQ - QR’) sont a négliger. car leurs
dérivées contlendronl I'un des facteurs (), PR. Jobticns finalement 1'ex-
pression simplifiée

(3) 28, = Bz(’QIQ +RY)42AQRQ QR)+---

Au degré d’approximation indiqué, on aurait pour 2S,, dans le cas ot U,
a un point fixe O,

(8) 25, —AP2+BQ2+ CR24 ...

(AI,BI,C étant les moments punclpaux dmertle au point O, les axes
principaux étant supposés paralléles a CX¢, G, Gls).
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29. Application. Gyro-halistigue du eompas Sperry. — Ce
dispositif (fig. 2) réalise un pendule & longue période. Un gyro u, est mo-
bile autour de son axe m,n, par rapport a une boite u,,
mobile autour d'un axe m,n, par rapport & un pen-
dule u, mobile autour d'un axe mn, fixe horizonlal.
Un ressort r relie ; & u,. Dans la position d’équi-
libre apparent, mn,, myny, myn, sont perpendicu-
laires deux a deux, myn, est vertical, le ressort est
sans action.

Soit OXYZ un triedre fixe (OX suivant m, n,, OZ
vertical).

Soit @, e moment d'inertie par rapport & OX du
systeme formé par u, et la masse du systtme u,u,
concentrée en ¢, centre de gravité commun a wu, el
A uy . L Fig. .

Soient a,,b,,c, les moments d'inertie de u, par
rapport aux arétes de son triédre principal en ¢; a,,, a,, ceux du gyro u,.
J'étudie les petites oscillations en n'écrivant que les termes du premier ordre.

L'application du théoréme de Resal au systéme u,u, dans son mouvement
autour de ¢ donne, par projection sur m,n,,, I'équation

Jwa' 4 (a, 4 a,) B =—kB.

Le‘ tl}eoréme du moment cinétique appliqué au systéme u u,u, par rap-
port a 'axe m, n, donne

(a,4 ay+a,)a" — jwff = — wha

(@, vitesse de rotation du gyro; — k@, moment par rapport & myn, de
T'action du ressort sur u,; =, poids total; b, distance du centre de gravité
du systéme & 0X).

La variation de @ ou de B sc présente comme la superposition de deux

. . , . an ar , . .
oscillations de périodes — et —, r el r, élant les racines de I'équation
bicarrée : '

[(ay+ ag)r® — K] [(a, + 0y - ag)r* — wb] — fa’r* =0.
jo étant trés grand, cette équation en r? a une racine infinie et Pautre

voisine de zéro; la racine infinic est donc sensiblement égale A la somme des
racines

r1(ay+ a5) (0, + 4y + a5) =& + k(a, + @y + a5) + wb(a, + ay);
Tautre s'obtient en divisant le produit par #2; soit

3 @*+ ke, +a, + a;) + wb(a, + a;)] = kwb.
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La premiére oscillation a le caraciére d'une nutation extrémement rapide,
dont Tamplitude verait d'ailleurs Lres pelile; aulre oscillation seule est &
retenir; sa période, en premiére approvimation. est

T= i __}w:'
V/hab

Elle est d’autant plus grande que jw est plus grand, que & et wb sont
plus petits®6),

30. Influence de la vitesse du navire sur un ecompas gy~
rostatigne de type queleongue *7, —— Un compas gyrostatique est
un systeme matériel, comprenant un ou plusieurs gyros, qui prend une
certaine position d’équilibre sous I'influence des forces données, qui sont
'aimantation fictive du ou des gyros, et les poids. Ges forces sonl, les unes
verticales. les aulres paralleles a la ligne des poles. Le compas est construil
de telle manisre que la ligne marquée DS sur la vose sorienle dans le
plan de ces deux directions,

Geci suppose le compas installé a terre ou @ bord d'un batiment stoppé.

Quarrive-l-il si Te batiment fait route & la vitesse v, dans la direction
qui fait Tangle a avee I'horizontale Nord? Soient O le point du batiment ot
se trouve le compas. OX Thorizontale Nord, OY Thorizontale Ouest, OZ la
verticale. Le mouvement du triedve OXYZ par vapport au tricdre Tryz dé-
fini par le centre de la terre et par trots étoiles vésulte de 1a rotation e de

la terre, d'une rotation ¢, =; (R, rayon de la terre) autour du diametre

perpendiculaire a OZ el a la vitesse », el d’une rotation ¢, aulour de la
verticale OZ. choisie de telle maniere que ON soit a chaque instant orienté
versle Nord. ¢, est beaucoup plus pelit que ¢ : pour une vitesse de 30 neeuds,
§,=0,03¢; g, est de Tordre de grandeur de g,.

Les lois de la mécanique par rapport aux axes OXYZ sonl analogues &
celles de la méeanigue terrestee = e poids devea étee remplacé par la ré-
sultante de Tattraction de la terre ct de la foree d'inertie d’entrainement
due au mouvement du tricde OXYZ par rapport au triddre Tayz: sa di-
rection esl ainsi modifice d’'une quantité inappréciable de l'ordre du cen-
titme de degré au maximum. Enoutre Faimantation fictive (¥ 23) se1a due
a la résultante des champs €, ¢, et ¢,. La ligne 9N de la rose sorientera
dans le plan vertical de cette résultante ou, ce qui revient au méme, per-
pendiculairement & la vitesse du biatiment par rapport & Tayz. Celle vi-

(9 Le ressort est quelquefois présente comme un organe accessoire ; il est, au contraire,
capital; si le ressort n'existait pas (k- o), 'appareil ne serail pas pendulaire : sous I'in-
(lnence d'une force perlurbatrice. il resterait verlical, pendant que le gyro précession
nerait autour de Taxe me,n,, cecr jusqu'a ce que m,ng ~oit devenu paralléle & m n,; le
pendule obéirait alors & la force perturbatrice. Si le gyro clait invariablement ié au
pendule, la période de T'oscillation sera’t fa méme que si le gyro n'existait pas, mais le
pendule réagirait fortemnent sur ses appuis.

67 Voir ). Mantienssen, 3,
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tesse résulte de sa vitesse relative v ot de la vitesse d'entrainement
Vcos L (V=¢R; L, latitude). Ses composantes suivant OX (Nord) et
OY (Ouest) sont v,==1v cos a et v,=1v sin & — Vcos L, de sorte que 'azi-
mut £ du compas, compté a partiv de OX, est défini par (%)

1 CoS a
lanHC=VcosL — vsing
ou simplement
C(' 4 \ vceosa Vx

"= VeosL~ VeosL

31. @énéralités sur Pamortissement des os¢illations d’un
compas. — Soit un systtme matériel soumis & des liaisons par contact
indépendantes du temps. Je les supposerai holonomes dans ce qui suit,
mais celte restriction n'est pas nécessaire. Je suppose que le systéme ne
comporte pasd’asservissement. Dans ce systéme figurent un cerlain nombre
de gyros entretenus électriquement,

Soienta, B,y,. . . les paramétres fixant la position du systéme , @ I'angle
de rotation propre de T'un des gyros (§25), I son moment d'inertie par
rapport & P'axe de figure,  la vitesse angulaire maintenue électrique-
ment.

Les forces données appliquées & ce systtme sont supposées dépendre
d’un potenticl V(a, B,y.. ..) [poids, actions de ressorts, etc. ]. L'influence
de 1a rotation de la terre remplit cette condition, car I'aimantation fictive
qui la représente se compose de deux forces e constantes en grandeur, di-
rection et sens, appliquées en deu points fixes de 'axe de figure, distants
de IQ T'un de P'autre (§ 23).

Les équations de Lagrange s’appliquent a I'étude des petites oscillations
de ce systdme. J'écrirai les équations correspondant aux para-
métres a, B, y,. .. el les équations qui expriment la constance de la ro
tation des gyros ($ 25).

La vitesse de rotation d’un gyro projetée sur son axe de figure s'obtient
en ajoutant & @ (vitesse de rotation propre) la projection de la vitesse
angulaire de la boite (ui le contient. Gelle-ci est une fonction linéaire
homogéne de o', 8,7/, . . ., dontles coefficients sont lindaires en a, 8, v,. . .,
sil'on n'éeril que les termes du second ordre de maniére a n'avoir dans
les équations de Lagrange que des lermes du premier ordre. La force vive
du systéme se présente sous la forme (note 25, p. 18)

AT =Ty B[P (- ax-b+ ) Blm-toat Bt )4+

le signe 3 s'étendant aux différents gyros, 2T, ne contenant ni les @ ni
les @'. Lord Keuvix et P. G. Tair® ont étudié les conséquences générales

©8) Voir, dans F. Kieiv et A. Sommerrero, 1, t. IV, p- 845 & 863, une application
numérique de cette formule.
®) Lown Kevin et P. G. Tarr, 1, t. I, p. 320 3 3a7.
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de ce fait; je me place uniquement dans le cas particulier, objet du para-
graphe. J'a1 montré (S 25) que, pendant le mouvement, on a

¢ +etaatbt- ) FBmtoatdft )t - =0

tenant compte de cette équation, les équations correspondant & a, 3,. ..
s'écrivent

| 5 (52) = 30+ S 1000+ b8 +-+-) — (oo - o -+ )] =— 0

1)~ S+ S0 4 dB ) (b dB ) = — 2

Les termes en IQ possedent la propriété fondamentale suivante, qu'on
vérifie immédiatement : Uéquation correspondant & o ne contient pas de terme
en 1Qa’; Péquation correspondant i (3 ne contient pas de terme en 1€23'; le terme
en QB de I'équation correspondant @ a et le terme en 1Qa’ de Péquation corres-
pondant & 3 ont des coefficients (b — ¢) et (¢ —b) égauz en valeur absolue et de
signes conlrares.

[l en résulte que, si I'on forme I'équation de I'énergie en multipliant
ces équations respeclivement par da, df,. . .. et les ajoutant, les termes en
1Q disparaissent et il reste uniquement

dTy+V)=o.

T, -+ V peut s’appeler 'énergie apparente du systtme (palpable energy);
c'est I'énergie qu'aurait le systéme, si le moment d’inertie de chaque gyro
par rapport a son axe de figure ¢élait véduit a zéro (), On voit que I'énergie
apparente reste invariable pendant les oscillations, qui, par swite, ne sont pas
amorties 1), On ne peut donc espérer construire un compas utilisable avec un sys-

teme du type défini.

49 Si, dans le systéme donné S, on remplace chaque gyro par une tige matérielle
rectiligne de maniére a annuler I, on obtient un systéme S, ayant la force vive aT,. Le
systéme donné S ~e comporte comme se comporterait S, si I'on faisait agir sur lui, en
plus des forces de potentiel V, forces qui ne dépendent que de la position (positional
forces). des forces dépendant de la vitesse (motional forces) introduisant dans les équations
les termes en [Qa’, 1Q8',. .. Le caractére particulier de ces forces est dii aux propriétés
indiquées des coefficients de ces termes. Lorp Kevvin les appelle gyroscopic forces (note 38,

. 392).
P ") Si, cherchant des solutions du systéme (1) de la forme

a=Ace", B=B¢',. ..,

on écrit I'équation caracléristique sous la forme habituelle d’un délerminant égalé & zéro,
on vérifie que celte équation en » ne contient que des lermes de degré pair, par suite
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L'amortissement ne pourra étre obtenu quen introduisant des forces,
intérieures ou extérieures, n'admettant pas de potentiel, et susceptibles
d’absorber 1'énergie.

Ce seront, par exemple, des résistances passives, frotlements intérieurs
ou extérieurs. Les frottements entre solides sont en général a écarter,
comme apportant une cerlaine indétermination & la position d'équilibre
apparent; seuls les frottements entre liquides, qui s'annulent avec la vi-
tesse, sont utilisables (cuve & huile de I"Anschiitz & trois gyros).

Ou bien ce seront des réactions de corps étrangers mobiles, comme
sont les réactions de I'air ambiant sur les jets d’air sortant de I’Anschiitz
1906.

Ce pourront étre, enfin, des forces de liaison de seconde espéce corres-
pondant & un asservissement (compas Sperry & un ou & deux gyros). C’est
le moteur dasservissement qui, produisan! automatiquement une source négative
d'énergie, absorbe ici peu a peu Pénergie de Uoscillation.

CHAPITRE Il

ETUDE DU COMPAS ANSCHUTZ (1908).

32. Principe. Ftude élémentaire (%), — Le compas gyrostatique
le plus simple consiste dans un gyro U, monté horizontalement dans un
pendule U suspendu a un point fixe O (fig. 3). Je supposerai que la per-
pendiculaire OH abaissée de O sur I'axe 958
du gyro est un axe de symétrie du pendule.

Je vais montrer que ce systéme a une posi-
tion d'équilibre apparent pour laquelle I'axe
63 est dans le méridien. En effet, d’apres
la loi fondamentale de la mécanique appli-
quée au systeme UU,, les forces d’inertie par
rapport « la terre des éléments qui constituent le
gyro, le poids P, Paimantation fictive ®, @' (§ 23),
la réaction R en O forment un systéme de vecteurs
équivalent & zéro. Or, dans la position d’équi-
libre apparent, les forces d'inertie du gyro
s'équilibrent deux & deux, les forces P et R
forment donc un couple équilibrant le couple

des propriétés particuliéres des coefficients des équations (1) : le remplacement de r par
— r ne fait, en effet, qu'échanger les lignes et colonnes, ce qui ne change pas I'équation.
La solution générale du probiéme ne peut done présenter de termes amortis sans présenter
eg méme temps des termes divergents, incompatibles avec la stabilité implicitement
admise.

) Voir en particulier H. Anscuurz, |5 Der Kreisell.ompass, 55 O. Martienssen, 1 433
M. Scuuren, 1; F. Kiemw et A. Sommerrero, 1, t. 1V, p- 845 4 863; P. Lemaire, 1.
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® @' 1l en résulle que ITS ot Og sont dans le méridien; tout se passe
comme si le gyro était remplacé par un barreau aimanté 9%S.

I1 y a intérét (S 41) & ce que, dans cette position d'équilibre, J6S soit
horizontal, d’odi la nécessité de surcharger légerement 'extrémité Nord ,
dans 'hémisphere Nord, d’une quantité croissant avec la latitude,

Pour I'étude élémentaire, il est commode de composer le poids P et les
composanies verlicales @, @, de 'aimantation fictive en un seul vecteur P,
égal & P appliqué en un point g, , lequel occupe une position fixe sur 'axe
de symétrie du pendule (centre de trois vecteurs paralléles). Les forces
données appliquées au compas sont alors P,, R, et les composantes hori-
zontales @, @) de 'aimantation fictive. Dans la position d’équilibre, @,
et @, sont alignés suivant JLS, P passe par O.

Je vais étudier les oscillations de ce compas lorsqu'on le dérange de sa
position d’équilibre.

Soient £, 0, A les trois angles (§ 26) qui définissent la position du (riedre
principal O\-AZ du pendule a Tinstant 1, le tribdre de référence élant
OX. horizontale Nord; OY, horizoniale Ouest; OZ verlicale ascendante.

La rotation du gyro élant trés rapide, les mouvements de I'axe O-Xe
paralléle a VTN sont nécessairement Irés lenls. Au contraire, pour chaque
position de O-\+, il est manifeste que le compas peut osciller librement
dans un plan perpendiculaire.

Cette oscillation, siles conditions initiales ont pu lui donner naissance,
samortit au bout d'un lemps relativement courl : j'étudie seulement le
mouvement ullérieur.

Le compas n'oscillant pas autourde O-\+, on peutadmeltre que I'inertie
gyrostatique est prépondérante (note57), el prendre comme moment ciné-
tique un vecteur Oy porté par Oek:, ayant pour valeur la constante IQ. Ses
projections sur OX, OY, OZ sont [Q cos f cos §, 1Q cos fsin g, — [Qsind.

Japplique 1e théoreme de Resal au compas entier: la vitesse du point y
est équipollente au moment résultant en O des composantes @,, @, de
I'aimantation fictive et du poids P,. Fexprime cette équipollence en pro-
jetant sur Oo\e, sur OX et sur OZ.

Oy étant constant, la vitesse del'extrémité y est perpendiculaire & 0,
de sorte que le moment de P, par rapport & O-\e est nui, ¢'esl-a-dire que
X reste nul pendant le mouvement. (Il semble d'ailleurs intuitil que, pour
chaque position de O-\+, le point g, est situé le plus bas possible, cest-
a-dire dans le vertical de Oek:).

Projetant sur OX et sur OZ, et posant Og, =a, j'obliens

(1) 12 (cos A cos {)' = aP s fsin ;
(2) — [Q(sin ) = — [Qe cos L cos G sin §.
L’équation (2) s'écrit

(@) ¢ =ecosLsin§.
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Rapprochée de (1), elle donne
(3) 1Qe cos L cos 6 cos £ + aP cos § = const.

Gest I'équation du cone décril par O-\:. Ce cone est du 4° ordre.
Si je porte OA =1 sur O-\+, le point A a pour coordonnées

z=cosfcosl; y=cosfsin; z= —sinb;
et I'équation (&) s'écrit
(4) (IQe cos L? (z — z,)* + a?P22 — 1) =0,
x, désignant une conslante arbitraire.

On voit que la courbe déerite par A, qui, par la définition de A, est
tracée sur la sphéve de centre O et de rayon 1, se projeite sur le plan XOZ

} N

Fig. 4.

suivant une portion d’ellipse (fig. 4). Celte ellipse a son grand axe porté
par OX; la valeur numérique de cel axe esl considérable('?). alors que la
valeur du petil axe est 2, diametre de la sphére. I est intéressant de re-
marquer que, lorsqu'on change les conditions initiales, I'ellipse glisse le
long de OX sans se déformer. Le mouvement est oscillatoire, si e sommet
du grand axe est & une dislance de O inférieure & 1 (courbe 1), il est révo-
lutif dans le cas contraire (courbe 3); c'est ce qui arrive si l'inclinaison
initiale du compas dépasse une certaine valeur, (rés faible d'ailleurs (44),
La période de 1’oscillation s'obtient simpleuient ¢n remarquant que

" Si le compas est du type Anschutz 1906, le rapport des deux axes de I'ellipse est
de I'ordre de 1300, d'aprés les chiffres donnés par M. Scuurer, 1.

@) Le maximam de 6 au cours d'une oscillation correspond au passage dans le méridien,
la plus grande de ces valeurs correspond au cas limile (courbe a) séparant le mouvement
oscillatoire du mouvement révolutif. Un calcul élémentaire basé sur les chiffres de la

—— =18, soit 3° environ.

note 43 donne pour celte valeur maximum
\/1300
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0 restant trés pelit, les carrés et produits de 6 et de 6 sont négligea-
bles; 1'équation (1) s’écrit alors

(1) —1Q¢ —aP6,

et donne, rapprochée de (2'), 1'équation
(5) 1Q¢" + aPe cos L sin { = 0.

L'azimut { du compas oscille donc suivant une loi rigoureusement pen-
dulaire : si T'on compte le temps ¢ & partir du moment od O-X- passe dans
le méridien au-dessus de I'horizon, { et § s'expriment en fonction de ¢
par les fonctions elliptiques sn et cn 49):

(6) sm——sm 2 sn( \/al £ L ; o» amplitude de );

aPe cos L,
( a\/lﬂe(‘asL 2sm—cn(\/ ),

La période de T'oscillation est donnée par I'intégrale elliptique

2lQ 0 d€
(8) T—=2 \/ aPecos L f \/cns {—cos &,

Si Pamplitude est petite, sin { peut étre remplacé par { dans I'équa-
tion (5), et I'on obtient

9 &= Zosm( \ /“P’lg"l‘) 6—¢ \/lﬂeac?sL /m)

La période est
o

elle augmente avec la latitude.

Ces résultats sappliquent & I’Anschiitz 1906 qui esl une application
directe de ce principe : Le pendule U au lieu d'étre fixé en un point O,
flotte dans du mercure et cest la poussée du mercure qui remplace la
réaction en O; le point O lui-méme est remplacé par le métacentre du
flotteur. Une aiguille fixée au bati qui porte la cuve & mercure centre
le flotteur en empéchant tout déplacement latéral, mais son action n’est
qu'accidentelle.

) Voir P. Areert, 1,t. I, p. 433.
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D'aprés les chiffres donnés par M. ScauLer (voir note 43, p. 43) et par
F. Kiewv et A. SommerreLp (voir uole 12, p. 6) on a, pour ce compas,
a la latitude 50 degrés, dans le systtme C. G.S., les valeurs moyennes
suivantes :

s Q =20 000 g (20 000 tours par minute); IQe=2 X 10%;
? aP =15 x 10%; T =3 800.

33. Dispositif amortisseur. — Reprenant le compas schématique
défini au paragraphe 31, je vais chercher en quoi peut consister un dis-
positil amortisseur. J'ai déja examiné la question (830); je me placerai &
un point de vue différent.

Il résulte de I'étude (ui vient d'étre faite que le point y décrit une
courbe fermée tracée sur une sphére de centre O. Il faut remplacer
celte courbe par une sorte de spirale tendant asymptotiquement vers OX.
On introduira, pour cela, de nouvelles forces, donnant ainsi & y une
nouvelle vitesse se composant avec I'ancienne et dirigée soit vers le plan
horizontal XOY, soit vers le plan méridien XOZ.

Dans le premier cas, le moment de ces forces supplémentaires sera ver-
tical; sa valeur, s'l s'agit de forces dépendant de la position, changera
de signe avec 0, elle sera done, en premiére approximation, de la
forme 1A (k> o0); s'il sagit de forces dépendant des vitesses, sa valeur,
changeant de signe avec £, sera de la forme — AZ.

Dans le second cas. le moment des forces supplémentaires sera hori-
zontal, de la forme — kZ ou — g (%),

Analytiquement, la premiére de ces méthodes revient a ajouter au second
membre de I'équation (2') avant la suppression du facteur — IQ, le terme
kf ou le terme — kZ'; la seconde revient & ajouter au second membre de
I'équation (1') le.terme k€ ou le terme k6.

Dans les deux cas, on est évidemment conduit, pour les petites oscil-
lations, & I'équation connue des oscillations amorties.

[’Anschiitz 1906 présente une application de la premiére de ces deux
méthodes : la boite contenant le gyro est percée, prés de I'axe 9GS, de
deux ouvertures, par ol T'air peut pénétrer. Get air, entrainé par la rota-
tion du gyro, est rejeté vers la périphérie, et s'évacue a l'extérieur
en b et b’ symétriquement par rapport au plan NOL de I'équateur du
gyro. Une palette U,, arliculée suivant un axe paralléle 2 OFY, pend & la
maniere d'un pendule, et masque partiellement les ouvertlures &, b'.

Aux forces extérieures considérées au paragraphe précédent, il y a lieu

@) Le travail élémentaire de ces forces serait, suivant le cas,
k9 d¢ ou — k¥ df, — k{'d¢ ou — k6'd6.
Les deux premiéres de ces expressions montrent qu'il s'agit de forces n’admettant pas

de potentiel (cf. § 30); dans les deux derniéres, qui peuvent s'écrire — kZ2dt et — k§dt,
la dissipation d'énergic est manifeste.
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d'adjoindre 1a résultante / des réactions de I'air ambiant sur lés deux jets
sortants et la réaction horizontale r au point O ol la tige de centrage
touche 1e flotteur. Le mouvement du centre de gravité du compas étant
lent, r el_f forment un couple. Or, si § est nul, f/ est dans le plan de
symétrie OZ et son effel est simplement d'incliner un peu le compas
autour de Oc\s (A40); si 0 wesl pas nul, fquitle le plan JOL, et V'axe
du couple r, f acquiert une composante suivant OZ qui, changeant de
signe avec 0, est. en premiére approximation, de la forme k§ (on vé-
rifie immédiatement que & est positif) (47),

Au lieu de ce disposilif, je suppose qu'on fixe au llotteur U, dans le
vertical AOZ deux vases identiques ). I'an au Nord, Taulre au Sud,
réunis par un lube, et contenant un liquide donl le mouvement soil
entravé de telle manitre que son oscillation dans les vases soit décalée
d'un quart de période par rapporl a 6; on réalisera ainsi un systéme
amortisscur du second type 49,

34. Errcur de latitude ", — Si le compas est convenablement
surchargé de manitre que laxe YOS soit horizontal dans la poesition
d’équilibre 3 une latitude Ly, il marque le Nord & cette latitude, car le
couple f, r est dans le plan de I'équateur du gyro, ayant ainsi un mo-
ment nul par rapport & la verticale OZ.

Si T'on transporte le compas & une latitude L, supérieure par exemple
a Ly, les composantes verticales D, @', augmentent et le centre g, des
trois forces P, @', se déplace 1égerement vers le pole 8 du compas. Le
pole G se trouve. par suite, soulevé dans la position d'équilibre. Les
trois couples RP|, @, @', fi s'équilibrant, leurs projections horizontales
s'équilibrent aussi; or, par suile de Tinclinaison du compas, la force /
s'est légbrement déplacée vers le Nord, fe couple @, @', qui équilibre le
couple fr projeté a donc le sens positif. c'est-a~dire que le compas esl
dévié vers I'lisl. Les nolations étanl celles du paragraphe précédent, le
théoréme des moments appliqué & la verticale OZ et & Thorizontale OY
donue la position d’équilibre a la lalitude L :

1Qe (sin L —sin L)) = — aP§; 1Qe cos L { = k6.

Cette erreur de latitude € résulte du systéme amortisseur ; elle n’exislerait pas
satts lui. On peut d'ailleurs la faive disparaitre en modifiant la surcharge

@) Dans e Sperty (single gyro), on reconnaitra une application de ce méme prinicipe,
quoique, au point de vae du paragraphe 30, les deux dispositifs soient nettement diffé-
rents (voir § 43).

#8) La possibilité d’amortir les oseitlations par un dispositif de ce genre a éié indiquée

ar 0. Marrienssen, 3; c'est une application des citernes a roulis de H. Franm, 1.

49 Le dispositif amortisseur du compas anglais Brown (nole 8) s'inspire de cc prin-
cipe; ot retroave un principe analogue dans FAnschutz 1912 & Lrois gyros (ch. V1),

) Cette erreur est signalée par 0. Marrignssen, 3, par M. Senuies, 1, G. K. B.
Evprinsroxg, 1.
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suivant 1a latitade, de maniére & assurer constamment I'horizontalité de
'axe JbS 6L,

35. Etude élémentaire des déviations balistiques (52), -
Lorsqu'un batiment change de cap ou d’allure, passant des conditions de
route (v, a,) aux conditions (v, «,), le compas, qui présentait primiti-
vement la déviation (§30)

vy CO8 0,
(1) ZO “Ves L’

subit alors une période transitoire pendant I'évolution du bétiment; il prend
ensuite en oscillant sa nouvelle position définie par

v, €05 &
(2) Zl =Vl cos Il.

Les déviations dues & cette perturbation sonl appelées balistiques.

Je vais en faire unc étude élémentaire au moyen du théoréme de Rédal.
Je raisonnerai sur le compas schématique défini au paragraphe 32.

Je rapporte le mouvement aux axes OX, 0Y, OZ issus du poinl fixe O
du compas (OX, horizontale Nord; OY, horizontdle Ouest; OZ, verli-
cale). La modification & apporter aux lois de la mécanique lerrestre est
la suivante (§30) : le poids de chaque élément doit étre vemplacé par la
résultante de I'attraction terrestre et de la force d'inertie d'entrainement
due au mouvement de ce triedre par rapporl au triedre Tayz.

Dans cette modification du poids, seule la composante — ml . ou J désigne
laccélération horizontale due a évolution du bdtiment, est @ considérer ; les
autres sont inappréciables. En outre, dans le caleul de I'aimantation fic-
tive, ¢ devra élre 1égerement modifié (¥ 30). Gette modilication n'est pas
a retenir pendant la période transitoire. les forces — ml étant beaucoup
plus importanies, 'aimantation ficlive n’a que trés peu d'influence.

Jis J, désignant les composantes de I'accélération suivant OX et OY,
ces forces — mJ équivalent & une force unique horizontale de compo-

P ) . oiy
sanles —;J\, P Jy. appliquée au centre de gravilé g. Les autres forces
fr

1 ) .
données appliquées au compas sont I'aimantation ficlive @ @' et le poids P
appliqué en g.
Si ] varie lentement, le compas s'incline sans retard, sous I'influence

de la composante —:;J,, d'un angle A défini par 1'équation
]

3 A= —21,

® :

) Pour un Anschutz compensé & la latitude L, =50 degrés, I'crreur & I'Equateur
atteint 1° 6.

€% Ces déviations sont étudices par O. Manrienssen, 3, et par M. Scuusen, 1, sans
tenir compte de I'inclinaison Est-Ouest du compas.
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comme le montre le théoréme de Résal, lorsqu'on projette sur 0:X. Ce
r \ p . ’ . i) ¢ o]
méme théoreme montre que la force — p J; fait précessionner T'axe H6S
normalement au plan O9%S, donnant au point y une vitesse dont les com-

posantes suivant OY el OZ sont respectivement

0) mz'::;’ aly cos\;
) —106 — I;: al, sinX.

A la fin de I'évolution, dont je suppose la durée ¢, assez petite pour
que les forces @ @’ n’aient que peu d'influence, I'azimut du compas a
varié de

(6) —-~~af iR cos}dt—api;’

L’axe du gyro s'est en méme temps incliné de

(1) =‘_'3astmxdz ,mfud:

Or, les nouvelles conditions de route (v, @) du batiment correspon-
dent & une position d'équilibre du compas faisant avec I'ancienne, dans
le plan horizontal (§30), 'angle

__hicosa —,C080 Jv,
(8) 4=t Vcos L T VeosL

On voit donc que la position y, occupée par y 4 la fin de I'évolution
différe en général de la position ¥, qui correspondrait a cette nouvelle
position d'équilibre, de sorte que, P'accélération J ayant disparu, le
compas oscille, le point 5 déerivant une petite ellipse dont le centre

est v, et dont le rapport des axes est \/ (§ 32, éq.9), soit, avec

IQe cos L
les données numériques de I'Anschiitz, environ 36 (notes 43 et 44). Les
indications du compas peuvent donc se trouver faussées longtemps apres
Iévolution.

On a pensé annuler ces déviations balistiques en choisissant les con-
slantes de I'appareil de telle maniére que y, et y, aient le méme azimut 3%,
c'est-a-dire de telle maniére que les expressions (6) et (8) soient égales;
cette condition s'écrit

l_\__ 1Q
g——aPecosL

%) Cette condition est indiquée par O. MarTiesse, 3.
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Elle exprime que la période du compas doit étre celle d’un pendule ayant pour
longueur le rayon de la terre (voir § 32, éq. 10), c'est-a dire environ quatre-
vingl-cinq minutes.

Mais il faut remarquer que cetle condition ne remplit pas le but, a
cause de l'influence de Tinclinaison 8 (éq. 7). Celte influence n’existe
d’ailleurs que si J; et J, sont tous deux différents de zéro, cest-a-dire si
Iaccélération J est oblique par rapport au méridien; elle est maximum
pour une inclinaison de 45 degrés. D'aulre part, pour une variation
donnée des conditions de route, il est manifeste que 39 est dautant plus

grand que la durée de 1'évolution est plus courte, ators que J¢ conserve
une méme \aleur.

~ o . 1 ) y v 1
Si o dépasse en valeur absolue & J¢, Tellipse décrite par y aprés

I¢volution contient y, a son intérieur ¢t la déviation balistique est plus
grande que si y avait pu conserver sa position initiale. La condition
exprimée ci dessus, qui a toute sa valear dans le cas d'une accélération
Nord-Sud, n’a plus aucune valeur dans le cas actuel (voirnole 52, p. 47).
Sil s'agit d'une évolulion simple telle (u'une gnalmn a vitesse con-
slante ou une augmentation ou diminution de vitesse a cap constant,
y, ne s'éearle guere de Thorizontale y,y,, et les déviations bali-
stiques sonl faibles, malgré ce qui vient d'étre dit. Mais si le bati-
ment . faisant route a 45 degrés du méridien, diminue. pws auymenle sa
vitesse un certain nombre de lois de suite, les elfets de ces variations
successives se compensent sur ¢ el s'ajoutent sur 9, de sorte que le
point y, peut étre assez éloigné de I'horizontale 5, v, donnant lieu, dans
la suite, a une forle déviation balistique.

Une giration de 180 degrés est sans effet; il en est de méme d'une
succession de demi cercles, de méme sens ou de sens différents; au con-
traire, une Lrajectoire en lacet, formé d'une séric de quarts de cercle, et
dont T'orienlation générale serait a 45 degrés du méridien. donnerait
une forte déviation balistique.

Il est intéressant de remarquer que Uinfluence de Uinclinaison 8 est inversement

aP
proportionnelle au cube de la période; 36 est, en effet, proportionnel a m,

1Qe cosL
cette déviation est donc, au total , proportionnelle a (l ) soit (33,
éq. 10) inversement proportionnelle a T?. ’

Ainsi, par exemple, dans I'Anschiitz 1906, la période est, en moyenne,
de soixante-trois minutes (§32, form. 11), soit les trois quarls de quatre-
vingt-cinq minutes. Elle est trop faible pour annuler les déviations bali-
stiques dues & une accélération Nord-Sud. Quant & 'influence de I'inclis

) 6\3 ) ) e a
naison Jf, elle est (-3—) =2, 4 fois plus grande que si la période dtait
de quatre-vingl-cinq minutes.

Le systeme amortisseur modilie ces résultats ; il a, d'une part, une

or, la déviation en azimut qui en résulte (332, éq. 9) est 98 \/

4



influence directe sur Torientation du compas A la fin de la période tran-
sitoire, dont il augmente ou diminue la déviation; il atténue, d’autre
part, 'amplitude de l'oscillation consécutive (voir § 39).

36. Mise en équations plus préeise. — Jutiliserai, par
exemple, les équations de M. Appell (54). La position du flotteur U autour
du point fixe O, oti I'aiguille de centrage le touche, dépend des trois para-
métres £, 0, X (526). En outre, la position du petit pendule auxiliaire U,
servant a I'amorlissement est déterminée par I'angle o dont il faut faire
tourner le triddre principal 0L de U autour de O pour obtenir
en direction le triedre principal de U,. Ce pendule U, se meut dans le
plan ZO-\:, il est articulé a U en un point G dont les coordonnées par
rapport & ce (riedre O\:IZ sont £, 0, — k. Son centre de gravité est a
la distance b de C.

Soit P, le poids total; @, le poids de U,; la ligne IG qui joint le méta-
centre du flotteur au centre de gravité G du systéme formé par U, par
le gyro U, et par 1a masse de U, supposée concentrée en G a pour pro-
jections d, e, — a sur les axes O-\-, 0, 0Z.

Je vais metire le probléme en équations, en supposant au bdtiment une
accélération horizontale J (8 35). Dans ces équations j'écrirai seulement les
termes du premier ordre par rapport aux paramelres et a leurs dérivées;
cependant, lorsque J sera différent de zéro, j'écrirai les termes du second
ordre en J, X, &, car A el a n'étant pas génés par I'inertic gyrostatique.
pourront avoir des valeurs relativement importantes, de T'ordre de I. Je
négligerai les produits de J, A, & par C et 6. Le double 2S de P'énergie
d'accélération du flotteur U, y compris la masse du gyro concentrée en
son centre de gravit¢ et la masse de U, concentrée en G est de la forme
(mote 27, p. 25)

(1) AN BE? 4 CL -

en n'écrivant que ce qui est susceplible, a Ja dérivation, de donner des
termes de l'ordre indiqué. Pour tenir compte de I'énergie d’accélération du
gyro, il faut ajouter (§ 28)

@ B, (02 4¢2) +21Q (6 —C) - - ..

Pour tenir compte de 1'énergie du pendule auxiliaire U,, il faut ajouter
(527) le double de I'énergic d’accélération de U,, dans son mouvement
autour de G,

(3) AN+ B, (6" 4"+ C "% -

— —

et T'expression 2M (J,.55) (S 27) qui se réduit ici &

(A) Qfg_lbh (0"2+)\"2+0"a" - )\l!z"a) F2_ﬁ_g‘bl()\"z” — )\llo"x_o"k’g—eﬂa”a)+. . ;
) M. Aepmiz, 1, t. I, p.3743 3.
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si A, et 0, sont les angles, analogues & X et & 6, qui fixent T'orientation’ de
1a surface libre du mercure, on peut représenter approximativement Uaction
du mercure sur le flotleur par une poussée égale au poids apparent de ce
flotteur, et appliquée au métacentre [, cette poussée élant corrigée, d’une
part, par un couple s'opposant aux variations de A — A, et de X—X,, et dont
le travail virtuel est de la forme

(5) M(X, —X) 34NN, —X) &,

et, d’autre part, par un couple s'opposant aux variations de 6 — 0, et
de 6 — — ), ou, simplement, de — 0, et de — ', (6 ct § étant trés pelits)s
le travail vu‘tuel de ce second couple esl de 1a forme

(6) mf', 86 4 @', 6.
h
Ces termes (5) et (6) n'interviennent guére que par roulis.
J'évalue le travail du couple formé par le poids apparent du flotteur et

la poussée principale, en supposant le poids apparent du petit pendule U,
concentré en G :

Cest la différentielle du produit scalaire du poids apparent, dont les
prolechons sur OX, OY, OZ, sont respectivement ——-I—)J\, —— J,, —P, par

le vecteur IG et, par suite, de I'expression
P P . BN
(7) EJX[eZ—{-a(O—{—)\Z)]—EJ,(d{—i—a)\;—{-P[dﬁ—e)\-—a 3+5)]‘

Je dois ajouter le travail du couple provenant du transport en G du poids
apparent du pelit pendule; c'est la différenticlle de I'expression

®  Th(at 020+ 2 (=0 = T 0P 2.

Le travail de I'aimantation fictive est de méme la différentielle du pro-
duit scalaire du vecteur ¢ par le vecteur I paralltle a I'axe du gyro, st,
par suite, de I'expression

9 —IQecos L 2.2 —[Qesin L6.
© (343

La réaction de T'air sur les jels sortants peut se représenter par une force
constanle f agissant parallelement a Oy dans le sens negauf appliquée en
un point de coordonnées ke, 0, —¢, dans le systéme 0XGZ. Son travail
virtuel est, en se bornant aux termes du premier ordre, f étant relative-
vement petit,

(10) — fe Oh+ f(c — ka) 8C;
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enfin, T'oscillation du pelit pendule U, autour de G (variation de a) pou-
vant dtre relativement rapide (cas du roulis), il y a lieu de prévoir un
travail virtuel de résistances passives de 1a forme

(11) — palda.

Cela posé, je puis écrire les équations de M. Appell; j'écris les équations
correspondant & 1, «, ¢, 6, dans I'ordre que j'indique,

M’+%”zz"=_(ap +ab)(';'+)\) —Pe—fe+M (N, — ")
+N(X, —X);

(12)

(13) B2(0"+a")+%bhﬂ'+pa'=wb(%‘—a—0);.

@Z"-—lﬂﬂ'-{—??«"(!—-qu)=——1Z+f(00—ka)+£(elx——d.l,)
(18)
+%‘x( P+wb)+Eaarb

'lf'oa”+(B2+%bh)(0”+a")+ lgz';“_;’fl(x'2+xx"+u') -
(15)
—ab ("E‘_0)+wb(%—a-—6)—10+l)d——a+m0"l+n0',;

Jai posé

) domA A, -2 —h &,—B+Bl+”ibh € =C+B,+C,;
16
7=IQecos L; o =1Qesin L.

37. wosition d’équilibre. — Elle s'obtient en annulant toutes les
dérivées et l'accéléralion J : on peut determiner d et e, c'est-a-dire sur-
charger le compas de maniére que A el § soient nuls, on a alors les
cgaditions

(17) Pe=—fc; Pd=o;

les équations montrent que @ et { sont nuls : il n'y a pas de déviation. Si
cette compensation a été faite a la latitude Ly, on trouve, a la latitude L,
la déviation ¢ délinie par

(18) aP cos L =f(c+ k) (sinLy—sin L),

en négligeant IQ¢ devant aP.
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38. Oscillation du compas. — J'étudie les petites oscillations du
compas supposé dérangé de sa position d'équilibre, puis abandonné a lui-
méme sans nouvelle perturbation, en particulier J = 0.

L'équation (12) qui, en dehors de A et de A, ne contient qu'un terme
en L', trés petit, d’une part. parce que = est petit, et, d’autre part, parce
que {" est trés petit, montre que le compas oscille autour de OcX- ( variation
de 1) comme s'il 'y avait pas de gyro.

Cette oscillation, de période relativement courte, s'amortit rapidement
si les conditions initiales 'ont fait naitre, de sorte qu'on peut supposer
que A et A sont nuls. L'équation (13), dans laquelle § et & sont nécessaire-
ment trés petits, montre que a reste sensiblement égal a -— 6, dés que les
oscillations initiales, s'il en cxisle, se sont amorties. Restent les équations
(14) et (15) dans lesquelles 6, sera pris égal a zéro. Elles s'écrivent

(19) &0 — 100 =— 1L+ kb,

(20) WG +1Q¢ = — (aP +17) 0,

en posant

(1) fle+k)=F

L’équation caractéristique de ce systtme d’équations différentielles est
(22) (©r2+7) (Wr2 4 aP) +1Qr (1Qr + k) =0,

si I'on néglige = devant aP.

Cette équation, pour IQ) trés grand, a deux racines r,, r, voisines de
zéro, et deux racines trés grandes ry, 1.

Pour obtenir les racines voisines de zéro, je néglige le terme en +* et
jobtiens I'équation

12 (12Q2 + EaP 4+ 1be) + HQr ++ 7aP = 0.
Or, dans I'Anschiitz 1906, CaP -1t est de Iordre de 1076 [2Q2 (53); je
puis donc le négliger devant 12Q2, en remarquant incidemment combien

I'influence de U et de &, c'est-a-dire de I'inertie de I'armature, est faible
dans le calcul de ces racines », el r,: j'obtiens ainsi

1 k. k2
rl,r2=l—d(—;il\/'ﬂlp _Z’).

Les racines infinies r,, 7, se déduisent de celles-ci en remarquant que a

somme des quatre racines est nulle et que le produit est l,.,, J'obtiens
ainsi », -+r, et r,r,, d'oll, sensiblement,

IQ

k
—_t .
21 Vhe

T3y Ty =

®) D'aprés 0. Marmenssen, 3.
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La solufion du probléme est alors de la forme.
(=1L ent - Lyest | Lyt L 7,0,
6= 61 ent 4 O, en |- O, et |- 0,
ol les Z et les © désignent des constantes.

Les termes en et et ¢! correspondent 2 une oscillation amortie, dont
la période

10
ku
\/ TaP — i

est un peu supérieure & la période trouvée dans la théorie élémentaire par

. . . k
suite du facteur d’amortissement g (56),

T=2on

. /o azlQ
Les termes en ¢"! et ¢! correspondent & une période trés courle
v we

(note 12, p. 6). Ce mouvement a le caraclére d'une nutation qui vient se
superposer au mowvement général de précession défini par les Lermes
en ¢itel ¢! qui dominent le mouvement @),

11 est intéressant de remarquer que les racines 7, et r, définissent une
oscillation divergente. leur partie réelle étant positive. Il est dailleurs
juste d'observer que cette divergence est extrémement lente, et que, d’autre
part, les moindres résistances passives (négligées ci-dessus) s'opposant &
la variation de 6 ou de { introduisent dans I’équation caractéristique un
terme en r* a coeflicient posilif suflisant pour assurer a r;+4-», une valeur
négative.

Enfin 8), les résistances passives absorbent méme rapidement cette nu-
tation, qui, d'ailleurs, si clle ¢tait sensible, aurait tot fait de détériorer le
compas.

La nutation étant supposée absorbée, et 6 sont définis par des expres-
gions de la forme

§=1Ze P cos gt;.0= :‘% Le?* (p cos gt 4 gsin gt),

9 M. Scuuier, 1, indique 3700° comme valeur approchéq de la période sans amortis-
sement, 4110" en tenant compte de I'amortissement.

¢ On se trouve dens le cas désigné par L. Kevvin et P.-G. Tarr (1, p. 396 a 413)
sous le nom de gyrostanc duvmination. .

La période de cette nutation ne dépend pas des forces agissant sur le compas. Ce fait
est général dans les systémes dominds gyrostatiquement. Ces mouvements de nutation
sont pour cette raison appelés adynamic (assez improprement d'ailleurs) par L. Keuvin et
P-G. Tair (1, p. b19).

68 Voir 0. Martienssen, 3; H. Laus, 1.
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en posant r;, r,=—ptqi. Le point de coordonnées cartésiennes ¢, §
décrit le diagramme lieu du point A (8 32). On vérifie facilement que c'est
une perspective oblique de la spirale logarithmique

T T :
w=Z\/;§e‘P‘cosqt; y=1 \/;—;-W‘SIn qt,

sur un plan passant par Oy.

39. Déviations balistigues. — Je suppose que le batiment acquiére
a 'instant 1=0 une accélération J qu'il conserve, variable ou non, jusqu’a
Pinstant t;5 & cet instant 7, son accélération J disparait, et X,a,0,,2,
reprennent la valeur zéro en oscillant dans Vintervalle ¢, 1,. Cet inter-
valle 0,1, est supposé court par rapport & la durée de l'oscillation du
compas. K lmstant lp, { et @ se trouvent donc avoir des valeurs 3¢, 39 diffé-
rentes de zéro, et cest partic de cette position que le compas oscille
ensuite conformément aux indications du paragraphe 38.

Je multiplie les équations (12) (13) (14) (15) par dt et je les intégre dans
I'intervalle (0,1,) en remarquant, d’une part, que A, a,},.0,, ainsi que
leurs dérivées premitres, sont nuls au début eta la fin de Tintervalle; et,
d’autre part, que les termes non gyrostatiques qui conticnnent en facteur

l'une des intégrales f gdt, f Ldt=4¢, f ¢'dt=3¢, ou des intégrales

analogues en 6, sont petits, si la durée de la perturbation cst pcllle par
rapport ala pemode du compas; je les négligerai, comme plmmene appro-
vimation; ]obtlpnq ainsi, en désignant par ov, et Jv, la variation des com-
posantes de la vitesse v du batiment suivant OX et OY, ct utilisant les
formules (16), (17) et (21) des paragraphes 36. 37, 38,

0) — 2 [P )

()
_105%-2

+wa 'dt+ aP—]—wb)f 2,
(8) Inx—%btf.“ada'=ap%.

Les termes en @ des premiers membres sont petits; d'ailleurs on peut
les rendre aussi petits que possible en allégeant U, et en diminuant ! et h.
Je les négligerai 59), L’équation (4) donne pour 3{ la valeur obtenue par
P'étude élémentaire (§ 35). L’équation (3) donne la valeur de 56. Cette valeur

) Dans les compas Sperry, on retrouvera des termes analogues, mais avec un coefficient
beaucoup plus important (voir chap. IV et V).
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. .y, . :
est la somme de trois termes : le premier k£ — représente l'influence sur &6

du systeme amortisseur. Ge terme est proportionnel a la variation de la
composante v,; il ne dépend pas du temps mis par le bitiment @ réaliser cette
variation. Il est maximum pour une variation de vitesse suivant le méridien;
son ordre de grandeur est, pour une variation de vitesse de 30 nceuds
(15™), de 15 X 107", soit 0°25; dans ce cas particulier, les autres termes
qui composent 36 sont nuls, et cette valeur d§ entraine une oscillation
consécutive amortie dont la premiere amplitude est d’environ 5°. Le second
terme est proportionnel & la variation de vitesse Est Ouest, il s'annule a
I’Equateur si le compas y est convenablement réglé. Mais sa valeur, aux
latitudes moyennes, est, toutes choses égales, environ vingt fois moindre
que celle du premier terme.

Jétudierai de plus pres, & propos du Sperry, les intégrales qui rentrent
dans fes deux derniers termes. Si je suppose, comme approximation, que J
varie assez lentement par rapport a la période propre des variations de X et
de a, telle qu’elle est définie par les équations (12) et (13) (S 36), on peul
admettre que A, a, A, 0, prennent sans relard appréciable, & chaque
instant, les valeurs qui correspondraient & I'équilibre, si J conservait la
méme valeur, soit

J
5 )\sx -::-'—-—': ==0——
(5) 1 g

6 étant considéré comme petit. Dans ces conditions, les deux derniers
termes de 46 se réduisent &

aP L] ],
(6) 2 f 2 d

Cette valeur dépend non seulement de la variation de la vitesse en gran-
deur et en direction, mais de la loi suivant laquelle cette variation est
réalisée; en particulier, elle est, toules choses égales, inversement propor-
lionnelle & la durée de I'évolution. S'il s'agit d’'une variation de vitesse a
cap constant A, cette valeur s'écrit

(7 gsinAcosAfh(:}\)’dt;

elle est mazimum pour un cap @ 45° du méridien. Sil s’agit d'une augmen-
tation ou diminution de vitesse de 30 nceuds, se produisant dans le
court délai d’'une minute, le terme dd & l'amortissement a la valeur
0°25 X sin 45°=0°18; le dernier terme prend une valeur a peine inférieure
0°16. Ges deux effets s’ajoutent, si I'accélération est dirigée ver 'Est (J,<<0);
ils se retranchent, si 1accélération est dirigée vers I'Ouest. On obtient
finalement une déviation balistique consécutive de 7 degrés, dans le pre-
mier cas et d’une fraction de degré dans le second cas.
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La forme du terme (6) met en évidence la superposition de ses effets et
I'exagération consécutive des déviations balistiques, lorsque le produit J,J,
conserve un signe constant malgré les changements de signe de chaque
facteur, comme il arrive dans le cas des lacets imaginés au paragraphe 35
ou de variations alternatives de vitesse & cap constant. Le terme di a
'amortissement a un caractere toul différent, puisqu’il ne dépend que de
la différence entre la vilesse initiale et la vitesse finale.

X, 2, a,0, étant donnés par les équations (5), on trouvera dans les traités
d’analyse I'expression générale de la solution en § et § des équations (14)
et (15) (S 36); celte expression permet d’étudier les déviations balistiques
au cours d’une longue évolution. Si J, et J, contiennent des termes sinu-
soidaux, comme il arrive dans une giration, on aura une certaine exagé-
ration des valeurs prises par { el 6, s'il y a synchronisme entre la période
du compas el ¢elle des lermes sinusoidaux introduits dans les équations.

40. Etude du roulis (0, — Le roulis d’'un biliment peut &tre assi-
milé a une rotation oscillatoire aulour de son axe longitudinal. La période
de ce roulis (de l'ordre 5 & 12*) est nettement supérieure a la période propre
de chacun des parametres A el a, de sorte que I'amplitude I'j du roulis
est du méme ordre de grandeur que les valeurs prises par X et a; je con-
serverai donc les termes du second ordre en I'j, X, «, négligeant les produits
de T'; par § et par &

Soit A T'azimut du plan vertical dans lequel se fait le mouvement de

roulis, le cap du batiment étant A—I—g. L'inclinaison du batiment étant
supposée donnée par

(1) I'=Tcosst,

Taccélération d'un point situé & la distance R au-dessus de I'axe d'oscilla-
tion a, au degré d’approximation convenu, en posant J, = RI';s?, les com-
posantes

(2) Ji=—1J,cosstcosA; J,=—1J cosstsinA; J, =], cos2st.

L’accélération J, n'est pas & retenir, car elle est du second ordre, et,
comme elle ne s'introduirait dans les équations que multipliée par 2,0,
ou a, on obtiendrait des termes que j'ai convenu de négliger. J'aurai
donc les équations du mouvement du compas, en remplagant J, et J, par
les valeurs (2), dans les équations (12), (13), (14), (15) du paragraphe 36.

Les paramétres £ et § variant tres lentement, leurs dérivées sont négli-
geables dans les équations (12) et (13). Comme dans lous les probléemes de
petits mouvements troublés par des forces périodiques, X et a présentent
une oscillation libre superposée & une oscillation forcée. Si le roulis est
parfailement régulier, I'oscillation libre ne tarde pas & disparaitre : T'oscilla-
tion forcée seule subsisle. Celle-ci s'obtient par simple identification.

®) Q. Mantienssen, 3, indique la déviation permanente causée par le roulis.
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L'équation (18) donne pour o une oscillation forcée présentant avec le
roulis une petite différence de phase @; si Ty désigne la période du roulis,
T, la période du petit pendule, on a pour cette oscillation forcée de a
expression approchée

(3) a = cos A cos (st 4 @), avec Y = — 2 —L—;

. . J
A est done trés voisin de —l—;.

L'étude de X est plus complexe, étant liée & Toscillation du mercure et
de la cuve, on peul supposer cependant une expression approchée de méme
forme

(4) A= {sin A cos (st + ).
£ étant voisin de =2, @ aurait une expression sinusoidale analogue.
\ g

Je remplace a, A, 0, par ces expressions dans les équations en { et 6;
Jobliens deux équations linéaires du second ordre & coeflicients constants;
si, dans les seconds membres fonclions de ¢, je remplace les produits de
sinus el de cosinus par des sommes, chacun d'eax devient la somme

. , . ) . am

de trois termes, I'un constant, l'autre sinusoidal de période - Pautre
, . T g, . . . .,

de période - L’expression donnanl l'oscillation forcée de Z ou de 8 est

donc la somme de trois termes de méme forme, I'un constant, les autres
sinusoidaux; ces deux derniers ne sont pas intéressants, leur amplitude
étant nécessairement trés petite; je vais calculer les termes constant §, et
f.. En identifiant, jobtiens

(6) ¢ —k o=—ﬂn—A—:—°s—A[;—’{(aP + wb) cosxp—}—':?":alwb cos @

+ 20 =k os (p— ) |

©) aPo,_-=-—“°°;"212.2’;g’.”1.

Les deux premiers termes en @b de I'équation (5) ont une somme presque
nulle d’aprés les valeurs approchés de A et de - Les autres termes en
wh des équations (5) et (6) sont négligeables & ¢61é du terme cn aP.

Si e roulis est parfaitement régulier, on voit que Ir compas présente une
déviation permanente §,, 6,, délinie par les équations (5) et (6). 6, est
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d'ailleurs sensiblement nul, et ¢, se réduit sensiblement au terme en aP,
soit, & peu pres,

sin A cosA /J,N2
0 B (L

Cette déviation en azimut est maximum pour un roulis N W - S E. Dans
ces conditions, si la période du roulis est 10, si 'amplitude des oscilla-
tions horizonlales du balimen!t a Tendroit ou est placé le compas est
0™ 70, la formule (7) donne une déviation voisine de 12°

Pratiquement, le roulis n’a pas cette régularité; dés que I'amplitude,
la phase el la période du roulis se modifient sensiblement, T'oscillation
libre réapparait, et le compas oscille autour de la nouvelle position
déviée qui correspond au nouvelles constantes du roulis.

41. ¥Imfluence d’une variation de vitesse du gyro., — Si le
voltage du courant qui entretienl la rotation du gyro vient a baisser, le
couple moteur ne fait plus équilibre aux résistances passives, et la vilesse
u de rolation propre du gyro diminue, faisant ainsi apparaitre un couple
— I de forces d'inertie qu'il y a lieu de joindre aux forces extérieures
dans les considérations qui précedent. Si I'axe du gyro est horizontal, la
position d’équilibre se déduit de I'ancienne par une simple inclinaison A
autour de O-\+, jusqu'a ce que ce couple de forces d'inertie soit équilibré
par le couple que forment le poids et la poussée du mercure. Mais, si
Paxe est oblique, cette inclmaison ne peut équilibrer que fa composante
horizontale de I'axe de ce couple. el c'est aimantation fictive @, @',
qui, seule, pourra équilibrer 1a composante verlicale, entrainant, par
suite, une déviation ¢ définie par

7l =—Iué.

Elle est dirigée vers I'Ouest si la vitesse diminue avec § > o. La néces-
sité de mainlenir I'axe rigoureusement horizontal pour éviter ces incon-
vénients est manileste.

CHAPITRE IV.

ETUDE DU COMPAS SPERRY A UN GYROSTAT (1941).

42. Prineipe. — Etude ¢lémentaire. — Le compas américain
Sperry, avec son pendule auxiliaire stabilisé par un petit gyro ($ 29),
constitue un progrés important sur I'Anschiilz 1906. La supériorité de
son principe provient surlout de la maniére dont il réagit aux accéléra-
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tions perturbatrices. En outre, son dispositif amortisseur est une appli-
calion intéressante de 1'asservissement.

Un gyro U, est mobile autour de son axe de figure dS dans une
boite U,, moblle elle-méme autour d’un axe M, N, par rapport & un cercle
vertical U, (fig. 5); ce cercle est mobile autour d'un diamétre M N, par
rapporl A une charpente U, appelée croisillon ou araignée (spider), mobile
aulour de P'axe MN par rapport & un cercle de cardan U,, mobile lui-

méme autour de I'un de ses diamétres M,N,. Les axes M,N,, MN, M, N,
concourent en un point O fixe par rapport au navire; IBS, MN, M N
concourent en G. Dans la position d’ e(]lllllble du compas, TS est paral—
léle & OX (horizontale Nord), M,N, & OY (horizontale Ouest), JbS est
paraliele a OZ (vertlcale) MN, cf M\ sont horizontaux, 1'un paraliéle,
lautre perpendiculaire a I'axe longltudmal du navire.

La boite U2 porte, en un point o situé sur le prolongement de IS,
un pendule & longue période u, u, u; (gyro-balistique, flouting ballistic, § 20)
stabilisé par un petit gyro, et relié a U, en o par deux charniéres hori-
zontales a angle droit (fig. 2). Le point G est centre de gravité du sys-
teme formé par U,, U; ct la masse du pendule supposée concentrée
en o(). Ce pendule porte & sa parlie inlérieure deux galels: l’un a cou-
lisse dans une gouttiere circulaire fixée a la boite U,; autre @', dans une
gouttitre analogue portée par un contre-poids (bail) U, en lorme de crois-
sant, mobile autour d'un axe M,N, disposé sensiblement dans le pro-
lougement de T'axe M,N,. Ce contrepoids exerce sur le galet «’ une action
F, dans un sens ou dans Tautre, suivant son inclinaison, action qui se
trapsmet a la boite U,, par l'intermédiaive du galet «.

" Le systtme U,U; cst légérement surchargé sur une perpendiculaire & JTS et &
M,N.; il scra tenu compte plus loin de cette surcharge. Je la néglige ici.
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Lorsque le cercle U, lourne autour de la verticale, 'axe MyN, tourne
en méme temps de manitre & resler toujours dans le plan de U ; A cet
eflet, il est monté sur un cercle vertical U, appelé cercle asservi (phantom),
qui, au moyen d’un petit moteur d’ asservissement porté par le croisillon U,
suit automatiquement le cercle vertical U; dans toutes ses orientations, sans
re’agir en aucune fagon sur lui. Cest ce cercle asservi qui porte la rose. Le
systeme U, U, U, u, u,u, sappelle élément sensible.

La posmon d equlhlne apparent s'obtient en appliquant la loi fonda-
mentale de la mécanique terrestre au systeme U, U,U,u U Uyl les forces
extérieures formant un systeme de vecteurs equwalent a zéro sont les
poids, la force F, action du conlrepoids sur le galet «', I'aimantation
fictive @, @', et les réactions le long de 1'axe M| N, que jélimine en pre-
nant les moments de ces forces par rapport a M, N,.

Les poids et la force I ont un moment nul, il en est donc de méme de
I'aimantation fictive @, @', c'est-a-dire que Paze 98 est dans le méridien.

En déplacant Iegerement I'axe My\, par rapport au cercle asservi U,
— ce qui se fail au moyen du cadran Est de latitude — on fait varier la
force I suivant la valeur de la latitude, de manitre @ assurer Phorizontalité
parfaite de oS, dans la position d’équilibre. L'équation des moments, par
rapport & I'axe M,N,, appliquée a I'équilibre du systeme U,Uu, u,u,,
montre que le moment de la force F est égal au moment de I'aimantation
fictive :

(1) Fa=—IQesinL, (a=Cd)

d’ol la valeur de F qui dépend, en effet, de L.

Je vais étudier les oscillations de ce compas, lorsqu'on le dérange de
sa position déquilihre Soient { et 6 les angles (azimut et inclinaison
de JGS) fixant la posmon de la boite U,, la charpente U étant supposée
rester fixe dans sa position normale (M, N, vertical). Je supposerai, en
outre, étant donnée {a lenteur de Poscillation du compas, que le gyro-
balistique reste sensiblement vertical et ne réagisse que statiquement sur
la boite U,,.

I apphque le théortme de Résal au systeme U, U, U u | Uyt dans I'hy-
pothése d'une inertie gyrostatique prépondérante (3 24 et note 57, p. 54)
par rappert au point fixe G, et je projetle sur la verticale M1N1 pour
éliminer les réactions le long de cet axe; le moment de F étant nul,
jobtiens (cf. § 32) I'équation

@ —IQ (sin §) =—1Qe¢ cos L cos 4 sin .

Ce méme théoreme appliqué au systéme U,U,U,u u,u, par rapport
au point G, en projetant sur M,N, de maniére a éliminer les réactions
le long de cet axe et de M,N;, donne I'équation (voir notations, § 29,
p- 37)

(8) 1Q cos §¢ =—Qlsin (6 + 1) — wb sin § — IQe (cos L cos { sin 6
+sin L cos 6),
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[Q, poids du contrepoids; !, distance de son centre de gravité g & MyN,;
6+ 7, inclinaison du plan défini par M,N,g; » est une constante dont
la valeur est petite; elle se régle au moyen du cadran Est de latitude

& (voir éq. 4)]. Cette équation se simplifie si I'on remplace sin (04 »)
par sin 64 cos , ct si l'on tient compte de ce que 6 est nul dans la
position d'équilibre ({' =6 =0), ce qui donne la condilion

(4) Qln +1Qe sin L=0.
L'équation devient alors

(5) IQ cos ¢ = — (Q!+ =b -+ 1Qe cos L cos ¢) sin 6.

1 est facile de montrer I'équivalence des équations (2) et (5) aux équa-
tions (1) et (2) du paragraphe 32, & condition de remplacer aP par
QI+ @b. Les propriétés qui ont é1é déduiles de ces équations subsistent
donc ici intégralement. Mémes propriétés du cone décrit par CoXe, qui,
ici, se confond avec )3,

Toutes les formules du paragraphe 32 s’appliquent aussi, moyennant
ce remplacement de aP par Q4 wb. En particulier, la période des
petites oscillations est

)
(6) T= 27r\/(Ql Tab)ecos L

Les valeurs numériques de ces quantités sont, dans le systéme kilog.-
force, métre, seconde(62) (63),

( I=0,032; Q=000 (8600 tours/min.); 1Q=28,8;
7)

IQe=0,002%; Ql4+wb-=0,8; T=85" pour L==35°.

43. Amortissement. — Errcur de latitude. Jai supposé
que le galet o', par lequel le contrepoids agit sur I'élément sensible, est
situé dans le plan perpendiculaire en G & M,N,; pratiquement, il est
1égérement décalé vers I'Est d'une quantité ap valant 6™ environ. Ce
décalage suffit pour amortir les oscillations.

Si, en effet, les équations (4) et (5) subsistent sans modification,
puisqu'elles sont indépendantes des actions intérieures au sysléme
U,U,Ugu, uyny, donc de 1a position du point de contact u, U, I'équa-
tion (2) doit, au conlraire, éire modifice par I'introduction, au second
membre, du moment de T'action F du contrepoids. Cetle action I est
d’ailleurs donnée par Tapplication de la loi fondamentale de la mé-

©) D'aprés Le Compas gyroscopique. .., 9, el A. Bauvrr, 1.

3 Cette valeur de I'aimantation fictive correspond a 200 0oo unités C. G. S.. soit
dix fois celle de I'Anschutz; il cst bon d'ajouter que la masse & entrainer (ici 45 kilog.)
est plus grande que celle de I’Anschutz (g kilog. 5).
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canique au contrepoids dont on néglige les forces d'inertie; j'obtiens
ainsi

(8) Fa—Ql sin (4 n)=0;
(9) —IQ (sin §) =—1Qe cos L cos 6 sin {+ Fap cos 6.

Dans le cas de petites oscillations, ces équations s'écrivent

(&) Qlp=—IQesin L;
(5) 1Q¢ = — (Ql + =b +1Q¢ cos L) 6;
9 1Q6 =1Q¢ cos LE— Qlp (64 7).

Elles mettent d’abord en évidence U'erreur de latitude présentée par la
position d’équilibre : Thypothese § = = 0 entraine, en effet,

(10) b=0; (=—2" __ oyl

“Ti0ccs L

Cette déviation est vers I'Est dans I'hémispheére Nord; elle est due uni-
quement au systéme amortisseur (6%,

L'élimination de 6 ecntre les équations (5') et (9') met en évidence
l'amortissement des oscillations. Si I'on compte ¢ a partic de la va-

leur (10) qui correspond a 1'équilibre, I'équation donnant sa variation
s'écrit, en effel,

(11) 1Q¢" + Qlpl' +¢ cos L (Ql+ @b+ 1Qe cos L) {=0.

Cest I'équation d'une oscillation amortie; le facteur d’amortissement
est de T'ordre de 4 X 10 ', donnant un décrément un peu supérieur a 2,
de sorte que I'amplitude de chaque demi-oscillation est environ le tiers
de la précédente (69,

©) La cause de cette erreur de latitude est trés simple : la nécessité, pour assurer
I'horizontalité du compas aux latitudes différentes de zéro. d'une force F, qui, par suite
du décalage du galet @' vers I'Est (dispositif amortisseur), a un moment non nul par
rapport & la verticale M, N,; c¢ moment nc pouvant étre compensé que par I'aimanta
tion fictive, une légére déviation en azimut en résulte.

Cette errcur est quelquefois présentée, sous une forme trés obscare d'ailleurs, comme
provenant d'une vague lendance de I'axe JTS a conserver son orientation dans I'espace
pendant que la terre tourne, tendance qui produirait un retard (lay) de I'axe sur la
rotation qui {entraine. La réalité est plus simple.

Dans le compas Sperry, I'erreur de latitude ct 1’erreur de vitesse sont corrigées auto-
matiquement par un dispositif ingénieux commandé par deux boutons gradueés, I'un en
degrés de latitude, I'autre en necuds. Ce correcteur déplace légérement la ligne de foi de
manidre & rendre la lecture toujours correcte.

©5) Le cercle asservi est quelquefois présenté comme servant uniquement & décharger
I'élément sensible de ce qui ne lui est pas indispensable, en parliculier du contrepoids.
Ce qui a été dit au paragraphe 31 montre que, sans Passervissement, toul amortissement
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hh. Ewude élémentaire des déviations halistiques et du
roulis (), — Je suppose que le navire qui porte le compas passe des con-
ditions de route (v,, @) aux conditions (v, a,): je conserve les nolations et
les hypothéses du paragraphe 35. Sous I'influence des forces d'inertic d’en-
trainement —mJ, e croisillon U s'incline, Paxe TS du gyro conservant
Porientation Nord-Sud. Si Tacec¢lération ] varie assez lenlement, l'axe de
symétric M, N, s'oriente suns retard sensible suivant {a pesanteur apparente.
s'inclinant de A autour de OX et de y autour de OY:

(12) A=—5;y=5.

L'axe M,N, de suspension de la boite U, s'incline de A autour de OX.

Le pendule gyro-balistique, étant & longue période, se meut trés lente-
ment vers sa nouvelle position d’équilibre, qui fait 'angle A avec la verti-
cale. S Pévolution dure peu, ce déplacement est petit, le principal effet des
forces d’inertie d'entrainement sur ce pendule étant de donner un mouve-
ment de précession au petit gyro. Dans ces conditions, si on néglige le
décalage du galet a' vers I'Est, on voit que Taction F du contrepoids,
s'exercant dans le vertical de Taxe DTS du gyro, lui donne une précession
sensiblement horizontale ; cest ce que montre clairement le théoréme de
Résal appliqué au systtme U, U, Uyu, u,u, avec projection sur M, N,, puis
au systeme U,U,u,u,u, avec projection sur M,N,. Le moment cinétique
de I'un ou de I'autre de ces systémes se compose du moment cinétique IQ
du grand gyro, parallele 2 OX, et du moment cinétique jow du petit gyro,
sensiblement parallele & OY.

La vitesse du moment cinétique jw cst égale au moment de la force

d'inertie d'entrainement — @b = d'aprés le théoréme de Résal appliqué au

pendule. Le théoréme de Résal appliqué & I'élément sensible, comme il a
6té dit, montre, par suile, I'identité de la vitesse du moment cinétique IQ

. I
avec le moment des forces F et — @b =, ces deux vecteurs ayant mémes
. . r ]l
projections sur 63 (zéro), sur M, N, et sur M,N,. Les forces F et — ==

étant sensiblement dans le vertical de 9T, la vitesse du vecteur 1Q est
donc sensiblement horizonlale, et I'on a, & chaque instant de 1’évolution,

(13) g0, IQZ'=—aF+wb1;;‘.

serail impnssible, quelle que soit la position du contact a, puisqu’il ne pourrait y avoir dis
sipation de Uénergie apparente. D'ailleurs, si le contrepoids était supporté par le cercle
verlical U, le théoréme de Résal appliqué au systtme U,U,U,Ugu,u,u, par rapport
au point C, avec projection sur la verticale, éliminerait les réactions le long de t'axe
M,N',, qui seraient alors des forces intéricures, et fon obtiendrait I'équation (2),
quelle que soit la position du pownt o', Or, comme on 1'a vu, les équations (2) et (5) défi-
nissent une oscillation non amortie.
) Voir le compas gyroscopique Sperry..., 9; J. Perucaon, 1, p. 105.
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F est donné par la loi fondamentale appliquée au contrepoids (équation
des moments par rapport a MyN;):

J
(14) aF cos A 4 Ql?:o.
Remplagant dans les équations (13), et les intégrant pendant toule la
durée de I'évolution, jobtiens approximativement la déviation

dv,
g

M=0; 1Q8=(Ql+ab)

Gette déviation amene le compas dans la posilion qui correspond aux
nouvelles conditions de route (v ,a,) (§30), si I'on a

R 1Q

g QI+ @b)ecos L

Toute déviation balistique est donc supprimée, si la période du compas est celle
du pendule de longueur R (85 minutes). Il est juste de relenir que cette con-
clusion n’a lieu que moyennant les approcimations indiquées ci-dessus. En par-
ticulier, le galet o’ est supposé rester dans le vertical de l'axe d63. Or,
d'unc parl. le disposilif amortisseur (décalage de a” vers T'Esl) a une cer-
taine influence comme dans le cas de 'Anschulz; d’autre part, si 'évolution
w'est pas de courle durée, le galet o’ quitte la verticale HTS, entrainant
une variation de linclinaison § pendant 'évolution, et, par suite, une dé-
vialion conséculive en azimut. Malgré ces réserves. Pamélioration introduite
par le dispositif Sperry est tres véelle (voir §53).

Cette amélioration est manifeste. lorsqu’on étudie le roulis. Dans ce cas,
l'accélération perturbatrice J a une orientation fixe el une variation sinus-
oidale. Un roulis Est-Ouest agit peu sur les indications d’'un Anschiitz ou
d'un Sperry : le compas obéit au roulis sans réagir, puisque cette oscillation
ne tend pas & modifier Porientation de Faxe du gyro.

Un roulis Nord Sud a peu d’action. car les forces d'inertie — mJ, ont
seulement pour cffel une précession alternative du gyro vers I'Est et vers
I'Ouest, et, comme la période propre du compas est heaucoup plus longue
que celle du roulis, 'amplitude est insensible.

Il n'en est pas de méme pour un roulis oblique par rapport au méridien :
soit, par exemple, un Sperry placé sur un navire faisant route an NE.
Le roulis a la direction NW-SE. Sous l'influence des forces d’inertie — mJ,
le croisillon oscille au roulis, mais I'axe M,N,, de suspension de 1a boite du
gyro oscille parallelement au vertical EW (YOZ), car T'axe du gyro con-
serve sensiblement sa direction OX. Cette oscillation du croisillon, et, par
suite, celle de M, N, sont, & peu prés, en phase avec le roulis, le croisillon
ayant une période beaucoup plus courte que celle du roulis

Les forces - ml appliquées au contrepoids sonl dirigées vers e Nord
quand le navire s'incline sur babord, vers le Sud quand il s'incline sur

D]
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tribord. Le contrepoids exerce donc sur la boite du gyro une force supplé-
mentaire qui donne au moment cinétique, d'aprés le théorémo de Résal,
une vitesse w perpendiculaire a la droite qui joint le centre G au galet o',
alternativement vers I'Est et vers I'Ouest.

Je suppose que le contrepoids agisse directement sur la boite U,, @’ étant
fixe par rapport a U,; il est évident que la vitesse du moment cinétique,
tout en étant dirigée alternativement vers I'Est et vers 'Ouest, est alors
toujours dirigée vers le bas, de sorte que T'extrémité I du compas s'abaisse,
diminuant Taction du conlrepoids quand le navire s'incline sur tribord,
'augmentant quand il s'incline sur bébord. Y% poursuit done son mouve-
ment de descente en déviant vers I'Est. L'aimantation liclive inlervient
alors pour alténuer le mouvement de descente. Il devient intuitif ue le
compas oscille autour d’'une nouvelle position d’équilibre déviée horizon-
talement et telle que la vitesse du moment cinétique due a I'aimantation
fictive compense exactement la moyenne des composantes verticales de la
vilesse due aux forces d'inertie d'entrainement du conltrepoids.

Cest ainsi que se comporlerait le Sperry s'il n'y avail pas de pendule
gyro-balistique, ¢'est ainsi que se comporte 'Anschulz (comparver 8 40).

La présence du pendule gyro-balistique permet au galel a’ de rester
dans le vertical 68, si la période de ce pendule est longne par rapport
& celle du roulis; la vitesse w, due & P'action I du contrepoids et a la force

. . o .
d’inertie ——1J, du pendule est alors horizontale, et toule tendance du

compas & dévier vers 'Est disparait. Les inconvénients de l'oscillalion du
pendule sont atténués si on peut le faire osciller en quadralure avec le
roulis. Dans ce cas, I'inclinaison de 'axe YOS pendant chaque quart de
période est compensée par une inclinaison égale et de sens opposé pen-
dant le quart suivant.

Dans le raisonnement précédent, linertie du systéme cercle vertical-
boite n’a pas été considérée; or, au raulis, son influence n'est pas négli-
geable. Dans I'Anschutz, le flotieur oscille autour d’un axe parallélo a 'axe
du gyro, axe principal d'inertic au point fixe O, de sorle que la vilesse
de son moment cinétique en O esl portée par cel axe. Les compasantes
suivant OY et 07 de la vilesse du moment cinélique du systéme (lotleur-
gyro sont donc dues uniquement au changement d'oricnlation du moment
cinélique 1Q du gyro, el les formules (6) el (7) du paragraphe 3o sub-
sistent sensiblement.

Dans le Sperry, le cercle vertieal a un mouvement plus complee : la
charnidre M, N, oscille sensibloment dans le plan vertical du roulis, tandis
que la paraliele issue de O & ta charmdre My\, oscille dans le vertical E-W.
Les notices (note 14, p. 6) allvibuent Tinfluence de Pincrtie de ees
organes aux forees d'inertie cenlrifuges des éléments dans une oscillation
qui aurait lieu autour de Faxve longitudinal du navire : cette influonce
se représenterait donc par des lermes conlenant les seules dérivées pre-
midres A, 5'; la réalité est moins simple, la rolation du cercle vertical
pe g'effectuant pas autour d'un axe fixe, L'étude fuite au paragraphe 48
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montre que cette influence se représente non seulement par des termes

contenant A" et %', mais par des lermes de méme importance contenant
aussi les dérivées secondes.

45. Mise en équations plus préecise.

Soit A4 ; l'azimut de

la charniére M N, aulour de laquelle tourne I'anneau U de Cardan. Cette
charniére se confond, par exemple, avec la ligne de foi du navire. En fai-
sant tourner le tricdre OXYZ de I'angle A aulour de OZ. puis de 'angle p
autour de la nouvelle position de OY, jobliens des axes principaux
d'inerlie de I'anneau; une nouvelle rotation de 'angle » autour de la nou-
velle position MN de OX donne des axes principaux d’inertie OX'YZ' du
croisillon. A est lini. g el v sonl nuls dans la position d’equilibre; p et »
restent petits dans ce qui va suivre.

L'introduction provisoire des parametres p el » est ulile, mais il y a
intérél, a cause de la valeur finie de Tangle A, a les remplacer par les
paramétres x, ¥, A, qui définissent. par la mdéthode habituelle (S 26), un
tricdre aurilicire OX"Y'Z", déduit du triedre OX'YZ' par une rotation de
'angle — A autour de OZ. Ce ricdre se confond avee le triddre de réfé-
rence OXYZ, lorsque p et » sont nals: il n'est lié au croisillon que
lorsque A, c'est-a-dire le cap, reste conslant.

Les relations entre x,y, A d’'une part, et A, ¢, » d’autre part, sont

(1) x=8inTA()\v—!l)’); p=ycosA—2AsinA; v=ysinA+2AcosA,

si I'on se borne, comme dans les études précédentes, aux termes du second
ordre en p et v, ou, ce qui revient au méme, en y et A. On voit que x, est
du second ordre.

Je rapporte la position des organes du compas & ce tritdre auxiliaire
O0X"Y'Z". Une rotation de {'angle { autour de OZ" (ou M;N,) donne le
tricdre principal du cerele vertical U, ; une nouvelle rotation de I'angle 6
autour de M,N, donne le triédre principal de la boite U,. Une rotation de
ce dernier triedre, de 'angle a autour de son axe des z (ou dL8), donne
en direction le triedre principal du pendule u,, lequel triédre, par une
rolation de l'angle 8 autour de son axe des z (soit myn,) donne enfin le
ricdre principal de la boite u, du petil gyro. Je poserai UC =e, oC=h.

Le triedre principal du cercle asservi U, se détermine, par rapport au
triedre auxiliaire, au moyen d'un angle & analogue & I'angle £ servant &
la détermination du cercle vertical. Une rotation de I'angle @+ » autour
de 'axe M,N, donne un triédre dont le plan des yz contient le centre de
gravité du contrepoids Ug; ce triedre est 1ié & Uy; » est la constante a
laquelle se réduit @ 4 » dans la position d’équilibre (voir § 42).

La position du systtme dépend des paramétres y,1,¢,0,a, 3, &, sans
compler les angles de rotation propre des deux gyros. A est unc fonction
donnée de ¢, qui se réduit & une constante, si le navire conserve son cap.
X est, par suite, fonction de y, de X et, peut-8tre de ¢ (éq. 1). @ est une

5

Y
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fonction des paramétres précédents, qu'on obtient en exprimant que e
centre du galet o' est situé dans le plan de chacune des deux gouttieres
circulaires dans lesquelles il se meut. Jobticns ainsi, en négligeant le
troisiéme ordre,

@) ¢—0=(E—E)(a—p)

(p est I'angle conslant dont le galet a' est décalé vers I'Est pour réaliser
l'amortissement ; § 43).

Jappliquerai les equatlons de Lagrange des systemes asservis ($ 15). La
liaison d’ asservissement s'exprime par 1'équation

(3) € ¢{—o;

les déplacements annulant le travail virtuel des forces de liaison de
deuxiéme espece sont ceux qui vérificnt la relation

SE—A)=

comme, d’autre part. les déplacements virtuels a considérer doivent lais-
ser (, et, par suite, A invariables, cette condition se réduit a

(8) E=o.

On se trouve ainsi dans le cas particulier défini au paragraphe 9; le
mouvement sera défini par I'équation d’asservissement jointe aux équa-
tions de Lagrange correspondant aux parameétres y,A,%,0,a, 8, et aux
équations qui expriment la constance de la vitesse de rotation des deux

yros.

Jobserverai, dans ces calculs, le méme degré d'approximation que dans
le cas de I'Anschiitz ($36). Je conserverai les éléments susceplibles de
donner, dans les équations définitives, des termes du prmmer ordre pm
rapport aux paramctres. Lorsque J sera différent de zéro, je conserverai
en outre, dans ces équations, les termes du second ordre en J, X, y, a, B,
négligeant les produits de ces quantités par les deviations en azimut et
en inclinaison du grand gyro, et par les dérivées des déviations en azimul
et en inclinaison du petit gyro, puisque son orientation varie lentement.

Or, les composantes 1, V, W du vecteur unitaire porté par I'axe du
grand gyro, suivant les axes de référence, el les composantes u, 1, w du
vecteur unilaire porté par I'axe du petit gyro sont données par les formules

V=x+¢+0; W=—y—642L;

()
u=—x—{--B+Aytay4af; w=>xi+ta+ty{+ By Fh.
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Je considérerai donc §,y +0,\ +a, 8 comme petits, par rapport A
y et A, et négligerai leurs produits par A et y.

Dans les girations, I'accélération normale a pour valeur vA’, si v est la
vitesse du navire; A’ est donc du méme ordre que J. Si la vitesse varie

\ R . . T . ) A"
au cours d'une giration circulaire, I'accélération tangentielle est v =053
A" est donc de 1’ordre de J2. Je n'envisagerai pas le cas d’une variation de
vitesse sur une trajectoire quelconque.

La force vive de I'anneau U, est
(6) Byu?+ C,A.

Celle du croisillon, y compris la masse des aulres organes asservis ou
non, concentrée au' point G, est

(1) A( — AP+ B+ A + C(A'— o).

Dans ces deux expressions, et » seront supposés remplacés en fonction
de X et de y a T'aide des formules (1).

Pour avoir la force vive du cercle vertical, je dois ajouter la force vive
de son mouvement autour de G (théortme de Koenig), soit

(8) AN+ 8y P+B, (0" — NP+ C (X —Xy)

Pour avoir la force vive du systtme formé par la boite U,, le gyro U, con-
centré en son cenlre, le pendule gyro-balistique concentré en o, ce qui
conslilue un systtme de centre de gravité G et la surcharge (voir note 61,
p- 60) de la partie inférieure de U,, que je représente par un corps de
poids p fixé & la distance a de G, je dois adjoindre, d'une part, la force
vive du mouvement de tout ce systéme autour de G,

O)  Ay(X— & — LOPB (B oy — XLk G — D' —XB,

et, d’autre parl, Iexpression 2M (Vn-vﬁ) [§ 27| relative & la surcharge,
soit

(10 2oy B+ ')+ X0~ 1))

Pour avoir la force vive du gyro dont je représente la vitesse de rotation
propre par ¥, je dois adjoindre la force vive du nouvement autour de
son centre de gravité, soil

(1) By(6+45 — NP Cy(L -3 — dy'+XO)
H[F 42 (1=2) +yt— 8~ (0 + 28y



—0
Pour avoir 1a force vive du systéme U,U; (cercle asservi, contrepords),
je dois ajouter, d’une part, la force vive de leur mouvement autour de G,
soit
(12)  AXN+EPHBG—NEPHC(E+ X — W)
(13) +Ag [N+ &'~ E(@+ ) P+ By (@4 7' — X&)
+ G [+ X=X+ X @+ n)P

et, d’autre part, I'expression de la forme 2M (V;;:) du paragraphe 27,
soit

Ql ’ ! ! "
(1) 2Lly (@ +) 437
Pour avoir la force vive du pendule gyro-balistique avec la masse de son

gyro u,u, concentrée en son centre ¢, je dois adjoindre la force vive de ce
systtme dans son mouvement autour de o, soit

(19 el — LB by — N oLy
+e,§+x =2+ X0 —abf —ay)

et, d’autre part, I'expression

(16) 2 %be [N (a+2-80)+y" (O+y+al)]+ 2%bh(a’+ X)(€+x' -y A+ 0X).

Pour avoir la force vive du petit gyro u, avec sa boite u,, je dois adjoindre
la force vive de leur mouvement autour de ¢, soit

(17)  (agtag)(@+N+8y'~L0+0B+y BP+b,(0+y - NCral o B-XB)

+(egte) (B+C+ X'~ 2y +X0-alf -ay')?

2
L]

+j [\L’+ 0’(1 —§)+y’+x'(>\+a)—)\’(ﬁ+t —a0)+aZ'—Ba']

V' désignant la vitesse de rofalion propre du petit gyro(©7).

Jévalue le travail virtuel de la pesanteur apparente en supposant les
poids apparents de la surcharge, du contrepoids et du gyro-balistique
transportés, les deux premiers en G, 'autre en o; si II est le poids total,

@) Dans le systéme d’unités industrielles hg force, métre, seconde, @b est de Pordre de
0,15; @, vitesse de régime du pelil gyro = 700, jo est de Pordre de 0,02 a 0,03; la
période propre du gyro balistique esl de 13 & 15 (nole 62 et mesures grossiéres sur un
échanitillon).
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/ la distance du point fixe O au centre de gravité du systtme (compte
tenu de ce Iransport de masses) ce travail est la différentielle de I'expression

(19) ~1y(3+2) 417y —1p

J'y ajoute le travail des couples introduits par cetle translation, soit la
différentielle des expressions

19 e[FO+n+i0-n—5 - ],

(20 U[(@+n)—ay -5 -,

(21) 'm'b[%‘(0+y+at) + ;(o: DR DN A ay)].
Le travail de 'aimantation fictive est la différentielle de

()  —I0ecost [y ]+mssmL(xz; y—0).

Le travail de I'action du ressort est de 1a forme
(23) — (kB4 Kk, B) 38,

en tenant compte de son amortissement propre.

Enfin, je suppose que des résistances passives s'opposent & la variation
de A et de y; leur travail virtuel est de 1a forme

(28) — my'dy —n\'dh.

Dans celle des équations de Lagrange qui correspond au paramétre y,
figure un terme en IQ (L4 x4 - -); ce méme terme figure dans I'équa-
tion correspondant a @: je retrancherai donc ces deux équations; je ferai
de méme disparaitre jw en retranchant les équations correspondant a A et
a a; J'obtiens ainsi, en posant

(25) J«=A+A1+A2+A4+A5+2eQl:“"; V5—B,+B-+B,+B,,
les deux équations
(26) Py +my — XA(B,4C)+(A—B —B,)(y'sin?A+X'sin Acos A)’

ap—}-QH-ﬁb ” " :I:_ .
+ BB oy ) =T (5 —7) 5
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(27) AX"+n)'+y'Al(By+C)+ (A-B-B,) (y'sinAcosA_xsinﬂA)'Jr';;’-’e(x'Jra")

= (IIf+ap+ Q1) 3+ —'{L—')+IQ€ sinL{.

Elles font connaitre X et y en fonction de ¢, si I'on remarque que les
termes en y"+ &', X"+ a" et 1Qesin L sont tout & fait négligeables vis-
a-vis des autres.

Ces équations sc simplifient, si lon réalise Uégalité des moments d’inertie A
et B+ B,; elles se réduisent alors &

(28) Uy my = XA (B, O =1/ (Z ),
(9) ANy N Byt €)= — [+ ap+ Q)().

Lorsque le navire conserve son cap (A'=0), on voil que X et y
oscillent indépendamment. Dans une giration circulaire, l'oscillation libre
de chacun de ces deux paramétres est la superposition de deux mouve-
ments sinusoidaux amorlis ayant pour périodes les périodes propres de A
ct de y légérement modifiées.

Pour éerire les aulres équations de Lagrange commodément, jintro-
duirai les parametres V, W, u, w. définis par les équations (5) et (6). Les
termes gyrostatiques qui figurent dans les équations relatives a ¢, 6,
a, {3 sonl respectivement

QW —AV) 4 jo(w +yu'); [Q(VAHAW)+jwrw’s  jwu's jow'

11 est naturel de combiner ces équations de manicre a isoler V', W' u', W',
surtout en vue de 'étude du perturbations. Je multiplierai donc ces équa-
lions par 1, A, —y, 1, el les ajouterai : jisolerai ainsi W'; puis je

multiplierai la premiére par — X, la seconde par 1, et je les ajouteral
jlisolerai ainsi V'; enfin, je conservcrai les deux dernibrea; jobtiens ainsi
les quatre équalions

(30)
(B,— A, +C,)Xy'+ (cl+A2+ge) Xy+ %oy + ev"+%bhw'+mvv'

_ ap<)\__7——-)\y)+ le(y +0+ v——) QI(x+ “)(”_{E‘)
—{—ﬁ'b%(a 42— L+ kB4 kB

1) —ab W +§ey"+ IQV’:Q’%}— (@ +7)(y+0) — Qln — o
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(82)  (a,ayt as)w"—l—%be)\”—{— 1';th"+ jou'—— wb(w-{—%);
(33) — (et e5)u'+jow'=—kB—k B
ol Jai posé
(34) Wb =B,+ B+ B+ b+b; E€=0C+C+Citep;
(35) P=Ql4+wbtap; 7=IQecosL; o=IQesinL.

46. Equilibre et oscillation libre. — La position d’équilibre
s'obtient en annulant les dérivées et T'accélération J. Si I'on s'impose la
condition § =0, on retrouve les équations (4) el (10) du paragraphe 43.
En comptant {a partir de la valeur qui correspond a I'équilibre, ou, d’une
maniére plus précise, en déplacant 1égérement T'axe O\ de la quantité
constante — p tg L., je supprime les termes constants de ces équations.

Pour étudier 'oscillation libre, je négligerai I'inertie non gyrostatique,
qui, comme on I'a vu pour I'Anschutz, a peu d’influence. J'obtiens ainsi,
en remarquant que V, W, u, w valent alors respectivement ¢, -0,
— B - ¢, a, les équations suivantes, ol 7 est négligé devant ®,

(36) 1Q6 = Ql(an — pb) + ¢ — kB— k,B';
(37) 10¢ = —%6;

(38) jo(B+¢)=aba;

(29) joo'=— kB — kB,

dont I’équation caractéristique est
(40) (2022 + QlpIQr + 1) (P k,wbr+ kwb)
+ Bjor (k4 by G4 Qbn) =0,

La premiére parenthése a les racines r, et r, que donne la théorie élé-
mentaire négligeant Tinfluence du gyro-balistique; les racines r, et r, de
la seconde parenthése correspondent & Toscillation propre du gyro-balis-
tique (S 29). L'équation elle-méme s’écrit

@) (r=r)(r—=ry)(r—rs)(r— 1)+ pr(r—rg)(r—rg) =0,
en posant

(1'2) #IQQQ: (Pkl; jw"5= —Qlp=o0; klr =—F

6



— T —

p 6tant trés petit, deux racines 7, et r, de cette équation sont voisines
de r, et r,3 les deux autres sont voisines de r, et r,. Leurs développements
suivant les puissances de p donnent, pour les premiers termes, en négli-
geant 7, et r, devant ry et r, (68),

( lt3) "'1 _—y kN (n—r)(ri—ry)

. ' (ry—13)(rs—14),
Ty r,—n ’ r3~r3+# ?

ry(ry—1s)

et deux formules analogues pour r; et 7.
Le facteur d’amortissement de T'oscillation longue est

r’ rl
A Ntrn,
2

en le comparant k—%ﬁ, on vérifie que la présence du gyro-balistique

n'influe qu'insensiblement sur ce facteur. Suivant le signe de la latitude
et le sens de rotation du petit gyro, ce facteur est augmenté ou diminué
d’'une quantité négligeable n'atleignant pas 10 * de sa valeur (voir note 67,
p- 70, et § 42). La période est augmentée ou diminuée, suivant les signes
de L. et de-w, d'une quantité n'atteignant pas 10 * de sa valeur. La modi-
fication des racines », et r, esl insignifiante aussi.

Il esl intéressant de remarquer incidemment que lasservissement ne
contribue en rien & amortissement du gyro-balistique. Si méme son amortisse-
ment propre était nul. on vérifie sur les équations (43) que les racines 7
et 7, veprésenteraient une oscillation divergente lorsque L et @ sont de
signes différents.

47. Caleul des amplitudes. — Les calcul des amplitudes des
diverses oscillations donne nettement I'aspect du mouvement; dans I'étude
des déviations balistiques, il permet aussi d’apprécier I'importance des
oscillations qui suivent la perturbation.

Lorsqu’on substitue a 6, {, a, B, des expressions exponentielles de la
forme

0=0¢", {(=121¢, a=NAe", L=Be",

on trouve pour déterminer @, Z, A, B quatre équations linéaires homo-
génes. La condition de compatibilité s'obtient cn annulant le déterminant D
des coefficients : c'est I'équation caractéristique (40). La théorie de ces
équations monlre que les valeurs de ®,Z, A, B sonl proportionnelles aux
mineurs correspondant aux éléments d’'une méme ligne de D, ces mineurs
étant affectés de signes alternés.

9 Le calcul des limites (E. Goursar, Cours d’analyse mathématique, Paris, 1gna,
t. I, p. 447) appliqué au développement de ces racines, montre que la convergence est
largement assurée par la valeur numérique de .
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Les coefficients ©,, Z,, A|, B,; correspondant a la racine r, sont ima-
ginaires conjugués des coeflicients ©,, Z,, ... correspondant a la ra-
cine 7. Les amplitudes initiales sont V©,0,, \VZZ,, ... . Ulilisant les
mineurs des é1éments de la premiere ligne, et négligeant 7\, », devant r;,

1)

jobtiens, comme quantilés proportionnelles, sensiblement

—_— R 2

(48) koby/Pr,  kal®, 12 PkyPr, ({%) P2,
On vérifie sur ces nombres que P'amplitude de ¢ vaul environ vingt-cing
fois celle de §; 'amplitude de « est une faible fraction de celle de G; celle
de @ est encore beaucoup plus petite.

Pour les amplitudes des oscillations correspondant aux racines 7 et r,,
les mineurs des éléments de la troisitme ligne sont plus commodes, ils
donnent comme quantités sensiblement proportionnelles aux amplitudes

dPo’ C’a’ﬁ’

(45) gkéﬁ’bm; @"\/'”T("'l”"ni‘,)% k?wb(;g)g; (kwbﬁ (;_:’2)2

On vérifie que les amplitudes de & et de O sont beaucoup plus petites que
wy k
celles de a et de 3, le rapport de ces deux dernitres élant y / —
En résumé, la variation de £ et de 6 est due presque exclusivement
aux racines r; el ry; celle de « et de B8, aux rvacines ry et 7, ce qui justilie
les résuitats donnés par la théoric élémentaire. o reste tres petit, si k est
petit, de sorte que le pendule reste presque vertical. Une grande valeur
initiale de o aménerait des perturbations, car I'amplitude de B serait
grande et le gyro pourrail venir heurler ses butoirs.

48. Déviations balistiques. Roulis, — J'étudie d'abord I'in-
fluence du roulis. qui montrera mieux les conditions que doit remplir le
compas; je supposerai ensuitc ces conditions remplies dans I'étude de
déviations balistiques.

Je conserve les notations et les hypotheses du paragraphe 40; japplique
la méthode aux équations actuclles (28) a (33); A" étant nul, les équa-
lions (28) et (29) montrent que A el y oscillent indépendamment, présen-
tant, si le roulis est régulier, les oscillations forcées

(46) y=(rcosAcos(st4@); A= (sinAcos(st—}-\b);

- Q et Ji étant voisins de 3’-

Les équations (32) et (33), ou 'on peut confondre u' et — &', § variant,
trés lenlement, et ot T'on peut négliger les termes non gyrostatiques des
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premiers membres, donnent pour 3 et pour A4 a une oscfllation forcée
de faible amplitude si la période propre du pendule est longue par rapport
a celle du roulis, ou d'amplitude appréciable, dans le cas de deux périodes
du méme ordre de grandeur, mais fortement décalée, si 'amorlissement
propre du ressort est grand.

L'oscillation forcée de X+« est de la forme

(47) Atoa=w=wsinAcos(st+yx), (m=const.)

w cos x, élant petit, si les conditions indiquées sont réalisées.

Les équations (30) et (31) donnent alors, pour délinir la déviation per-
manente, les ¢quations

) (9 Jo
m—(AﬁA Bl+2»—e)s?((' i\cos(@—\[/)—(Ql-i—m'b)wcosx—é

]0 Pl ‘lo J )
(48) +ap[zn(, cos@——g!\cosdx— G cos(¢—\]/)];
W,=o0.

Dans la premiére de ces équations, jai négligé les termes en 700G,
1{2 7(3%, dont 'influence est insensible : dans I'exemple numérique mdlque
au paragnaphe 40, leur influence sur V, serait de T'ordre de deux minules.

Le premier terme de expression de V est important, mais il est facile
de le faire disparaitre en imposant aux moments dinertie la condition

(49) A1+A2+2%e=3

Cest le but des poids compensateurs véglables fixés au cercle vertical pour
réaliser I'égalité de ces moments d'inertie.

Le deuxiéme terme représente I'influence de loscillation du pendule
gyro-balistique; il est proportionnel a w cos x; il est petit, si la période
du pendule est beaucoup plus longue que celle de la houle, mais, s'il peut
y avoir synchronisme, ce terme prend une valeur importante; dans le cas
d’un amortissement notable du pendule, ce maximum est moins considé-

o, 1, . .
rable, mais il dépasse cependant °*, valeur correspondant a ce que donnerait

un Anschiitz; il est donc indispensable que la période soit beaucoup plus
longue que celle de la houle. La période indiquée (12 & 15*) semble nette-
ment insuffisante. Quant & la surcharge p, son utilité napparait pas au
degré d’approximation admis. Le produil ap ayanl la valeur 0,017, son
influence est, d’ailleurs faible : dans I'exemnple numérique défini au para-
sraphe 40, la déviation qu'il entraine serait, en effet, inférieure & 10 mi-
nutes. Elle ne peut étre utilisée pour compenser le premier terme ou le
deuxiéme qui varient avec s, donc avee la période du roulis, elle ne peut,
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pour cette méme raison, compenser aucun terme contenant en facteur des
moments d'inertie. Elle ne peut étre utilisée que pour compenser des lermes
provenant des forces données ou d'inertie d’entrainement qu’une approxi-
mation plus serrée ferait apparaitre, a condition qu’ils varient comme
sin A cos A avec P'azimut du roulis.

En résumé, on voil, que, sous certaines conditions de réglage et de
construction, ce compas peut comsliluer un progres important sur 1’An-
schitz. Ceci suppose, bien entendu, que Tamplitude du roulis soit assez
faible pour justifier les approximations précédentes et que le galet a’ se
meuve librement le long de U,, sans se coincer.

Jaborde le probleme des déviations balistiques, les poids compensateurs
étant supposés convenablement réglés. Japplique la méthode du para-
graphe 39 dont je conserve les hypothéses el les notalions : ¢, désigne
I'instant ol A, y, @, B et leurs dérivées premicres ont relrouvé la valeur
zéro. Je supposerai que ce temps soit suftisamment petit par rapport a la
période du compas pour que V et W aient peu varié. Des conventions que
je viens de faire résultent les égalités

(50) f " (X Xy ) = f d(Xy)=0; f "y Xy )de=

Dans I'équation (30) multipliée par dr et intégrée dans l'intervalle (0,¢,)
appaml alors, au premier membre, le terme

(51) (A1+A2+2%29 _Bl)f)"d)I!

montrant que I'influence des poids compensateurs se fail sentir ici : leur
réglage supprime cc terme.

Les équalions (30) et (31) intégrées de 0 a ¢, donnent, en tenant compte
de ce réglage, et utilisant I'équation (33),

mti ’
(52) IQ5W—q | ()\%‘—y:{'—)\y)dt—le%

+ (@) [ (@R

(53) Q=2 ”?

Tai négligé dans I'équation (52) le terme af(a -+ X)de, dont la valeur est
insxgmﬁante

Ces équations sont daccord avec la théorie élémentaire dans I’ hypothese
d’une perturbation de durée sutlisammenl courte pour que « - A n'ait pas
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le temps de prendre de valeur appréciable; dans celte theorie, en effet, la
surcharge p et I'amortissement (coefficient p) ont été négligés. L'équa-
tion (53) montre que la déviation en azimut a I'instant ¢, (ou & I'instant ¢))
est annulée, si la période du compas est celle d’'un pendule ayant pour
longueur le rayon de la terre.

L’équation (52) montre que le terme di a Famortissement dans T'ex-

. . v s .
pression de SW est le produit de o par le double du facteur d’amortisse-

ment; & amorlissement égal, c’est la méme chose que pour 'Anschiitz. Ce

terme est mdépendant de la rapidilé avec laquelle seffectue le changement
d’allure.

Si la durée de la perturbation est plus longue (comparable & la période
du gyro-balistique), il est indispensable de tenir compte des valeurs prises

par X 4-a.
Je suppose qu'il s'agisse d’une variation de vitesse & cap constant, avec
une accéléralion constante J

(54) J,=—IJsinAd; J,=JeosA.

Les équations (32) et (33) donnent les valeurs de w et de 3, dont je peux
confondre 1a dérivée avec — u'. Négligeant les forces d'inertie non-gyrosta-

. . . \ J . . .
tiques. w s'obtient en ajoutant 3 — = cos A une expression sinusoidale

amortie; sa variation est représenlée ci-contre (fig. 6).

n4

N~N—— T, ¢

Fig. 6.

L’inlégralcf"’;"i (@~ N)de qui figure dans expression de IQSW avecle
coefficient (Q! 3}-@’1}). et donne Tinfluence de I'obliquité du gyro-balis-
lique, est le produit de = —LnaA par l'aire couverle de hachures. Il

est manifeste sur la fgurc que cette inlégrale est unc fraction inférieure a

P'unilé del mteglale—-j

J
langle OA BB mulupllee par — E Celle fraction est d’autant plus pelite
que la peuode du gyro—bahsllque est plus longue el son amorlissement plus
grand. Sa valeur comparée a I'unité donne une appréciation précise du
degré de supériorité du Sperry sur 'Anschiitz. Le terme lui-méme est pro-



-7 —

portionnel & sin A cos A; il est maximum lorsque la route fait un angle de
45° avec le méridien.

Je vais étudier le coeflicient de ap dans I'équation (52), non pas tant
pour le Sperry (single-gyro) lui-méme, que pour le Sperry (twin-gyro) ot il

se retrouve el pour ['Anschiitz 1906 (s 39) ou se retrouve un coefficient
analogue.

Si les équations (28) et (29) donnent a X el a ¥ la méme période T et
le méme facteur d’amortissement k, on peut poser

(85) A=@cosA, y=@sind,
@ étant qonné par I'équation

(s6) @ + 940 + 75 (0+5) =0.

Je multiplie cette équation par de et je I'integre de 0 a ¢,; puis de 0 & 2,
aprés I'avoir multipliée par di. @di ou d@, t; désignanl le moment ou
cesse T'accélération, ¢, le moment ol @ et @ ont repris la valeur zéro.
Jobtiens

KT*)  dv v
a7)f¢ =|=:;x--—-——-—--- f¢d‘=ﬂ~—-~é-'

ST+ [ 0 (o+5)demos 2k [“odo T [ Ldoo

En remarquant que les deux intégrales f @dY' et | @'d@ ont une somme
nulle f d(@@’), j'obtiens )

R

Gette intégrale mullipliée par sin A cos A représente le coellicient de ap.
On voil que 'amortissement optimum de X et de  correspond & un déeré-
ment kT = . Mais c’est surtoul le dernier terme de ce cocflicient qui est
important, de sorte que le coefficient de ap a sensiblement la méme valeur

que si A prenait immédiatement la valeur 3 cos A, quand T'accélération

s'élablit, el revenail immédialement a zéro quand l'accélération cesse.
L'influcnce de ce terme en ap est donc a peu prés inversement propor-
tionnelle & la durée de la perturbation, Elle esl d'ailleurs faible, la
surcharge p élant petite,

Soit une giralion; je suppose que le rayon en soit asses grand pour que
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X' et y' puissent dtre considérés comme petits et pour que I'on puisse
écrire
(59) J,=—1JcosA, J,=—1IJsinA,

J J . J J
60 A=—Z=C"sinA; =t=—"co8A,
( ) g & 7 g §

J désignant une constante vA'".

L'équation (52) donne la valeur de §W; le terme en p n'est pas suscep-
tible de superposition, il oscille, sa valeur ne dépendant que de dv,. Je
suppose la giration prise rapidement, I'accélération passant de fa valeur
zéro & la valeur J. Perdant ce petit intervalle de temps. A et  rejoignent
en oscillant les valeurs (60).

Le terme en ap de I'expression (52) donnant 1Q dW a pour coefficient

1., . .
(61) j: e sin Acos Adi= g (sin? Al —sin?A);

cette expression est sinusoidale pour une giration continue; mais, si 'on
change le sens de la giration toutes les fois que sin A ou cos A atteint la
valeur zéro (lacets définis au paragraphe 35), la valeur de cette intégrale
augmente conslamment entrainant une déviation systématique du compas,
faible d’ailleurs ici puisque p est petit.

Les équations (32) et (33) donnent pour X+ a et B une variation re-
présentée par un terme sinusordal amorti dont I'influence ne se fait sentir
que pendant les premiéres quinze ou vingt secondes, et un lerme si-
nusoidal de la forme

(62) w, cos A - w, sin A

pour ce qui est de A-a.

Le coefficient de Q!+ wb dans T'expression de IQ dW (éq. 52) contient
I'intégrale de 0 & ¢, ou, ce qui revient au méme, de 0 a ¢, de I'expres-
sion (62) multipliée par cos A dt; on voit donc que le terme en w, donnera,
au cours d'une giration continuc, un terme oscillatoire, dont I'influence
est, par suite , limitée; le terme en w, donne une intégrale qui croit con-
stamment entrainant une déviation systématique. Lorsque I'accélération
disparait, un terme sinusoidal amorti apparait encore, dont I'influence est
momentanée. Le coefficient , serait petit, si la période du gyro-balis-
tique était iongue grand s'il y avait synchronisme entre cette période et
celle de la giration, mais généralement la période de la giration sera plus
longue et w, sera petit; 'amortissement influence alors défavorablement
ce terme en w,.

Ce qui précede suffit & montrer que le Sperry présente un avanlage in-
contestable sur 'Anschiitz 1906, mais ne résoul pas encore la question des
déviations balistiques et du roulis.
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49. Remargue. Les inconvénients matériels el théoriques du
pendule gyro-balistique ont été souvent signalés. Le dispositif Harrison-
Rawlings (8 50) permet d’en éviler une partie. Peut-étre serait-il possible
de les éviter par une autre méthode? Au fieu de stabiliser sur la verticale
un appareil faisant partie de 'élément sensible, peut-étre y aurait-il in-
térét a slabiliser un appareil S indépendant du compas? Cet appareil
donnerail ainsi la verticale a bord, par roulis. Un galet destiné a établir
la tiaison U, U, se déplacerait le iong du (ontrepmds en prenant appui sur
lui; son mouvement serait asservi & S de maniere & maintenir le galet a
la distance constante de 6 milimetres du point le plus bas du contre- poids.

Les accélérations dues auy variations du capou de la vitesse viendraient
influencer le systtme S, Peut-étre serait 1l possible d'imaginer un deuxiéme
systtme §' réagissant cn sens conlraire, de telle maniere que la verticale
vraie soil. par exemple. constamment la bissectrice des verticales acci-
denlellement déviées?

La rose du compas Sperry est portée par le cercle asservi, ce qui lui
donne un petit tremblement nuisant & la précision de la lecture. Il semble
qu'il soit possible de la faire porter par le cercle vertical dont 1a position
n'est pas aflectée par ce tremblement.

50. Modification Harrison-Rawlings (Slough ). Principe (6,
— La commission d'étudesde I'Amirauté¢ anglaise a Slough a imaginé une
modilication du Sperry destinée a supprimer le gyro-balistique, a cause
de ses inconvénients. En outre, le Sperry présentait 'inconvénient d’avoir
une période fonction de la latitude. Or, comme on I'a vu dans I'étude des
déviations balistiques (8 48), il y a inlérét a donner a cette période unc
méme valeur. Le contrepoids liquide ulilisé dans le dispositif Slough pré-
sente 'avantage de permetire le réglage de la période. en immobilisant
une partie du liquide variable avec la fatitude.

Ce contrepoids du Slough est constilué par un sysléme U; de deux
vases communicanls silués dans le vertical 2GS, Ce %vslome est porl¢
par le cercle asservi; il est suspendu au méme axe W,\, que l'ancien
contrepoids. Deux l\llo"rammes de mercure les xempllbscnt Un bras porté
par le vase Nord vient ¢’ appuyer sur la boile U, au point ot s'appuyait le
walet « de T'ancien Sperry. U a vide se trouve en équilibre indifférent autour
de M,Nj; le centre de gravité du mercure est assez haut pour que le con-
lrepoids ainsi formé soil en équilibre insiable. Si donc I'axe du gyro s'incline,
le liquide se porte de ce coté, et son poids tend & exagérer le mouvement.
On se rend compte facilement, par le raisonnement élémentaire du para
graphe 42, que la posmon habltuclie du gyro est instable. Un deuxitme
élément &’ 1nslab1hlc est nécessaire 7% ; la stabilité sera rétablie, si Uon renverse
le sens de la votation du gyro.

© Voir The Sperry Gyrocompass, 1435 The Sperryscope, 16, vol. 2, Nr. 12. contient
quelques indications élémentaires

) Sur la nécessité de cette seconde instabulité, voir Loep Kewvin et P. G. Tarr, 1,t. 1,
p- 396.
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En répélant le raisonnement du paragraphe 42, on vériliera que le dé-
calage vers I'list du contact U, U, réalise encore I'amortissement des oscil-
lations.

Contrairement & ce qui se passait dans le cas du Sperry, le contact U, U
est fixe par rapport & U, et oscille au roulis avec U,; le calcul montrerasi cette
circonstance présente des inconvénients.

51. Mive en équations préeise. Japplique au systome les
équations de Lagrange des systemes asservis ($ 15). Le calcul fait pour le
Sperry peut étre utilisé cn grande partlie; je conserverai les expressions (6),
(7),. - - (14) du paragraphe 45, supprimant les expressions (15), (16), (17)3
lexpressnon (13) désignera la force vive, dansle mouvement autour de G,
du systeme formé par les caisses U, et le mereure supposé solidifié dans
la position pour laquelle la hauteur de liquide est la méme dans les deux
caisses. Dans Pexpression (14), Q désigne le poids du mercure; [, la dis-
tance de son centre de gravilé a I'axe M,N;, dans cette posilion parti-
culiere, [ élant compté positivement vers le bas. Le centre de gravité de U
étant G, les expressions (6) & (14) conliendron! lous les éléments de la
force vive de U,. Pour le mercure, des termes complémentaires seront
nécessaires. dont le calcul sera fail plus loin. Je liendrai compte du ren-
versement de la rotation du gyro en supposant Q négatif.

Les notalions a. 8, ¥. =, b, h, @, Q, [, 7, u. W sont suppriunces ou
utilisées pour désigner d’aulres (uantités.

e désignerai par analogie avec le Sperry, par @+ » l'inclinaison du
plan de symétrie de U sur le plan du cercle asservi U,; quand M, N, est
verlical, et que @+ » est nul, le systtme U; — mercure est en equlhbre
mstable le centre de gravité du mercure est alors dans le vertical de My Ng;

n est, comme pour le Sperry, une constante réglable.

Je vais calculer approximativement les termes complémentaires néces
saires pour oblenir I'expression de la force vive totale du mercure. Si je
aisse de coté les expressions (13) et (14) du paragraphe 45, avec la signi-
fication nouvelle que je viens de leur donner, je dois adjoindre aux
expressions (6),. . ., (12) Pexpression 2T de la force vive du mercure dans
son mouvement autour de G et P'expression désignée au paragraphe 27

par la notation 2M (V UG)

Soit C\-VZ e tritdre principal de Ug; le mercure sera contenu dans
un tube en U situé dans le plan CTN\; smt s P'abscisse curviligne d’un
point M de ce tube (fig. 7), ¥ 'angle de CZ avec la tangente en ce point,
w la section du lube, c’est une foncuon de s dont la valeur est w, dans
la partie cylindrique parallde A CL. Je poserai

(1) w, = wF(s);

F(s) est une fonction supérieure a 1, d’autant plus grande que le tube est
plus étroit. Je désignerai par 24 la distance des deux tubes cylindriques,
par = le poids de T'unilé de volume du liquide: soit ¢ la cote du niveau
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du liquide, lorsque P'équilibre a lieu avec G vertical; 6--u et ¢ —u, les
cotes des deux niveaux a I'instant ¢,

Fig. 7.

Je suppose que la foree vive ait sensiblement 1a méme valeur que si le
liquide avail dans chaque section la vitesse moyenne v; v est lié a u' par
la relation

(2) vw=uw, ou v=F(s)u'"
Si p, q, r désignent les projections sur CoXo, CY, C% de 1a rotation
instantanée de U,, les composantes de 1a vitesse de la petite masse du li-

quide qui passe au point (z, 0, z) du tube sont

(3) vsiny+g¢z, re—pz, vcosYy—gqz.

Jen déduis Pexpression de la force vive du mouvement autour de C. Re-
marquant que I’on a

(8) 2mx=2§w0hu; Emz=—%+§wou2,

et que {'expression (13) contient déja une partie de la force vive cherchée,
jobtiens les termes complémentaires

) %Sy + QW

en observant le degré habituel d’approximation. J'ai désigné par & la
constante

(6) = g 23} F(s)ds;
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L est d'autant plus grand que le tube de communication est plus étroit.
S désigne l'aire comprise dans le plan ZCo\e entre le tube et la droite

z=c;(ﬁg. 7, aire couverte de hachures).

Calculant de méme I'expression 2M (V;,}:) |$27], j'obtiens, d’une part,
I'expression 14 du paragraphe 45, et, d'autre parl, un nouveau terme
complémentaire

(7) —4 % woehy'u'.

Dans le travail virtuel des forces données, je conserve les expressions (18),
(19), (20), (22), (24) du paragraphe 45, supprimant les expressions (21),
(23). L'expression (18) étant supposée contenirle travail du poids apparent
du mercure transporté en G, jai a ajouter le travail du couple dit a cette
translation; utilisant les expressions (4) du présent paragraphe, qui dé-
terminent le centre de gravité du mercure, et remarquanl qu’une partie
du travail de ce couple est représentée par la différenticlle de T'expres-
sion (14) du paragraphe 45, il reste a adjoindre la différentielle de
I'expression

(8) 2w, hu (@ +y+n— L—x) — Wt

Les frotlements intérieursdu liquide seront introduils approximativement
au moyen d'un travail virtuel de la forme

(9) — ku'du,

ce qui peut se justifier grossierement en remarquant que, pour de petites
oscillations, il s'agit de forces a peu prés proportionnelles aux vitesses.

Je remarque enfin que la relation d’asservissement ($45, éq. 3) subsiste
sans modification; ['équation (2) qui lie @ aux autres parametres sera
remplacée par

(10) @—6=pE—Y).

Cela posé, j'écris les équations de Lagrange correspondant aux para-
metres X, ¥, £, 0, u.

Je retranche 'équation correspondant a 6 de celle qui correspond a 7y,

et J'écris I'équation correspondant & X, jobtiens les équations suivantes
tout A fait analogues a celles du Sperry

(11) Uby" +my' — NA'(B,+ C) —2 E wogeh’ = Hf(:l; __7)’

(1) N Y ABy+ O = — W+ gp+ Q) (A + ;7'),
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od o et W ont la méme signification que dans le cas du Sperry (§ 45,
éq. 25) et ol A est supposé avoir également la valeur B+ B. e étant re-
lativement petit, et la période propre de T'oscillation du mercure étant
lente, le terme en u" de I'équation en ¥ n’a pas une bien grande impor-
lance.

Pour écrire les autres équations, j'opére comme pour le Sperry, ajoutant
les équations correspondant i et & 6 mullipliées respectivement d'abord
par 1 et A, puis par — X et 1. Ecrivant ensuite I'équation correspondant
a u, el posant, comme pour le Sperry,

(13) V={px+6:  We=—y—04X,

jobtiens les équations suivantes

/ 2 ) »
\ (B, — A+ G)Xy +(Cx+A2+ ‘Z"))\)’"{'g"ly
/

(18) +€V"-}-IQW'=ap()\‘:7‘_7J_'_)\y)

g

( +(—p) [Ql('};—y—ﬂ——n)—{—2wwﬂhu]——rz;

— bW+ % ey — 2 EwOSu"—HQ v

(15) I
=Q)67+(‘,P+1)W—an — ¢+ 2owhu;

(16) Cu'4ku'—2 g woehy" + 2 g w,SW'=— wao[u+h(w —n-4 ? ]',
en posant

~ Al l
(17) &=0C, 4+ C,+4Cy; 'lﬂ»l=B,_,+Bs+B5+2%P; ® —apt QL

52. Equilibre et oscillation libre. La position d’équilibre
s'obtient sur ces équations; réglée pour §=0. elle est définie par

(18) u=hy; {=-—ptangL: »2Q2@wh®—Ql)=o0.

Il y a méme déviation en azimut que pour le Sperry; le correcteur de lati-
tude et de vitesse est donc & conserver sans modification, si I'on a con-
servé & p la méme valeur. On verra ci-dessous que 2wwh* — Q! doit étre
positif pour assurer la stabilité; comme, d’autre part, € est ici négatif,
on voit que » a le méme signe que pour le Sperry. Si cetle expression
avait la méme valeur que I'expression QI du Sperry, la valeur de » serait
la méme et P'ancien réglage de I'axe M,N, au moyen du cadran Est serait
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encore valable. Il n'en est rien cependant, ‘car tes caisses & mercure sont
séparées, chacune en trois compartiments, permettant, au moyen d'un
robinet multiple, d'immobiliser le mercure contenu dans un ou deux de
ces compartiments, ce qui revient, sans modifier QI, A fairc varier w,. Le
réglage de » en fonction de la latitude dépend donc de la position de ce
robinet.

Les composantes verticales de I'aimantation ficlive pourraient s'équi~
librer par une surcharge placée sur 1'axe 68 du gyro, au lieu d'utiliser
une inclinaison » du contrepoids; il 1’y aurait pas alors d’erreur de lati-
tude, de sorte que I'ancien correcteur de vitesse et de latitude serail a
modifier.

L'oscillation libre est définie par les équations (14), (15), (16), ol 'on
suppose A=y =1 =0, etol, par suite, V=, W—=— 0; si I'on compte
Cetua partir des valeurs correspondant & I'équilibre, on peut supprimer
les termes constants.

L'équation caractéristique est

(€12 4 7) (Vo8 + B) ++ 1QH(IQr + Qlp)] (Er2 +- br + 20w

1 — i (37 ) [( €4 7) (L) 10k | =0,

Cette équation a six racines : IQ étant trés grand en valeur absolue, deux
de ces racines sont trés grandes et correspondent & une nutation trés ra-
pide absorbée par les frottements; deux autres sont voisines de celles du
trindéme 1%+ kr 4 2@w, et correspondent, par suite, a T'oscillation propre
du liquide dans son réeipient supposé five; les deux dernieres sont voisines
de zéro ct donnent T'oscillation proprement dite du compas, c'est-a-dire
que, dans les expressions de V et de W, les amplitudes de ces deux pre-
miéres oscillations sonl négligeables auprés de 1'amplitude de la der-
niére.

J'obtiens les racines voisines de zéro en négligeattt »* devant les quan-
Lités finies, Jobtiens I'équation approchée

(200 Q¥ —10rp(2ww h? — Q) — 7(2w@wh? — Ql — ap) =0.

Q étant négatif, cette équation donne un mouvement sinusoidal amorti,
si l'on a

(21) 2wwh? — Ql> ap.

Sa périvde est donnée sensiblement par

hn* ¢ cos L{amuyh! — Ql — ap)
(29) "= _f o }
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son facteur d'amortissement est

2 Q
(29) ploml =Y

Pour avoir In méme période que le Sperry, il faut donc donner &
9wwyh? — Ql une valeur dépussant légérement (2ap) la valeur désignéde
précédemment par QI, ce qui peut se faire, méme avec le centre de gravité du
mercure en G (1= 0).

53. Déviatons balistiques. Boulis, — De méme que pour le
Sperry, j’étudie d'abord I'influence du roulis. Je conserve les notations et
hypotheses du paragraphe 48.

Les équations (11), (12) et (16) donnent la variation de A, ¥ et u. Si le
roulis est régulier, ces variations se réduisenl & une oscillation forcée de
la forme

(24) 7= cos A cos (st-+@); A= sin A cos (st +¥); u= 1) cos A cos (s¢-+a).

—@ et {sont voisins de %, O est voisin de b2, sila période d’oscil

lation du mercure dans son récipient maintenu fixe est beaucoup plus courte
que celle du roulis, voisin de zéro, si cette période est, au contraire, longue
par rapport & celle du roulis. Les différences de phase @. ¥, « sont faibles
si les amorlisscments sont faibles.

Je substitue ces expressions (24) dans les équations (14) et (15) ($51),
j'en déduis, comme au paragraphe 48, la déviation permanente. Supposant
les poids compensateurs réglés comme dans le cas du Sperry (S 48, éq. 49),
Jobticns

| (25) LA/ - 2wweh)  cos (@ — ) — QI(JT; cos Y

sin A cos A
—}—ap(g%cos@—,ﬁj—;cos Y— {g cos (¢——\l:)),
(26) Wo=o0.

Si la période du mercure est trés courte, O est voisin de b,

de sorte que le liquide intervient par la méme expression 2wewgh? — 61
que dans le caleul de la période. En rapprochant de la théorie de I'An-
schiitz 1906, on voit que le systéme ne présente, dans ce cas, aucun avan-
lage sur I'Anschiitz; il se trouverait, par suile, bien inférieur au Sperry.
Il est donc indispensable d'allonger la période du mercure, de maniére a lui
faire dépasser les valeurs habituelles de la période de houle. T) peut étre
ainsi rendu pelit; on peut méme accélérer la disparition du terme en ©
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en agissant sur cos(a — 1), par suite, sur l'amortissement propre du
liquide.

Comme je I'ai montré précédemment (S 52), I'appareil peut étre con-
struit avec / nul (cenire de gravité du mercure en C), de sorle que la dé-
viation permanente due au roulis proviendra alors uniquement du terme
en ©) et de la surcharge p. Il sera d'ailleurs facile, au moins & une latitude
donnée (w, donné), de disposer de la surcharge p pour compenser ces
deux autres termes. Ge réglage dépendra peu de la latitude puisque le
terme contenant w, est petit. Il dépendra peu aussi de la période de houle
qui influe sur la valeur de ©). puisque cette valeur est pelite.

Il est juste d’ajouter qu'on se trouve limité dans 'augmentation de la
période propre du mercure. Je suppose, en effet, que, pour atténuer I'in-
fluence du roulis, on ait pris Q/=ap = 0; comme c'est I'écoulement du
mereure d'un vase a Pautre qui produit la précession horizonlale du compas
dans le cas de Foscillation hibre, il est clair qu'on ne peut ralentir outre
mesure cet écoulement. Pour un ralentissement infini, ee qui reviendrail
a fermer la communication entre les deux caisses & mercure. la pesanteur
n'aurait plus d'effet sur fe compas, qui présenterait alors les inconvénients
d’un gyroscope de Foucault. Jindiquerai plus loin une raison importante
s'opposant a I'augmentation de la période propre du mercure, qui, dans le
Slough, est d’environ trente «econdes.

Je vais étudier les déviations balistiques. J'emploie la méthode du para-
graphe 48. Les équations (14) et (15) multipliées par dt ct intégrées depuis
{'instant =0 ol la perturbation commence, jusqua I'instant ¢, ol A, ¥, u
el leurs dérivées premitres retrouvent la valeur zéro ( u et { élant comptés
a parlir de leurs valeurs d’équilibre), donnent les suivantes, si I'on tient
compte du réglage des poids compensateurs,

(@7) lmw=apf"(x;:_y% —y)di+ Qlf‘“x’?dur mwohf"xudz
0 0 0

— le% — 2@awghp f t’udt;
(28) 1Q8V— QP‘% + 9wugh f ",

Tai négligé dans la premidre le terme en n) dont I'intégrale aurait une
trés petite valeur d’apres lavaleur de # en fonction de o. Les équalions (27)
et (28) sont entierement analogues aux équations (52) et (53) (S 48) rela-

lives au Sperry, si I'on remarque que 1'équation (16) multipliée par dr et
intégrée de 0 a £, donne

(29) f udi——h il
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el si I'on remplace A par sa valeur approchée — g7 Par i Joue le

rble de A+ a. Une différence essentielle consiste en ce que une partie
du poids actif, de moment — 2ww,h?, intervient avec le coefficient

My - L3 )
j zi%dt, 'autre, de moment «P 4 Q/, avec le coeflicient f T .
0 v

o
) )

L'équalion (28), oti T'on tient comple de I'équation (29). s'éerit
(30) 108V =% — 2mw h?) ‘1’1

Cette déviation amene le compas dans sa nouvelle position d’équilibre,
si la période est celle du pendule ayant pour longueur le rayon de la terre.
Mais, contrairement & ce qui se passe pour le Sperry, ce résultat n'est atteint
qu'a l'instant 1,, cesl-a dire quelque temps aprés la fin de la perturbation.
La période propre du mercure étant assez longue, u quitte lentement la

valeur zéro, de sorte que T'intégrale ﬁl([f n'arrive a sa valeur finale qu'avee

un cerlain retard : V obéit paresseusement i cette influence, mais il finit par y
obéir intégralement. J'ai signalé au paragraphe précédent le dispositif qui
permet d’immobiliser une partie du mercure : on peul ainsi adapter la
période du compas a {a latitude en la maintenant voisine de celte période
optimum. C'est un avantage important du Slough.

[7équation (28) donne la déviation W qui, si elle est importante, est
susceplible d'entrainer ultéricurement une déviation en azimul. Cette
expression de JW contient un terme en p, di & 'amortissement, dont
I'expression a méme forme que pour le Sperry et 'Anschiitz :

dv,

p 2wyl — Q) 2

L'influence de 1'amortissement est la méme que pour ces deux compas,
si on l'exprime en fonction du facteur d’amortissement (852, éq. 23); il
y a lieu cependant de noter le retard avec lequel cette déviation se produit.

Répétant le raisonnement fait dans le cas d'une variation de vitesse &
cap conslant (§ 48), on voit que les termes en ap et QI ont sensiblement
le méme coeflicient; si I est négatif, on peul annuler ces termes par un
choix convenable de p. Le lroisieme lerme est une fraction inférieure &
I'unité ($ 48, lig. 6) de ce que I'on obtiendrail s'il s’agissait d'un Anschiitz
dont le poids aurait 2@wyh’ pour moment, fraction d'autant plus voisine
de T'unilé que la période du mercure est plus longue et que son amortis-
semenl esl plus grand. Ce résultat est d’ailleurs beaucoup plus accusé que
dans e Sperry, la période du mercure étant plus longue que celle du gyro-
balistique. Celte propriélé montre netlement la supcriorité, a ce point de
vue, du Slough sur I’Anschiitz. elle montre dans quelle proportion lincon-
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vénient produit par le fait que le contact n’est pas stabilisé sur la verticale est
alténué par lu nature spéciale du contrepoids.

On vient de voir les avantages qu'il y a a augmenter la période de
I'amortissemen! du mercure, mais il ne faul pas perdre de vue quen
méme temps que cette période augmente, P'intervalle (1, t,) nécessaire
au retour de X, y, u & P'équilibre augmente, et que les termes négligés
peuvent alors prendre quelque importance. S'il s'agit d'une giration, les
conclusions sont les mémes que pour le Sperry, avec cette différence que
c'est le terme en sin A de T'expression de u qui produit une déviation
systématique au cours d’une giration continue. La période du mercure étant
plus longue, on se trouvera un peu moins éloigné des conditions défavo-
rables de synchronisme. Ces conditions ne pourraient d’ailleurs se réa-
liser que par des évolutions de faible rayon & pelite allure. On voit ainsi
une des raisons qui rendent impossible I'augmentation de la période du
mercure. qui doit se trouver comprise enlre les périodes habituelles de la
houle el les périodes possibles des girations.

CHAPITRE V.

ETUDE DU COMPAS SPERRY A DEUX GYROS
(TWIN-GYRO 1918).

———

54. Deseriptiom (voir note 15, p. 7). — Le dispositif ingénieux
adopté dans le twin-gyro a pour but d'atténuer I'action des accélérations
horizontales. Les deux gyros sont reliés par un lien élaslique et par un
mécanisme d’asservissement; ce mécanisme sert & produire 'amorlisse-
ment en absorbanl automatiquement I'énergie apparente, et méme &
assurer le caractire oscillatoire des mouvements dans le voisinage d'une
position d’équilibre, qui, sans lui, serait instable.

Dans la description qui suit, j'indiquerai comme directions des axes
d’articulation celles qui correspondent A la position d'équilibre.

Le twin-gyro comporte un anncan de Cardan U et un eroisillon U iden-
tiques & ceux du single-gyro (fig. 8). Un chdssis principal ( frame) U, est
mobile, par rapport & U, autour de la verticale M|N, du point fixe O de 1a
Cardan. A une certaine distance ! vers I'Ouesl v<t articulé, suivant I'axe
vertical MN,, un systtme U,U,U, (cercle vertical, boite. gyro) entitre-
nent analogue au systéme cercle vertical, boite, gyro du single-gyro. Le
centre de gravité du systéme U,U, est & la distance a au-dessous de T'axe
horizontal M,N, de T'articulation (U,ll,). A la méme distance / vers I'Est,
est articulé de méme un systeme U,U U, identique au précédent, sauf
les différences suivantes :
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1° Le centre de gravité du systéme UsU, est & lo distance 2a de Paxe MyN,;

9° Les deux gyros tournent & la méme vitesse dans des sens opposés : ils sont
supraconvergenis. Le vectewr rolation du gyro Ouest est dirigé vers le Nord; le
vecteur rotation du gyro Est est divigé vers le Sud.

Je désignerai par e la distance du point O a I'horizonlale qui joint les
points d’articulation GG des deux gyros.

Le cercle vertical Ouesl U, peut lourner librement autour de M,N,; le
cercle vertical Est U est suspendu a U, par un fil de torsion disposé
le long de M,N,, qui le rappelle constamment vers la position relative
qu'il a lorsqu'il y a équilibre, cest-d-dire celle pour laquelle les trois
axes verticaux M,N,, M,N,, MoN; sont dans le plan du cercle.

Na-l, I Frim ic, FNs
S ¢

H ]

Y4 Esty Plan (Ouest)$*

Fig. 8.

La boite U; porte un bras d'extrémité H, la boite U; porte un bras
d'extrémité H'; un ressort faible HH' relie ces deux bras. Dans la position
d’équilibre, HH' est porté par une horizontale Nord-Sud, située & la dis-
tance ¢ au-dessous des centres d’articulation C, C' des deux gyros; H
(Ouest) est a la distance b du plan vertical OCG’ vers le Nord, H' (Est)
est a la méme distance b vers le Sud.

Un moteur d’asservissement fixé au croisillon agit sur le chéssis prin-
cipal de telle maniére que le plan du cercle vertical (Ouest) soit constam-
ment confondu avec le plan OCC'.

En d'autres termes, le chdssis principal suit automatiquement le cercle U,
dans ses mouvements. en prenant appui sur le croisillon.

55. Miise en équations préeise. — Jutiliserai les équations de
M. Appell étendues aux systémes asservis ($ 18).

Je conserve la signification des parametres A, p, v, %, A, ¥ ($45).
Le triédre auxiliaire OX"Y"Z" (§ 45) tournant de T'angle &€ autour de Taxe
M, N, (ou OZ") donne le tri¢dre principal du chdssis U; tournant de
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I'angle ¢ autour de ce méme axe, il donne en direction le triédre prin-
cipal du cercle vertical U, (Ouest) Ce triedre principal tournant de
I'angle « autour de T'axe M .N; (ou CY) donne le tritdre principal de la
boite U,. Je définis de méme fo cerele vertical ot 1a boite du gyro Est par
les angies 6, 8 analogues a { et a.

La position du compas depend des parametres 1, y, £.¢,0,a,p,
sans compter les angles de rotation propre des deux gyros. A est ume
fonction connue de 7, constante si le navire conserve son cap.

La liaison d’asservissement esl représentée par ’équation

(1) E—¢—o.

Les déplacements virtuels annulant le travail des forces de liaison de
deuxitme espece doivent vérifier la condition

@ S(E—8)=

c'est=d-dire
SE=o.

puisque A, fonction donnée de ¢, doit rester fixe dans tout déplacement
virtuel.
Le mouvemenl sera défini par 'équation d'asservissement (1), jointe
aux ¢équations de M. Appell correspondant aux parametres A, v, £, 0, a, 8.
Tobserverai le méme degré d'approximation que précédemment; je
poserai

V1=X+Z+“)‘: Vo=x+0-+82;

3

® Wi=—y—atil;  Wy=—y—p+2,

quantités qui représentent les composantes, suivant OY et suivant OZ,
des vecteurs unitaires portés par les axes des deux gyros. Leurs produits,
ou — ce qui revient au méme — les produits de , 6, y +a, ¥y +f8
par J. X, y seront négligés.

N'éerivant dans I'énergie d’accélération S que ce qui est susceptible de
donner, dans les équations du mouvement, des termes de I'ordre de gran-
deur que j'ai convenu de conserver, et utilisant, d’autre part, les indica-
Lions de la note 27 et des paragraphes 27 et 28, jobliens pour la fonction
2S5 de I'anneau de Cardan, l'expression

(4) Bou+ ...
pour la fonction 28 du croisillon, T'expression

(B3)A(Y — Ap)? + B(e + Ap)2 +2(C — B) A" +2(A—C) A’ +...;
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pour la fonclion 2S du systeme formé par le chassis U;, y compris les
masses des cercles verticaux U, U, concenlrées en lears centres de gra-
vité (sur MyN, et M,N;) et, d'autre part, les masses des gyros U, U, et
U,U, concentrées en lcurs centres d’articulation respectifs G et C', j'ob-
tiens I'expression

(6) AN 4By 4 ..

Je dois y ajouter

1° La fonclion 2S correspondant au mouvement de chaque cercle ver-
tical autour de son centre de gravité, soit

oy | BB G B APT
7
AN Bly 2 G — Xy ) ABy— ANy O -

2° La fonction 28 correspondant au mouvement du gyro Ouest (U,U,)
autour de G, soit (5 28, ¢q. 3 et 4)

(AN el (B B) (4 (G B (€ X —hy k)2
®) +2AQ[€+ x — 2y +aX) @'+ 7" — 1Y)
— X =2 FeaX) (@ +y =AY+
3° L’expression 2M(j; ;:) (§27) relative au gyro Ouest, soit
®) 27U+ E+x—2) + e dY X=Xl -,
qu'on calcule facilement a T'aide de la note 27.
4°, 5° Les expressions analogues relatives au gyro Est, soit
Ay (N —BO'Y+(Bs+B:) (B+ )P+ (Cy+-By) (6 +x — 27 +BX) - -
(10) —20Q[l 4 x —2y'+ BX) (B'+ 7" — ')
—@+xX—=2'+B)(B+y =0+ -
(1) +82[—UE+) E+x—1) + ey B+ X —XBF )]+ -

Jévalue le travail virtuel de la pesanteur apparente, en supposant les
poids apparents des deux gyros transporlés respectivement en C et C';
II désignant le poids total, f1a distance du point O au centre de gravité
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du systéme (compte tenu de ce transport de masses), ce travail est la diffé-
rentielle de l'expression

(19) ~W(E+T)+ Iy 2y —Tf 2

Le travail des couples introduits par cette translation est la différentielle
de I'expression

w3 @+ +3E—y -5 -0 ]
(13) \ .
+20p [2(8+7)+ (80— — 5 -E ).

2

Le travail de 1'aimantation fictive des deux gyros est la différentielle de
I'expression
— Qe cos L [(i-%ﬁ—{— g] +1Qesin LA — e —y)

(14) X
+10e00s L[EE2 L 5] 106 sin L (6 — B—3).

Le travail des forces intérieures du fil de torsion supportant le gyro
Est est de la forme

(15) — [M(6 — &)+ N)é6.

Le travail des résislances passives s'opposant & la variation de A et de ¥
peut se mettre sous la forme

(16) — my'Sy — n\'d\.

Les forces intérieures du ressort ont le travail

—Tdd

(T tension: d longueur du ressort). La tension étant trés petite, on peut
se borner aux termes du premier ordre de d. La tension elle-méme T sera
considérée comme proportionnelle & I'allongement du ressort, de sorte
que, si T, désigne la valeur de T pour d=2b, c'est-d-dire pour E=6={.
a=B=0, ce travail est

(17) — [Ty kI + 0 — 28) + ke(B — a)] [ — 6) + ¢ (38 — o))

Enfin je suppose une surcharge de poids ¢ placée sur le pole Nord de
chaque gyro, a la distance b du centre G ou G’ darticulation, j'ai ainsi &
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ajouter le travail de son poids apparent dans le mouvement autour de
chacun de ces deux points, soit la différentielle de

(19 by (0—0)+bg (a— B+ 20— X0,

56. Equilibre du eompas. — La position d'équilibre du compas
s'obtient (§ 14) en annulant le travail virtuel des forces données dans tout
déplacement laissant & constant, J, X, y étant supposés nuls.

En désignant, comme précédemument, 1Qe cos L, par 7 et 1Qesin L par
o, et négligeant T devant «p, jobtiens les éyuations d'équilibre

W +IT=o,
—apatbg—o+cT=0,
(r—M)§+M{—N—IT =0,
—9apB+ o — bg — T =0.

(19)

Or, le compas porte sur la suspension du gyro Est un correcteur de lati-
tude qui, tordant plus ou moins le fil supportant ce gyro, donne 3 N la
valeur nécessaire pour supprimer toute erreur (£ = 0); les conditions d’équ1-
libre exigent donc que la tension T soit nulle, elles deviennent

(20) a=—26=bq;6.
@1) N=(r—M)f=(z — M) (5’"101;"_‘5).

Les équations (30) montrent que les axes des deux gyros ont des ineli-
naisons de sens opposés, le gyro Ouest étant deux fois plus incliné. L'équa-
tion (21) donne la loi de graduation du correcteur de latitude.

On verra plus loin que la stabilité exige que M soit nettement plus
grand que 7; dans le twin-gyro, il lui est bien supérieur. Si donc T, est
assez voisin de zéro, on peul négliger 7 devant M, de sorte que la varia-
tion de N en fonction de la latitude est due entiercinent au terme en o qui
contienl le facteur ¢. Toule varialion cesse, et la correction de latitude
devient inutile, si ¢ est nul. Or, je monlrerai que c’est ¢ qui cause I'amor-
tissement, la correction de latitude est donc , comme dans les compas précédents,

\ . . T, M, .
due au systéme amortisseur. St cependant }i’et;— étaient du méme ordre de

grandeur, la variation serait due aussi & un terme en 7 indépendant
de (™),

(M Tl n’est pas question ici de la correction, fonction de Ja latitude, due 4 la vitesse du
batiment. Cette correction indiquée au paragraphe 3o pour lous les compas se feit en
déplacant a ligne de foi d’une quantité délerminée par la lecture d'un abaque & deux
graduations (vitesse et latitude).
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La position d’équilibre dépendant essentiellement des valeurs de N, T,
M, k, on congoit que le réglage du compas soit trés délicat : la configura-
tion du fil correspondant a une torsion nulle, celle du ressort pour une
tension nulle, varient plus ou moins avee le temps suivant les efforts aux-
quels ce fil et ce ressort ont été soumis; leur élaslicité peut varier aussi.
La fatigue du fil due au poids du gyre Est est une cause importante de
variation; le ressort peut accidentellement, a la mise en marche, par
exemple, étre soumis a un allongement exagéré. C'est 1a un défaut capital
du compas. Peut-étre serail-il possible d’adoptler un autre mode de sus-
pension du gyro Est et de remplacer le fil de lorsion par un ressort
spiral?

5, J'écris les équa-
tions de M. Appell correspondant aux quatre paramétres €, 8, a, B85 si, dans
ces équalions, je compte {, 0, «, B a parlir des valeurs délerminées ci-
dessus (8 56) qui correspondent a I'équilibre, les termes conslants dispa-
raissent el j'obtiens

| (Cy+ G+ B —1Qa’ = — 78 — k(0 — &) — kle(B — a),
G+ C+B)0" +108 =10 — (M- kP) (0 §) — k(B —a),
(03) { (b, 4 Byar 4 P +1QL =~ (op + 3 He(9 - €) + KB - ),
§

(B;+B;)ﬁ'-2§ 16" - 1Q6 = (- 2ap +7) 8- kle(6 - £) — ke*(8 -

Je suppose u'il y ait prédominance gyrostalique. c'est-a-dire que les
lermes des premiers membres contenant le facteur 12 soient seuls & retenir;
cette hypothése est tout a fait 1égitime, les seules masses non gyrosta-
liques intervenant dans [a question Gtant celles des ¢léments sensibles Est
et Ouest. .'équation caractéristique s'obtient ¢n ¢galant a zéro un détermi-
nanl du 4° ordre, c'est une équation du 4 degré. Je poserai

(23) 1Qr —u\/ap.
1% cas. ¢ = 0. — Je suppose ¢ nul, I'équation caractéristique s'écrit
(24) Su) =ut +u*(2M 4 AP — 7) + 27(M + 2412 — 7) = 0.

Jutilise, pour la discussion, le point m de coordonnées cartésiennes
(fig. 9)
(25) r=kE; y=M.

) J'ai donné (H. Beeuiv, 2) les équations ci-dessous; voir J. Psrucrox, 1.
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La stabilité exige que la parlie réelle de chacune des quatre racines de
Iéquation (24) soit négative ou nulle. L’équation en u? doit donc avoir ses
deux racines négatives, cest d-dire que le point m doit dtre extérieur & la
parabole (P)

(26) (2y+ 2 — 1) —81(y + 22 — 7) =0,
au-dessus de la tangente (D)

(28) y+2w—1=0,

et du diamétre correspondant (A)

(29) W+r—71=0,

donc dans l'une des régions I, IT ou III. Je montrerai plus loin que les
régions I et Il sont inacceplables.

1
[}
1
1
|
2T/ !
II : :Z;
[N |
=
AW {
Y |
| ]
N :
\ :
U 1
o\ AN x
Fig. 9.

Le mouvement d’un compas remplissant cetle condition est la superpo-
sition de deux mouvements sinusoidaux non amortis. Je vais en chercher
les périodes :

L’équation (24) ot T'on voit dans »* un paramétre arbitraire, et ot 1'on
remplace I’ par = et M par y, représente la famille des tangentes a la
parabole (P). Par le point donn¢ m du plan passent deux de ces tangentes :
soient u] et u; les valeurs du parametre qui leur correspondent, m,(2,,y,)
et my(r,,9,) les points de contact. On a évidemment
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si 2, et z, désignent les distances de m, et de my au diamétre A, comptées
parallelement a Oy'7%); les périodes des deux oscillalions sont, d'aprés
équation (23),

(30) L e a2

\apz, \opz, .

Lorsque le point m se meut dans la région II, I11, ces deux périodes restent

c pps 1Q . . .
inférieures a la valeur 277 —, qui correspond & la posilion m, du point m.
apt

Cest 1a période qu'aurait le gyro Ouest s'il pouvait osciller librement.

Si le point m est prés de la parabole, les deux périodes sont voisines,
Toscillation présentant par suite des baltements trés accenlués; si — ce
qui est réalisé dans le twin-giro M est grand par rapport a 7, les deux
périodes sont (rés différentes; la courte s'oblient approximativement en
prenant pour z, la somme z, 4 z,— 2y 4 x — 7, ou simplement 2y + x;
la période longue s'oblient en déterminant z, par le produit 2 z,, soit, &
peu prés,

y+ oz

(31) 2,=2+x, zl=21'2y+x

z, étant compris entre 7 (.r pelit) et 47 (.x grand), on obtient la période
longue en multipliant la période du gyro Ouest par un nombre compris entre

Zet 1.
2
2° cas. ¢ 0. — Je pose

(32) kle =y \/ap.

Si je néglige le terme en ¢?, ce qui revient a négliger 3ke® devant 2ap,
I'équation caracléristique s’écril

(33) u'4-u¥2y+ x— 1)+ 27(y + 20 — 7) - yu(2u? 4- 3y — 47) =0.

Si  esl assez pelit, deux des racines sont voisines de ii\/z_l, les deux

aulres sont voisines de == iv/z,.

La stabilité exige que la partie réelle de chacune d’elles soit négative.
Le lieu des points m (r, y) pour lesquels la partie réelle de T'une des ra-
cines s'annule s'obtient en exprimant que cette équation a une solution
commune avec sa transformée en —u ou, ce qui revient au méme, en

I3

exprimant que I'équation (24) et T'équation
(34) u(u? 4 3y — 47) =0

%) En portant min, = mm, (fig. 9),%, représente la distance de m, & A comptée paral
lélement & Oy.
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ont une solution commune. Ce lieu comprend la droite (D) (éq. 27), et
I'hyperbole (H)

-f(b' 3"’) Y27 —y) + {47 — y) =0,

bitangente & la parabole (P) aux points (imaginaires) situés sur la

droite (L)
(36) br—3y=—2y+x—7), ou =z—y43r=0,

Je vais établir que la condition de stabilité est que le point m soit au-dessus
de la partie utile (x> 0,y = 0) de celte hyperbole : soit, en effet, m un point
de cette branche. Comme ce point est au-dessous de la droite (L), deux
racines de I'équation (33) sont égales a :i:i\/zl; les deux autres, voisines
dei\/z,, onl pour partie réelle —y, puisque la somme des quatre racines
est — 2y (loscillation de péliode courle est seule amortie). Je déplace
le point m de dy pmalldemont a Oy, et, différentiant 'équation (33) _|0b-
tiens pour la partie réelle de laccroxssemcnl de T'une des deux racines voi-

sines de £/, une quantité du signe de dy (47 — 3y) (z 4y — 7) donc
du signe de — dy; il en résulle que, en tous les points de la région Il
immédiatement au-dessus de Ihyperbole (fig. 9), les parties réelles des
quatre racines sont négalives ct le mouvement est slable; il en est ainsi
tant que m ne traverse pas T'hyperbole (H) ou la droite (D), donc dans
toute la région 1M

Au-dessous de I'hyperbole, deux parties réelles deviennent positives, et
le mouvement est inslable. Il en est ainsi tant qu'on ne traverse pas (D);
les régions I et II sont done inacceptables.

L’instabilité subsiste quand on traverse la droite (D), I'une seulement
des parties réelles changeant de signe. La stabilité n’existe donc que dans
la région IlI.

Pour une position donnée du point m dans celte région, on a unc valeur
approchee des racines en les développant sous la forme u, 4 yv,, jobtiens
ainsi, en posant
3y— [".

2

(36) 7=
les quatre racines

(37) tiva,

ZI—Z’. .
n—1’ :tt\/z:

mettant en évidence la valeur des deux facteurs d‘amorlissement. On voit
que la modification de la période est de l'ordre de 3.

Les facteurs d’amorlissement sont différents pour les denx oscillations :
ils sont égaux si z, + 2z, — 22, est nul, c'est-a-dire si le point m de trouve

7.
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sur la droite (L). Au-dessus de celte droite, c'est le facteur d’amortisse-
ment de la période longue qui est le plus grand ; au-dessous, c’est I'inverse
qui a lieu.

Si y est grand par rapport & 7, les deux facteurs d’amortissement ont
sensiblement les valeurs

3y y+az |
(53 Yimrn  C TiEe (39)
celui de Toscillation longue est compris entre%y ( petit) et 0 (x grand);
celui de 'oscillation courte est compris entre %y et y.

La latitude influe peu sur les amortissements; elle influe peu sur la période
courte, si y est grand (expressions 31); la période longue est @ peu prés propor-
1

tionnelle @ (cosL) *. On obtient plus de précision en différentiant I'équa-
tion (24) avec z et y constants : posant u’—=—z, Joblicns

(40) (22—, — 23) + dr(2 4 2y bz — h5) = 03

on voit ainsi que, lorsqu'on s’éléve en latitude, la période courte diminue,
insensiblement d’ailleurs.

58. Caleul des amplitudes. Je vais indiquer rapidement le
calcul des amplitudes dans le cas d'un amortissement négligeable (¢ =0).
Il est commode de revenir aux expressions réelles : la forme particuliére
des équations (22) dans Thypothése d'une prédominance gyrostatique
montre que, pour chacune des deux oscillations principales, ¢ et 6
varient en phase, « et 8 cn quadrature avec { et 6. On cherchera des
solutions de la forme

E=Zcos(pt+@); 0=0 cos(pt+ @);

(41) . :
a=Asin(pt4@); LB=Bsin(pt4 @)

En posant
(42 1Qp =vy\ap,
p=vvap

on obtiendra une équation caractéristique, transformée en v3=— u? de
Péquation (24). Elle s’écrit sous forme de déterminant :

T— z —vWap 0
—y—x ytzr—v 0 Wap
(43) — =0.
—V\ap 0 ap 0
0 V\/a_p 0 2ap
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Z, ©, A, B sont proportionnels aux mineurs d’'une méme ligne, la
deuxiéme par exemple, affectés de signes alternéds; j'obtiens ainsi, 4, et h,
désignant deux arbitraires, les coellicients suivants des deux oscillations
principales :

Z, =2 \apx Z,—2h,\ap x
(a8) @1:2h1M($—7+V?) @2:2"2\/@(‘”_7"“'%)
44

Al = 2h1v1:c A2 = 2}‘2"23:

B,=—hyv,(z—74}) B, =— hyv,(z —74v3)

Les constantes by, hy, @,, @, correspondant aux conditions initiales ,,
0y, @y, B, seront définies par

¢,= ‘.!zz;\/@(h1 cos @, + h, cos @,)
6p—%= 2\/@ (1) cos @(v} — 7) -+ h, cos @o(v§ — 7)]
a,=2x(v,h, sin @, + v,h, sin @,)

oy 128y =—2[V;h, sin @, (v} —7)4-V,h, sin @, (v3 —7)].

(45)

Ces deux groupes d'équations mettent en évidence que, si v3 est grand
par rapport & v el & 7, les valeurs de 6, — {; et de &, 4 28, interviennent
presque exclusivement dans la détermination de 4, et de @,, tandis que
les valeurs de {; et de a, déterminent &, et @; et, par réciprocité, Poscil-
lation de courte période se fait surtout sentir sur § — § et sur a4 28,
autre sur € et sur a. C’est donc, dans ce cas, surtout 'oscillation longue
qui importe pour les indications du compas (™),

) La notice du twin gyro indique que le rendement de appareil est 100 p. 100,
et que le couple directeur est la somme des couples correspondant aux deux gyrostats.
Cette remarque est Lrés obscure: on peut comparer la période prépondérante, e
4 dire le période longue, & celle que I'on obtiendrait en disposant fes deux gyrostats.
dans le méme sens sur un¢ méme charpente, avec la somme 3ap des dcux momeants dg
pesanteur pour les faire mouvoir en azimut, et la somme alQecosL des deux evuples.
d’aimantation fictive pour les faire varier en inclinaison. La période serait )

2 IQ
3 a ap e cos L

Cette période correspondrait & av? = 37; il est facile de réaliser cetle condition en plagant
le point m sur la droite

by — 102 —77=0;
on peut d'ailleurs réaliser aussi des périodes plus longues, ou plus ‘courtes avee, pour

maximum de durée, celle qui correspond au gyro ouest seul (vi=7) et pour minimum
la moitié de cette valeur (vi= A7),
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§9. Déviations halistiques. Roulis (1), — Utilisant les calculs

dp garagraphe 85, jécris 'équation en %S~ en en retranchant les équations
S !

en = et en —; j'écris de méme I'équation en Je poserai
o

(46) ah =B, + B, +B, -+ B;;
(&7) dL?A+A1+A2+A’2+A3+A’3+ﬁ?g£e,

puis supposant, comme pour le sjngle-gyro, que 1'appareil vérifie la con-
dition A=DB 4 B, et négligeant les termes en (Z——Q) (c—bg), a"+9"
et 8"+ ', jobtiens les deux équations

oy e T/t
(48) Vby'+my’ — (By+ C)AN= H/(}' g)’
(49) o' - nX -+ (Bt C)Ay'= — T+ JE)

identiques aux équations en A et  du single-gyrp.
Pour écrire les autres équations, je forme les combinaisons

S JS S 33
a—:,,—*—)\y‘,,, W—i_)\b?”,

et f'écris les dquations en gg et en g—;,,, jlobtiens (voir § 55, éq. B)
» IQWi+(CyFCy-B)Vi+ G (39) + (B — A7 +(AsH Te)Xy
60 '
a " J- Jx J'
—{-——;e)\y =ap(4;+2\;—-ly)—bq&———1{-_—l'[‘;
~—IQW, +(Cy + G, + BV, + Co(A'y) + (B, — Ay + (A’a-{—ﬁ@a) Ny
(o1) d

i WL o35 bae —O0)—IT:
+97ay ﬂap(ﬁg+>~g 27 )+ b+ MO IT
(69 —B+BIWi+L + 2L IOV, —ap(F—a—y)+T;

U ROAW | 9P o 0P g ) I
(1) —(@+BIWt3Ter — T —1QV,—yap (2 — B —y) T,
ol les variables ¢, 0, «, 3 sont supposées comptées & parlir des valeurs

eavrespondant a la position d’équilibre.

) La question est envisagée par J. Perucrov, 1, p. g6.
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Répétant le raisonnement du paragraphe 48, on vérifiera que T'influenee
des termos en (X'y), X"y, Ay" du premier membre disparait si les moments
d’inertie des éléments sensibles vérifient les relations

(54) 82:A2+A3+2'Z’e; B’2=A’2+A’B+1‘%e;

d’odr T'utilité d'une eompensation analogue a celle du single-gyre surtout
pour atténuer 'influence du roulis.

Ce réglage étant supposé réalisé, j'étudie les déviations halistiques sops
influence d’up changement de cap op de vitesse. Les équatiens (50),. . .
(58) multiplices par dt et inlégrées dans Tintervalle (ui s'étend depuis
Papparition de I'accélération perturbatrice, jusqu'a instant ol X et y omt
retrouve la valeur 0. dans I'hypothése que cetle durde de la perturbation
est courte par rapport aux deux périodes, donnent, en négligeant les
termes habiluels (5 48), et supposant qu'il n'y ait pas de surcharge ¢,

I.Q$Vl=ap%; [QJV2=——2apf’—;—‘;

(55)
IQJW1=apJ; 1Q6W,=— 2qpd,

tq
J désignant l’intégralef (k%‘—y%‘—ly)dg déja repcontrée dans les

vy

étndes précidentes (5 39 et 48). Chaque gyro ge déplace évidemment
comme s'il était libre. Sj le compas esl construit de maniére que la période
du gyro ouest soit celle d'un pendule ayant pour longueur le rayon de la
terre, le compas se frouve & T'instant 7, avoir son nouvel azimut d'équi-
libre, mais les équations (55) montrent que f, a, B n'ont pas les valeurs
correspondant & I'équilibre : il y a donc une oscillation, dont T'ampli-
tude s'obtient en remplacant dans les formules (45) ¢, par 0, 6,—¢,
par ——;‘g%, B,=— 2a, par la valeur alg’
dans Uhypothése ot je me suis placé, n'ont de valeur sensible que pour des
accélérations obliques sur le méridien. Pour une accélération est-ouest
ou nord-sud, on a

6,—¢
=@, = hy——h ——2 2 _,
¢} @2 Q’ 2 1 9\/ap(v;—v§)

3. On voit ainsi que 3, et a,,

(1]
- I
sépare I'ancienne et la nouvelle position d'équilibre ou & peu prés

donnant, pour amplitude de la déyiation la fraction

de Tangle qut
bz
9y+z’
si v3 est beaucoup plus grand que v3. Si T'accélération est oblique sur le
méridien, a; n'est pas nul, il est susceptible de prendre une valeur de
quelque importance (8 39 et 48), et, si les deux périodes-sont hien diffé-
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rentes 'une de T'autre, entrainer pour ¢ une déviation consécutive du
méme ordre de grandcur que s'il s'agissait d'un Anschiilz, avec cette
réserve que le sysléme amortisseur n'intervient pas scnsiblement.

Si la période courte est comparable @ la dwrée de la perturbation, il est néces-
saire d'examiner en détail ce qui se passe pendant ce temps. Je suppose
qu'il s'agisse d'une variation de vilesse & cap constant, avec une accéléra-
tion constante. Si je néglige, en premitre approximation, les produits
de a et de Bpar J, si je néglige également ce qui se passe pendant que A
et  oscillent vers leur nouvelle position d'¢quilibre, on peut dire que &,
6, a, f8 oscillent conformément aux équations (22), & partir des valeurs
initiales, {;=0,=0, ay= B, =—y. Les formules (44) et (45), ot I'amor-
tissement est négligé, donnent alors

I, . -

(56) {= E\/;]; (3—1 sin p,t — g;sm Pq t),
Jx

(57) “=”‘gf(42°°SP1t—91 €0 pyt),

ot I'on a posé
68) vi—rtle=0—-¥)q Vi—r+se=(3— g

b 1 3w \ )
(g, vaut & peu prés ayFz: T2 @ peu prés 1+4q,).
Pour plus d’approximation, on pourra tenir compte, dans le second

membre de I'équation (50), du terme négligé apa =, ou I'on remplacera a
par P'expression approchée ci-dessus. L'intégrale

(59) ﬂ)J—'ftawlt

TIloy
sera A ajouter  la valeur trouvée pour «. Elle a pour valeur

apl. ). (q, . q -
(60) g (P—lsmplt—asmet).

Le premier de ces deux termes est le terme -£J qui correspondrait au
P ia? 4 P

gyro ouest monté en Anschiitz (les deux tiers du terme analogue corres-
pondant aux deux gyros montés dans le iéme sens sur une méme char-
pente). Ce terme est trs légérement atténué au début par le sccond terme;
cette atténuation, qui cesse dailleurs si sin pyt vient & changer de signe,
est faible, le rapport des deux termes décroissant & partir de sa valeur

initiale :II‘- Ge terme (60) qui vient s'ajouter & T'expression (57) ne peut
3
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d'ailleurs étre utilisé pour la compenser, 1a comparaison des signes dépen-
dant du signe de J,.

Les expressions (57) el (60) donnant la valeur de & au moment ot aced-
lération J cesse, on aura Toscillation conséeulive en prenant pour valeur
initiale de & expression (56) diminuée de I'angle de 1a nouvelle position

d’équilibre avec I'anciennc (zéro, si la période 2% est com cnablement
iy o h (o do d
choisie), et pour a la valeur précédente (57) (60) augmentée de =. On se

rend compte que le résullat est du méme ordre que s'il sagissait du gyro
Ouest monté en Anschiitz; il y a, si la perturbalion est rapide, un certain
gain par rapport & ce que donnerail le systtme des deux gyros.

L’étude du roulis se fait simplement en appliquant la méthode du para-
graphe 48 aux équations (50),... (53); on vérilie immédiatement que le
réglage défini par les équations (54) annule I'influence de l'inertie des
armalures. Ge réglage étant supposé réalisé, la méthode donne les dévia-
tions permanentes des variables V,, V,, W, W, : la déviation en azimut
(V,) s'obtient en multipliant par le facteur

(61) 3 aap(y—a—7)+ 3k’ (y—1)
3 aap(y+ 22— 1)+ ke (y —7)

la déviation que présenterait le systtme des deux gyros montés dans le
méme sens sur une méme charpente (moment cinétique 212, moment
des poids 3ap).

La représentation graphique donne une étude simple de ce rapport':
je trace les droites

(D) y+2x—7r=0, (E)y—z—7=0,

puis les droites (D') et (E’) lieux des points annulant le dénominateur ou
le numérateur du facteur (61); ces droites sont voisines de (D) et de (E):
elles sont comprises dans leur angle. Le facteur (61) vaut les deux tiers

. mp . . ) .
du rapport g des distances du point m (z,y) & ces deux droiles, ces

distances étant comptées parallelement & Oy.

Ce rapport peut étre pris aussi voisin de zéro que I'on veut, a condition
de placer le point m prés de 1a droite (D'); mais les conditions de stabilité
étudiées précédemment exigent que le point m soit assez éloigné sur cette
droile (z serait alors du méme ordre que y). Si y est grand par rapport
a z et a 7, le rapport vaut 2/3, il est le méme que pour le gyro Ouest
disposé en Anschiitz.

On voit que I'amorlissement inlervient peu; son influence est 1égere-
ment défavorable, puisqu'elle remplace les droites (D) et (E) par deux
autres plus rapprochées,
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CHAPITRE VI.

BETUDE DU COMPAS ANSCHUTZ A TROIS GYROSTATS (41912).

60. Deseription ). — La caractéristique principale de ee compas
est emplai de deux gyros supplémentaires destinés i le slabiliser dans
taus les azimuts, de mapi¢re a Pempécher d’osciller au roulis. Dans les
compas précédents, la dévialion permanente élait due, en effel, & cetfe
oscillation.

Un flotteur U (fig. 10) porle dans un mémp plan horizontal trois gyro-
slats G, G'. G, identiques. L'nn d’eur, G par exemple, est formé dun
gyro Uy & axe horizonlal M, N, mont¢ dans une boite U articulde au
flotteur suivant la verticale M, N, de spp
centre de gravite. Les (rois mes M| N,
M, N, M{N; sont les aréles d'un prisme
triangulaire régulier. Le gyro G est an Sud
du flotteur. Dans la position d'équilibre,
son momenl cinétique 1Q est dirigé vers le
Nord; les moments cinétiques de G’ et de
G" ont la méme valeur 1Q; ils font avee lui
Pangle de 30 degrés. L’axe du gyro G est
rappelé vers celle position par deux ressorls
antagonistes. Les gyros G’ el G" sant reliés
par un systeme articulé qui les oblige & con-
server des orientalions symélriques par
rapport & la ligne M-8 du compas. Deux
ressorts antagonistes rappellent ce systeme
vers sa positign d’équilibre.

Lies trais gyros G, G', G" concourent &
assurer la direction du compas. Les gyras
G’, G" ont en outre la_fonction d’asswrer la sta-
bilié latérale.

L'amorlissement ulilise la dissipation d'énergie produile par les frotte-
ments intérienrs d'un liquide (5 81). A cet eflet, le flotteur porte, & sa
partie inférieure, une cuve annulaire renfermant de Vhuile. Cetie cuve est
divisée en un gerfain nomhre de compartiments reliés deux a deux par
de petits tubes, dont le faible diameire rend I'égoulement d’huile Lrés
lent. La lenteur de cet écoulement est réglée de maniére i assurer amor:
tissement maximum (7).

) Voir § 2, note 165 je n’ai py me procyrer les articles allemangds de D. Fum,
1, M. Iven, 1.

™ Les derniers échantillons ont un quatriéme gyro; mais celui ci est indépendant du
flotteur : il sert uniquement a stabiliser la cuve au roulis; voir O. Scarick, 1.
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f1. Etude ¢lémentnive de Veguilihre, — Le ressort du gyro
Bud n'a d'autre hut que de denner plus de spuplesse a I'appareil, en
diminuant la dépendance entre le flotteur et le gyro: il ne joue aucyp
role dans 'étude de principe (voir § 65), je supposerai donc ici le gyrp
Sud invariablement 1ié au flotteur.

La loi fondamentale de 1a mécanique appliquée au flotteur enfier (gyros
et liquide compris) montre que le poids tatal, o poussée du mercure et les
lrois couples d'aimantation fictive, forment un systéme de vecteurs ¢quivalent @
zéro. L’axe de chacun de ces couples étant le produit vectoriel du moment
cinétique [Q correspondant par la rolation ¢ de la terre, le couple rdsul-
tant a pour axe le produit vectoriel du moment cinétique résultant par le
vecteur e. Ce moment cinélique résullant (dont la valeur est 12 (l —i—\/;-—;)
étant paralitle & la ligne )-8 de la rose, il en résulte immédiatement
que celte ligne LS est dans le méridien. On voit que le systéme amortis-
seur ne produil aucune ervewr de latitude.

Dans I'hémisphtre Nord, les composantes verticales de 1'aimantation
fictive ont pour effet de soulever légérement le pdle )T du campas. Un
petit curseur mobile le long d'une réglette parallle & TS permel de
rdaliser I'horizontalité parfaite de la rose a chaque latitude.

Dans la position d’équilibre, les ressorts du systéme arliculé qui relie

4 G" devront avoir une certaine®action paur compenser 'effet des deux
couples d’aimantation ficlive.

62. Etade élémentaire des oseillations. — On congoit que le
systeme amortisseur de ce compas soit difficilement susceptible d'une
étude élémentaire. J'étudie donc les oscillations d'un Anschiitz sans liquide
amortisseur.

Tapplique le théortme de Résal au systtme entier par rapport au
point fixe O, en supposant le systeme dominé gyrostatiquement (nate 57).
Soient £, 4, A les angles définissant Ja posmon du triedre pringipal 1ié au
flotteur (5 26). Le moment cinélique du systeme a la valeur

(1) Oy =IQ [142cos(30°4 B)],

si 30° -+ B et —(30°4 B) sont les angles des axes des deux gyros G' G’
avec la ligne 9%S. Le théortme de Résal donne pour les composantes de
la vitesse du point 5y suivant Oy, suivant la verticale, et suivant I’horizon-
tale perpendiculaire a Oy, les valeurs approchées suivanles valables dans
le cas de petites oscillations

d‘y

(8) —IQ———Hﬁ
(8) —7j—?=—yscosLC;
(&) y R

dt
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(IT poids total, f rayon métacentrique du flotteur). Puisqu’il ne s'agit
que de petites oscillations, on peut supposer que le couple formé par
les composanles verlicales des aimantalions fictives, et dont ia valeur
est IQesinL[1+42cos(30°+4 B)] est encore exaclement compensé par
le déplacement de la surcharge (5 61).

y étant sensiblement égal & IQ (1 J,—\’E) , les équations (3) et (4) donnent
le mouvement de la ligne )T-8. Ce mouvement est le méme que si le flot-

teur portait invariablement 1ié un gyro de moment cinélique 1Q (1 —{—\/?;).
La période des petites oscillations est

_omr. /12(1+13).
) T—oll \/_ﬁfec_os\{_

Elle est d’environ 80 minutes.

Jobtiens la variation de A et de 8 en utilisant ’équation (2) et une
autre que je vais établir : Japplique au gyro Ouesl le théoreme de Résal
dans le mouvement autour de son centre de gravité, en projetant la vitesse
de I'extrémité du moment cinétique sur I'axe d'articulation My N, de ma-
niere & éliminer les réactions le long de cet axe. Celte vitesse résulte de
¢ A6 dx dg
A dC A de
La deuxiéme et 1a troisitme dounent des vitesses composantes

quatre rotations de vitesses angulaires

L0 A
——IQCOS?)O &1 IQSIH30 E’

suivant M, N, le moment de I'aimantation fictive est — IQ & cos L sin 30°,
si donc N' est le moment de T'action du systéme articulé sur la boite U,,
le théoréme de Résal donne ainsi I'équation

©) o? _V310® N _tiQecosL.
2 dt P de 2
De méme le gyro G" donne I’équation
trad V3iadd a1
N' et N" sont liés par I'équation du travail virtuel appliquée au systtme
articulé (gyros exclus) dans le déplacement virtuel 88 : le (ravail de 1'ac-

tion du ressort est de la forme /(8) 38, ou (Q —PB) B, si I'on borne f(B)

aux deux premiers lermes de son développement. J'obtiens ainsi I'équation

® —N 38+ 38+ (Q—PB) S8 —0.
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L'élimination de N' et de N" entre les équations (6), (7), (8) donne
Péquation

0) 0% — _Pg4Q—IQccosL——Pg,

en tenant compte de ce que 3 est nul dans la position d’équilibre.

Les ¢quations (2) el (9) donnent la loi de variation de Pangle 8 et de
I'inclinaison A de 1a ligne £-O de la rose : A et y oscillent en quadrature
avec la période

(10) T, — 27—

N
elle est d’environ une minute.

On voit, sur les équalions prece(lenleb. que loscillation des variables € et 0
(azimut et inclinaison de la ligne D68 ) est absolument indépendante de Loscillation

des variables ) et B (inclinaison de la ligne £-O et orientation des gyros laté-
raux).

63. Etude ¢lémentaire des déviations balistiques. — Je
suppose le compas soumis a une accélération d’entrainement J provoquée
par un changement de cap ou d'allure. Les équations (2) (3) (4) doivent
étre modifiées par le remplacement du poids IT par le poids apparent,
dont les composantes sont

—n¥, _—mo: _—n
14 4

Si, en effet, comme je le suppose, le mercure prend sans retard a
chaque instant la position d’équilibre qui correspond a la valeur de I'ac-
célération J, le principe d’Archiméde s'étend et la poussée est modifiée
de la méme maniere. La forme sphérique du flotteur dans le voisinage de
la surface libre fait que la ligne d’action de celte poussée rencontre I'axe
de symétrie du flotteur en un point fixe dont la distance au centre de
gravité est la constante f.

Ces équations (2), (3), (4) s’écrivent ainsi, en négligeant les valeurs de

,Get ),
I d0

d dt J

La ligne 918 de la rose se meut horizontalement; elle se (rouve a la
fin de I'évolution dans la position d’équilibre correspondant aux nouvelles
conditions de route, si I'on a (§ 30)

PR S,
(12) ;Hf—g—=ﬁscosL’
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c'est-d-dive si la période T des oscillations de la ligne IS est égale & celle du
pendule ayant pour longueur le rayon de la terre.

En méme temps, le moment cinélique y se Lrouve augmenté [équa-
tions (11)] de la quantité

by =Ty

c'est-a-dire que 3 se trouve avoir varié de

3y Iif dv,
(13 B — =

X a d'ailleurs peu varié, si la perturbation est rapide, comme le montre
Iéquation (9).

Le compas, lorsque Paccélération a dzspmu reprend sa position déquilibre
en oscillant autour de la ligne LN, qui reste correcte, puisque les oscillations de
€ et de O sont indépendantes (S 62) des oscillations de B et de X

La variation de A, lorsque la duree de perturbation est longue, mo-
difie ces conclusions. Le systéme amorlisseur les modifie également.

64. Mise en équations préeise sans tenir compte du sys-
téme amortisscur, Téerirai les équations de Lagrange. Comme
¢, 6. X, B ne peuvent varier que lentement, d'aprés ce qui a été vu, il
ne sera pas nécessaire de tenir compte des produits des dérivées £, 6, X, B
oud", 0, X, B, par £, 6, X ou B. Comme précédemment, je conserverai
les produits de A et de B par J, pour le cas de déviations balistiques
dont la durée serait de T'ordre (unc minute) de la période de A et de .

La force vive du systeme formé par le flotteur et la masse de chaque
gyro concentrée en son centre de gravité est

(1) AX? 4 BO2 4 CZ®,

A, B, C désignant les moments principaux d'inertie au point fixe O (point
de contact de I'aiguille de centrage).

Pour avoir la force vive de la boite U, je dois ajouter 1a force vive du
mouvement autour de son centre de gravité, soit

(2 AN+ B,0%+ G ({ +a)?

(« angle de Taxe du gyro Sud avec é)'(aS)
Pour avoir la force vive des boites U}, U}, j'ajoute de méme (aprés ré-
ductions)

®) ACE+T) 4B (T e,
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Pour avoir 1a force vive des trois gyros U,, U'y, U’,, je dois ajouter la
force vive du mouvement de chacun d'eux autour de son centre de gravité,
soil

(@ 4N —C0+af )+ B,62+4C, (L +a')
wifpr (-8 —e(0-) 1o+ 2)]
|+ (-8 (14D =0 o]

+By (5 +5) 26 (22 4£7)

(@, ¥, x, angles de rotation propre des trois gyros).

Si je suppose les composantes verticales de Taimantation fictive de
chaque gyro ¢équilibrées séparément par une surcharge de poids ¢ placée
a la distance b du centre d'articulation sur 1'axe de chaque gyro, la force
vive de ces surcharges n'est pas a relenir, élant insignifiante.

Les masses des surcharges étanl supposces transportées aux cenires de
gravité des trois gyros, le travail du couple formé par la poussée du mer-
cure et par le poids apparent du systéme ainsi défini est la différentielle
de T'expression

) —Tf( L) T (643 —TIF2 (3~ 68)

A ce travail, il y a lieu d'ajouter, en vue du roulis ($ 36, expressions 5
et 6) un travail représenté approximativement par

(6) (MA] 4 NX}) O + (m8) + nb,) 6.

Les couples provenant de la translalion des trois surcharges donnent ,
pour ce qui est du poids réel, un travail rigoureusement annulé par le
travail des composantes verlicales de 'aimantation fictive, j’ai donc & tenir
compte seulement du travail des couples dus & la translation des forces
d'inertie d’entrainement des trois  surcharges; cest la différentielle de
I'expression

) g B—bg 2 (K1 +B)+e]

(en se bornant au premier ordre, puisque ¢ est trés petit).
Les composantes horizontales des trois aimantations fictives donnent
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comme Lravail la différentielle -de 1'expression suivante, ol 7 désigne
comme précédemment [Qe cos L,

® —o [T I B e o e,

Les efforts inlérieurs des ressorts maintenant les trois gyros ont pour
travail virtuel une expression de la forme

0 —padat (—PB+Q) I8 (562)

Jécris les équations de Lagrange correspondant aux parameétres €, 0,
a, A, B, les angles de rolation @, ¥, x étant éliminés comme il a été dit
au paragraphe 25. J'obtiens les deux groupes d’équations

/

EC e —1Q(1 +/3) 0 = Hf A-ra—-1L(1+/3)- l—l—\/_)
(10) { Vb +IQa+IQ(1+\/3)§'=Hj<é—0)—10(1+\/§)+))¢0;+n0'1;
c({"+a")—lQ€'=—T(a+Z)—pa—bqi§,

— 108 = — T (5 43) + My} 4 N5

(1) ,
2"+ 1O =—7/38—PB+ bqé’-‘;

ol j'ai posé

5
€ =C+3C, +3C,; Jlo=A+;A1+§Bl;
(12) b 5) 1
¢=C, +Cy; V=B B, +2B,+ 1A,

Jai supprimé dans la derniere des équations (11) le terme constant Q — 7
que je suppose annulé par réglage, de maniére que (3 soit nul dans la
position d’équilibre. Cette position, en évidence sur ces équations, a lieu
pour &, 6, A, « nuls.

65. Etude de Poscillation libre sans amortisseur. — Les
équations (10) et (11) dans le cas de Poscillation libre (J =0) possédent la
propriété remarquable, que déja la théorie élémentaire faisail prévoir,
de se séparer en deux groupes complétement indépendants : les équa-

tions (10) donnent la variation de €, 0, a; les équations (11) donnent la
variation de A et de §.
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L'équation caractéristique des équations (10) est

Ert+1(14/3) —1Qr (14/3) e ]
(18) | IQr(14y3) W4+ +1f 1Qr | =o.
o+ —1Qr e’+1+p

Elle admet trois racines en r?; pour IQ trés grand, I'une de ces racines
est finie et vaut sensiblement

@) A=t latp(4vE)] w AV

C+ac’

sa période, relativement courte, ne dépend que de I'inertie du flotteur et
de 1a tension du ressort du gyro Sud.

Une autre racine est voisine de zéro; sa valeur approchée est

—_
(t9) = s+

en négligeant 7 devant IIf, c'est celle qui est donnée par I'étude élémen-
taire (8 62).
Enfin, la troisiéme racine es! trés grande et vaut sensiblement

e
(160) =—P0 t)’;, ;

elle correspond & une nutation rapide, pratiquement absorbée.

Opérant de méme sur les équations (11), j'obtiens pour A et 8 une os-
cillation lente définie par

(17) = WP £ =y'3) (Pljs_):\/:‘) , ou — %‘:;

c'est celle qui est fournie par la théorie élémentaire. Une nutation rapide
définie par I'autre racine

(18] e I

b}
acl.c

est absorbée par les résistances passives.
Les équations (10) montrent que { et — & varient en phase, § en qua-
drature; A et 8 varient en quadrature I'un par rapport & l'autre.

8
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En formant les mineurs des coefficients de la deuxiéme ligne du dé-
terminanl caracléristique, on oblient des quantités proportionnelles aux
cocfictents des exponentielles. On trouve ainsi que les amplitudes de
Toscillation lente sont pour {, 8, & proporlionnelles sensiblement aux
nombres

T

(19) 1, Tor,

Ve ()

L'oscillation longue de a est donc sensiblement nulle.
Pour T'oscillation de période courle (racine ), les amplitudes de
¢, 6, a sont sensiblement proportionnelles aux nombres

(20] €+ ac

e —c(14+y3)’

e ¢ +\/3)

r 10(1—{—\/3) , 1+\/3.

L'amplitude de st a peu prés le quotient de T'amplitude de a par
par 14-/3. Celle de 6 est becaucoup plus petite. La variation de a est
due presque exclusivement & celle racine r ; Poscillation de courte période
n'est importante que pour des valeurs itiates imporlantes de @ ou une
inclinaison appréciable du compas. Sa période élanl courte, 'amorlisse-
menl propre du vessorl, néglioé ici, Fabsorhe dalleurs rapidement, de
sorte que le mouvement en azimul de Ja rose est di exclusivement &
Toscillation longue; T'autre peut étre laissée de coté.

66. Introduction d’un systéme amortisseur formé d’'une
cuve annulaire de scetion urniforme (oscillation libre)(78), —
Je suppose que le flotteur porte une cure annulaire de section uniforme @ axe
vertical , divisée en un grand nombre de comparti-
ments identiques. séparés par des cloisons méri-
diennes que traversent des tubes de petit diamétre
(fig 11).

Les mouvements du compas élant lents, je
néglige I'inerlic non gyrostatique ; je puis done
appliquer a I'écoulement dans ces petits tubes,
dont le diamdtre est une faible fraction de la
longucur, la premitre loi de Poiseuille 7 : /a
vitesse est proportionnelle a la difféience de niveay
dans les denz compartiments.

Soit donc o\~ le diametre Nord-Sud de
la cuve, dans le plan de la surface libre, lorsque le liquide est en équi-
libre dans la cuve placéc horizonlalement ; w,, w,, les angles polaires de
deux comparliments voisins (w, — w, =Jw est conslant tout le long de la

Fig. 11.

49 Xai Indigqué (H. Beenix, 2), les principaur résultats de cette élude.
5 Voir A, Boutancn, Hydraulique générale, Paris, 1909, t.1, p. 197.
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cuve). Soient h,, h, les cotes des deux surfaces libres a 'inslant ¢, la cot2 A
du compartiment w est une fonction

(21) h=f(w,1).

La différence de niveau des comparliments w, w, sobtient en ajoutant
& hy— by, la différence de cote des deux compartiments due a I'inclinai~
son du compas, soit

(22) ;é dw -+ & (a) sin w — af cos w) = G—L + @ cos w4 afl sin w) dw,

ol a désigne le rayon de la cuve.

La vitesse v , dans le tube qui relic les comparliments (1) et (2), est
proportionnelle & h, — h,; si donc la vitesse dans le tube d’angle polaire w
est la fonclion @ (w, 1), on a la relation

(23) @(w,t)= —k (a% - ai cos w +- af sin w)-

Mais, d’autre part, Vaccroissement dh, de h, dans le temps dt est pro-
portionnel a la quantité de liquide apportée par les tubes des deux cloi-
sons du compartiment (1); on a donc

(28) ¥ 190

b et k désignant des conslanles positives: b est dautant plus grand que lg_
section des tubes est plus pelite et que la viscosité est plus grande.

L'élimination de la fonction @ conduit & I'équation aux dérivées par-
tielles

oS :

(25) by —s5tarsinw—afcosw=o.

La solution de celte équation, qui convienl au probléme admet néces-
sairement la période 27 de la variable w. Je vais donc la chercher gseus.
forme d’une série trigonométrique dont les coeflicients seront des foncliens:

de .

Or, si je prends deux fonctions u, et v, de ¢ vérifiant les dquationa

(26) bu, +u =af, bv)4v, =—ai,

la fonction u, cosw—-v, sinw vérifie évidemment I'équation (25). Il en
résulte que si

@7) f(w,0)="U,cosw-+V, sinw- U, cos 2wV, pin 20 4 - - «
8.
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est l'expression de la fonction cherchée pour t=0 (la série n'a pas de
terme U, indépendant de w, puisque le volume de liquide au-dessus du
plan k=0 est égal au volume de liquide situé au-dessous), jobtiens la
solution du probléme sous la forme
~ht
Sf(w,t)=u, cosw v, sinw -+ (U, cos 2w -V, sin 2w) e ®
-g¢

+ (U, cos 3w +- V, sin 3w) et 4.

(28)

les constantes dintégration des intégrales u , v, des équations (26) étant
choisies de maniére que

u(0)=U,, v ()=V,

Je vais chercher T'action du liquide sur le compas. L'inertie non gyros-
tatique étant négligée, le liquide sera considéré comme agissant statique-
ment. Cette action sera donc équivalente au poids du liquide. Si, dans le
poids IT considéré précédemment (§ 64), je tiens compte du poids du
liquide pour A=0, il reste & évaluer le travail virtuel des poids des di-
verses colonnes h de liquide, ces poids étant appliqués au compas ; ce travail
est de la forme

(29) m 36 f smh cos w dw — mdA f Mh sin wdw,
0 0

m dépendant des dimensions de la cuve. On vérifie immédiatement que,
dans Texpression de h (28), les termes en U,, V,,U,, ... donnent des
intégrales nulles, seuls les termes en u, et v, sont & considérer, on obtient
ainsi, pour ce iravail virluel, en supprimant les indices des lettres u etv,,

(30) wm (udf — vd).

Jintroduis ce travail au second membre des équations (10) et (11) du
mouvement, en adjoignant le terme 7wmu & 'équation correspondant & 6,
le terme — mwmv & 'équation en A. Je néglige I'inerlie non gyrostatique, ne
tiens pas comple du ressort du gyro Sud qui est accessoire, et me place

dans I’hypothese d'une oscillation libre (J=10). Remplagant 6 et A par les
expressions (26), jobtiens les quatre équations

1O (b + ) = 7,

g 10 (1 4+5) a’ = — T (b + )+ mma,
—1Qa@ =TI/ (bv' + v) — 7man,

z ~1Q (' + ) =— (P+3) .

(81)

(32)
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L'oscillation de u et de ¢ s’étudie au moyen de I’équation caracté-
ristique

(33) (%1 4 v/3p2 + Tfz ] (y 4 ) — wmazy =o,

ol jai posé%:y. Cette équation représente une courbe I', lieu du point

de coordonnées cartésiennes r, y. Je supposerai Iif > mma, ce qui est évi-
demment indispensable & la stabilité. Les dimensions de la cuve ne peuvent

n

Fig. 1a.

donc dépasser une certaine limite. La courbe I' a la forme indiquée ci-contre
(fig. 12). Pour une valeur donnée de y, I'équation a une racine r, néga-
tive, correspondant & une variation apériodique, les deux autres sont ima-
ginaires :

ry=p+q, ry=p—q.

Ces deux racines correspondent a une oscillation amortie (p <<0), car, la
somme des trois racines étant — v, il en résulte que 2p a la valeur néga-
tive —(y 4-r)=—PM, (fig. 12). Lorsque y varie de zéro (écoulement
trés lent) a I'infini (écoulement rapide), PM, qui représente le double du
facteur d’amortissement de 1'oscillation, varie de zéro a zéro en passant
par un moximum. L'équalion (33) donne simplement le minimum de

=1 . ’ -1 .
(y+71) quise présente sous la forme Ar, + Br, ;le maximum du facteur
d’amortissement a lieu pour

. IIf T
34 == — 3
() Tia \/(. +/3) (ILf — wma)

et on a alors

f—am
(35) "1=“3/’_,(1T§t;,%)3 "9+"3=2P=“‘3/,nf""§“‘—'m'
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La période s'obtient en cherchant ryry = p?4- ¢?, jlobtiens

6 2 o ceosLoallf—mma
(36) Ptr=-4 Ny

On voit dans quelle proportion elle est accrue par le dispositif amor-
tisseur.

L'étude de v ot de 3 sur les équations (32) conduit & une équation
caractéristique qu'on déduit de (33) en y remplacant 7 par

(P+7v3) (1-+3),

ou simplement par P(1 +/3). La courbe I" qu'elle représente est
homothétique de la courbe I' dans le rapport des périodes, soit 80. On
voit donc que la valeur de y qui donnerait I'amortissement maximum de v
et de B est tout a fait différente de 1a valeur (34); les deux oscillations ont
le méme décrément maximum. Comme c'est surtout T'oscillation de la
ligne 93 qu'il y a lieu d'amortir, il y a lieu de se rapprocher de la con-
dition (34). On constate alors que I'amortissement de X est le double de
'amortissement maximum de la ligne Y8, soit un décrément 40 fois
moindre.

Ce sysleme n’amortitdonc dans de bonnes conditions que les oscillations
en azimut. Pour les aulres, c'est 'amortissement propre du ressort qui
seul peut les amortir.

Les oscillations latérales n’élant gutre amorties par ce dispositif, il y a
lieu de se demander si la forme de la cuve est suffisamment appropriée au
but poursuivi qui est I'amortissement en azimut. Le liquide intervient par
le moment en O de son poids, moment qui est horizontal: on augmen-
terait 1a composante £-¢) de ce moment en donnant & la cuve, dans le
méridien, une section supcricure a sa section Est-Ouest. Or, dapres le
théoréme de Résal, cest cette composante qui agit sur Toscillation en
azimut. D’autre part, la vitesse d'écoulement élant adaptée & la période de
I'inclinaison 6 et, pour ainsi dire synchronisée, il est manifeste que la
modification précédente augmentera I'action de 6, donc T'efficacité du dis-
positif. C'est ce que réalise le disposilif Anschiitz.

67. Systéme amortisseur Ansehiitz. La cuve annulaire est di-
visée en huit compartiments éganr quatre i quatre par des cloisons i 45° les unes
des autres (fig. 13). La surface libre de 'huile C-\o-Y dans la position d'équi-
libre détermine dans les compartiments (1), (4), (»), (8) des aires égales S, ,
dans les aulres, desaires S, inférieuresa S,. Les centres de gravité g, ..., g,
de ces sections sont sur un cercle de rayon «, symétriques deux a deux
par rapport & G-\ et & G-); leurs angles polaires w,,. . ., w, S'expriment
en fonction de w, et de w, par les relations

Wy=T—W,, W=H—W, Wy=F+W,... .
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Les hauteurs de liquide 4,,. . ., h; au-dessus du plan C- =2, habteurs
comptées au centre de gravité de chaque seclion, vérifient I'égalité

Sy(ky 4 by + ks 4 hg) -+ Sylky + by + hg -+ ) =0.

Je mettrai le probléme en équations en procédant comme au para-
graphe 66, et faisant les mémes approximations; je supposerai cependant
le cas général d’une accélération perturbatrice horizontale J.

\y

Fig. 13.

La différence de niveau entre les compartiments (1) et () est

hy — by - a(cos w; — cos w,) (0 - .;_‘) +- a(bin w, — sin w,) (A —hf—lgl')

Appliquant la loi de Poiseuille a la vitesse d’écoulement v,, entre deux
compartiments et exprimant que la dérivée £, est proportionnelle A la
différence vy, —v,,, et opérant de méme pour tous les compartiments,
j'obtiens huit équations de la forme

bSh,=hiy,— 2h+h,_, + a(J—‘ — 0) (cosw, ., — 2cosw, 4-cosw,_ )
(37) . :
-}—a(;'—l—)\) (sin w4, — 2 sin w, |- sin w;_,);

en les combinant par addition et soustraction, on obtient
(38) | bS,u;=uy—u, - 4a(cos w,— cos w)) (;_‘ — 0) ,

(39) [ ¥S;uy=u, — 3u, -} 4a(cos w, — 3 cos w,) (% — 9),
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(40) \ BS,v, =v,— 3v, -+ ha(sin w, — 3 sin w,) (';—' + )\) ,

(81( | BS¥, =V, — v, + 4a(sin w, — sin w,) (:,7 + ;),

si I'on pose

(42) u,=h —h, —hy+4hy;
(43) uy=h,—h, — hy+h,,
(a8) vy=h+h, —hy—hg;
(45) Vo=hy+ hy —hg—h,.

Le travail élémentaire de I'action du liquide amortisseur sur le flotteur
est le travail du poids apparent de ce liquide supposé appliqué au flotteur,
si l'on néglige T'inertie non gyrostatique. Si, dans IIf ($ 62), j’ai tenu
compte du poids du liquide dans la position d’équilibre (h,=- - - = hy=0),
j'ai a exprimer le travail du couple (y) formé par les poids apparents des
hauteurs de liquide 4,,- - -, kg, en tenant compte de I'inclinaison des sur-
faces libres sur LJC—?Y Comme il s'agit d'un couple, je puis évaluer son
travail dans la rotation autour du point G, considéré comme fixe.

Soient z, y, z les coordonnées, par rapport a CNAL, du centre de
gravité d'un cylindre élémentaire de liquide paralitle & CZ, compris
entre le plan C-X:?) et le plan de surface libre. Dans un méme comparti-
ment de rang ¢, z, y,z sont liés par la relation

(46)  22= (0 — %‘) (x —acosw)— ()\-I—%) (y— asinw,) -+ h;

Le déplacement virtuel de ce centre de gravité, supposé invariablement
lié au Jlotteur, est

(87) —yd+28, xd—2, —zd+yd,
de sorte que le travail virtuel du couple () est

(48) 2@ (yeds) (JE X — )+ 203 (e ds) ("JIE % +8),

si I'on néglige le produit de T'accélération J par I'expression = (zds).

(Dans ces expressions, le signe 2 s'étend i tous les éléments d’aire ds de

la surface libre de la cuve entiére ; @ poids de 'unité de volume du liquide. )
En tenant compte des symétries, et en posant

(49) Z(x —acosw)ds=E, Z(y—asinw)ds=F,
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jobtiens le travail
w (6‘0 - ‘:;—' 3&) [E (0 — %) 4+ a(S,u, cos w; - S,u, cos w2)]
] (3)\ — lg‘ 3{) [F (7\ + ;—) — a(S,v, sinw, 4 S,v, sin wﬂ)]»

Cest ce travail qu'il y alieu d’adjoindre au travail des forces données,
tel qu’il a été calculé au paragraphe 64.

Négligeant I'inertie non gyrostatique et ne tenant pas compte du res-
sort du gyro Sud, ou des fermes absolument négligeables dus aux sur-
charges ¢, j'obtiens les équations

— IQ(1 +v 5)6' = 1(1 + \/ﬁ)Z + L wa(S,v, sinw, -} S,v, sin w,)
(51)

—|—"—'l w(E-- F)-|—A Ilf- =F) = m’a(S u, cos w; - S,u, coswy),

—]—\/_) (If— =E) (~—0)-|—¢a'aS u, cos m, -} S,u, cos w,)
+ mf; + b,

(52)

—1Qf =—(If—=F) (IJ? + A) — @a(S,v, sin w, + S,v, sin w,)
+ MY 4N,
(54) 10X = — (P+7v/3)8,

auxquelles il y a lieu d'adjoindre les quatre équations (38). . . (41).

(53)

Je suppose A, 6,. J nuls; il est intéressant de remarquer que les équations
du mouvement se séparent ici encore en deux groupes dislincts, les équa-
tions (38), (39), (51), (52) déterminant &, 6, u,, u,, les équations (40), (41),
(53), (54) déterminant A, B, v,, vy

Posant comme au paragraphe 66 y= lequauon caracléristique du
premier de ces groupes s'écrit
(55) (r — py) 0 — ) + K — myy) (r — mpy) = o,

K étant défini par
(56) Kr(Ilf-- wE) = P01 4 /3),
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- . S
m,, m, désignant les racines de I'équation

(57) S,S;m* (38, 4-Sy)m 3 =0,
e, ¢ les racines de I'équation
(58) (== my) (pr — mo) — k(pr —my) =0,

ol k et m, sont définis par
(59) (IIf — @E)k = 4wa*(cos?w, — 2 cos w, cos w, - 8 cos® wy),
(60) myS,S, (cos®w, —2cos w, cos wy+ 3 cos? wy)+2(S, cos® w, +5, cos?wg)=0.

L'équation (55), dansle plan desy, , représente une courbe du 4° ordre(T")
(fig. 14)5 m, my, my, p, " sont les coefficients angulaires de droitesD,,D,,
D,,4,A. La courbe (I') est tangente en O aux droites A, 4A’; elle est
asymptote aux droites D,, D,.

\
\

Ny
a

Fig. 14.

)

[AY
N

N

La largeur de la cuve de I'Anschiitz dans le plan CZX est environ
trois fois sa largeur [ dans le plan CZ, on en déduil ainsi les valeurs
approchées suivantes

( S,=2,07al; S,=1,07al;
(61) { sinw,=0,35; cos w,'=0,937; sinw,=0,90; cosw,=0,43;
mal=—0,3; mpal = —3,08:  myal = — 2,95,

Les droites A et A’ sont d’autant plus voisines de D et de D“ que k est
plus petit; si k était trop grand

(62) awa®(8, cos? w, - S, cos® wy) > [If — =k,
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c'est-a-dire, si la surface libre du liquide était trop grande, la droite A
passerait au-dessus de Oy et le mouvement serait instable.

k remplissant la condition (62), la courbe présente 1a forme de 1a figure,
donnant ainsi pour chaque valeur de y deux valeurs de r négatives et deux
valeurs imaginaires de la forme p 4-¢i. La somme de ces quatre racines
étant (m, + m,)y, on en déduit

(68) 2p= - (PM,+ P,M,),

ce qui permet d’obtenir graphiquement le facteur d’amortissement — p du
mouvement sinusoidal. Je vais chercher son maximum. J'obticns une valenr
approchée de p en utilisant le produit des racines de I'équation (58) et
remarquant que ' est voisin de m,,

(64) p=m, 4k :’T::

La somme' des racines, . étant beaucoup plus petit, me donne une
valeur trés approchée de p'

- my —
(65) p=my+k ™

La valeur de ¢« montre que le mouvement serait instable si kal dépas-
sait la valeur 0.3. La valeur 0,2 est donc une limite qu'il n’y aura vraisem-
blablement pas lien de dépasser: il y aura d'ailleurs intérét a s'en rap-
procher, comme on va le voir.

Ges valeurs montrent simplement que M,P, est unc [raction trés faible
de M|P, qui n'alteint pas 0,03, de sorle que seule la valeur de M P, im-
porte. Pour chercher son maximum, je remplace dans I'équation (50) de
la courbe, le facteur r— p'y par+ — m,y, quantités dont le rapport est
voisin de l'unilé, le long de la branche décrite par M,. Jobtiens une
courbe (I')) trés voisine de 1a courbe (') :

(66) r— py 4+ Kr¥i(r — my) =0.

Tobtiens le maximum de M,P, en menant & cette courbe une tangente
de cocfficient angulaive m; les valeurs de y et de r, correspondantes sont
définies par les conditions

(67) (tm)ry=2mpy:  AKmiy*n = (u+m,)

Le maximum du facteur d’amortissement — p de l'oscillation est défini
par

[ WY M

(68) —op=ry—my = (e my =k Vv
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La période est définie par

puyt  ptm 1
() R

Elle est comprise entre 2I1\/K (kal=0) et 2II\/2K qui correspond &
kal = 0,3, valeur que kal ne peut dépasser. Dans I'hypotheése kal=0,2,
elle serait 1,2 % 2IIy/K, K étant donné par I'équation (56). La valeur 0,2
donnée pour kal & titre d’indicalion correspondrait & un décrément maxi-
mum de T'ordre de 1,8 obtenu en réglant convenablement y, c’est d-dire
P'écoulement de I'huile(80),

Le second groupe d’équations s'étudie de la méme maniere. Les droites
D,,D,, D, ont alors les coefficiens angulaires n,, n,, n, définis par

nal=— 0,47; ngal = — 1,91; njal=—1,85;

les constantes K et & sont remplacées par H et h définies par
H(Ilf— =F)=1Q?,

h (ILf — @wF) = 4wa? (sin® w, — 2 sin w, sin w, -+ 3 sin® w,).

La période de l'oscillation amortie est sensiblement 27\/H, le facteur
d’amortissement est environ 1, 2 fois celui du premier groupe d'équations
(éq.68), ce qui correspond & un décrément extrémement faible.

Il est intéressant de comparer ces résultals avec ceux que donnerait
une cuve formée de huit compartiments identiques, de méme surface totale, la
surface S, de chacun de ces compartiments étant, par suite, la demi-
somme des sections précédentes S, et S, ; on a, dans ce cas,

r

1= 3

T, 9,17 0,3
w2=?, y.=m2=m3=———7l—, ml=——;T-

w

Dans I'hypothése kal=10,2, on trouve que le facteur d’amortissement de
Loscillation en azimut est véduit dans le rapport 1,5 : Tavantage de I'étrangle-
ment Est-Ouest de la cuve est manifeste. Il est intéressant de remarquer
que le facteur d’amortissenient de loscillation latérale serait également
réduit (rapport 1, 2).

69. Réglage de 'amortissement. — Pour régler la vitesse d'écou-
lement, on souléve I'extrémité Nord du compas d’un certain angle § et on

@) La variation de { et de 6 prisente encore deux autres termes, I'un en eryt l'autre
en ert, le second s’amortit trés vile, || étant grand; le premier s'amortit plus vite que
Poscillation étudiée si |u] > l% il

, c'est & dive sl k<< ou kal << o,2. 1 y aurait

donc inconvénient & donner a k une valeur inférieure.
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laisse I'huile s’écouler : au bout de 20 minutes (c’est-a-dire un quart de la
période du compas), I'huile doit étre sensiblement au repos.

Les équations (37) donnent la variation de h, ..., k; en y faisant A
et J nuls, et 6 constant; on a évidemment, pendant ce mouvement,

on vérifie, d'autre part, que & &, et h, -k, restent nuls, les valeurs
initiales des & étant nulles, de sorte que k, et 4, sculs sont & déterminer;
ils sont définis par les équations

(70) b8, ky = hy — h, - af (cos w, — cos w,),

(1) bS,ky=h, — 3h, -+ afl (3 cos w, — cos w,).

La solution convenant & la question est
h, = af (0,925 — 0,86 e™¥ — 0,06 e™¥'),

h, = af (0,425 4 0,024 e™¥* — 0,44 e™").

Je remplace, dans ces formules, ¢ par le quart de la période, y par la
valeur réalisant le maximum d’amortissement (368), ce qui donne aux
exposants de e les valeurs

Les termes en ™ sont donc inappréciables, et 1'on trouve que &, différe
de la valeur 0,925 af qui correspond & I'équilibre, de 0,094 a8, h, differe
de sa valeur d'équilibre 0,425 a6 de 0,024 48; h, a parcouru 0,9 de sa
course ; k, a parcouru 0,95 de sa course, si I'amortissement maximum est
réalisé. Cette méthode est pratique, mais sans grande précision : il semble
qu'il y aurait intérét a faire porter T'observation sur les premiéres minutes
du mouvement.

70. Etude des déviations halistiques. Roulis. — Je suppose
le compas soumis & une accélération horizontale J, due & un changement
de cap ou de vitesse; pendant un temps court par rapport aux deux pé-
riodes. Je multiplie les huit équations du mouvement (38) & (41) et (51)
a (54) par dt, et je les intdgre pendant la durée de la perturbation, en
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supposant que les variables conservent sensiblement la valeur wéro. J'ob-
liens, en ce qui concerne les variables £, 8, u,, u,, les équations

(72) 10 (1 4v8) &K = (/- wB) >,
(73) 8= 0;

(78) S,du, = hay (cos w, — cos w)) % ;
(75) S,8u, = hay (cos w, — 3 cos w,) %

Si I'on donne a la période de l'oscillation en azimut (ealculée sans tenir
compte de l'amortissement) une valeur égale 2 la période de Toscillation
d'un pendule ayant pour longueur le rayon de la terre (quatre-vingt-cinq
minutes), la ligne J6S se trouve 4 la fin de la perturbation dans la posi-
tion d’équilibre correspondant aux nouvelles conditions de route. Sl n’y
avait pas de systeme amortisseur, elle conserverail cette position., et il n’y aurait
pas de déviation balistique; 1o compas oscillerait, en effet, & partir de la
position initiale §,=0,=Xx,=0, B, 7 0, ct, comme les deux groupes
de variables £, 6 et X, B oscillenl iml('pcndamment, { et f resteraient
nuls : le compas oscillerait autour de la ligne B3, qui resterail correcte.
(YesL ce que donne la théorie élémentaire (voir note 78, p. 114).

La présence du sysleme amorlisseur introduit dans le premier groupe
les variables u,, uy, dont les valeurs, & la fin de la perturbation, sont
données par les formules (74), (7.), de sorte que T'oscillation ultérieure du
compas a lieu a partir de la position initiale définie par

d
Co=10, 8, (u,)y= hay (cos w, — cos w,) _gv_,’

(76)

0y=0, S, (u,), = hay (cos w, — 3 cos w2)ag&,

I'azimut ¥ ne conserve done pas sa valeur. Le calcul des amplitudes fe-
rajt connaitre les constantes de celte oscillation. ['équation (52) permet
déja d'en avoir le sens dans les premitres minutes qui suivent la pertur-
bation, clle donne, en effet, 6 étant sensiblement nul, et u, et u, voisins

de (u,), et (ug)y,

1Q (1 41/3) C = @a S, (u,), cos w, 4 S, (u,), cos w,],

ou, en remplagant (u,), et (u,), par les valeurs (76) , @a par sa valeur en.
fonction de £ (éq. 59),

) 1014 V5){ = — ([ — ) by 2
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Celie vitesse est dirigée en sens contraire de lu déviation qui sest poduite
pendant la perturbation. Celte particularité cst nellement en évidence sur 1a.
courbe I (fig. 15) relevie par le Lieutenant de vaisseau Lénon & bord du
sous-marin Hermione pour une diminution de vitesse de 10 neeuds, cap au

Nord.

d;5- 1
1
]
i
1
0 ey 20 ap(minutes)
A
[l
~-ds 4 ;
i
' pu Sloug
|
Fig. 15.

La courbe 1I relevde simullanément sur un Slougrh accuse egalement
ug retour en arriére de ¢, mais plus faible. C'est aussi le systéme amor-
tisseur qui en est cause, mais le mode d'action est toul différent : Ona
iet §;<<o, J,=0. L‘(\qunlion (15) [$51] et analogue & l’équation ac-
tuelle (52), 2@whn remplacant wu (S,u cosw —)—Sluﬂ cos i,), mais, 0
élant négatif dans le Slough, ces deun lermes donnenl 3 ¢ des valeurs de
signes contraires. D'ailleurs, c’est le terme 2@w e qui produit la dévia-
tion 8¢ pendant la durde de la perturbation (prolongée de uve ou deux
minutes jusqu'a P'mstant ¢,); a parlic de cet instant, n a la valeur o
correspondant & linclinaison prise par le compas sous linfluence du
lerme — p (QI i’ + Qmw“/m) (éq. 14), et c'est par celle valeur Af due & p
que u agit sur ¢ (éq. 15) pour lui donner, & partir de Uinstant 1,, une
vitesse en sens contraire de la premiere déviation.

Dans T'Anschutz, 6 ne subit aucune déviation (éq. 51), u, et u, sont
déviés aussi lentement que le compas; ils agissent peu pendant la pertur-
bation, mais ils acquitrent des valears qui pomsien onl longtemyps aprés,
et doivent par suite intervenir dans le calcul de T'oscillation ultérieure.

Si Ton cherche les valeurs de ' & 1a fin de la perturbation, dans le
cas du Slough, en fonction de la période T et du facteur d’amortisse-
ment g, on trouve, pour la perturbation considérée,

v — 8un’ 30

T T% ¢os L ;r

Le méme caleul fait pour I'Anschiitz en tenant eompte des conditions
d’amortissement maximum ($68) donne exactement le double (& amartisse-
ment égal, & période égale). Le Slough utilisé avait une période dépassant
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quatre-vingt-cing minutes; la période de I'Anschiitz était voisine de
-soixante-dix minutes.

Cet effet disparait complétement, si I'accélération J est Est-Ouest. Les
courbes relevées n’accusent d’ailleurs aucune déviation importante.

Si la durée de la perturbation est comparable & la période des oscilla-
tions transversales (une minute), les termes du second ordre en J.J,, A;,
v, Jx, Voli, dans le sccond membre de 1'équation (31), termes que je viens
de négliger, prennent quelque importance. Tout ce qui a été dit sur les
termes analogues rencontrés dans le cas des compas Sperry et Slough
subsiste ici, a/ténué par ce fait que A, v , v, varient plus lentement, mais
a condition que les oscillations de X, v,, v, soient suffisamment amor-
ties. Ces termes contiennent en facteur le produit sin A cos A; leur action
est donc maximum & 45 degrés du méridien. Pour une variation de vi-
tesse Nord-Sud ou Est-Ouest, ces termes disparaissent, de sorte que ce
qui a été dit & ce sujet subsiste intégralement dans ces deux cas.

Si les déviations balistiques de ce compas sont importantes, I'in-
fluence du roulis est, au contraive, trés faible. Les ¢quations (40), (1),
(53), (54) donnent, en effet, pour X, B, v,. v,, une déviation permanente
nulle, chacune de ces variables présente une oscillation forcée d’ampli-
tude tres faible, puisque leur période propre est de 5 a 10 fois plus grande
que celle de la houle. Je substitue ces expression dans les ¢quations du
premier groupe, en remarquanl que les termes en uJ, et u,J, de I'équa-
tion (51) sont de I'ordre de ceux que j'ai convenu de négliger. la variation
de u, et de u, étant tres lente. J'obtiens ainsi pour 0, u,, u, une déviation
permanente nulle, et pour  une déviation extrémement faible, provenant
des termes en J. X, Jv, J\v,, JJ, de T'équation (51). Les trois premiers de
ces termes ont une influence trés faible, puisque les amplitudes de A,
v,, ¥, sont petites; l'influence du terme J.J, est faible par suite de son
coefficient = (E —F).

71. Remarque. — Comme I'étude précédente vient de le montrer,
le compas Anschutz présente, & coté de qualités remarquables dues & sa
grande stabilité, des défauts importants, relatifs & I'ordre de grandeur de
ses déviations balistiques.

Ces déviations étant dues, en grande partie, 3 son systéme amortis-
seur, il semble qu'il serait possible d'y remédier simplement en munis-
sant d'une soupape commandée électriquement chacun des huit petits
tubes qui traversent les cloisons de la cuve : on pourrait ainsi empécher
Thuile de s'écouler pendant une évolution du batiment, puis la libérer
sitdt aprés I'évolution terminée. On ne serait pas astreint a utiliser cette
commande : on y aurait recours exccplionnellement, lorsqu'on aurait
besoin de toute la précision du compas.

L’amortissement des oscillations transversales intervient favorablement
dans les termes du second ordre des déviations balistiques : il y a intérét
a réaliser un amortissement important. Comme on I'a vu, on ne peut
compter sur la cuve & huile.
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On pourrait munir le flotteur d’une seconde cuve analogue, présentant
un étranglement dans le plan méridien. L'écoulement de T'huile dans cette
cuve serait réglé de mameére a réaliser le maximum d’amortissement des
oscillalions transversales.

On pourrail aussi augmenter I'amortissement propre des ressorts des
gyros Est et Ouest, par exemple, en les enfermant dans de petits cylin-
dres, et munissant leurs extrémités de pistons se déplacant avee frottement
dans les cylindres; il serait facile de les disposer de maniére qu'il n'en
résultdt aucune indétermination de la position d’équilibre des gyros.

On pourrait aussi remplacer la cuve par deux systémes indépendants S,
S’ de vases communicants, I'un de ces systémes étant dans le vertical 9GS,
T'autre dans le vertical £-0).

Si T'on désigne par u la hauteur de liquide dans le systéme S, par v
la hauteur dans S', la mise en équations, entiérement analogue a celle qui
a été indiquée pour le Sloogh (S51), conduit a deux groupes d*équations
entiérement distincts, 'un de ces groupes en , 6, u, Tautre X, 3, v; de
sorle qu'on pourra régler séparément les deu systemes de vases de ma-
niére a réaliser 'amortissement maximum de chacun des deux groupes de
variables (voir note 48, p. 16).

Pour le systeme de vases S, on augmenterait sa période propre en
allongeant le tube de communication, diminuant son diamétre, et surtout
en entravant {'écoulement pour augmenter {'influence des frottements inté-
rieurs.

I y aurait enfin intérét, en vae des déviations balistiques a augmenter
la période de Foscillation transversale. Il semble que ce soit possible.
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