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ÉTUDE THÉORIQUE
DES

COMPAS GYROSTATIQUESW

ANSCHÎITZ ET SPERRY.

INTRODUCTION.

1. Objet du mémoire . — Les deux premiers chapitres contiennent
l'exposé de méthodes générales permeltant l'étude des compas existants
et de ceux <|ue Ton pourrait imaginer (équilibre apparent et petits mou-
vements).

Dans les chapitres suivants, ces méthodes sont appliquées, d'abord à
YAmchtïtz 1906 qui, a cause de îa simplicité de son principe, constitue
un terme de comparaison intéressant pour apprécier les avantages des
autres compas, puis au Spenij (single-gym) et à la modification Harrison-
Rawlings (Slnuffh). un Sprrry (livin-gyro). et enfin à YAnsrltùt: à trois gy ros.

2. Historique ^ . — La pense'e d'utiliser un gyrostat pour mettre
en évidence la rotation de la terre a été émise par plusieurs auteurs au
milieu du \i\° siècle; mais L. FOUCAULT W, le premier, réalisa un appareil,
qui permit une vérification qualitative. Ces expériences furent reprises
sous une forme variée : en 1878, l'américain HOPKINS utilisa un gyro en-
tretenu électriquement. En 1882. Ph. GILBERT^ introduisit l'action de la
pesanteur qui, plus tard, devait permettre la réalisation du compas
gyroslatique. En 1884, W. THOMSON

 (5) suggéra des méthodes susceptibles

O Lo mot gyroscope axant été introduit par L. KOUGIULT (I , p. Û-M à W i ) pour dé-
signer dos appareils destinés à montrer ersi et dans quel sens un corps auquel ils sont
fixés poursuit sa rotation dans l'espacer, il m'a somMé qu'il v avait intérêt à éviter cette
expression lorsqu'il s'agit de désigner un corps de révolution mobile autour de son axe
de figure dons une armature, .remploierai donc la locution anglaise ^yiosialw compass.

f>) On trouvera des renseignements historiques et bibliographiques clans Encyhlopadio
der Mat. Wiss, 1 ; À. WINKELMANN, I, p. 187 à 1 8 9 ; dans IMÎ. CIILBKRT, 1 ; dans O. MAR
TiENSSEN, 1, 2 ; dans H. M A I W R , 1 ; dans Tho Spoiry Gyrocompass. . . , 7 ; voir aussi
P. APPELL, 1, t. I l , p. 'j>73 ; V. KLEIN et A. SOMMERFKLD, 1. Le Lohrbuck fur den Unleiricht
m der Navigation, 3 , contient une bibliographie intéressante sur la question particulière
des compas.

(3> L. FOUCAULT, 1.

t*î Ph. GlLRERT, 1.
<5) W. THOMSON, 2 ; voir aussi A. GRAY, 1.
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de déceler ia rotation terrestre par un gyro et permettant de construire
un compas gyroslatique. En même temps, E. DUBOIS^ réalisait un com-
pas : essayé par la marine française il donna des écarts inférieurs à 5°.
En 1886, ce fut le Hollandais MAXIMUS (JEKARDLS vÂ  DEN BOS. En 1904,

A . F O P P L ^ réalisait un appareil entretenu électriquement qui permit une
vérification quantitative assez précise. Puis ce furent les essaie de H. ANS-
CHÛTZ-KAEMPFE qui, en 1906, aboutirent à la construction de son premier
compas. Ce compas resta sans concurrent sérieux jusqu'à l'apparition,
vers 1911, du compas américain Spon y (Mugi*' gyw) qui, grâce à un per-
fectionnement important (19M), monlra un premier effort pour soustraire
le compas aux causes perturbatrices à bord (run bâtiment. Vers 1912,
H. 4>SCHHTZ construisit un compas à imU /;///"* qui, parfaitement stabilisé
dans tous les azimuts, se comporte bion au roulis. Puis la maison SPERRY
construisit un compas a deux gyros, qui ne réalisa pas les avantages espérés ;
elle adopta finalement la modification Harrison-Hmvlings dite Shmgh ima-
ginée au laboratoire de la marine anglaise 8j.

La théorie du compas gyrostatique sous la forme simple correspondant
à TAnscbutz 1906 a fait l'objet de plusieurs articles : en 1904, A. FÖPPL(7J

donnait l'équation du moinoment de son appareil; en 1906, O. MARTIENS-
SE> (0) donnait les premier» éléments de la théorie de TAnscInitz, puis
M. SCHULKR, en 1910lJni. En 1911, U. MARTIEJNSSEN l l' donna l'équation du
mouvement oscillatoire en tenant compte du .système amortisseur, indiqua
l'influence de la \itesse du bâtiment et étudia les déxiations balistiques
dues aux changements d'allure ou de cap; mais il ne tint pas compte, dans
cette étude, dû l'inclinaison du compas dans le vertical E-W, qui consti
tue un inconvénient de TAnschiitz 1906. Il étudia enfin la déviation per-
.njanenle causée par le roulis, un trouve dans F. KXEIIS et A.SOMMEKFELD(I2)

une étude de l'oscillation, en tenant compte de la nutution pour des dé-
viations en azimut d'amplitude finie ' '.

Le compas Sperry {sini»l('-gyro) ne semble avoir été l'objet que d'articles
ou de notices théoriques élémentaires. Le principe du compas, l'influence
des accélérations du bâtiment, l'influence du roulis y sont étudiés élé-
mentairement^). Le pendule gyro-balistique. dont la fonction est.de rester
vertical malgré les accélérations du bâtiment est supposé la remplir et ne
pas réagir sur l'élément sensible du compas. Cette question sera étudiée
plus loin.

(°) E. DUBOIS, 1.

O A. FOPPL, 1.
(8> En Angleterre, G. BnowN construisit un compas dont on trouvera le principe dans

G. BROWN, 1. Voir aussi ENGINEERING, 17.

<°î Ü. MARTIENSSEN, 1.

0°) M. SciIULER, 1 .

<"> 0 . M\RTIENSSEN, 2 .

<p> F. KLEIN et A. SOMMKRFELD, 1, t. IV, p. 8/»5 à 8 6 3 .

(n) Voir aussi H. LAMII, 1 ; P. LEMAIHE, 1 ; A .LUCAS, 1.

(l4) The Sporry Gyrocompasa, 8. Lt> compas ipji'nsaqnqup Sperry, U. The Sporry Gyro
compass. 7, routionl (les considrrulions LIHWMHIPS ólrmonlaiivs par II. L. TANINRR. Voir
L. AI. NULTON, 1. Voir imssi A. Lucis, 1 ;* \ . LhPELLETIER, 1 ; A. BAULE, 1 ; J. PULUQUOH, \ ,



Les notices relatives au Sperry (twin-gyro)^ contiennent des raisonne-
ments élémentaires très obscurs sur la manière dont le compas se com-
porte. Ce compas me paraît peu susceptible d'une étude élémentaire.
L'étude théorique que j'en ferai montrera dans quelle mesure ces raison-
nements sont justifiés.

J'étudierai enfin le compas Anschutz à trois gyrostats. Le Lehrbuch
(note 2, p. 5) contient des considérations élémentaires sur ce compas. La
notice (1G) n'en donne aucune théorie, même élémentaire <17)(l8).

CHAPITRE PREMIER.

EXTENSION DES ÉQUATIONS DE LAGRANGE ET DES ÉQUA-

TIONS DE M. APPELL AUX SYSTÈMES COMPORTANT UN

ASSERVISSEMENT.

3. Les théorèmes généraux de la mécanique (en particulier le théorème
du moment cinétique) sont commodes pour une étude élémentaire des
compas, mais leur application à une étude plus précise présente des diffi-
cultés d'ordre pratique, que l'on peut éviter par l'emploi des équations de
Lagrange ou des équations de M. Appel!.

Je vais rappeler les conditions daas lesquelles ces équations s'appliquent;
je montrerai que ces conditions ne sont pas réalisées dans les systèmes qui,
comme les compas Sperry, comportent un asservissement, mais j'indi-
querai les modifications à apporter pour permettre cette application.

4. Liaisons. — Si les paramètres ql, ç 2 , . . . , qn dont dépendent la
configuration et la position d'un système sont liés par un certain nombre
d'équations finies de la forme

on dit que le système est holonome; il en est ainsi, par exemple, d'un
système de solides invariables en contact entre eux et avec des obstacles
étrangers fixes ou de mouvement connu d'avance en fonction de t.

W The Speiry Gyrocompass Mark ÏII, 11 ; Elemrntary theory nf two gyro compati, 12;
Le cùmpas à deux gyroscopes Sperry, 13. Voir dans J. PELOCHON, 1, une étude théorique.

(IG) Le compas gyroscopique Anschutz, 6. Voir note 76, p. 106.
<17) J'ai donné (H. BEGHIH, 2) quelques résultats théoriques relatifs au compas Sperry

(twin gyro) et au compas Anschutz à trois gyros.
(18î On trouvera dans G. BBOWN, 1, des considérations élémentaires intéressantes sur

les compas gjrostatiques. Voir aussi G, B. HARRISON, 1, F. MAUGUET, 1,
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Si certaines liaisons s'expriment par des équations non intégrables
entre les paramètres et leurs dérivées par rapport au temps, le système
est dit non holonome. 11 en est ainsi, par exemple, de solides assujettis à
rouler les uns sur les autres sans [{lisser. Les équations qui traduisent ces
conditions sont linéaires par rapport aux dérivées premières des para-
mètres : ce sont des liaisons linéaires du premier ordre (10).

Dans ce que je viens de rappeler, les liaisons sont considérées à un
point de vue purement analytique, indépendant de la manière particulière
dont elles sont réalisées.

Or, peul-on faire abstraction de la manière dont une liaison est réalisée? En
d'autres termes, le mouvement d'un système est-il entièrement déterminé
par les équations de liaison et par les valeurs initiales des paramètres
f/t, 9 2 , . . . , r/R et de leurs dérivées premières?

La question a fait l'objet de nombreuses études (Hl); je résumerai quel-
ques-uns des résultats relatifs aux systèmes holonomes et aux systèmes
non holonomes avec liaisons linéaires du premier ordre.

l ne liaison L d'un système 2 peut être réalisée avec ou sans le secours
d'un système auxiliaire 2 r Dans le premier cas, la réalisation de la liaison
est dite parfaite, si l'introduction de ce système n'apporte aucune restriction
aux déplacements infini ment petits du système 2 qui sont, par suite, tous
les déplacements compatibles avec la liaison L. Elle est imparfaite, s'ily a
restriction des déplacements infiniment petits.

Ainsi, par exemple, le dispositif suivant, cité par M. DELASSUS, réalise
imparfaitement la liaison :-=a imposée à un point matériel de coor-
données x, y, : : In fourche d'un monocycle de rayon a est maintenue
verticale au mojen d'un trépied reposant sur le plan P (z = 0). Le mono-
cvxle touche le plan P, et le frottement est supposé suffisant pour que tout
glissement soit impossible. Au centre du monocycle est attaché le point
matériel.

Le point constitue le système 2 ; le monocycle, la fourche, le trépied
constituent le système auxiliaire 2 r

Ce dispositif permet évidemment nu point matériel d'occuper toutes les
positions du plan Q (z a), et réalise, par suite, la liaison donnée; mais
il la réalise imparfaitement, car, dans tout déplacement infiniment petit du
système 2 2 , , le déplacement du point matériel est évidemment dans le
plan de la roue, donc n'a pas une direction arbitraire dans le plan Q :
il y a restriction.

Si, au contraire, on attachait le point au centre d'une sphère de
rayon a roulant sans gliscer sur le plan P, on obtiendrait une réalisation
parfaite de la même liaison.

On vérifie facilement qu'une réalisation imparfaite provient nécessai-
rement de liaisons non holonomes.

5. Application du principe de d'Alcmbert. — Les liaisons L
fl") Voir à ce sujet P.APPELL, 1 à 5; J. HADAMAIU), 1 ; E.DELASSUS, 1, 2; P. APPELL,2,

donne de nombreuses indications bibliographiques.
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imposées à un système 2 étant réalisées au moyen d'un système auxi-
liaire 2 , , j'applique le principe de dWlembert au syslèmc 22 X : le travail
virtuel des forces d'inertie, des forces données et des forces de liaison est
nul dans tout déplacement, en particulier dans lout déplacement com-
patible avec les liaisons du système 2 2 j , telles qu'elles existent à l'ins-
tant /.

Si les forces de liaison, c'est-à-dire les forces dont le but est d'assurer
les diverses liaisons, ont un travail nul dans chacun de ces déplacements, si ,
d'autre part, les forces d'inerlio du système 2 1 sont négligeables (niasse
de 2 t négligeable), ainsi que les forces données appliquées à 2X , les
forces d'inertie du système 2 et les forces données qui lui sont appliquées
figurent seules dans l'équation de d'Alembert.

Si le système 2 t réalise parfaitement les liaisons, les déplacements du
système 2 compatibles avec los liaisons du système 2 2 , sont les mêmes
que les déplacements compatibles avec les liaisons L, de sorte que l'équa-
tion de d'Alembert est la même et s'applique aux mêmes déplacements
que si les liaisons L étaient réalisées sans le secours de 2 r Le mouvement
du système 2 est déterminé par les équations qui expriment les liaisons L, et par
les valeurs initiales des paramètres et de leurs dérivées premières (positions et
vitesses initiales). Il est indépendant de la manière dont les liaisons L sont réali-
sées, en particulier du système auxiliaire 2 , .

Si, au contraire, 2 j réalise imparfaitement les liaisons L, l'application
du principe de d'Alembert au système 2 2 j ne donne qu'une partie des
équations susceptibles de déterminer le mouvement, qui dépend, par suite,
du mode de réalisation des liaisons.

Mais ces résullats supposent essentiellement que le travail des forces
de liaison est nul dans tous les déplacements compatibles avec les liaisons,
lelies qu'elles existent à l'instant t.

Or, malgré le caractère assez général laissé le plus souvent à la nature
des forces de liaison, il ne semble pas que les auteurs aient eu en vue
— pour me borner aux liaisons du premier ordre — des liaisons expri-
mant autre chose que des conditions de contact, ou de roulement sans
glissemenl ou sans photement, des forces de liaison autres que les forces
de contact correspondantes. Les obstacle^ étrangers sont supposés fixes ou
de mouvement connu d'avance en fonction de /.

Dans ces conditions, l'hypothèse fondamentale énoncée ci-dessus sur la
valeur nulle du travail des forces de liaison équivaut à la suivante sur
la nature des corps considéras :

La résistance au roulement est négligée en tous les contacts; là où il y
a pivotement, la résistance au pivotement est aussi négligée; là où il y a
glissement, la réaction est, en outre, supposée normale : en d'autres
ternies, toute cause de dissipation d'énergie est négligée.

Ces propositions s'appliquent à des systèmes de solides invariables, cl
s'étendent à des liquides incompressibles, à des fils ou à des membranes
parfaitement flexibles et inextensibles, à condition qu'il n'y ait pas viscosité
ou raideur, d'une manière générale à tout système qui ne soit susceptible
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ni de contraction, ni de dilatation, et ne présente aucun phénomène com-
portant dissipation d'e'nergie.

Laissant de rôle les systèmes susceptibles de contraction ou de dila-
tation, je reviens à la question pose'e ci-dessus (S 4) :

Peut-on faire abstraction de la manihc dont une liaison est réalisée?
Il semble, d'après ce <|ui vient d'être rappelé, (|iie la réponse doive être

affirmative, toutes les fois qu'il s'agira de systèmes ne comportant pas de
dissipation d'énergie et de réalisations parfaites. Un particulier, il semble
que ce soit le cas de liaisons holonomes sans frottement.

Je vais montrer qu'il n'en est rien : il existe, au contraire, une caté-
gorie importante de mécanismes qui réalisent les liaisons par une méthode
toute différente de celles qui viennent d'être examinées. Pour ces méca-
nismes, la réponse à la question précédente est négative : on ne petit faire
abstraction du mode de réalisation des liai som.

6. Mécanismes comportant mi asservissement. —- Les
liaisons réalisées par ces mécanismes peuvent être quelconques; elles sonl
le plus souvent holonomes. Mais, au lieu que ces réalisations soient, pour
ainsi dire, passives, obtenues par simple contact, elles utilisent des forces
quelconques (forces électromagnétiques, pression d'air comprimé, etc.),
en un mot, des sources d'énergie auxiliaires, qui entrent en jeu automatiquement,
et sont automatiquement dosées de maniere à réaliser à chaque instant telle ou telle
liaison. On peut même imaginer un être animé agissant par contact, et
réglant son action de manière à réaliser telle ou telle liaison.

Soit un solide 2 , par exemple un disque, mobile autour d'un dia-
mètre A sous l'inlluence de certaines forces données. Un solide 2 P par
exemple un anneau concentrique, de diamètre A, est mobile autour de A
sans avoir aucun contact a\ec 2 . L'anneau 2 j porto une roue dentée a
d'axe A. engrenant avec un pignon b calé sur l'arbre d'un moteur M. Il
es! facile d'imaginer un dispositif(20) qui, sans agir directement ni sur 2 ni
sur 2 j , mette le moteur M en marche, dans un sens ou dans l'autre, toutes
les fois que 2 et 2 , ne sont pas dans un même plan. Si a et ax sont les
azimuts de 2 et de 2 P la liaison

se trouve ainsi réalisée : de sorte que Vanneau 2 2 suit le disque 2 dans tous
ses mouvements autour de A, sans être entraîné par lui. Il est évident que la
maniere dont se comporte ce système n'a rien de commun avec la manière
dont il se comporterait si 2 entraînait 2 j pal contact direct : ^i, par
exemple, un petit ressort fixé a 2 t s'appuie sur 2 , le système prendra
une rotation uniformément accélérée dans le cas de l'asservissement, alors
qu'il resterait évidemment immobile dans la seconde bypotbèse.

Quelles sont, dans l'exemple précédent, les forces de liaison du système?

(20) yo ir Ja description du Compas Sperry ( The Spprry Gyrocompass, 7).
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Si je considère le système 2 2 j , ces forces sont, d'une part, les réactions le
long de l'axe A qui sont des forces de liaison ordinaires, cl les réactions du
pignon h sur la roue a. Ces reactions, qui jouent un rôle capital dans le
problème, ont un caractère tout à l'ait spécial, car le pignon b (obstacle
étranger) qui les exerce n'est pas li\e, ni de mouvement connu d'avance
en fonction de / : c V t //// obstacle dont la position est connue d'avance en fonction
des paramètres [ici a, a t ) dont dépend le .système considéié 2 2 r

Si j'englobe dans le système considéré le rotor l\ du moteur M, les
forces de liaison sont, outre les actions de contact des obstacles fixes et
les actions au contact R2T, qui sont des forces de liaison ordinaires, les
actions électromagnétiques auxquelles le rotor est soumis de la part du
stator. Ces forces ont, en ell'et, le caractère des forces de liaison : elles sont
inconnues, mais on sait qu'elles ont la valeur qu il faut pour assurer la liaison
considérée.

Dans tout déplacement élémentaire compatible avec la liaison a —o^,
les forces de liaison ordinaires ont un travail nul; au contraire, les autres
forces de liaison — qu'il s'agisse des réactions d'obstacles étrangers dont
la position dépend des paramètres a, a p 0T1 de ces actions électromagné-
tiques s'exercant à distance sur le rotor — ont un travail différent de zéro.
Fit c'est en cela que les mécanismes comportant un asservissement se dis-
tinguent des autres.

7. Étude générale des mécanismes comportant un asser-
vissement* Principe de d'Alemnerl. — Soit un système matériel 2
ne présentant aucune cause de dissipation d'énergie. Je suppose on outre
qu'aucune partie de ce système ne soit susceptible de contraction ou de
dilatation, à l'exception de ce qui sera admis ci-dessous.

En tenant compte des contacts qui lui sont imposés, ce système est
suppose dépendre d'un nombre limité h de paramètres qx, q2,. . . , qh, de
telle manière que les coordonnées x, y, z de ebaque élément de 2 soient
des fonctions connues d'avance de ces paramètres et, peut-être aussi, du
temps / :

(1) .z

Certains des obstacles étrangers avec lesquels 2 est en contact sont
fixes, ou dépendent de J; d'autres, par suite des contacts imposés, sont
supposés dépendre d'un certain nombre k des paramètres précédents,
soit q{,. . . , qk, et, peut-être aussi, de t.

Ces conditions de contael sont des liaisons holonomes par contact.
Je suppose en outre le système soumis à certaines relations non holo-

nomes, c'est-à-dire que les paramètres q{,. . . , qh sont liés par un certain
nombre p de relations différentielles exprimant des conditions de roule-
ment sans glissement ou sans pivotement en certains contacts. Ces relations
permettraient d'exprimer les p variations élémentaires

dqn+i, ^n+Q, • • • , dq
+v
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en fonction de dql, dq2, . . . , dqn et de dt; elles sont de la forme

(2) (p relations)

Ces conditions sont des liaisons non holonomes par contact. Ce sont ces deux
seuls types de liaisons que l'on rencontre dans les problèmes courants.

Dans tout déplacement élémentaire compatible avec les liaisons, telles
qu'elles existent à l'instant t, c'esl-a-dire dans lesquelles St est nul,
et <5i/,,. . . . Sqn arbitraires, les réactions mutuelles entre les corps du
système ont un travail nul, ainsi que les réactions d'obstacles lixes ou
dépendant de (. Je dirai que ces réactions sont dos forces de liaison de pre-
mière espèce.

Le système 2 est supposé soumis, en outre, à d'autres liaisons, que
j'appellerai liaisons par asseicissemenf. s'ex primant, ^Hi'S aussi, par des
équations linies ou par des équations différentielles linéaires, mais ré-
alisées au moyen de force* tout à lait diiiérenles : ces forces, que j'appel-
lerai forces de liaison tréiwraliwes ou de deuvirme espèce, sont appliquées à des
corps du système : elles peuvent être extérieures ou intérieures.

Dans le premier cas, ce sont, soit des actions à distance, électromagné-
tiques ou autres, qui sont réglées automatiquement de manière à assurer la
liaison finie ou différentielle qu'elles sont chargées de réaliser, soit les
actions de contact des obstacles étrangers, dont la position a été supposée
dépendre de q} qk. /, et dont le mouvement doit être ré;;lé automati-
quement de telle manière que certaines équations- finies on différentielles
soient vérifiées à chaque instant par les paramètres q "nK

Si ces forces de liaison de deuxième espère sont intérieures, ce sont, soit
des actions à distance, électromagnétiques, soit des efforts intérieurs dans
des corps susceptibles de contraction ou de dilatation (air comprimé, muscles
d'un être anime), efforts qui sont réjjlés aulonriliquement — par exemple,
par la \okmte de Têtre anime de manière à réaliser telle ou telle
liaison (°°>.

Le système 2 pourra être constitué par un moteur électrique dont la
vitesse OÙ serait indépendante de la charge, comme serait, par exemple,
dans certaines limites, un moteur-dérivation. La liaison d'asservissement
ainsi réalisée serait de la forme

dO = codt.

C) 11 est intéressant de remarquer que cos actions do contact onl un caractère mixte,
étant associées, d'une part, à dos liaisons par contact, et, d'autre part, à des liaisons par
asservissement.

l"î Sauf cette exception, comme il n été admis au début de ce paragraphe, le système
ne sera pas supposé compressible.
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Le système pourra être constitué par un cycliste et sa machine; le cycliste
pourra contrarier ses muscles, non pas d'une quantité donnée, mais d'une
quantité dosée de telle manière que certaines liaisons se trouvent réalisées :
il réglera l'action de ses jambes de manière à réaliser une vitesse angulaire
constante, ou bien il contractera lois niubclrs du corps de manière à réaliser
une inclinaison du cadre fonction de /, etc. Les méthodes indiquées ci-
dessous permet Iront d'étudier la variation des paramètres inconnus.

On pourrait imaginer aussi, comme application, un navire 2 dont une
partie <r de la cargaison serait mise en mouvement automatiquement par un
moteur', de manière à réaliser certaines liaisons : on pourrait, par exemple,
comme condition d'asservissement, obtenir que le navire restât constam-
ment vertical, ce qui réaliserait un stabilisateur de roulis; un petit appareil
jjyrobtatique, basé sur le principe du stabilisateur Schlick, indiquerait à
bord la verticale vraie; le moteur d'asservissement entrerait en action dès
que cette verticale ne serait pa.s dans le plan de symétrie du navire. On
pourrait aussi réjfler le mouvement de c fie manière à réaliser telle relation
entre sa position et l'inclinaison du navire. On pourrait ainsi changer à
volonté la période d'oscillation du navire et éviter, le cas échéant, le syn-
chronisme de la houle. On pourrait régler le mouvement de a de manière
à réaliser telle relation entre sa position et la vitesse angulaire du navire,
ce qui permettrait d'amortir les oscillations, etc. Les forces de liaison de
deuxième espèce seraient ici les actions mutuelles de 2 et de cr.

Un système matériel présentant des forces de liaison de deuxième espèce
sera dit comporter un asservissement. Il est manifeste que le travail virtuel des
forces de liaison de deuxième espèce est généralement différent de zéro.

Ces définitions posées, je suppose que les relations d'asservissement
soient au nombre de J , les unes finies, les autres différentielles, de la
forme

# ( ? ! , , ? * , 0 0 ; . . . ;
(3) (r relations)

Les déplacements virtuels du système, compatibles avec les liaisons
par contact, telles qu'elles existent à l'instant / (<fe=o), s'obtiennent en
prenant arbitrairement h — p des variations élémentaires Sql,. . , Sqh;
les p autres étant définies par les relations ($ qui se re'duisent ici à

(2') (p relations)

Parmi ces déplacements, il en existe pour lesquels on peut affirmer
a priori que le travail des forces de liaison de deuxième espèce est nul,
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aans connaître autre chose que leur mode d'action (23>: je suppose que ce
soient ceux qui vérifient simultanément les ƒ relations

(à) (j relations)

Le principe de d'Alembert appliqué à l'un quelconque de ces déplace-
ments s'exprime par l'équation

(5) 2m(x'5x + y'Sy + z'Sz) - 2(X£r + YSy + Z5z),

le signe 2 du premier membre s\Hendantà tous les éléments du système,
m désignant la masse de fun de ces éléments, x\ ;/", z\ les projections
de son accélération, le sijjne 2 du second membre s'étendant à toutes
les forces données X, \ , Z. Il est évident, en effet, que, pour ces dépla-
cements, les forces de liaison, qu'elles soient de premiere ou de deuxième
espèce, ont un travail nul.

Cette équation se décompose en h-p-j, puisque, les h variations élé-
mentaires <fyj, • • -, Sfjh étant assujetties aux p relations (2') et auxj rela-
tirns (4), h-p-j de ces variations seulement sont arbitraires.

Pour écrire effectivement ces équations, j'emploie la méthode des mul-
tiplicateurs de Lagrango : ,i\ y, z étant exprimés en fonctions de ql9 • • -,
qh, t par les équations (l), le premier membre de l'équation (5) est la
somme de h termes de la forme

où q désigne Tun quelconque des h paramètres. Le second membre est la
somme de // termes de la forme

(7)

(>3) Si deux solides S et S' du système exercent Pun sur l'autre des actions F, F*
forces de liaison de seconde espèce, le travail virtuel do ces deux forces est indépendant
des a\es de référence, puisque ces deux forcob forment un système équivalent à zéro.
Je rapporte fin solide S'. Seule, la force F, appliquée à S, produit un travail. Le dépla
cernent virtuel étant supposé ell'ectué dans le temps üctif dr, ce travail a pour expres
sion :

( \JX\ + Uy Y + U,Z +pL + qM + rN ) JT ,

X, Y, Z, L, M, N désignant los coordonnées de F par rapport à des axes quelconques,
p, 7, r, Ur, Uj, U,, celles du ^htème de vecteurs (fui caractérise les vitesses virtuelles
des divers points do S par rapport au solide S' (H. DFGHIN, 1, t. I, p. i3 i ) . Cette ex
pression est linéaire par rapport aux Sq. S'il s'agit d'un cycliste, on immuliiltsura les
articulations commandées par des muscles dont les efforts intérieurs sont des forces de
liaison de deuxième espèce, laissant libres celles qui sont commandées par des muscles
dont l'action serait nulle ou donnée à l'avance.
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L'équation de d'Alembert s'écrit

(s) (P1-Q1)*?1+(P2-Q2)^+--

A cette équation, j'ajoute les p relations (2') respectivement multipliées
par les coefficients À, M, • • -, et les ƒ relations (à) respectivement multi-
pliées par X, fjt, • • -, ces coefficients À, M, • • -, X, p, • • • constituant
jt? + 7 inconnues auxiliaires. J'obtiens l'équation

(9) 2(P,-Q1- + AAl + MB,+ • •. +X«t + ^ + • • .)fy = 0,

où i représente les indices 1,2, • • •, h. Les multiplicateurs À, M, • • •,
X, jtjt, • • • peuvent être choisis de manière que les coefficients de p-\-j
des variations Sqt soient nuls, car il est bien entendu dan*? ce qui précède
que les relations (2') et (4) bont indépendantes. L'équation (9) devra être
vérifiée quelles que soient les h-p-j autres variations <5V/M do sorte que les
coefficients de ce9 h-p-j variations dans l'équation (9) devront, eux aussi,
être nuls.

En résumé, le problème se ramène à re'soudre les h équations

1 1 1 1 1 1 - - — 0 ,

(10)

auxquelles il y a lieu d'adjoindre les p équations (2) evprimant les liai-
sons non holonomes par contact et les r équations d'asservissement (3),
soit, en tout, h-\-p-\-r équations à h-{-p-\-j inconnues (</p • • -, j / , ,
A , M , • . . . X, jùt, • • • ) .

S'il arrive que r soit supérieur à /, le problème est généralement im-
possible, c'est-à-dire qu'il n'est pas possible de réaliser un nombre de
liaisons d'asservissement supérieur au nombre de conditions restrictives
qu'il faut imposer aux paramètres q pour annuler le travail virtuel des
forces de liaison de deuxième espèce.

Si r est égal à j , le problème se résout par les équations (2), (3) et (lO).
Si r est inférieur à j , le momement est indéterminé : on conçoit

d'ailleurs que, si la fonction que doivent remplir ces forces de deuxième
espèce, n'est pas suffisamment définie, leur élimination devient impos-
sible, et que le mouvement ne peut s'étudier sans qu'on se les donne
partiellement.

8. Cas particuliers* — 1° Je suppose que les équations (2') qui
expriment que les déplacements virtuels sont compatibles avec les liaisons
non holonomes par contact et les équations (4) qu'on est conduit à intro-
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duirc pour annuler le travail des forces de liaison de deuxième espèce,
soient résolues par rapport aux p - \ - j = m variations §q{, • • -, Sqm :

Sqt -^

(H)

les multiplicateurs de Laijrange deviennent inutiles; remplaçant, dans
l'équation (8), <5i/j, • • -, Sqm par ces expressions, j'obtiens une équalion
linéaire en Sqm+i, • • -, <5i//o qui doit èlre vérifiée, quelles que soient ces
variations, d'où h — m équations de la (orme

où i désigne l'un des nombres 1 , 2 , • • -, h — m.
A ces équations, il y a lieu d'adjoindre les p équations (2) et les r équa-

tions (3) d'asservissement.

y. 2° Si les équations ( i l ) se réduisent à

(13) ^Çj = 0 , • • - , <5jm = 0 ,

les équations du mouvement se réduisent à la forme simple

(14) P«+ 1==QW + 1 , •••, P* = QA.

10. 3° Je suppose que les forces de liaison de seconde espèce soient
uniquement les actions de contact d'un système auxiliaire 2 t d'obstacles
mobiles, dont la position dépend de certains </t, • • -, qk des paramè-
tres jfj, • • -, qh. Dans ce cas, les relations (à) sont

(l 5) Sqx = 0, • • •, Sqk = 0,

car cVst en laissant fixes ces obstacles qu'on annulera le travail de leurs
actions sur le système donné 2 . Les multiplicateurs X, (À. • • • deviennent
inutiles, car l'équation (H) ne contient plus qui $(jk+i, ••-, Sqh» Les
équations (10) se réduisent aux suivantes, au nombre de h — fc,

(16)

P * + , - Q * + , = 0 ,

auxquelles, comme daas le eus général, il y a lieu d'adjoindre lesj»équa-
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tions (2) et les r relations (3), soit A — & + P + r relations à A + /> incon-
nues. Le problème est déterminé, si le nombre d'équations d'asservis-
sement est égal au nombre k de paramètres dont dépend le système
auxiliaire 2 r

11.4° Les hypothèses étant colles du paragraphe précédent (10 3°),
je suppose, en outre, que les liaisons par contact du système soient toutes
holonomes (/>-=0); les multiplicateurs A, M, • • • deviennent, eux aussi,
inutiles, et les équations (10) se réduisent aux h — k suivantes :

(17) P*+i = Q*+o • • , PA = QA,

auxquelles il y a lieu d'adjoindre les r équations (») exprimant l'asservis-
sement. Les inconnues sont uniquement q{, • • -, </*.

12. R e m a r q u e . — 1° Dans les systèmes sans asservissement, le$
déplacements virtuels auxquels on applique l'équation de d'Alembert sont
ceux qui sont compatibles avec toutes les liaisons. Danb les systèmes com-
portant un asservissement, ce sont des déplacements tout différents : on
a ainsi en évidence leb raisons analytiques de la différence qui existe entre
ces deux catégories de systèmes, et Ton conçoit tout l'intérêt qui s'attache,
au point de vue industriel, aux mécanismes qui comportent un asservis-
sement.

13. 2° Dans le cas où les forces de liaison de deuxième espèce sont
uniquement les réactions d'obstacles mobiles dont la position est fonction
de certains paramètres q (S 10, S 11), la solution du problème est indépen-
dante de l'inertie de ces corps et des forces données qui leur sont appli-
quées.

Si donc, dans un système soumis à r relations d'asservissement, on
peut faire deux parts 2 , 2 t , telles que le système partiel 2 ne soit sou-
mis à aucune force de liaison de deuxième espèce, en dehors des réaction»
du système 2 p si, d'autre part, le nombre de paramètres dont dépend
ce système 2 1 est égal au nombre de conditions d'asservissement, l'inertie
et les forces données appliquées à 2 ! n'influent pas sur le mouvement
de 2 ; la méthode indiquée aux paragraphes 10 et 11 permet de mettre le
problème en équations sans introduire ni ces forces d'inertie, ni ces forces
données. Le système partiel joue alors un rôle auxiliaire. Ge cas particu-
lier se présente fréquemment dans les applications.

14. Équilibre des système*» comportant un asservisse-
m e n t . — Le principe de d'Alembert donne les conditions d'équilibre,
si Ton y supprime les P, termes provenant des forces d'inertie du système
considéré. Les équations (10) relatives au cas général et les équations (12)>
(14), (16) ou (17) relatives aux cas particuliers étudiés donnent donc les
équations d'équilibre, si Ton y remplace les P par zéro. A ces équations il
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y a lieu d'adjoindre celles des équations d'asservissement (]ui sont finies;
les équations différentielles exprimant des liaisons non holonomes, que
ce soit par contact ou par asservissement, ne sont évidemment pas à
adjoindre : elles sont identiquement vérifiées.

15. Extension des équations de La g range. — Les condi-
tions étant les conditions générales définies au paragraphe 7, les coordon-
née» #, y, z des différents éléments du système considéré 2 s'expriment
par des expressions finies (S 7, éq. l) en fonction du temps t et des para-
mètres g p . . . , qh dont dépend le système lorsqu'on ne tient compte que
des liaisons holonomes par contact; on établit dans les traités de méca-
nique rationnelle^1^ que l'expression

a pour valeur

q désignant l'un quelconque des paramètres qx, . . ., qk\ q sa dérivée par
rapport au temps, 2T désignant l'expression de la force vive du sys-
tème 2 en fonction de qx, . . ., q^; q\, . . . , q'h, t.

On étendra ainsi les équations de Lagrange aux systèmes comportant
un asservissement, en remplaçant P p . . . , Ph par ces expressions dans
les équations (lO) du paragraphe 7 (25).

Dans les cas particuliers définis aux paragraphes 9 et 11, les équations
de Lagrange prennent la forme simple bien connue

q désignant l 'un quelconque des paramètres qm+ly . . . , ? / , dans le cas du

t**) P. APPELL, 1 , t. II , p. 3 0 9 .
<25) Je rappelle, en vue des applications, que la force \ i \ c d'an solide invariable mo-

bile autour d'un point fixe O est ( P . \PPELL, 1, t. II, p. ^ )

aT = f(p,q,r) = Ap2 + B^ + Cr2 - 2D</r - 2E17) -

Pi q, r dési{;nanf- les projections de la rotation instantanée sur trois axes rectangu-
laires Ox, Ot/, Oz, fixes ou non,

ƒ ( * , y, z) = Aa;2 + Bi/1 + Cz* - QDyz - <&zx - z¥xy = i

étant Té(juatîon, rapportée à ces mémos axes, de l'ellipsoïde d'inertie de centre 0.
Si les axes Ox, 0?/, Oz sont les axes principaux, la formule se réduit à ses trois pre-

miers termes.
S'il s'agit d'un solide animé d'un mouvement quelconque, il faut ajouter à la force

vive du solide dans son mouvement autour du centre de gravité, qui a la forme que je
viens d'indiquer, la force vive MVJ qu'aurait la masse M du solide, si elle était concen-
trée au centre de gravité (théorème de Koenig; P. APPELL, 1, t. II, p. 56).
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paragraphe 9, et l'un quelconque des paramètres yfc+l, . . ., qh dans le
cas du paragraphe 11.

Il est essentiel de remarquer que la force vive doit se calculer en fonc-
tion de f/p . . . , (/A, q\, . . . , ÇA, <, sans tenir aucun compte des liaisons

(Vasservissement. Il en est de même du travail élémentaire 0 ^ , + . . .
-\-QhSqh des forces données. Si ces forces admettent une fonction des

forces, c'est-à-dire si O , . . . QA sont les dérivées î—, . . . , —̂ d'une fonc-

tion U de ql% . . ., </A, f, cette fonction U sera calculée sans s'occuper
de l'asservissement. Ce n'est que dans les équations elles-mêmes, c'est-
à-dire dans les expressions 0 , , ' (c ,\ qu'il pourra on être tenu

compte. Cependant, la dérivée de ' , par rapport à f étant prise dans le

mouvement réel, lequel est compatible avec les liaisons d'asservissement,

on pourra effectuer sur -- toutes les simplifications résultant de ces liai

sons avant de dériver par rapport à /. En résumé, nn pourra tenir compte
de F asservissement après avoir terminé le calcul des trois catégories d'exprès-

T T

16. -Équation de la force vive. — Les liaisons par contact étant
supposées ne pas dépendre de t, on particulier, les équations (2) qui
représentent les liaisons non holonomes n'ayant pas de termes en
dt{\= B = • • • =-0), les forces données étant supposées admettre la
fonction des forces U(</p . . . , <//,), je multiplie les é(jualions (10) donnant
le mouvement dans le cas général, par dq{, . . ., dqh, variations élémen-
taires des paramètres dans le déplacement réel, l'expression

donne le travail changé de signe des forces d'inertie

2m(xilx + !j"dy-\- zdz),

c'est-à-dire la différentielle dT de la demi-force vive.
L'expression

est égale à rfU; le multiplicateur A a pour coefficient

qui est nul , puisque le déplacement vérifie les équations (2): il en est de
même pour les coefficients analogues M, . . . .
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Où'a donc l'équation

On voit que T — U n'est pas constant; les termes en À, (i, . . . repré-
sentent le travail élémentaire des forces de liaison de deuxième espèce qui
n'est pas nul en général, les conditions (4) n'étant pas imposées au dépla-
cement réel. Suivant son signe, ce travail correspond, pour le système 2
considéré, à un apport ou à une dépense d'énergie mécanique.

Il en est de même dans chacun des cas particuliers définis aux para-
graphes 9, 10, 11 : la combinaison des forces vives ne donne pas l'expres-
sion d(T — U), car une partie seulement des expressions F p . . . , Py,,
Q P . . . , Q i figurent dans les équations du mouvement.

11 est intéressant d'en conclure que Vasservissement pourra permettre
d'augmenter ou de diminuer à volonté l'énergie mécanique d'un système, en parti-
culier d'amortir les oscillations d'un système ne présentant aucune cause de dissipa-
tion d'énergie.

17. Application. — Soit, dans un plan fixe, une plaque 2 articulée
en un point G à un plateau circulaire 2 p mobile autour de son centre 0 .
Une force F constante, parallèle à une droite fixe Ox, s'exerce sur la
plaque 2 en un point A situé sur la droite qui joint G au centre de gra-
vité G. Un moteur d'asservissement M agit par engrenages sur le pla-
teau 2 j , de manière à réaliser constamment la liaison

r /s\ Cif* \ » CL (Clf* C* k\» O f . ï) r* A , n. f f ____ AI

La liaison d'asservissement étant unique, et, d'autre part, le pla-
teau 2 j dépendant d'un seul paramètre a, le système 2 , pris isolément,
rentre dans le cas particulier défini au paragraphe 11 : on pourra doac
appliquer les équations de Lagrange à la plaque 2 seule; on voit que
la masse du plateau 2 2 sera sans influence sur le mouvement. La force
vive de 2 est

2T = M(R2a'2+6'2/3'->-f2Rta'^cos(a-/3) + É2/3'2),

MA-2 désignant le moment d'inertie de 2 en G.
Le travail virtuel de la force F est

rfg s» F£( R cos a -\- a cos j8).

Seule, l'équation relative à /3 est à écrire :
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Or,

si Ton tient compte de la liaison d'asservissement (S 15); d'outre part,

« « MRia/3' sin (« - 0) « MR6/3'2.

L'équatioû du mouvement est donc

(5) M(è2+ &2)/3"- MRty32+ F« sin /? « 0.

Si la liaison a —/3«=- était réalisée par contact direct entra 2 et 2 p

le mouvement serait tout différent : il serait régi par l'équation

(6) [M(R 2 +t 2 +P) + I1]/S
ff+F(«sin/3 + RcosiS) = 0,

Ij désignant le moment d'inertie du plateau en 0. L'équation (5) donne;
rait facilement le mou\ement : j6'a s'obtient en ajoutant un terme sinus-
oïdal en jS à un terme exponentiel : ]3 varie entre deux limites, dont
l'une peut être rejetée à l'infini. L'équation (6) donnerait, au contraire,
un mouvement pendulaire.

Les positions d'équilibre s'obtiennent en annulant le second membre de
l'équation (à). On trouve ainsi les deux positions pour lesquelles la force
F passe par G ; l'équation (6) donnerait, au contraire, les positions pour
lesquelles la force F passe par 0 .

18. Extension des équations de AI. Appell. — Les équations
de M. Appell(2G) présentent, comme le fait remarquer l'auteur, les avantages
suivants : 1° elles sont susceptibles de s'appliquer aux systèmes soumis à
des liaisons non holonomes, sans qu'on ait à introduire, comme inconnues
auxiliaires, un système de multiplicateurs; 2° elles permettent l'emploi de
paramètres auxiliaires liés aux coordonnées véritables j p . . ,,qh par des
relations différentielles.

Par exemple, dans le mouvement d'un solide autour d'un point fixe,
sij», y, r, désignent les projections sur trois axes de la rotation instan-
tanée, il peut être avantageux d'utiliser les paramètres auxiliaires A,p, v
liés à jö, q, r par les relations

dX, dp, dv sont ainsi les angles élémentaires dont il faut faire tourner le
solide autour de ces trois axes pour passer de la position qu'il otcupe à
l'instant t à celle qu'il occupe à l'instant t-\-dt.

M P. APPELL, 1, t. II, p. 3 7 4 , 3.
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Soit donc un système 2 remplissant ies conditions indiquées au para-
graphe 7. En tenant compte des liaisons hoionomes par contact qui lui sont
imposées, sa position dépend des h paramètres q19 . . ., qk et peut-être
de t, de telle sorte que les coordonnées de chaque élément de matière sont
des fonctions finies de la forme

A ces paramètres, je suppose adjoints s paramètres auxiliaires 9*+,,
. . . , 9 H , Ités aux précédents par des relations différentielles leur servant
de définitions, relations auxquelles ne correspond par suite aucune force de
liaison. Je les range avec les relations exprimant les liaisons non holo-
nomes par contact, car elles interviendront de la même manière dans la
mise en équations.

J'ai ainsi p relations différentielles (p^s) de la forme

(2) (p relations)

Je suppose des liaisons par asservissement représentées par r relations
finies ou différentielles :

(3) (r relations)

Enfin, les déplacements virtuels annulant le travail des forces de liaison
de deuxième espèce sont ceux qui vérifient les; relations

(4) (j relations) • = 0,

Cela posé, je forme l'expression
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appelée énergie d'accélération. Si j'exprime x", y\ z" au moyen des para-
mètres j j , . . ., qh, de t et des dérivées premières et secondes des para-
mètres q par rapport à /, un calcul analogue à celui qui sert à l'établis-
sement des équations de Lagrange montre(2o) que les termes P de l'équa-
tion de d'Alembert ont pour expressions

- .-5 *-«•
d'où rétablissement des équations de M. Appell.

19. Cas où les équations différentielles de liaisons par
contact et de définitions (2) sont résolues par rapport à p
variations dq. — Pour que les équations de M. Appell apparaissent dans
toute leur simplicité, il est utile de résoudre ces p équations (2) par
rapport à p des lt-\-s = n -\-p \ariations dq; j'exprime ainsi, d'une part,
les jp dérivées ç«+1, . . . , qn+p en fonction de q\9 . . ., q'n par des relations
de îa forme

(5)

et, d'autre part, les p déplacements virtuels <5</n+/,,. . . ,<5!jfn+i en fonction
decfyj, . . ., Sqn:

(6)

les coefficients a,, . . ., y, sont des fonctions de qY, . . ., ̂ n+p, L Bien en-
tendu, ces paramètres ç p . . ., qn peuvent aussi bien être choisis parmi
les véritables coordonnées que parmi les paramètres auxiliaires çA + 1, . . . ,

Cela posé, au lieu d'exprimer S en fonction des paramètres ql9 . . ., qh

et de leurs dérivées premières et secondes, comme je l'avais supposé au
paragraphe précédent, il y a intérêt à utiliser les équations (5) qui rem-
placent les équations (2) : en les dérivant par rapport à /, on exprime les
dérivées secondes q'n+1, . . .,q"n+p en fonction de <ƒ[, . . ,,q"n et des déri-
vées premières des paramètres q ; on peut ainsi faire disparaître de S les p
dérivées secondes g£+ 1 , . . .,qn+1,. S devient fonction de < / , , . . . ,?/1+«, t,
î'i » • • • > q'h+s et des n dérivées secondes qx, . . . , qn. M. Appell (note 26, p. 21)
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montre que, dans Ces conditions, le travail virtuel des forces d'inertie
changé de signe est

Si, d'autre part, on a exprimé le travail virtuel des forces données au
moyen de$qx,. . ., Sqn seulement, en utilisant les relations(6), on obtient
pour ce travail une expression de la forme

(8) QA +•••+<).&.

Ces deux expressions doivent être égales pour tout déplacement annu-
lant le travail des forces de liaison de seconde espèce, c'est-à-dire vérifiant
les j relations (à). Ici encore, il y a intérêt à tenir compte des relations(ô),
ce qui permet de faire disparaître $qn + t, . . ., Sqn+P des équations (A); ces
équations résolues par rapport à j des variations restantes Sqx, . . . , Sqh

s'écrivent

(9)

Remplaçant^,. . . ,^-par ces valeurs dans les expressions (7) et (8)et
exprimant leur égalité, quelles que soient les variations restées arbitraires
SqJ + x, . . . ,5jfn, j'obtiens les équations de M. Appell sous la forme

(10)

Ces équations sont plus simples que les équations de Lagrange, qu'où
écrirait pour ce même problom^ (voir 8 8,.éq. 12), car le nombre de termes
de chacune des équations deM.AppeH est j + l , a u lieu de m-f-l=*p-|-j+l>
dans le cas des équations de Lagrange. La complication introduite ainsi par
la présence des coefficients 4 . et P provient uniquement des relations qui
expriment que le travail des forces de liaison do deuxième espèce est nul,
et ne provient nullement des liaisons non holonomes.

Aux équations (io) il y a lieu d'adjoindre les p équations (5), et les f
équations (3) exprimant les liaisons d'asservissement.



20. Cas où les déplacements qui annulent le travail vir-
tuel «les forées de liaison de deuxième espèce sont définis
par j relations de la forme

(11) <5îi = 0, . . .,<fy; = 0.

Les hypothèses étant celles du paragraphe précédent, je suppose que les
conditions qu'un déplacement doit remplir, pour annuler le travail virtuel
des forces de liaison de deuxième espèce, aient la forme simple ( i l ) . On
pourra d'ailleurs toujours se placer dans ce cas en introduisant au besoin
des paramètres auxiliaires convenablement choisis, comme il a été indiqué
au paragraphe 18.

Dans ce cas, qui est, en somme, le cas général, si Ton conduit les calculs
comme il vient d'être dit, les équations (10) se simplifient et prennent la
même forme que dans le cas d'un système sans asservissement

as n as

On voit que les équations de M. Appel! donnent une solution générale de
la question, sous une forme plus simple que les équations de Lagrange. A
ces n —j équations, il y a lieu d'adjoindre les p équations (5) et les r équa-
tions (3) d'asservissement. Si r=*j, le nombre d'équations est égal au
nombre d'inconnues W.

(q?) Je rappelle, en vue des applications, que, si un solide est mobile autour d'un point
fixe 0 , si p, q> r désignent les projections de la rotation instantanée sur les arêtes d'un
trièdre de référence Oxyz, iixe ou animé d'un mouvement quelconque donné en fonction
de t ou des paramètres du problème, si P, Q, \\ sont les projections, sur ces mêmes axes,
de la rotation instantanée du trièdre lui même, les projections, sur ces axes, de l'accé-
lération du point de coordonnées x, y, z sont données par la formule suivante, et paries
deux analogues déduites par permutation circulaire (P. APPELL, 1, t. II, p. 379; 3) :

j'ai posé
P1 = qW - rQ; Q, = rP - p R ; Rt = pQ - ÇP.

Si les axes sont fixes ou invariablement liés au solide, Px, QM R^ sont nuls.
L'énergie d'accélération du solide est définie par la relation (P. APPELL, 1, t. Il,

p. 3g3, ex. 16, 3)

la fonction/(a?, y, z) ayant la signification indiquée plus haut (note a5, p. 18), Les termes
non écrits, ne contenant pas les dérivées secondes des paramètres, n'ont pas à être cal-
culés, car ils n'interviennent pas dans les équations de M. Appell.

S'il s'agit d'un solide animé d'un mouvement quelconque, l'énergie d'accélération se
calcule par un théorème analogue au théorème de Kœnig (P. APPELL, 1, t. II, p. 381) :

9S = MJ*+ 2S 1

(Jo, accélération du centre de gravité G; S,, énergie d'accélération dans le mouvement
autour de G).
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21. Application. — Un plan matériel P peut glisser par translation
sur un plan fixe xOy horizontal. Sur ce plan, une sphère 2 de rayon R peut
rouler sans glisser. Le mouvement du plan P est réglé automatiquement de
manière que le centre de la sphère tourne uniformément autour de Oz à la
vitesse oo par rapport aux axes fixes Ox, Oy, Oz. Etudier le mouvement au
moyen des équations de M. Appell.

Soient w, v les coordonnées d'un point A marqué sur le plan P par rapport
aux axes (Xr, O#, Oz. La position de ce plan est définie par ces deux seuls
paramètres. La position de la sphère est définie par les coordonnées £, rj de
son centre, et, par exemple, par les angles d'Eulcr <P,0,\J/ qui définissent
son orientation.

Si p, </, r sont les projections sur los axes de la rotation instantanée de la
sphère, les conditions exprimant le roulement sans glissement s'obtiennent
en écrivant que l'élément matériel de la sphère et l'élément matériel du
plan qui sont en coïncidence à l'instant / ont la même vitesse :

(1) £ - 5 R = w';

Les liaisons d'asservissement sont au nombre de deux -

(2) d£-\-tor)dl = b; drj — co^dt = 0.

Le nombre de ces relations étant égal au nombre de paramètres dont
dépend la position du plan P, on pourra résoudre la question en appliquant
les équations de M. Appell a la sphère 2 seule.

En tenant compte uniquement des liaisons holonomes par contact, la
sphère sera considérée comme dépendant des sept paramètres u, t>, £, ij, <p,
0,\f/(A = 7); il y a intérêt à y joindre trois paramètres auxiliaires^* = 8)
liés aux précédents par les relations

(3) d\=pdt; d(A = qdt; dv = rà.

Ces h -(- s = 10 paramètres sont liés par ces trois relations et par les
deux relations ( l ) qui expriment les liaisons non holonomes par contact.
Ces relations ( l ) peuvent s'écrire

(1') d£— Rd^ = dM; drj + l&d\ = dv.

Les relations (3) et (l ') sont les p relations différentielles (S 18, éq. 2)
de la théorie générale (p = 5).

Sur los h -f- s = 10 paramètres, je conserve h + s-p = n = b paramètres ;
je choisis w,v, £, >;, v\ j'exprime l'énergie d'accélération S de la sphère en
fonction dos dérivéos secondes de ces n paramètres, en utilisant les p = 5
relations (3) et (T). Or (note 27, p. 25) la valeur de S est définie par
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ou, d'après (3) et (T) ,

2S = M (£'2 + v"2) + 5 M [(v - vj + (F - * ? + R1^.

Les déplacements virtuels annulant le travail des forces de liaison de
deuxième espèce sont définis par lesj = 2 conditions

(5) £ti = 0, «ft> = 0,

puisque ces forces sont les réactions du plan sur la sphère. Ces conditions
ont la forme indiquée au paragraphe 20 (éq. I l ) , de sorte que les équa-
tions du mouvement sont de la forme (S 20, éq. 12)

(fC\ D S u ^ S H N

les seconds membres sont nuls, puisque les forces données (poids de la
sphère) ont un travail nul, j'obtiens les équations

(7) 7 f = 2Mf/; lr,' = 2v"; i/ = 0,

qui, jointes aux équations (2) d'asservissement, résolvent la question. Ces
cinq équations s'intègrent immédiatement et montrent que le point A
décrit une cycloïde. Les formules (T) montrent que le vecteur de rotation
instantanée reste parallèle aux génératrices d'un cône oblique dont la base
est un cercle horizontal décrit à la vitesse angulaire OJ.

CHAPITRE IL

COMPAS GYROSTATIQUES. GÉNÉRALITÉS.

22. Axes de référenceW. — L'étude des compas gyrostatiques
peut se faire en rapportant les mouvements, soit à des axes joignant le
centre de la terre à (rois étoiles, soit à des axes liés invariablement à la terre.

<28) Dans ce qui suivra, le sens positif des rotations autour d'un axe orienté Oz sera
toujours le sens de droite à gauche pour un observateur ayant les pieds en 0 , la tête
en z. Les angles situés dans un plan perpendiculaire à un axe orienté seront mesurés,
avec, comme sens positif, le sens positif des rotations autour de cet axe.

Les trièdres de référence Oayz seront trirectangles; le sens de Ox vers Oy sera le sens
positif des rotations autour du troisième axe Oz.



Les notices industrielles et les articles relatifs aux compas gyrostatiques
utilisent le premier système de référence (29). J'utiliserai le second : je rap-
porterai donc les mouvements à la terre.

Cette méthode a l'avantage de faire porter les raisonnements sur les
mouvements tels qu'on les observe. La recherche de la position d'équilibre
d'un compas gyrostatique se ramène immédiatement à un problème de
statique. Dans l'autre méthode, c'est un problème de dynamique, le
compas tournant autour de la ligne des pôles. L'oscillation du compas se
présente comme un problème de petits mouvements autour d'une posi-
tion d'équilibre, au lieu d'être une oscillation autour d'un mouvement
stable.

Je rappelle ^ que des axes liés à la terre invariablement peuvent être
traités comme absolus, sensiblement, sous les conditions suivantes :

1° No pas tenir compte de l'attraction des astres autres que la terre;

T Composer l'attraction de la terre sur un corps avec la force cen-
trifuge due à sa rotation autour de la ligne des pôles, ce qui donne son

3° Adjoindre aux forces appliquées à un corps ses forces d'inertie de
Coriolis-mic dues a la rotation du système de référence autour de la ligne
des pôlest31).

Les lois de la mécanique, telles qu'on les applique aux phénomènes
industriels courants, ne tiennent compte que des conditions 1° et T. La
troisième condition est indispensable pour rend™ compte des phéno-
mènes où l'influence de la rotation de la terre se fait sentir.

Je traiterai donc un problème de compas gyrosta tique comme un pro-
blème quelconque, en adjoignant aux forces appliquées au système, telles quon
les considère habituellement (poids, réactions,forces électromagnétiques, etc.),
les forces d'inertie de Coriolis de ses éléments. Ces forces sont purement
fictives, mais elles interviendront au même titre que les forces extérieures.

23. Influence de la rotation de la terre sur un gyrosta t.
— La rotation de la terre étant très lente (s = 7 X 10~5), les forces de
Coriolis d'un corps sont petites, à moins que sa vitesse ne soit grande.
Elles acquièrent une valeur appréciable s'il s'agit d'un gyrostat tournant
à grande vitesse.

(2Q) Je rappelle que ces axes peuvent être traités sensiblement comme absolus, à con-
dition de ne pas tenir compte de l'attraction des astres autres que la terre (H. BEGHIN,
1, t . l , p. 78 à 81).

(»> H. BEGHIN, 1, 1.1, p. 81 à 85. ^ +
(S1) Cette accélération de Coriolis Jc est ici ie double du produit vectoriel e X v, & dési-

gnant le vecteur qui représente la rotation de la terre (direction du pôle sud ver4? le
pôle nord; e = 0,000079); w, la vitesse de l'élément m par rapport à la terre.

Le produit vectoriel V X V' de deux vecteurs V, V', dont les projections sur des axes
rectangulaires sont XYZ, X'Y'Z', est un vecteur qui leur est perpendiculaire; ses pro
jections sur ces mêmes axes sont

YZ'-ZY'; ZX'-XZ'; XY'-YX',
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Les forces de CorioHs d'un gyrostat équivalent à un couple W. Je vais
reprendre rapidement le calcul de ce couple, qui est susceptible d'une
interprétation remarquable, très précieuse pour la théorie des compas
gyrostatiques.

Soit un gyro de révolution tournant a la vitesse H autour de son axe
de figure Oz par rapport à la terre. Sa rotation est représentée par le

—•> — •

vecteur Q.^; celle de la terre par le vecteur e, que je suppose dans le
plan yOz [Ô = (Oe, Où)] . Les projections du vecteur s sur les axes
sont

0, s sin 0, e cos 0.

Celles de la vitesse v par rapport à la terre de l'élément de masse w,
de coordonnées .r, y, z, sont

— flty, Hr, 0.

La force de Coriolis (noie 30 , p. 28) a donc pour projections

2m£ïsx cos 6, imÇley cos 6, — 2mûey sin 6.

Les composantes F,, suivant O.r des forces de Coriolis des différents
éléments du gyro, étant deux à deux symétriques par rapport au plan
yOz, équivalent à zéro; il en est de même des composantes Fy suivant Oy,
deux à deux syme'triques par rapport au plan zOx. Les composantes Fz

suivant Oz équivalent à un couple d'axe Ox, car les forces de Goriolis de
deux éléments symétriques par rapport au plan zOx forment un couple
d'axe O.r. L'axe du couple résultant est le moment résultant des compo-
santes F, par rapport à O.c; sa valeur est

— 2«/(2mDey sin 6) = — lue sin 0,

I désignant le moment d'inertie du gyro par rapport à son axe de ügure.
Cette valeur de Taxe du couple formé par les forces de Coriolis s'inter-

prète tres simplement de la manière suivante :
Pmr étudier l'influence de In rotation de la terre sur tw gyro, dont on rapporte

le mouvement à la terre, on peut raisonner comme si la terre ne tournait pas, à
condition de supposer laxe NS du gyro aimanté et placé dans tin champ magné-
tique rigoureusement parallèle à la ligne des pôles. Les forces O et 4>' de cette
aimantation fictive ont la valeur

0^=0)' = ^ ( e = 7 X 1 0 - 5 ) ,

W ' L'expression de ce couple est donnée par H. RÉSAL , 1,1.1, p. 433. Elle est donnée,
sous une forme un peu différente, par A. LECHNER, t .

*M) Ce vecteur est porté par Taxe de rotation Oz ; sa longueur est mesurée par Û,
vitesse angulaire; la rotation s'effectue dans le sens positif (note 28, p. 27) autour de
l'axe or ienté O O . 4>
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le point N par lequel sort le vecteur Q. étant attiré vers le Nord, le point S vers le
Sud.

On peut di re , si l'on préfère, que Yintensité de ce champ magnétique fictif
est s, le moment magnétique fictif du gyro est ICI.

Rien n'est à changer à cette règle s'il y a précession du gyrostat:
comme il ne s'agira que de gyros tournant à grande vitesse, la préces-
sion sera, en effet, très lente, de sorte que, seule, la rotation propre du
gyro interviendra de manière appréciable dans le calcul des forces de
Gonolis. De même, il n'y a pas lieu de tenir compte des forces de Goriolis
des armatures.

Cette interprétation fait ressortir d'une manière frappante Y analogie
entre un gyrostat placé a la surface de la tore et une aiguille aimantée, et Ton
entrevoit ainsi clairement la possibilité d'établir un compas gyrosta-
tique.

2/l. Méthode d'étude des appareils gyrostatiques. — Pour
étudier un appareil contenant des gyrostats, j'appliquerai soit les théo-
rèmes généraux, en particulier le théorème de Resal(3'4\ soit les équations
deLagrange. soit les équations de M. Àppell (notes 24 et 26, p. 18,21. S'il
s'agit des deux compas Sperry, qui comportent un asservissement, les
équations de Lagrange et les équations de M. Appell seront modifiées
conformément aux indications du chapitre I.

J'emploierai tantôt l'une de ces méthodes, tantôt une autre, de manière
à donner au lecteur différents moyens lui permettant d'aborder a son
tour l'étude d'autres compas, ou de perfectionnements à apporter aux
compas existants.

La méthode basée sur le théorème de Resal sera appliquée confor-
mément au principe suivant :

Soit un gyro U, mobile autour de son axe de ligure MN par rapport
à une armature Uj, laquelle est articulée suivant un axe MJNJ à une
deuxième armature U2, elle-même articulée suivant l'a\e M2N2 à un
support fixe K.

Des forces données, telles que actions de ressorts, poids, aimantation
fictive du gyro (8 23), etc., agissent sur le système U I^IL,.

J'éliminerai les réactions le long des axes d'articulation en appliquant
le théorème'de Resal

1° iugyro U, par rapport à un point fixe 0 . situé à l'instant t sur MN, et

W Un système matériel étant en mouvement, la vitesse de l'extrémité do son moment, ciné
tique Oy en un point fixe 0 (on dû aussi vitesse du vecteur Oy) est équipollente au mo-
ment résultant en 0 des forces extérieures (voir traités de mécanique).

Je rappelle, en vue des applications, les propriétés suivantes : un solide étant mobile
autour d'un point fixe 0 , son moment cinétique au point 0 a les composantes kp, Bf/, Gr,
suivant les axes principaux en 0 (A, B, G, moments principaux d'inertie; p , q, r com-
posantes suivant ces axes de la rotation instantanée).

En un point 0 , le moment cinétique d'un solide animé d'un mouvement quelconque,
i'oblient en composant le moment cinétique qu aurait toute la masse, si elle était concentrée
au centre de gravité G, avec le moment cinétique en G, dans le mouvement autour de G.
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projetant sur MN les deux vecteurs dont ce théorème exprime l'équipollence
(réquation ainsi obtenue n'est pas différente de Tune des équations
d'Euler appliquées au mouvement du gyro autour de son centre de gra-
vité);

2° Au système UUj par rapport à un point fixe Oj situé à l'instant t sur
MJNJ et projetant sur MjNp

3° \u système UUj l l , par rapport à un point fixe O0 situé sur M2N2 et
projetant sur Moi\o (l'équation obtenue n'est pas distincte de celle qui
traduit le théorème du momont cinétique par rapport h Taxe fixe M0N2).

Il est intéressant de remarquer que, si la vitesse de rotation du gyro
est grande, et si. ce qui arrive généralement dans ce cas, le mouvement
des armatures est lent, les quantités de mouvement du système se rédui-
sent sensiblement à celles qui sont fournies par les vitesses relatives des
différents points du gyro par rapport à l'armature Vl: celles-ci forment
un couple dont Taxe est porté par Taxe de figure MÙ du gyro et s'obtient
en multipliant le vecteur-rotation Q. par I, moment d'inertie du gyro
par rapport à MN.

Dans ce cas, où l'inertie gyrostatiquoesfprépondérante (note 57, p. 54),
les moments cinétiques Oy, O]yl, (Xy.> auxquels j'applique le théorème
de Resal dans la méthode que je viens d'exposer, sont sensiblement

équipollenls au vecteur IQ, de sorte que, si l'on se contente de cette
approximation, la méthode l'ail connaître la vitosse du vecteur y et par
suite celle du vecteur Q. par ses projections sur les trois axes d'articu-
lation, d'où le mouvement du système.

25. Constance de la rotation d'un gyro entretenu électri-
quement. — Dans les compas gyrostatiques, le gyro forme le rotor
d'un moteur d'induction triphasé; il est ainsi animé d'une vitesse de
rotation constante H , le couple moteur G équilibrant les résistances
passives dont le moment par rapport à l'axe de figure du gyro a la va-
leur N.

Si l'armature qui porte le g^ro se meut avec une vitesse angulaire
ayant pour projections P, Q, R sur l'axe du gvro et sur deux autres axes,
la vitesse angulaire du gyro a pour projections V-\-u, Q, R, u dési-
gnant sa vitesse de rotation par rapport à l'armature, u est très considé-
rable (de 10 000 à 20 000 tours par minute), P, Q, R sont finis, souvent
même petits. J'appellerai généralement u ritesse de rotation propre du gyro<
c'est la dérivée par rapport à t de <f>, angle de rotation propre.

Le théorème de Resal (§24) appliqué au gyro dans son mouvement
autour du centre de gravité, donne, en projetant sur l'axe de figure,

(1) 4
Or, en première approximation, C est proportionnel à la différence u0 — U
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qui existe entre la vitesse u et une certaine vitesse fixe u0 pour laquelle G
s'annulerait. Le coelïicicnl de proportionnalité c est d'ailleurs petit, car il
faut de grandes variations dans la vitesse pour rendre C sensible. Si le
couple résistant N est supposé sensiblement constant, il a la valeur corres-
pondant à l'allure de régime

(2)

al l'équation (l) s'écrit

(3) I ^

Si je suppose, par exemple, comme cela aura lieu le plus souvent, dans
l'étude des petites oscillations, que P a une variation sinusoïdale .

l'expression d e P + w qui vérifie l'équation (3) comprend un terme sinus-
oïdal dont l'amplitude, de l'ordre de grandeur de cP0> peut être négligée,-
le reste est de la forme

Le terme exponentiel montre que, dès que P-f-w sMcarte de £î si peu
<jue ce soit, il est immédiatement rappelé vers lui; sa valeur reste dont
toujours très voisine de H. Dans ce qui suivra, je supposerai

Cette hypothèse introduite équivaut à admettre l'égalité du couple mo-
teur et du couple résistant (C + N = O) qui s'exercent entre le gyro et
son armature.

Lorsqu'on écrira les équations de Lagrange ou les équations de M. Appoll,
cette équation remplacera celle qui correspondrait au paramètre (p qui
détermine la position du gyro à l'instant t par rapport à son armature.

26. Choix des paramètres . — Dans l'étude, qui sera faite plus
loin, des petits mouvements d'un compas gyrostatique 2 , il sera com-
mode de de'finir l'orientation d'un solide U de la manière suivante : soit
OXYZ le trièdre de référence (OZ sera généralement vertical, OX dirigé
vers le Nord; O Y vers l'Ouest). Dans la position d'équilibre du système
2 , le solide U a une certaine position <35). SoitCaV--'5c un trièdre inva-

(35) 11 s'agit ici de la position d'équilibre idéale, pour laquelle le compas indiquerait
exactement le Nord, la rosé étant rigoureu&ement horizontale, etc., et non de la posi
.tion réelle qui comporte généralement une petite erreur (influence do la latitude, de la
vitesse, etc.)
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riablement lié à U, choisi de telle manière que, dans celte position
d'équilibre, il ait même orientation que OXYZ. Sa position, à 1 instant
/. sera voisine en direction de celle du trièdre fixe. J'appellerai C A ^ Ï
trièdre principal du solide Li. En général CA-, C-T, C3: seront axes prin-
cipaux d'inertie en C.

Cela posé, si j'amène le trièdre OX\Z en O X ^ Z j par une rotation de
l'angle t autour de ÜZ, puis en OX2VjZ2 par une rotation de l'angle 0
autour de OY,,et enfin en O \ 3 \ 3 Z . par une rotation de l'angle X autour

Fig. 1.

de OX2 (fig. 1), je puis choisir £ , 0 , X de manière que OX3^3Z^ ait la
même orientation que CA*^J£. Ces trois paramètres définissent l'orien-
tation du solide : t est l'azimut de CA^, 6 son inclinaison. Dans les petits
mouvements du solide, £ , 0 , X restent petits; il n'en serait pas de même
des angles d'Euler.

Si, au solide 11, est articulé un solide U l suivant un axe CjA^ parallèle
à CAr, la position de Ut sera définie par £, 0, X, et, en outre, par l'angle a
dont il faut faire tourner autour de CA- le trièdre principal du solide U
pour l'orienter parallèlement au trièdre principal du solide l l j ; on opére-
rait de même pour définir l'orientation d'un solide U2 articulé à L7

n en
introduisant un nouveau paramètre /3, etc.

Les cosinus directeurs fixant l'orientation des trièdres principaux des
divers organes de 2 s'obtiennent simplement. Soient

%

X

a

a'

a"

Y

b

b''

b"

Z

c

c'

c'

et a.

a

a

7

7

7'



les deux tableaux donnant les cosinus des angles formés par lés axes CSG,
CcT, C% avccjjles axes fixes ÜX, O Y, OZ, d'une pari, et, d'autre pari, avec
d'autres axes quelconques C'eXi', C'?\ C%'; on obtient le tableau donnant
les cosinus directeurs de G'c\i',C^', G%' par rapport à OX,OY, OZ, en
multipliant deux à deux les colonnes de ces deuv tableaux, ce qui donne

36' m + Jet + a'a bu + Va'+ Va' ca + c'a' + cV

a/3 + a'/3' + a"/3" 6/3 + Vft + V? c/3 + c'jS'+ c"/3"

ay + a'y' -f c'y" 6y + t'y' + *V" <7 + CV' + «V •

Ainsi les cosinus directeurs des arêtes du trièdre principal du solide U
deTini par les angles £, 0, X (fîg. l) s'obtiennent en multipliant deux à
deux les colonnes des trois tableaux

X

cos £

- sin £

0

Y

sin£

cos £

0

Z

0

0

1 Z,

x2

cosÔ

0

— sinô

0

1

0

sinö

0

CÖS0

x3

1

0

0

Y3

0

cosX

siaX

0

— sinX

cosX.

Dans ce qui suivra, il sullira générale ment de conserver dans ces cosinus
directeurs les termes du second ordre en £, 0, X,. . . . Exceptionnellement,
le troisième ordre sera nécessaire.

La rotation instantanée de l'un des bolides du système, dont In position
dépend des paramètres £ ,0 ,X ,a , . . . , est la résiliante des vecteurs £ '0 \
X',a',. . . , portés par les a\es de rotation OZ, OYp OX2,. . . .

J'aurai a utiliser les projections de cette rotation sur les arêtes du trièdre
principal de ce solide. La remarque suivante donne simplement ces pro-
jections, lorsque les termes du second ordre ôullisent. Soit, par exemple,
à chercher la projection du vecteur X sur l'un de ces axes, faisant avec lui
l'angle (p. Cette projection est

ou, en développant, et désignant pour abréger par/(0) le nombre ƒ (0,0,. . . ) ,
j'obtiens

X' cos $ = X' [/(O) + Vj(0) + 0/ô(O) + X/x(0) + . . - ] ,
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• l/aûgld '<p sera gfaéttttffltfeht fOlsin thrtr ölt dê - . DahS !» pftfiïiiei' èas,

vaut 1, el, comme les termen suivants équivalent à , leur produit

par X n'est pas à retenir : la projection est A', au troisième ordre près. Si (p est

voisin de*, ƒ(()) est nui. Le terme 2X(0) se calcule directement sur là

figure en cherchant la projection du vecteur X', lorsque, £ ayant sa valeur*
les autres paramètres Ô, X, a, . . . ont la valeur zero. On opère de mênae
pour les termes en 0, X, a, . . . , et pour les autres vecteurs f, 0 , » . » .

"21. Ca lcu l de la force v ive e t î le l 'éucr^ic d ' a c c é l é r a t i o n
d'un s y s t è m e a r t i c u l é . — Soit un solide U, en mouvement; à ce
solide est articulé un solide U2 en un point C. Pour calculer la force vive 2T
du système lijU.,, lorsque la position de Uo est définie en fonction de la
position de Up \l esl commode de calculer : 1° la force vive 2Tt du système
formé par le solide et toute la masse \I du solide U., concentrée en C;
2° l'expression 2TW) qu'il faut ajouter à 2Tt pour avoir 2Ï.

Je vais calculer 2T\ : soit OWZ le trièdro fixe; Ctyz. un trièdre de
sommet C, orienté parallèlement. Un élément m de U2 à la vitesse V par
rapport à OXYZ, v par rapport à Cryz; Vo étant la vitesse de G, on a

en élevant au carré scalaire, j'obtiens pour la force vive de U3 r

2roV2 = M VJ + 2wöa + 22m(V0.v) ;

d'où, pour la force vive 2T du système UjUg, l'expression

vG désignant la vitesse, par rapport à Cxyz, du centre de gravité G du
solide U2.

l2

On calculera ce produit scalaire, au moyen de projections sur trois axes
quelconques, par lu formule connue donnant le produit scalaire de deux
vecteurs V et V'

On opérera de même pour l'énergie d'accélération S : on obtient une
formule entièrement analogue où la lettre j (accélération) remplace l#
lettre v (vitesse) :
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28. Énergie d'aeeélération d'un gyrostat. — Soit Uj la boîle
contenant le gyro, U2 legyro lui-même; soient GcV«,GcT, G2c, trois axes,
issus de G, centre de gravité du gyro, et liés invariablement à la boîte, ce
sont des axes principaux d'inertie du gyro. L'axe de figure étant suivant
GAi, soient I, B2, B2 les moments principaux d'inertie du gyro. L'énergie
d'accélération du système UjlL, est la somme de S n énergie d'accélération
du système formé par Uj et par la masse de U.2 concentrée en G, et de S2,
énergie d'accélération de Uo dans son mouvement autour de G. Je calcule S2

en utilisant la note 27: u désignant la vitesse de rotation du gyro par rap-
port à sa boîte, j'ai ici

/> = u + P , 3 = Q, r = R; P1 = 0, Qj — « R ; R1==uQ.

D'où, en n'écrivant que les termes susceptibles de contenir les dérivées
secondes des paramètres,

(1) 2S2 = I(P' + uf + B2(0' + «R)2 + B2(R' - «Q)2

+ 2(I-B2)(RQ'-QR')(«

Or, le gyrostat étant entretenu électriquement, P + Mconserve la valeur
constante £î(§25), de sorte que P'- |-M est constamment nul; il est. par
suite, inutile d'écrire le terme I (P ' -)-M')2 , car, dans les dérivations qu'on
doit effectuer pour écrire les équations de M. Appell, subsisterait un fac-
teur P'-fu' . J'ai donc à retenir, uniquement, les ternies

(2) 2S2 = B2(Q'* + R'*) -f 2(IO - B2P) (RQ' - QR') + . . ••

Dans les problèmes de petites oscillations que j'aborderai, P, O, R seront
petits, Cl sera grand; Q et R seront particulièrement petits, car la compo-
sante P ne sera pas entravée par l'inertie jjyrot>tatique; je conserverai alors
dans les équations les carrés de P , négligeant les produits PQ, PR. Dans
ces conditions, les termes 2B2P(RQ' -Oh') sont à négliger, car leurs
dérivées contiendront Tun des facteurs PO, PB. J'obtiens finalement l'ex-
pression simplifiée

(3) 2S2 = B2(Q'2 + R'2) + 2in(RQ' QR') + . . . .

Au degré d'approximation indiqué, on aurait pour 2SÂ, dans le cas où Uj
a un point fixe O,

(4) 2 s i = A1P's + B1Q'2+C1R'2+.. .

(À p B 1 ,G 1 étant les moments principaux d'inertie au point O, les axes
principaux étant supposés parallèles à G ^ , C^I, G%>).
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29. Application. Gyro-balistiqiie du eompas Sperry. — Ce
dispositif (fig. 2) réalise un pendule à longue période. Un gyro w3 est mo-
bile autour de son axe m3w3 par rapport à une boîte w2,
mobile autour d'un axe m2w2 par rapport a un pen-
dule M1 mobile autour d'un axe mlnl fixe borizonLal.
Un ressort r relie ux à M2. Dans la position d'équi-
libre apparent, mlni^ w2w2, /«3w3 sont perpendicu-
laires deux à deux, w»2w2 est vertical, le ressort est
sans action.

Soit OXYZ un trièdre fixe (OX suivant wijWj, 0Z
vertical).

Soit a{ le moment d'inertie par rapport à OX du
système formé par «j et la masse du système M2M3

concentrée en c, centre de gravité commun à w0 et
à«3.

S
Fig. a.

Soient tf2,A0,c2 les moments d'inertie de w2 par
rapport aux arêtes de son trièdre principal en c; « 3 , j , a3, ceux du gyro ti3.
J'étudie les petites oscillations en n'écrivant que les termes du premier ordre.

L'application du théorème de Resal au système w2w3 dans son mouvement
autour de c donne, par projection sur wow.,, l'équation

Le théorème du moment cinétique appliqué au système uxn2uz par rap-
port à Taxe m{nx donne

[a\ H" a2 "t" ft3) a" ~JC0P'== ""

(&>, vitesse de rotation du gyro; — i/3, moment par rapport h wi2n2 de
l'action du ressort sur M.,; tsr, poids total; è, distance du centre de gravité
du système à OX).

La variation de a ou de (3 se présente comme h superposition de deux

oscillations de périodes — et —, r. et r„ étant les racines de l'équation
bicarrée r,

- i] [(a, = 0.

;w étant très grand, cette équation en r2 a une racine infinie et l'autre
voisine de zéro; la racine infinie est donc sensiblement égale à la somme des
racines

'ÎK + <g (fll + a2 + a3) = fv + k(ax

l'autre s'obtient en divisant le produit par ^; soit



La première oscillation a le caractère d'une natation extrêmement rapide,
dont l'amplitude serait d'ailleurs très petite; l'autre oscillation seule est h
retenir; sa période, en première approximation, est

Elle est d'autant plus grande que je*) est plus grand, que h et tfb sont
plus petits(36).

30. Influence de la vitesse du navire sur un eompas gy-
rostatique de type quelconque ' '^K — Un compas gyrostatique est
un système matériel, comprenant un ou plusieurs jjyrob, qui prend une
certaine position d'équilibre sous l'influence des forces données, <|ui &ont
l'aimantation fictive du ou de* g}ros, et les poids. Ces forces sont, les unes
verticales, les autres parallèles à la ligne des pôles. Le compas ebt construit
de telle manière que la ligne marquée IOÎ-PS uur la rosé s'oriente dans le
plan de ces deux directions,

Ceci suppose le compae installé à terre ou à bord d'un bâtiment stoppé.
Qu'arrive-t-il si le bâtiment lait roule à la vitesse v, dans la direction

qui fait l'angle a avec l'horizontale Nord? Soient Ü le point du bâtiment où
se trouve le compas, OX l'horizontale Nord, OY l'horizontale Ouest, OZ la
verticale. Le mouvement du trièdre OX^Z par rapport au trièdre T.ryz dé-
fini par le centre de la terre et par trois étoiles résulte de la rotation e de

la terre,, d'une rotation c1 = (H, rayon de la terre) autour du diamètre

perpendiculaire a O'A et à la vitesse w, et d'uue rotation e2 autour de la
verticale OZ. choisie de telle maniere que O\ soit à chaque instant orienté
versie Nord.£1 est beaucoup plus petit que e : pour une vitesse de 30 nœuds,
^ = 0,03 s; e2 est de Tordre de grandeur de ey

Les lois de la mécanique par rapport au\ axes OXYZ sont analogues à
celles de la mécanique terrestre : h» poids de\ra être remplacé par la ré-
sultante de l'attraction de la terre et de la force d'inertie d'entraînement
due au mouvement du trièdre OMZ par rappor! au triMre TV*/*;; sa di-
rection est ainsi modifiée d'une quantité inappréciable de Tordre du cen-
tième de degré au maximum, lin outre Tainutnlalion fictive (,* 23) seia due
à la résultante des champs e, s, et s,. La ligne OT-S de la rosé s'orientera
dans le plan vertical de cette résultante ou, ce qui revient au même, per-
pepdiculairement à la vitesse du bâtiment par rapport à Txijz. Cette \ i-

W Le ressort est quelquefois présenta comme un organe accessoire -, il est, au contraire,
capital; si le ressort n'existait pas (/« - « ) , l'app«ircil ne serait pas pendulaire : sous l'in-
fluence d'une force perturbatrice, il resterait vertical, pendant que le gyro procession
lierait autour de l'axe //*,/>,, ceci jusqu'à ce que w,» , soit devenu parallèle à »W,M,; le
pendule obéirait alois à la force perturbatrice. Si le gyro était invariablement lié au
peniMe, la période de l'oscillation sera't la même que si le gy r o n'existait pas, mais le
pendule réagirait fortement sur ses .«ppuis.

W Voir 0 . MAMIINSBEH, 8,
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tesse résulte de sa vitesse relative v et de la vitesse d'entraînement
VcosL (V = sR; L, latitude). Ses composantes suivant OX (INord) et
O Y (Ouest) sont i\ = o cos a et v1 = v sin a — VcosL, de sorte que l'azi-
mut £ du compas, compté à partir de OX, est défini p a r ^

Y v cos a
ang ç, = y cos L - v sin a

ou simplement

~" VcosL

31. Généralités sur l'amortissement des oséillatiftns d'un
c o m p a s . — Soit un système matériel soumis à des liaisons par contact
indépendantes du temps. Je les supposerai holonomes dans ce qui suit,
mais cette restriction n>st pas nécessaire. Je suppose que le système ne
comporte pas d'asservissement. Dans ce système figurent un certain nombre
de gyros entretenus électriquement.

Soient a, / 3 , y , . . . les paramètres fixant la position du système, <p l'angle
de rotation proprede l'un des gyros (8 25), I son moment d'inertie par
rapport à Taxe de figure, Q la vitesse angulaire maintenue électrique-
ment.

Les forces données appliquées a ce système sont supposées dépendre
d'un potentiel V (a, jS, y,. . .) [poids, actions de ressorts, etc.]. L'influence
de la rotation de la terre remplit cette condition, car l'aimantation fictive
qui la represente se compose de deux forces e constantes en grandeur, di-
rection et sens, appliquées en deux points fixes de Taxe de figure, distants
de \H I'UD de l'autre (S 23).

Les équations de Lagrange s'appliquent a l'étude des petites oscillations
de ce système. J'écrirai les équations correspondant aux para-
mètres a, jS, y, . . . et les équations qui expriment la constance de la ro
tation des gyros (S 25).

La vitesse de rotation d'un gyro projetée sur son axe de figure s'obtient
en ajoutant a (p' (vitesse de rotation propre) la projection de la vitesse
angulaire de la boite qui le contient. Celle-ci est une fonction linéaire
homogène de a', /3', y',. . ., dont les coefficients sont line'aires en a, j3, y , . . . ,
si l'on n'écrit que les termes du second ordre de manière à n'avoir dans
les équations de Lagrange que des termes du premier ordre. La force vive
du système se présente sous la forme (note 25, p. 18)

2T=2T0+ 21[p'+a'(/+«E+ftjS+ • • .)±P(m+c*+dp+ . . . )+ • • .ƒ"

le signe 2 s'étendant aux différents gyros, 2T0 ne contenant ni les ̂  ni
les <p'. Lord KELVIN et P. G. TAIT(39) ont étudié les conséquences générales

(se) Voir, dans F. KLEIN et A. SOMMERFELD, 1, t. IV, p. 845 à 863 , une application
numérique de cette formule.

(39) LORD KELVIN et P. G. TAIT, 1, t. ï , p. 3ao à 827.
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de ce fait; je me place uniquement dans le cas particulier, objet du para-
graphe. J'ai montré (S 25) que, pendant le mouvement, on a

..)+ G;

tenant compte de cette équation, les équations correspondant à a, / 3 , . .
s'écrivent

(t)

Les termes en ID possèdent la propriété fondamentale suivante, qu'on
vérifie immédiatement : l'équation correspondant à a ne contient pas de terme
en Jfïa' ; F équation correspondant a /2 ne contient pas de terme en I Ö J S ' ; le terme
en IDjS' de l'équation conespondant à a et le terme en Ifîa' de Féquation corres-
pondant à (2 ont des coefficients (b — c) et (c — b) égaux en valeur absolue et de
signes contraires.

H en résulte que, si Ton forme l'équation de l'énergie en multipliant
ces équations respectivement par da, d/3,. . ., et les ajoutant, los termes en
\Cl disparaissent et il reste uniquement

o peut s'appeler Y énergie apparente du système (palpable energy);
c'est l'énergie qu'aurait le système, si le moment d'inertie de chaque gyro
par rapport à son axe de figure était réduit à zéro(/l0). On voit que Yénergie
apparente reste invariable pendant les oscillations, qui, par suite, ne sont pas
amorties^1'. On ne peut donc espérer construire un compas utilisable avec un sys-
tème du type défini.

(40) Si, dans le système donné S, on remplace chaque gyro par une tige matérielle
rectiligne de manière à annuler I, on obtient un système So ayant la force vive aT0. Le
système donné S se comporte comme se comporterait So, si l'on faisait agir sur lui, en
plus des forces de potentiel V, forces qui ne dépendent que de la position (posittonal
forces), des forces dépondant de la vitesse (motional forces) introduisant dans les équations
les termes en IQa', lu /3 ' , . . . Le caractère particulier de ces forces est dû aui propriétés
indiquées des coefficients de ces termes. LORD KELVIN les appelle g yroscopic forces (note 38,
p. 3 9 9 ) .

C'1) Si, cherchant des solutions du système (î) de la forme

oL = \ert, (3 = Be", . . . ,

on écrit l'équation caractéristique sous la forme habituelle d'un déterminant égalé à zéro,
on vérifie que celte équation en v ne contient que des termes de degré pair, par suite
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L'amortissement ne pourra être obtenu qu'en introduisant des forces,
intérieures ou extérieures, n'admettant pas de potentiel, et susceptibles
d'absorber l'énergie.

Ce seront, par exemple, des résistances passives, frottements intérieurs
ou extérieurs. Les frottements entre solides sont en général à écarter,
comme apportant une certaine indétermination à la position d'équilibre
apparent; seuls les frottements entre liquides, qui s'annulent avec la vi-
tesse, sont utilisables (cuve à huile de TAnschütz à trois gyros).

Ou bien ce seront des réactions de corps étrangers mobiles, comme
sont les réactions de l'air ambiant sur les jets d'air sortant de l'Anschütz
1906.

Ce pourront être, enfin, dos forces de liaison do seconde espèce corres-
pondant à un asservissement (compas Sperry a un ou à deux gyros). C'est
le moteur d'asservissement qui, produisant automatiquement une source négative
d'énergie, absorbe ici peu h peu f énergie de l'oscillation.

CHAPITRE III.

ÉTUDE DU COMPAS ANSCHÜTZ (1906).

32. Principe. Étude é lémentaire ^ . — Le compas gyrostatique
le plus simple consiste dans un gyro Uj monté horizontalement dans un
pendule U suspendu à un point flxe Ü (fig. 3). Jo supposerai que la per-
pendiculaire OH abaissée de 0 sur Taxe 3LrS
du gyro est un axe de syinéf rie du pendule.

Je vais montrer que ce système a une posi-
tion d'équilibre apparent pour laquelle Taxe
3RD& est dans le méridien. En effet, d'après
la loi fondamentale de la mécanique appli-
quée au système Uli , , les forces d'inertie par
rapport à la terre des éléments qui constituent le
gyro, le poids P, l'aimantation fictive O, <D' (S 23),
la réaction R en Ojorment un système de vecteurs
équivalent à zéro. Or, dans la position d'équi-
libre apparent, les forces d'inertie du gyro
s'équilibrent deux à deux, les forces P et R
forment donc un couple équilibrant le couple

des propriétés particulières des coefïîcienls des équations (1) : le remplacement de r par
— r ne fait, en effet, qu'échanger les lignes et colonnes, ce qui ne change pas l'équation.
La solution générale du problème no peut donc présenter de termes amortis sans présenter
en même temps des termes divergents, incompatibles avec la stabilité implicitement
admise.

(42) Voir en particulier H. ANSCHUTZ, 1 ; Dor KreisolLompass, 5; 0. MARTIENSSEN, 1 à 3;
M. SCHULER, 1 ; F. KLEIN et A. SOMMERFELD, 1, t. IV, p. 8A5 à 863; P. LEMAIRE, 1.
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O <ï>'. Il en résulte que 9^S et Og* sont dans le méridien; tout se passe
comme si le gyro était remplacé par un barreau aimanté 9T3çS.

Il y a intérêt (S h\) à ce que, dans cette position d'équilibre, 3Pb§> soit
horizontal, d'où la nécessité de surcharger légèrement l'extrémité Nord,
dans l'hémisphère Nord, d'une quantité croissant avec la latitude.

Pour l'étude élémentaire, il est commode de composer le poids P et les
composantes verticales <E>O<1>'O de l'aimantation fictive en un seul vecteur P t

égal à P appliqué en un point g1, lequel occupe une position fixe sur Taxe
de symétrie du pendule (centre de trois vecteurs parallèles). Les forces
données appliquées au compas sonî alors P n R , et les composantes hori-
zontales O p Ô', de l'aimantation fictive. Dans la position d'équilibre, <ï>j
et <î>\ sont alignés suivant âL<$, Px passe par 0.

Je vais étudier les oscillations de ce compas lorsqu'on le dérange de sa
position d'équilibre.

Soient £, 0, X les trois angles (S 2f») qui définissent la position dulrièdre
principal 0A*<^& du pendule à l'instant /, le triedre de référence étant
OX, horizontale Nord; OY, horizontale Ouest; OZ verticale ascendante.

La rotation du gyro étant très rapide, les mouvements de Taxe 0<X~
parallèle à OT-S sont nécessairement très lents. Au contraire, pour chaque
position de 0A«, il est manifeste que le compas peut osciller librement
dans un plan perpendiculaire.

Cette oscillation, si les conditions initiales ont pu lui donner naissance,
s'amortit au bout d'un temps relativement court : j'étudie seulement le
mouvement ultérieur.

Le compas n'oscillant pas autour de OrX, on peut admettre que l'inertie
gyrostatique est prépondérante (note 57), et prendre comme moment ciné-
tique un vecteur Oy porté par OrX-, ayant pour valeur la constante I£î. Ses
projections sur OX, OY, OZ sont Ificos6cosÇ, ID cos 0 sin £, — Iflsinô.

J'applique le théorème de Resal au compas entier: la vitesse du point y
est équipollente au moment résultant en 0 des composantes O p Oj de
l'aimantation fictive et du poids P r J'exprime cette équipollence en pro-
jetant sur OrX, sur OX et sur OZ.

Oy étant constant, la vitesse de l'extrémité y est perpendiculaire à OoX*,
de sorte que le moment de P t par rapport à OA* est nul, c'esl-à-dire que
X reste nul pendant le mouvement. (Il semble d'ailleurs intuitif que, pour
chaque position de O^X, le point gx est situé le plus bas possible, c'est-
à-dire dans le vertical de OPX-).

Projetant sur OX et sur OZ, et posant Oĝ  = «, j'obtiens

(1) i n (cos O cos £)f = a? sm 6 sin £ ;

(2) — \CÏ (sin 0)' = — lue cos L cos 6 sin Ç.

L'équation (2) s'écrit

(2') 0' = e cos L sin Ç.
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Rapprochée de (t), elle donne

(3) Ifle cos L cos 0 cos £ + flP c o s 0 = const.

C'est l'équation du cône décrit par O-V. Ce cône est du à* ordre.
Si je porte OA = 1 sur O-V, le point A a pour coordonnées

x = cos 6cos £; y =* cos 0 sin £; ««= - sin 0;

et l'équation (A) s'écrit

(4) (lue cos L)2 (x - xQf + a2P2(*2 - 1 ) ^ 0 ,

#0 désignant une constante arbitraire.
On voit que, la courbe décrite par A, qui, par la définition de A, est

tracée sur la sphère do centre 0 et de rayon 1, se projette sur le plan XOZ

suivant uno portion d'ellipse (f%. A). Cette ellipse a son grand axe porté
par OX; la valeur numérique de cet axe csl considérable^, alors que la
valeur du pehl axe est 2, diamètre de la sphère. Il est intéressant de re-
marquer que, lorsqu'on change les conditions initiales, l'ellipse glisse le
long de OX sans se déformer. Le mouvement est oscillatoire, si le sommet
du «[rand a\e est à une distance fie O inférieure à 1 (courbe l), il est révo-
lutîf dans le cas contraire (courbe 3); c'est ce qui arrive si l'inclinaison
initiale du compas dépasse une certaine valeur, très faible d'ailleurs^4).

La période de l'oscillation s'obtient simplement en remarquant que

(/ö> Si le compas est du type Anschutz 1906, le rapport des deux aves de l'ellipse est
de l'ordre de i3oo, d'après les chiffres donnés par M. SCHULER, 1.

^ Le maximum de 8 au cours d'une oscillation correspond au passage dans le méridien,
la ülus grande de ce& valeurs correspond au cas limite (courbe 2) séparant le mouvement
oscillatoire du mouvement révolutif. Un calcul élémentaire basé sur les chiffres de la

note /•.'{ donne pour celte valour maximum = 1 8 , soit 3° environ.
/3
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0 restant très petit, les carrés et produits de 6 et de 9' sont négligea-
bles; Téquation (t) s'écrit alors

(1') - I Q C = aP0,

et donne, rapprochée de (2'), l'équation

(5) i n r + «PecosLsin£ = 0.

L'azimut £ du compas oscille donc suivant une loi rigoureusement pen-
dulaire : si l'on compte le temps / à partir du moment où OX passe dans
le méridien au-dessus de l'horizon, £ et 0 s'expriment en fonction de /
par les fonctions elliptiques sn et en ̂ 5) :

* '

La période de l'oscillation est donnée par l'intégrale elliptique

Y nVe co; L J o yy/cos Ç — ros

Si l'amplitude est petite, sin £ peut être remplacé par £ dans l'équa-
tion (5), et Ton obtient

(9) Ç -

La période est

(10)

elle augmente avec la latitude.
Ces résultats s'appliquent à l'Anschiitz 1906 qui est une application

directe de ce principe : Le pendule U au lieu d'être fixé en un point 0 ,
flotte dans du mercure et c'est la poussée du mercure qui remplace la
réaction en 0 ; le point 0 lui-même est remplacé par le métacentre du
flotteur. Une aiguille fixée au bâti qui porte la cuve à mercure centre
le flotteur en empêchant lout déplacement latéral, mais son action n'est
qu'accidentelle.

("> Voir P. APPELL, 1, t. I, p. 433.
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D'après les chiffres donnés par M. SCHULER (voir note 43, p. 43) et par
F. KLEIN et A. SOMMERFELD (voir noie 12, p. 6) on a, pour ce compas,
à la latitude 5o degrés, dans le système G. G. S., les valeurs moyennes
suivantes :

l Q = 20 000 ̂  (20 000 tours par minute); l ue = 2 X iO4;

P = \bX ï 06. T = 3 800.

33. Dispositif amortisseur. — Reprenant le compas schématique
défini au paragraphe 31, je vais chercher en quoi peut consister un dis-
positif amortisseur. J'ai déjà examiné la question ($30): je me placerai à
un point de vue différent.

Il résulte de l'étude qui vient d'être faite que le point y décrit une
courbe fermée tracée sur une sphère de centre O. Il faut remplacer
cette courbe par une sorte de spirale tendant asymptotiquement vers OX.
On introduira, pour cela, de nou\elles forces, donnant ainsi à y une
nouvelle vitesse se composant avec l'ancienne et dirigée soit vers le plan
horizontal XOY, soit vers le plan méridien XOZ.

Dans le premier cas, le moment de ces forces supplémentaires sera ver-
tical; sa valeur, s'il s'agit de forces dépendant de la position, changera
de signe avec ô, elle sera don<\ en première approximation, de la
forme /,# (loo); s'il s'agit de forces dépendant des vitesses, sa valeur,
changeant de signe avec £', sera de la forme — À-£'.

Dans le second cas, le moment des forces supplémentaires sera hori-
zontal, de la forme — fc£ ou — W (l0).

Analyliquenient, la première de ces méthodes revient a ajouter au second
membre de l'équation (2) avant la suppression du facteur — IQ, le terme
k6 ou le tonne — &£'; la seconde revient à ajouter au second membre de
l'équation (l') le.terme fc£ ou le terme kff.

Dans les deux cas, on est évidemment conduit, pour les petites oscil-
lations, à l'équation connue des oscillations amorties.

L'Anschiitz 1906 présente une application de la première de ces deux
méthodes : la boîte contenant le gyro est perce'e, près de l'axe <9L<S, de
deux ouvertures, par où l'air peut pénétrer. Cet air, entraîné par la rota-
tion du gyro, est rejeté vers la périphérie, et s'évacue à l'extérieur
en b et b' symétriquement par rapport au plan ^O% de l'équateur du
gyro. Une palette U2, articulée suivant un a\e parallèle à O< ,̂ pend à la
manière d'un pendule, et masque partiellement les ouvertures 6, b\

Aux forces extérieures considérées au paragraphe précédent, il y a lieu

W Le travail élémentaire de ces forces serait, suivant le cas,

Les deux premières de ces expressions montrent qu'il s'agit de forces n'admettant pas
de potentiel (cf. S 3o); dans les deux dernières, qui peuvent s'écrire -- kÇ2dt et — kffUt,
la dissination d'énercic est manifeste.iipation d'énergie est manifeste.
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d'adjoindre la résulta nie ƒ des réactions de Taîr ambiant sur lös deux jets
sortants et la réaction horizontale r au point O où 1A tige de centrage
touche le flotteur. Le mouvement du centre de gravité du compas étant
lent, r cl /' forment un couple. Or, si 6 est nul, ƒ esl clans le plan de
symétrie ^0% et son effol est simplement d'incliner un peu le compas
autour de OA* (X^o) ; si 6 n'est pas nul,/(juitlo le plan <?O2:, et Taxe
du couple r, ƒ acquiert une composante suivant OZ qui, changeant de
signe avec 0, est. en première approximation, de la forme ko (on vé-
rifie immédiatement que /.' est positif)(47).

Au lieu de ce dispositif, je suppose qu'on fixe au llotteur U, dans le
vertical ïX?Q% deux vases identique* llS). l'un au \ord, l'aulre au Sud,
réunis par un tube, et contenant un liquide dont le mouvement soit
entravé de telle manière <|ue son oscillation dans les vases soit décalée
d'un quart de période par rapport à 9; on réalisera ainsi un système
amortisseur du second type(49).

34. Erreur «le latitude ^°\ — Si le compas est convenablement
surchargé de manière que Taxe Oî̂ -S soit horizontal dans la position
d'équilibre à une latitude Lo, il marque le Nord à cette latitude, car le
couple/, r est dans le plan de l'équateur du gyro, ayant ainsi un mo-
ment nul par rapport à la verticale OZ.

Si l'on transporte le compas à une latitude L, supérieure par exemple
à Lo, les composantes verticales <ï>2 O'.2 augmentent et le centre gx des
trois forces P<t>2 O'o se déplace légèrement >ers le pôle -S du compas. Le
pôle o t̂ se trouve, par suite, soulevé dans la position d'équilibre. Les
trois couples RP p <Dt <ï>'p ƒ/• s'équilihranl, leurs piojections horizontales
s'équilibrent aussi; or, par suite de l'inclinaison du compas, la force /
s'est légèrement déplacée vers le 'Nord, le couple <&l <ï>'j qui équilibre le
couple ƒ• projeté a donc le sens positif, c'est-à-dire que le compas esl
dévié vers l'Est. Les notations étant celles du paragraphe précédent, le
théorème des moments appliqué à la verticale OZ et ù l'horizontale O Y
donne la position d'équilibre à la latitude L :

IQe (sin L - sin Lo) = - aP9; lue cos L £ = kO.

Cette erreur de latitude £ résulte du système amortisseur ; elle n'existerait pas
safls lui. On peut d'ailleurs la faire disparaître en modifiant la surcharge

(47) Datis te Sperfy (single gyro), on reconnaîtra une application de ce même prifléipe*
quoique, au point de voe du paragraphe 3o, les deux dispositifs soient nettement diffé-
rents (voir S 43).

(*8) La pobsibilité d'amortir les oscillations par un dispositif de ce genre a été indiquée
par 0. MAHTIENSSEN, 3; c'est une application do» citernes à roulis de H. FUAHM, 1.

(49> Le dispositif amortisseur du compas anglais Brown ( note 8 ) ^inspire do ce prin-
cipe-, öü retroave un principe analogue dans FAnschutz 1912 à trois gyros (ch. VI).

(m) Cette erreur est signalée par 0. MARTIENSSE» , 3 , par M. SGQULBR, 1, 6. K. B.
ELPHINSTONE, 1.
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suivant la latitude, de manière h assurer constamment l'horizontalité de
Taxe 3fcS (51>.

35. Étude élémentaire des déviations balistiques (52>. —-
Lorsqu'un bâtiment change de cap ou d'allure, passant, des conditions de
roule (t>0, a0) au\ conditions (tf15 « j ) , le compas, qui présentait primiti-
vement la déviation (S 30)

W ^ VCÖSL'

subit alors une période transitoire pendant l'évolution du bâtiment ; il f>rdnd
ensuite en oscillant sa nouvelle position définie par

(2)
y1 cos

s

Les déviations dues à cette perturbation sont appelées balistiques.
Je ^ais en faire une étude élémentaire au moyen du théorème de Réâal.

Je raisonnerai sur le compas schématique défini au paragraphe 32.
Je rapporte le mouvement aux axes OX, O\, OZ issus du poinl fixe O

du compas (OX., horizontale Nord; OY, horizontale Ouest; OZ, verti-
cale). La modification à apporter aux lois de la mécanique terrestre est
la suivante ($30) : le poids de chaque élément doit être remplacé par la
résultante de l'attraction terrestre et de la foire d'inertie d'enlrainement
due au mouvement de re trièdre par rapport au trièdre TJCIJI.

Dans cette modiGcation du poidt>, seule la nnn/msantr — mi. ou J désigne
l'accélération horizontale due à révolution du bâtiment, est à considéra; les
autres sont inappréciables. En outre, dans le calcul de l'aimantation fic-
tive, e devra èlre légèrement modifié (S;Ju). Celte modification n'est pas
a retenir pendant la période transitoire, les forces — mJ étant beaucoup
plus imporlanles, l'aimantation liclive n'a que tivs peu d'influence.

Jx, Ĵ  désignant les composantes de l'accélération suivant OX et OY*
ces forces — ?wJ équivalent à une force unique horizontale de compo-

p l> .
santés Jx, — J¥. appliquée au centre de {> ravi lé g. Les autres forces

/» I)
données appliquées au compas sont l'aimantation fictive O $ ' et le poids P
appliqué en g.

Si J varie lentement, le compas s'incline sans retard, sous fi&fLueitôê
p

de la composante Jy, d'un angle X défini par l'équation

(3) X~-i\

(61) Pour un Anschutz compensé à la latitude L0 = 5o degrés, Terreur à l'Equateur
atteint i° 6.

(52) Ces déviations sont étudiées pur 0 . MAUTIENSSEN, 3 , et par M. SCIIULER, 1 , sans
tenir compte de l'inclinaison Est-Ouest du eompad.
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comme le montre le théorème de Résal, lorsqu'on projette sur OnX. Ce

même théorème montre que la force Jx fait précessionner Taxe 3T>8

normalement au plan Oo)LS, donnant au point y une vitesse dont les com-
posantes suivant OY et OZ sont respectivement

(4) inC = -fl
g

(5) - ï n 0 ' = - x

A la fin de l'évolution, dont je suppose la durée t{ assez petite pour
que les forces <I> O' n'aient que peu d'influence, l'azimut du compas a
varié de

L'axe du gyro s'est en même temps incliné de

Or, les nouvelles conditions de route (vl, a{) du bâtiment correspon-
dent à une position d'équilibre du compas faisant avec l'ancienne, dans
le plan horizontal (S 30) , l'angle

/fiX y y \ cos 04 - v0 cos a0 _ Svx

On voit donc que la position y2 occupée par y à la fin de l'évolution
diffère en général de la position yx qui correspondrait à cette nouvelle
position d'équilibre, de sorte que, l'accélération J ayant disparu, le
compas oscille, le point y décrivant une petite ellipse dont le centre

est y , , et dont le rapport des axes est t / — (S 32, e'q.9), soit, avec
y Ifte cos L

les données numériques de l'Anschütz, environ 36 (notes 43 et 44). Les
indications du compas peuvent donc se trouver faussées longtemps après
l'évolution.

On a pensé annuler ces déviations balistiques en choisissant les con-
stantes de l'appareil de telle manière que yx ety2 aient le même azimut ̂ 53\
c'est-à-dire de telle manière que les expressions (6) et (8) soient e'gales;
cette condition s'écrit

R 112
g àPe cos L

Cette condition est indiquée par 0 . MARTIENSSEN , 3 .
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Elle exprime que la période du compas doit être celle d'un pendule ayant pour
longueur le rayon de la terre (voir S 32, éq. 10), c'est-à dire environ quatre-
vingt-cinq minutes.

Mais il faut remarquer que cetle condition ne remplit pas le but, à
cause de T'influence de l'inclinaison SB (éq. 7). Celte influence n'existe
d'ailleurs que si Jx et JY sont tous deux différente de zéro, c'^st-à-dire si
l'accélération J est oblique par rapport au méridien; elle est maximum
pour une inclinaison de 45 degrés. D'autre part, pour une variation
donnée des conditions de route, il est manifeste que SB est d'autant plus
grand que la durée de révolution est plus courte, alors que $Z conserve
une même \aleur.

Si SB dépasse on valeur absolue y SÇ, IVIlipse décrite par y après

l'évolution contient y 0 à son intérieur et la déviation balistique est plus
giande que si y avait pu conserver sa position initiale. La condition
exprimée ci dessus, qui a toute sa valeur dans le cas d'une accélération
Nord-Sud, n'a plus aucune valeur dans le cas actuel (voir note 52, p. 47).
S'il s'agit d'une évolution simple telle qu'une giration a \itesse con-
stante ou une augmentation ou diminution de vitesse à cap constant,
y., ne s'écarte guère de l'horizontale y{)y^ et les déviations bali-
stiques sont faibles, malgré ce qui Nient d'être dit. Mais si le bâti-
ment, faisant route à 45 degrés du méridien, diminue, puis augmente sa
vitesse un certain nombre de lois de suite, les effets de ces variations
successives se compensent sur <$£ et s'ajoutent sur SB, de sorte que le
pointyk) peut être assez éloigné de l'horizontale ;,0 y , , donnant lieu, dans
la suite, à une forte déviation balistique.

Une giration de ISO degrés ebt sans effet; il en est de même d'une
succession de demi cercles, de même sens ou de sens différents; au con-
traire, une trajectoire en lacet, formé d'une série de quarts de cercle, et
dont l'orientation générale serait à 45 degroa du méridien, donnerait
une forte déviation balistique.

Il est intéressant de remarquer que Vinfluence de l'inclinaison SB est inversement
aP

proportionnelle au cube de la période; SB est, en effet, proportionnel à ^r;

or, la déviation eu azimut qui en résulte (532, éq. 9) est SB /
U2e cos L

cette déviation est donc, au total , proportionnelle à i°~\ soit (§3,
e'q. 10) inversement proportionnelle à T3. '

Ainsi, par exemple, dans l'Anschù'tz 1906, la période est, en moyenne,
de soixante-trois minutes (§32, form. I l ) , soit les trois quarts de quatre-
vingt-cinq minutes. Elle est trop faible pour annuler les déviations bali-
stiques dues à une accélération Nord-Sud. Quant à l'influence de l'inclh

naison <$#, elle est (-A = 2 , 4 fois plus grande que si la période était
, . . W .
de quatre-vingt-cinq minutes.

Le système amortisseur modilie ces résultats ; il a> d'une part, une

Ix



influence directe sur l'orientation du compas à la fin de la période tran-
sitoire, dont il augmente ou diminue la déviation; il atténue, d'autre
part, l'amplitude de l'oscillation consécutive (voir §39).

36. Mise en équations plus précise. — J'utiliserai, par
exemple, les équations de M. Appell(54). La position du flotteur U autour
du point fixe 0 , où l'aiguille de centrage le touche, dépend des trois para-
mètres £, 6, X (§26). En outre, la position du petit pendule auxiliaire U2

servant à l'amortissement est déterminée par l'angle a dont il faut faire
tourner le trièdre principal OX--% de L1 autour de 0-*^ pour obtenir
en direction le trièdre principal de Uo. Ce pendule Uo se meut dans le
plan 2?0A^, il est articulé à U en un point C dont los coordonnées par
rapport à ce trièdre OA^j£ sont /, 0, —h. Son centre de gravité est à
la distance b de C.

Soit P, le poids total; is, le poids de Uo; la ligne IG qui joint le méta-
centre du flotteur au centre de gravité G du système formé par U, par
le gyro Ut et par la masse de U., supposée concentrée en C a pour pro-
jections d, e, —a sur les axes 0A-, O~\ Oî:.

Je vais mettre le problème en équations, en supposant au bâtiment une
accélération horizontale J (S 35). Dans ces équations j'écrirai seulement les
termes du premier ordre par rapport aux paramètres et a leurs dérivées;
cependant, lorsque J sera différent de zéro, j'écrirai les termes du second
ordre en J, X, a, car X et a n'étant pas gênés par l'inertie gyrostalique,
pourront avoir des valeurs relativement importantes, de Tordre de J. Je
négligerai les produits de J, X, a par £ et 6. Le double 2S de l'énergie
d'accélération du flotteur U, y compris la masse du gyro concentrée en
son centre de gravité et la masse de U2 concentrée en G est de la forme
(note 27, p. 25)

en n'écrivant que ce qui est susceptible, à la dérivation, de donner des
termes de l'ordre indiqué. Pour tenir compte de l'énergie d'accélération du
gyro, il faut ajouter (S 28)

(2) B, (Ô" 2 +r 2 ) +• 2in (ex - &?)+

Pour tenir compte de l'énergie du pendule auxiliaire U2, il faut ajouter
(§27) le double de l'énergie d'accélération de U2, dans son mouvement
autour de C,

(3) A2X"s + B2(0" + a"

(4) 2 -
Ö

et l'expression 2M (ïo.jG) (S 27) qui se réduit ici à

8 S1

M. ÀPPBLL, l , t . I I , p . 3 7 A ; 3 .



- M -

si Xj et 8y sont les angles, analogues à X et à 0, qui fixent l'orientation1 de
la surface libre du mercure, on peut représenter approximativement l'action
du mercure sur le flotteur par une poussée égale au poids apparent de ce
flotteur, et appliquée au métacentre I, cette poussée étant corrigée, d'une
part, par un couple supposant aux variations de X — \ et de X'—X'x, et dont
le travail virtuel est de la forme

(5) M(X"1-X")^X + N ( X /
1 - X ' ) ^ ,

et, d'autre part, par un couple supposant aux variations de 0 — 0T et
de ff — 0\, ou, simplement, de — 6l et de — 6\ (0 et 0' étant très petite);
le travail virtuel de ce second couple est de la forme

(6) mO\50 + Hff{SO.

Ces termes (5) et (6) n'interviennent guère que par roulis.
J'évalue le travail du couple formé par le poids apparent du flotteur et

la poussée principale, en supposant le poids apparent du petit pendule U2

concentré eu G :
C'est la différentielle du produit scalaire du poids apparent, dont les

P P
projections sur OK, O Y, OZ, sont respectivement J o JY, —P, par

> o o

le vecteur IG, et, par suite, de l'expression

(7) ?

Je dois ajouter le travail du couple provenant du transport en C du poids
apparent du petit pendule; c'est la différentielle de l'expression

(8) £ £ £
Le travail de l'aimantation fictive est de même la différentielle du pro-

duit scalaire du vecteur e par le vecteur IiQ parallèle à l'axe du gyro,et,
par suite, de l'expression

(9) - i n s c o 8 L ^ + ^ ) - K 2 s s i n L 0 .

La réaction de l'air sur les jels sortants peut se représenter par une force
constante ƒ agissant parallèlement a Oij dans le sens négatif, appliquée en
un point de coordonnées ka, 0, — c, dans le système 03GruS>. Son travail
virtuel est, en se bornant aux termes du premier ordre, ƒ étant relative
vement petit,

(io)
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enfin, l'oscillation du pelit pendule U2 autour de G (variation de a) pou-
vant être relativement rapide (cas du roulis), il y a lieu de prévoir un
travail virtuel de résistances passives de la forme

(11) — pa'Sa.

Cela posé, je puis écrire les équations de M. Appell; j'écris les équations
correspondant à X, a, £, 0, dans Tordre que j'indique,

(12)

(13) B2(ô" + <0 + ^

J' -j . x ) - Pc -je + M (X\ - X")
8 J

(14)

-X'(/-il«)=—»Ç+/(«o-Iu) + -
o a

-Ar.(î, = B + B1 + -
8 a

(15)

j'ai posé

(16)

37. Posit ion d'équilibre. — Elle s'obtient en annulant toutes les
dérivées et l'accéléra Lion J : on peut déterminer d et e, c'est-à-dire sur-
charger le compas de manière que X et 6 soient nuls, on a alors les
conditions
(17) Pe = - / C ; P d = * ;

les équations montrent que a et £ sont nuls : il n'y a pas de déviation. Si
cette compensation a été faite à la latitude Lo, on trouve, à la latitude L,
la déviation £ délinie par

(18) a9 cos L K =ƒ (c + k) (sin Lo — sin L),

en négligeant IiQs devant aP.
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38. Oscillation du compas. — J'étudie les petites oscillations du
compas supposé dérangé de sa position d'équilibre, puis abandonné à lui-
même sans nouvelle perturbation, en particulier J = 0.

L'équation (12) qui, en dehors de X et de Xn ne contient qu'un terme
en £", très petit, d'une part, parce que tsr est petit, et, d'autre part, parce
que £" est très petit, montre que le compas oscille autour de O3& (variation
de X) comme s'il n'y avait pas de gyro.

Cette oscillation, de période relativement courte, s'amortit rapidement
si les conditions initiales l'ont fait naître, de sorte qu'on peut supposer
quo X et Xj sont nuls. L'équation (13), dans laquelle 0 et 0' sont nécessaire-
ment très petits, montre que a reste sensiblement égal à — 0, dès que les
oscillations initiales, s'il en existe, se sont amorties. Restent les équations
(\â) et (15) dans lesquelles 6X sera pris égal à zéro. Elles s'écrivont

(20)
eu posant

(21)

L'e'quation caractéristique de ce système d'équations différentielles est

(22)

si l'on ne'glige T devant aP.
Cette équation, pour \£l très grand, a deux racines r p r2 voisines de

zéro, et deux racines très grandes r3, r4.
Pour obtenir les racines voisines de ze'ro, je néglige le terme en r'4 et

j'obtiens l'équation

r2 ( l 2 û 2 + Ca? + IILT) + HQr + T«P = 0.

Or, dans TAnschutz 1906, GaP+ i f t r est de l'ordre de 10"G I2Q2 <55); je
puis donc le négliger devant P u 2 , en remarquant incidemment combien
l'influence de 'l)!> et de £ , c'est-à-dire de l'inertie de l'armature, est faible
dans le calcul de ces racines rx et r2; j'obtiens ainsi

Les racines infinies r3, r̂  se déduisent de celles-ci en remarquant que la

somme des quatre racines est nulle et que le produit est - p ^ , j'obtiens
ainsi f3 + r4 et r^r^ d'où, sensiblement, f '^

k_ , . la

W D'après 0 . MARTIENSSEN, 3.
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La solution du problème est alors de la forme »

où les % et les 0 désignent des constantes.
Les termes en er>f et er-1 correspondent à une oscillation amortie, dont

la période

est un peu supérieure a la période trouvée dans la théorie élémentaire par
k

suite du fadeur d'amortissement -r-r- (56l
lu

Les termes en erJ et c*»* correspondent à une période très courtev
(note 12, p. 6). Ce mouvement a le caractère d'une nutation <jui vient se
superposer au momcmcnl jfénéral de précossion défini par les termes
en f1»' et e1 •' qui dominent le mouvement d / l

II est intéressant de remarquer que les racines rs et r{ définissent une
oscillation divergente, leur partir» réelle étant positive. Il est d'ailleurs
juste d\)bserver que cette divergence est extrêmement lente, et qui», d'autre
part, les moindres résiblances passives (négligées ci-dessus) supposant à
la variation de 6 ou de £ introduisent dans l'équation caractéristique un
terme en r* a coefficient positif sutlisanf pour assurer a rz-\-rk une valeur
négative.

Enfin (58), les résistances passives absorbent même rapidement cette nu-
tation, qui, d'ailleurs, si elle était sensible, aurait tot lait de détériorer le
compas.

La nutation étant supposée absorbée, £ et 6 sont définis par des expres-
sions de la forme

£ = Ze-P* cos qt\.6 = ^p ZerP* (p cos qt-f q sin qt),

t56) M. SCHULBR, 1, indique 3700' comme valeur approchée, de la période sans amortis-
sement , üi 10* en tenant compte de l'amortissement.

C57) On se trouve dans le ca6 désigné par L. KELVIN et P.-G. TAIT (1 , p. 396 à Ût3)
sous le nom de gyrostalic domination.

La période de cette nutation ne dépend pas des forces agissant sur le compas. Ce fait
est général dans les systèmes dominos gyrostatiquonient. Ces mouvements de nutation
sont pour cette raison appelés adynmmc (assez improprement d'ailleurs) par L. KELVIN et
P.-G. T A I T ( 1 , p. AI2).

(58> Voir 0. MABTIENSSEN, 3; H.LAMB, 1.
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en posant r p r2 = — pdtqi. Le point de coordonnées cartésiennes £, 0
décrit le diagramme lieu du point A (S 32). On vérifie facilement que c'est
une perspective oblique de la spirale logarithmique

x = Z\/-5e""*"cosqt; y = Z i /— e""P'sinqt,

sur un plan passant par Oy.

39. Déviations balistique». — Je suppose que le bâtiment acquière
à l'instant f = 0 une accélération J qu'il conserve, variable ou non, jusqu'à
Tinstanl t{; à cet instant /,, son accélération J disparaît, et \,aL,Ol,\
reprennent la valeur zéro en oscillant dans l'intervalle tl91%2. Cet inter-
\alle 0,f« est supposé court par rapport à la dure'e de l'oscillation du
compas. A l'instant t2, £ et 6 ï>c trouvent donc avoir des \alcurs <££, $9 diffé-
rentes de zéro, et c'est à partir de cette position que le compas oscille
ensuite conformément aux indications du paragraphe 38.

Je multiplie les équations (12) (13) (u) (15) par dt et je les intègre dans
l'intervalle (0,*2) en remarquant, d'une part, que \,(x.,'kr6l, ainsi que
leurs dérivées premières, sont nuls au de'but et à la fin de l'intervalle; et,
d'autre part, que les termes non gyrostatiques qui contiennent en facteur

l'une des intégrales J 2£rf/, j *£'<& = $£, I 2Ç"rf/ = JÇ', ou des inte'grales
i/o t/0 , °

analogues en ô, sont petits, si la durée de la perturbation est petite par
rapport à la période du compas; je les négligerai, comme première appro-
ximation; j'obtiens ainsi, en désignant par <5r\ et Si\ la variation des com-
posantes de la vitesse v du bâtiment suivant OX et OY, et utilisant les
formules (16), (17) et (21) des paragraphes 36, 37, 38,

(3)

(4) \CI%--1 P a d a ^ f l P ^ .
8 t/0 S

Les termes en « des premiers membres sont petits; d'ailleurs on peut
les rendre aussi petits que possible en allégeant U2 et en diminuant l et h.
Je les négligerai (5Q). L'équation (h) donne pour SÇ la valeur obtenue par
l'étude élémentaire (S 35). L'équation (3) donne la valeur de «5$. Cette valeur

(5C)) Dans les compas Sperry, on retrouvera des torme& analogues, mais avec un coefficient
beaucoup plus important (voir chap. IV et V).
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est la somme de Irois termes : le premier k—-représente l'influence sur SO

du système amortisseur. Ce terme est proportionnel à la variation de la
composante i \ ; il ne dépend pas du temps mis par le bâtiment h réaliser cette
variation. Il est maximum pour une variation de vitesse suivant le méridien;
son ordre de grandeur est, pour une variation de vitesse de 30 nœuds
(l5m8), de 15 X 10~\ soit 0°25; dans ce cas particulier, les autres termes
qui composent §6 sont nuls, et cette valeur S9 entraine une oscillation
conse'cutive amortie dont la première amplitude est d'environ 5°. Le second
terme est proportionnel à la variation de vitesse Est Ouest, il s'annule à
l'Equateur si le compas y est convenablement régir. Mais sa valeur, aux
latitudes moyennes, est, toutes choses égales, environ vingt l'ois moindre
que celle du premier terme.

J'étudierai de plus près, à propos du Sperrj, les intégrales qui l'entrent
dans les deux derniers termos. Si je suppose, comme approximation, que J
varie assez lentement par rapport a la période propre des variations de X et
de a, telle qu'elle est définie par les équations (12) et (13) (S 30), on peut
admettre que X, a, X,, 0l prennent sans relard appréciable, à chaque
instant, les valeurs qui correspondraient à l'équilibre, si J conservait la
même valeur, soit

(5) X - V - - ^ a - * , - ^

6 étant considéré comme petit. Dans ces conditions, les deux derniers
termes de S6 se réduisent à

Cette valeur dépend non seulement de la variation de la vitesse en gran-
deur et en direction, mais de la loi suivant laquelle cette variation est
réalisée; en particulier, elle est, tontes choses égales, inversement propor-
lionnelle à la durée de l'évolution. S'il s'agit d'une variation de vitesse à
cap constant A, cette valeur s'écrit

(7) gri

elle est maximum pour un cap à Ù5° du méridien. S'il s'agit d'une augmen-
tation ou diminution de vitesse de 30 nœuds, se produisant dans le
court délai d'une minute, le terme dû à l'amortissement a la valeur
0°25 X sin 45° = 0û18; le dernier terme prend une valeur à peine inférieure
0°16. Ces deux effets s'ajoutent, si l'accélération est dirigée ver l'Est (JY<0);
ils se retranchent, si l'accélération est dirigée vers l'Ouest. On obtient
finalement une déviation balistique consécutive de 7 degrés, dans le pre-
mier cas et d'une fraction de degré dans le second cas.



— 57 -

La forme du terme (6) met en évidence la superposition de ses effets et
l'exagération consécutive des déviations balistiques, lorsque le produit Jx JT

conserve un signe constant malgré les changements de signe de chaque
facteur, comme il arrive dans le cas des lacets imaginés au paragraphe 35
ou de variations alternatives de vitesse à cap constant. Le terme dû à
l'amortissement a un caractère tout différent, puisqu'il ne dépend que de
la différence entre la vitesse initiale et la vilesse finale.

X,Xpa,ô, étant donnés par los équations(5), on trouvera dans les traités
d'analyse l'expression générale de la solution on £ et 6 des équations (U)
et (15) (S 36); cette expression permet d'étudier les déviations balistiques
au cours d'une longue évolution. Si Jx et JT contiennent des termes sinu-
soïdaux, comme il arrive dans une giration, on aura une certaine exagé-
ration des valeurs prises par £ et 0, s'il y a synchronisme entre la période
du compas et ôelle des termes sinusoïdaux introduits dans les équations.

40. Étude* du roulis ffi°). — Le roulis d'un bâtiment peut être assi-
milé à une rotation oscillatoire autour de son axe longitudinal. La période
de ce roulis (de l'ordre 5 à 12") est nettement supérieure à la période propre
de chacun des paramètres X et a, de sorte que l'amplitude Fo du roulis
est du même ordre de grandeur que les valeurs prises par X et a; je con-
serverai donc les termes du second ordre en Fo, X, a, négligeant les produits
de Fo par 6 et par £.

Soit A l'azimut du plan vertical dans lequel se fait le mouvement de

roulis, le cap du bâtiment étant A + - . L'inclinaison du bâtiment étant
supposée donnée par

l'accélération d'un point situé à la distance R au-dessus de l'axe d'oscilla-
tion a, au degré d'approximation convenu, en posant Jo = Rros2, les com-
posantes

(2) Jx = — Jo cos st cos A ; JY = — Jo cos st sin A ; Jz = Joro cos 1$t.

L'accélération Jz n'est pas à retenir, car elle est du second ordre, et,
comme elle ne s'introduirait dans les équations que multipliée par X,0,
ou a, on obtiendrait des termes que j'ai convenu de négliger. J'aurai
donc les équations du mouvement du compas, en remplaçant Jx et JT par
les valeurs (2), dans les équations (12), (13), (14), (15) du paragraphe 36.

Les paramètres £ et 9 variant très lentement, leurs dérivées sont négli-
geables dans les équations (12) et (13). Comme dans tous les problèmes de
petits mouvements troublés par des forces périodiques, X et a présentent
une oscillation libre superposée à une oscillation forcée. Si le roulis est
parfaitement régulier, l'oscillation libre ne tarde pas à disparaitre : l'oscilla-
tion forcée seule subsiste. Celle-ci s'obtient par simple identification.

(60) 0 . MARTIENSSEN, 3 , indique la déviation permanente causée par le roulis.
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L'équation (18) donne pour a une oscillation forcée présentant avec le
roulis une petite différence de phase (p\ si T r désigne la période du roulis,
Ta la période du petit pendule, on a pour cette oscillation forcée de a
l'expression approchée

(3) a
 J

21 est donc très voisin de — - .

L'étude de X est plus complexe, étant liée à l'oscillation du mercure et
de la cuve, on peul supposer cependant une expression approchée de même
forme

(h) X = ƒ s i n A cos (st 4- \f/).

f étant voisin de - , 6 aurait une expression sinusoïdale analogue.

Je remplace a, X, 6X par ces expressions dans les équations en Ç et fl;
j'obtiens deux éijualions linéaires du second ordre à coefficients constants;
si, dans les seconds membres fonctions de /, je remplace les produits de
sinus et de cosinus par des sommes, chacun d'euv devient la somme

de trois termes, l'un constant, l'autre sinusoïdal de période —, l'autre

de période -. L'expression donnant l'oscillation forcée de £ ou de 6 est

donc la somme de trois termes de même forme, l'un constant, les autres
sinusoïdaux; ces deux derniers ne sont pas intéressants, leur amplitude
étant nécessairement très petite; je vais calculer les termes constant £0 et
0o. En identifiant, j'obtiens

(5) TÇ0-itÔ0 = - ^ ^ p £ ( a P +*r&) cos t + ±%mb cos

(6) « M L — ^ ^

Les deux premiers termes en isb de l'équation (5) ont une somme presque
nulle d'après les valeurs approchés de % et de .J\ Les autres termes en

nffb des équations (5) et (6) sont négligeables h côté du terme en «P.
Si le roulis est parfaitement régulier, on voit que k compas présente une

déviation permanente £0, flo, délinie par les équations (5) et (6). 60 est
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d'ailleurs sensiblement nul, et £0 se'réduit sensiblement au terme en aP,
soit, h peu près,

(7) <, —

Cette déviation en azimut est maximum pour un roulis N W - S E. Dans
ces conditions, si la période du roulis est 10', si l'amplitude des oscilla-
tions horizontales du bâtiment à l'endroit où est placé le compas est
0m 70, la formule (7) donne une déviation \oii>ine de 12°-

Pratiquement, le roulis n'a pab cette régularité; dès que l'amplitude,
la phase et la période du roulis se modifient sensiblement, l'oscillation
libre réapparaît, et le compas oscille autour de la nouvelle position
déviée qui correspond aux nouvelles constantes du roulis.

Al. Influence d'une variation «le *ites*e «lu gyro. — Si le
\oltage du courant qui entretient la rotation du gyro \ient à baisser, le
couple moteur ne fait plus équilibre aux résistances passives, et la vitesse
u de rotation propre du gyro diminue, faisant ainsi apparaître un couple
— ]u' de forces d'inertie qu'il y a lieu de joindre aux forces extérieures
dans les considérations qui précèdent. Si Taxe du gyro est horizontal, la
position d'équilibre se déduit de l'ancienne par une simple inclinaison X
autour de OA-, jusqu'à ce que ce couple de forces d'inertie soit équilibré
par le couple que forment le poids et la poussée du mercure. Mais, si
l'axe esl oblique, cette inclinaison ne peut équilibrer que la composante
horizontale de Taxe de ce couple, el c'esl l'aimantation fictive Ô j , <1>',
qui, seule, pourra équilibrer la composante verticale, entraînant, par
suite, une déviation £ définie par

Elle est dirigée vers l'Ouest si la vitesse diminue avec 0 :> o. La néces-
sité de maintenir Taxe rigoureusement horizontal pour éviter ces incon-
vénients est manifeste.

CHAPITRE IV.

ÉTUDE BU COMPAS SPERRY À UN GYROSTAT (1911).

42. Principe. — Étude élémentaire. — Le compas américain
Sperry, avec son pendule auxiliaire stabilisé par un petit gyro (S 29),
constitue un progrès important sur l'Anschiitz 1906. La supériorité de
son principe provient surtout de la manière dont il réagit aux accéléra-



tions perturbatrices. En outre, son dispositif amortisseur est une appli-
cation intéressante de l'asservissement.

Un gyro U3 est mobile autour de son axe de figure CHDS dans une
boîte U2, mobile elle-même autour d'un axe M2N.2 par rapport à un cercle
vertical Ü, (fig. 5); ce cercle est mobile autour d'un diamètre MjN, par
rapport à une charpente U, appele'e croisillon ou araignée (spider), mobile
autour de l'axe MN par rapport a un cercle de cardan Uo, mobile lui-

même autour de l'un de ses diamètres M0N0. Les axes M0N0, MN, MtNj
concourent en un point Ü fixe par rapport au navire; o^VS, M2N2, MilHl

concourent en C. Dans la position d'équilibre du compas, oXkS est paral-
lèle à OX (horizontale iNord), M9N2 à O\ (horizontale Ouest), o)LS est
parallèle à OZ (verticale); M0\n et MN sont horizontaux, l'un parallèle,
l'autre perpendiculaire à l'axe longitudinal du navire.

La boîte U2 porte, en un point o sîtu<? sur lo prolongement de vOLS,
un pendule à longue période ul M0 UÓ (gyro-balistiqne, floaling ballistic, S 29)
stabilise' par un petit gyro, et relié a Uo en o par deux charnières hori-
zontales à angle droit (fig. 2). Le point G est centre de gravité du sys-
tème formé par U2, U3 et la masse du pendule supposée concentrée
en o(61). Ce pendule porte à sa parlie inférieure deux galets: l'un a cou-
lisse dans une gouttière circulaire fixée a la boîte U2; l'autre a\ dans une
gouttière analogue porte'e par un contre-poids (bail) U5 en forme de crois-
sant, mobile autour d'un axe M'2N2 disposé sensiblement dans le pro-
longement de l'axe M2N2. Ce contrepoids exerce sur le galet a une action
F, dans un sens ou dans l'autre, suivant son inclinaison, action qui se
transmet à la boîte U2, par l'intermédiaire du galet a.

">]î Le système U.U, est légèrement surchargé sur une perpendiculaire à D Ŝ et à
M2N,; il sera tenu compte plus loin de cette surcharge. Je la néglige ici.
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Lorsque le cercle Vl tourne autour de la verticale, Taxe M'2N'2 tourne
en même temps de manière à rester toujours dans le plan de Uj-, à cet
effet, il est monté sur un cercle vertical U4 appelé cercle asservi (phantom),
qui, au moyen d'un petit moteur d'asservissement porté par le croisillon U,
suit automatiquement le cercle vertical Uj dans toutes ses orientations, sans
réagir en aucune façon sur lui. C'est ce cercle asservi qui porte la rosé. Le
système UjU^UgWjM^ s'appelle élément sensible.

La position d'équilibre apparent s'obtient en appliquant la loi fonda-
mentale de la mécanique terrestre au système Ujl^UgttjW^ : les forces
extérieures formant un système de vecteurs équivalent à zéro sont les
poids, la lorce F, action du contrepoids sur le galet a', l'aimantation
fictive O, O', et les réactions le long de l'axe M,Nj, que j'élimine en pre-
nant les moments de ce* forces par rapport à ML Nt.

Les poids et la force F ont un moment nul, il en est donc de même de
l'aimantation fictive O, O', c'est-à-dire que Y axe <0\o§ est dans le méridien.

En déplaçant légèrement l'axe W2Y2 par rapport au cercle asservi U4

— ce qui se fait au moyen du cadran Est de latitude — on fait varier la
force F suivant la valeur de la latitude, de manière à assurer l'horizontalité
parfaite de dtè) , dans la position d'équilibre. L'équation des moments, par
rapport à Taxe M2N2, appliquée à l'équilibre du système l ^ U ^ M 2 U 3 ,
montre que le moment de la force F est égal au moment de l'aimantation
fictive :
(1) Fa = - i n e s i n L , (a -=Ca)

d'où la valeur de F qui dépend, en effet, de L.
Je vais étudier les oscillations de ce compas, lorsqu'on le dérange de

sa position d'e'quilibre : Soient £ et 0 les angles (azimut et inclinaison
de oTGS) fixant la position de la boîte Uo, la charpente U étant supposée
rester fixe dans sa position normale (M1N1 vertical). Je supposerai, en
outre, étant donnée la lenteur de l'oscillation du compas, que le gyro-
balistique reste sensiblement vertical et ne réagisse que statiquement sur
la boîte U2.

J'applique le théorème de Résal au système U 1 U 2 U 3 U 1 M 2 M 3 dans l'hy-
pothèse d'une inertie gyrostatique prépondérante (S 24 et note 57, p. 54)
par rapport au point fixe G, et je projette sur la verticale MlNl pour
éliminer les réactions le long de cet axe; le moment de F étant nul,
j'obtiens (cf. § 32) l'équation •

(2) — IQ (sin 0)' = — IHe cos L cos 0 sin £.

Ce même théorème appliqué au système U2U3U5M1M2MJ par rapport
au point C, en projetant sur M2N2 de manière à éliminer les réactions
le long de cet axe et de M'0N'2, donne l'équation (voir notations, S 29,
p. 37)

(3) i n cos 0£' = - Ql sin (0 + *) — « * sin 0-lCls (cos L cos Ç sin 0
-J- sin L cos 0),
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[Q, poids du contrepoids; Z, distance de son centre de gravité g à M2N2;
0 + v , inclinaison du plan défini par M2N2£; v est une constante dont
la valeur est petite; elle se règle au moyen du cadran Est de latitude

S(voir éq. h)]. Cette équalion se simplifie si Ton remplace sin (#+•>?)
par sin 6-\-v cos 0, et <\ Ton tient compte de ce que 6 est nul dans la
position d'équilibre (£'-=0' = o), ce qui donne la condition

(à) Q

L'équation devient alors

(5) If! cos 6 Ç' = - ( Q/ + crb + IÛe cos L cos Ç) sin 0.

Il est facile de montrer l'équivalence des équations (2) et (5) aux équa-
tions (l) et (2) du paragraphe ;V2, à condition de remplacer aP par
Q/ + ^ « Les propriétés qui ont été déduites de ces équations subsistent
donc ici intégralement. Mêmes propriétés du cône décrit par CcX-, qui,
ici, se confond avec o)L8.

Toutes les formules du paragraphe 32 s'appliquent aussi, moyennant
ce remplacement de aP par Ql-^-isb. En particulier, la période des
petites oscillations est

(6)
cosL

Les valeurs numériques de ces quantités sont, daus le système kilog. -
force, mètre, seconde(62^63),

1 = 0,032; £2 = 900(8600 tours/min.); 10 = 28,8;

IQe = 0,002(63) ; Ql + <mh -= 0,8 ; T = 85inin* pour L =* 35°.

A3. Amortissement. — Erreur de latitude. — J'ai
que le galet a, par lequel le contrepoids agit sur l'élément sensible, est
situé dans le plan perpendiculaire en G à M2N2; pratiquement, il est
légèrement décalé vers l'Est d'une quantité ap valant 6mm environ. Ce
décalage suffit pour amortir les oscillations.

Si, en effet, les équations (h) et (5) subsistent sans modification,
puisqu'elles sont indépendantes des actions intérieures au système
U2U3U5M1M2?/3, donc de la position du point de contact it{V5, l'équa-
tion (2) doit, au contraire, être modifiée par l'introduction, au second
membre, du moment de l'action F du contrepoids. Celte action F est
d'ailleurs donnée par l'application de la loi fondamentale de la iné-

(62> D'après Le Compas gyroscopiqur. . . , 9 , el A. BAULF, 1.
(63) Getto valeur de l'aimantation fictive correspond à aoo ooo unités C. G. S., soit

dix fois celle de TAnschutz; il est bon d'ajouter que la mabse à entraîner (ici 45 kilog.)
est plus grande que celle de l'Anschutz (9 kilog. 5).
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canique au contrepoids dont on néglige les forces d'inertie; j'obtiens
ainsi

(8) F a - Q J s i

(9) - ICI (sin 0) = — lue cos L cos 0 sin £ -f Fap cos 9.

Dans le cas de petites oscillations, ces équations s'écrivent

(à) QZ>7 = - I Û s s i n L ;

(5') IQÇ' = - (Q/ + *ri + 10e cos L) 0;

(9') IÛ0' = If}e cos L £ - Q/p (0 + v ) .

Elles mettent d'abord en évidence terreur de latitude présentée par la
position d'e'quilibre : l'hypothèse ô' = £' = o entraine, en effet,

Cette déviation est vers l'Est dans l'hémisphère Nord; elle est due uni-
quement au système amortisseur^.

L'élimination de 6 entre les équations (5') et (o') met en évidence
l'amortissement des oscillations. Si Ton compte £ à partir de la va-
leur (lO) qui correspond à l'équilibre, l'équation donnant sa variation
s'écrit, en effet,

(11) mr + QlpK' + e cos L (QI + trt + IQe cos L) £ = 0.

C'est l'équation d'une oscillation amortie; le facteur d'amortissement
est de Tordre de à X 10 \ donnant un décrément un peu supérieur à 2,
de sorte que l'amplitude de chaque demi-oscillation est environ le tiers
de la précédente <65).

(64) La cause de cette erreur de latitude est très simple : la nécessité, pour assurer
l'horizontalité du compas aux latitudes différentes de zéro, d'une force F, qui , par suite
du décalage du galet a vers l'Est (dispositif amortisseur), a un moment non nul par
rapport à la verticale M , ^ ; c£ moment ne pouvant être compensé que par l'aimanta
tion fictive, uue légère déviation en azimut en résulte.

Cette erreur est quelquefois présentée, sous une forme très obscure d'ailleurs, comme
provenant d'une vague tendance de Taxe 0kS à conserver son orientation dans» l'espace
pendant que la terre tourne, tendance qui produirait un retard [lag) de Taxe sur la
rotation qui l'entraîne. La réalité est plus simple.

Dans le compas Sperry, l'erreur de latitude et l'erreur de vitesse sont corrigées auto-
matiquement par un dispositif ingénieux commandé par deux boutons gradués, l'un en
degrés de latitude, l'autre en nœuds. Ce correcteur déplace légèrement la ligne de foi de
manière à rendre la lecture toujours correcte.

(65) Le cercle asservi est quelquefois présenté comme servant uniquement à décharger
l'élément sensible de ce qui ne lui est pas indispensable, en particulier du contrepoids.
Ce qui a été dit au paragraphe 3 i montre q u e , sans l'asservissement, ton! amortissement



hh. Étude titanen taire tles déviations balistiques et du
roul is (°0>.— Je suppose que ie na\ire qui porte le compas passe des con-
ditions de route (y0, a0) aux conditions (vl,al) : je conserve les nolations et
les hypothèses du paragraphe 35. Sous l'influence des forces d'inertie d'en-
traînement — tnJ, le croisillon U s'incline, Taxe 31 <S du gyro conservant
l'orientation Nord-Sud. Si l'accélération J varie assez lentement, l'axe de
symétrie MJNJ s'oriente sms retard sensible suivant la pesanteur apparente,
s'inclinant de X autour de OX et de y autour de OY :

(12) X = - ^ ; y = A

L'axe M2N2 de suspension de la boîte U2 s'incline de X autour de OX.
Le pendule gyro-balistique, étant à longue période, se meut très lente-

ment vers sa nouvelle position d'équilibre, qui fait l'angle X avec la verti-
cale. Si révolution dure peu, ce déplacement est petit, le principal effet des
forces d'inertie d'entraînement sur ce pendule étant de donner un mouve-
ment de précession au petit gyro. Dans ces conditions, si on néglige le
décalage du galet a' vers l'Est, on voit que l'action F du contrepoids,
s'exerçant dans le vertical de Taxe VOL-S du gyro, lui donne une précession
sensiblement horizontale; c'est ce que montre clairement le théorème de
Résal appliqué au système U J U ^ ^ U J U ^ * ^ avec projection sur ^ N j , puis
au système U2U3MJM.2M3 avec projection sur M2N0. Le moment cinétique
de l'un ou de l'autre de ces systèmes se compose du* moment cinétique IH
du grand gyro, parallèle à OX, et du moment cinétique jco du petit gyro,
sensiblement parallèle à OY.

La vitesse du moment cinétique jco est égale au moment de la force

d'inertie d'entraînement —-art- d'après le théorème de Résal appliqué au
a

pendule. Le théorème de Résal appliqué à l'élément sensible, comme il a
été dit, montre, par suile, l'identité de la \itesse du moment cinétique Ifi

avec le moment des forces F et — i s r i - , ces deux vecteurs ayant mêmes

projections sur NoS (zéro), sur M ^ , et sur M2Nr Les forces F et — tsrft —
étant sensiblement dans le vertical de O)TD8, la vitesse du vecteur ÎQ est
donc sensiblement horizontale, et l'on a, à chaque instant de l'évolution,

(13) 0-0, Ç +
0

s

serait impossible, quelle que soit la position du contact a', puisqu'il ne pourrait y avoir dis
sipahon de l'énergie apparente. D'ailleurs, si le contrepoids était supporté par le cercle
vertical Up le théorème de Résal appliqué au système U1U2USU5M1Î^W3 par rapport
au point G, avec projection sur la verticale, éliminerait les réactions le long de Taxe
Mf,N',, qui seraient alors des forces intérieures, et Ton obtiendrait l'équation (a),
quelle que soit la position du pomt a'. Or, comme on Ta vu, les équations (a) et (5) défi-
nissent une oscillation non amortie.

(w) Voir le compas gyroscopique Sperry..., 9; J. PELUCHON, 1, p. io5.
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F est donné par la loi fondamentale appliquée au contrepoids (équation
des moments par rapport à M2N2) :

(14) rtFcosX + Q / - = = 0 .

Remplaçant danb les équations (13), et les intégrant pendant toute la
durée de l'évolution, j'obtiens approximativement la déviation

Cette déviation amène le compas dans la position qui correspond aux
nouvelles conditions de route (v{^al) (S 30), si Ton a

R 112
g (Q/ + Tsb) e cos L

Toute déviation balistique est donc supprimée, si la période du compas est cède
du pendule de longueur R (55 minutes). Il est juste de retenir que cette con-
clusion n'a lieu que moyennant les approximations indiquées ci-dessus. En par-
ticulier, le galet a est supposé rester dans le vertical de Taxe O)TDS. Or,
d'une part, le disposilif amortisseur (décalage de a' vers l'Est ) a une cer-
taine influence comme dans le cas de lWnschut/ ; d'autre part, si l'évolution
n'est pas de courte durée, le galet a' quitte la verticale i)T?-S, entraînant
une variation de l'inclinaison 6 pendant révolution, et, par suite, une dé-
viation consécutive en azimut. Malgré ce* réserves, l'amélioration introduite
par le dispositif Sperry est très réelle (voir S 53).

Cette amélioration est manifeste, lorsqu'on étudie le roulis. Dans ce cas,
l'accélération perturbatrice J a une orientation fixe et une variation sinus-
oïdale. Un roulis Est-Ouest agit peu sur les indications d'un Anschùtz ou
d'un Sperry : le compas obéit au roulis sans réagir, puisque cette oscillation
ne tend pas à modifier l'orientation de l'axe du gyro.

Un roulis Nord Sud a peu d'action, car les forces d'inertie — mix ont
seulement pour effet une précession alternative du gyro vers l'Est et vers
l'Ouest,et, comme la période propre du compas est beaucoup plus longue
que celle du roulis, l'amplitude est insensible.

R n'en est pas de même pour un roulis oblique par rapport au méridien:
soit, par exemple, un Sperry placé sur un navire faisant route au NE.
Le roulis a la direction NW-SE. Sous l'influence des forces d'inertie —mJ,
le croisillon oscille au roulis, mais l'axe M2N0 de suspension de la boite du
gyro oscille parallèlement au vertical EW (YOZ), car l'axe du gyro con-
serve sensiblement sa direction OX. Cette oscillation du croisillon, et, par
suite, celle de M2NO sont, à peu près, en phase avec le roulis, le croisillon
ayant une période beaucoup plus courte que celle du roulis

Les forces - ml appliquées au contrepoids sont, dirigée* vers le Nortl
quand le navire s'incline sur bâbord, vers le Sud quand il s'incline sur
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tribord. Le contrepoids exerce donc sur la boite du gyro une force supplé-
mentaire qui donne au moment cinétique, d'après le théorème de Régal,
une vitesse w perpendiculaire à la droite qui joint le centre C au galet a',
alternativement vers l'Est et vers l'Ouest.

Je suppose que le contrepoids agisse directement sur la boîte Uo , a étant
fixe par rapport à U^; il est évident que la vitesse du moment cinétique,
tout en étant dirigée alternativement vers l'Est et vers l'Ouest, est alors
toujours dirigée vers le bas, de sorte que l'extrémité i9ï3 du compas s'abaisse,
diminuant l'action du contrepoids quand le navire s'incline sur tribord,
l'augmentant quand il s'incline sur bâbord, tfli poursuit donc son mouve-
ment de descente en déviant vers l'Est. L'aimantation liclive intervient
alors, pour atténuer le mouvement de descente. Il devient intuitif' que le
compas oscille autour dune nouvelle position d'équilibre déviée horizon-
talement et telle que la vitesse du moment cinétique due à l'aimantation
fictive compense exactement la moyenne des composantes verticales de la
vitesse due aux forces d'inertie d'ontraînemerit du contrepoids.

C'est ainsi que se comporterait le Sperry s'il n'y avait pas de pendule
gyro-balistique, c'est ainsi que se comporte l'AiisrliiiU (comparer S 40).

La présence du pendule gyro-balistique permet au galet a de rester
dans le vertical p)tcS, si In période de ce pendule est longue par rapport
à celle du roulis; la vitesse w, due à l'action F du contrepoids et à la force

d'inertie Jx du pendule est alors horizontale, et toute tendance du

compas à dévier vers l'Est disparaît. Les inconvénients de l'oscillation du
pendule sont atténués si on peut le faire osciller eu quadrature avec le
roulis. Dans ce cas, l'inclinaison de l'axe OtrS pendant chaque quart de
période est compensée par une inclinaison égale et de seps opposé pen-
dant le quart suivant.

Dans ie raisonnement précédent, l'inertie du système cercle vartical-
boîte n'a pas été considérée; or, au roulis, son influence n'est pas négli-
geable. Dans l'Anschutz, le flotteur oscille autour d'un axe parallèle à l'axe
du gyro, a\e principal d'inertie au point fixe Û, de sorte que la vitesse
de son moment cinétique en 0 est portée par cet axe. Les composantes
suivant OY et OZ de la vitesse du moment cinétique du système, llotlçur-
gyro sont donc dues uniquement au changement d'orientation du moment
cinétique Ifl du gyro, el los formules (6) et (7) du paragraphe 3o sub-
sistent sensiblement.

Dans le Sperry, le cercle vertical a un mouvement plus complexe : la
charnière M^Nj oscille sensibimnen! dans le plan vertical du roulia, tandis
que la parallèle issue de 0 à !a charnière Mt)\ , oscille dans le vertical E-W.
Les notices (note M, p. (>) attribuent l'influence de l'inertie de ces
organes aux lorres d'inertie cenLri luges des éléments dans une oscillation
qui aurait lieu autour de Taxe longitudinal du navire : cette influence
se représenterait donc par des ternie» contenant les seules dérivées pre-
mières X', y'; la réalité e 4 moins simple, In rotation du cercle vertical
m ^'effectuant pas autour d'uu axe lue, L'étude faite au paragraphe kS
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montre que cette influence se représente non seulement par des termes
contenant X' et 7', mais par des termes de môme importance contenant
aussi les dérivées secondes.

45. mise en équation» plus précise. — Soit A-f-l'azimut de

la charnière M0N0 autour de laquelle tourne l'anneau Uo de Cardan. Cette
charnière se confond, par exemple, avec la ligne de foi du navire. En fai-
sant tourner le tnèdre OXYZ de l'angle A aulour de OZ. puis de l'angle f*
autour de la nouvelle position de OY, j'obtiens des axes principaux
d'inertie de l'anneau; un<» nouvelle rotation de Tangle v autour de la nou-
velle position MN de OX donno des axes principaux d'inertie OX'Y'Z' du
croisillon. A est uni, \L et v sonl nuls dans la position d'équilibre; {i et v
restent petits dans ce qui \a suivre.

L'introduction provisoire des paramètres p el v est utile, mais il y a
intérêt, à cause de la valeur finie de l'ongle A, à les remplacer par les
paramètres £ , 7 , X, qui définissent, par la méthode habituelle (§ 26), un
tnèdre auxiliaire OX'Y'Z'', déduit du tnèdre OXYZ' par une rotation de
l'angle — A autour de OZ'. Ce trièdre se confond a\ec le tnèdre de réfé-
rence OXYZ, lorsque p et v sont nuls: il n'eut lié au croisillon que
lorsque A, c'est-à-dire le cap, reste confiant.

Les relations entre £ , 7, X d'une part, et A , p , v d'autre part, sont

(l) £ = (Xv — /ùty) ; (JL = y cos A — Xsin A; r = ysin A + Xcos A,

si Ton se borne, comme dans les études précédentes, aux termes du second
ordre en (À et v, ou, ce qui revient au même, en 7 et X. On voit que % est
du second ordre.

Je rapporte la position des organes du compas à ce trièdre auxiliaire
OXT'Z". Une rotation de l'angle £ autour de OZ" (ou M ^ ) donne le
Irièdre principal du cercle vertical \]{ ; une nouvelle rotation de l'angle 6
autour de MON2 donne le trièdre principal de la boîte Uo. Une rotation de
ce dernier trièdre, de l'angle a autour de son axe des x (ou «SL-S), donne
en direction le trièdre principal du pendule u}, lequel trièdre, par une
rotation de l'angle /3 autour de son axe des z (soit w2w0) donne enfin le
•trièdre principal de la boite M., du petit gyro. Je poserai OC=e,oC = A.

Le trièdre principal du cercle asservi U4 se détermine, par rapport au
Irièdre auxiliaire, au moyen d'un angle £ analogue à l'angle £ servant à
la détermination du cercle vertical. Une rotation de l'angle ^ + ^ autour
de Taxe M2N'2 donne un trièdre dont le plan des yz contient le centre de
gravité du contrepoids L5; ce trièdre est lié à U5; rj est la constante à
laquelle se réduit (p-\-y dans la position d'équilibre (voir S A2).

La position du système dépend des paramètres 7, X, £, 0, a, /3, £, sans
compter les angles de rotation propre des deux gyros. A est une fonction
donnée de t, qui se réduit à une constante, si le navire conserve sou cap.
X est, par suite, fonction de 7, de X et, peut-être de / (éq. l). <£> est une
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fonction des paramètres précédents, qu'on obtient en exprimant que le
centre du galet a' est situe dans le plan de chacune des deux gouttières
circulaires dans lesquelles il se meut. J'obtiens ainsi, en négligeant le
troisième ordre,

(2) ç_tf_(Ç_g)(._p)

(p est l'angle constant dont le galet à est décalé vers l'Est pour réaliser
l'amortissement; § A3).

J'appliquerai les équations de Lagrange des systèmes asservis (S 15). La
liaison d'asservissement s'exprime par l'équation

(3) Ç Ç = 0;

les déplacements annulant le travail virtuel des l'orces de liaison de
deuxième espèce sont ceux qui vérifient la relation

comme, d'autre part, les déplacements virtuels à considérer doivent lais-
ser (, et, par suite, A invariables, cette condition se réduit à

(4) #=0.

On se trouve ainsi dans 1P cas particulier défini au paragraphe 9 ; le
mouvement sera défini par l'équation d'asservissement jointe aux équa-
tions de Lagrange correspondant aux paramètres y, X, £ ,0 ,a , /3 , et aux
équations qui expriment la constance de la vitesse de rotation des deux
gyros.

J'observerai, dans ces calculs, le même degré d'approximation que dans
le cas de l'Anschütz (S 36). Je conserverai les éléments susceptibles de
donner, dans les équations définitives, des ternies du premier ordre par
rapport aux paramètres. Lorsque J sera dilierent de zéro, je conserverai
en outre, dans ces équations, les termes du second ordre en J, X,y, a, /3,
négligeant les produits de ces quantités par les déviations en azimut et
en inclinaison du grand gyro, et, par 1rs dérivées des déviations en azimut
et en inclinaison du petit gyro, puisque son orientation varie lentement.

Or, les composantes l, V, W du vecteur unitaire porté par l'axe du
graud gyro, suivant les a\es de référence, et les composantes u, 1, w du
vecteur unitaire porté par l'axe du petit gyro sont données par les formules

(5)
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Je considérerai donc £ ,y + 0>^' + <x',/3' comme petits, par rapport à
y et X, et négligerai leurs produits par X et y.

Dans les girations, l'accélération normale a pour valeur vA', si v est la
vitesse du navire; A' est donc du même ordre que J. Si la vitesse varie

A"
au cours d'une giration circulaire, l'accélération tangentielle est v' = v —,;

A" est donc de l'ordre de J2. Je n'envisagerai pas le cas d'une variation de
vitesse sur une trajectoire quelconque.

La force vive de l'anneau Un est
n

(6)

Celle du croisillon, y compris la masse des autres organes asservis ou
non, concentrée au point C, est

(7) A(, ' - A » 2 + B(p'+ ù!vf f C(A'- tx'vf.

Dans ces deux expressions, [i et v seront supposas remplacés en fonction
de X et de y à Taide des formules (l).

Pour avoir la force \ive du cercle vertical, je dois ajouter la force vive
de son mouvement autour de C (théorème de Koenig), soit

(8) A, (X'+ Zy?+ B.fr'- \%Y+ C^'-f r- \yj.

Pour avoir la force vive du système formé par la boîte U2, le gyro U3 con-
centré en son centre, le pendule gyro-balistique concentré en 0, ce qui
conslitue un système de rentre de gravité C et la surcharge (voir note 61,
p. 60) de la partie inférieure de Uo, que je représente par un corps de
poids/; fixé à la distance a de G, je dois adjoindre, d'une part, la force
vive du mouvement de tout ce système autour de C,

(9) A2(X'- Ky- CO) 2 +B,(ö '+y ' -X^f + C 2 (C+ X ' -Xy ' -X 'Ö) 2 ,

et, d'autre part, l'expression 2 M ( V 0 - V J [S 27J relative à la surcharge,
soit

(10) 2^[y'(0-+y')+X'(X-#)'l.
Ö

Pour avoir la force vive du gyro dont je représente la vitesse de rotation
propre par ¥ ' , je dois adjoindre la force vive du mouvement autour de
son centre de gravité, soit

(11)
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Pour avoir la force vive du système U^U5 (cercle asservi, contrepoids),
je dois ajouter, d'une part, la force vive de leur mouvement autour de C,
soit

(12) A4(X'+ &f+ Kir'- xïT+ c4(?+ i - V)2

+A5[X'+ &-

et, d'autre part, l'expression de la forme 2M (V0-t>fl) du paragraphe 27,
soit

(14) 2 |

Pour avoir la force vive du pendule gyro-balistique avec la masse de son
gyro U2M3 concentrée en son centre c, je dois adjoindre la force vive de ce
système dans son mouvement autour do o, soit

et, d'autre part, l'expression

(16) 2-e[X'(a+X-ÇÔ)'+/(fl+y+Çy]+2
fi1 8

Pour avoir la force vive du petit gyro u3 avec sa boîte «2, je dois adjoindre
la force vive de leur mouvement autour de c, soit

(17) (ol+fls)(«

\|/' désignant la vitesse de rotation propre du petit gyro(67).
J'évalue le travail virtuel de la pesanteur apparente en supposant les

poids apparents de la surcharge, du contrepoids et du gyro-balistique
transportés, les deux premiers en C, l'autre on o; si II est le poids total,

(°7) Dans le système d'unités industrielles kg force, mètre, seconde, tsb est de Tordre de
o , i5 ; « , vitesse de régime du petit {\)vo = 700, jo> est de l'ordre de 0,0a à o,o3; la
période propre du ^ r o balistique esL de ia à i5 (noie 6u et mesures grossières sur un
échantillon).
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/ la distance du point fixe O au centre de gravité du système (compte
tenu de ce transport de masses) ce travail est la différentielle de l'expression

J'y ajoute le travail des couples introduits par cette translationt soit U
différentielle des expressions

(21)

Le travail de l'aimantation fictive est la différentielle de

(22) - IQe a» L [(-^±^ + J] + Kîe sin L(X£ - y - 0).

Le travail de l'action du ressort est de la forme

(23) -(fcjS + fc^J/S,

en tenant compte de son amortissement propre.
Enfin, je suppose que des résistances passives s'opposent à la variation

de X et de y ; leur travail virtuel est de la forme

(24) -my'fy-nXSk.

Dans celle des équations de Lagrange qui correspond au paramètre y,
figure un teime en i n ( £ ' - f ~ X + ' ')» c e m ^ m e terme figure dans l'équa-
tion correspondant à 6: je retrancherai donc ces deux équations; je ferai
de même disparaître JCJ en retranchant les équations correspondant à X et
à a; j'obtiens ainsi, en posant

(25) ^ = A + A I + A a + A 4 + A 6 + a e ^ ± a ; i)b=B0+B + B1+B4,

les deux équations

(26) a(V+my'-X'A'(B0+C)+(A-B-B0)(/sin2A+X'sinAcosA)'
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(27) ^r+flX'4y'A'(B0+C)+(A-B-B0)(ysinAcosA-X'sin2A)'+-e(X"+<x')

Elles font connaître X et 7 en fonction de t, si Ton remarque que les
termes en y"-\-&', X"-fa" et I£!esinL£ sont tout à fait négligeables vis-
à-vis des autres.

Ces équations se simplifient, si l'on réalise l'égalité des moments d'inertie A
et B + B0; elles se réduisent alors à

(28) 1) V + *y ' - *'A'(B0+ G) = Il/(£ - y ) ,

(29) cH.

Lorsque le navire conserve son cap ( A ' = 0 ) , on voit que X et y
oscillent indépendamment. Dans une giration circulaire, l'oscillation libre
de chacun de ces deux paramètres est la superposition de deux mouve-
ments sinusoïdaux amortis öjant pour périodes les périodes propres de X
et de y légèrement modifiées.

Pour écrire les autres équations de Lagrange commodément, j'intro-
duirai les paramètres V, \V, u, w. définis par les équations (5) et (6). Les
termes gyrostatiques qui figurent dans les équations relatives à £, 0,
a, ]8 sonl respectivement

IQ(Wf—XV'J+^w' + yu1); ïû(Vf+XW#)+j»Xw'; jW; jww'.

11 est naturel de combiner ces équations de manière a isoler V', W' u', w',
surtout en vue de l'étude des perturbations. Je multiplierai donc ces équa-
tions par 1, X, —y, 1, et les ajouterai : j'isolerai ainsi W'; puis je
multiplierai la première par —X, la seconde par 1, et je les ajouterai :
j'isolerai ainsi V'; enfin, je conserverai les deux dernière^; j'obtiens ainsi
les quatre équations

(30)
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( 3 2 ) ( « 1 + f l a ^ ^

( 3 3 )

où j'ai posé

(34) i ( î > 1 = ,

(35) ^ = QZ _[_ -crfc _)_ fljo ; T==IjQecosL; <r = Iïîe sin L.

46. Équilibre et oscillation libre. — La position d'équilibre
s'obtient on annulant les dérivées et l'accélération J. Si Ton s'impose la
condition 0 = 0, on retrouve les équations (h') el (10) du paragraphe 43.
En comptant £ à partir de la valeur qui correspond à l'équilibre, ou, d'une
manière plus précise, on déplaçant légèrement l'axe O \ de la quantité
constante — p (g fi, je supprime les termes constants de ces équations.

Pour étudier l'oscillation libre, je négligerai l'inertie non gyrostatique,
qui, comme on l'a vu pour l'Anschutz, a peu d'influence. J'obtiens ainsi,
en remarquant que V, \V, u, w valent alors respectivement £, — ô,
— /3 - £, a , los équations buivantes, où T est négligé devant'1\

(36) \n&= QI(OLV - pÔ) + T£ - *jS - ^ /

(38)

(29)

dont l'équation caractéristique est

(40) (I2QV+ Qlplür + T $ ) ( / W + ^

La première parenthèse a les racines rx et r2 que donne la théorie élé-
mentaire négligeant l'influence du gyro-balistique; les racines r3 etr4 de
la seconde parenthèse correspondent à Toscillation propre du gyro-balis-
tique (S 29). L'équation elle-même s'écrit

(41) (r-r1)(r-r ï)(r-r8)(r-

eu posant

(42) f*PQ2=$* i ; jur^-Qh-*; * , r « — * •



jfjt étant très petit, deux racines r\ et r'2 de cette e'quation sont voisines
de r*j et r0 ; les deux autres sont voisines de r3 et r4. Leurs développements
suivant les puissances de [i donnent, pour les premiers termes, en négli-
geant r, et r2 devant r3 et r^ÙS\

et deux formules analogues pour r2 et r'4.
Le facteur d'amortissement de l'oscillation longue est

en le comparant à — r 2, on vérifie que la présence du gyro-balistique

n'influe qu'insensiblement sur ce facteur. Suivant le signe de la latitude
et le sens de rotation du petit gyro, ce facteur est augmenté ou diminué
d'une quantité négligeable n'atteignant pas 10 ^ de sa valeur (voir note 67,
p. 70, et 8 42). La période est augmentée ou diminuée, suivant les signes
de L et de w, d'une quantité n'atteignant pas 10 ^ de sa valeur. La modi-
fication des racines r'3 et r.x est insignifiante aussi.

Il est intéressant de remarquer incidemment que F asservissement ne
contribue on rien à l'amortissement du gt/ro-balistique. Si même son amortisse-
ment propre était nul, on vérifie sur los équations (13) <|iie les racines r3

et r\ représenteraient une oscillation divergente lorsque L et co sont de
signes différents.

/|7. Calcul «les amplitudes. — Les calcul des amplitudes des
diverses oscillations donne nettement l'aspect du mouvement; dans Tétude
des déviations balistiques, il permet aussi d'apprécier l'importance des
oscillations qui suivent la perturbation.

Lorsqu'on substitue à 0, £, a, /3, des expressions exponentielles de la
forme

on trouve pour déterminer 0 , Z, A, B quatre équations linéaires homo-
gènes. La condition de compatibilité s'obtient en annulant le déterminant D
des coefficients : c'est l'équation caractéristique (40). La théorie de ces
équations montre que les valeurs de 0 , Z, A, B sont proportionnelles aux
mineurs correspondant aux éle'ments d'une même ligne de D, ces mineurs
étant affectés de signes alternés.

(68) Le calcul des limites (E. GOURSAT, Cours d'analyse mathématique, Paris, 1900,
t. I, p. /i/17) appliqué au développement de ces racines, montre que la convergence est
largement assurée pnr la valeur numérique de fi.
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Les coefficients 0 p Z p A2 , B p correspondant à la racine r\ sont ima-
ginaires conjugués des coefficients 0 2 , Z 2 , . . . correspondant à la ra-
cine r2. Les amplitudes initiales sont v / Q ^ o - . V/Z]Z2, . . . . Utilisant les
mineurs des éléments de la première l igne , et négligeant r\, r2 devant r'3,
j'obtiens, comme quantités proportionnelles, sensiblement

On vérifie sur ces nombres que l'amplitude de £ vaut environ vingt-cinq
fois celle de 0; l'amplitude de a est une faible fraction de celle de 0; celle
de jS est encore beaucoup plus petite.

Pour les amplitudes des oscillations correspondant aux racines r3 et r4,
les mineurs des éléments de la troisième ligne sont plus commodes, ils
donnent comme quantités sensiblement proportionnelles aux amplitudes
de 0, £, a, /3,

(*5) ; v

On vérifie que les amplitudes de £ et de 0 sont beaucoup plus petites que

celles de a et de j3, le rapport de ces deux dernières étant i —

Kn résumé, la variation de £ et de 0 est due presque exclusivement
aux racines r\ et r2; celle de a et de /3, aux racines r'3 et r'ft, ce qui justifie
les résultat* donnés par la théorie élémentaire, a reste très petit, si h est
petit, de sorte que le pendule reste presque vertical. Une grande valeur
initiale de a amènerait des perturbations, car l'amplitude de /3 serait
grande et le gyro pourrait venir heurter ses butoirs.

48. Dotations balistique». Roulis. — J'étudie d'abord l'in-
fluence du roulis, qui montrera mieux les conditions que doit remplir le
compas; je supposerai ensuite ces conditions remplies dans l'étude de
déviations balistiques.

Je conserve les notations et les hypothèses du paragraphe 40; j'applique
la méthode aux équations actuelles (28) à (33); A' étant nul, les équa-
tions (28) et (29) montrent que X et 7 oscillent indépendamment, présen-
tant, si le roulis est régulier, les oscillations forcées

(46) y = (?cos Acos(sJ-)- (f); X== Psin Acos(sJ-)-^);

— G et ƒ étant voisins de -•

Les équations (32) et (33), où l'on peut confondre u' et — /S% Ç variant̂
très lentement, et où l'on peut négliger les termes non gyrostatiques des
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premiers membres, donnent pour j3 et pour \-\-a une oscillation forcée
de iaible amplitude si la période propre du pendule est longue par rapport
à celle du roulis, ou d'amplitude appréciable, dans le cas de deux périodes
du même ordre de grandeur, mais fortement décalée, si l'amortissement
propre du ressort est grand.

L'oscillation forcée de X + a est de la forme

(M) X-f-a = vv = wsin A cos(sf-|-Jt)> (w—const.)

wcos^ étant petit, si les conditions indiquées sont réalisées.
Les équations (30) et (31) donnent alors, pour définir la déviation per-

manente, les équations

sii

(48)

sin A eus A

Dans la première de ces équations, j'ai négligé les termes en xJPÇj*,
T^2 , T^2, dont l'influence e6t insensible : dans l'exemple numérique indiqué
au paragraphe 40, leur influence sur Vo serait do l'ordre de deux minutes.

Le premier terme de l'expression de Vo est important, niais il est facile
de le faire disparaître en imposant aux moments d'inertie la condition

(49) A1 + AS + 2 Ï « ~ B 1 .
a

C'est le but des poids compensateurs réglables fixés au cercle vertical pour
réaliser l'égalité de ces moments d'inertie.

Le deuxième terme représente l'influence do l'oscillation du pendulo
gyro-balistique; il est proportionnel a ircosjt; " ('st petit, si la période
du pendule est beaucoup plus longue que celle de la houle, mais, s'il peut
y avoir synchronisme, ce terme prend une valeur importante; dans le cas
d'un amortissement notable du pendulo, ce maximum est moins considé-
rable, mais il dépasse cependant T, valeur correspondant a ce que donnerait

un Anschùtz; il est donc indispensable que la période soit beaucoup plus
longue que celle de la houle. La période indiquée (12 à 15S) semble nette-
ment insuffisante. Quant à la surcharge /;, son utilité n'apparaît pas au
degré d'approximation admis. Le produit ap ayant la valeur 0,017, son
influence est, d'ailleurs faible : dans l'exemple numérique défini au para-
graphe 40, la déviation qu'il entraîne serait, en effet, inférieure a 10 mi-
nutes. Elle ne peut être utilisée pour compenser le premier terme ou le
deuxième qui varient avec s, donc avec la période du roulis, elle ne peut,
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pour cette même raison, compenser aucun terme contenant en facteur des
moments d'inertie. Elle ne peut être utilisée que pour compenser des termes
provenant des forces données ou d'inertie d'entraînement qu'une approxi-
mation plus serrée ferait apparaître, à condition qu'ils varient comme
sin A cos A avec l'azimut du roulis.

En résumé, on voit, que, sous certaines conditions de réglage et de
construction, ce compas peut constituer un progrès important sur l'An-
schiitz. Coci suppose, bien entendu, que l'amplitude du roulis» soit assez
faible pour justifier les approximations précédentes et que le galet a se
meuve librement le long de Uo, sans se coincer.

J'aborde le problème des démâtions balistiques, les poids compensateurs
étant supposés convenablement réglés. J'applique la méthode du para-
graphe 39 dont je conserve les hypothèses et les notations : /2 désigne
l'instant où X, y, a, (2 et leurs dérivées premières ont retrouvé la valeur
zéro. Je supposerai que ce temps soit suffisamment petit par rapport a la
période du compas pour que V et \Y aient peu varié. Des conventions que
je viens de faire résultent les égalite's

(50)

Dans l'équation (30) multipliée par dt et intégrée dans l'intervalle (0,f2)
apparaît alors, au premier membre, le ternie

(51)

montrant que l'influence des poids compensateurs se fait sentir ici : leur
réglage supprime ce ternie.

Les équations (30) et (31) intégrées de 0 à *2 donnent, en tenant compte
de ce réglage, et utilisant l'équation (33),

(52)

(53) tfUV = $ ^ .
V ' g

J'ai négligé dans l'équation (52) le ternie a-1 (a -)- X)dt, dont la valeur est
insignifiante. ^

Ces équations sont d'accord avec la théorie élémentaire dans l'hypothèse
d'une perturbation de durée suffisamment courte pour quea-j-X n'ait pas
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le temps de prendre de valeur appréciable; dans celte théorie, en effet, la
surcharge p et l'amortissement (coefficient p) ont été négligés. L'équa-
tion (58) montre que la déviation en azimut à l'instant t2 (ou a l'instant tt)
est annulée, si la période du compas est celle d'un pendule ayant pour
longueur le rayon de la terre.

L'équotion (52) montre que, le lerme du à l'amortissement dans l'ex-

pression de <$W est le produit de- * par le double du facteur d'amortisse-
ment; à amortissement égal, c'est la même chose que pour l'Anschiitz. Ce
terme est indépendant de la rapidité avec laquelle s'effectue le changement
d'allure.

Si la durée de la perturbation ost plus longue (comparable à la période
du gyro-balistique), il est indispensable de tenir compte des valeurs prises
par X 4- a.

Je suppose qu'il s agisse d'une variation de vitesse à cap constant, avec
une accélération constante J

(54) Jx = —JsinA; JY = JcosA.

Les équations (32) et (33) donnent les \aleursde w et de j8, dont je peux
confondre la dérivée avec — u'. Négligeant les forces d'inertie non-gyrosta-

tiques, w s'obtient en ajoutant à cos A une expression sinusoïdale

amortie; sa variation est représentée ci-contre (fig. 6).

L'intégrale I - (a-\-X)<Ü qui figure dans l'expression de Ifll̂ W avec le

coefficient (QZ-f-^i), et donne l'influence de l'obliquité du gyro-balis-

tique, est le produit de-x = sin A par l'aire couverte de hachures. 11

est manifeste sur la figure que cette intégrale est une fraction inférieure à

l'unité de l'intégrale— I 2-L^dt, qui serait représentée par l'aire du rec-

tangle OA^Bj multipliée par -• Cette fraction est d'autant plus petite

que la période du gyro-balistique est plus longue el son amortissement plus
grand. Sa valeur comparée à l'unité donne une appréciation précise du
degré de supériorité du Sperry sur l'Anschùtz. Le terme lui-même est pro-



— 79 -

portioimei à sin A cos A; il est maximum lorsque la route fait un angle de
45° avec le méridien.

Je vais étudier le coefficient de ap dans l'équation (52), non pas tant
pour le Sperry (single-gyro) lui-même, que pour le Sperry (twin-gyro) où il
se retrouve et pour l'Anschtitz 1906 (§ 39) où se retrouve un coefficient
analogue.

Si les équations (28) et (29) donnenl à X et à y la même période T et
le même facteur d'amortissement fc, on peut poser

(55) X^ÇcosA, y~*<psinA,

(p étant cjonné par l'équation

(56)

Je multiplie cette équation par dt et je l'intègre de 0 à tx\ puis de 0 n *2,
après Tavoir multipliée par dt. (pdt ou d(p, t{ désignant le moment où
cesse l'accélération, (2 le moment où (jJ et p ont repris la valeur zéro.
J'obtiens

En remarquant que les deux intégrales I $d§>' et I Ç>'d(p ont une somme

nulle I d((p(p'), j'obtiens

(̂ ette intégrale multipliée par sin A cos A représente le coellicient de ap.
On voit que l'amortissement optimum de X et de y correspond à un décré-
ment fcT*=7r. Mais c'est surtout le dernier terme de ce cocilirient qui est
important, de sorte que le coefficient de ap a sensiblement la même valeur

que si X prenait immédiatement la valeur— cos A, quand l'accélération

s'établit, et revenait immédiatement à zéro quand l'accélération cesse.
L'influence de ce terme en ap est donc à peu près inversement propor-
tionnelle à la durée de la perturbation. Elle est d'ailUmrs faible, la
surcharge p étant petite.

Soit une giration; je suppose que le rayoa tm soit assea grand pour que
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X' et y' puissent être considérés comme petits et [tour que l'on puisse
écrire

(59) Jx-= — JcosA, JY = —JsinA,

(60) X = -T = -s inA; y= -•= cosA,
V ' g g / g g

J désignant une constante vA'.
L'équation (52) donne la valeur de ^W; le terme en p n'est pas suscep-

tible de superposition, il oscille, sa valeur ne dépendant que de Svx. Je
suppose la giration prise rapidemenl, l'accélération passant de la valeur
zéro à la valeur J. Perdant ce petit intervalle de temps. X et 7 rejoignent
en oscillant les valeurs (60).

Le terme en ap de l'expression (52) donnant I£!<£W a pour coefficient

(61) ƒ ' £ sin A cos A dt = ^ (sin2 At - sin2 Ao) ;

cette expression est sinusoïdale pour une giration continue; mais, si l'on
change le sens de la giration toutes les fois que sin A ou cos A atteint la
valeur zéro (lacets définis au paragraphe 35), la valeur de cette intégrale
augmente constamment entraînant une déviation systématique du compas,
faible d'ailleurs ici puisque/?est petit.

Les e'quations (32) et (33) donnent pour X + a et ]8 une variation re-
présentée par un terme sinusoïdal amorti dont l'influence ne se fait sentir
que pendant les premières quinze ou vingt secondes, et un terme si-
nusoïdal de la forme

(62) wl cos A + w2 sin A

pour ce qui est de X-f-a.
Le coefficient de Ql-\- tsfb dans l'expression de fO^W (éq. 52) contient

l'intégrale de 0 à t2 ou, ce qui revient au même, de 0 à tx de l'expres-
sion (62) multipliée par cos A dl; on voit donc que le terme en wo donnera,
au cours d'une giration continue, un terme oscillatoire, dont l'influence
est, par suite , limitée; le terme en wl donne une intégrale qui croît con-
stamment entraînant une déviation systématique. Lorsque l'accélération
disparaît, un terme sinusoïdal amorti apparaît encore, dont l'influence est
momentanée. Le coefficient u?1 serait petit, si la période du gyro-balis-
tique était longue, grand, s'il y avait synchronisme entre cette période et
celle de la giration, mais généralement la période de la giration sera plus
longue et wx sera petit; l'amortissement influence alors défavorablement
ce terme en wv

Ce qui précède suffit à montrer que le Sperry présente un avantage in-
contestable sur l'Anschiitz 1906, mais ne résout pas encore la question des
déviations balistiques et du roulis.
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49. Remarque . Les inconvénients matériels et théoriques du
pendule gyro-balistique ont été souvent signalés. Le dispositif Harrison-
Rawlings (§ 50) permet d'en éviter une partie. Peut-cire serait-il possible
de les éviter par une autre méthode? Au lieu de stabiliser sur la verticale
un appareil faisant parlie de l'élément sensible, peut-être y aurait-il in-
térêt à stabiliser un appareil S indépendant du compas? Cet appareil
donnerait ainsi la verticale à bord, par roulis. Un galet destiné à établir
la liaison Ll.U^ se déplacerait le long du contrepoids en prenant appui sur
lui; son mouvement serait asservi à S de manière a maintenir le galet à
la distance constante de 6 millimètres du point le plus bas du contre- poids.

Les accélérations dues au\ variations du cap ou de la vitesse viendraient
influencer le système S. Peut-être serait il possible d'imaginer un deuxième
système S' réagissant en sens contraire, de telle manière que la verticale
vraie soit, par exemple, constamment la bissectrice des verticales acci-
dentellement déviées?

La rosé du compas Sperry est portée par le cercle asservi, ce qui lui
donne un petit tremblement nuisant à la précision de la lecture. Il semble
qu'il soit possible de la faire porter par le cercle vertical dont la position
n'est pas affectée par ce tremblement.

50. Modification Harrisoii-Raiwliu^ (Sloiigh). Principe («*).
— La commission d'étudesde l'Amirauté anglaise à Slough a imaginé une
modification du Sperry destinée à supprimer le gyro-balistique, à cause
de ses inconvénients. En outre, le Sperry présentait l'inconvénient d'avoir
une période fonction de la latitude. Or, comme on l'a vu dans l'étude des
déviations balistiques (§48), il } a intérêt à donner à cette période une
même valeur. Le contrepoids liquide utilisé dans le dispositif Slough pré-
sente l'avantage de permettre le réglage de la période, en immobilisant
une partie du liquide variable avec la latitude.

Ce contrepoids du Slough est constitué par un système U5 de deux
vases communicants situés dans le vertical ,>Ĥ S. Ce système est porlé
par le cercle asservi; il est suspendu au même fixe M', Y, que l'ancien
contrepoids. Deux kilogrammes de mercure les remplissent. Un bras porlé
par le vase Nord vient s'appuyer sur la boite L)o au point où s'appuyait le
galet a de l'ancien Sperry. U5 à vide se trouve en équilibre indiffèrent autour
de M2N2; le centre de gravité du mercure est assez haut pour que le con-
trepoids ainsi formé soit en équilibre instable. Si donc Taxe du gyro s'incline,
le liquide se porte de ce coté, et son poids tend à exagérer le mouvement.
On se rend compte facilement, par le raisonnement élémentaire du para
graphe 42, que la position habituelle du gyro est instable. Un deuxième
élément d'instabilité est nécessaire(7°); la stabilité sera rétablie, si l'on renverse
le sens (le la rotation du gyro.

(6°) V o i r The Sperry Gyrocompass, \ h \ Thr Sperryscope, 1 6 , v o l . 2 , N r . 1 2 . c o n t i e n t
quelques indications élément ai rcs>

(70) Sur la nécessité de cette seconde instabilité, voir LORD KELVIN et P. G. TAIT, 1, t. I,
p. 3 9 6 .
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En répétant le raisonnement du paragraphe 42, on ve'rifiera que le dé-
calage vers l'tëst du contact U2U5 réalise encore l'amortissement des oscil-
lations.

Contrairement à ce qui se passait dans le cas du Sperry, le contact U2U5

est fixe par rapport a U2 et oscille au roulis avec U9; le calcul montrera si cette
circonstance présente des inconvénients.

51. MÏHV en équation* préc ise . — J'applique au système les
équations de Lagrange des systèmes asservis (S 15). Le calcul l'ait pour le
Sperry peut être utilisé engrande partie; je conserverai les expressions (6),
(7),. . . (\à) du paragraphe 45, supprimant les expressions (15), (16), (17);
l'expression (13) désignera la force vive, dans le mouvement autour de G,
du système formé par les caisses U5 et le mercure supposé solidifié dans
la position pour laquelle la hauteur de liquide est la même dans les deux
caisses. Dans l'expression (14), Q désigne le poids du mercure; /, la dis-
tance de son centre de gravité à Taxe M'0N'o, dans cette position parti-
culière, / étant compté positivement vers le bas. Le centre de gravité de llg

étant C, les expressions (6) à (|/i) contiendront tous les éléments de la
force vive de U5. Pour le mercure, des termes complémentaires seront
nécessaires, dont le calcul sera fait plus loin. Je tiendrai compte du ren-
versement de la rotation du gyro en supposant £1 négatif.

Les notations a, /3, \f/. -cr, A, A, co, (J, / ,y , u. w sont supprimées ou
utilisées pour désigner d'autres quantités.

Je désignerai, par analogie avec le Sperry, par (p-\-y l'inclinaison du
plan de symétrie de lir) sur le plan du cercle asservi U4; quand Ml^l est
vertical, et que (p~\-rj est nul, le système U5— mercure est en équilibre
instable, le centre de gravité du mercure est alors dans le vertical de M2N'2;
rj est, comme pour le Sperry, une constante réglable.

Je vais calculer approximativement les termes complémentaires néces
saires pour obtenir l'expression de la force vive totale du mercure. Si je
aisse de côté les expressions (13) et (U) du paragraphe 45, avec la signi-

fication nouvelle que je viens de leur donner, je dois adjoindre aux
expressions (6),. . ., (12) l'expression 2T0 de la force vive du mercure dans
son mouvement autour de G et l'expression désignée au paragraphe 27
par la notation 2M (\T.7GV

Soit G\--Tj£ le trièdre principal de U5; le mercure sera contenu dans
un tube en U situé dans le plan CÏA^; soit s l'abscisse curviligne d'un
point M do ce tube (fig. 7), $ l'angle de C% avec la tangente en ce point,
Ù) la section du tube, c'est une fonction de s dont la valeur est &>0 dans
la partie cylindrique parallèle à C%. Je poserai

F(s) est une fonction supérieure a 1, d'autant plus grande que le tube est
plus étroit. Je désignerai par 2li la distance des deux tubes cylindriques,
par 7S le poids de l'unité de volume du liquide; soit c la cote du niveau



du liquide, lorsque l'équilibre a lieu avec C% vertical; o + u et c —u, les
cotes des deux niveaux à l'instant /.

Fig. 7.

Je suppose que la force vive ait sensiblement la même valeur que si le
liquide avait dans chaque section la vitesse moyenne v; v est lié à u' par
la relation

(2) uu 0 ou v = F(s)u.

Si j9, y, r désignent les projections sur C<9G, G?T, C% de la rotation
instantanée de U5, les composantes de la vitesse de la petite masse du li-
quide qui passe au point (x, 0, z) du tube sont

(3) rx— v cos \|/ — qx.

J'en déduis l'expression de la force vive du mouvement autour de C« Re-
marquant que l'on a

Zmx = 2 — < Zmz = \- - co0u
z,

et que l'expression (13) contient déjà une partie de la force vive cherchée,
j'obtiens les termes complémentaires

s

en observant le degré habituel d'approximation. J'ai désigné par £ la
constante

(6)

6.
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<f est d'autant plus grand que le tube de communication est plus otroit.
S désigne Taire comprise dans le plan %C<X> entre le tube et la droite

£ = -(fig. 7, aire couverte de hachures).

Calculant de même l'expression 2M (\^-yl) [$27j, j'obtiens, d'une part,
l'expression 14 du paragraphe 45, çt, d'autre part, un nouveau terme
complémentaire

(7) — à^0J0eky'u.

Dans le travail virtuel des forces données, je conserve les expressions (18),
(19), (20), (22), (24) du paragraphe 45, supprimant les expressions (21),
(23). L'expression (18) étant supposée contenir le travail du poids apparent
du mercure transporté en C, j'ai à ajouter le travail du couple du à cette
translation; utilisant les expressions (4) du présent paragraphe, qui dé-
terminent le centre de gravité du mercure, et remarquant qu'une partie
du travail de ce couple est représentée par la différentielle de l'expres-
sion (14) du paragraphe 45, il reste à adjoindre la différentielle de
l'expression

(8) 2tw0 Au(? + y + v - £ ) - TOOIA

Les frottements intérieurs du liquide seront introduits approximativement
au moyen d'un travail virtuel de la forme

(9) -huàu,

ce qui peut se justifier grossièrement en remarquant que, pour de petites
oscillations, il s'agit de forces à peu près proportionnelles aux vitesses.

Je remarque enfin que la relation d'asservissement (S 45, óq. 3) subsiste
sans modification; l'équation (2) qui lie (p aux autres paramètres sera
remplacée par

Cela posé, j'écris les équations de Lagrange correspondant aux para-
mètres X, y, £, 0, u.

Je retranche l'équation correspondant à Ô de celle qui correspond à 7,
et j'écris l'équation correspondant à X, j'obtiens les équations suivantes
tout à fait analogues à celles du Sperry

(11) l u / + my - X'A'(B0 + C) - 2 J *oehu' = UfÇj -y),

(12)
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où Jlo et l(%> ont la même signification que dans le cas du Sperry (S 45,
éq. 25) et où A est supposé avoir également la valeur B-{-Bo.

 e &ant re-
lativement petit, et la période propre de l'oscillation du mercure étant
lente, le terme en u de l'équation en y n'a pas une bien grande impor-
tance.

Pour écrire les autres équations, j'opère comme pour le Sperry, ajoutant
les e'quations correspondant l\ ^eL à 0 multipliées respectivement d'abord
par 1 et A, puis par —A et I. Écrivant ensuite l'équation correspondant
à w, et posant, comme pour le Sperry,

(13)

j'obtiens les équations suivantes

[ (B1-A1 + c,)xy+(c1+A24
flMxv+-<v

I +(x_p)[Q/(JJ_r-ô-n)-

(15)
_ '(I^W + - e f - 2 - »0S«'+IQ V'

e

(16) tu" + ku'-2 - aoehyn + 2 - «„SW" = -2©« 0 [ t t - f / /w- » + M

en posant

52. Équilibre et oscillation libre. — La position d'équilibre
s'obtient sur ces équations; réglée pour 8 = 0, elle est définie par

(18) u = hr}; £ = — ptangL; rjfiifftojt? — Q/) = o-,

11 y a même déviation en azimut que pour le Sperry; le correcteur de lati-
tude et de vitesse est donc à conserver sans modification, si l'on a con-
servé à p la même valeur. On verra ci-dessous que Ivtcoji2 — Ql doit être
positif pour assurer la stabilité; comme, d'autre part, Û est ici négatif,
on voit que v a le même signe que pour le Sperry. Si cette expression
avait la même valeur que l'expression Ql du Sperry, la valeur de rj serait
la même et l'ancien réglage de l'axe WgNg au moyen du cadran Est serait



- 86 —

encore valable. Il n'en est rien cependant, car tes caisses à mercure sont
séparées, chacune en trois compartiments, permettant, au moyen d'un
robinet multiple, d'immobiliser le mercure contenu dans un ou deux de
ces compartiments, ce qui revient, sans modifier QL à l'aire varier &>0.Le
réglage de rj en fonction de la latitude dépend donc de la position de ce
robinet.

Les composantes verticales de l'aimantation fictive pourraient s'équi-
librer par une surcharge placée sur Taxe #kcS du gyro, au lieu d'utiliser
une inclinaison rj du contrepoids; il n'y aurait pas alors d'erreur de lati-
tude, de sorte que l'ancien correcteur de vitesse et de latitude serait a
modifier.

L'oscillation libre est définie par les équations (lü), (15), (16), où l'on
suppose X = y = J = 0, et où, par suite, V = £, W -= — ô; si Ton compte
£ et u h partir des valeurs correspondant à l'équilibre, on peut supprimer
les termes constants.

L'équation caractéristique est

T)(1V + % + IÛr(II2r + Qlp)] (£r2 + h +

5 r2 + i ) [(Cr* + T) Q r* + i ) + IClrph] = 0.

Cette équation a six racines : Ifî étant très grand en valeur absolue, deux
de ces racines sont très grandes et correspondent à une nutation très ra-
pide absorbée parles frottements; deux autres sont voisines de celles du
trinôme €r<1-\-hr-[-çl/TScoQ^X correspondent, par suite, a l'oscillation propre
du liquide dans son récipient supposé fixe; les deux dernières sont voisines
de zéro et donnent l'oscillation proprement dite du compas, c'est-à-dire
que, dans les expressions de V et de W, les amplitudes de ces deux pre-
mières oscillations sont négligeables auprès de l'amplitude de la der-
nière.

J'obtiens les racines voisines de zéro en négligeatft r2 devant les quan-
tités finies, j'obtiens l'équation approche'e

(20) l 2 i iV - mrp(2tarû>0/*
2 - Qf) - T(2*rû>0à

2 - Qi - ap) - 0.

£1 étant négatif, cette équation donne un mouvement sinusoïdal amorti,
si l'on a

(21)

Sa jrériode est donnée sensiblement par
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son facteur d'amortissement est

Pour avoir In même période que le Sperry, il fout donc donner à
ocli2 ~ Ql une valeur dépassant légèrement (2tfp) la valeur désignée

précédemment par Q/, ce qui peut se faire, mène avec le centre de gfravité du
mercure en C (/ = ()).

53. Déviations lutlfstiqnes. Roulis* — De même que pour le
Sperry, j'étudie d'abord l'influence du roulis. Je conserve les notations et
hypothèses du paragraphe /i8.

Les équations (il) , (12) et (16) donnent la variation deX, y et t*. Si le
roulis est régulier, ces variations so reduisent à une oscillation forcée dia
la forme

(2d) y~(jcosAco8(rt+<p); X=*= J^sin Acos(#l + >(/); w= ö cos A cos (*£+«).

— Ç et .P sont voisins de -* XD est voisin de h-, si la période d'oscil-
lation du mercure dans son récipient maintenu fixe est beaucoup plus courte
que celle du roulis, voisin de zéro, si cette période est, au contraire, longue
par rapport à celle du roulis. Les différences de phase <p, \[/, a sont faibles
si les amortissements sont faibles.

Je substitue ces expressions (24) dans les équations (14) et (15) (S 51),
j'en déduis, comme au paragraphe 48, la déviation permanente. Supposant
les poids compensateurs réglés comme dans le cas du Sperry (S 48, éq. 49),
j'obtiens

(25) . *TV' A - 2-Bfwjm I* cos (a - >M - QUJ-^ cos
x ' sin A cos A ° V x ' v/;1sin A cos A

(26) W0 = 0.

Si la période du mercure est très courte, Ö est voisin de h-<>
. . . #

de sorte que le liquide intervient par la même expression 2«r^ofc
a — Q/

que dans le calcul de la période. En rapprochant de la théorie de l'An-
schiitz 1906, on Voit que le système ne présente, dans ce cas, aucun avan-
tage sur l'Anschütz; il se trouverait, par suite, bien inférieur au Sperry.
Il est donc indispensable d'allonger la période du mercure, de manière a lui
faire dépasser les valeurs habituelles de la période de houle. V) peut être
ainsi rendu petit; on peut même accélérer la disparition du terme en XD
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en agissant sur cos (a — \J/), par suite, sur l'amortissement propre du
liquide.

Comme je l'ai montré précédemment (S 52), l'appareil peut être con-
struit avec / nul (centre de {{ravité du mercure en C), de sorte que la dé-
viation permanente duc au roulis proviendra alors uniquement du terme
en X!) et de la surcharge p. Il sera d'ailleurs facile, au moins à une latitude
donnée (w0 donné), de disposer de la surcharge p pour compenser ces
deux autres termes. Ce réglage dépendra peu de la latitude puisque le
terme contenant w0 est petit. Il dépendra peu aussi de la période de houle
qui indue sur la valeur de t1). puisque cette valeur est petite.

11 est juste d'ajouter qu'on se trouve limité dans l'augmentation de la
période propre du mercure. Je suppose, en effet, que, pour atténuer l'in-
fluence du roulis, on ait pris {}l = ap = 0; comme c'est l'écoulement du
mercure d'un vase à l'autre qui produit la précision horizontale du compas
dans le cas de l'oscillation libre, il est clair qu'on no peut ralentir outre
mesure cet écoulement. Pour un ralentissement infini, ce qui reviendrait
à fermer la communication enlro 1rs deux caisses ii moivuro. la pesanteur
n'aurait plus d'effet sur le compas, qui présenterait alors les inconvénients
d'un gyroscope de Foucault. J'indiquerai plus loin une raison importante
supposant à l'augmentation do la période propre du mercure, qui, dans lo
Slough, est d'environ trente secondes.

Je sais étudier los déviations balistiques. J'emploie la méthode du para-
graphe 48. Les équations ( H ) et (15) multipliées par dt et intégrées depuis
l'instant / = 0 où la perturbation commence, jusqu'à l'instant t2 où X, y , u
ot leurs dérivées premières retroirvent la valeur zéro ( u et £ étant comptés
à partir do leurs valeurs d'équilibre), donnent les suivantes, si l'on tient
compte du re'glage dos poids compensateurs,

*s0 & • ' O

— pQl— — îiscûjip J *udt\

(28) IÛ W = $ ^ + 2wa>0A Ç
\dt.

J'ai négligé dans la première le tonne on tj\ dont l'intégrale aurait une
très petite valeur d'après la valeur de y on fonction de a. Les équations (27)
ot (28) sont entièromont analogues aux équations (52) et (53) (S 48) rela-
tives au Sperry, si l'on remarque que l'équation (16) multipliée par dt et
intégrée de 0 à /2 donuo

(29)
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et si Ton remplace X par sa valeur approchée — L , y par — ; - joue le
rôle de A-fa. Une différence essentielle consiste en ce que une partie
du poids actif, de moment — ^vsœ^, intervient avec le coefficient

I 2~7rf/, l'autre, de moment ^P-f Q/, avec le coefficient I *-Vrf/.

L'équation (28), on Ton tient comple de l'équation (29), s'écrit

(30) # ^

Cette déviation amène le compas dans sa nouvelle position d'équilibre,
si la période est relie du pendule ayant pour longueur le rayon de la terre.
Mais, contrairement à ce qui se passe pour le Sperry, ce résultat nVst atteint
qu'à Tinslant /.,, c'est-à dire quelque temps après la fin de la perturbation.
La période propre du mercure étant assez longue, u quitte lentement la

valeur zéro, de sorte que l'intégrale \udt n'arrive à sa \aleur finale qu'avec

un certain retard : V obéit paresseusement a cette influence, mais il finit par y
obéir intégralement. J'ai signalé au paragraphe précédent le dispositif qui
permet d'immobiliser une partie du mercure : on peul ainsi adapter la
période du compas à la latitude en la maintenant voisine do celte période
optimum. C'est un avantage important du Slough.

L'équation (28) donne la déviation S\\ qui, si elle esl importante, est
susceplible d'entraîner ultérieurement une déviation en azimut.' Celte
expression de S\X contient un ternie en p, du à l'amortissement, dont
l'expression a même forme que pour le Sperry et PAnschütz :

L'influence de l'amortissement est la même que pour ces deux compas,
si on l'exprime en fonction du facteur d'amortissement (S 52, éq. 23); il
y a lieu cependant de noter le retard avec lequel cette déviation se produit.

Répétant le raisonnement fait dans le cas d'une variation de vitesse à
cap constant (S 48), on voit que les termes en ap et Ql ont sensiblement
le mémo coefficient; si / est négatif, on peut annuler ces termes par un
choix convenable de p. Le troisième terme est une fraction inférieure à
l'unité (S48, lig. 6) de ce que l'on obtiendrait s'il s'agissait d'un Anschutz
dont le poids aurait 'Itscojlî' pour moment, fraction d'autant plus voisine
de l'unit o que la période du mercure esl plus longue et que son amortis-
sement esl plus grand. Ce résultat est d'ailleurs beaucoup plus accuse'que
dans le Sperry, la période du mercure étant plus longue que celle du gyro-
balistique. Celte propriété montre nettement la supériorité, à ce point de
vue, du Slougli sur l'Anschütz, elle montre dans quelle proportion l'incon-



vénient produit par le jait que h contact n'eut pas stabilisé sur la verticale est
atténué par la nature spéciale du contrepoids.

On vient de voir les avantages qu'il y a à augmenter la période dô
l'amortissement du mercure, mais il ne faut pas perdre de vue qu'en
même temps que cette période augmente, l'intervalle (fj, t2) nécessaire
au retour de X, y, w à l'équilibre augmente, et que les termes négligés
peuvent alors prendre quelque importance. S'il s'agit d'une giration, les
conclusions sont les mêmes que pour le Sperry, avec cette différence que
c'est le terme en sin A de l'expression de u qui produit une déviation
systématique au cours d'une giration continue. La période du mercure étant
plus longue, on se trouvera un peu moins éloigné des conditions défavo-
rables de synchronisme. Ces conditions ne pourraient d'ailleurs se réa-
liser que par des évolutions de faible rayon à petite allure. On voit ainsi
une des raisons qui rendent impossible l'augmentation de la période du
mercure, qui doit se trouver comprise entre les périodes habituelles de la
houle et les périodes possibles des giralions.

CHAPITRE V.

ÉTUDE DÛ COMPAS SPERRY À DEUX GYROS

(TWIN-GYRO 1018).

54. Description (voir note 15, p. 7). — Le dispositif ingénieux
adopté dans le twin-gyro a pour but d'atténuer l'action des accélérations
horizontales. Les deux gyros sont reliés par un lien élastique et par un
mécanisme d'asservissement; ce mécanisme sert à produire l'amortisse-
ment en absorbant automatiquement l'énergie apparente, et même à
assurer le caractère oscillatoire des mouvements dans le voisinage d'une
position d'équilibre, qui, sans lui, serait instable.

Dans la description qui suit, j'indiquerai comme directions des axes
d'articulation celles qui correspondent à la position d'équilibre.

Le twin-gyro comporte un anneau de Cardan V{) et un croisillon U iden-
tiques à ceux du single-gyro (fig. 8). Un châssis principal (frame) \J} est
mobile, par rapport à U, autour de la verticale M,Nj du point fixe 0 de la
Cardan. A une certaine distance / vers l'Ouesl ê -1 articulé, suivant l'axe
vertical M2N2, un système U2U3U4 (cercle vertical, boîte, gym) entière-
ment analogue au système cercle vertical, boite, gyro du single-gyro. Le
centre de gravité du système U3U4 est à la distance a au-dessous de l'a*G
horizontal M3N3 de l'articulation (U2U3). A la même distance / vers l'Est,
est articulé de même un système U2IT3[J'4 identique an précédent, sauf
les différences suivantes :
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\b Le centre de gravité du système UgU', est à la distance 2« de l'axe M3N3;

2° Les deux gyros tournent à la même vitesse dans des sens opposés : ils sont
supraconvergents. Le vecteur rotation du gyro Ouest est dirigé vers le Nord; le
vecteur rotation du gyro Est est dirigé vers le Sud.

Je désignerai par e la distance du point O à l'horizontale qui joint les
points d'articulation CC' des deux gyros.

Le cercle vertical Ouest U2 peut tourner librement autour de M2N2; le
cercle vertical Est U'2 est suspendu à Uj par un fil de torsion disposé
le long de M'2N'9, qui le rappelle consomment vers la position relative
qu'il a lorsqu'il y a équilibre, c'est-à-dire celle pour laquelle les trois
axes verticaux MjN,, M2N2, M2N2 sont dans le plan du cercle.

U

JElQvatJioni
• I

(Est) Plan (Ouest)1*1*
Fig. 8.

La boîte U3 porte un bras d'extrémité H, la boîte l)'3 porte un bras
d'extrémité H'; un ressort faible HH' relie ces deux bras. Dans la position
d'équilibre, HH' est porté par une horizontalp Nord-Sud, située à la dis-
tance c au-dessous des centres d'articulation C, C' des deux gyros; H
(Ouest) est à la distance b du plan vertical OCC' vers lo Nord, H' (Est)
est à la même distance b vers le Sud.

Un moteur d'asservissement fixé au croisillon agit sur le châssis prin-
cipal de telle manière que le plan du cercle vertical (Ouest) soit constam-
ment confondu avec le plan OCC'.

En d'autres termes, le châssis principal suit automatiquement le cercle U2

dans ses mouvements, en prenant appui sur le croisillon.

55. Mise en équations précise. — J'utiliserai les équations de
M. Appell étendues aux systèmes asservis (S 18).

Je conserve la signification des paramètres A, ^ , i>, # , X, y (§45).
Le trièdre auxiliaire OXT'Z" (S 45) tournant de l'angle | autour de Taxe
Mj Nj (ou OZ") donne le trièdre principal du châssis Ux; tournant de



l'angle £ autour de ce même axe, il donne en direction le trièdre prin-
cipal du cercle vertical U2 (Ouest). Ce trièdre principal tournant de
l'angle a autour de Taxe M^N3 (ou C^) donne le trièdre principal de la
boîte U3. Je définis de même le cercle vertical et la boîte du gyro Est par
les angles 0, (S analogues i\ £ et a.

La position du compas dépend des paramètres X, y, £, £, 0, a, /3,
sans compter los angles de rotation propre des deux gyros. A est une
fonction connue de /, constante si le navire conserve son cap.

La liaison d'asservissement est représentée par IVqualion

(i) Ç-Ç-o.

Les déplacements virtuels annulant le travail des forces de liaison de
deuxième espèce doivent vérifier la condition

(2)

c'est-4-dire

puisque A, fonction donnéode /, doit rester fixe dans tout déplacement
virtuel.

Le mouvement sera défini par l'équation d'asservissement (l) , jointe
aux e'quations de M. Appell correspondant aux paramètres X, y, £, 0, a, /3.

J'observerai le même degré d'approximation que précédemment; je
poserai

(3)

quantités qui représentent les composantes, suivant OY et suivant OZ,
des vecteurs unitaires portés par les axes des deux gyros. Leurs produits,
ou — ce qui revient au même — les produits de £, 0, y + a* y-\-ft
par J, X, y seront négligés.

N'écrivant dans l'énergie d'accélération S que ce qui est susceptible de
donner, dans les équations du mouvement, des termes de Tordre de gran-
deur que j'ai convenu de conserver, et utilisant, d'autre p»rt, les indica-
tions de la note 27 et des paragrapbes 27 et 28, j'obtiens pour la fonction
2S de l'anneau de Cardan, l'expression

(4) B V 2 + . . . ;

pour la fonction 2S du croisillon, l'expression

(5) k(v - A » ' 2 + B(ft' + A'»)'2 + 2(C - B)A'ftV + 3(A - C)AVfx" + . . . ;
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pour la fonction 2S du système formé par le châssis U p y compris les
masses des cercles verticaux U2li2 concentrées en leurs centres de gra-
vité (sur M2N0 et M'2N'2) et, d'autre part, les masses des gyros U3 U4 et
U'$li\ concentrées en leurs centres d'articulation respectifs G et G', j'ob-
tiens l'expression

(6) AlX"2 + B l / 2 + ••

Je dois y ajouter

1° La fonction 2S correspondant au mouvement de chaque cercle ver-
tical autour de son centre de gravité, soit

' f + 2(B2 -
(7)

2° La (onction 2S correspondant au mouvement du gyro Ouest
autour de C, soit (S 28, éq. 3 et 4)

(8)

3° L'expression 2M(J0.jG)(S27) relative au gyro Ouest, soit

qu'on calcule facilement à l'aide de la note 27.

4°, 5° Les expressions analogues relatives au gyro Est, soit

(10)

y ' -

J'évalue le travail virtuel de la pesanteur apparente, en supposant les
poids apparents des deux gyros transportés respectivement en G et C';
II désignant le poids total, ƒ la distance du point O au centre de gravité
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du système (compte tenu de ce transport de masses), ce travail est la diffé-
rentielle de l'expression

Le travail des couples introduits par cette translation est la différentielle
de l'expression

(13)

- lus cos L p ± 2 Ï + ?] + me sin L(XÇ - « - y)

+ IQs cos L [ ( £±^ + *] - Kis sin L(X0 - fi - y).

Le travail de l'aimantation fictive des deux gyros est la différentielle de
l'expression

(14)

Le travail des forces intérieures du fil de torsion supportant le gyro
Est est de la forme

(15) _ [ M ( 0 - £ ) + N]$.

Le travail des résistances passives s'opposant à la variation de X et de y
peut se mettre sous la forme

(16) —my'Sy — nXSX.

Les forces intérieures du ressort ont le travail

-TSd

(T tension; d longueur du ressort). La tension étant très petite, on peut
se borner au\ termes du premier ordre de d. La tension elle-même T sera
considérée comme proportionnelle à l'allongement du ressort, de sorte
que,siT0 désigne la valeur de T pour d = 2t, c'est-à-dire pour £ = 0 = £ .
a = jS == 0, ce travail est

[To - a - SO) + c (gfi -

Enfin je suppose une surcharge de poids q placée sur le pôle Nord de
chaque gyro, à la distance b du centre C ou C' d'articulation, j'ai ainsi à
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ajouter le travail de sou poids apparent dans le mouvement autour de
chacun de ces deux points, soit la différentielle de

(18) bqhifi-Q + hi'-P + M-X)-

56. Équi l ibre tlu c o m p a s . — La position d'équilibre du compas
s'obtient (8 U) en annulant le travail virtuel des forces données dans tout
déplacement laissant f constant, J, X, y étant supposés nuls.

E d é i t é é d t i f i L t IEn désignant, comme précédemment, ifiecosL par T et IQssinL par
r, et négligeant T devant ap, j'obtiens les équations d'équiliL

(19)
— ap a + bq — a + ci = 0,

(T_M)ô-f M £ - N - Z T =

— 2«p/S -f <r — bq — eu = 0.

Or, le compas porle sur la suspension du gyro Est un correcteur de lati-
tude qui, tordant plus ou moins le lil supportant ce gyro, donne à N la
valeur nécessaire pour supprimer toute erreur (£ = 0); les conditions d'e'qui-
libre exigent donc que la tension T soit nulle, elles deviennent

Lies équations (30) montrent que les axes des deux gyros ont des incli-
naisons de sens opposés, le gyro Ouest étant deux fois plus incliné. L'équa-
tion (21) donne la loi de graduation du correcteur de latitude.

On verra plus loin que la stabilité exige que M soit nettement plus
grand que T; dans le twin-gyro, il lui est bien supérieur. Si doac To est
assez voisin de zéro, on peut négliger T devant M, de sorte que la varia-
tion de N en fonction de la latitude est due entièrement au terme en a qui
contient le facteur c. Toute variation cesse, et la correction de latitude
devient inutile, si c est nul. Or, je montrerai que c'est c qui cause l'amor-
tissement, la correction de latitude est donc, comme dans les compas précédents,

T Mdue au système amortisseur. Si cependant -^ et — étaient du même ordre de

grandeur, la variation serait due aussi à un terme en T indépendant
dW

(71) II n'est pas question ici de la correction, fonction de la latitude, due à la vitesse du
bâtiment. Cette correction indiquée au paragraphe 3o pour Lous les compas se fait en
déplaçant la ligne de foi d'une quantité déterminée par la lecture d'un abaque à deux
graduations (vitesse et latitude).
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La position d'équilibre dépendant essentiellement des valeurs de N, To,
M, fc, on conçoit que le réglage du compas soit très délicat : la configura-
tion du fil correspondant à une torsion nulle, celle du ressort pour une
tension nulle, varient plus ou moins avec le temps suivant les eflbrts aux-
quels ce fil et ce ressort ont été soumis; leur élasticité peut varier aussi.
La fatigue du fil due au poids du gyro Est est une cause importante de
variation; le ressort peut accidentellement, à la mi^e en marche, par
exemple, être soumis à un allongement exagéré. C'est là un défaut capital
du compas. Peut-être serait-il possible d'adopter un autre mode de sus-
pension du gyro Est et de remplacer le fil de lorsion par un ressort
spiral?

57. Oscillation liforc(72). — Supposant J, X, y nuls, j'écris les équa-
tions de M. Appell correspondant aux quatre paramètres £, 0, a, fi; si, dans
ces équalions,je compte £, ô , a , /3 à partir dct> valeurs déterminées ci-
dessus (S 56) (jui correspondent à l'équilibre, les» ternies constants dispa-
raissent et j'obtiens

(C2 + C3 + B4)£" - IOa' — tÇ - kt\6 - Ç) - Uetf - a),

(Ci + C; + B;)0" + IÛ/3' = T0 - (M + kP) (6 Ç) - M<jS - a),

(B + B k 1 4

(BJ + B;)/3" - 2 3 iff - IClff = (- 2ap + T)j8 - kk{B - S) - *c2(/3 - a).
\ 8

Je suppose qu'il y ait prédominance gyrostalique. c'est-a-dire que les
termes des premiers membres contenant le facteur Ifî soient seuls à retenir;
cette hypothèse est tout a fait légitime, les seules masses non gyrosta-
tiques intervenant dans la question étant celles des éléments sensibles Est
et Ouest. L'équation caractéristique s'obtient en égalant à zéro un détermi-
nant du àe ordre, c'est une équation du 4e de<;ré. Je poserai

(23) \Q.r = u\/ap.

1er cas. c = 0. — Je suppose c nul, l'équation caractéristique s'écrit

(24) j{u*) = u* + u2(2M + kP - T) + 2T(M + îkP - T) == 0.

J'utilise, pour la discussion, le point m de coordonnées cartésiennes

(25) x=*kP; y = M.

(") J'ai donné (H. BEGHIN, 2) les équations ci-dessous; voir J. PELUCHON, 1.
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La stabilité exige que la partie réelle de chacune des quatre racines de
l'équation (24) soit négative ou nulle. L'équation en M2 doit donc avoir ses
deux racines négatives, c'est à-dire que le point m doit être extérieur à la
parabole (P)

(26) (2y + x — T)2 - 8T(y + 2x — T) =•= Ü,

au-dessus de la tangente (D)

(28)

et du diamètre correspondant (A)

(29)

donc dans Tune des régions I, II ou III. Je montrerai plus loin que les
régions I et II sont inacceptables.

a?

Fig- 9-

Le mouvement d'un compas remplissant cette condition est la superpo-
sition de deux mouvements sinusoïdaux non amortis. Je vais en chercher
les périodes :

L'équation (2a) où Ton voit dans ir un paramètre arbitraire, et où Ton
remplace IT par x et M par y, représente la famille des tangentes à la
parabole (P). Par le point donné m du plan passent deux de ces tangentes :
soient u\ et ii^ les valeurs du paramètre qui leur correspondent, (^
et m2(^2,y2) les points de contact. On a évidemment

(M) u\£ = - • — "~~~ Z •
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si Sj çt *2 désignent les distances de m{ et de m2 au diamètre A, comptées
parallèlement à Oy'ló)\ les périodes des deux oscillations sont, d'apre6
lequaliou (23),

(30) 2 T T ^ L et 2 I Û

Lorsque le point m se meut dans la région II, III, ces deux périodes restent

inférieures à la valeur 27r - T = , qui correspond à la position in0 du point m.
. VapT

C'est la période qu'aurait le jjyro Ouest s'il pouvait osciller librement.
Si le point m est près de la parabole, les deux périodes sont voisines,

l'oscillation présentant par suite des battements très accentués; si — ce
qui est réalisé dan* \o twin-giro M est {{rand par rapport à T, les deux
périodes sont très différentes; la courte s'obtient approximathement en
prenant pour z., la somme z{ - f - * 2 = %y-\--T— T, OU simplement 'iy-^-x;
la période longue s obtient en déterminant z{ par le produit zfa, soit, à
peu près,

(31) «.-2JT + *, h-^-~fx'

z{ étant compris entre T (,r petit) et 4T (.r grand), on obtient la période
longue en multipliant la période du gyro Ouest par un nombre compris entre

âe cas. c=^=0. — Je pose

(32) klc = y\fâp.

Si je néglige le terme en c2, ce qui revient à négliger 3fc2 devant 2ap,
Téquation caractéristique s'écrit

(33) u* + w2(2y + x - T) + 2T(J/ + îx - T) + yw(2u2 + 3y - ht) = 0.

Si y est assez petit, deux des racines sont voisines de doisfz^ les deux
autres sont voisines de z±:i\A2.

La stabilité exige que la partie réelle de chacune d'elles soit négative.
Le lieu des points m (.r, y) pour lesquels la partie réelle de Tune des ra-
cines s'annule s'obtient en exprimant que cette équation a une solution
commune avec sa transformée en —M OU, ce qui revient au même, en
exprimant que l'équation (24) et l'e'quation

(34) t*(2w2-f 3y — /hr)~=0

<73) En portant mni^rmiï (fi(j. 9) ,* , représente la distance de roi à A comptée parai
lèlement à Qy.
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ont une solution commune. Ce Heu comprend la droite (0) (éq. 27), et
l'hyperbole (H)

bitangente à la parabole (P) aux points (imaginaires) situés sur la
droite (L)

(35) 4T — 3y = — (2j/ + #— T), OU X — j/-f3r^=0.

Je vais établir que la condition de stabilité est que le point m soit âu-des$iià
de la partie utile (x :> 0, y 7> 0) de celte hyperbole : soit, en effet, m un point
de cette branche. Comme ce point est au-dessous de la droite (L), deux
racines de l'équation (33) sont égales à àzis/z^ les deux autres, voisines
de zh i \Jz%1, ont pour partie réelle — y, puisque la somme des quatre racines
est — 2y (l'oscillation de période courte est seule amortie). Je déplace
le point m de dy parallèlement à Oy, et, différentiant l'équation (33),j'ob-
tiens pour la partie réelle de l'accroissement do Tune des deux racines \oi-
sines de ±iv/*j* "n° quantité du signo de dy (àr — 3y) (.z-f-?/ — T ) donc
du signe de — dy\ il en résulte <juii, en tou^ les points de la région III
imme'diateinent au-dessus de l'hyperbole (fig. (J), les parties réelles des
quatre racines sont négatives et le mouvement est stable; il en est ainsi
tant que m ne traverse pas l'hyperbole (H) ou la droite (D), donc dans
toute la région III.

Au-dessous de l'hyperbole, deux parties réelles deviennent positives, et
le mouvement est instable. II en est ainsi tant qu'on ne traverse pas(D);
les régions I et II sont donc inacceptables.

L'instabilité subsiste quand on traverse la droite (D), Tune seulement
des parties réelles changeant de signe. La stabilité n'existe donc que dans
la re'gion III.

Pour une position donnée du point m dans cette région, on a une valeur
approchée des racines en les développant sous la forme ui -f- yvi, j'obtiens
ainsi, en posant

les quatre racines

(37)

mettant en évidence la valeur des deux facteurs d âmorfcissement. On voit
que la modification de la période est de l'ordre de y2.

Les lacteurs d'amortissement sont différents pour les deux oscillations :
ils sont égaux si zx + *2 "

 2z3 e s t n u ^ c'est-à-dire si le point m de trouve
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sur la droite (L). Au-dessus de celte droite, c'est le facteur d'amortisse-
ment de la période longue qui est le plus grand; au-dessous, c'est l'inverse
qui a lieu.

Si y est grand par rapport à T, les deux facteurs d'amortissement ont
sensiblement les valeurs

(38) et (39)

celui de l'oscillation longue est compris entre-ry {x petit) et 0 (xgrand);

celui de l'oscillation courte est compris entre -ry et y.

La latitude influe peu sur les amortissements ; elle influe peu sur la période

courte, si y est grand (expressions 3i); la période longue est à peu près propor-

tionnelle à (cosL) *. On obtient plus de précision en différentiant l'équa-
tion (24) avec x et y constants : posant u*-= — z, j'obtiens

(40) dz(iz — zx — z2) + di(z + 2y-f- kx — 4T) = 0 ;

on voit ainsi que, lorsqu'on s'élève en latitude, la période courte diminue,
insensiblement d'ailleurs.

58. Calcul des amplitudes. — Je vais indiquer rapidement le*
calcul des amplitudes dans le cas d'un amortissement négligeable (c = 0).
Il est commode de revenir aux expressions réelles : la forme particulière
des équations (22) dans l'hypothèse d'une prédominance gyrostatique
montre que, pour chacune des deux oscillations principales, £ et 6
varient en phase, a et jS en quadrature avec £ et 6. On cherchera des
solutions de la forme

= B sin
(41)

En posant

(42)

on obtiendra une équation caractéristique, transformée en v 2 = — u2 de
l'équation (24). Elle s'écrit sous forme de déterminant :

(43)

T — X

— \\fap

0

x

y-\-x — T

0

w/ap

— ssjap

0

ap

0

0

ysjap

0

2aa>

= 0.
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Z, 0 , A, B sont proportionnels aux mineurs d'une même ligne, la
deuxième par exemple, affeclés de signes alternés; j'obtiens ainsi, hl et Ao

désignant deux arbitraires, les coeïlicients suivants des deux oscillatiöüs
principales :

(44)

x

A2 =

Les constantes fcp /i2, Ç p <P2 correspondant aux conditions initiales £0,
0O, a0, j80 seront définies par

sin ^ + v2fi2 sin

Ces deux groupes d'équations mettent en évidence que, si v| est grand
par rapport à v̂  et à T, les valeurs de ô0 — £0 et de a0 + 2/30 interviennent
presque exclusivement dans la détermination de //2 et de <po, tandis que
les valeurs de £0 et de a0 déterminent hx et (py ; et, par réciprocité, l'oscil-
lation de courte pe'riode se fait surtout sentir sur 0 — Ç et sur a-f-2/3,
l'autre sur ^ et sur a. C'est donc, dans ce cas, surtout l'oscillation longue
qui importe pour les indications du compasw.

t74) La notice du twin j^ro indique que le rendement do l'appareil est îoo p. ' loo,
et que le couple directeur est la somme des couples correspondant aux deux ftyfastats.
Cette remarque est très obscure: on peut comparer la période prépondérants, c'est*
à dire le période longue, à celle que Ton obtiendrait en disposant les deuv gyr.ostat$,
dans le même sens sur une même charpente, avec la somme 3ap des deux moments de
pesanteur pour les faire mouvoir en azimut, et la somme aï^ecosL des deux fctatlëft
d'aimantation fictive pour les faire varier en inclinaison. La période serait

Cette période correspondrait à avf :
le point m sur la droite

= 3T, il est facile de réaliser cette condition en plaçant

hy — io# — T = o;

peut d'ailleurs réaliser aussi des périodes plus longues, ou plus 'courtes avec, pour
ximum de durée, celle qui correspond au (jyro ouest seul (vj = T) et pour minimum
moitié de cette valeur (\\ AT)

on
maximum de durée, celle qu
la moitié de cette valeur (\\



69. Déviations balistique*», Roulis ( H — Utilisant les calculs

du paragraphe 55, iVcris l'équation en ^ en en retranchant les équations
Ss ŝ \s

en -̂7, et en -^,; j'écris de même l'équation en ^,- Je poserai

(46)

(47) ^ ^
O

puis supposant, comme pour le sjnjjle-gyro, que l'appareil vérifie la con-
dition A = B-f-B0, et négligeant les termes en (K—0) (&-—bq), a -\-yu

et (3"-\-y\ j'obtiens les deux équations

(48)

(49)

identiques aux éqqatjops en X et 7 du single-gyrp.

Pour écrire les autres équations, je forme les combinaisons

as as

et f écris les équations en —u et en r4* j'obtiens (voir 8 55, éq\ B)

(50)

- I Û W ' 2 + ( C 2 + C ' 3 + B ; ) V ;

(52) _

(5.3). - ( B ' + ! T 4

où les variables ^, ô, a, ]8 sont supposées comptées à partir des valeurs
/correspondant à la position d'équilibre.

(7fl) La question est envisagée par J. PKLOCHOV, 1, p. 96 .
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Répétant le raisonnement du paragraphe 48, on vérifiera que l'influence
des termos en (X'y)', X"y, Xy" du premier membre disparaît si les moments
d'inertie des éléments sensibles vérifient les relations

(54) B2 =

d'où l'utilité d'une compensation analogue à celle du single-gyre surtout
pour atténuer l'influence du roulis.

Ce réglage étant supposé réalisé, j'étudie les démâtions balistiques BOUS
l'influence d'un, changement do cap ou de vitesse. Lrs équations (50),. . .
(53) multipliées par ill et intégrées dans l'intervalle qui s'étond depuis
l'apparition de l'accélération perturbatrice, jusqu'à l'instant où X et y out
retrouvé la valeur 0, rjans l'hypothèse qije, cetle durée de la perturbatipn.
est courte par rapport aux deux périodes, donnent, en négligeant les
termes habiluels (S 48), et supposant qu'il n'y ait pas de surcharge ^,

(55)

3 désignant l'intégrale I YX —— y——XyVfy déjà rencontrée cjans les

é^des précédentes (S 39 pt 48). Chaque gyrq ê déplace évidemment
comme s'il était libre. Sj le compas est construit de manière que la période
du gyro ouest soit celle d'un, pendule ayant pour longueur le rayon de la
terre, le compas se trouve à l'instant t^ avoir son nouvel azimut d'équi-
libre, mais les équations (55) montrent que Ö, a, /3 n'ont pas les valeurs
correspondant à l'équilibre : il y (i donc une oscillation, dont l'amplj-
tude s'obtient en remplaçant dans les formules (45) £0 par 0, 0O — £0

par — - j- —-> /30 = — 2a0 par la valeur -7̂ 7̂ . ^ n v o^ a'ns^ ( lu e A) e*- ao'

dans l'hypothèse où je me suis placé, n'ont de valeur sensible que pour des
accélérations obliques sur le méridien. Pour unp accélération est-ouest
ou nord-sud, on a

dpnnant, pour amplitude de la déviation la fraction -̂ —-2 de l'angle qm
Va V. /.

sépare l'ancienne et la nouvelle position d'équilibre ou à peu près ——-*

sj v| ŝt beaucoup plus grajid que Ŷ . Si l'accélération, pst obliqua ûr Je
méridien, a0 n'est pas nul, il est susceptible de prendre une valeur dp
quelque importance (S 39 et 48), et, si les deux périodessont bien diffié-
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rentes Tune de l'autre, entraîner pour £ une déviation consécutive du
même ordre de grandeur que s'il s'agissait d'un Anschiilz, avec cette
réserve que le système amortisseur n'intervient pas sensiblement.

Si la période courte est comparable à la durée de la perturbation, ii est néces-
saire d'examiner en détail ce qui se passe pendant ce temps. Je suppose
qu'il s'agisse d'une variation de vilesse à cap constant, avec une accéléra-
tion constante. Si je néglige, en première approximation, les produits
de a et de jS par J, si je néglige également ce qui se passe pendant que X
et y oscillent vers leur nouvelle posilion d'équilibre, on peul dire que £,
ô, a, /S oscillent conformément aux équations (-22), à partir des valeurs
initiales, £0 = ô0 = 0, a0 = jS0 = — y. Les formules (44) et (45), où l'amor-
tissement est négligé, donnent alors

(56)

(57)

où Ton a posé

(58) Y s _

(îi vaut à peu près ~-^ Î 2 , à peu près 1 + ? 1 ) .

membre de l'équation (50), du terme négligé apcn — , où l'on remplacera a

Pour plus d'approximation, on pourra tenir compte, dans le second

embre de l'équation (50), du terme négligé apa
par l'expression approchée ci-dessus. L'intégrale

apjr f*1 j
— Î7T — I OLdl

sera à ajouter à la valeur trouvée pour a. Elle a pour valeur

Le premier de ces deux termes est le terme ^ 5 qui correspondrait au

gyro ouest monté en Anschiitz (les deux tiers du terme analogue corres-
pondant aux deux gyros montés dans le même sens sur une même char-
pente). Ce terme est très légèrement atténué au début par le second terme;
cette atténuation, qui cesse d'ailleurs si sin p2t vient à changer de signe,
est faible, le rapport des deux termes décroissant à partir de sa valeur

initiale ^- Ce terme (60) qui vient s'ajouter à l'expression (57) ne peut
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d'ailleurs être uîilisé pour la compenser, la comparaison des signes dépen-
dant du signe de JY.

Les expressions (57) el (OO) donnant la valeur de a au moment où l'acce'-
lération J cesse, ou aura l'oscillation consécutive en prenant pour valeur
initiale de £ l'expression (5(>) diminuée de l'angle de la nom elle position

d'équilibre avec l'ancienne (zéro, si la période — est comcnablernent
Pi j

choisie), et pour a la valeur précédente (57) ((>()) augmentée de - . On se
II

rend compte que le résullat est du même ordre que s'il s'agissait du gyro
Ouest monté en Anschütz; il y a, si la perturbation ost rapide, un certain
gain par rapport à ce que donnerait le système des deux gyros.

L'étude du roulis se fait simplement en appliquant la méthode du para-
graphe 48 aux équations (50),. . . (53); on vérifie immédiatement que le
re'gîage de'fini par les équations (54) annule l'influence de Tinertie des
armatures. Ce réglage étant supposé réalisé, la méthode donne les dévia-
tions permanentes des \ariables Vp V2, W n W2 : la déviation en azimut
(VJ s'obtient en multipliant par le facteur

\ ' 3

la déviation que présenterait le système des deux gyros montés dans le
même sens sur une même charpente (moment cinétique 2lîï, moment
des poids 3ap).

La représentation graphique donne une étude simple de ce rapport :
je trace les droites

(D) y + 2# — T = 0 , (E) y - # — T = 0 ,

puis les droites (D') et (E') lieux des points annulant le dénominateur ou
le numérateur du facteur (61); ces droites sont voisines de (D) et de (E);
elles sont comprises dans leur angle. Le facteur (61) vaut les deux tiers

du rapport "-p des distances du point m (#,y) à ces deux droites, ces

distances étant comptées parallèlement à Oy.
Ce rapport peut être pris aussi voisin de zéro que l'on veut, à condition

de placer le point m près de la droite (D'); mais les conditions de stabilité
étudiées précédemment exigent que le point m soit assez éloigné sur cette
droite (x serait alors du même ordre que y). Si y est grand par rapport
à x et à T, le rapport vaut 2/3, il est le même que pour le gyro Ouest
disposé en Anschütz.

On voit que l'amortissement intervient peu; son influence est légère-
ment défavorable, puisqu'elle remplace les droites (D) et (JE) par deux
autres plus rapprochées,



- 106 -

CHAPITRE VI.

ÉTUDE DU COMPAS ANSGHÜTZ À TROIS GYROSTATS (1912).

Elévation

60. Description f76). — La caractéristique principale de ce compas
pst Tomploi de deux gyros supple'menlaires destinés à le stabiliser dans
tous les azimuts, de manière à l'empêobcr d'osciller au roulis. Dans les
compas pre'cédents, la déwalion permanente était due, on eljel, à C£t|p
oscillation.

|Jn flûltpur U (fig. 10) porle dans un mémo plan horizontal trois gyro-
8|ats G, G'. G", identiques. L'un d'eux, G par exemple, est fornjé uVijft
gyro l!2 à axe hori^oqlal M2 N.2 monté dans une boîte U{ firliculép pu

flotteur suivant la verticale Mj Nt de SQR
centre i\o gravité. Les (rois fixes M, N p

M'] Nj, MJNJ sont les arêtes d'un prisme
triangulaire régulier. Lo gyro G e t̂ au Sud
çju flotteur. Dans la position d'équilibre,
son moment cinétique lu. est dirige vers le
Nord; los moments cinétiques de G' et de
fi" ont la même valeur IQ; ils font avec lui
l'angle de 30 degrés. L'a\e du gyro G est
rappelé vers colto position par deux ressorts
antagonistes. Les gyros G' ol fi" sont reliés
par un s\blême articulé qui les oblige à con-
server des orientations symétriques par
rapport a la ligne >VM du compas. Deux
ressorts antagoniste* rappellent ce système
vers sa position d'équilibre.

Les troib gyros G, G', G" concourant à
assurer la direction du compas. Les gyms
G', G" ont en outre la fonction d'assurer la sta-
bilité latérale.

L'amortissement utilise la dissipation dYnergie produite par les frotte-
ments intérieurs d'un liquide (S 31). A cet elï'et, le flotteur porte, à sa
partie inférieure, une cuve annulaire renfermant de l'huile. Cette cuve est
divisée en un certain nomhre de compartiments relies deux à deux par
de petits tubes, dont le faible diamètre rend l'écoulement d'huile très
lept. La lenteur de cet écoulement est réglée de manière à assurer l'amorr
tissement maximum (77).

(7°) Voir S a, note 16; je rç'ai pjj me procijrer les articjes allejnaqfls de D. f u n ,
1, M. IVEN, 1.

(77> Les derniers échantillons ont un quatrième ftyro; mais celai ci es>t indépendant du
flotteur : il sert uniquement à stabiliser la cuve au roulis; voir 0 . SCHT.ICK, 1.

MN

an
Fig.



— 107 —

fil. Étude élémentaire de l'équilibre» •*— Le ressort du gyro
Sud n'a d'autre but que de donner p'us de spuplfssc à l'appareil, en
diminuant la dépendance entre le flotteur et le gyro; il ne joue aucun
râle dans l'étude de principe (voir S 65), je supposerai donc ici le g^rp
Sud invariablement lié au (lot leur.

La loi fondamentale (le la mécanique appliquée au flotteur entier (gyros
et liquide compris) montre que le poids total, la poussée du mercure et les
trois couples daimantation fictive, forment un système de vecteurs équivalent à
zéro. L'axe de chacun de ces couples étant le produit vectoriel du momei^t
cine'tique \Q. correspondant par la rotation s de la terre, le couple résul-
tant a pour axe le produit vectoriel du moment cinétique résultant par le
vecteur s. Ce moment cinétique résultant (dont la valeur est If2 (l —[— V̂ 3)
étant parallèle à la ligne >)Î̂ S de la ro^e, il en résulte immédiatement
que celte ligne iVGtf est dans le méridien. On voit que le système amortis-
seur ne produit aucune erreur de latitude.

Dans l'hémisphère Nord, les composantes verticales de l'aimantation
fictive ont pour effet de soulever légèrement le pôle o)î-j du compas. Un
petit curseur mobile le long d'une réglette parallèle à JkcS permet de
réaliser l'horizontalité parfaite de la rosé à chaque latitude.

Dans la position d'équilibre, les resborts du système articulé qui relie
G' à G" devront avoir une certaine*actiqn pour compenser l'effet des dçux
couples d'aimantation fictive.

62. Étude élémentaire des oscillations. — On conçoit que le
système amortisseur de ce compas soit difficilement susceptible d'une
étude élémentaire. J'étudie donc les oscillations d'un Anschütz sans liquide
amortisseur.

J'applique le théorème de Résal au système entier par rapport f»u
point fixe 0 , en supposant le système dominé gyrostatiquement (nqte 57).
Soient £, 0, X les angles définissant |u position du trièdre principal lié au
flotteur (S 26). Le moment cinétique du système a la valeur

(1) O7 = i n [ l + 2 c o s ( 3 0 p + /3)],

si 30° + j3 et — (30° + ]8) sont les angles des axes des deux gyros G'G"
avec la ligne 3Io<8. Le théorème de Résal donne pour les composantes de
la vitesse du point y suivant Oy, suivant la verlicale, et suivant l'horizon-
tale perpendiculaire à Oy, les valeurs approchées suivantes valables dans
le cas de petites oscillations

GO £—m£
(8) - y ^ =

« y *
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(II poids total, ƒ rayon métacentrique du flotteur). Puisqu'il ne s'agit
que de petites oscillations, on peut supposer que le couple formé par
les composants verticales des aimantations fictives, et dont la valeur
est If les inLfi + 2 cos (30° + /3 ) ] est encore exactement compensé par
le déplacement de la surcharge (S 61 ).

y étant sensiblement égal à IQ (l + \ / 3 ) , l e s équations (a) et (/î) donnent
le mouvement de la ligne .Oî-S. Ce mouvement est le même que si le flot-
teur portait invariablement lié un gyro de moment cinétique \Q. ( l /

La période des petites oscillations est

(5)
W n/ecosL

Elle est d'environ 80 minutes.
J'obtiens la variation de X et de jS en utilisant l'équation (2) et une

autre que je vais établir : j'applique au gyro Ouest le théorème de Résal
dans le mouvement autour de son centre de gravité, en projetant la vitesse
de l'extrémité du moment cinétique sur Taxe d'articulation MjN'j, de ma-
nière à éliminer les réactions le long de cet axe. Cette vitesse résulte d<»

quatre rotations de vitesses angulaires -7-1 . , ,-•» -, •
^ ° dt dt dt dl

La deuxième et la troisième donnent dos vitesses composantes

— l u cos 30° x ' IŒ sin 30° ~ i
at at

suivant M̂  N'n le moment de l'aimantation fictive est — Kî s cos L sin 30°,
si donc N' est le moment de l'action du système articulé sur la boîte U'2,
le théorème de Résal donne ainsi l'équation

(6) ilQ^-^IQ^N'-iIOecosL

X ' 2 lit 2 dt 2

De même le gyro G" donne l'équation

(7) - i lO^-^Iûf-N' + ̂ coaL.
x ' 2 dt i dt ' a

N' et W sont liés par Téquation du travail virtuel appliquée au système
articulé (gyros exclus) dans le déplacement virtuel S (S : le travail de l'ac-
tion du ressort est de la forme ƒ ((2) Sj2, ou (Q - P/3) <5/3, si l'on borne/(/3)
aux deux premiers termes de son développement. J'obtiens ainsi l'équation

(8)
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L'élimination de N' et de N" entre les équations (6), (7), (8) donne
l'équation

(9) I û J = -P /3 + Q- inecosL = - P / 3 ,

en tenant compte de ce que /3 est nul dans la position d'équilibre.
Les équations (2) cl (y) donnent la loi de variation de l'angle /3 et de

l'inclinaison X de la ligne £ - 0 de la rosé : X et y oscillent en quadrature
avec la période

(10) T ^ L
v/pn/

elle est d'environ une minute.
On voit, sur loséqualions précédentes, que Toscillatinn des variables Cet 6

(azimut et inclinaison de la ligne 3h$) est absolument indépendante de l'oscillation
des variables X et (3 (inclinaison de la ligne £-0 et orientation des gyros laté-
raux).

63. Étude élémentaire des déviations balistiques. — Je
suppose le compas soumis à une accélération d'entraînement J provoquée
par un changement de cap ou d'allure. Les équations (2) (.3) (li) doivent
être modifiées par le remplacement du poids II par le poids apparent,
dont les composantes sont

_n J - , - n J - , - n .

Si, en effet, comme je le suppose, le mercure prend sans retard à
chaque instant la position d'équilibre qui correspond à la valeur de l'ac-
célération J, le principe d'Archimède s'étend et la poussée est modifiée
de la même manière. La forme sphérique du flotteur dans le voisinage de
la surface libre fait que la ligne d'action de cette poussée rencontre l'axe
de symétrie du flotteur en un point fixe dont la distance au centre de
gravité est la constante ƒ.

Ces équations (2), (3), (4) s'écrivent ainsi, en négligeant les valeurs de

N ' at * g ai ai " g

La ligne 3TorS de la rosé se meut horizontalement; elle se Irouve à la
fin de l'évolution dans la position d'équilibre correspondant aux nouvelles
conditions de route, si l'on a (S 30)
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c'est-à-dire si la période T des oscillations de la ligne SIXDS est égale à Celle du
pendule ayant pour longueur le rayon de la terre.

En même temps, le moment cinétique y se trouve augmenté [équa-
tions (\\\\ de la Quantitétions (ll)J de la quantité

c'est-à-dire que |8 se trouve avoir varié de

X a d'ailleurs peu varié, si la perturbation est rapide, comme le
l'équation (9).

Le compas, lorsque Vaccélération a disparu, reprend sa position d'équilibre
en oscillant autour de la ligne iTt-S, qui reste correcte, puisque les oscillations de
£ et de 6 sont indépendantes ($ 62) des oscillations de (2 et de X.

La variation de X, lorsque la durée de perturbation est longue, mo-
difie ces conclusions. Le système amortisseur les modifie également.

6'i. Mise en équations précise sans tenir compte du sys-
tème amortisseur. — J'écrirai les équations de Lagrange. Comme
£, 6, X, /3 ne peuvent varier que lentement, d'après ce qui a été vu, il
ne sera pas nécessaire de tenir compte des produits des dérivées £'. 6\ X', jS'
ou £", 0", X", j8", par £, 0, X ou /3. Comme précédemment, je conserverai
les produits de X et de ]6 par J, pour le cas de déviations balistiques
dont la durée serait de Tordre (une minute) de la période de X et de j8.

La force vive du système formé par le flotteur et la masse de chaque
gyro concentrée en son centre de gravité est

(1) AX'2 + B0'2 + C£'s,

A, B, C désignant les moments principaux d'inertie au point fixe O (point
de contact de l'aiguille de centrage).

Pour avoir la force vive de la boîte U p je dois ajouter la force vive du
mouvement autour de son centre de gravité, soit

(2)

(a angle de l'axe du gyro Sud avec )
Pour avoir la force vive des boîtes U^, UJ, j'ajoute de même (après ré-

ductions)

W
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Pour avoir la force vive des trois gyros Uo, U'2, U"2, je dois ajouter la
force vive du mouvement de chacun d'eux autour de son centre de gravité,
soil

( ? Î ^» X' a n g ' e s de rotation propre des trois gyros).
Si je suppose les composantes verticales de l'aimantation fictive de

chaque gyro équilibrées séparément par une surcharge de poids q placée
à la distance h du centre d'articulation sur Taxe de chaque gyro, la force
vive de ces surcharges n\?«*t pab a retenir, étant insignifiante.

Les masses des surcharges étant supposées transportées aux centres de
gravité des trois gyros, le travail du roupie formé par la poussée du mer-
cure et par le poids apparent du système ainsi défini est la différentielle
de l'expression

(5) - n/(A
7+f)+n/ ± (9+«) - n/ h (x - OK).

A ce travail, il y a lieu d'ajouter, en vue du roulis (S 36, expressions 5
et 6) un travail représenté approximativement par

(6) (MX'; + NX'j) & + (mff[ + nBx) SB.

Les couples provenant de la translation des trois surcharges donnent,
pour ce qui est du poids réel, un travail rigoureusement annulé par le
travail des composantes verticales de l'aimantation fictive, j'ai donc à tenir
compte seulement du travail des couples dus à la translation des forces
d'inertie d'entraînement des trois f surcharges; c'est la différentielle de
l'expression

(7) *»-J/3-ij£K

(en se bornant au premier ordre, puisque q est très petit).
Les composantes horizontales des trois aimantations fictives donneüt
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comme travail la différentielle de l'expression suivante, où T désigne
comme précédemment \Q.e cos L,

Les efforts intérieurs des ressorts maintenant les trois gyros ont pour
travail virtuel une expression de la forme

(9) (S 62).

J'écris les équations de Lagrange correspondant au\ paramètres £, 0,
a, X, /3, les angles de relation (p, \p, ^ étant éliminés comme il a été dit
au paragraphe 25. J'obtiens les deux groupes d'équations

(10) -s - O ) -

(ti)

- p a - bq h- ;

eU' - IQ/3' =— n/(^ + x) + MX; + NX't

2c/3" + IÛX' = - Ty/3/3 - P/S + bq -" ;

où j'ai posé

(12)

G

J'ai supprimé dans la dernière des équations (l 1) le terme constant Q — T
que je suppose annulé par réglage, de manière que j2 soit nul dans la
position d'équilibre. Cette position, en évidence sur ces équations, a lieu
pour £, 0, X, a nuls.

65. Étude «le l'oscillation libre sans amortisseur. — Les
équations (10) et (il) dans le cas de l'oscillation libre (J = o) possèdent la
propriété remarquable, que déjà la théorie élémentaire faisait prévoir,
de se séparer en deux groupes complètement indépendants : les équa-
tions (10) donnent la variation de £, 0, a; les équations (il) donnent la
variation de X et de /3.
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L'équation caractéristique des équations (lo) est

(13) IÛr(l

- I û r

Elle admet trois racines en r2; pour IO très grand, Tune de ces racines
est finie et vaut sensiblement

sa période, relativement courte, ne dépend que de l'inertie du flotteur et
de la tension du ressort du gyro Sud.

Une autre racine est voisine de zéro ; sa valeur approchée est

en négligeant T devant ÎIJ\ c'est celle qui est donnée par l'étude élémen-
taire (8 62).

Enfin, la troisième racine est très grande et vaut sensiblement

elle correspond à une nutation rapide, pratiquement absorbée.
Opérant de même sur les équations ( i l ) , j'obtiens pour X et (2 une os-

cillation lente définie par

(\i\ , . n/(p + V3) _

c'est celle qui est fournie par la théorie élémentaire. Une nutation rapide
définie par l'autre racine

est absorbée par les résistances passives.
Les équations (to) montrent que £ et — a varient en phase, 0 en qua-

drature; X et jS varient en quadrature l'un par rapport à l'autre.
8



En formant les mineurs des coefficients de la deuxième ligne du dé-
terminant caractéristique, on obtient des quantités proportionnelles aux
coefficients des exponentielles. On trouve ainsi que les amplitudes de
l'oscillation lente sont pour £, 0, a proportionnelles sensiblement aux
nombres

(19) 1, Iûr,

L'oscillation longue de a est donc sensiblement nulle.
Pour l'oscillation de période courte (racine r j , les amplitudes de

, 0, «sont sensiblement proportionnelles aux nombres

(20]
e - r c ( i + y / 3 )

L'amplitude de £ est à peu près le quotient de l'amplitude de a par
par 1 -f- y/3* Celle de 8 est beaucoup plus petite. La variation de a est
due presque exclusivement à cetie racine r, ; l'oscillation de courte période
n'est importante que pour de*, \aleui-> initiales importantes de a ou une
inclinaison appréciable du rompus. Sa periode élanl courte, l'amortisse-
ment propre du ressort, néjjlijjé ici, (absorbe d'ailleurs rapidement, de
sorte que le mouvement en azimut de la rosé est du exclusnemenl à
l'oscillation longue; l'autre peut être laissée de rôle.

66. Introduction d'un s^stèm<k amortisseur formé cfl'uiie
eute annulaire «le seetion uniforme' (oseâllation libre)(~8).—
Je suppose que le flotteur porte une cure annnlaiie de set-lion uni/orme à axe

vertical* d'usée en un fjrand noinlne de comparti-
ments identique*, sépaièb par des cloisons méri-
diennes que traversent des tubes de petit diamètre
(fitr 11).

Les mouvements du compas étant lents, je
néglige l'inertie uongyrostalique; je puis donc
appliquer à l'écoulement dans ces petits tubes,
dont le dianuMre est une faible fraciion de la
longueur, la première loi de Poiseuille '7<)y : la
vitesse est proportionnelle t) la dijjêi enec de niveau
dans les deux compartiments.

Soit donc CcV le diamètre Nord-Sud de
la cuve, dans le plan de la surface libre, lorsque le liquide est en équi-
libre dans la cuve placée horizontalement; w^ n\2, les angles polaires de
deux compartiments voisins (u\, — n^ =Sw est constant tout le long de la

(.'") Jöi Indiqué (H. BÉGUIN, 2), les principaux résultats de cette étude.
('*'} Voir A, BOULANGER, Hydraulique générale, Paris, 1909, 1.1, p. 197.

F i f r . l l .
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cuve). Soient /<p /J2 les cotes des deux surfaces libres à l'instant f, la cota A.
du compartiment vo est une fonction

(21) *-/M-

La différence de niveau des compartiments O^H^ s'obtient en ajoutant
à h2 — i1 ? la différence de cote des deux compartiments due à riaclinai—-
son du compas, soit

(22) ~- Sw + S (flX sin w — a6 cos w) •= ( ̂ - -f- a\ cos w + flô sin w j <5w,

où a désigne le rayon de la cuve.
La vitesse vv dans le Inbe qui relîo les compartiments ( l ) et (2), est

proportionnelle à h{ — //.,; si donc la vitesse dans le tube d'angle polaire w
est la fonction <j5>(<r, /), on a la relation

(23) p (IP, l) = - k ^ + «X cos w + a0 sin t»V

Mais, d'autre part, l'accroissement dhl de //j dans |o temps dl egt pro-
portionnel à la quantité de liquide apportée par les tubes des deux cloi-
sons du compartiment (1 ) ; on a donc

5ï = " " £ § S '

b et k désignant des constantes positives; 1) est (Fautant plus grand que fy
section des tubes est plus petite et que la viscosité est plus grande.

L'élimination de la fonction (p conduit à l'équation aux dérivées par-
tielles

(25) J Y — Sa "f" a^ S[lï W — rtô COS W = 0.

La solution de cette équation, qui convient au problème admet néces-
sairement la période 27r de la variable w. Ju vais donc la chercher sous,
forme d'une série trigonoinétrique dont les coeflicients seront des fonction?
de t.

Or, si je prends deux fonctions ux et vl de t vérifiant les équatiooa

(26) bu\ + ux == aÔ, Wi + vx = — «X,

la fonction ux cos w + vx sin w vérifie évidemment l'équation (25). Il en
résulte que si

(27) f(w ,o) = Ul cos vo + Vj sia w + Lf2 cos 2w 4*' V2 wn 2» + • **
8.
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est l'expression de la fonction cherchée pour f = 0 (la série n'a pas de
terme Ûo indépendant de w, puisque le volume de liquide au-dessus du
plan h = 0 est égal au volume de liquide situé au-dessous), j'obtiens la
solution du problème sous la forme

f(w,l) = ux cos w + »j sin w - f (U2 cos 2w + V2 sin 2w) e 6

+ (U3 cos 3w + ^3 s^n ^w)e b + * • "
(28)

les constantes d'intégration des intégrales wx, vx des équations (26) étant
choisies de manière que

Je vais chercher l'action du liquide sur le compas. L'inertie non gyros-
tatique étant négligée, le liquide sera considéré comme agissant statique-
ment. Cette action sera donc e'quivalente au poids du liquide. Si, dans le
poids II considéré précédemment (S 64), je tiens compte du poids du
liquide pour A = 0, il reste à évaluer le travail virtuel des poids des di-
verses colonnes h de liquide, ces poids étant appliqués au compas; ce travail
est de la forme

r it SlÛTT

h cos wdw — mSk I h sin wdw,

m dépendant des dimensions de la cuve. On vérifie immédiatement que,
dan's l'expression de h (28), les termes en U2, V2, U3, . . . donnent des
inte'grales nulles, seuls les termes en ux et vx sont à considérer, on obtient
ainsi, pour ce travail virtuel, en supprimant les indices des lettres ux et vv

(30) Trm (uSO — vSX).

J'introduis ce travail au second membre des équations (10) et ( i l ) du
mouvement, en adjoignant le terme nvmu à l'équation correspondant à 0,
le terme — nnw à l'équation en X. Je néglige f inertie non gyrostatique, ne
tiens pas compte du ressort du gyro Sud qui est accessoire, et me place
dans l'hypothèse d'une oscillation libre (J = o). Remplaçant 6 et X par les
expressions (26), j'obtiens les quatre e'quations

l I Q f W + tt1) —THÇ,

( Iû (l + v/3) a?' = — iy {bu + u) +

l - lQ.a(3' = 11/(fa' + v) — Ttmav,
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L'oscillation de u et de £ s'étudie au moyen de l'équation caracté-
ristique

(33) [l2Q2(l + II/T] (y + r) - muny = 0,

, 1
où j'ai posé T = y. Cette équation représente une courbe F, lieu du point

de coordonnées cartésiennes r, y. Je supposerai Iï/:>7rmfl, ce qui est évi-
demment indispensable à la stabilité. Les dimensions de la cuve ne peuvent

donc dépasser une certaine limite. La courbe F a la forme indiquée ci-contre
(fig. 12). Pour une valeur donnée de y, l'équation a une racine rx néga-
tive , correspondant à une variation apériodique, les deux autres sont ima-
ginaires :

Ces deux racines correspondent à une oscillation amortie (p <: 0), car, la
somme des trois racines étant — y, il en résulte que 2p a la valeur néga-
tive — (y-^r^^ — PMj (fig. 12). Lorsque y varie de zéro (écoulement
très lent) à l'infini (écoulement rapide), PMX qui représente le double du
facteur d'amortissement, de l'oscillation, varie de zéro a zéro en passant
par un maximum. L'équalion (33) donne simplement le minimum de

(y "h ri) q1^ s e présente sous la forme krx -|- Brx ; le maximum du facteur
d'amortissement a lieu pour

(34)

et Ton a alors

y = m

fart r r-_ j ,»(n/-1"»a). =r- VOT ^ ^ .•_» W »———i

wm



La période s'obtient en cherchant fy3*=*jo2-f ?2, j'obtiens

(36)
IQ a

On voit dans quelle proportion elle est accrue par le dispositif amor-
tisseur.

L'étude de v et de /3 sur les équations (32) conduit à une équation
caractéristique qu'on déduit de (33) en y remplaçant T par

ou simplement par P(i -f- v/3). La courbe F' qu'elle représente est
homothétique de la courbe F dans le rapport des périodes, soit 80. On
voit donc que la valeur de y qui donnerait l'amortissement maximum de v
et de jS est tout a fait différente de la valeur (:M); los deux oscillations ont
le même décrément maximum. Comme c'est surtout l'oscillation de la
ligne <i)t>S qu'il y a lieu d'amortir, il y a lieu de se rapprocher de la con-
dition (34). On constate alors que l'amortissement de X est le double de
l'amortissement maximum de la ligne OtS, soit un décrément 40 fois
moindre.

Ce système n'amortit donc dans de bonnes conditions que les oscillations
en azimut. Pour les autres, c'est l'amortissement propre du ressort qui
seul peut les amortir.

Les oscillations latérales n'étant guère amorties par ce dispositif, il y a
lieu de se demander si la forme de la cuve est suffisamment appropriée au
but poursuivi qui est l'amortissement en azimut. Le liquide intervient par
le momenten O de son poids, moment qui est horizontal; on augmen-
terait la composante £-C') de ce moment en donnant à la cuve, dans le
méridien, une sextion supérieure à sa section Est-Ouest. Or, d'après le
théorème de Résal, c'est cette composante qui agit sur l'oscillation en
azimut. D'autre part, la vitesse d'écoulement étant adaptée à la période de
l'inclinaison 9 et, pour ainsi dire synchronisée, il est manifeste que la
modification précédente augmentera l'action de 0, donc l'efficacité du dis-
positif. C'est ce que réalise le dispositif Anschiilz.

67. Système amortisseur Ansehütz* — LÜ cuve annulaire est (H*
visée en huit compartiments égaux quatre a quatre par des cloisons a Ù5° les unes
des autres (fig. 13). La surface libre de l'huile CAi-^ dans la position d'équi-
libre détermine dans les compartiments (l), (4), (0), (8) des aires égales S-p
dans les autres, des aires S2 inférieures à S r Les centres de gravité gl,... ,g"8

de ces sections sont sur un cercle de rayon a, symétriques deux à deux
par rapport à GAi et à C^T; leurs angles polaires wi,. . ., w ' i
en fonction de œl et de *r2 par les relations



Les hauteurs de liquide / * n . . . , //8 au-dessus du plan C A ^ , hauteurs
comptées au centre de gravité de chaque section, vérifient l'égalité

S1(A1 + h, + h5 + h,) + S2(A2 + h, + h6 4- * 7 ) ~ o.

Je mettrai le problème en équations en procédant comme au para-
graphe 6G, et faisant les mêmes approximations; jo supposerai cependant
le cas général d'une accélération perturbatrice horizontale J.

Fig. i5.

La différence de niveau entre les compartiments ( l ) et (2) est

K ~~ K + fl(cos w\ ~ cos wè y ~~ ^ ) + fl(fe"1 W2 ~~ ̂ n wi) (* "*H*̂ f

Appliquant la loi de Poiseuille à la vitesse d'écoulement v12 entre deux
compartiments et exprimant que la démée /i't est proportionaelle h la
différence vsi — D12, et opérant de même pour tous les compartimente,
j'obtiens huit équations de la forme

(37)
(- + X j (sin wl+, — 2 sin wt + sin w,_,) ;

en les combinant par addition et soustraction, on obtient

(38)

(39)

tSjUi = u% — Uj + 4«(cos w3 — ços Wj) ( - — ô j ,

6S2u'2 = u x — 3UÇ, + ha (cos Wj — 3 cos w%) ( - — 0 ] ,
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(40) JSjVj = v2 — 3Vj + 4«(sin u>2 — 3 sin wx) l — + ^ ) ?

JSjjVj=Vj — v2 + 4a (sin wl — sin iv2) l — + X

si l'on pose

(42) »I

(43) «2

(44) v i

(45) Y2

Le travail elementaire de l'action du liquide amortisseur sur le flotteur
est le travail du poids apparent de ce liquide supposé appliqué au flotteur,
si Ton néglige l'inertie non gyrostatique. Si, dans 11/(S 62), j'ai tenu
compte du poids du liquide dans la position d'équilibre (hx = • • • = ^ 8 = 0 ) ,
j'ai à exprimer le travail du couple (7) formé par les poids apparents des
hauteurs de liquide / / , , • • • , /i8, en tenant compte de l'inclinaison des sur-
faces libres sur C-X?fl Gomme il s'agit d'un couple, je puis évaluer son
travail dans la rotation autour du point C, conside'ré comme fixe.

Soient # , y, z les coordonnées, par rapport à C ^ ^ k , du centre de
gravité d'un cylindre élémentaire de liquide parallèle à C3t, compris
entre le plan CcX̂ O et le plan de surface libre. Dans un même comparti-
ment de rang i,x,y,z sont liés par la relation

(46) 2* = (O — - Var - a cos w) — (x + -\(y - a sin u\) + *,-•

Le déplacement virtuel de ce centre de gravité, supposé invariablement
lié au flotteur, est

(47)

de sorte que le travail virtuel du couple (y) est

(48) a « 2 ( y * A ) ( ^ - &) + 2<or2 («a?A) (-^

si Ton néglige le produit de l'accélération J par l'expression 2 (z*ds).
(Dans ces expressions, le signe 2 s'étend à tous les éléments d'aire ds de
la surface libre de la cuve entière ; is poids de l'unité de volume du liquide. )

En tenant compte des symétries, et en posant

(49) 2(x — a cos ivfâs == E, 2(y — a sin w^fds ==» F,
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j'obtiens le travail

« (§6 - ^ SU [E ($ - JA + «(S^, cos t»!+S2u2 cos wj\
(50)

2v2 s ia TO

Cest ce travail qu'il y a lieu d'adjoindre au travail des forces données,
tel qu'il a été calculé au paragraphe 64.

Négligeant l'inertie non gyroslatique et ne tenant pas compte du res-
sort du gyro Sud, ou des ternies absolument négligeables dus aux sur-
charges y, j'obtiens les équations

- ««(SJVJ sin a>,+S2v2 sin Wj)

+ ^ vf{E - F)+X - (II/- ©F) - ^ ^ ( S J U J cos wi+S2u2 coswj,

IÛ (1 + \/ï)Ç = ( n / - «E) ( - - ô ) + ^«(S^i cos Wj + S2u2 cos Wa)

- IÛ/3' == - ( I I / - tsrF) (~ + x) - « ( S ^ j sin Wl + S2v2 sin w

Ï + NX;,

(51)

(52)

(53)

(54)

auxquelles il y a lieu d'adjoindre les quatre équations ( 3 8 ) . . . (41).

68. Étude de l'oseillaf ion libre (amortisseur Aiisehûtz). —
Je suppose Xp 9r J nuls; il est intéressant de remarquer que les équations
du mouvement se séparent ici encore en deux groupes distincts, les e'qua-
tions (38), (39), (51), (52) déterminant Ç, 6, u 1 5 u 2 , les équations (40), (41),
(53), (54) déterminant X, /3, v1? v2.

Posant comme au paragraphe 66 j/ = r , l'équation caractéristique du
premier de ces groupes s'écrit

(55) (r - fiy) (r - (l'y) + Kr\r - mjj) (r - m2y) = 0,

K étant défini par

(56)
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mx,m^ désignant les racines de l'équation

(57) SjSjro* + (3S, + S > + 2 *F 0 f

(À,!* les racines de l'équation

(58) (p - - mj) (p - m2) - % — ms) « . 0,

où k et m3 sont définis par

(59) (II/ — tzrE)A- -= 4tsra2(cos2ttJ1 — 2 cos wl cos a>2 -f 3 cos2 w^,

(60) 'ttaS]S3(cos2 wl - 2 cos ŵ  cos «>2+ 3 cos2 w2)+2(SX cos2 rox + S2 cos2w^j=0.

L'équation (55), dans le plan des t/,r, représente une courbe du 4*ordre(F)
(fig. ltf); ?«p m2, m ,̂fjt,ju'sonl les coefficients angulaires de droitesD^D^
D3, A, A'. La courbe (F) est tangente en O aux droites A, A'; elle est
asymptote aux droites Dx, D2.

Fig. 14.

La largeur de la cuve de l'Anschiltz dans le plan CXcXs est environ
trois fois sa largeur l dans le plan C~TJ£, on en déduit ainsi les valeurs
approchées suivantes ?

31 = 2,07 aZ; S2=l,07fl/;

(61) sin iv = 0,35;

m. l = — 0,3 ; = — 3,08; m3al == — 2,95.

Les droites A et A' sont d'autant plus voisines de Dj et de D? que k est
plus petit; si k était trop grand

(62) cos2 wl - f S2 coas w2) >• I I / - «rE,
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c'est-à-dire, si la surface libre du liquide était trop grande, la droite A
passerait au-dessus de 0?/ et le mouvement serait instable.

k remplissant la condition (62), la courbe présente la forme de la figure,
donnant ainsi pour cliaque valeur do ;/ deux \aleurs de r négatives et deux
valeurs imaginaires de la forme p dzqi. La somme de ces quatre racines
étant (wij + w'o)?/, on en déduit

(63) 2i>= - ( P J M . + PJM,),

ce qui permet d'obtenir graphiquement le facteur d'amortissement — pdu
mouvement sinusoïdal. Je vais chercher son maximum. J'obtiens une valeur
approchée de p en utilisant le produit des racines de l'équation (58) et
remarquant que yî est voisin de ro2,

(64) *-»!+*=;•

La somme des racines, (JL étant beaucoup plus petit, me donne une
valeur très approchée de y!

m% - m ,(65) fi «= m2 -f- h

La valeur de \x montre que le mouvement serait instable si kal dépas-
sait la valeur 0,3. La valeur 0,2 est donc une limite qu'il n'y aura vraisem-
blablement pas lieu de dépasser; il y aura d'ailleurs intérêt à s'en rap-
procher, comme on va le voir.

O,s valeurs montrent simplement que M2P2 est une fraction trèë faible
de MjP, qui n'ai teint pas 0,0.'i, de sorte que seule la valeur de MJPJ im-
porte. Pour chercher son maximum, je remplace dans l'équation (5o) de
la courbe, le facteur r— ju'//parj —/*/,</, quantités dont le rapport est
voisin de l'unilé, le long de la branche décrite |)ar M r J'obtiens une
courbe (F}) très voisine de la courbe (F) :

(66) r — (xy + Kr2(r - t^y) «= 0.

J'obtiens le maximum de M1P1 en menant à cette courbe une tangente
de coefficient angulaire m^ les valeurs de y et de rx correspondantes sont
définies par les conditions

(67) (p + m ^ j -=• 2/Hjpiy ; titmfyV = fr + »j)B.

Le maximum du focteur d'amortissement — p de l'oscillation est défini
par

(68) —2» = ^
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La période est définie par

EUe est comprise entre 2Üv^K (kal = o) et 2lIy/2K qui correspond à
Aa/ = 0,3, valeur que kal ne peut dépasser. Dans l'hypothèse kZ = 0,2,
elle serait 1,2 X 2Ü y/K, K étant donné par l'équation (56). La valeur 0,2
donnée pour kal à titre d'indication correspondrait à un décrément maxi-
mum de Tordre de 1,8 obtenu en réglant convenablement y, c'est à-dire
l'écoulement de l'huile <80>.

Le second groupe d'e'quations s'étudie de la même manière. Les droites
Dp D2, D3 ont alors les coefïiciens angulaires wx, n2, w3 définis par

nxal= — 0,47; /i2«I = —1,91; w3al=— 1,85;

les constantes K et & sont remplacées par H et h définies par

h (II/— 'crF) = Atsra2 (sin2 w2 — 2 sin Wj sin w2 -)- 3 sin2 t»j).

La période de l'oscillation amortie est sensiblement 27zVH, le facteur
d'amortissement est environ 1, 2 fois celui du premier groupe d'équations
(éq. 68), ce qui correspond à un décrément extrêmement faible.

Il est intéressant de comparer ces résultats avec ceux que donnerait
une cuve formée de huit compartiments identiques, de même surface totale, la
surface So de chacun de ces compartiments étant, par suite, la demi-
somme des sections précédentes SL et S2 ; on a, dans ce cas,

7T 3ir , 2,17 0,37
w i = 8' W2 = y > ^ = m 2 = = m 3 = = - - ^ | - 5 m i = " - - ^ r

Dans l'hypothèse &a2 = O,2, on trouve que le facteur d'amortissement de
toscillation en azimut est réduit dans le rapport 1,5 : l'avantage de l 'étrangle-
ment Est-Ouest de la cuve est manifeste. Il est intéressant de remarquer
que le facteur d'amortissement de l'oscillation latérale serait également
réduit (rapport 1, 2).

69. Rég lage de l'uiiiortisseijueiil. — Pour régler la vitesse d'écou-
lement, on soulève l'extre'mité Nord du compas d'un certain angle 0 et on

(so) La variation de Ç et de 0 prosente encore deux autres termes, l'un en c»V l'autre
en erJ, le second s'amortit très vite, |r , | étant {jrand; le premier s'amortit plus vite que

l'oscillation étudiée si | f* | > Ur

donc inconvénient à donner à k une valeur inférieure.

, c'est à dire si k <c
2m,

T
ou fcfl/-<o,2. 11 y aurait
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laisse l'huile s'écouler : au bout de 20 minutes (c'est-à-dire un quart de la
période du compas), l'huile doit être sensiblement au repos.

Les équations (37) donnent la variation de h[9 . . ., A8 en y faisant X
et J nuls, e t 0 constant; on a évidemment, pendant ce mouvement,

K = h > h = hi > h = h > h =• h'

on vérifie, d'autre part, que hl-\-hli et /'.2 + A3 restent nuls, les valeurs
initiales des h étant nulles, de sorte que hx et //2 seuls sont à déterminer;
ils sont définis par les équations

(70) bSx h\ = h2 — hY -f a6 (cos wx — cos w2),

(71) 6S2 K2 ==hl — 3h2 -)~ aO (3 cos w2 — cos w^.

La solution convenant à la question est

hx = aO (0,925 — 0,86 W - 0,0

A2 = aO (0,425 + 0,024 em& — 0,44

te remplace, dans ces formules, t par le quart de la période, y par la
valeur réalisant le maximum d'amortissement (§68), ce qui donne aux
exposants de e les valeurs

— 22.

Les termes en eM^ sont donc inappréciables, et l'on trouve que hx diffère
de la valeur 0,925ad qui correspond à l'équilibre, de 0,094 ad, h2 diffère
de sa valeur d'e'quilibre 0,425 aO de 0,024 «9 ; hl a parcouru 0,9 de sa
course; h2 a parcouru 0,95 de sa course, si l'amortissement maximum est
réalisé. Cette méthode est pratique, mais sans grande précision : il semble
qu'il y aurait intérêt à faire porter l'observation sur les premières minutes
du mouvement.

70. Étude de» déviations balistiques. Roulis. — Je suppose
le compas soumis à une accélération horizontale J, due à un changement
de cap ou de vitesse j pendant un temps court par rapport aux deux pé-
riodes. Je multiplie les huit équations du mouvement (38) à (41) et (51)
à (54) par cfe, et je les intègre pendant la durée de la perturbation, en
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supposant que les variables conservent sensiblement la valeur î&érp.
liens, en ce qui concerne les variables £, 0, u p u 2 , les équations

(72) £
a

(73) <Î0=O;

Sv
(là) S^Mj = 4ay (cos w2 — cos wx) —

x ;
a

(75) S2JM2 = Ixay (cos wl — 3 CQS w2) — • •
a

Si Ton donne à la période de l'oscillation en azimut (calculée sans tenir
compte de l'amortissement) une valeur égale a la période de l'oscillation
d'un pendule ayant pour longueur le rayon de la terre (quatre-vingt-cinq
minutes), la ligne SfhS se trouve à la fin de la perturbation dans la posi-
tion d'équilibre correspondant aux nouvelles conditions de route. S'il n'y
avait pas de système amortisseur, elle conserverait cette position, et il n'y aurait
pas de déviation balistique; h» compas oscillerait, en effet, à partir de la
position initiale £n = 0ft = Xo = u, /3n / o, et, comme les doux groupes
de variables £, 6 et X, fi oscillent indépendamment, £ et Ô resteraient
nuls : le compas oscillerait autour de la ligne OT^S, qui resterait correcte,
(l'est ce que donne la théorie élémentaire (\oir note 78, p. 114).

La présence du système amortisseur introduit dans le premier groupe
les variables u p u a , dont les valeurs, à la fin de la perturbation, sont
données par les formules (74), (7,)), de sorte que l'oscillation ultérieure du
compas a lieu à partir de la position initiale définie par

(76)
' 9j (ui)o — &a!l i c o s wi — o o s w\) — »

0, S2 (u2)0 = Ixaxj (cos wl — 3 cos w2) — i
o

Tazimut £ ne conserve donc pas sa valeur. Le calcul des amplitudes fe-
rajt connaître les constantes de cette oscillation. L'équation (52) permet
déjà d'en avoir le sens dans les premières minutes qui suivent la pertur-
bation, elle donne, en effet, 9 étant sensiblement nui, et u, et u2 voisins

IÜ (l + v/s) £' = <sra [Sx (Ul)0 cos ml + S2 (u2)0 cos » J ,

ou, ep. remplaçant (u^o et (u3)0 par les valeurs (76), &a pgr sa valeur en-
fonction de k (éq. 59),

IQ (i + v/5) C — (D/- «E) % £ .
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Celle vitesse est dirigée en sens contraire de la déviation qui s est piodnite
pendant la perturbation. Celte particularité est nettement en évidence &ur la.
courbe I (fig. 15) relevée par le Lieutenant de vai&seau liénon à bord du
sous-marin Hermione pour une diminution de vitesse de 10 nœuds, cap au
Nord.

^(minutes)

La courbe II relevée simultanément sur un Slougli accuse également
ui* retour en arrière de £, mais plus faible. C'est aussi le système amor-
tisseur qui en est cause, mais le mode d'acîion est tout différent : On a
ici J x <:0 , J, = 0. LYquation (15) [^51] est analogue à ré([iiation ac-
tuelle (52), ÏTZ'joIni remplaçant tsa (S^^ cos ix\ + S9u2 cos tr.2), mais, O
élant négatif dans le Slough, ces deux loi mes donnent à £' (\i"> valeurs de
signes contraires. D'ailleurs, c'esl le tonne Itsrojiu qui pioduit la dévia-
lion S£ pendant la durée de la perlurbalion (prolongée do iui«» ou deux
niinulcb jusqu'à Tinblanl tti); à partir de cet inplant, u a la valeur hO
correspondant à rindinaison prise par le compas sous l'intluenre du

terme — p ( Q ' ' -{-'l^ooJnA (éq. l/i), et c'est par celle valeur h$ due à p

que u agit sur Ç (éq. 15) pour lui donner, h partir de l'instant ?0, une
vitesse en sens contraire de la première déviation.

Dans TAnschutz, 6 ne subit aucune déviation (éq. 51), Uj et ut> sonl
déviés aussi lentement que le compas; ils agissent peu pendant la pertur-
bation, mais ils acquièrent des \alenvs qui persisteront longtemps après,
et doivent par suite intervenir dans le calcul de l'oscillation ultérieure.

Si Ton cherche les valeurs de Ç' à la fin de la perturbation, dans le
cas du Slough, en fonction delà période T et du facteur d'amortisse-
ment (Jt, on trouve, pour la perturbation conside'rée,

* PfiCOsL g

Le même calcul fait pour fÀnschiitz en tenant compte àe& condition*
d'amortissement maximum (§68) donne exactement le double (à amortisse-
ment égal, h période égale). Le Slough utilisé avait une période dépagaa&t
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quatre-vingt-cinq minutes; la période de TAnschütz était voisine de
•soixante-dix minutes.

Cet effet disparaît complètement, si l'accélération J est Est-Ouest. Les
courbes relevées n'accusent d'ailleurs aucune déviation importante.

Si la durée de la perturbation est comparable à la période des oscilla-
tions transversales (une minute), les termes du second ordre en JXJY, XJX,
v^x, v2Jx, dans le second membre de l'équation (5l), termes que je viens
de négliger, prennent quelque importance. Tout ce qui a été dit sur les
termes analogues rencontrés dans le cas des compas Sperry et Slough
subsiste ici, atténué par ce fait que X, v p vo varient plus lentement, mais
à condition que les oscillations de X, v1, v0 soient suffisamment amor-
ties. Ces termes contiennent en l'acteur le produit sin A cos A; leur action
est donc maximum à 45 degrés du méridien. Pour une variation de vi-
tesse Nord-Sud ou Est-Ouest, ces termes disparaissent, de sorte que ce
qui a été dit à ce sujet subsiste intégralement dans ces deux cas.

Si les déviations balistiques de ce compas sont importantes, l'in-
fluence du I-OHHS est, au contraire, très faible. Les équations (40), (41),
(53), (54) donnent, en effet, pour X, ]3, Vj, v2, une déviation permanente
nulle, chacune de ces variables présente1 une oscillation forcée d'ampli-
tude très faible, puisque leur période propre est de 5 à 10 fois plus grande
que celle de la houle. Je substitue ces expression dans les équations du
premier groupe, en remarquant que les termes en utJ, et u2J, de l'équa-
tion (51) sont de Tordre de ceux que j'ai convenu de négliger, la variation
deu2 et de u2 étant très lente. J'obtiens ainsi pour 0, u p u2 une déviation
permanente nulle, et pour £ une déviation extrêmement faible, provenant
des termes en JXX, J t v p J,v2, JXJY de l'équation (51). Les trois premiers de
ces termes ont une influence très faible, puisque les amplitudes de X,
Vj, v2 sont petites; l'influence du terme JJT est faible par suite de son
coefficient <* (E — F).

71. Remarque . — Comme l'étude précédente vient de le montrer,
le compas Anschutz présente, à côté de qualités remarquables dues à sa
grande stabilité, des défauts importants, relatifs à Tordre de grandeur de
ses déviations balistiques.

Ces déviations étant dues, en grande partie, à son système amortis-
seur, il semble qu'il serait possible d'y remédier simplement en munis-
sant d'une soupape commandée électriquement chacun des huit petits
tubes qui traversent les cloisons de la cuve : on pourrait ainsi empêcher
Fhuile de s'écouler pendant une évolution du bâtiment, puis la libérer
sitôt après révolution terminée. On ne serait pas astreint à utiliser cette
commande : on y aurait recours exceptionnellement, lorsqu'on aurait
besoin de toute la précision du compas.

L'amortissement des oscillations transversales intervient favorablement
dans les termes du second ordre des déviations balistiques : il y a intérêt
à réaliser un amortissement important. Comme on l'a vu, on ne peut
compter sur la cuve à huile.
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On pourrait munir le flotteur d'une seconde cuve analogue, présentant
un étranglement dans le plan méridien. L'écoulement de l'huile dans cette
cuve serait réglé de manière à réaliser le maximum d'amortissement des
oscillations transversales.

On pourrait aussi augmenter l'amortissement propre des ressorts des
gyros Est et Ouest, par exemple, en les enfermant dans de petits cylin-
dres, et munissant leurs extrémités de pistons se déplaçant avec frottement
dans les cylindres; il serait facile de les disposer de manière qu'il n'en
résultât aucune indétermination de la position d'équilibre des gyros.

On pourrait aussi remplacer la cuve par deux systèmes indépendants S,
S' de vases communicants, l'un de ces systèmes étant dans le vertical <DToS,
l'autre dans le vertical <f-l!).

Si l'on désigne par u la hauteur de liquide dans le système S, par v
ta hauteur dans S', la mise en équations, entièrement analogue à celle qui
a été indiquée pour le Sloogh (S 51), conduit à deux groupes d'équations
entièrement distincts, l'un de ces groupes en Ç, d, u, l'autre X, /3, v; de
sorte qu'on pourra régler séparément les deux systèmes de vases de ma-
nière à réaliser l'amortissement maximum de chacun des deux groupes de
variables (voir note 48, p. 'ifij.

Pour le système de vases S, on augmenterait sa période propre en
allongeant le tube de communication, diminuant son diamètre, et surtout
en entravant l'écoulement pour augmenter l'influence des frottements inté-
rieurs.

Il y aurait enfin intérêt, en vue des déviations balistiques à augmenter
la période de l'oscillation transversale. Il semble que ce soit possible.
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