ERVAND KOGBETLIANTZ

Analogie entre les séries trigonométriques et les séries sphériques au
point de vue de leur sommabilité par les moyennes arithmétiques

Theses de I’entre-deux-guerres, 1923
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1923__36__1_0>

L’acces aux archives de la série « Theses de 1’entre-deux-guerres » implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

These numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=THESE_1923__36__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

N° D'ORDRE :

= THESES

PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

POUR OBTENIR

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES,

Par M. Ervaxo ROGBETLIANTZ,

Privat-dozent de 'Umiversité de Moscou.

1« THESE. — Sur LES SERIES TRIGONOMETRIQUES ET LA SERIE DE LapLAcE.
2 THESE. — PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE : SUR LA REPRESENTATION
CONFORME.

Soutenues le 1923 devant la Commission ’Examen.

MM. E. BOREL, Président.

MONTEL, ) .
JULIA, 2 xaminateurs.

PARIS
GAUTHIER-VILLARS ET Ce, EDITEURS

LIBRAIRES DU BUREAU DES LONGITUDES, DFE L’ECOLE POLYTECHNIQUE

Quai des Grands—Augustins, 55

1923



FACULTE DES SCIENCES DE L'UNIVERSITE DE PARIS.

MM.
Doyen..... e ... MOLLIARD, Professeur de Physiologie végétale.
Doyen honoraire..... .. P. APPELL.

Professeurs honoraires. P. PUISEUX, Cu. VELALIN, BOUSSINESQ et BOUTY.

EmiLe PICARD........
GasTow BONNIER.....
KWENIGS . .veenn....

HALLER....... .....
JOANNIS .. ..........
JANET. . .. ........
WALLERANT ........
ANDOYER.. .........
PAINLEVE ... ........
HAUG................
H. LE CHATELIER...
GaBriEL BERTRAND..

Analyse supérieure et Algébre supérieure.
Botanique.

Mécanique physique et expérimentale.
Caleul différentiel et Calcul intégral.
Chimie organique.

Chimie (Enseignement P. C. N.).
Electrotechnique générale.

Minéralogie.

Astronomie.

Mécanique analytique ot Mécanique céleste.
Géologie.

Chimie générale.

Chimie biologique.

M=« P. CURIE...... . Physique générale et radioactivité.
CAULLERY . ......... Zoologie (Lvolution des étres organisés).
C.CHABRIE.......... Chimie appliquée.
G. URBAIN.. .... ... Chimie minérale.
Esmie BOREL..... ... Calcul des probabilités et Physique mathém.
MARCHIS ..... .. ... Aviation.
Jean PERRIN..... ... Chimie physique.
G- PRUYOT.......... Anatomie et Physiologie comparées.
ABRAHAM........... Physique.
CARTAN..... ........ Mécanique rationnelle.
Cu. GUIGHARD..... . Géométrie supérieure.

Brofesseurs............ LAPICQUE........... Physiologie.
GENTIL.. .... ...... Géographie physique.
VESSIOT ............. Théorie dés groupes et Calcul des variations.
COTTON.............. Physique générale.
DRACH. ............ Application de ’Analyse a la Géométrie.
G. FABRY............ Physique.
CHARLES PEREZ...... Zoologie.
Lion BERTRAND..... Géologie appliquée et Géologie régionale.
DANGEARD.......... Botanique (Enseignement P. C. N.).
LESPIEAU............ Théories chimiques.
LEDUG .............. Physique théorique et Physique céleste.
MONTEL ............. Mathématiques générales.
MAURAIN .......... . Physique du globe.
HEROUARD.......... Zoologie.
Remy PERRIER ...... Zoologie ( Enseignement P. C. N.).
SAGNAG.............. Physique théorique et Physique céleste.
RABAUD ........ ... Biologie expérimentale.
PORTIER........ ..... Physiologie.
BLAISE ....... ...... Chimie organique.
PECHARD............ Chimie (Enseignement P. C. N.).
AUGER .... ......... Chimie analytique.
M. GUICHARD........ Chimie minérale.
GUILLET............. Physique.

Secrétaire.............. D. TOMBECK.

69463-23 Paris. — lmp. GauraHiEr-ViLLars BT C*, quai des Grands-Augustins, 55.



A

MESSIEURS P. APPELL ET E. BOREL

Hommage de profonde et respectueuse reconnaissance






PREMIERE THESE

6O e

ANALOGIE

ENTRE

LES SERIES TRIGONOMETRIQUES

LES SERIES SPHERIQUES

AU POINT DE VUE DE LEUR SOMMABILITE PAR LES MOYENNES ARITHMETIQUES

Introduction.

Les polynomes ultrasphériques

P‘,;”(x) (n=o,1,2,..., ),
qu’on définit par la fonction génératrice (1 — 2 xz + 32)™ :

1
(1 — 223 + 22)* -

D PP(z)  (A>o0)

n=0

et qui jouissent de la propriété d’orthogonalité dans l'intervalle
(—1, +1)

o (mzZn),
+1 0N 13
= e O L (RS I
oy CENOECEDINCS) (m=n),

se réduisent pour A = é aux polynomes de Legendre P,(x) et relient

les derniers aux fonctions trigonométriques, puisqu’on a pour
x = cosb

lim = P‘,})(x).-_——?cosne (z=cosh, n21)
)\:0)\ n
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et aussi pour A =1
sin(n +1)0

P(@) = ——5ng

(z =cosd, A =1).
La série ultrasphérique

L. F(o, m)v’_E("‘*_)‘)f F(o, <0)POJ(COS}‘)da' (> o)
5 [sin?6’ sin?(¢ — @ )]’

[cosy = cos8 cosb' -+ sinbsin @ cos(cp — "]

R T N Aga Lo 1 s
généralise, d’un; coté,| la série de Laplace (0057\ = ;> et, d'un autre

coté, se réduit a la limite pour A =o a la série trigonométrique,
si F (0, 9)=f(cosh).

La découverte (') de cette série I m’a permis de ramener a leur
origine commune toutes les propriétés de ces deux classes de séries et
d’établir ainsi 'analogie compléte entre les séries sphériques et les
séries trigonométriques au point de vue de leur sommabilité (C, §) par
le procédé des moyennes arithmétiques.

Or, ordre & des moyennes arithmétiques de la série I est intime-
ment lié au paramétre A. J'ai établi, par exemple, que toutes les
moyennes FP (0, ¢) de la série I d’une fonction F(8, ¢) bornée sont
toujours comprises entre les bornes inférieure m et supérieure M de
la fonction développée, si I'ordre & est au moins égal & 2A + 1, ¢est-
a-dire qu’on a pour 82 2\ + 1

m=FR (0, ¢) M
(020Sm,0%9S2m; n=0,1,2,3,...,00; A>0,022 +1),

si
miF(0, ¢)SM (0S6Sm 0l¢Sam).

Les propriétés correspondantes des séries trigonométriques de
Fourier (A = o) et des séries de Laplace <7\ = é) ont été signalées par
M. L. Féjer (*).

De méme, le fait qu’il existe des fonctions continues sur toute la

(1) Comptes rendus, t. 164, 1917, p. 626.
(2) Mathem. Annalen, t. 58, 1904, et . 67, 1909.
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sphére, dont la série I n’est pas sommable (C, 8S2)(*), explique la
différence qu’on peut signaler a ce point de vue entre les séries trigo-
nométriques et les séries de Laplace : tandis que le développement
trigonométrique d’une fonction continue dans tout intervalle (o0,27)
est uniformément sommable (C, 8 > o) pour chaque & > o, il existe
des fonctions continues sur toute la sphére et dont les séries de

Laplace ne sont pas sommables <C, 8< é) (*).

Il est évident que cette non-sommabilité (C, 32-;—) des séries de

Laplace est parfaitement analogue au fait bien connu de I’existence
des fonctions continues, dont les séries trigonométriques divergent,
¢’est-a-dire ne sont pas sommables (G, 6Z0) : les deux ne sont que les

cas particuliers pour A = % et A= o de la non-sommabilité (C, 6S1)
de la série I.
La sommabilité uniforme <C, s> é) de la série de Laplace d’une

fonction F (9, o) continue sur toute la sphére () ainsi que la somma-
bilité uniforme (C, 8 > o) du développement trigonométrique d'une
fonction continue sont aussi les cas particuliers de la sommabilité uni-
forme (C, ¢ > 1) de la série I d’une fonction F (6, @) continue sur
toute la sphére S (*).

En étudiant la sommabilité (C, &) de la série [ pour A — 1 <352, on
s’apercoit que les propriétés des moyennes d’ordres — 1< 8o de la
série trigonométrique doivent étre essentiellement les mémes que celles

des moyennes d’ordres — ;— <es é de la série de Laplace.

L’étude comparative des moyennes arithmétiques de ces deux classes
des séries, entreprise dans ce Mémoire, prouve cette assertion. Cette
étude ne saurait étre remplacée par I'étude de la sommabilité (C, o)
de la série I d'une fonction F(8, ¢) pour A—1 < 8=X puisque la série
trigonomeétrique n’est pas rigoureusement le cas particulier pour A = o
de la série I d’une fonction F(8, ¢)= f(cos6), mais, son cas limite
pour A—o, ce qui exige I'étude directe de la sommabilité (C, ¢ << o)

(1) E. KoeBETLIANTZ, Comptes rendus, t. 164, 1917, p. 626.
(%) T. H. GroNwaLL, Mathem. Annalen, t. 75, 1914.
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de la série trigonométrique, la sommabilité (C, o), ¢’est-a-dire la con-
vergence étant étudiée en détail. Quant a la série de Laplace, ’étude de

sa sommabilité (C, &) pour — ; < 35% est beaucoup plus simple que
Iétude du cas général de la sommabilité (C, 8) de la série I pour

A—1<<8SA(Y).

En ce qui concerne les séries trigonomeétriques et les séries de
Laplace, on trouve les résultats suivants. Les critéres bien connus de
convergence de la série trigonométrique assurent aussi la sommabi-

lité (C, 8= é) de la série de Laplace (§ 5) qui, ainsi que la somma-

bilité (C, 8 = o) de la série trigonométrique, ne dépend que de I'allure
de la fonction développée au voisinage du point considére, sil’ordre y
d'infinitude de la fonction développée en point W, diamétralement
opposé sur la sphére’S au point M considéré, est inférieur a trois

demis : y < g La sommabilité (C, ¢ < o) de la série trigonométrique
et la sommabilité (C, 8 <L %) de la série de Laplace dépendentau con-

traire de toutes les valeurs que prend la fonction développée.

Les séries trigonométriques ne sont sommables (C, 8 <o) que
pour & > a—1, ol « est I'ordre maximum d’infinitude de la fonction
développée dans I'intervalle (o0,27). Le fait analogue pour les séries
de Laplace est plus compliqué : en point M la série de Laplace n’est

sommable (C, 6 < é) que pour & > a — -i-, ou a est I’ordre maximum

d’infinitude de la fonction développée sur toute la sphére, mais si la
fonction développée devient infinie d’ordre y en point W, diamétrale-
ment opposé sur la sphére au point M, il est nécessaire de plus que &
soit plus grand que y —1: 8 >vy—1.

Vu que les séries absolument convergentes sont sommables (C, d)
pour chaque ¢ > — 1, nous en déduisons les corollaires : la série tri-
gonométrique ne converge nulle part absolument, si la fonction déve-
loppée devient en un seul point infinie d’ordre o> 0; la série de
Laplace ne converge pas absolument enipoint M, si la fonction déve-

(1) Les résultats qui se rapportent & ce cas général ont été publiés dans les Comptes
rendus, t. 169, 1919, p. 322.
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loppée devient en point W, diamétralement opposé au point M, infinie
d’ordre y > o; la série de Laplace ne converge nulle part absolument,
si la fonction développée devient en un seul point de S infinie

d’ordre o> -;--
La série de Legendre est le cas particulier de la série de Laplace

pour F(0, o)==/ (cosB) et 'on trouve les résultats suivants : la som-

I

mabilité (C, $= 5) dela série de Legendre en un point frontiére, soit

pour fixer les idées en point #= + 1, ne dépend que de l'allure
de la fonction développée au voisinage de I'autre des deux points fron-
tiéres et, en dénotant I'ordre d’infinitude de la fonction en ce point

.y 3 .. , .
frontiére, x = — 1, par ¥, on a y < > comme condition nécessaire de
4
I\

la sommabilité <C, $= ;) de la série de Legendre en point x = + 1.

Au contraire, la sommabilité (C, 3<—;> de la série de Legendre en

point = + 1 dépend en outre de I’allure de la fonction développée
a I'intérieur de I'intervalle (— 1, + 1) et la condition nécessaire de la

sommabilité (C, ) >-——§> au point frontiére = + 1 est 6> &, ou ¢,
est le plus grand des deux nombres 2y —1 et § — —;, B étant 'ordre

maximum de 'infinitude de la fonction a lintérieur de (— 1, +1)
et v lordre d’infinitude de la fonction au point frontiére opposé
r=—1.

Par conséquent, pour |xz|=1 la série de Legendre diverge, si la
fonction développée devient en un point quelconque infinie d’ordre §3

supérieur ou égal a un demi, B‘;%; et ne peut pas converger absolu-
ment en un point frontiére, si la fonction devient en un point quel-
conque infinie d’ordre positif o (o> 0).

Les questions de la sommabilité (C, §<o) (') de la série de
Legendre en des points intérieurs, [« | <1, de P'intervalle (—1, + 1)

(1) La sommabilité (C, 8 > o) a été étudiée par M. H. T. Gronwall (Mathem. Anna-
len, t. T3, 1914), et la convergence par M. Hobson (Proceed. Lond. Math. Society, 2° série,
t. 7, 1909, p. 31).
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ne se prétent pas a I'étude, si on la considére comme le cas particulier
de la série de Laplace, et exigent I’application 'de méthodes directes.
Jai démontré (') que la série de Legendre en un point intérieur
n’est pas sommable (C, §<3,) et l'est (C, $ <<o) pour &> 35,, ol
N - 3
36(8p<< 0) est le plus grand de tous les nombres 2y, — 3 2Yo— 3

1 — 1(k21), Yo, Yo et 1:(£21) dénotant les ordres de I'infinitude de
la fonction développée en points frontiéres x, = — 1, 2,= + 1 et en
points intérieurs x,(£21) respectivement. Si vy, ainsi que 7y, ne
dépassent pas un quart, ¥,, Yoi%" et sl & 'intérieur de 'intervalle
(— 1, + 1) la fonction développée ne posséde que desinfinis logarith-
miquecs, la série de Legendre en un point intérieur est som-
mable (C, § <Co) pour chaque 3 > — 1. Mais ces résultats dépassent
les cadres du présent Mémoire et leur démonstration fera I’objet d’un
autre Mémoire.

La méthode de sommation par les moyennes arithmétiques d’ordre 8
d’une série

2 Up=—=Uq—+ Uy + Us ...
0

conduit, comme on sait, & la formation de la suite 5%, §2, s&, ...,
52, ...des moyennes arithmétiques d’ordre & de ses sommes partielles s,,
S5 S5 se s Sp= U U oo+ Up, ..

3.5 N —)(r—2)...(n— 3.5m
s 95 "‘Z(n n{n—1)(n—2) (n—m+1) s (8>—1).

“ T n40 +0—1n(n+d—2)...(n+d—m)n+3d

On voit qu’en dénotant A® le coefficient de 5" dans le développe-
ment de la fonction (1 — z)~** en série de Maclaurin

I
(1—3z)+! :E AR e,
n=0

donc
A Vprry yr gy (8>—),

(1) Comptes rendus, t. 169, 1919, p. 423; le cas particulier pour A =

1
2



.

on a

n n
3 — g — 81 — 8
AQsP=oP = Alflsn="0 A}, ttp.
=0

m=0
On envisage lasuite des moyennes s au lieu de la suite des sommes

partielles s, = s\ et 'on attribue a la série ¥ u, la somme s, si pour

. -o .
ane valeur quelconque de 8 > — 1 existe la limite
lim 2 =3s.

Dans ce cas la série u, + u, + uy +...+ u, +... est dite sommable par
laméthode des moyennes arithmétiques d’ordre &, bref sommable (C, 3),
avec la somme s. La convergence n’est que la sommabilité (C, 8 = o)
et 'on voit que la sommabilité (C, 3) constitue la généralisation la
plus naturelle de la convergence.

Parmi les séries divergentes et sommables (C, &), celles qui divergent
plus fort ne sont sommables que par les moyennes arithmétiques
d’ordre S plus élevé que celles qui divergent plus lentement. C’est le
sens de la condition nécessaire u, = o(n’), ¢’est-a-dire

lim & =0 (8>—1)

nzana
de la .sommabilité (C, &) d’une série Zun par les moyennes

0
d’ordre 8 > — 1, qui généralise la condition nécessaire lim u, = o de

n=—o

la convergence. Par exemple, des deux séries

2(—1)” =1—I14+1—1+...,

n=~0
@

z(—1)"(n+1):1——2+3——4+...,

n=0

la seconde série diverge beaucoup plus fort que la premiére, comme
on voit en comparant les oscillations de leurs sommes partielles
pour n—x, et ce fait se traduit en ce que la série 1-—1+1—1+4...
est sommable (C, &) pour chaque &>o, tandis que la série
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1— 2+ 3 —4+...n'est sommable (C, &), que pour § >1. La série
est sommable (C, 8) pour chaque ¢>J,, si elle I'est pour § = &,;
donc chaque série, qui est sommable (C, & < 0), converge nécessaire-
ment. La restriction 8 > — 1 ne nuit nullement, car les séries absolu-
ment convergentes sont sommables (C, &) pour & > — 1.

Dans tout ce qui suit les notations g(n) = o(n*) et {(n) = 0(nb)
signifient que l'on a, pour n->ow, @(n)=¢,n% ou lime,= o,

n=0

et|{(n)| <K.rP,quelquesoitn =o0,1,2,..., o et ou la constante K
ne dépend pas de n. En particulier, ¢(n) = o(1) et $(n)=0(1)
signifient limo(n)=o et |{(n)| <K quel quesoit n=o0,1,2, ..., .

1. — La sommabilité (C, d << o) des séries trigonométriques
des fonctions a variation bornée.

11 est bien connu que la série de Fourier

f(8)n g @+ Y, (@, cosnf+b,sinnd)  (056Z2rm)
n=1

ou
an e 61 €°% 6 a6
b, E‘fo f( )sinn (n—O,I, 2,...,00),

converge en tout point 6, de I'intervalle (o, 27), ou existe I'expres-
sion
[ (6= 0) +/ (8s+0)),

vers cette expression, si la fonction développée est a variation bornée
dans tout intervalle (o, 2), sauf les voisinages des points

9:91‘ (kil)

en nombre fini, ou elle devient infinie. La convergence du développe-
ment trigonométrique en un point 6 = 6, ne dépend que de I'allure
de la fonction développée autour de ce point 6 = 6, et il semble, au
premier abord, que I'ordre de I'infinitude de la fonction en des points
isolés O = 0, (£21) de Pintervalle (o, 2) n’a aucune influence sur la
convergence de la série en d’autres points. Mais le fait bien connu que
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les coefficients a,, b, sont de la forme O(n*~'), ou « est 'ordre maxi-
mum d’infinitude de /() en des points isolés de (o, 2w), nous montre
qu'il doit exister une dépendance entre 'ordre o d’infinitude de la
fonction développée et le mode de convergence de la série trigonomé-
trique de Fourier.

Mais, comment peut-on comparer la convergence de deux séries
convergentes? Comment peut-on mesurer le mode de convergence?

Toute réponse nous fournira une classification des séries conver-
gentes. Or, on a deja une classification des séries divergentes dans la
méthode (C, 6) de sommation des séries divergentes par les moyennes
arithmétiques de différents ordres ¢ > 0. On élargit cette classification
des séries au point de vue de leur sommabilité (C, &), en considérant
aussi les valeurs négatives de ¢ (6 > — 1), et 'on obtient ainsi la clas-
sification des series convergentes.

En étudiant la sommabilité (C, 8) pour —1 <8 <o des séries
trigonométriques de Fourier, nous pouvons trouver la loi selon
laquelle I'influence des points singuliers de la fonction développée,
qui est trop faible pour détruire la convergence de la série de Fourier
en d’autres points de lintervalle (o, 2m), détermine le mode de
convergence de cette série.

La loi cherchée est bien simple : f(0) étant & variation bornée dans
les intervalles (0, £ — ¢) et (£ +¢, 27), et de la forme

fO)y=co|6—E|7*+9(0) (E—eSOSE+e; <)

dans l'intervalle (§ — ¢, & +¢), ou a<1 etol ¢(0), est & variation
bornée, on a le théoréme suivant (') :

TaeoreME. — La série trigonometrique de Fourier de f(0) convergente
partout dans (o, 27), sauf le point 0 =&, n’est nulle part sommable
(C, o) pour 8Sa —1 et lest (C, 6 > o — 1) avec la somme

S[F(8—0) + f(6+0)]

partout, sauf le point § =&.

(1) E. KoeBETLIANTZ, Comptes rendus, t. 168, 1919, p. 1193.

THESE KOGBETLIANTZ 2
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On voit que la convergence de la série trigonométrique n’est que la
conséquence de ce théoréme puisque I’on a toujours « — 1< o et une
série sommable (C, ¢ < 0) converge strement.

Il est & observer que les moyennes d’ordre 8 <<« — 1 de la série
trigonométrique de £(0) oscillent entre — o et + o, mais ses moyennes
d’ordre ¢ = a — 1 qui oscillent aussi sans tendre vers la limite déter-
minée restent toujours bornées.

Ce théoréme fait voir qu'on ne peut pas substituer la sommabilite
(C, 8 < 0) a la convergence dans le théoreme classique de Riemann,
puisque, quelque petite que soit la valeur absolue de 9, la somma-
bilité (C, & < o) de la série de Fourier dépend de I’ordre o« de I'infini-
tude de la fonction développée; donc elle dépend de son allure dans
tout intervalle (o, 27).

Une autre conséquence de notre théoréme consiste en ce que la
série trigonométrique ne converge nulle part absolument, sila fonction
développée devient en un seul point dans (o, 27) infinie d’ordre o> o,
puisqu’une série qui converge absolument est sirement sommable
(C, 8 < o) pour chaque & > — 1.

Pour démontrer le théoreme énoncé, nous devons étudier les
propriétés de la moyenne arithmétique S.(6) d’ordre négatif & de
la série

] sinf  sin2f sin3 6 sinnf
sh— t—— g et

On démontre les deux propositions suivantes :
.0 & sinnf
I. La série ;—I—Z—;— est sommable (C,8>—1) avec la
1

™ . ,
somme - pour 0 < b < 2w et méme uniformement pour
elflam—c¢ (e > o).
II. Les moyennes arithmétiques SP'(0) sont bornées dans leur ensemble
pour oS0Sametn=o, 1, ..., %, pourvu que ’'on aitd> —1.
C’est-a-dire on a
K

lim 8©1(0) = = (o< b<am;d>—1)

n—ow 2|
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et aussi
189(6)] < ey (0S6s2m;n=o0,1,2.3,...,0;0>—1),

ou la constante ¢, ne dépend que de & et tend vers I'infini quand & tend
vers — I.
Désignons

o) = AR 2 2 A, 208,

Nous déduisons facilement de la fonction génératrice (=)

6 1 1—z e 6 zsinf
= -+ —log—m— —= - r —_—
$(z) = + ~log S -+ arc lang E —

1 — zetl —zcosG

la fonction génératrice de la suite des quantités o (8) :

©

2 O"/?L'(e) g = (x ip_(->)1+o

Soit ¢ < 0. Pour déduire I'expression de s®(8), nous employons la
méthode de Stieltjes ('). On a, en posant u}»<é> = o(z),

o

n+d n+8 —i0
et By FPP0(z) s . =\
2‘ " "(m’(a)—(z—l)wﬁ_(z—l)‘*ag;+2_ilog z—ed /)

m=9

done

n+8
o [T

ou le chemin d’intégration C. consiste en trois lacets consécutifs
L,, L, et L,, ayant leur entrée commune au point z=o0 et pour
centres de leurs cercles v,, ., 7, les points singuliers e, 1 et *® de

"'8(0( )
(3 — 1)+ +3

Les rayons des circonférences v,, v,, v, ainsi que le rayon du petit
cercle vy autour du point z = o sont égaux & ¢. Les branches des fonc-

la fonction = respectivement :

(1) Sur les polyromes de Legendre( Annales de Toulouse, 17série, t.4,1890,p.§1-G17).
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tions multiformes ¢(z) et —_I_l_):...a sont définies par la condition que

(%
ces fonctions sont réelles au point z = 1 + ¢, qui se trouve & mi-chemin,
Pintégration commencant au point z = — ¢. Donc, en ce pointz = — ¢,

Y3
Ls
Y Y,
Yl

Fig. 1.

nous devons considérer la branche [¢(z) — =] de la fonction ¢(z) et
vu que les intégrales prises suivant les cercles y,, v., v, et suivant les
arcs du cercle y s’évanouissent, quand on fait tendre ¢ vers zéro, on a
pour e—o:

(1—¢)e-18 ce—it
ami o (0) = el —mlerPde | (77 pn)stds
n =
(1—eje—10

Jee—i (Z—I)H‘8 (z—1)1+5
+em“+8)fi_a¢(u)———un+a A | imosy [ @) urPdu
€ (1—u)+d _e (1—u)+d
-+ “-S)qu’(z)z"*’s dz +fsgle [CP(Z)—TE]Z""‘adz +o(l)
€ e (5 —1)i+d - (5 —1)t+d
(6 <0).

A la limite pour e = o, il vient

e

i ! n+d g 8 gz
B gy — SIB(+)m "o (u) utidu _l_f z 5
o' () T ) (1 — w)it +Ri . (5_,)1+a’
ol
_ 6 are tan sinf
¢(u)= + arctang — .
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Orona

o S arctan sin0 arc tan sin 6 arc tan sinf
= gu—-cos@ gx—cos(9 g — cosf

1 1
dt dt 0
:Sine ——Ssine —a(1— u)cot-
/“‘ 1—a2tcosh+ 1f = W x40 ( )cotos
sin?=
2

puisque, pour 2o,
AL 612, . ,0
1—2ucosf 4+ w=|(1+ u)sm; + (I—u)COS; ;sm";-

Mais

ret sindg _ w—0
g 056 T 2
donc
T arct sinf arct sin@
(p(u)——2—.._arc angu—:-c—ose——alc ang__x—cose’
et il vient
q)(u)"——g—i-z([——u)h(u,e)cot-z—,
ou

olh(u, 0)1 pour olfiemet oSuli.
On obtient maintenant :

sin(1 4+ 0)7 [ o(u) un+® du

T o (1—u)‘+3
sm(1+6)7: n P(n+d+1)T(—3) 2c0tg “h(u, ) urtd du
3 2 T(n +1) 2»/0 Tu)a—"
:A(,?);E_*_Mcot_s (0= hu(B)21).
2 n—+1 2

D’un autre coté, on a

e
I I a8 dz

zu+5d“

A 1) . (z_1)1+8 A(O} (‘_I)l+o
v wmbde b oun+ qu
=) Iue‘°—1|5+“A‘,?'fo R

2
_ I - 1 < 2l (14 9) ’
. B41) /. 9 d+1 = . 9 d+1
(8+1)AL Ksm; (n +I)sm;

3+1

N AN
(n+d-+ l)A‘,‘,’)<sin 5)
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puisque

Iuele_l|:\/1——2ucose+u2§sin§-

Définitivement on obtient pour — 1< 8 <o :

9
‘s(a) I G T S h s WY 1)} Oy
(1) . ' (0) = NG =5 0 3+1
( n (n+1)sm§ [(n—n—l)sin;]
[0S ha(8)S1; | AL (6)|21]

On voit que 'on a

lim s«,,a)(e):;_T

n=w

pour o < 0 < 2w, § > — 1 et méme uniformément pour

eS0Zom—z¢, > —1.

T
<6<am—
n-+x n-+i

Pour

on a

. 0
(Il—l—l)Sll’l;zI,

d’on, grace a (1),

@ T 2 3,6 T <p<om . .
|S”(9)I<2+2I6I+8+1<1+6 n~}—1=9=27r n41
Mais S (6) sont bornées dans leur ensemble aussi pour 02952—%
et pour 2w — T _<f<a2x. Soitd’abord 0<0S—"—.Ona
n—+1 n—+1
X 6~ AD,, sinmd o AZL |
) . Qr _ n—m ST Ap_m
ISR(O) | =S8R (0) =5 + A®  m <931+2 AB s
m=1 " m=1 n
« T A‘,f’“‘_ T n+0+1 n 0<p< _T
Sn+4+1 A® T n4+1 140 1+0 =TT n+4a
Or R
8P (a2m— 6) =n—SH();
donc pour 27 — ~ T _<0<2m, on a aussi

n+1
|S®1(6)]<

T
1+ 8
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Par conséquent, on a prouvé I'inégalité

o) 180052 (0505w a>— 15 n=0,1, 3, .. 0).

La présence du diviseur 1+ ¢ est causée par le fait suivant :
le segment AB du phénoméne de Gibbs, qui a lieu pour ¢ <o aussi

B
A LY
.S
y 2
v2 A
B
Fig. 2.

bien que pour 0$3<1, est égal & zéro pour & =1, s’allonge de plus
en plus, quand & diminue & partir de & =1, et tend a devenir infini-
ment grand, quand ¢ en diminuant s’approche vers — 1 :

Posons /= AB. On a

{ = ((9), %<0, {(t)=o0
et

lim (3) =+ co.
3=—1

Il serait trées intéressant d’étudier en détail la loi qui régit ce
phénoméne de Gibbs généralisé, c’est-a-dire d’étudier la fonc-
tion {(8) pour —1 < ¢ < 1.

La moyenne arithmétique d’ordre & de la série trigonométrique
— f9(0) — s’exprime ainsi :

I AT . . 6+n . E_‘,?l'l .
fr';a)(a):;/ S(w) si9(uw—0)du ::%f +...f +_f
’ ()

89— s E ™

=TI, +1In + 17,
ou l'intervalle

(H)=(o0,2m)— (68—, 8 +mn) —({—m', E+n')
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et ou s(u — 0) signifie la moyenne d’ordre 3 de la série
-;-—i—cos(u—e)+cosz(u—0)+cos3(u—9)+...+ cosn(u—0)+....
Il est clair que 'on a

s (x)

s‘,f’(x) — ar

En substituant # = 6 + = dans I, on obtient

)

+n
;1 B (g I 8
I"—'n’/e_y, Su)sP(u G)du_ﬂ_/_‘n f(0+ z)s(x)dx
_1 6 (6 —z)) s®(z) dz
_%fo LS(6+ 2) + f(6 — z)] s2(2)
= MO SO0 [P ipwy o+ 2 [y e do

La fonction

Y(z)=S(6+2) —f(6+0)+ f(6—=z)—f(6—0)

est & variation bornée dans (o, v); donc ¢(z) =1, (x) — $,(=),
ot Y,(x) et Y,(x) sont monotones, et en appliquant le second
théoréme de la moyenne on obtient

-+ %jom[qh(x)—¢2(x)]s§§)(x)dm:i;,+l;'L,

ou
n n
=1 4.(n) [ s da— ,'—tq»,(n)ﬁ () dz
= 20 () — 59 | — 2 [ () — 8P .
Nous avons

$1(0) ={,(0) =03

donc quelque petite que soit une quantité positive fixe ¢ nous pouvons,
grace a (2), pour chaque valeur fixe de & > — 1, choisir 1 = n(s, d)
assez petit pour avoir

. 4
[Gn] <
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Ayant ainsi fixé 7, nous avons pour n>N = N(g, ¢)

(n2N);

5, . T T €
S"?’(“’“Ek IEDEYCEDIE

donc, pour n2N,

£
< -
2

[PRELELES R
2

et par conséquent

p_ [8+0)+ f(8—0)

2

<e¢  [r2N(s 3],

d’ou la conclusion :

limE, — L0 +0) + /(6 —0)

n=ow 2

(0 >—1).

De méme on prouve facilement que 'on a

limI,—=o

n—wo

pour chaque ¢ >-—1, parce que f(9) est a variation bornée dans les
limites d’intégration :

6—n E—m' 27
nl= [ +f +f ,
v 6+m E+7’

en supposant, pour fixer les idées, 0 <C£.
Vu que f(8) = f,(8) — f.(6), nous avons par exemple

I b—n

p S(u)sP(u—0)du

T 0
_ 9 6 D (x)d
_E/n [fi(0—2z)— fo(0 — 2)]s@(z) de
8 8
— @/ﬂ: s (z) dx — —f—27f:—0—)f7]‘,'3(,§)(~7’) dz

= L0y 5p(6) — 81wy | — L2800 51 (6) — 501y |,

ou 7' et n” dépendent de n», mais restent toujours Zv. Donc, en
s’appuyant sur l'uniformité de la convergence de la suite | S (z)|

THLESE KOGBF[LIANTZ 3
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vers la limite constante g dans l'intervalle (v}, 2 — ), on obtient

8—n
lim_:E flu)s®(u—8)du=o0 (8>—1).

n=awo o
Le méme raisonnement s’applique aux deux autres intégrales et nous

7
voyons que 'on a -
1imb.kL,=—o
n—wx " ’

quel que soit § >—1.

Pour étudier les conditions sous lesquelles limI;, = o nous avons

besoin de la formule approximative pour la moyenne S¥(z) de la
série

1
5—i—cosx—i—coszx-—l—...—i—cosnx—i—....

On la déduit a 'aide de la méme méthode de Stieltjes, qui nous a
donné la formule approximative (1) :

: §‘ aM cOsSME = — 1— 3
> Tam?® T2 1—2zC05% + 3%
1
d’ou
= )
) n—m—1-—— l s (Z+I) e -
E—OGm(x)z T2 (z—1)®(1— 23c082 + 3?) 9 (%)
et
27ri?‘,§‘(x):fcp(z)dz—_-fcp(z)dz+fcp(z)dz +f o(z)ds.
Ce Ly L, Ly
Or
[ . 1 e—t{n+d)x (et 1)
— dz — — e = —
mth»(@ Jim (s — o)) = o T
et

1 él(n+5)x (e""—f— l)
5 (et — I)?S (el:t_ e—zx)’

1 " .
;,;jLaso(z)dz_zlggxu—e ) o(z)=

done

aa)(x):cos[<n+ 6_;_1)1-—6*2———’“] . fcp(z)d”

8+1 +
. X 2T L
2 8sin —
2
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Mais

8
1 m(z)d _smanf (-1+t)t"+ dt i
ami (1—)° (1—2atcosz -+ &%)

et, par conséquent, il vient

COS [(ﬂ+ 6+I>1‘— éj—l-ﬂ]
S(a;(x) (f)(x) _ 2 2

3
A T A«r»( . x>5+1 + i (=),
9 2 sin —
2
ou
|"‘8)( )| |smc?n'lf‘zn+8(1—t)—3a'1:§ |91
A® N - 4
sm*; (n+1) sm’—2-

En appliquant cette formule, on obtient

E—f—n’
I,=21 f(u)s®(u—06)du
T

. c ﬂ)( —80 ﬂ
. Exq 0s (n+ P u ) — .7

- (8) . f(u) . 143
nAD ;. (2 il a>
2
)

= 1n -+ P(j)a

du + p®

ou
L E+n'
& — — f(u)r®(u— 6)du.
T 2_7],

Dans I'intervalle (§ — v, £ + 7))

flu)=colu—E|~*+ ¢ (u);
donc

| flu)]<e|u—E|,

puisque ¢(u) y est bornée. En résumé, on a

+ﬂ'
@ \Blcgf e du c3
[p% ‘<"+‘zw|u gl T <o

sin? ——

et I’on voit que hmp‘ '= o pour chaque valeur de 6 >— 1. Quant 2 7,
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2

P Co ‘/‘E-}-ﬂll 173 E l—a u
n— -
T A® ,  u— f\1+d
n Vi (2 sin — )

E+q'm(u)cos[<n+ 1_-:_6) (u+06)— I_:an]
d

I
S
wA® S, . (2 sin”“")“a
2

cos[(n-f— x+6>(u-——9)— ‘_:61:]
d

u

= i

u—0
2
appliquant a l'intégrale ;" le second théoréme de la moyenne, on

obtient pour chaque ¢ > —1

. . —(1+8) . . L. ,
La fonction ¢(u) (2 sin ) est a variation bornée et, en

c, c

< 5 (0 >—1);
1+0Y\ , 5 = (n-+1)+d
<n+ —2—> AP

Pl <

donc on a lim#™ = o pour chaque valeur de & > --1. Quant a I'in-
n=©

tégrale ¢,, nous la transformons comme suit :

" cos[szn+<n+l+6> wJ cos[Qn—(n +l—t—§>x]
Co f + 2 dx
0

2
R N = | P ) Gl B
2sIn{ —— + — 2 S1n —_——
2 2 2 2

. I+ 0 1+0
Szn_<n+ 2 >(£—6)— P

ou

E—8 2\ 10 .
=+ ;)J sont monotones et, en appli-

Les fonctions [2 sin(

quant le second théoréme de la moyenne, nous décomposons i, en
somme de quatre intégrales, toutes de la forme

. kn fn d d
= E [ cos[gni <n+ I_: )x] e (0'Zpn>A,20),

z%
[
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ou | k,| <e. Or

. kal B 148\ dz . . 1+08\ dx|
J,,:chosﬂ,,f cos<n+T>x-xTismSan sm('l-{-T)xﬁs
n An A
¢

(2 (r+ 252 pa "
cos L, cos ww—: tsinﬁnf sinmag ye
(n+ 500 (52

-1
/r,,(n—i— 1+8>

AP

2

Les intégrales
-3 (_l -] Ly
f cos<2 © o f smwarz'w (a<1)
1] @ 1] ®

convergeut et nous voyons que U'intégrale 7, oscille entre — o et + o
quand n—w, si §<{a—1. Si 6 =a — 1, i, reste toujours bornée,
mais oscille pour n—>o sans tendre vers une limite déterminée,
comme cosQ, et sinQ,. Enfin, pour 8>« —1, nous obtenons le
résultat cherché et I’'on a limz, = o, si 8 > o — 1. Laméme conclusion

s’applique a I'intégrale I/, et par conséquent on a pour & > o — 1

limI,=o (0 >a—1).

C’est la condition nécessaire de la sommabilité (C, 8) de la série tri-
gonométrique et par conséquent elle n’est nulle part sommable
(C,8Sa —1). Les moyennes f.%(8) oscillent comme I, entre les
bornes finies pour & = a — 1 et entre — o et + a0, si 6 < & — 1.

Il est & observer que la série trigonomeétrique de la fonction a varia-
tion bornée f(0) qui ne posséde dans (o0, 2%) que des infinis loga-
rithmiques, autour desquels elie a la forme

S(6)=colog| 8 —E] + o(6),
o(0) étant & variation bornée, est sommable (C, &) pour chaque valeur

de ¢ > — 1 partout dans (o, 27), sauf le point § =£. On le prouve,
en s’appuyant sur I'inégalité

Bt
f log]x]cos[gni<n+ ﬂ)x} dxl<c7log(n+x)’
hn = 2 n—+41

ce qui entraine, pour chaque ¢ > — 1, limI,= o.

n=—aux



— 99 _

Citons, comme un exemple, le développement trigonométrique de

la fonction log —— dans U'intervalle (— =, + =) :
8 T6]

log‘e —1 _Ecosnef Tsinudu (—nZ8<m).

n=t

Ce développement est sommable (C, & < o) pour chaque §>—1,
si 820, donc a fortiori converge, mais il ne converge nulle part
absolument.

2. — La série de Laplace.

La sommabilité <C, > é) de la série de Laplace

I1. F(@,(p)mz—l{r2<n+é>f F(0', ¢')P,(cosw)do’
/S
n=0

[cosw = cosb cosd +sinfsinb cos(o — o')]

est étudiée en détail (*) et le but de ce Mémoire est I’étude de sa som-
mabilité (C, &) pour o< -+ Le cas 6 = o (convergence) a été étudié par

Poisson, Dirichlet, Bonnet, Dini, Heine, Darboux sous I'hypothése
que la fonction développée est & variation bornée partout sur la
spheére S, sauf les voisinages des points isolés, ou I'ordre de I'infini-
tude de la fonction F(0, ¢) doit étre inférieur & trois demis, puisque
la série de Laplace de F (6, ¢) diverge partout surla spheére, si la fone-
tion F(0,0) posséde sur S des infinis d’ordre supérieur ou égal a trois
demis (*). Mais la convergence de la série de Laplace en points dia-
métralement opposés sur la sphére S aux infinis de F(0, ¢) est restée
jusqu’ici inétudiée.

(1) L. Fesgr, Mathem. Annalen, t. 67, 1909, p. 76-109. — A. HAAR, Rendiconti di
Palermo, t. 32, 1911, p. 132-142. — S. CHAPMAN, Mathem. Anrnalen, \. 72, 1912,
p. 220-226; Quarterly Journal, t. 43, 1912, p. 1-50. — T. GroNwaLL, Mathem.
Annalen, t, T4, 1913, p. 213-250; t. 73, 1914, p. 321-375. — E. KoGBETLIANTZ, Comptes
rendus, 1. 169, 1919, p. 54.

(2) DarBoux, Journal de Liouvtlle, 2° série, t. 19, 1874, p. 16.
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En étudiant la sommabilité <C, 8L %) de la série II, nous suppo-

sons que F(0, o) est & variation bornée sur S, sauf les voisinages des
points isolés M, ou elle devient infinie d’ordres «,. De plus, F(0, o)
est supposée absolument intégrable sur S et, par conséquent, les
valeurs des o, peuvent dépasser trois demis, étant limitées par la con-
dition a,<C 2. Nous avons désigné tous les infinis de F(6, ¢) sur S,
a l'exception possible du point (v — 0, ©+ ¢), diamétralement
opposé sur la sphére S au point M(6, ¢), ou I'on étudie la série II,
par M, (8, o) (kZ1), en réservant la notation W pour ce point
(= — 8, © +9), si la fonction F(0, 9) y devient infinie. L’ordre y de
I'infinitude de F(8, o) en W doit étre inférieur a trois demis, puisque

nous nous proposons d’étudier la sommabilité <C, o< é>, et la condi-

. X . el 1
tion ¢ >y — 1 est nécessaire pour la sommabilité <C, 8> — ;) de la

série de Laplace.

Nous n’avons pas besoin d’appliquer la définition la plus générale
de la fonction de deux variables a variation bornée ('), et il nous
suffit de la définir avec M. Chapman (?) comme suit : F(0, o) est
a variation bornée dans le voisinage du point (8, ¢), si elle est a varia-
tion bornée sur un certain arc de chaque demi-grand cercle de
direction ¢ (oS¢ S2w), issu du point (9, ¢), la longueur de cet arc
étant /({), pourvu que la borne inférieure des valeurs de la fonction
{({) dans lintervalle (o0, 2m) soit positive. On démontre (§ 5) que la
série de Laplace d’une fonction F(0, ¢) absolument intégrable sur S

est sommable <C, é) en un point M(6, ©) de S, si F(9, ¢) est a varia-
tion bornée au voisinage de ce point M : mais on peut aller plus loin et
I’on démontre (§5) que tous les critéres connus de la convergence des

séries trigonométriques s’appliquent et deviennent les criteres de la

sommabilité (C, —;-\) de la série de Laplace. Par exemple, la série II est

sommable (C, —;> avec la somme F(0, ¢), si F(#', o’) satisfait sur la

(1) Cf. par exemple pE LA VaLLEr Potssin, L'integrale de Lebesgue.
(2) Loc cut. (Quarterly Journal, t. 43, 1912, p. 1-50).



sphére a la condition de Lipschitz-Dini :

limlogw [F(&, ¢') — F(8, 0)] =o,
w=20

ou w dénote la distance sphérique des points (0, ¢") et (8, o).
On démontre aussi que la sommabilité (C, é> de la série II en un
point M dépend de l’allure de F (6, 9) au point W, diamétralement

. . ., . . 3
opposé sur S au point M, et que la condition nécessaire est vy <3,

puisque la série de Laplace n’est pas sommable <C, ;) en points dia-

métralement opposés sur la sphére S aux infinis de la fonction déve-
loppée, si'ordre v de I'infinitude de la fonction est supérieur ou égal

i trois demis, v 2 g

La sommabilité (C, $= 5’> ne dépend pas de l'allure de F(6, o)
sur S, sauf le voisinage du point W, si F(6, ¢) est absolument inté-
grable sur S. Quant a la sommabilité (C, &) pour | 8| < é, elle dépend
de I'allure de F(9, 9) sur toute la sphére et 'on a le théoréme

suivant :

Tukorime ('). — Soit la fonction F(§', ¢'), qui est a variation bornée
partout sur S, sauf les voisinages w,Sc des points isolés My, et qui
pour ;2 se présente sous la forme

A, si wy \ T g’ ’ . <
& sin ?) + 0x(0', 9") (ar< 2; wrle),

ol @y, dénote la distance sphérique des points (8, ¢") et My et ot ¢, (8, 9)
est a vartation bornée. La série de Laplace de ¥ (¥, ¢") en tout point M,
qui n’appartient pas aux points My, est sommable <C, 8> — é>, st est
, - N \ 3 3 \ s
superieur a Yy — 1 et a &« — 3 <3>*(— Ietoa— ;>, ou vy est Uordre de
Uinfinitude de F(0', o') au point W, diametralement opposé sur S au

(1) E. KoeBeTLiaNTZ, Comptes rendus, t. 169, 1919, p. 322. Le cas particulier
1
pour A = >
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point M, et ot o est le plus grand de tous les ordres oy de infinitude
de F(4', o') aux points My; enfin la série de Laplace n’est pas sommable

(C, 8)en point M, st 85y — 1ou o a — -2-
On voit que la série de Laplace de F(8', ') qui est a variation bornée

sur S, sauf les voisinages des points M, et W, ne converge que si y <1
et que si tous les o, < g

On sait qu'une série absolument convergente est sommable (C, ¢)
pour chaque valeur de 8 > — 1; donc on peut déduire du théoréme
énonceé que la série de Laplace ne peut pas converger absolument en un
point M, diamétralement opposé sur S au point W, ou F(0', ¢") devient
infinie d’ordre y > o, et ne le peut nulle part sur S, si F(6', ¢') devient

infinie d’ordre a > é en un seul point de la sphere S.

Les questions de la sommabilité (C, ¢) de la série de Legendre
TI1. f@~y <n+ %) Pn(x)f Flw) Py(u) du

en un point frontiére, z = =1, peuvent étre traitées, en I'envisageant
comme le cas particulier de la série II pour F(9, ¢) = f(cosb) = f(x)
et en appliquant a ce cas particulier les mémes méthodes qu’au cas
général.

On obtient alors (§ 7) les résultats suivants : la sommabilité (C, i)
de la série IIl en un point frontiére ne dépend que de I’allure de la
fonction développée au voisinage de 'autre des points frontiéres, si
'on suppose I'intégrabilité absolue de la fonction dans (—1, +1),et la

condition y <C 7 st nécessaire pour la sommabilité <C, 0= -;) de la

série 1II en un point frontiére, ou v dénote 'ordre de I'infinitude

de f(x) en point frontiére différent de celui ou ’on envisage la som-
L

mabilité (C, d= —> de la série I11.

2
Au contraire, la sommabilité <C, 0L %) de la série I1I en un point

frontiére (soit, pour fixer les idées, en point = = + 1) dépend aussi

TH} SL KOGBLTLIA\TZ 4
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de 'allure de f(x) a l'intérieur de (—1, +1). En supposant f(z)
4 variation bornée partout dans (— 1, +1), sauf les voisinages du
point z = — 1 et des points intérieurs o = &, ou elle devient infinie
d’ordres y et 3, respectivement et ou elle se présente sous la forme

A(t+2) T+ o(x) (—1sxzie—1)
et

Arlz — &kl Pr4-gu(x) ou Agxlog|z — Ex| + gr(x) (| —&| Se),

A, A, étant constantes et o(x), () étant a variation bornée, on a le
théoréme suivant :

TraeoreMe ('). — La série de Legendre de f(x) est sommable
C,e>— 2) en point x =1 avec la somme f(1— o) pour chaque 8 > — —;-,

st '\':é et si aux points intérieurs x = & la fonction f(x) n’a que des
. . . - B . N ; - \

infinis logarithmiques; elle U'est toujours pour o supérieur a 2y — 1 et
\ 1 1 \ J

afl— 5 (3> 2y —1 et B— 5>, ou B désigne le plus grand de tous les

. ’ / < I \
exposants 3;; elle n’est pas sommable (C, 8Say—r1ef— ;) et nel'est

non plus (C, 05— %)’ st a Utntérieur de ( ~ 1, +1) f(x) posséde des
infinus logarithmiques.

En supposant ¥ =0, § > o et de plus la fonction f(x) a variation
bornée aux voisinages des deux points frontiéres x =1 et x = — 1,
M. Hobson a démontré (*) que la série de Legendre converge en un

point frontiére, si B < g, et diverge, si Bzg On voit maintenant que
dans ce cas, quelle que soit la valeur de § <1, la série de Legendre
est sommable <C, 8>B — —;) et n’est pas sommable (C, 3;{3—% en
un point frontiére, ce qui contient le résultat de M. Hobson.
M. Chapman a poussé (*) I'étude de ce cas particulier y=o plus

(1) E. KocBETLIANTZ, Comptes rendus, t. 169, 1919, p. 423. Le cas parliculier
pour k= %

(2) Proceedings of the Lond. Math. Society, ¢ série, t. 7, 1909, p. 39.
(3) Mathem. Annalen, t. 12, 1912, p. 224226, § 5.
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loin : il a établi que, pour 1 > Bié, la série III en un point frontiére
est sommable (C, 8>B — §>, mais il a laissé inétudié le cas,
ou < %, et méme pour (3;-; il n’a pas démontré que la série III n’est
pas alors sommable (C, 858 — §>

Notre théoréme fait voir que la série de Legendre ne converge en un
point frontiére que si y<C et que sitous les B, sont inférieurs

a un demi, B; << :_12 Par exemple, le développement

I 2
~ L ~+Pi(z) +Py(z) +. .+ Po(z) +. ..
21—z
. . 1 .
diverge pour x = —1, puisque dans ce cas y=_- On voit que
pour z = — 1 ce développement se réduit & la série divergente

I
;Nx—1+;—1+...+(-—-1)"+...

qui n’est sommable (C, &) avec la somme :I que pour 8§ > o conformé-

N , \ 1
ment a notre théoréme <B =0, y= 2y — 1= o) .

3. — La formule approximative pour s?(w).

La n*® moyenne arithmétique d’ordre ¢ de la série II, F (8, ¢),
s’exprime par l'intégrale double suivante :

3 - AN )
RO, 9 = 2 [ [ 018 (0) a9,
ot s (w) dénote la moyenne d’ordre & de la série
13 5 1
5+ ;P,(cosm) + ;P,(cosw) t+.. (n -+ ;) P,(cosw) +....

Or, en posant

n

af,a’(m) :Z A\,?_’_m <m —+ §> P,.(cosw),

m=0
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ou comme toujours A{) est le coefficient de z* dans la série de

. . 1 Y, N , e
Maclaurin de la fonection T oo trouve, eu égard a la définition
I—23

de la moyenne arithmétique d’ordre §,

d(w)

A

siP(w) =

et, pour avoir la formule approximative pour s@(w), il suffit de la
déduire pour ¢ (w). On a

J
:2 3" P,(cosw),
Vi —25cosw + 32 -
d’ou
o«
1 142
ZZ’”GQ’("’)ZE el
o (1—3z)? (1— 22 cosw + 52)2

Nous allons appliquer la méthode de Stieltjes : on a

zn+5-1( 1+ 3)

1
EZn—m—ﬂ (,-(’;SL)((‘,_))_—_‘5 :‘-P(z)a
ot (z—1)2 (1 — 22 COS®W —+ 5?)

e

et par conséquent

1 [ (1+ 3) gn+i+ridz 1

- %:-m'/csq;(z)dz.

o (w) =

¢(5—1)% (1— 22 COSw —+ 2?)

Le chemin d’intégration C, entoure tous les trois points singuliers
z,=e7, z,=1 et z3,— ", et se réduit a trois lacets consécutifs L,,
L, et L;, ayant leur entrée commune & l'origine et pour centres de
leurs cercles les points critiques z,, 5, et z,.

L’integration se commence au point z = — ¢ sur I'axe réel négatif
et les branches des fonctions multiformes

3
(s —1)® et (1— 25cosw -+ 52)?

sont définies par la condition que la fonction sous le signe d’intégrale
devient réelle au point z =1+ ¢, ¢’est-a-dire aprés le parcours d’un
demi de C.. On suppose 0o << w < w. Posons T=1— 2zcosw + 3 et



envisageons l'identité

d i gn+0+2 i (1+z)zn+8+1
— + — 3
z_”&—o—lﬁ\ 2 (z—x)aT?
1 zn+0+1 s gn+O+1
={a+-)—— — (0 +1)———.
(n 2>(z__,)a+1 \/T ( )(z——1)8+2 \/T

Fig. 3

En l'intégrant le long du lacet L,, on obtient

f U(z) da = _2n—41 fe—"" gn+3+t . 0 +1 fe_‘” A+ o
2T ol Jy  (z—1)3+1yT T Jy (s —1)b4t \/T
On suppose 3;2, par conséquent on a tout simplement

sin 61r (x4 u) ur+i+idy
21rlf¢(z)d - fo

(1—u)®(1—2ucosw ~+ u?)

3
2

Enfin, le lacet L, nous fournit la contribution

f¢( )ds = z.rz,—l—l/‘“'m gn+d+ gz 041 f‘lw g+t gz
27 27L A (5 — 1!+ /T i , (z —1)8+2 /T

et ’on obtient la formule

{1

3 @ _ 2 R l 1 Y on+d+1 gn © gndH gn
3) P (w) p 3L [<n+2>[ )8+1\/— —(d+1) z_l)8+2\/T

0
4 sinf?nf1 (14 u)u”‘*a'“ du

2T 2

(1—u)®(1—2ucosw + u?)
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Or, vu que
3
N 3
(1—2ucosw + u?)*= { [(1 — u) cos%)]2 -+ [(1 + u)sin%]2 ; Zsin’g
et
=T
L(OT(1—d)= ")
on a
%) |sm67r| f (1 + u) ur+S+1 dy
(1— ) (1—2ucos® + u’)2
S0 [stoor] f (1—u)dur+ddu = ]8|A(5)
7tsm3 (n+1) sm3

Dans les intégrales du premier terme du second membre de (3),
nous employons la substitution z = (1 — u), ce qui nous donne

I €Y+l gy
i[ (s —0p+' YT
3 28 +1 1 1
ez[("'”"'?)m— % “] u—E(I-—u)’”‘B'“du

i(z sit]%)>6+l\/zsil;m \/1——u<p(m)[l—ucp<g\)r+l’

(4
ou

_,(E_w)
2sinwe(w)=e \? .
On a, pour osuc<i,

= uponl= (1= 2) - Leovo] 2 22

donc
2 1 & gntdet gg
TE( ) l . (5_1)8-{—2\/'1\
< 2(0+1) Yu 2(l——u)"‘*‘\""‘du
= 8 2
11:(2 sin%) " \/251nw/ )5“

<2641 ! <2>I‘(n+ >_ 2(1+6(A( )
- \/gm (sm -2_>8+2 I‘(n o \/Slnm (sm —)6“
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Posons ensuite

w(u)z\/r_—m,—)[l_ “o (w)]% - (03

2 =

On a
vty == [ = |t = ]
Or
Y| _jx _9«) +('+6)¢<%) <! 197
T(u) 21— ug(w) p—u¢<§) “asine T e - 2sine
donc

A

[t~

e o)
SN 2

et par conséquent

o

2 Szn+1/‘° g0+t dg [
=R -
T | 2 o (Z_I)ﬁ-m\/fs
sin[<n+1—|—§)w-——26:—l'rc] 1
— 2‘6 ; <n+ l) f uw ®(1— w1 dy
(2sin%))+\/2sinm 2/ Js
1
SSCI 1T S o T
T <2 sin ;) " Vasine
Or
r<l>r(n+—> .
< ! 2 \ 2 I T n+d+1 g
o:<n+—>——r————-(n+—)fu (r —u) u
2 (n+1) . 2/J,
r(§)r(n+§>
< 4—6) 2L
= T'(rn+2)
et

I 1 T <3—,>r<n+ %)
(n—i— ;)f u? (I_u)n+8+ldu< 2 .
[

T(n+2) ’
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donc
(D ( 6) 2041
(6) 2R 2n+1fe.» Zn+dH g _A,, sin | (7414 Jo——r—m
P 2t ) (z—0)¥T <2Sin<§>a+im
Cg
<

. S+t . N ———
(sm%’)+ (sinw)?\Vr + 1

En additionnant les résultats (4), (5) et (6), on obtient la formule
cherchée

@ () A(%) sin[(n—i—1+-6—>m——28+l7r]
s (0) = Z0) — Ans 2 s

(7) === +p (w),
AD AR (2 sin %)&H V2 sinw
ol
0
[pP ()] < < 2 + 2] 5 (o<w<m).

Supposons maintenant »2

[(n —+1) sin%]

et par conséquent

1
. n <2
7o Alors ona, pour3=2,

(] R

1-3

o)
|
o2

1 ¢ o
e ()| < 5 o 5“‘ —— + & s -
(n+1)? (sm -—> )(smm)’ < . w\?)
2 sm—~) s
2
. T
Donc on obtient, pour w2 P
c T
(&) e < - CE

[ 148 3
(n+1)2" (sm%) * (sinw)?

Le méme raisonnement nous montre qu’on a aussi, pour ©> ——

)
n—+1
@) cnpyn—+1 s T .
(9) lafl ((A))|< . ® 6-0-1 . m=,l+l
(sm;) Vsinw
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Eu égard a la relation

T(n+k+1)  (n+1)*
F(k+1)T(n+1) " T(k+1)

AP = 1+ enf,

e C NS T Tc
ou lime, = o, on déduit d’abord de I'inégalité (4), pour o? ~ —
nH=ow»
[sinanl/“ (1 = ) un+®+1 dy
3
T o (1—u)(1—2ucosw + u?)?
caVn +1 cVn+1
< 3.3 343 < @\ 0+1 ’
2 2 H ‘, 3
[(n + 1) sin%J <sin —2) <sm 2) s
puis

an 41 e gn+dit g
R -
21 . (z——1)6+1|/T

_1
< 2n i "WTE (1 — u)i dy
8 _— 1
1:(2 sin—Z—’) /2 sinw <I_>2 <1>5+‘

o 2 2

_1
en(2n+ )AL RS

’
B I . \8+1 T
<sm;> ' V/sinw (sm ;) ' Vsinw

et enfin, grace a (5),

2 _d41 [ gnd+igy cieVn +1
ER g S3-r2 < [AY ®\d+1
—_ -+ . . + T
J, (z—1)2yT [(n+1)sm ;] (sm;) Vsinw
< Cis\/n +1
=/ w\Eet
<sm ;) Vsinw

ce qui nous fournit, a I’aide de (3), I'inégalité (g).
On a par conséquent

1.3
C|7(n+l)2

L@ \d+1
sin— Vsinw

Cette inégalité a lieu aussi pour w = =, puisque alors son premier
membre reste fini, tandis que le second membre devient infiniment

5

|82 (w) | <

THESE KOGBETLIANTZ
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. .. s .
grand. Pour I’affranchir de la restriction w2 77’ Mous envisagerons

I'inégalité bien connue |P,(cosw)|=1, d’otr il résulte

r " AB+2)
\ 1 1 1
B (1) AB) — 2n .
|s‘,?’(w)| g jr(ng) 2 <m+ ;) A‘n-)-m l Pm(COSOJ)l <‘A__(na’ A-m A(n.lm‘—‘ '—A’E&‘\“—)
= 0
done
| s@ ()| <cis(n—+1)? (0fwim, 0> —1).
Pour o< yon a
-n+4+1
3 3
© z+0 - -1+5
[(ﬂ+l)sin ;] ; <;> ’
d’ou

1 1
-—08 = -—38
cis(n +1)° . w12 Cig(n+1)?

15‘:§’(‘*’)|<———Ta— (n =+ 1)sin <

-+ - . \8+1 — '
w2 - sin — Vsinw
sin — 2

2

Par conséquent, nous avons prouvé I'inégalité fondamentale

o

1
~—0
c?O(‘l 1)2

I
<oiw§ﬂ; 6;-)-
. @ S+1 — - - 2
(sm ;) Vsinw

(10) [ s (w)|<<

4. — Sur la série
' K 3 - TC
(11) ;f sincpd<p+;/ P,(cosg)singde + ...
w w

AT
+<n+é) Il P, (cosg)singdp +....

EY Y

En nous appuyant sur la formule approximative (7), nous allons
étudier la sommabilité (C, ¢) de la série (11) et démontrer les deux
propositions suivantes :

LemMe 1. — La serie (11) est sommable <C, o> — %) avec la somme

3éro pour ® > o0 et méme uniforinément pour w> o’ :.
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Lemyme 1. — Ses moyennes arithmetiques, S¢) (v), sont bornées dans
leur ensemble pour o~w: m et n=o, 1, 2, ®©, pourvu que l'on

ait 3>—%:

IS‘B)'((.))I<C“ (Oéﬁ);m 0> ’;; n=o,1, 2, .,.,oo),

[

ot la constante c,, ne dépend que de 3.

En posant cosw =« et cosy = u, on transcrit (11) ainsi :

i(n-—a- %)tf_‘:Pn(u)du (z<1)

et I’on forme la fonction

éz (m+ )/ P, («)du

m=0
v

sz<m+l_>:'n Pm(u)%du: I—:zf du =
2 2 >
( ° s (1—2uz+ 3%)*

1—< ' [—-———25(1+u)-|—2du:([_z)(l+x)F<l,§,2,T>y
. 2(1 4 z)? 2

(1-+2)* |

ou F est le signe de la fonction hypergéométrique et 7= 2_:1%—4;)12)

Par conséquent, la fonction génératrice ®(z) de la suite des quan-
tités c®) (), telles que

AD SO () = a®(z)  (z=cosw)

n’est que
3
(|+x)F<x,-2-, 2’T> 2:(1 4+ )
®l=)= 2(1— ) (14 2)2 [T_ (1+ =) ]
Or

F<l,§’ 2,T> = -——__I.‘L—'—S:__F(l, i) 2,1’)
2 Vi—a2rz 4+ 22 2
et d’un autre coté

/ '
lc‘ l,§)2-f :_.(l—_l-z_)_—F ], I, 2, T >¢
2 (1—2xz+ 32)? 2 T—1
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Eu égard a ce que T =1 pour z=¢** et T = pour 2= —1, on
3 . I 1+x ) .
s’apercoit que ®(— 1) = ST T—o ot que ®(z) n’a que les points

z,=¢7'", 3,=1 et z,= €"“ pour ses points singuliers. En appliquant
la méthode de Darboux, nous développons en série la fonction

@(z):%cos’%F(r,-ﬁ-, 2, cos’3> .

2 (l_z)a
2\/005—;—) {et [(E+2)n(:+2) ] e_,[(g+g)n-(,+g)w]}
N Vi—sem | Vi—zew

( . w>6+1
2 sin —
2

et le coefficient de z” nous fournira le premier terme de la formule
approximative pour A® S®)(w) = ¢(® (x). Or on a

— it B—1)
Q(z):Zz" -A"Tcos’%F<l,-2-, 2, cos2%>

n=0

(-3 ®
= \/CO5; |:< 6) <3 6) J
+ ———————cos| (At 1+ - o — (> + -7
. W\8+1 2 )
<2 sin ;)

d’ou la formule approximative cherchée

[A)
a -1 2 COS —
S‘,?’(w)za('?)(”) :Ai(l z) \/ 2.
All?’ A(I?) (2 sin 2)8-“
2

) 3 9 €
xVeosl{n+1+4+=}o—(-+—-}n -.-——"-(L—
2 4 2 . @
(n—=+1)sin—
2
dcost 2
2 3 3 Nn
4+ —F(1,=v 2, cos?— } 14 —2— 1}
d(n +1) 2 2 n—+ )

o |n,|<eyy et |ex(w)|<eyy pour oSwSm, puisqu'on sait que
Perreur commise dans P'application de la formule approximative de
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Darboux est toujours plus petite que le premier terme rejeté. Cette for-
mule démontre la premiére de nos deux propositions : limS®(w)=o

. 1 . .
pour ®>o, si ¢>— ~» et la sommabilité est uniforme pour

eSwSw. On établit la seconde proposition a l'aide de la formule
approximative (7). On a

T 13 k14 £
Sj?’(w):f s (o) sino do —_-f —0—[ :f 5@ (o) sing do + S (¢).
w w € w

En vertu de la proposition I on a, pourd > — %,

lim S@ (e) = o (a> — %)
et aussi

ks

13 n+1 €
f 52 (o) sing do :f +f = I+ .
© w T

n-+1

L’inégalité | s®) (w)| < ¢,5(n + 1)* nous fournit

i) < cyg(n 4+ 1) T dp < 1™
n 1s(n+1) ¢ (P<“2_<024-
w

Quant a 'intégrale ¢,, elle demande l'application de la formule (7)
avec l'inégalite (8) :

¢ . g 26 +1
@) sin u—+—1+—)co— T €
kKl A'n— 2 [I‘ i3 7 [. 5 ; - -
[— — SInw dw + Py’ (w)sInw dw,
A® . \8+1 -
n 2 sin —) \/2 sinw =
2 41
ki3
n—+1
ou
2 .
/ 0¥ (@) sinw do
s
n+t
g ®
c ) dw c dw
< '01 ~ << 251 - — < Ca-
,+8 . \6+1 - -+3 “+3
(n~+ 1) sin— Vsine  (n 4 1) T
(% 3 2 n et

n4+1



Doncon a

€ [N

4 o)
4 sin{(n—o—r—k—)w— ﬂ']
S®(w)= Aj(:)"l\/_ 2 4 \/COS(—:—dw + 0@ (w),
2
n

(”)
¢ 281 —
T 2

n+1
ou l’]ﬁs’(‘”) | < caqe

La fonction (2 sin -‘;—’>

=

[

) = o
\/005—2— est monotone et décroissante

pour 8 > — %et Pon peut appliquer & I'intégrale du second membre le
second théoréeme de la moyenne :

1
Ady eos s
S (w)=

541

. ox 3
W 4/2 ( 2sin
A"E\/-< 2n + 2
" 0 2041 &
> simj{nfr+j)o—— 7 |do + 2% (w),
ﬂ

n+1

ol

A
VS
'
nA
™

S
'Jf'

Or
A
A,(ﬁ)\/cos T
2n + 2
542

- . il 2
AP/2 <z sin )
on + 2

E?I N P 6+§

< [ sin[(rz—&—l-i—g)w——ﬂ)—[‘t—'n]a’m <czs\/n+l(n+l) < ey
om (n+r)5<n+1+—>

n-+1 2

et la seconde proposition se trouve établie. On s’apercoit facilement
que la série (11) n’est pas sommable (C, ¢S — 9

/

5. — La sommabilité (c, 1) de la série de Laplace.

On sait (') qu’il y a des fonctions continues partout sur lasphére S,

1) H GroNwaLL, Math Annalen, \. 75, 1914, p. 321-37>.
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dont les series de Laplace divergent neanmoins (C, ;—> en des points

150lés de S, c’est-a-dire n’y sont pas sommables (C, —L—) Dans ce para-
graphe, nous allons d’abord demontrer le

Tucorevwe. — La série de Laplace d’une fonction ¥ (8, @) absolument
intégrable sur S est sommable <C, %) en un point (9, ©) de S et a pour

somme la valeur moyenne de F (0, ©)en ce point, su la fonction deve-
loppee F (8, ©) est a variation bornee au voisinage de ce pownt (8, ©) et st
Uordre y de l'infinuude de ¥ (9, o) au pont (= —0, © + 9), diamét a-

3
lement oppose sur S au point (9, ¢), est plus peut que trows demus : ¢ < -

Envisageons la fonction

EX
— / i . I ! (/
/(@) 21:51[1'»/0“17(6’(?)(1“‘_21!‘/0 F(&', o) 4,

ou I'integrale curviligne est prise suivant le cercle C,, de centre (6, ¢)
et de rayon spherique w, et ou ds’ est ’element d’arc de ce cercle. En
transportant le pole de S en (0, ©), nous designons les nouvelles coor-
donnees par ® et . On voit que la moyenne arithmetique d’ordre &
[F® (0, ¢)] de la serie de Laplace, formee pour le point (0, 9), s’ex-
prime ainsi :

AT
Fd (6, @):F%a’:/ f(©)5P(w) sinw dw,
0

et 1l est important d’etudier les proprietes de la fonction f(w), etant
donnees celles de F(8, o).
On s’aper¢oit d’abord que I'hypothese de I'integrabilite absolue de

F(0, ¢)sur S entraine I'integrabilite absolue du produit f(w)smo
dans I'itervalle (o, 7) :

[T|f(w)|blnwdw§-2%rf£lF(9’, 0')| do'.

Ensuite, f(w) est a variation bornee dans 'intervalle oSw<e¢ pour ¢
suffisamment petit, puisque F(0’, ¢’) est supposee a variation bornee
dans le voisinage du pomt (6, 9). Enfin F(#’, ¢") se presentant pour
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m—eSwm sous la forme
F(9, o) = (sinw) YH(I o),

ou la fonction H(®', ¢') est bornee, f(w) devient aussi infinie
d’ordre y au point ® =7 :
Hoy— L [THE. Ay o)

27 J, (sinw)Y (smw)Y

(t—eswim),

ou ()=~ o et o(w) est bornee dans (7 —¢, ™).
Ains1 f(w) est a variation bornee dans (o, ¢), devient infinie

d’ordre y au point w == et le produit | f(w)|sinw est integrable

dans (o, 7). On a pour & = é

(l) ™ (l) = w—E <
F,.?2 :/ f(w)s? (m)smmdw:f +f +/ =L+ L+1I;
0 0 € T—¢€

La fonction f(w) etanta variation bornee dans (o, ¢), f(+ o) existe
et n’est que la valeur moyenne de F(0’, ¢’) au point (6, o) :

(- 0) = hm — f F(0', o')ds’
CU

w=02T SINW

Il est facile de demontrer que ’on a, pour ¢ suffisamment petit et
suffisamment grand, I'inegalite

(12) lI;—f(+o))<én [eSeo=¢e(m), nzN=N(n)],

ou v est auss1 petit qu’on veut :

1’,L—:f(+o)‘/‘ ss.l—)(m)smmdm—&—f [f(co)——f(+0)]s£,§)(w)smwdm

:‘/w) +/£L")
Or
(1) T @)
hm 8, (e) = him 5.2 (w)sinw dw — o0,
n= o n—ow €
donce

= n=w oy

hm/ﬁ,”:-f(—i—o)hmf cf,%)(m)smmdw:&:fi)f sinwdw = f(+0),
n 00 0
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puisque I'on a, pour ¢ > —1,

= " K
s (w) sinw do = L s‘ AR, (m+ ! P,(cosw)sinw dw (6 >—T1),
: Ap ~ 2) Jy

m=20

et tous les termes de cette somme, sauf le premier, s’évanouissent
grace a Dorthogonalité des polynomes de Legendre dans linter-
valle (— 1, + 1). Dans l'intégrale ji?, nous exprimons la fonction
a variation bornée f(®) comme la différence de deux fonctions mono-

tones f(w)=f,(w)— /() pour appliquer ensuite a chacune des
intégrales résultantes le second théoréme de la moyenne; il vient

jﬁ}’_—:[fi(e)—-fl(o)]f sgj)(m)sinwdm—[f,(a)—fq(o)]f sfﬁ)(w)sinmdw

(0S0,Se; 0Z0.5¢).

Y .

Or, on a vu que I'intégrale f sff)(w) sinw dw est bornée, quels que
[+

soient n =o0, 1, 2, ..., © et o, pourvu que 0> — %; done, en choi-

sissant ¢ suffisamment petit, nous pouvons diminuer ;*' en valeur

absolue autant qu’on veut, ce qui démontre (12).

A Tlintégrale 1,, nous appliquons le théoréeme général de
M. Hobson ('). Les conditions de ce théoréme sont satisfaites,
puisque : 1° le produit sinw f(w) étant absolument intégrable
dans (o, ©), f(w) I'est dans I'intervalle (¢,  — ¢); 2° I'inégalité (10)
prouve que 'on a, pour eSwSw —¢,

PR

lsn (m)|sinm<c”—\/2

. €
s -
2

= Cso (Eé&)iﬂ),

et 3° la valeur absolue de I'intégrale

B 3 3
[P rsinodo =3P -3 @) (csa<pin—e

-3

est plus petite que 2¢,, ou ¢, ne dépend pas de « et § et tend vers zéro

(1) Proceed. of the Lond. Math. Society, »* série, L 6, p. 354, § 2.

THESE KOGBETLIANTZ 6
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pour n—>», lime, = o, puisque la série (11) est umformement som-
n—oao

i
mable <C, §>— ;) dans (&, ©) et a pour somme zero, comme nous

l'avons demontre dans le paragraphe 4. Par consequent, le théoreme
cite de M. Hobson s’apphique a I,

(13) IimI,=o.

n=w=

Il nous reste a examiner 'integrale I,. Dans I'intervalle (= —¢, =),

Jf(w)= (sinw)Yo(w) et nous supposons que Yy est inferieur a trois
demss ;

3 3
7:—2--—/z<5 (h>o0).

3
En substituant dans I, f(w):(smm)l o(w) et en apph-
quant (10), nous avons

(14) lIm‘< Cao " ICP(CO\’dO)<C w_di_ <e E/L (’l>0).
" Tt 3 p_e(SINW)T A M (smw)=h
(Slll > )

On voit qu’en choisissant ¢ assez petit, on diminue la valeur absolue

’ ” ’ ~ 3
de I'integrale I, autant qu’on veut. En resume, pour y <, nous
avons eu egard a (12), (13) et (14) :

[FE — f(+ o) | < I (o)l + | L+ [ <

ou 7 est aussi petit qu’on veut, si I'on a soin de choisir ¢ suffisamment
petit et » suffisamment grand, c¢’est-a-dire

Il_mFS,%) = f(+ o) <y<§>' ¢c.Q F.D.

On voit que la sommabilité (C, %\ est uniforme dans tout domaine A
/

qui est entierement compris dans le domaine T de continuite de la fonc-
twon développée F(0', o'), st cette fonction est a variation bornée dans le
domaine T et st Uordre d'infinutude de ¥ (0, o) aux dvers pownts du
domaine A,, diametralement opposé sur la sphere S au domaine A, est
wnféreur a trois demus.
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. . 3 ,
Soit maintenant 2 >y 2 5 Nous allons démontrer que, dans ce cas,

la série de Laplace n’est pas sommable <C, é) en point (6, ¢), méme
sila fonction o (w)=sinw)Y f(w) est réguliére au point w = =. Soit
donc
@ \7Y  \y B ®
(2310;) P(w) = <cos;> S(w)y=2"Yo(m)+ cos — ¢y (@)

(7!—— € i ® § )
c’est-a-dire

floy = 4T

._.——-w ¥
<ZCOS—
2

ou lordre d’infinitude de ¢(w) au point w =, si elle y devient
infinie, est sGrement inférieur & trois demis. On a

+ ¥ (w) (m—eZwim),

=279 n)f (co:—) N ()(w 51nwdw+f Lp(m)s (w)sinmdw.

La valeur absolue du dernier terme du second membre peut étre
rendue aussi petite qu’on veut par le choix convenable de ¢, puisque
Pordre d’infinitude de ¢ () pour w = = est inférieur a trois demis, et
tout revient & I'étude du premier terme. On a pour n—o, en po-

sant y = 24,
f ((:os§>—‘M (z )(w)smwdm—l—i—o( 1)

j‘“_s<cos %>—2)' s%)(m) sinw dw = o(1)

]
puisque ces deux intégrales sont du type étudié I, et I, respecti-

vement.
Par conséquent, on a

[“ (cosz))_ﬂ (%)(w)sinmdm
__f [ fﬂ e—/ <cos >-qu£ )(w)sinwdw——l-i- o(r)

et
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et pour étudier I il suffit de trouver la formule approximative pour
I'intégrale i,s)";), ot £ est définie comme suit :
T —a\ +1
i‘,%va’:_—A‘,,a‘f (cos%’) s (w) sinw do = 2*/ (t—2)*ed(—z)dx
0 —1

avec

3
1022, — <41
4 2
et
I 1T+ 3
E 2 o® (x) = 5 5*
n=0 (1—2) (1 — azs + z%)2

Or, pour obtenir cette formule approximative, il faut calculer la
fonction génératrice de la suite

R 1 N 1 (2
On trouve

n=0 —t 0

o a4 z) T (1—z) e

— 7\ 3
(t—=) .1, (1 + 225 + 32)*

=1 I—_i-z—F<1, §, 2 — 4, ':),
I—A(l—z)3+5 2

ou F est le signe de la fonction hypergéométrique et ot v = — (—lﬁ_%)z
@ (z) n’aque deux points singuliers z,=1(t=x) et ;,=—1(T=1);
les deux se trouvent sur la circonférence du cercle de convergence.
Avant d’appliquer la méthode de Darboux, nous exprimons, en nous
appuyant sur les propriétés les plus élémentaires de la fonction hyper-
géométrique, la fonction génératrice ®(s) dans le voisinage du
point z, = 1 ainsi :

@%.a’(z): (=) (1—o)" F(l_l,l,z—l. : )— 9(2)

=N (—2)p \3 ) T

ou

) — 1 JE. a4 .
= b Lt
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Vu que
<%—7\)+1—(2—)\):—-;<o,

on trouve que

F<—;——7\, 1,2 —A, x>:ﬂ@ =2(1—12%)

existe et I’on obtient par conséquent o (1) = 1.

De méme, dans le voisinage du point z = — 1,
0P (5 = &) (=P F[l—x f—, a— ), — L]
A T (42 =Wz |2 ’ ’ T (r—23)?
ou
r(l +1>r(.~x)
r—2-8
Yty =2 F<—;—)\,l—7\,2—7\.,1\/—: >

1— 2 21—2)‘+BI‘<_‘_)
2

7/

Selon la méthode de Darboux, nous devons développer en série de
Maclaurin la fonction auxiliaire

‘?(') (_') N \ ) n h—1) zn
D(Z):u_zm+(?b+z)e;.:§),Aa?f¢<r>+<—x> A=Y= {5

et pour n— o on obtient la formule approximative cherchée sous la

forme
[OW )
n

A'E’

A= G(— 1)
B  (EICI RS0

=14 (—1)"

. . I
Vu que 2A = v, le cas particulier 6 = - nous donne

™ -y (1
f (cos 2) Ys&”(m)sinmdm
mT—E

Y I+
i(é’%) Aw—1)§r<T/>r<l_g>
= — ()= (— ) 2

N AS%) 2 21 Y \/2—7_r

+()(I)E+0(l),
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et 'on obtient définitivement

- ‘P(?r)I‘(l_%) Ve N O(I)\+0(;).
2‘+YF<%> V2

Cette formule résout la question : I, ne tend vers zéro avec n—>x
que si y est inférieur a trois demis, y << 53 siyest égal a trois demis,

3 o . . . ,
Y=3 I, oscille pour n— = entre des bornes finies et, si y est supé-

= (—0"(n+1)

rieur a trois demis, y > >, ses bornes d’indétermination sont infinies.
Il est donc démontré que /a condition y < est nécessaire pour la som-

mabilite <C, é ) de la serie de Laplace et que cette sommabilite <C, é en
un point (8, 9) ne dépend que de I’allure de la fonction developpée
F(0', o") dans le voisinage de ce pornt, st y < ; et st F(0', ') est absolu-
ment intégrable sur la sphére S.

Ce théoréme est ’analogue du théorémec classique de Riemann sur
la convergence de la série trigonométrique.

Au contraire, la sommabilité (C, & << —; de la série de Laplace
dépend (§ 6) de P'allure de F (6, ¢") sur toute la sphére S.

L’hypothése que F(0’, ¢") est a variation bornée dans le voisinage
de (6, 9) n’a été employée que pour prouver que I'intégrale

jo= [ 1) = 0015 (o) vinw do

peut étre rendue en valeur absolue aussi petite qu'on veut, ce qui est

2
les suppositions de l'existence de la valeur moyenne f(—+ o) et de

I'intégrabilité absolue de F(6’, ") sur S. Or, on peut formuler d’autres
conditions suffisantes qui peuvent remplacer ’hypothése que F(0', ¢")
est & variation bornée autour du point (8, z). Posons

3 .. . el
pour y <> la condition suffisante de la sommabilité (C, S= —') sous

o(w) =Y (0)sin 2 =f(w) = f(+ 0);



on a
£ 1
jf,’“:f @(w)sgz)(w)sincodw
* am
bn+35 (1) € (7) .
::f () s (w)sinw dw +f o(w)s2 (o) sinw dw
0 ATC
— R R
et
L1
6m >

. 61 e
o 2 _on
R < ers(m+-T1) Smﬁ'l+5fo |o(w)]|dw << ey3(n +I)®<4n+5

ou
DP(w)—= w)]| dw.
(w) fo‘ o (w)]

Supposons que I'intégrale indéfinie ®(w) pour » = o0 a une dérivée

égale a zéro, alors on a
6n

6T
(I)([;n-y—S)— An F5

ou lime,= o, et ’on voit que cette supposition entraine limR}" = o
n=—cw

Dans Iintégrale R?, nous appliquons la formule (7) avec l'iné-

galité (8) :
. ) T
' sm[ n—+ - jo— — 1
S () = ( i‘> 21 i (),
(2§m0—;>-\/2smw
oo .
ot ()| < G 3 <“’§n:_,>’

I
(n+ |)<sm;smm)

ce qui nous fournit

N I 5 / w
I $(w)sin [<n+z>w—g} cos%dcu—f—r,l,

R =
2y2. em
bn4o

ou

<o, / o8 ()] sine do;

[ra| =

A € (1)
] o({w) 0, (w)sinw do
AT

bn—+o
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f. désigne la borne supérieure de la fonction
le(@)| =[f(w) —f(+ o)

dans l'intervalle (o, €) et peut étre rendue par conséquent aussi petite
qu’on veut par le choix convenable de . Or

£ g o
) . Cig dw C34 d_ﬁ’_
fﬂ Pn (0\))|Slf?|&)d(-«)<n_i_I . £ <n-|—l ? < C3sy

T

_T L A ] T T
n+1 n+1<Slﬂ ;> Vsinw n+1

ce qui prouve jue la valeur absolue de I'intégrale r, est aussi petite
qu’on veut, si ¢ est suffisamment petit. Examinons maintenant I'inté-

grale )
ii/_;f;r b (w)sin [(n‘*‘ %)w__';_r] \ / cosgdm.

bn+>5

On prouve facilement que I'on a

)
wsin —
) 2
1—y\/cos— < — o
2 )
4 COS —
2

donc

bn+3

) vesa[ (o )= F] -y ) a0

<036/‘ w|g(w)|dw=n0(e);

dn+35

par conséquent, on obtient

glvzfjsn_qz(m)sin[<n+g>w—gJ \/c—nsga’w

b-+5

=— zi/gf; q;(m)cos<n+ %)wdw + 0 (e?).

dn+35

/;;_¢(m)cos<n+g>wdw,

bna4-5

Quant a 'intégrale
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elle est du type étudié par M. H. Lebesgue ('), et, en lui appliqnant
le méme raisonnement qu’applique M. H. Lebesgue a 'intégrale

fE t.[)(w)sin<n+ §>mdw,

n+1

on prouve facilement que 1'on a

€
lim kp(m)cos<n+§>mdm=o,
n=ow 61T 4

bn+5

sous I’hypothése que I'intégrale
x(p) = 1¥(0+p) —P(w)]do
A

tend vers zéro avec p > o, c’est-d-dire lim ¥ (p) =o.
p=0
Vu que ®(o) pour @ = o a la dérivée égale a zéro, s’il existe la
valeur moyenne f(+ o) de F(6, ¢") en un point (6, ¢), on voit que
nous avons démontré le théoréme :
La série de Laplace d’une fonction F(0', ¢') absolument intégrable
sur 'S est sommable ( C, —X> en un point (9, ¢) de S, ot existe la valeur
72 ’

moyenne f(+ o)de F(0, ¢'), et a pour somme cette valeur moyenne st
Uordre d’infinitude () de F(0', ¢') au point diamétralement opposé

sur S au point (9, @) est inférieur & trovs demuis, y < %, et st U'intégrale
€
1)Y= [ 14(0+p)—d(w)|do
2
tend vers zéro avee p — o.

Or, on sait que tous les critéres classiques connus de la convergence
des séries trigonométriques se déduisent de la condition établie
limy (p) = o et 'on voit qu’ils sont, par conséquent, aussi les criteres
p=0

(1) Lecons sur les séries trigonométriques, p. 57-38.

THESE KOGBETLIANTZ 7
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de la sommabilité (C, %) de la série de Laplace en un point de la

sphére S sous les hypothéses faites. Ces critéres {se rapportent a la

fonction
1

f(w)zznsinwfc;F(e’(P)ds’

mais il est facile de les formuler pour la fonction F(#, ¢) elle-méme.
Envisageons, par exemple, la condition de Lipschitz-Dini :

| f(p)—f(+o0)|logp—>0 (p—0)

pour o —o. Supposons que F (6, ¢) existe et formons la différence

1
27 Sinw

Sflo)y—F(0. o) =f(w) — f(+0)=

[ TR, ) —F(5, o).
Co

On voit que f(w) satisfait & la condition de Lipschitz-Dini, si I'on a

pour ® —>o
[F(8, ¢') —F(6, ¢o)|logw— o,

ce qui n’est que la condition de Lipschitz-Dini par rapport ala fone-
tion F (6, ¢").

On peut dire que la sommabilité (C, o) des séries trigonométriques
et la sommabilité (C, %) des séries de Laplace présentent une analogie

compléte au point de vue des conditions suffisantes de sommabilité.

6. — La sommabilité (C, d) de la série de Laplace pour |d] << :—‘

Les résultats du paragraphe précédentsuggérent 'idée que la som-
mabilité <C, o< %) de la série de Laplace doit étre analogue a la

sommabilité (C, <o) des séries trigonométriques, étudiée dans le
premier paragraphe. Son étude ne fait que confirmer cette idée.

En étudiant la sommabilité <C, S < é>, nous supposons F(6, ¢') a

variation bornée partout sur S, a ’'exception des voisinages des points
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isolés My, ot elle se présente sous la forme
PO, o) = Ac(sin Z) VR0 ¢)  (m<as mise,

@ étant la distance sphérique des points M, (0, »,) et (0, ') et la
fonction F.(0', ") étant a variation bornée pour @,Ze. Si 'un quel-
conque des points M, est diamétralement opposé sur S au point (6, ¢)

ou I'on envisage la sommabilité <C, s <L é) de la série de Laplace,

nous le désignons par W et 'ordre d’infinitude de F(0’, ¢') en ce
point W par vy.

Transportons le pole de S en point M(6, ¢) et désignons les nou-
velles coordonnées par w et ¢. On a

1 27 I 27
fy=5 [ RO ar= [ W pay,
0 0

ou W (w, ¢) n’est que Ia fonction F(§, ¢’) exprimée en nouvelles coor-
données.

Désignons le point (6", ') par v et la distance sphérique des points
M, (0, ©,) et M(0, ©) par o,. Le triangle sphérique MM, nous fournit

dans le cas général w, ==, ol o, et P, sont les coordonnées du
point M, :

COST) = COSw COS Wy —+ SiNw siNw, cos (Y — Py) (o< wr<<m);

done

. LW — Wy . . . —
sm‘—f:sm2 ’—i—smmsmo)ksm?d" 2%-

La fonction F(8’, o’) étant a variation bornée partout sur S, sauf les
voisinages des points M, et W, /(w) est & variation bornée dans tout
intervalle (o, = — ¢), sauf le voisinage des points w = w,, et il s’agit
d’étudier ses propriétés au voisinage de ces pointsintérieurs w =w, et
dans I'intervalle (= — ¢, 7). Posons pour » — w,

. 27 . Sy 2e I Yr—2e 2T
f(w)zﬁf Fd¢=-2—n_/ Fd¢+ﬁ<f +[ >qu,
0 . o Up+ 2€

\'{L—QC
=/fi(w) + fa(w).
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I1 est clair que la fonction f, () est & variation bornée pour |©—w,|Zc.
Or

r+2e

fo=gt [ (%) g [ R ed =40+ fe),

k—2¢€ \‘,ak—za

ou la fonction f,(w) est aussi & variation bornée pour | — o;|Ze.

. . ow, \? . g
L’expression de (sm 7’) nous fournit d’'un autre coté

g VT — W ¢ —dy
S3(w) ——f [sm2 -+ sinw sinw; sin? ] ay
27T Y — 2 2

et la substitution

. ® S
usin Vsinw sinwy

=sin

—o_ b=
2

transforme cette intégrale en

2A . —_ 1—ay M) d
filw)= T_l‘._.<smw Zw"> f “ =
A _ %

7 Vsinw sinwy ,

siney/sinwsinw;
@ — Wy

Nn(w)=

sin

En appliquant le second théoréme de la moyenne, on obtient

—_ op—t (@) _
(sin 2 2"”‘> ' Sa(w) = 2A"____f —di—k (0Zn<m).

T COSEVSIN® SIN Wk JFw,) (1 u?)

&
2

Sie,>1,'intégrale dusecond membrereprésente une fonction de » a
variation bornée pour |w — w;|S¢; done si o, >1, f(w) se présente
sous la forme

gilw)

Flo) = —2) i Fouw) = Fh(e) (>,

. 0 — Wy
sin ——
2

ou les fonctions g;(») et A, (w) sont & variation bornée pour [w — w,[S«.
Si o;=1, l'intégrale du second membre augmente pour w->w,
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comme log(w — w;) et
flo)=gr(w)log|w — wi |+ 2z (w) (ar=1),

Enfin, si «,<{1, f(w) est avariation bornée pour |w — w,| ¢ et on
le prouve en considérant la fonction

A (BT m\ s . sinw
fs(m):——"- sin — ad - ¢ —aresin{e ——£ 1,
2Ty e 2 sin w
ou
sine' — ¢ Ei.n_ﬁ_)ﬁ.
sinw

V =sin tg—ik Vsinw sinwy

La substitution

transforme f;(w) en

+Es1n Wy ©— 6 2
fs(m):g(w)[ (V’—i—sin’———k) av (o <1),
Y —Esmwy 2
ou g(w) est a variation bornée, et cela démontre notre assertion.
En résumé, on a établi pour o <w, < que f(x)ne se présente dans
I'intervalle [ — w,|Se que sous les trois formes suivantes :

(pour oz >1) f(w)=gr(w)|w — o[ + Az (),
(pour ax=1) f(0)=gx(w)loglo —ox|+Au(w)  (Jo—wx|Ze),
(pour o, <<1) f(o)=hi(w),

ou g;(w) et A, (w) sont & variation bornée pour |w — w;|Se.
Soit maintenant w, == (le point W); pour t2wZw—e¢, ona

((;f—%)—j—y + ¢(w).

d’ou la conclusion que f(w) devient infinie au point w = = du méme
ordre y que F(0’, o) et que () est & variation bornée dans (= —e¢, 7).

Pour étudier la sommabilité (C, s ;) de la série de Laplace

flo)= ﬁ i ” [A (cosg>_Y +F(e, qo’)] dy =

de F(0’, ') il suffit de considérer F(6’, ¢’) avec un seul point M,.
Soit o, =1+ et w,=%(0o<<&< =). Envisageons d’abord le cas
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B>o0(e,>1). On aalors pour |w — £|Ze
flo)y=g()|o—EP+o(0) (lo—ElSe);
etpour 2= — ¢
sy =A(cosd)  +eao)  (rzozm—o.

La moyenne arithmétique d’ordre ¢ de la série de Laplace — F¥—
s’exprime comme suit :

= N 3 E—¢ E+e T—€ 3
F‘,f”:f f(@) (o) sinw do =f +f + -|-f +f
0 0 3 E—e Etc T--€

:lﬁg’)+I£;2)+1;;3)+I;;6)+11;5)0
Posons

(3
1;,H:f(+o)[s(,§>(w)sinmdm
o
£
+f [f(0) —f(+0)]5% (o) sinw do = §° + .
]

] . . . I
La série (11) étant uniformément sommable <C, o> — §> pour wZe

, I
avec zéro pour somme, on a, pour chaque ¢ > — S

limS‘,f"(e):limf s (w)sinwdw = 0 <3>—£>>
€

n—ao n=omo 2
d’ou
e 1
lim & = f(+ o) lim s (w) sinw dw = f(+ 0) <6>—;>-
n=owo n—==wo 0
Quant a I'intégrale ;”, f(w) y est & variation bornée et, en posant

Sflo)=fi(w)—fi(o),

ouf,(w)et f,(w)sontdesfonctions monotones, nous décomposons z;"
en somme de deux intégrales, a chacune desquelles nous appliquons
le second théoréme de la moyenne :

W= LA — A #0) sinw do

— [ fae) — fz(O)]/‘bs(,f”(w) sinw dw
=0,(c) {8 (av) — S (¢) | —0,(e) | SP(aa) — 8P (e) .
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Or, toutes les moyennes S (w) sont bornées dans leur ensemble
- . , . . . . I
pouro<w Sm, pourvu que & soit supérieur 2 moins d’un demi, § > — 5
nc les quantités entre accolades restent finies, tandis que 6,(c
done 1 tit tre accolade tent fi , tandis que 6,(
et 0,(¢) peuvent étre rendues en valeurs absolues aussi petites qu’on
veut, si ’'on a soin de choisir ¢ assez petit. On a par conséquent, pour ¢

suffisamment petit et » suffisamment grand,
(15) [ I — f(+o0)|< ¥ <6>—é>,
ol { est aussi petit qu’on veut et fixe.

Aux intégrales I? et I nous appliquons le méme raisonnement qu’a
I'intégrale ;" et, grace a la sommabilité uniforme <C, s> — é) de la
série (11) pour w Z¢ avec zéro pour somme, nous obtenons

(16) lim I = lim I = o <a>_ £>.

n-—=owo n=w 2

Nous avons supposé o, =1+ 3 > 1, donc

E+e E+e R
IS,“’:f g(w)|o—E|Ps®(w)sine dw —i—f 01(®) s (w) sinw dw
E—e E—e
(ﬁ>o)’
\ I
ot I'on a, pour 6>~
E+e

lim 91(0)s®(w)sinnodo =o

n=w Jr_¢

puisque ¢, (w) est a variation bornée.
Quant a la premiére des intégrales du second membre la formule (7)
et 'inégalité (8) nous donnent

E+e
f g(w)|w—E[Ps®(w)sine dw

E—ce
. ) 20 +1 ®
B ASI%) fgﬂg(w‘) sm[(n “+ U+ ;)m— 7 ‘T[] \/cos -2-dw N
T B A®) Eee o a.,.% Pn
o —£ |ﬁ<sin ;)
A,
= 2°+1A§§) n+ Pn

= (ll—i—I)E-aInO(l) + Pus
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ou

E+e
Ipnl_f Ig(wg:ﬁ ‘°’(m)|smmdm

¢
< C37 f+s lo—E|- B dw < C3s

S d+1 1 4
(n e <Sm—> Veine  (n4ni”

et ol par conséquent limp, = o0 pour § > — % La fonetion

X(m)=<sm > (H‘)\/cos(—:-

étant décroissante, on a

n_fe+ex(m)g(m)|w—£| Bsm[(n—|—1+ 8)&)—262_1 ]dco

g+
_x(E-—e)f g(w)|w—E[BsinQ, dw,
ou

9n=<n+l+g)w—262_'n et [n]|=|n.]<e.

On peut poser
g(0) =81(0) — &2(w).

puisque g(w) est a variation bornée, ce qui nous donne
E+q
/ g (w)|o—E|BsinQ, dw
En
:f gI(w)Im—E[‘BsinQ"dw
E—¢

E+m
—f 5’2(03)|®-—-£|‘?’sin9,ldm:J"_h,
|

Le second théoréme de lamoyenne, appliqué aux intégrales 7, et j,,
nous donne, g,(w) et g,(w) étant des fonctions croissantes,

E+n
Jm:gm(g_*"n)f |°°"E|_5 Singndm] (m=1, 2; E_sii_nnz§£+n)-
E—1m
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Il s’agit d’étudier I'intégrale du type

E+b,
f=[ le—glFsin@udo (bl <o),

E—“u

et la substitution ® = £ + u« donne

by
j’n—_—f | |8 sin [(n “+ 14 g) (4 u) — —~——264+1 n] du
o
:[ ful|=Bsin[r,u+3,]du

b,

bn n
:sin%,,f [u|—ﬁcosrnudu+0053,.f | w|-8sinr,udu,
— —ay,

ou

20 41

T, =9,(8)=r,f— A m et r,,::n+1+g-

Il vient
bnra bnrp
Jn= rE"{ sin%nf JulB cosudu+cos3,,f Ju)-8 sinudu}.

L’intégralef |u|*e“du étant bornée pour chaque o < B <1,

nous voyons que nos intégrales

bﬂr" bn"r
f |u|-Bcosudu et f | wl-Psinu du,

—anTrn —aulrn

ou|a,|<e, |b,|<ele sontaussi quel que soitn =o, 1, 2, ..., w0 et
nous en concluons que j,, j, et avec eux l'intégrale I, peuvent étre
présentées sous la forme

In:C”(n“*'l)ﬁ_i 01(n),
ou la fonction 6,(n) pour n->o oscille sans tendre vers la limite

déterminée, comme sin3, et cos3, qui entrent dans son expression,
mais reste toujours bornée : |6,(n)|S1. Vu que 8 = o, — 1 et que

1
19 = (n+1)F 1, 0(x) + pn,

THESE KOGBETLIANTZ 8



on obtient définitivement pour &> — i,

3
P=(n+n0""3"0(r) +o(1) (au>1),
ol B(n) pour n— » oscille comme 0,(n), mais reste bornée : |6(n)|<c,,.

.. 3 , .
Cette formule prouve que la condition & > o, — 5 est nécessaire et
.. . . 3 .
suffisante pour avoir limI¥ = o, puisque, si &= o, — > I¥ oscille
n=w

. N . 3 .
pour n— entre des bornes finies et méme, si 8 <C o, — > oscille
entre — » et + oo.

Par conséquent, il est démontré que la condition 3>Olk—§ est
nécessaire pour la sommabilite (C,d) de la série de Laplace
de F(0', o) avec o > 1, si —-%<8<%-

Soit maintenant ;S 1. Pour o, = 1 on répéte le méme raisonnement
et 'on parvient aux intégrales du type

b cos
loglu]| . udu
f glulg, wdu,

—@nln

qui sont d’ordre logr,= log (n + 1+ g) :

bnlrn
cos
logluj . " wdu
sin

—apry

< log(n+r).

Par conséquent, dans ce cas, o, =1, on a la formule

=180 %0504 00)  (a=0),
(n+1p"
d’ou la conclusion : pour x,=1, on a, quel que s0it 8 > — é,

lim I¥) = o.

n—ow

Pour «, <1, f(w) est & variation bornée dans I'intervalle [w — &|Z¢
et, en appliquant le méme raisonnement gue pour les intégrales 17

J . , . .
et I¥, on trouve, pour &> — 5 limI¥=o0. En résumé, on obtient le

n=w



résultat général que voict :

(17) limlP=o <6 > ;_et ot — §>,

n=ow 2
N (s N 3 . I
s1 0 est supérieur a o, — ~eta — ~-
2 2
Il nous reste 2 examiner U'intégrale 17, ou f(w) se présente sous la
w\—Y
forme f‘(w):A(cos;) + @y(w):

K
_‘\{ - .
I(rf’):Af (cos 2) s (w) sinw dw + ¢,.
T—E€E 2
Ona

T
limen:Iimf ¢x(@)s¥(w)sinw do =0 (6>—-;—>:

n=—w n=wJg__¢

puisque ¢,(w) est & variation bornée dans (= — ¢, ©). On a aussi

T—< -y
limf <cos%> s (w)sinw do =o <6>—£>,
n=—owx €

. w\~Y N . . , .
puisque <cos ;’) est a variation bornée dans (o, ® —¢€), ce qui

entraine de plus pour 2 >N et ¢ suffisamment petit I'inégalité

£ —
lf (cos%) Ys‘,?’(w)sinmdcu—l’<§,
[

ou { est aussi petit qu’on veut. Par conséquent, on a

us 3
o\~ . w\~Y .
f (cos;) s‘,f’)(m)smmdmzx—i—f <co§;> s0 () sinw dw + 0, (¢),
0 T—E

ol | 1,(e)| < pour ¢ suffisamment petit et 2N = N(e, 0).

Or, l’intégrale du premier membre est étudiée au paragraphe 5, ou
i, 8

elle a été désignée par —;‘@— (2A =), et ot ’on a établi la formule

[ (eos ) sty sing do =t (= S 4= 1 0]+ 00
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En appliquant ce résultat, on voit que 1'on a pour & > — é

= o\~
I(’LS):Af (COS—) s}f"(m)sinwdw—i—o(l)
T—e \ 2
(1) e (r 4 T[4 0(1)] - o (1),

si 'on a soin de choisir & suffisamment petit et » suffisamment grand.
Cette formule prouve que la condition & >y — 1 est nécessaire et suf-
fisante pour que I’on ait

(18) IimI¥=o <6>——;-et 7h1>.

Les résultats (15), (16), (17) et (18) prouvent le théoréme suivant :

TueoreMe. — Soit la fonction F (0, o) qui est a variation bornée
partout sur la sphére S, sauf les voisinages @< e des points tsolés M, et qui
pour @, ¢ se présente sous la forme

7 el .
A <sm-;> + Fi (8, o) (a,<<2, w1 l¢),

ou @, dénote la distance sphérique des points (§',0") et M, et ouF, (0, ¢")
est a variation bornée. La série de Laplace de F (8, 2') en tout point M
qui n’appartient pas aux points M, est sommable <C, e>— —12-> avec la
valeur movenne de F(8', ') au point M pour somme, si & est supérieur
ay—reaa—= S>y—rt et a— §>,0L‘t v est U'ordre de Utnfinitude
de F(V, o') au point W, diamétralement opposé sur S au pointM, et ot o

est le plus grand des ordres o, de Uinfinitude de F(¥, ¢") en tous les
auwtres points M. ; la série de Laplace n’est pas sommable (C, &) en point M,

DY . ;o 4 \ 1 <
st o est inferieur ou égalay — 1 ouaa—a,gzy——l et o -— -

Si la fonction développée F(6, 9") est continue dans un domaine T
sur S, la sommabilité (C, S>> — —;->, ou & est supérieur 4 v, —1 et

a o, — - est uniforme dans tout domaine A qui est compris entiére-
ment dans T, «, désignant le plus grand de tous les exposants o, et v,
désignant le plus grand de ceux des exposants «, qui appartiennent aux
points M; compris a I'intérieur du domaine T, diamétralement opposé
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sur S au domaine T. Pour un domaine A fixe il suffit de choisir pour vy,
I'exposant le plus grand parmi ceux des «, qui appartiennent aux
points M, situés a I'intérieur et sur la frontiére du domaine A;, diamé-
tralement opposé sur S au domaine A.

Pour donner un exemple, envisageons la série de Laplace de la
fonction F(6, ¢’) qui ne devient infinie qu’en un seul point, le pole
nord de la sphére S, ou son ordre d’infinitude est vy, et qui est
continue et & variation bornée partout sur S, sauf la petite
région entourant le pole nord. Sa série de Laplace diverge partout
sur S, si y est supérieur ou égal a trois demis, yZ >; elle converge par-
tout, sauf les deux poles de S, et méme uniformément pour eSS — «,
oSg<am, si y est inférieur a trois demis, mais supérieur ou égal a
Punité, 15y < %’ et elle converge aussi au pole sud de S, si v est
inférieur a Punité : vy <C1. Cette série de Laplace ne converge nulle

. .. N - 1
part absolument, si y est supérieur & un demi, y > - et elle ne con-

. . 3
verge pas absolument au péle sud de S, si y>o0. Siy = > ses sommes

partielles oscillent en chaque point de S, & I’exception du pole sud,
entre des bhornes finies et leurs bornes d’oscillation sont infinies,

. 3 R . .
si y>= Aupdle sud, les sommes partielles oscillent pour n—oo entre
2

des bornes finies, si y =1, et oscillent entre — o et +, siy>1.

On voit I'analogie entre ce fait et la propriété suivante de la série de
Legendre, indiquée par M. Hobson (') : la série de Legendre de f(x)
diverge partout a I'intérieur de l'intervalle (— 1, 4 1), si f(«) en un
point frontiére devient infinie d’ordre vy 2 ::—:

7. — La sommabilité (c, 8< %) de la série de Legendre
en un point frontiére x == 1.

Envisageons la série de Legendre de f(x)

. fo)~y (n+3) Pu<x>f_“f<y>Pn<y> dy (—1S@S),

n=20

(1) Proceedings of the Lond. Muth. Society, 2*série, t. 7, 1909, p. 34.
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et supposons que f(x) est absolument intégrable dans (—1, + 1) et
devient infinie en un point frontiére, — soit, pour fixer les idées, au
point # = —1, — d’ordre y. Nous allons étudier la sommabilité
(C, 3 < ;-) de la série III en un autre point frontiére, z = + 1, sous
P'hypothese de I’existence de f(1 — o).

Il est bien connu que, sous les hypothéses faites, la série III
pour x =1 est sommable (C, § > 2y — 1) avec lasomme f(1— o), s1y
est supérieur ou égal a trois quarts, y2 2, et sommable <C, o> -;:>,
si y est inférieur a trois quarts, vy << (?—: Il s’agit d’établir que pour y

inférieur a trois quarts, y < %, elle est sommable <C, 8= é) et a pour
somme f(1—o), si f(x) est a variation bornée dans I'intervalle
(1 —¢, 1). Le probléme posé n’est que le cas particulier pour

F(6, ¢) = f(cos0) = f()

du probléme traité au paragraphe 5, quand le point M se trouve au
pole nord de S et quand par conséquent w = 6" et ¢ = ¢’. Donc la fone-
tion auxiliaire f(w)

- I

A2TC
Slo)= fF(@’, q)’)a’s’:-l—/ S(cost')do'= f(cos8) = f(.r)
Ca 2T,

T amsinw
ne différe pas de la fonction développée et ’on obtient le théoréme
suivant :
Tugorime. — La série 111 est sommable ( C, i ) pourx =1[x = — 1]

et a pour somme f(1 — o)[ f(o —1)], st la fonction développée f(x) est
a vartation bornée dans l'intervalle (1 — ¢, 1)[(—1, € -- 1)] et st elle est
absolument intégrable dans tout intervalle (— 1, + 1), pourvu que ¥ soit

- g . . 3 . , \ .
inférieur a trois quarts, v < ;3 pour y supérieur ou égal a trous quarts,
v2 %, la série 11 n’est pas sommable (C, é)

En appliquant le second théoreme du paragraphe 5, on voit que

I'hypothése « f(x) est a variation bornée dans (1—e, 1) » peut étre
remplacée, sous la supposition de 'existence de f(1— o), par la con-
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dition suivante :
£

f(cosw +p) — f(1—o0) N Sfleosw)— f(1—o) d

W+ P

limy (p)=1lim w=—o
p=0 p=0 Siﬂg
2

4 |in

qui est remplie lorsque f(z) satisfait dans le voisinage du point & =1

a 'un des criteres connus de la convergence des séries trigonomé-

triques. Par exemple, on a limy(p) = o, si f(=) satisfait 4 la condi-
p=0

tion de Lipschitz-Dini :

lim| f(cosw) — f(1 —o)|loge =o,
w=0

¢’est-a-dire a la condition

lil_n1[f(x)—-j(1—o)|log(l—x) —=o,

ce qui donne le théoreme :

La série 11l d’une fonction f(x) absolument intégrable dans
(= 1, + 1) est sommable <C, %>pour & = +1[x=—1] et a pour somme
Sf(x—o)[f(o—1)], st cette expression existe et s ['ordre v d’infinitude
de f(x) au point x = —1[x = + 1] est inférieur a trois quarts, y < %,
pourvu qu’au point x = +1[x = — 1] f(x) satisfasse a la condition de
Lipschitz-Dini :

lim[f(r—p)—f(t —o)|logp=0  (pour #=1);
p=0
B’ig})]f(p——l)—-f(o—1)|logp_—:o (pour x:—-x)].

Passons maintenant 2 la sommabilité (C, 3<é) et supposons

que f(x) est i variation bornée partout dans (— 1, + 1), sauf les voi-
sinages des points intérieurs isolés =%, ou f(«) se présente sous
la forme (19) :

(r9) Az — B[Pt or(2)  (Be<<)
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ou sous la forme (20) :

(20) Aplogle —Ex|+or(z)  (J&|<1; |2 —E]Se),
et sauf le voisinage du point z = — 1, ou f(x) se présente sous la
forme

A(T+2x2) T+ o(2) (—1Zxle—1),

o(x) et 9,(x) étant a variation bornée. Nous dirons dans ce cas
que f(x) satisfait & I’hypothése (H).

La sommabilité (C, 82 o) de la série de Legendre en un point frontiére
pour & < é a été étudiée par MM. Hobson (') et Chapman (*), sous

’hypothése que la fonction développée f(x) est a variation bornée
non seulement a l'intérieur de I'intervalle (— 1, + 1) [sauf les voi-
sinages des points = &,, ol elle se présente sous laforme (19)], mais
aussi au voisinage 12|x|21 — ¢ des deux points frontiéres x = =1.
M. Hobson établit qu’en ce cas la série Il diverge aux points frontiéres

- . . N . -5 1 . e
— y >,
x =1, si {} est supérieur ou égal & un demi, 32 -, 3 désignant le
plus grand de tous les exposants 3, et qu’elle converge pourz = =+ 1,

si B est inférieur & un demi, B < % M. Chapman envisage le cas
1>032 é et démontre qu’en ce cas la série III est sommable
I N i
(C, ;>o>.ﬁ — ;) pour |x|=1.
. . . , . N . I \
On voit que les cas ot 3 est inférieur & un demi, § <> et ou f(x)

posséde a l'intérieur de l'intervalle (— 1, + 1) des infinis logarith-
miques, sont restés inétudiés et que, quant a 'allure de f/(«) dans le
voisinage du point frontiéere, différent de celui ou 'on envisage la
sommabilité (C, ¢) de la série III, notre hypothése (H) est beaucoup
plus large que I’hypothese faite par MM. Hobson et Chapman, qui
supposent f(x) a variation bornée dans le voisinage des deux points
frontieres x = £ 1.

En appliquant les résultats et le théoréme du paragraphe 6 dans le

(1) Proceedings of the Lond. Math. Society, 2° série, t. T, 1909, p. 39.
(%) Wathematische Annaler, t. 72 19712, p. 224-226, § 5.
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cas particulier, quand le point M(0, ¢) se trouve au pole nord de S et
quand
F(8, ¢')=f(cost) = f(z)

nous obtenons le théoréme suivant :
TucoreME. — La série de Legendre d’une fonction f(x), qui satisfait
a Uhypothese (H), est sommable <C, o> — é) en point frontiere

z =[x = — 1] avec la somme f(1 — 0)| f(o—1)], st f(x) ne posséde
a lintérieur de Uintervalle (— v, + 1) que des infinis logarithmiques et
sty est inférieur ou égal a un quart, ¥ < —;;, et n’est pas dans ce cas som-
mable <C, oS- %) La série 111 est toujours sommable (C, 8) pour &
;o \ \ 1 1 \
supérieur @ 2y —1 et & § — - 0>y —1 et B— 5> ot § est le plus
grand de tous 3,, et elle n’est pas sommable (C, 8), st 8 est infeérieur ou
égalazy—1oual —

I N I
~:0S2y—retfB—--
2 2

Les résultats de MM. Hobson et Chapman sont des cas particuliers de
ce théoréme général.

Dara-TcriTcascue
(Vallée des fleurs)
Ze 10 aout 1920.
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