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PREMIÈRE THÈSE

SUF la eroissanee et les zéros d'une elasse
de fouettons

INTRODUCTION

1. La première partie de ce travail est consacrée à un domaine de la
théorie de grandeur des fonctions croissantes et positives d'une variable réelle
et positive qui, pour toute valeur finie de la variable indépendante, sont
finies, continues et non décroissantes. Les résultats de MM. Boutroux et Lin-
delof (1) bien connus sur les fonctions entières d'ordre fini devaient être
étendus aux fonctions d'ordre infini. La première tentative la plus importante
et plus décisive se trouve dans la thèse de M. Denjoy : Sur les produits cano-
niques d'ordre infini (1909) qui est parvenu à obtenir la généralisation dans
des cas très généraux.

Or, les bases de la théorie des fonctions entières d'ordre infini ont été posées
dans le célèbre mémoire de M. Borel : Sur les zéros des fonctions entières (2)
dans lequel se trouve un théorème fondamental sur les fonctions croissantes
continues p.(a?) le suivant :

Étant donné un nombre 6 positif et supérieur à Vunité, quelconque, s'il

(1) Sur quelques propriétés des fonctions entières {Acta Mathematica, t. 28, 1904), Acta Soc. Jenn,t t. 31, 1902.
<2) Acta Mathematica, 1897, t. 20.
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existe des valeurs de x ne satisfaisant pas à l'inégalité

î
ces valeurs que nous pouvons appeler exceptionnelles, remplissent des inter-
valles d'étendue totale finie. La longueur totale d'une suite d'intervalles excep-
tionnels situés à droite d'une valeur x0 ne dépasse pas la quantité

6 1
ê^Tï log K*o) '

Ce théorème a permis à M. Blumenthal de préciser les , résultats du
mémoire de M. Borel et donner moyennant les fonctions types un exposé de
la théorie bien didactique.

Dans la première partie de ce travail je me propose la tâche de compléter le
théorème ci-dessus énoncé de M. Borel et j 'ai pu obtenir la précision la plus
extrême, semble-t-il, qu'on puisse exiger de ce théorème, ce qui m'a permis
d'obtenir de nouveaux résultats qui précisent et complètent certaines pro-
priétés des fonctions entières, avantageuses surtout pour les cas d'ordre infini,
et indépendantes de celles de M. Denjoy. Pour cela il m'a fallu faire usage
d'une fonction introduite par M. Rémoundos et qui est à croissance transcen-
dante.

^En dehors de cette proposition, j 'a i réussi à compléter le théorème bien
connu de M. Borel sur la croissance de la dérivée logarithmique d'une fonc-
tion croissante (continue) y*(x) et positive.

J'expose quelques applications intéressantes à la théorie des fonctions uni-
formes qui complètent en certains points de vue des théorèmes connus.

Dans le troisième chapitre, j 'aborde le problème intéressant de trouver
les quantités m(x) les plus générales possible dont l'addition à la variable
indépendante altère ou n'altère pas l'ordre de croissance de la fonction crois-
sante et continue [J-(x). J'y signale les divers cas importants qui se rattachent
au but que nous nous sommes proposé.

2. Dans la deuxième partie, j 'étudie les zéros d'une classe remarquable
des fonctions transcendantes. On sait que le célèbre théorème de M. Picard sur
les zéros des fonctions uniformes dans le voisinage d'un point singulier
essentiel, découvert en 1880, a subi, surtout dans les cas des fonctions entières
des généralisations très variées et bien connues. Ces généralisations ne" con-
cernaient que les fonctions uniformes jusqu'en 1903, date où M. Rémoundos
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a établi l'extension, aux fonctions multiformes, du théorème de M. Picard et
de ces généralisations.

Le premier théorème, et fondamental, de M. Remoundos est le suivant :
Une transcendante algébroïde ctyant v branches prend dans le voisinage

de l'infini une infinité de fois toutes les valeurs, sauf 2v< au plus (l'infini com-
pris) (1).

Ce théorème a été généralisé dans divers sens et, récemment, dans le sens
important de M. Landau. Enfin, tout récemment, M. Remoundos a établi l'ex-
tension de son théorème aux fonctions ayant un nombre fini de branches v
dans le voisinage d'un point singulier essentiel quelconque; il a généralisé
aussi ce théorème pour quelques classes des fonctions ayant une infinité de
branches.

Soit «v -h A,O)uv-J H H k^x(x)u -h Àv(ar)m= 0

une équation algébrique en u qui définit une fonction u = a(#) algébroïde
dans tout le plan de x. Je suppose que les coefficients k^x), k2(x), ... kn(x)
sont des fonctions entières ou méromorphes non liées par aucune relation :
R (c, k%{x)) = 0, (î = l, 2, 3, ..., v), qui soit algébrique par. rapport à k^x),

-k2(x), •••> kv(x) et à coefficients constants. Pour cette classe des fonctions
transcendantes, je démontre dans le premier chapitre le théorème suivant :

Une telle transcendante algébroïde à y branches prend dans le domaine
de Vinfini (qui est le point essentiel) toutes les valeurs sauf, peut-être, v + 1
au plus, Vinfini compris. lSî le nombre de ces valeurs exceptionnelles est supé-
rieur à vl-hl la fonction n'est pas transcendante, elle est algébrique.

J'étudie aussi les zéros d'une classe étendue de fonctions multiformes,
ayant un nombre infini de branches dans le voisinage d'un point singulier
essentiel isolé, pour lesquelles le nombre des valeurs exceptionnelles est limité.

Dans le chapitre II, je signale une classe des transcendantes algébroïdes
quelconques, pour lesquelles l'abaissement du nombre des valeurs exception-
nelles est immédiat, et la limite pour les fonctions indiquées plus haut se con-
fond avec celle que nous considérons.

J'expose quelques applications à la théorie des équations différentielles
en rattachant ces considérations aux zéros des intégrales des équations en ques-
tion.

(1) Sur les zéros d'une classe des fonctions transcendantes, Paris, 1903 et Annales de la Faculté de Toulouse,
2* s., t. VIII.
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Enfin, en faisant usage de la généralisation bien connue du théorème de
M. Picard, dans la direction de M. Landau, j'étudie une classe de fonctions
admettant le point x = 0 comme point critique, autour duquel un nombre
infini de branches se permutent, et par la même méthode j'indique comment
peut-on obtenir l'extension d'une proposition remarquable de M. Montel aux
fonctions algébroïdes dans le voisinage du point x = 0.

Dans le chapitre III, je cherche une relation très précise entre le module
maximum m(r) d'une fonction u = a(x) algébroïde et le plus grand des
modules maxima des coefficients de l'équation

1 -h • • -h A^i{x)u H- Av(x) = 0,

qui définit la transcendante u= a(ar), sur la circonférence \ x\ — r.

3. Je suis heureux de pouvoir rendre ici publiquement témoignage de la
profonde reconnaissance que je dois à mon maître, M. G. RÉMOUNDOS qui m'a
donné la culture mathématique, a guidé mes pas dans les domaines de la
pensée scientifique et eut l'idée de mon admission à l'Ecole Normale Supé-
rieure de Paris, cette célèbre Ecole, où j 'ai pu profiter de ces moyens scienti-
fiques, bien connus et de son excellente hospitalité.

J'adresse ici mes remerciements respectueux à M. Jacques HADAMARD, dont la
bienveillance m'a beaucoup encouragé dans ce travail, à M. ERNEST VESSIOT,

Directeur de la Section Scientifique pour son excellente hospitalité et sa sol-
licitude paternelle. En particulier, qu'il me soit permis d'adresser mes bien
vifs remerciements à M. PAUL MONTEL pour l'accueil excellent qu'il a bien voulu
faire à mes recherches.

Les principaux résultats de ce travail ont été énoncés dans quelques notes
insérées dans les Comptes Rendus des Séances de VAcadémie des Sciences de
Paris.



PREMIERE PARTIE

CHAPITRE I

UN THÉORÈME GÉNÉRAL SUR LES FONCTIONS

CROISSANTES

1. Soit y-(x) une fonction, réelle et positive de la variable réelle et posi-
tive x, qui, pour toute valeur finie 3e x, est finie, continue, et non décrois-
sante. Je suppose de plus que y.(x) tende vers l'infini avec x

lim \i(x) = oo .
X = 00

La croissance de ces fonctions malgré son extrême variété, est soumise à
certaines lois sur lesquelles, M. Borel a été le premier à attirer l'attention,
dans son remarquable mémoire « Sur les zéros des fonctions entières ».

Ces lois sont une conséquence de la seule continuité.
Dans ce mémoire, M. Borel a jeté les bases d'une théorie comprenant

toutes'les fonctions entières d'ordre infini. On y trouve un théorème fonda-
mental sur les fonctions croissantes continues p.(x), le suivant :

Une fonction croissante quelconque \x.(x) vérifie l'inégalité

\
< K^)14"% e > ° quelconque

J

h
log n(ar)

partout, sauf, au plus dans des intervalles d'étendue totale finie.

2. Dans ce qui va suivre, nous allons préciser ce théorème en remplaçant
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la quantité i ;— par une autre dont la décroissance est moins rapide,
^ log y.(x) ^ *

(quand on conserve le second membre ^(x)14"6 invariable), ce qui nous per-

mettra d'obtenir de nouveaux résultats qui complètent certaines propriétés

des fonctions entières. Ces résultats nous fournissent des inégalités beaucoup

plus avantageuses que celles bien connues de M. Borel.

Considérons la fonction croissante \*-(x). Si on ajoute à x la fonction décrois-

sante
1

log \L(X) log2 \L(X) . .

v étant un nombre entier aussi grand que Ton veut, mais fini, et a un nombre

supérieur à l'unité quelconque, on trouve la fonction croissante

p[X) J
 = f{x)+ log (*(*) *og2 n(«) . . iog?

nous démontrerons que les deux fonctions \f.(x) et f(x) sont du même ordre

de grandeur.

* Nous remarquons d'abord que la fonction f(x) est constamment (1) supé-

rieure à la fonction v~(x), il nous suffit donc de démontrer l'inégalité

f(x) < Op.(a:)

£ étant un nombre quelconque supérieur à l'unité.

En effet, si cette inégalité n'était pas vérifiée quel que soit ô, pourvu qu'il

reste supérieur à l'unité, alors, à partir d'une certaine valeur de x, il existe-

rait un nombre 0 > 1 tel que l'on ait

f(x) > 6fx(»

pour une infinité de valeurs de x croissant indéfiniment.

Cette infinité de valeurs ne peut être dénombraLle, car, si x' est l'une de

ces valeurs, en diminuant ô, s'il est nécessaire, les fonctions ƒ(»), p(x)* étant

continues par hypothèse, l'inégalité serait vérifiée dans un petit intervalle

comprenant la valeur x'.

Nous nous contenterons de démontrer que l'inégalité f(x) > 6p.(x) ne peut

•être vérifiée pour les valeurs de x remplissant des intervalles dont la somme

soit infinie.

XX) Nous supposons toujours que la fonction [i(x) est positive.
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L'inégalité en question peut s'écrire sous la iorme

1
log Ji(x) lOg2 \x(x) . . . l0gv

a

a) Supposons d'abord, pour fixer les idées, que cette inégalité soit vérifiée
pour toute valeur de x à partir d'une certaine valeur x = x0.

Posons
1

1 log fx(a?i) loga f*(#i) . . logv

1

log n(#n_j) log2 ^(a?„_i) . .

> 0. K(a?0

> 8.

iii^i d'après l'hypothèse faite

multipliant, nous obtenons

) >

et, par conséquent, pour les logarithmes :

log p(xn) > n log 6
log2 ix(xn) > log n

Or

lOg lOgo nOn-i) . . . logv

En faisant tendre n vers l'infini, et, tenant compte des inégalités précé-
dentes, on en conclut
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x < x !
n ° log2- H-{̂ O) • • • togv K(̂ o)a log 6 ̂  n log n loga n ... logj n

a étant quelconque, supérieur à l'unité. > Comme la série (Série de Bertrand)
converge, nous avons finalement

xn< a

a étant un nombre fixe aisé à calculer

Alors n(a) > F(a?«) > 6>O0),

ce qui est évidemment absurde, puisque a est fixe et n peut être pris aussi
grand que Ton veut.

b) II reste à examiner le cas où l'inégalité f(x) > Q\L(X) ne serait pas véri-
fiée pour toutes les valeurs de x.

Faisons parcourir à x les valeurs de 0 à oo et soit xQ la première valeur
telle que

f(x0)

alors nous excluons de l'intervalle O...00 tout intervalle (xox'0). Pour la valeur
$o> deux cas peuvent se présenter : ou bien x'o satisfait à l'inégalité

ou bien il y a encore pour x0 croissance exceptionnelle et dans ce cas je con-
sidère la valeur

_ , 1
Xi — Xo H- ^ ^ ^ l o ^ ^ ^ ^ ^ ̂  i o ^ ^ ^

et ainsi de suite.
D'après ce que nous avons démontré dans le premier cas, nous sommes

sûrs d'arriver à une valeur de x ayant un indice fini vérifiant l'inégalité

/(a;) <¥(*),

après avoir construit les valeurs, en nombre fini, n-j-I par exemple,

Nous excluons alors de l'intervalle total 0...QO l'intervalle (xQxn).
Maintenant partons de la valeur xn et soit xP la première valeur à droite

de xn telle que
f(xP)
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par les mêmes procédés, on arrivera à une valeur ayant un indice fini vérifiant
de nouveau l'inégalité f(x) < GJJL(#) et on construira les valeurs

Nous excluons l'intervalle total
Continuant ainsi, supposons que nous ayons trouvé successivement et

exclu de l'intervalle 0...<x> les intervalles '

x2 . . . xn)

p+t xp+2

{x9 x9+t x9+f

II est évident qu'en dehors de ces inten ailes nous avons toujours l'inéga-
lité

par conséquent l'ensemble des intervalles exceptionnels fait partie de l'en-
semble des intervalles en question.

Je vais démontrer que V étendue totale de ces intervalles est finie. Voici la
démonstration analytique :

Nous avons :

xQxn) = (xn — x0) =

en tenant compte de l'inégalité

log jjt(x„) log2 îi(xn) .. logv K^n) > log O.n log n Iog2 n ... logv_i na ,

nous écrivons

2
(a?0Tn) <

log p(xQ) log, IL(X0) . . . logv ?{xQ)a

1

loge ^ logâ log^ .^ Iog^S 0 31og3iog23...1ogv_r3
a

~*~ (?i — l) log (» — 1) log2 f n — 1) . . . log^i (n — ija

De même
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1
l o g K x p ) ... tógv ^ p ) * + log

* log
Or

parce que la valeur # P _ ^ est exceptionnelle, et comme

f*(#p) > H-(a;w) > 6"JJL(XO\ (a;P > a?„),

on en déduit

par conséquent

logïx(xp+x)logaK(WH-x)--logv^P+x^>1Og6-(n + ^) l o&(»^ )) l og^

Alors pour la longueur («P^'P+X) nous avons

<
1 l

log 6 n log n ... Iogv_i na (n -h 1) log (n + 1) .. logv 4 (n -j-lia

1
"^ (n-+-) — 1) log ( n + X - 1 ) . logv i (« -+- A ̂  1,«" j

Pour l'intervalle (x9x9^k) nous avons :

1 i

Jog

On sait que

Par conséquent

log K^P+ft)logt K^P-̂ ft) •- logv ^(P+fe)a > log e.(n-hXH-fr) log (n-+-l
A | 0 , 1,2, . . . & -

On en déduit alors

< log 0 | (n -h X) iog {n -h X) ... logv_i (n -f-
1

(n -h X -h 1) log (n -hl -H 1) . . logv_j (n -t- X -I- 1 /
1

fr - 1) log (nn-X-f-Ar— 1). .logv.t (n-h X-h A — 1
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On voit finalement que la longueur totale des intervalles exceptionnels

2

+ iog 9

et comme la série

log K3^ ) • * l°ê
1 1

2 log 2 ... log^f _î« + 3 log 3 ... logv_t 3*

a > 1 quelconque
n log n log2 n ... logv_i na

converge, nous constatons que l'étendue totale dès intervalles exclus est bien

finie. Notre proposition est la suivante :

Étant donnés deux nombres ô, a positifs et supérieurs à l'unité quelconques

s'il existe des valeurs de x ne satisfaisant pas à l'inégalité :

log p{x) log2 \i[x) . . . loggv

étant une fonction croissante et positive quelconque, et v entier quelconque,

ces valeurs exceptionnelles remplissent des intervalles d'étendue totale finie.

La longueur totale d'une suite d'intervalles exceptionnels situés à droite d'une

valeur xo-ne dépasse pas la .quantité

i y
log \x(r0) log2 fJL(or0) . . logv \z{xo)

a log ö <~ n log n log2 ». . . logv_i na

3. On peut donner à ce théorème d'autres formes qui,, peut-être, dans

d'autres recherches, remplaceront avantageusement celle que nous venons de

démontrer.

Ainsi posons

p(x) = log ƒ (a?),

f(x) est encore une fonction continue croissante et appliquons à la fonction

f(x) le théorème démontré; alors notre inégalité prendra la forme

f\x + \og;t{x) log, f(x) . . . io

i
Ce qui nous fait voir que la quantité • • additionné

1 H J0g2 f[7) l0g3 f X, . . lOgv f(Xja

à x n'altère pas l'ordre de croissance de la fonction croissante ƒ(#).
11 est évident que cette quantité tend vers zéro moins rapidement que la
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1
Quantité ^ considérée par M. Bore! ce qui, parfois, a des conséquencesn log f[x)

intéressantes.

Posons encore K#) = e9{x)

notre théorème est encore applicable à la fonction ?(x) et nous trouvons l'iné-

galité

log ?(x-j log, cp(a-) .. iog

e étant un nombre positif quelconque.

Il est à peine nécessaire d'ajouter que ces résultats &ont plus avantageux

que l'inégalité

de M. Borel.

1 \
p— ) < K(^)V 0 > 1 quelconque

Application aux fonctions entières

4. Nous allons maintenant voir comment le théorème que nous venons de

démontrer nous permet de compléter, sur certains points, les théories clas-

siques sur les fonctions uniformes pour obtenir des résultats plus avantageux.

Soit M(r) le module maximum d'une fonction entière

f\%) = a0 -h fliff-h a2v*-\ H-ÛEMX^ -+- *

En dehors du théorème classique de Gauchy exprimé par les inégalités

nous avons une autre relation en sens contraire, entre M(r) et le module des

ternies de la série qui définit la fonction ƒ(#).

C'est la proposition suivante :

Si nous avons les inégalités

le module M>{r) maximum de la fonction f(x) = lamxm satisfait à Vinégalité

M>(r) <

avec TX> r et quelconque.
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1
Nous prenons rx — r + - — et nous appliquons à la fonction ^(r) le

log KC2

théorème de M. Borel exprimé par l'inégalité

K f * + ] e q , » y < Kr)1+Ê (£ > 0 quelconque)

nous arriverons facilement à l'inégalité asymptotique

Jk(r) < Kr)1^

satisfaite pour toutes les valeurs suffisamment grandes de r, sauf, peut-être,

quelques intervalles exceptionnels d'étendue totale finie.

Mais si nous posons

1
i\ — r -h -— -— rzr* a > 1 quelconque,

log Kr) Iog2 Kr) - lo& \*-{ry -^ H H
en vertu de notre inégalité

K r J < ¥(**), Ô > 1 quelconque,

nous aurons la relation asymptotique

3o{r) < O.(x(»)[l -t- r Jog a(> ) iog2 K(^) ••• °̂gv K r ) H e ' l (£i > ö quelconque)

ce qui nous donne l'inégalité beaucoup plus avantageuse

J b ( r ) < ? fx(r) l o g ,x(r) l o g 2 {Ji(r) ••• iogv K r ^ l H ~ £ le > e i )

et nous arrivons ainsi à l'énoncé suivant.

iSi les coefficients d'une fonction entière

f[x) = o0 -\-atx + a2x
2 -4- • • -h amxm H-

satisfont à l'inégalité

à partir d'une valeur de \ & \ ~ r, où (x(#) esi une fonction quelconque crois-

sante positive et contiûue, en désignant par j^(r) le module maximum de la

fonction entière pour \ x \ = r, l'inégalité

(1) Jfe'r)<rn(r) log u(?) log, H(r) . . logv ^(

sera satisfaite pour une infinité de valeurs de r croissant indéfiniment, v étant

un nombre entier quelconque et e positif et quelconque.

5. Nous pouvons encore compléter ce résultat et en obtenir un autre plus

aAantageux. Voici comment ;
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Gonsidérons, avec M. Rémowjidos (1), une fonctions q(r) croissant plus vite
que toute puissance finie de r. Une telle croissance sera dite transcendante
puisque son ordre d'infînitude par rapport à r considéré comme infiniment
grand est infini. La croissance de q(r) étant transcendante, le rapport q(r) : rm

tend vers l'infini pouf chaque valeur finie de m. D'autre part, la fonction <•

est croissante pour toutes les valeurs de r qui satisfont à l'inégalité

f q(r) T r™qf(r) —mr«-*q(r}

ou bien

TQ(oo\

Nous appelons la quantité ' ordre de la croissance de la fonction crois-

sante q(r) suivant la terminologie de M Rémoundos.

La série a0 -h axx + a2x
2 H- + amxm-h qui définit la fonction f(x) con-

verge uniformément dans tout cercle | x \ ^ r, alors, si nous posons

à tout nombre e positif, nous pomons faire correspondre un entier p. tel que
pour m^ \L et pour tous les points du cercle \x \ ^ r , on ait l'inégalité

la quantité H- = a(r> 8) dépend évidemment de | x \ et du nombre e et dépasse
toute quantité (autrement la fonction f(x) ne serait qu'un polynôme).

Elle peut s'appeler caractéristique de la convergence uniforme de la fonc-
tion /Or). Supposons maintenant que, à partir d'une valeur de r, nous a\ons

0 étant un nombre quelconque et supérieur à
Mon aussi grand que soit r, nous pomons toujours définir un nombre
entier tel que

q(r)

(1) Comptes Bendiis, t 170, p 831, 6 a\nl 1920
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La fonction -~J- sera pour m ^^ croissante a partir de la raîeuT r, et, en

même temps pour m ^ [/. et pour toutes les valeurs de I x | = r, nous aurons

l'inégalité
| R»(tf) I < e.

Cela étant, l'inégalité

peut s'écrire à fortiori

ou encore

w P°ur

et rx > r et quelconque.

J'écris

f{x) — ao-haix-{-a2x
%-t h a

et je prends les modules des deux membres pour \ x\ = r.

I f(*) ! < I «o ' + I «i Ir-h U 2 | r2H h a j r ^ + l R^x) | .

En tenant compte des inégalités précédentes (qui sont hien valables pour
m < HO> OU en déduit

*) i < H(r)9(r4)[l + ^ + (77

ou bien

I /Yrï I ^"\ f\x) I < -

ou encore

r / r y / r Y

*) I <

Maintenant, j'utilise notre proposition fondamentale en prenant

1
r4 = r -+- — — ; - — (a > 1 quelconque)

log f̂(r) log2 ç(r) ... !ogv ç(r)a

et je trouve
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I, ƒ(«) I < *P(r)q{r)[i H- r log j(r) log2 ?(r) ....log* ç(r)a] 4- s (6 > 1 quelconque)

ce qui peut s'écrite

I f{ic) t < r(i(r)qf(r) log q(r) log2 $(r) logv 9(r)5 avec S > a

Nous obtenons donc le théorème suivant :
Soit

f(x) = a0 -+- ff4x -h a2x2 -h h ömxm H

une fonction entière, et considérons la fonction majorante relative à f{x)

a%\ r^ f- | a m | r " + . . . .

Si, à partir d'une valeur de r, nous avons l'inégalité

I am | r- < |*(r)

Za quantité M[(r) à partir d'une valeur de r satisfait à l'inégalité

(2) *(!•) < rfx(r)?(r) log ?(r) log2 g[r) .. . logv q{r)

S > 1 quelconque, q(r) étant une fonction à croissance transcendante, dont
Vordre dépasse, à partir d'une valeur de r une caractéristique de la conver-
gence uniforme de la série ^amxm qui définit la fonction f(x), d'un excès
supérieur à l'unité.

Critique de ce résultat. — L'avantage fourni par la formule (2) substituée
à la place de l'inégalité (1) consiste en ce que nous fait, en choisissant con-
venablement la transcendante q(r)t gagner en grandeur, et même, si q(r) est à
croissance typique, nous gagnons en régularité, à cause de l'absence des inter-
valles exceptionnels, ce qui est quelquefois un avantage considérable.

• 6. Considérons la fonction f(x) = Zamxm et posons

x = r(cos Ô + i sin 6), am =c am -h irbm

nous aurons
/(«) = P(r,6)-htQ(rfe)

si À(r) désigne le maximum des valeurs positives de P(r, 9), lorsque, r étant
constant, 6 varie de 0 à 2K, et B(r) le maximum de valeurs positives de
— P(r, 8) pour r constant et ô variable, nous pouvons établir, en nous servant
toujours de l'inégalité

p- ( r- —l— —— — ) < 0. KC) [a, 6 > 1 quelconques]
\ log (i(r) log2 (x(r) ... logv HL(rj* J ^ **\ ) i H H ï
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les formules suivantes

Jfe(r) < rA(r) log A(r) . . . logv A(r)*+£

M>{r) < rB(r) log B(r) . . logv B(r)1"he (e > 0 quelconque

Jlb(r) étant le module maximum de la fonction f{x) pour I x\ = r

Complément d'un théorème classique de M. Hadamard.

7 Désignons par /(or) la fonction entière et Mo{r) le maximum de son
module pour I x | = r, nous supposons que la fonction Jllb(r) vérifie pour £ou£e
valeur de r l'inégalité

Jb(r) < e^)

îi.(r) étant une fonction donnée
Si n est le nombre des zéros de la fonction i(x) dont le module est infé-

rieur à r, nous avons (1)

n <

log r - log rn

Considérons une fonction tp(r) croissante quelconque qui croît plus vite que
Jog r, alors nous aurons

log r — log rn

étant le module de la nlème racine an de la fonction /(x).
Nous avons a fortiori

« < K r ) 1 ^ (3)
log rt — log r-n

où rx est plus grand que r et quelconque.
Je prends

d'où

(1) Otto Blumenthal Principes de la theorie des fonctions entières d'ordre infini, 1910, Gauthier-ViUars, p 46

3
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et comme

rn log o{rn

on en déduit
A

log r* — log r„

log r± — log rn >

rn log <?(rn)
a r\ log

1

ri log cp(rn,
2> '

d'autre part, conformément à notre théorème,

<p(O < 6. <p(rn) (ô > 1 quelconque)

et l'inégalité (3) devient finalement

n < eKr)<p(rn)2r; log ?K)2*

ou bien

« < ^ Kr)?vr») 1°£ ^{rn)z~hz e > 0 quelconque

Je signale que s'il existe une suite d'intervalles exceptionnels commen-
çant par r0, par exemple, leur longueur totale ne dépasse pas la quantité

2 1
log <p(ro)

a + log 6*

Nous sommes arrivés à l'énoncé suivant :
Si pour | x | = r, nous avons l^inégalité

Je nombre n des zéros dont le module est inférieur ou égal à r vérifie l'inéga-
lité suivante

e é£an£ un nombre positif et quelconque, et <p(r) désigne une fonction crois-
sante arbitraire assujettie à la condition de croître plus vite que log r.

S'ü existe des intervalles exceptionnels leur longueur est négligeable.
Cette inégalité est beaucoup plus avantageuse, elle nous fait gagner en

grandeur et en régularité, cela dépend de la fonction <p(r).

"8. Soit une fonction croissante quelconque ^(x) et un nombre v entier et
quelconque, la fonction
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^ ~ log2 p(x

est visiblement décroissante.
Si alors on considère la fonction décroissante o(x) qui décroît moins vite

que la fonction 9(0?), nous aurons à partir d'une valeur de x

ou lag2 n(a) • ff(ar) > log8 t*^) •+" l°€^ K^) ^ ^ l1 -+-e)
log fx(ar)ff^ > log 2 ii{x) • l og 3 fi(a?} ••• log v

p a r c o n s é q u e n t

L "^ log2 Ka?) logs fx(a:) • • • logv K*)1^ J

et, en appliquant notre inégalité établie au début de ce travail, nous aurons

lag

Si la fonction décroissante o(x) décroît moins vite que

lQg3 <*(a?) -H log^ ^(a?) -4- • • • -K (1 + e): logv ƒ (ar)

une fonction croi$sante quelconque; Vinégalité

esf vérifiée partout, sauf, peut-être, quelques intervalles exceptionnels
d'étendue totale finie.



CHAPITRE II

CROISSANCE DE LA DÉRIVÉE D'UNE FONCTION

CROISSANTE ET POSITIVE

1. Nous allons établir une relation intéressante qui existe entre une fonc-
tion positive croissante et sa dérivée, plus précise que celle de M. Borel, donnée
dans son mémoire « Sur les zéros des fonctions entières ».

Considérons une fonction croissante et positive \*.(x) ; alors la fonction
logvKx) est aussi croissante, v étant un nombre entier quelconque.

Supposons que, à partir d'une valeur x = xQ dans l'intervalle xo...x1, l 'on
ait

[logv p{x)]' > logv \JL(xy-*-* (a > 0 quelconque)

ou bien

J

L'intégrale

en vertu de l'inégalité précédente, donne

* -•• <f «*)u>
ou bien

Xl — X° alogv
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donc V intervalle x± — x0 ne peut pas dépasser —- 7—r̂ -> et, paT coiisê-

quent, doit être considéré exceptionnel, puisque a étant donné quelque petit
1

que soit, on peut convenablement choisir x0 de sorte que —= —— soit

inférieur à un nombrç aussi petit que Ton voudra.
Nous avons la proposition suivante :
Si [*-(x) désigne une fonction croissante quelconque (positive) Vinégalité

p\x) < p[x) log [i(x) log2 (Ji(a?) . . . logv v-ixy-*-*

est satisfaite à partir d'une valeur de x, sauf, peut-être quelques intervalles
exceptionnels à étendue totale inférieure à

a étant un nombre positif et quelconque et v un entier quelconque aussi grand
que Von veut, mais fixe.

La subtitution de la fonction croissante logv[i.(a?) à \i(x) constitue le point
principal de cette jnéthoâe.

Fonctions et dérivées

2. En m'appuyant sur le résultat ci-dessus obtenu, je puis maintenant
compléter la relation classique qui existe entre le module maximum Mo(r) d'une
fonction entière f(x) et celui JlH^r) de sa dérivée f(x) pour I x \ ~ r.

Considérons un rayon r' > r et écrivons l'intégrale de Gauchy

f*(x) = J L f tW dx' où | x' 1 = r'.
1 ^ ; 2iri J (X* — X)2 '

Cr/

Prenons les modules

w ^ 2* (r' — r)2

et maintenant pour trouver une inégalité valable entre les quantités JUb(r) et
Jib1(r), posons

r' = r-+- -. TTT^— (a > i quelconque)
log Jb(r)a
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alors tenant compte de l'inégalité

Jb(/) < 6 • Jb(r) (8 > 1 quelconque)

nous obtenons

*,(r) < 0JBb(r)[l + r log *(r)«] log Jfe(r)%

c'est-à-dire

JBbi(r) < rJb(r) log jHb(r/̂ ~

e étant positif et quelconque.
Voilà un résultat plus avantageux que celui de M. Borel.

3. Considérons la fonction majorante relative à ƒ(#)

| JKb(r) | = | a0 | -h 1 at | r -h | a2 | r2 H- • H- | am | rm

nous avons

c'est-à-dire

| Aar) | < A'(r)

Et puisque

Jb'(r) < Jllb(r) log * ( r ) log2 Jb(r) . . . logv Jfc^r)1^ (s > 0 quelconque),

comme nous l'avons démontré plus haut, pour la croissance de la dérivée
d'une fonction croissante et positive, on en déduit

| f(x) I < JW>(r) log Mr) log, Mr) .. - logv Jt>(r)i+S

Or

q(r) étant une transcendante qui croît plus vite que toute puissance finie de r

et Kr) une croissante quelconque telle que

| «* 1 r* < KO î

par conséquent

log Jlfc(r) < log Kr) [ l -4- (1 + •) § ^

Nous aurons donc finalement la relation asymptotique
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log j*(r) log2 K') •

a, e étant des nombres positifs et quelconques.
Nous avons le théorème suivant qui complète l'inégalité précédente pour

le même sujet établi.
Soit une fonction entière

—f(x) | = ct0 -+- atx - h a2tf
2 - + - • • • + amxm - h • •

si nous avons

| am | rm < n(r) | x | = r.

Le module JKbi(r) maximum de la fonction f(x) satisfait à l'inégalité

Mr) < v{r) log |i(r) logv

a, e sont positifs quelconques, v aussi grand que Von veut, mais fixe et entier,
et q(r) une fonction à croissance transcendante.

S'il y a des intervalles exceptionnels, leur étendue totale est négligeable.
Nous pouvons encore aller plus loin.

4. Je réussis à remplacer l'inégalité démontrée par la suivante :

Jbi(r) < ^(^)ç(r)i+e (e > 0 quelconque)

dans laquelle ne figurent plus de facteur logarithmique de la fonction ^(r).
Yoici la démonstration
Je pars de la relation

*4(r) < Jb'(V)

qui peut s'écrire

«%(*•) < I «i I H-2 | OL2 | r
24-3 | a3 | r*H h m | am | rm~4 H- •» ;

d'autre part

et à fortiori

avec rx > r et quelconque, - ^ - étant une fonction croissante à cause de la

nature de la fonction q(r).
Par conséquent, nous avons
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3r2 mrrr "1J

ou bien

où la nouvelle valeur r1 ne figure plus dans le facteur p(r).

En prenant

— (a > 1 quelconque)

et appliquant le théorème

KO<¥W, e>i,

nous arrivons à l'inégalité * asymptotique

Jbi(r) < fi(r). 6?O)[l -|- r log ç(r)a] log g(r)a

€e qui nous donne

Jllbi(r) < rp(r)q{r) log ^(r)2-4-6 (s < 0 quelconque)

qui peut bien se mettre sous la forme

puisque le rapport g(r)e : rlog q(r)24"c tend vers l'infini.
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Soit une fonction

f(x) = a0 H - flitf -h âr2a?
2 4 - * • 4 - amxm H

avec

I «m I r m < \*.{r).

si on considère une fonction q(r) quelconque à croissance transcendante, le
module maximum Jbi(r) de la dérivée f{x) satisfait à partir d'une valeur de r à
Vinégalité suivante :
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e étant vm nombre positif quelconque, avec, peut-être, une suite des inter-
valles exceptionnels dont Vétendue totale est finie.

Si la fonction q(r) est à croissance typique, il n'existe pas d'intervalles
exceptionnels à partir d'une valeur de x et notre inégalité nous fait gagner
en régularité. D'autre part si q(r) est d'ordre de grandeur inférieur à jj.(r) nous
gagnons encore en grandeur, ce qui est un avantage considérable quelquefois.



CHAPITRE Hl

QUELQUES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS

CROISSANTES ET POSITIVES

1. On sait que, étant donnée une fonction croissante et positive

l'inégalité
1

\x(x!) a' = lag p{x) log2 p{x) . . . log

ô, a étant des nombres supérieurs à l'unité et quelconques, est satisfaite pour
une infinité de valeurs de x croissant indéfiniment sauf, peut-être, des inter-
valles exceptionnels négligeables. Autrement dit : *

L'addition à x de l o g K , } Log2 ^ . , . logv „ ^ n'altère pas l'ordre de la

croissance de la fonction croissante y.(x).

2. Le théorème ci-dessus énoncé suggère le problème intéressant suivant :
Chercher les quantités m(x) les plus générales possible, indépendantes de

la fonction donnée v*(x) dont Vaddition à x altère ou n'altère pas la croissance

de la fonction \i(x).
J'ai entrepris des recherches dans cette voie, encouragé par M. Hadamard,

et j 'a i pu obtenir quelques résultats que j'expose ici et qui donnent une idée
du problème général que je signale.

THÉORÈME I. — Pour toutes les fonctions croissantes y(x) satisfaisant à
Vinégalité y{x)>x9 (Q > 0 quelconque) à partir d'une valeur de x, Vaddition
à x de toute fonction m(x) croissante telle-que m(x) > ex (à partir d'une cer-
taine valeur de x) altère l'ordre de croissance de la fonction donnée.
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En effet, si on suppose que l'addition à x de la quantité m(x) n'altère pas

Tordre de la croissance de la fonction 9(2), alors, étant donné un nombre A.
assez grand, mais fini, à partir d^une valeur de % = xOj nous aurons Fïnégalité

m(x))

1*080119

alors

par conséquent

*(a:n) < A.n^(xQ) ou bien Log cpOn) < â  log A -4- log <p(ar0). (4)

Or

o?n = arn-1 -h m(a?n_1
Ni > c*«-i alors (p(rcn) > *(exn-i) > (epa?n-i)

mais

parce que la fonction m(x^ est croissante et e un nombre positif; nous avons
donc finalement

log <p(a?„) > pr0 -h p(n — l)m(*0);

en tenant compte de l'inégalité (4) on en déduit

n log A -f- log <p(a?0) > ?x0 -^ p(n — i)m[x0)

et si nous faisons n tendre vers l'infini nous obtenons

ce qui est absurde parce que nous pouvons, aussi grand que soit A, choisir la
valeur œ0 de sorte que la quantité .e1"*^) s o i t plus grand que A, étant donné
.que la fonction m(x) est Graissante,
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Notre théorème est donc démontré.

THÉORÈME IL — Pour toute fonction cp(a?) croissante et positive qui croît
moins vite que x nous aurons Vinégalité

vérifiée constamment à partir d'une valeur de x, G étant un nombre supérieur
à Vunité et quelconque, et m{x) une fonction décroissante quelconque.

Supposons que, à partir d'une valeur de x = x0> Ton ait Tinégalité

Nous posons toujours

Xj -h m (x(
t) = xi;i z = 0, 1. 2, . . , n — 1

et nous aurons les inégalités suivantes :

<?(Xn) > 6.(p(aîn-i).

et en multipliant

9(Xn) > e»9(a?0),

et, puisque 9(05) croît moins vite que x, on en déduit

axn> 6B9(a50),

a étant une certain nombre positif.

Or #n = xQ + m(ico) + 771(0?!) -h h m(a?n-0f

et comme m{x) est décroissante nous aurons

xn<x0 + n.m(x0),
alors

a[x0 -h n.m(xQ)] > 6*9(o:o),

ce qui est visiblement impossible puisque le rapport

6*.9(aîo) : a[xo-+- n.m(x0)}

tend vers l'infini avec n, par conséquent l'inégalité
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est constamment vérifiée à partir d'une valeur de x.

THÉORÈME III. — Une fonction y{x) croissante et positive telle que

log ?O) < ax,

a étant un nombre positif quelconque, satisfait constamment à l'inégalité

à partir d'une valeur de x, G étant un nombre supérieur à Vunité, quelconque?
et m(x) une fonction arbitraire décroissante.

Supposons que Ton ait

ç(x -h m(x)) > e<p(aO

à partir de la valeur x = x0,
et posons

XiH- m(xl) — x^u i = 0, 1, 2, ..., (n'—1),

nous aurons

9(JVM) > 6K*0, î = 0, 1, 2, _ , (n — 1).

En multipliant :

ou

log 9O») > n log 6 + log <pOfco), (log 6 > 0) ;

mais par hypothèse

log ? (arw) < aa:n < a(a;0 -h n.m(x0)), (a > 0),
alors

n log ÔH- log 9 (a7(ï) < a^o+ an.m(x0),

faisons n tendre vers 1''infini nous obtenons

log 6 < am(x0)

ce qui est absurde puisque log 6 est un nombre positif et m(x) une fonction
décroissante; alors on pourra parfaitement choisir x0 telle que am(x0) soit infé-
rieur à une quantité positive aussi petite qu'elle soit.

Notre proposition, qui comprend la précédente comme cas particulier, est
donc démontrée.
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3. Le théorème que nous venons de démonter est susceptible d'une géné-

ralisation intéressante.

Considérons, en effet, toutes les fonctions croissantes et positives vérifiant

l'inégalifcé

<?(x) < e*ax (a > 0 quelconque)

alors notre proposition précédente est appliquable aux fonctions log y(x) et on

aura à partir d'une valeur de x = x0 l'inégalité

log 9(> 4- m(x)) < (1 H- e) log 9(3),

e > 0 quelconque et m{x) étant une fonction décroissante quelconque.

Cette inégalité peut s'écrire de la façon suivante :

m\x) \i-M

Nous avons donc établi le théorème suivant, concernant une classé très

générale des fonctions croissantes.

THÉOBÈMB IV*. — Considérons toutes les fonctions croissantes et positives

9(3?) qui croissent moins vite que la transcendante eeax a étant positif et

quelconque, Vaddition à x d'une fonction positive et décroissante quelconque

n'altère pas Vordre de la croissance^de la fonction donnée,

II n'en est pas de même pour les fonctions 9(0?) qui satisfont à l'inégalité

ea

ee

pour ces fonctions nous avons

<s(ar •+- m(x)} < eV°$

£ > 0 et quelconque et m(x) une fonction décroissante.

Pour l'établir nous n'avons qu'à appliquer le théorème précédent aux

fonctions croissantes log 9(#).



DEUXIEME PARTIE

CHAPITRE ï

Xi Pi E CLASSE DE FONCTIONS TRANSCENDANTES

ET SES VALEURS DITES EXCEPTIONNELLES

1. Une fonction u — a(vo) algébroïde, ayant v branches, entière, satisfait
& une éqviation de la forme

(5) fxx, u) - ttv-fAi(ar)uv-iH- A2(x)uv-2-+- h A M ( ï ) u - f A v i ) = 0

où k^x), k2(x), ..., Av(x) désignent des fonctions uniformes de x.
Considérons la fonction u = a(x) définie par cette équation et une valeur

u = ux telle que ï'équation
ux = a{x)

n'admette qu'un nombre fini de racines; et -alors il en sera de même pour
l'équation

f(x, «0=0.
Une telle valeur de u doit être considérée ' cotnme exceptionnelle, parce

que leur nombre est fini et jamais supérieur à 2v, l'infini compris, oom*ae
M. Rémoundos Ta démontré dans son mémoire « Sur les zéros d'une classe
des fonctions transcendantes (1) ».

(1) Thèse, Gauthier-Villars, 1906, et Annales de la Faculté des Sdences de Toulo&st
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2. Deux valeurs u1? u2 de u seront dites équivalentes si le rapport

f(x, Ux) : ƒ (a;, ua)

est une fonction rationnelle de #. Si Tune de ces valeurs est exceptionnelle,
l'autre l'est aussi. Nous verrons que cette notion sera utile pour ce qui va
suivre

3. J'étudie une classe de fonctions multiformes u = a(x) qui sont définies
par une équation de la forme (5), en supposant qu'il n'y a aucune relation
de la forme :

0, (c),

R étant une fonction algébrique par rapport à A*(#) et à coefficients constants.
C'est-à-dire je suppose que les fonctions Ax(a;), A2(#), •••> A»(ar) ne sont liées par

aucune relation algébrique par rapport à A»(sc), dont les coefficients sont cons-*

tants. Il peut y avoir de telles relations avec des coefficients fonctions de x,
mais non constants

Cette condition sera mentionnée au cours de ce travail par l'expression
condition (c).

Nous nous bornerons pour fixer les idées au cas où Vordre des coefficients
kx(x)y A2(ar), .,., A,(#) est fini. Soit Q le plus grand des ordres de ces fonctions,
alors Vordre de la fonction algébroïde u = a(x) en question sera Q. D-'une façon
plus précise, siJlb(r) désigne le module maximum d'une branche quelconque
de a(x), on démontre que l'inégalité

M>[r) < crP+8 | x | = r (e > 0 quelconque)

est satisfaite à partir d'une certaine valeur de r, et que l'inégalité

JBb(r) > «'T*

sera satisfaite pour une infinité de valeurs de r croissant indéfiniment.
Je vais démontrer que le nombre N des valeurs exceptionnelles des fonc-

tions a{x) en question ne dépasse jamais v - h l Vinfini compris.
Nous remarquons que l'infini et toutes les valeurs de u pour lesquelles

f(x, u) est un polynôme, sont bien des valeurs exceptionnelles.
Ces valeurs se calculent algébriquement puisqu'elles ne dépendent pas de

la nature des transcendantes figurant dans l'équation (5).
Leur nombre ne peut pas dépasser v — 1, puisque, autrement, la résolu-

lution des équations
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ƒ ((/ , Ml I ^^ zli\ JU ) ï —— A * « • O « • * • • '

(ït(x) étant des polynômes par rapport à x)} par rapport à Ax(a:), A2(#), ..., AvW
serait possible et ces fonctions seraient toutes des polynômes, ce qui est absurde,
parce que une au moins est supposée transcendante.

Envisageons donc le cas ou le nombre de ces valeurs, que nous appel-
lerons, avec M. Rémoundps, valeurs (E), est v — 1. Soient ul9 u2 ..., Uv-i ces
valeurs. Je démontre que le nombre de toutes les autres ne dépasse jamais 2
lorsque toutes les fonctions kt(x) ne sont pas des polynômes.

Supposons le contraire, et soient wv, wv_hl deux telles valeurs.
On aura les relations suivantes :

f(Xy V±) — (9t{x)

f{X) u^) = 92(3?)

f(x9 wv_i) = <fv_

f(x9 tO = K{x)

f{x9 u v + 1 ) -

Ti(a?), ?2(^}5 . , <?v> <p,+i(aî) et Q,(a?), Qv+1(a:) é t a n t des p o l y n ô m e s , les

secondes au plus de degré égal à Q En éliminant les coefficients Ax(x),
A2(ar), ., , Av(ar) entre ces v + 1 équations (ce qui est toujours possible) nous
arriverons à la relation suivante :

(6) \^( ^ ^

avec

1 =

i «,

uï
«1

i/2

.4,!

«5

Une telle relation est impossible. Voici la démonstration :
1° Si le terme algébrique, celui qui n'a pas d'exponentielle,
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est différent de zéro, l'impossibilité est visible, puisque les polynômes Qv(#)>
(ff) ne sont pas des constantes, à cause du fait qu'aucune des valeurs u^

n'appartient, par hypothèse, à l'ensemble (E).

2° Le terme algébrique est nul.
Nous allons démontrer qu'il n'y a aucune réduction qui puisse avoir lieu

dans les termes exponentiels. Or, cette réduction arrive dans le cas où il y a
des termes exponentiels dont le rapport est un* polynôme (ou fonction ration-
nelle de x), il nous suffit donc de vérifier que la différence Qv(#) — Qv+i(#)
ne peut pa$ être constante.

En effet soit Qv(a0—Qv + i ( a O = c (constant). Considérons le rapport

, , A*, tü
K r ) = A*, u^)

qui ne peut pas être constant, autrement il y aurait une relation entre le&
coefficients À»(rc) (linéaire et homogène) algébriques à coefficients constants de
la forme

C —

f

ce qui est contradictoire avec l'hypothèse faite (condition c).
Les relations

f(x, uv) = <pv(ar)

f(x9 «v+0 = ?v hi(x)e^*\

en vertu de l'identité Qv(̂ ) — Qv-f-i(̂ ) = c nous donnent

ce qui peut bien se présenter, car les eoefficients

Vt __ f l(T)«^i (l = 0, I , . . . ? V)

ne sont pas constants.

Cela étant ainsi, je considère le système des v équations en k1} A2j ..., A,,

[u] -+- At'tftr^ Ĥ .. -h Av_1(r)»/I H- Av(x) =s ^f(ir) i — 4, 2, . . , v ~ 1

dont la résolution est parfaitement possible parce que
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y J V—2 A

est essentiellement différent de zéro, à cause de la relation

\L(X) ^ constante

qui nous exprime que \*.(x) ne se réduit pas à une constante
Alors cette résolution déterminerait les fonctions A^x), A2(#), ..., Av(#),

toutes comme fonctions algébriques (d'ordre inférieur à e), ce qui est impos-
sible, puisque l'une au moins de ces fonctions est transcendante.

Donc la différence QX*0 — Qv-u(s) n'est pas constante et par conséquent
l'identité (6) est impossible).

Notre proposition s'énonce de la façon suivante :
Étant données v fonctions uniformes

non liées par aucune relation algébrique à coefficients constants, toute algé-
broïde u=a(x)} à v branches, définie par Véquation

uv -h A t O ) ^ - 1 -H A2(a?)uv- -+- -h Av_4(ir)u -h Àv(ar) = 0

prend, dans le domaine de Vinfini (qui est le point essentiel) toutes les valeurs
sauf, peut-être, v + 1 Vinfini compris.

Si le nombre de ces valeurs exceptionnelles est supérieur â v + 1 , la f onc-
tion u=a(x) n'est pas transcendante, elle est algébrique.

4 On pet& donner, de ce théorème, des généralisations analogues à celles
que M Borel a données pour les fonctions entières ou méronaorphes, en indi-
quant la relation qui existe entre Tordre de la transcendante algébroïde con-
sidérée u = a(x) et l'exposant de convergence de la suite de zéros de l'équation

a(x) = A,

A étant une yalejutr non e«çptâô»nelle.
NOUS a?*om -dpiac :
L'-expmœnt de convergence de la suite des zénos de Véquation

a(x) = A
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ne saurait être inférieur à Vordre de la transcendante algébroïde u = a(x) pour
plus de v-4-1 valeurs de la constante A, Vinfmi compris.

5. Jusqu'ici nous avons supposé que les fonctions k^{x), A2(#), ..., Av(#)
étaient d'ordre fini.

Mais grâce au théorème général de M. Borel (Acta Mathematica, 1897, t. 20)
le théorème >que nous venons d'établir s'étend au cas plus général d'une trans-
cendante a(x) quelconque d'ordre infini.

Nous avons ainsi' le théorème suivant :
Considérons y fonctions uniformes

AiO), k2(x), ..., Av_i(x), Av(x)

non liées par aucune relation algébrique à coefficients constants et la transcen-
dante algébroïde u—a(x) définie par Véquation

f(x, ü) = ttv -h A i O K - 1 -h A2(tf)u
v~2 ^ h Àv(a?) = 0

u* éiani une certaine valeur de u, ef'e^M Ze pZus grand des ordre» de gran-
deur de tous les coefficients ki(x), il n'y g, pas plus de v-h 1 valeurs âe u (l'infini
est compris) pour lesquelles Pi(ar) croissent moins vite que CH-W1^, € éiani un
nombre positif et quelconque.

6. Je profite ici de l'occasion pour faire quelques remarques concernant
quelques points de la théorie du nombre.

Considérons un polynôme

ç(ar) = ce* -4- «ia*-1 H h a^ar-h â

dont les'coefficients av a2) ..., a^ ne sont pas tous des nombres algébriques.
Soit une équation de la forme

90) = Aea

les nombres A, a étant algébriques.
Le second membre de cette équation sera, conformément au théorème de

M. Lindemann, un nombre transcendant quand a est différent de zéro.
Généralement, les racines d'une telle équation sont des nombres transcen-

dants et une équation de cette forme admettant des racines algébriques doit
être considérée comme exceptionnelle.
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Appelons E l'ensemble des valeurs algébriques, de x pour lesquelles

est un nombre algébrique, E' Tenserfible de valeurs de x pour lesquelles

prend la forme Aea (A, a étant algébriques et différents de zéro).

Deux valeurs de x : xx et x2 seront appelées équivalentes lorsque le quotient

est un nombre algébrique; il est-évident que si Tune des valeurs xlt x2 est

exceptionnelle, Vautre Test aussi.

Soit Ex l'ensemble des valeurs E' non équivalentes.

Dans ces conditions, je vais établir un théorème qui concerne les ensembles

E, E,.

L'ensemble .des valeurs*E, Ex ne surpasse jamais le nombre fx. En effet,

nous ne pouvons avoir y. équations de la forme

9(a?) = A ,

admettant des racines algébriques, si A est algébrique, parce que la résolution

de ces équations par rapport aux coefficients al7 a2, ..., a^ donnerait pour eux

valeurs algébriques, ce qui est absurde puisque un, au moins, des coefficients

ai est transcendant'. J'élimine donc les nombres ax) a2y ..., a p. parmi les équa-

tions

9(Xi)~ki, £ = 1, 2, 3, ..., |x — 1,

'j = (if H- - h 1 ,

ce qui est toujours possible, et on obtiendra l'égalité suivante

(7)

avec
1 ari+4 x\_

et X =

^[A-f-l *** -f-1 • * • ^fX-hl

le déterminant qui donne le nombre X est d'ordre p-H-l, tandis que celui qui

donne Xi est d'ordre f̂. Ces deux nombres Xi, X sont algébriques et essentielle-

ment différents de zéro. Les deux derniers termes de l'égalité (7) sont des nom-
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bres transcendants parce que les exposants ^ c^+4 ont été supposés différents

de zéro. De plus, ces exposants sont nécessairement différents entre eux, puisque

les valeurs correspondantes de x appartiennent à L'ensemble E1. Donc, il n'y a

pas de réduction dans le premier membre de l'identité (7); il peut y avoir des

réductions parmi les termes algébriques, mais les termes transcendants res-

teront intacts et. finalement notre égalité (7) prendra une forme irréductible

telle que

(7') o ^ + o ^ a V " = a («„ ̂  *,+1)

a^o^+i étant des nombres algébriques essentiellement différents cfe zéro,̂  et a

algébrique quelconque. Alors, en \ertu du théorème de M. Lindemann « Si les

nombres a1? a2j . . . , a», ax, a3, „.., eu sont algébriques, Végalité

entraîne la nullité de tous les coefficients aXj a2 ..., a* ».

L'identité (7') est impossible parce que les nombres a* ^^+i sont sûre-

ment différents de zéro. Notre proposition est démontrée.

Les valeurs doublement exceptionnelles

7. Soit a(x) une fonction multiforme d'ordre fini e (pour fixer les idées), et

considérons un nombre a. Formons une autre fonction cp(#)-algébroïde admets

tant les mêmes zéros et les mêmes infinis avec les mêmes ordres de multiplicité

que la fonction a(x)—a, alors on pourra poser

o n b ien a(x) - a =

Si l'algébroïde $(x) est d'ordre QL inférieur à e, l'exposant Q0*0 sera en

général une fonction à une infinité de branches. Si <p(x) étant d'ordre inférieur

ç, Q(x) est une fonction dlgébroïde, cette valeur a doit être considérée comme

exceptionnelle,' puisque leur nombre ne peut pas dépasser le nombre un comme

l'a démontré M. Rémoundos dans son mémoire « Sur les fonctions ayant un

nombre fini des branches (1) ». Nous appelons la valeur a doublement excep-

tionnelle,

(X) Journal de Maihém&ttçues, t JI, 1906,



Nous voyons donc que, par rapport aux nombres doublement exceptionnels,
les fonctions algébroïdes ne se distinguent pas du tout des transcendantes entières,
le cas de cette exception étant unique quel que soit le nombre des branchesy

qui ne jouent aucun rôle ici, tandis que le nombre des valeurs simplement
exceptionnelles (nous prenons ici l'expression, valeur exceptionnelle dans le
sens restreint du mot) peut'atteindre 2v, v étant le nombre des branches.

Dans ce qui va suivre, nous allons établir une classe remarquable de
fonctions transcendantes, dont le nombre des yjaleurs doublement exception-
nelles dépend du degré de l'équation algébrique qui les définit.

Considérons la transcendante u = f(x) définie par tme équation de la
forme :

F(#, u) = wv -h ÛS1(J?V'-1 H - • • -h a^i(x)u -+- av(ar) = 0

ÛJO*), a*0*0, •••> (K(x) étant des transcendantes dont une au moins est algé-

broïde multiforme.
Convenons d'appeler ordre de la fonction f(x) le pins grand e des ordres des

coefficients a*(x). Soit a un nombre doublement exceptionnel, alors la fonc-
tion f{x) — a peut se mettre sons la forme

h(x) étant une fonertion d'ordre inférieur à Q et Q(x) ayant un nombre fini des
branches; il est clair qu'il en est de même pour la fonction

Fix, a).

Ces valeurs a doivent être considérées comme exceptionnelles, car nous démon-
trerons que leur nombre ne dépasse pas 2v, Vinfini compris.

Évidemment les valeurs a de u pour lesquelles la fonction algébroïde
F(x7 a) est d'ordre inférieur à Q, sont bien des valeurs doublement exception-
nelles et leur nombre ne peut pas dépasser v — 1, autrement toutes les algé-
broïdes <Xt(x) seraient d'ordre inférieur à Q

Je démontre, en m'appuyant toujours sur la méthode de l'élimination, que
le nombre de toutes les autres valeurs doublement exceptionnelles ne dépasse
pas v.

Supposons que l'on ait

u0, Ui, u2, ..., uv v - h l telles valeurs,

alors en éliminant les fonctions algébroïdes <h(%), <h(%), ..., a*(x) parmi les
équations
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F(x,t*i) =

on aura la relation

(8) aQhQ(x)AM H- ûiA^a?)^1^» -t- -h aA(a?)e<M*) = a

a», a étant des nombres parfaitement définis et essentiellement différents de
zéro. Puisque aucune des fonctions algébroïdes multiformes Qo(#), QiO*O> • •-,
Qv(#; n'est une constante, alors, quelle que soit la réduction qui puisse avoir
lieu dan*s le terme du premier membre de (8), le terme qui n'a pas d'exponen-
tielle sera toujours égal à a, quantité essentiellement différente de zéro. Une
telle relation est impossible.

Nous avons par conséquent obtenu le théorème suivant :
Le nombre total des valeurs doublement exceptionnelles d'une transcen-

dante quelconque u = ƒ(#) définie par une équation de la forme

wv -h a^u^1 -h a2{x)uv~% -+- -h a+_i(x)u -h av(x) = 0

at{x) étant des transcendantes, dont une au moins est multiforme, peut atteindre
2-v, l'infini compris.

Les fonctions f{x) ainsi définies se distinguent des transcendantes multi-
formes (algébroïdes) par rapport aux nombres doublement exceptionnels, car
le cas de cette exception n'est pas unique.



CHAPITRE II

CLASSIFICATION DES VALEURS EXCEPTIONNELLES

DES FONCTIONS MULTIFORMES

1. Considérons une fonction u~a(x) algébroïde quelconque définie par
l'équation

f(x, u) = uv -+- Ajjarjit̂ -* -h A2(x>^2 H -+- K^(x)u-hAv[x) = 0

et l'ensemble E des valeurs exceptionnelles qui ne dépendent pas du tout de
la nature des transcendantes qui figurent dans l'équation ƒ(#, u) = 0.

Soit E' l'ensemble des autres valeurs de u pour lesquelles là fonction
f(x,Ui) prend la forme Hi(x)eQ^x), Qi(x)- n'étant pas constant.

Je distingue les trois catégories :
1° l'ensemble Ex des valeurs (parmi les valeurs de l'ensemble E7 toujours)

non équivalentes dans le sens déjà plusieurs fois indiqué;
2° l'ensemble E2 des valeurs (exceptionnelles) équivalentes, telles que le

rapport

f(x, m) : ƒ (a;, u3)

n'est pas constant;

3° l'ensemble E3 des valeurs équivalentes pour lesquelles le rapport

ƒ(#, m) : ƒ(#, u^) = quantité constante.

Nous établissons facilement les propositions suivantes :

a) Le nombre des valeurs E ne dépasse pas v — 1.
b) L'ensemble des valeurs E, Ej ne dépasse jamais v 4 - l .
En effet, la méthode de l'élimination nous conduira à une identité qui

6
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contient au moins deux termes exponentiels irréductibles, parce que les valeurs
correspondantes de u appartiennent à l'ensemble Elt dont les éléments sont
des valeurs non équivalentes. Quel que soit donc le terme algébrique de cette
identité, on établira immédiatement son impossibilité.

c) Si les coefficients kx(x), A2(x), ..., Av (x) ne sont pas liés par aucune
relation algébrique à coefficients constants, nous avons l'énoncé suivant :

L'ensemble des valeurs E, E1( E2 ne dépasse pas v + 1 , Vinfmi compris.
Cela à cause de l'absence des valeurs de l'ensemble E3 et du fait que le nombre
total des valeurs exceptionnelles est v + 1.

2. A propos de cette proposition, je vais indiquer un moyen qui assure
l'absence des valeurs exceptionnelles équivalentes E3, quand il s'agit d'une
transcendante algébroïde u=a(x) quelconque.

Soit u~a(x) une transcendante algébroïde définie par Véquation

W-^Aiixju*-1 H- -f-Av(a?) = 0

les coefficients étant des fonctions entières ou méromorphes. Si les fonctions
Ai(#), A2(x), ..., Av(#), ont, au moinst une racine commune x = a et si v — 1
fonctions quelconques parmi les &%(x) ont aussi une racine x = p ̂ é a com-
mune il n'existe pas de valeurs E3.

Supposons, en effet, que pour les valeurs u1( u2, Von ait

f(x, u j : /(x, u2) = c constant,

alors nous aurons l'identité

(9) (w; - cul) -+• Ai(a?)(nr1 - c^r1) -H * • H- (wi - cujkv-i{x) -H (1 — c)kv(x) = 0

qui nous donne pour x = a

uï - c«v, = 0
c'est-à-dire

c —

en vertu de cette égalité, notre identité (9) s'écrit ainsi

r 1 — cui-1) -H A2(x)^ur2 — cur2) -+- • + AV(X,II - c) = o

soit AfcO) le coefficient parmi les Ax(x), A2(x), ,.., A,(«) qui ne s'annule pas
pour a ; = ^ a , alors pour x— $ nous aurons
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ou bien

"(i)'
nous devons donc avoir l'égalité

«qui entjaîne

Notre proposition est démontrée.

Classes de fonctions à un nombre infini de branches dont le nombre

des valeurs exceptionnelles est limité

3. Je me propose maintenant d'entendre les résultats précédents à une
•classe des fonctions ayant un nombre infini de branches.

I. Je vais parler d'abord des fonctions définies par une équation de ïa
forme

/(a?, u) = AoO) 4- uA^a) + u2A2(z) •+•••• -h uv~* A ^ x ) + <K#, u)

avec

90, U) = H-I(U) ^O) 4- (x.a(u) a2(x) +••••

où X désigne un entier quelconque, [xt(u) des fonctions quelconques de u, et
Ox(a;) des fonctions entières de x ayant un ordre de grandeur toujours inférieur
au plus grand des ordres eM^ des fonctions entières ou méromorphes k%(x).

Je suppose de plus que les coefficients A0(ar), Ax(#), ..., A^Ca?) sont des
fonctions linéairement indépendantes. J'entends par là qu'il n'y a pas de rela-
tions linéaires de la forme

Ot(#)désignant des fonctions entières croissant moins vite que eM(r).
Alors des valeurs exceptionnelles appartenant aux ensembles E, E3y E3

n'existent pas et 4'élimination des fonctions k%{x), (i = 0, 1, 2, ..., v—1) entre
les équations

f(xfTJu) = V&)eQM î = l , 2, 3, ..., v + 1
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(ce qui est toujours possible), Pi(#) étant des polynômes, nous conduira à une

identité de la forme

v + t v + l

i

où ult u2i ..., uv_f_1* sont les valeurs de F ensemble Ex, eu des nombres essentiel-

lement différents, de zéro et g{x) une fonction de x qui croît moins vite que

Aucune des valeurs exceptionnelles ul7 u2, ..., uv+1 ne fait partie*de l'en-

semble E, qui comprend toutes les valeurs _de u pour lesquelles f(x, u) est

d'ordre de grandeur inférieur à eM(r); alors toutes les exponentielles e^Sx) crois-

sent comme la fonction eA1<r); par conséquent les conditions exigées par la pro-

position fondamentale de M. Borel sont bien réalisées et l'identité (10) est

impossible.

Nous arrivons à renoncé suivant :

Le nombre total des valeurs exceptionnelles ne dépasse jamais v + l Vin-

fini y compris.

Il y a là une classe de fonctions transcendantes avec un- nombre infini de

branches dont le nombre total des valeurs exceptionnelles est limité.

Ce résultat nous sera utile plus loin.

IL Nous sommes ramenés, jusqu'ici, à la proposition fondamentale de

M. Borel en éliminant toutes les fonctions k%(x) figurant dans le premier

membre de l'équation f(x, u) = 0 qui définit la transcendante u = a(x). En

nous contentant d'une élimination partielle, nous arriverons à préciser et com-

pléter les résultats précédents, en établissant une autre classe de fonctions

d'un nombre infini des branches qui admettent un nombre fini de valeurs

exceptionnelles.

Je considère la fonction u — a(x) définie par une équation de la forme

(11) f(x, u ) = ko(x)-h k1(x)u+ k2(x)a2 - h ••• + A « ( a O u n - f - ••• = 0

et soient eUn'^ l'ordre pour \x\ — r dss grandeurs des fonctions (entières ou

méromorphes) hn(%) [n = 0, 1, 2, . . . ] . Soit c^ } le plus grand des ordres de

toutes ces fonctions k%(x). Supposons que e^tr décroît notablement lorsque n
1

croît indéfiniment et que la décroissance de Tordre de grandeur avec — est

telle que, à partir d'une certaine valeur de r=r0 (qui soit indépendante de n)

la différence
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est négative, pour n assez grand, et inférieure à un nombre —k fixe, mais
aussi petit que l'on voudra.

Cela veut dire qu'à partir d'une valeur a de n nous aurons

e^+i(r)-M^) < e-k < _ J
i wo I

uQ étant une valeur de u aussi grande qu'elle soit.
Ecrivons l'équation (11) comme il suit

A0'.r) H - A.i(x)u -4- • • -h Aa-.iÇvW1-1 -h J\a{x, u) = f[x, u) — 0

avec
n«(,r, «) — *hjx)ua -f- A^(a?)wa+1 H

et considérons une valeur quelconque de u — uQ. Nous avons

Par conséquent

I Kfx, w0) I < i w

Or

alors

et comme
\uQ\e~k<i

on en déduit, quelle que soit uOî

I R ('T M H <r* I »Z IÛPH-Œ^)

I * v a , «o1 I \ I wo I e
 4 i | A

i I «o I e

c'est-à-dire

! RA, «o) I < e^r}1"e

s étant un nombre positif aussi petit que l'on veut.
Je suppose toujours /que les coefficients kn(x) quel que soit n sont des

fonctions linéairement indépendantes et je considère a 4-1 valeurs'de u excep-
tionnelles .
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l'élimination des a coefficients A*(x), î = 0, 1, 2, ..., a—1 entre les équa-
tions

f(x% tt,) = P0(x).

f(x> tij = Pa'x)«<M*>

qui est toujours possible, nous conduit a l'identité

les exponentielles croissent comme eV-}\ g(x) est une fonction d'ordre de
grandeur au plus égal à e*1*9"'1"* et les nombres X, sont des quantités essentielle-
ment différentes de zéro, on en déduit immédiatement l'impossibilité de cette
identité, et par conséquent

Le nombre total des valeurs exceptionnelles de la transcendante a{x) définie
par Véquation (11) ne dépasse pas a-hl Vinfini compris.

III^ On voit facilement qvie les mêrres résultats subsistent pour les
transcendantes multiformes définies par une équation de la forme

Ao -h Ai(x)u -h A/a?)u* -+-••-+- A^i^K" 1 + wv + x, <p(ac, u) = 0

y(xf u) étant une fonction uniforme quelconque de u et entière en x (pour
toutes les valeurs de u) avec un ordre de grandeur inférieur à eWr) *, e étant
un certain nombre positif aussi petit que l'on voudra.

Application à une classe d'équations différentielles

4. Considérons une équation différentielle de la forme

(12) Ao(a?)-t-uAi(a0n h K-i^)^'1 H- u" -h x. J u, ——i — -̂> ..., —ï- ) =0

et désignons par e1*'11 le plus grand des ordres de grandeur des coefficients
Ao, Au ..., Av_! linéairement indépendants. Supposons que 9 (u, u', utf, ...,
tif*>) soit un polynôme par rapport à u, u', u*, ..., u ^ quelconque.

Je considère une intégrale u = q(x) de l'équation différentielle et j'élimine
la variable x entre les équations
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u' — q'ix).
Soit

le résultat de cette élimination. D'une façon générale, soit

la fonction obtenue par l'élimination de x entre les deux équations

Par conséquent l'élimination des u', u", u'ff, ..., u ^ entre les équations

u' = hx(u), u" = h2(u), ..., uW = hn(u)

et de l'équation (12) nous conduit à une équation de la forme

(12'; Ao(s) -4- «A/a?) -h u2A2(sc) H h Av«i(x)u^1 H- uv -4- a?/"(w) = 0

qui sera satisfaite par l'intégrale u= q(x).
Nous dirons que l'équation (,12') est irréductible lorsque cette équation ne

définit qu'une fonction unique.
Puisque la fonction <p(u, u', u", ..., u<n)) est un polynôme entier par rap-

port à u, u', uff, ..., u^>, si aucune des fonctions h2(u), h2(u), .- , hn(u) nJa pas
des valeurs infinies pour une valeur u=uQ la fonction ne decent pas infinie
pour u= u0.

Pour une valeur u=a telle que f(a) soit infini, l'équation (12') n'admet
aucune racine finie et différente de zéro, et, puisque, — nous le supposons —
elle est irréductible, il en sera de même de l'équation

a=q(x).

Alors : l'intégrale u= q(x) ne prend la valeur a pour aucune valeur finie
de x sauf, peut-être, pour la valeur x = 0

Convenons d'appeler une telle valeur u=a valeur exceptionnelle par-
faite (1) et laissons de côté ces valeurs de l'intégrale u = q ( # ) , c'est-à-dire de
la fonction définie par l'équation (12;). Nous aurons pour les autres valeurs
exceptionnelles le théorème suivant :

.Le nombre des valeurs exceptionnelles non parfaites d'une intégrale q(x)
d'une équation différentielle de la forme

II) M Rémoundos, Comptes rendus, t 147, p 416, 1908.
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du d%u dnu
= 0

dx dx2 do

ki(x) étant des fonctions linéairement indépendantes et 9 (u, u', ..., u^ j un
polynôme entier quelconque par rapport à u, u', u", ..., u^n\ ne peut pas
dépasser v + 1 Vinfmi compris.

J'entends par là que
L'équation u— q{x) ne peut pas avoir un nombre fini de racines que pour

v valeurs finies, au plus, de u.
Je ne considère pas ici le cas où l'équation (12') admet la seule racine

x—0, aussi celui des valeurs de u pour lesquelles la fonction /(u) n'a pas
d'existence.

La démonstration se fait par la méthode de l'élimination et s'appuie sur
le théorème fondamental de.M. Borel plusieurs fois utilisé.

Le théorème de M. Landau et les fonctions multiformes

5. En 1904, M. Landau, généralisant le célèbre théorème de M. Picard sur
les fonctions entières, a démontré la proposition suivante :

Soit une fonction analytique

f(x) = ao~h a±x -h a2x
2 H- • • * H- omxm -f- • • •

régulière à Vorigine, pour laquelle ax 4= 0, il existe un cercle

dont le rayon dépend seulement de a0 et ax et non des autres coefficients Oj,
a3} •••» &m> •••» à Vintérieur duquel la fonctign f(x) possède un point singulier
on prend au moins une fois Vune des valeurs zéro et un.

Je considère ici une classe des fonctions transcendantes à un nombre
infini de branches, non régulières en x — 0, définies par une équation de la
forme

(43) f(x, u) - Ào(a0 + uA^a;) -f- u2k2{x) + - + k^x^-i -h £{x, u) = 0

$(x, u) étant une fonction uniforme en u, les autFes coefficients pouvant être
singuliers pour x — 0 et même non uniformes dans le voisinage de ce point.

La seule hypothèse que nous faisons est celle qui concerne la fonction
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*2(x, u) qui doit avoir la même valeur par rapport h. x : g(x), pour les valeurs
u = 0 et u = 1.

Nous allons étendre aux fonctions multiformes u = alfa) définies par l'équa-
tion (13) le théorème de M. Landau ci-dessous énoncé en utilisant une méthode
indiquée par M. Rémoundos (1) dans SOA mémoire « Sur les fonctions entières
et algêbroïdes ».

Supposons, en effet, que dans un cercle I x I < r la fonction u = a(x) ne
prenne ni la valeur zéro ni la valeur un, il est alors évident que les deux
fonctions

fa, 0) = ko(x) + g{x),
f{xy 1) = À0(ar)H- AiO)H -*- A ^ a ) H- g(a?)

ne s'annulent pas à l'intérieur du cercle

\x\<r

eX par conséquent, nous aurons la même chose pour la fonction

f{x, 1) = 1 + A0(ar)
h A«_4(a?) Ai(arj -h Aa(ar) H H- AB_t(a?j

/(x, 0)
= 1 +

Ai(o7) - h A8(a?) -f- h AB_i(o?)

si nous nous plaçons dans le cas où. la fonction

A,(a?) H- Às(tf) -f- h An-t(x)

est finie dans le cercle I x \ < r.
Posons

la fonction o(x) dans le cercle | a; I < r ne prend ni la valeur zéro ni la valeur
un. Alors si a(x) est régulière pour x = 0

-et si nous avons

Y i * 0 ,

il existe, en vertu du théorème de M. Landau, un cercle

(1) Annales de l'Ecole Normale Supérieure, t. 30, 1913.
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fonction o(x), ou bien cesse d'être holomorphe, ou bien

'îS'une fois l'une des valeurs zéro et un, et, alors, le nombre

R^V î̂ -̂etH^L ^eterminé est plus grand que le rayon r du cercle

i x | < r.

Par conséquent, si le rayon r est égal ou plus grand que le nombre R(YO> YI)

correspondant à la fonction o(x), à l'intérieur du cercle I x | < r, il existe au

moins un point singulier de la fonction a(x), ou bien elle prend au moins une

fois la valeur zéro et un, c'est-à-dire, qu'à l'intérieur du cercle I x | < r, ou

bien il existe, un zéro de la fonction

At(œ) -h A2(#) -h h An_t(a? ,

ou bien au moins une racine des équations

a(x) = 0, a{x) = 1.

Nous arrivons donc à l'énoncé suivant :

Soit une fonction u — a(x) définie par une équation de la forme

ƒ(#, u) = A0(x) -h Ax(x) u + ' * ' + A^O»)"*-1 -+- 2(œ, u) = 0

la condition

2(x, 0) = Six, 1) = g(x)

üh u), étant une fonction quelconque uniforme de u. Si la fonction

esf régulière autour de Vorigine x = 0

o(a?) = To -H Yi« 4 - v2a?2*+ •• • -+-^a^?H- —

et si nous avons

Yi * 0 ,

iZ existe un cercle

\x\<R(yo,y1)J

dont le rayon dépend seulement des coefficients' Yo» Yi» à Vintérieur duquel ou

bien notre fonction u=a(x) prend du moins une fois Vune des valeurs zéro

et un, ou bien il existe un zéro de la fonction
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Je remarque que les raisonnements, ci-dessus exposés n'exigent qu'une
hypothèse seulement : la fonction o(x) doit être régulière en x = 0, et alors
nous n'avons pas besoin de faire aucune hypothèse particulière sur les coef-
ficients de l'équation (13) qui peuvent être singuliers en # = 0 et non uni-
formes dans le voisinage de ce point, pourvu que la fonction <J(X) soit régu-
lière en x = 0.

Extension d'un théorème de M. Monte! aux fonctions

à un nombre fini de branches

6. M. Montel, généralisant (1) le théorème de M. Landau, a démontré le
théorème suivant :

« Soit une fonction f(x) holomorphe autour de Vorigine x = 0

f{œ) = ö, -h atx -H Ü2X
2 -fc •+- ai,

o ù ûp+i * 0; il existe un nombre R ne dépendant que de aOt aly ...> ap+i tel

que, dans tout cercle de rayon supérieur à R, ou bien la fonction cesse d'être
holomorphe, ou bien cette fonction prend dans le cercle plus de p fois Vune
au moins des valeurs zéro et un.

Je développe ici comment oa peut étendre ce théorème de M. Montel aux
fonctions qui sont multiformes dans le voisinage du point x — 0.

Considérons une fonction u = f(x) admettant le point x — 0 comme point
critique, autour duquel n branches se permutent. Une telle fonction est algé-
broïde dans le voisinage du point x = 0; elle sera donc définie par une équation
de la forme

F(:r, u) = un -h Ai(a?)uB-* -h . . . -+-AR.,(jr)ttH- An{x) = 0.

Si la fonction u — f(x) ne prend ni la valeur zéro ni la valeur un dans le cercle

l x [ < r,

les deux fonctions

(1) Compte? j>móms, t 17*, 1922, p. M3.
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T?/,» \ \ 1 _t A /^*\ . I - A (™\ _i_ _J_ A (v}

n e s ' a n n u l e n t pas à l ' i n t é r i e u r d u cercle \x\<r et il en seraf de m ê m e de l a

fonc t ion

F(x), 1) AB(g)

en supposant, bien entendu, que la fonction 1-h Aa(ar) -H A2(«) -h "* H- kn_i{x)

est finie dans le cercle | x \ < r. Alors, si nous posons

1 ; l - ^ A / ^ - h ..J + An_4(x) '
les équations

o{x) = 0, at» = 1

n'auront pas de racine à l'intérieur du cercle | x \ < r.
Si la fonction a(x) est holomorphe autour de Forigine x =

=3 a0 -h a±x -h ^s^2 -h .

/

<j(x)dx
—p -a ne s'annule pas pour # = 0r

en vertu du théorème de M. Moutel, il existe un nombre R qui ne dépend que
de p 4- 2 nombres parfaitement déterminés, tel que, dans tout cercle de rayon
supérieur à R, ou bien la fonction a(x) cesse d'être holomorphe, ou bien prend
dans le cercle plus que p fois, l'une au moins des valeurs zéro et un, c'est-à-
dire, il y a plus que p racines d'une au moins des équations

J \*v J —— V/ C L

Nous avons donc le résultat suivant :
Si une fonction f(x) est définie par une équation de la forme

Un-\- ki{x)Un~i -h ••• -h kn-i(x)u-\- Kn(x) = 0

si la fonction

a{x) = - —— --—

est holomorphe autour de Vorigine x = 0, et si la valeur pour x = 0, de Vinté-
g raie

(1) La condition G^-MI+IO revient à dire qu'il n'y a pas de polynômes de degré p parmi les fonctions ƒ($).
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(x)dx

est différente du zéro, p étant un nombre entier et positif quelconque, il existe

un nombre R ne dépendant que de p + 2 quantités

o<0), a'(0), . . . o*H^)(O)

tel que dans tout cercle du rayon supérieur à R, ou bien la fonction f(x) prend

plus de p fois Vune au moins de valeurs zéro et un, ou bien il existe dans^ le

cercle un zéro de la fonction

1 H- k^x) H- Aa(ar) -f- "• H- An-i(as).

Algébroïdes entières

7/ J'appelle la fonction algébroïde u = f(x), 'définie, par l'équation

un -h A^aOu"-14- * • • -h kn(x) = 0,

entière, dans le cas où les coefficients A*(x) sont des fonctions entières.

Pour les algébroïdes entières, voici une autre interprétation du théorème

que nous venons d'établir. Considérons une valeur u — a et supposons que la

fonction u = f(x) ne prenne à l'intérieur du cercle

\x\<r

ni la valeur zéro ni la valeur et.

Les deux - fonctions

AnO), A„(a') + akn„l(x)-ha*\n_Jx)-h •• -+- «"-^(a?) -h a/l

n'ont pas de racines dans le cercle I x \ < r.

Alors la fonction

ne prend pas dans ce cercle ni la valeur zéro ni la valeur un.

Soient

A,(a?) = al0 H-a^a:-+-aî2x
s H h a ^ a f ^ H i = 1, 2. 3>B. , n

Nous voyons que si le nombre a n'est pas une racine de l'équation algébrique
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z"-1 -*- a l o5n~2 4 - a 2 ozn - 3 4 - • - • 4 - a(n_2}0z -+- a{n_1)0 = O

la fonction a(x) sera holomorphe autour de l'origine x = 0.
Posons

les nombres

Yo, Y i , 2 a , - . . , Y p + l

dépendent des coefficients

a i0» «*iii ®«2ï • • 5 3 | |H-i 1 = 1 , 2 , O% . . W

et des nombres a, n, bien entendu.
Cela tient à ce que

Si donc YjH-i 4= 0, en vertu du théorème de )A. Montel, il existe un nombre
R dépendant de n(p 4- 2) + 2 nombres parfaitement déterminés, tel que dans
tout cercle

| s | < R

notre fonction u~f(x) prend plus de p fois Tune au moins des valeurs zéro
et a, ou bien l'algébroïde z = ç(#) définie par l'équation

prend la valeur a.
Je remarque que l'holomorphie de la fonction auxiliaire o(x) dans le voi-

sinage du point x = 0 dépend du choix de la valeur a et nous ne faisons qu'une
hypothèse seulement pour le coefficient YP-M qui -doit être différent du zéro.

Nous avons ainsi obtenu pour les fonctions algébroïdes entières le théo-
rème suivant :

Soit u=f(x) une algébroïde entière définie par Véquation

un -h AiO^u""1 H- A2(a>n~2 H \- An^aOu -h An(ar) = 0

• • - h a a

a un nombre n'appartenant pas à Vensemble des racines du polynôme

Zn~ 4 - 3 io«"~ 4 ~ &20^n~ 4 - '* ' 4 - a (n_2joZ ~t" 3(n—1)0

/Z existe un cercle
|*KR
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dont le rayon R dépend seulement des nombres

n, a, aia, atl, aî2, . . . , a lP+1 i = 1, % 3, . . . , n

et nullement des autres coefficients, à Vintêrieur duquel, ou bien la transcen-

dante entière u = f(x) prend plus que p fois Vune des valeurs zéro et a ou bien

Valgébroïde définie par Véquation

z""1 •+• Ai(<r)s»-2 -h +- An_2(ar)z 4- kn^{x) = 0

prend dans ce cercle la valeur a.

Corollaire. - Si le nombre a ; < a " + ^ + • • -h av_1;1) ^ ^ ^ d . f f é_

1 -h al0 -h at0 -h ... H- av_1)0

rant du avi, il existe un nombre 9(ax0, aL1; . . . ; av0, avi) dépendant seulement de

deux premiers coefficients de chacune des séries k%(x) = a*0 -4- a i l a?+ *•- tel que

à Fintérieur du cercle I x \ < f Talgébroïde ou bien prend une fois au moins

Tune des valeurs zéro et un ou bien la fonction 1 -4- kx(x) H- ••• H- Av_t (x) p O s _

sède une racine.



CHAPITRE III

LE MODULE MAXIMUM D'UNE CLASSE DE FONCTIONS

ALGÉBROÏDES

1. Dans la théorie delà croissance des fonctions algébroïdes, il est inté-
ressant d'avoir des relations très précises entre leur module maximum m(r) et
le module maximum M>(r) des coefficients de l'équation correspondante, sur la
circonférence de rayon | x \ = r.

La quantité m(r) est évidemment égale au plus grand des modules maxima
des diverses branches u19 u2, ..., uv de l'algébroïde u — f(x).

Je. considère les équations

^ - 1 H- •• +Av_,(x)u+Av(x) = 0 f* == 2, 3, . . v),

et, pour trouver la limite inférieure de m(x), j'utilise la formule

jyx étant le coefficient qui a le plus grand des ordres de grandeur de toutes les
fonctions Afc(x), Ajfc+1(a;)f ..., Aw(x).

On en déduit facilement

où le symbole

_ v(v l ) (v — 2) . . ( v -
v ' x ~ 1 2 . 3 . . . X
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et à fortiori,

m(r)

A. étant un nombre qui dépend seulemenUdu nombre de branches de l'algé:

bröïde.
Cherchons maintenant la limite supérieure de m(r); nous allons voir que

le nombre de branches de l'algébroïde „n'intervient pas du tout et que, étant
donné un nombre 6 supérieur à l'unité, quelconque, nous avons constamment
à partir d'une certaine valeur de r Vinégalité

m(r) < GJb(r)T.

Voici la démonstration :
Supposons que, pour les valeurs suffisamment grandes de r, Ton ait

m{r) > 6

Alors nous écrivons notre équation qui détermine l'algébroïde comme il suit

Ak(x) AjH-ifa?)

pour tout point,du plan x nous avons

et d'après notre hypothèse, il y a des points P du plan x pour lesquels

pour ces points, nous avons les formules

et par conséquent

Ak(x) A ^ a )

Mais lorsque le module des points P augmente indéfiniment, le module maxi-
mum Jb(P) tend vers l'infini et alors le second membre de l'inégalité tend vers

8
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1
-gï" qui est inférieur à l'unité. Il y a donc des points de rayon suffisamment
grand pour lesquels il est impossible que la fonction algébroïde f(x) satisfasse
à l'équation qui la détermine, parce que pour ces points P la quantité

Ak{x)

ne s'annule jamais. Notre proposition est établie
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