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PREMIERE THESE

Sur 1a eroissanee et les zeros d’une elasse
de fonetions transeendantes

INTRODUCTION

1. La premiére partie de ce travail est consacrée a un domaine de la
théorie de grandeur des fonctions croissantes et positives d’une variable réelle
et positive qui, pour toute valeur finie de la variable indépendante, sont
finies, continues et non décroissantes. Les résultats de MM. Boutroux et Lin-
delof (1) bien connus sur les fonctions entiéres d’ordre fini devaient &tre
étendus aux fonctions d’ordre infini. La premiére tentative la plus importante
et plus décisive se trouve dans la theése de M. Denjoy : Sur les produits cano-
niques d’ordre infini (1909) qui est parvenu & obtenir la généralisation dans
des cas trés généraux.

_Or, les bases de la théorie des fonctions entiéres d’ordre infini ont été posées
dans le célébre mémoire de M. Borel : Sur les zéros des fonctions entiéres (2)
dans lequel se trouve un théordme fondamental sur les fonctions croissantes
.continues w(z) le suivant :

by

Etant donné un nombre 0 positif et supérieur & l'unité, quelconque, s’il

(1) Sur quelques propriétés des fonctions entidres (Acta Mathematica, t. 28, 1904), Acta Soc. Jenn., t. 31, 1902.
(2) Acta Mathematica, 1897, 1. 20.

1
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existe des valeurs de = ne satisfaisant pas a l'inégalité

P[G‘ -+ Tég%n(_x)‘ ] < u(=@)

ces valeurs que nous pouvons appeler exceptionnelles, remplissent des inter-
valles d’étendue totale finie. La longueur totale d'une suite d’intervalles excep-
tionnels silués a droite d’une valeur x, ne dépasse pas la quantité
0 1
6 — 1 log u(w,)

Ce théordme a permis 3 M. Blumenthal de préciser les  résultats du
mémoire de M. Borel et donner moyennant les fonctions types un exposé de
la théorie bien didactique.

Dans la premiére partie de ce travail je me propose la tiche de compléter le
théoreme ci-dessus énoncé de M. Borel et j’ai pu oblenir la précision la plus
extréme, semble-t-il, qu'on puisse exiger de ce théoréme, ce qui m’a permis
d’obtenir de nouveaux résultats qui précisent et complétent certaines pro-
priétés des fonctions entieres, avantageuses surtouf pour les cas d’ordre infini,
et indépendantes de celles de M. Denjoy. Pour cela il m’a fallu faire usage
d’une fonction introduite par M. Rémoundos et qui est a croissance transcen-
dante.

En dehors de cette proposition, j’ai réussi & compléter le théoréme bien
connu de M. Borel sur la croissance de la dérivée logarithmique d’une fonc-
tien croissante (continue) p(x) et positive.

J’expose quelques applications intéressantes & la théorie des fonctions uni-
formes qui complétent en certains points de vue des théorémes connus.

Dans le troisiéme chapitre, j’aborde le probléme intéressant de trouver
les quantités m(z) les plus générales possible dont 1’addition a la wvariable
indépendante altére ou n’altére pas 1’ordre de croissance de la fonction crois-
sante et continue p(x). J'y signale les divers cas importants qui se rattachent
au but que nous nous sommes proposé.

2. Dans la deuxi®me partie, j’étudie les zéros d’une classe remarquable
des fonctions transcendantes. On sait que le célebre théoréme de M. Picard sur
les zéros des fonctions uniformes dans le voisinage d’'un point singulier
cssentiel, dééouvert en 1880, a subi, surtout dans les cas des fonctions entidres
des généralisations tres variées et bien connues. Ces généralisations ne con-
cernaient que les fonctions uniformes jusqu’en 1903, date ou M. Rémoundos
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a établi I’extension, aux fonctions multiformes, du théoréme de M. Picard et
de ces généralisations.

Le premier théoréme, et fondamental, de M. Remoundos est le suivant :

Une transcendante algébroide dyant v branches prend dans le voisinage
de Uinfini une infinité de fois toutes les valeurs, sauf 2v au plus (I’infini com-
pris) (1).

Ce théoréme a été généralisé dans divers sens et, récemment, dans le sens
important de M. Landau. Enfin, tout récemment, M. Remoundos a établi 1’ex-
tension de son théoréme aux fonctions ayant un nombre fini de branches v
dans le voisinage d’un point singulier essentiel quelcongue; il a généralisé
aussi ce théoréme pour quclques classes des fonctions ayant une infinité de
branches.

Soit W Ay(w ™ 4 - A (z)u + Afx) = 0

une équation algébrique en u qui définit wune fonction u= é(m) algébreide
dans tout le plan de z. Je suppose que les coefficients A,(x), A.(z), ... Ax(x)
sont des fonctions entiéres ou méromorphes non liées par aucune relation :
R (c, Adx)) =0, (i=1, 2, 3, ..., v), qui soit algébrique par. rapport & A,(z),
-Ay(), ..., Av(x) et & coefficients constants. Pour cette classe des fonctions
transcendantes, je démontre dans le premier chapitre le théor¢me suivant :

Une telle transcendante algébroide & v branches prend dans le domaine
de Uinfini (qui est le point essentiel) toutes les valeurs sauf, péut-étre, v+ 1
au plus, Uinfini compris. 'Si le nombre de ces valeurs exceptionnelles est supé-
rieur & v4- 1 la fonction n’est pas transcendante, elle est algébrigue.

’étudie aussi les zéros d’une classe étendue de fonctions multiformes,
ayant un nombre infini de branches dans le voisinage d’un point singulier
essentiel isolé, pour lesquelles le nombrc des valeurs exceptionnelle\s est limité.

Dans le chapitre IT, je signale une classe des transcendantes algébroides
quelconques, pour lesquelles 1’abaissement du nombre des valeurs exception-
nelles est immédiat, et la limite pour les fonctions indiquées plus haut se con-
fond avec celle que nous considérons.

Jexpose quelques applications & la théorie des équations différentielles
en rattachant ces considérations aux zéros des intégrales des équations en ques-
tion.

(1) Sur les zéros d'une classe des fonctions transcendantes, Paris, 1903 et Annales de la Faculté de Toulouse,
2¢ 5., t. VIIL
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Enfin, en faisant usage de la généralisation bien connue du théoréme de
M. Picard, dans la direction de M. Landau, j’étudie une classe de fonctions
admettant le point 2 =0 comme point critique, autour duquel un nombre
infini de branches se permutent, et par la méme méthode j'indique comment
peut-on obtenir ’extension d’une proposition remarquable de M. Montel aux
fonctions algébroides dans le voisinage du point z = 0.
Dans le chapitre III, je cherche une relation trés précise entre le module
maximum m(r) d’une fonction u = a(x) algébroide et le plus grand des
modules maxima des coefficients de 1’équation

w o At 4 - 4 A ()u +A(z) =0,
qui définit la transcendante u = a(z), sur la circonférence |z | = r.

3. Je suis heureux de pouvoir rendre ici publiquement témoignage de la
profonde reconnaissance que je dois 3 mon maitre, M. G. Rémounpos qui m’a
donné la culture mathématique, a guidé mes pas dans les domaines de la
pensée scientifique et eut I'idée de mon admission a I’Ecole Normale Supé-
rieure de Paris, cette célebre Ecole, ou j’ai pu profiter de ces moyens scienti-
fiques, bien connus et de son excellente hospitalité.

J’adresse ici mes remerciements respectueux & M. Jacques Hanamarp, dont la
bienveillance m’a beaucoup encouragé dans ce travail, & M. ErnesT VEssioT,
Directeur de la Section Scientifique pour son excellente hospitalité et sa sol-
licitude paternelle. En particulier, qu’il me soit permis d’adresser mes bien
vifs remerciements & M. Paur. MoNTEL pour I’accueil excellent qu’il a bien voulu
faire & mes recherches.

Les principaux résultats de ce travail ont été énoncés dans quelques notes
insérées dans les Comptes Rendus des Séances de U'’Académie des Sciences de
Paris.




PREMIERE PARTIE

CHAPITRE 1

UN THEOREME GENERAL SUR LES FONCTIONS
CROISSANTES

1. Soit u(z) une fonction. réelle et positive de la variable réelle et posi-
tive z, qui, pour toute valeur finie de z, est finie, continue, et non décrois-
sante. Je suppose de plus que p(z) tende vers l'infini avec

lim p(z) = oo .

La croissance de ces fonctions malgré son extréme variété, est soumise a
certaines lois sur lesquelles, M. Borel a été le premier a attirer l’attention,
dans son remarquable mémoire « Sur les zéros des fonctions entiéres ».

Ces lois sont une conséquence de la seule continuité.

Dans ce mémoire, M. Borel a jeté les bases d’une théorie comprenant
toutes les fonctions entidres d’ordre infini. On y trouve un théoréme fonda-
mental sur les fonctions croissantes continues p(x), le suivant :

Une fonction croissante quelconque w(x) vérifie U'inégalité

1
1—+-=
p(m —+ __—log ) >< plx)t s, e > 0 quelconque

partout, sauf, au plus dans des intervalles d’étendue totale finie.

2. Dans ce qui va suivre, nous allons préciser ce théoréme en remplagant



la quantité par une autre dont la décroissance est moins rapide,

log u(»)
{quand on conserve le second membre p(x) e in’variable), ce qui nous per-
mettra d’obtenir de nouveaux résultats qui complétent certaines propriétés
des fonctions entidres. Ces résultats nous fournissent des inégalités beaucoup
plus avantageuses que celles bien connues de M. Borel.

Considérons la fonction croissante p(z). Si on ajoute a z la fonction décrois-
sante

1

log p(x) log, () ... logi p(z)

v étant un nombre entier aussi grand que Pon veut, mais fini, et « un nombre
supérieur a 1'unité quelconque, on trouve la fonction croissante

[=+ : =@
# log u(x) log, u(z) .. logs w(w) |

nous démontrerons que les deux fonctions wu(z) et f(x) sont du méme ordre
de grandeur. '

* Nous remarquons d’abord que la fonction f(x) est constamment (1) supé-
rieure 3 la fonction p(z), il nous suffit donc de démontrer 'inégalité

flx) < bu(z)

% étant un nombre quelconque supérieur a l'unité.

En effet, si cette inégalité n’était pas vérifiée quel que soit 9, pourvu qu’il
reste supérieur a 1’'unité, alors, & partir d’une certaine valeur de w, il existe-
rait un nombre 6 >1 tel que 'on ait

f(x) > bp(x)

pour une infinité de valeurs de z croissant indéfiniment.

Cette infinité de valeurs ne peut étre dénombrable, car, si &' est I'une de
ces valeurs, en diminuant 9, s’il est nécessaire, les fonctions f(z), p(z)- étant
continues par hypothese, I'inégalité serait vérifiée dans un petit intervalle
comprenant la valeur z'.

Nous nous contenterons de démontrer que linégalité f(x) > 6p(x) ne peut
dtre vérifiée pour les valeurs de x remplissant des intervalles dont la somme
soit infinie.

(1) Nous supposons toujours que la fonction p(z) est positive.
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L’inégalité en question peut s’écrire sous la forme

‘ ]
> 0. p{x).
*‘[“ 10§ (2 Iog, n(z) ... log: (@) )

a) Supposons d’abord, pour fixer les idées, que cette inégalité soit vérifiée

s

pour toute valeur de x & partir d’une certaine valeur z = x,.

Posons
Ty -+ ! =¥
log (2) logs 1(%) . . . log, ()
x ! = ¥y

+ ‘
' log w(w) logs w(z,) .. log, w(@)*

1
= wn 3
Tnt log (2y_s) logs w(ri) « .. log, #(@aa)*
ainsi d’aprés 1’hypothése faite
() > 0. u(zo)
wlag) > b.wl@)
w(as) > 6. px(xs)
(@) > 0. (@ s),
en multipliant, nous obtenons
(@) > 0"p(2y)
et, par conséquent, pour les logarithmes :
log w(z,) >nlog6
log; (z,) > log n
log, p(x,)* > log, ne.
Or
< %+ ! -+ ! -+
X,
"= 5T Tog ulw,) 1og, u(w,) .. log, w(@,F  log a(@;) 1og: w(a) -.. log, ula:)
A

-+ — .
log w(zn-1) 108 u(@n_y) ... log, u(w, )

En faisant tendre n vers linfini, et, tenant compte des inégalités précé-
dentes, on en conclut



2 1

1 fod
S g ey Toge w{eg) 1B, wzo | Tog 7 o4 mlog nlogs i login

3

« étant quelconque, supérieur & 'unité.» Comme la série (Série de Bertrand)
converge, nous avons finalement

<l a
a étant un nombte fixe aisé & calculer
Alors r(@) > p(xa) > 6"u(x,),

ce qui est évidemment absurde, puisque a est fixe et n peut étre pris aussi
grand que 'on veut.

b) 11 reste & examiner le cas ou l’inégalité f(x) > 6u(x) ne serait pas véri-
fiée pour toutes les valeurs de x.

Faisons parcourir & z les valeurs de 0 & o et soit #, la premiére valeur
telle que

f®o) 2 Ou(z,),

alors nous excluons de Vintervalle 0...00 tout intervalle (z,2;). Pour la valeur
20 deux cas peuvent se présenter : ou bien z% satisfait & 1’inégalité

fla})) < bp(z)),

ou bien il y a encore pour %, croissance exceptionnelle et dans ce cas je con-
sidéere la valeur
1

Xy = Ty + -
P log (@) logs (@) - . . log, w(a”

et ainsi de suite.
D’aprés ce que nous avons démontré dans le premier cas, nous sommes
strs d’arriver & une valeur de z ayant un indice fini vérifiant 1’inégalité

flz) < op(@),
aprés avoir construit les valeurs, en nombre fini, n= 1 par exemple,
Loy L1y Loy oo T

Nous excluons alors de l’intervalle total 0...00 Yintervalle (z,%.).
Maintenant partons de la valeur z. et soit zp la premiére valeur & droite
de z. telle que

f(zp) > 6u(xp)
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par les mémes procédés, on arrivera 3 une valeur ayant un indice fini vérifiant
de nouveau l'inégalité f(x) << o0p(zr) et on construira les valeurs
TPy, XPy1r TP42 ... TPy

Nous excluons l'intervalle total (zpZp ).

Continuant ainsi, supposons que nous ayons trouvé successivement et

exclu de l'intervalle 0...00 les intervalles /
("L'o Ty X, PPN wn)
(xp ZTpyy TP4o ... Trys)
(T ot Toip -0 Topu)

|

\

Il est évident qu’en dehors de ces infervalles nous avons toujours l’inéga-
lité
f(=) < tu(z),

par conséquent l’ensemble des intervalles exceptionnels fait partie de l'en-
semble des intervalles en question. ‘

Je vais démontrer que I’étendue totale de ces intervalles est finie. Voici la
démonstration analytique :

Nous avons :

1 1
+ ~+
log p(x,) ... log, p(z)* log w(xy) ... log, p(x
" 1
log w(x,_1) ... log, g(@n-1)*

(x42n) = (Tn— ) =

en tenant compte de I'inégalité
log u(x,) log, #(x,) .. log, w(x,) > log 0.n log n log, n ... log, 4 n%,

nous écrivons

2
ZyTn) <
(™) < Tog (s Tog, Wze) - 108, p(zaF
1 1 N 4 e
+ log o | 2log2log,2 ... log,_; 2° 3log3log:3...log,_; 3¢
1

+ = Dlog(n — 1) logs(n—1) ... log,_¢ (n — 4 °

De méme
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1 1
(wpzpps) = 2oy >+ TP = log u(zp) ... 16g, u(zp)? + log p(zpyy) ... Yog, p(zp_ ) +
1 - .
-+ log #(TPoa1) +o- log, p(:z:p_,_;_,)" '

Or
p(Tpys) > Bulze)

parce que la valeur zp_, est exceptionnelle, et comme
w(zp) >\P’(mn) > (), (zp > an),
on en déduit N
WP ) > ()
par conséquent
log w(zxps) logs plzps,) -- log, g_(xp_,_x)“ >logh.(n+))log(n+3)loge(n-+1)... log, i (n4+2}*
20,4, oy X1
Alors pour la longueur (ZP¥P42) mnous avons

1 1 1
log6 | nlogn ...log, 41 n? - (n+11log(n+1) ..log, {(n+11 +
1 )
+ — .
n+?—1)log(n+%r—1) . log, 1 (n+%1~+17° §

(-77P1'P+>\) <

Pour lintervalle (%%, «) nous avons :

1 i

a T -+
log w(,) ... log, u(x,) log Bl . . logy w(@, 1)
1

+
log W@,y nt) - .. 108y p{Tpy s o)

(B Toy k) = Lo — Lo =

On sait que
(@i > OFu(a,)
w(®,) > w(wpys) > () (x, > xp )
B(Zpopr) = 07K ).
Par conséquent
108 (%pi-1) 1085 1(Tpat) +vr 10g, 1(p4n)® > log 8.(n4-A+F) log (n-+)+k) ... log,_, (n+r4k)e
k10,1,2, ... k—1

On en déduit alors

1 1
(@) < tog & { (n—+ ) log (n=+X) ... log,_y (n+%)°
-+ 1
(n+r+1)log(n+r+1). .log s (n+i—+1p° -

1
_l._
(n+r+Fk—1)log(n+r+k--1). Jog_1(n+r+b—17
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On voit finalement que la longueur totale des intervalles exceptionnels

2
log p(z,) .. log, i)
1 1 + 1
logd | 2log2...log.. 27 = 3log3...log, , 3"

(xor,,) -+ (517PxP+7\) -+ (xprp-l—h) + -

— e s

el comme la série

N 1
; n log n logs n ... log,_, n® a>1 quelconque

converge, nous constatons que 1’étendue totale des intervalles exclus est bien
finie. Notre proposition est la suivante :
Etant donnés deux nombres 6, a positifs et supérieurs & 'unité quelconques
s’il existe des valeurs de x ne satisfaisant pas ¢ Uinégalité :
1

z -+ < 8.p/x).
® log p(x) loge n(x) ... log, u(x)? <0-pm)

w(x) élant une fonction croissante et positive quelconque, et v entier quelconque,
ces valeurs exceptionnelles remplissent des intervalles d’élendue lotale finie.
La longueur totale d’une suile d’intervalles exceptionnels situés & droite d’une
valeur z,-ne dépasse pas la .quantité

2 1 X 1
+ T 2
log wlry) log, pi{x,) .. log, wx)® log 6 4= nlognlog,n ... log,, n°

Py

3. On peut donner & ce théoréme d’autres formes qui,. peut-étre, dans

d’autres recherches, remplaceront avantageusement celle que nous venons de
démontrer.

Ainsi posons
w(@) = log f (),

f(x) est encore une fonction continue croissante et appliquons & la fonction
f(x) le théoreme démontré; alors notre inégalité prendra la forme

1
4+ — E
/(m logs f(z) logs f(x) ... log, [(x)* > </z)
Ce qui nous fait voir que la quantiié ! additionné

log, fi7) logs f x:i . . log, f(x*
& z n’altére pas Uordre de croissance de la fonction croissante f(x).

11 est évident que cette quantité tend vers zéro moins rapidement que la
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1 s . .
quantité W considérée par M. Borel ce qui, parfois, a des conséquences
intéressantes.
Posons encore p(z) = e®®

notre théoréme est encore applicable & la fonction ¢(x) et nous trouvons l'iné-
galité

1
T+ : < e~+o(r
<P< olx) log i?(.lf) logz o) .. k’gv ola)e > cg( )’

¢ étant un nombre positif quelconque.
Il est & peine nécessaire d’ajouter que ces résultats sont plus avantageux
que l'inégalité

\
p(x }og e >< p(x)*, 0 >1 quelconque

de M. Borel.

Application aux fonctions entiéres

4. Nous allons maintenant voir comment le théoréme que nous venons de
démontrer nous permet de compléter, sur certains points, les théories clas-
siques sur les fonctions uniformes pour obtenir des résultats plus avantageux.

Soit M(r) le module ‘maximum d’une fonction entitre

fla) = o0+ a;t+ ape? 4+ - - @, 1™ + -

En dehors du théortme classique de Cauchy exprimé par les inégalités

M(r)
Pom | <——
nous avons une autre relation en sens contraire, entre M(r) et le module des
termes de la série qui définit la fonction f(x).
C’est la proposition suivante
Si nous avons les inégalités

fam | o™ < p(r),
le module M (r) marimum de la fonction f(x) = Za.t™ salisfait & Uinégalité

1!1("1)

M(r) < 2r)

avec r, >r et quelconque.
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Py

Nous prenons r, = r-- et nous appliquons & la fonction wu(r) le

log ()
théoréme de M. Borel exprimé par I'inégalité

H(l’—i- -Egt(—x)) < w(r)t+ (¢ >0 quelconque)

nous arriverons facilement & l'inégalité asymptotique
do(r) < plryi
satisfaite pour toutes les valeurs suffisamment grandes de r, sauf, peut-étre,

quelques intervalles exceptionnels d’étendue totale finie.
Mais si nous posons

1
-+ 2
log wu(r) log, u(r) ... log, w(r)*

Ty =7

@ >1 quelconque,

en vertu de notre inégalité
w(r) < éu(r), 6 >1 quelconque,
nous aurons la relation asymﬁtotique
Mo(r) < 0.u(1){1 + rlog u(r) log, p(r) ... log, p(r)t+a] (¢s > 0 quelconque)
ce qui nous donne l'inégalité beaucoup plus avantageuse
Mo(r) <1 p(r) log w{r) log, p(r) ... log, pir)'™= (e > e)

et nous arrivons ainsi & I’'énoncé suivant.
Si les coefficients d’une fonction enliére

[l2) = 0y +a,x + ax? + - - 4 0,2™ +

satisfont ¢ Uinégalité

lan | < H(;‘) i
.
a partir d’'une valeur de | 3| =r, ot p(r) est une fonction quelconque crois-
sante posilive et continue, en désignant par m(r) le module mazimum de la
fonction entiére pour |z |=r, Uinégalité
) Mor) < rp(r) log u(7) log, p(r) . . log, pir)t+*

scra satisfaite pour une infinité de valeurs de r croissant indéfiniment, v étant
un nombre entier quelconque et & positif et quelconque.

5. Nous pouvons encore complétier ce résultat et en obtenir un autre plus
avantageux. Voici comment :
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Considérons, avec M. Bémoundos (1), une fonctions q(r) croissant plus vite
que toute puissance finie de r. Une telle croissance sera dite ({ranscendante
puisque son ordre d’infinitude par rapport & r considéré comme infiniment
grand est infini. La croissance de g(r) étant transcendante, le rapport g(r) : r™

tend vers l'infini pour chaque valeur finie de m. D’autre part, la fonction ?(:)

est croissante pour toutes les valeurs de r qui satisfont a 1'inégalité

[q(:) ' rg(n) -,—TT:T"‘"q(r; >0
r 7
ou bien ’

rq'(r) > m

q(r)

/
Nous appelons la quantité wil) ordre de la croissance de la fonction crois-

q(z)
sante q(r) suivant la terminologie de M Rémoundos.
La série a, + a0, + a,2> + 4+ a,2™+ qui définit la fonction f(z) con-
verge uniformément dans tout cercle | z | < r, alors, si nous posons

Bm(x) = oy 1" - @,y ox™ 2 +

& tout nombre ¢ positif, nous pourons faire correspondre un entier p tel que
pour m = p et pour tous les points du cercle |z | <r, on ait I’inégalité

| B, (2) | <e

la quantité p = «(r, ¢) dépend évidemment de |z | et du nombre ¢ et dépasse
toute quantité (autrement la fonction f(z) ne serait qu’'un polyndme).

Elle peut s’appeler caractéristique de la convergence uniforme de la fonc-
tion f(z). Supposons maintenant que, a partir d’une valeur de 7, nous ayons

ﬂ—)—- >Sar e)+0

Q)
0 étant un nombre quelconque et supérieur a 1’unjté
*Jors aussi grand que soit r, nous pourons toujours définir un nombre u
cniier tel que

7¢'(r)
q(r)

> > afre).

(1) Comptes Rendus, t 170, p 831, 6 avral 1920
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La fonction sera pour ™ X w-croissante & partir de la valeur 1, et, en

méme temps pour m = i et pour toutes les valeurs de |z|=r, nous aurons
P’inégalité

| Bm(z) | <.
Cela étant, I'inégalité
I A | < )
peut s’écrire a fortiori
(r)
| an | < u(r) L
ou encore
q(ry)
bam | < p(r)—;—m— pour m << p
1
et r, > r et quelconque.
J’écris
[{&) = 0y + a1z + a2* + -+ + a,a* + Ry(x)
et je prends les modules des deux membres pour | z|=r.

ffE) | <teay'+lalr+la|r®+--+ a. v+ | R(x)].

En tenant compte des inégalités précédentes (qui sont bhien valables pour
<u), on en déduit

| f(2) | < u(r) m[1+—+(i)’+ +( )]+

¢

ou bien

I (=) | < w(r)g(ry)

T r \? 7 \* i
1—+———+—(— + —i—-~§—+—e
L 7y LY

| £(2) | < u(r)g(ry) -

ou encore

7y ‘e
—

Maintenant, j’utilise notre proposition fondamentale en prenant

1
M g om0 - Teg gGy (1 aueleonque)

ct je trouve
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| F@) | < 0u(r)g(r)[4 + 7 log g(r) logs g(r] ... log, g(r)] +¢ (8>>1 quelconque)
ce qui peut s’écrite
P /(@) | <7u(r)q(r) log q(r) log. 9(r) log, ¢(r)’ avec 3>a
Nous obtenons donc le théordme suivant :

Soit
/‘(1’.) = 4a, +(71.’D——+——a2x2 B ) N LIPS Y

une fonction entiére, et considérons la fonction majorante relative a f(z)
Molr) = [ 05 |+l a [P ]| e | am | 7o
Si, a partir d’une valeur de r, nous avons l'inégalité
| | am | 7 < u(r)

la quantité W (r) a partir d’une valeur de r satisfait a U'inégalité

(2) Mo(r) < rpx(r)q(r) log g(r) logs g(r) ... log, g¢(r)
3> 1 quelconque, q(r) étant une fonction @ croissance {ranscendante, dont
U'ordre dépasse, a partir d’une valeur de r une caractéristique de la conver-
gence uniforme de la série Zamx™ qui définit la fonction f(z), d'un excés
supérieur a l'unité. ’ '

Critique de ce résultat. — L’avantage fourni par la formule (2) substituée
a la place de I'inégalité (1) consisle en ce que nous fait, en choisissant con-
venablement la transcendante q(r), gagner en grandeur, et méme, si q(r) est &
croissance typique, nous gagnons en régularité, a cause de I’absence des inter-
valles exceptionnels, ce qui est quelquefois un avantage considérable.

. 6. Considérons la fonction f(x) = Zamz™ et posons
x = r(cos 8 + 1 sin 6), am = Ay —+ thy,
nous aurons
f(z) = P(r, 8) +1Q(r, 8)

si A(r) désigne le maximum des valeurs positives de P(r,6), lorsque, r étant
constant, 6 varie de 0 & 2=, et B(r) le maximum de valeurs positives de
— P(r, 6) pour r constant et 6 variable, nous pouvons établir, en nous servant
toujours de I'inégalité

1
wt r +
< log (r) logs p(7) ... log, u(rp

) < 0 pir) [, 8 >1 quelconques]



jes formules suivantes

Mo(r) < rA(r) log A(r) ... log, A(r)t™
Molr) < rB(r) log B(r) .. log, B(r)t+: (e >0 quelconque

JM(r) étant le module maximum de la fonction f(z) pour [z] =7r

Complément d’un théoréme classique de M. Hadamard.

7 Désignons par f(x) la fonction entidre et JAb(r) le maximum de son
module pour | z|=r, nous supposons que la fonction M(r) vérifie pour toute
valeur de r 'inégalité

Mo(r) < e+
w(r) étant une fonction donnée

Si n est le nombre des zéros de la fonction f(x) dont le module est infé-

rieur 4 r, nous avons (1)

w(r)

"< log r — log r,

Considérons une fonction ¢(r) croissante quelconque qui croit plus vite que
log r, alors nous aurons

o(r)

n < ur) logr —logr,

r. étant le module de la n*m¢ racine a. de la fonction f(x).
Nous avons a fortiori

o(r1) (3)

n < w(r) log ry —log r,

ou r; est plus grand que r et quelconque.
Je prends
1

Ty = T+ ——log (P(Tn)a'

(x >1 quelconque)

Ty . 1 _ ( 1 )
e T S Tog e BT les T = los U

(1) Otto Blumenthal Principes de la theorie des fonctions entidres d’ordre infini, 1910, Gauthier-Villars, p 46
3



et comme
1
_— 1
T 10g o(r,)* <
on en déduit
log r, — log r 1 —_ 1
s g™ > 7y, log o(r,)* 73 log ¢(r,)*

1 s .

log r, — log r, > T iog ot
d’autre part, conformément & notre théoréme,
(1) < 0.0(ry) (6 >1 gquelconque)
et I'inégalité (3) devient finalement
n < Op(r)e(ra)2r; log lry)*
ou bien
n < r2u(r)ery) log o(r, )2t e >0 quelconque
Je signale que s’il existe une suite d’intervalles exceptionnels commen-

cant par r,, par exemple, leur longueur totale ne dépasse pas la quantité

2 N 1
log ¢(ry)* log 6*

Nous sommes arrivés & 1’énoncé suivant :
Si pour |z|=r, nous avons l'inégalité

[ f(z) | < e

le nombre n des zéros dont le module ést inférieur ou égal & r vérifie I'inéga-
lité suivante
n < riu(r)y(r) log ¢{r)**

e étant un nombre positif et quelconque, et ¢(r) désigne une fonction crois-
sante arbitraire assujettie a la condition de croitre plus vite que log r.

S’il existe des intervalles exceptionnels leur longueur est négligeable.

Cette inégalité est beaucoup plus avantageuse, elle nous fait gagner en
grandeur et en régularité, cela dépend de la fonction ¢(r).

8. Soit une fonction croissante quelconque p(r) et wn nombre v entier et
gquelconque, la fonction
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o(x) = llog, w(x) =+ logs w(x) =+ -+ + (1 +¢) log, p(2)] (¢ >0 quelconque)

1
est visiblement décroissante.

Si alors on considere la fonction décroissante o(x) qui décroit moins vite
que la fonction 9(x), nous aurons 3 partir d’une valeur de «

o(x) > o(z)
ou logs ¥(2) - o(x) > log, w(z) + log, @)+ - + (1 —+¢) log p(x)
log u(x)°@) > log; p(z) - logs m(x) --- log, H(z)+*

par conséquent

1 1
“[”” * Tog g(w)"(w)] <w [“” ™ Togs (@) logs p(@) - log, n(z)+ ]

et, en appliquant notre inégalité établie au début de ce travail, nous aurons

+L
)+ g | <

Si la fonction décroissante o(x) décroit moins vite que

log, p(z) +log, u(x)+ - == (1 +¢) log, w(z)
log; 1(x)

w{x) étant une fonetion croissante quelconque, Pinégalité

H( log w(@)°@) > < pa@)'™ (¢ >0 quelconque)

est wvérifiée partout, sauf, peut-étre, quelques intervalles exceptionnels
d’étendue totale finie.




CHAPITRE 1I

CROISSANCE DE LA DERIVEE D’UNE FONCTION

CROISSANTE ET POSITIVE

1. Nous allons établir une relation intétessante qui existe entre une fonc-
tion positive croissante et sa dérivée, plus précise que celle de M. Borel, donnée
dans son mémoire « Sur les zéros des fonctions entiéres ».

Considérons une fonction croissante et positive p(2) ; alors la fonction
log,u(x) est aussi croissante, v étant un nombre entier quelconque.

Supposons que, & partir d’'une valeur z =z, dans V’intervalle z,...x,, T’on
ait ‘

[log, (x)]) > log, p(x)++= (¢ >0 quelconque)
ou bien
w(x) > w(x) log u(zx) log, v(x) ... log, p/x)i+e

L’intégrale

~ du(w)

—_— =, —ux,
e) e

2

en vertu de V'inégalité précédente, donne

~ Z4 dy.(.’x,') _ ] [ —a]zo
1% <f w(z) log p(z) ... log, #(x)+  « log, () 2

ou bien

1

B % < Tog, wlaoF
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1
a log, u(x,)* ’
quent, doit é&tre considéré exceptionnel, puisque a étant donné quelque petit

donc Yintervalle z, — x, ne peut pas dépasser el, par consé-

1
ue soit, on peut convenablement choisir z, de sorte que ————— soit
1 P ' 19 2 log, w(a,

inférieur & un nombre aussi petit que 1’on voudra.
Nous avons la proposition suivante :
Si p(xz) désigne une fonction croissante quelconque (positive) U'inégalité

#z) < w(x) log u(x) log; u(z) ... log, »(z)'**

est satisfaite & partir d’une valeur de z, sauf, peut-éfre quelques intervalles

by

exceptionnels a étendue totale inférieure &

1

a log, p(&,)*
a étant un nombre positif et quelconque et v un entier quelconque aussi grand
que l'on veut, mais fize.
La subtitution de la fonction croissante log,u(z) & n(z) constitue le point
principal de cette méthode.

Fonctions et dérivées

2. En m’appuyant sur le résultat ci-dessus obtenu, je puis maintenant
compléter la relation classique qui existe entre le module maximum Jb(r) d’une
fonction entidre f(z) et celui M,(r) de sa dérivée f(z) pour |z | =r.

Considérons un rayon r’ > r et écrivons 'intégrale de Cauchy

1 (_f@) .,

2mi (' — z)?
Crt

=) =

ol o' | =7,

Prenons les modules

Moy (r) < -2% M_(T')—QM’ = Mb(r)

=y =)

et maintenant pour trouver une inégalité valable entre les quantités () et
Mo, (7), posons

1

r=ret log Mo(r)=

(¢ >>1 quelconque)
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alors tenant compte de l'inégalité

No(r') < 6 - Mo(r) (6 >>1 quelconque)
nous obtenons

Moy(r) < 0 Mo(r)[1 + r log M(r)*] log Me(r)*,
c’est-a-dire
Moy (1) < rdo{r) log Ab(r)2+
¢ étant positif et quelconque.

Voild un résultat plus avantageux que celui de M. Borel.

3. Considérons la fonction majorante relative & f(x)
Fdo(r) [ =J oy |+ ]a|r+]a]r+ -+ om]rm+
nous avons
[AET<lea | +2]afr—+ - ~4mfon|rmt -
c’est-a-dire
() | < /()
Et puisque
M'(r) << Mo(r) log Mo(r) logs Mo(r) ... log, dblr)i+= (¢ >0 quelconque),
comme nous ’avons démontré plus haut, pour la crpissance de la dérivée

d’une fonction croissante et positive, on en déduit

| £(2) | < Mo(r) log Ji(r) logs fb(r) . - . log, M(r)'+
Or

o) < p(r)g(ry+
q(r) étant une transcendante qui croit plus vite que toute puissance finie de r

et u(r) une croissante quelconque telle que

[ am | mm < ()5
par conséquent

ooy <o [ 100 £

log l“l-i—(1+e) lo gq(’")]g

log, Mb(r) < logs u(r) log {7}

+ r—————
logs p(r)

Nous aurons donc finalement la relation asymptotique
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| F@) | < w(r) log u(r) loga 1(7) . .. log, u(r)i*+eq(r)!+
a, ¢ étant des nombres positifs et quelconques.

Nous avons le théoréme suivant qui compléte 'inégalité précédente pour
le méme sujet établi.

Soit une fonction entiére
—f(z) | = a,+ a,0 + a2+ - 4 AmT™ + - -
si nous avons
foom | 77 < 1(r) fa|=r.
Le module Moi(r) mazimum de la fonction f'(x) satisfait a U'inégalité
Moy(r) < 1(r) log p(r) log, u(r)t+oq{r)i+;

a, & sont positifs quelconques, v aussi grand que l’on veut, mais fixe et entier,

by

et q(r) une fonction & croissance transcendante.

S’il vy a des intervalles exceptionnels, leur étendue totale est négligeable.
Nous pouvons encore aller plus loin.

4. Je réussis & remplacer l'inégalité démontrée par la suivante :
Mor(7) < w(r)q(r)t+e (e >0 quelconque)

dans laquelle ne figurent plus de facteur logarithmique de la fonetion p(r).
Voici la démonstration

Je pars de la relation
Moy(r) < Mo'(r)
qui peut s’écrire
Moy(r) < Loy | 2] @] 7243 ] a0 | 14 om | am | Pt

d’autre part

) < 20 <y 20

rm

et & fortiori

r
| am | < 0(r) 1(—,;)—
Ty
avec r, >r et quelconque, -%E—?— étant une fonction croissante a cause de la

nature de la fonction q(r).
Par conséquent, nous avons
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1 2r 3r? mrm—!
.Mb‘(r) < (J.(T)q(ﬁ) -77.*’“7{ —+ 7 -+ -+ o -+

= w(r) zi—t‘l[i +2<r%> + 3<%>2+ e m(—%)m-i%— ]
= L (525)
ou bien

Mol < ()

ou la nouvelle valeur r, ne figure plus dans le facteur wu(r).
En prenant

1
"E T Tog u(ry (>1 quelconque)
et appliquant le théoréme
w(ry) <op(r), 6>1,

nous arrivons a l’inégalité’asymptotique
Moy(r) < (r).89(r) + r log q(r)*] log g(r)*
ce qui nous donne
oy (r) < rpa(r)g(r) log q(r)*** (¢ <0 quelconque)
qui peut bien se mettre sous la forme
Moy(r) < w1 )q(r)+

puisque le rapport g(r): : rlog q(r)*** tend vers 'infini.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :
Soit une fonction

f(®) = ay 4+ 0,2 + a2 4=+ 4~ anx™ 4 -
avec
| o ) 1™ < wr).

si on considére une fonction q(r) quelconque & croissance transcendante, le

module maximum fMu(r) de la dérivée f'(z) satisfait & partir d’une valeur de r &
U'inégalité suivante :

Mo:(r) < ru(r)q(r) log q(r) ***
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¢ étanf un nombre positif quelconque, avec, peut-éire, une suite des inter-
valles exceptionnels dont Uétendue totale est finie.

Si la fonction q(r) est & croissance typique, il n’existe pas d’intervalles
exceptionnels 3 partir d’une valeur de z et notre inégalité nous fait gagner
en régularité. D’autre part si q(r) est d’ordre de grandeur inférieur & p(r) nous
gagnons encore en grandeur, ce qui est un avantage considérable quelquefois.




CHAPITRE 111

QUELQUES PROPRIETES GENERALES DES FONCTIONS

CROISSANTES ET POSITIVES

1. On sait que, étant donnée une fonction croissante et positive u(x),
I'inégalité
x -+ ! .

log p(z) log, p(z) ... log, u(x)*

I

(') < 6. p(x) =

6, a étant des nombres supérieurs & 'unité et quelconques, est satisfaite pour
une infinité de valeurs de x croissant indéfiniment sauf, peut-étre, des inter-

valles exceptionnels négligeables. Autrement dit o
1

log w(x) log, &) ... log, #(x )

croissance de la fonction croissante p(x).

L’addilion ¢ x de n’altére pas Uordre de la

2. Le théoréme ci-dessus énoncé suggere le probléme intéressant suivant :

Chercher—les quantités m(z) les plus générales possible, indépendantes de
la fonction donnée w(x) dont l’addition a x altére ou n’altére pas la croissance
de la fonction u(x).

J’ai entrepris des recherches dans cette voie, encouragé par M. Hadamard,
et j’ai pu obtenir quelques résultats que j’expose ici et qui donnent une idée
du probléme général que je signale.

TrftoriMmE I. — Pour toutes les fonctions croissantes o(x) satisfaisant a
Uinégalité o(x) > z* (e >0 quelconque) & partir d’une valeur de z, Uaddition
& x de toute fonction m(z) croissante telle-que m(x) > e™ (@ partir d’'une cer-
taine valeur de z) altére Uordre de croissance de la fonction donnée.
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En effet, si on suppose que ’addition & z de la guantité m(z) n’altére pas
Tordre de la croissance de la fonction ¢(z), alors, étant donné un nombre A
assez grand, mais fini, & partir d’une valeur de # = z,, nous aurons I’inégalité

o(x + m(x))

da
Posons
T, 4= m{wy) = 2
Ty A= m(Lrf =
Lot + M(Tpy) = Ty
alors

¢(21) < Ag(zo)
o(@2) < Ag(w4)
‘;’(‘L‘n.) < Ac.o'(-%‘n;a
par conséquent
e(z,) < A”¢(x) ou bien log o(x,) < v log A -+ log o(x,). %)
Or
Tp = Ly M(Ly_y) D> €t alors @(Zn) > g(e%n—1) > (ePon1)

mais
PTny = pX, + pln— 1)m(x,)

parce que la fonction m(z) est croissante et ¢ un nombre positif; nous avons
donc finalement

log ¢(,) > o, +p(n — 1)m(2,) 5
en tenant compte de l'inégalité (4) on en déduit
n log A + log ¢(z,) > px, + p(n — 1)m/x))
et si nous faisons n tendre vers l'infini nous obtenons
A > ef(%0)

ce qui est absurde parce que nous pouvons, aussi grand que soit A, choisir la
valeur z, de sorte que la quantité . soit plus grand que A, étant donné
que la fonction m(z) est croissante.
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Notre théoréme est donc démontré.

Tratoriime II. — Pour toute fonction ¢(x) croissante et positive qui croit

moins vite que & nous aurons l'inégalité
o[z + m(z)] < 6.9(x),

vérifiée constamment & partir d’une valeur de z, 8 étant un nombre supérieur
a l'unité et quelconque, et m(x) une fonction décroissante quelconque.
Supposons que, a partir d’une valeur de = z,, 'on ait I'inégalité

o[-+ m(x)] = 6.9(x).
Nous posons toujours
x; + m(x;) = x4, 1=0,1.2,.. ,n—1
et nous aurons les inégalités suivantes :

o(z,) > 6.99(%),
‘P(xz) >0 ~‘?(x1) s

@(mn) > 6. CP(xn—1) .

et en multipliant
o(zn) > 0™9(z,),

et, puisque ¢(z) croit moins vite que ., on en déduit
axa > 0%0(x,),
a étant une certain nombre positif.
Or Zn = Lo + M(x,) + m(x,) + -+ M(Tn-4),
et comme m(z) est décroissante nous aurons

Tn < 2o + n.m(x,),
alors
al z, + n.m(x,) ] > 6"(x,),

ce qui est visiblement impossible puisque le rapport
0*.9(x,) 1 af[xo 4+ n.m(z,) ]

tend vers l'infini avec n, par conséquent l'inégalité
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ol + m(x)) < 0.9(x)
est constamment vérifiée & partir d’une valeur de z.
TrEoRLME III\. — Une fonction ¢(x) croissante et positive telle que
log «(») < azx,
a étant un nombre positif quelcon&lue, satisfait constamment a l'inégalité
o(z +m(x)) <9.9.(2),

& partir d’une valeur de x, 0 étant un nombre supérieur & l'unité, quelconque,
et m(z) une fonction arbitraire décroissante.
Supposons que l'on ait

¢z + m(z)) > bo(x)
& partir de la valeur z = x,,
et posons
T4+ m(r) = Loypts i=0,1,2, .., (n—1),
NOus auTons ’
@(Lips) > 09(x,), i=20,1,2, ..., (n—1).
En multipliant :

o(xa) > "9(x,)
ou
log o(aw) >nlog 6-+log (&),  (log 0> 0);

mais par hypothese

log ¢ (22) < aza < a(x, + n.m(x,)), (a>0),
alors
n log 8+ log ¢ () < az, + an.m(x,),

faisons n tendre vers 1”’infini nous obtenons
log 6 < gm(xo)

ce qui est absurde puisque log ¢ est un nombre positif et m(z) une fonction
décroissante; alors on pourra parfaitement choisir z, telle que am(z,) soit infé-
rieur & une quantité positive aussi petite qu’elle soit.

Notre proposition, qui comprend la précédente comme cas particulier, est

donc¢ démontrée.



—_ 3% —

3. Le théoréme que nous venons de démentrer est susceptible d’une géné-
ralisation intéressante.

Considérons, en effet, toutes les fonctions croissantes et positives vérifiant
P’'inégalité
o(x) << e (a >0 quelconque)

alors notre proposition précédente est appliquable aux fonctions log ¢(z) et on
aura & partir d’une valeur de = = z, l'inégalité

log oz + m(2)) < (1+¢) log o(x),

¢>0 quelconque et m(x) étant une fonction décroissante quelconque.
Cette inégalité peut s’écrire de la fagon suivante :

ol + mz) <o(z)' ™

Nous avons donc établi le théoréme suivant, concernant une classe trés
générale des fonctions croissantes.

Tuttortms IV. — Considérons toutes les fonctions croissanles et positives
o(x) qui croissenl moins wvite que la transcendante e¢” a étant positif et
quelconque, l'addition a x d’une fonction positive et décroissante quelconque
n’altére pas Uordre de la croissance,de la fonction donnée.

Il n’en est pas de méme pour les fonctions ¢(z) qui satisfont & 1'inégalité

eaz
o(x) < et
.
pour ces fonctions nous avons

o(x + m{z)) < ello8 o'+

¢ >0 et quelconque et m(z) une fonction décroissante.

Pour I’établir nous n’avons qu’a appliquer le théordme précédent aux
fonctions croissantes log ¢(x).




DEUXIEME PARTIE

CHAPITRE 1

YNE CLASSE DE FONCTIONS TRANSCENDANTES

ET SES VALEURS DITES EXCEPTIONNELLES

1. Une fonction u= a(x) algébroide, ayant v branches, entiére, satisfait
3 une équation de la forme

(8) fim, u) = w 4= Ay(z) ™t 4+ Ay(zjur -+ A (R)u+A 1) =0

ot A(x), Ay(x), ..., A(x) désignent des fonctions uniformes de

x.
Considérons la fonction u= a(z) définie par cette équation
u =u, telle que Véquation

et une valeur
Y = ofx)

n’admette qu'un nombre fini de racines; et -alors il en sera de méme pour
I’équation

f(x, u,) =0.

Une telle valeur de u doit étre considérée ~ comme

parce
M. Rémoundos 1’a démonitré dans son mémeoire « Sur les zdéros d’une classe

exceptionnelle,
que leur nombre est fini et jamais supérieur & 2v, linfini compris, comme
des fonctions transcendantes (1) ».

(1) Thése, Gauthier-Villars, 1906, et Annales de fa Farulié des Saences de Toulomse
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2. Deux valeurs u,, u, de u seront dites équivalentes si le rapport
j(xy u’l) :f(xy uz)

est une fonction rationnelle de . Si I'une de ces valeurs est exceptionnelle,
I'autre I’est aussi. Nous verrons que cette notion sera utile pour ce qui va
suivre

3. J’étudie une classe de fonctions multiformes u= a(x) qui sont définies
par une équation de la forme (5), en supposant qu’il n’y a aucune relation
de la forme

R(Co A"'(x)) = 0: (C):

R étant une fonction algébrique par rapport & A«z) et & coefficients constants.
C’est-a-dire je suppose que les fonctions A,(z), Ax), ..., Ax(z) ne sont liées par
aucune relation algébrique par rapport a AJx), dont les coefficients sont cons-
tants. 11 peut y avoir de telles relations avec des coefficients fonctions de =,
mais non constants

Cette condition sera mentionnée au cours de ce travail par l’expression
condition (c).

Nous nous bornerons pour fixer les idées au cas ol 1'ordre des coefficients
Ay(x), Ax(z), ..., A(x) est fini. Soit ¢ le plus grand des ordres de ces fonctions,
alors lU'ordre de la fonction algébroide u = a(x) en question sera o. B'une fagon
plus précise, sidb(r) désigne le module maximum d’une branche quelconque
de a(z), on démontre que l'inégalité

Mo(r) < et jz|=r (e > 0 quelconque)

est satisfaite & partir d’une certaine valeur de r, et que 1’inégalité

Mp(r) > ed™

sera satisfaite pour une infinité de valeurs de r croissant indéfiniment.

Je vais démontrer que le nombre N des valeurs exceptionnelles des fonc-
tions a(x) en question ne dépasse jamais v+ 1 U'infini compris.

Nous remarquons que Vinfini et toutes les valeurs de u pour lesquelles
f(z, u) est un polyndme, sont bien des valeurs exceptionnelles.

Ces valeurs se calculent algébriquement puisqu’elles ne dépendent pas de
la nature des transcendantes figurant dans 1’équation (5).

Leur nombre ne peut pas dépasser v—1, puisque, autrement, la résolu-
lution des équations
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[(x, u) = Bx) 1=1,2,3,...,v

{£.(z) étant des polyndmes par rapport a x), par rapport & A,(z), A,(), ..., A, (z)
serait possible et ces fonctions seraient toutes des polynomes, ce qui est absurde,
parce que une au moins est supposée transcendante.

Envisageons donc le cas ou le nombre de ces valeurs, que nous appel-

lerons, avec M. Rémoundps, valeurs (E), est v—1. Soient u,, u, ..., w1 ces
valeurs. Je démontre que le nombre de toutes les autres ne dépasse jamais 2
lorsque toutes les fonctions A.(x) ne sont pas des polyndmes.

Supposons le contraire, et soient %, %41 deux telles valeurs.

On aura les relations suivantes :

fx, uy) = o\()
[z, ug) = go(x)

f(z, u,_1) = o, 4(x)
flz, u) = (pv(x)eQV(z)
f(ms u'v+i) = ?v+1(m)er+‘(‘z)
(@), ezh ., e () et Qux), Quiulx)  étant des polyndmes, les

secondes au lplus de degré égal & ¢ En éliminant les coefficients A,(x),

As(ax), » AJSx) entre ces v+ 1 équations (ce qui est toujours possible) nous
arriverons a la rélation suivante :

(6) M9s(@) 4+ hega(@) +  + Napua(®) + )w‘?v(w)erl‘T) -+ 7\V+1?v+1(a’))eQ"+‘(x’ =2

avec

1 7% S 74

Uy u? u} 1w us cee o uy

Uy u3 uy

A= . . X = 1 v, u2, Uyg |
1wy uig -t
1 U Uiy L. Uy
’ 1wy ulyy ... Wiy

Une telle relation est impossible. Voici la démonstration :

1° 8i le terme algébrique, celui qui n’a pas d’exponentielle,

v—1

A —2‘)‘1?!(‘”)
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est différent de zéro, Vimpossibilité est visible, puisque les polyndmes Q.z),
Qi++(%) ne sont pas des constantes, & cause du fait qu’aucune des valeurs .,
%,,1 n’appartient, par hypothdse, & ’ensemble (E).

2° Le terme algébrique est nul.

Nous allons démontrer qu’il n’y a aucumne réduction qui puisse avoir lieu
dans les termes exponentiels. Or, cette réduction arrive dans le cas ou il y a
des termes exponentiels dont le rapport est um polyndme (ou fonction ration-
nelle de z), il nous suffit donc de vérifier que la différence  Quz) — Q,44()
ne peut pas étre constante.

En effet soit Q,(x) — Q.+1(x) = ¢ (constant). Considérons le rapport

wE) = fg“l>

qui ne peut pas étre constant, autrement il y aurait une relation entre les
coefficients A.(z) (linéaire et homogéne) algébriques a coefficients constants de

la forme

¢ :vchA{(ac )
1

ce qui est contradictoire avec I’hypothése faite (condition c).
Les relations

f@, w) = o(2)e¥®)
[(25 i) = gy pa(@)e Qe
en vertu de Didentité Q.%) — Q,+i(x) = c nous donnent
(W) — p(jw ] + AV — plE)wid] + -+ AV )[4 — u(x)] =0
ce qui peut bien se présenter, car les eoefficients
ul — p(Tiul G=0,1...,v)

ne sont pas constants.
Cela étant ainsi, je considére le systéme des v équations en A,, A,, ..., A,

V=AY e A (T, + AfT) = 9 () i=4,2,..,v+-1
7 fuy — (o] + At + {oywzl] + .- +A —p(x ] =0

dont la résolution est parfaitement possible parce que



u)-! w2 ... u, 1
uy? uy~? ces Us 1
Alx) =
e w2 .. U,y 1
:
Wt — (s W - p@w . . w— e A — ()

est essentiellement différent de zéro, a cause de la relation
w(z) 7% constante

qui nous éxprime que p(x) ne se réduit pas & une constante

Alors cette résolution déterminerait les fonctions A,(z), A,(z), ..., A.(2),
toutes comme fonctions algébriques (d’ordre inférieur a o), ce qui est imiaos-
sible, puisque 1’'une au moins de ces fonctions est transcendante.

Donc la différence Q.z)—Q.+4(2) n’est pas constante et par conséquent
I’identité (6) est impossible).

Notre proposition s’énonce de la facon suivante :

Etant données v fonctions uniformes

Al(w)y Az(x), [ERS} Av—'ﬂ(w)v AV(IL‘),

non liées par aucune relation algébrigue & coefficients constants, toute algé-
broide u= a(z), & v branches, définie par I'équation

w4+ Ay (w4 Ay(z)um - + A y(x)u +Afx) =0

prend, dans le domaine de Uinfini (qui est le point essentiel) toutes les valeurs
sauf, peut-étre, v+ 1 Uinfini compris.

St le nombre de ces valeurs exceptionnelles est supérieur & v+ 1, la fonc-
tion u = a(x) n’est pas transcendante, elle est algébrique.

4 On peut donner, de ce théordme, des généralisations analogues a celles
que M Borel a données pour les fonctions entidres ou méromorphes, en indi-
quant la relation qui existe entre I’ordre de la transcendante algébroide con-
sidérée u = a(x) et ’exposant de convergence de la suite de zéros de ’équation

a(x) = A,
A étant une valewr non exceptionnelle.

Nous axons -donc :
L’expasant de convergence de la suite des zéros de U'équation

a(x) = A
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ne saurait étre inférieur & U'ordre de la transcendante algébroide u = a(z) pour
plus de v+ 1 valeurs de la constante A, Uinfini compris.

5. Jusqu’ici nous avons supposé que les .fonctions A, (x), Ay(z), ..., A, (x)
étaient d’ordre fini.

Mais grice au théoréme général de M. Borel (Acta Mathematica, 1897, t. 20)
le théoréme «que nous venons d’établir s’étend au cas plus général d’une trans-
cendante a(z) quelconque d’ordre infini.

Nous avons ainsi’ le théoréme suivant :

Considérons v fonctions uniformes

A(), Ax(®), ..., Avalz), AY)

non liées par aucune relation algébrique & coefficients constants et la transcen-

dante algébroide u = a(x) définie par U’équation

flz, ¥) = w4+ Ay(x)u™ + Ap()w 2+ - +Af2) =0

Soit 7
f(@s u;) = Pya)el®

u; élant une certaine valeur de u, et e™" le plus grand des ordres de gran-
deur de tous les coefficients Aiz), il n’y a pas plus de v+ 1 valeurs de u (U'infini
est compris) pour lesquelles Pi(zx) croissent moins vite que e, = étant un
nombre positif et quelconque.

6. Je profite ici de ’occasion pour faire quelques remarques concernant
quelques points de la théorie du nombre.
Considérons un polyndme

ox) = a* + a ¥ 4 - +a, x40,

dont les ‘coefficients a,, a,, ..., ax. ne sont pas tous des nombres algébriques.
Soit une équation de la forme

p(x) = Ae®

les nombres A, « étant algébriques.
Le second membre de cette équation sera, conformément au théordme de
M. Lindemann, un nombre transcendant quand « est différent de zéro.
Généralement, les racines d’une telle équation sont deé nombres transcen-
dants et une équation de cette forme admettant des racines algébriques doit
étre considérée comme exceptionnelle.
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Appelons E I'ensemble des valeurs algébriques de 2 pour lesquelles o(x)
est un nombre algébrique, E’' l’enserfible de valeurs de z pour lesquelles ¢(x)
prend la forme Ae®* (A, « étant algébriques et différents de zéro).

Deux valeurs de x : x, et x, seront appelées éguivalentes lorsque le quotient

(@)  oxz)

est un nombre algébrique; il est-évident que si 1’une des valeurs x,, z, est
exceptionnelle, 1'autre l’est aussi.

Soit E, I’ensemble des valeurs E’ non équivalentes.

Dans ces conditions, je vais établir un théoréme qui concerne les ensembles
E, E,.

L’ensemble .des waleurs-E, E, ne surpasse jamais le nombre p. En effet,
nous ne pouvons avoir p équations de la forme

o(z) = A,
admettant des racines algébriques, si A est algébrique, parce que la résolution
de ces équations par rapport aux coefficients a,, 03, ..., a, donnerait pour eux
valeurs algébriques, ce qui est absurde puisque un, au moins, des coefficients
a; est transcendant. J’élimine donc les nombres a,; a,, ..., a. parmi les équa-
tions
o(x:) = Ay, =123, .., p—1,
o(m;) = Ayes =, p+1,

ce qui est toujours possible, et on obtiendra 1’égalité suivante

r—1
(7) ZP\.‘Ai + A h A e =)
1
avec
1 oz 22, ...  ad 1 x, x} %
T3 3 x4
2 —1
A 1 Tyt t Lot ve & t A — g
L B z? at | ° -
1 N AR 1
: 2 *
: 1 x, T e i
1 Tiq ,T%_i “ee :17*1‘:} 1 x}h+1 1’2+1 eo e (l:’,i+1

le déterminant qui donne le nombre } est d’ordre ¢+ 1, tandis que celui qui
donne A; est d’ordre p. ‘Ces deux nombres X;, X sont algébriques et essentielle-
ment différents de zéro. Les deux derniers termes de 1’égalité (7) sont des nom-
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bres transcendants parce que les exposants o, «.+1 ont été supposés différents
de zéro. De plus, ces exposants sont nécedsairement différents entre eux, puisque
les valeurs correspondantes de & appartiennent & llensemble E,. Donc, il n’y a
pas de réduction dans le premier membre de l'identité (7); il peut y avoir des
réductions parmi les termes algébriques, mais les termes transcendants res-
teront intacts et. finalement notre égalité (7) prendra une forme irréductible
telle que

(7) ap-eay. -+ %+1e“p+1 =a (% 75 %y1)

a,,0,s étant des nombres algébriques essentiellement différents de zéro, et a
algébrique quelconque. Alors, en vertu du théorgme de M. Lindemann « Si les
nombres «,, @y, ..., %, @, G, ..., G sont algébriques, 1’'égalité

1€ — 2yt - 4 g =0

entraine la nullité de tous les coefficients a,, a, ..., Gn ».

L’identité (7') est impossible parce que les nombres ¢, o,+: sont siire-
ment différents de zéro. Notre proposition est démonirée.

Les valeurs doublement exceptionnelles

7. Soit a(z) une fonction multiforme d’ordre fini ¢ (pour fixer les idées), et
considérons un nombre a. Formons une autre fonction ¢(z)-algébroide admet-
tant les mémes zéros et les mémes infinis avec les mémes ordres de multiplicité
que la fonction a(x) —a, alers on pourra poser

a@—a _ @

o(2)

ou bien a(zr) —a = q;(a,)eQ(”).

Si 1'algébroide 9(x) est d’ordre ¢, inférieur & ¢, l'exposant (Q(z) sera en
général une fonction a une infinité de branches. Si o(x) étant d’ordre inférieur
¢, Q(z) est une fonction algébroide, celte valeur a doit éire considérée comme
exceptionnelle,’ puisque leur nombre ne peut pas dépasser le nombre un comme
V’a démontré M. Rémoundos dans son mémoire « Sur les fonctions ayant un

nombre fini des branches (1) ». Nous appelons la valeur a doublement excep-
tionnelle.

(1) Jonmal de Maihématiques, ¥ II, 1906.
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Nous voyons donc que, par rapport aux nombres doublement exceptionnels,
les fonctions algébroides ne se distinguent pas du tout des transcendantes entidres,
le cas de cette exception étant unique quel que soit le nombre des branches,
qui ne jouent aucun role ici, tandis que le nombre des valeurs simplement
exce[;tionnelles (nous prenons ici l’expression, valeur exceptionnelle dans le
sens restreint du mot) peut ‘atteindre 2v, v étant le nombre des branches.

Dans ce qui va suivre, nous allons établir une classe remarquable de
fonctions tra:nscendantes, dont le nombre des valeurs doublement exception-
nelles dépend du degré de 1’équation algébrique qui les définit.

Considérons Ia transcendante u = f(x) définie par wne équation de la
forme :

Flx, u) = w4+ a (e + . . +a,4(v)u+afx)=0

a,(z), &(x), ..., a,(r) étant des transcendantes domt une au moins est algé-
broide multiforme.

Convenons d’appeler ordre de la fonction f(z) le plus grand e des ordres des
coefficients e.(z). Soit ¢ un nombre doublement exceptionrel, alors la fonc-
tion f(x) — a peut se mettre sous la forme

f(z) — a = k(z)e)

h(z) étant une fometion d’ordre inférieur a ¢ et Qf{x) ayant un nombre fini des
branches; il est clair qu’il en est de méme pour la fonction

F(z, a).

Ces valeurs a doivenf é&tre considérées comme excepiionnelles, car nous démon-
trerons que leur nombre ne dépasse pas 2v, linfini compris.

Evidemment les valeurs a de u pour lesquelles la fonction algébroide
F(z, a) est d’ordre inférieur 2 ¢, sont bien des valeurs doublement exception-
nelles et leur nombre ne peut pas dépasser v— 1, autrement toutes les algé-
broides a.(xz) seraient d’ordre inférieur a o

Je démontre, en m’appuyant toujours sur la méthode de 1’élimination, que
le nombre de toutes les autres valeurs doublement exceptionnelles ne dépasse
pas V.

Supposons que 1’on ait

Ugy, Uy, Ug, ..., Uy v—+1 telles valeurs,

alors en éliminant les fonctions algébroides a,(z), a)(x), ..., a.(z) parmi les
équations
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F(x, ug) = hy(x)e%®)
F(z, uy) = hy(x)el2)

Fiz, u,) = hv(z)eQ“("‘)

on aura la relation
®) aohg(@ )W) - @,k (2)e¥1P) @ h(2)eQ) = a

a., a étant des nombres parfaitement définis et essentiellement différents de
zéro. Puisque aucune des fonctions algébroides multiformes Q,(x), Q.(x), ...,
Q(z, n’est une constante, alors, quelle que soit la réduction qui puisse avoir
lieu dans le terme du premier membre ‘de (8), le terme qui n’a pas d’exponen-
tielle sera toujours égal & a, quantité essentiellement différente de zéro. Une
telle relation est impossible.

Nous avons par conséquent obtenu le théoréme suivant :

Le nombre total des valeurs doublement exceptionnelles d’une transcen-
dante quelconque u = f(x) définie par une équation de la forme

w4 g (@)t + o)t +  + a(@)u—+afr) =0
a(z) étant des transcendantes, dont une au moins est multiforme, peut atteindre
2v, Uinfini compris.
Les fonctions f(x) ainsi déﬁni\es se distinguent des transcendantes multi-

formes (algébroides) par rapport aux nombres doublement exceptionnels, car
le cas de cette exception n’est pas unique.




CHAPITRE 11

CLASSIFICATION DES VALEURS EXCEPTIONNELLES

DES FONCTIONS MULTIFCRMES

1. Considérons une fonction u = a(x) algébroide quelconque définie par

I’équation
f(x, u) = v+ Az + Ay(x w4+ - + A, y(rju+AJx) = 0

et I'ensemble E des valeurs éxceptionnelles qui ne dépendent pas du tout de
Ja nature des transcendantes qui figurent dans 1'équation f(z, u) = 0.

Soit E’ I’ensemble des autres valeurs de u pour lesquelles la fonction
f(x,w) prend la forme Hi(z)e®®, Q.z) n’étant pas constant.

Je distingue les trois catégories :

1° Pensemble E, des valeurs (parmi les valeurs de I’ensemble E’ toujours)
non équivalentes dans le sens déjd plusieurs fois indiqué;

2° I'ensemble E. des valeurs (exceptionnelles) équivalentes, telles que le
rapport

=, w) : f(z, u;)

n’est pas constant;

3° I'ensemble E; des valeurs équivalentes pour lesquelles le rapport
f(x, w) : f(z, u;) = quantité constante.

Nous établissons facilement les propositions suivantes :

a) Le nombre des valeurs E ne dépasse pas v—1.

b) L’ensemble des valeurs E, E, ne dépasse jamais v+ 1.

En effet, la méthode de l'élimination nous conduira & une identité qui

6
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contient au moins deux termes exponentiels irréductibles, parce que les valeurs
correspondantes de u appartiennent & l’ensemble E,, dont les éléments sont
des valeurs non équivalentes. Quel que soit donc le terme algébrique de cette
identité, on établira immédiatement son impossibilité.

c) Si les coefficients A (x), Ay(x), ..., A, (x) ne sont pas liés par aucune
relation algébrique & coefficients constants, nous avons 1’énoncé suivant :

L’ensemble des wvaleurs E, E,, E, ne dépasse pas v+ 1, linfini compris.
Cela & cause de ’absence des valeurs de I’ensemble E; et du fait que le nombre

total des valeurs exceptionnelles est v—+ 1.

2. A propos de cetle proposition, je vais indiquer un moyen qui assure
I’absence des valeurs exceptionnelles équivalentes E,, quand il s’agit d’une
transcendante algébroide u = a(x) quelconque.

Soit u=a(z) une transcendante algébroide définie par 1'équation

WAzt + 4+ Ax)=0
les coefficients étant des fonctions entiéres ou méromorphes. Si les fonctions
A(x), Ax), ..., A, (x), ont, au moins, une racine commune r=a et si v—1
fonctions quelconques parmi les A.x) ont aussi une racine xz=28z%a com-
mune il n’existe pas de valeurs E,.
Supposons, en effet, que pour les valeurs u,, u,, l'on ait

f(x’ ul) :.f(x» u;) =¢ constant,

alors nous aurons l'identité
@) (up — cuy) + Az)(n~ — i) - -+ (w1 — cudA,(2) + (1 — e)A(z) = 0

qui nous donne pour T=a
uy —cuy =0
c’est-a-dire '

U |

Uy
en vertu de cette égalité, notre identité (9) s’écrit ainsi
Afz)(uy™ —cuy™) + Ayt —cuy )+ - A (el —¢c)=0

soit Ax(z) le coefficient parmi les A (x), A,(x), ..., A,() qui ne s’annule pas
pour z = B o, alors pour = § nous aurons

AB)(u* —cuy™) = 0 (k£0)



ou bien

<u )"
c = _
U,
nous devons donc avoir 1’égalité
Wy v_.. “zl>w—n
< 142) . (7‘2

u, = u,.

qui entraine

Notre proposition est démontrée.

Classes de fonctions a4 un nombre infini de branches dont le nombre

des valeurs exceptionnelies est limité

3. Je me propose maintenant d’entendre les résultats précédents a une
classe des fonctions ayant un nombre irfini de branches.

I. Je vais parler d’abord des fonctions définies par une équation de la
forme

@, 1) = Ao(@) + uhy(@) + A (@) + -+ u' A (@) + oz, )

avece
o(z, u) = p,(u) 0,(x) + p(u) a(x) + -+ p, (w) a,(x)

ou X désigne un entier quelconque, p.(u) des fonctions quelconques de u, et

a(xz) des fonctions entiéres de x ayant un ordre de grandeur toujours inférieur

au plus grand des ordres e¥? des fonctions cntiéres ou méromorphes A.(x).
Je suppose de plus que les coefficients A (z), A,(x), ..., A,_,(z) sont des

fonctions linéairement indépendantes. J’entends par 13 qu’il n’y a pas de rela-
tions linéaires de la forme

a(T)Ao(z) + ay(@)Ay(z) + -+ av—i(x)Av—i{m) -+ av(w) =0
a(x)désignant des fonctions entiéres croissant moins vite que Y™,

Alors des valeurs exceptionnelles appartenant aux ensembles E, E,, E,
n’existent pas et 1’élimination des fonctions A.z), i=0, 1, 2, ..., v— 1) entre
les équations

f(z, ) = Py(z)eQ) i=1,2 8, .., v+1
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{ce qui est toujours possible), P.(x) étant des polyndmes, nous conduira & une
identité de la forme

v+1 v+1
(10) P (@)e) = Paa(z, w) = g(r',
i {
ou w, Uy, ..., u,, sont les valeurs de 1’eénsemble E,, a. des nombres essentiel-

lement différents de zéro et g(x) une fonction de z qui croit moins vite que
eM™,

Aucune des valeurs exceptionnelles u,, u,, ..., u,,, ne fait partie®de 'en-
semble E, qui comprend toutes les valeurs de u pour lesquelles f(z,u) est
d’ordre de grandeur inférieur & eM(”; alors toutes les exponentielles eQ® crois-
sent comme la fonction eY; par conséquent les conditions exigées par la pro-
position fondamentale de M. Borel sont bien réalisées et 1’identit¢ (10) esi
impossible.

Nous arrivons a 1’énoncé suivant :

Le nombre total des valeurs exceptionnelles ne dépasse jamais v+ 1 lin-
fini y compris.

I1 v a l1a une classe de fonctions transcendantes avec un' nombre infini de
branches dont le nombre total des valeurs exceptionnelles est limité.

‘Ce résultat nous sera utile plus loin.

II. Nous sommes ramenés, jusqu’ici, & la proposition fondamentale de
M. Borel en éliminant toutes les fonctions A.(z) figurant dans le premier
membre de I'équation f(z, u) =0 qui définit la transcendante u=a(z). En
nous contentant d’une élimination partielle, nous arriverons & préciser et com-
pléter les résultats précédents, en établissant une autre classe de fonctions
d’un nombre infini des branches qui admettent un nombre fini de valeurs
exceptionnelles.

Je considere la fonction u= a(r) définie par une équation de la forme

11) flz, u) = Ay(x) + A (@)u+ A(@)u? + -+ An(@)ur+ - = 0

“(" Jordre pour | z|=r des grandeurs des fonctions (entidres ou

et soient e
méromorphes) Ax(z) [n=0, 1, 2, ...]. Soit e e plus grand des ordres de

toutes ces fonctions A.(z). Supposons que e™'T  décroit notablement lorsque n
. . , 1

croit indéfiniment et que la décroissance de I’ordre de grandeur avec T est
7

telle que, & partir d’une certaine valeur de r=r, (qui soit indépendante de n)
la différence
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fnia(1) — pa(r)
est négative, pour n assez grand, et inférieure & un nombre —k fixe, mais
aussi petit que 1’on voudra.
Cela veut dire qu’a partir d’'une valeur a de n nous aurons

1

1 U |

elnrt(1) —pa(T) < et

u, étant une valeur de u aussi grande qu’elle soit.
Ecrivons I'équation (11) comme il suit

Agx) < Aol + - = A (2t~ Ry, w) = floz, w) = 0
avec
R, u) = A, (p)us + A (z)u+t =+ ...

et considérons une valeur quelconque de u= u,. Nous avons
Rz, uy) = Afx)uf + Awp(z)uf™t -+ ..
| Rela ) | < |ty [o€Pa™) 4o | g [rtgbensl?) |y farsghana?) 4 .
Par conséquent :

| Rofz, ug) | < | u, |%e<?) { 14 | w, | etertlni=par) 4|y |2epa+z(r)—wz(r) 4 }

Or
etara(N)=palr) = ok glasalMI=pal") g2k oPars'T)—0alr) gtk pard?)=pa?) < o=
alors
| Ry, up) | < | u, iae}lafr) { 1+ Juy ek + | u, |2e72k 4 |, etk o ... }
et comme
[ ug | e <1
on en déduit, quelle que soit u,,
1
it ) aghal?)
| Rufx, uy) | < | u, |% T

c’est-a-dire
| Rof, ug) | < e*'™
¢ étant un nombre positif aussi petit que ’on veut.
Je suppose toujours «qque les coefficients A.(r) quel que soit n sont des

fonctions linéairement indépendantes et je considére a-+1 valeurs de u excep-
tionnelles .
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Wo, Uy, Uy ..., O,

Vélimination des a coeffictents AJz), i=0,1,2, ..., a—1

entre les équa-
tions

f(xa u\,) = Po(x)er(Z)
flm, uy) = P,(x)eQi(x)

f@, u,) = P,/x)ell®)
qui est toujours possible, nous conduit & l'identité
2 Po(2)e® @) 0P T) ) Pa)el?) =g 1)
les exponentielles croissent comme e®'), g(z) est une fonction d’ordre de
grandeur au plus égal & e™™'™ et les nombres X, sont des quantités essentielle-
ment différentes de zéro, on en déduit immédiatement 1'impossibilité de cette
identité, et par conséquent

Le nombre tolal des valeurs exceptionnelles de la transcendante a(z) définie
par Uéquation (11) ne dépasse pas a-+ 1 Uinfini compris.

I, On voit facilement que les mémres résultats subsistent pour les
transcendantes multiformes définies par une équation de la forme

A+ Az + A+ + A y(z)ut +uw+2.9(x,u) =0
¢(xz, u) étant une fonction uniforme quelconque de u et entiére en x (pour

. . b ! i—e e
toutes les valeurs de u) avec un ordre de grandeur inférieur & €*” ', & étant
un certain nombre positif aussi petit que 'on voudra.

Application a une classe d’équations différentielles

4. Considérons une équation différentielle de la forme

du  ds dr
(12) Ay(z) +ud(z)+ - +A ()t +u + o, w<u, v, - ) =0

Az dr, | der
et désignons par e*"' le plus grand des ordres de grandeur des coefficients
A, A, ..., A, linéairement indépendants. Supposons qué e(u, u', u’, .
w™) soit un polyndme par rapport & u, u', u’, ..., u™ quelconque.

Je considere une intégrale u= g(z) de I’équation différentielle et j’élimine
la variable x entre les équations

ey
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u==q(x), uw = q'(z).
Soit
u' = h,(u)

le résultat de cette élimination. D’une fagon générale, soit
u™ =h(u)*
la fonction obtenue par I’élimination de x entre les deux équations
u = q(z), u = q"(x).
Par conséquent 1’élimination des u’, u’, u'", ..., u®™ entre les équations

u' = h,(u), u’ = hy,(w), s u™ = ha(uw)

et de I’équation (12) nous conduit 2 une équation de la forme
(12') Ao(z) + vAx) + uAy(x) + - A (@) 4w xf(u) =0

qui sera satisfaite par l'intégrale u= q(x).

Nous dirons que l'équation (1R') est irréductible lorsque cette équation ne
définit qu’une fonction unique.

Puisque la fonction o(u, u', u', ..., u™) est un polyndme entier par rap-
port & u, u’, u’, ..., u™, si aucune des fonctions h,(u), h,(u), - , h.(u) n’a pas
des valeurs infinies pour une valeur u=u, la fonction nc devient pas infinie
pour u = U,.

Pour une valeur u=a telle que f(a) soit infini, 1’équation (12') n’admet
aucune racine finie et différente de zéro, et, puisque, — nous le supposons —
elle est irréductible, il en sera de méme de 1’équation

a = q(x).

Alors : lintégrale u= q(xz) ne prend la valeur a pour aucune valeur finie
de z sauf, peut-étre, pour la valeur £ =0

Convenons d’appeler une telle valeur u=a valeur exceptionnelle par-
faite (1) et laissons de cOté ces valeurs de l'intégrale u = q(x), c’est-d-dire de
la fonction définie par I'équation (12'). Nous aurons pour les autres valeurs
exceptionnelles le théoréme suivant :

.Le nombre des valeurs exceptionnelles non parfaites d’'une intégrale g(z)
d’une équation différentielle de la forme

{1) M Rémoundos, Comptes rendus, t 147, p 416, 1908.
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du d*u dru
Ao + uAy(x) + -+ w A () + w acq;(u, & s I > =0
AJz) étant des fonctions linéairement indépendantes et o (u, u', ..., u™j un

polynéme entier quelconque par rapport & u, u', u’

, ..., U™, ne peult pas
dépasser v—+ 1 l'infini compris.

J’entends par 13 que

L’équation u = q(x) ne peut pas avoir un nombre fini de racines que pour
v valeurs finies, au plus, de u.

Je ne considére pas ici le cas ou l'équation (12') admet la seule racine
z =10, aussi celui des valeurs de u pour lesquelles la fonction f(u) n’a pas
d’existence.

La démonstration se fait par la méthode de 1’élimination et s’appuie sur
le théortme fondamental de.M. Borel plusieurs fois utilisé.

Le théoréme de M. Landau et les fonctions multiformes

5. En 1904, M. Landau, généralisant le célebre théoréme de M. Picard sur
les fonctions entiéres, a démontré la proposition suivante :
Soit une fonction analytique

fx) = ap+ a,x 4+ a,2° + -+ a, ™~ -
réguliére a l’origine, pour laquelle a, + 0, il existe un cercle
l x I <'R(a0y a’l)
dont le rayon dépend seulement de a, et a, et non des autres coefficients a,,
a3, ..., Q,, ..., & Uintérieur duquel la fonctign f(z) posséde un point singulier
on prend au moins une fois l'une des valeurs zéro et un.
Je considere ici une classe des fonctions transcendantes 3 wun nombre

infini de branches, non réguliéres en x =0, définies par une équation de la
forme

(13)  fl@, u) = Ay(@) + uhy(2) + w?Ay(@) + - + A, (x)urt + K(a, u) = 0

£(x, u) étant une fonction uniferme en u, les autres coefficients pouvant étre
singuliers pour # =0 et méme non uniformes dans le voisinage de ce point.
La seule hypothése que nous faisons est celle qui comncerne la fonction
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£(z, u) qui doit avoir la méme valeur par rapport & z : g(z), pour les valeurs
u=0et u=1.

Nous allons étendre aux fonctions multiformes v = a(z) définies par Yéqua-
tion (13) le théoréme de M. Landau ci-dessous énoncé en utilisant une méthode
indiquée par M. Rémoundos (1) dans son mémoire « Sur les fonctions entiéres
et algébroides ».

Supposons, en effet, que dans un cercle || <r la fonction u=a(x) ne
prenne ni la valeur zéro ni la valeur un, il est alors évident que les deux
fonctions

(@, 0) = Aq(2) + g(2),
fle, 1) = Ay@) + A(®) + - + Any(2) + g(x)

ne s’annulent pas a l'intérieur du cercle
lz)l<r

et par conséquent, nous aurons la méme chose pour la fonction

flz, 1) — 1 Ay(z) + g(x)
Ai(Z) + Ayx) 4 oo+ Au_y(T) Ay(@) + Ag(x) =+ -+ ~+ Ap_y(x)
1 f(z, 0)

Aj(z) +Ay(x)+ -+ Ay ()
si nous nous plagons dans le cas ot la fonction
Ai(@) + As(@) + -+« + Apy(x)

est finie dans le cercle |z | <.
Posons

- fiz, 0
= KD T A - @)

la fonction o(z) dans le cercle | z|<r ne prend ni la valeur zéro ni la valeur
un. Alors si o(x) est régulidre pour =0

0':.’1}):: Yo + 1T +72'Uz+ oo YmT™ 4 .o
et st nous avons

'Yl:*:Os

il existe, en vertu du théoréme de M. Landau, un cercle

(1) Annales de I'Ecole Normale Supérieure, t. 80, 1913,
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/S\
o
w
/

‘(‘é‘\\ 11." <R('Yo,"/1),
| \A
ag’m : u?guel la fonction o(x), ou bien cesse d’étre holomorphe, ou bien

rand au mon® une fois 'une des valeurs zéro et un, et, alors, le nombre
R %PA.RS} terminé est plus grand que le rayon r du cercle

fe | <r.

Par conséquent, si le rayon r est égal ou plus grand que le nombre R, 1)
correspondant & la fonction o(z), 3 V'intérieur du cercle |z|<r, il existe au
moins un point singulier de la fonction o(z), ou bien elle prend au moins une

fois la valeur zéro et un, c’est-d-dire, qu'a Vintérieur du cercle |z|<r, ou

bien il existe, un zéro de la fonction
Ay(x) + Ag(x) + -+ + Ap(z,
ou bien au moins une racine des équations
a(x) =0, a(x) =1.
Nous arrivons donc & 1’énoncé suivant :
Soit une fonction u= a(x) définie par une équation de la forme
f®, u) = Ay@) + Ay@) u+ -+ A,_(@)u ™ + (=, u) = 0
avec la cor;dition
Kz, 0) = Kz, 1) = g(x)
®(x, u). étant une fonction guelconque uniforme de u. Si la fonction

7(x) + Ay(x)
Ay(@) + Ay ) + -+ + Any()

o(x) = —

est réguliére autour de l'origine =20

o(@) = Yo + 1T + 1,87 4 -y, T+
el st nous quons
v, 0,
il existe un cercle
[2 ] <Ry, v,
dont le rayon dépend seulement des coefficients v,,v,, @ l’intérieur duquel ou

bien notre foncltion u= a(z) prend du moins une fois l'une des valeurs zéro
et un, ou bien il existe un zéro de la fonction
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Ai(x) + Az(x) =+t An-l(m)'

Je remarque que les raisonnements ci-dessus exposés n’exigent qu’une
hypothése seulement : la fonction o(z) doit é&tre régulitre en z = 0, et alors
nous n’avons pas besoin de faire aucune hypothése particuliere sur les coef-
ficients de 1’équation (13) qui peuvent étre singuliers en z=0 et non uni-
formes dans le voisinage de ce point, pourva que la fonction ofx) soit régu-

lidre en = 0.

Extension d’un théoréme de M. Montel aux fonctions

a un nombre fini de branches

6. M. Montel, généralisant (1) le théordme de M. Landau, a démontré le
théoréme suivant :
« Soit une fonction f(x) holomorphe autour de l'origine x =10

flz) = a,+ awx + @22 4.« + @, 2P+ + o

ol @,y ¥ 0; il existe un nombre R ne dépendant que de @, a, ..., Gy, tel
que, dans tout cercle de rayon supérieur @ R, ou bien la fonction cesse d’éire
holomorphe, ou bien cette fonction prend dens le cercle plus de p fois Uune
au moins des valeurs zéro et un.

Je développe ici comment on peut étendre ce théoréme de M. Montel aux
fonctions qui sont multiformes dans le voisinage du point =20

Considérons une fonction u= f(z) admettant le point x =0 comme point
critique, autour duquel n branches se permutent. Une telle fonction est algé-
broide dans le voisinage du point & = 0; elle sera donc définie par une équation
de la forme

Flr, u) = u" + Ayfz)unt 4 ... + A, (x)u+ Aqz) = 0.
Si la fonction u = f(z) ne prend ni la valeur zéro ni la valeur un dans le cercle

lzt<r,

les deux fonctions

1) Cemptes remdns, t ¥74, 1923, p. 143.
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F(m) 0) = A"(x):
F(z, 1) =1+ A,(z) + A?(:c) ~+ - 4 An(z)

ne s’annulent pas & 'intérieur du cercle |z | <<r et il en sera de méme de la

fonction
F(@), 1) . Ada)
T+ A7) + A@) &+ - Apyd) T AFA@+ -+ A@)

en supposant, bien entendu, que la fonction 1+ Ay () + A,(x)+ -+ A, (@)
est finie dans le cercle |z | <<r. Alors, si nous posons

A.(x)

O'(-'L‘) = — 1+A/m)+ “}“*‘An—i(m)

’

les équations
olz) =0, ox)=1

n’auront pas de racine & l'intérieur du cercle |z | <r.
Si la fonction o(z) est holomorphe autour de l'origine z =10

G{x) = ay + 4T+ 022 + .- A Ay TP A -

s(x)dx
x?+3

et si a,,,+ 0 (1), c’est-2-dire si 1’intégrale f ne s’annule pas pour x =0,

en vertu du théoréme de M. Moutel, il existe un nombre R qui ne dépend que
de p—+2 nombres parfaitement déterminés, tel que, dans tout cercle de rayon
supérieur & R, ou bien la fonction o(x) cesse d’étre holomorphe, ou bien prend
dans le cercle plus que p fois, I'une au moins des valeurs zéro et un, c’est-a-
dire, il y a plus que p racines d’une au moins des équations

f@)=0 et flz)=1.
Nous avons donc le résultat suivant :
Si une fonction f(z) est définie par une équation de la forme
ut + AUt o A )y + A () =0
si la fonction

_ Aq(x)
1+ Ai(z) + - + Ani(x)

o(z) =

est holomorphe autour de Uorigine x =0, et si la valeur pour z =20, de Uinté-
grale

(1) La condition @,y 0 revient 4 dire qu’il n’y a pas de polynémes de degré p parmi les fonctions f(z).
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o{x)dx
e
¢
est différente du zéro, p étant un nombre entier et positif quelconque, il existe
un nombre R ne dépendant que de p +2 quantités
c(0), a'{0), .. , o*F0)

tel que dans tout cercle du rayon supérieur & R, ou bien la fonction f(x) prend
plus de p fois I'une au moins de valeurs zéro et un, ou bien il existe dans le

cercle un zéro de la fonction

14+ A(x) + K@) + - + An_i(T).

Algébroides entiéres

7: Jappelle la fonction algébroide u = f(z), ‘définie. par 1’équation

w4 Aj(@)uv14 - 4 Ax(x) =0,
entiére, dans le cas ou les coefficients A.(z) sont des fonctions entiéres.

Pour les algébroides entiéres, voici une autre interprétation du théorme
que nous venons d’établir. Considérons une valeur u=a et supposons que la
fonction u=f(x) ne prenne & l'intérieur du cercle

lzl<r
ni la valeur zéro ni la valeyr a.
Les deux - fonctions
An(x), Ap(2) + aA,_(2) +a?A,,lz) + -+ a"tA(x) + a®
n’ont pas de racines dans le cercle |z |<<r.
Alors la fonction

An(x)
alar 4 an A (@) + a" P As(T) + - 4 aA, () -+ Aya ()]

o(x) = —

ne prend pas dans ce cercle ni la valeur zéro ni la valeur un.
Soient

Az(w) = a:o+azix+aﬁzz+"'+a,p-1—1xH1+ s 1 = 1, 2. 3,.. s+ N

Nous voyons que si le nombre a n’est pas une racine de 1’équation algébrique
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la fonction o(x) sera holomorphe autour de l'origine z = 0.
Posons

o{Z) = Yo+ YsZ + oL 4 -y g
les nombres

Yo, Y15 Y25 «evy Yp+1

dépendent des coefficients

A0, 8,15 Ay o0 5 Aypiy 1=1,2,3,. .n

et des nombres a, n, bien entendu.
Cela tient a ce que

Yo = o(0), v, =0'(0), ....

Si donc v,,, + 0, en vertu du théoréme de M. Montel, il existe un nombre

R dépendant de n(p -+ 2) + 2 nombres parfaitement déterminés, tel que dans
tout cercle

lz] <R
notre fonction u = f(z) prend plus de p fois 'une au moins des valeurs zéro
et a, ou bien 1’algébroide z = 9(z) définie par 1’équation
- Ayt . Aoz + A(e) =0
prend la valeur a.

Je remarque que 1’holomorphie de la fonction auxiliaire o(x) dans le voi-
sinage du point 2 = 0 dépend du choix de la valeur a et nous ne faisons qu’une
hypothése seulement pour le coefficient Yp+1 qui #oit étre différent du zéro.

Nous avons ainsi obtenu pour les fonctions algébroides entiéres le théo-
réme suivant :

Soit u= f(x) une algébroide entiére définie par l’équation

u™ 4+ Ay(@)urt 4+ Ay(2)u" 2 - s A (B)u - Anf) = @
avec

Afxr) = 8,y +au® + 887 = - 8, TP 4 .
et a un nombre n’appartenant pas & Uensemble des racines du polyndme
277 803" 2 4 3037 v - Q208 = Ay

Il existe un cercle
lz <R



dont le rayon R dépend seulement des nombres
N, @y A4g, A1y A2y --->a1p+‘l T = 1, 2, 3, sy Nt

et nullement des autres coefficients, a l'intérieur duquel, ou bien la transcen-
dante entiére u= f(x) prend plus que p fois l'une des valeurs zéro et a ou bien
Ualgébroide définie par 1'équation

2 Ag(x)a o - A () +- A,H(:v) =0
prend dans ce cercle la valeur a.
avo(au + ay + -+ av—isi)

1 -+ aio -+ a.o —+ e 4+ av—ivo
rant du a., 11 existe un nombre ¢(a,o, 8.} ...; ay, aw) dépendant seulement de

Corollaire. — Si le nombre est fini et diffé-

deux premiers coefficients de chacune des séries A.(x) = a.,, + a;Z -+ - tel que
A l'intérieur du cercle | z | < ¢ 1’algébroide ou bien prend une fois au moins
V'une des valeurs zérc et un ou bien la fonction 1 A,(x) + -+ A, (2) pos-
stde une racine,




CHAPITRE III

LE MODULE MAXIMUM D’UNE CLASSE DE FONCTIONS

ALGEBROIDES

1. Dans la théorie de la croissance des fonctions algébroides, il est inté-
ressant d’avoir des relations trés précises entre leur module maximum m(r) et
le module maximum Jb(r) des coefficients de 1’équation correspondante, sur la
circonférence de rayon |z|=r.

La quantité m(r) est évidemment égale au plus grand des modules maxima
des diverses branches u,, u,, ..., u, de l'algébroide u = f(x).

Je considére les équations

W AZ)R T A= A (@)™ - A a(r)u - Afz) = 0 (k=12,3,. .v)

et, pour trouver la limite inférieure de m(x), j utilise la formule
Ny L wy = (—1pA(2)

A, étant le coefficient qui a le plus grand des ordres de grandeur de toutes les
fonctions Ax(x), Ay (x), ..., A ().
On en déduit facilement

Conm(r) > Jo(r)
ou le symbole

Dv—2). . v—2r+1)

v(v
Con = 12.3...%
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et a fortiori,

L
v

m(r) > Adb(r)

A étant un nombre qui dépend seulement.du nombre de branches de 1’algé-
broide.

Cherchons maintenant la limite supérieure de m(r); nous allons voir que
le nombre de branches de 1’algébroide.n’intervient pas du tout et que, étant
donné un nombre 6 supérieur a l'unité, quelconque, nous avons constamment
& partir d’une certaine valeur de r 'inégalité

m(r) < eJlflo(r)';?.

Voici la démonstration :

Supposons que, pour les valeurs suffisamment grandes de r, 1'on ait

m(r) > 0 So(r7.

Alors nous écrivons notre équation qui détermine l’algébroide comme il suit

u“('l o Axz) i Aja(T) e A;Ei”')) =0

wk Py

pour tout point.du plan z nous avons
| Az) | < Jo(r), P Asga(@) | < Jlr)s cees | Az) | < Au(r)

et d’aprés notre hypothese, il y a des points P du plan z pour lesquels

4

Fuf> 0. 0b(r)* ,

pour ces points, nous avons les formules

Alx) _1_ Ajga(x) 1 1 . A, () < 1 1
e IS A T T | < T =
Jo(r) * Mo(r)
et par conséquent
Ay(x) Appai() A (x) 1 1 1 1 1
l B L <V§1+Tf—i 62 2
) Jo(r}* Mo(r)*

Mais lorsque le module des points P augmente indéfiniment, le module maxi-
mum JAb(P) tend vers 'infini et alors le second membre de 1’inégalité tend vers

8



— 58 —
1
3
grand pour lesquels il est impossible que la fonction algébroide f(x) satisfasse

qui est inférieur & 'unité. I1 y a donc des points de rayon suffisamment

a P’équation qui la détermine, parce que pour ces points P la quantité

1 —_

Ay(x) (x)
—+ k(k ++£"_Y_’-
U u

ne s’annule jamais. Notre proposition- est établie
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