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PREMIERE THESE.

CONGRUENCES RECTILIGNES

QUL SONT EN MEME TEMPS W ET DE RIBAUCOUR

INTRODUCTION.

Une congruence rectiligne de Ribaucour est une congruence telle
que ses développables découpent sur la surface moyenne un réseau
conjugué.

Une congruence W est une congruence telle que les asymptotiques
se correspondent sur les deux nappes de la surface focale.

Nous nous proposons dans ce travail d’étudier les congruences rec-
tilignes qui sont en méme temps congruences de Ribaucour et con-
gruences W.

Dans le Chapitre I, nous rappelons les formules fondamentales rela-
tives aux congruences de Ribaucour rapportées a leurs développables.
On peut définir une telle congruence au moyen de quatre solutions %,
¢,, &, et d’une équation de Moutard,

&
(1) du dv

:MEa

S1s 32) S, 6tant les paramétres directeurs d’une droite de la congruence

THESE VAULOT 1
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et le point central étant défini par les formules

Q}’4_ r 0)\ - ()El
on T You o
()}/‘ . d)\ qu

E U et

et quatre autres formules analogues pour les deux autres coor-
données y, et y,. Nous cherchons & quelles conditions doivent satis-
faire ¢,, ¢,, &, et A pour que la congruence de Ribaucour soit W; nous
démontrons qu’on doit avoir

g 28 2%
Yo 0w ov?
028, 0:E,
(») e dwr o0 |T O
: 028, 0%,
8 0ur O

et que A est alors donné par I'expression

; dEI 0‘51
w4 < -
: Jdu dy
N 08, 0L,
=g Jdu O
r ()23 dE‘k
53 Ju O

Mais cela nécessite que les variables « et v qui définissent les déve-
loppables aient été choisies d’une fagon particuliére.

Au Chapitre II, nous cherchons quelles sont les équations (1) de
Moutard dont deux solutions %, et ¢, sont telles que la condition (2)
soit satisfaite quand £, est une solution quelconque de (1). Nous trou-
vons des congruences appartenant aux complexes linéaires, signalées
par M. Guichard, et d’autres congruences correspondant au cas ou M
est une fonction homogeéne de degré — 2 en u et v.
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Au Chapitre IIT, nous cherchons si nos congruences peuvent
admettre une ou plusieurs congruences paralléles. Nous démontrons
qu’elles en admettent si % est une fonction homogeéne du premier
degré de deux quantités U et V fonctions respectivement de « et ¢.

Au Chapitre TV, nous transformons les conditions trouvées au
Chapitre I en introduisant les coordonnées z,, x,, x, d'un point de la
surface génératrice de la congruence de Ribaucour.

Xy, X4, x, sont donnés par les formules de Lelieuvre,

0z, _ g"_‘E?’_g"_EQ
Jdu 279 $ou’
0z, _ _, % 4+t
do . o 30

et d’autres formules analogues pour z, et z,.

Nous avons cherché, sans succes, a former d’une facon simple une
équation ou un systéme d’équations aux dérivées partielles ne con-
tenant qu’une seule des quantités &,, %,, &, M, «,, «,, x,, . Nous
avons ramené de diverses facons le probleme a.la résolution d’un sys-
téme de deux équations aux dérivées partielles a deux fonctions
inconnues.

Au Chapitre V, nous appliquons les résultats du Chapitre IV a
divers cas particuliers ou nous supposous que x, a une des formes

u+v> v uy .
= [ ey v S UV

Le deuxiéme cas nous conduit aux congruences pour lesquelles le
réseau de la surface moyenne est isotherme et plan.
Nous formons une équation aux dérivées partielles du troisiéme

ordre en x dont la résolution permettrait d’obtenir les congruences a
surface moyenne plane.
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Au Chapitre VI, nous résolvons complétement le cas ou le coeffi-

cient M de I'équation (1) est nul et nous indiquons quelques solutions
2U'V/

pour le cas ou M est de la forme OrvE

Au Chapitre VII, nous étudions les congruences de normales qui
sont en méme temps de Ribaucour et W, en laissant de coté les cas
bien connus des congruences de normales aux surfaces minima ou
aux surfaces de révolution. Nous ramenons le probléme a la résolu-
tion d'une équation de Riccati et a des quadratures. Ce Chapitre,
absolument indépendant des précédents, aurait pu étre aussi bien
placé au commencement qu’a la fin du Mémoire.

Je tiens a exprimer ici mes sentiments de trés vive gratitude a
M. Guichard qui m’a indiqué le sujet de ce travail et dont les précieux
conseils m’ont permis de mener a bien I'étude que je présente dans les
pages qui suivent.

CHAPITRE 1.

EQUATIONS GENERALES DU PROBLEME.

1. Considérons une droite A d’'une congruence rectiligne rapportée
a ses développables correspondant aux valeurs constantes données
- salblae &, nr N .7 ” o N - -
aux variables « el v. Sotent ¢,, ¢,, ¢, les paramétres directeurs de A;
F, et I, ses foyers; m le milieu de F, F,.

Si la congruence est de Ribaucour, on a des relations de la forme

[ 02§ 53 6
Jut ——AE—FB%—FLE)
1 02k ME

) uos = M&
02§ 03 ok

ou & peut prendre les valeurs £, ¢,, &..
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La deuxidme de ces relations exprime que les parametres ¢ sont

$e
-

solutions d’'une méme équation de Moutard; dans la premiere et la

troisieme, les coefficients A, B, C,

D, E, F se calculent en résolvant

des systémes de trois équations linéaires a trois inconnues dont le

déterminant

£

=
l

Uaal

08, 0%, !
da O
%, %,
Jdu Jdv
Jdu Od¢

est différent de zéro, si Yon suppose que les droites de la congruence

ne sont pas paralléles aux génératrices d’'un méme cone.

Si A est une solution de
026
(2)

les coordonnées x,, .x,,

dude

M,

x, de m seront données par les formules

connues
.(_)'}Q [ Ez % 4+ A ?_E“,
(3) du du du
‘ i D O
oo~ ae T o’
Les coordonnées de I, sont
Vi+ A
et celles de F,
yi— W
etl’ona
yi2e) _ 5 % 0+ M), O
(4) du T ou’ dv —ZELE(;,
< O(yi—re) O\ O(yi—n&) 0&;
(3) e =Ry T =gy

Exprimons que la congruence

ainst obtenue est W, c’est-a-dire
2



— 6 —

que les asymptotiques se correspondent sur les surfaces lienx de F,
etl,.

Les asymptotiques de la surface lieu de F, sont définies par la rela-
tion différentielle

02z, f)i‘_ E Jd*zy 0z, ﬁ 0%z, 0dz, 03z

duz  Jdu v dudev Jdu dv dor  du  dv

023, dsy 0z 025, 035 Oz, 025, 0zy 03,

- 22 22 gurge, - '+l 57 3, =
du®  Jdu dv ut4-2 Jdudv du Odp dudo+ de  du  dv dv )
0253 % (_)_:_; ()2;3 dZ-; dZ;; ()213 053 ()53

dur  Jdu Oy dude Ju ¢ der  du  Odp

R 1)
ou’on pose
=)+ )\Ei-

Le coefficient de dudv est nul, puisque les développables déter-
minent un systeme conjugué sur chaque surface focale : cela résulte
d’ailleurs des formules (4 ).

Le coefficient de du*® est égal a

et celui de dv? a
o\ 2

ainsi qu’il résulte facilement de 'application des formules (4) et (1).

Les asymptotiques de la premiére surface focale sont données par
la relation différentielle

(6) )\Bdu2+§%\dv2=o,

.1 ON 1o L
sil'on suppose kA et 5 différents de zéro.
9

De méme, les asymptotiques de la deuxiéme surface focale seront
données par

(7) %dlﬂ—l—)\Dd(ﬂ:o,



—_ —

et, pour que les asymptotiques se correspondent, on devra avoir

or
2B o¢
o T D’
ou
oun
. o
(8) 3 3, = MBD.

2. Le calcul précédent exclut les cas ou A est soit une cons-
tante, soit une fonction dépendant d’une seule des deux variables w
et v.

Si % est une constante, on a M =o. Les équations (4) et (5) mon-
trent que chacune des deux surfaces focales se réduit a une courbe.
Réciproquement, si chacune des deux surfaces focales se réduit a
une courbe, on a une congruence qui peut étre considérée comme
répondant au probléme.

Soient en effet U,, U,, U, les coordonnées de F,, ces coordonnées
étant fonction de « seul, V,, V,, V, les coordonnées de F,, ces coor-
données étant fonction de ¢ seul. On pourra prendre pour paramétres
de la droite F, F, les quantités

Ul_—Vl? U‘.’-V:!) U3_V:}7
qui satisfont a I’équation de Moutard

220

duoe

Supposons maintenant que A soit une fonction de u seul :

Il en résultera
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et les parameétres de la droite de la congruence seront de la forme

54 =U,+ \71;
E=U,+V,,
&;=Us+V,.

Les formules (5) montrent que F, décrit une courbe C’ définie par
les équations

(9) x,:z/UUjdu.

Pour chaque point de cette courbe, le cone de la congruence est
constitué par les droites de parametres directeurs

U, +V,, U4V, U;+V,

Cette congruence 1" est parallele (au sens de M. Guichard) a celle I
qui serait donnée par A = const., les valeurs de ¢,, %,, ¢, restant les
meémes.

Considérons la courbe C et la premiére courbe focale C, de la con-
gruence I'. Comme le montrentles équations (9), il est possible d’établir
une correspondance entre C et C, telle qu’a chaque point de € on
puisse faire correspondre un point de C, de fagon que les tangentes
aux courbes en deux points correspondants soient paralleles :

C| se déduit de G, par une transformation que I'on peut appeler
transformation de Combescure. (Cf. L. Biancni, Leziont di Geometria
differenziale, 3* edizione, § 22.)

Il est a remarquer que ces congruences ne sont pas les plus géné-

rales pour lesquelles une surface focale se réduit a une courbe.

3. Ce cas particulier étant laissé de coté, revenons au cas général.
. 7 N 14 .
Les équations (1) forment évidemment un systeme complet. Ecrivons

0 02 ) 02%
quil y a identité entre les valeurs de 5~ ——- e (;V 5.: d'une part,
) 02 ) , , -
de E)(_u 50—% et (;V 0u(§ d’autre part, calculées en dérivant les expres-
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sions (1), et remplacant 02 032 0°f  arleurs valeurs données par les
p daz’ duwo’ 902 P P
d 0
mémes expressions (1) en fonction de —g, E; ¢. On obtient
du” dv
0 F g oM
30 9uwoe — Mot o ©
0 F . 0*E A 0k 0B OE 9 oC
%o —ram T wau b taatly et
= %+BD E—i— d—B—i—BE—l—C _d_£+ BF—|—AM+E £,
dy Ju dv dv dv
0 02t (922 0D 0§ 92§ JE ot E
ou dv® dul+du 0u+ 9udv 0w 90 T du 0uE
:<3D+AD+F> "E+<d —|—BD> % <CD+EM+g>s,
9 0f o oM
3 duoe M TR

On en conclut
(‘ M= i’é +BD,

oE
d < | M= 5" +BD;

-(E + BE 4+ C=o,
do

(10) \ /)D
( Al

J’ L o ~+ AD 4+ F =o;
g BF—*—AM—}—?E——(();—M
u

\

| D+EM + E M,

(\‘b l_ (‘D+E'M+du I

Les deux premiéres équations (10) nous donnent

JA JOE

il T =M — BD.

THESE VA¥LOT
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En remarquant (ue % est solution de I’équation (2) et satisfait a la
relation (8), on tire de la

JA  JE 1 02\ 1 O\ O) 02
o = ou =B =5 55 T % Gu 90 = dudv 08
Par suite,
A___loox+/(u)_-g_ f(u),
10X
E_—lou)\ﬂ—f?(()).— d——i—so(v),

JS(u) et ¢(v) étant respectivement des fonctions de « et de ¢. Mais la
forme des équations (1) montre que l'on peut supposer nulles ces
fonctions, a condition de prendre pour variables indépendantes des
fonctions convenables de « et de ¢ respectivement.

Remplagons en effet « et v par de nouvelles variables U et V, fonc-
tions respectivement de « et de ¢v. On aura

Kfe gy
- g o
La premiere équation (1) devient alors
(%EU’% d"fj U= AOUU +BoY % SV CE;

d’ou l'on tire

622_ A U"\ ot AR 3
W“(W_UE)TU+BUEEV+W5£'

[’ancienne valeur de A était

)N dA
A= ;\ Ju +f(u)= ‘\ oU U7 (u).
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La nouvelle valeur de ce coefficient sera

AU o U f(u)
A=g-—mm=sw "ot U
Pour qu’elle se réduise a
)N
=50

il suffit de choisir U de facon que 'on ait

ou )
O = ().
On en tire

flu)ydu
U:fd,ue‘[ :

On pourra opérer de méme pour la variable o.

Le coefficient M de I'équation de Moutard sera bien entendu
changé.

On peut donc écrire, ce changement de variables étant supposé

effectué,
1 O
A=3a
(1) E— 1 ox
- )\ —é;.

Il en résulte, par comparaison avec (8),
(12) AE — BD =o.
Dans le déterminant

(‘3) ‘Ea 0254 f)')E| (')

- ’
du? de?

(') Nous désignons ainsi un déterminant du Lroisiéme ordre dont nous n’écrivons que
la premiére ligne et dont les deuxiéme et troisiéme lignes s’obtiennent en remplacant dans
la premiére l'indice 1 par les indices 2 et 3. Cetle notation sera constamment employee
dans la suite.
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on a, d’apres les relations (1) et (12),

E()JEJ o B()zgl

du2 W—F(BF—EC) E,:O,

et deux relations analogues entre les éléments des deuxiéme et troi-
sieme lignes. Il en résulte que le déterminant (13) est nul, ses éléments
d’une méme ligne étant liés par une relation linéaire.

Or, on a, d’aprés la régle de dérivation des déterminants,

M| oh %
du | ' Ou? de |’
oH 0E, 0,
(14> 'x— Ea -(m Jol )
02H . 228, 92k,
dios = | ur o | TMH

et dire que le déterminant (13) s’annule revient & dire que le déter-
minant H est solution de (2).

Du systéme (1) nous pouvons tirer

0% Ok
A Yo ouz de R
- H T Ho’
¢ oH
E=q5

: . . : . )
En comparant avec les relations (11), on voit que lc rapport & est

constant. On peut donc prendre

A=H.

4. En résumé, la congruence étant rapportée a ses développables,

on est ramené & définir une congruence de Ribaucour au moyen de
quatre fonctions §,, %25 %5, A, solutions d’une méme équation de

Moutard telles que I'on ait

s % &

ou v
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Cela suppose un choix particulier des variables indépendantes «
et v : nous appellerons variables normales des variables satisfaisant a
ces conditions (').

Des variables restent normales si on leur fait subir une transforma-
tion linéaire

v =au-+b,
o =cy +d,

a, b, ¢, d étant des constantes.
On peut également permuter u et ¢.
. ) . .
Remarquons encore que si 'on remplace les fonctions &,, ¢,, &,
. . ’ I G
par trois autres fonctions E,, E2, 53, telles que

E’,-_—adgl -+ b|52+04 53,
E;: a8y 4 by&s + c28s,
E;:asgq + b3y + c3&s,

a,, b,,c,,a,, ...étant des constantes, on obtient une congruence iden-
tique a celle dont on est parti, a une affinité prés.

8. On peut énoncer de diverses facons le probléme auquel nous
sommes ramenés.

On peut dire qu'il s’agit de trouver trois fonctions &,, &,, &, linéai-
rement 1ndependantes qui satisfassent a deux equatlons linéaires aux
dérivées partielles du second ordre de la forme suivante :

02k .
du dv = Mg,
02 02
(16> P—d-u—EJ—FQ()TE_;—*—RE:O.

(*) Dans la suite, nous supposerons toujours, sauf avis contraire, que les variables
choisies répondent a ces conditions. Il est évident que, si les variables, au lieu d’étre
normales, étaient quelconques, on aurait, U et V étant des fonctions de u et ¢ respec-
tivement,

_ ok 9k
A=l4 5o oo | UV
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Les asymptotiques des surfaces focales de la congruence sont don-
nées par ’équation (6)

(6) AB du®-t- g—id(ﬂ:o,

On a

. 95, ok,
1_,54 AT

et, d’apres la régle de dérivation des déterminants,

o g ok, 02,
57)_‘ Y ou 902 |

D’autre part, on tire des équations (1)

% 2L
B— ' 9w Out
— 5 ,

en sorte que I’équation (6) des asymptotiques devient

‘)Ec 022.| 2 ()Eq 3254
(I,) Ec E—IZ Ju? Idu —+ Ei

ce qui donne, pour I’équation des asymptotiques,

du®  dv?
—PTqQTY
Or, on a évidemment,
P . Q
02E, | 92,
e I
2, L,

dv? 2 Ju? 6
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L’équation des asymptotiques des surfaces focales prend donc fina-
lement la forme

02§, 02§,
Jur T
(18) Iy du? + ot de?=o.
2 2
5o & Sor o2

6. On peut dire aussi que le probléme consiste a trouver un réseau

plan a invariants égaux dont les coordonnées x, et x, satisfassent a la
relation

02z, 02z,
% our
02z, 0z,
rre oz

Considérons en effet la surface génératrice de la congruence. Les

coordonnées x,, x,, £, d'un de ces points sont données par les for-
mules de Lelieuvre

9z _ ¢ %, - %,
ou 2 u $ou’
oz 0 05
001 E2 E:i +E¥ 2
et des formules analogues pour x, et x,.
On en tire
Pz g 928 £, 928,
dur P ou? S ouz’
02$’| _ E 92 E‘z E 0282_
op? 2 g2 # 9e2
Il en résulte
02z, 02z, 02 x4
Ju? _ du? . du?
otz, Oz, 0z,
dv2 Op2 do2

car, dans la proportion formée en égalant deux quelconques de ces
’ P 8
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trois rapports, la relation obtenue en écrivant que le produit des
extrémes est égal au produit des moyens revient précisément a
exprimer que le déterminant (13) s’annule, ce qui doit étre pour que
les fonctions &,, ,, £, conviennent au probléme.

CHAPITRE II.

CONGRUENCES APPARTENANT AU COMPLEXE LINEAIRE.

1. Nous avons vu qu'une congruence W et de Ribaucour est déter-
minée par trois solutions &,, ,, 4, d’'une équation de Moutard

(1) dude ME,
telles que I’on ait

02&, 02¢,
(2) Jpe g

Nous nous proposons de rechercher dans ce Chapitre quelles sont
les équations (1) qui admettent deux solutions &, et &, telles que la
condition (2) soit satisfaite quand &, est une solution quelconque
de (1).

En d’autres termes, nous cherchons les cas ou, £, et &, étant deux
solutions de (1), la relation

£ 02t o2&
our 0o
02k, o02F
(3) & 0u22 0‘,22 =0
E 02 E3 0283
3 Ouz dv?

est une conséquence de (1).
La relation (3) considérée comme une équation aux dérivées par-
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tielles en £ doit étre une identité, et I'on doit avoir

02E, 02k, 022,
du? do? Z, du J¢
(4) 0%, 0k B 0
du? o0v? Ju dv

Soit 6 la valeur commune de tous ces rapports.
Ona
. E2= 65‘3)
d’ou
028, _ o 0%, 9§ g, 028
owr 0w TP ou +& ou?’
28, 0f, o 9, . 026
=V trm e TR

b _ 0% 00 0% 0005 . 0
dudv ~  Odudv du dv ' dv ou S Qudv

Les équations (4) donnent alors

. 04 0%, 020
(3) > o 0u + & g du: %
b 0%, 26
(6) 2 dv ¢ +& 55 D0r 0
(7) 04 0%, b 0k, . 028
7

—_ e gy ——— =
du o¢ de du 7P Qu e

Les équations (5) et (6) donnent respectivement

R
(8) o = B
(o) g
9 do &

V et U étant respectivement fonctions de v et de « seuls.
Lo , , ) 926
Ecrivant que les équations (8) et (9) donnent pour 5—- deux
valeurs égales, on obtient

’ ()s »05:
(10) (U—\’)E—t—?,(V )j U()—l:>:0

THESE VAULOT 3
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Ecrivant d’autre part que ’équation (7) est satisfaite, on obtient, en
tenant compte de (10),
(U+V)&=o,
c¢’est-a-dire
U+ V' =o;

U’ et V' sont done des constantes opposées, et 'on a

U=au-+b, V=—av-+ec,

a, b, c étant des constantes.

Deux cas sont maintenant a distinguer, suivant que a est nul
ou non.

2. Supposons d’abord a = o.
L’équation (10) donne

()Ea ‘)E.:;
¢ — — b= =o.
dy du

Pour discuter cette équation aux dérivées partielles, nous allons
q )

distinguer divers cas, suivant qu’aucune, deux ou une des quantités b

et ¢ sont nulles.

Supposons d’abord que & et ¢ soient des constantes non nulles.
conditi

A condition de multiplier u et ¢ par des constantes convenables, on
peut poser
b—=c=1 N
et ’équation (10) donne
%Ky 0% _ .
dv ou ~ 7’

¢, est donc une fonction de w + ¢. On peut poser

N
VS (u—v)
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Les équations (8) et (9) donnent alors

52: L

b=/, =
/ V7

Si b et ¢ étaient nuls simultanément, on aurait

U=o, V=o,
i} 06

Ak T

0 serait constant, et les deux paramétres £, et £, auraient un rapport
constant, en sorte qu’on n’aurait pas une congruence proprement
dite.

Si une seule des quantités b et ¢ était nulle, on aurait, par exemple,

b=r, ¢ =o, U=, V=o.

[’équation (10) donnerait

98s

ou
£, serait une fonction de V seul :
Es = Vi.

Les équations (8) et (9) deviendraient

a6 . a6 o
ou_ O de VI’
d’ou
dv
eifw, @_%_v/‘-
On aurait

1\‘1:0, Ej:UQ+V47
U.—i—V1 U,

A=V, 0 V’/W T =U,;

V s
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% serait donc fonction de la seule variable u, et ce cas a été ¢liminé au

Chapitre 1.

3. Supposons a = o. Nous pouvons faire subir aux variables « et ¢
des transformations linéaires qui permettent de poser

U:u, V:—V.

L’équation (10) devient alors

0k, ) ok,

U —— ¥ = =—=<C3
du de ’

ce qui montre que &, est une fonction homogéne du premier degré
en « et v. On peut poser

- v
by —————-
u
Vel
Les équations (8) et (9) donnent alors

19
e:—’g, Ez——:/%

A. Considérons le premier cas, oul'on a

1 r ’

e Qo == == ;
- W

V(e +0) V/f

LA

(1)

¢, est alors une solution quelconque de I’équation

(12) PE (&7) M

Jdudv

V7

Riemann, dans son Mémoire sur la propagation des ondes aériennes,
a intégré cette équation (12) ou une équation équivalente au moyen
[ ’ Lot
de séries hypergéométriques et de quadratures.
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A part les solutions (11), on peut obtenir une infinité de solutions
de (12) par la résolution d'équations différentielles du second ordre.
Pour cela, cherchons une solution de la forme

(13) Ei=e*h(u—+ v),

o étant une constante ; A sera donné par la résolution de I'équation

différentielle
(\/—fi_) h.
V7

En combinant linéairement ces diverses solutions, on obtient une

A+ oh' =

intégrale de (12) dépendant d’autant de constantes arbitraires que l’on
voudra.

¢, étant choisi, on aura pour A

P IET
)\—— [ —dz -d—()
ou
O, %, /0 0
(14) == (- a)E

Cette valeur est solution de (12), comme on le vérifie directement.
SiI'on fait jouer a i le role de §,, on aura une nouvelle congruence
pour laquelle % sera remplacé par

)\':<() i\m

Bani

19

du g !

et ainsi de suite. En général, on peut prendre

0d o\ (n
En:)\lz.J:( 1-

Uaa3

ou v
Inversement, connaissant A solution de (12), déterminons une fonc-

tion £ qui soit solution de (12) et de

(15) g—i———%}é:)\.
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La solution générale de (15) est
(16) E=o(u,v)+A{u-tv);

A étant une fonction arbitraire de # + ¢ et ¢ une solution particuliére
de (14).

Portant la valeur (15) dans I'équation (12), on obtient
¢ "— (4 ;
S de + A= (-P -+ A) M

029
du dy

— oM =— A"+ AM.

Or, dans I'équation (17), le second membre est évidemment une
fonction de «# +v. Je dis qu’il en est de méme du premier. En effet, le
déterminant fonctionnel de ce premier membre et de « + v est

Po 0 (% _de\_ 9 (92 9%\ (% 9%\
du? d¢ du dp? du de du de \ du dy du dy

¢ étant une solution particuliére de (15), ce déterminant fonctionnel
est

02h

—— —Ml=o.
du dy ’ °

I.’équation (17) pourra donc étre considérée comme une équation
différentielle du second ordre linéaire avec second membre, la fonction

i

nconnue étant A el la variable « —+v. Ta solution généraie de (17)
s’obtient d’ailleurs en prenant une solution particuliére a laquelle on
ajoute les quantités (11) multipliées par des constantes arbitraires.

La connaissance d’une solution de (12) entrainera donc la connais-
sance d'une série de solutions en généralillimitée dansles deux sens (*).

(1) Cela résulte d’ailleurs de ce que I'équation linéaire (12) n’est pas changée par les
transformations du groupe a un paramétre

=z t+a, y'=x—a,

. .. e a2
qui a pour transformation infinitésimale 52 " 90
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Si nous calculons les coordonnées y,, 1,, ¥, du point moyen d’une
droite de la congruence, d’aprés les formules (3) du Chapitre I, nous

trouvons notamment

= (e

=)

g,
-+ E)’

£
S1

En calculant les coordonnées pluckériennes, on trouve par exemple

L.=y253—y3——iz= 254-

Les congruences en question font donc partie du complexe linéaire

d’équation
(18) L. — ?,X,.

Elles ont été signalées par M. Guichard.

8. Considérons le second cas, oul’on a

[e]
r
Cg— ——F———=
/, u
o | —
Vel

(19)

¢, est alors une solution quelconque de I'équation

v, __o\77),

u
T

(20)

7
Ve

Cette équation (19) se transforme en une équation de la forme (12)

si ’on fait le changement de variables

2’

(21) u=e", p=—e"";
e
¢, étant connu, la valeur de & sera
< 08, 0%, 0
) A= b @ — —
(22) “ou oy d (udt 9
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Les congruences obtenues n’appartiennent pas a un complexe
linéaire tel que (20), mais peuvent s’en déduire, puisque ’on peut
ramener les équations (20) aux équations (12) par la transforma-
tion (21).

CHAPITRE III.

CONGRUENCES PARALLELES.

1. Deux congruences sont dites paralléles lorsque les dévelop-
pables se correspondent et que les droites correspondantes sont
paralléles. (Cf. C. Guicharp, Annales scientifiques de I’Ecole Normale
supérieure, 3° série, t. XIV, année 1897, p. 478.)

Nous nous proposons dans le présent Chapitre de rechercher s’il
existe des dongruences W et de Ribaucour paralleles entre elles au
sens rappelé ci-dessus.

Soit une congruence ¥ déterminée par les solutions Z,, ¢,, £, X de
I’équation de Moutard

92E
(1) S =MX,
comme il a été expliqué au Chapitre I : &,, ,, £, sont les paramétres
directeurs d’une droite de la congruence rapportée a ses dévelop-

pables, et les variables « et ¢ sont supposées normales ('), ¢’est--dire

7

que l’on a
N
1 ou 9V’
02K
()u()v_M)\’
g, 280 2Ly
Yodur our’ T

Pour avoir une congruence 7’ parallele a v, nous conserverons les

(1) Cette hypothése n’est d’ailleurs pas nécessaire dans ce premier paragraphe.
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paramétres u et ¢, et remplacerons X par ume fonction X' qui devra
etre solution de (1) et telle que 'on ait

—uvly & % _y
N=UVlE S =V

(cf. Chapitre I, § 4, renvoi), les variables n’étant plus normales.
% devra étre solution de (1). Oron a

oN 2N

=UVZ UV,
, .
‘% — UV g’; + UV,
! 22, N o
S =UVo UV UV 2 UV

En substituant dans (1), il reste

(2) UV"’" U'vi’z +UVL=o.

La solution générale de cette équation aux dérivées partielles est

1 U
=ye(v)
9

2. On peut résoudre la méme question comme suit, en conservant
I'emploi des variables normales.

Pour avoir une congruence paralléle ala congruencey, nous rempla-
cerons les parametres u et par U et V fonctions respectivement de «
et de v et nous multiplierons les £ par une fonction f(«, ¢).

Les nouveaux paramettes directeurs seront

2,=&(U, V)/(«, »).

On en tire
P Ph g, e %y / 0 f
dude —ouav O v/ 5V 7 vV "'E‘ouoo

O 2 Oy
— (MUVf du do >+duL g ‘ du’

THESE VAULOT
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En écrivant que Z; satisfait a une équation de Moutard, on obtient
une relation de la forme
. , Of 0%; . 9f d
AEL+U ()—‘)w +\ F[_[-(j(; = 0.

Comme, dans cette relation, ¢ peut prendre les valeurs 1, 2, 3 et
que le déterminant
flp %O
T duw v
est supposé différent de zéro, il en résulte que I'on doit avoir notam-

ment
U’ ¥ _ 0,

3 =

Lo _
V d—u—o-

Or, U’ et V' sont tous deux différents de zéro.
Les relations précédentes donnent done

. AF
of o Y
Jdy i du

J'est donc une constante que nous prendrons égale a 'unité.
Considérons donc les parameétres directeurs

=,=E,(1, V)
On a
0Z; U 9&; 0=; <, d%; 2B e 02§,
du ~ o0’ v 9V’ dudv dUaV’

et les &, satisfont a I’équation de Moutard

3 PE _MU'VE

(9 dwos —MUVE

A sera remplacé par

(4) A=z, & B uviuv

du dv
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On a alors
g_i — % UV UV,
%ﬁ = % Uve UV,
#A _ Pr nyn, 9 uev o O urve v
Jude 90V + U TV ARV

Ecrivant que A est solution de I'équation (3), on obtient

(5) jﬁ U’QV”+%% U'V2 AU V'=o.

Pour résoudre cette équation aux dérivées partielles, posons
U=z, V=y,

U= V=

1 I
X’ -'Y:)

X et Y étant respectivement fonctions de x et de y.
Il en résulte
X! Y’

U”:—“:X"E’ . V”:‘.————’

L’équation (5) s’écrit alors

JA 1 Y oA X' 1 N XY’
T XA Ty XeY: TAXeYs
ou bien
OA oo, OA o, or
(6) 7z XY+ 5 YX/ = AX'Y'=o.

La solution générale de cette équation aux dérivées partielles est
X
(7) A=Xg <?>

g étant une fonction arbitraire de 3

Autrement dit, A doit étre une fonction homogéne du premier degré
de deux quantités dépendant respectivement de u et de ¢ seuls.
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3. En général, une congruence W et de Ribaucour n’admet aucune
congruence paralléle. (Nous laissons de c6té le cas banal de 'homo-
thétie.) Voici un exemple de ce fait :

Considérons la congruence des normales a la surface de vis a filet
carré.

Cette surface rapportée a ses lignes de courbure a pour équations
paramétriques :

yi=sh(u+¢)cos(u— ¢), ye=sh(u 4 ¢)sin(u—yv), Ys=—u— ¢.
La normale a pour paramétres directeurs :

£y = —sin(u — v), o= cos(u—v), Ey=sh(u—v).
Ces parametres satisfont a4 ’équation de Moutard

2k

dude §-
Pour 2, on peut prendre a un facteur constant preés
A=ch(u+ ).

L’équation (6) nous donnerait, en remplacant A, z, y, X, Y,
respectivement par ch(z + ¢), u, 90, U, V :

PR

sh(u—+ ) (UV' UV U'Vich(u+9)=o,
d’ou
ch(uto) A L S VAR
Sh(u —+ ) - COth(“ + V) S VA Y A S A v
et

02coth(u + v) Y
du dy -

Or, cette relation est fausse, donc la congruence n’admet pas de

paralleles.
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4. Voici un exemple de congruence admettant des paralléles,
lesquelles sont également W et de Ribaucour.

Considérons I'équation de Moutard

02¢
8 —
(8) du do 0
et ses trois solutions
£, =sinwsinp, £, =sinwshu, Es = cosv + cosw chu,

ou « est un angle arbitraire. Ces trois solutions, associées au déter-

minant
)\ — g. dEl dEi

—_— | = — 1n2
Y (cosw cos¢ 4 chu) sin?w,

déterminent bien une congruence W et de Ribaucour, car A est solu-
tion de (8).

Les droites de cette congruence sont les normales a une surface
minima a lignes de courbure planes, qui est la surface de Bonnet et
dont les équations paramétriques sont

¥1==v cosw -+ sine chu, ¥Ya—=— U — cosw cosv chu, ¥s=sine cosy chu.

Pour trouver une congruence paralléle, remarquons que A peut
s’écrire

h=sin?w[(2 + cos¢) cosw + chu — a cosw],

o étant une constante, et A est ainsi une fonction homogéne du
premier degré des quantités

o -+ cose et chu — o cosw.

Nous prendrons & = o.

Pour trouver la congruence paralléle correspondante, résolvons le
systeme
dU T

:%:Chx’

U=z, U
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il donne
chu =chxdz, U=z —arcshu.

De méme
V = arcsiny.

Les nouvelles expressions des parameétres sont
B, =v¢sinw, E,= u sinw, 33:\/I+(L2008w+\/1—()2.
Prenons pour A la quantité

0=, 0F, 1 cosw

5. vl + )
du  dv Vi— ot i u?

qui est également solution de (8).
Les quatre quantités

A=—|=,

2, &3 et A

définissent une nouvelle congruence W et de Ribaucour qui est paral-
léle ala congruence des normales a la surface de Bonnet : cette nou-
velle congruence est encore une congruence de normales, mais non

Les congruences W et de Ribaucour, qui sont paralleles a des
congruences de normales a des surfaces minima sans étre elles-mémes
des congruences de normales a des surfaces minima, seront étudiées

au Chapitre VII.

5. Nous allons rechercher si une congruence W et de Ribaucour
peut admettre plusieurs congruences paralleles distinctes (nous ne
regardons pas comme distinctes des congruences homothétiques).

Si la congruence Y admet deux congruences paralléles, A devra satis-
faire a deux équations distinctes telles que 1'équation (2). On devra
donc avoir

o\
VI TI‘Z

)N
(>') UV

IA V' )\ —
()_V+U \ )\———-0,

1 (N X7’
+U4V4 DT) +U1V1)\:O.
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On en conclut

o .

u 3 o B )
UU,(VV,=V,V) ~ VvV, (UU,—UU, U0, V,V—U,UVV;’
O UU(VV,—V, V)

« UUV,V-_TUVV/

(o) 10 VIV, (U'U,—UUY)
9 X~ UUV,V—U,UVV,

(8)

I
)

Kcrivons que les relations (8) et (g) sont compatibles :

9 (1 _ 0 (10
do\X0du) — du\%adv)’
0 UU(VV,—V,V) 9 VV(UU—UU,
o UUV,V_U,0UVV ~ 0w OU,V,V—-U,0VV,

En développant et faisant les réductions, on obtient finalement une
relation qui peut se mettre sous la forme

(U U_U, U UU,VV,(VV — V'V
+(V.V—V, V) V'V, UU,(U'U, - U, U) =o.
On en tire

U'U,—U U UU,  V'V,— VIV VV,
UU,—UU0UU "~ VV,—V.V V'V,

Le premier membre étant une fonction de u« seul, et le second
membre une fonction de ¢ seul, doivent étre 'un et 'autre constants.
Nous les poserons égaux a 1 — c¢. On aura par exemple

v_u
U
U U,
T U

ou bien
‘i"_‘ﬂ_(l_.)"l_‘£>
U U °(U U, )
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d’ou en intégrant, A désignant une constante,

UI Ul—c
Agr =g
ce qui peut s’écrire
(10) AUU = T,

et en intégrant encore une fois, en supposant toutefois ¢ # o,
AUc=U:+B  ou Us—= AU<— B,

et de méme

Vi=EVe—D.
Il en résulte
U, AU U V. EVerV'
U, ~ AU-—PB’ V.,  EVe—D’

Portant ces expressions dans les formules (8) et (9), on obtient

10h  ADU— U 10 —BEVe sV
X 0u — BEVe —ADU?’ X de — BEVe_—ADU¢’

d’ou, en intégrant,

— 1

(11) A= (BEVe¢— ADUr¢) .

On peut alors écrire, en posant BD =4,

r= [(BEVe— ) —(aD U — n)]

Y

A est alors une fonction homogeéne de degré — 1 des quantités

1 L
(ADU¢—h) et (BEVe_AY,

qui sont fonctions respectivement de u et de v seuls. On peut alors
prendre

N

1 1 _
¥ = (BEVe— )" (ADUe— h)’ [(BEVe— k) — (ADUc— k)
ou

-
.

P 1 B 1
(12) V= (ADUC— T BEVC-h)
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Sil’on consideére I'identite

oBEVe+8  «ADU+8  (ad— 8y) (BEVe—ADU-)
YBEVe -8 vADU¢+3  (yBEVe--o) (yADU*+3)’

on constate que ) peut encore prendre la forme, o, £, v, ¢ étant
des constantes,

1

3) .. (aBEVea- 38 aADUc—l—;@')_:.
G TBEVe 3  yADU-+ 5

N =

Cette expression (13)a 'avantage de montrer que A donné par I'ex-
pression (11) est un cas particulier de X', ou I’on fait

a=206=1, b=y=o0.

Sinous supposons maintenant ¢ = o, la relation (10) donne

U v
AG =g
d’ou, en intégrant,
U, = FU*,
et de méme
Vi=KV~-

Les formules (8) et (9) deviennent

i ())\_U’ A(E—1) 1 ())\_EE(I———A)
xou U A—E’ ZYde vV A_—_E’
d’ou, en intégrant,

AE—1  EU—A)

(14) A=UrF Vi=F,

Les exposants de U et V dans (14) ayant pour somme — 1, A est
une fonction homogene de degré — 1 des quantités Uet V.

On peut écrire
E—1 1— A

k= (UA)S=F (VEy=F

et I'on voit que 2 est aussi une fonction homogene de degré — 1 des

THESE VAULOT 5
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quantités U* et VE. On peut donc prendre

A*— A E—E®
N=TUAVEX=TU*"EV*—FE,

Si % est le produit d'une fonction de « par une fonction de v,
h=/f(u)o(v),

on pourra prendre A et E arbitrairement.
Il en résultera

A—FE A—E
U:/‘A(E—l" V:?E(1-A),
et
A~1 E—1
)\!,:: E—1,,A—1

Cette expression dépend d’un parameétre, qui est la valeur du rapport

A—1
E—1’

et W reprend la valeur A si ce rapport est égal a 'unité.

6. Nous allons donner des exemples de congruences rentrant dans
les cas généraux trouvés au paragraphe précédent.
Considérons I’équation de Moutard

2E 2
dude  (u—+9)2

£,
et les solutions

v = (w+ )3,

I
b=

Egz(u—f-v)?(u——v),
A== (w4 0)%

Elles définissent une congruence W et de Ribaucour, puisque X est,
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a un facteur constant preés, égal au déterminant

L %
Y 9w dv

Cette congruence admet des paralléles de méme espéce, puisque A
peut étre mis sous la forme (11), & condition de prendre

I AD BE

C—— = —_— = — U —_— == .

R

Considérons maintenant I'équation de Moutard

»E _a—1),
duode uy ’
et ses solutions
1—1 1—1
£ =ulv'—L I A Ey=ulrp P, A=ulrp P,

ou /et p sont des constantes. Ces quatre solutions définissent une con-
gruence W et de Ribaucour, les variables étant normales.
On voit que 'expression de A rentre dans la forme (14).

7. Nous avons trouvé au paragraphe 5 que, si A a 'une des
formes (11) ou (14), les valeurs de ) dépendent de paramétres autres
que des facteurs constants. Il en résulte que les congruences de départ
admettent une infinité de congruences paralleles distinctes non homo-
thétiques entre elles.

Il en résulte que :

St une congruence W et de Ribaucour admet deux congruences paral-
leles de la méme espéce, elle en admet une infinité.

On pouvait d’ailleurs démontrer facilement ce résultat sans con-
naitre la forme de ). Les équations (2) et (2') du paragraphe 5
s’écrivent, en effet,

U V o\ U, on  V, o
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Si %k satisfait & ces deux équations, il satisfera & une infinité d’équa-
tions de la méme forme

U oh  Vaoh 5 _
U TV, 00 4=

Il suftit, en effet, de prendre U, et V, tels que 'on ait

U, UL, v, \% vV,

(A VAN VAR G VA o U
o et B désignant deux constantes dont la somme est 'unité.

8. Nous avons donné des exemples de congruences n’admettant
pas de paralleles et des exemples de congruences admettant une infi-
nité de paralleles : nous allons terminer ce Chapitre en donnant un
exemple de congruence admettant une seule parallele.

Considérons I'équation de Moutard

)

ou e ue

JVY

’

et ses solutions

1—1 1—1 1—1 1—1
Ei==ulov' ¢, Ey=uttol, Eyemwlro? P oplp, A=uPv P +—u? olp,

Elles définissent en variables normales une congruence W et de
Ribaucour. % n’est pas de I'une des formes (11) et (14), mais est une
fonction homogeéne de degré — 1 des quantités

1—1
—(/]7—9——
u P/

v-~(1])+ 1—;—1)

,a congruence correspondante n’admet do une paralléle.
La cong dante n’admet donc qu’une l1e
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CHAPITRE 1V.

TRANSFORMATION DES éQUATlONS DU PROBLEME.

1. Nous nous proposons de transformer les conditions trouvées au
Chapitre 1 et d’introduire les coordonnées d’un point de la surface
génératrice de la congruence (¢f. Chapitre I, § 3).

Nous allons d’abord résoudre le probléme suivant :

Probléme. — Etant donnée une équation de Moutard
02
® dudv = Mg,

a quelles conditions doit satisfaire une fonction x de u et ¢ pour
étre une coordonnée de la surface génératrice d’une congruence de
Ribaucour formée au moyen de solutions de I’équation (1).

En d’autres termes, &,, ,, &, étant trois solutions de I'équation (1),
et v étant donné par les formules de Lelieuvre

ox B

4

v e de

08, : 0%, oz 0% |, 0
T = 22 3y - ;
du du Jdu

nous allons rechercher a (uelles équations doit satisfaire x lorsque M
est donné.

On sait, et 'on vérifie d’aillenrs immédiatement, que I'équation

oz 05  Odz 0% 02z

(2) 5;0_&—*—5;5;_‘()((00&:0

est satisfaite quand on donne a Z la valeur ¢, ou la valeur E, qui sont
toutes deux solutions de (1). On a donc a chercher la relation qui doit
exister entre x et M pour que (1) et (2) alent en commun deux solu-
tions linéairement distinctes.

Dérivant (2) par rapport a « et tenant compte de (1), on obtient
(3) oz 02t 02z dE—i—(M% Pz >§=0.

do du: " du? d¢ du du?dp
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On obtiendrait de méme, en dérivant par rapporta ¢,

oz 02t 0z 0k ox Br \y
(4) gu 002 97 3y +< o ouoo2>’—"‘

Dérivant (3) par rapport a ¢, en tenant compte de (1), on obtient

_ 02x 0L 0*x 028 oz 05 . 0z 0%
(5) w00 T o gw T Mo 3 TV gu
02z oM oz oM oz dr \,
—l——(VI dde T 9w 00 T 0w du ()uldvﬁ):'—o'

92F 92t 9 o
02’ w2’ 90’ o’ G

étaient linéairement distinctes, elles permettraient de calculer

Si les équations (2), (3), (4) et (5), linéaires en

o 05 02t 02k
o’ 907w’ e
en fonction de £. En dérivant les expressions obtenues et en dérivant
également l'équation (1), on calculerait les valeurs de toutes les
dérivées de ¢ en un point (u,, ¢,) en fonction de la valeur £, en ce
point. L’intégrale du systéme (1), (2) dépendrait donc d’une con-
stante arbitraire au plus et comme les équations sont linéaires, elles
ne pourraient admettre les deux intégrales linéairement distinctes &,
et £,.
Les équations (2), (3), (4), (5) doivent donc se réduire a trois.
Le tableau de leurs coefficients

o o i oz _ 9z
du oo du dy
ox Pz ox 03z
9 owr © du  du?ds
dx 02z dx d*z
3 0 0 Gor M v R P
Rz NPz oz ox 0z oM oz oM oz o'z
d o Yoo Mo MNagwm Tt w o dwon

doit étre de rang 3.
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On reconnait facilement que cette condition donne une seule équa-
tion, que 'on peut former par exemple en ajoutant aux éléments de la

derniére ligne les éléments des premiére, deuxiéme et troisieme, mul-
tipliés respectivement par

2z 0z 2 N2z
oz or ™ T Y T
du Odv dv du

On obtient ainsi un déterminant dans lequel tous les éléments de la
deuxiéme ligne sont nuls, sauf un, ce qui donne I’équation

oz ox

oM dz oM oz 02z o e 02z Ju

©) o Towoon ™ 9w or T Cowes T G ox
du v

Pxr 2z Px 0*x 0z 2 0%z
0"z du2de 9v®  O0ude® du®  Ju 0v* Judv
Towor T oz oz dmox "
J¢ Ju Ju de

2. Nous avons trouvé au début que la quantité

9w Oe

i

doit étre solution de I'équation (1), c’est-a-dire que 1’on doit avoir

= 0.

(7) ]s. o8 08

Juz  dp2

Or, en employant les quantités &, et x, on voit que I'on a

(8) ' 0z 08, ox 08, oz

—_— e — ———— ——
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On en tire, en tenant compte de ce que ¢, est solution de 1),

(9) o _ ., Pz _d_‘-”él()_x_ié_,(_)z__‘” oz
9 ou " 'Owroe T Our or de du ' ou’

o, Pz 2%, Oz 0, 0z .., dx
(10) de — ouder T dv2 du  du Ov — Mg, 9’

02A J*x 02&, 02z 02E, d2x

(11) v > Ju? dp? ou2 0p2 dv2 du?

0%, dz 9%, oz ., (OM dz oM oz
‘-"M(o—u % o T) % (E % %) — M.

En exprimant que A est solution de (1), on obtient

oMo T o au Ou dv) " duE ot T 0wt dwE — O

: o'z 02 x oM dx IM Ox 02, 02x 0%, 0%z
(12) & du? dp2 du dv dv du  Jdu Oy

£, et v sont donc donnés par la résolution du systéme d’équations aux
dérivées partielles (6) et (12), oul’on suppose quel’on a remplacé dans
I'équation (6)

oM oM

NI, DTL- ct ()_V

respectivement par

ot 03E, __(Ea_ 0%%,
£, duoy’ ou — B \Mourde 9w duav)’
oM 1 94z, 02, 02%, )
o T B \"'ouder T 00 dude)

‘M—-i 02§, oM
(13)

Remarquons d’ailleurs que I’on peut remplacer une des deux équa-
tions (6) ou (g) par celle que 'on obtient en ajoutant a 'équation (12)
I’équation (6) multipliée par %,,

ox 0z -
2k, [ 92x 90 02z du 02k, 02z 02k, 90z
W4 =5\ dw oz T o 9z ) T our g vt 0w
du 20
Bz 0z ddz 0z Pz 02z 0*x
. [ OJuzoo 90  Ouodv? du®  du* 0v? dudo
+ o T or T oz =o.

o du du v
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3. Nous pouvons l‘emplacer ce systéme en 'f;‘ et.x par un autre ou
les inconnues seront A et x.

[’équation (6) reste la méme : on y remplace M et ses dérivés par
des expressions analogues aux expressions (13), mais o &, est remplacé
purement et simplement par A.

Des expressions (8), (9), (10), (12), tirons respectivement

0%z Bz 3z dx
dude’ dutde’ dude  dulov?

et portons ces expressions dans (14); on obtient apres réductions

2z 02z 2z 0%x
Ok 90z O\ Jdu? du? 92
(15) Ju Oz +% oz Tomox O
v du du dv
ou bien
o0z ox
(:6) 0w 9w "o om =0
ou? 002

Les équations (16) et (6) permettront de trouver certaines solutions
particuliéres au Chapitre suivant.

A. Nous avons dit, a la fin du Chapitre I, que le probleme de la
recherche d'une congruence W et de Ribaucour consiste a trouver trois
quantités x,, x,, x,, coordonnées d'un point de la surface génératrice
de la congruence, et telles que I'on ait

0z, 02z, 0%z,
Ju*  du®  Ju?
02z, 0%z, 0z,
Jdp? dv? dp?
Posons
0?2
du?
(16) 7z —=e?
de2

THISE VAULOT
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et
= e¥.

L’équation (15) devient alors

_ 02z . dy. ox ()pL oz
(17) daE = ou du %9 o

On a également

<

g O0pdz  dp iz

(18) p2 = du du do do

<

Les deux équations (17) et (18) admettent les quatre solutions
communes .r,, &,, £,, 1. Comme ces quatre solutions sont linéaire-
ment distinctes pour des raisons évidentes, les équations (17) et (18)
qui sont linéaires ont en commun la solution

A\ Xy A To—+ A3 X3+ ay,

dépendant de quatre constantes arbitraires «,, a,, a,, «,. En un
point (u, ¢), on peut donc prendre arbitrairement les quatre quantités

ox ()_x 02z
% du’ 90’ duode

Calculons les dérivées troisiemes de xr en dérivant les formules (17)

2

x| 0z [
et (18) et en remplacant 5— et — par leurs valeurs données par les

formules (17) et (18). On obtient
Pa _ dp 0z +[ op‘)z%oz}';.] ax+e¢<o‘u du , dp 0o oﬂp)ax
\

2w % ¢ duov

|
dz  Op Oz (02p. -}—0—“%)@3-1—3’?[0? T 02y.+<

dutde  du Judv

dzx  dp Oz i e»__qg[d‘p Jdo Ou (%)2] dz (dﬂx o 0p.> (hf

duodv: v Ouoev dur  Ju du ou

oz du 0%z _[(O0u du  Odo du 02p\ dz du\*  0%u]dx
—_— — TP 4+ e P — - — L L —_— _
do? du du dv ) du [(00) ]

du Oy dv du -+ Ju dy

> par déri-

nl ’ : 4 04
En calculant d’antre part de deux fagons différentes 5———
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. ., R . \ *x
vation des dérivées troisiémes, on obtient, aprés remplacement de

<

9

4

Pz [ .
et —— par leurs valeurs données par les formules (17) et (18):

dx _ 0 dPx 0%y +0p. ()p~ 02 x
0u2dv: ~ 0dv du2de \dude  du dv | dude

dp. 0*p. do dy. Jy. ()_u‘ ()y.>'-’
+{5§dut)v+x()—u0_v- Ju

oy 9 ()3}1.

200 ot T dwon

dp. dp. dp.
ou <0u()v ™+ %u d_o>
du\? dp. 0% ‘ PR TRN

()249 ()y. ():p 021 dsp
T oet 90 T2 00 Dor T ps

et

dzr 0 Px 02 op 0w\ d*x
du*dv? dudude®” ~\ Ou dv + u dy ) udv

I (O Op I
+§dv <0u00+3&%>

dy. oy 02!‘" N am
+eq)[(du> +3()u()u2— F)—(()_u>
029 du. dop 0*u. O (()9)3 ()u} | 0z

Cdu? EL_ du ()u- oud Ou

Op 0% do du. dp. TRVTAN

+ EOltdc'_E%W+m<5L:>
0w 0% . 03 1.
+2 4+

0v ()u duz de

()« ou\? o ()-’y. du.\* zdx
+ ““[o (w) + 9 W+<o—> ]W'
4

Les deux expressions trouvées pour 5

doivent étre identiques,
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.. . . ox 0 02
sans quoi il y aurait une relation entre % et —2.0n a done les
ou’ dv ou dv

deux équations aux dérivées partielles en ¢ et .

oo ()}J. dc‘o ()z.x+ 029 03y.
ou\dv 96 72902 ) T 0w

du. 0% . ( >2 020 du ()u 02 0% u 0?>20p
()l o

()u duz Ju? 0u ()u 0u2 —;3— du

Jdu du 0 0u200
_0p 0%p do (dp\? 29 du dq: 9 u 3w dp\2 du
_2733072+d_v(7 T o T2op 00 T 30 T \96) O
e —— —

CHAPITRE V.
ETUDE DE QUELQUES CAS PARTICULIERS.
1. Dans ce Chapitre, nous allons étudier quelques solutions parti-
culiéres des équations du Chapitre précédent, en procédant en général

de la fagon suivante : Nous nous donnerons la forme de z ('), premiére
coordonnée de la surface génératrice, par exemple

zr=u—9, z = f(u—+v), z=uv, z = f(uv), z=U+YV,

) sera alors donné par 'intégration de I’équation

ox oz
())\ le ())\ ()V ) _
(1) du 0z Jo g T
du? 0%
M sera donné par
1 02\
(2) M= n Ou dp

(') Dans un bul de simplification d’écriture, nous écrivons z au lieu de z;.
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et devra satisfaire a I’équation

02z dx 02z Oz
oM oz JM oz du? dv 0z ov? OJu
(3) —5;55+W5&_M dx —20u()()+ oz
ou 00
Bxr 02z NRx 0z 02x 0%z 0%z
dix ou*do dv®  Ouodv® du®  Ju® 0v® Judp _
T 9w T oz T moz
v Ou Ju oy

¢, devra satisfaire aux deux équations
92k
dude ME,

., oz ok, oz 0, Oz
(5) Ll 7y Tl i vl Hib PR

(4)

&:, et Ea sont deux solutions de

6) dx 9% ox Qg Nz E—o
do du " Ou dv  Qude
qui devront satisfaire a I’équation (4).
Nous vérifierons ensuite que X est bien égal, a un facteur constant
pres, au déterminant

.k )
' ou oo

2. Considérons d’abord le cas ou I’on aurait
x=u—yv.
L’équation (1) est indéterminée. L’équation (3) donne

oM oM

T T =%

M sera donc une fonction de v -+ ¢ que nous écrirons
( /T>”
Fi
W)
I
V7



On aura

On aura done par exemple

/
L= =, = —-
VI 7z

On retombe ainsi sur les congruences du complexe linéaire (¢f. Cha-

pitre 11, § 2).

3. Supposons que x soit une fonction de « + ¢. Nous écrirons

f étant une fonction arbitraire dont les dérivées successives sont

S S

Nous supposons f/” # o, le cas contraire se ramenant immédiatement
a celui qui a été examiné au paragraphe précédent.
L’équation (1) donne alors

% d)\ R fll
dae To T

A
A%
¢ étant une fonction arbitraire de w —v dont les dérivées sont ¢, ¢”.
NoRe)
e \V A, Wy
T Xoduode T T
Vi Vz

et cette valeur satisfait identiquement a I’équation (3).

= 0,

d’ou 'on tire

On aura

M
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%is Ga» 5, devront étre solutions de I'équation de Moutard

. - V7)) |
Ve Ve

L’équation (6) s’écrit

o 9 f"
du_'_()v fE__o

La solution générale de cette équation aux dérivées partielles est

(8) E:\/J;A

A étant une fonction arbitraire de v — v.
Ecrivant que (8) est une solution de (7), on obtient

e WV5)
V3

Cette équation différentielle linéaire en A admet les deux solutions

Nous prendrons donc L
Ve
L’équation (5) donne
-/ \/:—E. ’;l,l+?fu' 'ffv‘-

Cette équation linéaire par rapport & £, et i ses dérivées partielles du
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premier ordre, avec un second membre, admet comme solution parti-
culiére

_rx f
> o VT
et comme solution générale
1 I
—B—1 L
\/.: 2 \/cp' j'

B étant une fonction arbitraire de u — ¢. Kcrivant que I'expression
précédente satisfait a 'équation (7), on obtient

‘;A.i
A

:?—’
¢

€, doit donc étre de la forme

Cobo+ Gy —

10 f

VE VT

C, et C, étant des constantes que nous pouvons supposer nulles. Nous
prendrons donc simplement

I 1 1 ¢
E!:""Ji"’— 22:_—?—‘—-‘,) 53:—_—_——_
VI Ve VI Ve VI Ve
La valeur de 2,
WL
v ve
est bien, a un facteur constant pres, égaie au déterminant :
L% O
' du o

Les coordonnées d’un point de la surface génératrice sont

xtiz_/&_,—_“).
°

C’est la surface de translation la plus générale dont les courbes
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génératrices sont dans des plans paralléles aux deux plans de coor-
données x,Ox, et x,Ox,.

Les congruences ainsi obtenues peuvent étre considérées comme
une dégénérescence des congruences de normales aux surfaces minima
de la facon suivante :

Pour les congruences de normales aux surfaces minima, la surface
génératrice est une autre surface minima, donc une surface de trans-
lation dont les courbes géflératrices sont des lignes de longueur nulle,
c¢’est-a-dire des courbes dont les tangentes rencontrent le cercle de
Pinfini. Par affinité, on en déduit des congruences dont la surface géné-
ratrice est une surface de translation dont les deux systémes de courbes
génératrices rencontrent une méme conique a I'infini.

Si cette conique a l'infini se décompose en deux droites, on en
déduit des congruences dont la surface génératrice est une surface de
translation dont les deux systémes de courbes génératrices sont planes,
ce qui est le cas que nous venons de trouver.

Les coordonnées d’un pointde la surface moyenne de la congruence

d{u — v) d - ¢
.)/‘1:’/_(__?._—)) )/2:(), .)/3: /‘%:f‘——z-

[

seront

Nous obtenons ainsi un réseau plan a invariants égaux pourlequel
les tangentes en un point aux deux courbes coordonnées ont leurs
bissectrices paralleles a deux directions fixes qui sont les premier et
troisieme axes de coordonnées.

Si nous transformons par affinité de facon a rendre ces deux direc-
tions fixes isotropes, le réseau de la surface moyenne sera transformé
en un réseau orthogonal a invariants égaux (isotherme) et I'on aura
une congruence W dont la surface moyenne est coupée suivant un

réseau plan isotherme. Elle sera définie par les quatre solutions sui-
vantes de (7) :

G
l
~

E|= f—{—(‘o’ Eg: ~—I.=)
Vf'e VI

THESE VAULOT

A

l
Faa)
o

.

Egzi‘ :

~

.3.2'
_G\
<
.

~1
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Ces congruences dépendent de deux fonctions arbitraires comme
les congruences de normales aux surfaces minima. Voici les équations
générales de ces surfaces rapportées a leurs lignes de courbure :

2 2 ___
7, = i/f/., L d(u o) 4 z/‘? Olld(u—a).
Lo=—= 21 /‘ff' d(u—{—o)—{—gi/% d(u—v),

t o2 2
2y = %ﬁid(uﬁuq— /“” Tt d(u—v).

i

Les parametres directeurs de la normale sont

E—‘f+‘01 E_‘”_f‘{” Ea_i‘?_‘f.
| Bt — 22— — - 77
Ve Ve Vo'

ils sont solutions de (7).

4. Considérons ensuite le cas ou I'on aurait
X = U,
L’équation (1) est indéterminée. 1.’équation (3) donne

oM oM
WS-+ v 5

[y 22 v

4 a2M =o,

M sera une fonction homogeéne de degré — 2 en u etv. Nous écrirons

w3
M:—% g

/
Y 8/
1
g
’ . u
g étant une fonction de >

On aura d’apres (5)
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2 e . 4 :
%, et ¢, seront deux solutions communes aux deux équations

("

u /
"E_Gﬁ” “ou %3
gl

On peut prendre par exemple

a2£
oude

—t=o

%)
E%"——-—

vE
ve' Ve

On retombe ainsi sur des congruences déja rencontrées au Cha-

pitre II, paragraphe 3.

522

3. Supposons que x soit une fonction de u¢. Nous écrirons

2= (uv)
et nous supposerons

f'F# o,
le cas contraire se ramenant immédiatement a celui qui a été examiné
au paragraphe précédent.
L’équation (1) donne

1oL idh L f

sowtua ThFTO
d’ou l'on tire
r= ¢7/A(%>,
A étant une fonction arbitraire de '—:
On aura
RO 1 S OAu A
(9) M= oua =W T T A e A
L’équation (3) s’écrit
U " 2 .,2 £1V Vo v o 2,2 £lg
uﬁ+vﬂd+2M:2‘f “+4uef'+ urvtf —uvgf +2uvf'f +u 02 f )

ou dv f Vi VA
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Elle admet pour solution générale

3 ”2 "
i 2 v d.

T u
(IO) M——;;?(;)—*—;f?uv—rfguv
Les expressions (g) et (10) doivent étre identiques.

Comme nous avons supposé /” 5= o, on doit avoir

I

Uy — — d,

fl
a étant une constante non nulle.

Il en résulte
=2, f=C(u)

Sia=—1,0na
f=Clog(usr)+ D;

Sia#—1,0na
J=C(uv)at' +D.

1] en résulte dans les deux cas

M — a’ u A’ 1 A
T 4uv 03 A v A’
¢, &,y &, devront étre solution de I'équation de Moutard
ERS a? u A 1 A/
(ll) i & mg(iu,‘—m;—’z—&—:?\_/.
[’équation (6) s’écrit alors
98 0t » A
(12) um—bca—‘———(a—{-l)q_m
La solution générale de cette équation aux dérivées partielles est
axt gy
(13) t= () 4(5)

. . . u
v{; étant une fonction arbitraire de =
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Ecrivant que la quantité (13) est solution de 'équation (11), on
obtient
y—ﬁ'l”—{—kp' EA”—{—A’
1% (4

o 4
“a “a A
9 9
Si ), et 4, sont deux solutions linéairement distinctes de cette équa-
tion linéaire du second ordre, on pourra prendre pour les valeurs
a+1
52: (UV) ? ‘!Jz,

a+1

E:{: (UV)T L!J:t-

I’équation (5) donne, en faisant C=1,

):(a—i—x)(uv)gA(g)

:El <a+]>2(lt0)a~— <a_|_1) u(u())a ()E‘

du

—(a—4-1)v(uv) (15_.

oy

ou

0t 0t . -z u
uE%—v%—(a—l—l)E—l—(uv) ‘A<—>:o,

équation dont la solution générale est

s 1 -2 /u
p—— 2 2!' —— ) 2 — -
EH—(W) ¥\0>+2a+1(u‘> A(v)

Ecrivant que I'expression précédente satisfait a I'équation (11), on

trouve que E, doit étre de la forme

1 -3 u
2a+](lt()) A(\(—)—))

D, et D, étant des constantes que nous pourrons supposer nulles. Nous

Do+ Dy & +

prendrons simplement

a+-1
2

f=(w) A (L)) a=w) Tl =0T
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6. Supposons que x soit la somme d’une fonction de «» et d’une
fonction de ¢. Nous écrirons

:z::U——l—V.

U’ et V/ étant supposés tous deux différents de zéro.
L’équation (1) donne

U av

T TRV TAT
d’ou 'on tire
(U

(I4> )\ZVf<v>)
[ étant une fonction arbitraire.

Il en résulte

. . 1 02)‘ . U’/V/IU[ ‘/'" . U// V/l U[ .
(%) M=z = v 7 =ove(v)
en posant

__uy
8= Viz fl’
I’équation (3) s’écrit
oM, oM, UV VU

(16) WV+_§;U_M<—U’ + 7 >_o.

>

RS

. 19 ) . s . L P 1 /0N NT 1.
crivons que 1 eXpl'eSSlOll '\.lf)) €50 so1uuon ae kl()). INOUS oplenons

U// Vm V/I UI/I 2 V// Uuz Py UII V”2 , UI Un_, V” U,, ‘7,,2
& i —+ U _ U - V2 + & v—, W — —‘/’—z'" — 0.

Pour que cette équation soit possible, il faut et il suftit que le

rapport
Ull VIII 'V[/ UIII 2 VII U/12 2 UI/ V”2

2NN VA VI
(17) L Ve A VA
Uz =~ TV

’

soit fonction de g.—



Posons
U’ pomnd }/7 V’ pomnd :,
U'=Yy:, V'=1Lz.

Il en résulte

U'= Y+ Yy Yys, V"= (22 +Z'z)Lz.

L’expression (17) devient

et elle doit étre fonction de J;’

En annulant le déterminant fonctionnel de ces deux quantités, on
obtient I'équation aux variables mélées

(18) =Yy (V'y +Y) + Yy y(Yy -+ Y)Z
Y (Uz+ 1)+ Ls(L 1) — T z2=o0.

Pour la résoudre, nous allons faire des hypothéses sur le nombre
des relations linéaires homogenes distinctes qui lient les quatre
quantités

(10) LY, r (YY), — Yy (YY) Yy,

Il ne peut exister quatre relations entre ces quatre quantités dont la
premiére est différente de zéro.

Nous examinerons seulement les deux cas ou il existe trois ou deux
relations entre les quantités (19), car les autres cas nous ramenéraient
a ceux-la par permutation de y et z qui jouent des réles symétriques
dans 'équation (18).

I. Supposons qu’il existe trois relations entre les quatre quan-
tités (19).
Y sera égal a une constante.

Soit Y = C.



Il en résulte, d’apres (18),

(L2 + 1) — 152

77 = 4+ 7!

=C

ou
Va7 YA

7z 7—-C’

d’ou, en intégrant,

Z'Z:/r(Z—C), 7 =Dzt C,
k, G et D étant des constantes.

II. Supposons qu’il existe trois relations entre les quatre quan-
tités (19). On a alors, en laissant ici de c6té le cas traité plus haut
ou Y est constant,

(20) y(X'y +Y)=aY +0,

(21) Yy(Yy+Y)—Yyr=cY+d.

Multipliant la premiére de ces relations par Y, et ajoutant a la seconde
multipliée par — 1, on obtient

(22) Y2yr=aX?+4 (b—c)Y —d.
Dérivons et divisons par Y’ qui est différent de zéro; il vient
2Y'y24+2Yy=2aY +b—c.
Comparant cette équation a I’équation (20), on trouve
c=—b,
et la condition (22) devient
(23) Y'tyr=aY:+obY —d.

Cette équation suffit pour entrainer (20) et (21). La formule (23)
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permet de calculer Y par des quadratures. Divers cas seraient a dis-
tinguer suivant qu'un ou plusieurs des coefficients «, b, d sont nuls.
Nous ne développerons pas les calculs qui conduisent en général a des
intégrales transcendantes. Remarquons simplement que, d’apres I'ex-
pression (14) de %, les congruences trouvées admettent des paralléles.

7. Dans le cas général, nous ne pouvons pas former d’une facon
simple une équation ou un systeme d’équations aux dérivées partielles
contenant une seule des fonctions inconnues.

Nous allons résoudre cette question simplement dans le cas ou la
surface moyenne est plane.

En se reportant aux formules bien connues et plusieurs fois rappe-
lées qui donnent les coordonnées d’un point de la surface moyenne en
fonction de %,, £,, £, et &, on voit que si le plan de la surface moyenne
est parallele aux deuxiéme et troisieme axes de coordonnées, on devra
avoir :

)~=d5n

a étant une constante non nulle.

Nous avons les deux équations suivantes, en A et ,

dz oz
O du_ I\ dv
(1) du Px v 0tx T
du? dp?
0n 0z O\ dx 02z \ .
(24) duo Tavout (a———()udv) r=o,

dont la derniére n’est autre que I’équation (6) ol 1'on a posé
)\ =a E. .

En général, les deux équations (1) et (24) ne sont pas équivalentes,
. 4 C))\ 1 d)\
et 'on pourra en tirer les valeurs des quantités = ~— et~ .
pourra en tire q S5 9w ¢33

THESE VAULOT 8



— 38
On aura

2z dx ’ AN 7

o Pz dz (00

dlogs v dn 0*x dv? Jdu du de ) ¢

die ndu dur Pz [dz\? Oz (()x' T

D2 \ e ) o2 )

du,
ze dr [ oz "\ de
Jlog 7. R P2y duE de (a T du ()v) Ju

1
D RO 0 0z [dxz\® 02z [0z\?2
do? \du du? \ o

Pour que les deux équations soient compatibles, il fant que les

deux expressions de ——0)10? " soient égales, c’est-a-dire que U'on a1t
ou o¢v
0*x dx 9z \ 0z 0?z dx Pz \ oz
0 aﬂxiuT})E*(““m)% 0 ()21‘T4/—’$+(\ _()—UW)E
du | du? Oz (dx T 0ig (0z\? | T du ) 90 02z [dz\* 0z [ox\® |

La connaissance d’une solution de cette équation aux dérivées par-
tielles du troisiéme ordre permet de déterminer une congruence W de
Ribaucour a surface moyenne plane. A titre de vérification, on peut
remarquer que cette équation (25) est satisfaite par les expressions de
x,, x,, x, pour les congruences du paragraphe 3 du présent Chapitre,
qui sont a surface moyenne plane.

CHAPITRE VI.

CONGRUENCES DONNEES PAR CERTAINES }:]QUATIONS DE MOUTARD
INTEGRABLES PAR L\ METHODE DE LAPLACE.

L. Nous allons étudier les congruences obtenues en prenant quatre
. 7 5 7~ , .
solutions 2,, ¢,, &,, » de I'équation

02¢
() dude

Posons
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Il s’agit de déterminer les U et les V de fagon que Uon ait :
U+V, U, V]
(2) U4V, U, U, |=o.
U,+V, U, V|

3

Enoncons tout de suite le résultat :

On-obtient toutes les congruences distinctes possibles, a des affi-

nités pres, en considérant les groupes de solutions suivantes :

13) L= U4V, E,=u, E,—«¢
(4) f= U4V, o to, =1,
U \Y ] I
5 E = -—— + —_— £ = —— r, _ ——
( ) ! \/U/ v/\/l’ S2 \/U/’ Sa \/V'

Rappelons (qu’on obtient une méme congruence, a une affinité pres,
si les quantités 2,, <,, <, sont remplacées respectivement par des combi-
naisons linéaires quelconques des mémes quantités.

2. En développant le premier membre de I’équation (2), on obtient
I'équation aux variables mélées

(6) (U,U, —U,U,) V), + (U, U, — U, U)) Vo+ (U, U, — U, U, ) Vi
+U(VaVy— Vo V) + U (V, V=V, V) + U (V, V', — V V), ) =o.

Pour la résoudre, nous allons faire des hypothéses sur le nombre des
relations linéaires homogenes distinctes qui lient les six quauntités
(-y U, U, U, UU-UU, UU_-UU, UU-—UGU,.

Le nombre de ces relations peut étre six ou moins. Nous exami-

nerons seulement les cas ou ce nombre est 6, 5, 4 ou 3 : les autres

cas nous rameéneraient a ceux-la par permutation de ety qui jouent
des roles symétriques dans I’équation (6).

I. Supposons qu’il y ait six relations entre les quantités (7).

Les U” seraient tous nuls; les V seraient quelconques. On pourrait



prendre par exemple
E=u+V,, g2=Vy, &L=V,

Il en résulterait

I P T
h= % Ju v

A serait une fonction de la seule variable ¢, et nous avons exclu ce cas
au Chapitre I.

Y

II. Supposons qu’il existe cinq relations entre les quantités (7
les cinq derniéres quantités s’exprimeraient en fonction linéaire de U, .
On aurait par exemple
U,=a,Uj,
d’ou1, en intégrant,
U,=a,Us+b,u—+c,.

Nous pouvons supposer @, = o, en remplacant ¢, par ¢,=a3,, ce
qui revient a faire subir a la congruence une transformation par afti-
nité.

n peut aussi oser ¢, = ui a augme V) -

On peut aussi supposer ¢, = o, tte menter V, d’une cons
tante.

On a donc

U| = b; u,
A?

A
e S
u vn

U, U, — U, U, = b, U,

et cette derniére quantité doit étre égale a U, multiplié par une cons-

tante. Done
by= 0, bUi =0,

et de méme
Ug == 0.

L’équation (6) devient
UL (Vo V! — V, V) =o.

Si U, = o, on est ramené au cas exclu plus haut.
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Si U + o, I'équation (6) devient

V.V, —V,Vi=o.

Elle admet pour solution générale

A% 1

V = —— V _ —
1 \/V', 2 \/V'

et 'on obtient ainsi un cas particulier de la solution (5).

[11. Supposons qu'il existe quatre relations entre les quantités (7).

a. Considérons d’abord le cas ou, en fonction de deux des quan-
M ’ ot T " . . ’
tités U, U, U, on peut exprimer les uatre autres des quantités (7).
On aura par exemple

U’;:CZQU;I'%— CZQU;

Intégrant et faisant subir a la congruence une transformation par
affinité, on obtient

Us=bu—+c,
d’on

(8)  UU —U, U= —(bu+c)U, U U —U, U= (bu+c)U,.
Ces quantités devant étre de la forme
U +d, U, e U 4 e, U,
on obtient les deux relations
(9) —(bu +c+dy)U,=d, U, e U, = (bu +c—e,)U,.

On peut supposer que U et U’ sont tous deux différents de zéro,
sans quoi on se trouverait dans les cas ou il existe cing ou six relations
entre les quantités (7).

Les relations (9) nous donnent :

(bu~dc+dy)(bu+c—e)=—exd,.



e

On doit done avoir
b= o.

On peut supposer aussi ¢ == 0, quitte a augmenter V, d’une constante,

Il en résulte
U;; = 0.

On doit avoir une expression de la forme

Ul = U, U =/ U+ /2 Us
ou
(Ui — /) U, — (U, /) U, =o.

On peut écrire simplement, en augmentant U, et U, de constantes :
U| U/; - U2U’; = O.

On satisfait a cette relation en prenant

U 1

[Jc — = 9 == ————

VU VU
I.’équation (6) donne alors

VyVi=V, V=0
et
V| ‘;”;— ‘73 V“‘ = 0,
d’on
ViV, VvV
VsV, Ty,
a . . e
V, ne pouvant pas étre unul, sans quoi on aurait ¢,==o0, on pourra
prendre
Vv 1

‘71: — \7-): O, \7-;:5: —x

Al S YV
etV on obtient la solution (5).

b. Considérons maintenant le cas ou ’on ne peut pas exprimer les

quantités (7) en fonction de deux des trois premiéres.
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Deux des quantités U, U., U, s’expriment alors en fonction linéaire
de la troisiéme.

U, étant quelconque, on pourrait prendre en éliminant ici les cas
étudiés plus haut,

U, = u, U;=o.
L’équation (6) donne alors
—wU VU (Vs V= Vo V) = o,
ou, en divisant par U’ qui n’est pas nul,

UV VoV — VoV =,
On doit done avoir

V', =o. V;V,=o.
On ne peut avoir V, = o, qui entrainerait

53 = 0.
Il reste donc

H=U,+V,, Er=u+av + b, Ey=co 4+ d.

Si ¢ est nul, on est ramené a une solution du genre (3). Sic n’est pas
nul, on est ramené a une solution du genre (4).

[V. Supposons qu’il existe trois relations entre les quantités (7).

Nous pouvons supposer que les trois dernieres quantités (7) peu-
vent s’exprimer en fonction linéaire et homogeéne des trois premieres :
le cas contraire entrainerait une ou plusieurs relations entre les seules
quantités U’ , U’, U et se traiterait comme les cas envisagés ci-dessus
sans donner de solution nouvelle.

On a donc des relations de la forme

! ngUI;—‘ U3 UI; = UI; —+" a;;Ui;—'—a,} U’;,
(10) U, U, — U, U; = b, U, + b, U, + 6, U,

/

I]| [J”Z — U2[j"l ] U”l—‘l— Cy L”;*" C:;Uf;.
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Multipliant les trois équations (10} respectivement par U, U, U’ et
ajoutant, on obtient, entre ces trois dérivées secondes, la relation
quelconque homogene

(11) U (2, Ul + as U+ a3 U2) 4 UL (b, U’ 4 by U, + b, UL)
+ U (¢, U, + ¢ U+ ¢, UL = o.

On peut, en effectnant sur les U et sur les U” une transformation
linéaire et homogéne, amener cette forme quadratique a n’avoir plus
de termes rectangles : la congruence reste la méme a une affinité pres,
a condition de faire subir aux V la méme transformation.

Nous supposons que cette transformation a été effectuée, c’est-a-
dire que I'on a, dans les formules (10,

Uy — U3 — [),:[)3:(:,:(,‘2:0.

Nous pouvons méme supposer, en outre, que les trois coefficients
restants ont les valeurs suivantes :

a, =1, by=1, c3=—1.

D’ailleurs, si un seul de ces trois coefficients était nul, la rela-
tion (11) se décomposerait en deux relations linéaires et homogenes
reliant les quantités U”, en sorte que les quantités (7) seraient liées

: T mogeéne ¢'acdinionant
; gene s’adjoignant
alors que nous avons fait ’hypothése qu’il n’y avait que trois relations.

1
=

x relations {10).
\ /7

Pour la méme raison, on peut supposer que chacune des quantités U”
est différente de zéro.
La relation (11) devient alors

! g T "9
U;Z l 22 — | 32.
p osons

(12) U= U coso, U; = U/ sino,

9 étant une fonction de «.
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Les équations (10) donnent, aprés division par U, qui est différent
de zéro,

U, — U; sing == cos g, U; cos¢ — U, = sino, U, sing — Uy cosp=—1.
De ces trois équations, qui se réduisent a deux, on tire

U, ="U; cos¢ — sinog, U, = cosp + Us sino,
et

U, = (U, —Use2—0¢") cosgo + (— 2Uj o' — Uz 0"+ ¢'2) sinog,
U, =(Us¢"+2U, ¢ — ¢2) coso (U} — Us 9’2 — ¢") singp.

En portant dans les relations (12), on obtient

— (Usg?+¢") cos o+ (—2Uj¢' — Usg"+ ¢ sing = o,

(Uso2+9") sino + (—2U o' — Us¢”" + ¢'2 cos 9 = 0;

d’ou
(13) Usg+ ¢'=o,
(14) —2Ui¢' = Usp"+¢=o.

De I’équation (13), on tire

Posons

I’équation (14) devient

—2UU'+ U2+ 1=0.

Cette équation s’intégre facilement en prenant U pour variable et U’
pour fonction inconnue. Sa solution générale est
D21

U:Ctt2+Du TC—,

C et D étant des constantes.

THESE VAULOT 9
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On en conclut
U;=2Cu+D,

U =o.

3

Cette formule constitue une quatrieme relation homogene s’ajoutant
aux relations (10) : nous tombons donc dans les cas étudiés précé-
demment ou il y a plus de trois relations entre les quantités (7).

Ainsi qu’il avait été annoncé, nous avons donc les seules solu-

tions (3), (4), (5).

3. Dans le cas de la solution (3), on a

EIZU-}—V, 22:u, 23:();
il en résulte

5 0%
Y Ou  de

=U—uU4+V_—-0oV.
Nous pouvons définir la congruence au moyen d’'une de ses surfaces
focales.
L’une d’elles est définie par les relations (¢f. Chap. I)
c)&, ()51

)N
g e by

—-:2)\

et deux autres relations analogues pour chacune des autres coordon-
nées z, et z,. Les droites de la congruence seront obtenues en menant
sur les surfaces focales les tangentes aux courbes v variable.

On a
5= zf(U—— WUV — VYU du — (U~ V) V'od,

Bg == 2/(U— uU +V—oVYydu—uV' dy,

F3=—2 f('2V” dv,
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ou, sil'on veut,
=2 UV — V) +2/(U_ wU') du — gfvvv"dv,

52:—2u(vV’-—V)+2/(U—vV’)du,

53:—2/02 V' dy.

L’équation différentielle des asymptotiques des surfaces focales

est
U'du?+ V'dy?=o,

ainsi qu’on le trouve immédiatement par application delaformule (18)
du Chapitre I.

Ces congruences sont un cas particulier de celles qui ont été ren-
contrées au Chapitre II, paragraphe 3.

4. Dans le cas de la solution (4), on a
E|:U+V) 52:u+97 5321, )\:UI'——VI.

Les coordonnées d’un point d'une surface focale sont

Sy

2/(U’——V’)U'du—~(U+V)V"d0:—2UV'+ 2/U"‘du-2/\7V”d0,

Il

Al

2

2f(U’——V’)du —(u+0)V'do =—2uV' +2U+2(V—9V'),
z3:———2/V”dv =—aV.

Les courbes ¢ variable sur cette surface sont les arétes de rebrous-
sement d'une famille de développables de la congruence.
Les asymptotiques de cette surface focale ont pour équation diffé-

rentielle [ ¢f. Chap. 1, équation /18)]
U'du?+ V'dy2=o.

) ., ,
Ces congruences font partie d’'un complexe linéaire (¢f. Chap. Il
8 I )

SA4).
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5. Dans le cas de la solution (3), on peut écrire (en changeant les
notations)
~d d
Ea=U/ CU—L:—i—V/‘%n £ =1, &=V;

= U4 V.

il en résulte

Les coordonnées d’un point d’une surface focale sont

’ d du ‘dV
m:zf{U—i—V')(Ul ﬁi+%)du+(UfU3+V/ W)da,

SBp== 2/(U'+ VU du—+UV"dp,

— Z/VV” do.

Les asymptotiques de cette surface focale sont données par I'équa-
tion différentielle
UI/ VII

____du2__ -—d02: o.

U \Y%

6. Les congruences précédentes ont en commun le caractere sui-
vant : sur les surfaces focales, les courbes conjuguées des arétes de
rebroussement des développables sont des courbes planes situées dans
des plans paralléles.

Cette proprieté ne suffit d’ailleurs pas a caractériser ces con-
gruences.

En se reportant au Chapitre des congruences paralléles, on voit,
d’apres la forme des expressions trouvées pour 2, que chacune de ces
congruences admet une infinité de paralléles.

Nous allons préciser ce point en rapportant les congruences a des
parameétres quelconques, non normaux.

Les congruences (3) et (5) peuvent étre représentées par les for-

mules
Ec=U4+Vn Ez=U2, £3=Vs-
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On a alors
%o U,+V, U, V|
' R ’
h Eq E; x == U2 IJAz [0
V; o V,

UL, VA
zu;v;<U oy __l,i)
B TV,

! ~ V/
E= Ul‘z <U| — U[iJ[,h — a) V’?’ (V,—— {/.Y3 —a) U'IU -+ V/IV
3 Uq_—_—2 ’a - L 3"‘

a étant une constante arbitraire.
On peut donc prendre pour A la valeur

I 1
7 -+ 7
Ui_U{J[,JZ—*‘a VI_"V'V/ —a

A=

U, N A
U'U’——U’Ug—aU’ v V’—V’Vs—aV’ ’

d'ou 'on déduit
[))N _V. V.,V — V'V, )
% = VIV =V Vo —aV,)?

Les coordonnées d’un point de la surface focale seront alors

UI 'Vl ,
z‘=2f<U U, U, U5 a0, "V, V. _vaa_av'>U*d“

v, VV,—VV,
TV VIV, —aV )

(Uq -+ Vq ) d",

e Y, Vs U,d
a=> [ (gro—vuTan * vivi= v vy ) U
VLV VLV
ViV, =V, Vi—aV,)

(v V=V,
F= ViV, =V V,—a Vi,

+V; U2 dvo,
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ou bien

. U, v, U, U, du L VYV V=Y,V de
H=2y TV, —av. T %) UU—UU a0, "2 (VIV oV V—aV)e

. U,V U du
B =2y vV, —av, T %) U U=U,UFaU

ViV VLV
z““zfvs ViV =V, —aVE

Pour les congruences (4), on peut prendre les formules

EozUc—FVu &2:U2+V2, Ei=1.
On a alors
B, o UitV UV UV
0 1 1 . ! 12 ’ i | l!
'g. e A R A AR AL (U, \T;)
1 (8] (e}
—u (Y%, V;Y-;+a ! ,
:\ T, v, ULV
U; a V; a
a étant une constante arbitraire.
On peut donc prendre pour A
1 A
- U1+a—$ — U, ¥aU, Vi, 4aV]
T, v,

o VIV, —V V]

2

do — (V. FaVy)E'

Les coordonnées d’un point de la surface focale sont alors

B A g ViVe= VLV
~4 /(Ul—I—aU/ V/+ VI>L (Tﬁ/) (Ul+V|)dV7
Vv, ' ViV, — V', V)
9 == /(U/+aU/ _V/+ V,)l dl —+ (VI—+- V, )2 (l)2+V2)dV,

. V" VI \f/ '\'ll d
- (V, 4 aV))2 V’ )2

N
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ou bien
L U/ V/ U/ U/ du V ‘/'u1 V/ V/ V’" d
=T ¥aav, T2 Uran, T TV vy
U2 V/ U[:;du 'Vll 'V'I 'VI 'Vll
Bg=— Vl+avl + U/ []/ + / V V/ +a V/)2 d
N A A A

7. Passons maintenant au cas ou I'équation de Moutard

02
(15) it M Vi3

a laquelle doivent satisfaire les paramétres directeurs, s’integre par la
méthode de Laplace, sans que I'on ait M = o.

Les deux invariants de I'’équation (15) étant égaux, si la suite de
Laplace est limitée dans un sens apres r transformations, elle sera
limitée dans l'autre sens également aprés r transformations, et la
suite de Laplace se composera en tout de 2r 4~ 1 équations.

r est ditle rang de I'équation (15).

Le cas de r = o est celui de M = o qui vient d’étre traité.

Le cas de r=1 se présente si 'on a [¢/. DarBoux, Legons sur la
théorie des surfaces, Chap. I, § 307, formule (24)]

02 logM
M= dude

L’intégrale générale de cette équation est

2U'V/
M=mvy

L’équation de Moutard (15) prend alors la forme

02k 2U'V/

(16) dudy (U+V)2E'
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Son intégrale générale est

f—,d Ve U, Vi
T ROV u v

Comme &, et ses dérivées partielles ne contiennent pas explicitement
u et v, faisons les changements de variables suivants :

U =z, V =y,
U =X, V=Y,
U,=X,, V.=Y,.

Il en résulte
U,=X'X, V=Y.

On peut alors écrire

X +Y ' .
El = 2.;,—_H/4—X1~Yn
0k, X+ Y, 2 X/, p
R — —X
ou X[ @ayr T zry )
dgi . X|+Yl 2Y’1 "
W—Y[—z(w+y)”+x+y_Y1 '

En remplacant I'indice 1 par les indices 2 ou 3, on aurait des for-
mules se rapportant a &,, &, et a leurs dérivées.

A et ses dérivées auront encore des formes analogues; nous attribue-
rons I'indice o a leurs composantes,

Ko+ Y
0 0 7 1
SsunLUNIES (R 68

x4y

Ecrivons que A est égal au déterminant

b % |
' du o
En remarquant que I'on a
t;é:_ £ X (Xq—"Ya_,X';)X,
u xz—+y x—+y
%Y <Y‘—X‘——Y",>Y,
v z—+y z+y
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avec des équations analogues pour les indices 2 et 3, on obtient la
condition

Xo+Y, X, +Y, ( —Y g Y, —X "
K0T 70 X Y =TT T XY ik Rl § T Y'Y,
2 z 5y X, —Yi=|a Ty X =Y/ CrY” —X X ey "

qui peut s’écrire, en divisant tout par XY, ajoutant la deuxieme
colonne du déterminant a la troisieéme, faisant tout passer dans le pre-
mier membre et multipliant par ( -y )?,

+ 7 ,
xxyy[z(koJrYo) (X —}—Y‘,)(m-r—y)]

+l2(X Y ) (X +Y))(z+y) Xi—=Y, =X (z+y) X, +Y|=o.
En développant, on obtient I'équation aux variables mélées

(17) 21X, X, X/
N[ (LN, — X\ 22 (X, X — Ny X5+ 22(X, X, — X, XY,
4 23[ XN — X, N+ 2(X,N, — XL\ (Y, — YY)
+EONX, — N X)) (2 Y, — 2y Y, 9, Y)
—3(aX,—2x X, 4 22X ) (Y, Y, — Y, ¥
23N, — 2 X)) Y Y — Y, Y 4 (Y Y — YY)
—EXO (2 (Yo — Y, = YY) A2y (Y, Y, — Y, Y ) 4 2(Y, Y, — YL YY)

ey Ty Y RN Xa)y
2 Y, 2.1;Y—Yly I ) ’ ; / "
X T+ X vy Ny (e Y)Y Y Y=o

Dans cette équation, le signe X indique qu’au terme écrit il faut
en ajouter deux autres obtenus en permutant circulairement les
indices 1, 2 et 3

Le premier membre de I'équation (17) est donc la somme de
26 termes dont chacun est le produit d’'une fonction de & par une fonc-
tion de y.

Nous n’entreprendrons pas la résolution compléte de cette équation

THESE VAULOT 10
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qui semble compliquée. Nous en signalerons seulement quelques solu-
tions particuliéres.

8. Cherchons si les équations de Moutard de rang 1 dela forme (16)
peuvent donner des congruences faisant partie d’un complexe
linéaire.

Pour cela, il suffit que 'expression

LUV
(U4 V)2
soit fonction de v —+v.

Ecrivant que le déterminant fonctionnel de M et « + v est nul, on
obtient, toutes réductions faites, I'équation aux variables mélées

uu” L \%A ., VvV’
(lS) ——U,—”BU’+WV—U—\77+2V ""—V—,—:O.

Pour la résoudre, nous allons faire des hypothéses sur le nombre
des relations linéaires homogénes distinctes qui lient les quatre quan-
tités

" AY/]
%—,; ———Ull, — o .

1, L,
Le nombre de ces relations peut étre 3 ou moins.
Nous examinerons seulement les cas ou ce nombre est 3 ou 2 : les
autres nous rameneraient a ceux-la par permutation de u et v, qui
jouent des roles symétriques.

l.e cas de trois relations donnerait

U = const., U'=o, M=o,

cas qui a été examiné au début du présent Chapitre.
Considérons donc exclusivement le cas de deux relations. On a
(a, b, c désignant des constantes) :

"
)

o= val 420,

)
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d’ou, en intégrant,
(19) U=alU2420U +c.

Cette relation donne

U%—zb’:——sz-—gc.

Elle est donc suffisante.
L’équation (18) prend la forme

" B \]'\7’//
U<——zb+2aV— %;7) —oc+2bV 42V — v =%
ce qui entraine les deux relations
77/ 7’ 7'//
—2b+'u/V——.-\v—,:o, ——20—1—21)\’—{—2\7’——}—\;——:0

De ces deux relations on tire, en éliminant V”, la relation suivante
qui entraine les deux précédentes :

(20) V’:aV2—9bV—i—c.

Remarquons que M ne change pas si I'on remplace U et V respecti-
vement par
sU+8  —aV+g
yU-+2o YyV—35 '

Cette propriété permet de simplifier la discussion.

1° Si le trinome aU*+ 26U + ¢ a une racine double, on peut
supposer cette racine infinie. On peut aussi multiplier les variables «
et v par constantes, ce qui permet de poser

U=, Vi=i,
et 'on peut prendre

U=u. V=vo.
Il en résulte

Ve >,
(e—v¢)?



et 'on peut prendre

U V T 1 r
':2“2"_—'_;__;1'—[)1_‘[4) Ca=(u+v)?% &=

2° Sile trinome ¢ U?*~+ 26U + ¢ a deux racines distinctes imagi-
naires, on pourra prendre

U=Uidr, V=Vig..
Il en résulte
2

M= ——M .
sm*(u—+v)

U = tang«, V =1angy,

Les deux solutions qui joueront le réle de &, et &, du Chapitre 1II,
paragraphe 3, seront

E,=cot(u+¢), Ey=1— (1~ v¢)cot{u—+v).

On pourra prendre pour &, une solution quelconque de 1'équation
de Moutard, ¢’est-a-dire

U, +V,

tang & -+ tangy

E,=2 — U cos2u— V' cos?¢.
3° Si le trinome a U? 4 25U + ¢ a deux racines distinctes réelles,
on pourra prendre

V= Vi,

@

Il en résulte
2

U == — th u, \ == - tvl] ", M = m;

Cis a5 55 sont donnés par des formules analogues aux précédentes.

9. Cherchons si les équations de Moutard de la forme (16) peuvent
donner des congruences de la nature de celles qui ont été rencontrées
au Chapitre I, paragraphes 3 et 5.

Pour cela, M doit étre fonction homogene de degré — 2 de wety.
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Ecrivons que le déterminant fonctionnel de

2 U Vi

H=uwM = (U——i—V—)*’

u . .
et de - s’annule; on doit exprimer que

JH JH
u-— +v == 0,

u 00

ce qui donne I'équation aux variables mélées

T iy N T V\T'I
(21) u[[J;J —2U w420+ u—[IJJT- V+U % —+ V—V,———2V’v—}—2\7:o.

Etudions le nombre de relations linéaires homogénes distinctes

qui peuvent exister entre les quantités

wU” o« UU”

(22) , U o U

—2aU'u 42U,
en nous bornant, pour les mémes raisons que pour i’équation (18), au
cas ou ces relations sont au nombre de deux.

Comme U ne peut pas étre constant sans entrainer
M=o,

on peut exprimer les deux dernieres quantités (22 ) en fonction linéaire
et homogeéne des deux premieres. On a par exemple (@, b, ¢ étant des

constantes)
uU”

—U,—:aU—}—b——I,

d’ou
uU"= aqUU' + (b —1) U,
et en intégrant
2(ulU' —U)=aU242(b—1)U +c,
(23) oulU =alU24 20U +c.

On vérifie d’ailleurs immédiatement que cette condition suffit pour
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que la derniére des quantités /22) s’exprime en fonction lindaire des

deux premiéres, comme suit :

aUU”

—U—,—zU'u+zU=(1—b)U—c.

L’équation (21) pread alors la forme

Cli—b4+aV + L\—, —c —l—-(b — i> V4 AA —aVe4+2V=0
\ . 2, \Y ’
ce qui entraine les deux relations
'V/I V n
1—b—}—aV-—|—KV—,—:o, -c—i—<b—-‘:>V+VVY +4-2V'e42V =o,
lesquelles se résument en la suivante :
(24) 29V =—aV24+206V —c.

Rappelons que M ne change pas si I'on remgplace U et V respecti-

vement par
2 U+ B L = aV+ 3
SUrs & wV=

On peut faire la discussion suivante :

1° S8 le trinome 112 4-0bh1T 1 2

prendre
ulU' =1, oV =—1,

d’ou, en intégrant,

11 en résulte

La solution la plus générale de I'équation de Moutard correspon-
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dante sera
U, —V,

= logu — loge - u

3

Pour avoir I'expression de ¢, et ,, on pourra faire, dans 'expres-
sion précédente, successivement

U, = u, V,=o et U,=o, V,=y,

de fagon a obtenir des solutions homogeénes de degré 1 en u et v.
On aura ainsi

u
v
Co== —— —u, &=
log— lo
¢

2° Si le trinome aU?+ 26U + ¢ a deux racines distinctes réelles,
on peut rendre ces racines égales respectivement a o et a «, et écrire

uU' =mU, eVi=mV.

Il en résulte
[J= um’ V —_—— ‘,m.,

1\/[— om?2ym—1gm—i . — om? . —m?

m_ om)2 " m 2 :
(u o) ['u\ 2 AN 2 uy sh? (ln*logz>
uy (;) —_— Zl:) 2 (4

La solution la plus générale de I'équation de Moutard correspon-

dante sera
U=V, U, \z

um_—_om  mum mem—1

£
Y

- 2

Pour avoir les valeurs de &, et ¢;, on pourra faire, dans 'expression
précédente, successivement

U = umt, Vi=o et Ui=o, V= omtt,

de fagon a obtenir des solutions homogenes de degré 1 en « et y.
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On aura ainsi

. ot m -1 T u™m 4 pm
G.=2 —_ u=u|l——+———5

um — pm ” m um_— gm

E . e n -1 o — 1 wm = om
3= 2 J— = —_—— e .

um”— pm m m umn— m

Ces deux solutions sont linéairement distinctes, sauf si m = 41
oum=—1.Considérons simplement le premier cas, auquel le second

se ramene par le changement de U et V en —1'7 et % On a

U,—-YV,
D ——

u— ¢

r, = N G
On peut prendre pour &, et ¢, les valeurs de la fonction précédente

obtenues en faisant successivement
Ui=u, Vi=o et U, = u?logu, Vi=v¢2loge.

On aura ainsi
u

2uvlog—

o

H=—(u+o)+ —w.

& — ¢

r 2 US
A}

[

2

3° Si le trinome aU’+ 26U + ¢ a deux racines distinctes imagi-
naires, on pourra écrire
2ull = a(U*+1), 20V = —a(V241).

On en tire
o «

U = tang log u?, V = — tang logv_"’.
Il en résulte

M =

w2

)

On pourra prendre pour valeurs de &, et &,

J— I N u ; = : V\;
E“___ [a__{_(()tlog(:) jla 53——‘['& +(‘0[103<-{7) ].

2 umm-‘lo;;,(

<l



_ 81 —

10. Cherchons si les équations de Moutard de la forme (16)
peuvent donner des congruences de la nature de celles ui ont été
obtenues au Chapitre V, paragraphe 3, c’est-a-dire pour lesquelles la
surface moyenne est coupée suivant un systéme isotherme plan, a une
affinité pres.

Pour cela, il faut que M soit la somme d’une fonction de u + v et
d'une fonction de u — ¢, c’est-a-dire que I'on ait

v M oM
(25) oM eM_
du? d02
Oron a
. 2 UV ﬂ LV U’ 66Uy’ 6U’'s
SOFVY owr -2 (U VRE T UV OFVY )

et I'équation (25) donne, toutes réductions faites, I'équation aux
variables mélées

(26) (___ 6UU/[JH+ 6U’3+-UI// UQ)V/_‘_ 2([j‘[}m__ 3UIU”) VV/
+ U/”‘7"\1'2 . U/ U"’VW—I—- Q‘U'UI(;?)\”V”—— \7\7”/>
—+ <[J-,(6‘7~V~/\/u . 6V’3 _ Vl”‘72> — 0.

Pour la résoudre, nous ferons des hypothéses sur le nombre des
relations linéaires homogenes distinctes qui lient les six quantités

(27) U, UU, UU:, U”, UU'-=30U", —6UUU+6U"+U"U-.

Le nombre de ces relations ne peut pas dépasser 6. Nous exami-
nerons seulement le cas ou ce nombre est 6, 5, 4 ou 3; les autres
cas nous rameneraient a ceux-la par permutation de u et ¢ qui jouent
des roles symétriques dans I'équation (26).

I. L’hypothese de six relations ne peut convenir, car elle donne-
rait U'=o0, d’ou M = o, et ce cas a été étudié.

II. Dans I'’hypothése de cing relations, on pourrait exprimer les
cinq derniéres quantités (27) en fonction linéaire et homogéne de U’,
ce qui donnerait encore U = o, ou U == const., d’ou M =o.

THESE VAULOT 11



— 82

III. Dans’hypotheése de quatre relations, on pourrait exprimer les
quatre dernieres des quantités (27) en fonction linéaire et homogéne
de U’ et UU' (sans quoi, on aurait une relation linéaire et homogene

entre U’ et UU’, ce qui redonnerait le cas précédent). On aurait par

exemple
U0 =aUU 40U/,

d’ou lon tirerait U'=o0, ou U==const., et l'on aurait tou-
jours M —o.

IV. Supposons que le nombre des relations soit 3. On pourra
exprimer les trois derniéres des quantités (27) en fonction des trois
premieres (sans quoi, on aurait une relation linéaire et homogene

entre U, U?, U'U et U comme au cas précédent). On aura par
exemple

(28) U"=3U"(2aU2+ b0 +¢),

UU”— 3U' U= 3U (U + e U -+ f).

Eliminant U” entre ces deux relations, on obtient, U’ étant supposé
différent de zéro,

U'=2aU' 4+ (b —d) Ut 4+ (c — &) Uf,
d’ou, en dérivart,

U'=U'[6aU4 2(b—d) U +c —e].
U n’étant pas constant, cette expression doit étre identique a I’expres-
sion (28), d’ou
b= —2d, e=—2c¢,
ce qui donne
U'==2aU?—3dU*+3cU — /,

et, en multipliant par 2 U’ et intégrant,

(29) Ut=0aU'—2dUs+3cU—2fU+ L
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On reconnait immédiatement que, de cette équation, résulte la
possibilité d’exprimer les trois derniéres quantités (27) en fonction
linéaire et homogeéne des trois premiéres.

L’équation (26) s’écrit alors en divisant par U’

U2(3¢V' 4+ 6dVV' 4-6a V' V2 — V")
42 U(=3fV —6cVV/ —3dV' V24 3V V' —VV")
61V 4+ 6fVV 4+ 3cV' V2 6VV' V6V — V' V2=o.

On doit donc avoir séparément

3¢V 4+6dVV 4+ 6aV' Vi V'—=o,
—3fV'—6cVV —3dV'V243V' V' — VV"—=o,
6LV +6/VV 3¢V V2 6VV/V/— Vs — V' V= o.

Ces trois équations se résument en la suivante :
(30) Vi—a Vi 2dVig-3¢ Vi afV 4 L.

Le probléme se termine par des quadratures, les équations (29) et
(30) permettant de calculer U et V par des intégrales qui sont ellip-
tiques si les coefficients a, d, ¢, f; I ont des valeurs quelconques.

Pour faire la discussion, il y a lieu d’utiliser les deux propriétés
suivantes :

On peut faire subir aux parametres normaux u et v des transforma-
tions linéaires sans qu’ils cessent d’étre normaux ;

on peut remplacer U et V respectivement par

aU~+4B ot —aV 48
yU~+3 TV—a

sans changer la valeur de M.

Examinons simplement le cas le plus général, et supposons que le
polynome

(31) axt +2dzxd+3cx*+ ofxr + 1
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ait (uatre racines distinctes. On pourra écrire
Ur=4U"— £ U=1g3,  Vi=—4V'+ 2V —gy,
d’ou
U= pu, V=—pe.
11 en résulte

M — apup'e

~ (pu—po)r 2p(u+o)—2plu—e).

Cette valeur de M est la somme des deux quantités

2p(u—+ ¢)+ pa=2pt -+ pa
et

—op(u—¢)— pa=—2ps— pa,

qui sont respectivement fonctions de u +¢=+s et de u — v =d.
En se reportant a Uéquation (7) du Chapitre V, on voit que

\/T Co
—_ = e N
.]l & \ (?I v
sont donnés par la résolution des équations

(32) g'=(2ps + pa)g,
(33) V= (2pd 4 pa)y,

ui sont un cas particulier de I'équation de Lamé
y'=|n(n+1)pz+ i)y,

laquelle est bien connue, surtout dans le cas de =1, qui est celui
auquel nous avons a faire ici (vour par exemple le Cours d’analyse
professé a I'Ecole Polytechnique par M. Jordan).

Sia n’est pas égal a 'une des quantités ¢,, e,, ¢,, on aura

N 1 c'(s-——a) G(S-l—a)
— o —=f sla A sta 2N T/,
(54) \//1 g .1\'6 GSs l .Be “ s
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Comme —/J% est également une solution de I'équation différen-
v
tielle (33) qui donne g, on aura aussi

(33) S et =) L pea ST D)
| W - as SS
A, B, G, D étant des constantes,
_ Ceteg(s—a)+De tas(s 4+ a)
(36) f= Aestas(s—a) + Be tes(s+a)

On en tire en dérivant

o (s+a)  o(s—a)
(BC—AD)G(S—“)"(S""“)[z:a—c(.v—i—a) a(s—a>]

[ .
/= [Aetes(s — a) + Be™tea(s + a)?

Or on a, d’aprés les formules classiques de la théorie des fonctions
elliptiques,

o(s —a)o(s+a)=—gisc?a(ps— pa),

c’(s+a) o-'(s—a) . . p'a
>La— s(s+a)  o(s—a) =ata—t(ats)—tla—s)= ps— pa’
d’ou
i . (AD — BC)s2ap'as?s
(37) /= [Aetas(s —a) + Be Tes(s+a)|*

On tire d’autre part de (34)

fl= oZs )
[Aeses(s — a) + Be tas(s 4-a)|?

(38)

La comparaison des formules (37) et (38) montre que 'on doit
avoir

(39) (AD —BC)e2ap'a=1.
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La résolution de I'éqquation (33) donnerait de méme

, T ‘a d—a " d-+a)
(40) \/"—':@:Eed ( —i ) + Fe e -———4—( od );
(41) 2 _GewaZd—4) | g @)
V/'.! o3 sd
(42) . Gedas(d—a)+He “s5(d+a)
+* " Ee®as(d—a)+ Fe &ag(d—a)’
(EH — FG)s2ap'as?d
(43) ¥ = [Eel@s(d —a) + Fo To(d T )]’
. od
(44) v [Ee®eo(d —a) + Fe ®as(d+a)]*’
(45) (EH — FG)s2ap' a=1.

On en conclut, par application des formules du Chapitre V,
paragraphe 3, pour les parameétres d’une congruence dont la surface
moyenne est coupée suivant un réseau isotherme, a une affinité pres,

£, — [Cetes(s —a)+De%s(s +a)||Eetes(/ —a)+ F “'lC“c(d—i—a)]

ssod
r  [Aefes(s —a) + Be s (s+a)|[{Ee®¢s(d--a)+Fe “”“ﬁ(d—f—u)]
227 csod
£, — [Actas(s —a) - Beto(s4a)][Ge#as(d —a) + He s (d 4-a)|
csad

On a d’autre part

’
AN}
[

(

CHAPITRE VII.

ETUDE DIRECTE DES CONGRUENCES DE NORMALES.

I. Nous nous proposons dans ce Chapitre de déterminer les con-
gruences de normales qui sont a la fois congruences de Ribaucour et
congruences W.

L’image sphérique des développables constituant dans ce cas un



— 87 —
systeme orthogonal, la surface génératrice de la congruence aura ses
lignes asymptotiques orthogonales et sera par suite une surface minima.

La représentation sphérique des développables sera donc isotherme
et admettra un ¢s* de la forme

(1) ds?==2U2du?+ ). Vidp?,

U etV étant respectivement fonctions de « et ¢v. Pour que la congruence
de normales soit W, les coefficients de du® et dv® dans (1) doivent étre
fonctions I'un de I'autre ('). En annulant le déterminant fonctionnel
de ces deux coefficients, on obtient

7\UV<3—2 UV'+ 3—:) U'V 2)\U'V’>: 0.

Or ) est différent de zéro. [l en est de méme de U et V.
Il reste done

Do O
(2) duUV—F%UV—f—A’,)\UV.——O.

En posant A = ¢*, cette équation se ramene a I’équation linéaire du
premier ordre

v BEUv 4 U Vi=o,
du dv
dont 'intégration est équivalente a celle du systéme

du dy —ds

OV = UV~ UV’
Plusieurs cas sont ici a considérer :

a. U et V' sont nuls, U et V sont des constantes; on obtient une
congruence de normales & une surface minima, résultat connu.

(*) Nous éliminoans ainsi les cas ot une surface focale est réduite & une courbe. C'est ce
qui se produirait pour les congruences de normales aux cyclides de Dupin. Pour ces sur-
faces, les asymptotiques des sarfaces focales sont indéterminées et peuvent étre considérées
comme se correspondant, mais il n’y a pas de relation entre les rayons’ de courbure prin-
cipaux.
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b. Une seule des quantités U’ et V' est nulle, soit par exemple U’ =£o0,
V'=o0. On obtient une congruence de normales & une surface de révo-
lution : cas banal.
c. U' et V' sontl'un et 'autre différents de zéro. Nous allons étudier
en détail ce cas nouveau.

2. L’intégrale de I’équation (2) est
A=4(U, V),
¢ étant une fonction homogeéne de degré — 2, et 'on a
ds' = §(U, VY (U du? + Vi do?).

Prenons de nouvelles variables x et y et de nouvelles fonctions
inconnues X et Y fonctions de .x et de y respectivement. Posons

U=e~, r—=— IOgU,
V=e7, y=—1logV;
; U= adU L dx
)&___U‘g du--ﬁ—-(f \*/K:.}
_ye _V _ Y
Y-—-’VT} dV—W_e"ﬁ-

L’expression du ds" devient

da+

(3)

dy?

dslg — T -+ ,_) pz‘+y—f(.v—])’

Y

Jf(x —y) représentant une fonction de x — y.

Z . - '} 7 \ L 4
Ecrivant que la courbure de 'expression (3) est égale a I'unité, on

obtient la relation

(4)

s (Xt V) X (14" + Y (1— /") + hesr~F = 0.

3. Cherchons d’abord si I’on peut avoir

J'=o,
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¢’ est-a-dire
/—nx—=y) + s

X et 1. étant des constantes.
I’équation (/) s’écrit alors

(O4+2)X (1 — 1) Y 4 fev etr+relt Ny-—o,
d’out, en dérivant par rapport a &, puis par rapport a )
’ p ’ R
fed(h 1) (1 —"1) et etimin = o,

On en conclut soit A =41, s0it A=—1.
La premiére hypothese A = + 1 donne

X'z — oetet, X =—Ae2z + B, f=x—v-+logA;

Y sera une fonction quelconque.
L’hypothése . = — 1 donne une solution analogue.

A. L’équation (4) admet en outre la solution

X=Ae"+E,
Y = Be2? — K,

ou A, B, K sont des constantes.

Elle n’admet pas d’autres solutions ¢ue celles qui viennent d’étre
énumérées; mais nous ne donnerons pas la démonstration de ce dernier
point, que I'on peut trouver dans la thése de M. Th. Caronnet :
Recherches sur les surfaces isothermiques et les surfaces dont les rayons
de courbure sont fonctions U'un de l'autre [troisieme partie, équa-

tion (10”), pages 36 4 53].

3. Parmi les solutions de I'équation (4 ) que nous venons de trouver,
la solution du paragraphe 3,

f=a—y+logA,
X =—Ae2* 4+ B,

THLESE VAULOT 12
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donne

, dx2 ‘1‘:}/2
ds'?=Ae2= (——_—Ae2x+B + T);

ce qui conduit évidemment a des congruences de normales a des

surfaces de révolution.
l.a méme remarque s’applique évidemment a la solution

[f=—2z+y+logA,

Y —— Ae2r 4+ B.
Il reste la solution
X =Ae> E,
Y = Ber—E.
En posant
x—y =1L,

I'équation (4) devient apres division par e**”
(Aet+Be ™) f'+ (Aet —Be™t) f' + Aef+Bef+4-2ef = o,

ou bien
[(A—4B)ch¢+ (A —B)sht](f"+1)
—+[(A —B)cht+ (A +B)she]f'+2e/=o0.

Posons, en supposant A et B différents de zéro,

+ B

5

= tha;

B
oel

I'équation devient

s cha

(f'+1)sh(t—+a)+ [ ch(t+a)+ z—pef =o.

On peut évidemment augmenter ¢ d’une constante o; cela revient

3

par exemple a augmenter .r de o; U est multiplié par e™, « et du
par ¢%, et’expression ds’ reste inaltérée.
On peut aussi augmenter / d’une constante 2, car sil'on multiplie

en méme temps X et Y par ¢*, 'expression ds’* n’est pas changée.
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On est donc ramené a I'équation différentielle
(f"+1)she+ f'cht42ef=o.
Dérivant par rapport a ¢, on obtient
J"sht—2 f"cht—+f'sht+cht+2ef f'=o0.

L’élimination de ¢/ donne

j'lﬁ__flfl/ . ch l
fE—of —1 7 she

et, en intégrant,
2C
2 __ e = —
(5) fr—afi—1=2r,

C désignant une constante.
Nous avons supposé A et B tous deux différents de zéro. Supposons

par exemple B—=o0. L’équation (30) devient
Aet(f'+ f'+1)+2ef=o0.

Eliminant e’ entre cette équation et celle que I'on obtient en la déri-

vant, il vient

f=rr
Fr_af—1 "
et, en intégrant,
o i 2C
(6) f'_—_zj '—Izew'
Pour A = 0, on obtient de méme
(7) Jr—2f'—1=2Ce2.

Les équations (5), (6) et (7), ou f’ est la fonction inconnue, sont
des équations de Riccati dont nous ne connaissons pas la solution
générale pour C quelconque.

Nous allons simplement traiter un cas particulier simple.

Si dans I’équation (5) on suppose C = o, on aura, ® étant un angle
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arbitraire,
s tosw—ef

—..—;7
cosw —— ¢

. g 1 . v ol . \
[ =2logsinw — (- 2log(el~ sinw),

N e — Y = e 4.
Le ds"* sphérique sera

ds'* = et sin%w

e ) ‘dx? i dy*
(et 2 fcosw) \ X Y )

ou, en revenant aux variables primitives « et v,
v sin?w ch?u cos?¢ [/ du? do?
ds'? = - — =]
(chu -+ cosw cos)? (ch-u ch2y

Cette expression est de la forme

ds>— edu? -~ gdv,
si l’on pose

- sinw —~ sinw
‘/ = —— ) A)‘ _——— .
chu cosy
-+ COSw | -+ COSW
cosy chu

Les lignes coordonnées dans la représentation sphérique sont alors
deux systemes de cercles orthogonaux.
Si nous posons

T chu -+ coswcosv

4 === —— = N ]
Ve SIDW COS¢

B (2) = 1 chu+ coswcose
Ve sinw chu

nous aurons entre o et § (2 la relation

24 sinw — a2 — f' cosw = o,

d’ou, en intégrant,

J—

sinw - sin?o

a cosw cosw
f — log { 2.— - =
> s
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Il en résulte pour les rayons de courbure principaux de la surface W
(¢/. L. Biancni, Leziont di geometria defferenziale, 3° édition, § 165):

o= (o) = > +coswlog(a_cosw>

SN sin?w s1n
chu—+coswcosey  cosw chu
— — - = Og g b
sin2w cosy sin?w cOSs ¢ SIn w
, % COS W COS ® cosw
I.:G»—-:/.F):— - - =+ = log oL — —
sin (2 sInw — cosw) sin?w sin w

cosw cosw chu
. - 0g — .
sinZw chu sin?w SINW COs ¢

= (chu —+ cosw cosv)

La congruence correspondante a été étudiée au Chapitre IV (§ 6).
Elle correspond aux quatre solutions

£, =vsinw,
£, = usinw,

Es=V14+u? cosw—}—\/r———-&;,
. I + cosw
Vi—ves V14 u?

-

A

de I'équation de Moutard
02k

duoe

Elle est parallele a la congruence des normales a une surface minima

de Bonnet.

6. 1.)intégration des équations de Riccati obtenues plus haut pourra
dans de nombreux cas particuliers étre ramenée a une quadrature.

. . ( . = . 23
Si, en effet, dans 'équation (5) nous posons /= — ==, nous obte-

nons I’équation différentielle linéaire du second ordre

(8)
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Or on sait que I'équation de Lamé

N
(9) %:n(n-}—x)pt—*—)\
s'intégre explicitement au moyen des fonctions g si n est entier positif.
Si’on maintient fixe la période 2w’ supposée imaginaire pure et égale
a 17 pendant que I'autre période 2w tend vers l'infini, les fonctions pz,

{t et ot dégénérent en les expressions suivantes :

!
6

2
pt:é+s}:2t’ Ct=~—-%——§-cotht, st=-¢e °sht.

L’équation (g) prend alors la forme

:n(n+1)<—é+ ﬁ:—l-t> 4 A

0 | ?.l§

On en conclut immédiatement que 1’équation (8) pourra s’intégrer
explicitement si C est de la forme 22(n + 1), ou n est entier positif.

Vu et approuveé :

Paris, le 13 mars 1923.

Le Dovex pE LA FacuLTE DES ScieNces,
M. MOLLIARD.

Vu et permis d’ivmprimer :

Paris, le 13 mars 1923.

Le Recreur pg L’AcApEMIE DE PAwis,

P. APPELL.






