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SUR LES

SERIES DE TAYLOR QUI PRESENTENT DES LACUNES

INTRODUCTION.

Le premier exemple connu d’une série de Taylor, admettant le
cercle de convergence comme coupure, est celui de Weierstrass :

w©
2 : a”x”"
n=1

(a est un nombre positif et & un entier ppsitif). 1l jouit de cette pro-
priété que la série a un nombre infini de lacunes relatives aux coeffi-
cients. Différents auleurs ont démontré qu'une telle propriété, conve-
nablement précisée, suffit pour que le cercle de convergence soit une
coupure.

Etant donnée une série entiére

@©
E a,z‘,

n=1

M. Hadamard a démontré que le cercle est une coupure si I'expression

cl!-l—|

—“=—= reste supérieure & un nombre positif fixe. M. Borel a étendu

n
Cni1— Cn

Ven
M. Fabry a établi un résultat trés général, dont un cas particulier est
le suivant : Le cercle de convergence est une coupure si

cette conclusion au cas ou satisfaitala méme condition. Enfin

lim (Cpay— €n) =00 (1)

(1) Pour la bibliographie, woir HipaM\RD, La série de Taylor et son prolongement
analytique (Scientia, n° 12).
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Tout récemment, M. Ostrowski ('), en étudiant un probléme relatif
a 'extension en dehors du cercle de convergence du domaine ou une
suite

converge uniformément, a donné quelques relations entre Ia conver-
gence de la suite S, pour les points réguliers de la fonction

©

f(x) :Z‘anxn

n==o0

autres que les points intérieurs du cercle de convergence et 'existence
de lacunes pour la série
2 a,x".

n=1

A cette occasion, M. Ostrowski présente un exemple d’une série
prolongeable en dehors du cercle de convergence, quoiqu’elle ait des

L]

lacunes, dont la largeur croit infiniment (étant donnée une série

©

o
2 a, T,

n=—1

on nommera largeur de lacunes la différence A, , — Xn)
On voit donc qu’étant donnée une série

U(z) :2 a,xlr

n=1

qui a des lacunes (relatives aux coefficients), le cas ot

Hm (A — ) =

n=—w

(1) 4bh. aus dem Mathemat. Seminar der Hamburgischen Universitat, Band I,
Heft 3-4.
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n’est pas le seul ot P'on puisse donner des renseignements sur la
nature de la fonction {(x).

M. Fatou (') a énoncé un théoréme trés élégant, démontré par lui
pour un cas spécial, et par MM. Hurwitz et Polya (*) pour le cas
général :

On peut, dans la série

@
—~
2 “nwﬂ,
n=1

changer les signes d'une infinité de coefficients, de maniére que la
nouvelle série admette le cercle de convergence comme coupure.
Ce fait est strictement lié & celui que les séries qui ont des lacunes

satisfaisant & certaines conditions admettent le cercle de convergence
comme coupure.

En effet, supposons que la fonction

(1) fl@)= a.a"

n=1

admette sur le cercle de convergence un seul point singulier. Soient
Ny, Ry, ..., n;la suite d’indices correspondant aux termes de la série (1),

dont on a changé le sighe, pour que la nouvelle série oblenue par cette
opération

’ o o oyl — 1
E ad,x"  (ap=— a,; &, = a,si n3Zn;)
n=1

admette le cercle de convergence comme coupure. On voit que

o

@ ©
-
E a, z" = E A " — 2 : A 2™

n=1 n=1 =0

et la série

©

E Qn, .2’/'"1,

=1

(1) Acta mathematica, t. 30, p. 335.
(2) Ibid., t. 40, p. 179.
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qui a des lacunes, admet le cercle de convergence comme coupure.

Dans les exemples cités plus haut (a 'exception du dernier), c’est
la croissance de la largeur des lacunes qui joue un réle important. On
est tenté de croire que cette condition, relative aux lacunes, qui pour-
rait donner des renseignements sur la nature de fonctions correspon-
dantes n’est pas unique. L’exemple formé par le théoréme de M. Fatou
permet de le prévoir. On peut donc se poser le probléme suivant :

Chercher une liaison entre la nature et le nombre des singularités de la
serie

o(x) :—_2 a,zh

n=I1

(les a, étant quelconques) et la croissance de la suite \,.

C’est le probléme principal que jaborde dans les pages qui suivent.

D’autre part, il existe quelques théorémes qui se rattachent a I’étude
des singularités d’une fonction, obtenus en considérant les coefficients
de la série entiére comme une fonction de leur indice ('). Je mon-
trerai que, des résultats que nous allons obtenir, on peut tirer une
proposition se rapportant au méme sujet.

Enfin, d’aprés la définition classique de Weierstrass pour la fonction
analytique, les points singuliers isolés d’une telle fonction sont en
général des points de ramification.

Si la fonction représentée par la série

3o

n=90

admet sur le cercle de convergence un pole d’affixe z,, la multiplica-
tion de chaque coefficient @, par un facteur T(n) suffit pour que la
série transformée

@

a
Daner  [an=a,T(n)]

n=~0

admette le point &, comme point critique.

(1) Poir, par exemple, Le Roy, Sur les points singuliers d’une fonction définie par un
développement de Taylor ( Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, L. 127, p. 949).
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Dans une Note, j'indiquerai une opération sur les coefficients per-
mettant de transformer un point isolé quelconque sur le cercle de
convergence en un point critique. .

En traitant cet ordre de faits, je serai amené & examiner des pro-
blemes qui s’y rattachent.

Jexprime ici mes vifs remerciments 3 M. Hadamard, qui a été le
premier 4 s'intéresser 4 mes recherches dés mon arrivée a Paris.

Je remercie trés chaleureusement M. Henri Lebesgue de I'accueil
bienveillant qu’il a fait 4 mes Notes en les présentant 3 ’Académie des
Sciences, et pour les conseils trés encourageants qu’il m’a donnés.

Mais je sumis surtout reconnaissant 4 mon cher maitre, M. Paul
Montel, qui s’est intéressé trés vivement 3 mes recherches, m’a donné
des conseils trés précieux et m’a consacré beaucoup d’heures pour
suivre mes démonstrations et faire des remarques tres utiles.

Je suis heureux de pouvoir exprimer ici ma reconnaissance pro-
fonde a mon frére Calel Mandelbrojt, qui n’a épargné aucun effort pour
m’initier a la vie scientifique dés mon enfance.

CHAPITRE L

1. Dans les numéros suivants, je me propose d’étudier la dépen-
dance qui existe entre la nature des singularités sur le cercle de
convergence d’une fonction, representée par une série entiére

w
2 A,
n=t

et la croissance de la suite des A, en supposant que cette série admette
des lacunes relatives aux coefficients.

Au premier abord, je suppose qu’il y a une infinité de lacunes dont
la largeur augmente infiniment, et j’envisage le cas le plus général,
a savoir :

Etant donnée la série

©

n=i
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Je suppose qu’il exuste une sutte de \,,

Xy Rngy  weey Ay
satisfaisant a la condition
(1) Hm (A1 — An,) = 0.
Je vais démontrer que la série

«©

n=1

a'sur le cercle un potnt singulier au moins qui n’est pas un péle.

Je rappelle quelques résultats dus &3 M. Hadamard ('), quisontnéces-
saires pour la démonstration :

Etant donnée une série entiére

Y(x) :Z a,z"

n=1

dont les seules singularités sur le cercle *de convergence sont des
poles, on peut toujours trouver un polynome

P(z)=14+A.(x)+...+Apz?
de degré égal au nombre des péles situés sur ce cercle (2), et tel que
la série
(o) zb,lx,,:q;(tv)l)(x)

n=1

admette un rayon de convergence supérieur a celui de la série ¢(x).

Les coefficients de la série («) sont donnés par la formule sui-
vante : '
b p= A pp+ A Ay py+. . .+ Apa,,

(1) These, Essai sur I'étude des fonctions données par le développement de Taylor,
1892, p. 19-25.
(%) On compte chaque pdle avec son degré de multiplicité.



d’ou I'on tire Pégalite

Am .. am+p——1 bm—i—p [227%] LI am-+p
Dm’p: et e = | een. e e
Amvp <o+ @miap—y Oyap Amyp o+ Qmiop

Les 6 étant les coefficients d’une série dont le rayon de convergence
est plus grand que celui de 4 (=), on voit que
T m T I
I“n \/l bm+z| < =

m=e 4

(t:p, oo 2p),

o étant le rayon de convergence de la série (). On a d’autre part

m=o
)

M”Vla,,,+,|:% (J=1,2,...,2p~—1).

On constate donc que
M 1
lim VD, | < opi M-

A

En tenant compte d’une identité relative aux déterminants et leurs
mineurs, a savoir

2 —
Dm+1,p—1Dm—1,p—l - nm,p—l —_ Dm—l,p Dm,p—za

M. Hadamard démontre aussi la réciproque. Supposons que, pour cer-
taines valeurs de P,

Gm VD, |
soit moindre que F—);';—,; soit p la plus petite de ces valeurs, et ;"]_P’ la
limite supérieure correspondante. Par hypothése, la limite supérieure
de ”{/|Dm,,,-.| est {—:;; M. Hadamard démontre alors qu’il y a sur le

cercle de convergence p poles, el les autres singularités les plus
proches sont sur le cercle de rayon ¢’.

(1) P. 19-20.
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Au cours de cette démonstration, on constate que

lim n{/l Dm,p—il - ~

m=e p?

régulierement.

C’est précisément le résultat qui jouera pour nous le réle impor-
tant.

On voit, en effet, que si les seules singularités sur le cercle de
convergence d’une série

o

E a,x"

n=>0
sont des poles en nombre p, les quantités 'V/[D,,,—.| tendent réguliére-
ment vers la limite b%
Il est maintenant facile de démontrer le lemme suivant :

St, dans la série entiere

w
E | a, .Z')‘n,

n=1
il y a une infinité de X, tels que
o1 — A~ K,
la fonction représentée par la série
Z Ay 2
n=1

admet au moins k -+ 1 péles sur le cercle de convergence, ou bien elle a,
sur ce cercle, des points singuliers autres que les péoles.

Il suffit, pour la démonstration, de former les déterminants D,
successivement pour

p=r, p =2, Ceey p=~k
et pour

En effet, on voit que les premiéres lignes (et premiéres colonnes)
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étant formées de termes tous égaux & zéro, les déterminants sont nuls.
Aucune des valeurs

“\l/ll)m.p»l’ (P:"%.---« {)

. ) ! . .
ne tendra réguliérement vers — (quand 7 tend vers Vinfini).

Notre lemme est donc démontré.

On démontre le théoréeme énoncé au commencement en remarquant
qu’il ne peut y avoir sur le cercle de convergence £ poles (k étant
quelconque) sans qu’il y ait d’autres singularités.

Remarquons que pour £ =1 le lemme précédent coincide avec un
cas particulier d’un-théoréeme traité par M. Soula (') sur les points
principaux.

2. M. Ostrowski a énoncé le théoréme suivant : Si la suite

S). s ey S) )

‘n .
n §

)
hn
n] r
b‘)\,,: 2 Ay, am
m=1

converge uniformément dans un domaine connexe, qui contient dans
son intérieur les points intérieurs du cercle de convergence et d’autres
points extérieurs a ce cercle, alors, la fonction

q,(a-)—_—i a,z",

n=1

de rayon de convergence R, peut étre représentée par une somme de.
deux séries, dont I'une a un rayon de convergence supérieur a R, et
Pautre possede des lacunes telles que

}‘nL—H

T—>l+6.

ny

On voit donc que /ans I'hvpothése du théoréme de M. Ostrowski, il y

(Y) Thése SouLa, Sur la recherche des points singuliers de certaines [onctions définies
par le développement de Taylor, 1921.

THISE MANDELBROJT 2
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a sur le cercle de convergence un point singulier au motns qui n’est pas
un pole.

3. Le théoréme que nous allons démontrer maintenant est une
application du lemme précédent.

Précisons d’abord quelques définitions. f(¢) étant une fonction
réelle d’'une variable réelle ¢ définie dans un intervalle quelconque,
nous dirons que la fonction /(¢) devient infinie en un point ¢,, si I’on
peut trouver une suite de ¢,

bl Loy ey b

tendant vers 7, et pour lesquels

f 0| =

Si f(t) est une fonction imaginaire
f(t)y=/1(t) +tfo(2)

(la variable ¢z restant réelle) on dira que la fonction f(¢) devient infinie
pour la valeur ¢,, si I'une au moins des deux fonctions f,(z), f,(¢)le
devient pour ¢,.

Soit alors f(¢) une fonction imaginaire de la variable réelle définie
pour tout I’axe positif .et périodique de période « = 2w incommen-
surable. Supposons que dans un intervalle de longueur « la distance
entre deux points quelconques pour lesquels la fonction f(¢) devient
infinie ne soit jamais égale & un nombre entier; nous supposons aussi
que

m

M > fim V] f(m)| >1.

Soit p = E(w) ('). Je vais demontrer que la fonction representée par
la série

> J(n) 2

n=t

1) On désigne par (a) le plus grand entier inférieur a a.



ou bien admet au moins p + 1 péles sur le cercle de convergence, ou bien
a, sur ce cercle, des points singuliers autres que des poles.

Considérons un intervalle (a, a + 2w).

A un point quelconque 6 de cet intervalle correspondent une infinité
d’homologues que I’on peut représenter par la suite (')

my -+ 1y, my —+ Ty, ey m; -+ Ny ceey

m; étant entier et 0<v; < 1. On dira que m;~+ 7; est I'?*™ homologue
de 0. ¢

Comme o = 2w est incommensurable, on voit tout de suite que
Ne 7 Ny si r# k.

Tous les nombres v; sont situés dans I'intervalle (o, 1) et ils admettent
au moins un point limite .
Soient _
Ny Mgy oo vy Niyy

des valeurs de v; qui tendent régulierement vers v.
litant donné un nombre positif, arbitrairement petit, o, on pourra
trouver un indice r, tel que pour n > n,, on ait

| (m;,+n;) —(m,, +=n)|<o.

De méme, 1'7,*™ homologue d’un nombre quelconque ¢ + 6 sitné
dans l'intervalle (@, a + 2») se trouve dans le méme voisinage d’un

. . . t
nombre situé dans 'intervalle (?)
}

(A)(m, +n+a—0, m,ﬂ—i—'ﬂ—l—a+2w~9£; (n>n,).
¢

l)l

2
Soient N,,, N, +1, ..., N,+ S (®) les entiers situés dans !'inter-
valle (A,); N, N+1, ..., N+S (") les nombres de Dintervalle

(1) On ne distinguera pas les nombres. de points qui leur correspondent.
(%) C'est-a—dire que 'on a

| (Miy~+ N+ €)— (M=4-71 +¢)| < 0.

(3) S étant un des trois nombres suivants 2p — 1, 2p, ou 2p + 1.
(*) N n’est pas nécessairement entier.
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(a, a + 2w) satisfaisant a I'égalité
N—&=N,—N,,.

Dans Pintervalle (@, @ + 20) il y a par hypothése un seul point au
plus de la forme N + r(r = o, 1, ..., S) pour lequel la fonction f(2)
devient infinie.

On peut donc diviser 'intervalle (a, @ + 2w) en deux segments;
P'un au moins de ces segments ayant la propriété, que dans le voisi-
nage assez proche de chaque point d’abscisse N + 7 situé a I'intérieur
de ce segment | £(¢)] soit borne supérieurement; la longueur de ce
segment n’est pas inférieure 4 w.

Le nombre de ces points est au moins égal a E(w) = p. Supposons
que ces pornts soient les suivants :

N, N+1, ..., N+p—+-".

On voit maintenant tres facilement que pour n assez grand, on a les
inégalités suivantes :

(1) |f(Nn)‘<Mo, If('Nn+')|<MOa ey [f(Nn+b—')l<M0)

etalors

Nyt p—

iim “WTF(N| S1... fim VTN, +p—1)] <1,

Par hypothése
fim V7 ()T > 1.

le cercle de convergence de la fonction
D f(nya
n=1

est donc inférieur a 1, et I'on voit alors que pour caracteriser les sin-
gularités de notre fonction sur le cercle de convergence, il n’est pas
necessaire de tenir compte des termes dont les coefficients sont les
valeurs qui entrent dans les inégalités (1).
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Il nous reste donc la serie
Z/()n)x'"a
n=1

1, étant tel qu’il v ait une suite

TS IS S

satisfaisant a la condition

hnyit — An 2 .

Notre theoréme se raméne donc au lemme démontré plus haut.

4. La condition (1) (n° 1) ne peut pas donner de renseignements
sur le nombre des points singuliers sur le cercle de convergence. On
peut en effet construire une série

E anllu

n=1

qui a des lacunes satisfaisant a cette condition et qui, pourtant, repré-
sente une fonction n’ayant qu’un seul point singulier méme dans le
plan tout entier. D’autre part, il suffit d’annuler dans une telle série,
un nombre infini de coefficients pour que la nouvelle série admette le
cercle de convergence comme coupure.

Afin de construire notre exemple, il est nécessaire de rappeler un
theoréme da a M. Leau (').

La fonction

)

F(.Z'):E gln)z"

n=t%

ou g(¢) est une fonction entiére d’ordre inférieur 4 1, n’a, dans tout le
plan, d’autre point singulier que le point d’affixe 1.
Soit une série convergente a termes positifs

€+ ey €4 ..+ E ..

(1) LeAu, Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. 5, 1899, p. 409-410.
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Dans chaque série convergente (A;)

1 1 I

(Ay) F+§+"'+(—n2+n)*+ .
T I 1

(.Ag) 3—s+6‘:+...-4—(—m—}-....
I I

(A/,) m+...+m+..,

Ll . . , N
ou -~ < S <1, supprimons les n, — 1 premiers termes, 7, étant suffi-
samment grand pour que la somme des termes restants soit inferieure
aeg,.

La série formée par les termes

t\¢ (ly
! e I RS — | (R}
’ & n?

et les termes qui restent dans les séries
(\]‘\)(/{:I, 2, ...)

est une série convergente. On peut donc former une fonction
entiere g(s) d’ordre inférieur & 1, admettant comme zéros les points
d’affixes

(ma+ 02+ hk(hA=o0.1,2, ..., i=0,1, ..., Rg=1);

la fonction

£

F(x) ::Eg(n)x”

n=1

admet, d’aprés le théoréme de M. Leau, le seul point singulier 1.
D’autre part, les coefficients g () satisfont a la condition (1) relative
aux lacunes, c’est-a-dire qu’il y ades lacunes dontla largeur augmente
infiniment. [On voit, en effet, que pour un entierm > n;, (k=1, 2, ...,p)
on a

g(m?)=o, g(m*+1)=o, ey g(m*+ p)=o,

et la largeur de ces lacunes augmente avec m. |
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5. 1l est intéressant, pour les résultats a venir, de faire la remarque
suivante.
Supposons que, dans la série

©

E (’nx)ﬂ’

n=1

les lacunes dont la largeur augwmente infiniment soient les seules
lacunes, c’est-a-dire que les seuls coefficients qui s’annulent soient
ceux dont les indices se trouvent dans les intervalles

(7'n,~ )~n,+1)(i:I’ 2, .. ),

les extrémités étant exclues.

Supposons, en outre, que.’on puisse choisir les a,, de telle maniére
que la fonction représentée par une telle série n’admette pas le cercle
de convergence comme coupure (c’est le cas de 'exemple construit
dans le dernier numéro).,

R PN , . . .
Alors la série 2‘ b,x*, ol les A, forment la suite des entiers qui ne

figurent pas dans la suite A, satisfait a la méme condition (1) relative
aux lacunes.

Il suffit, pour le vérifier, de rappeler un cas particulier d’un théo-
reme de M. Fabry.

, . ul b .
La série Y a,x" admet le cercle de convergence comme coupure si
n 1>}

Hm (App—A,) = o,
p étant fixe (*). -
Soient en effet A, les indices satisfaisant & la condition (1), on a

done
H (2,01 = Rn,) = o5,

si tous les A, jouissaient de cette propriété |c’est-a-dire si les A,
pour¢=r1, 2, ... prennent toutes les valeurs A, (n=1, 2, ...)], le
cercle de convergence serait une coupure; il y a donc une suite

(1) Fawry, Aunales veientifiques de ! Ecole Normale supérieure, t. 13, 1896, p. 381-382.
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A, (1=1, 2, ...) telle que
aﬁ,?—é (034 aﬂ,—e—l# (¢ X .oy ”n,—g—kijé 0.

Or, d’aprés le théoréme de Fabry rappelé plus haut, £; ne peut pas
étre borné supérieurement, et notre remarque est vérifiée.

On voit done que la condition (1) relative a la suite de A, donne
quelquefois les mémes renseignements sur la nature des singularités
sur le cercle de convergence de la série

o
' )
Ap ™"
n=1

et la série

6. Cette condition (1) suffit pour conclure a existence, sur le
cercle de convergence, d’'un point singulier au moins qui n’est pas un
pole. Mais, a priori, il peut aussi exister des poles sur ce cercle. D’ou
I'utilité de la proposition suivante :

Appelons deux sujtes A, et A, qui donnent par leur réunion I'en-
semble de tousles nombres naturels, les suites complémentaires \, et \.,.
S’1/ existe une serie

w
E A, Lt

n=i

représentant une fonction qui admet un seul point singulier, sur le cercle
de convergence, la serie
Z by .x',

n=1

ou les b, sont quelconques, n’a pas de péles dont la partic principale se

. A
réduise a un seul terme ——2—— .
(2g— z )P

En particulier, il n’y a pas de péles simples sur le cercle de convergence.
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Cette derniére proposition sera établie plus loin, comme consé-
quence d’un autre théoréme.

CHAPITRE 1I.

7. Considérons maintenant une série

\Y )
S

n=1
admettant des lacunes telles que, pour une suite de A, on ait,

lim 22T,
- 00 ;\ﬂ.l
Cette condition qui est un cas particalier de la condition (1) (n°l)
envisage un cas spécial qui doit son intérét au théoreme suivant de
M. Ostrowski (') :

Si la série de rayon de convergence 1

°,
flz)= Zanx)n,
n=1

admet une infinité de lacunes telles qu’il y ait une suite d’indices satis-
faisant a la condition

LA
lim 2 ¥
= o0 n,
alors la somme de f(x)
S, = ﬂakx)k

converge en chaque point régulier de f(x), et uniformément dans
chaque domaine intérieur 4 la région d’existence de la fonction /().
La fonction f(«) est donc uniforme dans toute la région d’existence
(simplement connexe) et sa surface de Riemann a une seule feuille.
Pour plus de commodité, on désignera ce théoréme parlalettre (A).

(1) dbhandlungen aus deuss Mathem. Seminar der Hambur Univ. Band. I, Neft 3-4.

THESE MANDELBROJT 3
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M. Ostrowski donne immédiatement un exemple d’une série satisfai-
sant a la condition indiquée et prolongeable au dela du cercle de con-
vergence

w© 104 10k

N W (o)
z VY

n'

A=1 n=1

Le théoreme de M. Ostrowski va nous conduire a la proposition sui-
vante :

St la série
U(z)=Za,z

admet des lacunes telles que, pour une suite de \, on ait

A
Iim ot 0,
1w 7\r2‘l

les seules singularités de la fonction représentée par cette serie sont des
continus non bornés.

Pour la démonstration je rappelle le théoréme suivant, tiré de la
théorie des ensembles.

Soit E un ensemble borne, parfait et partout discontinu, on peut
tracer une courbe entourant un point quelconque P de E dont aucun
point n’appartient a I'ensemble et qui est tout entiere contenue dans
un cercle de centre P et de rayon arbitrairement petit (*).

On généralise cette propriété de la maniére suivante : soit F un en-
semble contenu dans E et tel que tont ensemhle contenant F et contenn
dans E soit discontinu, on peut alors entourer F d’une ligne & ne con-
tenant aucun point E, il y a méme un canal autour ¢ qui ne contient
pas de point de E(?).

Je désignerai ce theoréme généralisé par la lettre (B), et j’indi-
querai, par la notation (C), le théoréme de Weierstrass sur les séries
de fonctions holomorphes dans un domaine fermé et convergentes
uniformément sur le contour.

(1) Pour P. MoxTEL, Lecons sur les séries des polynomes, p. 1-7.
(2) Loc. cit. (c’est dans ces lecons qu'on trouvera aussi la définition des notions
employées 1ci.)
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Revenons a la démonstration de notre proposition.

On ne restreint pas la généralité si 'on suppose le rayon de con-
vergence égal & 1.

D’abord il n’y a pas de points singuliers isolés : ce fait résulte des
théoremes (A) et (C). Donc I'ensemble E de points singuliers de la
fonction Y (x) est parfait.

Soit P un point de ’ensemble E; entourons-le d’une courbe quel-
conque, par exemple, un cercle K, de rayon R. L’ensemble F, formeé
par les points de ’ensemble E qui se trouventa 'intérieur du cercle K,
et la circonférence K elle-méme, est un ensemble parfait (il est aussi
borné), puisque chaque point de I’ensemble E qui se trouve a I'inté-
rieur du cercle K est encore une limite, ¢’est évidemment aussi le cas
pour les points pui se trouvent sur la circonférence de K. D’autre part
chaque point himite de ’ensemble E est situé ou bien a I'intérieur
de K, ou bien sur K, il appartient donc, lui-méme aussi a I’en-
semble F. .

Je dis que cet ensemble est un contiuu. Ce fait se raméne au suivant :

Chaque sous-ensemble F, de I’ensemble F est contenu dans un
ensemble continu F,, contenu lui-méme dans F.

Cette proposition se démontre facilement.

Si aucun ensemble F, (contenu dans F et contenant F,) n’est con-
tinu, on peut appliquer le théoréme (B) on pourrait donc entourer
I'ensemble F, d’un canal ne contenant pas de points de F. Les théo-
remes (A) et (C) montrent que cela est impossible.

Donc F est un continu. Deux points quelconques de F étant donnés,
par exemple un point P, a l'intérieur du eercle K et I'autre P, sur la
circonférence, on pourra former une chaine correspondant 4 un
nombre ¢ (les“cotés du polygone sont inférieurs a ¢) et qui joint les
deux points.

Partons d’une suite ¢, de nombres positifs

E1y 95 eeey Eiy .y

qui tendent vers zéro.

A chaque nombre ¢, correspond un ensemble fini de sommets de
polygone joignant P, et P,.

Soit T, le premier sommet (en partant de P,) correspondant & «,
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qui est sur la circonférence de K (il peut étrele pointP,). L'ensemble
dérivé de la suite de points T,( =1, 2, ...) est situé sur le cercle K;
soit § un point quelconque de cet ensemble dérivé et ¢, (j =1, 2, ...)
les ¢; qui correspondent & ce point (T, est la suite des T; qui tend
vers 8). A chaque ¢, correspond un polygone dont les sommets sont
a lintérieur du cercle K. G étant I’ensemble de ces sommets, cor-
respondant a tous les ¢ (7 =1, 2, ...) soit G’ le dérivé de cet en-
semble.

Or, d’aprés un théoréme de M. Zoretti 'ensemble G’ est un con-
tinu (').

En remarquant que le rayon du cercle K est arbitraire, on arrive a la
conclusion annoncée.

CHAPITRE 111

8. Nous allons maintenant démontrer un théoréme plus général que
celui du n° 1, et qui peut étre regardé comme une transition entre ce
théoréme et celut dun° 7 :

Etant donnée une série entiére

®

9(z)= 2 an 2z,

n-—=1

de rayon de convergence égal a un et dont les \, sont tels qu’il existe
une suite

satis farsant a la condition

(1°) lim (A, 41— 2PR, ) = o0,

ou p est un nombre naturel, je dis que la fonction ¢ () ne peut pas étre
muse sous la_forme

(A) cp(:l;):.L(x)_q-,

[P ()1

(1) Voir Zoretrl : Sur les fonctions analytiques unifermes qui possédent un ensemble
parfait discontinu de points singuliers (Journal de Liouville, 1905,p. 8).
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A} - ! AR r_* AS
ot ¢, est une fonction réguliere dans un cercle de rayon supérieur a un;
P(x) est un polynome de la forme

P(z)=(x —z)M(z -—:1:?‘)7'2 e (2 — 2 ) lz;| =1, (J=1,2, ..., k).
Ax sont des nombres entiers positifs, et q un entier quelcongue (*).

Le théoréme reste vrai sil’on substitue dans (A) au lieu de p un
entier non négatif quelconque inférieur a p.
Si P’on prend p = o, on retombe sur le théoréme du n° 1.
En remarquant que I'inégalit¢
)‘n‘—i-l

T‘>2P+€

n,
pour ¢ assez grand, entraine la condition (1°), on voit que la condition

. A
lim =+ — oo

est un cas limite de la condition (1°), car la derniére est alors satis-
faite pour p quelconque.

Pour la démonstration du théoréme annonce, mettons la série ()
sous la forme :

L) o
CP(.’L‘) = E 'anx)‘"z 2 “5;1;)-7’”‘,

n=1 m=0
aly) =a, pour m=1», (n=1,2,...)
al)—=o pour  mz£d,.

Désignons par a2’ les coefficients de la série qui représente [o(x)]?,
et, en général, par a les coefficients de la série qui représente
[o(2)]-

Désignons, d’autre part, par (a) le plus grand entier inférieur ou
égal 4 a, a étant un nombre positif quelconque et par [a] le plus petit
entier supérieur ou égal & a; si a est entier, on a (a) = |a] = a.

(1) Si I fonction ¢(x) est multiforme, c'est la branche définie par la série Znnxln

n=1
qui jouit de cette propriété.
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On a évidemment

2) — 41 g1
a,?=a a(,,L’+...+a‘(‘é)a‘“ﬂj+a‘“ﬁJa é)—f- .+ alPall,
2 2 2 2

........................................ et et e s e .y

af,f’—a""“a‘”ﬁ— +a((r'-'—l) [m:|+ ai(m] (m)"" +a(l‘—l)all) ( )
En profitant de la condition (1°) on voit que, pour ¢ assez grand, on a
()

a)" +1—0

(l)
a)\" +2— 0y

s étant aussi grand qu’on le veut.
q

Par suite, en vertu de la premiére relation de (B) on voit que, pour?
assez grand, on a

(2) —
A, +1— O
(2) P
2)\,, +2— 9

(2) J—
Ao s o.

En effet on voit d’aprés les relations (B) que pour former
a ., (k=1,2, ...,59)
il faut prendre les sommes

") (1) "’
a e, \ - la AN 4ol ,,(4)
P (5] A,,l+(5) LA R € & Pihn

Or ces sommes sont toutes égales a zéro. On voit donc que la série

[o(@))= Y apam,

m=0

satisfait & la condition (1) du théoréme du n° 1

(1) Si m est pair on a [%] = (%’-) et il faut remplacer les deux termes a(,ﬁ)a[ﬂ],
2
a a par un seul a2,.
[£1°(%) ¥
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En reprenant le raisonnement p fois et appliquant toutes les rela-
tions (B) pour r = p + 1, on peut conclure que la fonction

©

[o(@)p+1= Y aipran
m=0
satisfait a la condition (1) du n° 1.
D’autre part si Pon supposait I'égalité (A) satisfaite, la fonction
[9(2)]P+! n’aurait sur le cercle de convergence que des poles, ce qui
est impossible, en vertu du méme théoréme du n° 1.

CHAPITRE IV.

9. Dans les numéros précédents, on a vu que la condition (1) (p. 6)
relative aux lacunes ne suffit pas pour nous renseigner sur le nombre
des points singuliers de la fonction situés sur le cercle de conver-
gence.

D’dutre part, on a vu que, étant donnée une série qui a des lacunes

‘P(x) Zi anx)‘"

avec des a, quelconques, et la suite complémentaire A7, la suite A,
peut donner quelquefois des renseignements sur les singularités de la
fonction Y(z).

C’est cette voie que nous allons suivre pour obtenir quelques indi-
cations sur le nombre de points singuliers d’une fonction représentée
par une série de Taylor qui a des lacunes.

10. Rappelons le théoréme fondamental de M. Hadamard sur la
multiplication des singularités :
Soient les deux fonctions f(z) et ¢ () définies par les éléments

fly=ay+a,z+...,
¢(x)=0by+brz+...,

les rayons de convergence de ces deux séries étant respectivement R
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et R non nuls, la fonction F(z) définie par I'élément

(1) F(x)=a,bo+abyx +...+a,b,z"+...

ne peut pas avoir dans tout le plan d’autre point singulier que les pro-
duits 3, « désignant I’affixe d’un point singulier de f(x) et 3 D'affixe
d’un point singulier de ¢ (x) (*).

Comme d’habitude, nous désignerons par H[ f(x), o ()] la série et
lafonction correspondante définies par I’élément (1).

Nous dirons qu’une série

dont les coefficients non nuls sont égaux a 1, est une série de la
classe (A), si clle peut étre complétée par Vintroduction de termes de
coefficients quelconques correspondant aux puissances qui y manquent
de facon que le cercle de convergence reste le cercle de rayon un et
que la fonction représentée par la nouvelle série admette le point d’af-
fixe 1 comme point régulier.

On apercoit que si I'on supprime, dans une série de la classe (A),
un nombre quelconque de termes, la série restante est encore de la
classe (A).

On peut alors démontrer la proposition suivante :

St la série

n=1

est de la classe (A), la fonction

w
~ N
d(z) :Z a, x'n,

n=i

dans laquelle les a, sont arbitraires, possede sur son cercle de convergence
au moins deux. points singuliers.

Supposons, en effet, que 4 (x) n’ait qu'un seul point singulier d’af-
fixe x, sur le cercle de convergence.

(1) Havamaro, Un théoréme sur les séries entiéres (Acta mathematica, t. XXII, 1898).
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o(x) :Z bpx™ (b, =1pour m=1»,)

m=t

la nouvelle série obtenue en complétant la série

3

n=t

et soient B les points singuliers de la fonction ¢ ().

L’opération H(¢, 2) ne change pas la fonction primitive ().

D’autre part les seules singularités, sur le cercle de convergence, de
la fonction H (), o(x)] sont données par les produits «,B.

On aboutit donc & une contradiction, puisque x,3(f ~1) n’est
jamais égale a «,. Notre proposition est donc démontrée.

La remarque suivante nous en fournira des exemples.

Soit une série

(1) f(x):Zanxxn
n=1
telle que la suite
My Aay eees Ay e

ne contienne qu’un nombre fini de multiples d’un nombre premier p.
Dans la série (1), supprimons les n, prewmiers termes pour que la
série
fl@)y= 3 apah

n=n,+1

n’admette pas d’indices multiples de p. Les singularités sur le cercle
de convergence de cette série sont les mémes que celles de la série (1).
Regardons maintenant la série

0
1
2 —_— — axhp
(2) = =X
n=~0

dont les seules singularités sont des poles simples d’affixes

2T T 2(p—1)7
1, evr, el, ..., e P

THUSE MANDELBROJT 4
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La partie principale du pole d’affixe 1 est égale a ]—J(—I]———CL‘—), et 'on
voit facilement que 'on peut former la série

@ e@=Rtar=Ner—Fperr= -

n=1 n=1 n=20

qui représente une fonction holomorphe en 1 et de rayon de conver-
gence égal & 15 en outre, les coefficients correspondant aux puissances
M(r=n,+1, ny+ 2, ...) sont égaux i 1. La série

ib,,.z"‘

est donc celle-ci qui est obtenue en complétant

®

S

n=n,+1

qui est une série de la classe (A).

D’aprés notre théoréme, la série (1) a, sur le cercle de convergence,
au moins deux points singuiiers.

De plus, soit &, un point singulier de la série

3 eu

n=t1

sur le cercle de convergence; je dis qu'il y a, sur ie rercle de conver-

2muT

gence, au moins un point singulier d’affixe x,e 7 , m étant un des
nombres 1, 2, ..., p—1.
En effet, la série (3) admet les points d’affixes

2T 2 (p—1m

e, ..., e P

comme seuls points singuliers; les seuls points singuliers possibles
sur le cercle de convergence de la fonction

H/fi(2), o(2)]=/i()
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sont donc les points d’affixes
2kin

we ” (k=1,2, ..., p—1),

« étant un point singulier de la fonction f(z).
On voit donc que

2k 270

z,=ae P,

«, appartenant & I'ensemble «, et %, étant un des nombres 1, 2, ...,
p—1r.

On a, en définitive,
—2kT 2p—k)m

o=z P —=axe P

La série trés simple

©

3

n=1

peut étre regardée comme un exemple de ce fait.

1. On peut maintenant démontrer le théoréme suivant :

Soit une suite
)‘19 )‘2’ ey )‘iv

ne contenant qu'un nombre fini de multiples de chaque nombre p;, appar-
tenant a une suite quelconque donnée de nombres premiers

Ph PZ’ LS ] qu

La fonction f(x), représentée par la série

@

S o

n=1

a, sur le cercle de convergence, un ensemble non réductible de points sin-

guliers (). d

En effet, soit , un point singulier sur le cercle de convergence;

(*) Un ensemble est réductible quand ’un de ses dérivés ne contient aucun point.

>y

3
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a chaque nombre p; (i =1, 2, ...) correspond au moins encore un
point singulier d’affixe

2naT
P,

x, e

20T

et, comme les p, ({ =1, 2, ...) sont premiers, tous les points x,e =

sont différents. Il y a donc une infinité de points singuliers sur le
cercle de convergence et un point limite au moins.

Désignons par E, E®, E®, ... I’ensemble des points singuliers de la

fonction f(x), et ses ensembles dérivés successifs s’ils existent;

démontrons le lemme suivant :

« Si E? existe et si a chaque point d’affixe P” appartenant & E©) et
a chaque nombre p; correspond au moins un point d’affixe
2m i

Pe ” (m; étant un des nombres 1, 2, ..., p—1),

appartenant lut-méme a I’ensemble E®, alors E¢*" existe et & chaque
pp , . -
point d’affixe P+" appartenant 2 E“+" correspond au moins un point
d’affixe

1
2mm

Po+e P, (my=1,2, ..., p;—1),
appartenant aussi a B+, »

En remarquant que E9==E posséde cette propriét¢, et en utilisant
le principe d’induction, on voit que notre théoréme se trouve
démontré.

Supposons donc que I'hypothése du lemme énoncé soit remplie.

Il est évident que I’ensemble E7+" existe. Soit P“*" un point de cet
ensemble. Marquons-le sur le cercle de convergence.

En ne conservant dans la suite

Pn Pi’ v ey /’ia

que les £ premiers termes p,, p,, ..., pi, k étant quelconque, on peut
limiter le point P"*" sur le cercle de convergence par un arc C
d’extrémités e® et e?: assez petit pour qu’aucun point de 'ensemble
E", P qui se trouve sur I'arc C ne puisse avoir aucun point corres-
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pondant

2mT

pPe P (i=1,2, ..., k)

sur le méme arc.

Désignons par F-une suite de points de I’ensemble E” qui tendent
vers P+, Chaque point de F qui se trouve dans (¢, e%) (') a son
point correspondant sur un arc

27, 1T 20,17
( PO (Pi_._L)
e

Pm e Pm

s (R=1,2, .y pPma;m=1,2,...,k)

au moins. Comme il n’y a pour chaque 7 qu’'un nombre fini d’arcs de
cette forme, on constate qu’il y a pour chaque p,, au moins un arc
+2n,,,m: ® +2n,,‘11t
(ec?s P , e i >
qui contient une infinité de points de I’ensemble E” tendant vers un
point de I'ensemble

2Ny 1T
R(r+1) _ PU+1) g Pm

% étant arbitraire notre lemme est démontré, ¢t avec cela notre théo-
réme.

12. Nous allons maintenant démontrer le théoréme du n° 6.
Nous procéderons par I'absurde. Supposons que la série

(1) V(@)=Y baa (%)
n=t
adinette, sur le cercle de convergence, un pole dont la partie princi-

pale est
Ap

(zg— 2 )P

par p + 1 intégrations successives de la fonction (x), on obtient une

1) On désignera ansi 'are d’extrémiles e%1, e9..
>
(2) Poir n 6.
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fonction
F(z) _;2 Bl et (1)
n=1

avec un pole simple d’affixe «,; par multiplication convenable des
coefficients &, et par multiplication de la fonction obtenue dans cette
opération, par x—7*' on obtient une fonction

6(x) :2 bl
n=1

qui admet le point d’affixe 1 comme pole avec la partie principale

1 —2
et de rayon de convergence 1.
La différence de deux séries

2 2" A0
o[ n
S S
n=0 n=t
est une série obtenue en complétant la série de la classe (A)

R

n==1

»
O
2 [ 1'),.’

n=1

La série

les a, étant quelconques, admet donc sur le cercle de convergence
deux points singuliers au moins, ce qui est contraire a ’hypothése de
I’énoncé.

13. Je voudrais, a lafin de ce Chapitre, montrer au moyen de deux
exemples que les conditions, d’aprés lesquelles on constate quelque-
fois que le cercle de convergence d’une série est une coupure, sont les
conditions des théorémes des n® 6 et 11, convenablement particulari-

(') A un polynome prés.
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sées. On constatera en méme temps que les conditions qui entrent
dans les hypothéses de ces théorémes sont naturelles.

Premier exemple. — La série

w
E Ay XPn,
n=1

ou la suite .
Ph P?, MRS P)n

est formée des nombres premiers, admet le cercle de convergence
comme coupure.
En effet, on sait que si I’on désigne le nombre de nombres premiers
inférieurs & 2 par =(2) on a I’égalité suivante :
lim M)— =1
aA=w x
logx
On voit donc que
. @
lim M =

xTr=o

(o]

et le rapport du nombre de nombres premiers qui se trouvent entre
Po— Ap, et p,+ Ap, (A étant quelconque inférieur a 1) sur p, satis-
fait a I’égalité a la limite

lim [n(pn—")‘pn) — ﬂ(pn—)\p"‘)] :0,
Pn Pn

n=

et, d’aprts un théoréme de M. Fabry ('), on voit que le cercle de con-
vergence est une coupure. Cette série satisfait aux conditions du
théoréeme du n° 11.

Deuxieme exemple. — La série

@

EE an .Z')‘",

n=1

(1) Annales scientifignes de U’ Ecole Normale supérieure, t. X1, 1896, p. 381-382,
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ou la suite de A, est telle que la série

1
2n <0
n=1 "
soit convergente, admet le cercle de convergence comme coupure.

En effet, il est évident que I'on peut former une fonction g(z)
d’ordre inférieur 2 1 dont les zéros sont A,, Ay, ..., Ay, ..., et la
fonction

fl@)=X g% (1)
n=1
admet un seul point singulier dans le plan tout entier. Ce fait répond
a la condition du théoréme du n® 6.
D’autre part, v, étant le nombre de termes A, situés dans 'inter-

valle
A< A=Ay Ap = Ay m=1, 2, ...),

il est facile de démontrer que

lim22 —o;
Am

en effet, la convergence de la série

(a) 25

Si, d’autre part, il y avait une suite de A,
)‘mn )‘m,v )\”lg “een )‘/n.v
telle que

n .
—)\L"-‘>e (e>o0;i=1,2,3,...),
m,

(1) Les A}, et les A, forment, par le ir reunion, la suite de tous les nombres premiers.
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es termes A, qui se trouvent dans I'intervalle
(B.) (Ron,— Ay A, + 20 0) (i=r1,2,...)
fourniraient pour la série (A) une somme supérieure a

'nm, )‘11“8 . €
Tow. (T4 1) = M (T-1) — T+A

En choisissant parmi les intervalles (B,) ceux qui n’empiétent pas les
uns sur les autres (B,,), on voit que les (B,) (n =1, 2, ...) corres-

pondants fournissent chacun une somme supérieure a i%i’ et la
série (A) doit diverger; nous sommes donc en contradiction avec I’hy-
pothése.
On voit donc que
lim 22 —o

)\”L

et le méme théoréme de H. Fabry conduit a la conclusion cherchée (*).

CHAPITRE V.

14. Dans sa These (*) M. Fatou a démontré le théoréme suivant :
soit une série entiére
3, au
n=t

dont les coefficients a, vérifient les deux conditions

1€ limea, = o;
@

: S e,
n=20

est divergente.
Alors il suffit de changer le signe d’une infinité de coefficients

(1) Annales scientifiques de I'Ecole Normale supérieure, t. XII1, 1896, p. 381-382.
(2) Acta Mathematica, t- 30, p. 335.

THESE MANDLLBROJT 5
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(convenablement choisis) pour (ue la nouvelle série admette le cercle
de COﬂVOrgenCB comine coupure.

En faisant ces restrictions relatives aux coeffictents, M. Fatou affir-
mait;, qu’il est « infiniment probable » que le théoréme est vrai pour
des a, quelconques. Ce théoreme général a été établi par MM. Hurwitz
et Polya ().

Nous avons déji indiqué, dans Pintroduction, la liaison entre cette
proposition et 'étude des séries entiéres qui ont des lacunes.

Nous verrons plus loin le parti que 'on peut tirer de ce théoréme
pour obtenir des renseignements relatifs aux singularités sur le cercle
de convergence pour une série entiére

2 Ayt

n=1

qui a des lacunes.

I5. Nous allons démontrer dans ce numéro un théoréme analogue
a celui de M. Fatou :

Sott une sutte d’indices
ny, Ny, cemy gy
sausfaisant a la condition
lim(n,—n;)=o=.
Soit, d’ autre part, un ensemble quelconque non dénombrable de valeurs
de 3 situé dans Uintervalle (o, 27w ); alors la séite

@

D
a, .ol
a— "

n—-0

etant quelconque de rayon de convergence o, on peut trouver pour o une
valeur particuliere ¢, telle que la serie

@

’
S aon
n=0

(1) Acta Mathematica, t. 40, p. 179 et 182.
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Ay, = a,, e et a,—a, si n#n;,
admette le cercle de convergence comme coupure (*).

Démonstration. — Remarquons qu’une fonction étant prolongeable
en dehors du cercle de convergence, est réguliére pour un point
d’affixe pe', ¢ étant rationnel et p le cercle de convergence. Dési-
gnons par

F‘? (‘r) :Z a;!,xnl

n=20

ap, = a, ¢ et a,=a, si nZn;,

Si I'on supposait qu’aucune série F,(«) n’admit le cercle de con-
vergence comme coupure, on serait obligé d’admettre que deux fone-
tions au moins, par exemple F, (x) et F, () admettent sur le cercle
de convergence le méme point régulier pe®®, J étant rationnel, car’en-
semble des ) est dénombrable (') et celui des ¢ est non dénombrable.

Or ceci est impossible; en effet on voit que la série

/’ > . .
F(2) =Fy—Fo,+ D) an (7 — e®) 27
/

=t

devrait admettre le point ge™ comme point régulier, ce qui est impos-
sible d’aprés le th¢oréme de M. Fabry.

On voit d’apres notre démonstration, que I’ensemble des valeurs ¢
de l'intervalle (o, 27), qui ne satisfont pas & notre proposition, est
dénombrable (). Lin effet, s’il était non dénombrable, on pourrait en
extraire une valeur de ¢ satisfaisant a notre proposition. La contra-
diction est évidente.

(1) La méthode de démonstration e ce théoréme differe de celle donnée par M. Hurwilz
(Acta Mathematica, t. 40, p. 182) pour le théoréme de M. Fatou et de celle donnée par
M. Polya (Acta Mathematica, L. %1, p. 106) pour un théoréme analogue i celui de
M. Fatou et le nitre, en ce que les deux auteurs prennent comme base le fait suivant @
« un ensemble d’arc n’empiétant pas les uns sur les autres est dénombrable.

(1) Poir note précédente.

(2) Je dois cette remarque & M. P. Montel.
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16. Ce résultat peut étre reli¢ au théoréme bien connu : Le cercle
de convergence est en général une coupure ('). L’énoncc de ce théo-
réme est assez vague, car ’ensemble de séries non prolongeables et
I'ensemble de celles prolongeables ont I'un et I'autre la puissance du
continu (Voir a cet effet PoLvA, Acta Mathematica, t. 41, p. 99). Mais,
en se reportant au numeére précédent, on voit que I'on a obtenu un
moyen d’exprimer un fait trés voisin du théoréme en question et qui
est en méme temps trés précis.

Etant donnée une serie

2 a,x"

n=90

et une suite de n; telle que
lim(n;y—n,)=w,

- n, 1
Tim '\ | an, | = —>
p
on peut former une infinité ayant la puissance du continu de séries,

E al, xn,

U, = @, €7 et a,—a, si. nn,

telles que les fonctions correspondantes admetient le eercle de convergence
comme coupure, ¢t une infinité dénombrable ( peut-étre méme un ensemble
fint) de séries de la méme forme prolongeables au dela du cercle de con-

vergence.

Cet énoncé éclaire en partie le théoréme rappelé plus haut.
Remarquons que,

2 @

n=t

(') Voici lénoncé exact de ce théoréme : « Si I'on donne au hasard une série de
Taylor” dont le cercle de convergence ait un rayon fim, cn général la fonction qu’elle
représente ne pourra éire prolongée au dela de ce cercle »; la signification de I'expres-
sion « écrite par hasard » est la suivante : « ayant donné les m premiers coefficients, les
coefficients suivanls n’ont aucune 1elation parliculiere avec les premiers (#oir HapAMARD,

La série de Taylor, olc.) »
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étant une série entiere, n,, n,, ..., n;, ... une suite telle que
lim(n;y—n) =0,

il n’y a qu’unc seule valeur pour ¢ telle que la série

I o
E a,x”,

an, = € ay, et a,=—a, si nZn;

n’admette sur le cercle de convergence que des points singuliers
isolés (').

Signalons enfin le fait suivant trés curieux.

Etant donnée une série 2 a,x" (les a, sont différents) et une suite

de n; telle que
lim(n,-,_,— n;):oo,
—n— 1
lim v |a,| =-
lim Vlan| %

on peut trouver dans un cercle de rayon aussi petit que I'on veut une
valeur de ¢ telle que la série
Y ana

an, = (@, +¢)e? et an=a, si n Zny,
admette le cercle de convergence comme coupure quelle que soit la
valeur de ¢. La démonstration ne difféere pas de celle du théoréme du

n® 15.

17. En se reportant & la démonstration du théoréme de M. Fatou,
donnée par M. Polya (), on apercoit qu’elle pourrait servir 4 démontrer
le {fait suivant qui est plus général : Etant donnée une série entiére
(de rayon de convergence fini), on peut changer le signe d’une infinité
de coefficients de maniere que la fonction correspondante admette sur le
cercle de convergence un ensemble fermé quelconque de points singuliers.

(1) Au lieu de prendre les points isolés, on pourrait faire les hypothéses plus générales.
On se sert toujours du méme procédé en faisant la différence de deux fonctions.
(2) Adcta Mathematica, t. 40, p. 179.
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Je vais modifier la démonstration de M. Polya, cette modification a
pour nous quelque intérét.

Rappelons pour cela un théoréme trés général de M. Fabry, dontles
autres propositions souvent citées, sont des conséquences :

Y. €tant un arc qui dépend de », soit S le nombre de changements
de signe de la partie réelle a, de a,e ¥ lorsque ¢ varie de n — An
an -+ An (A ¢tant un nombre arbitraire <1 positif, mais fixe). Si I'on
peut choisir v, en fonction de n de telle sorte que, pour une infinité

s 1 8 .
de valeurs de n, les quantités - L]a,| et - tendent vers zéro, le

point z = 1 est singulier (*).
Soit alors

<

S oo

n==0

une série entiére de rayon de convergence égal a 1.

Etant donné sur le cercle de convergence un ensemble dénombrable
de points

et e, ., e,
admettant notre ensemble comme dérivé. Soit
Ny, Ray ey Ry,

une suite ayant les deux propriétés suivantes : 1°

(1) lim '{7|a,,j; =1;

J=o

2° Les intervalles
€ry— dhny, ny+dhny) (J=1,2,...),

n’empiétant pas les uns sur les autres.
Groupons les indices r; de la maniére suivante :

n’l)
UPUET

n,ngng.

(1) M. Polya se sert d’'une modification de ce théoréme. Pour notre but, la démonstra-
tion méme du théorémo de M. Fatou par la méthode de M. Polya exige des compléments.
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Nous désignerons les n, de la premiére colonne par =», de la
deuxiéme n, , etc.
A chaque nombre ¢4, faisons correspondre une colonne n,,.
Pour que I'égalité (1) soit vérifiée, il faut nécessairement que I'une
des deux égalités suivantes soit vérifiée.
Ou bien
T Y T =1,

(=

ou bien

T Mk 7 .
lw Vi{d,,| =1,

=

a,, étant la partie réelle de e™"*#a™* et ) sa partie imaginaire.

Si la premicre de ces é¢galités a lieu, il suffit, d’apros le théoreme de
M. Fabry, de changer de signe une infinité de coefficients pour que le
point 1 soit singulier pour chaque série

-
2‘ a, e g (k=1,2,3,...)

et le point e sera singulier pour la série

E a,x".

n==0

Si, au contraire, c’est la deuxieme égalité qui a lieu, il suffit de
multiplier la série
3 gy,

n=0

par le nombre imaginaire 7 pour retomber dans le cas précédent
(c’est-a-dire la partie imaginaire deviendra la partie réelle et nous
avons exactement le méme cas que nous venons de considérer). Notre
théoréme se trouve ainsi démontré.

Remarquons que les coefficients dont on change le signe ne sont pas
complétement déterminés méme si la correspondance entre les
nombres o, et une suite de n, est déja fixée. Notre méthode nous laisse
libres, en quelque sorte, de donner par le méme procédé plusieurs
séries qui jouissent de la méme propriété en question.



— 4 —
18. Voici une conséquence immédiate de ce théoréme :

Etant donnée une série
N 4, 0n
i @n X
n=90
e .. ..
assujettic a la seule condition d’ayoir, sur le cercle de convergence, tous
ses points singuliers isolés, on peut, en annulant une infinite de coeffi-

ctents, obtenir une nouvelle série, admettant tous les points de 'ensemble
fermé (') donné comme points singuliers (*). '

Soit, en effet,

Ed
3. o
N n=0
la série donnée,

Ny Ngy ooy Ny i)

les indices correspondant aux coefficients dont on change le signe
g g
pour que les points de I’ensemble donné soient singuliers, et soit

E a, x”

la série obtenue aprés le changement de signe, on a

o @
2 a,xn= E a, " — 22 ap 2",

ne—0 n—ao

d’ou la conclusion cherchée.
Cela s’applique en particulier a une série qui admet sur le cercle de
convergence un seul point singulier, par exemple un pole simple.

19. Revenons aux séries qui ont des lacunes, pour démoutrer la
proposition suivante :

(1) Cet ensemble ne doit pas contenir de points isolés 1dentiques a ceux de la tonction
donnée.

(2) On a ici la méme liberté pour choisir les coeflicients & annuler.
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Considérons trois séries :

1o apa (de rayon de convergence p)

possédant une infinité de lacunes telles que pour une suite de A,

. )‘n,y )‘n,’ MRS ]
on ait
lim(}n‘_’_‘— 7\,”) = o0,

20 Z bp,zhnHy
i=1
30 2 b,z  (de rayon p)

m=1

les & étant les coefficients (de méme indice) d'une série

©
~
2 bn xh

n=2_0

admettant un seul point singulier, sur le cercle de convergence, qui
est pole simple, et les A sont tels que les trois suites A,, A, +1, A,
forment la suite de tous les nombres naturels. ﬂ

Je dis alors que :

La fonction

© - co
-
f(z) = 2 Ay X+ Z b,y x'm = 2‘ c,x"

n=1 m=1 n==0

admet sur son cercle de convergence un point singulier ai moins qui n’est
pas un pole.
Mais la fonction

=

«© £
lz N zﬂ zﬂ
?(x) o (t,l.’L‘"”—i— b’hx)”l+‘ —+ bmxm’

n=1 i==1 m=1

peut n’avoir qu’un péle simple sur le cercle de convergence (il faut pour
cela choisir les @,,).

Ce théoreme se démontre par la méme méthode que celui du ne 1.

THRSE MANDELBROJT 6
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On forme les déterminants
-D),,l+2,pv

relatifs aux coefficients ~,, et 'on remarque que I'expression

A F2 e
n, \/’ID/nl+2’p],

. . . .y I .
pour p>o ne tend jamais régulicrement vers — (') (puisque la

pP+1
fonction admet un seul pole sur le cercle de convergence).
On remarque, d’autre part, que pour p =o0, on a

c)\n+l =0,

la premiére partie de notre théoréme peut étre considérée comme
démontrée. Quant & la deuxicme partie, on voit qu’il y a une série au
moins, satisfaisant & cette condition, a savoir la série

9 (x) :'Z bn ™

n=0

N

(mais il en a une infinité, ce qu’on voit en ajoutant & ¢ () une série

®
E b,z

n=1

de rayon de convergence inférieur a o).

20. Nous allons maintenant résumer les résultats obtenus dans ce
Chapitre pour les coordonner.
Il serait trés naturel d’adopter la convention suivante : si la somme
de deux séries cntiéres
2 b,z et Z d, 2,
n=0 n=4(

de méme rayon de convergence représente une fonction dont les seules
singularités sur le cercle de convergence sont des péles, on dira alors
que la singularité totale de la série

oo
-
Z b, r,

n=0

(1) Poir Hapamarp, 1hése, p. 19-25.
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sur ce cercle est identique a celle de la serie

»

-
2 d, x".

n=—0

.

On arrive donc & un mode de comparaison des singularités, sur le
cercle de convergence, des deux séries.

Les propositions des n® 18 et 19 montrent bien que les singularités
sur le cercle de convergence des séries de la forme

—~
Z bm 1.) m

m=t

formées par les coefficients d’'une série
n=0

qui n’admet qu’un pole simple sur le cercle de convergence (en annu-
lant une infinité de coefficients), peuvent pour caractériser les singu-
larntés, sur le cercle de convergence, servir de mesure a d'autres séries de
méme rayon de convergence.

En effet, les trois suites 2,, A, et A, -+ 1 ayant le méme sens qu’aux
numéros précédents, on voit que la singularité totale de la série

@
U
2‘ An T

n—0

(a, €tant quelconque)) ne peut pas étre identique a celle de la serie

©

—
z blll x) ms

m=1

maits on peut trouver une serie

o

2 an. m)‘ﬂl

n=1]1

(c'est-a dire on peut choisir les a,), dont la singularité totale soit iden-



tique a celle de la sérve

3 by @nt Y b s

m=1 =1

On voit, d’autre part, que les deux séries peuvent admettre tous les
points d’un ensemble donné comme points singuliers ().

Si 'ensemble fermé en question était tout le cercle de convergence
on voit gu’on pourrait comparer, en quelque sorte, la nature de la cou-
pure des séries

14

@yt ()

it
-

n

(a, étant quelconque) a celle des séries complétement def nies.
D’autre part, on voit 'influence de la croissance de la suite %, sur
la nature des singularités sur le cercle de convergence d’une fonction

@
S y
D a, x'n

n=1

qui a des lacunes.

Remarquons, enfin, que d’aprés le n° 15 les modules de tous les
coefficients étant définis, ainsi que tous les arguments, sauf ceux qui
correspondent aux indices »n,, n,, ..., n; ..., on voit que toutes les
séries (obtenues par ce théoreme du n° 14) qui admettent le cercle de
convergence comme coupure et qui sont de la forme

©
AN .
< a, xhn,

n—1

ont une propriété commune.

(1) En effet, notre démonstraticn du théoreme de M. Fatou, géncralis¢, monlre bicn
Ggu’on peut former les deux séries

L] @ o«
N ~
2 b xhm et 2 b, xrm + E by, +1 Thn,H
¥
m-—1 m=—1 =1

ayant, toutes deux, les points donnés comme points singuliers.
(2) Si cette série admet le cercle de convergence comm. coupure.
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NOTE.

1. La série bien connue de M. Fredholm

Y(z)=1+ax+a’z*+.. . +ar x4+ ..
(o< a<)

a la propriété de prendre elle-méme, ainsi que toutes ses séries déri-
vées, des valeurs bien déterminées et continues sur le cercle de
convergence, (quoique ce cercle soit une coupure.

On a donné plusieurs exemples de fonctions analytiques jouissant
de la propriété indiquée.

Il est intéressant de remarquer que, étant donnée une série entiere
quelconque :

F(x) ‘_—2 a, "

n={

de rayon de convergence fini, on peut toujours indiquer une infinité de
fonctions

©

F, () :Z T('Z’:l) x"

n={

qui admettent les mémes points singuliers que la fonction F (x), et qui
sotent elles-mémes, ainsi que leurs dérivées, continues sur le cercle de
convergence (quand on s’approche d’un point de ce cercle par une
courbe quelconque ne sortant pas du cercle).

La propriété de la série de M. Fredholm offre un cas particulier de
celle de cet énonce.

Nous nous appuierons sur deux propositions de M. Polya (') :
1° Les r, étant positifs et tels que

o n;
lim \/r" =1,

n=—w

(1) Acta math., t. 41, p. 106.



— 46 —

on peut former une fonction entiére g (z) de genre O, de zéros néga-
tifs, et telle que g(n)zr,.
2° La série

8

\ Q,

g(n)
0

xn

n

1l

admet les mémes points singuliers que la série
2 a, x".
n=0

Pour établir notre proposition, prenons un nombre positif @ supé-

rieur 2 un; on a .
. n 1 . nlogn
lim log \/a“n *" — lim L—yz_g— =o

n ——
lim V/ a'/"'ognz I

F(z) :2 a, "
n=0

et on voit que

Soit maintenant

une série entiére de rayon de convergence 1.
On peut donc, d’aprés les propositions de M. Polyd, former une
fonction entiére de genre O et de zéros non positifs, telle que 'on a

(1) On peut remplacer les deux théorémes de M. Polya par son troisieme (ui est le
résumé de deux précédents : ¢, élant une swite de nombres posilifs tels que

©

. n
limye, =1, an "
0

n=

une série de rayon de convergence égale a 1, on peut former une nouvelle série

(igﬁ)”">

n=40

qui a les mémes’ singularités que la premidre et dont les coefficients correspondants sont
inférieurs A ¢,. (St les premiers termes de la suite e, sont zéros, les premiers coeffi-
cients de la nouvelle série sont aussi zéros).
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D’autre part on voit, que

—/nilogn logn. loga
slogn

lim — ©

s étant quelconque.
Et on constate facilement que les termes de la série

= 2log2 —Jnlogn
I1+a +...+a -+

et, a fortiori, ceux de la série

al ol oy lal

() 5(2) g(n)

Oy

décroissent plus vite que les termes de la série
. I . T 1
Z;l—s_.l-i—;—i-...—i-";-%—..

D’ou il résulte que la série

Z La(r:l)

n=1

ainsi que ses séries dérivées, convergent uniformément a l'intérieur
du cercle de rayon 1 et sur le cercle lui-méme.

Le théoréme classique d’Abel suffit pour vérifier notre propo-
sition (*).

2. On peut tirer de ce fait quelques conséquences intéressantes.

Soit une série
F (x) :2 a, x"
n=1
qui admet sur le cercle de convergence, de rayon ¢, un point singu-

lier, non critique P.
Supposons, en outre que, a I'intérieur d’un cercle C,,de rayon p,>¢,

(1) La généralisation pour le cas d’un rayon de convergence fini guelconque est
évidente.



— 48 —

le point P soit le seul point singulier de la fonction F(z) (une géné-
ralisation sera évidente).

Envisageons sur le cercle G, deox points quelconques A et B et
menons les deux segments AP et BP formant Pangle o« (pour éviter les
difficultés arrondissons-le sommet P de cet angle) (voir fig. 1).

Fig. 1.

Fig. 2.

Je dis que I'on peut effectuer sur les coefficients a, de la série
q p n

£
E a,x"

n=0(

une opération telle que pour la série de coefficients transformés par
Uspération cn question, le point P reste encore le seul point singulier

sur le cercle de convergence de rayon g, et (si le point P est essentiel)

ce n’est que dans I'angle (P\B que la fonction représentée par cette
nouvelle série, prend une infinité de fois, dans tout cercle de centre P,
toute valeur finie ou infinic, sauf deux valeurs exceptionnelles au plus.

(Si la figure est faite de telle maniére que, prés du point P, la cou-
ronne entre C et C, soit deux fois couverte (fig.2) ('), le point P
devient critique).

Soit, en effet, T le contour fermé entourant le domaine A.

(1) La figure » mombre senlement le voisinage du point P,
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Soit, en outre,

X=y (E):i Yn X"

n=1

la fonction qui effectue la représentation conforme de A sur un cercle
de centre O et de rayon 1.
La fonction

F(xr)=F,(X) :E b, x”

n=0

admet sur le cercle de convergence de rayon 1 un seul point singulier
d’affixe P, ; on pourra donc former une fonction

n)

N b
F (X)) =Y, ==X (),
n=0g(.

qui a la propriété, indiquée dans la proposition, démontrée au n°1 de
cette Note.

D’autre part, on sait, que les coefficients de la série

F(z) :i Ap X"

n=0

satisfont aux égalités suivantes (?) [en remarquant que f(o)=o]:

(A) a, = by,

(Ay) ay=byy,,

(As) Ay= by, + by},

(A,) Ap=byyp+...+ bpy}.

Les nombres y et a étant connus on peut déterminer les b de pro-
che en proche, par les équations (A,).

(1) & (=) étant convenablement choisie.
(%) Voir Goursat, Cours d’Analyse, t. 1.
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On obtient les coefficients «, de la fonction

F.(z) =F,(X) :E a, .t
n=0
b,
g(n)
Cette fonction F,(x) a bien la propriété indiquée au commencement
de ce numéro.

en remplacant dans les égalités (A,), ..., (A,), ..., les b, par

Vu et approuve :
Paris, le 16 juin 1923.
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