RENE LAGRANGE
Sur le calcul différentiel absolu

Theses de I’entre-deux-guerres, 1923

<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1923__ 41__1_0>

L’acces aux archives de la série « Theses de 1’entre-deux-guerres » implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

These numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=THESE_1923__41__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

e IS TS

PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

POUR OBTENIR

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES.

Par M. René LAGRANGE

AGREGE PREPARATEUR A L’ECOLE NORVALE SUPERIEURE

1" THESE. — SUR LE CALGUL DIFFERENTIEL ABSOLU.

2* THESE. — PROPOSITIONS DONVEES PAR LA FACCLTE.

Soutenues le / l/juin 1923, devant la Commission d’examen.

MM. EwviLe BOREL, Président.

CARTAN,
VESSIOT,

TOULOUSE
IMPRIMERIE ET LIBRAIRIE EDOUARD PRIVAT

Librairie de I’Université.

14, RUE DES ARTS, I/ (SQUARE DU MUSEE, TOULOUSE)

1923






A MONSIEUR E. CARTAN

PROFESSEUR DE MECANIQUE RATIONNELLE A LA SORBONNE

Homimage de zespectueuse geatitude,

Rex LAGRANGE.






A MA MERE

A LA MEMOIRE DE MON PERE






PREMIERE THESE

SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU

Par M. Rent LAGRANGE,

Agrégé préparateur & ’Ecole Normale Supérieure.

INTRODUCTION

Le calcul différentiel absolu, introduit par Christoffel (*) et Riemann, et dont
Ricci et Levi-Civitd (*) ont fait un instrument remarquable, fut destiné tout d’abord
a déterminer les propriétés, indépendantes du choix des variables, d'un espace dont
le ds® est une forme quadratique donnée des différentielles des coordonnées.

Soit ds*= Egzkdxldx,, une telle forme quadratique, & n dimensions. Un chan-

tk
gement de variables transforme les g, et leurs dérivées; il change également les

dérivées, des différents ordres, d’une fonction f(x,, x,, ..., x,) considérée comme
invariante. C’est la recherche, entre les g,,, leurs dérivées, et les dérivées de fonc-
tions analogues a f, des relations, indépendantes des variables, et méme de toute
déformation de V'espace qui conserve le ds®, qui est a V'origine du calcul différentiel
absolu.

Si, dans une pareille déformation, une fonction f est invariante, il en est de
méme de sa différentielle, de sorte que ses dérivées premiéres subissent une trans-
formation linéaire et homogéne. Il n’en est plus de méme, en général, des dérivées
secondes; mais on peut retrouver une transformation linéaire, en modifiant la défi-

(*) Voir Christoffel, Journal de Crelle, tome 7o.
(*) Voir Math. Annalen, tome 54.
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nition de ces derniéres. Pour cela, on ajoute 4 la dérivée seconde ordinaire une
forme linéaire des dérivées premiéres, dont les coefficients sont formés & partir des
g, et de leurs dérivées; le choix de cette forme linéaire est tel que la dérivée, ainsi
définie, est encore indépendante de l'ordre des dérivations. Par cette opération, on
doit modifier également les dérivées des ordres successifs, et, dés les dérivées troi-
siémes, on rencontre I'influence de V'ordre des dérivations, de sorte que la difficulté
initiale du changement de variables est transformée, mais non supprimée. Cette
incompatibilité de 'espace général avec I'espace euclidien ds* =dxz*+ ... + dx,* se
traduit par les symboles de Riemann.

Le présent travail a pour but de montrer que 'on peut se placer & un point de
vue un peu différent, et d’établir, de cette fagon, une méthode de calcul tout & fait
analogue au calcul de Ricci'et Levi-Civita. Il est partagé en cing chapitres dont
voici le résumé succinct :

Dans le premier chapitre, j'introduis le calcul différentiel absolu en prenant,
comme variables indépendantes dans I'espace considéré, d’ordre n, n intégrales cur-
vilignes, et non plus, comme dans le calcul ordinaire, n fonctions de point. Dans
ce dernier calcul, les propriétés analytiques résultent de l'invariance, dans tout
changement de variables, de la différentielle d’'un invariant, et de l'uniformité des
variables indépendantes x,; ici, cette derniére propriété ne subsiste plus, de sorte
que les dérivées, d’ordres supérieurs au premier, dépendent de l'ordre des dériva-
tions, et c’est ce qui introduit des symboles tout & fait analogues & ceux da Chris-
toffel. On est amené a changer la définition de la différentiation, de maniére & con-
server certaines propriétés formelles du calcul ordinaire; dans la « différentiation
absolue », une fonction ne joue plus un réle isolé, mais fait partie d’'un systéme de
fonctions qui interviennent dans cette opération; la non-commutativité de cette dif-
férentiation fait apparaitre les analogues des symboles de Riemann.

Jétablis les régles de différentiation des sommes, produits et « compositions »
des systémes, et recherche enfin ce que deviennent les résultats généraux, lorsque
les formes dw, ne sont plus uniformes.

Dans le chapitre 11, je rattache la covariance, telle qu’on la définit ordinairement,
au groupe des transformations orthogonales; les propriétés de la covariance, et sa
conservation par la différenliation absolue, s’en déduisent immédiatement. La déter-
mination des invariants revient alors a résoudre les transformations infinitésimales
du groupe orthogonal.

Ces considérations générales sont utilisées dans le chapitre III, pour exposer le
probléme analytique de I'application, et le probléme de la représentation conforme
sur l'espace euclidien, méme lorsque le rapport des deux ds est l'exponentielle
d’une intégrale curviligne.

Le chapitre IV a pour but d’exposer succinctement quelques résultats connus de
la théorie du vecteur, qui seront utilisés dans la suite.
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Enfin, dans le dernier chapitre, je me propose d’établir les propriétés métriques
d’une V, plongée dans un espace E,, qui apparaitraient & un observateur incapable
de s’orienter sur la variété et dans I’espace normal; ce probléme permet de généra-
liser un peu certaines définitions du calcul différentiel absolu, et met en évidence
trois séries de rotation, auxquelles correspondent trois séries de courbures. La
recherche des invariants nécessite la détermination des relations entre les courbures
de la 'V et celles de l'espace E,; j'étudie plus particuliérement les courbures les
plus simples, ce qui conduit & quelques propriétés des V et a la définition de

n—1?

quelques variétés particuliéres.




CHAPITRE PREMIER

Principes du Calcul différentiel absolu.

(4] Le calcul différentiel absolu est une généralisation du calcul différentiel
ordinaire, qui paraitra plus naturelle 4 I'aide des quelques remarques suivantes.

Etant données n variables indépendantes x,, z,, ..., ,, et une fonction f(x,, ..., x,),

les dérivées partielles premiéres de fsont les coefficients des différentielles dx,, ..., dx

n?
n

, : R dof
dans 'expression de sa différentielle : df = ) D—_dx,.
ucl

=1

Les dérivées partielles secondes sont les coefficients des mémes différentielles dix,
dans les expressions des différentielles des dérivées premiéres; et ainsi de suite pour
les dérivées d’ordres successifs. La propriété fondamentale de ces dérivées est d’étre
indépendantes de 1'ordre des dérivations. Cette propriété, qui nous parait intuitive,
découle du fait que les x, sont des fonctions de point; elle ne subsiste plus si le role
des dx, est rempli par n formes de Pfaff, linéairement indépendantes, mais non for-
cément différentielles totales exactes.

Conservons I'écriture du calcul différentiel ordinaire, et désignons ces formes de
Pfaff par

(x) do, = a,dx, + ... + q,dz,.

Ceci revient 4 prendre comme variables indépendantes les intégrales curvilignes
Ly Ty . . ;. ’ 3
», = dw,, prises le long du chemin décrit par I'observateur; mais le seul
2,0 @0

role utile est celui des dw,, et il n’est pas nécessaire de considérer ces intégrales
dans l'exposé du calcul.

Les a,, seront considérées, en général, comme des fonctions de point; mais
nous verrons que certains résultats subsistent si les @, contiennent eux-mémes des
intégrales curvilignes, Leur déterminant (a) est, par hypothése, différent de o; les
équations peuvenl donc étre résolues par rapport aux dzx,,

n ,
(l’) dwk = Eallrd(‘)l;

=1
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ot

les «,, satisfont évidemment aux relations suivantes :

Y ..
Za’zk"x;h = > 2 all\ahk = & (6” =T g o, Ss1 1 :i: k) ’
3

k

et leur délerminant («) est égal &

L
(a)’

[2]) Etant donnée une forme de Pfaff dw, oun appelle covariant bilinéaire de cette
forme de Pfaff V'opération 3dw, —d3w,, que jécrirai encore (3,d)w,. C’est une
forme bilinéaire des dx,, 8x, :

(2) ¢, o, = 3 (l’_* _ 24y )dxkom

X, X,
kg

On sait que, pour que , soit une fonction de point, il faut et il suffit que son
covariant bilinéaire soit nul. Les dw, (r=1,2, ...,n) devant remplacer les dx,
dans le calcul différentiel absolu, il est naturel d’exprimer (3, d)w, & I'aide de nos
formes de Pfaff, bases de ce calcul. En posant

da,
12}
®) = 2( o, M, > ok s

nous avons

(4) @, d)o, = Y 6,,do, 30,

rs

11 résulte de (3) que o, + o, — 0, et, en étendant la somme (4) aux seules

combinaisons des indices, ce que j'exprimerai en entourant ceux-ci d’'une paren-
thése, il vient

" G, Do, = W o, (do 50, — dv,50,).
(r,5)

[3] Etant donnée une fonction f(x,, ..., x,) des variables x,, ..., ,, nous

appellerons dérivée partielle premiére de f par rapport d , le facteur de dw, dans
T'expression de df.

En exprimant les dx, en fonction des dw,, nous avons

N Q Q d
df:E—‘\-zcj-‘;dkaEdm,(u ——‘[—-}— f + ...+« —j—l>,
k

1" \ lﬁ \w mn Da:n
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C’est I'opérateur linéaire entre parenthéses qui est la dérivée en question, et nous’

poserons
5) YN Y
do,  * dx 2 "™,
13 1 e n
Inversement, on a
D-’Bk k L\(I}‘ .

11

Plus généralement, si dQ est une forme linéaire des dw, non forcément diffé-

rentielle totale exacte, nous appellerons dérivée partielle premiére de Q par rapport
: . e 00
4 o, le coefficient de dw, dans dQ. On peut encore I'écrire —.
L(!)L
La définition des dérivées premiéres peut se répéter, et conduit aux dérivées des

D m f

, ——————, les dérivations étant effectuées dans l'ordre «p,,
dwr, dwpr, dwr,,

différents ordres

Wryy « ooy Wpp .

Il est évident que les dérivées d'une somme ou d’un produit de fonctions s’ob-
tiennent par les mémes régles qu’en calcul différentiel ordinaire; de méme les déri-
vées d’une fonction composée. Mais la propriété des dérivées d’étre indépendantes
de P'ordre des dérivations n’apparait pas avec les dérivées secondes. Remarquons,

/

N
par exemple, que les -Di—- forment un systéme complet d’opérateurs linéaires, arbi-
w

i

»f *f
dw,dw,  dwde,
thése de deux de ces opérateurs, qui n’est pas nulle en général. On obtient, par un

traires au méme titre que les dw,; n’est autre chose que la paren-

.calcul connu,

) (D,\‘\ >f—- LA P

do do. 2 3
do, D, Qo do, dw dw, dw,

i

Cette formule s’obtient aussi en écrivant que df est une différentielle exacte.

Plus généralement, pour une forme de Pfaff quelconque dQ = 2 ndw,, on a
t

2RUN NI
(7) (8: d)Q = 2 K \/,. . )s _+_ EG"“)\‘> (d(oramx — d"’.\a"’r)’

Q
L, dw -
(r.s) i

et I'on retrouve bien la formule (6) lorsque (3, 4)L = o.
Remarquons que I'on peut encore écrire

\

(%:) ¢ — \‘ o ‘\azk — ‘\al.lt) J— \‘ a Duxk . ‘\ark\
3 == ) 4 = ) _—— ).
"t - "o, ok deo, — ik dw,, dw, /

k
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[4] 11 résulte du paragraphe précédent que nous devrons modifier la définition
de la dérivée seconde si nous voulons qu’elle soit indépendante de I'ordre des déri-
vations. Nous verrons plus tard que, consécutivement & cette définition, les formes
de Pfaff prises pour base de notre calcul joueront le rdle de différentielles exactes.

Pour cela, considérons de nouveaux symboles r,,,, que nous définirons au fur et

i mesure des besoins. Etant données n fonctions f,, f,, ..., f,, considérées simulta-
nément, appelons « dérivée partielle absolue de f, par rapport & w_», l'opération

n

o W .
(8) "a—u‘;-—'a—wr"—ZTmrfa,

le trait qui surligne le premier membre indiquant que cette opération est distincte
de la dérivation ordinaire qui s’effectue dans le second membre. Cette définition,
qui s’applique 4 n fonctions quelconques, s’éclairera par la suite, & I'aide de quel-
ques exemples.

{5] Considérons alors une fonction f, et ensemble de ses n dérivées premiéres

d
¢ ro s 7 . r_ s 7 . ’
fi= bf . Les dérivées partielles absolues de ces dérivées premiéres seront, par défi-
w;
1

nition, les dérivées secondes absolues de f(*). Nous pouvons dounc écrire

) fo=L =W Em

dw; dw, dw, Yo, RICH - Dwa

dans ces conditions,

5
.f;'k _flri - 2 (— Tiak + Thai + ka) f ’

L(_l)u

de sorte que ces dérivées secondes absolues seront indépendantes de 1’ordre des
inddices, si les 7, sont assujettis & vérifier les relations

(IO) Tikh ™ Thke T Opagt

il est clair que ceci ne définit pas complétement les symboles =, .

Ce que nous venons de dire s’applique aussi bien & une forme de Pfaff

dQ = Y \do,;

t

(*) C’est la définition du calcul tensoriel de Ricci et Levi-Civita.
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I
en posant DT; =1A,;, la formule (g) est encore valable, et (7) s’écrit
k

(7 G AQ =Y (A, —N\,) [{do,d0,— dodo);
r,9)

on retrouve la forme du covariant bilinéaire en calcul ordinaire; il en résulte que,
pour que dQ soit une différentielle exacte, il faut et il suffit que ses dérivées secondes
absolues soient indépendantes de 1’ordre des dérivations; on obtient ainsi une ex-
pression simple du théoréme de Frobenius. On peut dire, autrement, que les condi-
tions d’intégrabilité d'un systéme d’équations aux dérivées partielles du premier
ordre, a une fonction inconnue f,

of

b—wi—:)\i (i:x,n,...,n),

sont

o,

M,

dw, o,

[6] Par analogie avec le calcul différentiel ordinaire, la dérivation absolue nous.
conduit & considérer la « différentiation absolue ». Etant donné un systéme de n
expressions différentiables X, X,, ..., X,, (fonctions, formes de Pfaff, etc...), nous
appellerons « différentielles absolue » de X,,I'opération

— X
(11) aX, = Y, —* do, = dX, — ¥ 7, X, do,.
L(J.\h
h kh

Dés que I'on passe aux dérivées troisiémes d’une fonction, on est amené & consi-
dérer, d’'une maniére plus générale, des systémes de quantités différentiables
Xr,ro...rms affectées de m indices, r,r,...r, étant les arrangements complets de
1,2,...,n, mam. Définissons simultanément la différentiation et la dérivation
absolues, dans un tel systéme; ce sont les opérations

— ; Ol
(' 2) d-\r4 ey = (l\r4 et T }_‘ Tr kh Xr, ... ru_lkru_*_xh T don,
wkh
et
. P3N PN
BRSPS o - dNXp,or, A -
(Id) — = Kr“.rm;h R L Tr kh xr,..,ru_lkru_)_lu.rm,

Jdwy,
vk
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le trait qui sépare r,, de h indiquant que les indices qui le précédent n’expriment
pas forcément des dérivations absolues. On a d’ailleurs

(ll') K"r--"m = ZX;‘a,._rm/hd(‘Dh-
h

[7) Avant d’aborder les propriétés de ces opérations, définissons quelques opéra-
tions algébriques sur les systémes d’ordre m (ou 4 m indices), ce qui va nous con-
duire & définir complétement les symboles t,,,.

Etant donnés plusieurs systémes d’ordre m, Xu,...r,, Yr,. Zr,...rpy, leur

BT R
somme est, par définition, le systéme de méme ordre

-
Ur,...rm = Xm...rm + Yr,...rm + ... + Zm...rm.

Appelons produit de deux systémes, d’'ordres m et p, Xr,.
téme, d’ordre m + p,

et Ys,. s, le sys-

o Tm

Zr - Xn .

1o - PmSa. - Sp

Y . Ys, ceSpe

Avec deux pareils systémes on peut effectuer une autre opération que nous appel-
lerons « composition » (‘). Le systéme composé de Xr,...r,s....s, €t Ys,...5,, d’ordres
m + p et p, estle systéme, d’ordre m,

Zr,...rm = 2 X"a‘~~"m-‘1~~-pY54-~-sp'
Sy-eSp

Cette opération s’étend tout naturellement a plus de deux sysiémes, ou & des
systémes Xr,...rus,...s, €6 Yo ts,. 5pe

Il est facile de voir que la différentiation et la dérivation absolue d'une somme
obéissent aux lois du calcul ordinaire, indépendamment de la nature des t,,. Quant
a la composition, sa dérivation, par exemple, donne

~
"
Lm...rm/i = }_‘ (Xri...r,,,si...sPYs,...sp/i + Xr,.,.r',,,.y...s,,/iYs,...sp)~

$y.0.5p

+ 2 Ts“ki(Xm...rms4...s,,Ys,...s“_xksu+l...sp + Xn...r,,,sl .,.sa_l7rsu+‘,‘.sst,...sp)-

wkSy...Sp

Pour retrouver la simplicité formelle du calcul différentiel ordinaire, on est

(*) Cest le terme employé par Ricci et Levi-Civita (cf. ouvrage cité).
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conduit & annuler la derniére somme; le coefficient de la parenthése étant Ts ki + Thsyis
ce résultat sera obtenu si ’'on assujettit <,,, 4 la nouvelle relation

(15) Tikn T Thin = 0.

Les propriétés obtenues peuvent étre résumées dans le tableau suivant :

(16) a(Xr,l...rm + Yr,...rm + .. ) = —(ZX,,:“_,‘m + EY,,r”rm + ...

) A Yooy 2ty ty)
== leri. R P Ysi. . .spZt,..‘tq+ Xri...r,,,-(_iYs, ...sp-Zt,‘..tq + Xr,.. .rmYs, .‘.spgzt,“.tq

(18) a( 2 Xri...rmsi...sthd...tq&...sp>
Sq...Sp

N /= . _
= Z (dxri..‘r,,,si.,,sp-Ytﬁ.‘.tqsi‘..sp + Xrl...rmsf.‘sp-dYt,...!qs,...sp);

S4...8p

la formule (18) se généralise d’ailleurs immeédiatement pour la composition de plus
de deux fonctions. On a des relations analogues pour les dérivées absolues.

[8] En résumé, ce qui précéde nous a conduits & définir les symboles t,,,, intro-
duits dans le calcul différentiel absolu, par les deux relations

(10)  Tyn — Thki == S

(15) T + T =o0.

En particulier t,, = o, t,, = — 7, = — 6,,; enfin, 'expression générale
de t,,,, en fonction des symboles q,,,, est

I
(19) Tin = 3 (Skni + Snin — g

Cette expression rappelle celle des premiers symboles de Christoffel, mais il est
bon de remarquer que, en fait, les t,, jouent le rble des seconds symboles de
Christoffel.

Remarquons également que la différentiation absolue, appliquée aux formes de
Pfaff de base dw,, donne

3dw;, — ddw;, = Z (6 1ni = Tikn + Ting) B0, = 0;
kh
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de sorte que, dans le calcul absolu, les dw, auront les propriétés formelles des diffé-
rentielles exactes dx, du calcul ordinaire.

Les propriétés des coefficients t,,, trouvent encore une application immédiate
dans 'opération corrélative du covariant bilinéaire ; & savoir, la parenthése de deux
opérateurs linéaires

A) = A, 3= ‘f +An3°1-
%
B(f)_B f .+Bn\—3f-,
(.(1)"
les A,, B, étant des fonctions de x,, «,, ..., x,. La parenthése

(A, B)f == A((B)f) — B((A))

s’exprime comme en calcul ordinaire, si 'on considére les opérateurs linéaires auw
sens absolu; autrement dit, étant donné un systéme de n fonctions f,, f,, .
écrivons

.y nr

o=rL+

o,

n
dw

n

.+ A

On obtient, par un calcul trés simple, compte tenu de (10) et (15),

A By = B[ KB —BW) | <L — BAB 1),
i ! ik

la deuxiéme somme disparaissant si f est une fonction de point.

[9] Nous allons voir, maintenant, un nouvel exemple de ’analogie formelle de
ces deux calculs différentiels. Auparavant, établissons une formule et rappelons
quelques symboles d’écriture.

En nous reportant aux formules (19) et (3'), nous avons

da
—GML——Z kx(aw - k8>,
d’ou 'on déduit

1 da) O 0wy,
(20) Xt = e+ DT
k i $

s

Etant données, d’autre part, (n — 1) fonctions f,, f,, ..., Suey, de (n — 1)
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variables indépendantes y,, y,. ..., ¥,_,, rappelons I'écriture symbolique employée
dans la théorie des intégrales multiples

Gt = Tl

dy, ... dy,_,.

Si f,, fu» ..., fu_, sont fonctions composées de n fonctions x,, x,, ..., x,

des y,, ..., ¥,.,, nous pouvons écrire

n—q?

Q
ardf, .. df, = Yoto-hid g gy o WeSu e nfin) gy gy

D(w,, ey, Xy ')(xu ] xu-—{)

ou encore, d’'une maniére symbolique,

‘ja ‘\j; N * dy

oz, o, T x, "
dfdf, ... df =1 : I

‘_\'_1—_’. Iz, ‘{"_' dxz, ... .. e dx, '

QX AL, &,

le tableau représentant, par hypothése, la somme des n déterminants obtenus, en
supprimant successivement chaque colonne, et en donnant aux produits des diffé-
rentielles dx, leur signification symbolique.

Ceci s’applique sans changement & n formes de Pfaff; en particulier,

dm’dm, . dwn = (a)dw, dac, e dxn,

et, pour (n — 1) fonctions f,, f,, ..., fo—o

af.df, ... df,_, = Eb(w b_(fl’fv - o) do, ... dwo,_,do,, ...do,.

N CHEPR O N
3

Ces définitions établies, considérons une V,_, entourant complétement une ré-
gion de 'espace 4 n dimensions; la formule de Green s’écrit, en calcul différentiel

ordinaire,

p) P
ff.../(‘P‘ + ...+ (P">dac,da:,...dw,L
dx, oz,
=f/-.../2(—1)“’l’,dw‘...dxl_,dxw, ... dx,,

P,, ..., P, étant des fonctions bornées et dérivables du point (x,, z,, ..., Z,).

1’ 2

P
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A T'aide des dérivées absolues prises dans I'ensemble P,, P,, ..., P,, elle s’écrit

(a1) '/“/‘...’/‘kaw1 + ...+ a(gﬂ)dm‘dw’... dw,
://...fz(—l)'_'Pldw‘.,.d(ol_’dmt+‘...du)n.

11 suffit de le vérifier par I'intermédiaire de la formnle de Green ordinaire, en se
rappelant I'identité (20).

. N .
En particulier, si les P, sont les dérivées f, = TJ: d’une fonction f, nous avons
d
1]

(29) ff.../(f“—f-j;,-*— s Loy d,do, . . do,
= f/ f E(—')L_{f;d“’g o do,_dw, ... de,.

Nous verrons, dans le chapitre II, que cette identité permel de rattacher entre
.eux les deux premiers paramétres de Beltrami.
Si les P, sont les expressions composées

Po= Y Xry i Yrs . rps (21) devient

1 Tm

/f- / E Xr,,..r,,,t/t Yri...r,n dU)‘ “ee dwn

Ty . Tl
\ 1 -
+ ff / Z Nryooormi Yoy rpido, .. do,
- Ty Iyt
— \
= f/fZ(—-x)‘ A( Z‘ Xry v Yr,.“rm> do, ... dw,_do,, , ...do,.
13 ry '7'771

Cette formule permet de donner & I'identité de Green les mémes formes particu-
liéres que dans le calcul ordinaire.

[10] La différentiation absolue dépend en général de I'ordre dans lequel s’effec-
tuent les différentiations. L’étude de l'influence de cet ordre confirme la similitude
du mode d’exposition adopté ici et du calcul de Ricci et Levi Civita.

Etant donné un systéme d’ordre m, nous nous proposons de donner I'expression
de 3dXr,...r,, — d5Xr,...r,, que nOus écrirons aussi (3,d)Xr,...r,- Remarquons que
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ceci résoudra, simunljtanément, le méme probléme pour les dérivées, par suite de:
I'identité
adX"i--"'m — E X"i-w"m/“dwaawt -+ 2 X".|~~~7'm/3 Bdw:,

st s

d’ou résulte, d’aprés 3dw, — ddw, = o,

(2 3) (8’—‘1) X"4- T T E (Xri. /st T Xrﬂ, . -"ml‘L") dm‘, 5(-)‘.
st

Un calcul simple, compte tenu des formules (16) et (18), nous conduit & 'expres-
sion cherchée

S 7 x rok ~
(2[3) (0, d)X"i- S (O, d)X"1~- Tm T Z Thl[ X"1~~ Pemg Ty ~-"md°’n°""u
ikhl

ou 'on a posé

it
(25) T = Tikh i — Tikyh,

la virgule exprimant que la dérivation covariante n’est pas effectuée par rapport.
aux indices qui la précédent.
L’expression corrélative pour les dérivées absolues est alors

G DXr, ik

—_— Thl Xq. RS DY 1 SRR

(24") Xy oriit — Xy rp /bl = do, 50,
ik

le premier terme du second membre ayant la signification d’une dérivée seconde.
8i X»,...r,, sont des quantités uniformes (fonctions de point, formes de Pfaff, etc...),

B, d)Xr,...r,, €t Xr, . roymt — Xy r,sin sODt des formes linéaires des quantités Xr,. . .,

elles-mémes. '
L’analogie des symboles t et des symboles de Riemann est totale, comme

nous le verrons encore plus loin, et c’est pourquoi nous leur donnerons le méme

nom.

[14] La différentiation absolue peut se répéter indéfiniment sur un syst¢tme a m
indices ('), toutes les différentielles qui résultent d'une méme succession de diffé-
rentiations formant un systéme d’ordrve m. [l est clair que toute permutation dans

(*) Les conclusions de ce paragraphe supposent que les Xr,.. .r,, sont uniformes.
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les différentiations est le résultat de permutations effectuées sur deux différentiations
successives ; cette derniére opération peut toujours se ramener a la permutation
de deux différentiations terminales, suivie d’'un certain nombre de différentiations.
On voit, en résumé, que toute permutation d’indices, dans une différentielle absolue
d’un certain ordre p, se déduit de la formule (24), et s’exprime & l'aide des diffé-
rentielles dont I'ordre est moindre que p — 1. Le nombre des différentielles indé-
pendantes, d’un ordre donné, est égal au nombre des expressions initiales indépen-
dantes.

Les mémes remarques s’appliquent aux dérivées absolues: les dérivées piémes
doivent é&tre dérivées comme un systéme & p + m indices, et I'on voit que la diffé-
rence de deux dérivées absolues, d’ordre p, qui ne se distinguent que par I'arrange-
ment des dérivations, est une forme linéaire des dérivées d’ordre inférieur ou égal
a(p—2).

11 est clair que si les dérivées (ou différentielles) d’ordre p d’un systéme X;, .. .r,
sont indépendantes de l'arrangement des dérivations, les dérivées d’ordres supé-
rieurs sont indépendantes de l’arrangement des p premiéres dérivations. On voit
aussi que, pour queles dérivées et différentielles de tout systéme soient indépendantes
de l'ordre des opérations, il faut et il suffit que tous les symboles de Riemann soient
nuls. S’ils le sont identiquement, le systéme de Pfaff de base sera dit « euclidien » ;
les symboles t,,, ne sont pas forcément nuls; s’ils le sont, nous retrouvons le calcul
ordinaire; les dw, sont des différentielles exactes, el constituent ce que nous appel-
lerons un systéme « cartésien ».

{42] Une application immédiate des derniers paragraphes est 1'expression, en
calcul absolu, des conditions d’intégrabilité d’équations différentielles. Voici un
premier probléme, trés important pour la suite :

Probléme. — Soient deux systémes de Pfaff, dw, et dw/, le premier en z,...x,,
dx,...dx,, le deuxiéme en x',...a",, dx',...dx',. Etant donné, d’autre part, un sys-
téme de fonctions 6", (x,... x,), exprimer les conditions d’intégrabilité du systéme
d’équations

A do— N0, do, = o.
k

La méthode du calcul différentiel ordinaire consiste & annuler les covariants
bilinéaires des n équations de Pfaff, et & joindre & (A) les équations oblenues. Ces

opérations, invariantes pour tout changement de variables, conviennent ici sans
modification. On a, en effet (*),

P o
G, dw,/ = Zelk/,‘(dcukowh — dw,3wv,,
kh

(*) 0'1/n sont des dérivées absolues prises par rapport aux formes de Plaff dew,.
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d’ou 'on déduit

.
(B) 0y — 0= D0, (&, . . 20,0,

rs

Le systéme (B) est fini par rapport aux x, el &, et doit étre compatible avec (A);
au besoin, on différentiera (B) & nouveau, en tenant compte de (A), jusqu’a ce qu’on
arrive & une incompatibilité ou 4 un systéme mixte complétement intégrable.

Un autre probléme trés utile est la recherche des conditions d’intégrabilité d'un
systéme d’équations aux dérivées partielles, résolubles par rapport & toutes les
dérivées absolues d’ordre maximum des fonctions inconnues. 11 est clair qu’il suffit
de suivre la méthode du calcul ordinaire, en remplagant, par 'identité (24"), I'iden-
tification des dérivées qui ne différent que par 'arrangement des dérivations.

[43] Les symboles de Riemann ne sont pas tous distincts. Il résulte, tout d’abord,
de leur expression, qu'ils changent seulement de signe quand les deux indices supé-
rieurs, ou inférieurs, sont permutés entre eux.

Il existe une troisiéme sorte de relations, résultant de V'identité, a zéro du cova-
riant trilinéaire

(3,3)do, + (5, d) A, + (4,3) 30,

= (ngwl-—ll_c-lawx) + (@Awl —_ ﬁdw‘) + (L_lzawt — Z’SAL&)L) =o.

Exprimons chacun des trois [termes du premier membre a I'aide des symboles
de Riemann; il vient

\! A l ] >
L (7;11 + Ty + ";.h) dw,3w,d0, = 0.
khl

En résumé, nous avons les trois espéces de 1elations que ’on 1encontie dans le
calcul tensoriel habituel :

(26) T+ Th=o0 (thh=0)

h he ___ -
(27) Th t+ T = © (v = o)
(28) T+ T+ T = o.

Enfin, de la relation (28), on tire encore, par un calcul simple,

A hil
(29) T;tl = Tll/. *
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Il est bon de remarquer que les relations (26) et (27) tiennent & la structure
méme des =4, alors que (28) résulte de leur signification analytique; ceci nous
apparaitra encore plus clairement un peu plus loin. Il y aurait intérét & démontrer
directement que les relations obtenues sont uniques, mais cette démonstration
parait difficile. Ceci résulte d’ailleurs de la suite du calcul; on en conclue, comme

en calcul tensoriel habituel, que le nombre des symboles de Riemann linéairement

- . v ni(n*—1)
distincts est, d'une maniére générale, ————.
12
Leurs dérivées absolues vont nous fournir des symboles a 5 indices, <5 o

indiquant que la dérivation absolue est effectuée dans le systéme du 4° ordre. Des

le trait

relations connues entre les tj;, résullent des relations immédiates entre les nou-
veaux symboles; il en existe une autre, identique A celle apergue pour la premiére
fois par Ricci. Nous la déduirons de l'identité employée au début de ce paragraphe,
appliquée a des fonctions uniformes

AG, )X, — (3, DAY, + 3(d, 3)\, — (d, ARX, + d(a,3)X, — (3,3)dX, = o,
on a, en effet,

th
hi

3G, DX, = — ) =
hklp

/p X, dw,dw,d0,

— Z T;z,ll I:kadm,lsml + kadwhawl + XkdthSwl:l

kht

et

= A — ~

G AN, = — Y, 7, bX,do,30,

khl
d’ou résulte la relation simple
) 7 A

(30) T;&l/p + T;;) h + T;)h/l = 0.

[44] Les relations, qui existent entre les symboles de Riemann, se déduisent
encore des conditions pour que des fonctions c¢,, soient les coefficients du covariant
bilinéaire

@ DQ = D) ¢,4(dw,bw, — do,bo,)
(k)
d’une forme de Pfaff dQ.

Soit dQ = £X,dw, une forme de Pfaff dont nous supposons l’existence. Nous

t

avons

(31) Cyp = XL/A - Xk/t 1}



18 R. LAGRANGE.
d’ou l'on déduit, par un calcul simple,

Cxtc,=o0
(32> k k.

Ciksh + Chiyse + Chish, = 0.

Ces formules, équivalentes aux formules similaires du calcul ordinaire, fournis-
sent les conditions nécessaires et suflisantes pour qu’il existe une forme de Pfaff
admettant un covariant bilinéaire donné.

Ces relations, appliquées aux formes dw, elles-mémes, en posant ¢, = ¢',,
s’écrivent justement
7 —
Sir + Sy — o
Ry rh Th
Thh T T T Ty = 0.
[15] Remargue. — Dans tout ce qui précéde, les dw, étaient uniformes, puisque

les a,, étaient des fonctions de point: il est clair que la propriété essentielle des a,,
était d’étre dérivables, de sorte que, au point de vue formel, ces coefficients peu-
venl étre, par exemple, des fonctions rationnelles d’'un certain nombre d’intégrales
curvilignes prises le long du chemin parcouru sur la variété, sans que nos calculs
cessent d’avoir un sens. Nous n’avons tenu compte de l'uniformité des dw, que
lorsque nous avons établi les propriétés des symboles de Riemann et de leurs déri-
vées absolues.

Le méme calcul que plus haut, repris sans cette restriction, conduit & 'identité
(33) 7;‘,., . TZ.‘ . T;,lh _ (A, 8)dw, + (3, d)Aw, +(d, A)Bu)l’

=
dw, 30, e,

le second membre ayant la signification d’une dérivée partielle.

De méme, pour les symboles & 5 indices, si les X, sont uniformes, les dX, ne le

3
sont plus, de sorte que nous avons

G, DIN, = — O X4z, 3, Ddo, — Y X, (3, d)7, A0,
kr kp
et par suite,
th _th hf N\ _ ’rh rl rp (3, ’-l>7,,gp
(3‘/‘) Tht/p + "lp/iz + 'ph/l - }_J °"”‘k “ip + “ph + "hl> + d"’lzd“’L
”

o (a7d)rzkh + (a’ d)’rtﬂl‘

d(nlom’l dmpoo),l




CHAPITRE II

Covariants et invariants.

[4] Une remarque fondamentale est & faire sur les développements du chapitre
précédent. Le point de départ est un systéme de n formes de Pfaff, et nous ne nous
; de sorte

n?

sommes servis que d’opérations indépendantes des variables z,, z,, ...,
que tout changement effectué sur ces variables laisse invariants les symboles em-
ployés et les résultats obtenus. C’est & ce point de vue que ce calcul est « absolu ».

On congoit qu’il n’en soit pas de méme pour les changements de variables tels

qu'on les effectue dans le calcul différentiel ordinaire, puisqu’on remplace les dzx,

Pl QL . e .
par les dx', et non par -b;c—,‘dac" + ... :Tx,—‘dx'n. Si, en calcul différentiel absolu,
1 ¢ n

on change les do,, les résultats sont également modifiés, et 'on est conduit a étu-
dier le groupe des transformations linéaires effectuées sur les formes dw,, ainsi que
son prolongement.

Cette étude est trés compliquée, car on est obligé de considérer simultanément
les coefficients de la transformation et ceux de la transformation inverse; elle devient
cependant extrémement simple si on se borne au groupe des transformations ortho-
gonales

T \ _
(1) dw; = Eo‘kdo)k, (}_‘Ok’JJk = eu>,
k k
car les coefficients des transformations inverses sont les §°, eux-mémes

(1" do, = 30 do,.

1

D’autre part, la considération de ce groupe suffit dans un grand nombre de
questions, et c’est & lui que nous allons nous borner.
Ce groupe laisse invariante la forme différentielle quadratique

ds* = dm,2 +do+ ... + d(on’;

cette forme peut étre considérée comme le carré de I’arc infinitésimal d’une variété
V. & n dimensions, de variables paramétriques «,, ..., z,. Inversement, tout ds*
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d'une V, peut étre mis sous cette forme d'une infinité de fagons (*), les do, étant
tous réels si ce ds* est défini positif.
I1 suffit de choisir I'une de ces décompositions, et de prendre les dw, correspon-

dants comme formes de Pfaff de base, pour obtenir, sur cette V,, des résultats in-

wr
dépendants des paramétres choisis. Ce calcul différentiel absolu est, pour cette V,,,
ce qu’est le calcul ordinaire pour un espace euclidieun.

Mais ces résultats ne sont pas absolus pour le ds* de la V,, puisque celui-ci est
décomposable d’une infinité de fagons; les propriétés absolues sont celles qui sont
invariantes pour le groupe orthogonal. On obtient ainsi toutes les propriétés com-
munes a toutes les V, qui ont le méme ds°, ce que l'on eaprime en les appelant

« applicables ».

[2] Avant d’aborder cette ¢tude, précisons quelques termes que nous emploie-
rons dans la suite.

Un « invariant » sera toute expression dont la valeur numérique n’est pas chan-
gée par une transformation quelconque du groupe (1); il sera dit « absolu » s’il ne
contient que les coefficients du ds* et leurs dérivées. Nous appellerons « invariant
fonctionnel » un invariant qui contient des fonctions, considérées comme inva-
riantes, et leurs dérivées; et « invariant différentiel » un invariant qui contient des
différentielles.

On est amené, d’autre part, a considérer des expressions non invariantes, qui
subissent cependant des transformations de groupes simples. Soit Xr,.. .

m

un sys-
téeme d’expressions & m indices; les §', étant les coefficients d’une transformation
orthogonale, nous appellerons « transformation orthogonale murle » la transfor-
mation

- N\ S. s
(2) }‘*,51~ Sm — 2_| e"i A er’;X"d ERLE T

Ty Tm

Il est facile de voir que, au groupe orthogonal, est associé aiusi un groupe,
le « groupe orthogonal mvrle », dont le produit de deux transformations est défini

nE o AT
0" ~Z°a0,~
N

par

Lorsqu’on effectue, sur les dw,, la transformation (1), si des quantités X,,

"m?

(*) 11 est bon de remarquer que M. Emile Cotton utilisa le premier des formes de Pfaff
dans I'étude de I'application des V, (Cf. thése), bien qu’a un point de vue autre que celui
utilisé ici.
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définies par une certaine suite d’opérations, subissent la transformation mvple cor-
respondante, nous dirons que ces quantités sont des « covariants muples ». Les do,
sont, en particulier, des covariants simples (*).

11 est facile de voir que la somme de covariants muples est un covariant muple; le
produit de plusieurs systémes murle, puple, guple, . est un systéme (m-+p+q 4 ...)uple,
Enfin, la composition de deux systémes (m + p)urle et (m + g)urle fournit un systéme
(p + g)vele; c’est ce que l'on appelle le principe de la « saturation des indices »,
lequel s’applique également & la composition de plus de deux systémes. Les démons-
trations de ces proprié¢tés résultent des relations eotre les coefficients du groupe
orthogonal ; on peut d’ailleurs énoncer ces propriétés comme éppartenant aux
groupes orthogonaux.

Le théoréme sur la composition admet une réciproque immeédiate : si le systéme

—_ ‘4
Zsi...spti...tq— 2 }xri...r,,,s4...s;,Yr,...rmtl..‘tq

Py Tm

est covariant (p + g)uple, quel que soit le systéme de covariants (m+ @)uP1esY,, . » 1, .1,

les X;,.. sont covariants (m + p)uples,

TmS1.-Sp

Par exemple, si X,..

-m

rpry €SU cOvariant muple, 2 Xy

dor, dor,.. dor,

T4..Tp

est covariant (m — p)uple, et réciproquement; en particulier,

2 X"»i""'m daw"1 d:w"z"- dmw"m

ry..Pm

est un invariant différentiel.

[3] Ceci posé, effectuons sur les dw, supposés uniformes une transformation
orthogonale (1), les ¢, étant des fonctions dérivables du point (x,, =,, ... %,);
pour éludier le prolongement différentiel du groupe orthogonal, il faut, avant tout,
déterminer la transformation des symboles de Christoffel r,,,. L’identification des
deux expressions du covariant bilinéaire

(8’ d)w’z == Z c'rst dw’rau)'s - E (ezl'/h - elh/") dwkawh
rs kkh

(*) Suivant le langage habituel, j’appellerai « vecteur » un systéme covariant simple ;
jemploierai aussi, parfois, la dénomination de « tenseur » pour désigner un systéme
covariant d’ordre quelconque.
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donne

q \
3) G,rm = Z (’rk Oxh 6% m — Oapn),
kh

et, par suite, d’aprés f(f)’,‘/h 0, +6,0,,)=o,

' \Y [
([.) T s - L‘),k(f}zol"/h °

Ich

Une conséquence immeédiate de ces identités est la propriété fondamentale de la-
différentiation absolue, de conserver la covariance. Nous avons les deux théorémes

suivants, corrélatifs 1’un de autre :

Etant donné un systéme de covariants muples,
1° Ses différentielles absolues d’'un méme ordre sont des covariants muples
(Yarrangement des différentiations étant également le méme);
2° Ses dérivées absolues d’'un méme ordre p sont des covariants (m -+ p)uptes,

La deuxiéme partie est corrélative de la premiére, d’aprés I'identité

dx"; ST Z X"r» "m/sdws’

$

et d’aprés ce que nous avons dit de la composition des covariants (propriété réci-
proque). Quant & la premiére partie, en désignant par d' la différentiation absolue
dans le systéme des dw',, elle se déduit immédiatement de

X! ' ] 1 [
X Sy . ST dX S1o Sm T Z Ts,k/lxs,,‘.s,_,:&s, t1 - S do'n;
ikh

en effet, la différentiation de (2) nous donne

Q g S my s Sm v

' —_— 1 ) m 1 m .

dX Sq .- Sy — }_J Or, ‘7:-,,’1 ermxn T dU)l + E er, Or,,,dxri..‘rm 5
ry . ropll Ty Tm

il suffit de porler cette expression dans I'équation précédente, en tenant eompte
de (1) et de (4) pour avoir I'idenlité cherchée

\ s S T~
= 3 ()rl eve f ”dx;-l Pape

AN
d'\ Si Sm / 1 ‘Im

Tas T
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Tout ceci s’étend de soi-méme, par récurrence, aux différentielles et aux dérivées
-d’ordres supérieurs au premier (*).

Applications. — 1° Etant donnée une fonction f, considérée comme invariante,
toutes ses dérivées absolues d’'un méme ordre m sont des covarianls murles, Donc
les invariants fonctionnels formés avec ces dérivées sont les invariants du groupe
orthogonal mvple; mais il ne faut pas oublier que les fr, liés aux arrangements
complets des indices, ne sont pas indépendants entre eux; c’est 1a que réside la

grosse difficulté de la question.

Tm>

2° Si X, est un systéme de covariants simples uniformes, il en est de méme de

(E',—d)xl B 2 ‘r;f[ X, do, s,
hkl

-donc : Les symboles de Riemann sont des covariants quadruples.

11 existe donc une infinité de systémes de covariants absolus, quadruples, quin-
tuples, ... : & savoir, les symboles de Riemann et leurs dérivées absolues.

Ces invariants sont encore déterminés par les groupes orthogonaux mvples, mais
ils se distinguent des invariants fonctionnels par le fait que l'influence de la permu-
tation des indices est complétement différente.

On peut encore dire qu'il existe une suite d’invariants différentiels absolus, qui
sont des formes de degrés 4, 5, ... des différentielles,

.\ Ydowdowdo,do
G‘—thlil_h:lllél
khl
\ ih
G, = L T;l[/mdiwtdemkddwhdt(")ldswm

ikhim

(*) Il n’est pas inutile de remarquer que ce qui intervient dans la propriété fondamen-
tale de la différentiation absolue, relativement a la covariance, résulte seulement des iden-
tités (16) et (18) du chapitre I, et de l'identité (4) du présent chapitre. Il en résulte que
la relation (10, ch. I) n’est pas indispensable. On voit en effet immédiatement que rien
n’est changé, a ce point de vue, si I'on remplace les 7,;, par les symboles plus généraux
Ton = Tuen + Wun» les u,y, élant des covariants triples quelconques, symétriques gauches
par rapport & leurs deux premiers indices. Mais il est clair que Videntité importante
3dw, — ddw, = o n'est plus conservée, de sorte que 'expression des nouveaux symboles T;{‘l
définis par la formule (24, ch. T) est beaucoup plus compliquée, et que les relations (28, ch. )
disparaissent. D’ailleurs nous verrons qu’il n’existe pas de covariants triples absolus, ne
contenant pas de dérivées, au moins troisiémes, des @, ; il suffirait donc d’astreindre
les T, a n’étre formés que des a,, ct de leurs dérivées premiéres et secondes pour étre
obligé de choisir les <, auxquels nous sommes arrivés dans le chapitre 1.
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[4] Nous venons de voir que les invariants, aussi bien fonctionnels qu’absolus,
sont les invariants de I’ensemble des groupes orthogonaux murles, On peut en for-
mer & l'aide de calculs élémentaires.

On sait, par exemple, que les dérivées absolues du premier ordre f,, f,, ... f,,
d’une fonction f, sont des covariants simples, et que le groupe orthogonal simple
admet un seul invariant; il existe donc un seul invariant fonctionnel du premier
ordre,

A’f-":_f‘g—i-‘f: + ct s +~fn!'

C’est le premier paramétre différentiel de Beltrami, obtenu sous la forme du
paramétre de Lamé. Deux fonctions f et ¢ donnent I'invariant mixte

A(.f) ?)Z.f;:f"a_*— ct +'fn?n'

Si nous passons aux dérivées secondes absolues f,,, il leur correspond l'inva-
riant différentiel 2f,, dw, 3w,; en le combinant avec l'autre invariant différentiel
ik

¥dw,sw,, nous voyons que le discriminant de la forme quadratique
t

Zfzkdw;awk + E d"’;é’“’z ,
i

ik

égalé & zéro, est une équation en o, invariante,

‘ sfu + ? fi‘l """ .fm
fiz f‘:.‘l +.° """ fzn
= 0;
f\n fsn """ ./‘un + 9

son premier terme étant o, ses n coefficients sont des invariants; ils sont dis-
tincts, car si les f,k'(i:i:k) sont nuls, les racines de cette équation en ¢ sont
(— /). (i=1, 2, ... n). En particulier, le coefficient de "~ est le deuxiéme para-
métre différentiel de Beltrami A, f—=f, +f, + .- + fun-

On peut également obtenir n invariants fonctionnels du deuxiéme ordre, dis-
tincts, par saturation des indices. La méthode consiste & former des combinaisons

D)

ded

(;. ;p) sons doivent étre, d’autre part, irréductibles, c’est-i-dire non décompo-
1 »

sables en un produit de plusieurs combinaisons, si on veut ne former que des

Sezy fonia fups, telles que chaque indice soit répété deux fois; ces combinai-

invariants distincts.
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Il est clair que I'on en a un de chaque degré

Af= D/,

3
ik

Ef:k v
ikh

1 14
Z -fzk th " .f]l )m-fl:n (de degre l’l),

\ ikh...jlm

et que ces n invariants sont tous distincts entre eux, puisqu’ils se réduisent aux
sommes de puissances des racines de I'équation en ¢ si les f,, seuls, ne sont pas
nuls.

Remarquons qu'aucune des deux méthodes précédentes ne démontre qu’il n’y a
que n invariants fonctionnels du deuxiéme ordre; il faut un raisonnement supplé-
mentaire pour le voir; la forme géométrique de ce raisonnement est connue; nous
y reviendrons un peu plus loin en étudiant les groupes orthogonaux.

La propriété de saturation des indices permet de former des invariants fonction-
nels mixtes du deuxiéme ordre

Ef.k Dok Ef,,ﬁf,,,cp,-‘,,, etc...;

ik ikh

malheureusement elle se complique trés vite, surtout pour les invariants d’ordres
supérieurs; il devient trés difficile de les distinguer entre cux, et on ne les obtient
pas tous de cette facon,

Par la méme méthode, on peut passer des covariants mvples 34 des covariants
moindres, dont les invariants sont plus simples & former. Ainsi, au systéme quadru-

«l

ple de Riemann, on peut rattacher le systéme double r,, — 2 T

auquel corres-

“
pondent n invariants absolus; ceux-ci ont la méme forme que les invariants fonc-
tionnels du deuxiéme ordre, puisque les t,, constituent, comme les f,,, un tenseur
symétrique double; on peut également considérer le tenseur symétrique

R . «?  al
Lak = T-;i ﬂr‘,]l ‘

(af)y
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On ne voit pas si tous les invariants formés par une telle méthode sont distincts;
cependant nous pouirons I'appliquer dans quelques cas particuliers

[5] Ce qui précéde nous monire que nous devons apprendre & déterminer le
nombre d’invariants distincts, d'une nature donnée Pour cela, nous formerons des
équations aux dérivées partielles qui admettent lous ces invariants comme intégra-
les, ce sont les transformations infinitésimales du groupe correspondant de trans-
formations orthogonales.

Considérons le groupe orthogonal murle

' St pS2 S.
(2> Xsi Sm— E 0’1 O"2 L erztxn 'm *

Tys T
Nouus obtenons ses transformations infinitésimales en supposant

N N
OXH 'm — X"i "m—x"a L

infiniment petit, et en ne prenant que sa partie pirincipale; il faut que les 6, soient

des infiniment petits si ¢ ==k, ainsi que les (6',— 1); d’autre part I'o1thogonalité

n(n—r1)
2

des 6", exige que Yon ait 6', = — 6%, (1==k), et que ces paramétres essen-

tiels infimment petits soient considérés comme étant du méme ordre, les (6', — 1)
étant d’ordre supérieur.
La tiansformation infinitésimale de (2) s’écrit donc

O
.
(6) ° X"a Tm —— Z ean X"; T3—aSTy41 T *

w(s=f=r,)

Les invatiants doivent annuler I'opérateur linéaire

s=l=r,
) i QU
Z‘ Oar, X"l F—1STrs Tm NY ;
axri "m
1y s
. 5 , . , nn—ru)
et les équations cheichées sont les coefficients, dans cet opérateur, des ———=
paramétres atbitraires 0°,. On obtient ainsi le systéme fondamental
N U U \
o) P — \ ¢ —
(1‘ ! ) 14\( U= Z <\'4 Pe—aSty 1 T 2\ _\’1 ety 4 tm XN ) =0,
Xy gl Ty CXy Sy Ty

Tyt
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évidemment complet, puisque ce sont les transformatlions infinitésimales d'un
groupe. Dailleurs on peut vérifier facilement que les parenthéses ( Fm F("'))U sont
nulles si les quatre nombres s, ¢, u, v sont inégaux; et que (F{, F('"))U = FMy,
de sorte que les équations (F"™) peuvent étre réduites & n — 1 équations analytique-
ment distinctes.

Ce systéme ne peut étre employé tel quel, dans chaque cas particulier. Le plus
souvent, les Xn, r, ne sont pas distincts; il convient, tout d’abord, de ne conserver
que les dérivées prises par rapport aux covariants choisis comme variables indépen-
dantes, et d’exprimer tous les coeflicients & l'aide de ces covariants; désignons
par ®™U les expressions F"U ainsi réduites. D’autre part, les WU = o ne sont
pas toujours linéairement distincles; c’est le systéme des seules équations linéaire-
ment distinctes qui nous donnera tous les invariants; le nombre de ceux-ci est donc
égal 4 I'excés du nombre des variables essentielles X, ,, sur le nombre d’équa-
tions du systéme définitif.

Naturellement, les équations qui donnent les invariants que l'on peut former
avec plusieurs systémes covariants, considérés simultanément, s’obtiendront en
ajoutant membre 4 membre les équations

PyU = U + 0PU + dPU + ... =o,

avant toute réduction séparée des différents systétmes @™, &% @@ ; cette
réduction ne doit se faire que dans le systéme résultant ®. Il est évident, par cons-
truction, que ce systéme donne les invariants de chacun des systémes composants,
et les invariants mixtes cherchés.

[6] Reprenons, avec ces considérations, I’étude des invariants fonctionnels. Le
systdme du vecteur se réduit & n — 1 équations

w aw
o, M 2dU
A VARCIVAR S

ce qui donne bien I'invariant unique A, f.
Le systéme du tenseur symétrique f, = f,, est

2.0= 3 (f,,bf —fusp )+ e LI gp + a3 ) =

Ces équations sont linéairement indépendantes, puisqu’elles le sont si les f,
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seuls ne sont pas nuls, et le nombre des invariants est égal 4 n. Les deux méthodes
employées plus haut nous les donnaient bien tous.

On peut se proposer également la recherche des invariants relatifs & plusieurs
vecteurs. Il est trés facile de voir, par récurrence, sur le sysiéme des équations
®* U =o0, qu’il n’y a pas d’autres formes d’invariants que les deux premiers para-
métres de Beltrami, A, f, A(f, ¢); par contre, le nombre des invariants distincts ne
se voit pas facilement, tout au moins pour plus de deux vecteurs: d’ailleurs la solu-
tion de ce probléme est bien connue; contentons-nous de rappeler que pour p vec-

teurs, le nombre des invariants distincts est

p____(.p—i-r) si pgKn, et n___(zp—n-{-x)

2 2

si p>n.

Remarquons que si p systémes X, . Yr,.

le systéme A, X», . r,, + A Yr, 1+ oo + 2, Zr L, Vest aussi, quels que soient les para-

Zr,...r, sont covariants muples,

Tm REE R

métres X, A, ..., k,, et reciproquement. L’exislence des invariants d’un systéme
covariant muple étant équivalente &’ cette covariance, les invariants de ces p systémes
sont les coefficients des ) dans les invariants du systeme ©\ Xr,..r,, + .. + X Zr,ry,
et on les a bien tous ainsi; mais on ne les a pas nécessairement sans répétition.
Cette remarque donne, pour p fonctions, linvariant fonclionnel du premier
ordre S(\f;+ pg,+ ... + v$), ce qui confirme qu’il n’y a que deux especes d’inva-
i

riants, pour les vecteurs.

Les dérivées secondes des p fonctions f, ¢, ... ¢ donnent, également, les mémes
invarianls que le tenseur Af,, + wo,, + ... + v, : on est conduit & écrire I'équation
en ¢.

7\‘/'11+5"’?4| + e +V'T,‘n +«3 7:'}0”—]-31.’.";‘5—‘— A +V,‘f‘u """ )‘.fm_*_y'?m_*- b +v‘!’:u,

)‘tfu'*'!“'?‘n + +\"3Ju /ifn+1““?u+ +V'3Jn+ \5 """ ’:fm_'_&u{':u +“ +V".”:u

“ﬂn _+_ P‘?m + i + v"?lll )ifzu -*_ V‘?zn + cre + v..‘Jzn, """ /lfnu + !"’c‘?un + A + "'!Jnu + 9
C’est une forme de degré n en ¢, A, @, ... v; elle a G7,,  — 1 coefficients inva-

riants, parmi lesquels les invariants distincts cherchés. D'autre part, les équations
®_"U = o relatives & p fonctions sont, comme pour une seule, linéairement dis-

n(n+ 1) . n(n—r1)

tinctes; le nombre des invariants est donc p e Pour deux fonc-

n(n + 3)
2

tions, ces invariants sont les coefficients en ¢, X, u.

Appliquons ceci au cas particulier des dérivées des deux premiers ordres d’une

. L . n(n—u
fonction f; les transformations infinitésimales sont encore au nombre de -(——-—)
2
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dinéairement indépendantes; il y a donc en tout 2n invariants, dont » — 1 mixtes.
Remarquons alors que Xf,dw, = invariant, et (3fdw)" == invariant sont équiva-
13 13

lents; on peut donc remplacer le vecteur des f, par le tenseur double symétri-
que f, f,. Les invariants cherchés sont donnés par I'équation

)‘-fu + V‘j: + ¢ 7‘-fn + {J‘-fq.fz """ 7‘~fm + P“fafn
)‘-fn + y‘fifg )‘.fsz + f‘:/‘: + ? """ )‘fsn + y‘fz‘fu o
)\f-lll + P‘f‘i-fu )‘fz)z + y‘fz-/‘n """ lj“nn + !J‘-fn! + P
Ici, la forme obtenue en )\, w, o est particuliére; elle ne contient aucun terme
en p*, p°, ... w", puisque deux colonnes en p. sont proportionnelles; elle sécrit
donc

"+ 0,0+ .+ 0, ¢+ 0O, +uy(p) =o0,

7(p) étant un polynéme en ¢ de degré n — 1 au plus, dont tous les coefficients con-
tiennent des dérivées premiéres; les @ ne contiennent que des dérivées secondes,
et donnent'les n invariants de ces dérivées. Le coefficient de "™ dans y(p) n’est

autre que A, f; il reste donc n — 1 coefficients de y(¢), formés avec les dérivées des
deux ordres; ce sont les invariants mixtes cherchés.

On peut aussi former tous ces invariants par saturation d’indices; on a, en parti-
culier, les n — 1 invariants mixtes

N St

ik

N, Siduf it
ikh

2 -fzk.ftg L .f]lfhm flfm;

ik hlm

-on voit qu’ils sont distincts en annulant tous les f,, (i== ).

[7] ProsrLimME. — Proposons-nous de déterminer les Invariants des dérivées des
trois premiers ordres d’une fonction, sur une V,(*).

(*) La recherche des paramétres différentiels, sur une V,, peut s’effectuer également en
mettant le ds® de cette variété sous la forme d'un produit de 2 formes de Pfaff: ds* =dw,dw, ;

s - 1
la transformation linéaire arbitraire do', = pdw,, dw', = ?alm= remplace alors la transfor-

mation orthogonale. En particulier, le premier parameétre prend la forme R &f

X
dw, * Jw,
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On prévoit que, & partir des dérivées troisi¢émes, les symboles de Riemann vont
apparaitre. Ici, il n’y en a qu’un, <, = v; il est invariant et joue le réle d'une cons-
tante. I1 y a quatre dérivées troisiémes distinctes f,,,, ..., fi.,» fop.r €t Pon a

/-fns :-fnl —1\/.:
-fzu :lez—rfa;

I’équation correspondant 4 ces quatre dérivées est

U
( fm Tf) + P (5-}(319 ./‘a) - (2-/:52 '—ful - Tf> 2

bf!il 222 121

+ (2-f;z| —fzn T)fa

(3) J—
®,U =

af!l%

les invariants cherchés, supposés pouvoir contenir la constante <, sont les huit inté-
grales de I'équation
»,U=2o,"U4+ & U + ¢ U = o.

Gréce au changement de variables

f4+’;f$=u -f‘ll f!l :f f——a)] %filﬁ_i_illl:t j‘il!-'-I;f!S!:lv—[

fa_":fz:uo 2 fzn_iutzto ‘fau_izu:wo_to’

tf‘!i f!! i " e vo
S +f,, =4,/
notre équation s’écrit
U U oU U
¢, U= _..) ( — —
0 ( e bu "0, Y T Yow,

Q
(w——St-{—ru)—b——(w Slo+-cuo)—§§i=o

Nous connaissons déja les invariants A,f, uu,, vv,, 0’v,; des intégrales évidentes-
sontww,, uw,; un calcul simple donne enfin les deux derniers invariants (w —4¢+u)u’
et (w, — &t,+u,)u’, quidisparaissent d’ailleurs sil’on recherche les seuls invariants
qui ne contiennent pas t.

[8] Occupons-nous maintenant des invariants absolus relatifs aux symboles de
Riemann; on les appelle « invariants principaux ». Les transformations infinitési-
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-males générales, réduites & la forme ®, U = o, sont relativement compliquées a
_écrire, mais il nous suffira de les avoir sous la forme

P00 = S — 40 + () (U — U

Wkh) k)

+ X (= ) (UG +U5) +2 2 < (05— U
(tk) 2

+ Doy — ) =o,

i

) . - ) . U f oy
ou les i, k, h sont différents de r et de s, et ou U¥ représente L—lk. Il resterait a
The
tenir compte de la relation (28. Ch. I) qui lie trois symboles entre eux pour écrire
les équations @, YU =o.
On voit facilement, par la méthode des coefficients indéterminés, qu’il y a un seul
invariant, linéaire par rapport aux symboles de Riemann. Prenons en effet pour U

. . g . * ok ,
la fonction linéaire, & coefficienls conslants, U = 2 A;u T;l , supposée ne conte-

. o (GR) (RD)
nir que des symboles distincts.

Sir,s,i,k, h sont différents, on a
(4) —_ sto_r
O MU = AR L+ . . = o,

les termes non écrits étant indépendants de t}},; donc les A}, d’indices distincts,

sont nuls; de méme les A™s. 1l reste enfin
9,90 = (A —AZ) < + ... =o,

donc tous les coefficients A% sont égaux, ce qui donne I'invariant unique = <. Cest
(tk

ce que 1'on appelle la « courbure totale » de V.

Sans pousser plus loin les généralités, voyons rapidement les cas particuliers les
plus simples. Pour une V,, le symbole unique <}, est invariant; pour une surface de
I'espace ordinaire, c’est la courbure de Gauss elle-méme. Les covariants absolus d’or-
dres 5, 6, ... sont les dérivées de };, donc tous les invariants sont les invariants
fonctionnels de la courbure totale, qui apparait comme l'invariant absolu caractéris-
tiquedela V,.

Pour une V, nous avons six symboles de Riemann; or les r,, == X<, sont en
a

nombre égal, et distincts; les invariants principaux sont les invariants du tenseur

. .- 3 . N 9l ] — -
symétrique t5; il en a trois, la courbure totale ?'c“, L,(r,k) , l(%‘h T TonTan -
th
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La question se complique déja pour une V,; une telle variété admet vingt sym-
boles i, en général; on peut vérifier que les six équations ®_“V = o sont linéai-
rement indépendantes, ce qui donne quatorze invariants principaux. Formons-les

directement, en remplacant notre systéme de covariants quadruples par les deux

tenseurs symétriques t,, et y,, = 2 «7¥1%; chaque tenseur a bien dix éléments, et
(e8) '

I'on peut montrer, par un calcul d’ailleurs assez pénible, que ces vingt éléments sont
distincts. Il en résulte que les quatorze invariants principaux sont les invariants de
ces deux tenseurs, que nous savons former. Ce seront, par exemple, les quatorze

coeflicients de I'équation en 2, p, ¢

7‘1.“ + 7 + ¢ 7‘Taz + L )‘Tn + Lz 7‘741 + bV AT
Wy Bl AlpeF Pfee F 8 oo

- 0 ;
L 7 27 PR R

nous les avons tous, ainsi, par une méthode pratique. On peut d’ailleurs les obtenir
également par saturation des indices.

On se rend compte de la complexité croissante du probléme pour n>>4; on
pourrait, peut-étre, conserver le principe que nous venons d’appliquer; il s’agirait
n’(n* —1)

12

de déterminer p tenseurs symétriques, tels que de leurs éléments soient

. — i C e . n(n—1
des fonctions distinctes des T3, ce qui exige évidemment que p soit > (—6—2

Quoiqu’il en soit, pour toute V,, nous saurons former n invariants principaux
grice au tenseur symétrique ,,.

Remarquons, d’ailleurs, que tout ce que nous avons affirmé du nombre d’inva-
riants supposait que la V, était la plus générale possible; pour des V, particuliéres,
ce nombre peut étre supérieur.

[9) Les covariants quadruples t4 fournissent un invariant différentiel impor-
tant, la « Courbure Riemannienne » d’une variété. De leur covariance quadruple
résulte en effet I'invariance de I'expression

G,(d,3; D,A) = 2 TZ‘I (dw, 30, — do,30,)(Dw,Aw, — Dov,Aw,);
(& bR, D)
on connait une autre forme différentielle invariante, du quatriéme ordre,

(d,3; D,A) = 2 (dw, 36, — dw83e)(Dw,Av, — Dw, Aw,).
@ik)
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Leur rapport est un invariant différentiel, d’ordre zéro,

G,(d,3; D, a)
R(d,3; D, )= —"———;
(@3: D, 3) (d, 8, D, A)
c’est la courbure de Riemann, au point considéré, relative aux deux éléments plans
(d, 3), (D, A); on voit, en effet, facilement. qu’elle ne change pas si les deux direc-
tions d, 3 sont remplacées par deux autres directions de leur 1-plan.
doy; 3w Do L Ao,

= 3 3

En introduisant les vecteurs BT gy = e Py G R e les inva-

riants de ces vecteurs sont leurs longueurs £%°, X,° (7 I/7 toutes égales &
13 L 12 [ 3R

I'unité, par définition, et les expressions de la forme XZ,v,; posons cos (&, 7) = 2,1, ;
nous pouvons alors écrire

G, ;& 0
cos (&, {) cos (4, y) — cos (%, z)cos (4, {)

R(E"’I; [ /_) =

Pour deux directions d, 8, avec Dw, = dw,, Aw, = 3w,, nous avons la courbure
Riemannienne relative a un élément plan,

B(E.y-’[; &: 7i)= 2 E N

cette expression se réduit au numérateur G (&, v; &, 7) si ces deux directions vérifient
la relation X% v, = o; ce que I'on exprime en disant qu’elles sont « orthogonales ».
13

Schur a démontré le théoréme suivant :

Si, en chaque point d’une V,,, la courbure Riemannienne est la méme pour tous

wr
les éléments plans, cette courbure est constante le long de la variété; la V, est alors.
dite « & courbure constante ».

Nous suivrons la méthode appliquée par Bianchi (*), mais les notations que nous
avons introduites simplifient beaucoup les calculs. On voit immédiatement que,

seuls, les symboles (i == k) sont différents de zéro, et sont, de plus, égaux 3 une
Y ) P g

méme fonction K(x,, «,, ... ,). Formons maintenant les symboles & cinq indices :
ik K [
Y P Tk T Kt ine + Tur) = 05

[

S eg 1 iy 0K
I'identité bien connue <%/, + =i/, + i/, = o s'écrit <— = o, donc K est une
h

constante.

(*) Cf. Acc. dei Lincei, tome II (1g9o2).
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[10] Remargque. — Nous avons supposé, dans ce chapitre, que les coefficients 6*,
du groupe orthogonal étaient des fonctions de point. L'uniformité des dw, et dw’, est
intervenue au paragraphe (3) lorsque nous avons conclu a la covariance quadruple
des symboles de Riemann. Il n’en est plus de méme si les ¢, sont, par exemple,
des fonctions d’intégrales curvilignes, prises toutes suivant le chemin parcouru sur
la variété; en effet, X, étant un systéme de covariants simples uniformes, il n’en est
plus de méme des X', = Ee‘k X,

Cependant, on peut se demander quelles restrictions on doit imposer aux deux
systémes applicables (dw,) et (dw’,) pour que leur application soit réalisable par une
transformation orthogonale uniforme. Il est facile de voir qu’il ne suffit pas d’assu-
jettir leurs coefficients aq,, et a', 4 étre des fonctions rationnelles, ou méme, des
formes linéaires d’intégrales curvilignes. Par contre, les 0°, sont évidemment uni-
formes, si la non-uniformité des a, ne provient que d’un facteur non uniforme
commun a tous ces coefficients, et s’il en est de méme des a',. Ce cas se raméne
d’ailieurs immédiatement & celui des ds® uniformes, car le facteur non uniforme est
le mé&me pour les deux ds®.

Les seules variétés auxquelles nous aurous affaire dans la suite seront unifor-
mes, tout au moins & un facteur pres, de sorte que les transformations orthogonales
auxquelles nous pourrons les soumettre seront nécessairement uniformes si nous
voulons conserver la nature de ces variétés.




CHAPITRE Il

Application et Représentation conforme.

[4] Les généralités développées dans les deux premiers chapitres vont nous
permettre d'étudier deux problémes trés importants : « 'application » et la « repré-
sentation conforme ».

Rappelons que deux varié{és & n dimensions sont dites « applicables » si on
peut établir entre elles une correspondance ponctuelle qui conserve les longueurs.
Soient V, (dw,, do,, ..., dy,) et V' (dv', dv',, ..., dv',) deux variétés, que l'on
suppose uniformes, en vertu de la remarque faite 4 la fin du chapitre précédent.
Pour qu’elles soient applicables, il faut et il suffit que I'on puisse trouver des fonc-

tions 6°, du point (x,, «,, ..., «,) de V,, telles que le systéme

A do/ = Y\ .dz,

A) Yoty —c [(Gab=1,2...0), (=0 si a=B, epu=1))

1

soit intégrable,
Le calcul des conditions d’intégrabilité dues & la différentiation de (A) a été
effectué au chapitre II (paragr. 3); on obtient ainsi le systéme

(B) 01'-/? == Z ek“ 0’1? T’tkh °
kh

D’autre part, les conditions d’intégrabilité de (A ) sont des identités; de sorte
qu’il suffit de prendre, pour valeurs des 6',, en un point donné, les éléments d'un
déterminant orthogonal pour que (A,) soit vérifi¢ le long de V,,.

La marche générale consiste maintenant a dériver le systéme (B), et & écrire les
relations

(1) 0 jsy — 0'ayp = — 2 t;f 0%s.
s
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Il suffit de remarquer que (B) s’écrit encore
\Y
T = ), 0% 0% 0%,
a3

qui a la forme du groupe orthogonal double pour les indices kk, «B; on en déduit
immeédiatement, par dérivation absolue,

ikh = E 0%, 6"0% 6%/, ,
gy
et, par suite,
b

ik .
(G) ikt — Vi = 1, = 2 6, 650" 6, T

«3y8

Le calcul précédent revient donc & démontrer la covariance quadruple des <} ;
il faut recommencer sur le systéme fini (G,), en tenant compte de (A), (A,), (B), (G,
ce qui revient encore & montrer que les dérivées absolues sont des covarianis quin-
tuples, et ainsi de suite.

« En résumé, le systéme initial (A), (A, ), se compléte successivement du systéme
d’équations aux dérivées partielles (B), et des systémes finis (G,), (G,), (G,). ... ;
et la condition nécessaire et suffisante pour que V, et V', soient applicables est que
le systéme mixte complet obtenu soit intégrable. »

Ce sont les conditions trouvées par Christoffel, et on voit qu’il faut que les deux
variétés aient les mémes invariants absolus, ce que nous savions déja. Remarquouns
qu’il est nécessaire que, a partir d’'un certain rang, les systémes (G) soient des
conséquences algébriques des précédentgs. Une simplification évidente se produit

si un invariant différenliel G, cst identiquement nul; le sysiéme de Christoffel est

m

alors limité &
(A), (A), (B), (G, -..€G,,_), G',,=o.

En particulier, si G, = o, le systéme s’écrit (A), (A,), (B), G', = o; cette der-
niére condition exprime que le systéme est intégrable, donc,

« Pour qu'une V, soit applicable sur I'espace cartésien, il faut et il suffit qu’elle
soit euclidienne ».

Christoffel a montré, dans le cas général, comment on peut se limiter dans ce
systéme de conditions (*); c’est ainsi que : « si les équations (A)), (G)), ..., (G,) per-
mettent de déterminer des fonctions ', (x,, x,, ..., z,) et x/(x,, ..., x,) (ces der-

niéres complétement), telles que (B) et (G,.,) soient satisfaites, les deux variétés

pH+1

sont applicables. »

(*) Cf. ouvrage déja cité.
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11 suffit, pour cela, que les relations (A) soient vérifiées; formons le systéme
de Pfaff dQ', = 26'.dw,, et montrons que les du, = dw', — dQ', sont identique-
ment nulles. )

Nous supposerons p = 4, ce qui ne change en rien le raisonnement. 1l résulte

de (B), (G,) et (G,), que les dQ’, et les dw’, ont mémes symboles a 3, 4 et 5 indices.

DT”k h
. . hl hl . ,
Si T sont ceux des dQ)’,, les expressions P et ol sont alors respeclivement égales,
W N
donc
reh
It'hy

-
dT’le— dT;fl = Z D—x,;-dll)\ == O.
?
Par hypothése, les premiers membres <'¥; des équations (G,) ont un déterminant

fonctionnel d’ordre n, par rapport aux z’,, «',, ..., ',, non nul; il en est forcément
de méme par rapport aux o',, »',, ..., o',, ce qui exige que les du, soient tous nuls.

Remarquons enfin que, d’aprés le systéme de Christoffel, les seuls invariants
communs a toutes les variétés applicables sur les dw, sont les invariants absolus

déduits des invariants différentiels (G,), (G,), ... .

n?

Remarque. — L’étude de l'application comporte un autre probléme, a savoir la
recherche des variétés géométriques applicables sur une variété donnée. Les éléments
analytiques que nous avons introduits jusqu’ici ne nous permettraient pés de résou-
dre ce probléme, qui n’a un sens que si on se fixe l’espace dans lequel on veut
placer ces variétés; les éléments nécessaires & une telle étude seront établis dans le
dernier chapitre, & propos d’une question différente. Je rappellerai seulement que
le probléme énoncé ici a été étudié dans les espaces euclidiens & trois et & quatre
dimensions.

On sait que dans l'espace ordinaire, une surface donnée admet toujours une
infinité de surfaces applicables, contenant deux fonctions arbitraires d’un argu-
ment, dont la recherche dépend d’une équation aux dérivées partielles du deuxié¢me
ordre (*).

Dans un espace & plus de trois dimensions, le probléme est en général impos-
sible, et les seules hypersurfaces applicables sur une hypersurface donnée lui sont
généralement égales ou symétriques; il en est siirement ainsi si I’hyperplan tangent
A la variété dépend de plus de deux paramétres (*). M. Cartan a déterminé les caté-
gories d’hypersurfaces déformables de l'espace euclidien & quatre dimensions (*),
et a établi, pour chacune des cing catégories trouvées, le degré de généralité de la
solution.

(*) Voir Darboux, Théorwe des surfaces (Tome 1II, ch. v).
(®) Voir Buall. de la Sociélé math France (Tome 44).
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[2] L’application conserve les longueurs, et aussi les angles, en appelant angle

Bdw, 3w,
i

dsds
La réciproque n’est pas exacte; pour la conservation des angles, il faut et il suffit

de deux directions (dw,), (3w,), I'arc cos

que la correspondance laisse invariante I'équation ds — o. Une telle correspondance
est la « représentation conforme » de I'une des variétés sur 'autre.

La représentation conforme se conserve par application, de sorte qu'on peut se
ramener au cas ou les formes de Pfaff de méme rang, des deux variétés, sont pro-
portionnelles.

Nous somimes ainsi conduits a étudier le probléme suivant :

Soit un systéme de Pfaff dw,, et la transformation
(2) dQ, — —duw,.

Prolonger celle transformation en calcul différentiel absolu.

Log ¢ sera une fonction dérivable du point (z,, ... x,), ou méme, d’'une fagon

plus générale, une intégrale curviligne (*).
Désignons par des lettres entre crochets les symboles de [V, ](dQ,, dQ,, ..., dQ,).
L’identification des covariants bilinéaires des deux membres de (2) donne de suite

[Gk)u] - Pckhz
dp . -
(6, = 06,4, — (@, I, h distincts)
dw,
et, par suite,
(Ton) = 2T
6)) do
[T:kt] = FTLI(L + i’;k Pk == D(Uk M

On peut calculer directement les [74:]: nous appliquerons une méthode qui les

donne tous simultanément; considérons un systéme de n fonclions de point X, ;
nous avons

(AN = dX, — — ¥ [ru] Xudooy,
¢

«3

(*) Nous nous bornons donc, dans ce probléme, a une classe particuliere des variétés
non uniformes auxquelles nous avait conduits la remarque (10, ch. IT). Cependant les for-
mules (5) obtenues plus bas seront encore valables, au point de vue formel, si ¢ est une
expression dérivable plus générale.
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ou encore

(l') ?[QX‘] = Paxt— d(’)x Y ?"’X" + \Gl ZX“dw“;

4 14

I

celte équation, en 3, appliquée & [dX,], donne

o [3dX,] = 5 { o [dX,)f — 35 [dX,] — B0, B\ ¢ [dX,] + p, Y, K] B0,

o [

d’aprés (4), on peut calculer séparément chacune des quatre expressions du deuxiéme
membre; d'ou

(G, DX] = ¢, DX, + D e\ p(do, 30, — dw,3e,) — B 0, X, (do,30, — do,de)
kh Ah

+ 2 % X, (dw,8w, — dov, dw,),

ak

et il suffit d’identifier les deux membres pour obtenir les symboles de Riemann
transformés

{ (17 S PN 7}
\[Tnz = P T

(5) [*4] = ¢wh+¢-0m
? [‘tiﬂ = p"t + oo + p) — A2 (@i, k, h, I distincts).

On vérifie bien, dans ce cas particulier, que si p n’est pas uniforme, p,, peut éire
sppl A 73 th
différent de ¢,,, et, de méme, [1,;] de [v}].

[3] Appliquons ces résultats a la recherche des « conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’une variété donnée V, soit représentable conformément sur 1’espace
euclidien ». Nous introduirons dans les calculs le tenseur <,,, ou mieux

1

- Tk (" :1: k)

n—2

€3

S

®

1 1
- >
T R T an—1)(n—a) &

@

A

-que nous appellerons « tenseur principal » dela V,.
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Soit V la variété donnée, ds* — Z.:d‘”i’ son ¢élément linéaire, uniforme ou non.
Pour qu’elle soit représentable conforlmément sur I'espace euclidien, il faut et il suffit.
qu’il existe une intégrale curviligne Log ¢, telle que la variété [V], de [ds*] = F; ds*,.

soit euclidienne, c'est-a-dire telle que tous les [ris] soient identiquement nuls (*).
Les conditions cherchées sont donc les conditions d’intégrabilité du systéme

[ o
) S P = — P":fc (a4, k)
i Aa
(Fii"‘ Pkk__—_PTilli_'—Tp"

¢ sera une fonction de point ou non suivant que =% = %, ou non. Si n est supé-
rieur 4 3, les deux premiéres lignes de (7) donnent une premiére série de conditions.
finies
i o
Tht =
=L, indépendant de a«, =§,,,
D’autre part, si i, k, 2 sont distincts,

. e ih kh A0,
®) P = 757 Tk T T T T +';;’
la quantité entre accolade ne doit dépendre que de i, et il est facile de vérifier que
sa valeur est 2%;;.
Ces conditions finies étant supposées vérifiées, il faut encore écrire que le sys—
téme

Puk = — Pk

I

(o Pii — f3u +~%—P est intégrable.

Ce systéme d’équations aux dérivées partielles du deuxiéme ordre se compléte
par la méthode générale; et il est remarquable que les conditions obtenues ne con-
tiennent plus I'inconnue.

Supposons d’abord i, &, A inégaux; nous avons

pikk = — p& ikn — pr&ik,
i«
Pikn ™ Punn — — Z Tkh Pu = — P(Eik/h - Eih/’k) + PkE-m - Phstk’
. . dp dew, o s,
(*) Les dQ; étant uniformes, = — Yo, — — Xp, dQ, montre que les dérivées p, seront.
ip i

des fonctions de point, d’aprés I'’hypothése faite sur o.
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d’ot
Skh = Zuh k-
D’autre part, si ig=1k,
—_ £ z
Ouhi == —— 0%k, i — LiSuk
A 1 wl
P ¥ h
fuk == — CSuk — tk3i — fk 212 +— }_J o Sulk
c s
“
d’ot
\ [£3 " A - - 5‘ ¥
Puk = Pue = — 2‘ T fr = .‘r’(:.“/k - :.lk") + 8Su T kS T £y Pasok:
@ L3

Il suffit de remarquer que <t = £, 4 £,, pour obtenir

Eipe = Eunji-

Nous avons donc le théoréme suivant :

Trforkme 1. — Pour qu'une V, soit représentable conformément sur l'espace eucli-
dien, Uexpression multiplicatrice étant l'exponentielle d’une intégrale curviligne, il faut
et il suffit que :

1° les % soient nuls; les =} ne dépendent que de i et k, soit < =E,; les =¥
sotent de la forme &, + &, (i, k, h, l différents);

2° les dérivées absolues du tenseur &,, soient independantes de Pordre des deux der-
niers indices. '

Pour que o soit une fonction de noint, il faut de plus, et il suffit, que le tenseur §,,
soit symétrigue.

Remarquons que si n = 2, le systéme (7) se réduit & I’équation unique, toujours
intégrable,

oun voit bien, en particulier, que toute surface de I'espace ordinaire est représentable
conformément sur le plan, et la résolution du probléme est donnée par I'intégration
d’une équation linéaire aux dérivées partielles du deuxiéme ordre.

Pour n == 3, nous retrouvons les résultats déja exposés par M. Emile Cotton(*),
et la premiére série de conditions est vérifiée d’elle-méme.

(*) Cf. theése.
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[4] On se rend bien compte a priori que les conditions trouvées dans le théeréme
précédent ne peuvent pas étre essentielles, car les 75, et par suite les %, d’aprés
leur nature méme, vérifient des relalions différentielles du premier ordre.

Supposons que ¢ soit une fonction, et montrons que, en général, la premiére série
de conditions est suffisante. Supposons-la, en effet, réalisée seule

ik

Th =0
hi
(IO) —"h;c == gzk

ik __ » P
Tk = S + Skk?

et écrivons la relation (30, ch. 1) entre les symboles covariants quintuples. Bien
que &, soit symétrique dans ce paragraphe, nous ne tiendrons pas compte de cette
symétrie dans les calculs.
Si i, k, h sont distincts, il suffit que n soit sup2rieur ou égal a 3, pour pouvoir
écrire
wfu + i + il = o.

Un calcul simple donne

ik __ = I
Ttk/h. — Su/k + Shk/h

i .
T;\'h/t = 3wk

et, par suite,

(11) Gon =3 + G — Siwn) = 0.

Ceci montre déja que, pour n =23, les huit conditions que doivent vérifier le
tenseur symétrique &, se réduisent a cing.
On peut introduire le covariant triple

3.
=

) — .
Mokn == Si/n T /ey
les conditions (11) s’écrivent alors
)‘zih + I‘kkh = 0;
et sont équivalentes, pour n>>3, A
Ay = 0.

D’autre part, si n >3, on peut écrire

ik ik o
Tinf1 Thz/i’*‘ Tu/n = O,
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qui, par un calcul analogue, donne de suite
)\khl = 0.

De sorte que le théoréme (I) se simplifie, et peut s’énoncer :

Tuéorkme II. — Pour qu’une V,(n>>3) de ds* uniforme, soit représentable con-
Jormément sur Uespace euclidien, il faut et il suffit que ses symboles de Riemann véri-
fient les conditions (10).

[B] Application. — Une variété & courbure constante, d’aprés =i = ¥ — o,
Ty =C"=K, est représentable conformément sur 1’espace euclidien. Cherchons la
fonction multiplicatrice o .

I résulte de la définition méme de la courbure Riemannienne que les symboles

ik 3, . . .
T d’une telle variélé sont invariants; nous pouvons prendre, comme formes de Pfaff
dax;

de cette variété, les formes dQ; = . Dansles formules (5), V, est ici cartésienne,

ce qui définit ¢ par le systéme d’équations

Pir — O

(12)
o(pu + o) — 3,0 = K;

les dérivées de o sont des dérivées ordinaires, et il vient
fis = -——+—=C“=C.
On a dopc p; = Cx; + a;, et

C 2
pzqzcct + mei-kb,
i

i
les a; et b étant des constantes; la courbure constante de la V, transformée est alors
K =20b— Za}.
i
Si C n’est pas nul, une translation permet d’annuler tous les a; et de prendre
p=—3a"+ b; alors K =2Cb. Les points a I'infini de la variété & courbure cons-
2

tante [V] sont les transformés de la sphére ¢ = o; ils sont donc réels ou non suivant
que K est négatif ou positif. K est nul si cette sphére est de rayon nul.
Si C estnul, p = Xa,x, + b, K= —2Xa;; ce cas se raméne de suite au précé-
i i
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dent grice & une inversion, qui, nous le savons, est une représentation conforme qui
laisse euclidienne une variété euclidienne et transforme le plan p = o en une sphére (*).

A .

En résumé, 4 une inversion, une homothétie, el une translation prés, on peut

1
toujours prendre ; = — Xx,” + b, de sorte que K = 2b.

2.
. I . e . - 22 ds
K est nul si ¢ = - £a;’; or on sait que Uinversion X, = ——= doune [ds] = —,
! 2 Ja,? 0
l v h

«

donc la transformation représentée par cette valeur de p esl une inversion suivie
d’une application quelconque.

I
6] Un calcul direct permet de voir que ¢ = — Zx,* correspond bien au groupe
p que ¢ 2 P group:

des déplacements, homothéties et inversions de I'espace euclidien. En effet, le sys-
téme euclidien dQ, se présente sous la forme cartésienne, aprés une transformation
orthogonale dont les coefficients 0°, sont définis par le systéme d’équations

('3) t:"k/h.':-‘o)

ces dérivées absolues étant prises dans le systéme dQ),, dont les symboles de Chris-
toffel sont [z,,] = o, [r,,,] = s, = x,; (13) s’écrit donc

2!
Tk 1
= —x,9
dx,
L
(13) DOlk 1 Y e
s = b+ Z’),,Q"”.
X,
14
Posons ¥0',x, = u,; il vient
o
\ \ |
(14) odb'y, = —x, L 0, de, + udx,,
v
qui donne, par un calcul facile,
w,x,
0y ===+ m',

ou les m', sont des constantes. On a alors

N Q
u, = Z 6, L, = — Z m,x,,
13

o

et 'orthogonalité des 6', exige la méme propriété des m',.
8 P 8 prop P

(*) On peut toujours, grace & une translation, supposer b ==o. En particulier, si les
a, sont nuls, o = b correspond & une homothétie, qui apparait bien ainsi comme le pro-
duit de deux inversions.
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Soient X, les coordonnées cartésiennes de 1'espace transformé;
\\ _ u,
A\, = W\, dQ, = —d—

]

k y

’

<t, par suite,

. . I
Xz_kzo == TZ mzkxk;
Yok

avec uane rotation de l'espace dx,, et une translation de 1'espace transformé, on peut

2, . . . .
s, qui est bien une inversion.

prendre X, = —; -
z xS+ .+,

[7] Reprenons maintenant le théoréme génsral pour une V, dont les dw, ne sont
pas uniformes. Pour reconnaitre pratiquement si une V, non uniforme est représen-
table conformément sur 'espace euclidien, il est clair qu’il suffit de diviser le ds®
de cette variété par son facteur multiforme, pour retrouver le probléme traité au
paragraphe 4. Cependant, nous allons étudier directement le cas ou log ¢ est une
intégrale curviligne multiforme, & cause de la simplicité des conditions auxquelles
on est conduit,

Considérons en effet une telle variété V, : ses symboles de Riemann vérifient les
relations (7); nous allons voir que les covariants quintuples vérifient encore les
identités de Ricci, relatives & un espace uniforme (*) (30; ch. I).

En effet, [}/, + s/ + /)] sont des covariants quintuples, et il suffit de
vérifier que ces quantités sont identiquement nulles pour un choix particulier
des dw,; choisissons celles-ci de fagon que les [r,,,] soient nuls,

( Tikn — o

(15)

S
>
.

I~
Ky
x
|

1
£

(*) On verrait, plus généralement, que ces idenlités de Ricci sont, tout au moins pour
n > 3, caractéristiques des V,, représentables conformément sur un espace uniforme,

pour lesquelles log ¢ est une intégrale curviligne. Elles sont ¢galement vérifiées sur les V,
de cette nature.
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On peut alors vérifier ces identilés, soit par un calcul direct des covariants quin--

tuples -c;ff/p, soit en appliquant les formules (34; ch. I); on a, par exemple,

[ (a’ d)Tzkz

th th ke ¢
—_—
/z + Tuln + Tah/l - o Gu—2w) + du)hgwi

Thl

_ Pryx = Px o) —
= Gu—23aw + 'PT (ons— ) = 0,
)

(8: d)T;k; + (87 d)Tzksk

=
dw, 8w, dw,dv,

ke 13 1k O o;
—_ s By _ YA 2
Tik h + Tkh/z + Thl/k o (‘%zh 'wu) 0 (‘.hk ‘-kh) +

“ . 4 " ¢ b
= o G — %) — —Pi Gue—%m) + ?’:‘ (Orn — Pnr) — ? (fn — o) = 0.

b

La proposition réciproque est immédiate; en effet, si les covariants quintuples-
vérifient ces relations, le calcul du paragraphe 4 est encore valable, puisque la
symétrie du tenseur £, ne joue aucun rodle.

On peut en déduire immédiatement un autre énoncé du théoréme I. valable pour

une variété uniforme ou non.

Tuakorime 1. — Pour qu'une V,, uniforme ou ron, a plus de trois dimensions,
soit représentable conformément sur Uespace euclidien, il faut et il suffit que les sym-
boles de Riemann vérifient les relations (10), et que les covariants quintuples absolus
vérifient les relations (30; ch. I).

[8] Le probléme de la représentation conforme de deux V, I'une sur 'autre est
encore plus compliqué que celui de I'application, puisque cette derniére intervient
nécessairement. On peut cependant obtenir des conditions nécessaires, en détermi-
nant des invariants absolus de la variété, qui sont également invariants dans la

transformation conforme.
Pour que V, et [V,] soient représentables conformément I’'une sur l'autre, il faut

. . , . dw \
pouvoir trouver une fonction ¢ telle que 'on ait dQ, = ——, aprés une transforma-
o

tion orthogonale convenable sur les dw,; autrement dit: le systéme (3) et (5) doit
étre intégrable. Nous supposerons V, et [V,] de ds® uniformes.
n*(n*—) nin--1)
12 o :
nombre des indéterminées de (5) si n>>3, de sorte que, dauns ce cas, on a déja des

Le nombre des invariants principaux est , supérieur au

condilions nécessaires avec les symboles de Riemann.
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Pour n quelconque, le systéme (5) peut étre remplacé par le systéme nécessaire
mais non équivalent,

T o
Pue = T [‘;M—] - .a’i.tk
(13) l
I Ao
Z Pu — —P- IE.m] - PE.n ;‘;'

Ecrivonsles conditions d’intégrabilité de (13), compte tenu de (3) et (3); nous avons

\ | Lo 1 - ?
Pokn ™ Punk =— — Z Trh fu = F 3 [;lk/h] - [gllt"k] 5 —FP % E.tk/ll - E.;h/kg +(Fk§l’t - \GIL“’:..xk)
« I ’
_ w1 e x = . x = Vo
Puk — Pare =— — 2 TP = ? [‘-u/lr] - [‘.zk/n] ¢ ?u/lu*‘.uc/z‘ + 2R Pt — Z Pusag:
« o

Les Zu/n sont des covariants triples; il en est de méme des X, = Zu/m — Sk,
de sorte que des conditions nécessaires d’intégrabilité sont

T

I 1 13 3.
Ngn = = (Pl = ? g 2 Tyn P+ k3 — FhE-zk%
(14) , e
N to -
Auk _? [)‘tb‘ﬂ - ?% 2 ( le - &uk> Ou + [ Pkau %-

v /

Si n>3, ces équations contiennent encore p et ses dérivées premiéres; au con-
. . I .
traire, si n =3, &, = ti;i(a==k), v = E. + E,;, etles deuxiémes membres de (14)

s’évanouissent; ces équations se réduisent donc & %, = — [},;,], ou encore

Z A do, Doy do, = 2 (Ml dQ.DQ, AQ, 5
kh tkh

ceci met en évidence I'invariant différentiel triple particulier aux V,, introduit par
M. Emile Cotton dans sa thése; sans parler des transformations que 'on peut faire
subir 4 cet invariant(*), nous voyons, par ce calcul effectué dans le cas de n quel-

conque, qu’il ne peut étre question de chercher I'analogue de cet invariant, dans le
cas de n>3(%).

(*) Thése de M. Emile Cotton.

(*) Ce résultat confirme la distinction essentielle des V, et des variétés d’ordre supérieur
relativement a la représentation conforme.
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[9] Les généralités de la représentation conforme vont nous permetire d’étudier
le probléme suivant :

Considérons deux V, uniformes, représentables conformément I'une sur l'autre,
et une fonction f, considérée comme invariante dans cette transformation. Nous.
avons les formules de transformation

[fi]= pSi
Ul = ' futapeifi—e Y, tefe

@

et par suite

(15) [AS] = A0, — (n—2)p D oo

donc 'équation A,f = o n’est invariante que si n =2, ou si p = C*.
Si n est quelconque, on peut chercher s'il existe une fonction A, indépendante
de f, telle que 9 = )f soitharmoniquesur [V,] en méme temps que f I'estsur V..

On a alors.

[(3,3] =¢"8,9 —(n—2)¢ 29«%’

et A,f=—o entraine [\, 5] = o sil'on a 'identité

l
°

FleA,A—(n— 2)2 loa‘/\u% + Ef“ g 25he — (N —2) he.

3 [

celte identité, nécessaire et suffisanle, est équivalente &

20k = (n—2)hg; (i=1,2,...,n)

(16) oA, = (n—2) Y e

Ces n premiéres équations différentielles donnent, a un facteur constant prés,.

¢ étant lui-méme déterminé par 1'équation du deuxiéme ordre

1
V

(18) AgP =
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Il n’y a que les représentations conformes, définies par cette équation, qui per-

mettent de résoudre le probléme proposé.
Si n = 2, X est nécessairement conslant, et ¢ est quelconque; si n est quelcon-

que, mais si V, est euclidienne, une solution particuliére de (18) est I'inversion
n—2

o=+ ...+x?, avec A= (& +x + ...+, * , et I’on retrouve le résultat

connu de Sir W. Thomson.
n—3

: . . I -
Remarquons que la fonction 1 étant harmonique sur [V,], T=¢ est har-

n?

monique sur V,; c’est ce qu'exprime d’ailleurs I'équation (18). Il en résulte qu’a
a2

chaque solution f de A,0 == 0, correspond une intégrale = f n=1 de (18).




[4] Nous savons que l'on appelle vecteur (3) un systéme covariant simple de n
fonctions (§,, ...,&,) de x,, ..., x,, ses « composantes »; si le point M(x,, ..., x,)
décrit une certaine variété de l’espace E,, on dit que le vecteur (&) se déplace dans
cet espace.

En chaque point M de E,, les dw,, que nous appellerons le systéme de coor-
données, représentent n directions orthogonales; et on peut se représenter un espace
euclidien, entourant M, rapporté & ces n directions; (Z) peut étre considéré comme

un élément géométrique de cet espace, et sa longueur est I'invariant = = /3£,
i

Quand (&) subit un déplacement infinitésimal dans une direction (dw,, dw,, ..., dv,),
la variation premiére (d%;) dépend des coordonnées choisies, alors que 3:3 est cova-
riant simple: c’est donc la différentielle absolue qui représentera, pour un observa-
teur, la variation du vecteur ().

Par définition, on dit que (Z) est resté « équipollent » si d5;, = o; sa longueur
est alors conservée; dans ces conditions, tout vecteur v; == A%, a méme direction
que sa différentielle absolue: on dira qu’il est resté « paralléle ». Ce parallélisme
est celui de Levi-Civita (*), et conserve évidemment I'angle de deux vecteurs.

Etant donnés deux segments ds, 3s, de composantes do;, 3w;, la variation de (%)
le long du parallélogramme infinitésimal formé par ces deux segments est

— F e

Py P i N

kO, d)zi = — 723:;9. dw; oWy,
ady

si 'on ne considére que des éléments uniformes; et, le long d’un contour fermé
quelconque, cette variation est représentée par 'inlégrale

— ff 3 it (dos B, — doy B0,
(3, %)

prise le long d'une V, limitée & ce contour.

(*) Yoir Rendiconti del circolo di Mathem. di Palermo (Tome 42).
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‘étude du déplacement d'un vecteur le long d’une courbe revient & comparer
deux vecteurs d’origines différentes, ce qui s’effectue en déplacant I'un d’eux vers
Yautre, par équipollence; on est amené ainsi & résoudre le probléme suivant :

Trouver le vecteur obtenu en déplagant, par équipollence, du point M'(t) au
point M(2), le vecteur Z,(t) (t étant le paramélre qui fixe le point M sur la courbe) :

Ce vecteur est donné par la série de Taylor généralisée

. no___ % ' d‘t(l) ( _ 1) 12:1(1)
(1) (L) =20 + (' —1) TR — R ,
supposée convergente; il n’y a, en effet, qu'a vérifier que

(L, 1)

2C=o, etque n(l,¢)=E()

[2] Ces quelques résultats nous montrent que, dans 1'étude du déplacement
d’un n-édre orthogonal, et des courbures d’'une courbe, les calculs conserveront la
forme adoptée dans I'espace euclidien.

Les « rotations » psy d’'un n-édre erthogonal (2, &%, ..., 5%), (a=1,2, ..., n),
qui se déplace le long d’une courbe de paramétre ¢, sont définies par les équations

) 4 = Nras

ce sont bien des invariants, qui vérifient les relations p,, = — p,,; réciproque-
ment, tout systéme p,,, symétrique gauche par rapport a ses indices, définit le
mouvement d’'un n-édre orthogonal.

En prenant £*= 1 ou o suivant que k = { ou k == i, les t,, apparaissent
comme les rotations absolues du systéme dw,. De méme, les formules du change-
ment orthogonal des formes de Pfaff s*écrivent

“\(oa_-:lrkh"-’

§

elles sont identiques aux équations (2), si on les considére comme exprimant le
déplacement du vecteur (¢,, ..., 6,) le long du vecteur (6", ..., 6")). Pour cette
raison, nous appellerons les t,,, les « rotations » du systéme do,.
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[3] Ces considérations permettent ’étude d’une courbe I', définie par n fonc-

{OH

tions «; =—x,(s); sa tangente a pour composantes , et la longueur de ce vecteur

ds
est l'unité si s est I'arc de courbe. Dans ces conditions, la vitesse absolue de
w4 d(”i d&%‘ o .
&= est a5 orthogonale & la courbe; soit &* le vecteur unité qui porte cette

s
=

vitesse; on définit ainsi le 1-plan osculateur; la vitesse absolue —‘% définit, avec

E* et £ le 2-plan osculateur, et on choisit, dans ce 2-plan, le vecteur unité &’
orthogonal au 1-plan osculateur; et ainsi de suite comme dans I'espace ordinaire.

Ayant ainsi attaché a la courbe un n — édre orthogonal bien défini, les rotations
de ce n— &dre sont des propriétés intrinséques de la courbe; ces rotalions, au
nombre de (n — 1), s’appellent les « courbures » de la courbe considérée, et on a
les équations

ds - pg <1
gii! o =1 »3
(3) ds — PS5 +P,3i
dz" 2 ot
\ dS = — DPp—ySi

La premiére courbure p, mesure le rapport de 'angle absolu de deux tangentes
infiniment voisines & l'arc de courbe correspondant; sur une surface de l'espace
ordinaire. on retrouve la courbure géodésique, ce qui était & prévoir d’aprés son
invariance pour toute déformation qui conserve les longueurs.

Une courbe, dont la premiére courbure est nulle, a toutes ses courbures nulles;
c’est une « géodésique », définie par la propriété que sa tangente reste paralléle
4 elle-méme le long de cette courbe; il en résulte aussi que tout vecteur déplacé
parallélement & lni-méme le long d’'une géodésique fait-un angle constant avec cette
courbe. On sait que la variation premiére de la longueur d’un arc qui joint deux
points fixes est nulle pour la géodésique qui joint ces deux points; voici comment
ceci s’obtient avec nos notations : la longueur d’un arc, qui joint deux points fixes

A, B est
I=fds=f\/zdw;;
AB AB i

X dw;s dw,

81=A;——-—-/ Zdw'dow,,
- (S5 - [N

donc
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A et B étant fixes, la premiére intégrale du dernier membre est nulle, de sorte que
la variation 3I n’est nulle, pour toute déformation de Varc AB, que si, le long de

—du
cet arc, d—ui =0
ds

[4] Ce que nous avons dit d’'un vecteur, le long d’une courbe, s’applique & une
famille, & un paramétre, de vecteurs unités, d’orvigine fixe; une telle famille s’ap-
pellera un « cone »; quand le vecteur & décrit un cone,

A - N\ -
dz, = d%, — Tion 2, Aos

&)

se confond avec dZ,, puisque les dws; sont tous nuls. Cela revient & considérer ce
cone dans I'espace euclidien qui entoure M, et I'on obtient ainsi (2 — 2) courbures
pour le caractériser.

On peut, d’autre part, supposer que le cone considéré est fonction du point M;
quand son sommet décrit une courbe I', ce cOne se déforme, et le calcul différentiel
absolu intervient de nouveau. Dans un déplacement dans lequel chaque vecteur issu
de M reste équipollent, au sens absolu, les angles sont conservés, et il est évident
-que les courbures d'un cone le sont aussi.

[B] Soit (a) un vecteur unité, fonction de son origine M, et (A) le (n — 1) plan
orthogonal. La variation (Eat) le long d’une direction (£,) de (A) est située dans ce
(n — 1) plan; nous appellerons directions conjuguées de (%,), par rapport a (a), les
directions (v,) de (A) qui sont orthogonales & (da,).

Ea général, il n’y a pas réciprocité; en désignant par a, les dérivées absolues
de a,, on a, en effet, les relations

) Yak =0

® Y an=o

(6) Zam’g"k‘r,z: o;
ke

pour qu’il y ait réciprocité, il faut et il suffit que, %, étant donné dans (A), (5) et (6)
entrainent l'identité

0! Y aiikia = o.

ik
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Il doit donc exisler deux quanlités w et & vérifiant
\) \ .
24 a8, = P'XZJ S, + 1,
k k

comme conséquence de (4). On en déduit

~
(‘_ P‘) ‘}) a;ké.i::k = 0.

ik

Si donc on suppose que cette derniére somme n’est pas identiquement nulle, sans-
quoi toutes les directions de (A) seraient leurs propres conjuguées, ona p — 1;
comme, d’autre part, A = E},&,, ou les i, sont indépendants des Z;, on doit avoir

k

\ |
Z (@ — @y + 14,@)) 3 = 0;
k

cetle relation doit étre une conséquence de (4), ce qui exige que l'on puisse trouver-
des quanltités u,; telles que l'on ait identiquement

A — Ay = P @y — Ay Q.

Il faut évidemment que p; = ;, de sorte que la forme de Pfaff dQ = ¥a,dw;
i

vérifie la relation

(3, d)Q == E (a,k — a,“) dwi awk = 3Q E 7‘,'d0),,' —dQ E\A,‘Bmk;

ik i k

donc dQ = o doit étre complétement intégrable. Ceci exprime que le vecteur (a)-
est normal A une V,_, f(x,, ..., x,) = o, etl'on sait que E);dw; est alors une diffé-
i

rentielle exacte.

[6] Dans le cas général, on appellera « direction principale » toute direction (3;),
orthogonale 4 (a), 4 laquelle sont conjugués tous les 7; de (A) qui lui sont ortho-
gonaux.

Pour une telle direction, (5) et

®) D
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-doivent entrainer l'identité (6); il doit donc exister des quantités A, w, telles que
Ton ait

Zalkgk + A5, = pa,;
E

¢ étant nécessairement nul, les directions principales sont données par

(4) vazzz:0~

Leed
L
n
% - <
(9) A3+ 45 = o0.
k=1

(4) est une conséquence de (9) si A n’est pas nul; remarquons aussi que, d’aprés
(9), la vitesse absolue de (@) le long d'une direction principale est portée par cette
direction. ) est racine de 1'équation

dont les coefficients sont des invariants du tenseur a,; on peut la remplacer par
I’équation

ail + )\ al! 140 =1 auz

(10) A X =o,
an—l,l N3 ,2 . n—1,n—1 + >‘ aﬂ—i n
a a a a

et I'on voit que A = o ne permet de vérifier (4) que si elle est racine double de (10);
dans ce cas, (a) reste paralléle & lui-méme le long de (§), et toutes les directions
de (A) sont conjuguées de (&).

En résumé, les X qui déterminent les directions principales sont les (rn — 1)
zéros, en général distincts, du déterminant de Y'équation (10), de sorte qu'il y a, en
général, (n — 1) directions principales. Une racine X, rapport a I'élément d’arc prin-
cipal correspondant, de 'écart angulaire de (a) le long de cet arc, s’appellera « une
courbure principale du vecteur (a) ».
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[7] Plagons-nous maintenant dans le cas particulier ou (a) estnormalaune V,_,,

et vérifie, par suite, des identités
(11) Q,— 0y, = WG, — h,a,.

=aq, = ... =4a

On peut choisir les coordonnées de facon que a, =1, .

1 n~—4 o b

alors a,, =a,(,k=1,3,...,n—1) et a,,=—=o(h=1,2,...,n); les directions
principales sont déterminées par le systéme
n—1x
N\ .
Zal,‘&k—}-)@:o (t=1,2,...,n—1)
k=1

(12)

au + A au 1,0—
(13) a,, an + A 2,2—1 —o0
— Yy
au—n,l a)l'—l,! tte au—c,n——; + )‘

et les a, sont maintenant symétriques. Les directions cherchées sont les axes d’'une
forme quadratique & (n — 1) variables, et forment, par suite, un (2 — 1) édre ortho-

gonal.

Si I'on prend ces directions comme axes de coordonnées dans (A), le systéme (1§)
devient

, (a,+N& =o (t=r12,...n—1)
(12)

€, =o,

et tous les résultals bien connus de ’espace ordinaire se retrouvent ici sans change--
ment. Les h, = —a,, s’appellent encore, ici, les « courbures principalesdela V,_, ».

[8] Nous avons renconltré les relations

les direclions qu’elles définissent sont les « direclions asymplotiques » de (a); elles
sont leurs propres conjuguées. Si (a) estle vecteur normald’une V,_,, elles définis-
sent les « lignes asymptotiques » de cette variété; leur i-plan osculateur est tan-
gent & la variété, sauf si une ligne asymptotique est également une géodésique de-

I'espace E,.



CHAPITRE V

Application a I'étude des Variétés plongées dans un espace.

[4] Nous allons déterminer dans ce chapitre les relations entre une variété et un
espace dans lequel elle est plongée.
Soit E, un espace défini par les n formes de Pfaft dw,; son ds® est Xdw,°. Sur
L

une variété V, a p dimensions, de cet espace, les x, sont fonctions de p variables
indépendantes, et les dw, sont des formes linéaires de p formes de Pfaff de ces
variables

(1) do, = 3 du, +5°du, + . . + 3 du,.

On peut prendre pour les du,(a =1, 2, ..., p), un systéme de coordonnées

»

orthogonales, c’est-d-dire tel que ds* = Zdu,®, sur V. Dans ces conditions les %,
a

définissent p vecteurs unités, tangents a V, et orthogonaux deux & deux. Pour étu-
dier V, nous compléterons le n-édre avec ¢ = n — p vecteurs unités normaux,
a', ab, ..., a’.

Nous aurons affaire dans la suite & deux sortes d’indices : les uns (1, 2, ..., p),
que nous appellerons « tangents », seront désignés par les lettres romaines a,b,¢, ... ;
les autres (1, 2, ... g), dits indices « normaux », seront désignés par les lettres grec-
ques «, 8, v, ... .

Ceci posé, les rotations du n-é¢dre orthogonal, le long de V, sont données par
les équations

SE—‘Lu 1 » C o 3
5 Vs N
(3 «
(2) _
da”
= — D+ YRFa,
b Y R

avec, suivant les propriétés des rotations, 7., + T, = 0, Ry + R;* = o.
11 est clair que si E, est donné, ces trois espéces de rotations ne sont pas quel-
conques, d’aprés I'identité (1); nous désignerons par T les symboles de E,, et nous

8
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allons voir que les 7,,; sont les rotations du ds* de V. En effet, (3, d)o, = o donne,
le long de V,

~.
dz

=t ~ ~
(duysu, — du,3u,) = o
uc

G d)o, = N a6 du, + ¥

a be

2

Q ~ ~ ( = Vd oapz %
= >_‘ (du,su, —du,su,) | E 3 (Ohea + Thae— Teup) >_Ja, (P*,— P, )t == 0;

be a v

et, par suite,

Tach ™ Tabe = Gcba>

x P
Pbc—Pcb'

La premiére identité est une conséquence des relations (10) et (15) du chapitre I,
et la deuxiéme exprime la symétrie des P*,; par rapport & leurs indices inférieurs.

Remarquons que ces équations sont invariantes pour tout changement de varia-
bles dans E,, et dans V, ainsi que pour toute transformation orthogonale des dw,.
11 en sera de méme des équations que nous en déduirons par la suite.

(2] Les formules précédentes se rattachent aux changements de coordonnées
étudiés dans le chapitre II. Considérons la famille des V,

S, 2, ...,x,)=C,, ..... R fn_p(ac,, Ty .. ,x,)=0C,_;

en chaque point M de E,, passe une variété de ceite famille, avec un (p — 1) plan
tangent (&%, &7, ..., &F) et un (¢ — 1) plan normal (@, a’, ..., 7). On peut faire le
changement de coordonnées
n
dw, = Zebkdw',‘ t=1,2,...,n),

h=zx

ou les 6, sonl des fonctions de (z,, x ., ), égales A £* si k< p, et & of?

2y *°

sik>p+r1.
Dans ces conditions, le long d’'une V_, on a d(:)'p_H =o, ..., do', = 0; donc ces
équations, équivalentes & df, = o, ..., df,_, = o, forment un systéme compléte-

ment intégrable. En désignant par ', les rotations des dw',, l'identification des
équations (2) avec les relations (3, ch. IV) nous donne

/ '

Pzab =1 p+u b

a3 ___ ! .
Ry = t"p1u,pts,0;
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la derniére relation met bien en évidence la symétrie gauche des R3*; d’aprés la pré-
cédente, la symétrie des P2, s’écrit t'a,ptup — T'b,p+ua = 6'b,a,p+« = 0, qui est bien
vérifiée d’aprés ce que nous savons du systéme do'pp, =o0(x=1,2,...,49).

Nous appellerons « rotations internes » de V, les = «rotations externes » de V

dans E, les P%,, et « rotations de torsion » les Ry’.

abe >

[3] Avant de pousser plus loin cette étude, nous allons généraliser un peu quel-
ques définitions du calcul différentiel absolu. Ayant affaire & des systémes de quan-
tités & r indices tangents, et s indices normaux, définies sur V, nous appellerons
« différentielle absolue le long de V », et nous la représenterons par dy, 1'opération

N %4%g. .Gy LUg. .. % ~7y .0
3) AN = X N g X0 da
wytty. . . a, @,. ., — ty...ap_ bag . ..a. ¢
kbe

! PR G REREE Bty S L
— L Be“h- X dl(c .

[T

. A . 5 %X
La définition de la dérivation absolue S est toujours dyX = )' \:z du,;
C ¢ (¢ ¢
c

on

R Gl
e Tay...a - ) . s s PN
pourra encore écrire —\‘——-’ = Xa! j::“f;/c quand il n’y aura pas d’ambiguité avec

¢ (4
la dérivation dans E,, et introduire une virgule pour séparer les indices qui sont
laissés de cO1é dans la dérivation.

Les opérations sur les systémes d’expressions, définies au chapitre I, se généra-
lisent tout naturellement, car les méthodes de calcul établies pour ces opérations,
étaient dues uniquement & la symétrie gauche des <,,,, et nous savons que les R
ont la méme propriété.

[4] La différentiation absolue le long de V n’est pas commutative; pour étudier
I'influence de la permutation de deux différentiations successives, il suffit de remar-
quer que les indices tangents et normaux ont des roles indépendants et analogues,
de sorte que le calcul du chapitre I, qui correspond aux indices tangents, n’a qu’a
étre reproduil pour les indices normaux a condition de remplacer les rotations in-
ternes par les rotations de torsion.

La relation cherchée s’écrit donc

~ SRy Uy ;OO \ b ..
(4) G Ay Xo B = (3 d) X0 Y g da,du,
1 "

Ay a,...a, cd .. .ag—ybagy,...a
kbed

@pd Uy O yBRfyq.- @

_ R“*® x h—18%)+1 s du Su

ed a,...a, L
hged
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ou les

) a=Ry/y— R,

s'expriment avec RZ* comme les % avec les t,,,. On a évidemment, d’aprés lear

expression,

L al . L — Bx
P‘cd.— Rdc_ Bud'— Rdc'

Enfin les dérivées premiéres absolues des R sont reliées entre elles comme cel-
les des symboles de Riemann; on peut le voir en reprenant, par exemple, le calcul
du chapitre I (paragr. 13), avec un systéme de fonctions uniformes XZ. On a donc

(6) e + REfo + RE[y=o.

Remarquons enfin que, les conditions d’intégrabilité d’un systéme d’équations
différentielles étant une conséquence de la théorie du covariant bilinéaire, rien ne
sera changé, en principe, sur ce sujet, aux méthodes du premier chapitre.

[5] Ceci posé, la recherche des propriétés de V, qui ne dépendent pas du choix
des axes du p-plan tangent et du ¢g-plan normal, sera la généralisation immeédiate du
chapitre II; en particulier, nous devrons retrouver les invariants intrinséques de V.

Il faut déterminer les invariants pour deux sortes de transformations orthogo-
nales, relatives aux du, et aux a,*; noussavons en effet que nos équations sont indé-
pendantes de toute transformation orthogonale relative & I'indice 7.

Soient
/’
' du', = Z 0, du,
b
)
(I) alia — 2 Obu s_élla’
b
\ N .
.\ (8) alla - ZJ ;",ﬂ a’,
B

ces deux groupes orthogonaux ; nous aurons, le long de V, deux sortes de covariance,
la « covariance tangente », et la « covariance normale », relatives aux deux sortes
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d’indices. Un systéme d’expressions Xgzt-''%, & (r+s) indices sera dit covariant
(r, s) si les quantités transformées sont

SpOp ity \ | (u, (a,‘ha., Ay - Preee By,
(9) AR T YR AP S JPPRI o VAME

sty by » 3 EN Yy

by bty 2
et le principe de la saturation des indices est, naturellement, conservé.
[6] Si nous suivons l'ordre du chapitre II, nous devons prolonger les deux

groupes (1).
En affectant d"un prime les symboles transformés, on a

_ NP N ;: K]

pe N P <7 ¢ AN a Y=

dze —= > N 6, du, = Z S+ 0, du,,
ce ¢ de ¢

_ Y A S
" AR a A P! x 9Q; .
da)’ = \ S Ob dllb— 3 \—l——a, + o 5 dllb,
" g b [
« 2

et I'identification des deux derniers membres de chacune de ces deux relations donne
1es transformations cherchées

! — bpn cpa
T abe — Eod Oe 0 ale
de

ra3 o \'  « 3,2
/Ra -—Zﬁb o
b

\

(I1)

(E*Pe,i) Puab = 2 Oca Oiyf;?u pgcd .
sed

On déduit de 1a, par les mémes calculs que plus haut, que la différentiation
absolue conserve la covariance (r,s), et que les dérivées absolues d’ordre ! d'un
systéme covariant (r, s) sont des covariants (rr + 1, s).

11 suffit d’appliguer l'identité (4) & des covariants pour constater que les 2% sont
des covariants (4, o), et, les Rz, des covariants (2, 2).

En résumé, dés les dérivées secondes des fonctions qui définissent V, nous avons
des covariants (2, 1), les P*,,; avec les dérivées troisidmes, des covariants (4, o),
(3, 1), (2. 2), & savoir les <%, P*,/., R%; les dérivations successives fournissent
alors trois séries de covariants

P2+11), GUl+Lo), Ri+1l2), (=o,1,2...),

3 s D% ab a3
a partir des P*,,, <o), Rj}.
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Ces résultats permettent de former des invariants absolus, 4 I’aide des transfor-
mations infinitésimales des deux groupes orthogonaux, et par les méthodes utilisées
au chapitre II.

(7] Ces invariants absolus représentent toutes les propriétés de la variété pour
un observateur qui ne saurait assujettir le n-édre d’étude qu’a étre tangent a la
variété, et ils suffisent a la caractériser par rapport a I'espace E, .

En effet. étant données deux V,_ de I'espace E,, si I'on peut trouver deux obser-

b

vateurs & qui elles paraissent identiques, ceci se traduira par I'identité de leurs
équations (1), relatives & ces deux observateurs particuliers (& une transformation
orthogonale des dw, prés (*). On peut dire qu’elles sont « égales par rapport 3 E, ».

Pour cela, il faut et il suffit qu’il existe deux transformations orthogonales 6%, 0%,
qui rendent compatibles les équations (I). Les conditions d’intégrabilité de ces
équations s’obtiennent par différentiation, en tenant compte de (I) lui-méme, ce qui
doune les systemes (1I), (&, ,)-

(&,,) est fini par rapport aux 6%, ¢%;, de sorte que les condilions de son inté-
grabilité expriment la covariance (3, 1) des P*,,/,.

D’autre part, le raisonnement employé, au chapitre III, pour la premiére ligne
de ce systéme (II), s’applique a la deuxiéme, ce qui donne comme conditions d’in-
tégrabilité de ce systéme les covariances (4, o) et (2, 2) des =% et R%. Les systémes
(&, (Lf;m), (R,.) obtenus sont finis par rapport aux 6%, ¢%, de sorte que leur
prolongement consistera & exprimer les covarianfes des systemes P, ,, G, ., R,
et ainsi de suite.

En résumé, les conditions trouvées sont analogues & celles du probléme de
I'application; il faut et il suffit que le systéme

m (B0 (D) (D) ...

)

((35,0) ((;;g_o) y s e

11
W (R, (Res -

soit compatible.

Il est clair que si notre observateur peut repérer le n-édre par rapport & V et
a E,, toutes nos rotations et les symboles qui s'en déduisent représentent des pro-
priétés indépendantes des variables et des coordonnées dw,, donc, des propriétés
de V ou de certains éléments de V.

(*) Toute déformation de E,, stipposée possible dans un espace d’ordre supérieur, n’in-
tervient en rien dans nos équations. Mais il est clair que notre relation ne signifierait pas
Iégalité relativement a ce dernier espace.
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[8] Lorsqu’on veut déduire, de systémes covariants, tous les invariants, il est
indispensable de connaitre les relations quvérifient ces covariants. En un point M
donné, de E,, les différents symboles d'une Vp sont nécessairement liés aux sym-
boles®P?, de E,, de sorte que les covariants absolus P(a+1, 1), G(4+4,0), R(2+1.2)
ne sont pas indépendants. On aura toutes les identités qui lient ces covariants entre
eux en écrivant les conditions d’intégrabilité de (1); on a déja, ainsi, obtenu (2),
et il faut recommencer sur (2). Nous nous bornerons i une nouvelle différentiation.

Remarquons auparavant que les £,

, a;, ont trois espéces d’indices, ce qui per-
met de considérer la différentiation absolue d pour ces indices i, @, «, en prenant
pour symboles correspondants les T,,,, tac et R,*; dans ces conditions le systéme

d’équations (2) peut s'écrire

= 3
/dii =dg" — }' Tepe &t A, = ZPaba{‘dub

be ab

(2)
daf = da* — E R *afdu, = — ZP’ yoduy .
sb

Cette différentiation suivant évidemment les régles connues relatives aux som-
mes, produits et compositions des systémes, les conditions d’'intégrabilité s’écrivent :

QO ik N \\ _ab N
(10) G L =— }_JT;, 3 dwy o, — L -chE_,,"due'oud
khi bed

— *d‘r ar cxd abvb
— Z‘du s, 3 Zlm‘,‘ z,% 4

= a ar cr 3
(11) G, das = — Ydu oud§ZT al5 8" + Y R%af
cd khl
-d’autre part, la différentiation de (2') donne

(12) G, DES = — Zdu Su,

( I)a(./d + Pad/ )a‘L + Z(P Pbd— P K b% ’
13) G, dat = — Eduﬁudgz(l’ Ja— Vil )st + D (PP, — P;dpzc)af;
cd ag

Nous poserons

a 1 X X X X
chz ZJ(P acP lzd_Padec)’

3 \! .
z&l == Z‘ ([)aac Pgad - Pzad Pﬂac) s
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et il ne reste plus qu’a identifier (10) et (12) d’une part, (11) et (13) d’autre part,
pous obtenir les relations cherchées

ub ab ___ 1rwlu;a:l)s;c:d

x/ (14) fed — Plg = L RS Sk Sh S
thhl

QRN = i

= @ @ . o an ay (%«

(“1) (l‘)) Pac/{l - Pad/:. —_— 24 lhlab Sk T S
thhi

P ) N ik B cnd

ol @) 3 « Br cxnd

(16) a— Qu= > Tha'a 5 &"

thhl

Les Q% sont des covariants (2, 2), symétriques gauches par rapport & leurs indi-
ces; les P2 sont covariants (4, o) et vérifient les mémes relations que les <%; enfin
les P*ac/a — P%q/c sont des covariants (3, 1). Les relations (IIT) expriment I'analogie
des % et P des R etQ%, et, dans un espace euclidien, ces symboles s'identifient
deux a deux.

Les conditions d’intégrabilité de ce systéme s’obtiennent par de nouvelles diffé-
rentiations, et donnent, sans difficulté, les relations entre les symboles & cinq indices

de VetE,.

rotations externes

[9] Les identités (III) nous apprennent que les ____qp(p2+ )

sont indépendantes entre elles, quant & leurs valeurs numeériques en un point donné;
les invariants absolus correspondants seront les plus simples de tous, et nous nous
bornerons a eux dauns ce qui suit. Nous les appellerons les « courbures externes »,
et nous allons déterminer leur nombre.

Auparavant, remarquons qu'on peut les obtenir en suivant les méthodes du
chapitre (II); en particulier, on peut en former par saturation des indices, & partir
des covariants P% etQ“%: les premiers donnent un invariant particuliérement im-

portant, la « courbure totale externe », £ P ; une autre courbure simple est l'inva-

ab

. %
riant \/Z(Z‘. P*.0)", que nous appellerons la « courbure moyenne externe » (*).
a

3

(*) Cest la longueur du vecteur normal, de composantes ¥ P*%., que M. Bompiani
M a

appelle la « normale de courbure moyenne ». Cf. Atti del Reale wnstituio veneto di Scienze
(tome 80).
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Ceci posé, tous les invariants sonl les intégrales de deux systémes, complets,
de transformations infinitésimales,

U U
o — N pa € —pr, e
(17) FalC = ) (P g — P i) =0
a,c
U U
P W — @« T pB ) —
(18) K. C = 2 (P ub L\Paub Pfu (\Pkub> =0,

(a, b)

et les parenthéses (Fap®, F.."')U sont identiquement nulles.

. Lyt . —1
Le premier systéme, relatif aux tenseurs symétriques, contient en tout p(p—1)
2

équations linéairement indépendantes. Soit N’ le nombre des équations linéaire-
ment distinctes dans le deuxiéme. Remarquons, d’autre part, que, si on annule les

coefficients de ces équations, autres que les P* les deux systémes sont linéaire-

aa’

ment distincts, de sorte que le nombre total N des courbures externes est égal a
ap(p+1) pp—1 W

2 2

Or ‘g—p—;—-—l) — N’ est le nombre des invariants d’un systéme de 1—3(‘DT+I—)

vecteurs & ¢ dimensions; donc,

si n<}l@_+3), N:P(P+3)(fl——p)_n(n—1),
2 2 N
asi np O8N _ PR @ —pa)

Ce dernier nombre est le maximum de courbures externes que peut posséder
une V.

Exemples : Si p =1, N=1; les équations (2) ne donnent pas d’autre inva-
riant que la premiére courbure de la courbe, qui apparait ainsi comme la courbure
moyenne externe, alors que la courbure totale externe s’évanouit. On sait d’ailleurs
que, pour faire apparaitre les autres courbures de la courbe, il faut savoir choisir
un (n — 1)-édre normal particulier.

Si p =12, N ==12,%, ou 5 suivant que n =3, 4, ou > 5.
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[10] Occupons-nous, plus particuliérement, d’une V,_ . Dans ce cas, N—=n—1,
et les équations (2) deviennent

s
(S \ | -
= z Puwat.
R > Tach3, + Fawq,
c
(19) -,
da,

Nous avons vu au chapitre (IV) que I'on peut déterminer, sur cette V n—u

n—i?

directions principales orthogonales entre elles; ce qui permet de prendre les &°
suivant ces directions principales; dans cette hypothese, on a, par définition,

da,’

dup — ::Jb;

tous les P'4 (a3=5b) sont nuls, et seuls, restent les P'a, que nous avons appelés

les courbures principales, et qui sont les (n — 1) courbures externes de la variété.

Les seuls P22, non nuls, sont P = P'. P's», donc la courbure totale externe est la

somme des produits des courbures principales combinées deux & deux; d’autre part,
la courbure moyenne apparait comme la somme des courbures principales.

D’apres les identités (14), il existe une relation trés intéressante entre la cour-

bure totale interne et la courbure totale externe d’'une V__ ; on a en effet

n—3?

Y b \' pab _ \Y ik e av b 2bzay /moaxh v bva
>_J'ab_'>_,Pab_ i G — 3L G Y
(a,b) (a,by (a b)(th hi)
AN e
Pour une V,_ , L;,” 0i=c,—a'y,, et il vient
a
\' _ab \N' pab __ \Y ik A\ 1,01
(20) Mot — Npe=NTh—MT,a'q,
(a b) (a.b) « hy (6, h)

Tu étant le tenseur symétrique de E .

Le deuxi¢éme membre n’est pas nul en général, de sorte que les deux courbures
totales de la variété sont distinctes; elles sont identiques si E, est euclidien, ce qui
donne la généralisation du théoréme de Gauss sur les surfaces de ’espace ordinaire.
Plus généralement, ceci aura lieu pour toute V,_, de E,, si le second membre est
nul pour tout vecteur unité (a,'), ce qui donne immeédiatement le :

TaEorREME. — Les espaces E,, dans lesquels les deux courbures totales d’'une V,_,
quelconque sont identiques, sont les espaces dont le tenseur principal (Za) est identi-
quement nul; un tel espace, d’ordre 3, est euclidien.
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Si on se pose la méme question pour les V_, on voit facilement que « les seuls
espaces, dans lesquels toule V, a ses deux courbures totales égales, sont les espaces
euclidiens ».

[11] Nous terminerons en appliquant les généralités de ce chapitre & deux cas
particuliers importants.

Considérons tout d’abord une V, « géodésique en un point M », c’est-a-dire
formée des géodésiques de E,, issues, de M, dans les directions du p-plan tangent
(G ES .., 55 le point M est évidemment supposé régulier pour V, et il résulte,
de la définition, que &y u, = o entraine, en M, d&*w;—o0. Or,on a

e
D:r”

e QX A S \
do; — L 3 A, = >_J \u‘ du, dup = 2 >_J Prwpadu, dup ;
ey
a «wb (@, b)a

donc une pareille' variété a toutes ses courbures exlernes nulles, et réciproquement.

I est clair que cette propriété n’est pas en général dérivable le long de la variété.
Nous appellerons « variété plane » une variété géodésique en tous ses points; le
long d’une telle variété V, on a

5: «
< v
3 - gf(ccb i
Mip

[

de sorte qu’elle apparait comme n’occupant que p dimensions de E_; par exemple,

toute courbe de V a les mémes (p — 1) courbures, qu’elle soit considérée dans E,

n

ou dans V; et, par suite, toute 'V, (p'<p) de V a les mémes courbures externes
par rapport & V et par rapport a4 E,. Ce dernier point peut d’ailleurs étre vérifié par
un calcul direct trés simple que je ne reproduis pas pour plus de briéveté.

[42] On peut rechercher les espaces E, pour lesquels toute variété, géodésique
en un point M, est plane. La relation (15) exige que les rotations de E,, en M,
vérifient I'identité

ik aw o an byro
(21) >_J’1Ma,- 25,8 = o,

ikh!

a pouvant étre égal & b ou A& c, et, par suite, que E, soit & courbure constante K.
Cela suffit évidemment, et, dans ces conditions, les formules (14) nous appren-
nent qu'une variété plane de cet espace est aussi de courbure constante K. Enfin,
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d’aprés (16), les R sont nuls, de sorte qu’on peut annuler toutes les rotations de
torsion par un choix convenable des vecteurs normaux; le long d’une telle variéié,
I’espace normal reste paralléle & lui-méme, au sens absolu.

[43] Un autre cas intéressant est celui ol1, en un point d'une V_, tous les cova-

p}
riants P% sont nuls; une telle variété sera dite « développable en ce point ». Voici
un exemple particulier, analogue au cylindre de ’espace ordinaire.

Soit une V__,, géodésique en un point M; soit, d’autre part, un élément de
courbe, normal & cette variété en M, et que nous déplagons, au voisinage de M,

en conservant le parallélisme le long de toute géodésique de V

»—s» issue de ce point;

nous définissons ainsi une V,, le long de laquelle on pose

p—1
\ .
dw, = L 2 du, + ;,"dup ,
a==x
avec les identités
Sz« BN
4% L)
— 0, — == 0 a,b=r1,2, ... —1);
Uy T dup @, » » P )3

donc tous les P et P sont nuls, et cette variét¢ est développable en M.
Pour les variétés développables, comme pour les variélés géodésiques, on a

ab __ \NYrmptkrzax by cnd.
(22) Ted T Z L33 35

thil

En particulier, on peut dire que « la courbure riemannienne d'un élément plan
(5", &) de E, est la courbure totale de toute V, développable, tangente a cel élé-
ment. »

On voit également que « dans un espace a courbure conslante K, toute V, déve-
loppable est a courbure constante égale, et, réciproquement, toule V, de courbure
constanle K est développable ».

Voici enfin une autre propriété de ces espaces a courbure constante. Considérons
une courbe I' et les géodésiques de E, normales & [7; une famille de ces géodési-

ques 1Y, choisies le long de I', définit une V,; si du, = o sont ces géodésiques,

2
2

~

Z

on a

= o, donc 7, et les P*, sont nuls sur la variété: sa courbure externe

s

u

Py = — ¥(P*,), de sorte que, si nous raisonnons sur un ds* défini positif et des
14

éléments réels, cette V, ne sera développable que si tous les P*, sont nuls. Pour le

12
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réaliser, il faut d’abord choisir les IV de facon que les P*,, soient nuls le long de T';

2
il est clair que, si E, est quelconque, la V, obtenue n’est pas complétement déve-

loppable ; pour qu'elle le soit, il faut et il suffit, d’aprés

P
du,

\ 3 NY ik ar ev ar e
2 % _ 21 o a B 2 men1ne,
szz/1_ p«n/e—— + 271211 e T LRlzPu—' Z l‘hiab Sk Sk w0

* ; il

que les derniers membres de ces équations soient nuls le long de la variété. On
obtient ainsi le :

Tutorime. — Pour qu’'une géodésique d’'un espace E,, normale & une courbe arbi-
traire, puisse engendrer une V, complélement développable, et cela quelle que soit la
position initiale de cette géodésique, il faut et il suffit que E, soit & courbure constanie.

QB A

’ ¢ s .
Remarquons que l'on a T’— = o0, donc les courbes du, = o s’obtiennent par
ou,

déplacement paralléle de I" le long des géodésiques normales I. Dans ce déplace-
ment, la géodésique de E, issue de %' décrit une V,, tangente i la variété donnée,
le long de la courbe IV correspondante, et cette variété tangente est plane, car E,
est & courbure conslante; on trouve donc ici la propriété caractéristique des surfaces

-développables de l'espace ordinaire.

~——axq
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