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PREMIERE THESE.

PROPRIETES INFINITESIMALES PROJECTIVES
VARIETES A TROIS DIMENSIONS
INTRODUCTION.

Plusieurs géométres se sont appliqués a généraliser la méthode
du triédre mobile de Darboux '), en adaptant a des géométries
basées sur d’autres groupes que celui du déplacement euclidien (2).

Dans son principe, cette méthode consiste & associer & chaque
point de I'espace une figure de référence, un repere, qui dépende
d’autant de paramétres qu’il y a d’unités dans 'ordre du groupe
fondamental. Quand on se propose d’étudier les propriétés infini-
tésimales d'une variété, on attache A chacun de ses éléments
un repére dont on particularise les paramétres de manieére & réduire
autant que possible I'arbitraire dans 'opération qui fait passer
de ce repére au repére infiniment voisin.

Dans son Mémoire Sur les variélés de courbure constante d’un
espace euclidien ou non euclidien (*), M. Cartan a montré comment
il convenait d’adapter la méthode du triédre mobile a I’étude des

(1) Darsoux, Legons sur la Théorie générale des Surfaces, t. 1, pp. 1, 65, 88,
2€ ¢dition (Gauthier-Villars, 1914).

(3) Demouvri, Comptes 1endus, 1904 et 1905 (Géométrie elliptique Téométrie
conforme); WiLcziNski, Trans. Amer. Math. Soc., 1gob (Géométrier rective).

() Bull. de la Soc. math., 1919 et 1920.
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variétés de I’espace projectif & n dimensions : je n’ai fait qu’appli-
quer le procédé aux variétés ponctuelles & trois dimensions (V).

Les V, jouissant de propriétés infinitésimales projectives déter-
minées se présentent comme les multiplicités intégrales de certains
systémes différentiels. L’objet principal de ce travail est de pré-
ciser la nature et le nombre des éléments arbitraires (constantes
ou fonctions) qui entrent dans I’expression analytique des variétés
ainsi définies; c¢’est un probléme dont la difficulté disparait deés
qu’on fait usage de la théorie des systémes de Pfaff en involution,
de M. Cartan (*).

Au Chapitre 1, j’expose les points essentiels de la méthode et je
rappelle les principales propriétés infinitésimales projectives des
variétés a p dimensions.

Le Chapitre 11 est consacré & 'examen préalable de la structure
projective des variétés 4 2 dimensions plongées dans I'hyperes-
pace. Le Mémoire de C. Segre: Su una classe di superficie degl’iper-
spaztlegata colle equaziont lineart alle derivate parziali di 20 ordine (*)
m’a été particulierement utile pour la rédaction de ce Chapitre.
Toutefois ce géometre n’étudie que certaines surfaces, qu’il appelle
les V, d’espéce @, en laissant de cdté les V, les plus générales, qui
sont dépourvues de lignes asymptotiques et de lignes carac-
téristiques. J’établis (n® 21) Iexistence sur les V, de cetle nature
situées dans 'espace & 5 dimensions, de cing familles de courbes
qui répondent & une définition intrinséque et qui interviennent
dans la génération des V, ayant une famille triple ou une lamille
quadruple d’asymptotiques rectilignes.

Les autres Chapitres traitent des variétés a 3 dimensions,

(1) Les deux Mémoires fondamentaux sur celle belle théorie sont intitulés :
Sur Uintégration des systémes & équations auwr différentielles totales (Ann. Ec. Norm.,
1901) et Sur la structure des groupes infinis de transformations (I1bid., 1904). On
peut en trouver aussi un exposé partiel dans E. Goursat, Lecons sur le probléme
de Pfaff (Hermann, 1922).

La théorie des formes a4 multiplication extérieure et de la dérivation extéricure
des formes de Plafl est exposée dans E. Carrax, Legons sur les invartants inté-
grauz (Hermann, 1922).

(%) gAttt Accad. Torino, 1907.
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classées d’aprés le nombre de dimensions de leur hyperplan
osculateur du premier ordre.

Sur les V,; dont ’hyperplan osculateur a 4 ou 5 dimensions,
il existe un travail de Sisam ('), contenant déja un certain nombre
de résultats, que j’indique en note quand je suis amené a les
énoncer de nouveau. J’ai étudié plus spécialement les points laissés
dans I'ombre par cet aateur. C’est ainsi, pa1 exemple, que je
traite assez longuement (n°® 26) des hypersurfaces de I'espace
a 4 dimensions dont ’hyperplan tangent ne dépend que de deux
paramétres. En général, elles sont engendrées par une famille
de tangentes caractéristiques d’'une V, d’espéce ® de Segre, ou
par les tangentes asymptotiques d’une V, d’espéce ® a lignes
asymptotiques. J'examine aussi certains problémes plus parti-
culiers, tels que la détermination de toutes les V, admettant
a la fois une famille de plans générateurs et une famille double-
ment infinie de droites génératrices (n® 38). Il n’existe que deux V,
de cette nature projectivement distinctes, et 'une, située dans
lespace a 4 dimensions, n’est que la projection de Pautre, qui est
située dans lespace & 5 dimensions, la projection étant faite
d’un point extérieur a la variété.

Au sujet des V, dont 'hyperplan osculateur a plus de 5 dimen-
sions, je ne connais qu'une note de M. Cartan (*), ot sont énoncés
plusieurs résultats concernant deux types de V,. Cette note signale
en particulier Iexistence d’une V, triplement réglée de 'espace
a7 dimensions, d’ott je déduis, par projection, quatre V, triplement
réglées, projectivement distinctes,del’espace & 6 dimensions (n°69).

En étudiant les V; dont le réseau asymptotique est constitué
par trois plans doubles, j’ai été conduit & généraliser la transfor-
mation de Laplace relative aux réseaux conjugués. Il existe en
effet sur ces V, trois familles de courbes dont la considération
permet de déduire, d’'une V,; donnée, six nouvelles V, de méme
structure en général.

(*) Sisam, On three-spreads satisfywng four or more homogenous lLinear partial
dufferential equations of the second order (Amer. Journ. of Math., 1911).
(3) Cartan, Sur les variétés @ trois dimensions (Comptes rendus, 1918).
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Outre les travaux déja cités sur la géométrie projective infi-
nitésimale des variétés, je signalerai encore une étude de Del Pezzo
sur les hyperplans osculateurs & une variété ('), et les Mémoires
de Servant (?), Levi (*), Artom (*), Moore (*), sur les variétés a
deux dimensions.

Qu'il me soit permis en terminani d’exprimer toute la 1ccon-
naissance que je dois & M. Cartan pour U'intérét qu’il n’a cessé
de montrer pour mon travail et pour les conseils précieux dont il
a bien voulu m’aider au cours de ces recherches.

CHAPITRE PREMIER.

I. — Systémes de référence mobiles dans ’espace projectif.

1. Soit un espace projectif & n dimensions, rapporté a un sys-
téme quelconque de coordonnées projectives, que nous regar-
derons comme fixe, ou absolu. Dans cet espace, n - 1 points A,,
A, ..., A, définissent un nouveau systéeme de coordonnées, pourvu
que le déterminant du (n + 1)*™ ordre, formé par les coordonnées
de ces points, soit différent de zéro. Tout point M peut alors, et
d’une seule maniére, s’exprimer sous la forme

M :onO—l— .Z'gAl—i". R o quﬂ,

égalité qui en condense en réalité n 4 1. Les nombres z,, 2,, ..., 2,
sont les coordonnées relatives du point M dans le systéme de réfé-
rence constitué par les points A, A, ..., A,.

(Y Rendic. Accad. Napoli, 1886.

() SErvANT, Sur une extension des formules de Gauss (Bull. Soc. math., 1902).

(®) Levi, Saggio sulla teoria delle superficie a due dimensioni immerse in ipers-
pazio (Annali R. Scuola Norm. Pisa, 1908).

(*) Arrtowm, Richerche protetitve sulle linee tracciate in una superficte tmmersa
in uno spazio a piu dimensioni (Period. di Matem., 1912).

(5) Moore, Surfaces in hyperspace which have a tangent line with three-point
contact passing through each point (Bull. Amer. Math, Soc., 1912).
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Lechoixd’un systéme de référence ainsi défini dépend de (n + 1)?
paramétres, qui seront, par exemple, les (n -+ 1)?* coordonnées
absolues des sommets de référence. Le déplacement infinitésimal
le plus général d’un tel systéme de référence s’obtiendra en donnant
a ces (n 4 1)* parameétres des accroissements arbitraires infini-
ment petits. Soit A, + dA, le point avec lequel vient coincider A, ;
dA, est un point qui a pour coordonnées absolues les différentielles
des coordonnées de A,. Si I'on rapporte ce point, et les points
analogues correspondant aux diverses valeurs de I'indice i, au
systéme de référence mobile, on obtient les formules :

(I) dAt:(’)lvo_'— (‘)11A1+'-'+(‘)111An (i:()v Iy, ooy n)'

Les »,, qui sont les coordonnées rclatives des points dA,, sont
en méme temps les composantes relatives du déplacement instan-
tané du systéme de référence mobile. Ce sont des formes diffé-
rentielles linéaires par rapport aux différentielles des paramétres
absolus, les coeflicients étant des fonctions de ces mémes para-
metres. St Pon annule toutes ces formes w,, les formules (1)
montrent que le systéme de référence reste inaltéré; cette remarque
prouve que les formes de Pfaff », sont (n 4 1)* combinaisons
indépendantes des différentielles des (n - 1)* paramétres ab-
solus.

Le mouvement instantané de notre repére mobile dépend d’un
parametre de plus que celui des systémes de référence que I’on con-
sidére habituellement dans I’espace projectif. Si I'on remarque
que les transformations qui changent A, en kA, A, en kA, ..., A,
en kA, correspondent & la transformation identique du groupe
projectif, on voit qu’on peut faire disparaitre le paramétre sura-
bondant en assujettissant le déterminant des (n + 1)* coordonnées
absolues des sommets de référence & conserver une valeur cons-
tante, condition qui se traduit par la relation :

Woo—t+ Wyt ..o+ Wpp=0.

9. Les covariants bilinéaires des formes de Pfaff w, peuvent
s’exprimer au moyen de ces formes elles-mémes. Pour obtenir
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leur expression, dérivons extérieurement les deux membres des
équations (1); les premiers membres ont une dérivée extérieure
nulle, car ce sont des différentielles exactes, et il vient :

o=w, Ag+ o, A +. .+, A+ [dAjo,] +[dA o, ]+ 4+ [dA,0,,].

Tenant compte des relations (1) elles-mémes, on a :

Z g (‘)IIA— [(’)zowok] —[(*)H(’)lk] T e e T [wlnwnk} i Ak: 0.

k=0

Comme aucune relation linéaire ne peut exister entre les points
A,, A,, ..., A,, on doit annuler les n + 1 coefficients qui figurent
dans cette égalité, et 'on obtient ainsi les formules fondamentales :

n
(2) w',k:z[w”wﬂ] (¢ k=0, 1, .., n),

j=0

qui sont les formules de structure du groupe projectif a n variables.

3. Rappelons, sans les démontrer, quelques théorémes dont
nous ferons un usage fréquent.

Tutorkmr [. — La condition nécessaire et suffisante pour que
la variété plane & p— 1 dimensions, définie par p points indépen-
dants, (c’est-a-dire non situés dans une méme variété plane a
p — 2 dvmensions) My, M,, ..., M, soit fize, est que les différen-
tielles dM,, ..., dM,, puissent s’exprimer linéairement & Uaide de
M,, ..., M, seulement.

Le point M, est fixe, par exemple, si
A, = o, M,.

La transformation subie par M, n’est pas un déplacement

spatial : ses coordonnées homogénes se trouvent multipliées seule-
ment par un méme facteur numérique.

Utilisant les notations de Grassmann, nous désignerons la
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droite qui passe par les deux points M,;, M, au moyen du symbole
[M,M,], qui représente le produit extérieur des deux formes de
premiére espéce

M=z Ag+ 2 A +. ..+ x,A,,

M, = ¥y, Ag+ y1Ai+. ..+ Y As.

La droite [M,M,] est ainsi représentée par une [orme de
deuxiéme espéce, linéaine par rapport aux symboles [A, A ], les
coeflicients étant les coordonnées pluckériennes de la droiie.

Siles points M, et M, sont mobiles, on aura pour la droite [M, M, ]:

d[MM,] = [dM, M, | -+ [M, dM, ].

Quand la condition posée dans I’énoncé du théoréme est remplie,
on a des formules telles que :

dM|, = o M+ 0, M,,
d\]zi" (A7 Ml -+ (1)22M2y
et par conséquent :

d[M1M2] = (ﬁ)“+w22) [M1M2]‘

Telle est la relation qui exprime que la droite [M, M,] est
fixe.

Pour une variété plane a p— 1 dimensions, que nous repré-
senterons par [M, M, ... M,], la condition énoncée dans le théoreme
donnera :

A[MM,. ..M, T = (6011 - 03+ - 0pp) [MyM, ..M, ].

TutoriMe Il. — La condition nécessaire et suffisante pour

que le point
oM, +2,My+. ..+ 2,M,

de la variété plane mobile [M, M, ... M| soit encore situé dans la
pariété aprés un déplacement infinitéstmal de celle-ci, est que le
point

2, dMy+ z, dMy~+. .. +x, dM,

appartienne lut-méme a la variété.
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Ce théoréme nous servira fréquemment dans la recherche des
caractéristiques des variétés planes mobiles ().

1I. -— Propriétés infinitésimales projectives des V,,

4. Pour étudier une V,, nous particulariserons le systéme de
référence mobile de la facon suivante :

A chaque point A de cette variété, nous adjoindrons p points A,
A,, ..., A, situés dans 'hyperplan tangent en A ala V,, et n—p
autres points provisoirement arbitraires qui, avec les p 41 pre-
miers, constitueront le repére mobile. (Au lieu de A, nous écri-
vons A, et w, au lieu de ).

Il existe aprés ce choix des relations identiques entre les com-
posantes w,, du déplacement instantané. D’abord le point A étant
assujetti a rester sur la V,, le point dA sera situé dans I’'H,, tangent
en A a la variété; on aura donc identiquement :

Wpy1 == 0, Wp9== 0, ey W, =0

et, par dérivation extérieure :
[0101 pa1] 4+ [0209 per] 4.4 [0p0p, pr1 ] =0,
[wlw'l,n] -+ [wzﬁ‘ﬁ,n] +"'+[ﬁ)p(l)p‘n] = 0.
Les p formes v,, ..., w, étant linéairement indépendantes, la

résolution de ces relations extérieures donne les formules (*) :

1 0@ 1 00 1 00
P il o il emeenen

Q)la_:

ou ®,,,, ®,.. .., ®, sont n— p formes quadratiques en o,

Way ery O

(1) Dans ce qui suit, la notation H, désignera un hyperplan a p dimensions,
c’est-a-dire une variété plane a p dimensions; E, désignera un espace projectif a
n dimensions.

(3) En vertu d’un théoréme concernant la résolution des relations quadratiques
alternées (E. Cartawn, Sur les vartétés de courbure constante, ..., n° 17).
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5. Faisons décrire au point A une courbe de la V,. Le plan
osculateur a eette courbe en A sera [A dA d*A]. Ne conservant
dans d*A que les termes linéaires en A, , ..., A, il viendra :
d*A = (10 pg Heo 00, p+1)Ap+1+-"+(°‘)|mln"‘“-"‘wp'*‘pn)An

=0,  Ap i+ PpnAps-. .+ DA,

Le plan osculateur a la courbe considérée est donc défini par le
point A, un autre point déterminé de I'H, tangent, et enfin un
point M de la variété plane [A,.,, A, ., .., A,] ayant pour
coordonnées homogeénes dans cette variéié :

xp+1:q)p+1’ ey Zp=@,.

Le point M ne dépend que de la direction de la tangente a la
courbe considérée : il est le méme pour toutes les courbes ayant
la méme tangente en A.

I peut se faire que les n—p formes quadratiques ®, &
p variables, ne soient pas linéairement indépendantes. Soit g le
nombre de celles qui sont indépendantes. Le point M ne sort pas
alors d’'une certaine variété plane a ¢ dimensions située dans
[A,o, .., A,]. On peut choisir les sommets A, ,, ..., A,,, Jans
cette variété plane, et, apres ce choix, les formes ®,.,.,, ..., @,
sont identiquement nulles.

La variété plane & p 4 ¢ dimensions ainsi définie est la plus
petite variété plane qui contienne les plans osculateurs aux
différentes courbes tracées sur la variété et passant par A : c’est
Phyperplan osculateur a la variété en A. Le lieu des plans oscu-
lateurs ne se confond pas d’ailleurs nécessairement avec I'hyper-
plan osculateur : c’est en général une variété courbe, lieu de I'H,,,
projetant a partirde 'H,tangent le point M qui décrit dans "hyper-
plan [A,,,, A,.,, ..., A, ] une variéeé & p— 1 dimensions.

6. Coupons la V, par un hyperplan & n— 1 dimensions con-
tenant I'H, tangent en A, mais ne contenant pas lhyperplan
osculateur en A. L’intersection avec la V, est une V,_, présentant
en A un point conique du deuxiéme ordre, dont les tangentes

LALAN 2
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vérifient une équation de la forme :

)‘P‘* 1 (I)p+l AR e )\1"“’](1)1""'1: 0.

En faisant tourner hyperplan sécant autour de 'H, tangent,
on obtient un réseau linéaire de cdnes, qu’on appelle le réseau
asymptotique relatil au point A. Les formes ®, et toute combi-
naison linéaire de ces formes. sont les formes asymptotiques rela-
tives au point A.

51 une tangente est commune a tous les cones du réseau asymp-
totique, elle est appelée tangente asymptotique. Toute: courbe
de la V,, tangente en A & une tangente asymptotique, a son plan
osculateur en A contenu dans I'H, tangent a la V,, en A, et réci-
proquement.

Deux tangentes sont dites conjuguées; si elles sont conjuguées
par rapport & tous les cOnes du réseau asymptotique. Lorsque le
point A se déplace sur la variété dans la direction d’une de ces
tangentes, I'H, tangent en A a pour caractéristique la direction
conjuguée.

7. En considérant les variétés planes a 3 dimensions oscula-
trices en A aux différentes courbes tracées sut la 'V, on est conduit
pareillement a la notion d’hyperplan osculateur du second ordre
alaV, enA: cest la plus petite variété plane contenant tous les
H; osculateurs en A aux différentes courbes de la V,. Si cet
hyperplan, qui contient naturellement I"’hyperplan osculateur (du
premier ordre), a p+4¢-+r dimensions, nous choisirons & son inté-
rieur les sommets A, ..\, ..., A,y L'H, osculateur en A a une
courbe de V, est [A dA d*A d*A), et d’A s’écrit, en négligeant sa
projection dans I’hyperplan osculateur :

d*A = ]Fp+q+l Ap+q-‘—| +.o+ qu+q+l Ap+q+r .

Les coefficients W' sont des formes cubiques en w,, ..., ®,,
linéairement indépendantes, qui ont pour expression :

Wy = Dpt1) ‘I),,_H + oot 0peg) (Dp+q

et qu’on appelle les formes asymptotiques du second ordre,
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Si Pon coupe la V, par un H,_, passant par 'hyperplan oscula-
teur du premier ordre, mais non par 'hyperplan osculateur du
deuxiéme ordre a la V, en A, la V,_, d’intersection présente en
A un point conique du troisiéme ordre,l’équation du cone tangent
étant :

i Woigir+. A+ Wpigy, =o.

Le réseau linéaire de cones obtenu en faisant tourner 'H,_,
sécant autour de I'H,,, osculateur, est dit le réseau asymptotique
du deuxiéme ordre. Une tangente commune a tous les cOnes
W, = o est une tangente asymplotique du deuxiéme ordre. En se
reportant a l'expression analytique des formes W, on voit que
toute tangente asymptotique du premier ordre est tangente
asymptotique du deuxiéme ordre, mais la réciproque n’est pas
vrale.

De méme qu’une courbe asymptlotique du premier ordre a
un contact du deuxiéme ordre avec I'H, tangent en chacun de
ses points, une tangente asymptotique du deuxiéme ordre a un
contact du troisiéme ordre en chacun de ses points avec I'H,.,
osculateur a la V, en ce point.

8. Rappelons trois théorémes de grande importance :

TutorimMe 1. — Les dérivées partielles du premier ordre d’une

forme asymptotique du deuxiéme ordre sont des formes asymptoti-
ques du premier ordre.

Il suit de ce théoréeme qu’une fois connu le réseau asympto-

tique du premier ordre, le réseau asymptotique du deuxiéme
ordre n’est pas arbitraire.

Tutoruime IlI. — St le réseau asymptotique du deuaiéme ordre
est tdentiquement nul, Uhyperplan osculateur du deuziéme ordre
se confond avec celut du premuer ordre, et ce dernier est le méme en
tous les points dela V,. La V, est alors contenue entiérement dans son
H,,, osculateur.

Tuatorimr [II. — Le nombre minimum de variables au moyen
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desquelles peuvent s’exprimer les formes asymptotiques du premier
ordre est égal au nombre de paramétres dont dépend Uhyperplan
tangent a la V,. La méme relation existe entre les formes asymp-

totiques du deuxiéme ordre et Uhyperplan osculateur du premier
ordre.

La méthode employée permet évidemment de définir les hyper-
plans osculateurs d’erdre quelconque; entre les réseaux asymp-
totiques de deux ordres consécutils, il existe des relations qui
donnent lieu a des théorémes analogues aux précédents.

9. 51 nous dérivons extérieurement les équations établies au

n® 4 :

1dd}"‘—*o =o0 W,y =0
Wy > d&), — 0Oy wWe = 0O, w= )
(F=r12,.. psa=p+1,..,p+tq)=p—+qg-+1,. ,p+q+1;p>p+q+r)

nous obtiendrons des relations quadratiques de la forme-
[01®p] + [02®00] +. ..+ [wp®pp] =0, avec B =1,
dont la résolution donnera les formules :

1 0*F, B
w;/p~—~6 _0&)- _l_d_{")j (P—Oﬂ’)\a H‘)y

ou F,.., F,,, .., F,., désignent ¢ formes cubiques que nous
appellerons les formes biasymptotiques ;

Foiiers ooy Fopig, sont les formes asymptotiques du deuxiéme
ordre (I, =W,);

Fpigirits ooy I, sont identiquement nulles, a cause de la par-
ticularisation du repére mobile.

Appliquons de nouveau l'opération de la dérivation extérieure
aux équations ainsi obtenues; la résolution des relations qua-
dratiques fera a son tour apparaitre des formes biquadratiques F*
parmi lesquelles figureront en particulier, pour les valeurs

p=p+qg+r+i, ..., p+qg+r-—+s,

les formes asymptotiques du troisiéme ordre. On peut conti-
nuer indéfiniment 'application du méme procédé.
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10. Dans une Communication récente & I’Académie ('), M. Cartan
a montré la signification géométrique des formes différentielles
qui s’introduisent de cette fagon, pour le cas des hypersurfaces
(V, dans E,,,). Il est facile de généraliser pour les V, de E,.

En rapportant la V, au systéme de coordonnées projectives
attaché au point A de la V,, hyperplan [AA, A, ... A] étant
Ihyperplan tangent en A & la V,, les équations de la variété
prennent la forme :

T =97 (2. xp) + o (@ 2p) 4 }')(x. X))
(p=p—+1,p+2,...,n),
ol ¢% désigne un polynome entier et homogéne de degré k. Si
Pon substitue aux coordonnées courantes z,, «,, ..., @, les formes
de Pfaff v, ..., »,, on obtient n— p suites de formes différentielles
qui ne différent que par des facteurs numériques des formes déja
imntroduites par dérivation extérieure :

(2) — (3 — k) )
¢p' = — @y, o) =7 F Po = IFP‘

1
3_{ I3 c ey

La loi de formation de ces différentes suites est donnée par
les 1dentités suivantes, qui généralisent celles de M. Cartan :

oy

P 2)
LTS,

=1 =1

dcp‘kjr“ (k~1)
_d_x a),__dco""‘F (wpp— gq) co? +2 Wop ‘P&)““ (k— 2)(2 x, m,0> 4
12
3 G AP
.—~1 h—2
I R R
1=10=p-+1 T=p-+1 a=2

La notation 7ol désigne la somme de deux quantités : I'une
provenant de la dlﬁerentlatlon des coefficients de la forme g'¢),
Pautre étant I'expression

() [
2 ()CP; [r LW, — o)oo+z x/wj,].

[
1=1 ] A4t

(1) Comptes rendus, 7 janvier 1924.
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11. Nous avons appelé tangentes asymptotiques du deuwiéme
ordre, les tangentes aux courbes qui ont un contact du troisieme
ordee avec I'hyperplan osculateur du premier ordre & la V,.
Nous aurons parfois a considérer les courbes qui ont un contact du
troisieme ordre avec 'hyperplan tangent a la V,; leurs tangentes
sont données par les 2¢ équations :

Dy (0. ..0p) =0, Fy(oy...0,) =9 (a=p+Lp+2 ..., p+q)

dont ¢ sont du deuxiéme et ¢ du troisiéme degré. Nous les appel-
lerons tangentes biasymptotiques ('). Les courbes biasymptotiques
ainsi définies sont, parmi les asymptotiques, celles qui ont leur
plan osculateur contenu dans tous les hyperplans tangents aux
cdnes asymptotiques suivant la méme génératrice, & moins toute-
fois que leur plan osculateur ne soit indéterminé.

12. Le systeme de référence que nous avons attaché au point A,
et particularisé dans une certaine mesure, est loin d’étre comple-
tement déterminé. Appelons paramétres principaux les p para-
meétres qui définissent la position de A sur la V,; le repére mobile
dépend, en outre, d’'une certaine quantité de paramétres secon-
daires, dont le nombre va diminuant chaque fois que nous imposons
une nouvelle condition aux sommets de référence.

Il est facile, dans certains cas, de préciserle choix des sommets de
référence au moyen de considérations géométriques; mais en
dehors de cas relativement simples, le recours a4 P'analyse est
pratiquement nécessaire. Nous utiliserons, pour cette parti-
cularisation, ou ce qui revient au méme, pour la normalisation des
suites de formes différentielles qui s’introduisent successivement,
les formules du n° 10. Le symbole 2a désignera la variation
infinitésimale que subit la quantité ¢ quand on donne aux para-

() Dans Pouvrage de Struik intitulé: Grundzige der mehrdimensionalen Diffe-
rentialgeometrie (Berlin, Springer, 1922), les biasymptotiques sont désignées (p. 79)
sous le nom de courbes asymptotiques du deuxiéme ordre (hauptangentenkurven
a-ter ordnung).
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meétres secondaires indépendants une variation infiniment petite,
les paramétres principaux restant fives; le symbole e, désignera
ce que devient la [orme de Pfaff w, quand on y remplace le sym-
bole d par le symbole & ('}. Il est clair qu’avec cette notation,
on aura :

e,=—=0 (t=1,92, ..., p)

1II. — Les systémes différentiels en involution.

13. Dans la présente étude, je me suis proposé avant tout de
rechercher le degré de généralité des V, possédant une structure
projective donnée, c’est-a-dire ayant un réseau asymptotique
réductible & un type projectil donné.

L’application de la théorie de M. Cartan sur les systémes diffé-
rentiels en involution s’imposait. Les V, qui appartiennent a
un type projectif déterminé peuvent étre définies, en effet, au
point de vue analytique, comme les multiplicités intégrales
a p dimensions d’un systéme de Pfaff formé de s équations. Ces
équations sont linéaires par rapport aux différentielles de p + s
variables (dont p sont indépendantes et s dépendantes), les coefli-
cients de ces équations renfermant, outre les variables, un certain
nombre de parametres auxiliaires. Soit

(l) 61:0, 6720, eey 95:0

ce systéme. Choisissons de plus p formes ©,, ©,, ..., w,, qui, jointes
a0, 0, ..., 0, forment p 4+ s combinaisons linéaires indépen-
dantes des différentielles des variables.

Les relations quadratiques alternées qu’on déduit du systéme (1)
en égalant a zéro les covariants bilinéaires des formes 0,, 0,, ..., 0,
peuvent s’écrire, quand on tient compte des équations (1) elles-

(1) Cette méthode de particularisation a été exposée en détail’par M. Cartan,
dans son Mémoire Sur la déformation projective des surfaces (Ann. Ec. Norm., 1920,
pp- 280-286). Nous omettrons le plus souvent, pour abréger, les calculs de parti-
cularisation,
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mémes, et en supposant le systéme (1) compatible :

[oimy]+[0oy]+...+[0,®,]=0,
(2) e P

[o1®5] + [we®as] +.. +[wp®,s] =o.

Les formes @, sont linéaires par rapport aux différentielles des
parametres auxiliaires, et peuvent aussi contenir les différentielles
des variables. Adjoignons-les aux formes 0, et w,, el soit p+s-4g¢q
le nombre de formes indépendant®s obtenues : d’aprés un théoréme
général ('), le nombre ¢ est Ie nombre de parameétres essentiels
qui figurent dans les coefficients du systeme (1).

14. Pour reconnaitre si le systéme (1) est en involution, et quel
est le degré d’indétermination de ses multiplicités intégrales a
p dimensions, nous introduisons p systémes d’indéterminées :

£is E2) vy &,

! ! E/
19 2 R ] P

[} ey vy ey

£(p~1) (p-1 (=1
2] y & y e Sp )

puis nous considérons les sp équations linéaires :

AR O SIS o Y S &,y =0,
.......... p.-c-~-~-o--~o-~..o-..nn','
o T cEpwys =05
on+iomn+. ... . . +Em, =0,
..... . e e ey
Bos+ 8o+t +&,®,,=0;
.................................... ,
i(l l)ZEH’{"F(/ |55“_L_ . +£;;”“”wll—ov

DRI IR . D I N I P A I I I

—1) c(p— = —~
EP M wiet (P Vo EP TV = 0.

Appelons s, le nombre des formes @, indépendantes que I'on
peut tirer des s premiéres équations;

s, + s.le nombre des @, que Pon peut tirer des 2s premiéres
équations ;

(Y) E. Carran, Sur les variétés de courbure constante . . ., n°® 30 (loc. cit.).
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$i+$:+4+ ... +s,le nombre des ®; indépendantes quz l'on
peut tirer des ps équations, et qui est du reste égal au nombre
total des ®; indépendantes.

Résolvons enfin les relations quadratiques (2) en prenant pour
les @, des combinaisons linéaires de w,, w,, ..., ®,, avec le plus
grand nombre possible de coefficients arbitraires.

La condition nécessaire et suffisante pour que le systéme (1) sott
en tnvolution est que le nombre des coeffictents arbitraires qui s’intro-
dutisent dans cette résolution soit égal

S1 28y 4+ 38,4+ A psy.

Si cette condition est réalisée avec s, > 0, 84, =...= 5, = 0,
les multiplicités intégrales les plus générales a p dimensions
dépendent de s, fonctions arbitraires de o arguments.

51 elle n’est pas réalisée, on devra prolonger le systéme (1)
en y adjoignant les équations données par la résolution la plus
générale des relations quadratiques (2). Le nouveau systéme
ainsi obtenu aura la méme nature que le systéme primitif; on
cherchera par la méthode indiquée s’il est en involution. Un théo-
réme général nous apprend qu’en répétant un nombre suffisant
de fois ce prolongement, on arrive nécessairement ou bien &
un systéme incompatible, ou bien & un systéme en involution (*).

Sous certaines réserves, on peut se contenter de prolonger par-
tiellement le systéme (1), en y adjoignant une partie seulement des
équations obtenues par la résolution des relations extérieures (2).

CHAPITRE 1L

LES VARIEYES A DEUX DIMENSIONS.

15. Le but du présent Chapitre est d’exposer briévement les
propriétés projectives des V, de E,-auxquelles nous ferons allusion
dans la théorie des variétés a 3 dimensions.

() E. Cartax, Sur la structure des groupes infinis de transformations, n° 10,

11, 12 (loc. cut.).
LALAN 3
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L’hyperplan osculateur 4 une V, ne peut avoir plus de 5 dimen-
sions. Quand il a 3 dimensions en chaque point de la V,, deux cas
sont a distinguer, suivant que la forme asymptotique unique est
réductible & un carré, ou non : dans le premier cas, on a les sur-
faces développables de E,; dans le second cas, on a les surfaces
non développables de E,. On doit remarquer, en effet, que toute V,
qui posséde deux familles de lignes asymptotiques est nécessai-
rement contenue dans un espace & 3 dimensions.

Quand I’hyperplan osculateur & une V, a, en tout point, 4 dimen-
sions, nous dirons, aprés Segre, que la V, est d’espéce ®. Une V,
d’espéce @ admet au plus une famille de lignes asymptotiques.

Enfin, si 'hyperplan osculateur a 5 dimensions en tout point A,
il n’est plus le lieu des oo? plans osculateurs aux différentes courbes
tracées surla V, et passant en A.

I. — Les V, développables de E, (n = 3).

16. Soit ®; = w} 'unique forme asymptotique de la V,. ke
systéme de Pfaff correspondant est en involution avec s,=n—1;
la généralité des V, intégrales est donc la méme que celle des
courbes gauches de E . Ce fait s’explique s1’on remarque que ces V,
peuvent étre considérées comme le lieu des tangentes [AA,]
a une courbe gauche, et réciproquement.

En particularisant convenablement le repére mobile, la forme
biasymptotique

Fi= 0] (04 00— 20,) — 20,00, |

peut toujours étre ramenée a zéro. Mais la forme biquadratique 17§
contient en général un terme en ®w, qu’on ne peut réduire.
Les V, pour lesquelles ce terme n’existe pas ne dépendent que
de n— 2 fonctions de 1 argument : la génératrice [AA,] passe
alors par un point fixe, et la V, est un céne ayant pour directrice
une courbe située dans un espace a n— 1 dimensions.
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Il. — Les surfaces non développables de E, ().

17. LesV,, dont le plan tangent dépend de deux paramétres et
dont I'hyperplan osculateur a 3 dimensions, sont des surfaces
de E;. En effet, leur unique forme asymptotique pouvant étre
ramenée a 2w, w,, aucune forme asymptotique du deuxiéme
ordre ne peut exister : 'hyperplan osculateur a la V, contient
donc toute la variété (n°® 8, Th. I et II).

Le systéme différentiel qui définit ces variétés est en involution
avec s, = 1. La forme biasymptotique

Fy = — 20} 015 + 20,02 (033 + g0 — 011 — Wa3) — 203 @y

peut, dans le cas général, étre ramenée a
Fy—=w} + wl.

Si 'on suppose que le terme w) n’y figure pas, on obtient les
surfaces réglées : les intégrales du systéme différentiel corres-
pondant ne dépendent plus que de 3 fonctions de 1 argument.
La forme biquadratique I}’ peut dans ce cas étre réduite a zéro.
S’il en est de méme de la forme du cinquiéms degré T, le systéme
différentiel est complétement intégrable et définit la surface
réglée de Cayley, qui admet un groupe projectif & 3 parameétres :

I

X3 == Xy Xy r

En supposant enfin que la forme biasymptotique F, puisse étre
réduite & zéro, il en est de méme de toutes les formes suivantes
le systéme différentiel est encore complétement intégrable et
définit la quadrique

Xy == Xy Ly

(*) Cf. CartaN, Sur la déformation projective des surfaces (Ann. Ec. Norm.,
1920). Les propriétés projectives des surfaces réglées ont été étudiées au moyen
de la méthode de M. Cartan par P. MEnTRE dans sa Thése Les variétés de Uespace
réglé (Paris, Presses Universitaires, 1923).
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11 — Les V, d’espéce ®.

18. Segre a particuliérement étudié les V, dont 'hyperplan
osculateur a moins de 5 dimensions, et il les a appelées les sur-
faces d’espéce @. Ici cette expression désignera les V, dont 'hyper-
plan osculateur a exactement /4 dimensions. Deux cas distincts
peuvent se présenter, suivant que les formes asymptotiques ont
ou n’ont pas de facteur commun.

Les V, d’espéce ® o deux familles de caractérisiiques.

Quand les formes asymptotiques n’ont aucun facteur commun,
on peut poser :

O, =wl, D, = wi.

Le systéme de Pfaff correspondant est en involution avec
s;=2:les V, de ce type dépendent donc de 2 fonctions de
2 arguments, quel que soit le nombre de dimensions de E, (n > 3).

Elles n’ont pas de lignes asymptotiques, mais elles admettent
deux familles de lignes remarquables, qu’on peut définiv de la fagon
suivante. Ein général, deux plans tangents consécutifs n’ontaucune
droite commune : il y a exception si le second plan est pris dans
I'une ou 'autre des directions définies par

Wy = 0, ©y =0,

Les courbes correspondantes ont été appelées par Segre les carac-
téristiques (') de la surface. Les plans tangents a la surface le long
d’une caractéristique enveloppent une surface développable,
dont les génératrices sont des tangentes caracteristiques de
Pautre famille. Le lieu des arétes de rebroussement des dévelop-
pables correspondant & une famille de caractéristiques est, en
général, une surface de méme structure que la surface d’out 'on
est parti. C’est une transformation analogue & la transformation
de Laplace pour les réseaux conjugués.

(1) Cette dénomination a trait & la relation qui existe entre ces courbes et
Pequation aux dérivées partielles que vérifient les coordonnées homogénes de
la surface.
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Il peut se faire que I'une des transformées, ou les deux, dégé-
nérent en une courbe. La surface primitive est alors lonveloppe
d’une famille ou de deux familles de cOnes : dans le premier cas
elle ne dépend que d’une fonction de deux arguments; dans le
second cas, de 2n fonctions d’un argument.

Dans E;, ces V, ont en général une forme asymptotique du
second ordre réductible a8 ¥y = wl+w? qui, égalée a zéro, définit
trois familles de tangentes asymptotiques du deuxiéme ordre.

Les V, d’espéce ® a une famille &’ asymptotiques.

19. Dans le cas ou les formes asymptotiques ont un facteur
commun, on peut prendre pour base du réseau

—_— 2 p—
D, — 0l D,— 20,0,

et le systéme différentiel qu’on obtient est en involution avecs, =1.
Les V, considérées, qui peuvent exister dans E, (n > 3), dépendent
seulement d’une fonction de deux arguments.

(C’est a ce type qu’appartiennent les V, réglées non développables
de E, (n > 3). Les asymptotiques définies par I’équation. :

®W, =0

seront rectilignes, si la forme biasymptotique I, ne contient pas
de terme en w? : le systéme de Pfaff correspondant est en involution
avec s, = 2n— 3, ce qui est effectivement le degré de généralité
des surfaces réglées de E,.

Le réseau asymptotique du second ordre peut étre engendré
par les deux formes cubiques ®?, 3w} w,. Examinons le cas ol
Ihyperplan osculateur ne dépend que d’un paraméire : la seule
forme asymptotique du deuxiéme ordre sera alors:

— 3
Y= ni.

Le systéme de Pfaff correspondant est en involution avec
s, =n 1.

L’étude des V, intégrales se fait aisément en particularisant par
étapes lc repére mobile. On trouve que ces V, soni toujours
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réglées, la génératrice rectiligne étant située dans le plan oscula-
teur & une courbe gauche arbitraire. St la génératrice est assu-
jettie, pour chacune des positions du plan osculateur, & passer
par le point de contact du plan osculateur et de la courbe, la V,
ne dépend plus que de n fonctions d’'un argument. Enfin, comme
cas plus particulier encore, la V, peut étre engendrée par une droite
qui s’appuie sur une droite fixe : il entre alors n— 1 fonctions
arbitraires d’un argument dans sa définition.

Inversement, toute V, de E, (n > 4) engendrée de I'une de ces
trois maniéres, appartient au type que nous étudions, car son
hyperplan osculateur ne dépend dans chacun de ces cas que d’un
parametre. L’explication du degré de généralité trouvé par
Panalyse est dés lors immédiate.

IV. — Les V, dont ’hyperplan osculateur a le nombre
maximum de dimensions.

20. Lelieu des plans osculateurs aux différentes courbes de la V,
passant en A est dans ce cas une variété quadratique a 4 dimensions
située dans DIhyperplan osculateur et renfermant Ihyperplan
tangent & la V, en A.

Le systéme différentiel de ces V, s’écrit :

w; =0, ®, —O0, Wy = 0, w) = o,
(1) Wy3=—= Wy, Wy =— Wg, Wy53—=—0, WA= 0,
We3= 0, Wy = Wy, g3 = Wy, 09) = O (A=6,7, ..., n),

d’ot’on déduit le systéme dérivé :

[&)1((1)33"‘2@11“*‘0)00)] + [wa (04— wa)] =0,
[wi(was—ﬁ)zl)] + [0, 053] =o,
[wi(®s—2w12)] + [wa( @4+ 00— Wiy — Wy )] =0,
(2) [01 (0,4 ®gg— 01— 0a) | + [@3 (05— 2w3,)] =0,
[w; 03] + | 0,(wy5— 052) ] =0,
[w1 (05— 0,2)] + [0y (ws5 — 200 4 o) ] = o,
[wy05] + [wawn] =o,
[0’1(’04)\] -+ [wzwsk] =aQ.




VARIETES A TROIS DIMENSIONS. 23

21. Quand l’espace a 5 dimensions, il existe sur cette V., en
général, cinq familles de courbes remarquables qui ont en chacun
de leurs points un contact du troisiéme ordre avec I’H, con-
tenant deux plans tangents consécutifs. Si I'on cherche, en
effet, a quelle condition le d’A d’une courbe est situé dans
PH, défini par les cing points A, A,, A,, o, A, + 0,A,,
o, A, + w,A;, on est conduit a annuler la forme différentielle
du cinquiéme degré

A=olwg+ wlo (20— 05) + 0ol (0, — 20, -+ 0s)

+ 0w (20,3 — 05) + 0.

1l existe une relation intéressante entre cette lorme A et les
formes biasymptotiques F;, F,, F,. Par un choix convenable du
repére mobile, la forme F, peut d’abord étre réduite a zéro, et
la forme A peut s’écrire :

A=wlF;+20,0,F, + w2 F;,

ce qui montre que les formes biasymptotiques peuvent étre
regardées comme les dérivées partielles du second ordre de la
forme [715 A.

Les V, pour lesquelles la forme A est identiquement nulle ne
dépendent que de constantes arbitraires, et se déduisent de I'une
d’entre elles par un déplacement projectif. Aprés toutes les par-
ticularisations possibles du repére mobile, les formules du dépla-
cement instantané deviennent :

dA = A + 01A; 4+ wA,,
dA 1= wA + 0uA; 4 wpAr+ 0 A+ @Ay,

dAy= w3,A + 0 A; + ;A 4+ 0w, A, 4 waAy,
dA;= wigA; (2@yy — 00) A3+ 205 A4,
1 I
dA, = ;(‘)ooAi + ;®10A2+ War Ay (W11 + Way— weg) Ay -+ @iz Ay,
dA;= w20, 4+ 200 A, 4 (20— ) Ay,

Cette V, admet donc un groupe projectif & huit parameétres, de
méme structure que le groupe projectif du plan. En coordonnées
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non homogénes, ses équations peuvent s’écrire. :

xy= L a2 T, = XX @y= =,
3 2 17 & 142 5 9 2
C’est la surface du quatriéme ordre de Véronése, qui admet deux
familles de coniques génératrices. Il est commode, pour obtenir
les équations finies du groupe de cette V,, de la représenter para-
métriquement en coordonnées homogeénes :

1 1
Xo=¢% X, =u,v, Xo=u,v, Xz= gu%, Xo=uyu,, Xs5= ;u“;;
puis d’effectuer la transformation projective la plus générale sur

les parameétres u,, u,, ¢, considérés comme des coordonnées homo-
1 29 b
génes dans un plan.

22. On peut particulariser le repére mobile de telle sorte que
[AA,] soit toujours tangente a une des courbes définies par A = o.
Ce choix entraine comme conséquence :

3= 0 (mod w,).

Cherchons s’il existe des V, sur lesquelles les courbes w, = o

qui vérifient A = o, sont des sections hyperplanes. I faut pour
‘cela qu’on ait aussi :
Wy =0 (mod v, ).

On est conduit, par des particularisations successives, a adjoindre
au systéme (1) les équations :

W35 = 0, W5 0, W= 0O, W32 =0, Wi = O,

et le nouveau systéme est en involution avec s, = 2: les V, qui
jouissent de cette propriété ne dépendent, dans E;, que de 2 fonc-
tions de 2 arguments. Chacune des courbes w, = o est alors con-

tenue dans un H, fixe, et deux H, consécutifs se coupent suivant
un plan.

23. Les 'V, du type étudié dont le réseau asymptotique du
second ordre est engendré par deux variétés triples sans autre
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point commun que le point A, ne dépendent, dans E,, que de
3 fonctions de 2 arguments. Celles dont I’hyperplan osculateur
ne dépend que d’un parameétre n’exigent pour leur définition que
2 fonctions de 2 arguments; clles ont une famille de lignes asymp-
totiques du second ordre.

CHAPITRE 1IL

LES V; DONT L'UYPERPLAN OSCULATEUR A QUATRE DIMENSIONS.

24. Le nombre des formes asymptotiques linéairement indé-
pendantes d’une V, peut varier de 1 & 6. Une étude compléte
de tous les types projectifs serait trés longue : je me bornerai
a étudier les propriétés les plus intéressantes des V, dont ’hyper-
plan a 4, 5 ou 6 dimensions.

Les V; qui n’ont qu’une forme asymptotique se classent naturel-
lement en trois groupes, suivant le rang de cette forme.

Au premier groupe appartiennent les V, développables de E,.
Le second groupe renferme les V; de E, dont ’hyperplan tangent
dépend de 2 parameétres. Enfinle troisiéme groupe est constitué par
les V, de-E, dont 'hyperplan tangent dépend de trois parameétres,

I. — Les V, développables de E,.

23. Ces V, appartiennent a un type général qui a été étudié
par M. Cartan (') : celui des V, de E,, dont ’hyperplan tangent
ne dépend que d'un parametre. Le résultat obtenu est le
suivant :

Une V, de ce type est U'enveloppe d’'un H, osculateir & une
courbe gauche, ou équivalemment, le lieu d’'un H,_, osculateur a
une courbe gauche; et réciproquement.

Dans le cas actuel, les V, sont done, en général, engendrées

() Sur les variétés de courbure constante ... (n° 48). Voir aussi, pour I'étude
des V; développables de E,, E. Carrtan, Sur la déformation projective des surfaces
(n° 51-57).

LALAN 4
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par o' plans osculateurs & une courbe gauche, mais des cas
particuliers peuvent se présenter : on peut avoir soit des kypercénes,
engendrés par oo' plans projetant d’un point fixe les tangentes
4 une courbe gauche quelconque située dans un E,_, qui ne con-
tient pas le point de vue; soit des V, engendrées par o' plans
projetant & partir d’une droite five les poinis d’une courbe
quelconque d’un E,_, ne contenant pas cette droite.

Les V, développables peuvent exister dans E,. Au contraire.
s1 'unique forme asymptotique d’une V, est de rang 2 ou 3, les
réseaux asymptotiques d’ordre supérieur sont nuls, et la V,
est une hypersurface de E,.

II. — Les hypersurfaces de E, dont ’hyperplan tangent
dépend de deux parameétres.

26. Prenons pour forme asymptotique
D, = 20,0;.

Aucune forme asymptotique du second ordre ne pouvant
exister, les V, sont des hypersurfaces de E, (n° 8).
Elles sont les intégrales du systéme de Pfaff :

(1) ©, =0, Wy, = 0, W2, == W3, W34 = Wg,
qui a pour relations dérivées

[ew1;] 4 [030;3] =0,
(2) [or0] + 2[@202] + [@; (@454 02— 00— ®u)] =0,

[1o5] + [wa(waz—+ wae— wpo— ,) ] + 2[050;,] = o.

Ce systéme étant en involution avec s, = 2, les hypersur-
faces en question dépendent de 2 fonctions de 2 arguments.

Les tangentes asymptotiques se répartissent en deux plans, dont
Pintersection [AA|] est une génératrice rectiligne de la V, : la
premiére relation (2) montre en effet que les formes w,, et »,, sont
indépendantes de w,.

Une premiére particularisation du repére mobile raméne o,,
A aw, et v, a bo,
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A. En général ab = o, et Pon peut encore particulariser de
facon a avoir :

(3) W13 == 0y, Wy = 03,
et réduire la forme biasymptotique a
F,= 30, (02 4+n})
Deux génératrices infiniment voisines se rencontreront si 'on a:

@y g3 — W3Wja = O,

On peut donc réaliser cette condition en liant les paramétres
par 'une ou 'autre des deux équations complétement intégrables:

0y — W;== 0 ou Wyt W3==0

La V; est par conséquent engendrée de deux lagons différentes
par o' surfaces développables. Les deux points focaux sur la géné-
ratrice [AA,] sont :

Mle—A, et M2:A+A1.

Chacune des nappes focales est, en général, une surlace de E,
d’espéce @ a deux familles de caractéristiques (n° i8), les arétes
de rebroussement des développables génératrices constituant une
famille de caractéristiques. La V, est donc engendrée par une
famille de tangentes caractéristiques d’une V, d’espéce ®.

Réciproquement, toute V,, engendrée par les tangentes caractéris-
tiques d’'une V, d’espéce @ située dans K, appartient au type
étudié. En effet, soient A le point ou la tangente [AA,] touche
la V,, et [AA,] la seconde tangente caractéristique issue de A.
D’aprés la théorie des V, a caractéristiques, la droite [AA,] admet
un second point focal, A, par exemple, dont le lieu est une V,
de méme stiucture. Soit [A, B]la seconde tangente caractéristique
de cette nouvelle V,. L’hyperplan tangent a la V; lieu de [AA,]
est le méme tout le long de [AA ] : c’est [AA A,B]. Cette V,
est donc une hypersurface dont I'hyperplan tangent ne dépend
que de deux parametres.
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Le mode de génération des hypersurfaces considérées explique
leur degré de généralité.

B. Soit maintenant ¢ = o. Au systéme (1) on doit adjoindre
les équations :
) Wy37= 0, Wy = W3
et le systeme obtenu est en involution avec s, = 1.

Dans ce cas, il n’existe plus qu'une famille de développables

génératrices, définie par I’équation complétement intégrable :
W3 == 0.

La génératrice [AA,] ne posséde qu’un point focal, le point A,.
La surface focale, lieu de A, estune V, d’espéce @ a lignes asymp-
totiques (n° 19), si bien que la V, est engendrée par les tangentes
asymptotiques d'une V, d’espéce ®.

Réciproquement, toute V, engendrée par les tangentes asymp-

totiques d’une V, d’espéce ® de E, appartient au type étudié.
En effet, si cette V, a pour formes asymptotiques de base :

D, =0l D, = 20,0,

la V, lieu de la tangente asymptotique [AA,] a le méme hyper-.
plan tangent le long de [AA,], a savoir [AA A, A,]: son hyper-
plan tangent ne dépend donc que de deux paramétres.
C. En supposant comme précédemment :
0y3==0,
on peut en général résoudre les relations (2) par

Wa3 == C Wy,

en parciculaiisant le repére mobile. Si ¢ = o, on obtient de nou-
velles V,, intégrales du systéme (1) auquel on adjoint :

(3) W13=0, g3 = O.

Ce nouveau systéme est en involution avec s, = 5.
L’équation complétement intégrable w, = o définit une famille
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de plans générateurs, car on a :
d[AA A = (090 + W11+ waa) [AALAL] (mod ;).

Réciproguement, toute V, lieu d’un plan de E, & un parameétre,
non osculateur a une courbe gauche, est une hypersurface du type
considéré. En effet, le plan générateur reste tangent & une courbe
fixe de E, et 'hyperplan tangent a la V, gu’il engendre est le méme
le long de toute droite située dans le plan générateur et passant
par le point de contact de ce plan avec la courbe fixe.

D. A ce type appartiennent des hypersurfaces admettant
une famille de plans générateurs et, en outre, une famille doublement
infinie de droites génératrices.

Supposons en effet que les équations (5) solent vérifides. Le
systéme dérivé (2) peut alors se résoudre, en particularisant le
repére mobile, par

W3 = O, M3 = 0, Wy = 203, W32 == 0y, W33t Wy —-Woy — Wy, == O.

Une nouvelle dérivation extérieure permet d’écrire, en parti-
cularisant encore :

o= 0, W3~ Wap == O, W22 W11 W33+ Wgo= O,

Wie— W30 — Wey — 0, W31 = Aws.

Pour que [AA,] soit génératrice de hypersurface, il faut et il
suffit que A soit nul. En dérivant extérieurement, et résolvant,
il vient :

Wy AW, w40 = 3Pws, W) — W30 == ClWo, W= 0w, + 2 Bw,.

L’examen du systéme dérivé montre que ce systéme n’est com-
patible que si 2= (= o0, el, dans ce cas, on obtient un systéme
complétement intégrable.

Les formes w,, @,, ®,;, ®yy, @y— 0y, 43—, restant indé-
pendantes, les V, intégrales du systéme complétement inté-
grable admettent un groupe a 6 paramétres. Elles sont
toutes égales dans Pespace projectif. En annulant les formes
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Wygy Wy, — Wy, €l Wy;—©,,, et en posant :
w =duy, 0, =du, + u, du,, wy= du,,
les formules de I'renet généralisées s’intégrent aisément et con-
duisent a I'équation finie de la V, :
Xy== Xy Ty— X X},

Les transformations infinitésimales du groupe de cette V, sont
les suivantes :

) a
X‘f:dai‘l— +.T3d£2’

aJ g
X2f:(—)§2 +x33~1‘%,

1(3f—0_x3‘ +2.2715—;+w2*0—;)
X af Jaf af
"ji o oz, ? 0y Yox,’

_ .9 af of
Xaf-—xz J, +xi()x3 "‘i“Zxab“‘;Z,

of _ 9 _ .9,

d
Xof =(a,— x, ;) d—x[; (27, —Lyx;) 0 S o, Jr,()—é;

E. Supposons maintenant ¢ = o, b = o. Les équations
Wy == 0, Wy3==0

entraineront par dérivation

®y9==0,

et les V, intégrales dépendront de 1 fonction de 2 arguments
Ce sont les hypercénes projetant du point fixe A, une V, de I'espace
ordinaire.

Si l’on suppose de plus

0,3 =0,

les V, intégrales ne dépendent plus que de 3 fonctions de 1 argu-
ment : la surface directrice de 'hypercone est réglée, si bien que
Ihypercone est le lieu de o' plans passant par un point fixe et
tels que deux plans consécutifs n’aient aucune droite commune.
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Enfin, en ajoutant 'hypothése que w,, ne dépende pas de w,,
on est conduit & adjoindre les nouvelles équations :

327= 0, O)g3 1 Wy~ 06— W,, = 0y @, 3=~ 630== 0, Gy3— Wyp== 10, Gy;p==0,

ct on obtient un systéme complétement intégrable. Les surfaces
directrices sont des quadriques, et les hypercones admettent
deux familles de plans générateurs.

Réciproquement, toute hypersurface de E, admettant deux
familles de plans générateurs appartient nécessairement a la classe
étudiée, car son céne asymptotique doit se décomposer en deux
plans, el en exprimant que ces deux plans sont générateurs de la
V;, on retombe sur le systéme précédent. Ces hypersurfaces sont
donec toujours des hypercones.

27. Les résultats précédents concernant les V, de E, dont’H,

tangent dépend de deux paramétres pourraient se déduire par
dualité de la théorie des V, de E,.

III. — Les hypersurfaces les plus générales de L,.

28. Les V, dont la forme asymptotique est de rang 3 sont
contenues tout entiéres dans un espace a 4 dimensions, car leur
réseau asymptotique du second ordre est identiquement nul.
Les tangentes asymptotiques forment un véritable cone.

Prenons pour forme asymptotique :

D, = 20,0054 205 w3 + 203 0.

Ce choix étant {ait, la forme biasymptotique I, n’est pas encore
parfaitement déterminée : une modification du repére mobile
la transforme en la nouvelle forme :

Fa A+ (hog + pwy - voy) @y,

ol A, w; v sont arbitraires.
Les tangentes biasymptotiques sont données par les solutions
communes aux deux équations :

(l)‘:——— 0, F4: Q.
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Si la cubique F, = o ne dégénére pas en une droite et en
la conique ®, = o, le nombre des tangentes biasymptotiques est
fini et ne peut dépasser six. En remarquant que toute génératrice
rectiligne est biasymptotique, on en conclut qu'une V, de E, admet
au plus six familles de génératrices rectilignes, s1 elle en admet un
nombre fini. Ce maximum est réalisé dans les V, du troisiéme degré.

29. Supposons que toutes les tangentes asymptotiques, qui
constituent le cone ®, = o, soient aussi biasymptotiques. D’apres
une remarque précédente, un choix du repére mobile permet alors
de réduire F, identiquement & zéro. Les formes différentielles
d’ordre supérieur peuvent toutes étre de méme réduites a zéro,
et 'on obtient le systéme complétement intégrable :

@, == 0, Wy, == W3+ Oy, Wy == W3 -+ 0y, W3, = @+ Wy
Wi+ W3=0, 040 F Woo=— W11 — Wr2— 63— 03 =0,
W3+ W1 =0, @y, Wyg— @3 Wz3— 0>y — W33 — O,
W31 -+ Wy = 0, Wy, = Wop— W3z~ Wy~ W3za— W12 = 0,
Wi+ Wiy =— W,y =0, W3+ 0,1 Wy == 0, Wy Wie— Wy0== 0, @, = 0.

Les V, intégrales, ne dépendant que de constantes arbitraires,
sont toutes égales dans I'espace projectif. En annulant les
formes w, qui sont encore indéterminées et en posant :

Wy -=duy,w, =dus.my; = duy,
on obtient les formules de Frenet généralisées :

dA = du A4+ du Ay 4+ duyAg,
dA, = (du,+ duy) Ay,

d\y= (dus+ duy) A,,

dA ;= (duy + duy) Ay,

dA,=o,

d’ott I’équation finie de la V,, en coordonnées non homogénes :
T, =X, y)+ X, X3+ T30,

Cest Vhyperquadrique de E ..
Le fait qu’aprés toutes les particularisations possibles, le



VARIETES A TROIS DIMENSIONS. 33

mouvement instantané du repére mobile dépend encore des
dix formes indépendantes :

Wy My W5 0g, O3y Wzpy Wiy “Wagy  Wzey Wi, Oigo

montre que celte hypersurface admet un groupe projectif & 1o para-
métres. Les formules du déplacement instantané donnent immé-
diatement les transformations infinitésimales de ce groupe.

CHAPITRE 1V.

LES V3 DONT L'BYPERPLAN OSCULATEUR A CINQ DIMENSIONS.

30. En général, si 'hyperplan d’une V, a 5 dimensions, les
cones du réseau asymptotique de cette V, en un point A passent
tous par 4 tangentes [ixes, qui sont les 4 tangentes asymptotiques.
Une V, de cette nature a done 4 familles de lignes asymptotiques.
Parmi les cOnes asymptotiques, il en est 3 qui dégénérent en deux
plans; les génératrices doubles de ces 3 cOnes dégénérés seront
appelées les tangentes fondamentales de la V; en A : elles définissent
sur la V; 3 lamilles de courbes fondamentales. A une direction
arbitraire prise dans 'hyperplan tangent correspond une direction
conjuguée bien déterminée. Il n’y a d’exception que pour chacune
des tangentes fondamentales, qui esl conjuguée a toutes les tan-
gentes situées dans le plan des deux autres tangentes fondamen-
tales.

Si tous les cOnes asymptotiques sont tangents le long d’une
génératrice commune, les V, ont seulement trois familles de lignes
asymptotiques, l'une de ces familles ¢tant double, et deux
{amilles de lignes fondamentales, 'une étant confondue avec la
famille d’asymptotiques doubles.

Si tous les cOnes asymptotiques sont bitangents suivant deux
tangentes fixes, il n’existe plus que deux familles d’asymptotiques
doubles. Toutes les tangentes contenues dans le plan défini par

LALAN 3
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les tangentes asymptotiques sont fondamentales, et il existe
en outre une famille distincte de courbes {ondamentales.

Enfin, il peut se faire que les cones asymptotiques aient suivant
une génératrice commune un contact du deuxiéme ordre ou du
troisieme ordre. Dans le premier cas, la génératrice commune est
tangente asymptotique triple, et il existe une autre tangente
asymptotique et une tangente fondamentale. Dans le second cas,
la génératrice commune est tangente asymptotique quadruple,
et toutles les tangentes situées dans le plan tangent commun a
tous les cOnes asymptotiques sont des tangentes fondamentales.

Dans tous les cas précédents, le réseau asymptotique contient
de véritables cones. Mais il peut arriver que tous les cones soient
dégénérés. §’ils n'ont en commun qu’une tangente, la V, n’a
qu'une famille de lignes asymptotiques; s’ils contiennent tous
un plan fixe, toutes les tangentes situées dans ce plan sont asymp-
totiques, mais il faut encore distinguer suivant que I’hyperplan
tangent & la V, dépend de deux paramétres ou de trois.

Nous étudierons d’abord les V, dont le réseau asymptotique
ne contient pas de véritables cones.

1. — Les V; dont ’hyperplan osculateur a cinq dimensions
et dont tous les cones asymptotiques sont dégénérés.

V, n’ayant qu’une famille de lignes asymptotiques.

31. Nous pouvons prendre pour base du réseau asymptotique:

Tous les cones du réseau asymptotique se décomposent en deux
plans passant par la tangente asymptotique [AA,] et formant un
faisceau harmonique avec les deux plans [AA,A,] et [AA A,]
Toutes les directions de ’hyperplan tangent sont conjuguées a
la direction asymptotique. Deux hyperplans tangents en deux
points infiniment voisins A et A’, ce dernier étant dans le plan
[AA, A ] se coupent suivant le plan [AA[A,], et réciproquement.
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Ces V, sont définies par le systéme de Pfaff :

w, = o, ®, =0, w) = o,
(1) Wy, = 0, W15 =0, W)= 0,
Way — W, W35— 0, Wa)— O,
W3, = O, W35 =0, W3 =0 (A=6,7, ..., n),

|

d’out 'on déduit les relations quadratiques :

.

[@075] =0,

[wimys] +[02( 200 — wy — 0;,) ] + [w305, ] =0,

[waw3s] — [o305] =0,

(2) [asmis] =0,
— [wa0us + [wsma5] = 0,.

[y ] 4+ [waoes] + [ @3( 2053 g — »,,) | =0,

[wawa] =o,

[wywn]=0

Ce systéme est en involution avec s, = 2.

On constate immédiatement que les lignes asymplotiques sont
rectilignes et que I’hyperplan tangent est le méme le long d’une
génératrice.

Les plans [AA A ] et [AA, A;]sont fixeslelong dune génératrice;
ils définissent deux familles de surfaces génératrices qui leur sont
respectivement tangentes en chaque point A. Ces surfaces géné-
ratrices sont des développables, car leur plan tangent ne dépend
que d’un paramétre.

Chaque génératrice de la V, a en général deux points focaux

distincts. En prenant le sommet A, au point focal relatif & w, = o,
on a:

W;3=0.
et on peut en général particulariser le choix du repére de fagon
a avoir :

Wiy T By By == W3 Wy3 == 0,

Dans ces conditions, le lieu du point A, qui déctit une des nappes
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focales, est une surface & caractéristiques de Segre (n° 18), les
arétes de rebroussement constituant une famille de caracté-
ristiques. LesV, étudiées sont donc engendrées par une famille de
tangentes caractéristiques d’uneN , d’espéce ® située dans B, (n25) (*).

La seconde nappe focale n’est autre qu’une transformée de la
premiére par la transformation généralisée de Laplace.

Réciproquement, le lieu d’une famille de tangentes caractéris-
tiques d’une V, d’espéce ®, de la nature la plus générale, non
contenue dans E,, est une V, du type étudié. En effet, sur une V,
de cette structure, on peut toujours prendre :

D, — i, D, = wl, W= wi, U'i=w

v w

et
— —_ —_— p— 4
W3 =0, »;,= 0, 03, = Oy, W3y == 0 {(->5).

51 M est un point de la tangente caractéristique [AA,], on aura:

M=—A+uA,
AM = (weo 4 UWo)A + TA + 0 Ay + uw Ag,
dA*M = w3A,+ unlA;.

32. Le cas ou la forme w,, peut étre ramenée a zéro doit étre
étudié a part. On parvient a Pinvolution en adjoignant au sys-
téeme (1) les équations :

(3) W12== W)y, 3= 0, Wy3= 0, 39— 0. W9 =— 0,

et les V; intégrales ne dépendent plus que d’une fonction de
2 arguments. Le point A,, qui décrit 'une des nappes focales,
a pour lieu une courbe; autre nappe sera en général une surface
a caractéristiques enveloppe de o' cones (n° 18).

Réciproquement, toute V, engendrée pai les cdnes qui enveloppent
une V, d’espéce @ a caractéristiques de cette nature rentre dans
le type étudié.

On obtient un cas plus particulier encore en supposant que la
premiére’ équation dérivée de (3) :

[ox(0300— 0+ ;)] — [030;,] =0,

(1) Sisawm, loc. cit., p. 119,



VARIETES A TROIS DIMENSIONS. 37

peut se résoudre par

(4) Wgp— W3+ &y =0, W32= 0.

Les V, intégrales du systéme (1), (3), (4) ne dépendent que
de 2n — 2 fonctions de 1 argument.

Elles sont engendrées par ? droites rencontrant deux courbes
de E, (n 2 5) et, réciproquement, le lieu de oo? droites sappuyant
sur deux courbes quelconques de E, est une V; du type considéré ().

35. Enfin, quand on peut poser :

@12 = 0, Wy3= 0,

c’est que les deux points focaux de la génératrice sont confondus
en A,. Le point A, est alors fixe, car on déduit des équations

précédentes :
o =0.

Le systéme de Pfaff correspondant est en involution avec s, = 2,
comme dans le cas général : ces 2 fonctions de 2 arguments servent
a définir la V, directrice de I'hypercone, V, qui est une surface
d’espéce ® a caractéristiques (*).

V, ayant o' tangenles asymplotiques formant un plan.

o5%. Deux cas sont & distinguer, suivant que ’'H, tangent dépend
de deux ou de trois parameétres .

A. L’hyperplan tangent dépend de deux paramétres. — Prenons
pour formes de base

D, —= w2, O, = 20, 0,.

Toutes les tangentes situées dans [AA,A,] sont asymptotiques.
Les cones du réseau asymptotique se décomposent en deux
plans, dont P'un est toujours [AA,A;], Pautre tournani autour
de [AA,]. Toutes les directions de 'H, tangent soni conjuguées

(1) Sisam, loc. cit., p. 112,

(%) Ibid,
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a la tangente [AA;]. Deux H, tangents en deux points consécutifs
A et A’, ce dernier étant pris dans [AA,A,], se coupent suivant
[AA,A,] lui-méme.

Le systéme de Pfaff de définition s’écrit :

®, = o0, ws = 0, W) = o,
(1) Wy = Wy, W3 == Wa, W)= 0
Wy = O, W3 == Wy, W2} == 0,
®y,== 0, 035 = 0, WH=0 (A=6,7, ...,n),

d’ou les relations dérivées :

[o1 (Wi g —2w11) |+ [0 (05— 0,)] —[w;wu]=o,
[0 (05— 02)] =0y
'_"[wl(‘)\'il_l =o,
(2) [01 (0w — 2052)] + [02(055 + ©gp— 01— way) | — [@3 03] =0,
L1 (@55 +wg0 — Wy — wog) ] — 2 (w3 w2y ) "‘[&’smu]:‘),
[@1w52] =+ [waws ] =o,
[wiwn] + (030, ] = o,
[@;m52] = 0.

Ce systéme est eninvolution avec s, = 1.

La tangente [AA,] est une génératrice rectiligne de la V,, et I'H,
tangent est le méme le long de cette génératrice.

Le plan des tangentes asymptotiques [AA,A,] est fixe, lul
aussi, le long d’une génératrice : il définit une famille de surfaces
génératrices, qui sont des développables. D’ailleurs, on peut
résoudre (2) en général par

W31 = 0, W39 = Wy,
si bien que I’équation
W1 W3y — W W31 =0,

qui exprime que deux génératrices consécutives se coupent,
n’est vérifiée que par w, = o. Les V, ne contiennent done qu’une
famille de développables génératrices.

Le lieu du sommet A,, point focal sur la génératrice [AA,],



VARIETES A TROIS DIMENSIONS. 39

est en général une V, d’espéce ® a lignes asymptotiques. Il suffit
pour le voir de particulariser le repére de fagon a avoir

. W31 =0, W30 = W2
et il vient :
dA; = 053+ 02 A + 0, A,
A?A ;= 20,0, A+ wlA;.

La V, est donc engendrée par les tangentes asymptotiques d’une V,
d’espéce @ (*).

Réciproquement, le lieu des tangentes asymptotiques d’une V,
d’espéce ® de E, (n25) est une V, du type considéré. En effet,
on peut prendre sur cette V, (non réglée):

. )
D= i, D, = 20, 0,, W.5=30iw,

et choisir les sommets de référence de telle sorte que :

W3 == W3, Wy == W3e

Si M est un point de la tangente asymptotique, on aura :

M=A-+uA,
et
AM = wi(A;+ uAy)+ 20w, 0,A4.

38. Si 'on peut choisir le repére mobile sur la V, de fagon a
avoir :
W31== 0, Wy = O, W39=— O,
le point focal A, décrit une courbe, et I'équation w, = o définit
une famille de plans générateurs, car

Al AA A = (040 -+ 02+ w33 ) [AAA;] (mod w,).

La V, est alors un lieu de o' plans tangents (non oscula-
teurs) a une courbe gauche. Elle dépend de 2n— 3 [onctlions
de 1 argument.

Réciproquement, toute V, lieu de oo plans tangents a une courbe
gauche de E, (nZ5) appartient au type étudié. En effet, soient (C,)

(*) Sisam, loe. cit.y p. 114,
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une courbe de E, et (C,) une courbe de E,_,, et donnons-nous une
loi de correspondance entre ces deux courbes. Le plan générateur
peut étre défini par une tangente de (C,) et le point homologue
de (Cs). I’hyperplan tangent a la V, engendrée dépend sculement
de deux paramétres, car il est le méme en tous les points d’un plan
générateur qui sont situés sur une méme droite passant par le
point de contact du plan et de (C,). Par conséquent le réseau
asymplotique de cette V, est réductible a

20,00 0u & Aw?+ 200,0,==0;

la premiére hypothése doit étre exclue, puisqu’on suppose que
la V, est dans E, (n >4).

36. Lorsqu’on peut ramener les formes v,, et 0, & zéro, la V,
correspondante est un hypercéne projetant du point fixe A; une V,
d’espéce @ a lignes asymptotiques. Pour que cet hypercone admette
o' plans générateurs, il faut et il sullit que la V, directrice soit
réglée.

37. B. L’hyperplan tangent dépend de trovs paramétres. — Nous
pouvons prendre pour formes de base :

D, — 20,0y, D, =20,0;.

Les cones asymptotiques se décomposent en deux plans passant
par [AA,], un de ces plans étant [AA,A,]. Les tangentes asymp-
totiques sont donc toutes celles du plan [AA,A;] et en outre la
tangente [AA,].

Aucune forme asymptotique du second ordre ne peut exister :
par suite les V, étudiées sont situées dans E;. Elles sont les inté-
grales du systéme de Plaff :

w, =0, Wy =0,
1) \ By == W2, W5 == W3,
( ( Wa; = Wy, Wy = 0,
W3, = O, W3z, = Wy,
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qui a pour systeme dérive :

—2l o0, + [0y (w4 + gg— O — 03;) |+ | wi(w,, — wgy)] = o,

[ (0, wgp— oy — wn)|—2[ w0, | — [0y0;] =o,

[o(w ,— )] —[wiowy] —=o,
(2) ¢ -

—2[oroy] Floy (o, —0y) ]+ o (0, -+ on—o,—0y)] =o,

[or(w,,— wy)] — |omy ] =o,

Lo (0,54 0g = @ — 033) | —[ 0302 ] —2[ 0330, ] =o.

Pour obtenir 'invelution, nous prolongerons, en particularisant
le repére, par

(3) Wy = 0, W31 =0,
d’ou Pon déduit :

(4) [oi(oy—o50)]=0, [0 (wy—0y)]=o.

Le systeme formé des équations (1) et (3) est en involu-
tion avec s, = 8.

I’équation complétement intégrable sur la V,

W= 0
définit une famille de plans générateurs, car on a :
Al AAL A= (wgy+ @as+ 033) | AALAL] (mod o).

La V, est done engendrée par «' plans, deux plans générateurs
consécutifs n’ayant aucun poinit commun. Ineersement, le lieu
de o' plans de E; est en général une V, de cette nature; deux
plans quelconques de E; n’ont aucun point commun, et un plan
dépend de neuf paramétres, ce qui explique le degré de généra-
lité trouvé par Panalyse.

38. Cherchons dans quel ecas la tangente asymptotique
isolée [AA,] est une génératrice de la V,. On peut toujours résoudre
les relations (2) en posani, aprés particularisation du repere,

@1y = KWy, 0013:5(01'

LALAN 6
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Une variation infiniment petite des paramétres secondaires
entraine pour « et 3 les variations (n° 42) :

Oot == (2e1,— €,,— €yy) &t — €333,

0B =(2e;,— 33— eg) B — exx.

On ne peut donc, en général, annuler a la fois « et B, mais seu-
lement 'un de ces coefficients. S’ils sont nuls tous les deux, on
a des V; qui admettent [AA,] comme génératrice rectiligne, et
qui ont pour systéme différentiel :

W13 =0, W21 = O, W3, — W33 =—=0,
(5) W13= 0, ®31=0, W5 — W93 = 0,
@44 W0 Wy — Wag — Oy

W5+ Wop—— W1y — W33 = 0.

Ce systéme, obtenu par résolution de (2), et particularisation
du repére mobile, donne les relations quadratiques

Loy (0= w)] -+ [wsms5] =0,

[w2045] + [os(ws—wp)] =0,

2[00 @, ] + [ (o, — )] =0,

(6) 2[w; 0] -+ [G)s(wu‘—wzo)]f(),
[(01(0341‘—"0020)] =0,

[o1 (w51 — ws0)] =0,

2[o (@i — w19) ] 4 2[ w2 (wi— w30) ]+ [w3(05 — w30)] =0,

2w (ws;— &),0)] + (o (04— wa0)] + 2[03(w5—w3)] = 0.

Une nouvelle particularisation permet de résoudre par

W5y =—= O, Wy — Wg9 =0,
(7) Wi3=— 0, Ws3— Wiy— O,
Wi — W19= 0, W51 — W39 =— 0,

et une nouvelle dérivation extérieure entraine :
(8) W0 =0, W5y = O.

Les 24 équations (1), (5), (7) et (8) forment un systéme compleé-
tement intégrable. En annulant les formes o, restées arbitraires,
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on obtient les formules de Frenet généralisées :

dA = du, A+ du, Ay + dug A,
dA, = du, A, + du Ay,

dA,=du, \,,
dA ;= du, A,
dA, = o,
dAs—=o,

et en intégrant :
A=0+4 ;0,4 ;054 ;034 v u, O, + wyu; Oy,

Les V, intégrales sont toutes égales dans I’espace projectif,
et leurs équations réductibles a

&= X1 X3, Xy== X1 L3.

Chacune de ces V, admet un groupe projectif a 11 parametres
dont il est facile d’obtenir les équations finies, en représentant

paramétriquement la V, en coordonnées homogénes, au moyen
des formules :

Xo=uvy,  Xi= w0y, Xyg=uyv0,  Xy=uery, Xe=wwy,  Xs=uqey,
el en effectuant sur les paramétres les transformations suivantes :

), = au;+ bu,, Wy = cu,+ u,,
V)= oy 0y 0+ o0, 0= B1 901+ Bava+ By0s, 95 = 7191+ Va2 -+ 05
Nous avons déja trouvé, au n® 26 D, une V, admettant une
famille de plans générateurs et une famille doublement infinie
de droites génératrices. Ce sont les deux seules V, admeitant

ce mode de génération. En effet, le réseau asymptotique d’une telle
variété est nécessairement réductible a

20,0; =0 ou a 2 Aw; 02 + 20 W3 = 0!

dans le premier cas, I'analyse du n® 26 montre que I’équation
finie de la V; correspondante peut s’écrire :

X Ty — Xy X35
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dans le second cas, I'analyse précédente conduit aux équations :

X, == X4 X, KTy == X1 Xy

D’ailleurs, la V, de E, n’est autre que la projection de la V,
de E; sur un hyperplan a 4 dimensions, le point de vue étant pris
en dehors de la variété. Le groupe de la V, de E, est le sous-groupe
qui laisse invariant le point de vue : ce sous-groupe est a 6 para-
meétres, ce qui concorde avec le résultat du n°® 26.

S1 la projection était faite d’un point situé sur la V,, on obtien-
draitla V; :

XLy — Ty Ty== 0
qui est un hypercone ayant son sommet a Porigine et admettant
deux familles de plans générateurs : ¢’est Phypercone projetant

la quadrique (n® 26 E ).

1I. — Les V; dont I’hyperplan osculateur a cing dimensions
et dont les coOnes asymptotiques ne sont pas tous dégénérés.

A.— Cas général : NV, ayant 4 familles distincles &’ asymptotiques.

39. Soient les formes de base :
D, =0+ v, Oy = ]+ wl.

es c u 5 ucu as otique
Ces V, sont contenues dans Ejg, car aucune forme mptot
du second ordre ne peut exister. Les deux formes biasympto-
tigues sont alors :
Fi=w? (05~ @4+ 0090 — 2011 ) + 03 (0,4 weo— 2w39) +-03 Wy,
— 20103 (0)gg T+ Wy ) — 26 B30 — 26, 6)3M3,
Fo= 002 (04 - 0, 4 059 — 2051) = @200 + 02 (05, = 0gp— 20;5)
— 20100, — 26103 (O13 4 0y1) — 2020303,

Le systéme de Plaff est en involution avec s, = 2.

Examinons le cas ot les deux formes biasymptotiques peuvent
étre réduites a zéro.

a. Le calcul de dérivation extérieure et de particularisation du
repére montre qu’on peut en général réduire les formes biquadra-
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tiques & :

FP=3(n+ wl)? PO =3 (0] + 0?)2.

Le systéme de Pfaff correspondant est dans ce cas :

®, =0, W, = 0, W= 0, Wy = 0,
Wy, == Wy, Wy, == Wy, W3= 0, W3 == 0,
Wa, == )5, ©,,= 0, == 0, w,, = 0,
w;, =0, 635 == 0)5, 0)y3 == 0, Wy, = 0,
», =0, W, == O, W= Wy, 033 — Woy == 0,
W9 == — Wq, Wse =0, @)= 0, Wy3—— Woo == O,
0,3 0, 0,35 — )3, 039 = 0, 0, — Wog == 0,
W40 = O, Wy = O, Wy — 0y = O, Gy, — Wog=— O.

Il est complétement intégrable, et la V; de Pespace projectif
qu’il définit admet un groupe a 3 parameties.
On peut intégrer les formules de I'renetl généralisées :

dN =du A+ du, A+ duz A,
dA,=du, (A + A, +A,),
dA,=du,A,,

dA;=du;A,,
dA,—=—du,A,,
dA, =—du, A;.

Il vient :

A=0chu;=+ O;shu;+ O, sinuy+ Ozsinu,
+ O, (chu;— cosu,) + O, (chu, — cos uy),

d’ou 'équation de la Vi, en coordonnées non homogeénes:

x4+l (x,—1)' =1,

2 2 2 —
23+ x5+ (x,—1)2=1.

On peut du reste changer l'origine des coordonnées, et rem-
placer , — 1 par 2,, ét &, — 1 par z;. Les transformations infi-
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nitésimales du groupe sont, une fois ce changement effectué :

le:(l——x%)g%_ of of af of

x[xza‘i‘:—'.l'lz}‘a-r:*—xlxbﬂ—-ﬂclxo%)‘
2 3 5

X, f=a, L of

—
" dz, or,

0 d
X3f:x57£;—x ~—f‘

3
oxy

b. Comme cas particulier, il peut arriver que les formes biqua-
dratiques soient réductibles a zéro. Si 'une peut étre annulée,
Pautre peut I’étre aussi. Les V; correspondantes sont alors inté-
grales du systeme de Pfaff complétement intégrable :

W, =0, ®w,=0, 0619 =0, W3y == 0,

Wy — 01, Wy, == Wy, wW;3—0, W3y == 0,

Wg, == 0, 095 = O, Tg1 = 0, W, = 0,

W3,— 0, W35 =— 03, W23 =0, Wy =0,

W,0== 0, W50 — 0, W19=— O, Wy~ 00 == 2 (01— Op),
W, =0, Wy = 0, We9 = O, W5 — Wog =2 (W11 — Wgo),
W,9 =0, Wse — 0, W30 =— O,

;3= 0, Wz3— 0, Wy~ Wop = W= Wog=— Wz3— Woo+

Les équations de I'renetl généralisées sont alors :

dA = du, A; 4 dug Ay + duz A,
dA = duy (A, + Ay),

dA,= du, A,
dA,=du,A,,
dA,= o,
dAs=o0
et, en intégrant :
i
w=s(@al),  a= (el ad)

Les V, intégrales soni toutes égales dans I'espace projectif,
et elles admettent un groupe & 4 paramétres, qui a pour équa-
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tions finies :
x\ = a,z,+ ay,
x, = a,z,+ a,,
X'y = a, x3+ a,

[
— g2 2
x,—alx,-a,a 2+ a, 00,4 -2-(a1 —+ a3),

1
!
Zy=alvs+ a,a 2+ a, sz, + 5 (a}+ a;}).

Les deux V, de E; qui correspondent au cas ou les deux formes
biasymptotiques sont nulles sont quatre fois réglées.

B. — Les V, qui ont une famille double d’ asymptotiques.

40. Si Pon prend pour base du réseau :

D, =0+ o), D, = 20,04,

la tangente [AA,] est tangente asymptotique double, et le long
de cette tangente, tous les cdnes asymptotiques sont tangents.
La tangente [AA,] compte aussi deux fois comme tangente fonda-
mentale, Pautre tangente fondamentale étant [AA,]. Deux hyper-
plans tangents en deux points consécutifs pris sur la tangente
asymptotique double se coupent suivant [AA, A;] qui est le plan
tangent commun a tous les cdnes asymptotiques le long de
AN,

Les V, de ce type sont encore contenues dans Ey et leur systéme
différentiel est en involution avec s, = 1 : il n’entre dans leur
définition qu’une fonction de 3 arguments.

Les deux formes biasymptotiques ont pour expression :

F,= 0} (wiy + 0p—2011) 4 0] (w4 0gp— 2Ws3)
— 20 Wy (Oa W21) — 20, 0305+ 205w (W5, — wy,),

Fi=aim, + 03(0s—20y) —20] 05 —26,0,0;

— 20,0305 + 205 W3(0),, + Wop— Wy — W33).

En général, la tangente asymptotique double n’est pas bi-
asymptotique, car la forme IY, contient un terme en w}. Elle est
biasymptotique si la forme w,, est indépendante de vy, et comme
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®y,, st Loujours indépendante de w,, [AA,] est alors généra-
trice rectiligne.

41, Te systeme différentiel des V) véglées s’obtient en adjoi-
gnani aux équations des V, générales les nouvelles équations

3= 0, 032 = 0y,

obtenues en particularisant le repére : la solution générale dépend
de 5 fonctions de 2 arguments. Les V, réglées de cette nature
ne contiennent pas de développables.

On obtient des V, réglées plus particuliéres en supposant que w,,

ne dépende pas de w,. Les équations précédentes deviennent dans
ce cas :
w3, =0, W33= 0

et le systéme différentiel est en involution avec s, = 4.

Le plan [AA,A,] est alors fixe le long d’une génératrice, et
I'équation w, = o définit une famille de surfaces génératrices déve-
loppables ('). Le lieu du point focal A, est en général une surface,
car on peut particulariser le repére de fagon & avoir :

)30 == W1, Wy — O, 039 == 0, Wsh == Gy,
s1 bien que
dA; = oA+ 0 A + 0, Ay,
d’A;= 07 A+ 20;0,A, + 03 A

La surface focale est done une V, de E| dont P'hyperplan oscula-
teur a le maximum de dimensions.

Inversement, prenons sur une V, de E, du type mentionné,
une famille de courbes quelconques. Il faut d’abord trois fonctions
de 2 argumenis pour défimir la V,, puis une quatriéme fonction
de 2 arguments pour définir le choix de ceite famille de courbes.
I.es tangentes & ces courbes engendrent une V, sur laquelle elles
sont génératrices doubles. En effet, fixons sur la V, du n°® 20

(1) Sisam, loc. cit., p. 116.
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le choix des courbes coordonnées w, = o, ®w, = o; nous pour-

rons résoudre les relations quadratiques, en particularisant le
repére par les formules :

019 =0, W35== W1, )3 == 0, 03, 7= Wy, 03y = O.

Posons maintenant :
M=A +uA,,
1l viendra :

AdM = (wgp -+ o)A + BA; -+ 0, (A, 4+ ttA) + uw A;,
A*M = (20,05 + Uw?)A, 4+ (0] + uni)A;,

ce qui démontre que [AA,] est génératrice double de la V; lieu
de M.

42. Supposons que les deux formes biasymptotiques soient
réductibles a zéro. Des deux formes biquadratiques, 'une sera
toujours réductible a zéro : c’est FY'; quant a 'autre, elle pourra
s’écrire, en général,

Fr=3(of+ i)

Le systéme différentiel qui correspond a ce cas est complétement
intégrable, et les équations de la V; intégrale peuvent s’écrire :

xi+xi+ai=1, X, == Xy T3.

Elle admet un groupe a quatre parameétres, ayant pour trans-
formations infinitésimales :

R
Xy /= adé+ 2(;);75,
X3f=x3§£ -+ xy dde,

Si la forme biquadratique F est réductible & zéro, on a encore
a intégrer un systéme de Pfaff complétement intégrable, et I'on
LALAN 7
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obtient la V, :
1 2
Z,= (2} + «£}), Zy= a2y,

T

dont le groupe est a 5 parametres :

X, f= %+x1§£’

o= Y

X, f= g;+le;)id>
X e G g
Xsf:xac%/:‘;—&—xagx‘[;

Les équatipns finies du groupe se déduisent de

’
XY= A,y + ay, Xy A, Ly~ Aoy X, =a, 23+ a;z.

Les lignes asymptotiques des deux V, aimnsi déterminées
sont rectilignes.

C. — Les V, qui ont deux famulles doubles d’ asymptotiques.

43. Tous les cones asymptotiques passent par deux tangentes
fixes [AA,], [AA;], le long desquelles ils sont tangents. Soit [AA,]
la tangente fondamentale isolée : ¢’est I'intersection des deux plans
tangents communs a tous les cones.

Nous pouvons prendre pour base :

O =0, D, —=20,0;.

I peut exister une lorme asymptotique du deuxieme ordre :
d’ou deux cas & considérer, suivant que la V, sort de E, ou y
est contenue.

La forme asymptotique du second ordre, quand elle existe,

peut se réduire a

—_ 3
“FG——- Wy



VARIETES A TROIS DIMENSIONS. 51

et les formes biasymptotiques s’écrivent :

J— 2
Fo= 0] (044 00— 201;) — 2010301 — 206 6); 03y — 20,03 6);,
Fimwlos—20i;— 207 05— 20,005~ 20,004,

+ 2wy 05 (W55 Woo— Mag— Wy3).

Le systéme de Pfaff correspondant est en involution avee s, = 1,
quel que soit le nombre des dimensions de I'espace.
[’équation complétement intégrable sur la V, :

0, == 0,

définit une famille de surfaces génératrices, tangentes en chacun
de leurs points au plan qui contient les deux tangentes asympto-
tiques doubles.

in particularisant le repére mobile, on peut poser :
W31 = 0, 031 —0,

de sorte que, pour une courbe de la surface génératrice passant
en A, on a :

dA = WA + W Ay + w3 Ay,

A2A —2w,w5A5.

Cette surface, ayant deux familles de lignes asymptotiques, est
tout entiére contenue dans son hyperplan osculateur [AA, A, A ].
Le lieu de cet H,, quand o, 0, est une V, développable qui

renferme a son intérieur la V, étudiée (').

Variétés réglées. — Si I'une des tangentes asymptotiques doubles
est aussi biasymptotique, on voit facilement qu’elle est géné-
ratrice de la V,. Lorsque la V, est doublement réglée, les surfaces
génératrices sont des quadriques. La solution générale du sys-
téme différentiel dépend alors de n 4~ 8 [onctions d’un argument,
dont n-—1 servent a définir une courbe de E, et les neul
autres déterminent la quadrique génératrice dans I'H; oscu-
lateur acette courbe.

(1) Sisam, loc. cit., p. t21.
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D.— Les V, qut ont une famille triple &’ asymptotiques.

AA. Les cOnes asymptotiques ont un contact du second ordre
suivant la tangente [AA,] et se coupent suivant une autre géné-
ratrice [AA,], qui est une tangente asymptotique simple. Les
formes de base seront :

O, — wlt+a2m0, P, =200,
et les formes biasymptotiques :

Fi= 0l (0 4+ wp—20) —2020s— 2005+ 20, 0, (0,, — 07— way )
— 20,03 (W14 031) + 20,0, (0, Wgp— Wr— W3),

Fi= 0! (wi—205) —2wing -+ 20, 0,(0,5 4+ 0gp — wi1— 02)
— 20 ;W30 20605 W3 (W5 — Wy ).

Le réseau du second ordre est identiquement nul : les V, inté-
grales sont done renlermées dans E, et dépendent de 4 fonctions
de 2 arguments.

L’équation complétement intégrable sur la V, :

0, = 0,

définit une famille de surfaces génératrices, qui sont des V,
d’espéce @ a lignes asymptotiques. On peut en effet poser, en
particularisant le repére :

W39 == 0y, B = W3,
et il vient, sur la surface génératrice passant en A :
A’A = 20,0;A,+ 0] Ay
Les asymptotiques des surfaces génératrices sont les asympto-

tiques triples de la V..

A8. Les asymptotiques triples sont toujours bhiasymptotiques,
mais non rectilignes en général. l.a condition nécessaire et sufli-
sante pour qu’elles soient rectilignes est que la forme w,, soit
indépendante de ®,; on peut alors résoudre les relations quadra-
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tigues par les lormules

032 0O, w3 = O

ct les V, correspondantes ne dépendent plus que de 3 fonctions de
2 arguments.

Les surfaces génératrices v, = o d’une V, réglée sont des déve-
loppables, car on peut choisir le repére de fagon a avoir

By == Wy

Le heu du point focal A, est en général une surface. Pour en
étudier la structure, nous continuerons de particulariser le repére,
et nous pourrons poser :

W3g = W1, W5 = Was W, =0, 0= 0y,
si bien que, pour une courbe quelconque de la V, focale, il vient :

dA; = wg A+ A + oA,
A =02 A+20,0,A, + 02A,.

Lanappe focale est donc une V,d’hyperplan osculateur maximum.

La V, est donc engendrée par les tangentes aux courbes w, = o
d’une V, de cette structure, lesquelles courbes ont un contact
du troisiéme ordre avec I’'H, qui contient deux plans consécutils
a la V,. En effet, 'H, osculateur en A, a la courbe w, = o issue
de ce point est [AA, (A,4+ A)A;] : il est bien situé dans I'H,
[AA A,ALA,] qui renferme deux plans consécutifs pris dans la
direction w, = o.

Réciproquement, sur une V, de E;, d’hyperplan osculateur
maximum, prenons une des cing familles de courbes (n® 21) qui
ont un contact du troisitme ordre avec I'H, contenant deux plans
tangents consécutifs (') : le lieu des tangentes a ces courbes sera
une V, du type étudié.

() Sisam ne semble pas avoir remarque que sur toute V, de Ii, d’hyperplan
osculateur maximum, 1l existe des courbes jouissant de la propriete mentionnée
(loc cit, pp 122, 123).
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En effet, si les courbes w, = o vérifient ’équation (n® 21) :

A =o,
on peut résoudre les relations quadratiques dérivées en posant :
a3 = 0, O)ys = Wy, 0y == Wy, 033 == 0, W3, == 3 o,
et, le point M étant pris sur la tangente [AA,], on aura :

M :A+ uA1,
AdM = (g + U w1o)M + A+ wa(Asy+ uAy) + ww (Ay4+ Asy),
M = (ani+ w,05) A, + (0F+ 2180,0,)As.

La tangente [AA,] est bien génératrice triple sur ld V, lieu de M.,

A6. Nous avons supposé, ce qui est le cas général, que
la forme ®,, dépend effectivement de w,. Dans le cas contraire,
on peut réduire w,; a zéro, et les V, correspondantes ne dépendent
que de 2 fonctions de 2 arguments. La structure de la surface
focale n’est plus la méme que précédemment. On peut en cffet

poser dans ce cas :
04y — Wa, Wye == Wy

et l'on a, pour une courbe quelconque tracée sur la surface [ocale:

d? 3 == ((1)%*‘— Q):::).Al“l_ 2(1)1&)2A2,
d*Ay= (wi+3wim)A,.

La V, étudiée est donc engendrée par les tangentes asympto-
tiques du second ordre (w, = o) d’une V, d’espéce ® a caractéris-
tiques de Segre.

Réciproquement, toute V, de E,, engendrée par une famille de
tangentes asymptotiques du second ordred’une V, a caractéristiques
dont ’hyperplan osculateur dépend de deux parameétres, admet une
famille triple d’asymptotiques rectilignes.

En effet, choisissons le repére de facon a avoir

O, = 0} + 0, O, = 2w,w,, U= wi+3wio:
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\
Sur cette V,, qui ne sort pas de E,, on peut poser :

W= 0, W3, = Wy, W3y = 0, G2 Z= 0.

Soit M un point de la tangente asymptotique du segond ordre
[AA,]; nous aurons :

M = A-+uA,
dM = (wgo+ tw)A +®A + w,(Ag+ «A,) + um Ay,
M = (uo?+20,0,)A,+ 2000, 4,,

ce qui établit la proposition.

Notons enfin que les développables génératrices peuvent dégé-
nérer en cones : il faut et il sullit pour cela que w,, soit réductible
a zéro. Les V, correspondantes ne dépendent que de 2 fonetions
de 2 arguments.

E. — Les V, qui ont une famille quadruple d’ asymptotiques.

A7. Appelons [AA,] la tangente asymptotique quadruple;
les formes de base seront

D, = 0]+ 2w,04, P, =l

Il peut exister une forme asymptotique dusecond ordre: ¥y =0w ;.
Nous avons donc deux cas & examiner.

a. V5 contenues dans E,. — Les deux formes biasymptlotiques
ont pour expression :

Fi= 0% (04 0gp—201) + 03 (0,, —2055) — 20 05— 20,05 (65+ wa)
— 20 Wy (W1 W3y ) + 203 w3 (w4 == Wep— W22 W33),

Fo=02wug+ 0 (0, 0o —209) — 20, 030y 20,0, (0, — W3).

Le systéme différentiel correspondant est en involution avec
s, = 3.

Les asymplotiques quadruples sont biasymptotiques, mais non
rectilignes en général. Dans la direction asymptotique, hyper-
plan tangent a pour caractéristique le plan [AA A,], qui est le
plan tangent commun aux cones asymptotiques, et qui reste le
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meéme le long de la ligne asymptotique : les lignes asymptotiques
sont donc des courbes planes.

Le plan de chacune des asymptotiques touche la V, le long de la
ligne asymptotique : la V, est donc 'enveloppe du plan & deux
parameétres [AA, A, Choisissons le repére de fagon a avoir

)39 == Wy, W9 = 0.

Les coordonnées homogénes dun point caractéristique du
plan [AA, A,] vérifient les équations :

L Wy Lm0,

Ty 0+ T3y = 0,

d’ott équation de la courbe asymptotique située dans [AA A,]:
ra, — x3=o.

(Cest une conique : la V, est donc engendrée par «* coniques (').

A8. La condition nécessaire et suffisante pour que les V, soient
réglées est que la forme w,, soit indépendante de w,. Le systéme
correspondant est en involution avec s, = 2. Ayant particularisé
le repére de telle sorte que

W32 ==0, W33 =0, ®—=——0, W39==™D, s —0, Wr=—0;, 0=y,

on constate que chaque V, admet une lamille de développable«
génératrices et que la surface focale, lieu de A, est une V, d’hyper-
plan osculateur maximum. Toutelois, ce n’est pas une V, du type
le plus général, mais bien du type étudié au n® 22. Les arétes de
rebroussement, tracées sur cette V,, vérifient en effet 'équa-
tion A = o et sont des sections hyperplanes de la V,. On a vu,
au n° 22 que ces courbes sont renfermées chacune dans un H, :
par suite, la V,; est engendrée par un systéme de développables
dont chacune est contenue dans un H, et deux H, consécutifs se
coupent suivant un plan (*).

(1) Sisam, loc. cit., p. 128.
(® Ibid., p. 125.
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Inversentent, prenons une V, de K dont une lamille de sections
hyperplanes soit solution de Péquation A = o : les tangentes a
ces courbes engendrent une V, sur laquelle elles comptent quatre
lois comme asymptotiques.

En effet, un choix convenable du repére permet d’écrive, sur
cetle V,

W3, = 0, 5= 0, Wi O, W32 0, W3, == 0y
si bien que, en posant

. . M=A+uA,
il viendra :

dM = (0go+ uw10)M +BA; + 0 (Ag+ v A,) + o Ay,
A*M = (uw? +2w,0;)A,+ w2Aj,

ce qui démontre la proposition.

A9. b. V, non contenues dans E;,. — Le systéme de Pfaff corres-
pondant est en involution avec s, = 2. La généralité des V,
qui ne sont pas renfermées dans K, est donc moins grande que
celle des V, de E ; de méme structure. Elles sont toujours réglées,
car la forme w,, est nécessairement indépendante de ,.

Sur ces V,, équation ©w, =o est complétement intégrable
et définit une famille de développables génératrices. Particula-
risons le repére de telle sorte qu’on ait :

030 == Wy, Wy =0, W;3==0, W1>== 0, 0, =0, M,9 = 0y, W,, == Wy,

Dans ces conditions A, est le point focal sur la génératrice,
et déerit en général une surface, sur laquelle on a :

ANy = 0y A+ oA + A,
A= (0] + 02) A+ 20, 0,A+ 0l Aj,
d3A3: szG

La V, focale est donc une surface dont 'hyperplan osculateur
a 5 dimensions et ne dépend que d’un parametre : ces V, ont été
signalées (n®23); elles ne dépendent effectivement que de 2 fone-

LAT AN 8
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tions de 2 arguments. La V, est donc engendrée par les tangentes
asymptotiques du second ordre & une V, de ce type.

Réciproquement, toute V, engendrée de cette facon admet ses
génératrices comme asymptotiques quadruples. En effet, soit une
V, du type:

D, — 0l D, =20, w,, &=, Y=ol
On pourra choisir le repére de fagon a avoir :

wW,3=—= 0, W,3== 0, Wy == 0, ®W,1 =0, Wy =0, Wy, == Wa,

et si M est un point de la tangente asymptotique du second

ordre [AA,], il viendra :

M=A + uA,,
AM= (0gy+ 63 ) M -+ TA; 4+ 0, (A, + uA,) + uw, A,
A*M =i A+ (20, 05+ uwl)A,,

ce qui établit la véciproque énoncée.

CHAPITRE V.

LFS Va DONT L’HYPERPLAN OSCULATEUR A SIX DIMFNSIONS OU PLUS.

80. Lorsque trois des formes asymptotiques d’une V, sont linéai-
rement indépendantes, le réseau asymptotique s’exprime comme
un réseau ponctuel de coniques

(1) A, + py - vD —o.

Une direction de tangente en un point de la V, n’a pas en général
de direction conjuguée; il n’y a exception que pour les directions
vérifiant I’équation homogéne et du troisieme degré :

D(‘I)ln (I)w (I,‘i) —

D(wy, 0y ;)

(2)

Chacune des directions située sur le cone (2), que nous appelle-
rons le cone des tangentes fondamentales, est droite double d’un cone
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dégénéré du réseau asymptotique. La condition pour qu’un céne
asymptotique soit dégénéré s’exprime en écrivant que la discri-
minant de la forme quadratique qui figure au premier membre
de (1) s’annule; d’ou 'équation homogeéne et du troisiéme degré :

(3) o(d, 1, v)=o.

En regardant A, p, v, comme les coordonnées homogénes
dans un plan, 'équation (3) représente une cubique, la cubique
caractéristique.

L’équation (3) est invariante vis-a-vis de toute substitution
linéaire effectuée sur les o, c’est-a-dire vis-a-vis de tout change-
ment des sommets A,, A,, A,, dans I'hyperplan tangent. Par
contre, un changement des sommets A,, A, A; dans ’hyperplan
osculateur se traduit par une substitution linéaire sur les formes @,
et par conséquent sur les paramétres A, u,v: la cubique caractéris-
tique subit alors une transformation homographique, mais elle
conserve, vis-a-vis de toutes les transformations de cette nature,
un invariant qui exprime le rapport anharmonique des quatre
tangentes qu’on peut mener d’un point de la courbe. L’existence
de cet invariant eniraine une particularité qui n’existe que
dans le cas ou les formes asymptotiques linéairement indépendantes
sont au nombre de trois : on ne peut pas classer ces variétés
en un nombre fini de types projectifs. Cependant la considération
de la cubique caractéristique conduil & une classification des
divers réseaux de la forme (1). Nous étudierons les cas suivants:

I. L’équation (3) est identiquement vérifiée;

II. La cubique caractéristique se réduit & une droite triple;

[TI. La cubique se décompose en une droite simple et une droite
double;

IV. La cubique se décompose en trois droites distinctes.

On peut toujours regarder trois coniques comme les polaires
de trois points par rapport a une méme courbe du troisi¢tme degré.
En d’autres termes, chacune des trois formes quadratiques données
s’exprime linéairement au moyen des dérivées partielles d’une
méme [orme cubique et, inversement, les dérivées partielles de
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cette forme cubique s’expriment linéairement en fonction des
trois formes quadratiques. Il suit dela que lorsque le réseau asymp-
totique d’une V, contient trois formes de base, i1l peut toujours
exister au moins une forme asymptotique du second ordre.

34. Pour les V, dont 'hyperplan osculateur a plus de 6 dimen-
sions, nous nous bornerons a indiquer la classification des divers
types projectifs.

S’1l existe quatre formes asymptotiques linéairement distinctes,
la classification se rameéne a celle des faisceaux de qualre coni-
ques, laquelle se déduit elle-méme de la classification des fais-
ceaux de deux coniques En effet, toutes les coniques du faisceau
déterminé par quatre coniques de base ont des coeflicients «,,
qui vérifient deux relations homogénes :

N N
2 A, a,=wv, 2 B, a,=o.

[£72) )

On peut ramener ces deux relations & une forme canonique,
au moyen d’un choix convenable de A,, A,, A, dans I'hyperplan
tangent, comme s’il s’agissait de réduire le faisceau ayant pour
base les deux coniques

-
ZA,,u,u,:o, ZB”u‘uf:O'

73] @)

On obtient donc huit types projectils différents (Chap. III).

Le point M, projection de d*A dans Phyperplan [A A A A;]
a pour lieu, dans le cas général, une surface de Steiner. Le lieu
Jes plans osculateurs aux différentes courbes ‘tracées sur la V,
ct passant par A est une hypersurface a 6 diensions, du quatriéme
degré, contenant I’H, tangent a la V, en A.

9’1l existe 5 formes asymptotiques linéairement indépendantes,
les ¢Ones du réseau ont des coefficients qui vérifient une relation

O
z A,ja”:o,

)
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qu’on peut toujours ramener & I'une des trois [opmes -

A\ == Qy3, A93 = O. a;p = o.

I —V, dont tous les cones asymptotiques Sont dégénérés.

A. — Lhyperplan tangent dépend de dey)  parametres.

92. Ces V, 1entrent dans un type general etydé par M. Cartan,
telui des V,, dont 'hyperplan tangent dépend de ¢ <2 p paramétres

¢l dont Phyperplan osculateur a le nombre mgximum ])+‘l(ﬂi‘i)
2

?le dunensions (*). Leur systeme dutérentiel peut étre prolongé
Jusqu’a 'involution, qui est oblenue avec s, = p —— 3.

Ces V, sont des hypercnes, projetant des Vy ¢’hyperplan oscu-
lateur maximum. Les n 3 fonctions de arguments servent
& définir la V, directiice dans une variété plane § p — | dimensions
he contenant pas le sommet de hypercone.

B. — L’hyperplan tangent dépend de trojg paraméires.
33. Nous pouvons prendre pour lormes de bage -
D, =w?, O, =o0,0, ‘Ds:“”st.

Toutes les tangentes situées dans le plan [AA A, sont des tan-
{entes asymptotiques. A une direction quelconque située dans
te plan est conjuguée toute autre direction du méme plan.

Le systéme de Plaff west pas mmédiatement en involution,
Mmats en particularisant le vepere, on peut le prolopger partiellement
par les deux équations :

Wgey == O, Wy == 0

&t P'involution est obtenue avec s, = 3n—7.

() Sur les variétés de courbure constante..., n° 47 (loc. cit.),
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Ces V, sont engendrées par des plans. En effet, on a :

A[AA A, | = (woo+ g+ w33) [AALA, ] (mod.w,);

par conséquent, 'équation complétement intégrable sur la V,

;=0

définit une [amille de plans générateurs. Deux plans générateurs
consécutils n’ont aucun point commun.

Réciproquement, les V, les plus générales de E,(nZ6)
engendrées par des plans appaitiennent au type étudié. En effet,
tout cOne asymptotique en un point A de cette V, doit se décom-
poser en deux plans, dont I'un est le plan générateur passant
par A. Le réseau asymptotique de cette V, a donc nécessaire-

ment pour expression :
0, (Ao + pw, -+ Ym,) = 0.

Un plan de E, dépendant de 3 ( n—2) parameétres, le lieu
de oo 'plans dépendra de 3 n— 7 fonctions de 1 argument, ce
qui est le résultat trouvé par analyse.

1I. — La cubigque caractéristique se réduit & une droite triple.
84. Les formes asymptotiques de base sont réductibles a
®, = w}, B, —20,w,, Di=wi+20,u;

La seule tangente asymptotique est [AA;]. Elle est conju-
guée a toutes les directions situées dans le plan [AA,A;]

Le systéme de Pfaff est immédiatement en involution avec s, = 4.

On vérifie facilement que I’équation

®Wy =0

esl complétement intégrable sur la V,: 1l existe donc une [amille
de surfaces génératrices tangentes en chacun de leurs points au
plan [AA,A.] dont toutes les directions sont conjuguées a la
tangente asymptotique.

Pour une courbe tracée sur la V, génératrice qui passe en A,
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on a
A?A = (0,0, + 005 A -+ 0lA;

et on peut poser, en général,
Wag == W3y W31 = Wq.

Les V, génératrices sont donc des V, d’espéce ® a lignes asymp-
totiques, leurs asymptotiques étant celles de la V,.

38. Pour, que la V, soit réglée, il faut et il suffit qu’on puisse
choisir le repeére de lagon & avoir :

W3y =0, W39 == 0.

Le systéme différentiel ainsi obtenu est en involution avec s, = 3.
Dans ce cas, les V, génératrices sont des développables. Le
point A,, qui est le point focal sur la génératrice, décrit en général
une surface. Aprés avoir particularisé le repére de facon a avoir :

W30 = 3, Wg = Oy, Wgy == 0, 04, == O, We, = 0,

W47 =0, W)= 0 (A=38,9, ..., n),
il vient, pour une courbe tracée sur la surface focale :

dA; = w5 A5+ 0, A 4wy Ay,
d2l'\3: 2 0y &)2Aa+ (JJ; Ag+ (I)?Ay.

La surface focale est donc une V, d’hyperplan osculateur maxi-
mum. Les arétes de rebroussement, qui sont données par I’équation
w, = 0, sont des courbes asymptotiques du second ordre ayant un
contact du tioisitme ordre avec I'H, [AA A, A ;A1 qui con-
tient deux plans tangents consécutifs.

Réciproquement, toute V, lieu des tangentes a une famille de
courbes asymptotiques du second ordre tracées sur une V, de
E, (n26) d’hyperplan osculateur maximum, et ayant un con-
tact du troisitme ordre avec I'H, qui renferme deux plans
tangents consécutifls, est une V, réglée du type étudié. Soit, en
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effet, pour cette V, :

D, = 0}, O, =20,0, ()

o % D W ™~
Y= 3wion,, W, = 3w, 03, Y= w).

Si les courbes asymptotiques du second ordre w, = o jouissent
de la propriété mentionnée, on pourra poser, en particularisant
le repére :

W19 =0, 32 == 0, 03, 7= Wy, 035 == 0, o)

et, en appelant M un point de la tangente [AA ], il viendra :

M=A+uA,
dM = (W= Um1o)A +® A+ 0, (Ag+ uA,) +uw Ay,
M = (uw? +20,05) A, + 02 (As+ uA;) + 2uwmA,

¢ qui démontre la réciproque.
Quand la surface focale, lieu de A,, dégénére en courbe, la

V, est engendrée par des cones, et elle ne dépend que de
2 fonctions de 2 arguments.

IIT. — La cubique caractéristique se décompose en deux droites
dont une double.

836. A ce cas correspondent trois types différents de variétés:

A. Nous avons d’abord les V, dont le cone des tangentes fon-
damentales se décompose en deux plans, dont I'un est double,
et qui ont deux tangentes asymptotiques, 'une double. Nous
pourrons prendre

D, = 02, O =200, O, = 20, 0,.

B. Le cone fondamental étant le méme que précédemment,
on peut avoir aussi des V, qui n’ont qu'une tangente asympto-
tique :

O, =i, D

2
3= W3, (I)ﬁ: 204 0)3.

C. Enfin, dans le cas ol le céne fondamental se décompose
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en trois plans, on peut prendre :

D, =l D, — ol D= 20;(w; 4+ w;),

A. — Variétés o deux fanmulles &’asymptotiques, Uune double.

87. Soient [AA,] et [AA,]les deux tangentes asymptotiques pas-
sant en A, la derniére étant 'asymptotique double, et soit [AA,A;)
le plan tangent commun & tous les cdnes asymplotiques le long
de [AA;]. On aura pour formes de base :

D, =0}, D,—20;0,, D= 205 0;.

Toutes les directions du plan [AA,A;] sont conjuguées a la
tangente asymptotique double [AA,]. Les directions du
plan [AA,A,] se correspondent deux & deux, [AA,] se correspon-
dant a elle-méme, ainsi que [AA,].

Le réseau asymptotique du second ordre contient au maximum
deux formes cubiques indépendantes. Plagons-nous d’abord dans
le cas ot ces deux formes existent, I’espace ayant au moins 8 dimen-
sions, et soient les formes de base :

¥, =3 nlw,, Wy—=m3.

Le systéme de Pfaff correspondant est en involution avec s, = 3.

En examinant les relations quadratiques dérivées, on constate
que les lignes asymptotiques doubles sont des génératrices recti-
lignes de la V,.

Il existe une famille de surfaces génératrices, définie par I’équa-
tion complétement intégrable surla V; ¢

W, == 0.

Ces surfaces sont tangentes en chacun de leurs points A au
plan [AA.A;] qui contient les deux tangentes asymptotiques de
la V,. Ce sont des V, réglées, [AA,] étant la génératrice rectiligne
qui passe en A, mais [AA,] n’est pas en général tangente asympto-
tique pour la V,. Leur hyperplan osculateur ne dépend que d’un
paramétre; elles rentrent donc dans le type étudié au n® 19.

LALAN 9
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Le mode de génération de ces V, a été décrit. Leur hyperplah
osculateur est la variété plane osculatrice a 4 dimensions & une
certaine courbe décrite, si I'on veut, dans le cas actuel, par le
point A,, ayant pour tangente [A(A,] et, pour plan osculateur,
le plan [AA,A;] qui contient la génératrice de la V,.

En particularisant le repére mobile de fagon & avoir :

Weo == W1, Wg1 = 0, Wy == 0, 043 = Wy —+ Awy, ey = O, W5 = 0,

W39 — Wa, w31 =0, W39 == g,

le lieu du point A, est une surface dont I'hyperplan osculateur
a 4 dimensions et dont le plan tangent est [AA,A]. Quand v, = o,
A décrit unecourbe asymptotique de cette surface etla droite [AA,],
située dans le plan tangent, engendre une V, génératrice de la 'V,
étudiée.

38. Comme cas particulier, 1l peut arriver que les surfaces
génératrices soient des surfaces réglées non développables, con-
tenues chacune dans un espace a 3 dimensions : ¢’est ce qui arrive
lorsque [AA,] est tangente asymptotique sur la V, génératrice
passant en A. En particularisant le repére mobile de facon que
[AA,A A ] soit Phyperplan osculateur en A a la V, génératrice
passant en A, on pourra résoudre par :

Wg, == O, W31 = O, Wgy == 0, W, — 0, Wgy = 0,

et le nouveau systéme différentiel sera en involution avec s, = 2.
Pour se rendre compte de la génération de ces nouvelles V,,
continuons de particulariserle repére mobile. On peut se ramener &

W30=0, - W33== 06y, W = Wy, Ggy == 0.

Par conséquent, chaque V, génératrice est engendrée par une
droite [AA,] qui s’appuie sur une droite fixe, [A;A;]. Le lieu
de [A,A,], quand ®, % o, est une V, non développable. Deux
droites infiniment voisines de cette V, définissent la variété
plane & 3 dimensions [AA,A;A;] dont le lieu est une V-, qui con-
tient la V? étudiée.
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39. Lorsque I'hyperplan osculateur & la V, ne dépend que d'un
parameétre, ce qui correspond au cas ou la seule forme asympto-
tique du second ordie est !, le systéme différentiel peut étre
prolongé jusqu’a I'involution, qui est obtenue avec s, = 2. Il est
a remarquer que, dans ce cas, les V, génératrices ont deux familles
d’asymptotiques; l'une de ces familles étant rectiligne, on se
trouve donc toujours dans le cas particulier étudié précédemment.

Par contre, si le réseau asymptotique du second ordre est iden-
tiquement nul, la V, est contenue dans E, et le systéme diffé-
rentiel est en involution avec s, = 3. La généralité des V; est
la méme que dans E,, et la structure des surfaces génératrices est
aussi la méme que lorsque les deux formes cubiques existent.

60. Examinons encore le cas ot hyperplan osculateur dépend
de deux parameétres, mais ou la forme cubique unique est

¥, =30n,.

L’hyperplan osculateur du second ordre est alors fixe, et les V,
ne sortent pas de E,. Le systéme de Pfaff correspondant peut
étre prolongé jusqu’a linvolution et sa solution générale ne
dépend que d’une fonction de deux arguments.

L’équation ®, = o donne encore des surfaces génératrices
réglées dont ’hyperplan osculateur a 4 dimensions. Mais il existe
en outre une seconde famille de surfaces génératrices, intégrales

de

wWy = O,

qui sont réglées et développables. En prenant A, au point focal
de [AA;), il vient sur la surface focale lieu de A, :

dAs= 05 As+ oA + 0, Ay,
APA;=0iA + 20,0:A,,
diA;= wiA, + 3win, Ay,
d'A;=fwlw,A,.

Cette surface focale est donc une V, d’espéce @ a lignes asymp-
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totiques. Les arétes de rebroussement, données par ’équation :

We== 0,

sont des courbes asymptotiques du troisieme ordre, mais non du
premier ni du second ordre.

Réciproquement, si une V, d’espéce ® a lignes asymptotiques
située dans E, a un hyperplan osculateur du second ordre a
6 dimensions dépendant de deux paramétres, les tangentes aux
courbes asymptotiques du troisitme ordre engendrent une V,
du type particulier que nous étudions.

En effet, on peut poser, sur une telle V, :

—_— 2 — J— 3 J— 2 pu— 3
3= w?l, P, = 20, w,, ¥, =w}, Vi=3w?w,, I =4 w3 0y,

et résoudre le systeme dérivé, en particularisant le repére, au
moyen de :

W1 == Wy, W3 == Way Wy = 0, W39==0, W3, = 0.

Soit maintenant M un point de la tangente asymptotique du
troisiéme ordre; il viendra :

M=A +uA,,
AM = (049 + U 1)M 4+ TA; 4+ 0y (As + A, + uw Ag,
A*M = 20,05 A, + uwi A+ 2w, 0, A,
ABM=3uw;wA;.

La V, lieu du point M a donc la structure annoncée.

B. — Variétés ayant une famille d’asymptotiques doubles.

61. Prenons pour formes de base :
O, = w2, b, = o}, D, =20,0;.

La seule tangente asymptotique est [AA,)], et tous les cOnes
asymptotiques sont tangents sulvant cette génératrice commune.
Une tangente quelconque située dans le plan [AA,A,] est conjuguée
a [AA,], et la tangente [AA,] est conjuguée a toutes les directions

du plan [AAA ).



VARIETES A TROIS DIMENSIONS, 69

Le systéme dufférentiel qui définit ces V, est en involution
avec s, = 5.

Elles sont engendrées de deux fagons différentes par o' sur-
faces, car les équations

W= 0 Wy — O
1 3 2

sont I'une et 'autre complétement intégrables.

Les surfaces génératrices intégrables de w, = o sont en général
des V, d’espece @ a caractéristiques de Segre : les asymptotiques
de la V. sont des caractéristiques sur ces surfaces génératrices.

Les surfaces intégrales de ®, = osont des V, d’espéce @ a lignes

asymptotiques : leurs asymptotiques sont les asymptotiques de
la'V,.

62. Comme cas particulier, il peut arriver que la forme w,,
soit indépendante de v, : les V, sont alors réglées et ne dépendent
que de 4 fonctions de 2 arguments.

Les surfaces génératrices intégrales de ®, = o conservent la
méme structure, mais les surfaces intégrales de @, = o sont
dans ce cas des développables.

Soit A, le point focal sur la génératrice. Le lieu de A, sera en
général une V, sur laquelle on aura :

dA;= w3 A+ w3 A + @, Ay,
A*Ay=20,0,A; + 0, Ay + wlA,,
Ay =300 A+ 0i A+ oA,

La surface focale est donc une V, d’hyperplan osculateur maxi-
mum, mais n’ayant que irois formes asymptotiques indépendantes
du second ordre. Les arétes de rebroussement des développables
génératrices sont telles que trois plans tangents consécutifs, pris
en suivant une de ces courbes, sont contenus dans un H,, alors que
sur une V, de la structure mentionnée, trois plans tangents consé-
cutifs définissent en général un Hi.

Réciproguement, soit une V, dont I’hyperplan osculateur a
5 dimensions, et ’hyperplan osculateur du second ordre 8 dimen-
sions, la forme cubique 3w, w! faisant défaut; si de plus les



70 V. LALAN.

courbes », = o tracées sur cette V, sont telles que trois plans tan-
gents consécutifs, puis en sulvant une de ces courbes, ne sortent
pas d’un H,, le lieu des tangentes a ces courbes est une V, du
type que nous étudions. En effet, prenons une V, ayant pour
formes asymptotiques :

D, = 20,0, O, = w3,

W, = Jwlu,, 5= 03,

et supposons réalisée la condition supplémentaire: ®,, ne dépendra
pas de w,. On peut alors résoudre le systéme dérivé par les for-
muales

W,3== 0, W91 =0, ,1 = 0O, Wy53= 0, 0, = 0,

et, en posant :
M=A 4+ uA,.

1l viendra :

AM = (wgo + Uy )M 4+ WA, + 0 (A -+ uA,) + uwwy Ay,
d*M = 20,03, + 0 (A4 uA;) + wwl A,

Le lieu de la tangente [AA,] est donc une V; du type considéré.

C. — Variétés dont le cone fondamental se décompose
en trots plans.

63. Sinous prenons pour base :
&, = wi, ;= 03, Dy =20;(w;+ 0,),
la tangente [AA,] est asymptotique double.
L’hyperplan osculateur dépend au plus de deux parameétres.

8’1l en dépend effectivement, supposons que I’hyperplan oscu-
lateur du second ordre soit le plus grand possible :

Y. = i, Yy—wi.
Les V, correspondantes sont données par un systéme de Pfaff

en involution avec s, = 4. Ce sont des variétés réglées. Les équa-
tions w, = 0 et @, = o sont 'une et 'autre complétement inté-
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grables, et les deux familles de surfaces génératrices sont des
V, d’espéce @ réglées.

Lorsque I'espace n’a que 6 dimensions, les V, dépendent de
6 fonctions de 2 arguments. Elles sont encore réglées, mais les
équations w, = 0 etw, = 0 ne sont plus nécessairement intégrables.

IV. — La cubique caractéristique se décompose
en trois droites distinctes.

64. Les V,; correspondantes se classent en deux types :

A. Les trois coniques ®, = o, ® = o, ®; = o ont un triangle
autopolaire commun. En le prenant comme triangle de référence,
il vient :

Q.= wl, D, — o2, D= o],

B. Les trois coniques passent par trois points fixes. On a

alors :
D, —=20,0,, D, =20,0,, D, =20,0,.

Dans le premier cas, il n’existe pas de tangentes asymptotiques,
mais il existe trois tangentes remarquables, intersection des
plans fondamentaux deux a deux. Nous les appellerons tangentes
caractéristiques, par analogie avec les tangentes caractéristiques de
Segre.

A. — Vartétés a trovs familles de caractéristiques.
63. Le cone fondamental a pour équation :
1@y W3= 0.

Chacun des trois plans dont il est composé a pour direction
conjuguée la tangente qui est intersection des deux autres plans.
Deux hyperplans tangents en deux points A, A’ infiniment voisins,
le second étant situé sur [AA,] par exemple, se coupent suivant
le plan [AA,A,]. Le lieu de ce dernier plan, quand on suit la
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caractéristique tangente en chaque point & [AA,], est donc

une V, développable.

Les V, étudiées ont pour systéme différentiel :

®W, =0, ®Ws == 0, wg = 0,
(1) Wy =— Wy, Wy, = 0, W16=—=0,

W2, == 0, Wa5 == Wy, W= 0,

W3, = 0, W3, = 0, W35 == W3,

et pour relations quadratiques

W) =0,
W) = 0)
) = O,

;) == 0 (A=7, ..., n),

l (@1 (@44 + oo —20041) ] — [ w2021 ] —[030, ] =0,
— [0, 02 ] + w205, ] =0,
—[wyw5] +l_(‘/’3w6i] =0,

[010,s] —[0y05] =0,
— [o12] A [0,(w55 + 0300 — 2 waz )] — [ W5 W32] =0,
— [w20;] + [ w3 w5 ] =0,

(2) )
[wiw] —[®sm4,] =0,
[020,] — | ®3023] =0,
— [w1013] — [wamy3] —+ [03(wg6 + wop— 2w33)] =0,
[oiwa] - o,
[ﬁ)zﬁ)s)\] =o0,
[wswa] =0.

Ce systéme est en involution avec s, = 6.

Chacune des trois équations

Wy =0, W= 0,

wW3=—0,

est complétement intégrable sur la V; et définit une famille deV,
génératrices qui sont, on le voit aisément, des surfaces a caracté-

1stiques de Segre.

66. Les tangentes caractéristiques telles que [AA,] forment
une famille de droites a trois parameétres, dont chacune appartient
a trois surfaces développables. En effet, la droite [AA,] a un
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déplacement instantané qui se déduit de

dA = WA + 0 A 4wy Ay + WAy,
dA; = w0 A + oA+ 0 A+ 03 A3+ 0 A

Pour qu’un point zA + z,A, de cette droite soit caractéris-
tique, il faut et il suffit que I'on ait (n°® 3, théoréme II) :

X6yt T106)9== 0,
Z W3+ Ly w13= 0,

xyw; = 0.

On obtient une premiére solution en liant les paramétres’ par

®Wy==0,  W3=0,

et 1l faut alors #, = o : le point A est le point caractéristique.
La droite [AA,] enveloppe done, comme il était évident, la
courbe caractéristique tracée sur la V; étudiée.

Une seconde solution s’obtient en posant :

01— 0, ®W3==0;

dans ces conditions, si on ne particularise pas le systéme de réfé-
rence, il vient :
019 == AWy

Le point caractéristique est alors, sur [AA,], le point dont les
coordonnées vérifient :
T -+ 02y = 0;
c’est-a-dire :
M2= A1 — aA.

Enfin, de fagcon analogue, on obtient une troisiéme famille de
développables, en posant :

w; == 0, W= 0 ;

comme on a de plus:
wys = B o,

le point caractéristique est dans ce cas :

M, =A, — BA.
LALAN 10
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Sur chaque tangente caractéristique, il existe ainsi trois points
focaux: A, M,, M,. Le lieu du point focal A, quand les trois para-
métres varient, est la V, étudiée. Montrons que le lieu de chacun des
autres points focaux est aussi une V; du méme type.

Nous pouvons particulariser le systéme de référence de sorte
que A, décrive la V, focale lieu des arétes de rebroussement véri-
fiant ®, = o, w, = 0. Dans ces conditions, ®,, ne dépend pas de

w,, et Pon voit aisément qu’on peut aussi le supposer indépen-
dant de ®,; donc

(3) w1 == 0.

Une nouvelle particularisation permet de supposer que ©,,
ne dépend pas de w, et que
Wy3= 3.

Par ailleurs, wy, peut étre ramené a zéro. La dérivée extérieure
de (3) nous donne alors :

(4) [&’1‘042]”‘[(’)2&)10]:0

On peut ramener a zéro le coeflicient de », dans w,, et & 'unité
le coeflicient de w,, en général :

Wy — Wa.

Le déplacement instantané de A, est maintenant :

dA, =0, A + 0 A+ o3 A+ v Ay,
A = (0} + 010,) A+ 00 A+ (0] 4+ 0,0,) A+ Z w0, Ay

D’aprés les relations quadratiques (2) et (4), les formes o,,, @y,
©,, W, sont linéaires en ,, si bien que 'on a, en choisissant
convenablement A, :

AA = 0l A+ 0l A+ i,

Le lieu de A, est bien une V, & 3 familles de caractéristiques,
et les arétes de rebroussement des développables w, = o, w, =0
constituent une des familles de caractéristiques.

Il est clair que la troisiéme nappe focale a, en général, la
méme structure.
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Nous obtenons ainsi une généralisation aux variétés a 3 dimen-
sions de E, de la transformation de Laplace pour les surfaces de
Pespace ordinaire. La considération des tangentes caractéristiques
d’une V, du type étudié permet d’en déduire six mnouvelles
V, de méme structure, dont les familles de caractéristiques
correspondent a celles de la V; primitive,

B. — Variétés a trois familles d’asymptotiques.

67. Nous prendrons pour formes de base du réseau asympto-
tique :
D, =20, w,, Oy=20,0,, O =20,;0,.

La seule forme asymptotique du second ordre qui puisse exister
est W', = 6 w,w,w,, et il ne peut exister de forme d’ordre'supérieur :
les V, du type étudié sont donc contenues soit dans E, soit dans E,.

Elles sont intégrales du systéme différentiel :

W, = 0, Wy — O, ®g 2= 0,
(1) Wy == Way W15== 0, 016 = 03,
' @), = Wy, Wa5 == 03, 25— 0,
W3, = 0O, W35 = Mg, W3 — W13
W7 = 0,
(2) Wy = 0, Wy = W3,
Wa7 = 0O, Wyy == Wy,
®37=0. We7 == Wae

Le systéme (1), qui est seul & considérer pourles V, situées dans E,,
est immédiatement en involution avec s, = 6. Les lignes asymp-
totiques de ces V, ne sont pas des droites en général. De plus, les
équations w, =0, ®,= 0, w,= 0 ne sont pas en général complé-
tement intégrables.

68. La détermination de toutes les V, de E, triplement réglées
serail un probléme intéressant. Elles se divisent en deux classes :
celles sur lesquelles chacune des équations v, = 0, w, = 0, v, = 0o
est complétement intégrable, et celles qui ne jouissent pas de
cette propriété. Les premiéres peuvent étre déduites par projection
sur un hyperplan a 6 dimensions d’une V, triplement réglée située
dans E.: c’est ce que nous verrons tout a 'heure. Parmi les autres,
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il en existe une remarquable, ne dépendant que de constantes
arbitraires, et pour laquelle les équations de Frenet généralisées
prennent la forme :

dA — WAy 4+ w, Ay + w3Aj,

dA = —fo A + A+ A, + 034,
dAy==— fws A + w3A + oA+ w0z Ay,
dAy=—fuw;A + oA, +oAg+ 0 A,
dN,= 2w;A — 3w, A} —HwA, 4wy Ag— 2w, Ag,
dAs= 2w A — 3w Ay —Dw, A —2mw,A, “+ oA,
dA;= 2w, A —50;A, — 30 A;+ w A, —2w AL

Cette V; triplement réglée admet un groupe a 3 paramétres,
qui a les mémes formules de structure que le groupe des
rotations :

!
i

o) =[wyoy], o) =[wson], o, =[onn,].

69. Dans“l’espace a 7 dimensions, les V, sont définies par les
équations (1) et (2), qui forment un systéme non immédiatement
en involution. On peut remarquer que, dans ce cas, les équa-
tions ®, = 0, w, = 0, W, = 0 sont toujours complétement inté-
grables sur la variété.

Il existe dans E, une V, triplement véglée, qui est engendrée
de trois facons différentes par o' quadriques et peut s’exprimer
au moyen des équations :

X, = 21 Xy, Ly = Ly X3 Lg—= T3Xq, Ty =22, %; ().

Elle admet un groupe a g parameétres dont les transformations
infinitésimales s’obtiennent sans difficulté. Les équations finies
de ce groupe sont obtenues en effectuant sur les paramétres des
trois familles de droites génératrices, trois transformations homo-
graphiques arbitraires. Il est commode de représenter paramétri-
quement la V; en coordonnées homogénes au moyen des formules:

Xo= 90,0503, Xy== 1, 0,0, Xy= uy0;9,, X3 = tzv, 0y,

X, = u,3, Xs=uyuyv,, Xs== ttzUs ¥, X, = wyuyu,,

() Cette V, a été signalée par M. Cartan (Comptes rendus, > septembre 1918).
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puis de faire subir aux paramétres les transformations :

LA [ r
uy=a,u~+ by, Uy,=a,uy+ b,v,, uy=—azuz+ b;v,,

7
L= ity + vy, vy = ity + 95y v, = cyus + o5

Vis-a-vis de ce groupe a g parameétres (G,), un point peut occuper
quatre positions essentiellement distinctes, d’aprés le nombre de
paramétres de son sous-groupe de stabilité. Si lon projette
la V, sur un hyperplan & 6 dimensions, la V, obtenue sera une
V, triplement réglée de E;, dont le groupe sera le sous-groupe
de G, quilaisse invariantle point de vue : il pourra étre & 6, 5, 3
ou 2 parametres.

A. Si Pon prend comme point de vue un point de la V, elle-
méme, la V, de E; admet un G, Ses équations peuvent &tre
éerites :

Xy Xy g, Ty = Ty T3, Xy = X2,

et les équations du G, qui Padmet comme multiplicité invariante
s’obtiennent en effectuant sur les parameétres des génératrices
rectilignes trois transformations linéaires non homogénes :

2y =a,x,+ by, xy = a,ay—+ by, Zy= a; x5+ by,

Z,=a a,x,~+ a by v+ a b, vy + by by,

Zi= ayasx,+ ay by xy+ as; by xs+ by by,

x, = asa,x; + azbyx3+ a, by, + b, b,.

B. On obtient une V, admettant un G,, sil’on prend comme point
de vue un point situé sur I'une ou l'autre des trois V, :

/
X == X1 X2y Xy == L2 X3, o= L3Xyy
(X, T= Xy Xy, Xy == X3, [ o R N
T Ty, .= a3 7,, 2 Tq== T T3,

c’est-a-dire un point situé sur 'un des H; osculateurs aux qua-
driques génératrices dela V, de E,, et non situé sur la V, elle-méme.
Les équations de la V, de E; correspondante peuvent s’écrire :
X, = X2y, Xy = 2,75 232y, L= T Xy 5.
Pour obtenir les équations finies du groupe, il est commode de
représenter paramétriquement la V; par les formules :
Xo= 19505, X, = u 0,93, Xy = uy0y 04, Xo= w0, 0y,
X, = u u,yv,. Xy==us(Us9; + 11 95), X =, uyu,,
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puis d’effeetuer sur les parameétres les transformations :

uy=ou,+ By, uy,=au,+ P, Uy=au;+ by,

/ ' A
Oy =y uy 4 oy, Py ==Y Uy 0y, vy =1,

C. Les V; admettant un groupe a 3 paramétres correspondent
au cas ou le point de vue est situé sur la V, d’équation:
(7 — 22, 2,25 — X1 2, — Xy Xg— 23, 0,)?
+4(r,— 2y (2, — @y2y) (X — X324) == O,
Elles s’écrivent :

Xy = Xy X3+ Xy X,y A, = Ty X3+ I Ty Xy = X1 &3

et leur groupe G, s’obtient en partant de
Z\=azx,+ b, = ax,+ b,, Z\=ax; + b+ b,.
D. Enfin, si on projette a partir d’un point quelconque,

non situé sur la Vg précédente, on obtient une V, d’équations
réductibles a :

z,= &y (235 + x212,), xy= 2, (23 + 2, 2,), 1o =2, 2, ( T3+ 1, 25)
: , . .
et qui admet un G, qu’on peut exprimer sous forme finie :

xy = ax, xy=bx,, r’y = abzxs,,

x, = atbx,, xrl=abrx,, Xy = a*bay.

Vu et approuvé :
Pauis, le 29 janvier 1924.
Le Dovex pE ra Facurtth pes Scirnces,

M. MOLLIARD.

Vu et permis d’umprimer :
Paris, le 29 janvier 1924.
Le Recteur pE L'Acapimie bt Paris,

P. APPELL.
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