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PREMIERE THESE

SUR LA

THEORIE ANALYTIQUE DES GROUPES

CONTINUS FINIS

INTRODUCTION.

La théorie des groupes continus finis a été fondée par S. Lie, et
depuis de nombreux géométres en ont développé les bases et les appli-
cations. Dans toutes ces recherches, on définit un groupe continu G
par des transformations infinitésimales

le:ZEkl(x)gI: (i:l,z,...,r),
k=1

dont on suppose les coefficients &;; holomorphes dans le voisinage d’un
point; on définit les transformations de G dans le voisinage de ce point
en se boronant a I’étude des transformations voisines de la transforma-
tion identique. Lorsqu’on étudie la similitude entre deux groupes g
et (&, on se contente d’établir qu’il existe une transformation f holo-
morphe, ainsi que /~', dans le voisinage du point considéré et telle
MINEUR. 1



2 HENRI MINEUR.

que ,
fe&f=6G.

Dans ce travail, nous nous sommes proposé d'étudier les groupes
continus G, sans nous restreindre ni a la considération des transfor-
mations de G voisines de la transformation identique, ni 4 I'étude des
transformations de G et de la transformation / dans le voisinage d’un
point. Ce travail se compose de trois Parties :

Dans la premiére Partie, nous supposons les £, algébriques et le
groupe g birationnel; nous faisons en outre-une hypothése sur la
structure de g. Au groupe G correspond un groupe (g') birationnel,
comprenant une infinité discontinue de transformations. Si (g') est
discontinu au sens de H. Poincaré, la transformation f est nniforme,
ainsi que les transformations de G qui correspondent biuniformément
a celles de g. Dans le cas contraire, G contient un sous-groupe singu-
lier (G) composé d'une infinité discontinue de transformations.

Dans la deuxiéme Partie, nous étudions une structure particuliére
de groupe qui nous condnit & considérer des transcendantes uniformes
appelées «ultrakleinéennes ». Nous étudions également G sur sa multi-
plicité invariante ; cette derniére théorie, qui compléte dans un autre
sens celle de la similitude des groupes, peut s’étendre a des structures
plus générales que celles que nous avons envisagées.

Dans la derniére Partie, en partant de fonctions kleinéennes, nous
avons défini des fonctions ultrakleinéennes et des groupes G pour les-
quels les £, sont algébriques. L'étude de ces groupes, dont on ne peut
former les équations finies et qui se rameéne & 'étude d’un groupe klei-
néen, termine ce travail.

PRELIMINAIRES.

I. — Propriétés des solutions de certaines équations
fonctionnelles algébrigues.

1. Exposons d’abord quelques résultats qui servent de guide dans
nos recherches.
Soient f(«) une fonction méromorphe et x une valeur particuliére
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quelconque de la variable, en général I’équation
S(2")y=f(=2),

ou 2 est 'inconnue, a une infinité de racines qui sonut des fonctions
analytiques de x. Cette équation définit donc une infinité de transfor-
mations qui constituent ce que nous appellerons le groupe de la fonc-
tion f. Cette définition s’étend sans difficulté & un systéme de n fonc-
tions de 7n variables.

Nous dirons qu’une relation entre deux variables y,, y, est alge-
broide, si 4 une valeur de y, correspondent au plus un nombre fini N
de valeurs de y, et réciproquement. N est dit le degré de la relation
considérée par rapport a y,.

Taroreme 1. — Sideux fonctions méromorphes f(x) et g(x) sont
lies par une relation algébroide, f(x) ne prend qu'un nombre fini
de valeurs lorsqu’on y effectue toutes les substitutions du groupe
de g. Ce nombre est au plus égal au degré de la relation considérée
par rapport a f.

Tueorime 1I. — Soient f(x) une fonction méromorphe et
' = Y(x, a) les équations d’un groupe continu g de transforma-
tions birationnelles a un paramétre. S’il existe, quel que soit x, une
relation algébroide de degré mazimum N entre f(z) et f[{|x, a]]
et st U'on considére N +1 transformations h,, h,, ..., hy,, du
g}*oupe de f, deux de ces N + 1 transformations h, et h, sont telles
que h,h' est permutable avec loules les transformations de g.

Les fonctions

fl@) et fl[u[x, al]

étant liées par une relation algébroide de degré N par rapport & f(}),
en vertu du théoréme I, deux au moins des N + 1 quantités

f[t‘g[/z,,,(x), a]] (m=1,2,...,N41)
FL4ap(2), al] = f{¥[Aq(x), al],
ou, en posant A(x) = k[ 1) (x)],

SY[h(2), al) =F[¥ (=, @)1

sont égales :
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1! existe donc une substitution A’ (x) du groupe de f telle que

b[A(2), a]= K [}[2, a]].

Les substitutions 4 et 2’ dépendent de @ ; mais comme les substitu-
tions A’ forment un ensemble dénombrable, pour une infinité de
valeurs de a voisines d’une valeur quelconque «, A et A’sont les
mémes. Prenons pour « la valeur du parameétre a qui correspond & la
transformation identique, et choisissons pour z une valeur telle que 2
et 2’ soient holomorphes dans son voisinage; la fonction

YlA(x), al— /L'[(.!/[.’L‘, a]J

Y

holomorphe par rapport & et & a, est nulle pour une infinité de
valeurs de a voisines de a; elle est donc identiquement nulle et pour a
voisin de «, on a

UL h(2), a] = k'[Y[@, a]].
Faisons dans cette équation a = «, il reste

h(x) = h'(x);
par suite,
yli(z), a]l= h[";’[xv a-]]’

quel que soit a; A(x)=h, k"' est donc permutable avec toutes les
transformations de g.

Une conséquence de ce théoréme est la proposition suivante déja
connue : Une fonction méromorphe qui admet un théoréme d’addi-
tion algébrique est soit une fonction rationnelle, soit une fonction
rationnelle de e, soit une fonction elliptique.

Ces deux théorémes s’étendent sans difficulté & un systéme de
n fonctions de n variables.

II. — Indication d’un procédé de définition
de certaines transcendantes.

2. Soient f,(x) et f,(x) deux fonctions méromorphes liées par
une relation algébrique

F[fi(=), fo(z)]=0.
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Nous appellerons groupe du systéme ( f,, f,) 'ensemble des trans-
formations communes aux groupes de f, et de f,. Soient de méme
n ~+ 1 fonctions f,, f,, ..., fur, de n variables z,, z,, ..., x, liées par
une relation algébrique

Flfilz, ..., x0), falxyy o oy )y ooy frma (&g, -0y Zp)]=0

Le groupe de ce systéme est formé des transformations (x, x')
définies par

fi(xh Loy v ooy xn):ft(x,n x,gy ceey xln) (i:‘) 2, c. oy n+l>'
Nous dirons que deux systémes

(fufa, "-afn+l) el (g1 &2 -y &n+1)

sont liés par une relation algébroide si chacune des fonctions de I'un
des systémes est une fonction algébroide des fonctions de I'autre. Par
extension, nous appellerons degré de cette relation par rapport a ( f)
le nombre des systémes (/) qui correspondent a un systéme (g)
donné.

Symboliquement, on peut écrire un tel systéme sous la forme
v = f(x); fest en définitive le symbole d’une correspondance entre
les systémes x,, ,, ..., , et les points de la surface algébrique

F[.}’uy:»; CREY _}’n+1]:O.

Grace a I'’emploi de cette forme symbolique, il est facile de voir que
les démonstrations des théorémes I et II s’étendent aux systémes de
n + 1 fonctions de n variables. En particulier, considérons le cas ou
dans I'énoncé du théoréme II, N égale 1. Les relations algébroides
considérées sont alors uniformes. Soit 4 une substitution du groupe
de f; si nous lui associons la transformation identique qui fait aussi
partie de ce groupe,’nous avons ainsi N + 1 substitutions du groupe
de f et, en appliquant le théoréme II, nous voyons que 4 est permu-
table avec toutes les transformations de g.

3. Il existe, comme on sait, trois procédés principaux de définition
communs & |’exponentielle et aux fonctions elliptiques; seuls deux
d’entre eux permettent de définir les fonctions fuschiennes et klei-
néennes comme le montre le Tableau ci-dessous :
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EXPONENTIELLE, FONCTIONS ELLIPTIQUES. FONCTIONS KLEINEENNES.

Série e, Séries p(u), {(u). Séries thétakleinéennes.

Inversion de lintégrale|Inversion du quotient de
, elliptique de premiére| deux intégrales d’une
y :y. \ . - LR

espéce. équation linéaire

Equa tion différentielle

Equation fonctionnelle | Théoréme d’addition algé-

J(z+y)=f(=) f(y)- | brique.

Nous nous proposons dans ce travail de combler le vide que présente
ce Tableau; d'une facon plus précise, au moyen d’équations fonction-
nelles agalogues & celles du théoréme d’addition des fonctions ellip-
tiques, nous définirons des systémes de transcendantes dont le groupe
est formé de transformations birationnelles d'une nature donnée a
I’avance. A titre d’exemple, cherchons les systémes de quatre fonctions
de trois variables x,, ,, 2, dont le groupe est formé de transforma-

tions de la forme

, , ozt B, , _axy+f

<. o = , =Tt B Y&+ 0%
! v+ 0 P oy + 6

1 —

S,

Il suffit pour cela de remarquer que ces transformations sont per-
mutables avec celles du groupe

azx,+ bxr, ,  cxy + dz, ,  axzs+ b
—_— X, = ——————— > Xy = - ¢
cxy,+d cx;+d cx,+d

N —
g x| =

Si donc on connait un systéme de quatre fonctions f,, f,, fs, f, de
trois variables liées par une relation algébrique et telles que les
quantités

ax,+bxy, cx,+dx, ax;+ b>
S ’ ,
cxy,+d cxy+d  cxy+d

soient des fonctions uniformes des f,(x,, x,, x;), ce systéme se répé-
tera par des transformations du groupe g’. Si dans f,(z,, z,, x,) par
exemple, on fait #, = x, = o, on obtient une fonction kleinéenne de z,,
car pour x,=x,= 0 une substitution du groupe g’ se réduit a

az,+ 3

.’L‘lﬁ‘:_‘“ n®
Y&+ G
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4. Considérons pour simplifier un systéme de deux fonctions d’une
variable f,, f, liées par la relation algébrique F(f,, f,) =o0 et un
groupe g continu a un paramétre : ' = {(x, a). Supposons que f,(z)
et f,(«) soient des fonctions uniformes de f,(x) et fy(x) :

Si(xY =Ri[ fi(=z), fr(2)],
fo(2') =Ry[ f1(®), fo(2z)]

Les transformations ainsi définies

Xi=Ri[Xy, Xo],
X, =Ry[X,, X, ]

forment un groupe G, conservent la courbe algébrique F(X,,X,) =0
et sont uniformes sur cette courbe. Les groupes g et G sont donc sem-
blables et les fonctions y, = f,(x), y, = f.(x) peuvent étre consi-
dérées comme définissant une transformation f telle que

(1) J8f=G.

D’aprés la théorie de Lie, réciproquement, si g et G sont deux
groupes continus semblables, il existe une infinité de transformations f
vérifiant 'équation (1). Dans ce travail nous ferons donc I’étude de la
similitude des groupes continus de transformations et des transforma-
tions f correspondantes. Nous montrerons dans quels cas les fonc-
tions ainsi définies sont uniformes et nous retrouverons sous une
forme plus précise le groupe de ces fonctions.

PREMIERE PARTIE.

THEORIE GENERALE DE L’'EQUATION FONCTIONNELLE -t =G.
8.

1. — Simplification du probléme.

I. Soient g et G deux groupes continus finis et semblables. Dans
’étude des transformations f définies par I’équation fonctionnelle

(1) fef'=G,
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nous nous limiterons au cas ou la solution f de (1) dépend de cons-
tantes arbitraires. D’apres S. Lie (Theorie der Transformations-
gruppen, t. I, Chap. XIX), il fautet il suffit pour cela queles groupes
g et G soient transitifs. Soit g’ le groupe continu fini des transforma-
tions permutables avec toutes celles de g. Ainsi que nous l'avons
démontré dans les préliminaires, le groupe d’une solution de I'équa-
tion (1) est un sous-groupe de g’. Le nombre de paramétres dont
dépend g’ est maximum lorsque g et G sont simplement- transitifs.
C'est ce cas que nous considérerons désormais.

Supposons donc g et G simplement transitifs et isomorphes; il en
résulte qu’ils sont semblables. Précisons la signification de 1'équa-
tion (1). Solent : s le nombre de parameétres de g, X,, X,, ..., X,
s transformations infinitésimales indépendantes de g et Y,, Y,, ...,
Y,. s transformations de G liées par les mémes relations de structure
que les transformations correspondantes de g. L'équation symbo-
lique (1) signifie que la transformation f fait correspondre X, a Y,. 11
pourrait arriver que G admette s autres transformations infinite-
simales Y, Y}, ..., Y, liées par les mémes relations de structure que
X,, X,, ..., X;; on ne considérera pas comme solution de (1) une
transformation qui fait correspondre les X; et les Y.

2. Relation entre les solutions de deux équations fonctionnelles.
— Soit g, un groupe semblable a g; considérons les équations ana-
logues a (1),

(2) gt l=g,
(3) g 1=0G.

Soient T, 7 et <’ des solutions particuliéres respectives de (1), (2)
et (3). De ces équations, on déduit

Tt [T =T i g

La transformation f'=1~* f~'1’ est donc permutable avec toutes les
transformations de g,; f” est donc une solution de

(4) Se =g
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Réciproquement si /", © et 1’ sont des solutions respectives de (4),
(2)et(3), f=rf =" estsolution de (1).

L’étude des solutions de (1), o g et G sont des groupes de structure
donnée, est donc ramenée a celle des équations de la forme

g1t =G,

ol g, est un groupe possédant la structure donnée, choisi une fois pour
toutes et G un groupe quelconque isomorphe & g,.

On peut tirer des considérations précédentes une autre conséquence
intéressante : si f est une solution particuliére de I'équation (1), toute
autre solution f” de cette méme équation sera de la forme

S'=7r

< étant une transformation permutable avec toutes les transforma-
tions de g. Il suffit donc d’étudier une seule solution de I’équa-
tion (1).

3. Nature des transformations de g. — Nous prendrons pour g
un groupe de transformations birationnelles; les transcendantes solu-
tions de I’équation (1) admettront pour groupe un sous-groupe de 2.
Comme notre but est de former des transcendantes dont le groupe se
compose de transformations birationnelles, il faut chercher dans quel

cas il en est ainsi pour g'.

Tarorime. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un
groupe snnplenzenz lranszlz/ g et son groupe permulable g se com-
posent de transformations birationnelles est que g dépende bira-
tionnellement de ses paramétres par un choixz convenable de

ceux-ci.

1° La condition est suffisante. — Soient en effet 2" = {(x. a) les
équations de g, =, un point fixe et x, = Twx, son transformé par T ;
on a, quel que soit a,

T (21, @)] =4[ T(x), a]l =Y (@, a).

Soit z' un point quelconque, comme g est simplement transitif et
dépend birationnellement de ses paramétres a, il existe en général un

MINEUR. 2
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systéme a et un seul tel que 2’ = {(x,, a). Le transformé =" de =’ par

T sera
' =Ta'=T[{(z,, a)] =1(x,, a).

On obtient 'équation z” = Tz’ d’une transformation de g’ en élimi-
nant a entre les équations z” = {(x,, @), @' = ¢(z, @). T est donc
birationnelle.

2° Réciproquement, supposons g et g’ birationnels. Prenons pour

paramétres définissant une transformation T de g les coordonnées du
point A transformé d’un point fixe O par T ; soient M un point quel-
conque, M’ son transformé par T, je dis que M’ est une fonction bira-
tionnelle de A et de M. Soit v une transformation de g, telle que
M = v O (¥ existe puisque g’ est simplement transitif) et soit

M| =rxA,
on a

A=TO;
donc

M/ =:tTO=T:O=TM =M,

donc M'=rA, r étant birationnel. La proposition énoncée est démon-
trée. Nous prendrons désormais pour g un groupe birationnel dépen-
dant birationnellement de ses paramétres.

1. — Réduction d’un groupe continu
de transformations birationnelles.

A. Le théoréme de M. Enrigues. — Avant d’aborder I’étude de
’équation (1), cherchons les singularités d’un groupe continu de trans-
formations birationnelles. Reprenons la démonstration d’'un théoréme
de M. Enriques (') qui doit nous étre utile parlasuite et d’aprés lequel
un groupe de transformations birationnelles g & s variables se raméne
stmplement & un groupe continu de transformations homographiques.

Considérons une famille G de multiplicités algébriques a s — 1 dimen-
sions : G(@y, Ty, ooy gy 0y Ly, ouny L) = O.

(1) Sui gruppi continui di transformasioni cremoniane nel piano (At
della reale Accademia dei Lincei, 1893, p. 468).
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Transformons-les par toutes les transformations de g, nous obtenons
une nouvelle famille F qui dépend de paramétres arbitraires. Soit F'
le plus petit systéme linéaire de multiplicité a s — 1 dimensions qui
contient I, je dis que F' est invariant par g :

Si cela n’était pas, le systéme linéaire I transformé de F’ par g
contiendrait F' et serait différent de F’; le systéme commun a F/ et F”
serait linéaire, contiendrait I et serait plus petit que I’ et F”, c’est-
a-dire dépendrait d’'un nombre plus petit de parametres, ce qui est
contraire a ’hypothése. Soit donc

Ma( @y, oy ooy T) + hagaly, Tay oo, Tg) oo+ Apgp( @y, 22y o, X)==0

le systéme E” invariant par g. Posons

=gy (xy, 22, ..., Xg),
Uy == 8y (X1, Ty, ..., Xs),
R e ,
Up=Gp(X\, Zg, ..., Ts).
Considérons u,, u,, ..., 4, comme les coordonnées homogénes d'un

point de I’espace E, a p — 1 dimensions. Nous obtenons dans I'espace E,
une multiplicité P & s dimensions dont les coordonnées s’expriment
rationnellement au moyen des paramétres x,, x,, ..., ;. Le groupe g
définit sur P un groupe de transformations birationnelles qui conserve
la famille des sections planes de P d’équation

Ity dglig~+.. +d,up=o.

Les équations de g sont donc celles d’'un ensemble de transforma-
tions linéaires homogénes si 'on prend comme variables u,, u,, ..., u,.
Considérons ces transformations comme appliquées a I'espace E, tout
eatier; elles forment un groupe surla multiplicité P, mais comme elles
sont linéaires homogénes, et comme s + 1 quelconques des variables
u,, Uy, ..., U, sont linéairement indépendantes sur P, les identités
entre les coefficients de ces transformations qui expriment qu’elles
forment un groupe sur P expriment aussi qu’elles forment un groupe
dans tout 'espace E,. Elles constituent donc un groupe continu g, de
transformations homographiques de E,, laissant P invariant et se
réduisant sur P au groupe g a condition de prendre comme variables
Xyy Loy oony Lo
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En résumé : Etant donné un groupe continu g de transformations

birationnelles de Uespace L(x,, x,, ..., ;) tl exisie un groupe
B . g - u u
continu de transformations homographiques de lespace —, ==, .-
u,, lll,
U, . . . .
—%—' conservant une multiplicité rationnelle P+
’l
U, = 8i(Xy, Ly, ...\ Ty) (i=1,2, ...,p)

et se réduisant & g sur P a condition de prendre pour variables x,,

Ly vovy L (‘)

8. Singularités d’un groupe de transformations birationnelles.
— La correspondance entre les points de I'espace E(x,, z,, ..., z,) et
de P ainsi définie n’est pas nécessairement biuniforme. Considérons,
par exemple, le groupe de ’espace a trois dimensions :

, __cy—+dsx

X =
¢+ dz

, _ay—+bszsz

~ Ta-+ bz
~/_§c+dz
T a+ bz

L’équation de la famille F’ sera de la forme
F(y, s, sx, a1, 0t3, o vy &) =0,
F étant un polynome entier, et les «; seront de la forme
u,=g:i(y, 2, sx),

les g; étant des polynomes. On peut supposer que les g, ne s’annulent
pas tous lorsque z est nul; si cette circonstance se présentait, on
pourrait mettre en facteur commun dans tous les g; une certaine puis-

(1) Cette démonstration ne peut pas s'étendre aux groupes continus de trans-
formations birationnelles d’une multiplicité algébrique I en elle-méme, si les
transformations cessent d’étre birationnelles hors de la nuitiplicité I ; on ne
peut affirmer en effet qu’une famille de multiplicités algébriques tracées sur I
soit contenue dans un systéme linéaire. On, peut, du reste, en utilisant cette
remarque, établir que les surfaces hyperelliptiques sont irréguliéres.
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sance de z et supprimer partout ce facteur puisque ceux-cireprésentent
des coordonnées homogénes. Quelle que soit la famille initiale G
choisie, & la multiplicité & deux dimensions z = o de l'espace z, y, 5
correspond sur P la courbe a une dimension ;= g,(y, o, o). La cor-
respondance entre P et 'espace z, y, z ne peut donc étre biuniforme
pour z = o.

Les variables z,, x,, ..., z; sont des fonctions rationnelles de «,,
Uy, ..., U, ces variables représentant les coordonnées homogeénes d’un
point de P. Les points singuliers pour le groupe g seront les points
d’indétermination des fonctions u(.r) et ceux des fonctions z(u).

6. Application a Uéquation (1). — Dans I'étude de Iéquation
fonctionnelle

(1) fef =G

au lieu de considérer la transformation f comme appliquée au point
Xy Ty, ..., s de I'espace E, nous la considérerons comme appliquée
au point correspondant de P. Soit A un point de P, deux cas peuvent
se présenter : 1° dans le voisinage de A les coordonnées d'un point

de P sont des fonctions de s paramétres xz,, x,, ..., x, holomorphes
pour r, =0, £,=o, ... , T, = 0, et telles que la corresponddnce entre
les points de P et les points de 'espace z,, ,, ..., Z, soit biuniforme

dans le voisinage de A et de z; = o. Désignons respectivement par g
et fle groupe g et la transformation f exprimés au moyen des w,
f vérifie

() S8f"=G,

H suffit donc d’étudier les solutions de (1') dans le voisinage de
£, =0,%,=0, ..., Z,= o0, (1') a la méme forme que (1), mais il est
facile de voir que les coefficients des transformations infinitésimales
de ¢ sont holomorphes dans le voisinage de x; = o. En effet, une trans-

formatxon infinitésimale de g est de la forme

/7

Xf= 27\,(){ A \ Z,u,ku,-&— —LZv,u,Eukduk

=1 1_.1 k=1 1=1
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Or les u; sont des fonctions holomorphes des z; il en est donc de
méme des coefficients de la transformation X f exprimée au moyen
des z.

2° A est un point singulier de P : soient u;= o les coordonnées de
ce point et

.
Fy=o0, F,=o, ... F,=o0, F,,1=o, ., Fn=o,

Fm. =0

les équations de P dans le voisinage de ce point; supposons que les
développements de F, ., F, _,, ..., F, . commencent par des termes
de degré i enu,, u,, ..., u, et que le systéme obtenu en égalant 4 zéro
les termes de moindre degré de F,, F,, ..., F, ne se réduit pas a un
systeme de moins de p — 5 équations. Les entiers 7,, 7, ..., 77, carac-
térisent la singularité de P en A. Soit A’ le transformé de A par une
transformation quelconque ¢ de g; en prenant en A’ des coordonnées
convenables ¢, v,, ..., v,, on peut faire en sorte que ¢ ait pour équa-
tion ¢; = u; et, comme ¢ est homographique, ce changement de coor-
données est biuniforme. Les entiers n,, n,, ..., n,sont donc les mémes
en Aet A’

Si A est un point singulier isolé des points singuliers de méme espéce,
A est invatiant par Z.

Si A fait partie d’une ligne I. deux points singuliers de méme
espéce, cette ligne L est invariante par . Ainsi les points singuliers
de P font partie de multiplicités tracées sur P invariantes par g; ces
multiplicités seront, dans chaque cas, I’objet d’une étude spéciale.

En résumé : dansl’étude des solutions £ de 'équation (1), on peut tou-
jours supposer que dans le voisinage de tout point de P qui ne fait partie
d’aucune mulAtiplicité de P invariante par g, les coefficients des trans-
formations infinitésimales de g sont.des fonctions holomorphes des
parametres qui fixent la position d'un point de P, quitte & multiplier
ensuite f par une transformation z = U(z) dans laquelle les z se
comportent comme des fonctions rationnelles des x.

Nous avons supposé implicitement que le point considéré de P était
a distance finie; dans le cas contraire, on le raméne & distance finie par
une homographie.
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IlI. — Ktude d’une solution de l’équation (1).

7. Enoncé des hypothéses. — Faisons sur les groupes g et G les
hypothéses suivantes :

I. g est un groupe continu de transformations birationnelles de
Vespace E(x,, @, ..., z,), défini par s transformations infinitésimales
indépendantes

Xzf:ZEM% (i=1,2, ..., 8).

A=1

g dépend birationnellement de ses paramétres par un choix con-
venable de ceux-ci. Soit & le déterminant des coefficients &;;, ¢ n’est
pas identiquement nul. Enfin les X; sont liés par les relations de
structure

s

(Xn Xk) :2 CunXp

h=1

et les ¢, sont tels que le groupe g n'admet pas de transformation infi-
nitésimale distinguée.

Définition. — Nous appellerons transformation distinguée d’'un
groupe une transformation finie permutable avec toutes les transfor-
mations de ce groupe. Nous supposerons que g ne contient pas de

transformation distinguée autre que la transformation identique.
II. Soient

s+1

_ af .
Y,f—Z'ﬂk,a}j—,; (t=1,2,...,58)

k=1

s transformations infinitésimales dont les coefficients v,; sont des
fonctions rationnelles des variables y,, y,, ..., v, , liées par la
relation algébrique

(5) F()’u}’% cety Ys41)=oO.

Cette relation (5) définit dans l'espace a4 s+ 1 dimensions nune
multiplicité algébrique on.
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Les relations
Y.F=o (i=1,2, ...,5)
et

s
(Y[, Yk).‘zz cileYh (i, /{':I,2, ...,S)

A==t

sont des conséquences de la relation ( 5).
Il en résulte que les Y définissent un groupe continu G formé de
transformations de la variété on en elle-méme.

. . . . oF
Soit M, un point de 91U ; si en ce point 3 n’est pas nul, nous
S+1 :
prendrons comme coordonnées d'un point M voisin de M, ses s
premieres coordonnées y,, ¥,. ..., ¥,; la relation (5) défimit y,,
sans ambiguité dans le voisinage de M,.

s
- g
Yif:,;nkl(yhyzv --vvysays-}-l[yh "~1)IS])5‘7{:
o - of
ZZﬂki(.Vls Y- ~~-1,)’s) - M
k=1 d)k

on vérifie sans peine que

(?i, ?k,) :2 Cikh—Y—Iv

h=1

Ces relations s'écrivent, en effet :

s —_ — s
~ Ong = Oniy, \ -
Z [nie d))m — Nke d)’l : :Z CikhMNhm
3 e

(=1 =

mais
Okm _ Ok Ok Y ss
ayi oy, Y51 Oy

et la relation & vérifier devient

25 [dn/cm — dﬂiln:)
0}’1 kt ()),[

=1

R

- s
N\ . a‘ys-)-i dnkm _ d.ys-H dﬂi»z > . | ) .
+Z <7]z[ dyl dy_ 1 Nkt 0—)’1- d,ys-l—l Z CikhNpom = O-

=1 h=1
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D’aprés la relation Y, F = o, on a

s
J
Nis41 :2 N ;,;/_:1

-1

et, en tenant compte de (5) les relations considérées se réduisent aux,
conditions

(Yn Yk) :2 CtknYlu

h=1

qui sont vérifiées par hypothése. Les Y, définissent donc dans le
voisinage de M, un groupe continu G sur la multiplicité ow.

. oF . ,
Si en M, tous les 3, sont nuls, on exprime les coordonnées d’un

13
points M de o1 voisin de M, au moyen de s paramétres ¢,, ¢,, ..., ¥,
et I'on fait le méme raisonnement que précédemment. Pour abréger

I’écriture, nous supposerons que < > n’est pas nul.
0

()_7s+1

Si en un point M, les v, sont des fonctions holomorphes de
Y1y <oy Vs, et si le déterminant A =] v,|| n’est pas nul, nous dirons
que M, est un point régulier. Si les v, sont holomorphes et si A est

nul, nous dirons que M, appartient a la multiplicité A. Si les vy, ne
sont pas holomorphes, nous dirons que M, est un point singulier.

III. Enfin, nous ferons sur les Y, 'hypothése suivante : en certains
points irréguliers M, (3} ) il existe une transformation algébtique :

Y= U (5, 8oy - ve Zs) (i=1,2,. ,59)

telle que ¥! = u, (0, 0, ..., o) et telle quesi I'on exprime les Y, au
moyen des variables z :

_ ol
V= X (s) 5L

A=1

Les coefficients n,, des Y sont des fonctions holomorphes des z dans le

‘voisinage de z, =0, 3, =0, ..., 3,=o0; en un tel point M, nous
désignerons par A le déterminant |7,
M, appartient & A.

MINEUR. 3

|. s'il est nul nous dirons que
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Les raisonnements que nous ferons s’appliquent du reste au cas
1

plus général ot les y, sont des fonctions algébriques des z; et des e*.
Pour abréger le langage, nous nous bornerons au cas ou la transfor-
mation y == u(z) est algébrique. Si, en outre, les fonctions u (z) sont
rationnelles, M, sera dit point singulier rationnel ; si elles sont
birationnelles, M, sera dit point singulier birationnel.

Si en un point irrégulier, il n’est pas possible de trouver une
transformation y = u (z) vérifiant les conditions précédentes, nous
dirons que ce point appartient & la multiplicité A,.

Remarquons, pour terminer, que la vérification de ces hypothéses
n’exige que des opérations rationnelles.

8. Définition d’une solution dans le voisinage d’un point. —
Soit M, (¥}, ¥e, --., ¥t,,) un point régulier de 9% n’appartenant pas
aAetm,(x,..., £") un point de E n’appartenant pas & 8. D’aprés
la théorie de Lie on obtient une solution y = f(x) de 'équation (1)
fgf~' = G en égalant a zéro s intégrales indépendantes du systéme

(6) X®+Y®d=0 (i=1,2 ...,5)

Ce systéme admet une solation et une seule ®,(x, y) holomorphe
dans le voisinage des points m, et M, et se réduisant a y, — y, pour
x, =z} (i=1,2,...,s). Le systtme

(I Cu(z,y)=o0 (h=1,2,....5),  F(p,y .. ysm)=0

définit pour y,, y., ..., ¥, des fonctions y, = f,(z,, £y, ..., &)
holomorphes dans un domaine d, entourant m,. Il définit de méme
pour x,, x,, ..., x; des fonctions d’un point de o :

2o =7V Yas - ooy Ysw1)

holomorphes dans ua domaine D, de M entourant M,.
Exprimons les équations de G dans le voisinage de M, au moyen de
ses parameétres canoniques @,, @,, ..., @ :

Ye=b(y,a) ou y=Tyy.
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Pour obtenir les §; on forme I'intégrale du systéme

dy! - .
%:Exk"lki()") (=21, 2, ..y 5),
1

vérifiant les conditions initiales ¢ =o0, y, =y, ; cette intégrale
¥; =¥;(¥; a) ne dépend que de a, = A1, a, = A, ..., a, = A;
si I'on y considére les y comme des variables, elle définit les
transformations de G.

Soit D; le domaine homothétique de D, par rapport & M, dans le

rapporti; les ¢, sont holomorphes lorsque y est dans D) et lorsque

la;|<<p (i=1, 2, ..., s). Nous appellerons transformation infi-
niment petite de G dans Dj, ou pour abréger en M, une
transformation T, correspondant & des valeurs des paramétres a
vérifiant ces inégalités.

Soient de méme z,=1¢,(x; a) les équations de g exprimées au
moyen des mémes paramétres canoniques. ¢ n’étant pas nul en m,, &
une transformation infiniment petite de g correspond un seul systéme
de valeurs des paramétres canoniques et de méme pour G. Faisons
correspondre entre elles les transformations de g et de G définies par
les mémes valeurs des paramétres canoniques. Il résulte de ce que
nous venons de dire que la correspondance entre les transformations
infiniment petites de g et G est biunivogue. Il est nécessaire de
remarquer que p dépend du point'M, considéré; la transformation f~*
est définie dans le domaine D,; nous allons étudier maintenant son
prolongement analytique sur la multiplicité o1 tout entiére.

Nous poserons dorénavant

I L] ot LU
X=X+ LZy, }’h—)’h"' LY ks

" "
9

nous désignerons par E’ espace & 25 dimensions ), x|, x,, =, ...,

’ " ) N R I . . ' " ' ”
x,, ., et par ' la'multiplicité & 25 dimensionsy,, ¥, ...y Yiirr Viorrs
les y étant liés par la relation (5).

9. Etude du prolongement analytiqgue de f~' le long d’un
cheminne rencontrant pasAou A,. — Soit C un chemin partantde M,
tracé sur 9’ ; cherchons le prolongement analytique de x,, x,, ..., z,
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lorsque M suit C. Soit M, (»{", »\", ..., ') un point de D; situé
sur C; appliquons 4 M, toutes les transformations de G infiniment
petites en M, ; nous obtenons ainsi un domaine D,. Recommencgons
cette opération en remplacant M, par un point M, de D, situé sur C
¢t ainsi de suite; nous obtiendrons au bout de n opérations un
domaine D, ; D;, D,, ..., D, forment un domaine tubulaire entourant
un arc de C.

Tutorime. — Si C n’a aucun point commun avec les multiplicités
Aet A, un point arbitrairement donné de C finira par se trouver
dans le domaine D, pourvu que n soit suffisamment grand.

Sapposons d’abord que M soit a distance finie ainsi que la
portion M, M de C et que C ne passe par aucun point singulier de G.

A tout point My} de C correspond un nombre positif o (M) fel
que les inégalités |a,| <o (M) définissent les transformations de G
infiniment petifes en M. 1.’ensemble des valeurs o (M) correspondant
a tous les points de C a un minimum g, non nul, sans quoi en un
certain point M de C, (M) serait nul. Imaginons que dans la
construction des domaines successifs, D, D,, ..., D, nous ne
considérions comme infiniment petites que les transformations pour
lesquelles [a,| <<p,; nous aurons une autre succession de domaines

D,,D,, ..., D,, D, seraintérieur & D}, D, sera intérieur 4 D, D,, et
ainsi de suite; si donc un point de C se trouve dans un domaine D,
il sera a foritor: dans un domaine D,. Grice a cette nouvelle
convention, si une transformation T, de G est infiniment petite en un
point de C, elle l'est également en tout point de C ainsi que
la transformation inverse T,' qui correspond aux valeurs — a,,
— Qy,..., — a; des paramétres canoniques.

Soit donc M un point de C; si quelque grand que soit n, D, ne
contenait pas M, il y aurait un point P sur I'arc M,M possédant la
méme propriété, et tel que, quel que soit le point P’ choisi sur
l'arc M,P, D, finirait par contenir P’ pour n assez grand. En ce
point P, A n’est pas nul; en appliquant a P une transformation
infiniment petite convenablement choisie de G, nous aurions pour
transformé de P un point P/ de P’arc M, et P étant contenu dans D,

serait certainement dans D, ,.
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Supposons maintenant que M soit & I'infini, il suffit de faire une
transformation birationnelle convenable © ramenant 'arc MM a
distance finie, en appliquant la démonstration précédente a I'arc
transformé de M,M et au groupe ©G7~', on démontre la proposition
énoncée.

Admettons maintenant que C passe par un point singulier M,
soit D un petit domaine enlourant ce point, nous remplacerons

dans D y,, y,, ..., ¥, par les variables z,, z,, ..., z, définies au
paragraphe 7 dans lespace 2}, 3}, ..., 3, z,, C a pour homologue
une courbe C’ passant par le point O(z,=o0,7i=1, 2, ..., s). Les

coefficients des transformations infinitésimales de G exprimées au
moyen des variables z sont holomorphes en ce point et leur
déterminant n’est pas nul, on peut donc appliquer & une portion de C’
comprenant le point O le raisonnement précédent.

TreoreMe. — Les a; sont des fonctions birationnelles des y;
dans le domaine D, si D, ne contient pas de point singulier de G.

Nous dirons que des fonctions sont birationnelles, ou se comportent
comme des fonctions birationnelles dans un domaine lorsque, en
effectuant sur ces fonctions une transformation birationnelle conve-
nable, on obtient des fonctions holomorphes en tout point du domaine
considéré. Les seules singularités de ces fonctions sont des péles ou
des points d’indétermination. Lorsque le point

! ” ' "
MY Y o Vi Yon

décrit la courbe C, le point homologue m (x|, x7, ..., x,, z}) décrit
dans l'espace E’' une courbe ¢, soit m,(z{", ..., z{") ’homologue
de M;, d;le domaine homologue de D,.

Par hypothése, C ne rencontre pas de point singulier de G,
supposons le théoréme démontré pour le domaine D, , et démon-
trons-le pour D, :

Le point M, est situé a l'intérieur de D,_,, il lui correspond donc
par la transformation f~' un point déterminé m, de d,_,. Soient
la;|<p,i=1,2, ..., sles inégalités quidéfinissent les transformations
de G infiniment petites le long de C; lorsque les a; varient d’une
facon quelconque en vérifiant ces inégalités, le pointy = ¢ [y =", a]
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transformé de M,,_, par T, décrit le domaine D,. La transformation
x = f~'y est donc définie dans D, par I’équation

y=sry=rly"", al) =¢(z*", a).

Or l'équation y = { (™", @) définit les @ comme des fonctions
holomorphes des y dans D, et il est facile de voir que ¢ (x"", a) est
une fonction rationnelle des a; dans le domaine | ;| <p:

Ainsi que nous I'avons vu au paragraphe II, le groupe g peut étre
considéré comme un groupe de transformations homographiques

Zanll; + %y

upy = =

h zﬁ,-u,-—i—ﬁ
d’une multiplicité rationnelle P de, 'espace u,, u,, ..., u, en elle-
méme ; les coefficients « el B soul des fonctions de a,, ..., a,

holomorphes dans un domaine |a;| <R, R étant une constante. Il
peut arriver pour certaines valeurs des u; et pour |a;|<<R que
ZB,u,+ B s'annule; dans le voisinage d'un tel point de P, on
effectuera sur les « un changement de variables tel que cette circons-
tance ne se présente plus avec les nouvelles variables. En revenant
aux variables x, on en déduit que les «; sont des fonctions rationnelles
des a pour | a;| < R.

Comme R est une constante, on peut, ainsi que nous l'avons vu,
supposer, sans inconvénient, que p=R. Si en un point M, on est
conduit & une valeur p, supérieure & R, on la remplace par R et les
raisonnements précédents ne sont pas modifiés.

Il résulte de la que les z sont les fonctions rationnelles des y; dans
D, et, par un raisonnement analogue, on établit que les y sont des
fonctions rationnelles des x dans d,.

10. Définition des transformations finies de G. — On définit
un groupe en se donnant soit ses équations en termes finis, soit ses
transformations infinitésimales. Dans le premier cas, on sait ce que
I'on entend par transformation finie du groupe ; dans le second, nous
appellerons transformation finie du groupe le produit d’un nombre
fini de transformations infiniment petites.

Soit M un point de D,. Il existe » + 1 transformations infiniment
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petites de G, la premiére faisant correspondre M, a M,, la seconde
M, a M,, la (n+1)*me M, & M,_,, le produit de ces n + 1 transfor-
mations fait correspondre M, a M. Il existe donc une transformation
finie T de G holomorphe dans le voisinage de M, qui fait correspondre
M, & M ; nous dirons que C est le chemin de définition de T.

Au produit des n + 1 transformations infiniment petites de G
correspond le produit des n 4+ 1 transformations infiniment petites
correspondantes de g, ce produit de transformations fait correspondre
m, a m.

Ainsi, en méme temps que nous étendons le prolongement analy-
tique des x,, ..., ;, nous établissons une correspondance entre les
transformations finies de g et G.

11. Etude du cas oi D, contient un point singulier de G. -~ Ce
cas s’éludie facilement en remplagant dans D, les variables y par les
variables z. Soit D’ le domaine décrit par le point z,, z,, ..., 3,
lorsque M décrit D,. On démontre comme précédemment que les x
sont des fonctions rationnelles des z dans D’ et les z des fonctions
rationnelles des z dans ,. On en déduit que les = sont des fonctions
algébriques des y dans D,. Les y sont des fonctuions des « dans d,,
algébriques si le point singulier est quelconque, rationnelles si le
point singulier est rationnel. Les transformations infiniment petites
de G exprimées au moyen des z sont des fonctions holomorphes des
variables z et des parameétres, exprimées au moyen des y ce seront
des fonctions algébriques des variables et des paramétres. Nous les
étudierons par la suite d’une facon précise.

En résumé : Les x sont des fonctions algébriques du point M de
la multiplicité o dans le voisinage de tout point de M non située
sur A.

Désignons par & le domaine ouvert ou fermé décrit par le point
xy, Ty, ..., @, ,x, lorsque M décrit la multiplicité on’, domaines A et A,
exclus ; le point x,,..., x,; correspondant 4 un point M donné de or
dépend non seulement de ce point, mais aussi du chemin décrit pour
aller de M, 4 M. On a également le résultat suivant :

Les y sont des fonctions algébriques des x dans le voisinage de
tout point intérieur a ®.



24 HENRI MINEUR.

En particulier, si G n’admet que des points singuliers rationnels,
les y sont des fonctions uniformes des « dans le voisinage de tout
point de ®; il faut se garder d’en conclure que les y sont des fonctions
uniformes des x, car ainsi que nous le montrerons, & peut fort bien ne
pas étre simplement connexe.

12. Etude du prolongement analytique de la transformation f
dans un domaine de connexion quelconque. — Soit ¢ un contour
fermé quelconque tracé dans ®, ne passant par aucun point de ¢. Sic
peut étre réduit & un point par une déformation continue sans sortir
de @, les y n’ont a I'intérieur de ¢ que des singularités algébriques
connues.

Etudions maintenant le prolongement analytique des y le long de ¢
lorsque ce contour ne peut se réduire & un point sans sortir de ®.

tHEoREME. — St le point M décrit un arc de courbe M, M| ne se
fermant pas lorsque m décrit un certain contour fermé c, en
d’autres lermes, st les y ne reprennent pas la méme valeur lorsque
les x décrivent c, il existe une (ransformation distinguée de G qui
fait correspondre My a M,.

Soient ¢ un contour fermé tracé dans ®, m, un point de ¢, M,CM;
I’avc de courbe tracé sur on' correspondant au parcours m, ¢ m).
Représentons symboliquement par f(m) le systéme de fonctions
Yis oeny YVsry du point m(x,, ..., x£) situé dans le domaine D,. Soit T
une transformation infiniment petite de G dans D, ¢la transformation
correspondante de g, on a symboliquement

(7) SO =T(f)-

Prolongeons analytiquement les x le long de C comme nous
I’avons fait au paragraphe IV de ce Chapitre. On forme une succession
de domaines D,, D,, ..., D,, soient d,, ..., d, les domaines corres-
pondants de I'espace E’. Comme ¢ est fermé, d, contiendra m, pour
un valeur convenable de n. Représentons par f’(m) le prolongement
analytique de f dans d, lorsque m a décrit le contour fermé c¢; on
peut choisir m, de facon que M, et M, soient deux points réguliers ;
les deux branches f(m) et f'(m) dont donc holomorphes respecti-
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vement dans d, et dans d,,. d, et d, contenant tous deux le point m,
ont une partie commune d; dans o, d’aprés la définition de la
fonction f,

(8) S @) ="T(f").

Les transformations ¢ et T qui figurent dans cette formule sont les
mémes que celles qui figurent dans la formule (7), ce sont des
transformations infiniment petites définies comme nous [’avons
montré au paragraphe 8. Comme les coefficients des Y f/ sont des
fonctions uniformes, la.transformation TM par exemple est une
fonction uniforme du point M auquel on lapplique lorsque M
décrit C.

Soit fim,) = f,, f'(m,) = f, et D’ un petit domaine entourant f,;
les deux branches de la fonction f, f(m) et f’'(m) sont fonctions
I'une de I'autre,

(9) S =U).

Supposons la transformation U holomorphe dans D’. Si cela
n’avait pas lieu on remplacerait m, par un autre point. L’équation (8)
s’écrit douc )

UL (O)]=TIUNT,

mais
(7) SO)=T(f);

donc
U[T()]=T[U)]

Cette derniére équation est valable quelle que soit la transformation
infiniment petite ¢ considérée et quelque soit le point M de D. Il en
résulte que U est permutable avcec toutes les transformations
infiniment pelites de G.

Je dis, d’autre part, que la transformation U appartient au
groupe G.

Ainsi que nous I'avons vu, en suivant le prolongement analytique
de /' le long de C on définit des transformations de G qui & un point
de D, font correspondre un point de D,. Soit T, une de ces transfor-
.mations, désignons par ¢, la transformation correspondante de g

g.
MINEUR. 4
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On a la relation
S (tym)="T,[f'(m)].

Soient m un point de d, ¢, la transformation de g définie au moyen
de C comme nous venons de le dire, telle que

Lm =—=m.

Par hypothése les transformations de g dépendent birationnellement
des parameétres, il n’existe donc qu’une transformation de g qui
a un point donné fasse correspondre un autre point donné, ¢, se réduit
donc a la transformation identique et

S (m)=T,[f(m)].
Il en résuite que U = T, appartient a G.

Recreroque. — Si en définissant de proche en proche les trans-
Jformations de G, le long d’une courbe C issue d’un point M, on
obtient une transformation T, distinguée dans le groupe G et
telle que M, =TM,, le contour ¢ de lespace E' homologue de
M, CM; est ferme.

Soient en effet m, cm; le contour homologue de M, CM; et 6 la
transformation de g homologue de T, ; on a m, =0m,, par un
raisonnement analogue a celul du théoréme précédent, on établit
que 0 est une transformation distinguée de g; en vertu des hypothéses,
elle se réduit a la transformation identique et m, = m;, ¢ est donc
fermé.

CoroLLARE — La condition nécessaire et suffisante pour que les
y soient des fonctions uniformes des x est que G ne contienne pas
de transformation distinguée.

15. Etude du prolongement analytique de f~' dans un domaine
de connexion quelconque :

TreoriME. — Lorsque le point M décrit un contour fermé T,
les x subissent une substitution permutable avec toutes les transfor-
mations de g.
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Il suffit, pour démontrer ce théoréme, de reprendre le début de la
démonstration du paragraphe 12 :

Soient M, un pointde I', D, un domaine entourant M,, désignons
symboliquement par f~'(M) le systéme de fonctions x d’un point
de D,, par f~'(M) le prolongement analytique de f~' lorsque M

décrit le contour T'. Soit

S=U.

S (TM) = /=4 (M),
JmHIM) = ¢f'=H (M),

On en déduit, comme au paragraphe 12,

On a cette fois

tU="Uz¢s C. Q. F. D.

Cette fois U ne fait pas partie de g ; on peut bien définir par
prolongement analytique le long de T' une transformation T, telle

que, pour un point particulier M de D, on ait
M=TM,

mais T ne se réduit pas a4 la transformation identique et a partir de
ce moment, I'ancien raisonnement ne s’applique plus.

Soit g’ le groupe réciproque de g, c’est-a-dire le groupe formé de
toutes les transformations permutables avec celles de g ; la transfor-
mation U fait partie de g’. L’ensemble de toutes les transformations U
forme un sous-groupe (g") de g’ qui comprend une infinité discontinue
de transformations.

A tout contour fermé tracé sur O’ correspond une substitution

de (g').

TutoriMe. — Deux contours fermés I' et 1" pouvant se réduire
l'un a l'autre par une déformation continue sans rencontrer de
point singulier de G correspondent a la méme transformation

de (g).

Soient S une surface limitée par I' et I” ne contenant aucune
singularité de G, C un arc de courbe joignant un point M de T" et un
point M’ deI"; I'aire A deS intérieure au contourMI'MCM'T" M’ CM
ne contient pas de point singulier de G, z est donc une fonction
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uniforme de y dans cette aire et ne subit pas de substitution lorsque y
décrit un contour fermé intérieur & A pouvant se réduire 4 un point
prenons comme contour la frontiére de A, on a en désignant par~t et 7’
les substitutions de (g') qui correspondent respectivement 4 I' et a I" :

J

Ttttz donc T=1. C. Q. F. D.

Considérons un systéme de substitutions fondamentales de (g');
une substitution de (g') est le produit d'un certain nombre de
substitutions fondamentales ; les substitutions fondamentales sont
de deux sortes.

Les unes correspondent sur o1 a des cycles; elles sont analogues
aux périodes cycliques des intégrales abéliennes.

Les autres correspondent & des contours de M pouvant se réduire
a un point, mais en rencontrant des points singuliers de G ; elles sont
analogues aux périodes polaires.

En raison de ces analogies, nous appelerons les premiéres substi-
tutions cycliques et les secondes substitutions polaires.

IV. — Etude des transformations de G.

14. Prolongement analytique d’une transformation de G. —
Etant donné un arc de courbe MCM' on peut définir 7 transformations
T,, T,, ..., T, infiniment petites respectivement en »n points
M=M,, M,, ..., M, de cet arc, et telles que M,=T,_, M,_,,
M'=T,M,; leur produit T=T,T,_, ..., T, est une transformation
finie de G et M’ = TM. Les coordonnées des points P’ = TP sont des
fonctions des coordonnées de P holomorphes lorsque P reste dans un
petit domaine D entourant M.

Nous allons étudier le prolongement analytique de cette transfor-
mation P’ = TP lorsque P se déplace d’une facon quelconque sur on'.
Il peut arriver que I'une des transformations intermédiaires T, cesse
d’étre définie pour certaines positions de P sans que pour cela T
cesse de I'étre.

Les transformations T admettent sur 51U’ ainsi que nous le verrons
des singularit® algébriques et essentielles ; dans certains cas, elles
admettent des coupures essentielles.
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Treorine. — Sorent T' un contour fermé tracé sur o', M, un point
de T, T une transformation de G définie au moyen d’un chemin

M,CM, et M, =TM, (fig. 1). Supposons que M décrivant le contour

MI

Fig 1.

M, T'M, le point M' =TM soit constamment de’ﬂnii et décrive un
chemin M,T"M| non fermé. La transformation TM n’est pas
uniforme a Uintérieur de T'. Je dis qu’il existe une transformation

distinguée de G qui au point M, fait correspondre le point M',.
Deux cas sont & distinguer :
1° T peut étre réduit & un point sans rencontrer de point singulier
de G. Désignons par des petites lettres les éléments de 1'espace E
YI

v

’
mYh

m,

Y
Fig 2.
homologues des éléments précédents de sn'. A T correspond un
contour fermé m,ym, (fig. 2), comme la transformation ¢ est
birationnelle par conséquent uniforme, m, et m coincident lorsque
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M décrit le chemin M,CM,C' M/, m décrit un contour fermé, d’aprés
le théoréme du paragraphe 13, il existe une transformation distinguée

T, de G telle que M| = T, M,.
2° Lorsque M décrit T le point m subit une substitution 7 de (g)
et décrit un chemin m,ym; (fig. 3); m,y' m/ estle chemin transformé
o

4
7711

14

iy

mo
Fig. 3.

du précédent par £ et comme ¢ et = sont permutables on a m| ==<m,.
Lorsque M décrit le contour M,CM,I'M,CM,, m subit la substi-
tution 7 puisque le contour précédent se réduit & T sans rencontrer de
singularité de G, le chemin homologue de M, M, CM,I'M,CM, dans E’
est donc fermé et il existe encore une transformation distinguée

de G, T, telle que M, =T, M,.

TaeorimMe. — Soient T, une transformation de G, M, un point,
M, =T, M, son transformé parT,. Lorsgué M décrit le chemin de
définition My, CMy de T, le transformé M' =TM de M par une
transformation quelconque T de G décrit un chemin M,C' M| ; la
transformation T, de G définie par ce chemin et qui fait corres-
pondre M, a M| est distinguée.

Il suffit de remarquer que le chemin m,cm, homologue de M,CM,
est fermé. Le chemin m c¢'m, transformé de m,cm, par ¢ est donc
également fermé, or m, ¢ m/ est homologue de M, C' M.  c¢.q.F.p.

TutoriMe. — Etant données une transformation distinguée T,
de G et une transformation non distinguée T de G, il existe
toujours un contour fermé T, tel que lorsque M décrit T' le point

M’ = TM subit la substitution T ,.
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La démonstration de ce théoréme exige une étude approfondie des
groupes g et g’, nous la donnerons dans les cas plus particuliers que
nous rencontrerons dans la deuxiéme partie.

18. Définition du groupe (G). — On peut considérer les
transformations distinguées de G comme formant un sous-groupe
(G) de G. Soient, en effet, M un point de on, T, une transformation
distinguée de G, holomorphe dans un petit domaine D entourant M ;
soient M’ et D' les transformés de M et D par T et T, une autre
transformation distinguée de G holomorphe dans D’. La trans-
formation T/ =T/ T, est holomorphe dans D), c’est encore une
transformation distinguée. Si T, est une transformation distinguée
holomorphe dans un petit domaine D et non uniforme sur o1, les
diverses déterminations de la transformation T, sont encore des
transformations distinguées qu’on doit considérer comme distinctes
de T, sil'on se limite au domaine D.

En résumé : Les fonctions y des variables x ne sont pas uniformes;
en général, étant donnée une détermination de ces fonctions, on
obtient toutes les autres en effectuant sur cette détermination les
transformations de (). Les transformations finies de G ne sont pas
uniformes non plus, en général, et I'on obtient de la méme facon
toutes leurs déterminations.

En particulier, si (G) se réduit a la transformation identique, les
transformations de G sont uniformes, donc biuniformes puisqu’elles
forment un groupe de Lie, et les y sont des fonctions uniformes des «.
Lorsqu’on effectue sur les « une substitution de (g’), les y reprennent
la méme valeur, ce sont des fonctions automorphes relativement a (g’).

V. — Etude de la correspondance entre les transformations
de g et G.

Comme nous I'avons démontré au début du paragraphe 9 en méme
temps qu’on définit le prolongement analytique des fonctions g, on
établit une correspondance entre les transformations finies de g et G.

16. Treorive. — A une transformation de G correspond une
transformation de g et une seule.
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Soient M, un point de orn, M;CM, un chemin définissant une
transformation T telle que M, == TM,, soient m,, ¢, m, les éléments
correspondants de E’. Supposons un instant qu’en suivant un autre
chemin C’ allant de M, 4 M,, on obtienne la méme transformation T
mais que les éléments homologues de E' m,, ¢, m',, ¢’ ne soient plus
les mémes. A la transformation T pourraient donc correspondre deux
transformations ¢, ’. Le contour fermé M, CM,C’'M, correspond au
chemin m,cm,c' m, (fig.4); d’aprés ce que nous avons vu, la

M,

g n,

C c

M,

Fig. .

transformation < qui fait passer de m, a m/ est permutable avec
toutes les transformations de g ; or © appartient & g puisqu’elle est
I’homologue de la transformation TT-' de G qui fait correspondre M,
a lui-méme ; en vertu des hypothéses, t se réduit & la transformation
identique et £ = 7'. '

On démontrerait de la méme facon le théoréme suivant :

Tuioreme. — Si deuwx transformations T et T’ de G correspondent
a une méme transformation de g, T' T~ est une transformation
distinguée de G.

Ainsi que nous 'avons vu T n’est pas uniforme sur on et T' =T, T
est une branche de T; on peut dire si ’on veut qu’a une transformation
de g correspondent les diverses branches d’une seule transformation
de G.

Cas particulier : Ces considérations s’éclaircissent si 'on suppose
les transformations de G biuniformes. Dans ce cas, la correspondance
entre les transformations de g et G est biunivoque. Ce fait est
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remarquable, car il ne se produit pas pour les structures de groupe
autres que celles que nous considérons :

Counsidérons, par exemple, une courbe algébrique de genre 1 qui
admet un groupe continu G de transformations birationnelles en
elle-méme ; G est semblable au groupe g : ' =z + a. La corres-
pondance entre les transformations des deux groupes n’est pas
biuniforme ; & une transformation de G correspondent une infinité de
transformations de g de la forme

=a-+mw+ mo,

m et m' etant deux entiers.

DEUXIEME PARTIE.

LES FONCIIONS ULTRAKLEINEENNES ET LES FONCTIONS KLEINEENNES.

1. Nous nous proposons d’appliquer les résultats de la premiére
Partie & la définition des fonctions kleinéennes.

Une fonction kleinéenne est une fonction analytique f(z) qui se
répéte par les substitutions d’un groupe discontinu homographique

__a,5+ b,
Tz +d,

(i=1,2,...), f[M] — f(3).

o' :/
(&) cs+d,

Une substitution permutable avec toutes les substitutions du groupe
continu 2’ = £ b

cz+d
transformation identique posséde cette propriété.

On ne peut donc définir directement une fonction kleinéenne quel-
conque au moyen de I'équation fonctionnelle étudiée dansla premiére
Partie. Pour que cela fat possible, il faudrait, en effet, qu’il existat
une infinité de transformations permutables avec toutes les substitu-
tions du groupe kleinéen (g') relatif & cette fonction. Or ceci ne peut
avoir lieu que si (g') n’admet que deux substitutions fondamentales et
si en outre ces deux substitutions sont permutables entre elles, c’est-

MINEUR. 5

est permutable avec toutes celles de (g’); seule la
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a-dire, ont les mémes points doubles. Les fonctions fuchsiennes et
kleinéennes satisfaisant & ces conditions ont été étudiées par M. Fubini
(Annali d¢ Matematica, 1908). Elles se raménent aux fonctions
elliptiques par un changement de variables rationnel-logarithmique.
On pourrait aussi, en utilisant les résultats obtenus par M. Fubini,
sur certaines fonctions hyperfuchsiennes de deux variables, définir des
fonctions fuchsiennes plus générales que les précédentes, mais encore

particuliéres. Nous ne nous arréterons pas & ces cas particuliers et
nous chercherons a définir les fonctions kleinéennes les plus générales.

I. — Recherche d’une équation fonctionnelle permettant de définir
des fonctions kleinéennes.

2. Recherche de g. — Prenons pour g un groupe simplement
transitif a trois paramétres, 1'équation fonctionnelle f(g)=G(f)
définit des fonctions f(xz,, x,, ) de trois variables, se répétant par
des substitutions du groupe g’, permutables avec toutes les transfor-
mations de g. Cousidérous les valeurs de f(x,, x,, ;) le long d’une
courbe I" définie paramétriquement par les formules

xy=A(u), xy = p(u), zy=v(u)

et soit F[A(w), (1), v(u) | = /().
Nous savons a priori que f(x,, x,, x,) se répéte par des substitu-
tions de g’, nous connaitrons le groupe de f(u) si g’ laisse lacourbe T’
invariante, et f(u) sera une fonction kleinéenne de u si g’ se réduit
au+b
cu+d
Les courbes I'" transformées de I par les transformations de g sont
invariantes par g'; comme g’ est simplement transitif deux cas peuvent
se présenter :

sur I' au groupe ' =

1° Les courbes I coincident avec I'; dans ce cas, toutes les trans-
formations de g admettent comme points doubles tous les points de T,
puisque seule la transformation identique est permutable avec les
au+b
cu—+d
La courbe la plus simple qui puisse jouer le role de I' est une

transformations ' =
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droite ; désignons par

. of af . Of
le—g’z+ﬂ‘5§;+g'd7;'
d d d
X2f=£2 ()_.Tfl +m——d£2+’g'2——-d£,
. 9 7} d
Xef=bi gl g B

les transformations de g. La surface ¢ qui a pour équation

& oy £1
0=|& E? -0
Ea N3 53

est invariante par les transformations de g; la courbe I' sera sur cette
surface 8. Comme nous aurons a faire I'étude du grpupe g sur 8, il faut
prendre g de fagon que & soit le plus simple possible, par exemple,
soit un plan. Mais si I'on cherche les groupes continus de transforma-
tions homographiques possédant les propriétés que nous venons
d’énoncer et pour lesquels ¢ est un plan, on trouve qu’il n’en existe
pas; nous ne reproduisons pas ici le calcul sans grand intérét qui con-
duit a ce résultat. Abandonnons donc la condition que ¢ est un plan;
parmi les groupes qui vérifient les conditions restantes, nous citerons
le groupe

, __axy+b , __axy+ b

ax3+b
= ’ XY= ——» -
cx,+d cxy+d

cxy+d

[ —
Xg =

La droite z, = @, = x, joue le role de I" et & se compose des trois
plans passant par I' et par les axes des coordonnées.
2° Les courbes I engendrent une surface. Tel est le cas du groupe

, azx,+ bx,
x) = —)
C$3+d
., cxy+dax,
T ez, + b
,  axz;+ b
X == ————.
3
cx;+d

En écrivant ces transformations en coordonnées homogénes, il est
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facile de voir qu’elles forment un groupe

x|y = axs-+ ba,,

X, = cxs+ dr.

g laisse invariante le quadrique (&), —x, 2, = o et chaque géné-
ratrice du systéme (I) de ¢ d’équationsx, = A@,,x, = A.Il transforme
lesunes dans les autres les génératrices de I'autre systéme (1) z, = . ,,
Ty = .
Le groupe g’ formé des transformations permutables avec toutes les

transformations de g est

xy=ax, + By,

'y = oxy+ B,

ry= 7y + 03,

x, = yz,+ Sy,

Il laisse invariant § et chaque génératrice du systéme (II);il trans-
forme les unes dans les autres génératrices (I). Sur une généra-
azy +
Yy X+ 0

I’un quelconque des deux groupes que nous venons de citer peut
jouer le rdle de g; nous choisirons le second de ces groupes. On pour-
rait développer avec le premier une théorie semblable & celle qui va

sulvre.

trice (II') g’ se réduit a o, =

11. — Définition des fonctions ultrakleinéennes.
3. En définitive, nous prenons pour g le groupe
, ax,+ bz, , _ Ccxy+dax, , _axz;+b
(g)  @="2 g =0T = d
cxy+d : cas—+d cxy+d

Dans le cas présent G est un groupe continu & quatre variables y,,
Y21 )3y Ya €t trois paramétres conservant la multiplicité

F(yu, 7 Vs Ya) =0

et vérifiant les hypothéses que nous avons énoncées dans la premiére
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Partie; g’ ne contient pas de transformation distinguée et dépend
a b ¢
d’d’ d
que les y, = f,(x,, ®,, x,) soient des fonctions uniformes, le
groupe (g') de ces fonctions est un sous-groupe de g’. Siy, est holo-
morphe sur une région de ¢, la valeur f,(uz, z, p.) prise par y, sur
une génératrice (II'), est une fonction kleinéenne de z sur cette géné-
az + b
cz+d

Pour cette raison, nous dirons que les y, sont des fonctions ultra-
kleinéennes des trois variables x,, z,, z,.

birationnellement des paramétres - Supposons, par exemple,

ratrice, le groupe (g’) seréduit & 2’ =

A. Recherche du domaine fondamental de (g'). — Nous appelle-
rons ainsi un domaine P de l'espace E'(«}, «}, «,, ), |, «,) tel que
tout point de ® soit transformé d’un point de P pdr une substitution
et une seule de (g’). En d’autres termes, dans P les fonctions y,, y,,
sy ¥4 prennent une fois et une seule des valeurs quelconques ¢,, c,,
¢s, ¢, vérifiant larelation F (¢, ¢,, ¢;, ¢,) = o(sauf peut-étre certaines
valeurs exceptionnelles). On obtient ce domaine de la fagon suivante :

Imaginons que dans la multiplicité 9iv” on ait tracé des coupures a
5 dimensions rendant cette multiplicité simplement connexe; et
telles qu'un contour fermé quelconque tracé sur oL’ ne traversant
aucune des coupures ne puisse se réduire a un point sans rencontrer
de point singulier de G. Désignons par o la multiplicité ainsi
découpée. Faisons décrire au point M(yv', ¥, Yoy Yar Vs Y Vs Vi)
la multiplicité o ; le point m correspondant décrit un domaine P qui
est un domaine fondamental de (g’), caril y a correspondance biuni-
voque entre P et oi.

Sil'on décrit sur 9’ un contour fermé traversant une des coupures,
le point m correspondant décrit un contour mon fermé et subit une
substitution de (g’). Employons la terminologie de M. Giraud (*).
Le domaine P est limité par des faces a5 dimensions, ilades «arétes»
a4, 3, 2, 1 dimensions et des sommets. Aux deux bords d’une coupure
de M correspondent deux faces opposées de P.

(Y) Legons sur les fonctions automorphes (Gauthier-Villars).
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3. Le domaine P comprend-t-il des poinis de 87 — Si 'on consi-
dére un groupe de transformations birationnelles tel que g, il existe
toujours une multiplicité singuliére que le groupe laisse invariante;
elle s’obtient, comme nous ’avons vu, en annulant le déterminant des
coefficients des transformations infinitésimales. Il n’en est plus de
méme pour les groupes continus tels que G engendrés par des trans-
formations infinitésimales & coefficients rationnels sur une multiplicité
algébrique. Soient

of of of af

Y. /=1 d-_,}’x -+ Ny _dy2 —+ 713 _*dya +'ﬂu—dy4’
. af af af af

Yo f =" d—yl -+ Mg d_)’g —+ N3 d_}'s + Mo "—da:‘"

ad 0 )
Y3f:ﬂ3'ld—.y/_; —+ N3 d_"{; +ﬂ33(}.§: +ﬂ35*{;‘£'

. F

Supposons qu’en un point de o, g—y—

&

équations de G soient holomorphes. Une multiplicité invariante est
définie dans le voisinage de M par

ne soit pas nul, et que les

N1 Ny M3
A,={ Ny Ny Mp |=o0.
N3t N3z Mas

Mais il se peut que tout point de v vérifiant ’équation A, = o vérifie

aussi a7 = © D’une fagon plus générale, soit A, le déterminant
4

obtenu en supprimant la colonne de rang ¢ dans la matrice des 7, il se

F . , -
peut que g =o soit une conséquence de A; = o quel que soit 7; dans

1
ce cas, s'il existe une multiplicité invariante, elle coincide la multipli-
cité singuliére S définie par les équations

OF

F:O, (—’}/—_
i

0.

En un point de A; = o on peut exprimer les coordonnées de I au
moyen de trois paramétres ¢,, ¢,, ¢;; exprimons les transforma-
tions Y;f au moyen de vo,, ¢,, 0, et formons le déterminant corres-
pondant A. Bien que sur S on ait A;=o (i =1, 2, 3, 4,) il se peut
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que A ne soit pas nul. Il peut donc arriver qu'aucune multiplicité
tracée sur I, méme se réduisant 4 un point, ne soit invariante par G.
1l faut donc considérer deux cas suivant qu'il y a ou non sur 9n une
multiplicité invariante.

6. Cas ou il n’y a sur o aucun élément invariant pour G. —
Considérons un domaine D, de 91 et suivons le prolongement analy-
tyque des fonctions =, #,, x, de y,, ¥,, ¥, v, en dehors de D,.
Comme nous I’avons fait au Chapitre précédent, transformons D, par
une transformation infiniment petite T, de G, puis le domaine ainsi
obtenu par T, et ainsi de suite; je dis que si I ne contient aucun
élément invariant, on finit par recouvrir ainsi diC tout entier au bout
d’un nombre fini p d’opérations en choisissant convenablement les
transformations T, T,, ..., T,.

Si cela n’était pas, il y aurait au moins un point M, qui, apreés la
n'*™® opération, ne serait pas dans le domaine transformé de D,, et
cela quel que soit n; les points M, auraient au moins un pointlimite M
qui neserait le transformé d’aucun pointde D, par une transformation
finie de G ; mais le lieu des points M possédant cette propiété est mani-
festement invariant par G, ce qui contredit 'hypothése.

Considérons le domaine d, de 'espace z,, x,, x; correspondant
a D, etlestransformatious¢,, ¢,, ..., ¢, correspondanta T, T,, ..., T,;
st 'on applique & d, successivement les transformations ¢,, ¢,, ..., ¢,,
on obtient un domaine qui ne contient aucun point de d ni & son inté-
rieur ni sur sa frontiére et qui contient le domaine fondamental P
de (g")-

Dans ce cas, P ne contient aucun point de &; réciproquement, il est
facile de voir que sile domaine fermé P ne contient aucun point de ¢
aucune multiplicité de o1 n’est invariante par G. Tous les points de &
sont alors des points singuliers essentiels des fonctions y.

1II. — Etude des fonctions ultrakleinéennes sur o.

7. Hypothéses supplémentaires. — Nous ferons désormais les
hypothéses supplémentaires suivantes :
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i° Il y a une multiplicité & deux dimensions A invariante pour G.
2° Sur A les déterminants d’ordre 2 issus de la matrice 7, sont
nuls.

. . \ oF
3° En un point 4, ¥}, ¥%, y. de A ou par exemple 3y n’est pas nul,

le développement du déterminant suivant les puissances de y, —y7,
Ys—¥e, ¥s — Y5 commence par des termes du second degré non nuls.

Le groupe G étant défini par trois transformations infinitésimales,
la vérification de ces hypothéses n’exige que des calculs rationnels.

Il résulte de la que sur A les transformations infinitésimales Y, f,
Y, f, Y, f sontliées par deux relations linéaires & coefficients variables.
Sur A les trajectoires Q, d’un sous-groupe quelconque de G & un
paramétre ne dépendent donc pas du sous-groupe considéré; ces
courbes (, forment une famille & un parameéire et chacune d’elles est
invariante pour Gr. Soit G’ le groupe des transformations permutables
avec toutes celles de G ; comme conséquence de ces hypothéses, A est
invariant pour (.

En certains points singuliers de A, les hypothéses précédentes seront
vérifiées a condition de faire auparavant sur les g un changement de
variables algébrique. Il existe, ainsi que nous le verrons sur des
exemples, une autre multiplicité A, invariante par G sur laquelle les
hypothéses précédentes ne sont pas vérifiées.

Siles hypothéses (1), (2) et (3) sont vérifiées, les fonctions y sont
holomorphes sur une certaine région de 8. Pour démontrer cette pré-
position, nous montrerons que les z sont des fonctions algébroides
sur A tout entier. Auparavant, nous étudierons g et G respectivement
sur ¢ et A.

8. Etude de gsur 8. — Le groupe g est isomorphe au groupe
homographique a une variable. Les sous-groupes g, de g & un para-
métre sont donc formés des transformations de g telles que les trans-
azs+b
cz+d )
¢, d ont deux points doubles donnés « et 3, ces derniéres transforma-
tions sont de la forme

formations 3’ = qui correspondent aux mémes valeurs de a, b,

ot
I
R
I
153

1
1
S
n

o8
l
3]
|

©
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Les équations d’un sous-groupe & un paramétre de g sont donc

v (a—0B)xy— aB (1 — )y
= (1—0)xy+ab —f3 ’
(1— )+ (ah — Bz,

(=0 zs+ad—pB
, (o —BOyxs— a (1 —8)

3 (1—8)xz+ o — ’

8
o

3

ou « et 3 sont des valeurs fixes arbitraires et ol § désigne le para-
métre. Désignons par ¢ la transformation précédemment écrite, la
transformation ¢, ou n est un entier positif ou négatif correspond a la
valeur 0” du paramétre.

Considérons un point quelconque m(x,, x,, z;) de 'espace E, la
trajectoire du sous-groupe g, issue de ce point s’obtient en considé-
rant &, «,, 2, comme les coordonnées d’un point courant et  comme
un paramétre; c’est une droite dans I'espace & trois dimensions z,,
Zy, .

Dans ’espace imaginaire a six dimensions E'(«, o', ), z, «, «/
cette trajectoire est une multiplicité a deux dimensions dont les coor-
données s’expriment rationnellement au moyen de 6 et 6” si 1'on
pose 0 = 0"+ 19",

Appliquons au point 7 la transformation 2 de g, et faisons tendre n
vers I'infini, nous obtenons le point limite

2
{

Zy— oy
P Zy— o
(1) Ty— AL,
Zy—a

B7

3

si{0|>1, etle point

*
T

z,— Bx
X = o T B2

x,— o

(LI) XI — 'Z‘I_Ba'l'l
9 — ——

XLy — o

[
X, = o,

st [0]<1. Le point (L) dépend de m(z,, x,, x,), mais quel que
soit /m, il se trouve sur la génératrice Py x, = §, x, = Bz, du sys-
MINEUR. 6
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téme (II) de &; (L") se trouve sur la génératrice P, x, = o, x, = ax,
du méme systéme.

Les trajectoires de g, sont donc les droites qui rencontrent P;, et Pg;
elles forment une congruence linéaire qui a pour directrices deux géné-
ratrices du syst¢me (II). Les formules précédentes définissent une
transformation qui au point m fait correspondre le point (L); on peut
convenir d’appeler une telle transformation transformation infinie
de g; il lui correspondra dans G des transformations infinies.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé « et 3 distincts; consideé-
rons maintenant un sous-groupe g, pour lequel les deux génératrices
doubles sont confondues ; les points limites d’un tel sous-groupe sont
sur la génératrice double, et les trajectoires sont des droites tangentes
a § en un point de cette génératrice.

Un sous-groupe a deux paramétres g, de g s'obtient en donnant
dans les équations de g, une valeur constante a « et des valeurs arbi-
traires & . Les trajectoires de g, sont les plans qui passent par P;
ils sont donc tangents & ¢. Soit A un point de la génératrice P, toute
droite issue de A peut étre considérée comme une trajectoire d'un
sous-groupe & un paramétre de g,.

Désignons par

__of _9of
X‘f—x"dx, + oy
. of Of
X =g gy
, a 7] 7}
Xof = ‘”"””35{‘. “(”“_"’2“’”3)7;% +”2*5:{;

trois transformations infinitésimales de g ; on a
0 = (z,— 23 2;)*;

on vérifie facilement que si #z, — %, x, = o, les mineurs du second
ordre de ¢ sont nuls. L’étude de g’ est analogue a celle de g; il suffit
dans le raisonnement d’échanger les deux systémes de génératrices

de J.

9. Etude de G sur A. — Nous désignerons par g le groupe que
P'on obtient lorsque dans les équations de g on suppose le point m(x,,
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%y, ®y) sur 9; le point &, o, x; est également sur &; nous pouvons
x o
le dans n remplace x, par =, on obtient
supposer par exemple que g o P s par - e

alors les équations de g exprimées au moyen des variables x,, z,.
Nous désignerons de méme par G ce que devient G lorsqu’on se borne
ala considération des points de A; nous supposerons G écrit au moyen
de y, et de y,.

Sur & les mineurs du second ordre issus du déterminant |[£;|| sont

nuls; on a donc, ainsi que nous I'avons déja dit, des identités de la
forme

)Ff: ‘Pn(xu x?)zf’ st'-: <P2(~7f'n wz))?f

De méme, en vertu des hypothéses du paragraphe 7,
Vf=4ur0Vifs Gl =b(rm y) V.

Les groupes g et G sont-ils semblables? En d’autres termes existe-t-il
des transformations £ de & en A telles que G = fg f~'? D’aprés Lie
(Théorie des transformations-gruppen, Chap. XIX), une telle
transformation £ doit vérifier les relations

01 (21, Z2) =Yy (Y1, ¥2)s
@y (x4, T3) 2%()’., Ye)-

Il semble que 7soit entierement définie; nous allons montrer qu'’il

n’en est rien et que les deux relations précédentes se réduisent a une
seule.

Considérons la transformation infinitésimale
Xf=2 X f+pXo f+ X, f

de g; écrivons que X f admet le point z!, 2, de & comme point
double. En vertu des relations entre les X, nous obtenons la con-
dition

At poi (2], 23) + vou(xf, zy) = o.

L’ensemble des transformations X f vérifiant la condition précédente
constitue un sous-groupe de g a deux paramétres; en vertu des rela-
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tions de structure
(X4, X,) =X, (X, X3)=12X,;, (X, X;3) =Xy,

un sous-groupe & deux paramétres est défini par une équation linéaire
en A, &, v de la forme
A+pb+v62=o,

ou 0 est une constante arbitraire. Il en résulte que
@2 (24, 2y) = CP‘I' (x4, 24)-

Dans le raisonnement précédent, seule la structure de g est inter-
venue, on a donc de la méme facon ¢,(y,, ¥,) = y(y,, v.). Les

relations o, =4, ». = {, se rédnisent par suite 4 une seule, & savoir

(Pl(‘/l"h x3) :d{l(}’h Ya)e

On peutinterpréter géométriquement cette relation. Ainsi que nous
le verrons par la suite, le groupe G’ laisse invariantes une infinité de
courbes Q, dépendant d’un paramétre; ces courbes Q, sont les tra-
jectoires d’'un sous-groupe quelconque de G’. Soit ¢’ une transforma-
tion de g, g, un sous-groupe de g 4 deux paramétres, I'identité

’ -
gzzt gzll 1

montre que si un point 7, de ¢ est un point double de g, il en est de
méme de tous les points de la génératrice P’ du systéme II passant
par m. Un raisonnement analogue montre que si un point M de A est
point double d'un sous-groupe G,, il en est de méme de tous les points
de la courbe Q, issue de M. Le lieu des points doubles d’un sous-
groupe G, a pour équation ¢, (y,, y¥,) = const., les courbes Q, sont
donc algébriques. Si dans la similitude établie entre g et G, g, et G,
se correspondent, les courbes P’ et Q,,, lieux des points doubles res-
pectifs de g, et G,, se correspondent également. La relation ¢, = {,,
établit donc la correspondance entre les génératrices du systéme 1I
de & et les courbes Q,; on voit que cette correspondance est algé-
brique.

Soit g, un sous-groupe & un paramétre de g défini par la transfor-
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mation infinitésimale
Xf=2Xof + pXof +9Xsf.

g admet commelieu de points doubles deux génératrices du systéme II

qui sont définies par
=V,

2V

W gy —ETVE =0y
2y

1y Xy ==
A+ pzy+vai=o, cest-a-dire

Le sous-groupe G, correspondant admet aussi deux courbes Q,
comme lieu de points doubles; en effet, G, est défini par

Y/r=aY [+ pYof +vY,f,
et I’équation qui détermine les points doubles

A pdy + vy =0

se décompose en deux en vertu de ¢, = {7 :

— =T
Qu' '\Px = & \2/5 i v:

—_— M+ —4A
Qu’ Go= & \2/5" 41y .

Q. correspond a la génératrice II' de 8 et Q,, a 11"

10. Recherche des racines de l'équation en S relative a une
transformation infinitésimale de g. — Considérons une transfor-
mation infinitésimale de g

Xf=M X f+pXof+9Xs f

d a
= (Azy+ px;+ V"’i""i)&{T‘ —v(x,——xz.z'a)a—i—; + (A + pay+val)

of

oz,
Soit m, (x}, x}, x;) un point double de X f, m, vérifie les conditions

A pzd+rvait=—o,

0 0 20 —
z] — xy ) —=o.
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Faisons une translation des axes de fagon 4 amener I'origine en m,
&y = xyxd + 2, Zy== 2+ 27, Zy= 2+ 2y,

et bornons-nous dans le calcul de X faux termes du premier ordre par
rapport aux z’

9
Xf= |(p+vad)z,—2(p+val)z,+ ... ‘d-af’,
+{ —vz +valz, +vzizi!l df
9z
. of
+ | +—aovad)z) | .
t (g 1) 4 0]

Nous appellerons équation en S relative 8 X/ et au point m,,
I'équation en S relative aux trois formes linéaires en 2/, &/, z, qui
constituent I’ensemble des termes de plus bas degré des coefficients

of af of :
de PrAR AN FA dans X f. Ces racines sont

S p+2vzi=s, ss—o, S3= 3,

x; est une fonction de A, i, v; remplacons z; par sa valeur, nous obte-
nons s = ¢ \/yf’ — 4 Avavece? =1, la présence dusigne oz n'a rien qui
doive nous étonner, un sous-groupe g, admet en effet deux généra-
trices de points doubles, on ne peut donc caractériser entiérement une
génératrice II par un sous-groupe de g a un paramétre qui la laisse
mvariante.

Etant donnés X, w, v et € ou, ce qui revient au méme, g, et la géné-
ratrice double qu’on étudie, s,, s,, 5; sont déterminés. Les racines de
I’équatien en S pour un sous-groupe g, sont les mémes en tous les
points d’une méme génératrice double.

Ceci est évident a priori. En effet, soient m, et m; deux points de
la génératrice II' par exemple et T’ une transformation de g’ telle
que m, = T" m,, l'identité g, = T’ g, T'~! montre qu’en m, et en m,
les racines de I’équation en S relative & g, sont les mémes, puisque ces
racines restent invariantes si 'on fait un changement de variables.

Cherchons les racines de ’équation en S relative a m, et 4 X f;
I'équation de ¢ est

7 [ N | R T S
XY — 2y Xy =Xy Ty — Ty Ty =0,
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X f a donc pour expression, en se limitant aux termes du premier
degré, of y
— 9
— 0 ! — .
Xf=ldgg g+ avaho 4. oz,

Les racines de I’équation en S correspondante sont donc s, et s,.

A1. Etude des racines de l'équation en S relative & une trans-
Jformation de G. — Nous allons démontrer que les racines de '’équa-
tion en S relative a un sous-groupe G, sont égales a celles de I'équa-
tion s en relatives au sous-groupe correspondant g, en un point de la
génératrice double correspondante.

D’aprés ce que nous avons démontré au paragraphe 9 les groupes g

et G sont semblables et les transformations f qui vérifient 'équation
f8f'=G

dépendent d’une fonction arbitraire. Comme les racines de 'équation

en S relative 4 une transformation infinitésimale ne changent pas si

I’on effectue un changement de variables, les racines relatives 4 X £ et

2 Y £ sont les mémes en deux points homologues. Les racines S, et S,

relatives a Y fsontdonc S, =s, =3, S, =5, = o.

Il est manifeste que deux racines de I’équation en S relative 4 Y f
sont égales a celles de Y f; nous allons montrer que la troisiéme
racine S, est égale a s;, c’est-a-dire a s.

Soit O un point de A, dans le voisinage de O faisons un changement
de variables tel que, si I'on désigne par¢,, v,, ¢, les paramétres qui
servent a définir un point de o, le point O ait pour coordon-
nées ¢, = ¢, = ¢, = 0, A ail pour équation v, = o et les courbes Q,
9, = 0, v, = const. Désignons par Z, f; Z, f, Z, f trois transformations
infinitésimales de G telles que Z, fet Z, f admettent O comme point
double; Z, et Z, forment donc un groupe a deux paramétres et d’aprés
Lie (t. III, Chap. I) on peut choisir Z,, Z,, Z, de telle sorte que

(2,,7,)—7Z,=o, (Zy, Z3) — 2Zy,=o, (Zy, Z3) —Zy;=o.

Développons les coefficients des Z suivant les puissances de ¢,, ¢,, 933
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en vertu des hypothéses faites sur G, ces développement ont la forme

7]
L.f= (ot 9y Py = Py 4oy v ... 5v£
1
a )
4 03( Qg+ @90y + APy @3¢ +...)——f~+v3(Ao+A10,+...)—i»
a9, 093
— 2 af
Z2f'—' (ﬁivl_'— 62V2+p303+611()1+... d——v—
1
J
+(by b+ byvs 4+ by +...)-g")£+03(Bo+ Bivi+4. .. d_{.,
2 3

9
9,
g,
e b—v—ﬁ

Zof =(yo=+ 7101 + Y202+ Y393+ yuu®] +...)

N Jd
4 03(Co 4 €19+ Co¥y 4+ €305+ 4+ 9,(Co4+Cyoy+ )—-f

Substituons aux variables ¢ les variables ¢ détinies par

Py =0+ hva+ kos,
Vo= ¢y =+ Lp3,

(==X

A a encore pour équation ¢, = o et les courbes Q,, v, = 0, v, = const.
Exprimons les Y £ au moyen des variables ¢ ; les nouveaux coeffi-
cients et 3 sont
oty == a3+ ha,+ kA,
B3= B3+ hby+ kBO

Le déterminant a, B, --b, A, n’est pas nul, car le développement
de A suivant les puissances des ¢ est

A=7y(a,By— byAy) vl +. ..

et sia, B, — b, A, était nul, A commencerait par des termes du troi-
sitme ordre au moins, ce qui est contraire & I’hypothése. On peut
donc choisir 4 et % de facon que &, = o, B, = o. En d’autres termes,
on peut supposer les variables ¢ choisies de telle sorte que «, et §,
soient nuls, ce que nous ferons par la suite.

Considérons une transformation Z f = AZ, f + u.Z, f admettant O
comme point double, les racines de I’équation en S relative a cette
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transformation sont
s =Py, ty=o, 53 = 1+ By.

Substituons les expressions précédemment écrites de Z,, Z,, Z,
dans 'identité (Z,, Z, ) — Z, == o et annuloas tous les termes de degré
inférieur & 2, il vient

oy=o0, o (Bi—1)=o, Py — boaty =0,

Ayby— Byay— ay= o, A,=o.
Annulons de méme le terme constantde (Z,, Z;) — Z,, d’ou
Yo(1 4+ By) =o.

Y, ne peut étre nul, sans quoi le point O serait point double de toutes
les transformations de G et les mineurs du premier ordre de A s’y
annuleraient, ce qui est contraire a ’hypothése (1); donc B, = — 1,
ceci montre que s, = — w. Cette racine s, ne dépend pas de G, nous
retrouvons ainsi un résultat déja établi. Si l'on tient compte de
B, = — 1 les premiéres relations trouvées donnent

Gy=ay,=A,=o0 et ay (1 + By) = o, ay,Bs=o.

Mais a, ne peut étre nul, sans quoi la transformation Z, f serait du
second ordre et puisque Z, est du premier ordre, A commencerait par
des termes du troisiéme ordre, ce qui est contraire a I’hypothése.

On a donc B, = — 1, c’est-a-dire s, = s, et 3, = o, en définitive Z,
et Z, sont de la forme

. J ) J

Zof= (+...) 0—“‘,f1+(ao"3+-~- % (4+...) 5{;,
) ) )

Z;f:(—-(’.'{“.-.)-('()"—{; —{-([}0()3-—‘—_..)é_'{_‘;_(_()‘s_*_._.)dT{;’

les termes non écrits étant du second ordre.

12. Etude des trajectoires d’un sous-groupe de G dans le voisi-
nage de O. — Les trajectoires d’'un sous-groupe G défini par Z,, Z,
admettent O comme point double et sont définies par le systéme

(2) doy _ doa _ dos
4 n [

MINEUR. 7
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dv
voisinage de O, &, v, { ont des développements de la forme

ot l'on pose Zf=AZ, f+plyf=E Jf o ¢ gvi Dans le
3

E=sv,4...,
N = ()\ao—“‘[-lbo)‘)3+...,
¢ = SPg+. ...

Faisons sur les ¢ la transformation

U= ¢y,
Uy = svy— (ha,+ wbo) ry,
. Uy= 1,
¢, 1, ( deviennent
E=su;+...,

O=SUy+ ...,
n= ...,

les termes non écrits étant de degré au moins égal & 2.

D’aprés un théoréme classique sur les équations différentielles, le
systéme (2) admet des intégrales dépendant de deux constantes C,
et C, et représentées par les équations

7= 971(C1 est, G, est),
92— “,’2(01 est, Cz e“),
[ (93(Cl es’, Cg e“).

Les fonctiouns ¢,(«, B) sont holomorphes et se réduisent a zéro pour
D(oy, 05)
D(e, 8)
« = = o. Il y adonc une infinité simple de trajectoires de Z f dépen-
dant d'un parameétre et passant par O; elles sont situées sur la sur-
face S, d’équations

a =3 = o et le déterminant fonctionnel n’est pas nul pour

(),:(P,((l, 6) (i=132)3)'

Comme 13)(—3% n’est pas nul, S, n’est pas tangente & A qui, rappe-

lons-le, a pour équation ¢, = 0, S, contient la droite ¢, = ¢, = 0 qui
est une trajectoire de Z f.
Cherchons I'équation du plan tangent en O a la surface S, soit

Ao, +Be,+Coy+...=o0;
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I’équation de S,, comme le plan tangent en O, contient la droite
v, = v, =0, A = 0; de plus, S, étant invariante par Z f,

Z(Boy+ Cog+...)=o0

ou
[B(hay—+ pby) —pCle;+-...==0;
on a donc
C_ dag+ pb,
B™ o
et 'équation du plan tangent a est

— py = (hag+ pb,y) 3 =o.

a, ne peut étre nul; nous avons démontré en effet que a; = o} si a,
était nul, Z, f serait du second ordre en O, ce qui est contraire aux
hypothéses. On peut donc choisir A et ., c’est-a-dire la transforma-
tion Z £, laissant O invariant de fagon que le plan tangent a4 S, soit un
plan arbitrairement donné passant par la droite ¢, = v, = 0 et distinct
du plan ¢, = o.

Soit I(o, V, 0) un point double de G, voisin de O; on peut rai-
sonner sur I comme on a raisonné sur O; il existe une infinité simple
de trajectoires de Z f passant par I; elles sont situées sur une sur-
face S; non tangente 4 A et coupant A suivant la droite ¢, = V. Dans
le voisinage de O faisons un changement de coordonnées (¢,, 0, ¢, ;
w,, w,, w,) tel que les nouvelles coordonnées w de O soient (o, o, 0),
celles de I (0, V, 0) et que les équations de A et S, soient respective-
ment w,=o0, w,= V, G laisse invariante la famille de plans ¢,=const.

. ar il , . .
SoitZ f=¢, CT; + &, ZZ«Tfs; les équations des transformations de G,,

exprimées au moyen du parametre canonique, s’obtiennent en inté-
grant le systéme
dw dw, dw,

1 — —_— —_— =
a8 = Eh 40 = 0, 40 gs
w, = C, est une intégrale premiére de ce systéme qui se réduit donc &

dw,
a6

dw,
d

= &1 ("VU C‘Za ”"3)7

=& (wy, Cy, wy).
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Par un changement de variables, la forme canonique des termes du
g ) q

premier degré de &, v, { n’a pas changé; le systéme précédent admet

donc, d’apreés la théorie classique, deux intégrales de la forme

0, (w,, Gy, wy) =G, e:()’
0y (s, Gy, wy) =Gy esd.

0,, 0, s'annulent pour &, = w, = o quel que soit w, et le détermi-
D(®, 6,)
D (e, 1v3)
équations de G, sont de la forme

nant n’est pas nul pour w, = w, = o. Il en'résulte que les

’
Wo == Vg,
Ol(‘vlp ”'/_n ”’;) - 85691(“’1! Way “'3)9

O, (¢, why, W)= eS80, (v, (o, ).

Sous cette forme, la répartition des trajectoires de G dans le voisi-
nage de O apparait nettement. Etant donnée une direction quelconque
issue de O et située dans le plan w, = o, il existe une trajectoire de G,
et une seule tangente en O a cette direction.

13. Etude de f-' dans le voisinage d'un point de A. — Tout
d’abord, introduisons Ja convention de langage suivante : Soit f(x,,
Z,, «; ) une fonction analytique d’un point m(«x,, z,, x,) de I'espace a
trois dimensions el soit y une courbe analytique de cet espace définie
par les formules paramétriques

2y =9,(5), Zy = ¢5(5(, Z3= 0y4(3).
Nous appellerons fonction f sur la courbe v la fonction de =
J(5) = S10:(2), 92(5). 93(2)],

Nous dirons que f est une fonction holomorphe de x,, x,, x, sur y
si () est holomorphe.

TuiorkMe. — Les « sont des fonctions homolorphes des y dans le
voisinage de Asur les trajectoires dessous-groupes a un paramétre
de G pour lesquels p* — 4 Ay n’est pas nul.

Conservons les notations du paragraphe précédent; désignons par T
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une transformation de G, pour laquelle | e™®| <1, et par M, un point
de coordonnées w?, w?, w! voisin de O et non situé sur A. D’aprés la
forme que prennent les équations de G, dans le voisinage de O le
point T* M, tend vers le point M/, (0, 0, w?) pour ~n infini. Soient Zla
transformation de g, qui correspond & T et m, le point homologue
de M, ; comme nous 'avons vu au paragraphe 8, le point ¢" m, tend
vers un point /7, qui est point double de g,. Par un changement de
variables les équations de g, peuvent dans le voisinage de m se mettre
sous la forme
X,3 =X3,
6,(X!, X, X1) = es00, (X, X,, Xa),
6,(X, X4, X4) = e96,(X,, X,, X3).

On peut s’en assurer directement en examinant les équations écriles
au paragraphe 8; la valeur de s est la méme pour g, et G, ainsi que
que nous I'avons vu. Soient X}, X3, X! les coordonnéesde m,. La tra-
jectoire I de G, qui passe par M, a pour équations

®1[“'1) W, "V.i] . @1[W(1), Wg, Wg]
6‘)2[(\71, Wa, W3] - @2[W2, ng (,Vg]

:Co ((v3: Wg),
les w désignant des coordonnées courantes; de méme la trajectoire
de g, issue de m, a pour équations

6:[X,y, Xa, Xa] _ 6:[XY, X3, X3
0,[ Xy, X, X5] 7 6,[ X%, X9, X9]

=C,  (Xy=X9).

Les points M, et m, se correspondent par la transformation /'; il en
est donc de méme des points M = TM, et m = tm, ; soient w,, w,, w,
les coordonnées de M et X,, X,, X, celles de m, comme T et ¢ corres-
pondent & la méme valeur du paramétre canonique 6 on a la relation

O, (v, wy, w;) O (], wh, w)) _

61(Xh X‘Z: Xa) - ai(X?' ng Xg) - o

Cette équation, jointe aux équations de vy, montre que X,, X,, X,
sont des fonctions de w,, w,, w, holomorphes sur I' dans le voisinage
D (911 92)

du point double M) puisque le déterminant (X, X,)

n’est pas nul
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en M;. Réciproquement les w sont des fonctions des X holomorphes
sur vy dans le voisinage de ;.

TrtoriME. — Les x sont des fonciions holomorphes des y dans le
voisinage de O sur toute courbe passant par O non tangente a A.

Ainsi que nous l'avons vu, on peut toujours trouver un sous-
groupe Z f admettant O comme point double et pour lequel la sur-
face S, correspondante est tangente & un plan arbitraire contenant la
droite ¢, = ¢, = o et distinct de ¢, = o; de plus, il existe une trajec-
toire de Z f tangente a une direction arbitraire du plan tangent a S,.
Etant donnée une direction arbitraire issue de O et non tangente a A,
il existe donc une trajectoire d’un sous-groupe Z f tangente a cette
direction. On peut donc faire un changement de variables, qui sub-
stitue aux w les coordonnées u,, u,, u, tel que A ait toujours pour
équation u, = o et que les trajectoires des sous-groupes issues de O
aient pour équations

U= cus, Ug== ' Uy,

Soientuy, = u' + iu; (k=1, 2,3); considérons dans I’espace a six
dimensions &, ', u,, «,, &, u’, un céne I'd 5 dimensions de sommet
u, = u; = o dont aucune génératrice ne se trouve dans la multiplicité
A": v, = u,=o0; désignons par D le domaine délimité par cecodne qui ne
contient pasA’. Posons

1= %;’ Ua—:'u—a’ Up=u'y
au domaine D correspond dans l'espace U, U, U,, U}, Uj, U; un
domaine D’. D’aprés le théoréme précédent, les z sont des fonctions
holomorphes des y sur les trajectoires des sous-groupes de G; or ces
trajectoires sont les courbes U, = C, U, = C'.

De plus, lorsque U, = C” les « sont des fonctions holomorphes
de U,, U, dans le domaine que ’on obtient en coupant D’ par la mul-
tiplicité U, = C”. En effet, si C” n’est pas nul, la multiplicité U;=C"
n’a aucun point commun avec A et si U; est nul, I'intersection du
domaine D’ et de U, = o se réduit au point O et lorsque le point z,,
u,, u, tend vers O le point z,, x,, x, corrrespondant tend vers un
point déterminé de d.
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Il résulte de la que les z sont des fonctions holomorphes de U,, U,,
U, dans D’; il suffit pour s’en asssurer de se rappeler le théoréme sui-
vant :

« Si une fonction de n variables f(x,, x,, ..., ,) est une fonc-
tion holomorphe de z,, «,, ..., z,_, lorsqu’on donne & x, une valeur
constante arbitraire et une fonction holomorphe de x, lorsqu’on
donne & x,, z,. .., z,_, des valeurs quelconques, c’est une fonction
holomorphe de =, «,, ..., x,. »

Le théoréme énoncé découle immédiatement des résultats préce-
dents, car, étant donnée une courbe vy issue de O non tangente a A, on
peut choisir le cone T de telle sorte que y soit dans le domaine D; sur
la courbe ¥’ homologue de y dans I'espace U,, U,, U, les x sont des
fonctions holomorphes de U,, U,, U,; ils sont donc des fonctions

holomorphes des y sur v. C. Q. F. D.
TutorkME. — Les x sont des fonctions holomorphes des y dans le
voistnage de tout point de A. — Dans le voisinage d’un point O de A

faisons un changement de coordonnées. Soient z,, z,, 3, les nouvelles
coordonnées; on peut choisir ce nouveau systéme de telle sorte qu’au-
cuae des courbes coordonnées

z const., Zo— const., 5 53— const.,

!
!

un

1.___'
p=const.,  {2;==conslL., | z3,=rconst.,

ne soit tangente a4 A dans le voisinage de O. D’aprés le théoréme
précédent, les x sont donc holomorphes sur ces courbes, en d’autres
termes les x sont des fonctions de z,, z,, z, holomorphes par rapport
aune de ces variables lorsqu’on suppose les deux autres constantes;
en vertu d’un théoréme déja énoncé au cours de la démonstration pré-
cédente, les = sont des fonctions holomorphes de z,, z,, z,.

V4. Etude des fonctions f sur §. — Essayons d’appliquer aux
fonctions f les raisonnements du paragraphe précédent. Soient 72, un
point de &, m, un point non situé sur et £ une transformation de g
telle que *m, tende vers m| lorsque n augmente indéfiniment. Soit M,
I’homologue de m, et T la transformation correspondante de G; nous
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ne pouvons affirmer que T”M, tende vers un point limite lorsque »
devient infini.

Or, le raisonnement du paragraphe précédent était basé sur ce fait
que, quels que soient ¢ et m,, {"m, tend vers un point limite; nous
’avions déduit des équations finies de g exprimées au moyen des
paramétres canoniques. On ne peut donc démontrer que les fonc-
tions y des variables x sont holomorphes partout sur d.

Par contre, soit O un point de A, nous avons montré qu’il existait
un point M, et une transformation T de G tels que T* M, tende vers O;
si I'on désigne par m, le point homologue de M, et par ¢ la transfor-
mation homologuede T, t"m, tend versun pointlimite 72 etenrépétant
le raisonnement du paragraphe 13 sur les fonctions y, on démontre
que celles-ci sont des fonctions holomorphes des x dans le voisinage
de m),. L’ensemble des points tels que n2, constitue un-domaine ® de 3
a quatre dimensions, d'ou le théoréme : Les y sont des fonclions
holomorphes des x sur une certaine région de €.

Il est facile de trouver la forme de ce domaine ® : Supposons que
les y soient des fonctions algébroides des z, en un point m, de ¢;
soient G, la génératrice du systéme I issue de m,, M, le point de A
homologue de m,, Q, la courbe homologue de (,. Nous avons montré
au paragraphe 3 que la relation @, = ¢, établissait une correspon-
dance algébrique entre les génératrices du systéme II de ¢ et les
courbes Q, ou ce qui revient au méme entre les points homologues des
courbes G, et Q,. Les y considérées comme fonctions d’un point de G,
sont algébriques, elles sont donc définies en tout point de G,. Le

domaine ® est donc engendré de la fagon suivante : Soit @ le domaine
d’'une génératrice II de & dans lequel les y sont définies. ® est formé
des génératrices I issues de tous les points de ®.

15. Cas ou les transformations de G sont birationnelles. —
Nous allons démontrer que si les transformations de G sont biration-
nelles, il en est de méme des fonctions y : '

Soient a (¥}, ¥1, ¥5, ¥i) un point de A et G, un sous-groupe de G
a un paramétre admettant @ comme point double, I'ensemble des
trajectoires de G, passant par a forme, ainsi que nous l'avons vu,
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une surface S,; écrivons les équations de G, dans le voisinage de a
V=Ll v ey e®] (E=12,3,6);

6 désignant le paramétre canonique de G, la surface S, a pour équa-
tion
}/Lo:fl(.y“y%}/ﬁh.yho) (i:[’ 2, %’4)]

elle est donc algébrique. S, est 'homologue d’un plan tangent a la
quadrique &; or toute droite de I'espace z,, x,, =, peut étre considérée
comme l'intersection de deux plans tangents a . Les courbes de la
multiplicité om homologues des droites de l'espace E(x,, z,, =,),
c’est-a-dire les trajectoires G d’un sous-groupe quelconque G, de G a
un paramétre sont algébriques. Considérons une transformation
rationnelle T et imposons-lui les conditions suivantes :

T transforme 91U en elle-méme, est birationnelle, conserve chaque
courbe G et est permutable avec toute transformation de G,. Ces con-
ditions sont algébriques et par conséquent I’ensemble des transforma-
tions T ainsi définies dépend algébriquement d’un certain nombre de
paramétres; or, il est manifeste qu'une telle transformation T fait
partie de G, puisque sur une courbe G, seule une transformation de G,
est permutable avec toutes les autres transformations de ce sous-
groupe. (5, dépend doncalgébriquement de ses parameétresetcomme (z,
est un sous-groupe quelconque, il en est de méme de G.

Il résulte de la que les transformations de G qui, & un point donné
de o font correspondre un autre point donné de cette multiplicité
sont en nombre fini N. En reprenant le raisonnement fait au para-
graphe 13 du Chapitre I, on en déduit que (g’) ne comprend qu'un
nombre fini N de transformations.

Les transformations de G étant birationnelles, on démontre sans
difficultés que la fonction £~ solution de ’équation

f——lG:g —1

se comporte comme une fonction algébrique en tout point de .

A un systéme de valeurs des ¥ correspondent donc N systémes de
valeurs des z. Une fonction symétrique quelconque de ces N valeurs
est une fonction uniforme des y qui se comporte partout comme une

MINEUR. 8



58 HENRI MINEUR.

fonction rationnelle, etle est donc rationnelle et x,, xz,, x, sont des
fonctions algébriques des y. Il en résulte qu'inversement, les y sont
des fonctions algébriques des z. Nous avons montré dans la premiére
Partie que les transformations T et les fonctions y («) sont uniformes
en méme temps; il résulte de la que ces derniéres fonctions sont
rationnelles.

IV. — Application & certaines équations différentielles.

16. Considérons une transformation infinitésimale de G

f & 'f"f‘g'zdf—"&:idy 5& f

nous allons appliquer les résultats précédemment obtenus a I’étude
des trajectoires de Y f. Le systéme

(10) Dt i=1,2,3,4),

ou les y sont les coordonnées d’un point de ot et ol O désigne le
temps, peut étre considéré comme définissantle mouvement du point y.

Représentons un point de o1 par le point correspondant m (x,, %,
x,) du polygone P. Soient X fla transformation de g homologue de
Y £, V et V' les deux génératrices doubles de X £, & la congruence
formée par les droites qui rencontrent V et V' les trajectoires de Y f
ont pour homologues les droites de I'espace E(z,, x,, ,) appartenant
a la congruence linéaire e ; toute droite de cet espace est I’homologue
d'une trajectoire d’un certain sous-groupe de G.

Soit © une substitution de (g’), < est contenue dans un sous-
groupe g de g’, soient U et U'les génératrices doubles de g’ ; soient D
la droite passant par 'intersectionde Uet V et parcelle de U’ et de V*
et m, un point de D. Le point m, = tm, se trouve sur D, D rencon-
trant V et V' est une trajectoire de X £, il existe donc une transforma-
tion 7 du sous-groupe X f telle que m, =1t m,.

Soit w la valeur du paramétre canonique 6 qui correspond a . La
trajectoire de Y / homologue de D est une solution périodique du sys-
téme (10); en effet, lorsque le temps augmente de w, le point m de
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espace E subit la substitution = de (g") et le point M correspondant
reprend la méme position.

Ainsi : A toute substitution de (g') correspond une solution pério-
digue du systéme (10).

Dans ce qui précéde, nous ne nous sommes inquiétés ni de la réalité
de la solution, ni de celle de la période w. L'étude des solutions
asymptotiques est aussi ramenée & celle du groupe ultrakleinéen (g').

TROISIEME PARTIE.

I. — Théorémes réciprogues.

Dans ce qui précéde, nous avons défini des fonctions kleinéennes en
passant par I'intermédiaire des fonctions ultrakleinéennes. Dans ce
Chapitre, nous allons démontrer qu'une fonction kleinéenne peut
toujours étre définie par ce procédé.

On pourrait étre tenté de définir des fonctions théta de trois variables
qui joueraient, vis-a-vis des fonctions ultrakleinéennes, un réle ana-
logue & celui des fonctions thétakleinéennes vis-a-vis des fonctions
kleinéennes.

Soit
" o= B2

—-m (k:[,f},-..)

un groupe kleinéen. Considérons le groupe

arxy+ by, arx,—+ b, cr it dp
(gl) ‘z‘l.k:—'{c_l#v Xy = _k___.z.__/‘, P — kL kX3
Crxy+dy Cr &y + dy Cr s+ d;
(k=1,2,...)
et formons

D(xy. 2o Xar) _ (@r@r— bgcp)® dx?.lc>2_
D((L‘“ Loy ‘7“3) - (Ckx2 -+ dk)6 - dxz

Soit R(z,, @2, z;) une fonction rationnelle; la série

oo d \ 2
9(1‘1, Zas .2)3) :2 ( ;é,f) R(x‘l.k’ Lo, ks ‘Ta,k)y

1
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ou m est un entier positif est convergente, sauf pour les valeurs de «,
qui sont les affixes d’un point limite de ¥’ et pour les points dont un
transformé au moins par quelque substitution de (g') est un infini
de R.

Le quotient de deux telles séries ) correspondant au méme entier
est une fonction ultrakleinéenne. Il est visible que I'on peut choisir les
fonctions rationnelles R de telle sorte que pour z, = x; = o cette
fonction ultrakleinéenne se réduise & une fonction kleinéenne donnée.
Mais une étude approfondie montre que le quotient de deux séries
ne représente pas une fonction ultrakleinéenne dans tout son domaine
d’existence. Entre quatre fonctions ultrakleinéennes correspondant au
méme groupe (g'), il 0’y a pas, en général, de relation algébrique,
car les singularités essentielles de ces fonctions dépendent des fonc-

tions rationnelles R qui interviennent daus leur définition. Les condi-
tions que doivent vérifier ces fonctions R pour qu’une relation alge-
brique existe entre quatre fonctions ultrakleinéennes semblent difficiles
a établir.

Alussi, suivons-nous pour former des fonctions ultrakleinéennes une
toute autre vole.

1. Formation de fonctions ultrakleinéennes. — Soit (") un groupe
fuchsien
a;s + b; .
Si:m (l‘—_l, 2, ...;a,‘di— [),'(),'_;I)
et K un entier positif au moins égal & 2. Nous allons former un sys-
téme de fonctions zétafuchsiennes X, (z), Y,(5), Z,(z), T,(z) véri-
fiant les équations

X, (s:))=[a:X;(5)+ b;¥,(2)] (ci3 + d;)*,

Y, (s) =[e:Xy(2) +d; Y (5)] (5 -+ i),

Zy(5;) =[u,Zy(3) + b; T (8)](c;3 + di)k,

T, (3:) = [¢:Zi(5) + d,Ty(3)](c;5 + d;)~.
el tel que '1711 = z.

Remarquons pour cela que Z, et T, n’interviennent que dans les
deux derniéres équations et prenons pour T, une fonction thétafuch-
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k—+1

sienne T de 1’ordre
T,=T.

Cette fonction vérifie la condition T(z,) = T(z) (¢,5 + d, )**".
Posons
Z(z)=13T(z),
on aura bien
T(z)=[c,2T(s)+d,T(z)](c.5+ d,)*,

Z(z,)=[a,sT(s) -+ b,T(z)](c,5s+ d,)~.

Comme systéme [X(z), Y(z)] vérifiant les conditions imposées,
on peut prendre le systéme [Z(z), T(z)]. Le systéme des quatre
fonctions

X, (s)=7(z), Yi(z)=T(z), ‘Z(3)=2Z(z), Ty(s)="T(z).

vérifie donc les conditions imposées.
Par la suite, nous aurons besoin d’un second systéme X,, Y,, Z,,
T, vérifiant les mémes conditions, mais distinct du précédent. Nous

prendrons
Zy(s)=1(5), Tu(s5)=T(2).

. . . . ) K .
Soit 6,(z) une foncuon thétafuchsienne d'ordre —- Le systéme de

fonctions u(z )— o(= )—T( £)

u(z,)=a,u(z)+ b,v(z),
v(8,)=cu(z)+d,v(s).

Soit y = f,(z) une fonction fuchsienne relativement au groupe (y');

le systéme de fonctions
wiz) — o'(2)
Si(z) fi(s)

vérifie les mémes équations que le systéme (u, ¢) et I'on peut prendre

oy ,u’(z)__f_gﬂ’
2(")—6I(") f/ (z)— 61 (Z>’

=0 0= 5o (3)]
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Nous sommes ainsi en possession de deux systémes distincts
(X4, Y1. Z, T), (X5, Yy, Z, T)

vérifiant les équations proposées. Soit g(z) une fonction fuchsienne
relativement a (y'). Je dis que le systéme

Y1X4(8) + y. X5 (5)
T(3)

71 Y1(2) + ». Y, (5)
T(z)

= Xy,

= X3,
VA
8= = &y Ys=/[1(3), Yi=g(3),

définit quatre fonctions uniformes y,, v,, ¥;, ¥, de x,, z,, ;. Sil'on

se donne, en effet z,, =, 7,; = est égal a x, d’aprés la treisieme équa-

tion, y, et y, sont donc déterminées, les deux premiéres équations

définissent y, et y, sans ambiguité si le déterminant X, Y, — X, Y,
T

A
T !
| (7)
lorsque T n’est pas identiquement nul.
Je dis de plus que les ) sont des fonctions ultrafuchsiennes relati-
vement au groupe (g') :

1

3 . X
n’est pas nul, ou encore st~ — z=

, .
e n’est pas nul, ce qui a lieu

__’aia:,—i- b,z __a;z+ b; _Cixy d;xz,
T o L T x?,i o A L3 T . o

L. = ’ -
cizy+ d; ' C;xy+d;

= (=1,2,..).
! C; g+ d; ( s 2y een)

Nous préciserons ce point de la facon suivante : les deux fonctions
fuchsiennes f, et g sont liées par une relation algébrique

FLfi(2), g(s)] =o.
Les fonctions y,, ¥,, ¥, ¥, sont donc liées par la relation

F(ys, Yi)=o.

M 0 0 0 0 A L S
Soit ¥}, ¥%, ¥3, ¥, un systéme de quatre valeurs des y vérifiant la
relation précédente, je dis que tous les systémes de valeurs @', «,, «

tels que
yl(xlnxlmxls)xy? (i::l,2, 3:4)
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se déduisent de I'un d’entre eux x,, xz,, z, par toutes les substitutions
de (g').
Les équations
filz))=y3 gz =yl

montrent que x, se déduit de z, par une certaine substitution de (y')
— Za.i

X'y =

et les formules de définitions de y,, ¥, donnent

YIX(29.0) + vs Xo(25.4) .

-

1= T(-Tz.i)

z = YIYi(@oi) + ySYa(@y.s) .
8 T(z,.;)

c’est-a-dire

a,b)'?xt(‘”z) + X, (2,) + b.}’?Yi(x2)+ng2(x2)

z = ‘ T(z,) T(z,) _ apary+ b,
1 C,'.T«z—{—di - Cix2+di ’
ci)"IXI(wz)+V2Xz(wz)+d y?Y,(w2)+y2Y2(x2)
o T(x,) ' T(z,) _Cixy+ duﬂ.
LI ¢, xqy+d, T ciza+d,
C. Q. F. D.
T(z)

Posons 5 = 0(z), 0 est une fonction thétafuchsienne d’ordre ;
1 <~

En résolvant le systéme qui définit les y, on trouve
Y11= x3— (xi'—xuxa)'é'(xz)«
Yo= (21— 22 23) [, (),
Ys=Sf1(2s),
."Azé’(wz)-

Il reste & former une fonction 6 d’ordre é: Soient g(z) et A(z)

deux fonctions fuchsiennes, A’(z) est une fonction 6 d'ordre 1,

donc 6 = g(z) y~'(z) est une fonction 6 d’ordre %; elle n’est pas uni-

.. . . 6’ o' " .
forme, mais il est facile de voir que 7= ig- -+ é 7;—, est uniforme, et

cela suffit pour ce que nous avons en vue.
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On vérifie facilement sur ces expressions que les y ne changent pas
lorsqu’on effectue sur les = une substitution de (g’).

2. Formation du groupe G. — Bornons-nous a une étude sommaire
des fonctions y précédemment définies.

Ces fonctions se comportent comme des fonctions rationnelles des «
en tout point x,, x,, x, pour lequel la valeur correspondante de x,
n’est pas I'affixe d’un point limite de (y"). Le polyédre fondamental
de (g’) est facile a trouver: Soit S un polynome fuchsien correspon-
dant au groupe (y'), prenons pour P le domaine suivant : (z, intérieur
a8, z, et x, arbitraires). Je dis que tout point M'(x, x,, x}) estle
transformé d’un point M(z,, z,, £,) de P par une substitution de (g")
et par une seule.

Il existe un seul point z, intérieur a S et une seule substitution z,
de (') tels que

/
Ly == T Xq.

Soit 7 la substitution de (g’) qvicorrespond a <, et M=<"'M’, le

point M est intérieur a P et M’ = <M d’aprés sa construction, M est

unique ainsi que 7. C. Q. D. F.
Les  se comportent comme des fonctions rationnelles & I'intérieur

de P.

Effectuons sur les variables z une transformation ¢ du groupe g :

f_ax+ bz,

(1) 2 _ cxy+ dxy - ,_axz+b
' VT ey +d

i it 8 ko JLAE
cxy+d 3T cay+d

.’Z‘;:

Les fonctions subiront une transformation T que nous nous proposons
d’étudier. Soit.
.7';:.71(‘”,1’ ‘7"121 ‘7"/'1)

Les y’ sont des fonctions ultrafuchsiennes de «,, x,, x,, relative-
ment au groupe (g'), on pourrait étre tenté-d'en conclure que les y”
sont des fonctions rationnelles des y et que T est birationnelle. Une
telle conclusion est manifestement inexacte, car s’il en était ainsi, les
singularités essentielles desy et des y’ seraient les mémes; or, un point
singulier des y’ s’obtient en transformant par /~' un point singulier
des y et 'ensemble de ces points n’est pas invariant par Z.



THEORIE ANALYTIQUE DES GROUPES CONTINUS FINIS. 65

On peut seulement affirmer que la transformation T est biuniforme ;
en effet, les y étant donnés, les = sont définis & une transformation
prést de (g'); mais ¢ étant permutable avec = les diverses valeurs cor-
respondantes des z' se déduisent d’une d’entre elles par les transfor-
mations de (g'), les ¥’ sont donc définis sans ambiguité par la donnée
des y.

Considérons une transformation infiniment petite ¢ de g, ¢~* dépla-
cera infiniment peu les simgularités essentielles des y ; supposons que ¢
dépende d’un paraméire « et se réduise & la transformation identique
pour « = o les fonctions

Yo, 2, 2y) —v.(zq, L2, ‘.2’."3).
o

sont des fonctions ultrafuchsiennes de z,, x,, x, quel que soit «;

lorsque « tend vers zéro; on obtient donc des fonctions ultrafuch-

siennes £,(z,, z,, x,) qui ont les mémes singularités essentielles que

les y; cette fois, il n’y a plus d’impossibilité & ce que les £ soient des

fonctions rationnelles des y; nous allons démontrer qu’il en est ainsi.
Remarquons que

ol ve L n L

o
gd'i 9y; "y,

J

est une transformation infinitésimale de G. Formons donc les trans-
formation Y,, Y,, Y, de G homologues de X,, X,, X, et exprimons
leurs coefficients au moyen des y. Soit

A=t
. d
th;:'z glk'd“’{_k’
hA=1
on aura
EI/»:XZyL
et, par suite,
dv oy , ,
E“:xrdjl—%_i_d;x‘i:l’ E12==0, £ =o, E1n=0;
, ay ) o'
52::-”15‘”—1 +‘”3;)%; =Z3— (T — Xy Ts)’g‘xa) =Y

C2:== Y2y Y23 = 0, Con = 0;
MINEUR. 9
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et
6” 9:2
—_— —2_—
dy, /) dy [ 62
Ea1—x1$3d —“(.’Ei— xgxs)dyl +x§ dx; ,f .
fo ? —J
53222)’:)’24-3’ 73 5
Si

F
Eas‘:—yz» J’sb:,ﬁﬁ,&'
Ys

9" 6" s "
Vérifions que fl,z [— 2 —97] et #(2/1 7= j,] sont des fonc-
tions fuchsiennes. )

. . T as—+b
Imaginons qu’on effectuesur la variable z la substitutionz, = d

du groupe (Y'); en posant f,(z,) = f,(z), 0(z,) = 0,(z), on obtient

Subbébbl\rclﬂeut
So=f1, a=S1(cz+d)2, s=S1(cz+d)+ 2 fc(cz + d)?;
6,=— 9, g :g(cz+d)2+c(cz+d);
6 1, [/

/8 197 I/ 7 I
2 -
" 12 " 2y
)G
d’ot
R 9"’ 1 re g
7ile =737
De méme

b sl = [ )

Les deux fonctions proposées sont donc des fonctions fuchsiennes
de z, c’est-a-dire des fonctions rationnelles ¢ et ¢ de f,(z) et g(z).
Les transformations infinitésimales de  sont, en définitive,

e
Ui
Yﬂf )’ldyf Ye d{

)
Yof=lri+rie rdlg

of ., By, of

a
+ 201y +¥3d (s, }’A)]'aj{_;—ygdy +32F/y' IR
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¥, ¥, étant liés par la relation

F(J’w}’b):O-

3. Relation entre la théorie précédente et celle des équations
linéaires. — Les fonctions rationnelles ¢ et} qui interviennent dans
¥ sont définies par les deux équations :

t {6 6" 1 , 0 .
v Kkl U D il
Eliminons 6 entre ces équations.
: e 1Y
On tire de la premiére 7 = YA
Désignons par |’ la dérivée de ¢ considérée comme fonction de y*

!

o 8 _ SV o e+ Y S Y]
7] 92 2/;1 2f112 b
d’ou
[ 1 pm " '
‘Pzﬁ[zftfi‘“?’f42— F(p2—2¢)]
et finalement

2 S1=3fF ey
i e TALe)

La fonction f,(x,) est donc définie par 'inversion du quotient de
deux intégrales de I’équation linéaire

1 d?p
;w:A({v,y), F(z, y)=o.

II. — Etude de G.

A. Simplification de G. — Le groupe G se simplifie si ’on subs-
titue aux variables y,, v,, ¥, ¥, les variables [y, ], [.], [s], [s]

définies par le changement de variables birationnel

[}’1]:71“'}’2%’ Ly ]=y0 [ys)]=ys Y= |y 15
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les Y; prennent la forme suivante :

of

Y= o
) J
Y. /=y, 7;3{1 +)"153‘,f:’

‘ ) dy ) 0,
Y f=[ +)’§A(.)’3)]7"f‘2 + zy1,ye(—)3,j—q —yﬂd_;'*’

oul'ona posé

Y29,

4

A = Cp -t
Calculons les [ y] en fonction de %, z,, z, :

Yo= (@ — @y xy) [ (23),
Ys=J1(2s), Y= 8(x2).

Clest avec ces variables que nous étudierons désormais G.
On peut former des équations finies des sous-groupes Y, et Y,

(Yy) Yi=ym+ g Yo=Yz V=Y Y=

Il est facile de vérifier directement que lorsqu’on effectue sur x, z, x,
une transformation du sous-groupe X, f

(X)) X, =2, + ta,, X'y = &y, Ty = x5+ ¢,

les y subissent une substitution du sous-groupe Y,.
On peut reprendre sur Y, des considérations analogues

r !
(X5) X =z, e, xh, = x,, xy = & e,

(Ys) Yi=peh Y=yl Y=y Y=

En général, bn ne peut former les équations finies de Y. On vérifie
sans peine que les relations de structure entreles Y sontidentiquement
vérifiées quelles que soient la fonction A et I'équation fonctionnelle

M S(8)=G(f)

définit alors des fonctions ultrafuchsiennes y,, y,, ¥;, v, et I'on peut
choisir (+ de telle sorte que pour x, =z, = o0, y, se réduise a une
fonction fuchsienne arbitrairement donnée.
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3. Domaine d’existence des transformations de G. -- Dans le cas
présent, les y sont des fonctions uniformes des x, il en résulte ainsi
que nous I'avons établi dansla premiére Partie que les transformations
T de G sont biuniformes et correspondent biuniformément aux trans-
formations de g. On peut du reste le vérifier directement.

Etudions le domaine d’existence d’une transformationy’ = Ty de G.
Deux cas peuvent se présenter :

1° L’ensemble des points limites de (") forme une ligne continue;
par exemple f,(z,) est une fonction fuchsienne admettant le cercle
|, | =1 comme coupure essentielle. Les fonctions y = f(.r) ne sont
donc définies que si |x,| <1, par exemple. Soit ¢ la transformation
de g homologue de T d’équations

., __axy+ bz, ,  ca'l+dx, ,  _axz;+ b
| = — x2= e ——a ] ‘L':,:'—- .
C.If'g""d Cx'1+d C.’L‘3+d

On peut écrire les équations y’ = Ty de T de la facon suivante:
y=f(z", y=flz), =tz

’ cessera d’étre définie si |2 1, c’est-a-dire si
2 2

cx,+ dz,

cr;+d
La multiplicité ez, + A, =1 de 'espace z,, z,, x, a pour homo-
a piict _c;‘:+_d = €sp 19 La;, Ly pou o

logue une multiplicité ¢ de oiv; lorsque le point y traverse &, T cesse
d’étre définie. Dans le cas présent les transformations T admettent
donc des coupures essentielles.

Posons-nous le probléme suivant : « Soit M un point de 91, quelles
sont les transformations ' définies en ce point? » Soit ®,, z,, x, le
point homologue de |'espace x, on a évidemment |z, | < 1, une trans-

. o e ez, +do
formation T sera définie en M si | —L——2} < 1.
cCxy + d
4
- &y + Xy c
Si z, et z, sont finis, e— tend vers x, lorsque y tend vers zéro
(_i Z3 1

et comme |z, | <1, la condition imposée sera certainement réalisée en
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C
d
pour T une transformation suffisamment voisine de la transformation
identique.

Il n’en est plus de méme si z, et x, sont infinis ; posons

prenant pour — une valeur suffisamment petite, ou encore en prenant

= uuz! Xy — U ;! X3 = u3}
1 183 » 2 2g 3 3 1

xz, étant infinl et z, étant fini, on aura u, = u, = o et la condition
imposée s’écrit |u, | < 1.

Donc si | u,| > 1 aucune transformation T, méme infiniment petite
n’est définie en M. Cherchons les coordonnées y de M. On a

1 4o -
Yi=ust+ ;(ug— wus)uz' fi(2) [ (2y),

,)’z~—(u|“3’—“2)“;2f; (22),
)’s:f1 (z2)-

Posons z, = y,~', 2, = ¥, ¥, ™", 3, = ¥,; ondéduit des équations pré-
cédentes @

2uaf’1(-732)
- 2+ (29— u1)f’; (@3)
—2(x2— u)) [ (Zs) ,
2+ (zy— wy) fi¥(z,)
23 = J1(23);

2f' %

ul:x2+ K] Vi
2+ 3]
9 12 o

J 41

u
)’s:f(l—i)'

Doncsiu, =u, =oetsi|u,|<1,ona

|

Z4 ’

3

2

Uyg—

3, =0,
lx -+~ 21 (%) 5,
P fE (@) + 5 f (@)
3, arbitraire;

<I,

en un tel point de 91, aucune transformation de G n’existe.
Par contre, si |«,|< 1, toutes les transformations T sont définies
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en ce point. Il est & remarquer que les points u#, = u; — o font partie
de A. Les points M tels que z, = o constituent ce que nous avons
appelé A ; en ces points, on ne peut pas définir les transformations
infiniment petites de G.

On peut du reste retrouver ce résultat en se plagant a un autre point
de vue. Le domaine d’existence des fonctions y est formé de’ensemble
des points intérieurs a la multiplicité $|x, | = t; on peut considérer s
comme engendrée par les multiplicités x, = C issues des points
de|x,| =1, 2, =0, 2, = 0; or ces multiplicités z, = C ou 4, = Cu,
passent par la droite u, = u, = 0; en d’autres termes, la frontiére du
domaine d’existence des y admet u, = u, = 0 comme ligne double.
Ecrivons la transformation ¢ avec les variables « :

, au,+ bu, , cuy+ du, , ¢+ dug
Uy = ————> Uy—= ———, Uy = ————=3
a—+ bu, a—+ bu, a+ bu,
appliquons ¢ au point «,, 0, 0
r e ¢ ’ ¢
U= uy, Uy = _ uy=—-
Les coordonnées du point M correspondant sont
c
szg(”’)
F, —
5, = zh,—o, 3= fi(u).

w(i=2) i)

On voit donc que si |u, | >1 ce point n’existe pas et aucune trans-
formation T n’est définie. Si |u, | <1, ce point 3’ est défini et dépend
rationnellement des paramétres a, b, ¢, d, toutes les transformations
de G sont définies en ce point. Il faut également remarquer que si ¢ se
réduit a la transformnation identique 3z, 3, Z, ne tendent pas vers z,,
gy Ss.

2° L'ensemble des points limites de (y’') ne forme pas une ligne
continue, mais est formée par exemple des points du cercle |z,| =1
appartenant a un certain ensemble parfait A qui n’est dense dans
aucun intervalle; ni les y(«) ni les transformations T n’admettent de
coupures essentielles; elles admettent seulement des multiplicités de
points singuliers essentiels. La multiplicité y, = ®, y, = ® constitue
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encore A, ; en un point de A, on ne peut définir aucune transformation
de G si u, appartient & A ; au contraire, elles sont toutes définies si «,
n’appartient pasa A.

6. Singularité des transformations de G. — En dehors de ses
singularités essentielles que nous venons d’étudier, une transforma-
tion T sera singuliére lorsque (2), ¢ ou J~'(y) sera singulier. ¢ étant
homographique n’admet pas de singularités, /' (z) n’admet d’autres
singularités que les polesde f,(x) et £~'(y) ne sera singulier que

D(y)

lorsquele déterminant fonctionnel D)

s’annule; or

D(yi ¥2, ¥3) r9
D(xy, @y, 25) 71 ().
Nous n’aurons donc 4 examiner que les poles de £, et les zéros de f7,.
[ (x,) s’annule soit en un point double d’une substitution elliptique
, . . . OF
de (y'), soiten un point ol 9y = O
7. Etude d’un point double d’une substitution elliptique de (Y').
— Soit x; untel point; posons f,(xy) =0, g (£5) =y, X, = ¥, + 5,
et soit f,(x,) = 57 + ..., p désignant un entier, on a

—1 1
y,:xa—pz [.x1~x213][2+...], :

Ye=p(xi— @y23) [P 4. . . ]
Y= 4. ..

Lorsque z tend vers zéro, y, tend vers zéro, y, vers y,, y, vers
’infini et y, vero zéro. Faisons tendre maintenant y, vers zéro et y,
vers y., 5 tend vers zéro, y, vers l'infini et y, vers zéro, & moins
que x, — x, ¥, ne tende vers zéro ou linfini. Si x, -- z, x, tend
vers zéro, le point y correspondanttend vers un pointde A, siz, — z, z,
tend vers l'infini, y tend vers un point de A,. Soient v}, ) deux
quantités arbitraires, il n’existe donc pas de point x,, x,, x, hors de A
et A, tels que

Nn=rh Y=y Y=o, Y=y

a moins que on ait y} = =, y; = o.
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Résolvons les formules par rapport ax,, Ly, ¥;:
1
Ty XY+ yh 4. .,
— I

2p

x3=y1+p Yoyt

1
4y Ao

r .-
2p Ja)s

—1
2p

Lorsque y, tend vers zéro, z, et z, tendent vers I'infini, & moins
que y, ne tende vers zéro et y, vers l'infini. Nous arrivons a la conclu-
sion sulvante :

Le point y9, y?, o, ¥" appartieat & A, si y? n’est pas infini et si y;
n’est pas nul. Par contre, si ¢ =, y; = 0 le point considéré est un
point singulier rationnel, au sens que nous avons donné a ce mot, et
I'on peut prendre, pour transformation z = u(y), la transformation

1
@, = ) [}'1 + £ }’2)’5’] +yy+ £

1
p+1 =—1 T p—
2p ,)’2.7{; ’ Gp=Y1 1 2p

I —1
NENERE]

1
) :'2:}/1.}’};_’-

@~

By=y

on constate sans peine que A admet y, = o pour pdle et que

[ — p?
A: —ﬁy;g—i‘....
8.- Etude d’un point o or = 0. — Supposons que, pour
p 7. PP q p

Yy =y.,=o0, (%,E s’annule, et que F soit de la forme

2

F=y,—yl—ayl+...—o.

Soit z; la valeur de =, telle que f,(x;) = o, g(«,) = o et posons

x,= x, + 3. Soient
Y=z +az’+...,

=3 +bz¥+...,

les développementsde y, et y,, on constate sans peine que o« =a — 2.b;
formons les développements des y; :
xy— 2y x5 [ 1 3
Yi=Z3— __Z— [; —+ Zaz -+ .. .].
yo=(x;— X, 23) (25 +3as? +...),
Ys=3t+azst+.. ., Y54+ b5 4. .
MINEUR 10
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et réciproquement
I :yg + ey

X

3
x3=y,+yzy;2[4 +§ayb+...],
3
X=Xy X3+ Y Yt ;ygy:‘—u—....

Lorsque z tend vers zéro, y, tend vers l'infini et y, vers zéro; on
constate, comme au paragraphe précédent, que le point y{, ¥}, o, o
appartient a A,, sauf si y| =%, ¥ = o.

Dans ce dernier cas, le point est un point singulier birationnel et
I'on peut prendre, pour z = u(y), la transformation suivante :

1 _ -
2y ==Y+ Z)’zy,,z; Sy=ya ¥ Z3= Y5

1
on a de plus
3 3a
—_ = YT
16"1' .}’b

A= 3

9. Etude d’un pdle de f,(x,). — Soitz?, un tel pdle,
Zy=a+y et fi(@) == 4.,

¥, et ¥, deviennent infinis pour z = o et le point ¥, 1, oo, ¥ appar-
tient a A, siy et y) sont finis. La transformation u est ici

= y3t 5= Y2 ¥30s B =Y+ Y5t
et A=A, y;*, A, étant holomorphe.

Ill. — Etude directe de G au moyen de ses transformations
infinitésimales.

Considérons le groupe G défini par les transformations infinité-
simales :

F(ys y)=o,
YW= NIENG gy
_ of of af  F, of
Ylf-—[.yf"‘)’gA(ya,.}’b)]az+2y,y20—y—2-—y25)—/;+)/2FT"d_ﬁ,

et proposons-nous d’étudier ce groupe.
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Le domaine Aa pour équation y,= o, les seules singularitésdes Y, f
sont les points ot une des coordonnées y,, ¥,, ¥, est infinie, les poles
de A et les zéros de F, . Examinons successivement ces singularités.

10. Péles de A. — Soit y), y! un pole de A; en remplagant y,

par ¥, — y,, on peut poser ¥% = o. Faisons sur A I'hypothése sui-
vante :

A=A y7?%,

A, étant un développement de y, holomorphe pour y, = o et dont le
développement commence par le terme

p désignant un entier positif égal au moins a 2.
Faisons le changement de variables :

ya_pjlzs_p:lzfizm
Ya=p (32— 215) 507",
Ys=2%;
1
5y =yhk,
2 +1 i,
Sy =)1yi+ 2p Y205
~— —1I —1
S3 =71 2p JeYs

Exprimouns Y,, Y,, Y, au moyen des variables z

Y,f_ﬂ-l—i—d—;}i;,
0 0
Y2f_ Zz'd?fz+23dzfa’

Yi5=— (22— 51%3),
I— p- 1+ 2 2 — 2 B

243 2
Y3z3:\:P2A1+P A ]'2—0—1’ [Z%’“’——2zj’z2za][/\;+P——4P2l];




76 HENRI MINEUR.

on en déduit que A = (3,5, — z,)?. On constate sans peine que Y,,
Y., Y, ont leurs coefficients holomorphes lorsque z, =z}, z,= 2,
Z,= 0.
En effet, dans Y,3,, le seul terme susceptible de devenir infini

— p ) . ,
provient de p* [A, — '—417?—]%:"“, mais comme le développement
de A, est de la forme

I — p?
A= ——F +a;55+..
1 4[) 1%

le développement de ce terme ne contient pas de terme en z, a expo-
sant négatif.

La méme remarque s’applique au terme
i N
7t l A+ ’O—_—J(zgz;”— 207 5953)

de Y,z, si 'on se rappelle en outre que p est au moins égal a 2;
comme p est un entier, A,(z%) est une fonction holomorphe de z,.
Les coefficients des Y, f sont holomorphes en

Mo(31==0, 3,= 33, 5, = z))

et An’est pas nul; comme nousl’avons montré dans la premiére partie,
a ce point correspond un point m,(z’, z, ) et la correspondance
entre les x et les 5 est biuniforme dans le voisinage de m, et M ; en m,
les y sont donc des fonctions rationnelles des x. Lorsque le point y,,
V2, ¥ décrit un contour fermé entourant la multiplicité y, = o, les x
ne reprennent pas les mémes valeurs, ils subissent donc une substitu-
tion 7 de (g’), 7 laisse invariante la multiplicité x, = z etl'on a 17 =1.

Dans les formules du changement de variables (y, z), faisons
Z, =0, 3,= 2, 5, = 3,; onobtient y, =%, ¥, = 0, ¥, == 0; le change-
de variables précédent ne nous permet donc d’étudier G que dans le
voisinage du point y, =, ¥, =0, y, = o. Nous allons montrer que
le point (¥}, y;, 0) appartient a4 4,, excepté lorsque y|= o, y;=o.

Le systéme différentiel qui définit une transformation du sous-

groupe Y, f est en effet
dy, dy, dv, dt

VIR T s nd T =y 7

=dr.
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[’intégrale de ce systéme qui vérifie les conditions initiales

T=0, Y=y Y2=Y¥3, Y3=0, t=o,

est
[ — p?
y1=y1+ ) apf) T Y=Ys ys=o0,  l=o,
dy, dv, _ dt — . dyy sduit 3
car =, —= et - sont nuls pour y,=o, alors que —- se réduit a

— p? . . .y ’ .
(y3)? ‘4105) qui n’est pas nul si y}=*o0. La derniére équation /=o0

nous montre que parmi les transformations du sous-groupe Y, f seule
la transformation identique est définie. Un point pour lequel y? est
différent de zéro appartient donc a A, .

1

Supposons donc y,= o, prenons pour variables y,, ¥’ et
1

——1

¥.¥? , on constate par un raisonnement analogue qu’aucune trans-
formation de Y, n’est définie, & moins que y) = =.

Si y{ n’est pas infini, si y; n’est pas nul, le point ¥, ¥}, o appartient
a4,

A1. Péle de A d’une nature différente de la précédente. — Nous

supposerons cette fois que
A=Ay, A=
=/1Y3 11— p.z_ ’

!/
p étant un nombre fractionnaire p = %, faisons le méme changement
de variables qu’au paragraphe préeédent, les coefficients Y, ne sont
plus holomorphes, car, p n’étant pas entier, A, (z7) n’est pas une
fonction uniforme de z,.
Pour étudier cette singularité, nous étudierons directement les fonc-

tions z des variables . Ces fonctions sont définies en égalant & des
constantes trois intégrales du systéme aux dérivées partielles

(6) Xif+Yif=o0 (i=1, 2, 3).

L O s of , .
Posons Y, f= E'dz 05+ S D’aprés un résultat classique,

les z et les  sont liés par un systéme aux différentielles totales que
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I’on forme sans peine :

(2y— Zo22y) dz, + Eday, = o,
(11) § (2y— x5 x3) a'z:2+(x3z,—z2) dxi+ (N — x4y 2,)dxy+ (X3 55— x4 5)) dxy =0,
(21— @y @3) dag+(2; —353) day+ (E — 2353) dzy+ (2 55—, )dxy=o.

Prenons comme variables :

1 1
1

34 7 59\ 7 7
— (21 {2 ~ - —_—
P = z ) Z9, B3, X4, u—-—x2, Z3.

Le systéme (11) prend la forme

udy + vdu = A du + B dz, + C dz,,
dzy = A' du + B' day + C' dzs,

ne

dzy—= A"du + B"dx,+ C'dz;.

Les coefficients A, B, C, A’, B/, C’, A”, B”, C” sont holomorphes

pour
w—y¢=o0 xy = x? Xg= x? Zo— %Y Gy=— 3¢
— VvV — U 1— L 33— L3y 2= Koy L3 ~3y

si ] et z) ne sont pas nuls. De plus, les développements de A, B, C
contiennent z en facteur et commencent par des termes du second
degré au moins en u, .
En reprenant la démonstration de Briot et Bouquet relative a
I’équation
xy' —by —ax*+cxy +...,

on établit sans peine que le systéme précédent admet une intégrale
holomorphe vérifiant les conditions initiales précédentes et telle
que 7‘; ne tend pas vers zéro en méme temps que z. On en déduit que
D(V' %9, 33)
D(z, u, x3)

Revenons aux variables y et x; les ) admettent tous les points
(2}, 0, ;) comme points critiques, elles reprennent Ja méme valeur
s1le point z,, ,, z, tourne ¢ fois autour d’un tel point critique.

Il existe une substitution = de (g’) qui laisse la multiplicité z,=o
invariante et I'on a <7 = 1. Il existe une substitution T, de (G) qui
laisse invariante 3, = o et I’on a T?== 1. Nous appellerons « points sin-

n’est pas nul au point considéré.
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guliers de premiére espéce de G » les poles de A de 1'espéce précé-
dente.

12. Etude d’un point ot g—}i = 0. — En opérant sur y, et y, une
transformation birationnelle convenable, on peut supposer que les
seuls points singuliers de la fonction y,(y,) définie par F = o sont les
points ot F est nul, F, ne ’étant pas, ainsi que I};. Soient
Ys=— 0, Yi=0
un lel point et
F=ys—yl—ayi+. .=o
I'équation de oit. Nous supposerons que A admet le point y, =0
comme pdle : A = A, y;*avec
3 3a

Aiz'—'l—é—?‘.}w-l-....

On démontre, comme au paragraphe 11, que le point y}, y;, 0, 0
appartient a A, s1 ¥} £ 0, y, F# o.

Pour étudier le point y? =, y; =0, y| = o, faisons le change-
ment de variables birationnel

9 Q 9J
Ylf_—d—!;) Y, _5,5—-4_525512,
Y 2, = 5,A(35) avec Mzy) =— §+34_oc53+. .
puis
3 >
Yoz, =51 + <A1+ 6 _—Z>z2 537,

1
Y;5,= 22,2, + 3,53" [7\+ .2.] .

En vertu des hypothéses faites sur A, et du développement de A,
ces coefficients sont holomorphes pour z,=o0 et A n’est pas nulsi z,
ne l’est pas non plus.

Le point singulier considéré est birationnel, il n’engendre ni trans-
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formation de (g’), ni transformation de (G). Nous I'appellerons
« point singulier de seconde espéce ».

13. Etudions maintenant le cas ot y, devient infini. Nous suppose-
rons que le développement de A dans le voisinage de ce point est de la
forme A = A, y*.

On reconnait que le point ¥}, ¥,  appartient a A, si y; et y; sont
finis; lorsque y,, y,, y, sont infinis, on fait le changement des
variables

=y m=XY;. s=Yi+0)5h

et I'on obtient

0 0 )
Y,f:;;{-;, Y, :zga-:f;+;3-(%-‘£,
- - 0 af . af
xsj:—-zza?fi +22253‘a;—3 -+ (zg—i—A,z:)d—‘;;-

Le point considéré est un point singulier birationnel comme le pré-
cédent.

14. On reconnait, comme au paragraphe 11, que le point y} =,
ye =10, ¥, est un point de A,, saufsi y; est infini; c’est alors le point
étudié au paragraphe 14.

13. Etude de A en un point régulier
A=—yi.
On vérifie sans peine qu’en un point singulier de premiére ou deuxiéme
espéce, I'équation A = o équivaut & y, = o. La multiplicité A a donc
pour équation '
Y2 = O.

Formons Y,, Y,, Y,, c'est-a-dire faisons y,= o dans les transfor-
mations infinitésimales Y :

Jd
Y, f= -d‘—yf;,
- a
X,‘Zf: yl—di}%,
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| x|
’ s . .

s’annulent pour y, = o. Le groupe GG a pour trajectoires les courbes

Q,: ¥, =0, y, = const. De plus, aucune transformation de G n’est du

second ordre en ce point. Notre groupe G vérifie bien les conditions

imposées précédemment.

Ilrésulte de la que les déterminants du second ordre de A =

16. Etude des singularités des fonctions y. — Ces singularités
sont de deux sortes :

«. Les points m,(z{, x}, x}) tels que, lorsque m tend vers m,, le
point M(y,, ¥., ¥;, y,) correspondant tend vers un point singulier
de G.Nous les avons déja étudiés. Les y sont des fonctions algébroides
des x en m,.

B. Les points m, tels que, lorsque m tend vers m,, M ou M, n’a pas
de limite ou tend vers un point de A,. Ce sont des points singuliers
essentiels des y. Nous allons montrer que les points singuliers m, sont
les points de 'espéce E’ pour lesquels x, appartient & un certain
ensemble; en d’autres termes, ces points engendrent une multiplicité
analogue a4 un cylindre dont les génératrices ont pour équation
x, = const.

Nous avons vu que les équations finies des sous-groupes (Y,), (Y,)
étaient birationnelles :

(Yi) .)/’1:‘}'1"*"“: Yo=Y y'a = ¥3,
(Y2) Y= yes Y= aet Yi= .

Les équations des sous-groupes corrrespondant de g sont :

! S —
(Xy) Ty = 4y Xy Ty, Ty = o, Ly = T3+ &y,

/ a ! I — . s
(XE) Ty =T el'a Ly == T, 1"3'—“["361‘-

Soit donc m,(x}, £, £;) un point pour lequel les jy; sont holo-
morphes, soient y) = f,(z!, z;, x). Le point m,(x\"”, x;, z{") ou
2, 2" sont quelconques est le transformé de m, par une certaine
transformation ¢ du sous-groupe (z,), (z,). Comme la transforma-

MINEUR. Il
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tion T homologue de # est linéaire, il résulte de
Jtx)=T f(x)

que les y; sont holomorphes en m,.
De méme si m, est un point singulier essentiel, il en est de méme
de m,. C. Q. F. D.
Nous allons utiliser le résultat précédent pour démontrer un
théoréme annoncé (1™ partie, Chap. IV, §14).

17. Tuiorine. — Etant donnée une transformation distinguée T,
de G et une transformation non distinguée T de ce méme groupe,
il existe un contour ferméT, tel que lorsque M décrit T, le point
M’ = TM subit la substitution T,.

Ainsi que nous I'avons vn, il existe un contour fermé ¢ de 'espace E
tel que lorsque m décrit ¢, le point homologue M subit la transforma-
tion T,. Soit ¢, la projection de ¢ sur le plan &, «/,; tout contour ¢’
qui se projette sur ce plan suivant ¢, possédela méme propriété que c.
Soient m, et m/, deux points appartenant respectivement i ¢ et & ¢’ et
ayant méme coordonnée z,, soit d le segment de droite m,m;. Le
contour fermé m, cm, dm,c' m, dm, tracé sur le cylindre e de base c,
de génératrices z, = const., peut se réduire a un point par une défor-
mation continue sans quitter & et sans rencontrer de point singulier
des fonctions y = f(x); lorsque m décrit ce contour, M revient donc
a sa valeur initiale; comme d’autre part M subit une substitution
linéaire lorsque m décrit d, M subit la méme substitution T, lorsque m
décrit ¢ et ¢'.

Soient ¢ la transformation de g homologue de T, y le contour trans-
formé de ¢’ par £~'. Supposons un instant que y n’entoure aucun point
singulier des fonctions y = f(«), le contour homologue T est fermé
et lorsque m décrit vy, M décrit T', ' décrit ¢’ et M'=TM subit la
substitution distinguée T,.

Le contour y n’entourera aucun point singulier de £ s’il en est de
méme de sa projection y, sur le plan «,, .. Oron peut choisir¢’ sure
de facon que vy, soit un contour y, donné a 'avance. Soient, en effet,

(cy) x, = f(9), (0 << B <1),
(y2) z,=g(0), (o<l <),
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les équations de ¢, et y, et

ax,+ bx,
=1 % x
cx,+d

,__Cxy+dz, .
g = — x,=
cx;+d

ax;+ b

x —_— ey
cxrs+d

!
1

celles de ¢~'. Il suffira de prendre pour x,(6) et x,(8) des fonctions
vérifiant

cz(0) + /(6).

gl(e): cx3(9)+d

La courbe ¢’ : [a,(0), f(0), z,(0)] est tracée sur © et sa transfor-
mée par /~' a pour projection y,. Il suffira de prendre pour v, un con-
tour & l'intérieur duquel f est holomorphe et d’y appliquer {e raison-
nement. ¢. Q. F. D.

J .

18. Recherche du domaine fondamental P. — Ainsi que nous
I'avons vu, les points singuliers se répartissent sur des lignes singu-
lieres d’équation y, = const., 91U a pour équation F(y,, y,) = o, soit
# la surface de Riemann correspondant & cette relation. Au point de
vue de la connexion linéaire, on peut se représenter o’ comme un
cylindre ayant pour base & et dont les génératrices ont pour équa-
tion

¥3==const,, ¥i = const,

Soit donc € une coupure tracée sur & rendant & simplement connexe
et tel que tout contour fermé se coupant par & puisse se réduire a un
point sans rencontrer de point singulier de premiére espéce. La
variété @ a cinq dimensions engendrée par les hyperplans y, = const.,
y .= const. issus des points de ¢ réalise sur o' la coupure exigée
(2° partie, Chap. II, § 4).

L’homologue de @ dans I’espace E’ est la frontiére du domaine fon-
damental P des fonctions y; les variétés y, = const. ont pour homo-
logue les variétés , — const. de E’; donc, le domaine P est formé des
points dont la projection sur le plan des x, est intérieure & un certain
polygone R.

Remarquons que, pour x, = z; = o0, g’ se réduit & x, = ‘;‘;:—ig.

19. Recherche des conditions d’uniformilé des fonctions y. —
Y
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Comme nous 'avons montré, si les transformations de G sont uni-
formes, les y le sont aussi. Il serait intéressant d’établir directement
les conditions d’uniformité des transformations de G, car ces condi-
tions convenablement généralisées permettraient de définir sans diffi-
culté des fonctions de plusieurs variables qui généralisent les fonc-

tions kleinéennes. Cette question est du reste liée & la recherche
des substitutions fondamentales de ().

20. Genre zéro. — Supposons la relation (5) F(y,, y,) =0 de
genre zéro. Par transformation birationnelle, on peut supposer que y,
est une fonction rationnelle de y, et ne considérer que y,. Supposons
que G ait dans le plan y, n points singuliers de premiére espéce cor-
respondant aux valeurs p,, p,, ..., p, du nombre p.

Si les p, ne sont pas des entiers, & chaque point de premiére espéce
correspond une substitution de (G). Nous n’avons pas pu démontrer
que ces substitutions constituaient un systéme de substitutions fonda-
mentales de (G). Si cette proposition était établie, les conditions
d’uniformité des y en découleraient immédiatement, car si I’on sup-
pose les p, entiers, les substitutions considérées' de (G) se réduisent
toutes a la transformation identique.

Supposons les p, entiers, (g') admet n substitutions fondamentales
polaires, si l'on fait z, = .y = 0, (') se reduit & un groupe kleinéen (g’)

27T
dérivé de n substitutions elliptiques de m'ultiplicateurs eP, ce groupe
(g’') est discontinu dans une certaine région % du plan des ,, ainsi
que Poincaré I'a établi.

Soient R un polygone kleinéen de (g"), P le domaine de ’espace E
dont la projection sur le plan x, est R. De la discontinnité du
groupe (g’) engendré par R résulte la discontinuité du groupe (g’)
engendré par P, donc 'uniformité des fonctions y.

Dans ce cas, G est formé de transformations biuniformes qui corres-
pondent biuniformément aux transformations de g.

21. Genre quelconque, — Supposons la relation (5) de genre N.
Rendons & simplement connexe comme I'a fait Riemann (Abelschen
Funktionen, § 7); on forme ainsi 2N coupures a,, b,, a,, b,, ..,, ay,
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by; a ces 2N coupures correspondent 2N substitutions A,, B,, ...,
Ay, Byde (g"). Soit

, ot—tﬁ)fcl—:xﬁ(l——-l)acJ
- (1—t¢)zg+oat— 3
_(a—1B)= —aﬁ(l——t)
() @ (x»—t)x:—e—at—f}
s =ty + (at—P) 2y
Fy= (1—t)xy+at —f

une substitution de (g’), nous désignerons ¢ sous le nom de multiplica-
teur de (7).

Cela posé, nous considérons successivement les cas suivants :

1° Les multiplicatedrs de 2N substitutions A;, B; sont réels. Le
groupe (g’) est alors un groupe de la premiére famille de genre Nj il
est discontinu et les y sont uniformes.

2° Les multiplicateurs des N substitutions A, A,, ..., Ay sont

2T

réels, ceux des substitutions B, B,, ..., By sont respectivement e”,

27T 2mi

€P, ..., e’ P,y ..., Py étant des nombres réels. 1l est facile de voir
qu’aprés une circulation du point m autour d’un point double de B,
les y ne reprennent pas la méme valeur si p; n'est pas entier; on con-
nait donc N substitutions de (G). Sip,, cees Py sont des entiers, (g)
est un groupe kleinéen de deuxiéme espéce, si p, = p, =...=py=1,
(b ) est de premiére espéce et de troisiéme famille. Dans ces deux
derniers cas, il est discontinu et les y sont uniformes.

22. Pour terminer, donnons l'exemple suivant :
Considérons I'intégrale elliptique

Soient w,(y) et w,(y) deux périodes distinctes et z = Il y; » ¥ est

une fonction modulaire de z * . ¥ =19(3); sinous prenons f, (J:z) = o(x,)
etf(x,) = V3'(.x,), nous obtiendrons le groupe G dont les transforma-
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tions sont uniformes :

d a 7]
Ylf:'a%’ Yzf:;y']';+y2(,—},f;’

Y S [ S S LU S ) A
Ya/'—[)’.-'-}’% [4(ya—.)z + 9yl 14k J’s(}’a—l)]]dyx

9f a9,
+2J/|y2()]’1 ya;;
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