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LE

THEOREME DE M. PICARD

SUITES DE FONCTIONS HOLOMORPHES
FONCTIONS MEROMORPHES ET FONCTIONS ENTIERES

Les théorémes que M. Picard a découverts cn 1879, le premier sur
les valeurs d'une fonction entiére, le second sur l'indétermination
d’une fonction uniforme dans le voisinage d’un point essentiel, ont fait
naitre une foule de travaux.

M. Borel a donné, en 1896, une démonstration élémentaire du
premier théoréme. Une méthode analogue a été employée par
M. Schottky, en 1904, pour démontrer le second théoréme. De nom-
breux travaux se sont groupés autour de la propriété que M. Landau
a établie en 1904, et qui compléte le premier théoréme de M. Picard.

Lathéorie des familles normales de fonctions, édifiée par M. Montel,
a permis de faire une étude d’ensemble des fonctions analytiques a
valeurs exceptionnelles, et elle s’est montrée trés féconde. MM. Montel
et Julia en ont déduit, entre autres, de nombreuses propriétés des
fonctions uniformes au voisinage d’un point essentiel ; ils remplacent
le domaine qui entoure ce point par une infinité de domaines partiels
qui s’en rapprochent peu a peu, et substituent, a la fonction étudiée,
la famille des fonctions obtenues en faisant la représentation conforme
de ces domaines partiels sur un domaine fixe.

Ces domaines partiels sont de forme connue a priori ; ils ne dépen-
dent pas de la fonction considérée. Ce sont, par exemple, les cercles
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2 H. MIiLLOUX."

homothétiques, par rapport a 'origine, d’un cercle fixe, les rapports
d’homothétie étant o, 62,..., ¢",..., et ¢ un nombre fixe supérieur a
I'unité. Il y a intérét a réduire les dimensions de ces domaines partiels;
la théorie des familles normales de fonctions n’a pas permis jusqu’a
présent de le faire. ’

Dans le Chapitre I, j’applique directement le théoréme de
M. Schottky a T'étude, dans un domaine partiel D, d’une fonction
méromorphe ¢ (z) & valeur asymptotique. Les dimensions du domaine
partiel D sont plus petites que celles des domaines envisagés par
MM. Montel et Julia, et elles dépendent de ]a fonction ¢ (z). J'obtiens
des propriétés de la fonction ¢ (z) dans certains domaines D, au lieu
de propriétés valables dans un ensemble de domaines partiels se rap-
prochant indéfiniment du point essentiel, Ces propriétés de la fonction,
et les dimensions du domaine D, dépendent simplement de la maniére
dont la fonction ¢ (5) tend vers sa valeur asymptotique sur le chemin
de détermination, et, dans le cas d’une fonction entiére, du maximum
M () du module de la fonction sur le cercle de centre origine et de
rayon r. Les théorémes de M. Julia, qui présentent un caractére.
qualitatif, se déduisent en particulier des résultats quantitatifs
auxquels j’aboutis. ’

Une inégalité découverte par M. Carleman m’a été particuliérement
précieuse. Je I'applique, en outre, dans le premier Chapitre, & I'étude
de certaines suites de fonctions holomorphes non bornées.

Dans le troisi¢éme Chapitre, je m’occupe plus particuliérement des
fonctions entiéres d’ordre fini. J’établis une propriété nouvelle de la
croissance de ces fonctions dans des angles. Je retrouve et précise un
important complément apporté récemment par M. Bieberbach au
théoréme de M. Picard. J’applique briévement ces diverses proposi-
tions & quelques fonctions particuliéres.

Les principaux résultats de ce travail ont été énoncés dans deux
Notes insérées aux Compte rendus de I’ Académie des Sciences, le
5 mars et le 28 mai 1923.

Je tiens & remercier particuliérement ici M. Borel, qui a contribué
pour une large part & 'orientation de mes recherches, et M. Montel,
qui a bien voulu s’intéresser a ce travail et prés de qui j’al toujours
trouvé le plus bienveillant accueil et une aide constante. Qu’il me soit
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permis d’exprimer toute la reconnaissance que j’ai contractée envers
MM. les professeurs de I’Université de Lille, pendant et aprés la dure
occupation allemande, et envers MM. les professeurs de I'Université
de Paris, qui, en réservant une bourse 4 un étudiant venu d’une autre
université, lui ont permis de réaliser son but.

CHAPITRE I

CONYERGENCE D'UNE SUITE DE FONCTIONS HOLOMORPHES NON BORNERS.

1. Je rappelle d’abord une inégalité établie par M. Carleman :

Soit un domaine limité par deux segments de droite AB et AC,
faisant entre eux Uangle ax, et un arc de courbe de Jordan BG, dont
tous les points sont situés a une distance de A inférieure a R. Soit,
d autre part, f(z)une fonction holomorphe dans ce domaine, continue
surla frontiére du domaine, et dont le module est inférieur ¢ M
sur AB et AC, et & m sur Parc de courbe BC. En un point ¢ dela
bissectrice de Uangle A, intérieur au domaine, et situé a la distance
rde A, la fonction f(z) vérifie l'inégalité

) PR
£ < M"(ﬁ>¢m( W)

2. Signalons deux applications de cette inégalité, que nous utilise-

rons souvent :

1° Soit une fonction £(z) holomorphe dans un cercle I' de centre O
et de rayon 1, et dont le modaule est inférieur a une quantité M supé-
rieure & 1 dans le cercle, et & une quantité m, inférieure 4 1 dans un
cercle I tangent intérieurement au premier, et passant par le point O.
En appliquant I'inégalité de M. Carleman a un triangle ayant un
sommet sur la circonférence I' et les deux autres sur I, on obtient
I'inégalité
(1 | (=) [ <MI=e™me™,

valable dans le cercle de centre O et de rayon é ™.

(*) On peut préciser le raisonnement de M, Garleman dans le cas ot I'arc de
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2° Soit une fonction f(z) holomorphe dans un cercle de centre O et
de rayon 1, et dont le module est inférieur 4 'une quantité M supérieure
a 1 dans le cercle, et & une quantité m inférieure & 1 sur un arc de
courbe coutinu, intérieur a la circonférence, et joignant le point O a
un point B de cette circonférence. Quitte & remplacer m par 2 m, nous
pouvons supposer, en raison de la continuité de la fonction f(z) dans
le cercle, que cet arc de courbe est une ligne brisée sans point double.
Choisissons les deux axes de coordonnées Ox et Oy de facon que le
point B ait pour affixe z=1. Parcourons la ligne BO dans le méme

sens a partir de B, et désignons par G le premier point d’abscisse -

4

rencontré sur cette ligne. Nous pouvons supposer que son ordonnée
est positive ou nulle.

. . . 2 T
Soient {un point quglconque du cercle de centre — ~ et de rayon 7

. . . . i 1
et A un point situé sur la circonférence de centre — et derayon -,

choisi de fagon que A soit la bissectrice de ’angle BAC. Appliquons
I'inégalité de M. Carleman : la fonction f(z) vérifie, au point {,
Pinégalité
/()] <MI=87% 5 mams,
En utilisant de nouveau I'inégalité de M. Carleman on obtient, pour
le module de la fonction f(z) & I'intérieur du cercle de centre O et de

rayon =, la limitation

2
(2) |f(5) | < M=o me=®,

3. Je vais appliquer 'inégalité de M, Carleman & 1'étude de cer-
taines suites de fonctions holomorphes non bornées.

Soit f(z) une fonction holomorphe dans un domaine connexe
borné D, et dont le module est inférieur 4 une quantité M supérieure

courbe BC est un arc de cercle tangent aux deux cotés AB et AC, et tournant sa
convexité versle point A ; Pinégalité de M. Carleman est encore vérifiée lorsqu’on
désigne par R non plus la distance maxima, mais la distance minima de l'arc de
cercle BC au point A. En partant de cette propriété, on obtient Pinégalité

lf(z) l < Mi—e— me"’",

valable dans les mémes conditions que I'inégalité (1), et plus avantageuse.
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*

a 1 dans D, et & une quantité m inférieure & 1 sur un arc de courbe
continu C intérieur au domaine D. Tracons une circonférence inté-
rieure & ce domaine, et dont le centre est un point del’arc de courbe C.
L’inégalité (2) est vérifiée dans la circonférence concentrique et de
rayon moitié; en appliquant I'inégalité de M. Carleman, nous voyons
que dans tout domaine fermé D’ intérieur au domaine D, le module de
f(z) est inférieur & M'~*m*; X ne dépend que de la configuration des
domaines D et D', et de I’arc de courbe C.

On déduit de ce qui précéde le thé¢oréme suivant.:

Soit £,(z) fo(2) .. fu(5), ... une suite infinte de fonctions holo-
‘morphes dans un domaine connexe borné D, et qui converge uni-
Jormément, sur un arc de courbe continu C intérieur au domaine D,
vers une fonction f(z) holomorphe dans D. On pose

|f(3) —fa(z) | <m,

sur Parc de courbe C. Soit M,, la borne supérieure de | f(z) — fo(3)
dans D. 5i, quelque petit que soit le nombre positif ¢, l'inégalité
M, < m;*® est vérifice a partir d’une certaine valeur de n, la suile
de fonctions consideérées converge uniformément dans le domaine
ouvert D. '

Dans tout domaine fermé D' intéricur au domaine D, Uinégalité

|f(2)—/fu(z) [ < m)

est vérifiée o partir d’une certaine valeur de.n; '\ ne dépend que de
la configuration des domaines D et D' et de Uarc de courbe C.

On peut supposer que I'arc de courbe C est un morceau de la fron-
tiere du domaine D, & condition que les fonctions considérées soient
conlines sur cette partie de la frontiére.

Ce théoréme généralise un théoréme récent de M. Ostrowski ('),
dont on obtient I'énoncé en remplacant, dans I’énoncé précédent
« arc de courbe C » par « domainc intérieur a D ».

(") AvexanoeEr Ostrowski, Ueber wvollstindige Gebiete gleichmdssiger
Konvergenz von Folgen analytischer Funktionen (Abhandlungen aus dem
Math, Semindir der Hamburgischen Universitdt, Band 1, Heft 3-4, 1922,

p. 327).
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4. Dans le théoréme précédent, nous avons supposé que la suite des
fonctions f, (z), f2(z), ooy Ju(3), ... converge sur un arc de courbe.
Nous allons voir que la convergence uniforme est assurée dans le
domaine D, lorsque la suite de fonctions considérée converge en une
suite discontinue de points, satisfaisant 4 certaines conditionssimples.
M. Montel considérait comme probable 1'existence d'un résultat de
cette nature.

Soit une suite de points z,, 5, ..., %, ... rangés par ordre de
modules décroissants. Une telle suite sera dite exponentiellement
compacte, d’ordre supérieur a 2, autour de son point limite O, si
I'on a

1

¥’

Sk

(3) loglog

B 1= B

ot F(u) est une fonction du méme signe que u, tendant vers zéro
avec u, de méme que lﬂbzu_} Nous désignerons par ®(¢) la fonction
inverse de F'(«), considérée pour ¢ petit. C'est une fonc[ion du méme
signe que ¢, tendant vers zéro avec ¢, de méme que q)(‘ 5°

Nous allons établir une propriété simple dela suite de points consi-
dérée.

D’aprés 'égalité (3),

Spp1— 3 .
i—" tend vers zéro avec z,. Les points

de la suite sont assez rapproches etse succédent réguliérement. Quitte
a supprimer un nombre fini de ces points, nous pouvons supposer | z,|
supérieur & la moitié de | 34—, | & parnr de k=1.

Proposons-nous de rechercher jusqu’a quelle distance du pomt

limite O l'expression est supérieure ou égale a une quantité

Skt 7 Sk
positive assez grande .. En d’autres termes, recherchons le minimum
i de k satisfaisant & I'inégalité

Z >
Zr1— S|

(4)

Cette inégalité n’est plus vérifiée pour £ =1 — 1, de sorte que

3
Si—q

<

37— 5
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En utilisant I'égalité (3), on obtient

el o> 0 (i)
Ol ‘ ‘

W)
(5) "'z|> lOgIOg‘.}.

La fonction {(u) croit indéfiniment avec p, plus lentement que
log log . Elle est déterminée lorsque la fonction F(u) est déter-
minée.

En résumé, l'inégalité

Bt 5k

est verifiée pour tous les points z; de la suite considérée, dzslanls du

point limite O de moins de
(B .

log log

5. Soit maintenant /(z) une fonction holomorphe dans un domaine
connexe borné D, et dont le module est limité par M dans ce domaine.
Soit z, un point intérieur a D, et situé & une distance de la frontiére
de ce domaine supérieure & 4. Par application de I'intégrale de

Cauchy, on sait que si z est un point distant de z, de moins de =5
on al'inégalité

(6) () =) 1< 2 |5 — 5,1,

Supposons le module de la fonction f(z) inférieur a . en une suite
de points z,, 5, ..., 5,,..., exponentiellement compacte, d’ordre
supérieur & 2, autour d’un point limite O intérieur au domaine D ou
situé sur la frontiére de ce domaine; dans ce dernier cas, supposons
en outre que la suite de points considérée est comprise dans un angle A
intérieur 4 un angle A'intérieur au domaine D. En désignant par d,

la distance du pomt %, a la fronticre de D, nous avons d, > 5= ]z”

k étant une constante dépendant des angles A et A’.
D’aprés les conditions imposées a la suite de points, le cercle de
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centre z, ct de rayon > |5l " conlient & son intéricur le point z,.

Cette propriété est du moins vemﬁee lorsque £ est assez grand. En
supprimant un nombre fini de points de la suite, nous pouvons la sup~
poser vérifiée & partir de k =
Appliquons I'inégalité (6) en prenant pour point z, le point z, et
pour point z un point quelconque du segment de droite z, z,,,. Nous
obtenons I'inégalité
Br+1— Bk
L5

|f(z)—Ff(z:) | <<2M£R

Par hypothése | f(z,)| est inférieur & m. Si 'inégalité

, M
(7) [ 2 ,0,l>2 C=p

=N m

est vérifiée, le module de f(z) est inférieur & 2m sur tout le segment:
de droite 5, z,,,. D’aprés le résultat obtenu au paragraphe précédent,
I'inégalité (7) a lien pour tous les points z, situés & une distance du

point limite O inféricure A q"(l#(zp Soit z;le point le plus éloigné de O,
pour lequel l’inégalité (7) est vérifiée. Tracons un cercle de centre z;

et de rayon /‘! Ce cercle est intérieur au domaine D. Sur une ligne

brisée partant du centre z; et aboutissant 4 la circonférence, le module
de f(z) est inférieur & 2m. En vertu de la deuxiéme application du
théoréme de M. Carleman, que nous avons faite au n° 2, nous avons,

dauns le cercle de centre z; et de rayon * l—' l’megahle

() | < M= (2 )=t < M,

dés que M dépasse une certaine valeur numérique.
Tracons, dans le domaine D, un domaine convexe D, contenant a
K

son intérieur tous les cercles de centres s, et de rayons —-; supposons

ce domaine D, assez petit pour que ses dimensions soient inférieures
a 1, et construisons, a l'intérieur de D, une circonférence fixe C; ce
sera par exemple la circonférence concentrique a la plus grande cir-
conférence contenue dans D,, et de rayon moitié. | f(z)] est inférieur
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4 M dans D, et & Mm* ™ dans la circonférence de centre =, et de
.lz,-l ~ . L I cor

rayon <= En appliquant I'inégalité de M. Carleman, nous voyons

que l'inégalité

@ <Mme
est vérifiée & I'intérieur de la circonférence C; a est une constante ne
dépendant que -de la configuration du domaine D,, et par suite du
domaine D et de la suite de points.
De la circonférence C, on passe aisément & un domaine fermé D’
intérieur au domaine D. Dans un tel domaine, la fonction /(=) vérifie
I'inégalité

a

FB) <Mme

ou A ne dépend que de la configuration des domaines D et D'.
D’aprés les résultats du numéro précédent, | z;| est supérieur a.

9 <2M/z\)

) _ T\ m
loglogu log log 2 i\)ﬂlh

Dans le domaine D', on a donc l'inégalité

loglog :l-
eh—q —
' ' (23!/:

log| f(z) | <logM + e "’)logm.

Supposons maintenant que la borne supérienre M dela fonction f(z)
. . P .
d.ans le domaine D ne soit pas trop grande par .rapport 4 —- Plus pré-
cisément, supposons qu’entre ces deux quantités nous ayons l'iné-
galité
logM < [log = |
o —_— )
ogM < [ og m]

o étant une constante positive.
Dans le domaine D’, la fonction f(z) vérifie I'inégalité

o
1

tog /()| < [tog 1 | e [10g L | Y()

1—

m m
MILLOUX.
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ou

“

Ear
Y(m)

1
log /() | <=7 [og . |

Pourvu que m soit assez grand, la fonction f(z) est trés petite en
module dans le domaine D",

6. Du résultat précédent, on déduit le théoréme suivant :

Soit f,(3) fu(3) ... fo(3)...une suite infinie de fonctions holomor-
phes dans un domaine connexe borné D, et qui converge unifor-
mément vers une fonction f(z), holomorphe dans D, en une suite de
points exponentiellement compacte, d'ordre supérieur a 2, autour
d’un point O intérieur ¢ D, ou situé sur la frontiére de ce domaine;
dans ce cas, on suppose en outre que les points de la suite sont com-
pris dans un angle intérieur & un angle intéricur au domaine D.
En ces points 4 '

| f(3) —ful(3)| << m,.

Soit M, la borne supérieure de| f(3) — f.(z)|dans le domaine D.

Silona ' '

i—a
logM,, < [log%] s

a étant une constante positive, la suite de fonctions considérées con-
verge uniformément vers f(z) dans le domaine ouvert D.

Dans un domaine fermé D' intérieur au domaine D, on a l'iné-
galité

‘ 1- E{m,)
log| f(2) —fu(2)| < [ tog - |

ot A ne dépend que de la configuration des domainesD et D' ;e(m,,)
est une fonction lendant vers zéro avec m,; elle est déterminee par
la suite de points exponentiellement compacte, d'ordre supérieur a 2,
autour du point limite O.

Ce théoréme donne une extension du théoréme suivant de

M. Vitah (*) :

(*) Remarquons que le théoréme de M. Vitali ne suppose pas la limite /(3)
holomorphe dans le domaine D, ' ' '
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Si une suite de fonctions holomorphes bornées dans un domaine con-
nexe D converge en une infinité de points ayant au moins un point
limite A intérieur au domaine D, elle converge uniformément dans
tout domaine fermé D’ intérieur au domaine D. o
M. Blaschke a montré que ce résultat subsiste si le point limite A
est situé sur la frontiére du domaine D, sous certaines conditions que
doit remplir la suite de points. Par exemple, si le domaine D est un
cercle de rayon 1, en désignant par z,, 3, ..., %, ... les points ot la

suite de fonctions converge a priori, le produit infini [Ilzn[ doit
n=—1

diverger ().

CHAPITRE II.

LES FONCTIONS MEROMORPHES A VALEUR ASYMPTOTIQUE, LES FONCTIONS ENTIERES
ET LE THEOREME DE M. PICARD.

7. Jutiliserai dans la suite le théoréme suivant, dit & M. Schotiky:
Soit f(z) une fonction holomorphe, ne prenant pas les valeurs o et 1,
dans le cercle de centre O et de rayon 1, et dont la valeuren O est a,.
Soit y le plus petit des nombres

] I
os(—7)

les logarithmes étant pris avec leur valeur réduite (2). Dans le cercle
de centre O et de.rayon -, la fonction (=) vérifie I'inégalité
2

Hog(1r— a,y|, {logd,l|,

3

logtf<z>~1<% ).

M. Landau a démontré qu’une fonction holomorphe, ne prenant

(') W. Buascake, Line Lrweiterung des Salzesvon Vitali iber Folgen
analytischer Funktionen (Berichie der Math.-Phys. Klasse der Scchsischen
Gesellschaft der Wiss. Zu Leipzig, Bd LXVII, 1915, p. 194).

(2) Glest-a-dire avec une partie imaginaire comprise entre — 7 et -+ 7.

(*) Scamortky, Ueber den Picard’schen Satz und dié Borel’schen Unglei-
chungen (Sitz. der Kg. Akademie der Wissenschaften, Berlin, 1904, p. 1244).
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pas les valeurs o et 1 dans le cercle de centre O et de rayon 1, et dont

la valeur «, en O est inféricure en module & «, est, dans le cercle de
) S . .

centre O et de rayon 5 limitée en module par un nombre fonction

seulement de .. Cette propriété résulte aussi de la théorie bien connue
des familles normales de fonctions, due & M. Montel ().

En rapprochant le théoréme de M. Landau de celuide M. Schottky,
on obtient la proposition suivante : .

Soit £(z) une fonction holomorphe, ne prenant pas les valeurs o
et 1, dans le cercle de centre O etderayon 1, et dont la valeur a,en O
est inférieure en module & un nombre a qui dépasse une certaine
constante /. Dans le cercle de centre O et de rayon é, la fonction f(=)
vérifie I'inégalité

(8) log | f(2)| < — s
V(=)

log| f(s)] < 2*%Va.

928

et a fortior

On peut prendre 165 comme valeur de la constante £.
Donnons de bréves indications sur une méthode de démonstration
qui conduit au calcul de %. L’inégalité (8) est évidemment vérifiée

lng<1 — %)

dérer les valeurs de a, pour lesquelles vy est égal soit a |log(1 — a,)]|

lorsque le nombre y est égal a ; 1l suffit donc de consi-

log(r — ——I—> ‘ Un calcul simple

[ @]

, . o 4 I
établit que ces valeurs de @, sont situées dans le cercle de centre - et

soit & |loga,|, donc inférieur a

3 ~ . ’ .
de rayon = Considérons par exemple le domaine o des valeurs de a,

pour lesquelles y est égal & |log(1 — a,)|. Ce domaine d entoure I'ori-
gine. Posons

oy VT,

(*) Voir P. Moxter, Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent
des valeurs exceptionnelles dans un domaine (Annales de U'Ecole Nor-
male, 1912, p. 487 ; voir p. 500 et 517). '
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Cette fonction est holomorphe et ne prend pas les valeurs o et 1
dans le cercle de centre* O et de rayon 1. Il est aisé de voir que le
domaine @ des valeurs g (o) correspondant au domaine  laisse & son
extérieur les points o et 1. Il est donc possible d’appliquer I'inégalité
de M. Schottky a la fonction g(z), et 'on en déduit une limitation
pour le module de f(z).

Un calcul analogue est encore valable si 7 est égal a |loga,|.

8. Soit (=) une fonction holomorphe, ne prenant pas les valeurs a
et b, dans le cercle C de centre O et de rayon 1, et dontla valeur en O
Z%‘-_){F‘f, égale & %‘1__:;“ au point O, ne

prend, dans le cercle C, ni la valeur o ni la valeur 1.

est a,. La fonclion g(z) =

. I . . ‘. N X
Si les modules de a,, a, b et 5 sont inférieurs & un nombre A

qui dépasse 10, on a, d’aprés les résultats du numéro précédent, I'iné-
galité
IF()| <A+ }&ew;A,
et a_fortior 'inégalité
(9 log| /(5)] <2254,
valable dans le cercle C’ de centre O de rayon é
On déduit de I'inégalité (g) le théoréme suivant :

Soit L= f(z) une jfonction holomorphe dans le cercle C de
centre O et de rayon 1, et dont la valeur en O est inférieure en -
module a une quantité A qui dépasse 10. Si, dans le cercle C' con-
centrigue au cercle C et de rayon moitié, le maximum delog| f(z)

dépasse 2*%° A, on peut affirmer que la fonction f(z) prend dans le
~cercle C toutes les valeurs inféricures en module a A, sauf peut-étre
celles placées dans le voisinage d’unevaleur a; cevoisinage est cer-

tainement intérieur au cercle |1 —al = 7;4

En effet, s’il n’en était pasainsi, la fonction f(z) aurait deux valeurs
exceptionnelles, réalisant les conditions requises pour .que 1'inéga-
lité (9) s’applique, et cette inégalité est contraire & ’hypothése.
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9. Considérons, d’'une maniére plus générale, une. fonction 9(z)
méromorphe dans le cercle G de centre O & de rayon 1, ne prenant
pas, dans ce cercle, deux valeurs a et b satisfaisant aux inégalités

2

}ai<A, ibl<A, |ab—>X,

et dont la valeur ¢(0) = a, au point O est inférieure en module a ZIK
Supposons encore que A dépasse 10. Représentons, dans le plan

des Z, les valeurs de ¢(z) et tracons deux cercles de centres a et b
) 3

et de rayon X Ces cercles sont extérieurs 'un a l'autre. Suppo-
b—a, , . e , '
: r . s i
sons la—ao <15 en d’autres termes, a est plus éloigné que b du

. . A P , I
point @,. La distance de a & a, est donc supérieure & + et le module

A

.' L4 1 I
de a cst supérieur a A"

Sila fonction @(z)a, dans le cercle C, une troisiéme valeur excep-
tionnelle ¢ extérieure aux petits cercles de centres a et b, cette

. , . 1 .,
fonction vérifie, dans le cercle C’' de centre O et de rayon 5> Viné-

galité

(10) . @(s;~a+clz <em:\

En effet, la fonction

N 1 1 b . b—c  _o(s)—b c—1b
f(;’)_[qg(z)*aﬂ_a_a(b—a)]'(c—a)(l)—a)—q(:.)-—a'cma

holomorphe dans le cercle C, ne prend, dans ce cercle, ni la valeur o,

b — —a
%, €2 Jont le module
a—a, ¢c—0b

ni la valeur 1. Sa valeur en O est égale a

C p. s le —a
est inférieur 4 ’

b' Faisons varicr ¢ extérieurement aux cercles de

Cc —

¢ — aj
bl’ obtenu lorsque ¢ est

centres a et b et de rayon}—‘\‘ Le maximum de —

situé sur la droite joignant @ et b, est égal & 1+ A|b—a]et par
conséquent inférieur & 1 4 2 A%, quantité supéricure a 165 (puisque A
dépasse 10). La fonction f(z) vérifie donc, dans le eercle C’, I'iné-
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galité
. Lf(a) <™ rn
Par suite :

b
a(b —a)

c—b
Cc— da

1

L /iR

|
T Tl

o(z)—a " a

b
a(b—a)
1+ A(b—a)

b—a

D’aprés les conditions imposées a @, b et ¢, le maximum de
est égal a2A; celui de |22 ‘ | est égal 4 et par
2™ ? c—al'lb—a
suite inférieur a 12’-A. 11 en résulte que dans le-cercle C’

5 3 myran

+ <A+ 2Ae
a 2 2

9(z) —a
A dépassant 10, a fortiori l'inégalité (10) se trouve vérifiée. On
déduit immédiatement de la le théoréme suivant :

Soit L= o(z) une fonction méromorphe dans le cercle C de
centre O et de rayon 1, et prenant en O une valeur a, de module

. ,1'. \ 1 , ' . s * 3 Lons £
inférieur a —¢ (A étant supposé supérieur @ ro). Elle vérific

nécessairement l'une des trois propriétés suivantes :

1° Les valeurs que ne prend pasla fonction 9(z) dans le cercle C
sont extérieures a la région du plan des 7. comprise entre le
~cercle T' de centre origine et de rayon A et un petit cercle de

2 . ., .
rayon ¢ intérieur au cercle T
2° Ces valeurs sont toutes situées dans deux pelils cercles de
1 ;o . L '
rayon 5 extérieurs Uun & l'autre, et intérieurs au cercle T (*).

3° En désignant par a la valeur exceptionnelle, inférieure en
module a A, la plus éloignée de a,, la fonction ¢(z) vérifie, dans

(") Les propriétés 1° et 2° nesont pas distinctes lorsqu’on fait la représentation,
par inversion, du plan des Z sur une sphére. On peut dire encore que lorsque la
fonction f(s) vérifie ces propriétés, il est impossible d’extraire des valeurs que
cette fonction ne prend pas dans le cercle G, trois valeurs a, b, ¢ formant un

12

tmangle dont les cotés sont respectivement supérieurs a iR el X
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I .. . .,
le cercle C' de centre O et de rayon - Uinégalité

I 1 920 A
10 —_— - <e
(xo) o) —a @l =

10. Ces préliminaires une fois posés, nous allons aborder I'étude
des valeurs exceptionnelles des fonctions méromorphes pourvues d’une
valeur asymptotique. Nous distinguerons les deux cas d’une valeur
infinie ou d’unc valeur finie que nous pourrons supposer nulle.

Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant :

I. Soit Z = ¢ (z) une fonction méromorphe ayant une valeur
asymplotique nulle. Soit p. (r) une Jonction du module r =|z| crois-

. . . , N 1 .
sant indéfiniment, en restant inféricure & ——— sur le chemin

lo(2) |

de déternunation zéro. Posons -

< £
A(r)=[logp(r)J=s,  ¢(r)= gloglogu(r),

e élant une constante positive, inférieurea 1, el ausst petite que l'on
veut. Lorsque |z | est assez grand pour que u.(r) dépasse une cer-
. o . . . .
laine constanle dépendant uniquement de < ('), lfz Jonction ¢ (3)

vérifie nécessairement Uune des deux proprietés suivantes :

. . .. . Tr . .
1° Dans la couronne circulaire d’ épaisseur 707 dont la circonfé-

rence médiane est |z | =r, on a l'inégalité

(11) log|o(s) | <—[logu(r)j*—=.

2° Il existe au moins un cercle G(r) dont le centre est sur la cir-

conférence |s| = r, et dont le rayon estégal & qE(T_/IS’ dans lequel la
Sfonction o (s) prend : ‘

ou bien tloutes les valeurs inférieures en module a A (r), sauf
peut-éire dans le voisinage d'une valeur a(r); ce voisinage est cer-
2

tainement intérieur au cercle |7, —a| = NGL

343
(') Par exemple lorsque logu(r) dépasse ec.
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Ou bien toules les valeurs, infinie et finies, sauf peut-élre dans
le voisinage de deux valeurs a(r) et b(r) de modules inférieurs
- a A(r). Cesvoisinages sont intérieurs respectivement aux cercles

1 I
lZ—ai_,A-—('—.jy lZ—-bl_m-

IL. Si la fonction Z = o(3) a une valeur asympiotique infinie, ce
qui préccde subsiste, en désignant par p.(r) une fonction croissant
indéfiniment, en restant inférieure a |@(z)| sur - le chemin de
détermination infinie. L'inégalité (11) doit étre remplacée dans ce
cas par Uinégalité '

(12) log|¢(2)[ > [logp(r) ]t

11. Examinons d’abord le cas ou la fonction méromorphe ¢(z)
posséde un chemin L de détermination zéro. Soit M, 'un des points

du chemin L situés a la distance r de 1'origine. Tracons un cercle de
T
q(r)
par desrotations égales & g—(ﬁr% (k=1,2,...,q) autour del'origine (*).
Nous obtenouns ainsi une suite de ¢ cercles C,C,...C,, de centres res--
pectifs M, M,...M,, dans lesquels nous allons étudier la fonction
méromorphe 9(z). Construisons aussi les cercles C,, C,, ..., G, et

centre M, et de rayon 8rsin » puis les cercles déduits de celui-ci

(1) On supposera dans le raisonnement ¢ entier. Dans le cas ou ¢ n’est pas
entier, on peut encore désigner par g(r) le plus grand entier contenu
€

5 log logp(r).

MILLOUX. 3

dans
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C,C,,...,C, concentriques aux premiers et de rayons moitié et quart.
- Chacune des circonférences C; passe par les centres des circonférences
voisines C;_, et C;_,.

Nous allons supposer que la fonction ¢(z) ne vérifie pas les pro-
priétés 2° du théoréme précédent, et montrer qu elle vérifie nécessai-
rement les propriétés 1°.

Dans ce cas, en effet, soit ¢; l'une des valeurs exceptionnelles, infé-
rieure en module &4 A(r), de la fonction ¢(z) dans le cercle C,. Il est
clair qu’il existe une deuxiéme valeur exceptionnelle b,, extérieure au

cercle de centre g; et de rayon - et de module inférieur & A(7);

A( )
et une troisiéeme valeur excepnonnelle ¢; distante de chacune des deux

premiéres de plus de —

Nous désignerons par o, la valeur de ¢(z) au centre M, du cercle C;;
d’aprés ce quiprécéde, il existe certainement une valeur exceptionnelle

distante de o; de plus de : nous désignerons par a; une telle

(
valeur ('). Si|«;| est inféricur & —A(—— | a; | est supérieur & ——— A(,)
Etudlons d’abord la fonction ¢(z) dans le cercle C,. La fonc-
tion ———— +«~ — est holomorphe dans ce cercle, la valeur a, de ¢(3)

o(s )—

au centre de C, est inférieure en module P( o0 e a fortiort & Al(r)’

lorsque p.(7) dépasse 2, d’aprés la valeur de A(7). Utilisons les
résultats du n°9 : la fonction ¢(z) vérifie, dans le cercle C,, I'iné-

galité

1 229 A (7}
12)’ —_— = e .
tra) o —a @<

Le long de la partie du chemin asymptotique L issue de M,, la

I I “« . ’
fonclion T =g + — est voisine de zéro. Son module est en effet
' ] 1

inférieur a

T I.[: o I.]
w0 2A(r) LZA(H T E(n)

A7) lorsque p.(r) dépasse ¢*.

p(r)

.
)
et a fortiori a

(1) Nous supposerons aussi | @;— «; | supérieur a | b;— |,
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1 I y . :
La fonction (—)_a—l—z est donc bornée dans le cercle C,, et sa
- & 1

borne supérieure est fournie par l'inégalité (12)). Elle est trés peme
d’autre part sur une ligne issue du centre de C, et aboutissant a
la circonférence. C’est le moment d’utiliser la deuxi¢me application
que nous avons faite, au n° 2, de I'inégalité de M. Carleman : dans le
cercle C,, la fonction ¢(z) satisfait & l’inégalité '

_I__; | L PIA(r 2A2(r)’ 229,1A et ] X
(P(z)—ax+a| <e (,)[-H(—i))J <e (ry—e=logp r)

et a fortiori :
I

) 1
(3) @(5)-—m+a—1

< g loslr

¢

lorsque () depasse une constante convenable, qu’on peut prendre
égale a

e

De l'inégalité (13) et de I'inégalite | @, | > 2—A-l(—’_)-, on déduit la limif

mitation suivante :
(14) logl¢(2)| <—e~*logu(r) =—logp, (r).

En résumé, 'inégalité (14) est vérifiée si n(7) dépasse une constante
convenable dépendant de . Nous sommes en possession d'une limite
supérieure de |9(z)| dans le cercle C;. Nous allons en déduire de
proche en proche, en supposant w(r) assez grand une limitation
pour |o(z)| dans la suite des cercles C,,Cn, . Gy G

q
acquise a l'intérieur du

Supposons la limitation |¢(z)| << —— ¥ (r)

cercle C; et précisons la relation entre w;(r) et g, (7). Dans le
cercle C,,, la fonction ¢(z) admet trois valeurs exceptionnelles
a,,b;,¢;: Lorsque 'inégalité )

(15) | pi(r)=>2A(r)

est vérifiée, la valeur «,, de o(z) au centre M, de C,,, est inférieure

)

a

-et la fonction ¢(z) verifie dans le cercle C}, , d’apres les

1
2A(/')
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résultats du n° 9, I'inégalité

1

- < e?"“ A(/‘\.
Q0(5) — aipq Qi

La fonction p(z) est petite dans le cercle C;. Sil'on a

(15") ri(r)y > 5A2(r),
2
le module de la fonction —————— +4- —*— est inférieur a SANr) dans
@(5)— (2759 Qjyq Hz‘(")

le cercle C} ; utilisons la premiére application que nous avons faite, au
n° 2, del'inégalité de M. Carleman : nous obtenons I'inégalité

1 1 .
99,1 A (p —e—5)~~e—5 8
— < e {r) 4 —e=s) e log . (1),

m iy
valable dans le cercle C7,,. Supposons le deuxiéme membre de I'iné-
galité précédente inférieur a —mA—I(;—)" ce qui a lieu lorsque I'inégalité
(15") pe(r) > et ah AN

est vérifiée. Nous en déduisons, pour le module de la fonction ¢(z)
dans le cercle C)_,, la limitation

17
(16) logfo(a)| <2 (1—e~*) A(r) — e log (1) =—log iy (7).

Cette limitation a été obtenue en supposant vérifiées les inégalités
(15), (15") et (15”). Laderniére entraine d’ailleurs les deux premiéres.

Nous sommes donc en possession d’'une relation entre w.;., (r)et w, (7).
Le calcul de ;(7) par récurrence donne

log (r)y=-e-3"Vlogp (r) — 2221 — e SE-U]A(r).

Portons dans cette égalitéla valeur de 1, (r) fournie par le deuxiéme
membre de l'inégalité (14), et remplacons A (r) par sa valeur en
fonction de p.(r). Nous obtenons

log pi(r) = e~ log p(r) — 22 [t — e=* 0"V ][log p(r) '~

u;(r) décroit lorsque 7 croit. L’inégalité (15”) sera donc vérifiée pour
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toutes les valeurs de 7 inférieures a ¢ si elle I'est pour

. £
i=q=¢ loglog (7).

D’apreés cette valeur de ¢, on a
52

log py(r) > e~ [log (1))~ © —2*2[log p(r) ],

et un calcul simple montre que l'inégalité (15”) est vérifiée si logp.(7)

343

dépasse ¢ ©. A fortiori, lorsque logu.(r) dépasse cette valeur, on a
log[Ji(l')>[10gH(l’)]l_€ (Z.:I1 2, ..., 9).

Dans tousles cercles C;, et par suite dans toute la couronne circu-
laire balayée par ces cercles, la fonction ¢(z) a son module limité par

1 .

< e—logpinyi-e,
pa(7)

Le théoréme I du n° 10 kest donc démontré (*).

12. Danslenuméro précédent, nous nous sommes servi de diverses

o« oy . . 1 * . r L1

inégalités vérifiées par les fonctions s —a T 2 ces inégalités sont
0 (5)—a; i

dues soit a I'existence de trois valeurs exceptionnelles a;,b;,¢;, de la

fonction ¢(z) dans chaque cercle C;, soit & la petitesse des modules

de ces fonctions sur le chemin L. (dansle cas o 7 =1) ou dans les

cercles C,_, (1 =12,3,...,9).

Dans le cas d’une fonction ¢(z) & valeur asymptotique infinie, les
. I . A . r
fonctions T —a jouent le méme réle, et le raisonnement du numéro
Y\c)— %1

précédent s'applique rmutatis mutandis.

13. Considérons une valeur « différente de la valeur asympto-
tique ®» de la fonction méromorphe o(z). D’aprésle théoréme de
‘Weierstrass, il existe une suite de points de modules r,, 75, . .., 7y - ..

(') Au lieu de faire dans le méme sens le tour du cercle |z|=r avec les
cercles C;, nous aurions pu faire un demi-tour dans un sens, et un demi-tour
dans l'autre sens ; ¢ aurait é1é diminué de moitié.
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indéfiniment croissants, en lesquels la forrction ¢ (z) 's’approche indéfi-
nimentdea. Ilestclair que pourles valeurs de régalesa r,,r,, ..., 7p,...,
la fonction ¢ (z) ne peut vérifier I'inégalité (11) si la valeur asympto-
tique ® est égale a zéro, ou 'inégalité (12) si cette valeur est infinie.
La fonction ¢(z) vérifie nécessairement les propriétés 2° du théoréme
sur les valeurs exceptionnelles, établi au n° 10 ; il existe une suvite de
cercles C(r,), C(ry), ..., C(»,), ..., dans chacun desquels ¢(z)
remplit des régions de plus en plus étendues du plan des Z. On peut
dire que le cercle C(r,) est un cercle de remplissage soit pour le
cercleT, du plan des Z, de centre origine et de rayon A(r)), sauf
peut-étre pour une région exceptionnelle intérieure & un cercle v de

2 .
rayon g soit pour tout le plan des Z, sauf peut-étre pour deux
n
régions exceptionnelles intérieures respectivement & deux
cercles y, et y, de rayon L, intérieurs au cercle T.
i | A(r,)

Supposons, pour fixer les idées, que la valeur asymptotique w soit
égale a zéro. Il résulte de la démonstration du n° 14 que si l'inégalité

(11) log|o ()| <—logu(r)]-¢

n’est pas veérifiée sur le cercle | z| = r, il existe un cercle de remplis-
sage G(r) possédant a son intérieur soit un chemin surlequel|p(3)|
est inférieur d [ZTIT)’ sotl une circonférence dont le rayon est le
quart de celui de C(r,), et qui passe par le centre de C(r), a
Uintérieur de laquelle Uinégalité (11) est vérifiée.

Ce dernier cas se présente lorsque le cercle C,, dont il est question
au n°® 11, n’est pas un cercle de remplissage. En désignant par C; le
premier cercle de remplissage rencontré, I'inégalité (11) est valable
pour les cercles C{, Cj, ..., C,_,. En particulier cette inégalité est
vérifiée sur un chemin issu du centre M, du cercle de remplissage C; et
aboutissant a la circonférence. Nous utilisons plus loin cette remarque.

14. A(r) est une fonction croissant indéfiniment avec r. Dans une
suile de cercles de remplissage, s’éloignant indéfiniment, la fonction
©(z) prend une infinité de fous toute valeur, sauf deux au plus. Il
n'y a réellement deux valeurs exceptionnelles que si les régions
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exceptionnelles qui correspondent a chacun des cercles de remplissage,
el qui se rétrécissent 4 mesure qu'on s’éloigne indéliniment, enve-
loppent deux points fixes, dont I'un peut étre I'infini. '

Récemment, M. Julia a démontré, dans de beaux Mémoires (*), des
théorémes généraux sur les valeurs exceptionnelles des fonctions
entiéres ou des fonctions méromorphes pourvues de valeur asymp-
totique. Ces théorémes, dont la démonstration est basée sur les
propriétés des familles normales de fonctions, peuvent étre résumés
par la proposition suivante :

Soit un domaine A ayant 'une des formes suivantes :

1° Forme A,, constituée par un angle d’ouverture arbitrairement
petite, et plus généralement, par un domaine balayé par une courbe
fixe s’¢loignant indéfiniment, dans une rotation arbitrairement petite
autour de l'origine. ‘

2° Forme A,, constituée par 'ensemble des cicconférences déduites
d’une circonférence fixe, de rayon arbitrairement petit, n’enveloppant
pas l'origine, au moyen des transformations z, zo, ..., z0% ...,
o étant un nombre complexe de module supérieur a 1.

3° Forme Aa,'constituée par I'ensemble des circonférences déduites
d’une circonférence fixe, de rayon arbitrairement petit, n’enveloppant
pas Iorigine, au moyen des transformations z, z6,, 26,5, ..., 5G,, ++.,
ou la suite ¢, 5,, ..., 5,, ... est une suite quelconque de nombres
complexes dont les modules croissent indéfiniment de facon que

Gn+1
o‘n

1<

:Q,

Q étant un nombre fixe indépendant de n. La forme A, est un cas
particulier de la forme A,.

Ceci posé, il existe un domaine A, du plan des z, dans lequel une
Sonction méromorphe ¢(z) possédant une valeur asymptotique
prend une infinité de fois toute valeur, sauf deux au plus.

~ Il est aisé de déduire, comme cas particuliers du théoréme guanti-
tatif établi au n° 10, les théorémes qualitatifs de M. Julia.

(") G. JuLra, Sur quelques propriétés nouvelles des fonctions entiéres ou
méromorphes (Annales de I'E'cole Normale, 1919, 1920 et 1921).
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Remarquons que le rapport, égal & ( ), du rayon d'un cercle

de remplissage C(r) a la distance de son centre & Uorigine tend
vers séro lorsque r grandit indé finiment.

Considérons d’abord la demi-droite issue de 1'origine, dont
largument est égal & l'un des arguments limites des centres
Zyy Zyy +evy 3, ..., des cercles de remplissage. En vertu de la
remarque précédente, un angle d’ouverture arbitrairement petite
ayant cette demi-droite pour bissectrice contient & son intérieur une
infinité de cercles de remplissage; et, par suite, dans cet angle la
fonction ¢(s) prend une infinité de f01s toute valeur, sauf deux au
plus. Le théoréme de M. Julia se trouve démontré lorsque le domaine A
est constitué par un angle arbitrairement petit. Il se démontre de la
méme maniére pour un domaine A, général.

Désignons maintenant par z,, @, ..., T, ... les pointsz—ﬁ assujettis
a étre situés entre les cercles de centre origine et de rayons respectifs 1
et|s|.Soitx, ,x,, ..., 2, unesuiteinfinie extraite delasuite précédente,
et convergeant vers un point z,. Construisons une circonférence o, de
centre x, et de rayon arbitrairement petit, puis les circonférences
déduites de celle-ci par les transformations z,z0,...50%,.... Le rapport
du rayon de l'une de ces circonférences & la distance de son centre &
I'origine est un nombre fixe indépendant de n. A partir de n assez
grand, on peut extraire de cette suite de circonférences une suite infinie -
de circonférences dont chacune contient & son intérieur un cercle de
remplissage: ce sont elles qui contiennent les points 5, , 5,,, -+oy Znpye e
correspondant aux points x,,, &, , ..., Z,,, .... Onen déduit le théoréeme
de M. Julia pour un domaine de forme A,. Une démonstration ana-
logue est valable pour un domaine de forme A,.

13. Il peut y avoir intérét & réduire les rayons des cercles de rem-
plissage. Nous verrons, sur I’exemple de ¢°, qu’'on ne peut songer a les
réduire a m, du moins pour toutes les fonctions méromorphes a
valeur asymptotique. Nous donnerons, dans le cas des fonctions
entiéres (la généralisation aux fonctions méromorphes étant immeé-

diate), unenouvelle valeur, plus précise que celle du n° 10, du rayon
d’un cercle de remplissage.
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16. Abordons maintenant 1'étude des valeurs exceptionnelles des
fonctions entiéres.

D’aprés un théoréme de M. Iversen, toute fonction ertiére posséde
un chemin de détermination infinie. Une conséquence immédiate de
ce théoréme est la suivante : toute fonction entiére f(z) posséde un
chemin sur lequel elle croit plus rapidement que |z [*, aussi grand que
soit I'entier n; il suffit, pour le démontrer, d’appliquer le théoréme
de M. Iversen a la fonction entiére

fz)y—ay—ayz—...—a,s"
zn+1

)

Qgy @y, ..., @, désignant les n + 1 premiers coefficients de la série de
Taylor représentant f(z).

Toute fonction entiére f(z) peut donc étre considérée comme fonc-
tion méromorphe avaleur asymptotique infinie, et 'on peut appliquer
le théoréme Il du n° 10, en faisant u(r) =r".

On ne connait pas de relation entre le maximum M(r) de la fonc-
tion f(z) sur le cercle |z| =, et la fonction p.(r) caractérisant la
vitesse de la croissance de cette fonction sur un chemin de détermina-
tion infinie. Cependant nous allons voir que le théoréme Il du n® 10
est encorevalable st 'on remplace p.(r) par M(r).

Eneffet, la seule hypothése introduite dans la démonstration de ce
théoréme est la suivante : sur un chemin L issu d’un point M situé a la
distance r de I'origine, et traversant une couronne circulaire d’épais-
seur convenable, on a |¢(z)|> w(r); r est supposé fixe; pour ne pas
_ préter a confusion, remplacons 7 par r,.

Soit f(z) une fonction entiére dont le maximum M(7r,) sur le
cercle | 5| = r, est atteint en un point P. L’ensemble des points ou le
module de f(z) est supérieur & M(7,) comprend undomaine ouvertD,
non borné, sur la frontiére duquel se trouve le point P. Nous pouvons
tracer dans ce domaine une lignc brisée L issue de P et s’éloignant
indéfiniment ('). Sur cette ligne, 'inégalité | £(z)| > M(r,) est véri-

(*) On peut méme tracer les lignes L sur lesquelles le module de f(z) aug-
mente indéfiniment. C'est ce que M. G. Valiron a démontré dans une récente
Note : Démonstration de U'cxistence, pour les fonctions entiéres, de chemins
de détermination infinie (Comptes rendus Acad. Sc., t. 166, p. 382).

MILLOUX. 4
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fiée, et la démonstration du n° 11 s’applique lorsqu’on remplace v.(7,)
par M(r,).

Nous obtefhions donc le théoréme suivant sur les valeurs exception-
nelles des fonctions entiéres :

Soit 7. = f(z) une fonction entiére dont le module maximum sur
le cercle | z| =r est M(r). Posons

A(r) = [logM(r)]"% - g(r)= gloglogM(r),

€ étant une constante positive, inférieure a 1 el ausst petite que {'on

r

veut. Lorsque r est assez grand pour que

la fonction f(z) vérifie nécessairement l'une des deux propriétés
suivantes :

1° Dans la couronne circulaire d'epazsseur » dont la circon-

( )
Jérence médiane est la circonférence |z | =r, on a l'inégalité

(17)' log]f(;)i>[|ogM(,.)]1—»e;

20 Il existe au moins un cercle C(r) (cercle de remplissage) dont
le centre est sur la circonférence |z| = r, et dont le rayon est égal

a ( ), dans lequel la fonction f(3) prend toutes les valeurs infé-

rieures en module a A(r), sauf peut-élre dans le voisinage d’'une
valeur a(r).Ce voisinage est intérieur au cercle
2

17. On établit, comme pour les fonctions méromorphes a valeur
asymptotique, P'existence d’une famille de cercles C (r) s'éloignant
indéfiniment. Le cercle C () estun cercle de remplissage pour le
cercle I', du plan des Z, de centre origine et de rayon A(r), sauf pour

une région exceptionnelle intérieure & un cercle y du rayon ;—- Cette

(r)’

région exceptionnelle existe réellement sile cercle C(7) est 1nter1eur a
un domaine ol la fonction f(z) ne prend pas une certaine valeur a.
Tel est le cas, par exemple, des fonctions entiéres f(z) = ¢$% dépour-
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vues de zéros. Si l'on désigne par M, (7)) le maximum de la fonc-
tion g(z) sur le cercle | z| = r, il est clair que la région exceptionnelle
relative au cercle de remphssage C(r) de la fonction f(z), comprend
a son intérieur tous les points de module inférieur & ¢,

Dans une suite infinie de cercles de remplissage, la fonction f(z)
prend une infinité de fois toute valeur finie, sauf une au plus. Il n’ya
réellement une valeur exceptionnelle @ que si & chacun des cercles de
remplissage correspond une région exceplionnelle enveloppant le
point a.

18. Un cas particuliérement intéressant est celuiov la fonction f(z)
a une valeur asymptotique finie (') ou, plus généralement, possede
un chemin sur lequel elle reste bornée. Dans ce cas, 'inégalité (17) ne
peut étre vérifiée sur la circonférence | z| = r: a chaque valeur de r
correspond un cercle de remplissage.

Le rayon d’un cercle de remplissage est égal & —— ( 53 ; g(r) étant une

fonction croissante de r, le nombre des cercles de remphssage exté-
rieurs les uns aux autres, qui sont compris dans 'anneau T, délimité

n
par les circonférences |z| = 27, | z| = 2", est supérieur & 1= /( ). Le

nombre des racines des équations f(z)—a =o situées dans I'an-

'l
neau I', est donc supérieur & ( ), » pour toutes les valeurs de a infé-

rieures en module a A(2"), sauf peut-étre au voisinage d’une valeur
exceptionnelle a, de a;.ce voisinage est intérieur au cercle
2

| 7— ay |:'A(2")

Nous retrouvons et précisons ainsi un -théoréme récent que
M. Montel a déduit de Iétude. des familles quasi normales de fonc-
tions (*), et qui s’énonce ainsi : Si 'on considére une infinité d’an-
neaux I, le nombre des racines de’¢équation f(z) = a contenues dans

(") C'est le cas, en particulier, d'une fonction eatiére dépourvue de zéros.
(?) P. Montet, Sur les familles quasi normales de fonctions holomorphes
(Mémoires de I’ Académie royale de Belgique, 2° série, t. VI, p. 40). .-
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chaque anneau n’est pas borné, sauf peut-étre pour une valeur excep-
tionnelle de a.

M. Montel démontre également le théoréme suivant : Il existe une
infinité de cercles vy, homothétiques par rapport 4 l'origine d’un
cercle vy, de rayon arbitrairement petit, tels queles fonctions f(z) —a
alent, dans chaque cercle, un nombre de zéros qui ne reste pas borné,
sauf pour une valeur exceptionnelle au plus. Ce théoréme peut étre
précisé de la méme fagon que le théoréme précédent.

Soit en effet « un nombre positif arbitrairement petit; n étant assez
grand, on peut couvrir 'anneau T, avec i—w cercles de rayons 2", de
facon que chaque point de T',, soitintérieur a1'un au moins de ces cercles.
Soient ¢y, ..., ¢ ces cercles et ¢, ..., cis les cercles concentriques et

&

fx
de rayons doubles. Lorsque 7 est assez grand, le rayon d’un cercle de
remplissage situé dans 'anneau I, est inférieur & 2”c. Plus précisé-
ment, il existe au moins un cercle ¢’ (appelons-le y,,) qui contient a
alg(a®) . , .

—g.— cercles de remplissage extérieurs les
uns aux autres. Ceci posé, pour démontrer et préciser le théoréme de
M. Montel, il suffit de considérer les points P, homothétiques par
rapport a l'origine des centres des cerclesy/, et situésdans 'anneau I'y;
puis de tracer un cercle y, ayant pour centre un point limite des P, et
pour rayon 4o. Les cercles v,, v, ..., Y& ..., homothétiques du
cercle y, par rapport a l'origine, les rapports d’homothétie étant 2,
2%, ..., 2% ... jouissent de la propriété signalée par M. Montel,
puisqu’on peut extraire de ces cercles une suite infinie de cercles con-
tenant a leur intérieur des cercles Y/, et, par suite, les cercles de rem-
plissage qui sont intérieurs aux y,. Dans chacun des cercles y, I'équa-

son intérieur au moins

. alq(2%) . . A
tion f(z) —a = 0 a ——— racines au moins, sauf peut-étre pour une
valeur de @ au plus, & partir de » assez grand.
19. Les fonctions considérées au numéro précédent possédent un

cercle de remplissage C(7) pour toute valeur de 7. Lorsque cette
propriété n’est pas vérifiée pour une fonction entiére f(z), I'inégalité

(17) log] f(2)| > [log M(r)]i-¢



LE THEOREME DE M. PICARD. 129

est vérifiée pour une suite r,r,...r,... de valeurs de r, augmentant
indéfiniment. D’aprés un théoréme connu de la théoric des fonctions,
les équations f(z) — @ = o, ol |a| est inférieur a [logM(r,)]'~¢, ont
le méme nombre de racines a I'intérieur de la circonférence |z| =r,.
Nous avons le droit de supposer qu’entre les circonférences | z| =r,_,
et|s]| =r,, le minimum du module de f(z) estborné (lorsque n varie).
Le plan des z se trouve partagé en une infinité d’anneaux concen-
triques. A lintérieur de l'anneau délimité par les circonférences
|s|=r,., et|z]| =r,, la fonction f(z) prend un nombre égal de fois
toute valeur de module inférieur & [logM(r,_)]'~=.

20. Soit f(=) une fonction entiére dont le maximum sur le cercle
| 2| =rest M(r). Supposons r assez grand pour que loglogM(r) soit
supcrieur & —- Nous avons établi I'existence de cercles de remplis-

sage. Ces cercles renseignent sur la position des racines de 1'équa-
tion f(s )—a ='o. Il y a intérét a réduire leurs rayons; nous allons
développer une méthode permettant d’aboutir & ce résultat.
Considérons une valeur de r pour laquelle I'inégalité (17) n’est pas
vérifiée sur tout le cercle | z| = r. Soit C(r) le premier cercle de rem-
plissage (pris parmi les cercles G, C,, ..., C;, ..., G,) rencontré sur
le cercle|z|=r & partir’ d’un point ot | f(z)| est maximum. Nous
avons vu au n°13 qu’il existe un cheminpartant du centre de ce cercle
et aboutissant ala circonférence, sur lequel l'inégalité (17) est vérifiée.
Nous allons étudier la fonction entiére /(=) dans le cercle C(r), de
la méme facon que précédemment, dans le cercle | z| = r, pour établir
I'existence du cercle de remplissage C(r). La fonction /(=) prend, a
Uintérieur de C(7), 'une au moins des valeurs o et 1, par exemple la
valeur zéro. Considérons le cercle Tir concentrique & C(r), intérieur
a ce cercle, et passant par une racine de I'équation f(z)=o. Le

rayon p, de v, est inférieur & —— - Soit M, le maximum de |f(z)|

g(r)

dansy,. Ona :
logM,; > [logM (r)]'~¢,

. . . 343 .
si log log M, est supérieur & %a ce qui a lieu lorsque

343
loglog M(r) > e(—x[‘__——e)

x
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le théoréme du n° 16 est encore applicable. A (7) et ¢(r) doivent étre
remplacés respectivement par

A,=[logM,]-¢, ¢,— élog logM,
et I'inégalité (17) par 'inégalité

log|f(z)|> [logM,]'~=.

Une telle inégalité ne pouvant étre vérifiée sur tout le cercle y, de
rayon p,, lequel passe par un zéro de f(z), on établit ainsi I'existence
d'un nouveau cercle de remplissageI', dont le centre est sur y, et dont
8mp, < 8mi (8'rr)2

91 9491 .
Sur un chemin issu du centre du cercle I', et aboutissant a la fron-

tiére de ce cercle, la fonction £(z) vérifie I'inégalité
, . g

log |/ (2)|>[log Mi]'~2.

le rayon est égal & —-

Ce cercle T, étant un cercle de remplissage, la fonction f(z)y prend
I'une au moins des valeurs o et 1, par exemple la valeur zéro. On
considére le cercle vy, passant par une racine de I’équation f(z) = o,
intérieur et concentrique au cercle I';, et 'on opére de la méme facon
que pour v,. : ‘

Opérons ainsi de proche en proche, et admettons 'existence d’un
cercle y; de rayon pi» passant par une racine de I'équation f(z)=o,
etsur ]equel le maximum de f(z) est égal & M;. Sil'inégalité

(18) loglogM ;> %3«

ést vérifice, le théoréme du n° 16 est applicable. On remplace M(r)
par M;; r par p;; A(r) par A; et g(r) par g;. Dans le cercle de rem-
plissage I'; dont I’existence est établie par ce théoréme, la fonction f(z)
prend 1'une™u moinsdes valeurs o et 1, par exemple la valeur zéro ().
Sur un chemin issu du centre de I'; et aboutissant & la circonférence,
la fonction f( z) satisfait a I'inégalité

log| /(s)| > [logM:]'.

(*) La fonction f(z) peut prendre tantot la valeur zéro, taniot la vateur un,
suivant Ja valeur de i. La démonstration s’applique encore a ce cas.
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- On peut donc tracer un cercle y,,, de rayon p,,,, concentrique et
intérieur au cercleT';, et passant par une racine de I’équation f(z) = o.
Le maximum M, de | f(z)| sur le cercle v, , vérifie 'inégalité

{+

logM; 1 > [logM,;]' 5.

Le rayon p;,, du cercle v;,, est inférieur au rayon de I';, c’est-a-dire

b 8 I3 ey . r e .
a -Z—f)—- Lesinégalités et égalités suivantes
12

. -8
logM, ., > [logM;]*-5, Pit1 << g?[:
]
A;=T[logM,J—¢, gi= (—Eslog logM;

permettent de calculer par récurrence les quantités M,, p,, ¢, et A,. On
trouve ainsi

logM; > [log M (r) ], pi < r[ ,._f'8“ ]',
{e(r— E)Tloglog M(r)
A;> [logM(r)Je—=r, q:> %(l—e)ilog logM(r)

(toujours en supposant I'inégalité (18) vérifiée pour 1, 2,...7). Si
Pon donne & ¢ la valeur de I'entier » égal ou immédiatement inférieur

1 . ; . pr e 1 . i . .,
4 -> en supposant ¢ inférieur & -, on obtient les inégalités

—1

1
1 . 176 :
% | ee—
ro) logMn>[10gM(r)] s P/-z<’ [gloglogM(")] ’
1

' An>[logM(r)]", Gn>> iloglogM(r).

Ce groupe d’inégalités n’est d’ailleurs valable que si I'inégalité (18)
est vérifiée pour ;S n. Comme M, diminue lorsque 7 croit, il suffit que
Iinégalité (18) soit vérifiée pour i =n, et; d’aprés la premiére inéga-
lité (19), cela a lieu si » est assez grand pour que I'on ait

2

(20) loglogM(r)iI—gZ—-

‘ . . r. \ . ) 8 n
Le rayon du cercle de remplissage T, intérieur & v, est égala ——£”;

>
(/ 2
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il est donc inférieur a

o=

e w6
11 eloglogM(r)

21. Nous avons supposé jusqu’ici que & était une constante. Nous
pouvons faire dépendre ¢ de , a condition que l'inégalité (20) soit
vérifiée & partir d’une certaine valeur de r. Nous obtenons ainsi le
théoréme suivant : '

Soit Z = f(z) une fonction entiére dont le module maximum sur
le cercle | 5] = rest M (r). Posons

B(r)=[logM(n)]~=",  p(r)=LloglogM(r),

, . ; 1
¢(r) élant une fonction de r tendant vers zéro avec -, de fagon que
Uinégalité

1372

(20) loglog M(r)> -7
e(r)
soit vérifiée a partir d’une certaine valeur r, de r.

Lorsque r est supérieur a r,, la fonction f(z) vérifie nécessaire-
ment Uune des deux propriétés suivantes :

° Dans la couronne circulaire d’ epazsscur ok dont la circon-

fe rence médiane est la circonférence |z| =r, on a Uinégalité
log| f(5)]| > [log M(r)]t—2(7,

87
2° Dans la couronne circulaire d’épaisseur p(r)
Jérence médiane est la czrwnfe/ ence | z|=r, il existe au moins un

cercle C'(r) de rayon

sdont la circon-

1

127 176 EW
“11 | e(r)loglog M(#) ’

dans lequel la fonction f(z) prend toutes les valeursinférieures en
module a B (r), sauf peut-étre dans le voisinage d’une cerlairw

valeur a(r); cevoisinage est intéricur au cercle | —a| = B(: ] (')

(') Un énoncé analogue est valable pour les fonctions méromorphes a valeur.
asymptotique.



LE THEOREME DE M. PICARD. 33

22. On peut lixer la forme de la fonction ¢(r). A chaque forme de
cette fonction correspond un énoncé particulier du théoréme preé-
cédent. Si Von diminue la fonction ¢(r), on diminue le rayon du
cercle C'(r); par contre, on augmente I’épaisseur de la couronne cir-
culaire qui contient ce cercle. En d’autres termes, si I'on gagne en
précision sur le rayon du cercle de remplissage, on perd sur la posi-
tion de ce cercle. :

Examinons en particulier le cas limite, ou

1372
loglog M(r)

E()‘) =

en supposant naturellement r assez grand pour que ¢(r) soit inférieur
a 1. Le rayon du cercle de remplissage C'(7) est égal a

1
. —= loglogM(r)
127 176 |57 i .
r rilog M(r)]—*
ey < rllog M(r)],
. - 1 '
% étant une constante numeérique; on peut prendre £ = z—- On peut,
h 70
. . . .1 .
en serrant les calculs, obtenir une valeur de £ supérieure a ~—- Mais,

670

quelle que soit la méthode employée, on ne pourra jamais avoir, du
moins pour Zoules les fonctions entiéres, une valeur de £ supérieure ou
égale & 1. Il est facile de voir en effet, dans Uexemple de e7, que le
rayon du cercle de remplissage est supérieur a r[logM(r)] ' : cetle
expression est égale a 1. Les valeurs de ¢° dans le cercle C de
centre «x, + Ly, et de rayon 1 ont leurs modules compris entre e
et ¢***, Le cercle C ne peut étre un cercle de remplissage au sens que
nous avons attaché 4 ce mot: les valeurs de ¢* dans le cercle C ne
peuvent, pour aucune position du point x, + Ly,, recouvrir dans le
plan des Z des régions treés étendues.

25. Dans certains cas on peut, des propriétés particuliéres de la.
fonction envisagée, déduire des renseignements précis sur les cercles
de remplissage et les régions correspondantes du plan des Z. (Cest ce

. . . 3 1
que nous allons voir rapidement sur les fonctions entiéres e® et TG

1° Soit d’abord la fonction ¢*. Choisissons une fonction positive p(7)

MILLOUX. 5
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croissant indéfiniment avec r, et construisons les cercles C(r) de
centres 77 et de rayons p(r). Dans chaque cercle C(r) la fonction ¢*
prend toute valeur comprise dans le plan des Z entre les cercles de
centre origine et de rayons respectifs 7"~ et eV (V). Le
domaine du plan des z extérieur aux cercles C(7) est partagé par cette
famille de cercles en deux régions : dans I'une la fonction e* converge
uniformément vers l'infini, lorsque | z| augmente indéfiniment; dans
lautre, elle converge vers zéro. Il ne peut donc y avoir, dans ces
régions, de nouveaux cercles de remplissage.
2° Soit maintenant la fonction

o«

! — o€z - _z _=
I‘(z)_e ”ﬂ<l+n>e n?

n=1i

ou C désigne la constante d’Euler. De la formule bien connue

o ) T(z+1)=3T(z)
on tire immeédiatement

1 __(z—vl)(z——fz)‘..(z,—n).

I'(s—n) T'(z)

. . y . I . .
Sizn’est pas un entier négatif, |m| tend vers I'infini avec n.

Lorsque z tend vers zéro, tend vers un. Soit une suite de

1
zI (%)
points 5,3,...5,..., tendant vers zéro de facon que

| 80(5n—1) oo (5p~—n)]|

reste supérieur a une fonction croissant indéfiniment avec n. Par
. 1 . 1 ’
=T (n—2)P I'(sp—n)

an —1. Les cercles C, de centres s = — n et de rayons

exemple prenons z est supérieur en module

I
=)t sont

—
I'(z)

. . , . ] )
nule une fois, et sur la circonférence C,, la fonction (5 & son module

des cercles de remplissage. A 'intérieur de C,, la fonction s’an-

(1) La fonction €% vérifie la méme propriété dans le rectangle, inscrit dans le

cercle G(r), dont les sommels sont les pointsls==\/p>(r) —m® +ir=in.
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supérieur & n — 1. Cette fonction prend donc une fois, & I'intérieur
de C,, toute valeur inférieure en module 4 n — 1.
Y . I . . ..
I’étude de la fonction T'(s) dux environs de 'axe imaginaire montre
Pexistence d'une autre famille de cercles de remplissage. Posons
z =ux + ty. D’aprés le développement en produit infini de la fonction

envisagée, on a :
! " Y oy Ty
!r<z~f>!—%n<°” T

de cette formule, et de la relation I'(z + 1) = zI'(z), on déduit faci-

1 y . x L
==+Z -
lement que ) tend vers zéro sur la courbe y = == ~ loga. Considé

rons le cercle C'(y) dont le centre est le point z =iy et qui coupe la

courbe y = = Zloga. La valeur de l—f(l—z)l au centre de ce cercle aug-

4

mente indéfiniment avec y, et le minimum de \dans le cercle

| 1
TG
concentrique et de rayon moitié tend vers zéro. Le cercle C'(y) est
donc un cercle de remplissage, et I'application du théoréme de
Schottky donne aisément I’étendue dela région correspondante occupée
par la fonction. Dans chaque cercle C'(y), cette fonction a une valeur
exceptionnelle : la valeur zéro.

Dans la région des x positifs, extérieure aux cercles C'(y), la fonc-

T 1 . ' ' 7 4
tion yrr— converge uniformément vers zéro; danslarégion des x néga-

tifs, extérieure aux cercles C’'(y) et aux cercles C,, elle converge
uniformément vers 'infini avec z. Ces résultats se déduisent immeédia-
tement des formules écrites plus haut. En dehors des cercles C, et C'(y),
il ne peut donc y avoir de cercles de remplissage.

CHAPITRE III.

SUR LA CROISSANCE DES FONCTIONS ENTIERES D'ORDRE FINI
ET LEURS VALEURS EXCEPTIONNELLES DANS LES ANGLES.

2. Je donnerai dans ce qui suit quelques propriétés nouvelles des
fonctions entiéres d’ordre fini, et en particulier je retrouverai et
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préciserai un important complément apporté récemment par
M. Bieberbach au théoréme de M. Picard. Je commencerai par
établir une propriété simple de la croissance des fonctions entiéres
d’ordre fini, dans des angles.

Rappelons d’abord et précisons quelques définitions : une fonc-
tion f(z) holomorphe dans un angle A est dite d’ordre p dans cet
angle si, étant donnée une constante positive ¢ arbitrairement pelite,
les deux inégalités :

IS <=, [ f(e)] > el

»

sont vérifiées, la premiére & partir d'une certaine valeur de |z|, la
deuxiéme pour une suite de points s tendant vers I'infini & I'intérieur
de 'angle A. La définition s’étend & l'ordre d’une fonction sur une
demi-droite, ou sur une courbe. .

Je dirai qu’une fonction est effectivement d’ordre p dansl’angle A
si, outre les conditions imposées plus haut, cette fonction est d’ordre ¢
dans un angle de méme sommet, intérieur & 'angle A.

MM. Phragmén et Lindelof ont déduit de leur principe bien
connu (*) le théoréme suivant :

St une fonction f(z) est holomorphe et d’ordre au plus égal & o

(") PuraGuéN et LiNoeror, Sur une extension d’'un principe clas'sique del'ana-
lyse (Acta math., t. 31, p. 381). Le principe s’énonce ainsi : Une fonction f(z)
monogéne, réguliére a l'intérieur d’un domaine T, a son module uniforme dans T
et vérifie la condition | f(2)| << C —+ ¢ (¢ étant une constante positive arbitrai-
reément petite, et G une autre constante) dés que z, restant 4 l'intérievr du
domaine T, est suffisamment rapproché d’un point £ du contour T, en exceptant -
les points d’un certain ensemble E. Supposons qu'il existe une fonction
monogéne ® (s) 1éguliére et différerte de zéro dans T, et jouissant des
propriétés suivantes :

a. A lintérieur de T, le module de o () est uniforme et inférienr ou égal & 1,

b. En désignant par ¢ et & des nombres positifs arbitrairement petits, et £
un point quelconque de 'ensemble E, on a|w®(s) f(5)|<C+¢ dés que 3,
restant & l'intérieur de T, est suffisamment rapproché du point &.

Dans ces conditions, 'inégalité | f(s)|ZC reste valable pour tout point s
intérieur & T; 1'égalité est exclue s1 f(3) ne se réduit pas & une constante.
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T . , ,
dans un angle A d’ouverture > el st elle est bornée sur les cétés de
Uangle A, elle est bornée a U'intérieur de A.

Soient r et ¢ les coordonnées polaires de z. Considérons une
fonction /(z) holomorphe et d'ordre p dans un angle A d’ouverture 0

T T qaps T 0 0
inférieure & > défini par les inégalités — -S¢ <+ ~. Nous allons
montrer que la fonction f(z) ne peut étre d’ordre inférieur & ¢ sur
les cétés de Pangle A. '

Considérons en effet la fonction auxiliaire

F(s) =" f(2), ott Pt = pp—t gid(p—e),

elle est holomorphe dans 'angle A et sur ses cotés L. Choisissons la
quantité positive ¢ assez petite pour que p — ¢ soit supérieur 4 'ordre
(supposé inférieur a-p) de la fonction f(z) sur les cotés de 'angle A.

P

Lorsque ¢ varie de — 2 4+ 2, cos (p — &) reste” supérieur a la
q i 2 2, (P P " p

constante posilive cos7—;<x— g-) La fonction auxiliaire FF(z) tend

donc vers zéro sur les cOtés del’angle A. Or, elle est d’ordre p dans
cet angle. Ce résultat est en contradiction avec le théoréme cité plus
haut de MM. Phragmén et Lindelsf. On déduit de ce qui précéde le
théoréme suivant :

Si une fonction est holomorphe et d’ordre o dans un angle A, ek
d’ordre inférieur a p sur les cotés de cet angle, louverture de

U fr . ’ iy 'E 1
Pangle A est supérieure ou égale a p M.

(*) Ce théoréme s’étend aisément a uun ordre plus général défini par
M. Lindelof de la facon suivante : une fonction f(z) holomorphe dans un angle
est dite d’ordre (pp,...p,) dans cet angle si, étant donnée une constante
positive ¢ arbitraivement petite, les inégalités :

|F(s) < ettt (logt) ryee,
[£(z) > et . (logilrye,,

ol r désigne le module de 5, sont vérifiées, la premiére a pactir d’une cerlaine.
valeur de r, la deuxiéme pour une suite de points z tendant vers I'infini. Ceci
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23. Le théoréme précédent s'étend au cas ou l'on remplace
I’'angle A par un domaine T balayé par une courbe C issue de
I'origine et tendant vers I'infini, dans une rotation autour de 'origine;
le cas précédent se présente lorsque la courbe C est une demi-droite.

Soit donc C une courbe tendant vers l'infini, issue de 'origine, et

qui n’est rencontrée qu’en un poiut par toute circonférence |z|=r.
™

Faisons-la tourner d’un angle égal a ; autour de l'origine, « étant

+ o
une constante positive quelconque, et soit C' la courbe obtenue aprés
cette rotation. Désignons par T le domaine balayé par C dans sa
rotation. M. G. Valiron a construit une fonction G (z) satisfaisant
aux inégalités

& o
hlrp+-3<log G(s)l< hyr? TR

(h,,’ et /, étant deux constantes positives) & 'intérieur du domaine T,
et & I'extérieur de petits cercles ayant pour centres cerlains points des
courbes C et C’ et pour rayons des fonctions de r tendant vers

: T,
zéro avec ~ (")
Ecartons légérement les courbes C et C' par de petites rotations

autour de lorigine, de facon & leur faire occuper des positions-
™

C, et C) extérieures au domaine T, et faisant entre elles 'angle

p+3
Nous pouvons, avec M. G. Valiron, construire une fonction H ()
satisfaisant aux inégalités »

xX - [+ 4
kir? TR < log H(3) | < kyr® T ®

7

posé, en considérant la fonction auxiliaire
—={log z)? RPN
F(s) = f(s) e=torz)t . og )7

et en suivant la marche exposée plus haut, on obtient la proposition suivante :
; . Y g .
St une fonction est holomorphe et d’ordre (op,...0,) dans un angle A, et
d’ordre inférieur a (pp,...pp) sur les cdtés de cet angle, l'ouverture de

r . e foale o T
angle A est supérieure ou égale a —-
0

i
(V) G. Vaurowx, Sur les chemins de détermination des fonctions entiéres
(Bull. de la Soc. math. de France, t. 45, 1917, p. 153).
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(k, et k, étant deux constantes positives), a U'intérieur du domaine T,
compris entre C, et C}, et & Pextérieur de petits cercles qui n’em-
piétent pas sur le domaine T.

Ceci posé, soit f(’) une fonction holomorphe et d’ordre o dans le
domaine T. D’aprés le principe de MM. Phragmeén et Lindelof, il est
impossible que cette, fonction soit bornée sur les courbes Cet C
limitant le domaine T. Reprenons en effet les notations de la note I,

page 36. L’ensemble E se réduit au point a Tinfini. La fonction —— est

la fonction H(z) Jont il vient d'étre question. Si la fonctlon f( )
était bornée sur C et C/, elle serait bornée dans tout le domaine T,
et ne serait pas d’ordre p dans ce domaine.

Plus généralement, il est impossible que la fonction f(z) soit
d’ordre inférieur & g sur les courbes C et C'. Supposons en effet qu’il
n’en soit pas ainsi, et choisissons une constante positive ¢ arbitrai-
rement petite. Ecartons légérement les courbes C et C par des
rotations autour de l'origine, de facon & leur faire occuper des

positions C, et G extérieures au domaine T, et faisant entre elles
I

€ +€
=3 2 .
M. G. Valiron, construire une fonction (r(z) satisfaisant aux .
inégalités :

K 1 s 9 LA ;
angle _P’ Juon peut ecrire Nous pouvons, avec

slo

.h” "<lo |G(s )1<IL21

(h, et h, étant deux constantes positives) & 'intérieur du domaine T,
compris entre C, et C;, et a 'extérieur de petits cercles n’empiétant
pas sur le domaine T.

. ’ .. . &
Ceal pose, choisissons la constante ¢ assez petlte pour.que p—

soit supérieur a l'ordre de la fonction f(z) sur les courbes C et C .
La fonction auxiliaire .

F(s)= L£(3)
est bornée sur ces courbes, et d’ordre p dans le domaine T. Nous
avons vu plus haut que de telles conclusions sont incompatibles : la
fonction f(z) ne peut donc étre d'ordre inférieutr a ¢ sur les courbes

Cet C.
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On déduit le théoréme suivant :

Soit un angle curviligne A formé par deux courbes tendant vers
Uinfini, se déduisant Uune de I'autre par une rotation § autour de

lorigine. St une fonction est holomorphe et d’ordre p dans
Pangle A, et d’ordre ‘inféricur & p sur les cilés de langle,
Pouverture 6 de Uangle A est supérieure ou égale a %

26. Appliquons le théoréme obtenu au n° 24 a la théorie des
fonctions entiéres d’ordre fini. Soit /(z) une fonction entiére d’ordre
fini p. Si p est inférieur a %, nous savons, d’aprés un théoréme de
M. Wiman, que sur une suite de cercles s’éloignant indéfiniment, la
fonction f(z) satisfait I'inégalité

[f(s) > e

¢ étant une constante positive arbitrairement petite.
Examinons le cas d’une fonction entiére f(s) d’ordre p supérieur

. P S . s .
ou égal & ~- Nous dirons que cette fonction est d’ordre p en une

suile 5, 3, ... 5, .:. tendant vers Uinfini, st elle satisfait en ces
points aux inegalités

log| f(s1) | > ]5,]F—5, Sy log| f(5.) | >|2alf~2n,
& 8ye.. €, ... lant une suile de quantités positives lendant vers

zéro.

Les points z,, z,, ..., 5,, ... ont au moins un argument limite .
Tracons le rayon A issu de l'origine, d’argument w. Dans un angle
d’ouverture arbitrairement petite, ayant pour bissectrice A, la
fonction f(z) est évidemment d’ordre p.

Considérons I'ensemble E (s'il existe) des rayons issus de 'origine
sur lesquels la fonction f(z) est ‘d’ordre inférieur & p, et de leurs
rayons limités (sur ces rayons limites la fonction f(z) peut étre
d’ordre p). Supposons que A ne fasse pas partie de ’ensemble E, -et
désignons par A’ le rayon d’argument 0 > », appartenant & E, et tel

N . .
que I'angle AO A’ ne contienne pas de rayon de E. Sur tous les rayons



LE THEOREME DE M. PICARD. h

intérieurs 4 cet angle, la fonction f(z)est-d’ordre p. Soit A” le rayon
d’argument immédiatement inférieur a 0, et appartenant & E.

/\ A M ’ M 2
L’'angle A'QA ne peul étre inféricur a T, Supposons en effet,
e

pour fixer les idées, que sur les rayons A’ et A” la fonction f(z) soit
d’ordre inférieur & p (s'il n’en était pas ainsi, on prendrait deux
rayons trés voisins ‘de A’ et A”, sur lesquels f(z) serait d’ordre
inférieur & p). Dans I'angle A’OA”; la fonction f(z) est d’ordre p.
Sur A et sur A7, elle est d’ordre inférieur & p. D’aprés le théoreme du

' N
n® 24, Pouverture de I'angle A’OA” est supérieure ou égale & %

Le cas ou les rayons A" et A sont confondus (0 = w) se traite d'une
facon analogue, et 'on aboutit an théoréme suivant :

Soit une fonction entié¢re f(z) dont Uordre fini o est supérieur
, I .. . . .
ou égal a - Désignons par o un argument limite de points en
2
lesquels la fonction est d'ordre p. La fonction f(z) est d'ordre p sur
toute demi-droite issue de Uorigine O, et intérieure a un certain

s N . , e
angle a, de sommet O et d’ouverture 3 comprenant & son intérieur

ou sur sa frontiére le rayon d’argument .

En particulier, il existe au moins un tel angle « pour toute
fonction enticre. :

Le théoréme du n° 28 fournit une proposition analogue pour les
angles curvilignes. En particulier :

Soit C une courbe tendant vers Uinfine; et soit C(B) la courbe
gqu’on obtient en faisant tourner Cde langle B autour du point O.
1l existe un nombre B, tel que, pour les valeurs de 3 comprises entre

Bo et By -+ g’ la fonction f(=) est gl’ordre o sur toute courbe C (B).

27. On peut apporter, dans certains cas, les précisions suivanles :
1° Lorsque la fonction f(z) est d’ordre inférieur & p sur un rayon
issu de O, aussi voisin que V'on veut de 'un des c6tés de I'angle « dont
I'existence est démontrée au numéro précédent, cette fonction est,

MILLOUX, 6
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d’aprés le principe de MM. Phragmén et Lindelof, d’ordre p sur toute
courbe intérieure a tout angle intérieur a I'angle .

2° Lorsque la fonction f(z) est d’ordre inférieur a p sur les deux
cOtés de 'angle o, cette fonction est & croissance réguliére. Plus géné-
ralement, elle est d’ordre p sur tout arc de courbe I' joignant deux
points des cdtés de angle «, et s’éloignant indéfiniment.

Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsi : nous pourrions trouver
une suite infinie d’arcs de courbe I',; s’éloignant indéfiniment, sur les-
quels la fonction f(z) serait d’ordre inférieur &4 p — ¢, ¢ étant une
constante positive suffisamment ‘petite, et choisie de facon que p — ¢
soit supérieur a l'ordre de la fonction f(z) sur les deux cotés de
I'angle «. La fonction auxiliaire f(z)e=**"", bornée sur les cotés de
I'angle « et sur les arcs de courbe T, serait bornée dans tout I'angle «,
et la fonction /(z) ne serait pas d’ordre p dans cet angle.

La fonction f(z) est encore & croissance réguliére lorsqu’elle est
d’ordre inférieur a un nombre inférieur & p sur des rayons aussi voi-
sins que I’on veut des cOtés de 'angle «.

28. Ilestfacile deformer des fonctions entiéres d’ordre p supérieur

L1 . . .. .
4 -» qui sont d'ordre ¢ sur tout rayon issu de P'origine : il suffit de
construire un produit canonique dont les zéros se reproduisent lorsque

I'argument augmente d’un angle § et des multiples de I'angle 0, en
supposant 6 inférieur a g (et sous-multiple de a7) : il est clair que

I’angle « engendrera, par rotations, des angles analogues empiétant
les uns sur les autres.

Il existe également des fonctions entiéres ot 'angle « est unique. 11
en est ainsi de la fonction considérée par M. Lindelof dans son Calcul
des Résidus, page 119 :

fH=3 <—)
n=1 \ pf

ol p est supérieur & —- C’est une fonction entiére d’ordre p. Elle con-

N | -

verge uniformément vers l'infini, quelque petite que soit la constante
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positive ¢, dans I'angle

— — ¢

E]
{IAN

s
9o~ —¢

2P 2p

et converge uniformément vers zéro dans 'angle

T L (ﬁ >
— +celolam-— | — +¢).
2p 2p

L’angle « est précisément 'angle

A

A

¢
2p 20

Un autre exemple d’une fonction ot I’angle o est unique est la fonc-
tion de M. Mittag-Leffler :

[+
a2

=X

> ;
n=0 r<1 —+ ﬁ)
. p

ce qui précéde s’applique a cette fonction (*).

29. L’existence de’angle «, démontrée au n°® 26, permet d’apporter
une précision au théoréme de M. Picard dans le cas des fonctions

entiéres d'ordre fini p supérieur a -

Soit f( =) unefonctionholomorphe et effectivement d’ordre p dansun

(*) On pourra consulier, sur ce sujet, le Mémoire de M. Bieberbach : Ueber
eine Vertiefung des Picardschen Satzes bei gansen Funktionen endlicher
Ordnung (Math. Zeitschrift, Band 3, 1919, p. 175). Dans le cas de la fonction
de M. Mittag-Leffler, voici le principe de la démonstration : lorsque le point =
est situé dans Pangle ’

T c < T
— 4+ c¢elolan—{ — +¢),
20 2p
2% ds

s —x

la fonction f (z) est égale, a un facteur constant prés, a l’intégrale/

contour y élant constitué par un arc de courbe voisin de lorigine, et les cotés
de I'angle considéré, jusqu’a leur intersection avec ’arc de courbe. Lorsque =
est situé hors de cet.angle, il suffit de prolonger analyliquement l'intégrale.
L’étude de 'intégrale établit les propriétés signalées. '
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angle A. M. G. Valiron a démontré (') quesil’'ouverture § del’angle A
‘- T . . ., .

est supérieure a o’ la fonction f(z) prend une infinité de fois toute

valeur, sauf une au plus.

Appliquons ce théoréme aux fonctions entiéres : dans tout angle de
sommet O ayant une partie commune avec l'angle o, la fonction f(z)
est effectivement d’ordre p. Nous en déduisons le théoréme suivant :

1. . T

Dans tout angle A douverture supérieure a 5 de sommet O, et
ayant une partie commune avec Uangle o, la fonction f(z) prend
une infinité de fois toute valeur, sauf une au plus.

) . W T Y

L’ouverture de I'angle o est égale a - Nous retrouvons ainsi et pré-
cisons le théoréme suivant de M. Bieberbach (*) :

y e U

Dans tout angle supérieur au plus grand des deux*nombres 5’

1 . . , LI
n (2 — =), la fonction entiére f(z) d’ordre p supérieur a — prend une
p 2

infinité de fois toute valeur, sauf une au plus.
M. Bieberbach a montré que certaines fonctions entié¢res d’ordre p

supérieur a i (en particulier les fonctions de M. Mittag-Leffler consi-
dérées plus haut) ont deux valeurs exceptionnelles dans des angles

™ . 113 e 1 I . y . .
d’ouverture - (sipestinférieura r)oum (2 — ;) (s1 g est supérieur a 1).

30. Nous allons préciser le théoréme de M. G. Valiron cité an
numéro précédent. D’aprés ce théoréme, une fonction /(=) holomorphe
et effectivement d’ordre infini dans un angle A ne peut avoir, dans cet
angle, plus d’une valeur exceptionnelle. Supposons que f(z) soit

(V) G. Vauron, Remarques sur le théoréme de M. Picard (Bull. des Sc.
math., 2¢ sérvie, t. XLIV, mai 1g20). Ce théoréme peul encore s’énoncer ainsi :
Si une fonction f(z) est homolorphe et d’ordre supérieur a p dans un angle

m o .
d’ouverture —, elle prend, dans cet angle, une injinité de fois toute valeur,

sauf une au plus. .
(?) Loc. cit. (note 1 de la page précédente).
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dépourvue de zéro dans I'angle A. Quitte a prendre un angle un peu
plus petit, nous pouvons supposer que f(z) ne s’annule pas dans un
angle contenant a son intérieur 'angle A.

La fonction » holomorphe dans A, ne peut y étre bornée,

f()

puisque la fonction f(z) ne peut avoir plus d’une valeur exception-

nelle dans cet angle. Nous allons montrer que la fonction 5 ¢st

f(

d’ordre infini dans I'angle A. Supposons en effet qu’il n’en soit pas

ainsi, et désignons par p un nombre supérieur a l'ordre de f( Ok choisi

assez grand pour que ; T soit inférieur 4 ouverture de I'angle A. Tra-

(e étant

1 . s : . T
cons, a l'intérieur de I'angle A, un angle A’ d’ouverture ; J_ -

une constante positive suffisamment petite) dans lequel la fonction f(z)
est effectivement d’ordre infini. Nous pouvons supposer que la bissec-
trice intérieure de 'angle A’ est la partie positive de 'axe réel. La

£
fonction f(z) e* "7 est holomorphe et d’ordre infini dans I'angle A",
Elle prend done, dans cet angle, une infinité de fois toute valeur, sauf
la valeur zéro. Par conséquent, en une suite de points de I'angle A’

(=)

tendant vers l'infini, la fonction —veufe I'inégalité

il
S(=)

Elle ne peut étre d’ordre inféricur i p; on en déduit que dansl’angle A,
cette fonction est bien d’ordre infini.

31. Une propriété analogue est valable pour les fonctions d’ordre
ni. Soit f(z) une fonction holomorphe et effectivement d’ordre o

I} . 1 TE 1 ’ 1
dans un angle A d’ouverture supérieure & 5 D’aprés le théoréme de

M. G. Valiron, cette fonction ne peut avoir plus d’une valeur excep-
tionnelle dans I'angle A. Supposons qu’elle ne s’annule pas dans cet
angle ; choisissons un nombre positif ¢ suffisamment petit pour que

I'ouverture de 'angle A soit supérieure é~—£—8. Dans cet angle, il
P73
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existe au moins un angle A’ d’ouverture

T _ dans lequel la fonc-
—

tion f(z) est effectivement d’ordre p. Nous pouvons supposer que la
bissectrice intérieure de 1'angle A’ est la partie positive de 1'axe réel.
La fonction f(z) ¢** est holomorphe et d’ordre p dans I'angle A’. Elle
prend donc une infinité de fois toute valeur, sauf la valeur zéro. Par

conséquent la fonction —— vérifie, en une suite de points tendant vers

f()

Iinfini & intérieur de ’angle A’, I'inégalité

log

’>[zlp scosﬁ_(f’—_—e).
2?"‘5

f()

La constante & étant arbitrairement petite, on en déduit que la
fonctionj( 5 esty dans I'angle A’, d'un ordre p’ (infini ou fini) supé-
rieur ou égal & p.

Considérons maintenant la fonction —— dans l’angle A'. 11 existe,

/()

a P'intérieur de cet aﬁgle, un angle d’ouverture supérieure a 5" dans

lequel la fonction f( j est effectivement d’ordre p’. ¢" ne peut étre

infini : car, d’aprés le numéro précédent, l'inverse f(z) de —— serait

f()

d’ordre infini, ce qui est en conlradlctlon avec ’hypothése. o’ ne peut

étre supérieur a ¢ : 'inverse f(z) de —— serait, d’apres les résultats

f()

qui précédent, d’'un ordre au moins égal & o’. Donc p' =p, et nous
avons démontré le théoréme suivant :

Soit une fonction f(z) holomorphe et cffectivement d’ordre p dans

s - T .
un angle A d’ouverture supérieure a . St f(z) ne prend pas, dans

Pangle A, la valeur a, la fonction est effectivement

1
f(z)—a
d’ordre ¢ dans un angle intérieur a Uangle A, et suffisamment
voisin de celui-c.

32. D’autres précisions peuvent étre apportées, dans certains cas,
au théoréme de M. G. Valiron : supposons qu'une fonction f(z), holo-
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morphe et d’ordre ¢ dans un angle A de sommet O et d’ouverture
, . . . .o . R ..
supérieure & —» tende vers l'infini ou soit bornée sur une courbe inté-
p

rieure 4 un angle intérieur a I'angle A. La famille de fonctions
S () =S (=1),

ou ¢ varie de 1 & I'infini, ne saurait étre normale dans la partie de toute
couronne circulaire de centre O, comprise entre lescotés de I'angle A :
en effet, si dans ce domaine la famille de fonctions f,(z) était normale,
elle convergerait vers'infini, ou constituerait une famille de fonctions
bornées, ce qui n’est pas possible. D’apres un théoréme de M. G. Julia,
il existe, a'intérieur del’angle A, un angle d’ouverture arbitrairement
petit, dans lequel la fonction f(z) prend une infinité de fois toute
valeur, sauf une au plus. ,

Les considérations développéesau deuxiéme Chapitre, indépendam-
ment de la théorie des familles normales, permettent de préciser ces
propriétés en établissant 'existence des cercles de remplissage.

33. Appliquons & certaines fonctions entiéres les propriétés géné-
rales démontrées au début de ce Chapitre.

Signalons d’abord une nouvelle démonstration du théoréme de
M. Bieberbach, dans le cas ol 1'ordre de la fonction entiére est com-

pris entre ;—et 1. Cette démonstration ne fait pas intervenir les prin-
cipes de MM. Phragmén et Lindelof. Soit une fonction entiére f(z)
d’ordre o compris entre % et 1:

=1 2)

n=1

Supposons que tous les zéros a, soient extérieurs & un angle d’ou-
T vy .
vertare 5 Plus généralement, supposons que toutes les abscisses de

ces zéros soient positives. Sur la partie négative de I’axe réel, I'iné-
galité k

5 |2

>\/1+
a

- 2
n
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montre que la fonction f(z) est d’ordre ¢ et converge vers 'infini.
™ By . '

Dans un angle A de sommet O et d’ouverture —, contenant & son inté-

rieur la partie négative de I'axe réel, la fonction f(z) prend, d’aprés
le théoréme de M. G. Valiron, une infinité de fois toute valeur, sauf
une en plus.

On peut méme appliquer la remarque faite au numéro précédent,
grice au théoréme de M. G. Julia : dans I'angle A, la famille de fonc-
tions £,(3) = f(z¢)ne peut étre normale, et il existe dans cet angle un
angle arbitrairement petit a 'intérieur duquel la fonction f(z) prend
une 1nfinité de- fois toute valeur, sauf une au plus.

Ce qui précéde s’applique aux fonctions entiéres d’ordre 1, dela
forme

©

=1 (-3)
n=1
Considérons en particulier une telle fonction, dont les zéros a, n’ont

qu'un argument limilte, soit zéro..Cette fonction est d’ordre 1 et con-
verge uniformément vers I'infini dans ’angle défini par lesinégalités

i3 3T
; Feieig s

¢ étant une constante positive arbitrairement petite. En effet, pour
~ tout point z situé dans cet angle, 'inégalité

z
] — —
a,

2

>\/I+ e
a

n

est valable & partir d’une certaine valeur de 2. D’aprés le théoréme de
M. G. Valiron, la fonction f(5) prend une infinité de fois toute valeur,
sauf zéro dans chacun des angles

s 3n T 3n
— - +E20Z —~— + 2¢,
2 2 TS g

A
A

et par suite dans des angles d’ouverture arbitrairement pelite, ayant
pour bissectrice 'une ou I'autre partie de ’axe imaginaire. '

On peut apporter quelque précision dans le cas ol tous les zéros de
la fonction f(z) sont positifs : cette fonction prend alors une infinité
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de fois toute valeur, sauf zéro, dans chacun des angles

34. La méthode précédente permet de préciser le théoréme de
M. Bieberbach dans le cas de certaines fonctions entiéres d’ordre su-
périeur ou égal & 1. Traitons d’abord le cas d’un produit canonique
d’ordre ¢ :

1 3

* A
% dp D @l ~
f<z>:[[<‘*a,,)"’ T (pz),

n=1

dont tous les zéros sont réels et positifs. Désignons par 7 et ¢ les coor-
données polaires de 5. Lorsque o différe de zéro, on a

n=1 n=1

7
o r
i yPtleospo — ulcos(p 4+1)o
(21) log|f(;)[:2 ‘,[ ‘ (r = du
U*—2UCoSQ + 1
n=1 0
= S,cospo — S,cos(p +1)o,
en posant .
o 2 < r
—~ an uI""1 - du ur
S, = 2‘ du, — Z S du.
o u?-—gucoscp—}- 1 o U"— 2UCO0S0 +1

S, et S, sont des fonctions croissantes de 7.

[l est clair qu’il existe des valeurs de ¢ (différentes de zéro) pour
lesquelles cos pg est positif et cos(p + 1)9 est négatif. Soit ¢, 'une de
ces valeurs. Désignons par k la plus petite des quantités cospo,
et — cos(p +1)9,. En un point z d’argument ¢, la fonction f(z)
vérifie linégalité log | /(z)| >k (S, + S,), d’ott I'on déduit que les
inégalités

' S << rtrE, Sy
(¢ étant une constante positive arbitrairement petite) sont valables
dés que r dépasse une certaine valeur dépendant de ¢ et de 'angle 4
(cet angle est différent de zéro).

Soit maintenant ¢ un nombre inférieur & p. Lorsque ¢ est compris
v -
ltp+l

s 5 Pinté 4 1 .
entre 1 et 2, le rapport de ¢° 4 I'intégrale deﬁmef0 T awcosy T

est compris entre deux constantes positives, dépendant de 9.

MILLOUX. 7
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La quantité S, vérifie donc I'inégalité
No

T
(22) S;>kre ¥ —;
a?l

n=NXN;

k est une constante positive (dépendant de ¢ seulement); N, et N, sont
les deux nombres entiers satisfaisant aux inégalités

B P < - .
aNl</, ax,+120, . aN,=27r, (lx2+1>21.

La quantité S, vérifie une inégalité analogue a I'inégalité (22).

Ceci posé, nous allons montrer qu'il existe une suite infinie de
N

valeurs de N, pour lesquelles E gl,; tend vers linfini. S'il n’en était pas
. n

=N,

ainsi, en effet, cette quanlité serait inférieure 4 un nombre A. Soit
un nombre positif assez grand, et N, I'entier satisfaisant aux inégalités

A N — .
ay, Som=lp, ax, > 21

Choisissons un nombre positif v assez petit pour que ¢ -+ 1 soit infé-
rieur & p. Des inégalités.

Ny A N1 A
Y 1 I
e (o vy 2 < n) Tt
Z,\, (l?;‘”i ra 4 . a%‘—f‘rg (2//1-—1,.)q
n=N, n=N,+
on tire
£ . : £
N I I
Y <A Y
O+ Ne=1 5
a5 [CREL
n=N\, n=1

La série du premier membre est donc convergente, ce qui est
absurde, puisque o -+ ) est inférieur a 'exposant de convergence ¢ de

la suite des quantités a,.
X,

Donc, pour unesuite infinie de valeurs de N,, la quantité 2 ;;—G tend
71
n:Nz
vers I'infini, et d’aprés l'inégalité (22), la quantité S, satisfait, pour
" une suite de valeurs de r tendant vers l'infini, a 'inégalité S, > re-¢,
¢ étant une constante positive arbitrairement petite ('). Une démons-

tration analogue conduit & la méme conclusion pour S,.

(') La quantité S, vérifie en outre, & partir d’'une certaine valeur de », I'iné-
galité S, > Cr», aussi grande que soit la constante positive C. En effet, lorsque ¢
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L’étude des quantités S, et S, étant faite, reprenons celle de la
fonction entiére f(z). D’apres I'égalité (21), f(z) est d’ordre ¢ et
converge uniformément vers I'infini dans les secteurs angulaires A,
définis par les inégalitéscospoZo; cos(p + 1)p=0. Au contraire f(z)

converge uniformément ‘vers zéro (et?(lz—) est d’ordre p) dans les sec-
teurs angulaires A, définis par les inégalités cospg S 03 cos(p + 1) 2 0.
Lorsque ¢ croit de o & 27, les secteurs A, el A, se succédent alterna-
tivement. ’

Dans un angle A de sommet O ayant une partie commune avec un
secteur A, et un secteur A,, la famille de fonctions f,(z) = f(z¢) ne
peut étre normale (ni quasi normale), sinon elle convergerait dans
I’angle A uniformément vers 'infini (i cause du secteur A,) d'une
part, et vers zéro (a cause de A,) d’autre part. On en déduit, d’aprés
un théoréme de M. G. Julia, qu'’il existe dans I'angle A un angle d’ou-
verture arbitrairement petite, dans lequel la fonction f(z) prend une
infinité de fois toute valeur, sauf une au plus (*).

55. Soit maintenant unc fonction entiére I'(z) = ¢ £(z); Q(s)
est un polynome de degré g et f(z)est un produit canonique d’ordre ¢
et de genre p, dont les zéros sont réels et positifs.

Supposons I'argument ¢ différent de zéro. Lorsque ¢ est supérieur

o P+1

v
est supérieur a 1, ¢P et intégrale f ; dy ontleur rapport com-
0

P—20¢c0osQ 41
pris entre deux constantes positives ne dépendant que de 9. On en'déduit,
d’aprés la valeur de Sy, I'inégalité

(23) Si>/”"2?:7’

ot 4 désigne une constante positive ne dépendant que de o, et N P’entier salis-
faisant aux inégalités aySr, ayy, > r. L'inégalité (23) entraine I'inégalité S, > Cr»
=] N="» 1 o 1

. A 1.
puisque la série E o diverge.
n

(') L'introduction des cercles de remplissage permettrait de préciser ces pro-
priéteés.
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ou égal a p + 1, la fonction I'(z) se comporte comme €2 sur les
rayons issus de l'origine : on sait en effet que la fonction f(z) vérifie,
a partir d’une certaine valeur de r, 'inégalité

log|f ()| <err,

¢ étant une constante positive arbitrairement petite.

Supposons ¢ inférieur ou égal a p. Dans les secteurs angulaires A,
définis par les inégalités cospg > o3 cos(p + 1) ¢ S0, la fonction /(=)
converge uniformément vers 'infini, est d’ordre o et vérifie I'inéga-
lité | f(=)| > €™, C étant une constante positive aussi grande que I'on
veut. Il en est donc de méme de la fonction F(z). T)’une maniére
analogue, F(z) se comporte comme f(z) dans les secteurs angu-
laires A,. Les propriétés démontrées dans le numéro précédent pour

f(5) sont valables pour F(z).

36. Le plus petit des secteurs angulaires A, et A, a pour ouverture
S
2p(p+1)
2€r08 @, @y ..., Q,, ..., d’arguments respectifs o,, 0,, ..., ¢,, ...sont

- Considérons un produit canonique f(z) d’ordre o, dont les

localisés dans un angle 0 d’ouverture inférieure a - Lorsque

T
_ 2p(p+1)
le point =z d’argument ¢ est extérieur a I’angle 6, la fonction /(=) vérifie
I'identité

i g 1=, [T e onte e e,
n=1
Il est clair que dans chaque secteur A, il existe au moins une demi-
droite sur laquelle tous les cosp(e — 9,) sont positifs et tous les
cos(p + 1)(¢ — 9,) négatifs (ou nuls) : sur cette demi-droite, la fonc-
tion /(z)converge vers l'infini et est d’ordre p. De méme dans chaque
secteur A, il existe au moins une demi-droite sur laquelle /(z) tend

vers zéro,/( )etant d’ordre g. D’ou l'existence d’angles arbitraire-

ment petits dans lesquels la fonction /(=) prend une infinité de fois
toute valeur, sauf zéro.
Ces propriétés restent valables pour les fonctions enti¢res plus
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générales obtenues en multipliant le produit canonique précédent f(z)
par ¢¥?, Q(z) étant un polynome dont le degré est inférieur ou égal

au genre p de f(=).

37. Nous allons terminer ces applications par I'étude d’un cas par-
ticulier intéressant. Lorsque 'argument 3 de = différe de zéro, le pro-
duit canonique f(z), dont les zéros a,, a,, ..., a,, ... sont réels et
positifs, vérifie 'identité

P urtl cospo —uP cos(p +1)0

3 3 | = [
(21) log| f(5) EL/O T yTrr— du

n=1

=S cospy — Sy cos(p -+-1)0,

et 'étude de la fonction f(z) se rattache & celle des quantités S, et S,.

Proposons-nous de rechercher s'il existe des produits canoniques
pour lesquels le signe du deuxiéme membre de 1'identité (21) est celui
de cospg (lorsque cosp o differe de zéro) ou celui de cos(p + 1) 9
[lorsque cos(p + 1) ¢ différe de zéro]. En d’autres termes, existe-t-il
des produits canoniques §, (z) ou #,(z) vérifiant soit I'équation

(26) Tog|§u(5)| = [1-+e(r, )18 cos pd (cospg 3= o),
soit I'équation

(24") log|&i(3), =—[t+¢e(r, 9)]Sscos(p+1)o  [cos(p+1)93£0],

) 13 . ' . I
¢(r,9) étant une fonction tendant vers zéro avec -, lorsque cosp ¢ ou
cos(p + 1) differe de zéro?

La fonction §,(z) vérifiant U'équation (24) est nécessairement
d’un ordre p égal 4 son genre p. En effet, si o était supérieur a p, la
fonction §,(z) convergerait uniformément vers l'infini et serait

T ™ )
d’ordre ¢ dans des angles d’ouverture —>>~ (angles ol cosp g est
. . . . 8 . ~ .
positif), ce qui n’est-pas possible, d’aprés le théoréme de M. G. Valiron
cité au n° 29.

De méme l'ordre o de §,(5) est égal a p + 1. Supposons en eflet

que p soit inférieur 4 p + 1. Nous pouvons choisir deux rayons issus de

R - . ) . T
l'origine, faisant entre eux un angle A d’ouverture comprise entre -
¥

+1

et Pyl cttelsqueleursargumentssatisfontal'inégalitécos (p +1)s>o0.
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D’aprés l’equauon (24'), la fonclion 4,(z)estd’ordre o dans I'angle A,
et tend vers zéro sur les cO1és de cet angle, dont I'ouverture est infé-

ricure 4 =; un tel résultat est en contradiction avec le théoréme de

p
MM. Phragmén et Lindelof.
Montrons maintenant qu’il existe des fonctions ¢ (3) et §,(3).
~ Nous démontrons d’abord le théoréme su1vanl :

Soit a, a,...a,... une suite de quantités réelles et posmves
tendant vers l’mﬁm St la quantité

N

2 :
P
ay.
. — n=1
N— E -

I
ANy 2 i @b+l
n

n=N+1

tend vers Uinfini avec U'entier N, le produit canonique f(z) dont les
2éros sonl @,, @ay ..., Q,, ... est une fonction §,(z).

Soit en effet £ un nombre positif trés grand, dont nous fixerons plus
loin la valeur, et soit N Ventier défini par les inégalités

r>kax,  rskax,.

Il résulte de ’expression de S, que cette quantité est supérieure a
Y q q P

N
-\ 7 .
Ctz <aL> =Cysy,

n
n=—1

C, ¢étant une constante positive ne dépendant que de 'argument ¢
supposé différent de zéro (*).
De méme S, est inférieur a

N . = .
RN r\?—1 r +1
(12 2 . 4_C; E —_ :C.IS?~}-C!,S{,;
An ay -7
n=t1 n=N-+1

G, et G, étant deux constantes positives ne dépendant que de o (*).
. ‘ !

(') On peut prendre

= - 5 C,= —l—— C‘,: ! .
(p +2)sin*o (p—1)siniq’ 7F 2(p +1) (1—coso)
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Lorsque n estinférieur ou égala N, - estsupérieur a k. Il en résulte
n

que s, est supérieur a ks,. D’autre part,

S1__ n=1 -~ R AN+1 >, R\
e = Ry >N,
r =k

Choisissons maintenant yR; pour valeur de £ les inégalités

Z—‘ > /Ry et ii >Ry
2 2

entrainent 1'inégalité

C étant une constante positive ne dépendant que de ¢. Cette derniére
inégalité montre que le produit canonique /(= ) vérifie la condition (24).
(Zest bien une fonction §,(z).

Une démonstration analogue conduirait au résultat suivant :

St la quantité Ry tend vers zéro lorsque N augmente indé finiment,
le produit canonique f(z) est une fonction §,(z).

Il résulte de ce qui précede que lorsquel’exposant de convergence p
de la suite @, @, ... a,... n'est pas entier, la quantité Ry ne peut
tendre ni vers 'infini ni vers zéro lorsque N augmente indéfiniment :
s'il n’en était pas ainsi, nous pourrions bétir seit une fonction ¢,(z),
soit une fonction ¢,(z), de zéros a,, a,, ..., a,, ..., et d’ordre p non
entier. Nous avons vu plus haut qu'un tel résultat est impossible.

Il est facile de former des exemples de suites a, a, ... a, ...

telles que Ry tende vers l'infini ou vers zéro. Prenons par exemple
N

1
a, =nf;p est égal a p; EZ;T,et log N ont leur rapport compris entre
n -

n=1
. e 1
LId A I —
deux constantes positives. Il en est de méme de }: apiet N 7 et par
n=N-+1
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suite de Ry et logN; Ry tend donc vers l'infini avec N, comme log N.

Plus généralement, donnons-nous une suite de quantités positives
a,a,...a,... dontlexposant de convergence est égal a 'entier p, et
qui satisfont aux inégalités

n(logn)tr—i<<all < n(logn ),

¢, et la quantité positive ¢ étant tous deux inférieurs a 1. Un calcul
analogue au précédent montre que la quantité Ry correspondante tend
vers I'infini avec N, comme (logN)*' ®. _

D’une maniére analogue, lorsque la suite de quantitésa,a,...q,...
dont 'exposant de convergence est égal & 'entier p + 1, vérifie les
inégalités , _

n(logn)r<<altt < n(logn)e+s,
ol p, est supérieur & 1 et ¢ compris entre o et 1, la quantité R, tend
vers zéro comme (logN)*! lorsque N augmente indéfiniment.

38. Toute fonction §,(z) d’ordre p se comporte ‘comme la fonc-
tion ¢**, Q () étant un polynome de degré p. En effet, la fonction §,(z)
est d’ordre p et converge uniformément vers I'infini dans tout angle de
sommet O intérieur & un secteur ou cos p¢ est positif. ¥, (=) converge

. y ’ I
uniformément vers zéro et 75 o8t d’ordre p dans tout angle de som-
T (s

met O intérieur & un secteur on cos p ¢ est négatif. Les rayons d’argu-
U1 ¥is oy
ments ¢ = .= + /:; sont les frontiéres de ces secteurs, et dans des

angles d’ouverture arbitrairement petite ayant pour bissectrices ces
‘rayons, la fonction §,(z) prend une infinité de fois toute valeur,
sauf zéro. On peut ajouter une précision : suivant le signe de
cos(p +1)9, la fonction # (s) tend vers I'infini ou vers zéro sur le
rayon considéré; par exemple, sur le rayon ¢ = 5%, F.(z) tend vers
'infini, de sorte qne cette fonction prend une infinité de fois toute
valeur, sauf zéro, dans I’angle L < o< I 4 ¢, aussi petite que soit la
, 2p 2p
constante positive ¢, _
Toute fonction §,(z) posséde des propriétés analogues.
Dans un angle d’ouverture arbitrairement petite ayant pour bissec-
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trice la partie positive de I'axe réel, la fonction &, (z) prend egale—
ment une infinité de fois toute valeur, sauf une au plus.

Ces propriétés restent valables pour les fonctions entiéres de la
forme ¢4, (z), le degré du polynome Q(z) ne surpassant pas
lordre p du produit canonique ¥,(z). Tel est le cas de la fonction

bien connue.
! :ecszll 1—|—i e—':’.
T'(z) n

n=1

D’aprés ce qui précéde, cette fonction converge uniformément vers

. s T . .
* zéro dans I'angle — -+ eSgs S &, et vers I'infini dans les angles

P

—<psim—cetn+eSglT

S Nous avons donné au deuxiéme Chapitre

des propriétés plus précises de cette fonction.

Vu et approuve :
Paris, le 14 mars 1924.
Lz Dovex pE 1A Facoute pes Scignces,
M. MOLLIARD.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 14 mars 1924.
Le Recreur pE L’Acapimie pE Panis,

P. APPELL.

MILLOUX.





