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PREMIERE THESE

ETUDES

DE

STATISTIQUE STELLAIRE

AVANT-PROPOS.

La distribution des astres dans ’espace, leurs distances et dépla-
cements héliocentriques, ainsi que leurs particularités physiques
(éclat, couleur, spectre, densité, masse, dimensions, température’)
constituent le champ d’investigation de l'astronomie stellaire.
Cette branche, encore nouvelle, mais qui s’est déja montrée si
féconde en résultats, se propose de rechercher les lois qui régissent
ces divers éléments et les relations qui peuvent les unir, afin de
parvenir a une théorie générale concernant la structure et 1’évolu-
tion de 'univers stellaire.

Pour la réalisation d’un programme aussi vaste, on s’est adressé
tout naturellement a la méthode qui avait déja fait ses preuves pour
la résolution des nombreux problémes inléressant notre systéme
stellaire : réunion d’un grand nombre de données d’observations
aussi variées et précises que possible, puis discussion de I’ensemble
a l'aide de méthodes mathématiques.

De nombreux observateurs, particuliérement en Amérique et en
Angleterre, pourvus d'instruments puissants et perfecticnnés, con-
sacrent leur activit¢ a recueillir des renseignements circonstanciés
sur les phénomeénes les plus varies des espaces stellaires. Le maté-
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riel déja accumulé, loin d’étre complet, a suffi pour démontrer
sans aucun doute I'inefficacité, en présence de tels problémes, des
théories et procédés mathématiques employés jusqu’a présent.

La fameuse méthode des moindres carrés que « les expérimen-
tateurs s'imaginent étre un théoréme de mathématiques et les
mathématiciens étre un fait expérimental », s’est montrée nette-
ment inopérante. Il a fallu imaginer des méthodes nouvelles, plus
rigoureuses, relevant de la statistique mathématique. Créée par
Bernoulli, Laplace et Lexis, perfectionnnée ensuite par Pearson,
celle-ci fut appliquée a I'astronomie par M. Charlier, professeur a
I’Université de Lund. Les travaux dus au savant suédois et a ses
éléves constituent incontestablement un ensemble tout a fait
remarquable de recherches importantes et variées intéressant a la
fois la théorie et les applications numériques.

Le présent travail a pour but: 1° de donner une idée générale
des méthodes statistiques employées et des résultats obtenus par
M. Charlier ct ses collaborateurs, et 2° d’en fournir un exposé
suffisamment détaillé permettant aux jeunes astronomes désireux
d’effectuer une application des dites méthodes, de la mener a bien
sans étre contraints de consulter les nombreux mémoires origi-
naux disséminés dans les « Meddelande frin Lunds Astronomiska
Observatorium.

Nous tenons cependant a signaler que le développement déja
avancé de ces théories, ainsi que les nombrceuses applications
faites pendant ces derniéres années, rendaient a priord difficile
Pachévement de ce programme, étant donné 'espace limité dont
nous disposions pour ce travail.

Dans une premiére partie sont résumés les recherches et les
résultats théoriques; on v expose la marche suivie par I'astronome
suédois et 'on s’efforce de montrer comment il est parvenu a éta-
blir que I'expression mathématique de la loi des erreurs de Gauss
n’est en réalité que le terme d'une série traduisant une loi beaucoup
plus générale, comportant cclle de Gauss comme cas particulier.

L’application de ces méthodes aux nombreux problémes inté-
ressant l'astronomie stellaire, ainsi qu'un exposé succinct des
résultats acquis, forme la seconde partie.

La derniére partie est consacrée a une recherche statistique per-
sonnelle concernant les variables du type Algol.
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On a jugé intéressant de réunir, a la fin du travail, dans un index
bibliographique, aussi complet que possible, les mémoires parus
jusqu’a ce jour se rattachant au domaine de la statistique stellaire.

A M. P. Humbert, professeur a la Faculté des Sciences de Mont-
pellier, pour tous les renseignements et les conseils qu’il m’a pro-
digués au cours de ce travail, et a M. G. Fayet, directeur de!’Ob-
servatoire de Nice, pour sa bienveillante aide dans la rédaction, je
me permet d’exprimer ici ma profonde reconnaissance.



INTRODUCTION.

L’étude d’une série d’observations, a I’aide des procédés de 1a
statistique mathématique, consiste soil & fixer 'expression analy-
tique susceptible de représenter le mieux possible Pallure et les
propriétés générales du phénoméne observé, soit a établir les rela-
tions qui peuvent unir des phénomeénes simultanés, ou certaines
particularites d’'un méme phénoméne. Le premier travail repose
sur la théorie des erreurs d’observations, tandis que les recherches
de la seconde catégories relévent de la théorie des corrélations.

Théorie des erreurs. — Discuter un ensemble d’observations
revient principalement a évaluer la grandeur probable de I'erreur
commise sur chaque observation, de facon a en conclure la valeur
la plus vraisemblable de la quantité mesurée. Un tel calcul serait
naturellement impossible si 'on n’admettait, a priori, une loi de
probabilités des erreurs. La modification ensentielle introduite
dans ce domaine par M. Charlier réside précisément dans la
définition, énoncée pour la premiére fois par Hagen ('), qu’il
adopte pour I'erreur accidentelle.

Il admet que : L’erreur accidentelle est la somme algébrique
d’'un nombre indéterminé d’erreurs élémentaires, toutes égales
en valeur absolue. mais de signes quelconques, provenant d’un
grand nombre de causes inconnues, dont chacunes est caracté-
risée par une lo1 particulicre.

En réalité 'erreur accidentelle, ainsi que la véritable loi qui la
régit, nous sont inconnues. La définition précédente, base de toute
la statistique mathématique, ne constitue qu’une hypothése,
dont la légitimité pourra s’estimer a posteriori, par I'accord plus
ou moins grand que présente, avec les faits observés, le résultat
qu’elle fournira.

(') G. HaceN, Grundzuge der Wahrscheinlichkeitsrechnug, 1831.
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Une fois cette hypothése admise, 'expression mathématique
de la loi des erreurs peut s’obtenir a Paide de raisonnements ana-
lytiques connus.

Courbe de fréquence. — Toute série d’observations fournit
une courbe, dite de probabilité ou de fréquence, représentant la
répartition des mesures effectuées. Pour la construire, en coordon-
nées carlésiennes rectangulaires, on porte, en abscisse, les divers
résultats mesurés, et en ordonnées, le nombre de mesures se rap-
portant a chacun de ces résultats. Silon parvient a représenter
par 3 = f () la courbe obtenue en joignant les extrémités succes-
sives de toutes les ordonnées, la fonction f () s’appelle fonction
de fréquence du phénoméne observé.

La figure 1 montre la courbe bien connue de la répartition des
erreurs d’observations suivant la loi de Gauss, et dont I'équa-

tion est

_h
T=Y

e—hx,

al

Fig. 1.
¥

o e

Elle est continue, asymptotique a I'axe des x, et symétrique par
rapport 2 'axe des y. Ses propriétés, de méme que le rapport
existant entre celles-ci et la répartition des erreurs, sont suffisam-
ment connus, et il estinutile d’insister sur ce sujet. »
Jusqu’a la fin du siécle dernier, cette courbe fut considérée
comme la seule représentation exacte de la fréquence des erreurs
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de toutes les observations en général. Pourvu que les observations
fussent assez nombreuses, s’imaginait Gauss, elles ne pouvaient pas
ne pas obéir a cette loi. Or depuis une trentaine d’années, on sait
qu’il n’en est pas ainsi. Les recherches faites dans le domaine des
sciences naturelles ont révélé, et d’'une maniére indiscutable, 'exis-
tence de séries d’observations n'obéissant pas a la loi de Gauss, de
telle sorte que la discussion par cette loi conduisait a des résultats
en désaccord avecles phénomeénes observés. La « courbe en cloche »
(fig- 1) n’est donc vraisemblablement qu’un des membres de la
famille des courbes de fréquences, de méme que la loi qu’elle
représente n’est qu'un cas particulier d’'une expression plus géné-
rale de la loi des erreurs.

Dans les figures 2 et 3 on donne, a titre d'exemples, quelques

Fig. 2.




—_7 —
courbes de fréquence dont on se servira dans la suite et que I'on
pourra comparer a celle de la figure 1 (tracé en pointillé).
Toutes ces courbes peuvent étre appelées simples; nous verrons
en effet qu’il existe aussi des courbes de fréquence engendrées par la
combinaison de deux ou plusieurs courbes simples .en une seule.

(fig-4) (")

Fig. 4.
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L’étude d’une telle série d’observations conduit au probléme de
la dissection d’une courbe de fréquence en ses composantes. Le
premier qui s’en est occupé était K. Pearson. La solution du pro-
bléme général de la dissection d’une courbe de fréquence, telle
qu’elle a été envisagée par ce mathématicien, se raméne a une équa-
tion du neuvi¢me degré, ce qui rend son application impraticable,
En admettant certaines hypothéses sur les propriétés des courbes
composantes, le probléme peut étre simplifié (Pearson, Charlier),
mais les calculs restent néanmoins considérables,de sorte que nous
ne pouvons pas songer a nous arréter plus longtemps sur ces pro-
blémes.

(') CHARLIKR, Researches in to the theorv of Probability, Medd. Ser. 11, n° 4.
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Moment. — La notion de moment a été introduite dans la théorie
statistique par K. Pearson, et joue un role trés important dans
I'étude des courbes de fréquence. On appelle moment d’ordre n,
par rapport a un axe OY, la somme des produits de toutes les aires
élémentaires par la n'¥™® puissance de leur distance respective a cet
axe. Ainsi dans la ligure 5, I'aire élémentaire (la partie couverte
de hachures) étant f(x)dxz, sa distance 2 'axe OYx, le moment
d’ordre n par rapport a cet axe est défini par

va= f :wx"f(wdw-

Connaissant les n premiers moments u',, d'une courbe de fré-
P \
uence ar ra )pO!‘t a un axe (0D our calculer les moments
q » P I ’ Hm

Fig. 5.

y y

pd

o o’ dx X

par rapport a un autre axe O'Y’, paralléle a OY et situé & une dis-
tance OO’ = b de celui-ci, on a

+ @
= [ (x—b)yf(@)ds,
ou bien
a=pp— Cobu,y + Cro ),y —+. ..
+(—10)r=1C3-1 671 ) + (— 1)rClLbn pg.

Coefficient de corrélation. — Deux phénoménes simultanés,
sans relation apparente, peuvent quelquefois étre liés entre eux.
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L’étude de séries d’observations au point de vue de leur rapports
mutuels, n’est pas un probléeme nouveau. Sa solution par les
méthodes graphiques, tout en n’étant ni générale ni assez précise,
pouvait néanmoins, dans beaucoup de cas, rendre des services
comme une premiére approximation. La vraie solution de ce pro-
bléme, si important dans la statistique, a été donnée dans la théo-
rie des corrélations.

Au point de vue de la théorie des erreurs, deux phénoménes
seront en corrélation si les erreurs élémentaires respectives sont les
mémes, soit en totalité, soit en partie seulement. Le degré de
parenté entre deux séries d’observations est mesuré par le coeffi-
cient de corrélation. Cette quantité, que I'on désignera par r, est,
en valeur absolue, inférieure ou au plus égale a 'unité.

Suivant que ce coefficient est positif ou négatif, la croissance
dans les deux séries considérées sera du méme sens, ou de sens
contraire. Si les deux séries d’observations n’ont rien de commun,
r sera égal a zéro. Par contre, r =1 implique une correspon-
dance linéaire entre les observations des deux phénomeénes, de
sorte qu’un élément quelconque de l'une des séries détermine
entierement 'élément correspondant de Pautre. D’une maniére
générale, plus la quantité r est voisine de I'unité, plus la corré-
lation entre les phénomeénes est grande, et inversement.

Dans la suite de ce travail nous verrons que la connaissance du
coefficient de corrélation peut servir a résoudre d’autres problémes
importants qui se présentent dans l'étude statistique.

Statistiques homogrades et hétérogrades. — Suivant la nature
des éléments dont se composent les données d’observations et la
maniére de les traiter, Charlier a divisé¢ la statistique mathématique
en deux parties.

Dans la premiére, qu’il dénomme la statistique homograde, I’en-
semble de données comporte deux groupes, suivant que les indivi-
dus, ou objets, possédent ou non une certaine propriété, sans
aucun égard al'intensité de celle-ci. Ce dénombrement fait, le pro-
bléme qui se présente au calculateur consite a fixer si les séries ainsi
formées suivent ou non les lois statistiques et, dans la négative, a
rechercher 'influence qu’exercent les causes étrangéres sur les
individus des deux groupes. Dans ce domaine rentrent les statis-
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tiques des nombres de naissances, suicides, décés,mariages, des
nombres de jours pluvieux de 'année, etc. On peut remarquer que
les éléments des séries homogrades sont de nombres abstraits.
Pour résoudre les divers problémes qui se rattachent a cette partie,
les théorémes élémentaires du calcul des probabilités, en particu-
lier ceux de Bernoulli, Poisson et Lexis, suffisent.

Dans la statistique hétérograde, on tient compte non seulement
d’une propriété, mais en méme temps de 'intensité ou degré au-
quel chaque individu posséde cette propriété. L'étude des données
de cette catégorie devient par conséquent beaucoup plus compli-
quée que dans le cas précédent. Pour aboutir a des résultats
utiles, il a fallu, a la place de quelques théorémes ¢lémentaires du
calcul des probabilités, créer une théorie nouvelle, basée d’une
part sur quelques hypothéses et, d’autre part sur les procédés et
théorémes connus de 'analyse mathématique. Et ¢’est précisément
le développement de cette seconde partie des méthodes statistiques,
dont nous nous proposons ici de donner un exposé, qui constitue
Pceuvre importante de I'école de Charlier.



PREMIERE PARTIE.

Toute la théorie de la statistique mathématique est basée sur les
deux formes A et B que peut prendre la fonction de fréquence. Si
variés et compliqués que soient les phénoménes observés, pourvu
que la série d’observations soit assez étendue, 'une ou l'autre de
ces deux expressions suffira pour représenter mathématiquement
Pallure générale et les propriétés caractéristiques de chaque phé-
noméne. Toute autre courbe de fréquence n'est que la résultante
d’une superposition de courbes de ces deux catégories.

Fonction de fréquence du type A. — Soit f(x)dz la proba-
bilité pour que Perreur z soit comprise entre les limites x et
x + dz. Sur la fonction f () nous n’avons aucune donnée, sinon
que

Sf(x)dx =1.

Nous allons admettre, en plus, que
i =)=

N étant un nombre, suffisamment grand, positif ou négatif; en
d’autres termes, nous supposons que la probabilité¢ d'une erreur z
sera d’autant plus voisine de zéro que z est plus grand. Cela posé,
reportons-nous a la définition de 'erreur accidentelle.

Les causes en irés grand nombre, mises en jeu lors d’'une
observation, engendrent, chacune suivant une loi particuliére,
une erreur ¢lémentaire, quantité trés petite qui peut étre positive
ou négative. La somme algébrique de toutes ces erreurs élémen-
taires est appelée « erreur accidentelle ». Soient maintenant ¢ une
quantité trés petite, et m un nombre entier, positif. D’aprés ce qui
a été dit plus haut, la probabilité relative pour qu’une erreur élé-
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nentaire x;, provenant d’une cause Cyx, soit comprise entre les
limites me et me + ¢, sera e fx(me).
Or, si ’'on considére la somme

Xi(w) = e[ fr(0) + fi(e) €20 + fi (2e) e2e0i4. .,
“+ fr(—€) el 4 fr(— 2¢) e~ ]

m=-+ o

= 2 e fx(me) emewi (k=1,2,3, ..., n)

m=—w®

on s’apercevra que le coefficient du terme en e™¢w¢ est précisément
la probabilité ¢ fx(mz) de P'erreur élémentaire zx, relative a la
cause Cy. Il en sera de méme pour toutes les erreurs élémentaires
Z,,T,,...,x,relatives aux causes C,, C,, ..., C,. Et si 'on forme

le produit
Xi(w)Xs(w)...Xp(w) =1I(w)

des n séries, le coefficient du terme en ¢™:®¢ sera, d’aprés le théo-
réme des probabilités composées, la probabilité pour que la somme
des n erreurs élémentaires, provenant de n causes différentes, soit
égale a me, c’est-a-dire la probabilité cherchée de I'erreur acei-
dentelle.

Pour obtenir I'expression de ce coefficient on peut se servir du
théoréme suivant de la théorie des fonctions, lorsque

o(t)=ay+ a )t + ast?+...+ apl®+...
on a
o= #Z ) f—’f_é% <
Pintégrale étant prise le long d’un contour (C) contenant l'origine
dans son intérieur. En prenant pour (C) un cercle de rayon égal a
I'unité, c’est-a-dire en posant ¢ = €%, on a

+ T

! o (edi) e—nbi do,

anp = —
27, ) _

ki3

En appliquant ce théoréme a la série II(w), on obtient pour le
coefficient du terme général, que 'on désignera par A e,
+T
€

A= — N(w) e—mewidy,,
aw J_

Enfin, si, en passant aux limites, on remplace la quantité ¢ par
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une diftérentielle, le probléme de la loi des erreurs se résume dans

Xi(w) = f+ -f/,(.z‘) exwi dy

e

et

d + T d +T
A= 2—;‘[_‘“ X,(w)X,(m),..X,,(:m)e—zwfdm=;—:—vf_; N(w) e—20! dw,

A; étant la probabilité pour que la somme des n erreurs élémen-
taires soit comprise entre les limites z et 2+ d3.

Laissant de co6té comme inutile dans la recherche actuelle la
discussion analytique des divers cas qui peuvent se présenter dans
Pétude de I'intégrale X;(w), on va établir 'expression de la loi
des erreurs du type A en partant de 'hypothése que la quantité w
est trés petite; dans ce cas N (w) sera trés voisin de 'unité.

Si I'on pose

+ @
Xk(w)=f Sul(x) exwida

—+ + o
=/ Sr(x)coszxw zi.z'-+-t"/v Si(z)sinzwdz = p; e,
de sorte que

+ »
pkcosﬁ/c=f Si(z) coszw dz,

“+
Pk sin Oz =f Sriz)sinzw dz,
et, en outre,

+
peim)= [ wufi(z)ds  [pato)=1]
on obtient, en développant suivant les puissances de w.

(2)
]_JAL'_.O)Z_‘_

PI;COSG/‘-=|—-— pl;('é)w‘_

ooy

pksin0k=p/r(|)m— p’;#?wz—l-....

Si 'on ajoute les deux membres apreés les avoir élevés au carré,
on aura

oh=1—[pe) — ppn]wr [ ER2) o £208) _ PeOPaC)]

12
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D’autre part, en divisant la premiére équation par la seconde, et
en développant en série la fonction arc tang, on trouve

0k=Pk(l)w—— [PI;(':‘;) - pk(l)pk(") —+ p,“s(l)] w4+ ...

2!

De la on déduit

2logps=— [P/‘(z)——pl’r(l)] w4 ~|l—‘
< [px(4) —3p}(2) +12px(2) P3(1)
— 4P pr(3) —6pp(D]wb—. ..
ou encore

! —p? 1 - . - - “
pr=e 3 (P — PR @2+ o (prtn —3pE @ +12pr (2 PR (D — 4 pr@ pr ) —Spf (]S — ...

Cela posé, pour avoir I'expression du coefficient A, il suffit de por-
ter, sous le signe somme, le produit X (0) X, (w)... X, (w)=N(w),
exprimé en fonction de p et 6. On a, en effet,

O(w) =0, ps2...pne!
de sorte que

dz [*7 (Zek_m)i

A ) PipP2---fne "' dw.

En faisant remarquer que 8; est une fonction impaire de w, cette
expression devient

dz +T - A
Az:;‘/—‘" P1P2-.-Pn €OS Zok—zw)dw_
1

Pour abréger I’écriture nous allons poser
D lpe(2) - pr(] =9,
1
. n
37 2 [P0 =3PE(2) + 12p4(2)p}(1) — hpa()Pa(3) — 6pE ()] = o
1
21’/:(1) =1,
1

2!
1
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de telle sorte qu’en négligeant pour un instant les termes en w
d’ordre supérieur au cinquiéme nous aurons, d’une part

_otwr
p1pa...on=¢e * (I+Yi0t)
et, d’autre part

cos(z 0 — zm> = cos[(A — z)w — ysw?]
1

=cosw(A — 3)+ ysw3sin(d — z)w.
Le coefficient A, devient ainsi

dz [T T
Azz—z—; e * (1+viw*)[cos(A —3z)w + y;w3sin(A —z)w] dw
b 13
ou

dz k19 _G"(ID’

A;=-= | e 2 [cos(A—2)w—+yiulsin(A —2)w

po Y
(3

“+ ytw cos(X — 3)w] dw.

Comme nous avons supposé que w était une quantité trés petite,
Pintégrale de Laplace

I u alw? 1 (z—h?
—f e ? cos(A-—3)odw=——¢e¢ o
LA ay/amn

peut étre remplacée par

' x _ o I _(:—-M'
—f e ? cos(A—3)wdw= —e % = ¢(3).
T syar

Enfin, si 'on fait remarquer que

T et
;f wle 2 sin(A—3)w dew =—¢"(3)
o

et
gt w?

1 —_—

T

::f wte 2 cos(A— 3)wdw=eV(3),
[]

Pexpression générale de la probabilité pour que la somme de

n erreurs élémentaires soit comprise entre les limites z et z + d3

devient
A;=dz[9(2) — 139" (3) + 29" (3)+...].

Le résultat obtenu peut se résumer ainsi : A condition que
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Yerreur accidentelle soit considérée comme la somme algébrique
d’un trés grand nombre d’erreurs élémentaires, la probabi-
lit¢ F(z) dz pour que la variable s soit comprise entre les limites z
et z + dz sera définie par une série de la forme

F(3)=A09(3)+A19(3)+Asg’(Z)+...,

Ay, A A, ... érant des coefficients indépendants de la variable z et
[ _tx—by
z) = e 200
¥R = e

Les quantités b et ¢ sont deux paramétres qui ne dépendent que
de la forme de la fonction F(z).

L’expression I ( 3) est appelée la fonction de fréquence du type A,
et sa courbe représentative la courbe de fréquence du type A. On
constate immédiatement que si I'on réduit le second membre
de F(z) a son premier terme, on retrouve la loi des erreurs de
Gauss.

 Le calcul des quantités Ay, Ay, A, ... est un probléeme qufa
été déja étudié par Hermite. 1l a, en effet. montré (') que tout
polynome entier F(z) du degré n pouvait étre exprimé sous la

forme
F(z)=2a,Ux(x),

a, étant des constantes et U,(x) des polynomes de degré n en x
(appelés polynomes d’Hermite), et tels que e=**U, (z) désigne la
dérivée d’ordre n de la fonction e="". On a

Uo=1,
Uy=—2ux,

Us= 22— 2,
Usy=—8z3;+ 127,

Ui=16x*— 48z + 12,

Pour revenir aux coefficients A,, A;, A,, ... nous allons intro-
duire, a la place de e, la fonction de probabilité
_r—b2

o(z) = e 1w

sy2x

(1) Comptes rcndus, t. LVIII, p. 93*1 et 266.
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Dans ce cas les polynomes d’Hermite deviennent

Uo—l,
U._—”;b.

x — b\? 1
U,= < P ) —;’"
U;:—(z;b)s-}—:ix;b)

xr —b\* x— b\1? 1
U= (c, )—6( - ) 3k

Or, si ’on pose
+ -
Rm.ll=f ?(1‘) U,"(.Z') U,,(z')da:
en appliquant la méthode d’intégration par parties, on trouve

que R, ,= o, toutes les fois que m £ n. Si, au contraire, m = n
on aura, en se rappelant que

I

[ s,

V2

+ '
Rm,nzf ?(.Z‘)U,’”(.’L')dz‘=g:—'£"

e

Ceci posé, il sera facile d’en déduire les valeurs des coefficients
en question. Pour cela nous allons multiplier les deux membres
de 'expression

F(z)=Acp(z) +A19' () +Aso" () +...

successivement par Ug(z), U, (x), Ua(2), ... relatifs a la fonc-
tion ¢ (x).

Intégrant les expressions ainsi obtenues entre les limites — oo
et + o, en tenant compte des résultats précédents, il vient

Ao=f unl*‘(:z‘)d:z‘.
~+

f F(x)U, (x)dz,

L
I

A= f ) F(z)U,(z)d=x.

MICHKOVITCH. 2
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Si, enfin, aprés avoir remplacé les quantités U, (z) par leurs
valeurs données plus haut, I'on introduit les moments de la fonc-
tion F (), définis par la formule

pn=‘f (x— b)"F (x) dx,

les coefficients cherchés deviennent

Ao = po,
Ay=—py,

1
Ar— = (B2 —0 o),

A= 3—I|(—' M3+ 30ty ),

A= ZI—,(}H—‘W’H:-*- 3t o),

Pour terminer il nous reste a définir les deux paramétres b et o.

La quantité b n’est autre chose que la distance a l'origine de
P’axe par rapport auquel on prend les moments p,. Elle peut étre
choisie de plusieurs maniéres, ainsi par exemple :

1° Si Pon donne a b une valeur telle que Pordonnée F(b) divise
Paire comprise entre la courbe de fréquence et 'axe des abscisses
en deux parties égales, on aura

f+nF(:r)dx='),t[+nF(a:)dx.

— b

Dans ce cas b peut étre appelé la valeur centrale.
2° On peut choisir & de telle sorte que F(b) soit 'ordonnée

maxima de la courbe de fréquence, nous l'appellerons alors la
valeur maxima.

3° Si I’on définit b de sorte que I'on ait

[+‘xF(x)dx
b=

~+

f F(z)dx

on lappellera valeur moyenne. C’est cette derniére valeur de b
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que nous allons adopter pour la suite du calcul. La conséquence
immédiate de ce choix est que le coefficient Ay, défini par
+ o
M=—w=— [ (2—b)F(2)dz,

devient égal a zéro.
Dans la figure 6, on voitles positions relatives de ces trois quan-

Fig. 6.
b 12 b’
tités :
b — la valeur moyenne (mean);

b, = la valeur maxima (mode);

b, = la valeur centrale (médian).

On voit facilement que ces trois valeurs coincident si la courbe
de fréquence suit la loi de Gauss.

Le paramétre s caractérise la densité des mesures autour de la
valeur moyenne. Nous allons Pappeler, avec M. Charlier, le coef-
ficient de dispersion ou, simplement, la dispersion. Sa valeur
numérique est donnée par

f+¢(.z‘--b)’F(x)dz‘-—c*/—’_nF(x)dx=o.

En d’autres termes, on la choisit de fagcon a annuler le coeffi-
cient A,. L’expression de la courbe de fréquence du type A devient
ainsi

F(z) = Acp(x)+ As9"(z) + Avp™(2) +...,

les coefficients A,, A;, A, ayant les valeurs données plus haut.
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Pour faciliter la construction des courbes etle calcul numérique

des coefficients et paramétres, ainsi que pour permettre de com-

parer directement les différentes courbes de fréquence, on peut

introduire quelques modifications intéressant la forme des coeffi-
cients et de la fonction F(x) elle-méme.
Remarquons d’abord que 'expression

F(z)=Aop(x) + A3¢"(z) + Ayp(z) +.. .,

peut s’écrire

A A
GF(ﬂ):Ao [0‘?(@)4— A ;;al?ﬂl(x)_*__ A ;‘ ,s?w(z)_,_“.]

Et si V'on pose
B, = An _ An
L Agon woo”

la fonction de fréquence prend la forme

eF(z) = [s0(x) + B304 9" (x) + fioSoV(x) +...]

=_ 1 _ts =_‘ —3).
Pa= 3! poa? et B <P~o<" )

Le calcul sera encore davantage simplifié si 'on tient compte de
la relation

ou

+ o

f“(x—b)nv(x)dx=f“an(z)dx—c;,b [ ertF(a)dz

+ o
+C3b? f 2n—2F (z)dz —+. . .

“+ %
+(—-—|)"b"/ F(z)dz,
de telle sorte qu’en introduisant les notations
+ o U
o= [ erFmde, w=l2 a v- b,
e Ko *o

on aura les formules suivantes :

‘L’,,:Z.Z"‘F(.’t) v;=v',——3bv’,+2b’ '@,::-—6-5.
b o=+, Vo=V, — §bv, + 6b1v) — 35+ ;g,,=2_'4(;_:_3)

e = vy== vy — b2,
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Une fois les quantités b, 7, B3, B calculées, la fonction de fré-
quence sera entiérement définie, et 'on pourra entreprendre la
discussion statistique d’un ensemble d’observations.

Avant de passer aux applications mémes des formules précé-
dentes, il sera de toute utilité de donner une interprétation géomé-
trique des différentes quantités définissant la fonction de fré-
quence du type A.

Les quantités b et o ont été déja définies : la premiére désigne
la moyenne arithmétique de la caractéristique observée; la seconde,
qui est une longueur, sert de mesure de la densité des observa-
tions autour de la moyenne. Lorsque la fonction F(z) se réduit a
son premier terme, == s est I’abscisse correspondant aux points
d’inflexion de la courbe de probabilité.

Pour montrer la signification du coefficient 3; nous suppose-
rons, pour un instant, que la fonction sF(z) se compose de deux
termes seulement

F(x) — pa[oo(x) + Baste"(2)].
Or, les produits so(x) et s*¢"”(x) sont des fonctions d’une

seule variable Z— b

» de sorte que leurs valeurs peuvent étre calcu-

lées d’avance et une fois pour toutes pour les différentes valeurs
— 0

de 'argument Z=—= (Table 1) ().

]

TasLe I.
—b
s —3,0. —2,5. —2,0. —1,5. —1,0. —0,5. 0,0.
co(x)...... 0,00} 0,018 0,054 0,13- 0,242 0,352 0,399

otg”"(x).... —+o0,080 —+o0,142 +0,108 —o0,146 —0,484f —o0,484 0,000
oS o(x).... —+o0,130 —+0,080 —o0,270 —o0,704 —0,484 -+o0,550 —+1,197

G

z—0b -+0,5. -+1,0. -+1,5. +2,0  +2,5. +3,0.

cp(xT)e. ... . 0,352 0,242 0,130 0,054 0,018 0,004
ot " (X)eee.. +0,484 40,484 +0,146 —o0,208 —o0,142 =o0,080
S ov(x)..... ~+o0,550 —o0,484 —o0,704 —o0,270 —+0,080 —+0,135

Si Von fait remarquer que le coefficient 3; dépasse rarement 0,5
en valeur absolue, et si 'on calcule, a l'aide de eette table, les

(') CHARLIER, Researches in to the Theory of Probabylity. Medd, série II, n° 4.
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valeurs de la fonction “i F(z) en prenant, par exemple, 3; =- 0,2,
0

on obtiendra une courbe de fréquence ressemblant a celle de la
figure 2. La courbe cesse d’étre symétrique et est décalée vers la
droite, ou vers la gauche suivant que la valeur du coefficient 3, est
positive ou négative. Ainsi le coefficient du second terme a pour
effet de rendre la courbe en quelque sorte oblique. On I'appellera
le coefticient d’obliquité, ou simplement obliquite.

Ce que nous venons de dire suppose, bien entendu, que tous les
coefficients d’indice supérieur a 3 sont égaux a zéro, ou tout au
moins négligeables par rapport a 3;, en particulier ceux d’indice
impair. En général c’est ce qui arrive dans la pratique. Mais si ce
n'était pas le cas, %; ne pourrait plus étre considéré comme la
mesure de I'obliquité, car tous les coefficients d’indice impair con-
tribuent a rendre la courbe de fréquence oblique.

De méme, pour faire mieux ressortir la signification et l'effet
produit par le troisiéme terme, 3,332 (x), sur l'aspect des
courbes, on supposera ;= o ainsi que tous les coefficients d’in-
dice supérieur au 4. La fonction F(z) se trouve ainsi réduite a

sF(z) = po[3(x)+ Jiode(x)].

Supposons maintenant que 'on donne au coefficient 3, les va-
leurs + 0,1 et — 0,1 par exemple. A I'aide de la Table 1 on pourra

calculer deux groupes de valeurs pour la fonction g—F(m), la pre-
0

miére correspondant a la valeur 3,=-+o0,1, la seconde
a By=—o,1. A ces deux groupes correspondent deux courbes de
fréquence ressemblant a celles données dans la figure 3. Pour les
vabeurs positives de 3, les courbes s’élévent plus haut que la courbe
normale (tracée en pointillé), pour les valeurs négatives de 3,, au
contraire les courbes offrent I'aspect de celle tracée en gros.

Le terme en 3, affecte donc surtout la courbure de la courbe de
fréquence au point du maximum des fréq‘uences. Pour les valeurs
négatives de 3,, la courbure, en ce point, change de sens. En
adoptant le nom que M. Charlier donne au coefficient {;, nous
Vappellerons /’excés de la courbe de fréquence.

Quelquefois on peut avoir a évaluer les quantités dénommées
valeur maxima et valeur centrale d'une courbe de fréquence. Le
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calcul méme ne présente aucune difficulté et voici comment on les
détermine.

Considérons d’abord la valeur maxima, c’est-a-dire la valeur de
Pordonnée maxima de la courbe. Si, au point x = g,

F(r)=A9(x)+ A3 9"(2) + Ay (o) +-...

a un maximum,

F'(§) = Ao (&) + As o™ (E) + A" (E) +...=o.

> . . . —b
En introduisant dans cette expression la variable Ec =3,

d’aprés les notations déja connues, on trouve

09'(2) + Bact oW (2) + Biote¥(3) +...=0,
c’est-a-dire

— 3+ B3(5*— 622+ 3) + B, (— 25+ 1083 —153)+...=o0.

Or, nous admettons que les coefficients A;, A,, ..., sont des
quantités petites, donc la quantité z, satisfaisant a cette équation,
doit étre également petite, de sorte que si 'on néglige les termes
en 3 d’ordre supérieur au second, on aura

38,
- l—i—lﬁﬁg.

Si, en plus, 'excés B3, de la courbe peut étre négligé, la valeur
maxima cherchée devient

= b + 3af,.
En mettant cette équation sous la forme

£E—b

L4

38=

’

on peut remarquer que l'obliquité de la courbe est définie a I'aide
de la différence entre les valeurs maxima et moyenne.

Considérons maintenant la valeur centrale que nous dési-
gnerons par . On a par définition

3 ©
f F(z)dx:f F(z)dz
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ou explicitement

g -
A'f (y(z)dx—A.f P(x)dr + 2A59° (L) +2A,9" () +...=o0.

Comme précédemment, nous supposons que les coefficients A,
A,, ... soient des quantités petites. Or, b étant la valeur moyenne,

on a
b

‘qu(x)dz:‘/b‘”np(z)dx.

Il en résulte donc que { différe trés peu de b, de telle sorte que,
z étant une quantité petite, ’on aura

{=b+o03.
Mais, d’autre part, on a

[t ¢(x)h=£i§(x)dx+.[z¢(x)dz,

“

[”(p(x)dz=-/l:‘~tp(x)dx—‘/b‘zqa(.z')dz;

d’ou P’on déduit

o/

14 ® |4 3
A/_‘Qcp(x)dx—\/; 9(x)dw=2£ tp(x)dx:ac.f 9(b +023)dz.

/0

En substituant, sous le signe somme, la valeur de

elh

€

1
3¢(b+03z) =

va2rn
nous pourrons développer cette expression en une série suivant
les puissances de z. Si, en plus, aprés 'avoir intégrée, on néglige
les coefficients 8;, 3, - .., ainsi que les termes en z d’ordre supé-
rieur au deuxiéme, on trouve

z2—PB3+3Biz=o0,
c’est-a-dire
Bs

=13

par conséquent

- aBs
E=b+ 1+ 35
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ou, en supposant {3, négligeable,

§=b+ﬂpg.

Ainsi donc, si excés B, d’une courbe est faible, les positions
relatives des valeurs maxima £, centrale { et moyenne b se rangent
dans 'ordre

b LE.

Sil’on a a comparer plusieurs courbes de fréquence entre elles,
il y a avantage a meltre les équations sous une forme homogéne
que I'on obtient facilement en posant

c
= —F(x)=m.
3 et ™ (x)=n

Si, en plus, on pose
oo(z)=g9o(}), o*¢"(z)=¢e3(§), IFe(Z)=qu(k),
la fonction de fréquence du type A prend la forme
n = 90(§) + B393(§) + Bugu(§)-

La comparaison des différentes courbes du type A est ainsi
rendue immédiate, car deux courbes quelconques ne différent plus
que par les valeurs des coefficients 3, et 3,.

En résumé, et d’'une maniére générale, les trois premiers termes
ainsi définis de la fonction A suffiront pratiquement pour la dis-
cussion statistique et la représentation de la majorité des séries
d’observations. Les termes d’ordre supérieur au quatriécme ne
pourront cependant étre négligés si la discussion porte sur un trés
grand nombre d'observations d’une espéce. De méme, si la repré-
sentation des observations, avec les trois premiers termes n’était
pas satisfaisante, on devrait pousser les calculs plus loin et voir ce
que I'on obtiendrait en tenant compte des termes en 35 et 3.

Pour terminer I'étude de la fonction de fréquence du type A,
nous donnerons un schéma (') pour le calcul numérique des coef-
ficients et parameétres, qui est de toute utilité dans les applications.

(') Sauf quelques modifications que l'on croyait utiles, on a adopté le schéma
de M. Charlier, voir Medd. 2* série, n° 4, p. 4.
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TasLe II.

Calcul des moments.

x'. zF(z). z*F(x). x’F(x). z‘F(z). (z+1)'. (z+1)'F(=®)
—7 49 —343 2401 1296
—6 36 —216 1296 625
—5 25 —125 625 256
—4 16 — 64 256 81
—3 9 — 27 81 16
—2 4 — 8 16 I
-1 1 — 1 1 o
E,=
o o o o I
-+ 1 “+ 1 I 16
—+2 4 + 8 16 81
—+3 9 —+ 27 81 256
+4 16 + 64 256 625
+5 25 —+125 625 1296
+6 36 -+216 1296 2401
+7 49 —+343 2401 4096
2=
B+ Z = ppy=
Pour vérifier le calcul des moments on a la formule
E(x+ 1) F(x) = o+ ful+ 6py + 4+ 1.
TasLe III.
Calcul des parameétres et des coefficients.
v L
(A — 460 4 bos
vy — 3b0, 65620, 656202
vy — b2 2b3 — 3b b+
= =| b vi=g? | v3 | vt | v

La vérification du calcul des quantités v, se fait a 'aide de la
formule

Vi =vi+ 4bvs+ 6b2vy + b,
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Enfin, les coefficients 3; et 3, ont les valeurs

33=—.l3— et ﬁs=—“:<v—"—3)-

6a3 24

Une application numérique compléte des méthodes précédentes
sera donnée dans la seconde partie de ce travail ().

Toutes les fois qu'une quantité est déduite d'une série d’obser-
vations, il est dans I'usage que te calculateur donne, en méme temps
que le résultat, 'erreur moyenne a craindre sur sa valeur. Sans
entrer dans les détails du calcul, nous donnerons ici les formules
permettant de calculer les erreurs moyennes des différents para-
meétres définis dans ce qui précéde. En désignant par :

n le nombre d’éléments;

M leur valeur moyenne;

o la dispersion;

S = 38, le coefficient d’obliquité;

E =38, l'exces;

¢(x) = 'erreur moyenne a craindre sur la quantité z, on a

a(M):—“- e(o)= :

Vn Van
3,75 1,9365
s(s>=‘/—;7— = ;’_‘ )

e(E) =\/(_)_,3—7__5 _ 0,612
n Vn

Fonction de fréquence du type B. — On peut affirmer que,
dans les discussions de statistique hétérograde, la fonction de fré-
quence se présentera le plus souvent sous la forme A. Cependant
certains cas interviennent ou cette expression de la loi des proba-
bilités se trouve en défaut. Sa déduction, en effet, est basée prin-
cipalement sur 'hypothése que la quantité w doit étre trés petite,
de sorte que la valeur de chacune des quantités X,(w) est trés
voisine de 'unité.

’

Or, si 'on considére la somme

Xn(w) =€[/n(0) + fr(s) 20+ fr(2e) €204 ..
+ fa(—e) e—wiyp fr(—ae) el ]

(') Voir pages g9-102.
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on se rend compte que, méme pour des valeurs quelconques de w,
la somme des coefficients de X, peut étre trés voisine de I'unité.
11 suffit, en effet, que

efn(0) =1-+7

7 étant une quantité trés petite et que les valeurs f,, (), fn(—¢),....
Jn(ne) soient trés peu différentes de zéro. 1l est évident que dans
ce cas le raisonnement que I’on vient de faire n’est plus valable et
que, par conséquent, la courbe de fréquence du type A ne peut
plus servir. La loi des erreurs prend alors une autre forme, la
forme B, que 'on va établir.

Envisagée sous sa forme générale, la discussion analytique de la
fonction de répartition du type B présente quelques difficultés.
En particulier la question de convergence devient ici plus com-
pliquée que dans le cas précédent. Aussi laisserons-nous de coté
Pétude générale de la fonction de ce type pour en examiner, et
d’une fagon aussi succincte que possible, un cas spécial seulement,
ce qui nous permettra néanmoins de distinguer nettement les pro-
priétés caractéristiques de chacune des deux fonctions A et B.

En adoptant la définition déja connue de 'erreur accidentelle,
ce cas spécial du probléme concernant la fonction B peut s’énoncer:
Chacune des n causes d’erreurs ¢lémentaires ne peut engendrer
que deux erreurs : erreur zéro de probabilité p, trés voisine de
Punité, et 'erreur ¢ de probabilité ¢, trés voisine de zéro. 11 s’agit
de trouver expression de probabilité pour que 'erreur accidentelle
soit égale & me, m étant un nombre entier.

Silon remarque que p,—+ g, =1, d’aprés un théoréme connu
la probabilit¢ de 'erreur cherchée sera exprimée par la valeur du
coefficient du terme en e dans le développement du produit
3 i
P(w) = (pnat gn e507) = e})_alol’(l’n-*'lnt'“' v’

ce que I'on peut écrire

P(w)= ei‘f lo‘[p"(l_’- %% '“i)] = 32‘:: oepn +>::‘°‘(H Z—: « ')

Et si 'on observe que p, > ¢,

N n n’?_': wi b ) 9 etwin. ..
P(w): ezl,logp +21‘ Pnc 211,(””) etwig
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Mais
Pn=1—¢(n,
de sorte que, d’une part, on a
2 3
logpn=— [q,.-i— q—z”+ 13'1 -i-j,.,.]
et d’autre part
an In

= ——— = +qgr4....
Pn i—qn In+ qn

Donc, en négligeant les termes d’ordre supérieur au premier,
on a
) ]
B S PR, e
P(w)=e¢e ; 1 .
D’aprés le théoréme déja cité de 1a théorie des fonctions, on
déduit successivement pour la probabilité de l'erreur acci-
dentelle me, 'expression

L + T
B= _f P(w)e—mewi du
anJ_ .

ou

(2]
27

" n n
I +T _2,,,.+2q,cosew+i(2q"nnaw—mam)
B = —f e 1 1
-7

ou encore

B:

Al=

ke ﬁ
T 317+ gncoscw " .
f e 1 1 cos Zq,,smem—mem dw,
[
1

Pour abréger I’écriture nous poserons

2q,,= A.
1

Si, en plus, on prend e =1, I'expression précédente peut étre
mise sous la forme

A T
$(z) = f;—f ercos® cos (A sinw — zw) dw
o

$(3) qui est une fonction entiére et transcendante des variables z
et ), nous donne une valeur approchée de la probabilité cherchée
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dont la valeur exacte cst exprimée par

1 + T

B=— P(w) e—mewidw,
27
-7
Si I'on considére expression §(s) comme une fonction du para-
métre A, elle peut étre développée en une série convergente suivant
les puissances de A. On a, en effet

o A0
W)= o)+ St 1 G

Quant aux valeurs des dérivées partielles, on a

Y L
d—‘% =< ehcos® cog (A sinw — zw) dw
0. T Jo

c-)\
f [ereos® cosw cos(Asinw —zw)

— eheos® sinw (Asinw — zw)] dew

ou

A A i

g%: e;f ereos® cos (A sinw — zw) dw
) ™ J,

T
%;L eheos® cos[A sinw — (2 —1)w]dw =—4(5) + (3 —1).

De méme, on trouve
S (e —ab(z =)+ 4z —2),

Or, si 'on remarque que

w .
1 SINZT
$o(3) =—f coszw dw =
= o

zm
et que

sinzn
(z2—r)™

wn(s—r) =1 [Teos(s —rywdu ==y

le développement en série de la fonction ¢ (z), suivant les puis-
sances croissantes de ), devient

¢<z)=e-xs‘““[l~ AN ._]

T z 1'(z—1) 2! (53— 2)
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Il en résulte que la fonction ¥(z) reste finie pour toute valeur
finie de A ou de z. En effet, si’on donne a A une valeur finie

.. . 1
quelconque, pour des valeurs non entiéres de s les fractions -,
1 1
’

Z2—1 3—2
séquent, s1 ’'on pose

. 1 A A2
o(3)=sinxz [; ~GE=n -+ 2!(3_2)—-1-...]

» «+ » restent finies et s’annulent pour z = co. Par con-

de telle sorte que .
$(3)=T9(2)

on aura
sinmz A|]2inns A2||sinmz
le(2)] < z Tl 7= 2|z —2
et a fortiori
1 A 1 A2 1
I?(3)|<‘;‘+|F —z—ll+ Y] ——3_2 ..

Si, en outre, on désigne par u la valeur maxima des fractions
l 1 ‘ I
< |?

3

3 —1
e <u(1+| 7|+

1
zZ2—2

2L,

2!

) y c ey

on aura

c’est-a-dire
le(z) | <per

Ou en conclut que 9(z) reste fini pour toutes les valeurs non
entiéres de z, par conséquent la fonction

e—h
Y(2)= —9(3)
également.
Pour des valeurs entiéres et négatives de z la fonction ¢ (z)
s’annule, car tous les termes de la série sont égaux a zéro.
Enfin, pour des valeurs entiéres et positives de z, soit par
exemple z = k, tous les termes

A sinmk
n'k—n

si k% n, deviennent égaux a zéro. Il ne reste donc qu’a consi-



— 32 —
dérer le terme pour lequel &£ = n. Or, on a d'une part

sintk =(—1)rsian(k —n)

d’autre part
. sinm(k—n)
iy s
par conséquent
Y A
o

YR == E
donc une quantité finie.

La fonction % dont on vient d’examiner les principales propriétés
joue, pour les fréquences du type B, un role équivalent a celui
de ¢(x) dans le cas de la fonction A. M. Charlier a, en effet,
montré (') qu'une fonction arbitraire F(x), définie pour toutes
les valeurs réelles de la variable z, et s’annulant pour === o,
pouvait étre représentée par une série de la forme

F(z)=Bod(z)+ BiAd(x) + B A2 (x) +.. .,
B,, B\, By, ... sont des coefficients indépendants de x et Ay(z),

Az2d(z), ... les différences saccessives de la fonction ¢ (), définie
par 'une des deux expressions :

Y(z) = e sintz ['1 A + 22 -
)= T |z 1l(x—1) allxz—2)
ou
.Y K .
q;(x):.‘i’_— f edweos(Asinw — zw) dw.
v Jy

La série de F(z) représente I'expression générale d’une courbe
de fréquence du type B. Quant aux coefficients By, B,. By ...\,
nous nous dispenserons de donner ici les détails de leur calcul
long et fastidieux (*), ce qui d'ailleurs, pour la suite, n’aura
aucune importance. En introduisant les moments de différents
ordres définis par

+ @
o= X a"F(x)

(') Medd., n° 21.
() Medd., n* 37, p. 23-35.
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les coefficients By, By, B,, ... deviennent

BO:’ F"Oi
By =)‘P‘IO'_ }"’h

By= = [Muh— (2h + 1) py +

B,= §'_, [A%ph — (3A2— 3N+ 2) s + 3(A + 1)y — pi),

Dans les applications cependant, faute de tables calculées pour
toutes les valeurs de la variable x, on ne se sert pas de la fonc-
tion ¢(x) telle que 'on vient de la définir. Jusqu’a présent on ne
dispose que des tables calculées pour les valeurs entiéres seule-
ment de z (*). Or dans ce cas, nous 'avons montré, la fonction de
probabilité ¢ () prend la forme
e—M\*

z!

Y(z)= .

Le paramétre X peut étre choisi de fagon a annuler le coeffi-
cient By, sa valeur, dans ce cas, coincide avec la moyenne des z.
D’une maniére générale, si la fonction 4 (x) contient n paramétres
arbitraires, on pourra s’en servir utilement pour augmenter la
convergence de la série générale en faisant disparaitre un certain
nombre de coefficients.

.Ainsi, en choisissant convenablement les paramétres A, ¢ et w,
une courbe de fréquence du type B peut étre représentée approxi-
mativement par I'équation

F(z)= Bo\pl(’;”).

En d’autres termes, on a choisi les quantités A, w et ¢ de fagon
a annuler les coefficients By, B, B;. Pour cela il faut qu’en
posant

Wovh= ih
Pon ait
vi—ec = wl,
vh—2cV)+ 2= w2 (A2+ 1),
v — 3evh+ 3ty — 3= w3 (AN + 3N+ %),
(') BorTkEwiTCH, Das Gesetz der kleinen Zahlen. — CHARLIER, Medd.

2¢ série, n°* 4.

MICHKOVITCH. 3
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ou, en introduisant les moments autour de la moyenne domt
I’abscisse est b,
b—c=uwl,
Va4 (b —c)?= w(A2+ ),
vi+3vs(b—c)+ (b —c)d=w3(A3+ 3224 %).

De la on déduit les valeurs suivantes pour les paramétres

on a, en outre,

Avec la Table II (p. 17), servant a calculer les moments de
différents ordres, les formules données ci-dessus comportent tout
ce qui est nécessaire pour la construction d’une courbe de fré-
quence B ().

La figure 7 permet de se faire une idée de P'aspect des diffé-
rentes courbes de fréquence du type B suivant les valeurs que I'on
donne au paramétre . On voit que, pour les valeurs croissantes
de A, les courbes tendent a se rapprocher de celles du type A.

Pour terminer ’étude des deux formes de la loi des erreurs
d’observations on peut dire que, sil’on considere les écarts comme
des sommes d’un grand nombre d’erreurs élémentaires, la courbe
de fréquence ne pourra prendre d’autres formes que celle des
types A ou B. [Nous avonslaissé de coté le cas d’une courbe résul-
tant d’'une superposition de plusieurs courbes de ces deux types. ]
Reste a savoir encore, lorsqu’on a a discuter une série d’obser-
vations, laquelle des deux courbes doit-on employer; en d’autres
termes, laquelle des deux courbes représentera mieux les obser-
vations en question. Il n’existe pas de régles bien établies; il y a
méme des cas ot la méme série d’observations peut étre repré-

(') Pour une discussion détaillée de la fonction B voir hedd., 2° série, n° 4,
p. 22-30.
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sentée aussi bien par 'une que par 'autre courbe ('). Néanmoins
le calculateur pourra facilement, connaissant l'aspect des deux

Fig. 7.

.9 10 ¢

courbes types, décider du choix a faire a simple vue des données.
Ainsi, comme nous venons de le voir, les courbes de probabilité
du type A ressemblent beaucoup a la « courbe en cloche » définie
parla loi de Gauss. Quant aux courbes du type B. on les emploie
surtout dans le cas ou les séries d’observations s’arrétent brus-
quement pour une valeur de la quantité observée.

Dans la troisiéme Partie de ce travail on trouvera des exemples
numériques avec tous les détails, ainsi que la construction des
courbes ¢t leur comparaison avec les observations.

Théorie des Corrélations. — Dans ce qui précéde il n’a été
question que des séries d’observations portant sur une seule pro-
priété des données. Le probléme a résoudre consistait a trouver

(') Medd., 2* série, n° 4, p. 15, Exemple 1.
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la fonction ou la courbe de fréquence, d'une variable, relative a
la répartition du caractére considéré. Un nouveau probléme se
pose lorsqu’on veut étudier simultanément deux séries d’obser-
vations différentes, ou deux propriétés d'une méme série statis-
tique. En particulier, lorsqu’on se propose de rechercher s’il
existe, entre les éléments des deux catégories, une certaine cor-
respondance ou, mieux, une corrélation. Ainsi, par exemple, au
point de vue statistique, le rendement annuel des récoltes et la quan-
tité¢ de pluie tombée sont des quantités liées par une corrélation.

Le probléme des corrélations présente plusieurs cas, suivant
que les variables sont de nombres entiers ou de quantités suscep-
tibles d’une variation continue, indépendantes entre elles ou liées
par des relations connues.

On appellera f(z,, z,, ..., x,) la fonction de corrélation des
variables z, z,, ..., z, si

S(31, 29, ..., 3n)d3y, d2s, ..., d3z,

exprime la probabilité pour que 'on ait simultanément
I 1 1 1
z.—zdz,<x,<:.l+;dz|, z,—;dz,<:r,<z,+;dz,, ceey

Zp — —; dz, < xp< 3p+ 1) dzp,
ou
xy = 2y, Zy = 3, cee, Zpn= Zn,
suivant que les quantités x varient d’'une maniére continue, ou
seulement par des valeurs entiéres.

Sous sa forme la plus générale, la solution du probléme des
corrélations se trouve résumée dans le théoréme suivant :

Etant données n variables x,, x,, .... , avec leurs fonctions
de fréquence appartenant au type A, et m(<n) fonctions
linéaires Ay, Ag, ..., Am de cecs variables, la fonction de corréla-
tion F(z,, 32, ..., 5m), exprimant la probabilité pour que I'on ait
simultanément,

A —idzi <M < 3 —»—%dz,,

z,—;;dz, <)\g <Z,+id‘g,

I I I I R IR |

1 1
aZm— ;d3m<)\m<3m+ ;dzm,
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est définie par
F (31, 22y ..., Zm) =9(21, 32, -+, 3m)
d?kl+k,+...+k.‘
ey Kon dzk1dzks .. dzkm
(kyv+ky+...+km23),

+ Ak, &y,

la fonction auxiliaire $ ayant la forme
?(zh B3y oo ey zn) —_ (]mg‘l'(z.Z,...s,,),

ou W(3,, 33, ..., 3m) désigne une fonction homogéne du second
degré.

Afin de rendre ce théoréme plus accessible au point de vue
de son utilité pratique, nous allons traiter ici le probléme d’une
fonction de corrélation a deux variables que lon peut ainsi
énoncer :

On donne n variables z,, z,, ..., z, ainsi que leurs fonctions
de fréquence respectives f,(z,), f2(Z2), - .., fa(2r), appartenant au
type A; on a, en outre, deux fonctions linéaires i \(z,, %2, ..., Zn)
et iy(xy, 3, ..., £,). On demande de trouver I'expression de la
fonction de corrélation de ces deux fonctions, en d’autres termes
nous cherchons la probabilité F(z,, 3,)d3,d3; pour que l'on ait
simultanément

Z|—§d31<h1<21+;§d2i et -Zg+‘;'d21<hg<z!+id21.

D’aprés le théoréme précédent, cette fonction de corrélation a
la forme

03¢ ) dio
* 927032 +An 9z} 033 + Aw 9z}

93
F(z1, 2:) =9(31, 32) + AM(E-(; +A e

ou

9(533) = C e“'; [ca (2, —=5,)+2¢,,(3,— b)) (3,—b,) +Cp3 (2,—5,)?] .

Il nous reste donc a évaluer les coefficients dans le dévelop-
pement de la fonction de corrélation F, ainsi que les paramétres
de la fonction auxiliaire . Comme dans le cas d’'une variable,
nous nous servirons pour cela de la méthode des moments.
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Auparavant, nous rappelons que ’on suppose

—+ a0
[fF(z., 39)dzydz; =1
—
de sorte que
~+oc
ff?(zn 2y) dz,dz, =
—OC

Nous désignerons, en outre, les moments par rapport a I'origine
de la fonction F(3,, 3,) par

o
Vig = [fziz‘,?(ln 39)d3d3,,

et ceux pris par rapport aux moyennes M, et M, par

4o
ey = ff(z, — M) (33— My)sF(2,, 35) dzy dss.

—aC

Pour fixer les valeurs des cinq paramétres by, ba, €20y €115 Co2

de la fonction auxiliaire ¢, nous avons les cinq équations de condi-
tions suivantes:

A=A =Ap=Ay=Ap=o0.

Cela posé, I'intégrale de Laplace nous donne

—— €3 Coa—C2
f+°° 9 (31, %22)dz,=C Ee‘%‘“(%_bz)

— o C20

et, de méme

€0 Coq—C2
/'+ $(31, 33) dzy= C e — 2011 (3,—b),
—o0

2Cy
C20

Puis, intégrée une seconde fois, chacune de ces deux expres-
sions nous donne

f[q;(z,,z,)dz.dz,_ - 2F —_— e,
VcaeCor— €3y
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d’ou
| G S ——
C=—y/caocoa— c}
27 “ 20Co02 119
ou encore, si 'on désigne csoco2 — ¢}, = A,

c=V3.

27

Ainsi donc, connaissant ¢y, Co2 €t €4y, On pourra calculer la
quantité C.
Pour évaluer les parameétres b,, b,, on a, par définition

+® 4+
v’,oszz,F(z,, 39)dz dzy= [fz,q(z;,z,)dz,dz,
pa—".1 .—oo
-+ -+ o0
=f z‘dz,f ¢ (31,32)d3s
— —o0

A
S J Ty Py 3
1 1
=G ?_r/ Zre 20 dzy,
Coa s/ —0

Or, le second membre peut s’écrire

S A
—+ o . _b 2
C Z_"[f (21— by)e 20, T 4
02 —_—

A
“+o —b,)3
+61f e ’cnz(Zl ‘) dzl]
—o

de 13, en tenant compte de la valeur de C,

Vie=GC ;b,\/;"_”"—; b, VA 2mVon _
o Co2 an  Aces

Mais, comme ¢'yy est la moyenne des z,, que nous avions déja
appelée M,, . De méme on trouvera facilement
que by = M,.

En introduisant les valeurs trouvées pour b, et b, dans l’expres-
sion de (34, 33) on obtient, aprés avoir posé

x = 3, — M, et y=%—M,

1
\/K —';(czoz,""'?cnxy +Coa¥?)

vz, y)= ;¢ .

Pour ce qui suivra, il y a avantage a désigner les moments de la
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fonction @(z, y) par
+o

l,.,:f [.r'_y‘q;(x,y)dxdy.
—a0

De ce qui précéde, on conclut que
)‘00=+ 1 et )\o, =)\|o= o.

Quant aux moments d’ordre supérieur, on les obtient facilement
a Paide de la formule connue

+w _lazr 135..(n—1) /im
xne 2 =—— .
—® a a

En effet, pour les trois premiers moments du second ordre, on
trouve :

-~ va Y — ey T+ 20, TY +Cpy¥?)
),o=ffx’?(x,y)dxdy= e [fx’e 2 W g dy.
— —cc

L’exposant, sous le signe somme, peut s’écrire

C30Co2— c? )

I
+—(Cpy + ¢, x)?
C2 X+ 2C11 Ty + Coa Y2 = Co Coz

de sorte que l'on a

1 Co2€30—C3 4 z

—+ +® e (€Y +C
Ago= ——-f rte 2 Coy dzf e 2¢ (.,y ".1,-)

— 0

En intégrant une premiére fois, on obtient, apTés avoir effectué
le changement de variables

Co2 )y +Cn&

Vem O

+oo ._.l L
vom B/ [ e,
cl)!a——-ao

De la, enfin, en appliquant la formule citée précédemment

N = V{S 21' Cog 2R Cor Co2
0 o Cor A A A
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De méme, on peut démontrer que I'on a

on=%3-

Quant a A,,, on a

VA R —i(c 2+ 26, Pp+C ’)
l"= ;;c—ffxye 2\ " el dxdy

—®
__(eny+eux)

X + __jczocn_“’c'a +00
= ‘/—A- zzdzf ye 2Cey dy.

xe 2 Cae
o J_ o o

Par le changement de variables déja indiqué, on trouve, aprés
avoir intégré une premiére fois

A

Vacuys [+ —- = VAciiVarey AT Coz Cy4
M= — xte 264 dr=—-— - =——
2% /o3, J 2T ‘/003 A A A

Une fois connus, les moments de différents ordres de la fonc-
tion ¢ (z, y), on en déduira trés aisément successivement ceux de
la fonction de corrélation F(z,, z,). Il suffit, en effet, de multi-
plier I'expression de F(z,, 5,) par 2%, y? et zy, etl'on a

Vao = hsgq, o2 = hoa et Vit = Ay
Il en résulte immédiatement que

2 I
VeoVora— Vi = K'

Quant aux paramétres mémes, on a
Ca9= Vo2 4, Coz = V204, C1y=—vy1A

Connaissant les valeurs des paramétres en fonction des moments,
on déduit, pour les dispersions de z, et z,.

c
2 Z02 __
1= T V10
Cao
G.}:K == Vos.

Définition du coefficient de corrélation. — En résumé de ce
qui précéde, voici ce que nous pouvons dire. Lorsqu’on considére
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deux variables indépendantes x et y, leurs fonctions de fré-

quence f,(x), f2(y) étant du type A, les probabilités pour que

Pon ait
x—;-dx<z<x+%dx et y;—;dy<}’<)’+id)’
sont définies respectivement par

filz)dz et fuly)dy,

ou
Si(z) =91 (z)+ Aol (z)+ AoV (&)+...,
So(0) =92(0) + AS9s () + AL (¥) +....
et
= X
‘Pi(z)=°_1 27:8 4 Pa(y) = 0_2\/2—;_3 203

Les deux variables z et y étant supposées indépendantes ’'une de
Pautre, le théoréme des probabilités composées nous apprend que
la probabilité, pour que Pon ait simultanément

x—édx<z<x+édx et y—édy<y<y+idy,

est exprimée par
fi(z) fo(y)dzdy.

En limitant les fonctions de fréquence a leur premier terme, cette
probabilité peut s’écrire
‘ZJ y1

1 — i
e 20} 203 dzdy.

(a) ?l(x)?z(y)dxdyzzzcxci

Au contraire, si les deux variables x et y ne sont pas indépen-
dantes, Bravais a montré (') que la probabilité en question était
fournie par la formule

1 _;<£’_2rﬂ+?ﬁ)
(b) 9o(z, y)dz dy = mc 2 (1—r¥)\o2 0,6, o3 dx dy.

ou
€11

r=—

\/ C20Co2

(') Mémoires presentes par divers savants a I’ Academie royale des Sciences,
p- 268.
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De la comparaison des deux formules (a) et (b), on voit que la
premiére se déduit de la seconde en y posant » =o0; ona, en effet,

dans ce cas
o(z, ¥)=9(z), 9(¥)-

C'est pour cette raison que I'on a choisi la quantité 7 comme une
mesure de dépendance ou de corrélation entre les séries des valeurs-
de z et de y, et on I'a appelée coefficient de corrélation.

Ses propriétés fondamentales se déduisent facilement d’une pro-
position démontrée par Poisson. Soient, en effet, £, 7, deux valeurs
quelconques de x et y. De ce qui précéde il résulte

—+ac —+
v},=ffxyF(x,y)d$dyJ[[EﬂF(E, n)dE drn,
—c0 —o

=f]7fIrEnF(x,y) F (&, n)dx dy dt dy

Pon a de méme

v,ovuzt/‘jwjvfx’n’F(z,)')F(E, v )dr dy dt dy
=_[f+7fe’y*F<w,y)F<s, %) dz dy di dn,
—0

On en déduit, d’abord
—+ o
v:ov«n*\'.’.=ffff(x’n’—wy5n)F(ar,y)F(E,'n)dzd)'dédn,

“+ o
wovm—vi= [ [ [ [y —aym)Fa, ) Fe ) dody d dn,
puis
+o
n«v,.v,,—v,a):ff[f(zn—m*F(x,y)m, n) da dy d§ dn.

Nous voyons par conséquent, que

Vaovor — Vil 20.
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En d’autres termes, comme on a

Vit
r=-—

\/“10 Yoa

il en résulte que
|r|=1,

“ . x
Lorsque vgovoe =vi, r=1 et zr,—Ey = o, c’est-a-dire > = 'Ea
les deux variables sont proportionnelles et, a chaque valeur de z
prop y q ’
correspond une et une seule valeur de )- et invervsement.
Tout ce que l'on vient de dire sur le coefficient de corrélation

ne s’applique qu’au cas ou la fonction de corrélation F(x, y) se
réduit a son premier terme.

Pour la connaissance compléte de la fonction de corrélation
¥ (x,y) on est obligé de recourir au calcul des coefficients du
troisiéme et quatriéme ordre, au moins. Pour cela, on a a évaluer
les intégrales doubles d’une part de la forme

~+o0

lr,s=ffw’y‘?(z,y)dxdy
i

et d’autre part
d’ﬂ o(z, y)
v,,s_ff ey dx dy.

En laissant de c6té les détails du calcul, nous nous contentons de
donner le tableau des valeurs de ces quantités. On a pour les coeffi-

cients du troisiéme ordre
Azo= A1 = M2= Aoz =0,

V30 Va1 vi2 Vo3
Ay=— =, Ayy=— —» Appg=— —» Aps=— 77+
3 31 = 2! 2!

Et pour les coefficients du quatriéme ordre

1 1
Qo= 323, = 3¢, A, = z—!(vw—:io‘?) = F(v‘o— 3vioh
)\:n= 3)\20)\u=3°':|‘°"r. Ay = %(Vu— 3"°’§ G3) = %(Vn—%‘:ovu)v
M2 = 0}al(1+ 2r), Agy= %[v,,—c%s§(1+2r’)]

= —|vaa— Vag¥or — 2v},),

2N
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] 1
A3 = 3%re2hy= 30,037, A= ?’(Vn—3"°|°’§) = 37 (viz— 3voavi1)
1

_AJT(VN_%;) = 71 (e 333

ros = 30}, =30}, Ap =

Pour terminer cet exposé purement théorique de la Théorie des
corrélations, il sera de toute utilité d’ajouter quelques considéra-
tions pratiques relatives a son importance et son application dans
les recherches statistiques.

Sans revenir sur les raisons pour lesquelles le coeflicient de cor-
rélation fut adopté comme mesure de parenté de deux groupes
d’observations, nous ferons ressortir plutot sa signification pratquuG,
ainsi que les conclusions que sa connaissance nous permet de tirer.

Il s’agit d’abord de bien définir la nature de la dépendance entre
les ¢léments de deux série que le coeflicient de corrélations nous
révéle. Nous ne saurons que trop insister sur la différence que l'on
doit faire entre les correspondances fonctionnelle et statistique. La
premiére permet d’exprimer, par une formule mathématique, laloi
reliant les éléments mémes de deux phénoménes. Ce n’est pas ce
genre de correspondance que la notion du coefficient de corréla-
uon nous permet d’é¢tablir. La corrélation statistique implique
non pas une coordination entre les données mémes (exception
faite du cas » = 1), mais une parenté, plus ou moins intime, des
erreurs ¢lémentaires dans les deux ensembles d’observations. Ainsi,
ayant deux séries de données, nous constaterons qu’a une valeur
déterminée du caractére considéré dans la premiére correspondent
plusieurs valeurs différentes dans la seconde série. Mais ce que
nous recherchons c’est de savoir si, et dans quelle mesure, a un
élément de la premicre série se trouve coordonnée une répartition
déterminée des éléments de la scconde. Comme mesure du degré
de cette correspondance on a choisi, comme nous 'avons dit, le
coefficient de corrélation.

r = o signilie 'absence de toute corrélation statistique entre les
deux phénomeénes, mais non forcément aussi celle d’une corréla-
tion fonctionnelle.

La corrélation statistique devient fonctionnelle pour r = 1; dans
ce cas les données sont liées entre elles par une relation linéaire.
Entre ces deux valeurs limites. le coefficient de corrélation, au
point de vue statistique, n’a de 'importance que si r > o, 50.
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En ce qui concerne les détails pour le calcul numérique de r on
se reportera a la troisi¢éme partie de ce travail. Ici nous ne donne-
rons qu’un résumé de formules, avec quelques indications générales
nécessai:;‘es pour ce calcul.

Etant données deux séries de données statistiques z et y, on
commencera par le calcul des paramétres b,, 7,, b., et 75 caracté-
risant chacunes des deux séries et définies par les formules (déja
connues) suivantes :

Tx Tx? =

b =="2-, gl = — ; Y
n n

A l'aide de ces quantités, le coefficient de corrélation est donné

par la formule
r= 22X g,

LN

L’erreur moyenne € (r) a craindre est donnée par

e(r)= L:_L,.
vn
Connaissant r nous pouvons aisément résoudre le probléme sui-
vant, trés important pour I’étude des corrélations. Etant donné un
nombre x ()-) de la premiére série, trouver la valeur la plus pro-
bable 7 (§) du nombre correspondant de la deuxiéme série. On
démontre que I'on a

n—My= rg_:(.r_- M.),

et
-2
E—My=r c—:'(}' - M)‘),

M. et M, étant les valeurs moyennes des deux séries,
Les droites définies par ces deux équations s’appellent droites de
régression et leurs coefficients angulaires coefficient de régression.



DEUXIEME PARTIE.

Equation fondamentale de la statistique stellaire. — Dési-
gnons par e et par E les valeurs caractérisant les intensités, appa-
rente et absolue, d'une certaine propricété supposée variable d’un
astre a 'autre. En général, c’est fonction, d'une part de la dis-
tance r de I'astre a 'observateur, et d’autre part de la quantité E.
Donc

e=e(r, E)

et de méme
E=E(r, e).

Soit ¢(E) la fonction de fréquence de la quantité E, de sorte
que 2(E)dE représente la probabilité pour que E soit compris
1 o .
entre E — -;- dE et E 4+ ‘)—dE. Pour en déduire 'expression de la
fréquence des étoiles d'intensité apparente e, comprise entre
e — é etde + % de, on procédera de la maniére suivante :
Envisageons 'élément de volume wridr découpé par deux
sphéres concentriques, de rayons respectifs r et r + dr, et un
cone d'ouverture w ayant son sommet au centre de la sphére. En
désignant par D(r) la densité, c'est-a-dire le nombre d'étoiles
par unité¢ de volume,

wrtD(r)dr

est le nombre d’étoiles contenues dans I’élément de volume consi-
déré, et
wrtD(r)¢(E)dE dr

d’entre elles ont la propriété E comprise entre les limités E = idE

Or
oE JE
dE = Je de + ar dr
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qui se réduit a
JE

dE=—d;de

puisque r est constant pour l’élément de volume considéré; le

LT . . 5 . 1
nombre d’¢toiles situées a une distance r == - dr, pour lesquellese

est compris entre e o= é de s’exprime par
r’mD(r)cp(E)%de dr.

On en déduit que le nombre total a(e)de d’étoiles contenues
dans le cone considéré est

* JE
a(e)de:wdef r’D(r)?(E)xdr
o
ou

® JE
aJ) a(e)=mf r*D(r)e(E)—dr.
° ode

Cette expression est appelée équation fondamentale de la statis-
tique stellaire.

Sa géncralisation pour un nombre quelconque de variables est
immeédiate. Soient, en effet, E, et E, deux propriétés a étudier.
2(Ey, E;)dE,dE, sera la probabilité pour que ces deux quantités

. . . A .. 1

soient comprises simultanément entre les limites E, o= 5 dE,,
1 \, .

E; = S dE;. Le nombre total, a(ey, ¢,) de,, de, d'¢toiles du cone,

. . . . 1 I
comprises dans les limites respectives e, 5= - dey, ¢, 5= ~de, est

3 .
fourni par

® oE, JE,
= 2D Eq, Ey)=—— —dr.
aten e =u [ 1D(r) g(Ey B G Tar
Connaissant la quantité d’étoiles a la distance r, on a immédia-
tement la distance moyenne w(e) d’'un astre répondant au carac-

o\ 1
tére e ¢ de

o JE Y JE
n(e)=£ rﬂ)(r)@(E)E;dr..( "’D(")‘P(E)'d—e‘d’



ce que I'on peut écrire
; ®© JE
(Ir) ‘“(e)a(e)=wf r’D(r)p(E);;dr.
1]

Comme application de ces formules, nous allons déduire les
expressions permettant d’évaluer le nombre total et la distance
moyenne des astres :

1° de grandeur apparente m;

2° de mouvement propre apparent p.

1° Soient E =11 et e = & les éclats, absolu et apparent, d'un
astre situé a la distance . On a

H=hr’,
o8 _oH _
o¢e —oh

La substitution dans les formules (I) et (II) donne
a(h)=w /‘m r*D(r)e(hrt)dr,

v O
=(h)a(h) =m‘/‘go rsD(r)o(hrt)dr.

Si on veut introduire, a la place des éclats H, &, les grandeurs
correspondantes M et m, il suffira de tenir compte des relations

logH =—o0,4M et logh =—o0,4m.
En portant ces valeurs dans I'équation

logH = logh + 2logr,
on trouve
M=m—5logr

la constante arbitraire ayant été choisie de maniére a avoirM =m
pour r =1.

Ainsi, les formules cherchées pour le nombre d’étoile de gran-
deur m et leur distance moyenne deviennent

x
a(m):mf rtD(r) eo(m — 5 logr)dr,
o

1':(m)a(m)=uu~/.3C r3D(r)eo(m — 5logr)dr.

o
MICHKOVITCH. 4
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11 est avanlageux pour ce qui suit de transformer un peu ces

expressions.
Posons

r=e"b, ou b = 0,2 log nati10 = 0,j6052;
il vient

00
a(m)=wf be3byD(e=bY) pol m + y) dy,
-_—aC
+
n(m)a(m):mf betyD(etv)go(m + y)dy,
-—a0

que I'on peut écrire aussi

oo
a(m) =f Ao(¥) po(m+y)dy,

+o
-n(m)a(m):f e=b7Ay(y) 9o(m + y ) dy,
— a0

si 'on pose
Aj(y)=wbD(ePy)e 3.

2° On aura, de méme, pour le nombre total a(p)dp etla distance
moyenne =(p) des astres de mouvements propres absolu (E = P)
et apparent (e = p) en tenant compte de P=pr

=<}
a(p):w[ r3D(r)e,(pr)dr,
Jo
o0
n(p)a(p):mf r*D(r)e,(pr)dr.
o

Afin de rendre les formules plus homogenes, introduisons les
logarithmes a la place des nombres. Soient, en effet
P = et et p = ez
de sort? que o, (Z) = 9,(5+ lognatr). En posant r=eP, les
expressions fournissant le nombre et la distance moyenne des

astres de mouvement apparent p = gdp deviennent

+ o
az)= [T A Gz e de,
—

+
ﬂ(z)au)=f etA(p)9i(z+ p)dp,
—a

ot
A(p)=me3rD(er).
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De ce qui précéde, il resulte que, pour étudier une propriété z
par les méthodes de statistique stellaire, on est conduit a chercher
la solution de deux équations de la forme

—+ o

a(x) —.:f A(p) ®(x + p) dp,
+ o

b(z) .—_f epA(p) ®(z + p) dp.

A l'aide de ces équations on peut, des quatre fonctions a(z),
b(z), A(p) et ®(x + 3), en déterminer deux, si 'on connait les
deux autres. Schwarzschild a résolu (') les deux problémes
suivants :

1° Connaissant les fonctions a(x) et ®(x —+¢), déduire A(p)
de la premiére;

2° Connaissant les fonctions a(z) el &b(zx), définir A(p) et
D(x + ).

Les solutions sont basees sur le théoréme de I'intégrale de
Fourier que I'on peut énoncer ainsi :

f(x) =‘/‘aC [A(w)coswz + B(w)sinwz] dw
°
ou

A(w)= éI—+”f(x)coswzdz,
B(w) = 71_ f+mf(z)sinwxdx.

Sil'on pose
A(w)— IB(w)

S - =?(m))
Al B
_._w)_i;_t_(_w_) =pi—u),

Pintégrale de Fourier prendra la forme

~+ ©
f(x)-:fw p(w) e~iox du, o(w) = ilEf: f(z) etw= dzx,

Charlier appelle ¢ (w) la fonction de Fourier conjuguée de f(z) et

(') A N., t. 185, p. 81-88.
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la désigne par f~'(w). En adoptant sa notation, ce théoréme peut
s’écrire (4 un facteur constant prés)

+o

f"(m)=7;.=ﬂfw f(z)exwi dz,

s@ = [T et o
27N J—a0

Revenons maintenant aux problémes traités par Schwarzschild.

1° En intégrant les deux membres de la premiére équation aprés

. . ., I .
les avoir multipliés par ﬁe’“"a’x, on obtient

+
1 “+®
] a(z)exrwidr = _[f\( D(r +0)erwido do
,-—”f_w (2) i 9)P(z+p) p
ce que l'on peut encore écrire

1 -+ .
f a(z) exwi dx

VorJ—w

1 > ; +° ( :
Von f A(p) e—pwi dpf P(z + p) elx+pwi dap,
2T —

—-0C

Comme la deuxiéme intégrale du sccond membre est indépen-
dante de g, on a, d’aprés le théoréme précédent

at(w)= Vor A=1(— w)P-1(w)
et aussi

a1(—w) =27 A1 (w) d-1(— w).
Or, de la seconde équation de I'intégrale de Fourier, on déduit

1 I

~+ o —+
Alz) = _f A-1(w) e-rwidy = _f A-1(— w) ex®i duw,
VamJ—o v

27T AT/ —0

d’ou I'expression cherchée

o +® a-1(w) .
A(z) = ;;Lw i o dw.

2° Multiplions, d¢ méme, les deux membres de I'équation
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I ; o . ,
en b(z) par ﬁe-"“"dx, puis intégrons, on trouve
©

1 +o
[ b(z)erwidx

Vomd—a

+ > k]
f A(p) e pwi+p dpf P(x + p) elz+pwl dy
— 0 -_—C

1

Vaz
1 —+oC —+

= ——_—_-f A(g)e-tlw+ilpdg [ P(z)exwtdr.

“‘21: — @ J—oc

Sil’on admet que la définition de la fonction conjuguée est générali-

sable pour les valeurs imaginaires de I'argument, on déduit de

la derniére équation

b-1(w) = Vor A7 [— (w + 1) D} (w)
ou
b1 (—w)=y2rm A (0 — i) Pl (— o).

De sorte qu’en divisant ’équation correspondante du probléme

précédent par celle-ci, on trouve

A1 (w) a1 (— w)

A (w—12) bl(—w)

Enfin, si I’on pose
w=yi

on en déduit, en introduisant deux fonctions auxiliaires p(y)
et ¢ (y) définies a I'aide des expressions

. a~i(—yi)
ery) = A 1(yt), edly) = 5"—(——:};5,

py)—ply—i)=q()-
Connaissant p(y), on déterminera A~'(yi), par conséquent,
aussi A(x); puis, au moyen de

1 al(w)

P = I ey

on aura ®—'(w) et, enfin, a I'aide de U'intégrale de Fourier, ®(x).

En résumé, on voit que le probleme fondamental de la statis-
tique stellaire, relauf a unce propriété x, donne licu a deux équa-
tions intégrales de la forme de a(z) et 6(r). La premiére fournit
le nombre, la seconde la distance moyenne des astres ayant cette
propriété a un degré 1 d'intensité. Ces équations comportent
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quatre fonctions : a(x), b(x), ®x + 3) ct A(p), dont on détermi-
nera deux si I'on connait les deux autres, comme on vient de le
montrer. Par conséquent, si I'on pouvait admettre comme connus
le nombre et la distance moyenne des étoiles, par exemple, d'une
certaine grandeurz, on endéduiraitleurfonction de fréquence @ (z)
et la densité A. En réalité, nos connaissances relatives a ces fone-
tions, quelle que soit la propriété r. sont fort incompletes
et incertaines, D (r), en particulier, est tout a fait inconnu.

Au point de vue statistique, néanmoins, «(.r) peut étre con-
sidéré comme assez bien connu. Pour avoir une deuxiéme connue
du probléme, on a trouvé préférable d’adopter. a la place de b(x),
pour la fonction ®( r) une forme hypothétique vraisemblable dont
la légitimité pourra étre vérifiée a posteriori en comparant les
résultats déduits avec les observations.

Comme application de ces procédés, nous allons étudier deux
problémes en particulier, le probleme des grandeurs stellaires et
celui de leurs mouvements propres.

E'quat[on Jondamentale dans Uétude des grandeurs. —
I. Examinons d’abord les hypothéses les plus simples qui con-
sistent a admettre : 1° Que le nombre d'étoiles par unité de volume

est le méme pour tout le ciel; 2° qu’elles ont toutes la méme inten-
sité absolue.

En d’autres termes on suppose
D(r) = const., H = hr?= const.

En prenant les dérivées logarithmiques des deux membres, la
deuxiéme équation donne
dh g
dh 8 _o  don  dr=—T_dh.
h r ’ 2
Or, d’aprés ce qui précéde, I'élément de volume situé a la dis-
tance r contient
D(rywrtdr
astres, dont

a(h)d(h)=— %wD(r)H dh

>
LT P

ont I'éclat apparent A = %dk. Par conséquent, on aura, pour le
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nombre total A (&) d’astres d’éclat apparent plus grand que A

h ‘ s ks ‘ H\?
A(h)=f a(h)dh:—-wD(r)H’f A ’dh:—c.»D(r)(—)
o 2 . 3 h
Pour deux éclats quelconques %, et k,, on a

3 3
A(hy): A(hy) = hY:RY.

En passant des éclats aux grandeurs, au moyen de la formule

h
logh_: =—0,4(my— m,),
il vient
A(my) 1 A(my) = 10%8(my—m,),
Pour m, — m, =1, on retrouve la relation bien connue

A(m): A(m—1)=10%=3,98(=)4 (1),

c’est-a-dire, pendant que la grandeur apparente croit en pro-
gression arithmétique suivant les entiers, le nombre d’astres cor-
respondants augmente en progression géométrique de raison 4.

Il reste a calculer le nombre d’étoiles d’une grandeur déter-
minée m. Or, on a

h = GC.10—2%4m = G ¢—0,9210m
dh =—0,9‘“0C e—02:9210m gy
En substituant ces nombres dans la formule de a(k)d (%), on

trouve

3 5 3
- <0,9210m

el
a(m)dm:—::-D(r)ml{;h_ﬂ-dh=o,46050(r)wH;e? dm

=C, els381dm 4,

., L. 1 1
Ceci intégré d’'une part entre les limitee m — setm—- et d’autre
part entre m = — % et m donne respectivement

£38m o A, = Gyety38i5m,

an,=2~Cse

Telles sont les expressions permettant d'évaluer d’une part le

p p P
nombre d’étoiles d’une grandeur apparente donnée m et d’autre
part le nombre total d’astres plus brillants que m.

(') (=) lire: «égale approximativement »e
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Jusqu’a quel point les résultats ainsi obtenus se trouvent confir-
més par les observations, le tableau 1 le montre.

TaBLeAu I

m am Am am: Gm — 1 Am: Am—1
1....... 9 9

2....... 3o 39 3,33 4,33
3.... .. 75 114 2,50 2,92
i...... . 1go 304 2,53 2,67
B....... 630 934 3,32 3,07
6....... 1949 2883 3,10 3,09
Tooo.... 8335 11218 4,27 3,89
8....... 27 241 38 459 3.27 3,43
9....... 165 190 203 649 6,07 5,30

Les écarts que l'on constate entre les nombres observés et
calculés proviennent en partie de I'incertitude dans 'appréciation
des grandeurs stellaires, mais surtout de l'inexactitude des hypo-
théses H = const. et D(7) = const. Rien n’indique a priori qu’il
existe nécessairement une relation entre la grandeur d’une étoile
et sa distance a 'observateur.

Sans insister davantage sur ces considérations, nous citons ’hy-
pothése de Seeliger relative a la forme de la fonction de densité,
définie par

D(ry=yr-s.

Elle donne pour a(m) la valeur

a(m) = Ce'm, v = 0,46054(3 — s).
1I. Reprenons I’équation fondamentale (1) en I’écrivant
oC
a(m):wf rtD(r)o(m—5logr)dr.
o

Elle permet de déterminer I'une des trois fonctions a(m), D(r),
¢(M) en fonctions des deux autres. D(r) est, comme on vient de
le dire, tout a fait inconnu; quant aux deux autres, il semble pos-
sible, en particulier pour a(m), de les définir statistiquement avec
une approximation relativement assez grande. Des travaux récents
de Kapteyn, il resulte que leg fonctions a(m) et % (M), supposées
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de la forme des fonctions du type A, représentent suffisamment
bien les conditions générales de la Voie lactée.

Soient alors
_ (m=myy® _ (MM,

a(m)=ce 2k? et o(M)=Ce 2K?
Si I'on intégre les deux membres de la premiére équation aprés les
avoir multipliés par ——emw'dm, on obtient
2T

_ (m—m,)

1 e c +° .
-—-=f a(m)envidm = a-'(w) = — e 2k emwidm
'\/21! — o0 ‘/21: —20

te _ T
= Mo f e 2Kk?exwidy
27 —cC
1-2
c +oc T
= —_em-wlf e 2Kk'coswzdr
PX —x
w?kl
== Varkie 2
PX
de telle sorte que
w?k?
— “+mywt
a-l'(w)=cke 2 .
On déduira de la méme maniére
w?K? .
— —— +Mwi
d-1(w)=CKe 2 .

Si I'on substitue ces valeurs dans I'expression

I a1 (—w)

Vam O (—w)

A (w) =

?

1l vient
w? .
vy Ltk — T R—K)—w(m— M)
A-1(w) ——-‘/2_‘" CK¢ 2
Enfin, en appliquant la premiére formule de I'intégrale de Fou-
rier, on obtient
[y—Mg—m,)]?

A(y)=GCre  20—KH | g= L I

Var CK VB K
Et Pexpression pour la densité devient

JY—(M—m,)]?

— 3b
D(e=b7)= Cye  20h—K7 7
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Il en résulte immédiatement que le maximum de la densité a lien
pour
¥y =My — my+ 3b6(A*— K2).

Les recherches qui ont conduit Kapteyn aux résultats que 'on résu-
mera ici, mais sur lesquelles on ne peut pas insister plus longue-
ment, se trouvent exposées dans le A. J. 566.

D’aprés cet astronome, la fonction de fréquence 2,(M) des
grandeurs absolues a la forme

0 (M) = % ¢~0,385(logH—1,400)2,

En adoptant comme unité d’intensité lumineuse celle du Soleil et
en admettant en outre qu’a 'unité de distance (= = 0",1) sa gran-
deur est de 5™, 5, on transformera facilement cette équation en

oy(M) = C, e”0M—0,160,385(2,0—M)?,
La valeur maxima de 'exposant ayant lieu lorsque
26+ 0,32 < 0,385(2—M)=o,

il résulte que la grandeur moyenne des astres a I'unité de distance
est

M(=)g",5.

En identifiant les seconds membres de la fonction 3, (M)de Kapteyn
avec ®(M), présenté sous forme d’une fonction du type A, on
déduit pour le coefficient de dispersion

2= —_— =
K= <o =<o38 = %'
K = a™, 85,
de telle sorte que l'on a
(M—9,5)?

q)o(M) = CC— 2(2y85)3

Ainsi, les deux tiers du nombre total des étoiles auraient leur
grandeur comprise entre

9™,5 —H>™,8 =6",7 et 9™, 5 + 2,8 = 12" 3.

Pour le nombre a (m), Kapteyn et Schwazshild ont trouvé qu’il
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pouvait s’exprimer par
loga(m)=0,596 + 0,5612m — 0,0055 m?.
Le maximum de a (m) aurait donc lieu pour

o0,011m =o0,5612,
c’est-a-dire
m = 51",0.

Autrement dit, le nombre d’étoiles irait en augmentant jusqu’a la
grandeur 51,0 et leur nombre total, d’aprés la méme formule,
serait de 497.10''!

Mise sous la forme d’une fonction de fréquence du type A, 'ex-
pression de a (m) devient

___(m—-5(,o)"
a(m) = ce 2k? k=63 (k*= 39,50).

Connaissant ainsi a (m) et ®, (M) on peut, d’aprés ce qui a été dit
peut, dap q
précédemment, déduire I'expression pour la fonction de densité.

On a trouvé, en effet, que
__[)"‘(Mo""'s)]x
A(y)=Cie 2(F—K

En y substituant les nombres calculés ci-dessus, on a

_ (r+41,5)
A(}/)::Cle 2(5:6)z

Dela, il estfacile de déduire une formule analogue pour la fonction
D(e=%r). Elle aura le méme coefficient de dispersion 5™, 60 etune
valeur moyenne y, de ) définie par

Yo=19,>— 51,0+ 3b(5,60)2=1,83.

Comme on avait posé r—e7%, on aura pour la distance ry a
laquelle correspond la densité maxima,

1
ro= e—%0=0,4306 ou T = = =0",a23.

Les expressions a(m) et ®, (M) de Kapteyn peuvent servir
également pour tirer des conclusions ayant trait aux distances
moyennes des astres. Mais la L)lace nous manque pour développer
davantage cette question.
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I convient cependant d’ajouter ici une remarque. La vraisem-
blance des nombres fournis par les formules précédentes doit
paraitre d’autant plus douteuse que la méthode méme de Kapteyn
présente deux points faibles : I'insuffisance de données statistiques

d’une part, et le fait d’avoir, malgré cela, traite le probléme trés
sommairement d’autre part.

II. Si 'on envisage I'équation fondamentale généralisée il est
possible de démontrer que :

La valeur moyenne de la parallaxe des astres d’une gran-
deur apparente m est égale au produit de la valeur moyenne
de leur mouvement propre par un facteur constant (dans un
méme carré tout au moins). Exprimée sous sa forme mathéma-
tique, la proposition s'écrit

I
My (=)=M, (p)x< m—-)

Soient ¢4 (M) et ¢, (P) les fonctions de fréquence des grandeurs
absolues M et des mouvements absolus projetés sur un plan per-
pendiculaire i la ligne de visée. On admet en outre que la vitesse
absolue est indépendante de la distance r.

Si 'on pose

¥ =wriD(r)e,(M)e,(P),

W dmdrdp exprime, d’aprés la formule généralisée de I'équa-
tion fondamentale, le nombre d’étoiles de grandeur m situées a la
distance r, et de mouvement propre p, contenues dans I’élément
de volume w.

. 1
Pour une certaine grandeur apparente m = — dm, la valeur
-+ 2 )

moyenne de p est

Qo [- <] o > Q0
M,,,(,;,:f f pWdrdp :f S wardp.
o () o o

Or, on suppose que P> projection du mouvement absolu ne dépend
pas de r, par conséquent les doubles intégrations dans le second
membre peuvent étre remplacées par les produits de deux intégra-
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tions simples. On a ainsi
0 -]
M. (p)= f pr’q;l(pr)dp/ wrD(r)p,(M)dr
° o

:f rm(pr)dpfw“’"'D('m(M)dn
(1] (]

d’ou, en posant
a0 oC
M(P)=f pr’?,(pr)dp:f ro(pr)dp,
(] o

M, (p)= M(P)‘/‘:wwr[)(r)q;o(M)dr: /‘;wmp:D(r)?o(M)dr.

Enfin, en introduisant les paraflaxes © = Lr» a la place des dis-

tances, cette expression devient

® )
Mm(P):M(P)f W D?od‘rt:f ‘”D‘Pod"‘y
o (]

ou
M'"(P)= M(P)Mm(ﬁ); C. Q. F. D.

Sans méme connaitre la fonction de fréquence p,(M), il est done
possible de résoudre le probléeme fondamental de la statistique
stellaire en utilisant la valeur moyenne des parallaxes déduite des
mouvements propres.

Reprenons maintenant les formules

~+
atm)= [ 8o(p)2em + ) dy,
— Q0

a0
a(m)Mm(p)=f et Ao (¥ )P0 (m +y ) dy,
Ay(y)=wbD(e-br)e3by=wb D(r)rs.
La relation précédente permet d’écrire
I +x
a(m)Mu(%) = a(m)Mn(p) g = [ e 8()90(m + y)dly,
M(P) —

ou

—“+oc
a(m)M,,,(p):M(P)f e Ao (y)Po(m + y)dy.
— >

Actuellement, les quantités a(m) et M, (p) peuvent étre consi-
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dérées comme assez bien connues, la premiére jusqu'a m = 9%, 5,

la deuxiéme jusqu’a 6™,5. Par conséquent, en vertu de la solution
de Schwarzschild, on en déduira les fonctions A, et o,.

Mais on peut aussi envisager la question un peu différemment.
Supposons que les fonctions a(m) et M,,(p), définies par

Gy a 2k? —Am
k/z—ﬂe s Mun(p)= Kse ,
représentent réellement les observations.

Rien ne s’oppose, pour le moment, a ce que nous admettions

que les expressions encore inconnues de A, et ¢, soient également
de la forme des fonctions du type A; posons alors

a(m)=

¢ _L=my . _—(m—myp
e 207 et go(m+y)= — 203
gy /27 .+ aay/am

Ao(y)=

En substituant dans a(m) et a(m) M,,(p) on déduit, moyennant
la formule bien connue

~+ oo . T — Ll
f e—PT—9Tdx = ‘/ —e b4p,
—x 14

et aprés quelques réductions treés faciles

G _[m_(mi—ml)],
a(m)= —————¢ 2(o3+03)
V27 (o] + o)
m, s3+(my—m,)s} b2 o}l

M,.(p)=M(P)e gi+o? + 2(61-+03),

K

En égalant les seconds membres des deux formes de a(m) et
M.,.(p), on trouve pour les paramétres de A, et Po
ol 4 ol = k? b1 =62

1 2 ’ 6} + o} !

d’ou
0% = Ay A2, o2 =/k2(1—Ay);
me— my = my;
m,c3+mic} ,  0ia}

Ki=M(P)e oital '~ a@+e), C=0C,

ce qui fait connaitre les fonctions de A, et %o, sans méme avoir
besoin de recourir aux solutions des équations intégrales. Il con-
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vient cependant de bien faire remarquer que cette conclusion n’est
légitime que si 'on s’est assuré préalablement que les expressions
a(m) et M, (p) avaient bien la forme des fonctions de fréquence
définies précédemment.

Par conséquent, pour tirer tout le parti des considérations théo-
riques précédentes on doit : 1° vérifier si en effet les formules
_(m—m‘,)2

¢ e 2A? et M, (p)= Kye—2m

Ly

a(m)=

représentent les données d’observations relatives aux grandeurs et
mouvements propres moyens des astres;

2° Si oui, déterminer alors les fonctions de densité D (1) et de
fréquence des grandeurs absolues ©,(M), ce qui permettra de se
faire une idée approchée sur la constitution actuelle de la Voie
lactée.

Avant de passer aux applications numériques nous allons mon-
trer comment on peut calculer effectivement les trois parameétres

N, k, m de la fonction
(m—m,)?
N e—‘ 2K*

k\/2x

a(m)=

On a établi précédemment que le nombre total d’astres plus
brillants que m était donné par

_ (”l_mc)l

A(m)= /ma(r;z)dn1~ N fme 2k*  dm
T Jew kyornJ—w )

En effectuant le changement de variables

m— my=kx

il vient
m—mg
N o
A(m)= — e *dzx.
P I 1 SRV
Si I’on introduit la notation
z?
~r —_—
P(z)=u= Ii_‘/ e ?2dx
VarJo

Pexpression précédente peut s’écrire

A(m)= g[l—P(T%ﬂ)J)
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ou, én POS&D[

me ¢ 1
=Tt FE
P(z—my;:l—-z—éﬁ'-'-l—)u

Si P'on envisage maintenant la fonction inverse de P(z), pour
laquelle Charlier adopte la notation x = Errf(u«)(*), en appli-
quant au cas actuel, la derniére équation donne

x—my:Errflrl—-&lg‘—m]-

Le calcul des paramétres N, &, m, se trouve ainsi réduit a la résolu-
tion d’un systéme de trois équations de cette forme, a savoir
r—my,x—myyexr—nmny;y.

Pour illustrer les hypothéses précédemment admises, de méme
que pour montrer jusqu’'a quel degré les observations confirment
les conclusions tirées de I'équation fondamentale de la statistique
stellaire, on va appliquer, avec M. Charlier, ces procédés a la dis-
cussion des données relatives a certaines parties du ciel.

Au préalable, nous allons donner une esquisse de 'aspect du
ciel tel que M. Charlier I'envisage dans ses recherches de statis-
tique stellaire.

L’Univers sidéral est considéré comme un censemble de corps
remplissant une sphére dont le plan fondamental, ou de référence,
est celui de la Voie lactée. La position est définie a 'aide des coor-
données de son pdle situé par R = 12"40™ = 190° et ® = + 28°
(dans la constellation de I’Aigle).

On peut donc, en choisissant comme origine le nceud ascendant
de ce plan rapporté au plan de I'équateur, définir la position de
chaque astre par la longitude et la latitude galactiques.

Cependant, au point de vue statistique, M. Charlier a préféré
diviser le ciel entier en 48 parties, appelés carrés célestes, toutes
de méme surface (860° carrés), désignées par des letires et des
indices de A, (pole nord galactique) a I, (pole sud galactique).
La figure 8 ci-apres, qui est la projection de IFlamsteed d’une

(') On trouvera une table des valeurs de cette fonction, calculée par Kkesson,
dans ML, II, u°8 , p. 34.
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sphére, facilitera notablement la représentation de cette division.
L’etude du ciel par des procédés statistiques consiste alors a
rassembler, pour chaque carré, le plus grand nombre possible de
renseignements relatifs aux propriétés des astres telles que éclat,
mousvement propre apparent, distance, spectre. Les résultats par-
tiels déduits des discussions de ces groupes de données constituent
les préliminaires pour I'étude générale des propriétés choisies.
Revenons maintenant aux applications des raisonnements
exposés précédemment. Pour cela, on va considérer les données
relatives aux deux carrés célestes C, et C;. Etudions d’abord la
fréquence des grandeurs. Les ¢léments statistiques correspondant
ont été tirés d’une part du Catalogue BD (Tableau), et d’autre part

du Catalogue photographique de la Carte du Ciel (C. d. C.).

m. C,. C,.
I T« o 2
20— 2,00 i [ 1
3,0—3,9.. i, 5 7
FAN R AN « P 8 9
5,0 —=5,0. i 39 37
6,0—6,9.........0.. 117 155
R ey N+ T 331 605
8,0—8,0... 0.t 1473 3391
9,00 ... N 562 1594
[ T S [ 306 854
L S 448 1525
[ T 2 862 2409
[ T 521 2254
[ 1 creann 2625 8429
Variables.............. eenn 1 7
Nébuleuses................. 16 1

S T e 7314 21280

Quant au dénombrement des astres contenus dans la C. d. C.,
comme M. Charlier ne disposait que de 8- clichés pour C; et
61 pour Gy, il a employé l'artifice suivant. A l'aide du matériel
disponible, il a cherché¢ d’abord les nombres moyens pour un
cliché de chacun des deux carrés, et il a trouvé

n = 404,45 pour C; et n = 3915,50 pour C,.

Or, chaque carré a 859,44 carrés de surface; d’autre part, un
MICHKOVITCH. 5
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cliché de la carte photographique couvre 130" >< 130" = 4,6945°
carrés. De sorte que le nombre d’étoiles par degré carré est de
86,155 pour Cq et 834,072 pour C,,
et dans le carré entier on a

74045 astres pour Cy et 716832 pour C,.

Afin de rendre homogéne 'ensemble de données utilisées dans la
discussion, il a fallu d’abord rapporter les grandeurs de BD a une
échelle photométrique plus précise. On a choisi, pour cela,
P’échelle de HD (Harvard Durchmusterung). En plus, pour la
C.d. C.,onadu fixer la grandeur limite. D’aprés les calculs de
M. Charlier cette limite est 13™,8g == o™, 17.

Fig. 8.
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On peut alors aborder les divers problémes dont il a été précé-
demment question.

1° Calcul du nombre d’étoiles de grandeur apparente m. Pour
définir A (m) on sait qu’il faut connaitre trois paramétres, que 'on
déduira a leur tour, au moyen de trois équations en partant des
nombres différents m,, m,, m;. M. Charlier a divisé 'ensemble en
trois groupes comme le montre le tableau suivant :

Ca“a' /—;1;,‘\ - C‘.

logue. m. meoir. A(m). m. Mecorr. A(m).
BD....... [ 5,87 52 5,9 5,64 56
BD..... e e .o 9,2 9,62 3289 9,2 9,29 8180
C.d.C............. 13,89 13,89 74045 13,89 13,89 7168332



A l'aide de ces nombres on commence par déduire, des trois équa-
tions mentionnées, la valeur de N. Par une interpolation gra-
phique, M. Charlier a trouvé, pour G,

N = 630000;
pour G, :

N = 30000000.
. . . I
Connaissant N, on calculera facilement z et y puis, de A = 7 et

my = kz, on déduit les paramétres k et m,, et la fonction A (m)
se trouve déterminée.
Pour les deux carrés en question on a obtenu
Coroverininnnn. N = 630000 k= +3,108 my= 17", 59
Coovoiieene N = 30000000 k=+3,119 my = 20™,07

De la on conclut 'expression de a(m) donnant la fréquence
des étoiles de grandeur apparente m, on a en effet, dans G, :

; __(m—17,59)?
a(m)= __93_03(2_ e 2.(3,108)? .
3,108 /ax
dans C; :
s _(m—10,07)"
a(m)= 0000000 3.(3,119)"
3,119 /27

Si ces formules sont exactes, le nombre d’étoiles ira en augmen-
tant jusqu’a la grandeur 20™,1 pour le carré C, situé dans la Voie
lactée, et jusqu’a 19™,6 pour le carré C;.

Il peut étre intéressant de connaitre et de comparer entre elles les
valeurs des parameétres N, A, m,, correspondantaux différents carrés.
Lies disciples de M. Charlier ont effectué ces calculs pour neuf carrés
dont on trouvera les résultats réunis dans le tableau que voici :

Carré. N. A.

m,. Calculé par
m

Crovvivennnnn 1985000 +3,017 +18,34 Poor.
Covvvnnnnnen 3430000 3,363 19,92 Wicksell.
Cievvvvnnnn. 4885 000 3,175 18,93 Gyllenberg.
Chovevvennnn. 30000000 3,119 20,07 Charlier.
Cseevvvnnnnnn 1950000 2,832 17,51 Stadler.
Ceerveevnnnnn 600000 2,846 16,91 Jung.
(07 S . 630000 3,108 17,59 Charlier.
Cgeevvnnnn 1010000 3,179 18,18 Johnsson.
Cy...... «.... 1350000 +2,705 +16,88 Akesson.

Moyenne. +3,038
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Dans le tableau ci-aprés on a résumé les calculs de A(m) rela-
tifs aux différentes grandeurs pour le carré C, que I'on pourra
comparer aux nombres déduits des observations.

m (BD). m. A(m)cale. A(m)obs.
4,9 4,66 ... .. ..., 12 19
5,9 5yBh e aeaaanenn, 56 . 56
6,9 6,62.. ... 0. 243 211
7,9 2% & T I 100 816
8,9 8,95 .. . it 5500 4307
9,0 9,07 . ittt 6300 5801
9,1 9,16 ... ... ...l 7000 6655
9,2 9,25........ e 8200 8180
9,3 9,490 ... [ 10400 10589

C.d.C. 13,89....cciivuniinn.. 694 000 717000

IV. Distances des astres. — Dans I’état actuel de nos connais-

sances, il n’est guére possible de donner une solution satisfaisante
du probléme des distances stellaires. Théoriquement, il existe
deux procédés permettant de déterminer les distances moyennes
des étoiles de grandeur m.

Le premier, direet, basé sur les distances déduites des observa-
tions, est a abandonner, d'une part a cause de I'inexactitude dans
les mesures mémes, d’autre part a cause du nombre relativement
trés limité des données actuelles.

Le second, basé sur la proposition I, consiste a utiliser les
mouvements propres. Loin d’étre a Pabri de toute critique et de
fournir des résultats concluants, il permet néanmoins de se pro-
curer certains renseignements geénéraux sur la solution du pro-
bléme. Voict le principe de cette méthode :

En admettant que la formule

M, (p) =K, e—hm
représente cffectivement les observations, on pourra utiliser les

mouvements propres connus pour évaluer les paramétres K, et .
D’autre part, on a, d’aprés la proposition 11,

M, (7)= Kyerm,

ou 2 est déja connu. Quant a K;, on pourra se servir des parallaxes
connues pour en avoir une valecur approchée. La méthode présente
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évidemment des inconvénients et donne lieu a certaines objec-
tions sérieuses.

En effet, la valeur moyenne M (P) de la projection des vitesses
linéaires varie d’un carré a 'autre, en partie a cause du mouvement
de translation du systéme solaire, en partie a cause des mouve-
ments stellaires systématiques.

Il en est de méme pour la constante K, fonction de M (P). Par
conséquent, le paramétre ) lui-méme doit éire déterminé séparé-
ment pour chacun des carrés. Et ce n’est qu’alors seulement que
Pon pourra procéder aux déterminations de K; basées sur les
parallaxes connues.

De toute fagon, 1l convient de faire remarquer que ce procédé
ne conduit pas non plus au but que Von s’est proposé d’atteindre.
Il permet néanmoins de se faire une idée approchée sur la struc-
ture du systeme galactique et c'est pourquoi on en rappelle ici
les principaux points.

Si 'on envisage 'expression de M, (p) en 'écrivant

Mn(p) = Kye—hm = Kye—hiom
on aura, pour deux valeurs quclconques m, et m, de m, deux
expressions M,, () et M, (p). On en déduira aisément que

S
= e——— l o _— .
M= o [108Mm,(p) — log Mo, (p)]
Or, on peut admettre que les fonctions de fréquence des compo-
santes du mouvement propre

r =Aacosd et y=A3%

soient du type A, par conséquent de la forme

I a? . »
r)= —¢ 203’ — ———¢ 202’
?(*) Gy ;/21:6 291 ?() Gy zne 29

de telle sorte que l'on peut introduire, a la place de M,, (p) et
M, (p), les moyennesM(x) et M(y) de x respectivement dey, ou
encore mieux, les cocfficients de dispersion correspondants.
L’équation précédente devient dans ce cas

5 ]
= ———Ilog -t
my— My T3
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Voici les valeurs numériques de A, pour douze carrés :

C’ ........ )\1 = +0,56 Cy...... .. Ag= -+0,92

Cg ........ +0,lzi Cg ........ —0,44

Covvennnn ~+0,27 [ O -+0,46

C; ........ —9—0,75 Cgo ........ -+o0, 14

C;. e +0,87 C“ ........ +0,54

[ P —o0,08 Ciaeevnnnnn —o0,12
Moyenne..... X;=+o0,335.

En particulier, pour le carre Cs, M. Charlier a trouvé, a I'aide
de 95 mouvements propres, des astres de grandeur 4,Mo et 5™ 0:

Aveczx..... Ay =—+0,304

Avec y..... Ay = —+o0,230.

Et en utilisant les mouvements propres de Boss des étoiles de gran-
deurs 4™ 0-6™,0, il a déduit X, = + 0,351 (Kapteyn: A= -+0,65).

Aprés avoir ainsi calculé A, on peut revenir a la question des
parallaxes. En introduisant a la place des parallaxes les distances r
mémes, exprimées en siriométres, on a la formule

M,,,(") :—_K,.e)\,bm.

Sur la valeur de K, on ne sait rien de précis. D’habitude on la
suppose constante pour tout le cicl. Si 'on adopte, dans ce cas,
pour la distance d’un astre de 5™ 0 10 sir., la derniére formule

devient
M(r)=1o ehblm—s),

Et la relation cherchée pour les distances prend la forme
logM(r) =1—X;+0,2 A;m.

Pour terminer, il reste encore a définir la fonction de den-
sit¢ D(r). Or, on a

D(r)=D(eb7)= (ﬁ €35y Ao (),

et d’aprés I'expression hypothétique de A, (y) (p. 62).

D, _(J'“ms)z
D(r)= Van 20% m3= my;—+ 3be?,

e
s
9
N  3m,b+=b'c}
= 2 .
Do c.wbc
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Voici les tableaux des distances moyennes correspondant aux
grandeurs de —1™,0 a2 20™M,0 et des densités par sir. cubique
pour le carré C,, calculées avec trois hypothéses pour ) :

M(r) en sir. D(r) par sir. cubique C,.
1 1 2 1 1 2
m. 1,: 3 )\l::;- )Iz 3 psir )lzgc 7\‘= 3 )s‘=§
—1....... 4,0 2,5 1,6 10........ 2355 301 34,4
0....... 4,6 3,2 2,2 50........ 396 107 18,9
1....... T 5,4 4,0 2,9 100........ 58,8 30,1 7,9
2...... 6,3 5,0 4,0 180........ 14,2 11,7 4,2
F: T 7,4 6,3 5,4 200........ 3,7 5,6 2,4
4....... 8,6 7,9 754 230........ 1,4 2,9 1,5
5 ...... 10,0 10,0 10,0 300........ 0,60 1,7 1,03
6....... 11,7 12,6 13,6 350........ 0,27 1,00 0,70
I 13,6 15,8 18,5 400.... ... 0,14 0,64 0,51
8....... 15,8 20,0 ’5,1 450........ 0,06 0,42 0,37
9....... 18,5 25.1 34,1 500........ 0,04 0,28 0,29
10....... 21,5 31,6 46,4 850........ 0,02 0,20 0,23
"....... 25,1 39,8 63,1 600....... . 0,01 0,14 0,18
12....... 29,3 50.1 85,7 650........ 0,11 0,13
13....... 34,1 63,1 117 700........ 0,08 0,11
14....... 39,8 79,4 158 750...... .. 0,06 0,09
15....... 46,4 100 215 800........ 0,04 0,08
16....... 54,1 126 293 830........ 0,04 0,06
17....... 63,1 158 398 900........ 0,03 0,05
18....... 73.6 200 541 930...... .. 0,02 0,04
19....... 85,7 251 736 1000........ 0,02 0,04
20....... 100 316 1000

Le paramétre A, est donc d’une importance prépondérante aussi
bien dans I'étude des distances que dans celle de la densité. Des
nombres de ces tableaux il ressort en outre qu’une incertitude
dans la valeur de A, modific considerablement les résultats relatifs
aux distances et aux densités.

Recherches statistiques sur les mouvements stellaires.

Depuis Pépoque ot Herschel réussit a établir Vexistence du
mouvement de translation du systéme solaire, la connaissance des
déplacements angulaires apparents des astres a permis d’'aborder
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d’intéressants problémes relatifs a la constitution de I'Univers
stellaire.

De nombreux procedés, bases sur divers principes, ont été
imaginés et appliques a la resolution de ces problemes. De I'accord
plus ou moins satisfaisant entre les résultats ainsi obtenus, on a pu
conclure que l'inefficacité des méthodes actuelles tenait surtout a
Pinsuffisance des données au point de vue nombre ct précision.

Pour tirer le plus grand parti possible des donnees disponibles,
M. Charlier a developpe une serie de methodes nouvelles, basées
sur la théorie des probabilites. Sans étre tout a fait a abri des
mémes inconvénients que l'on rencontre dans les méthodes anté-
rieures, l'avantage incontestable de la nouvelle theorie réside
principalement dans sa généralité lui permettant d’aborder les
questions les plus varices de I'astronomie stellaire.

Dans ce qui suit, on trouvera I'exposé de la partie tant théorique
que numdérique concernant ’étude des mouvements propres a
Paide de ces methodes. Bien que le probleme général comporte
non seulement l'ctude des deplacements angulaires, mais aussi
celle des vitesses radiales, on laissera pour le moment de coté
cette deuxicme question.

Ces recherches sont basées sur les plus recentes déterminations
des mouvements propres jusqua la 6 grandeur se trouvant
réunies dans le Prel. (Gen. Cat. (P. G. C.) de L. Boss. Comme
dans les chapitres précedents, 'ensemble de données est divisé
en 48 carrés dont chacun est traite & part.

Les calculs préliminaires comportent trois phases, savoir :

a. Détermination des paramétres caractéristiques de la fonction
de corré¢lation relatives aux composantes des mouvements en a
et 8 pour chaque carré;

b. Calcul des parametres de la fonction de corrélation des
vitesses linéaires correspondantes;

c. Discussion de 'ensemble des résultats ainsi obtenus pour les
48 carrés en vue d’en déduire :

1° Mouvement de translation du Soleil;

2° Déplacement du plan invariable;

3° Conclusion sur la validite des deux hypotheéses, cllipsoidale
et des deux courants stellaires, relatives a la distribution des mou-
vements des astres.
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Les solutions de ces trois problémes peuvent étre ainsi résu-
mées :

1° La discussion des mouvements stellaires doit étre fondée non
pas sur les déplacements angulaires apparents, mais sur les
vitesses linéaires des astres. Ces derniéres se calculent au moyen
des mouvements propres observés dés que l'on a fixé un certain
paramétre ¢, dont la valeur numérique parait étre comprise entre
les limites 1 <7 ¢ <C1,27;

2° Le naud du plan invariable, rapporté au plan galactique, a
un mouvement direct de 0”,003 528 par an;

3° L’hypothése ellipsoidale relative a la distribution spatiale
des mouvements stellaires, tout en laissant subsister encore
quelques discordances, fournit une assez bonne représentation des
observations;

4° Aucune conclusion ne peut étre énoncée sur la légitimité de
I'hypothése des deux courants stellaires.

Désignons par u, ¢ les déplacements angulaires apparents

u = Aacosd, v = AS3.

Les composantes U, V de la vitesse linéaire correspondante,
projetée sur deux axes rectangulaires, perpendiculaires a la ligne

de visée, sont
U = ru, V=ro,

r étant la distance de 'astre a 'observateur.

Soient, en outre, © (u, ¢) et » (U, V) les fonctions de corréla-
tion respectives. En vertu des définitions déja connues, leurs
moments d’ordre successifs sont donnés par les formules

+% 4o
Vin =f f umpno(u, v)du dv,
— J—o0

+00 +2
N',,,,,,=f f UmVag(U, V)dUdV
+m J—a
ou

Ym,n =

— Q0 —+ a0
[ u—mm o —yara(u, o) dude,
— 30 —_0

+» +®
Npun = f f (U — Xy (V—Yg)rg(U, V)dU @V,
-— 0 — 30
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suivant qu'on les rapporte a l'origine des coordonnées, ou aux
points (x4, ¥e). (X, Yo) correspondant aux moyennes. En se
reportant aux définitions méme des moments, on en déduira sans
difficulté les formules explicites de ces quantités

m

(=0 L2 3.

La premiére question est de savoir comment calculer les vitesses
linéaires gnand on connait les mouvements propres observés.
Pour cela, on admet que ces vitesses sont indépendantes de la
distance astre-Terre. Des relations précédentes, on déduit

mopn — myn
urTen= pm+n Umve,

donc

M(umonr)y =M < M(UmVnr),
(7o)

rm—+n

M(z) étant la moyenne de z.
En faisant intervenir les moments, cette équation prend la
forme

1
’ ’ —
Vu,n =3m,n Nm,uv ou 3s=M <;§> .

Quant a la valeur méme de 3, elle se déduit facilement de la
relation connue

1 —+ o0 —+ o
M,, (7‘>=fw e.bon(}’)(Po(m"i‘}’)d}’:fw Aol ) o(m -+ y)dy.

En effet, Ay(v) et ¢o(m—+y) étant supposées de la forme des
fonctions du type A, on a

35=M,,, (;2) = ¢8ﬁ+8"‘(= cs(g"'Y) es"{—"v =3"’. q"’—s,
ﬂ = b[mi(l—)q) -+ mgx1— m)\,],
et

Y= =6k (1—1y), I, =eb+y et g =ev.

1
2

En adoptant pour %, la valeur A, = -;-et pour k la valeur
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déduite des nombres pour neuf carrés (p. 67) k=3, on a
q = 1,2695.

La connaissance des quantités 3, et ¢ permet donc de passer des
moments et paramétres caractérisant la fonction de corrélation des
mouvements angulaires a ceux relatifs aux vitesses linéaires.

Ici se place une remarque concernant le paramétre ¢' = g72.
Wicksell, dans ses recherches sur les mouvements propres faites a
la suite des travaux de M. Charlier surle méme sujet, est arrivé (*)
a la conclusion suivante :

Les parameétres caractéristiques du troisiéme et quatriéme ordre
de la fonction de fréquence des vitesses linéaires changent de
signe pour une valeur voisine de ¢’ = 0.75. De telle sorte que,
méme si la répartition des mouvements propres différe notable-
ment de la lol normale des erreurs, cclle des vitesses linéaires peut
trés bien étre représentable par une fonction normale. Mais rien
ne prouve a priori que ¢’ = 0,75 soit la vraie valeur de ce para-
metre.

Voici les valeurs de ¢' correspondant aux différents types spec-

traux
Sp.: B. A. F. G. K. M.

g =0,68 0,64 0,69 0,54 0,70 1,02.

La détermination pour le type M est trés incertaine a cause du
pctit nombre d’astres utilisés.

Avant de procéder au calcul des moments et parameétres des
fonctions de corrélation. on a divisé ’ensemble des données pour
chaque carré en quatre groupes :

1° Mouvements propres des astres plus brillants que m = {™,0 (424 astres),

2° » » » de m = 4m0 (922 » ),
3° » » » de m =50 (2605 » ),
4° » » » » que m = 6™,0 (4041 » ).

Chacun des 48 carrés donne ainsi lieu a quatre tableaux de
corrélations construites de la maniére suivante :

(') M. L., II, n° 12.
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a: =5, 4. -3. 2. -1. o. +1. +2. +3. +4.
8. «. §:-0",275. -0",225. -0",175. -0",125. -07,075. -0",025. +07,025. +0",075. +0",125. +0",175. | =.
+3 +0",125
+2 +0",075 1 I
+1 +0",025 3 1 2 6
o -0",025 3 54 15 1 1 74
-1 —0",075 I 2 2 9 3 i 18
-2 —0",125 2 B | 3
-3 -0',175 1 1
-4 =0",225 1 1 2
-5 -0",275 1 I
-6 -0",325
-7 -0",375 1 1
> 1 4 5 7 66 19 4 I 107
Mouvement propre moyen en «..... x,=— 0,528 %< 0",05,
» » » end...... Yo = —0,864 x< 0",05,
Coefficient de dispersion en a....... 6=+ 1,072 X< 0",05,
» » en8....... 6, =+ 1,148 x< 07,05,
» d’obliquité en a....... =+ 0,496,
» » end....... 8, =+1,521,
Excésena.........covieiiinnnn. E; =+ 0,346,
» o end............ e E, =+1,561.

De méme, on peut calculer facilement les moments de différents
ordres par rapport a z, et ¥,. En groupant les résultats ainsi
obtenus relatifs aux 48 carrés on obtient quatre tableaux dont les
caractéres généraux se résument ainsi :

1° La répartition des mouvements propres observés n’est pas
symétrique par rapport aux valeurs moyennes de z et y. D’'une
facon presque réguliére, le tableau de corrélation est prolongé
dans un sens;

2° Les fréquences accusent une forme qui est loin de la nor-
male : I'obliquité de la distribution est trés prononcée, I'excés est
presque toujours positif.

Toutefois, il n'en résulte nullement qu’il en soit de méme avec
les vitesses lincéaires, car rien n’'indique que ces derniéres soient
proportionnelles aux déplacements apparents.

Avec le matériel d'observation ainsi préparé on a tout ce qu’il
est nécessaire pour entreprendre l'exécution du programme fixé
au début de ce chapitre.
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I. Mouvement du systéme solaire. — Considérons deux
systémes de coordonnées rectangulaires S, (X, Y,, Z,) et
S, (X,, Ya, Z,). S, a comme plan des zy le plan de I'équateur
moyen et 'axe des z dirigé vers le pole moyen pour 1900,o0.
S, a 'axe des s dirigé vers le centre de gravit¢ d’un quelconque
des 48 carrés, les axes des r et y dirigés dans le sens des ascen-
sions droites respectives des déclinaisons croissantes.

En désignant par v, , les cosinus directeurs, on pourra passer
d’un systéme a I'autre au moyen du schéma suivant :

X,. Y,. Z,.
X, ........ Y11 Y21 Y31
Youu'roo... Y1z Y22 Yse
Zy....... - Y13 Yeos Y33

En particulier si U,, V,, W, dans S, et U,, V,, W, dans S,
désignent les composantes de la vitesse relative d’un astre par
rapport au Soleil, on aura

Uy =y U+ v12 Vo + Y:aWs:
Vi =1, Us+ 22 Vo—+ ’(:3“’2;
W; = v3, Ug+ 32 Vo + ‘(:3\V2-

« et & étant I'ascension droite et la déclinaison du centre d’un
carré, les valeurs des cosinus directeurs Ym, n SODL

Y11= —sina, Y21 = c€Os2, Y31 =0,
Y12 = — cosa sind. Ye2 == —sinasin3, Y32 = co0s3J,
Yi3=  C€OSxCOsd, Y23= sinacos?, vaz = sind.

En ce qui concerne les coordonnées des centres des carrés,
leurs ascensions droites se trouvent déterminées par la division
méme du ciel, quant a leurs déclinaisons on a adopté les valeurs

suivantes :
Carrés......... A,—A,. B—B,. C—C,. D, —D,. E—E,. F,—F,
8ducentre... -+ 80° +45°6',0 —+14°28",6 —14°28',6 —45°6',0 —80°

Si le mouvement apparent moyen des astres d'un carré ne
dépendait que du mouvement de translation du ~ystéme solaire, on
aurait, pour calculer ce mouvement, 2 >< 48 équations de la forme

I\l{U)—_—_Xo:g—“, M(V)=Y,=Z°.
1 ~1
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On les résoudrait par la méthode des moindres carrés et l'on
en tirerait les quantités 2,U,, I,V,, I, W, permettant ensuite de
calculer les coordonnées de I'apex et la vitesse du Soleil.

Mais si, en plus du déplacement solaire, le systéme S, est
animé lui-méme d’'un mouvement de rotation autour d’un axe
instantané de rotation, les mouvements propres apparents en
seront également affectés. Pour évaluer I'ordre de grandeur d’un
tel mouvement, rapportons S, & un systéme de référence supposé
fixe, soit le plan de l'écliptique d'une certaine époque. Soient
AQ et A/ les variations dans la position du neud et de I'angle
d’inclinaison dues au mouvement du systeme S,. L'effet produit
sur les coordonnées d'un astre, par suite de ces variations, se

déduit des formules différentielles de la trigonométrie sphérique.
Ona

cosAa = (cose coss +sincssind sina)AQ — coszsindAl,

A% = cosasine AQ + sinxAl.

Si donc les quantités observées x,,)7o renferment réellement des
termes provenant de AQ et Ai, ce qui semble probable pour le
plan invariable de notre systéme planétaire, les équations qui
déterminent la position de 'Apex el la vitesse de translation solaire
auront la forme

Zo=v1171 U+ Y2131 Vi +(cosdcose + sindsinzsinz) AQ—cosa sind Af,
Yo=7Y12 T Uy + Y.”S‘ Vi + v32 3y Wi+ cosasinz AQ + sinxAd.

Elles permettent en méme temps d’évaluer l'ordre de grandeur
des variations AQ et A/ du plan invariable que l'on doit attribuer
a Dexistence d'une force attractive de 'ensemble des corps de
I'Univers stellaire. La solution de ce probléme est d’une impor-
tance considérable pour les recherches sur la constitution de la
Galaxie, car on pourrait en déduire certains renseignements sur
la masse totale des astres de la Voie lactée.

Grace a la répartition symétrique des 48 carrés. les problémes
du mouvement solaire et du plan invariable peuvent étre étudiés
indépendamment I'un de I'autre.

Des g6 ¢quations de conditions, formées avec les données
connues, on obtient les systémes normaux suivants :
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Pour 4=, 0. Pour 5=,0.
26,0000 F; U; =— 0,1748 =+ 1,0022
en z,,
22,0008 I, V, =— 18,1789 =—18,7731
Pour 4=,0. Pour 5=, 0.
5,76803, Uy =— 1,1716 =+ 0,4310
9,6460J, Vy=— g,0711 =— 7,0178 ) en y,.
82,5888 I, W, =+ 19,3751 =+16,0758

En désignant par s la vitesse linéaire du Soleil, par R et
® lascension droite et la déclinaison de I’Apex ces équations
exprimées en arc, deviennent

Pour 4=,0. Pour 5=, 0.
Jyscos R cosd = —0,00212 = +0",00226,
Jyssin R cos® = —o0,04305 = —0",04075,
Pod Jyssin(® = +o0,02973 = —+0",02460.
u
Pour 4=,0. Pour 5=.
A.o.... 267°, 18 == 3°,59 AR..... 273°%, 17 %= 2°,06
®..... + 34,59 =£12,96 ®..... +31°15 *=1,76
Is.... +0",0524 = 0",0027 Fi$.... —+ 0" 0477 = 0"0018

Des deux valeurs Js on a déduit en méme temps une valeur pour
le paramétre },, a savoir

A =5[logMm,(p) —logMpm,(p)]=5[logTi(4™) —log3y(5™)]
= +0,2032*0,146.

Il peut étre intéressant de faire remarquer que la position de
PApex peut également s’obtenir par un procédé graphique. Consi-
dérons le plan tangent en un point quelconque de l'équateur
d’ascension droite #,. Dans ce plan, prenons pour I'axe des X la
projection du plan del'équateur, Porigine étant au point de contact.
Un point (« ¢) sur la sphére aura pour coordonnées rectangulaires

tang( tang3d
I = tan xT— &, = e——
° o) Y cos(a — ag)
Il en résulte
2
._'r__'.‘ —_— = 1,
tang?6

c’est-a-dire, les projections sur le plan tangent des paralléles sont
des hyperboles. En projetant sur un plan les mouvements propres
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moyens Aa, Ad des astres appartenant aux différents carrés, on
déduit des équations précédentes

Aa
bz = cos’(a——-ao)’
__ tangdsin(a—ay) Ad
Ay = cos?(a — ag) *+ cos?8 cos(x— ag)

La sphére céleste se trouve ainsi projeté sur un parallélipipéde de
coté égal au diamétre de la sphére (rayon = 1) et de hauteur égale
a 2tang 66°,26',6; les projections des quatre carrés polaires for-
ment les bases du parallélipipéde (voir fig. g, page 97).

Quant au déplacement du plan invariable, des é¢quations précé-
dentes on déduit le systéme normal suivant :

32,4404 AQ = — 0",0325

i . 4™,0 et 5™ o réunies,
31,7680 AL =+ 0", 1106

d’ou
AQ = — 0",0010 * 0",0018,
Ai =+ 0",0034 == 0", 0018.

Les erreurs moyennes sont évidemment fortes, cependant les
valeurs mémes ainsi déduites paraissent s’accorder avec la théorie
précédemment exposée.

En effet, soit o, 6, le point qui n’est pas affecté par le mouvemen
de rotation du systéme S,. On aura pour ce point

(cose cosy—+ sinesindy sinay)AQ — sin gy cosagAi = o,

cosag sineAQ + sinag A = o.

De la deuxiéme équation on tire
tangay= sine
g %o AL ’

et, en substituant cette valeur dans la premiére, on trouve

sina,

tango, = — tange

De ces deux équations on déduit, a 'aide des nombres trouvés pour
AQ et Az,

ag=186",7 et Co=—+15%1.

Or, d’aprés Houzeau et Gould, les coordonnées du pdle galactique
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sont
o = 191° et 3 = 29°

On peut en conclure, par conséquent, qu’a 'exactitude prés des
nombres AQ et A/, les mouvements propres stellaires semblent com-
patibles avec 'hypothése d'un mouvement du plan invariable pen-
dant lequel son inclinaison sur le plan galactique reste constante.

Il reste a calculer le mouvement nodal de ce plan sur le plan
galactique. Soit o la vitesse angulaire moyenne du systéme S,
autour de I'axe instantané de rotation. Les composantes w,, w,, wg
de v sont définies par

Wy = 0 COSa, COS Yy,
wy = w sinay cosdy,

w; = wsind,.
Les variations correspondantes en coordonnées xyz sont

Ax = ywz;— 3wy,
Ay =zw,— rw;,

Az =zwy—yw,.

Or,

x = cosa cosd de sorte que 'on a  Ax =— sina cos8Ax — cosasin 8 A3,
¥y =sinacoss » Ay = cosacosdAa — sinx sin 3 A3,
z = singd » Az =

cosd A3,

ou encore
Aa cOs6 = cosa sindw .+ sina sin 8wy— cosdwy,

AS =—sinaw, - cos awy.

Enfin, en égalant les deux membres des deux équations en
Wz, w,, Wz d’une part et du systéme normal déduit des mouvements

propres, pour tous les astres de 4®,0 et 5™, 0 d’autre part, on
trouve :

W= W COS%y COSJg=—AT = — 0",003383,
wy = WSsinuy c0sdy = AQsine = — 0",000398,
w; = wsin g, =— AQ cose =+ 0", 000917.

Pour a, et 8, on en déduit des valeurs identiques a celles trou-
vées plus haut, et pour w, on a

w =+ 0",003528.

MICHKOVITCH. 6
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Le nceud du plan invariable, rapporté au plan galactique, est
animé d'un mouvement direct de 0",0035 par an.

Distribution dans l'espace des vitesses linéaires.

La théorie cinétique des gaz nous apprend que, dans une masse
gazeuse enti¢rement libre. la distribution des vitesses relatives par
rapport au centre de gravité satisfait a la loi dite de Maxwell. Envi-
sagée sous sa forme mathématique cette loi énonce que la probabi-
lité, pour qu’une des trois composantes de la vitesse considérée
ait une valeur donnée, est la méme que celle d'une erreur d'obser-
vation donnée, exprimée par la loi de Gauss.

Or, rien a priori ne semble s’opposer a assimiler I'Univers
stellairc a une masse gazeuse, les mouvements propres des astres
aux mouvements des molécules de cette masse et. par conséquent,
a leur appliquer la méme loi. Aussi quelques tentatives furent faites
en vue de donner une idée sur la constitution du monde sidéral
par cette conception simple, mais durent étre vite abandonnées.

Dans un mémoire paru en 1897 ('), Kobold a montré en effet
que les mouvements propres stellaires semblent étre caractérisés
par une prédilection pour certaines directions loutes paralléles
au plan galactique. Quelques annces plus tard, a la suite de consi-
dérations mathématiques et statistiques tout & fait minutieuses.
Kapteyn a été conduit a émettre 'hypothése suivante. La Voie lac-
tée est constituée de deux systémes, appelés deuz cowrants d'étoiles,
ayant des mouvements de translation paralleéles au plan galactique
mais de sens opposés. Les deux systémes ne se superposent
pas, mais se pénétrent mutuellement. A chacun d’eux s’applique
la loi de Maxwell.

Quelque temps aprés, sans élever de séricuses ohjections contre
I'hypothése des deux courants, Schwarzschild a donné une autre
hypothese. dite ellipsoidale, tendant a montrer que les mouvements
stellaires pouvaient aussi bien étre représentés tout en conservant
I'unité du systéme galactique. Dans les pages suivantes on exami-
nera les deux hypothéses au point de vue statistique.

(1) 4. ¥., n* 3457.
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Hypothéseellipsoidale (*). — Soient Uy, V,, W, les composantes
de la vitesse d'un astre relative au Soleil. D’aprés'hypothése con-

sidérée, le nombre des astres dont ces trois composantes sont com-
prises entre les limites

U5 dU;, Ve 2dVs, WiF2dW,

est exprimé par la formule
=H eﬁ%’
H étant une constante et f=A,; U2 B, V2 +C, W!.

La surface f= const. est un ellipsoide, que I'on appelle I'ellip-
soide dev vitesses. ’

Le probléeme que I'on se propose de résoudre peut étre ainsi
énoncé : A l'aide des vitesses linéaires correspondant aux mouve-
ments propres observés, déduire Ja position dans I'espace et la
grandeur des axes de Dellipsoide des vitesses. Dans la solution que
Von trouvera ici on a supposé, pour simplifier les calculs, que cet
ellipsoide ¢tait de révolution.

Reprenons les systémes de coordonnées déja définies S, et S,
en y ajoutant un troisicme Sy, formé par les axes de Uellipsoide en
question. Soient z,, , les cosinus directeurs inconnus de Sy rap-
portés a S, de sorte que pour passer de l'un a l'autre de ces sys-
témes on aura

X,. Y,. Z,.
X3 ......... B “ee €11 €21 €31
Y;.. ........ t e ee.e Eqe €29 232
Zg.....-......... ..... .. €13 €23 €33

I1 en résulte, pour les projections des vitesses dans les deux sys-
témes,
Us = ey Ui+ e Vit-ey Wy,
Vs = epaUg+ 2 Vi 3. Wy,
Wi=¢;3Us1+ 23V + e33 Wy

De méme on passera, a I'aide de ¢, et ym,. de S, 4 S; etinver-
sement.

Toutrevient donc a calculer ¢, , al’aide des mouvements propres

(') Sauf quelques légéres modifications, on a suivi les raisonnements de
M. Charlier : M. L Il g, p. 79-87.
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observés. En d’autres termes, étant donnés U,, V,, W, et Ym,a,
donc U,, V,, W, aussi, trouver ey, puis A;, B;, C,.

En substituant, dans f, Uy, V5, W, en fonction de e, , et
U,,V,, W, on obtient

f‘—: 1\1U% + ByV2 4 Cl\v%—i— 2Dy V, W+ 2E, W, U+ 2F1U|V|.
1

Les quantités A, By, C,, D,, E, F, étant fonctions de A;, B;, C;
et e ,. Dans le cas présent, f = const. représente 1'équation
de I'ellipsoide des vitesses rapporté au systeme S,. Pour la solution
du probléme. il faut que 'on puisse calculer a I'aide des observa-
tions les six coefficients du second membre.

Or, si I'on fait tourner le systéme S, de maniére a le faire coin-
cider avec S,, f devient

= .\2U§+ Bg\yg—i— C2W! -+ 2D2V2\V2+ 2E2W2U2+ 'ZFQUQVQ,
2

Les coefficients A,, ..., F, é¢tant fonctions de A,, ..., F, et yp .

On voit donc que si 'on pouvail connaitre la répartition des
vitesses linéaires Uy, V., W, pour un carré quelconque, les coeffi-
cients A,,....F, seraient connus, par conséquent A,, ..., F,
également, les axes de l'ellipsoide se trouveraient ainsi déter-
minés.

On va d’abord calculer A, ..., I, 4 Vaide des mouvements per-
pendiculaires a la ligne de visée. La fonction de répartition corres-

pondante s’obtient en intégrant » par rapport 8 W, entre les limites
== . On trouve pour f

. Sf=A Ui+ B|Vi+2F{U,V,

ou l'on a posé

B,C,— D2 .,  FyC;— D;F,
—_, Fi= —"~%—"—»

[—
Bi= Cy C,

ce que I'on peut écrire, en introduisant les moments,

[ S Bl — Y Fre— — Nu
A‘—U—"’)Nm, T 00— r)Nyy YT (1 —r?)NgoNoa
Or, les quantités A', C,, B C,, F, C, peuvent étre exprimées en fonc-
tions des coefficients A, B;, C; et les cosinus directeurs ¢, , et

Ym,n. On a en effet

AyCy= B3Cs(eq Y12+ ea1Yee+ €31732)? + C3Ag(erayia—+ €22 ¥20+ €32Y32)?
-+ A3B3(e13 712+ €23 Ye2 + €33732)3,



—_— 85 -
B’c Cy= B:Cz(eu‘{n -+ g1 Y21+ 531‘{31)"" C3A3(511Y11+ S92 Y21 -+ €32 Y31 )2
“+ A3 Bj3(eraYin + S23 Y21 + f33Y31),
F't Ce= —B3Csterr vt 31721+ 231Y731) (€11 Y12+ €21 Vo2 + Elen)
— Gy Aa(EuYu + £32Y21+ €32Y31) (€12 Y12+ E2a Y22+ €32Y32)
— A;3C5( S13Y11—+ €23 Y21+ 33Y31) (213712 + €23 Y22+ €33Y732),

Ca= Aj(eq1y13—+ €a17y23—+ £31733)?
+ Ba(eiav1s + 22 7as+ £32Y33)T+ Calerayis+ c23Yas + €33 ¥33)8,

ou encore

A1Cy=B3C;c0s2X3Y,+ C3A;5c0s2Y; Y, + A3 B3 cos?Z; Y,,
B, C;=B3C;3cos2X;3X,+ C3A5c0s2Y;X,+ A3B;cos2Z; X,,
FyCa=—B;3C3c0:sX3X,c05X;3Ys— C3A;3c05Y3Xsc08Y;Y,

— A3B3cosZsX,co8Z3Y,,
Ca= Ajcos2X;3Zy+ B;cos?Y;3Zy+ Cj3cos2Z3Z,.

Mais, comme on suppose P'ellipsoide de révolution, A; — B, et les
équations deviennent

A Ce=B;3[Cs + (B3 — C;3)cos?Z; Y, ],

B Cy = B;[C3+ (By — C3) cns2Z3 X, ],

F{Ci=—B;3(B;— C3)cosZ3;X3c08Z;Y,,
Cy= B;— (B3 — C;3) cos?Z,Z.

Supposons maintenant que I'on fasse tourner les axes de Uy, V,
d’un angle ¢ tel que
tan 2 F’t
EPAT— B
En appelant zyz les axes de ce nouveau systéme, on aura
U, = z cosp — ysing,
Vy= 7z sinp + x cosg.

L’expression précédente de f devient dans ce cas

S=Acx2+ Boy?

ou
" A — B,
2A,= A7+ B+ L
€os29
7 — BI
230=A"+B/|__;A_'_.__‘.
cos29

Soit maintenant ¢ I'angle que fait 'axe de rotation de Iellip-
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soide avec 'axe des 3, on aura

cosZy s = cos.

D’autre part, en comparant les derniéres expressions de f, on
voit que I'un des axes z, y est perpendiculaire a Z;, soit y cet axe.
On a

cuosZ;y = o,
cosZyx = sind.
Il en résulte
AO C’ = B:S C3?
BoCy= B3[C3+ (B;— C3)sin?¢],
Ca= B3— (B;— C3) cos?y = C3 + (B;— C3) sin?¢,
d'ou
%—: —1= (2—3 - 1) sin?d.
En outre,

COSX2Z3= sinnl; COSP == €13%11 1+ E23 21+ €33731,
cos Yo Z3=sind Sing = €312+ 23722+ €33Y32,

De sorte que silon pose

B B
P = \/-C—: — 1 €43, Q \/ — I €93, R :\/'C—:' — [ €33,

on aura, pour déterminer les paramétres caractéristiques de l’ellip-
soide des vitesses,

0

B, —1c0sp = Py + Qya1+ Rysy,

/A .
B_o —15InQ = PY|1‘+‘ QY”—}- R'{sg,
0

A la place de A, B,. on peut introduire. par intermédiaire de
A’ B, leurs valeurs en fonction des moments. On aen effet
1 1

———lcosw_ \20—\0‘ =t
Nos— 1\20 tang?q ’

o __l sin V:o—-Vo: _
= Nezcot?e — Nyg n-

Les équations qui déterminent I'ellipsoide des vitesses prennent

}
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ainsi la forme
E=Pyn+ Qyn—+ Rysy,
7, =P+ Q22+ Rysa.

Avec les valeurs & et relatifs aux 48 carrés, Charlier a déduit par
la méthode des moindres carrés

P =+ 0,35827,
Q =—1,57053,
R = — 0,56354.

En désignant par R,. ®, les coordonnées du vrai vertex (point ot
Iaxe de Z, perce la sphére céleste), on a

P = \/é—: —1 cos R, cos By,
Q =\/[b — 1 sin R, cos ARy,
Cs

A
R = 3 i
\/03 1 sin (Dy.

‘//%i——l =1,707; Ry=18"51"= 282°,8; “By=—19°4.

De 1a on déduit

Pour les cocefficients de dispersion s’y et 5’5, (le premier pour
les vitesses dans la direction paralléle a celle du vertex, le second
pour les vitesses perpendiculaires a cette derniére) on a

ol
= ! . I (= /
G, = 2’ de sorte que o (=) 20%,

autrement dit, la vitesse moyenne des astres suivant la ligne des
vertex est environ le double de celle dans la direction perpendicu-
laire a cette derniére.

Pour I'excentricité de Pellipsoide des vitesses, on a

12 __ g 2
e= \/3—‘—,—%— =0,86.
%1
En adoptant pour la vitesse du Soleil 20*™ : sec, on a

sy, =31,5km : sec =1,10 km : sec.,

oh=15,84km : sec == 0,56 km-: sec.
2 ) 1
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Il importe maintenant de se rendre compte jusqu’a quel degré
Phypothése ellipsoidale satisfait aux observations. En langage
statistique, cela revient & examiner 'ordre de grandeur des carac-
téristiques de la fonction de fréquence d’ordre supérieur au pre-
mier, en particulier de voir les valeurs de I'excés et de 'obliquité.

Pour le coefticient d’exces, Charlier a trouve un nombre négatif
et assez fort — 0,206. Rappelons seulement que ce coefficient pour
les mouvements propres observés était nettement positif. De méme
le coefficient d’obliquité est assez fort de sorte que la conclusion
suivante parait légitime.

L’hypothése ellipsordale d’un systéme galactique unique ne se
suffit pas pour rendre un compte exact sur les mouvements propres
observés des astres.

L’lypothése des deux courants stellaires, — En présence des
valeurs si notables des coefficients caractérisant la surface de cor-
rélation dans 'hypothése ellipsoidale, I'idée s'impose d’essayer
une dissociation de cette surface en ses parties composantes.
Autrement dit on va admettre que la répartition des mouvements
stellaires obéit a une loi de la forme

® = N;0,+ N9, N = N;y+ N; (nombre total des astres),

les fonctions ©, et ©, étant de la forme

_ (U=U,)?+(V—Vy)?

! 23?2

ar—X
a2 /2n

On se tronve ainsi en présence de 'hypothése des deux courants
stellaires de Kapteyn.

On appellera, avec M. Charlier, courant sphérique un groupe
d’étoiles dont les vitesses linéaires se répartissent suivant la loi de
Maxwell. Chaque carré forme ainsi un courant sphérique.

Soit maintenant ®(U, V) la fonction de corrélation (supposée
du type \) des vitesses linéaires correspondant a un carré. On se
propose de trouver deux fonctions de la forme

_(L=Ug) P+ (VV,)?

2g? s



telles que I'on ait
N® (U, V)= N,0,(U, V) + N3os(U, V).

Le probléme général de la dissociation d’une courbe ou d’une sur-
face de corrélation en ses composantes peul étre considéré, au
point de vue pratique, comme irrésoluble. Cependant, dans cer-
tains cas particuliers, on peut y arriver mais toujours au prix de
calculs fort longs.

Pourle cas qui nous intéresse, M. Charlier aréussi, par laméthode
des moments, a résoudre le probléeme. Il a déterminé les huit quan-
utés N,, s/, Ugy, Vouu No. o'y, Uge, Vio, en supposant connus les
moments relatifs a la fonction ® (U, V). Ou a juge supertlu d’in-
sister ici sur les détails du calcul

En appliquant la dissociation de la surface de corrélation a
chacun des 48 carrés, M. Charlier a obtenu des résultats négatifs.
Pour tous les carres ou presque, 'un des paramétres 3’y ou o'y
prenait une valeur imaginaire. En plus, les coefticients des termes
du troisiéme et quatriéme ordre avaient des valeurs beaucoup trop
fortes.

Tout semble donc indiquer que 'hypothéese des deux courants
stellaires n'est pas suffisante pour représenter, d'une maniére
satisfaisante, les faits relatifs aux mouvements stellaires observés.

Travauz divers de Statistique stellaire. — Depuis une ving-
aine d’années de nombreux et importants problémes astronomi-
ques ont ¢té et continuent a étre traités par des procédés que 'on
vient d’exposer, tant par M. Charlier lui-méme que par ses collabo-
rateurs Il n'existe guére de question dans I’ Astronomie stellaire,
tel type spectral, grandeur des astres et leur variabilite, distance,
mouvement propre. qui ne fut abordée et étudice par I'école de
Lund. Mais si importante que soit cette cuvre au point de vue
théorique,il est assez malaisé de <e prononcer, a I'heure actuelle,
sur sa portée et son efficacité au point de vue pratique. Nos
connaissances statistiques sur le monde sidéral sont encore loin
d’étre suffisantes, tant en precision qu'en nombre, pour que les
résultats deduits puissent étre considérés comme concluants et
définitifs. Aussi doit-on regarder les conclusions tirées de ces
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recherches comme de premiéres approximations seulement sur
les phénoménes et la constitution de 'Univers stellaire.

Parmi les problémes traités, 'étude des distances et la distribu-
tion dans 'espace des étoiles du type spectral B, par Charlier, con-
stitue I'ccuvre la plus complete et la plus importante de ce genre.
On peut dire, c’est 'cruvre modéle pour toutes les recherches
effectuées ultéricurement par les éléves de 1'école de Lund.

Le résultat le plus remarquable de ce travail est la relation trés
simple qui relie la distance () des étoiles de ce type a leur gran-
deur apparente (m),

r= R.1002m,

R étant un paramétre constant pour cette classe d’étoiles.
Voici comment Charlier arrive a cette formule.
Soient /i I'éclat apparent, r la distance a P'observateur, p le

rayon et T la température d’un astre. Entre ces quantités on a la
relation

b= <§>’f(T).

On suppose la température donnée si ’on connait le type spectral.
Quant au rayon g, il peut avoir des valeurs trés diflérentes, méme
pour les astres appartenant au méme type spectral. La preuve en
sont les ¢étoiles géantes et naines dans les types spectraux avancés,
tels que K. M et N. Plus faible pour les types spectraux I et G,
cette variation dans les valeurs de 3, d’'un astre a I'autre, se réduit
au minimum pour les types récents A et en particulier pour B.
On peut, dans ce cas, écrire

h=Cr-2
ou, en faisant intervenir la grandeur m,
Co10=0 bm — C,-—z,

d’ou -
r = R.10%2m, Cc. Q. F. D.

La valeur du paramétre R, comme nous I'avons montré, peut étre
calculée a 'aide des mouvements propres et des vitesses radiales.
Pour les étoiles plus brillantes que cinquiéme grandeur, Charlier a
trouvé R = 4,76 sir. Ce méme calcul a fourni, pour les coordon-
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nées de ’Apex,

R =272%2=18"15 et ® =+ 31°,9 (Carré By).

Connaissant R, on peut calculer la distance de chaque étoile et

) b
par conséquent, leur répartition dans I'espace. On arrive ainsi au
résultat que les étoiles du type spectral B forment un amas bien
défini, aplati vers le plan galactique. Le centre de gravité de cet
amas, que Charlier considére en méme temps, comme celui du
systéme galactique entier, est situé dans le carré K, par

R =115°6=-"10 et ® =—535",6.

Le Soleil se trouve environ 4 sir. au nord du plan galactique et a
une distance de 18 sir. du centre.

Pour la densité de ces étoiles on a trouvé A = 0,0026 astres par
sir. cubique au centre. Ainsi dans un volume de 1000 sir. cubique
on peut compter 2.6 astres du type B. La densité diminue trés
rapidement au fur et & mesure que I'on s’¢loigne du centre. De la
discussion de leurs vitesses absolues, on a pu conclure que la sur-
face représentant la répartition des vitesses était un ellipsoide de
révolution, ayant le petit axe perpendiculaire au plan galactique.
Les composantes de vitesses moyennes sont de 1. sir. dans le plan
et de 1,3 dans la direction perpendiculairve a ce plan.

Comme on vient de le dire, la variété des sujets traités et le
nombre de mémoires publiés, tant par Charlier que par ses colla-
borateurs sont trés nombreux. Dans Pimpossibilité de les analyser
séparément ct d'une fagon détaillée, afin de ne pas trop surchar-
ger le texte, nous nous bornerons i résumer simplement, sous
forme d’un apercu. les divers résultats déduits des considérations
statistiques. en ajoutant une liste compléte de tous les travaux
parus jusqu'a anjourd hui.

Dans le tableau ci-dessous les colonnes signifient :

(1) Type spectral.

(2) Vitesse du Soleil (en sir.).
(3) Distance moyenne.

(4) Coordonnées de ’Apex.
(3) Parametre RR.
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(6) Grandeur absolue.

(7) Densité par sir. cubique.

(8) Grandeur des axes de lellipsoide des vitesses.
(9) Position des axes de lellipsoide des vitesses.

(10) Epaisseur de la Voie lactée.
(11) Calculateur.

Chacune de ces colonnes est suivie d’un chiffre n indiquant le

nombre d’astres utilisés dans le calcul.

Etudes sur la statistique stellaire
publiées dans Meddelanden frin Lunds Astronomiska Observatorium.
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TROISIEME PARTIE.

RECHERCHES SUR LES ETOILES VARIABLES A COURTE PERIODE
DU TYPE ALGOL.

Les étoiles du type Algol constituent, avec celles des types 8 Lyre
et 8 Cephée, la classe des variables a courte période. Ces trois
catégories ne sont fort probablement que trois stades principaux
de I’évolution des systémes binaires. Ainsi, T Gémeaux, W Vierge
suivies de U P. Renard du type ¢ Cephée, représenteraient la
phase initiale de cette ¢volution ou, par une cause encore inconnue,
la dissociation de la nc¢buleuse originelle vient de commencer.
Puis, ce processus s'accentue d’une facon continue (v, Aigle,
S Fléche) pour en arriver al'¢tat d’une s¢paration presque accom-
plie (U Pégase, 5 Lyre).

Apres la segmentation compléte de la nébuleuse (S Volile,
S Ecrevisse ), commence la condensation des parties composantes.
Enfin, dans Algol, cette évolution est terminée depuis longtemps.

Le systéme se compose de deux corps, de forme sensiblement
sphérique, tournant U'un autour de 'autre dans des orbites ellip-
tiques resserrées, dont les plans sont trés peu inclinés relativement
a la ligne de visée; avee des périodes sensiblement régulicres et
d’assez courte durce. Les composantes, de dimensions rarement
égales, sont d'é¢clats différents : 'une, souvent la plus grande,
presque obscure. tandis que autre, 1'¢toile principale est lumi-
neuse. Les variations apparentes sont dues a I'éclipse, partielle ou
totale, de l'astre principal par le compagnon obscur. Pour cette
raison, les ¢toiles du type Algol et % Lyre sont appelées aussi
variables a éclipse. La courbe de lumicre des variables du type
Algol est caractérisée par des variations brusques, de courte durée,
suivies d'un éclat constant d'une durée beaucoup plus longue.

L'¢tude des systémes binaires. en général, et de ceux a éclipse
en particulier. constitue actucllement une des parties les plus
importantes de astronomie stellaive. Elle a fourni des renseigne-
ments précieux concernant I'état physique de la structure des
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astres en général. Ainsi, nos connaissances relatives aux masses et

aux densités stellaires reposent uniquement sur les observations
des systémes binaires.

Fig. 9.
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L’avantage que présente les variables a éclipse consiste, d'une
part, dans la périodicit¢ presque réguliere et de courte durée des
phénomeénes qui nous interessent; d’autre part, dans le fait que
toutes leurs propriétés, aussi bien géométriques que physiques, se
déduisent de leurs courbes de lumiére. 1l est a peine utile de rap-
peler a ce sujet les remarquables travaux de H. N. Russel et
H. Shapley sur la determination des éléments orbitaux Yy compris
certains ¢léments relatifs aux propriétés physiques.

MICHKOVITCH.
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On congoit I'intérét d’appliquer la méthode de statistique stel-
laire a I'étude de ces astres. C'est le but du présent travail dans
lequel on a du, toutefois, se limiter aux variables du type Algol.

'y a liea de faire, tout d’abord, une remarque concernant les
conclusions que 'on en déduira. Quelle que soit la propriété d’un
ensemble d'objets, discutés par des procedés statistiques, les résul-
tats obtenus sont d’autant plus concluants que les mesures de la
propriété en question sont plus précises et les objets plus nom-
breux. Pour ne citer qu'un exemple, rappelons la détermination
de l'ascension droite de I'Apex d'Argelander, avec 3go mouve-
ments propres, R = 261°,8 et celle de L.. Boss, avec 6000 mou-
vements propres, &R = 250°,6.

Or, les présentes recherches reposent malheureusement sur des
données fort incomplétes, tant au point de vue précision qu’au
point de vue nombre. Les conclusions tirees des discussions statis-
tiques ne devront étres considérces que comme une premiére
approximation de la réalité des phenomenes et propriétés con-
sidérés.

Le nombre total des étoiles variables du type Algol, connues au
début de I'annce 1923, était de 149 ('). Dans le courant de cette
annee trois nouvelles ont ét¢ reconnues comme appartenant sdre-
ment a la méme catégorie. Dans la liste génerale (p. 117), on
a réuni les 152 astres, rangés par ordre alphabétique des cons-
tellations, avec leurs éléments respectifs : P période en jours et
fractions de jour, p durée de Pecclipse en heures (2), M gran-
deur apparente maxima, m grandeur apparente minima.

Parmi ces éléments, les micux déterminés sont la grandeur
maxima et la période; la grandeur minima, dans certains cas, est
encore douteuse [les nombres sont mis entre parentheses]. Quant
a la duree de l'éclipse, elle est, en genéral, mal determinée, a
quelques heures prés, pour un certain nombre de variables encore
inconnue.

Etudes statistiques des éléments déduits des observations :
1° Fonction de fréquence et de corrélation des grandeurs

1

(1) V. J., 1922, et J. des O., 1923.
(%) Dans le cas des deux minima, p se rapporte au minimum primaire.
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mazxima et minima. — La discussion statistique de ces éléments
fondamentaux pour les étoiles variables pourra servir en méme
temps pour illustrer les méthodes exposées au début de ce travail.
Aussi, les calculs numériques seront-ils donnes avec tous les détails
nécessaires pour cela.

Le Tableau 1 de corrélation résume les données relatives aux
grandeurs M et m.

TaBLEAU L.
m:25. 3,5 45. 5,5. 6,5. 7,5. 8,5. 9,5. 10,5. 11,5. 12,5. 13,5. 14,5.

M. < =,
2,5.. I 1 2
3,8.. 2 2
4.5... I I
5,5.. i 3
6,5... 2 2 2 6
7,8.. 3 7 2 12
8,5.. 2 12 9 3 I 27
9,8.. 4 22 14 5 45

10,5... 4 18 10 5 1 38
11,3... 3 3 6
12,5>. 4 I 5
=. .1y 2 2 4 05 9 20 35 35 19 12 2| 147

On a rejeté cinq étoiles pour lesquelles 'une des grandeurs était
insuffisamment connue. Pour former le tableau, on a adopté comme
unité 1™.0; chaque colonne ou ligne contient les grandeurs com-
prises entre le dixiéme o et g; ainsi, 4,5 signifie toutes les gran-
deurs entre 4,0 et 4,9 y compris les limites.

Considérons, par exemple : la fréquence des grandeurs minima

5,5 6,5 7,5 8,5 9,5
9 20

m. 2,5 3,5 4,5 5, s
2 4

) Il),f')
F.. 1 i 2

35

11,5 12,5 13,5 <
35 19 12 2

et cherchons a en définir la fonction correspondante. On constate
immediatement, a simple vue de la suite, que la courbe représen-
tative ressemble a la « courbe en cloche » (fiz. 1). La fonction de
fréquence correspondante est donc du type A, c’est-a-dire de la
forme

F(7)=Aop(x)+ A39"(2)+ Avo™(Z) +...
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L a—by

= ———  20%
#@)= o ® °

Pour calculer les paramétres b et 7, ainsi que les coefficients A,,
As, A,, .... on va uuliser le schéma (Tableau II, p. 26), destiné
au calcul des moments.

Il s’agit, tout d’abord, de choisir une valeur provisoire m, pour
la moyenne des grandeurs m. Les calculs seront toujours facilités,
si on prend cette moyenne de maniére a partager le nombre total
de la série des fréquences en deux parties égales, autant que cela

peut se faire. On adopte ici m, =11,5.
En désignant par a I'écart a la moyenne m,, on a le Tableau
suivant :
TasLeav II.
z. x*. F(x). x°. xt. aF(x). 2F(x). 2°F(x). x'F(xz). (z-+1)'. (x+1)'F(z)
—9. 81 1 —729 6561 — 9 81 — 729 6561 4096 4096
—8. 64 1 —512 4096 — 8 65 — 512 4096 2401 2401
—7. 49 2 —343 2401 — 14 98 — 686 480> 1296 2592
—6. 36 2  —216 1296 — 12 72— 432 2592 625 1250
—5. 25 4 — 125 625 — 20 100 — 500 2500 256 1024
—4. 16 5 — 64 256 — 20 80 — 320 1280 81 405
—3. 9 9 — 27 81 — 27 81 — 243 729 16 144
—2. 4 20 — 8 16 — 4o 80 — 160 320 1 20
—1. 1 35 — 1 1 — 35 35 — 35 35 o o
o o 35 o o o o o' o 1 35
+I1. 1 19 4+ 1 I —+ 19 19 -+ 19 19 16 304
“+2. 4 12 + 8 16 -+ 24 48 —+ 96 192 81 972
+3. 9 2 4+ 27 81 + 6 18 + 54 16> 256 512
z... —136 776  —3448 23088 13755

Les valeurs des moments de différents ordres des paramétres
ainsi que des coefficients de la fonction de fréquence F(x) sont
fournies par les relations (voir p. 26).

n

IJ‘In=E~T"F(z)7 \"n=;/" C(n=o0,1,2,3,4)
o

=

avec la vérification
Bz ) F(2)=p +4p) +6p) +4p] + @y

le premier membre étant donné par la derniére colonne de ce

Tableau.
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A l’aide des moments ainsi obtenus, on calcule

vi=b=M—m, et ol=vy=vh— b2 (M étant la moyenne vraie),
vz = vi — 36V, + 263,
v =V — 46V + 662V, — 3 bt

Vérification :

V" = v -+ 46\';-4- 6b’V,+ bt.
On a ensuite

1 v 1 /v
Bs—_——g;;, ﬂ,=;—z(°_—:—3>.

Llapplication de ces formules, au cas considéré actuellement

donne
Po=-+147
@y =—136, V| = —0,925, b =—o0,925,
Wy =+ 776, vy =+ 5,279, ¢ =+ 2,103,
Wy = — 3448, vy = — 23,456, B3 =+ 0,187,
@), = + 23228, v, =+ 158, 422, B.= -+ o0,081.

Examinons la signification de ces nombres.

La valeur de & est la quantité dont il faut corriger la moyenne
provisoire m, pour obtenir la moyenne vraie de la série consi-
dérée. 5 est moins aisé a définir : pour la loi de Gauss, il corres-
pond a écart moyen; en d’autres termes, 5 est un nombre tel que,

. P .y sy, 2 )
si N désigne le nombre total des éléments considérés, }N d’entre

eux se trouvent groupés entre les limites M == 5, M étant la valeur
moyenne de la propriété en question. On peut dire que s est un
nombre mesurant la condensation des ¢léments autour de la
moyenne.

Bs ou mieux S =3, est le coefficient d'obliquité. Il signifie

?: 1% P - 2 . P N
qu'il y a plus d’¢léments, environ §SN, supérieurs a la moyenne
si S > o, ou inférieurs si S < 0. Dans le cas présent,

2
§SN._.55.

En d’autres termes : la valeur la plus probable de la série consi-
dérée est décalée de S vers la droite ou vers la gauche suivant
que S Zo.
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B: ou E=238, indique le pourcentage excédant la fréquence
relative 4 la moyenne assignée par la loi de Gauss; si Y désigne le
nombre d'éléments d’une série & excés E et y le nombre corres-
pondant a la méme fourni par la loi de Gauss, ona Y —y =Ey.

Connaissant les paramétres de la fonction de fréquence, on peut
sans difficulté construire la courbe repré<entant la répartition des
grandeurs minima. A l'aide de la Table des valeurs 24, 93, 9, on

trouve :
F,(z) = Fréquence.

x—b. e —— e —
x—b. o T3 Pu- To- 3,9, B0 Observé. Calculé.
—8,075 —3,840 —+o0,0114 -+0,0332 0,0003 —+0,0021 —+0,0026 i o
—7,075 —3,364 0,0395 —+0,0885 0,0014 —+0,0073 —+0,0071 1 I
—6,075 —3%,889 0,0948 —+0,1388 0,0061 40,0177 —+0,0112 2 2
—5,075 —2,413 0,1478 —+0,0427 0,0217 —+0,0276 —+0,0034 2 4
—4,075 —1,938 —+o0,0893 —o0,3312 0,0610 —+0,0166 —o0,0267 4 4
—3,075 —1,462 —o0,1728 —o0,7202 0,1350 —o0,0323 —o0,0580 5 3
—2,075 —o0,987 —o,4901 —o0,4647 0,2451 —o0,0916 —o0,0374 9 8
—1,075 —o,511 —o0,4900 —+0,5257 0,3501 —o0,0916 —+o0,0423 20 21
—0,075 —0,036 +0,0430 —+1.1928 0,3987 —+o0,0080 —+0,0961 35 35
—+0,925 —+0,440 —+0,4472 —+o0,6793 0,3621 —+0,0836 —+0,0547 35 35
“+1,925 —+0,915 —+o0,5194 —o0,3471 0,2625 —+o0,0970 —o0,0280 19 23
+2,925 1,391 —+0,2247 —0,7377 0,1516 —+0,0421 —o0,0594 12 9
+3,925 -+1,866 —o0,0629 —o0,4035 0,0699 —o0,0117 —o0,0324 2 2

En choisissant le nombre s pour'unité des abscisses et en multi-
g

pliant les fréquences ainsi calculées par —- on obtient, pour la
0
!
comparaison des nombres observés et calculés, la courbe que
voici.
Fig. 10.
0,600
-
0500|
ouool —_—
~
4 N
/, \\
0300}
/7 e
4 \\
0200} N
O
/ % ~
0,100 //o SO
- AT . R A N N A ~—
- bo - 30 —-2c - 0 + o + 20 +30

<, valeurs observées;

o, valeurs calculées.
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Afin que I'on puisse comparer la courbe ainsi obtenue avec celle
correspondant a la loi de Gauss, on a tracé sur la figure ci-dessus
cette derniére en pointillée. On constate d’abord, dans le sens des
abscisses croissantes, unc dissymétrie, mesurée par le coefficient
d’obliquité 355 en outre, la courbe s'éleve au-dessus de la « courbe
en cloche ». d'une quantité mesurée par 'exces posiuf 3,.

Les abscisses z,, x., ., correspondant respectivement aux
ordonnées maxima, centrale et moyenne (voir p. 25)ont les valeurs

Xy =11".76, Z.=10",97, xo=10"58.

Done,biendansl’ordreassigné pourles petits excés,z, < 2. < Zm,
tandis que pourla courbe en pointillé ces trois valeurs se confondent.

Passons a I'étude de la corrélation entre les grandeurs M et m.
Toujours a Paide du Tableau 1, ¢xaminons jusqu’a quel degré les
séries de grandeurs M et m sont liées entre clles par une corres-
pondance quasi linéaire. Autrement dit, calculons le coefficient de
corrélation relatif aux deux groupes de grandeurs. Comme ce
calcul est destiné a servir d’exemple pour les autres cas du méme
genre, nous avons jugé utile & exposer les opérations numeériques
d’une facon détaillée.

Soient z et y les écarts par rapport a la moyenne des m respec-
tivement des M, F la fréquence. Comme moycenne provisoire on
peut adopter pour m 11”.5, comme précédemment et pour M g”, 5.
Cela posé, on transformera le Tableau I, en tableau de corrélation
comme il suit :

TABLEAU DES CORRELATIONS.

m:2,5. 3,5. %.5. 5.5. 6,5. 7,5. 8,5. 9,5 10,5. 11,5. 12,5. 13,5. 14,5.
z:—9., —8 —7 —6. —5. —4. —3. —2. —i. 0. +1.  +2. +3.
y.
—17. 1 1
— 6. 2
—35. 1
— 4. I 2
—3. 2 2 2
— 2., 3 7 2
—1. 2 12 9 3 1
0. 4 22 14 5
+1. 4 18 10 5
+ 2. 3 3
-+ 3. 4

<

DN | 1 2 2 4 5 9 20 35 35 19 12
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Pour faciliter 'aperqu des opérations on peut mettre les calculs
numériques sous forme de deux tableaux correspondant a x, respec-
tivement a y.

F(m). zF(m). x*F(m). y. F(M). yF(M). y’F(M).

I — 9 81 —7...... 2 —14 98

1 — 8 64 —6...... 2 —22 72

2 —14 98 —5...... 1 -5 25

2 —12 72 — 4. ... 3 —12 48

4 —20 100 —3...... 6 —18 54

5 —20 80 —2...... 12 —24 48

9 —27 81 —1...... 27 —27 27

20 —40 80 0...... 45 o o

35 —35 35 +1,..... 38 +38 38

35 o o +2...... 6 “+12 24

19 “+19 19 +3...... 5 “+15 45

I: :zg f; Zo... ... 147 —47 479

- z:F(M). —0,320 3,258
147 —136 —+776
—0,925 5,279

En introduisant les indices 1 et 2 pour distinguer les nombres

qui se rapportent aux grandeurs minima respectivement maxima,
on en déduit :

SxF(m) 136

b= SFmy ~ T 0%
Sx*F(m) 776
2 __ - ) p2—= L —_ .
53 = SF(m) b3 T 0,856 = 4,423,
gy = 2,103.
ZyF(M) 47 _
b,—-z—F(-M—)———E:———O,fizo
Zy2F(M) 2 __ 479
2 — =L - S p2 19 = 5
o2 = SF(M) b3 i 0,102 = 3,156;
gy =1,776.

Enfin, si 'on additionne les valeurs obtenues en multipliant les
nombres dans chaque carré du tableau de corrélation par le pro-
duit zy correspondant, on trouve pour le produit

2xyF =+ 545.

Or la valeur du coefficient de corrélation est déterminée par la
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formule

T z F
r=— —fNZ_-.b,b.).

F103 \
On trouve donc, dans le cas présent
r=0,913 #= 0,014.

Ainsi lintensité de corrélation entre les grandeurs minima et
maxima est notable. On voit, en outre, qu’elle est positive : les
nombres qui se correspondent croissent ou décroissent dans les
deux séries simultanément.

D’aprés ce qui a été exposé précédemment, I'utilité de connaitre
le coefficient de corrélation a surtout de 'importance lorsqu’il
s’agit de traiter la question suivante :

Trouver la valeur la plus probable d'un élément, par exemple M,
de la premieére série, correspondant a un élément déterminé m de
la deuxieme.

Ce probléme se résout au moyen du tableau de corrélation.

Remarquons d’abord que chaque ligne ou colonne de ce tableau
constitue en elle-méme une série statistique, appelons-la série
partielle. Par conséquent, chacune d’clles a une moyenne et un
coeflicient de dispersion, que l'on peut calculer. En effectuant ces
calculs d’aprés les régles connues, on trouve pour les moyennes
des séries partielles les nombres suivants :

—8,50; —7,00; —6,00; —5,33; — 3,67;
Moyennes partielles des m. / — 3,08; — 1,41; —0,56; + 0,50; +1,50;

-+ 2,20,
( —7,00; —7,00; —6,00;, —4,50; —3,50;
Moyennes partielles des M. { —2,40; —1,78; — 1,10; —0,14; +0,43;

+0,79; + 1,92} -+ 2,00.

Or, d’aprés une proposition, sur la démonstration de laquelle
on ne peut pas insister ici, ces moyennes particlles doivent se
trouver sur deux lignes droites, dites droites de régression, d’équa-
tions respectives :

X—b‘zrg-'(y—b,)
2

Y—by=r (2 —b),
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X et Y étantles valeurs les plus probables cherchées correspondant
aux valeurs données de y respectivement z et b, et b, les moyennes
partielles relatives aux deux séries.

En substituant dans ces équations les nombres obtenus plus
haut on trouve, pour les séries de grandeurs maxima et minima,
les droites de régression

m + 0,925 = 1,081(M + 0,320) (M donné),

M —+ 0,320 = 0,770(m + 0,925) (m donné),

Les figures 11 et 12 permettent de juger la fagon dont se com-

Fig. 114

on

portent les nombres observés (marqués o) et calculés. On voit que
les droites de régression font entre elles un angle d’autant plus
petit que le coecfficient de corrélation est plus voisin de 'unité.
Pour r=1. les deux droites se confondent, ce que I'on peut
déduire aussi de leurs équations, en y posant rr = 1.

Il y a lieu ici de faire une remarque concernant 'importance et
la signification des droites de régression. D’aprés ce qui vient d’étre
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dit, les ordonnées de ces droites fournissent les valeurs les plus
probables correspondant aux valeurs des abscisses données. Mais
ceci ne s'applique qu’aux valeurs des moyennes partielles, telles
qu’elles ont été définies dans le Tableau de corrélation. Les
droites de régression ne doivent et ne peuvent pas s'appliquer
aux valeurs individuelles tirées au hasard des séries d'observations
considérées.
Fig. 12.

M

Ce qui précéde indique suffisamment la marche a suivre dans
une discussion d'un ensemble d’observations par les procédés de
statistique mathématique. Voici les points principaux et la dispo-
sition du calcul :

1° Calcul des paramétres et coefficients de la fonction de fré-
quence;

2° Construction de la courbe de probabilité et comparaison avec
les observations;

3° Calcul du Tableau et du coefficient de corrélation;

4° Calcul des droites de régression.
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Fonction de fréquence et corrélation entre U amplitude et la
periode. — Le Tableau ci-aprés donne la distribution de ces
deux éléments pour 136 variables.

TABLEAU
P(J).:—1. —2 —3. —4 —5. —6. —7. —8. —9. —10. <.
A. E.
m
0,5 4 7 I 3 I 16
1,00 5 12 8 3 3 2 I 1 X 36
1,5. 4 3 6 2 6 4 2 2 1 1 31
2,0 1 5 5 6 1 2 1 21
2,5 I 5 I 1 3 3 1 1 16
3,0. 2 1 6 3 12
3,5 1 I 2
>3,5. [ 1 2
Zo.... 14 30 28 23 14 9 6 4 4 2 2 | 136

On remarquera a premier examen que les séries de fréquence
aussi bien des amplitudes (A) que des périodes (P) ne ressemblent
point & celles des grandeurs m et M que l'on vient de traiter.
En particulier, la répartition des étoiles d’aprés leur amplitude,
soit

. o™,5 1™,0 1™,5 2™,0 2,6 3™,0 3,5 >3"5
N.o.o...... 16, 36, 31, 21, 16, 12, 2, 2

différe nettement de celle accusée par les courbes usuelles de pro-
babilité. Nous allons montrer que cette série appartient a la famille
de courbes du type B. La fonction de fréquence correspondante
est de la forme

F(x) = Bod(z) + ByAd(z) + BoA2W(2) + ...,

eIz
z!

b(z)=

En faisant coincider le paramétre X avec la moyenne des z, le
coefficient B, s’annule et si, en outre, on néglige les termes d’ordres
supérieurs au second, la fonction F(x) s’écrit

F(x) = Bod(z) + B, A2 (2).

Le calcul des coefficients By, B,, ainsi que des paramétres carac-
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téristiques s’effectue, sans difficulté, a l'aide du Tableau des

moments (voir p. 26). Aussi suffit-il de donner simplement les
résultats. On trouve :

Ho= 136, Vi=b= A = 2,287
P"l= 311, vf) = 7’905’ Bo=136
My=1075, wva=vh— br=12,675, By= i 136(vs— b) = 26,384,

Ainsi la répartition calculée F(A) des amplitudes est donnée
par 'expression :

F(A)=136¢(A)+26,384A2(A),
avec

58~ )A
Y(A) = (_%l_e 2,287

Les nombres ¥(A) et A2¢(A) correspondant a la valeur du
paramétre A= 2,287 ont ¢été tirés de la Table de Bortkewitsch (1)
reproduite a la fin du Mémoire ML 11, n° 4 de Chartier.

Ona

Fréquence = F(A).

— e g—

Y(A). AV (A). A2¢(A).  By(A). B,AM(A). Calc. Obs. 0 -C.
0,1017 —+0,1017 —+o,1017 13,8 —+2,7 16,5 16 —1
0,2323 —+o0,1306 —+4o0,028g 31,6 —+o0.8 32,4 36 —+4
0,265{ —+o0,0331 —o0,0975 36,1 —2,6 33,5 31 —3
0,2024 —o0,0630 —o0,0961 27,5 .—2,5 25,0 21 —4
0,1158 —o0,0866 —0,0236 15,7 —o0,6 15,1 16 —+1
0,0530 —0,0628 —+0,0238 7,2 +0,6 7,8 12 “+4
0,0202 —0,0328 —+0,0300 2,7 —+o0,8 3,5 2 —2
0,0066 —o0,0136 -—0,019” 0,9 —+0,5 1,4 2 —+1

Les deux derniéres colonnes montrent que l'accord entre les
fréquences observées et calculées est satisfaisant.

Pour terminer la discussion des amplitudes et périodes, on a
calculé le coefficient de correlation relatif a ces propriétés. Le
résultat obtenu. = 0,23, a demontré que ces deux ¢léments des
variables a éclipse n’ont qu'une tres faible corrélation sans intérét.

D’autres propric¢tés des astres du type Algol ont été également
examinées en vue d'établir i elles n’étaient pas liées par des corré-

(') BortELWITSCH, Duas Gesets der hleinen Zahlen.
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lations intéressantes : la période et la latitude galactique, la duréy
de Véclipse et 'amplitude, et enfin la période et la durée de
Péclipse.

Les deux premiéres recherches n’ont donné aucun résultat
caractérisé.

L’étude de la relation entre la période et la duvée de Péclipse
présente au contraire un grand intérét pour cette catégorie des
variables. Le probleme n’est d’ailleurs pas nouveau.

Traité pour la premiére fois par Chandler (1), avec sept étoiles
seulement et depuis connu sous le nom de la loi de Chandler, ce
probleme fut repris et discuté par d’autres, d’abord par K. Pearson,
puis par F. Stein. Ce dernier, en partant des données pour 38 va-
riables, a déduit (2), pour le coefficient de corrélation r = o, 88.
En 1911, Ichinohe, dans ses recherches sur g2 ¢toiles du type
Algol (4), avait contirmé I'existence de la loi de Chandler. Comme
exprossibn reliant la période P & la durée D Péclipse, il a donné
I'équation

D =o0,082P +o0,151.

Les coefficients numériques de cette équation furent déterminés
par la méthode des moindres carrés.

Récemment, au cours de la rédaction de ce travail, une Note a
paru de Leiner ) dans laquelle Vauteur a résumé les résultats
qu’il a obtenus en discutant le méme probléme pour 126 étoiles.
Toujours par la méthode des moindres carrés, il a trouvé comme
expression de la loi de Chandler la formule

D =o0,0914 P + o0, 110.

Dc la comparaison entre les nombres calculés a 'aide des deux
derniércs équations d'unce part, ct les nombres déduits des obser-
vations d’autre part, il résulte que la seconde équation donne une
meilleure représentation que la premiére.

D¢ notre ¢oté, nous avons recalculé le coefficient de corrélation
au moyen de 124 étoiles. Le résultat déduit est r=o0,73. De

) CHANDLER, 4. J , 7, p. jo.

)y M. V., t LXIX, p. 453.

) Tokyo Journal, t. 21. (Mémoire inconnu a l'auteur).
)

(l
(2
(2
(4) A. V., t. 216, p. 449452,
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sorte que l'on serait porté a conclure qu’au fur et & mesure que le
nombre de données et leur précision augmentent, le coefficient de
corrélation va en diminuant. Autrement dit, la loi de Chandler
cesserait d’étre représentable par une équation linéaire. Dailleurs
les deux équations, d'lchinohe et de Leiner, ne s'appliquent
nullement aux durées et périodes individuelles.

Ce ne sont que des relations entre les moyennes des durées et
périodes correspondant aux groupes de plusieurs étoiles.

Recherches statistiques relatives auxr mouvements propres
des étotles variables du type Algol. — Les considérations
théoriques précédentes ont permis de constater quelle place impor-
tante occupe la connaissance des mouvements propres dans la solu-
tion des grands problemes d’Astronomie stellaire. On sait, en effet,
que méme avec des données fort incomplétes la discussion statis—
tique des mouvements stellaires a réussi a fournir sur le monde
sidéral des renseignements importants, paraissant s’approcher de
la réalité. Clest ainsi que Herschel déja était parvenu a révéler
Pexistence du mouvement s~olaire en étudiant les déplacements
angulaires apparents assez mal connus et relatifs a un trés petit
nombre d’astres.

Un autre résultat important déduit de ces données est 'exis-
tence des groupes de corps célestes animés de mouvements paralléles
convergeant vers les différents points de 'espace (groupe du Tau-
reau, Grande Ourse, Persée). En plus de son importance particu-
liere, la connaissance des mouvements propres a le grand avantage
sur celles des aulres propriétés stellaires de s‘amcliorer avec le
temps. On peut espérer que dans un avenir plus ou moins proche
le probléme dynamique de I'Univers sidéral seravésolu et les mou-
vements stellaires soumis a des lois bien déterminées. Les dis-
cussions actuclles ne doivent, par conséquent. étre considérées
que comme des titonnements susceptibles soit de nous approcher
de la solution générale. soit de nous révéler d'autres voies con-
duisant vers ce but.

Dans ce qui suit nous allons envisager les variables a éclipse
comme une famille spéciale d’étoiles et etudier leurs mouvements
angulaires apparents, ¢n examinant deux problemes principaux :
celui des distances et celui de la répartition spatiale. Naturcllement
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les résultats ne pourront fournir qu’une idée approchée sur I'état
réel des caractéres étudiés.

Dans la liste ci-aprés on a réuni les nombres relatifs aux mou-
vements propres u des étoiles du type Algol. Malheureusement,
méme aprés avoir épuisé toutes les sources disponibles des don-
nées en question, on n’a pu avoir que 175 étoiles de u bien déter-
minés (*).

Net. Nom de I'étoile. Gr. R 1900,0. (& 1900,0. By us. Aut.
1. U Céphée.... 6,8 0.: 53‘?245 +8l‘.)‘20’,3 “+o0 :0040 —o ,'609 Gr.
2. RZ Cassiopée. 6,4 2.39.54 —+69.12,8 — o014 —+ or1o Ki.
3. B Persée..... 2,2 3. 1.40 —+40.34,2 + o006 — o005 Boss
4. X Taureau.... 3,8 3.55. 8 —+12.12,5 — 0004 — o14 Boss
5. RW Taureau. 8,1 3.57.45 —+27.51,0 —+ 0031 — o40 Gr.
6. ¢ Cocher..... 3,3 4.54.48 +43.40,5 —+ 0005 — o013 Boss
7. VVOrion.... 5,2 5.28 27 — 1.13,6 0000 — 007 Boss
8. BMOrion.... 8,0 5.30.21 — 5.27,1 -+ 0002 -+ o004 Boss
9. B Cocher..... 2,1 5.52.12 +44.56,2 — 0044 — o005 Boss

10. RG.Chien... 5,4 7.14.56 —16.12,§ —+ o128 — 104 Boss

11. S Voiles...... 7,9 9 29.27 —44.45,9 — o060 — oi1o Cape

12. d&Balance.... 4,9 14.55.383 — 8. 7,2 — 0046 — ot11 Boss

13. WP.Ourse.. 8,4 16.34.50 —+86.25,9 —+ 0040 — o026 Gr.

14. U Ophiuchus. 5,3 17.11.27 + 1.19,2 — o005 — o026 G.F.

13. Z Hercule.... 7,2 17.53.36 —+15. 8,8 — 0005 —+ 086 Sch.

16. U Sagittaire.. 6,4 19.14.26 —+19.25,9 — ooto —+ o10 A.G.

17. ZP.Renard... 75,8 19.17.32 —+25.23,1 —+0,0015 —o0,006 Gr.

On va d'abord procéder au calcul du mouvement solaire et de la
manicre suivante.

Soient U, V, W les composantes, dans le systéme des coordon-
nées équatoriales, de la vitesse de 'astre par rapport au Soleil;
U, V', W’ les composantes de la méme vitesse rapportées a un
systeme de coordonnées dont 'axe des Z est dirigé suivant laligne
de visée. 'axe des \ dans le sens des ascensions droites croissantes
et celui des Y dans le sens des déclinaisons croissantes. En dési-
gnant par v, les cosinus directeurs des axes des dcux systémes,

tions de 1917 relevées dans le Catalogue actuellement en préparation pour la publi-
cation de M. G. Fayet.

(') Pour U Ophiuchus, I'auteur a déduit les valeurs de p, et ps avec les posi-
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on a
U=y U+ vy V+ 1 W,
V= 132U+ v22V + v3a W,
W' = Y13 U + Y:aV +Taawr

Y11= —sina, Y1 = cCOSZ, Y31 =0,
Y12=— cosa sing, T)as = — sina sin J, Y32 = — cos 3,
Y13=  cosacosd, Yas= sinacos3, Y33 = sind.

Les vitesses radiales des étoiles considérées n’étant point connues,
la troisi¢éme équation n’interviendra pas dans ce qui va suivre.
Introduisons les mouvements propres observés, en posant

u' = ug coss, o= pg.
On aura

désignant la distance de l'astre a 'observateur. En substituant
ces valeurs dans les deux premiéres équations, et en faisant remar-
quer que Y3, = 0, on a

, U \Y%
u = Y“‘; +‘(u"-_'7
. u v w
v = Yz 7:+‘{za-;+‘{az7'
Or, d’aprés Charlier, r peut s’exprimer en fonction d’un para-
’ p y 'p p p

métre R et de la grandeur apparente m. On a, en effet,

r = R.10%m,

De sorte que, si 'on pose

u =102y’ et v = 10%2m¢',

u, v étant appelés les composantes du mouvement propre réduit,
les équations précédentes deviennent

U A%
u='(nﬁ -+ 21 ]’
(a)

U \4
v = Teg + T2 g +‘{3:-IT'

Voici les quantités 10™2”, «', v/, u et ¢ pour les étoiles de la liste
q y W, U
MICHKOVITCH. 8
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précédente :

Nes, 100,272, w. V. u. v.
1.... 22,9 +o”,oogo —0",009 +o”,zo-; ~o”,207
2.... 19,1 — 0075 -+ oro —o0,0938 —+o0,130
3.... 2,8 -+ 0068 — 005 +0,019 —o0,014
4. 5,8 — 0059 — o014 —o0,034 —o0,081
B.... 41,7 -+ 0411 — ofjo -+1,726 —1,680
6.... 4,6 -+ 0054 — o013 -+0,024 —0,059
7.. I1,o0 0000 — 007 0,000 —0,077
8.... 39,8 + o030 + o0} -+0,120 +o0, 160
9... 2,6 — 0467 — 005 —0,171 —o0,013

10.... 12,0 + 1844 — 10} —“+2,213 —1,248

11.... 38,0 — 0639 — o010 —2,428 —o0,380

12.... 9,6 — 0683 — OII —0,656 —o0,106

13.... 47,9 + 0037 — 026 ~+0,178 —1,248

14.... 11,5 — 0075 — o6 —o0,086 —o0,299
15.... 27,5 — 0072 “+ o806 —0,20" —+2,408
16.... 19,1 — 0142 + o10 —o0,185 +0,130

17.... 36,3 -+ 0203 006 “+0,731 —0,216

Chaque astre fournit deux équations de condition de la forme (a).
L’ensemble traité par la méthode des moindres carrés fournira les
valeurs moyennes de U, V, W a condition toutefois que R puisse
étre considéré comme constant pour toutes les étoiles en question.
Puis, en changeant les signes de ces trois quantités, on déduira
des équations

U=ScosAR cos®, V = Ssin AR cos®, W = Ssin®,
la position, AR et ®, de I'apex et la vitesse S du Soleil.

Pour les étoiles considérées le calcul conduit au systéme d’équa-
tions normales

, U v w ”
|4,939—R — Lm0 — |,982-§ = ,709,
\Y W
—‘1.220%+7.548E — 0’544'ﬁ = 27,506,
/ W
——-1,982% —0,544% +“’5”‘5T{ =—1,227

dont les solutions sont

7

U_ ’, 104 v_ ’.30 “———-»o' 110
-l-‘-.-—o,xo, —ﬁ—--l—o, 7 ®r= 5 .
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Ceci donne, pour les coordonnées de I'apex et la vitesse du

Solelil,

AR = 288°,7, ®=+18%6 et % =+ 0",342.

Les erreurs moyennes de U, V, W sont relativement assez fortes
a cause du manque de données. Quant a l'incertitude des coor-
données de I'apex, elle n'est pas anormale, si on tient compte du
nombre des étoiles utilisées. En particulier, la déclinaison de
Papex est visiblement trop faible, ¢tant donné que la grandeur
moyenne des astres dans la liste est 5m 8.

D’aprés ce qui a été dit dans la partie théorique, on peut, en
admettant certaines hypothéses, déduire de ces nombres une
valeur pour le paramétre R. *

Pour cela, on doit d’abord constater que 12 étoiles sur 17 de
mouvements propres connus, et 71 sur 86 de spectre connu de
toutes les étoiles variables du type Algol, appartiennent au type
spectral B; — A . Or, dans ce cas, il est permis d’admettre, en
premicre approximation du moing, que R est le méme pour toutes
les variables a éclipse. Ceci revient & admettre que ces étoiles ont
toutes le méme diameétre. L'hypotheése, évidemment un peu arbi-
traire, ne doit cependant pas étre éloignée de la réalité, st I'on
accepte la nouvelle théorie de I'évolution stellaire.

Le paramétre R s’obtient alors facilement a I'aide de la relation
R=" 0", 3.
si 'on connait la valeur de S. Or, Gyllenberg, en discutant les
vitesses radiales dc 291 étoiles du type spectral A, a trouvé (')

pour cette quantité
8 = 4,167 sir.

En adoptant ce nombre, on a

167 sir, .
R = 0",206 X 4_%7_ = 2,51 sir.,
o ,34'2
avec une erreur moyenne

e(R) ==%1,35sir.

(') M. L., 11, n* 13.
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La valeur ainsi trouvée s’accorde bien avec celle obtenue par
Malmquist (*) pour les astres des types spectraux Bg — A,.

Si ce nombre est exact, une variable du type Algol, de grandeur
maxima o™,0, serail située a une disiance de 2,51 sir.; c’est
a-dire aurait une parallaxe de 0”,082.

Ayant ainsi la valeur de R on peut calculer la distance indivi-
duelle de chaque etoile et, par conséquent, aborder I'ctude statis-
tique de leur repaitition dans I'espace. Les nombres résultant de
ce calcul et qui doivent servir de base pour la discussion, se
trouvent résumes dans la liste genérale ci-apres. Voici la signifi-
cation des colonnes successives :

(1) Numero d’ordre.
(2) Nom de P’etoile.
(3) Grandeur maxima.
(4) Grandeur minima.
(3) Periode orbitale en jours et fractions du jour.
(6) Duree de I'eclipse en heures.
(7T) et (8) R et ® pour 1900,0.
(9) Distance de Vastre exprimée en R.
(10), (11), (12) Coordonnees rectangulaires galactiques en R.
(13), (14). (13) Coordonnees rectangulaires équatoriales en
siriométres,
(16) Parallaxe.
(17) Type spectral.

Les étoiles sont rangées par ordre alphabétique des constella-
tions.

('Y M. L., 11, n° 22.
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Examinons d’abord, au moyen de cette liste, la question de la
répartition spatiale. Pour cela on a choisi comme plan de réfé-
rence celui de la Voie lactée dont le péle est situé par R = 190°
et ® = —+ 28°. On trouve :

Distances Nombre d’etoiles.
en R

siriométres. £. .. g.
0—60.....oiveviiiaee... 53 56 90
60—125........0iiii.... 39 1o 42
125 —200. .. cavininnn.un.. . 34 31 15
200 —®©. . ..... 26 25 5
D R & T 152 152

60 pour 100 de toutes les variablesa éclipse sont situées 8 moins de
60 sir. et 78 pour 100 a moins de 100 sir., de part et d’autre du
plan galactique. Quant a leur distribution dans le plan méme, elle
est sensiblement uniforme dans toute son ctendue, avec une con-
centration un peu plus dense au centre. Ainsi, la concentration

galaclique de ces astres, sans étre aussi prononcée que celle des

Fig. 13.
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étoiles des types spectraux O, B et N, apparait néanmoins suffi-
samment nette.

Les projections de I'ensemble des étoiles du type Algol sur les
trois plans de coordonnées galactiques et surla sphére céleste sont
représentées dans les figures 13, 14, 15 et 16 et permettent de se
faire une idée plus nette sur leur répartition galactique.

? 1A
Fig 14.
. Z *
x
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Rapportée aux trois axes du systéme de coordonnées équato-
riales z, y, z, leur distribution se laisse représenser par des fonc-
tions de fréquence du type A. Le tableau ci-aprés contient des

Fig. 16.

o Centre de gravite de
/ensemble des varables du
Lype Algol

8 FPosition du Soler] ou du centre galoctigue

nombres d’astres et leurs situations rapportées aux trois axes et
exprimées en siriométres.

TABLEAU

Siriométres. z. y. z,
T 2 3 1
— 135 e eeeeen 1 ) o
—120.. .00, ... J A 1 o
—I105. .. et o 1 1
— QO0.i.iiaennan Ceeeeeaaae . 1 7 2
— 75 e e e 4 6 1
— 60........ N 6 15 4
— 45...... ceieaane ceieienn.. 6 16 =
— 30 et R ) 11 8

B I TS ¥4 18 18
Oreeieerennnnecnacenaeas 39 19 13

B € 2 1) 16 21

“+30..... PP § ¢ 7 19

B o 15 F P &3 12 20

+60.......... R - 3 9

B a7 TP R 7 7

e T e 2 4 It

B 0 1 J P 2 2 5

A T20. et et 3 1 3

S 7 T | 1 1

4 Ot ietrrerressercacananse 1 2 1
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A T'aide de ce tableau on pourra aisément calculer les para-
meétres et coefficients des fonctions de fréquence correspondantes.

On trouve ainsi, pour les dispersions suivant les axes de coor-
données :

gy=+ 3,17 sir., oy =+ 3,80sir., .=+ 3,30 sir.
donc sensiblement égales; et pour les moments du premier ordre :
M, =+ 7,03 sir., My =—7,6§sir, M; =+ 22,70 sir.

Ces derniers nombres permettent en méme temps de déduire les
coordonnées du centre de gravité de 'ensemble des étoiles consi-
dérées, rapporté au systéme de coordonnées équatoriales avec le
Soleil pour origine. En désignant par A la distance au Soleil, par
o et 3 les coordonnées du centre de gravité, on a

My = Acoszcosé,
M, = Asinz cosd,
M. = Asing.

A Paide des valeurs précédentes de M, M,., M;, on conclut
a = 20", 83, 3=+ 67°0, A = 2,46 sir.

Le résultat doit paraitre un peu surprenant : en faisant coincider
le centre de gravité du systéme galactique entier avec celui de
I’ensemble des étoiles du type spectral B, Charlier avait déduit (*)
pour ses coordonnées

a = 7",70, S = — 55°,69.

Par conséquent, pour l'anticentre, « = 19",70 et & = -+ 55°,62,
nombres qui ressemblent beaucoup a ceux obtenus pour la situa-
tion du centre des variables du type Algol. Si ce résultat est
exact, le centre de gravité de 'ensemble de ces variables serait
situé au voisinage immeédiat de notre Soleil, a 2,46 sir. de dis-
tance.

Faute de données plus précises et plus complétes, en particulier
en ce qui concerne les vitesses radiales, on ne pouvait songer a
poursuivre plus loin cette étude statistique sans s’exposer a des
conclusions illusoires et n’offrant aucune sécurité réelle.

() M. L., I, n° 14.
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Aussi avons-nous jugé plus utile de rechercher les moyens de
vérification de la justesse, ou de l'approximation, que peuvent
comporter les résultats et conclusions précédents.

Comparons d’abord les diverses déterminations de la position de
Papex. Celle de L. Boss. basée sur 6188 mouvements propres et
considérée actuellement comme la meilleure, fixe I’apex par

R =270, 5, W =+ 34°, 3.

Une autre détermination, aussi trés bonne, effectuée par
W.-W. Campbell et basée sur 1193 vitesses radiales, a donné

AR =685  ® =253,
Dans le présent travail, on a déduit avec 17 mouvements propres,
R = 288" 7, ) =+ 18°8.

Les: écarts sont évidemment forts, mais non anormaux, si ’on tient
compte de la proportion des données dans les trois détermina-
tions.

Une deuxiéme véritication de I'approximation obtenue dans les
résultats précédents est fournie par la comparaison des parallaxes
déduites d’une part des procédés d’observations (w,) et d’autre
part par le calcul, a 'aide du parameétre R.

Etoiles. Tn- ..
( 0,048
BPersée........co.oen.n. 0,029 0,029
0,037
8 Cocher........ cieeiie.e.  0,03] 0,032
YCygne.................. 0,005 0,004

Plus nombreuses sont les étoiles dont on a calculé les parallaxes
probables (%,) ('), basées sur les grandeurs absolues déduites des
meilleures déterminations des ¢él¢ments de ces variables. En lais-
sant de coté les étoiles plus faibles que 10™,5, (entre parenthéses),
voici le tableau de comparaison des valeurs du groupe I de la liste

(') RusskLL et SHAPLEY, Ap. J., 40, p. 421-425.
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de Russel et Shapley :

Nom de I’étoile. - .
RZ Cassiopée........... 0,0060 0,004
ST Caréne........ eeen 0020 oo1t
RZ Centaure........ ool1 0016
SZ Centaure............ 0011 o019
U Céphée....... ceiaee 0044 0036
B Cocher............. .- 0300 0317
SWCygne............. 0014 0012
UW Cygne ............ [o007 0007 ]
1Z Cygne........... ... |oo12 0007 ]
W Dauphin............. 0011 0010
ZDragon.............. 0016 0007
RX Dragon............. [0023 0008 |
S KEcrevisse........ .. 0024 0020
RG. Chien ............ 0182 0069
RX Hercule............ 0036 0033
U Ophiuchus........... 0063 0059
B Persée............... 0262 0294
RS Sagittaire........... 0038 0048
RW Taureau........... 0021 0022
S Voiles............... 0025 0022
UFléche............... 0,0036 0,0040
Conclusion.”— Pour résumer les recherches statistiques faites

dans ce travail sur les étoiles variables du type Algol, nous pou-
vons écrire les conclusions suivantes :

Les variables a éclipse du type Algol forment un systéme
d’étoiles réparties d'une manicre presque symdétrique de part et
d’autre du plan central de la Voie lactée. Ce résultat est d’accord
avec les conclusions tirées antérieurement par d’autres astronomes
ayant traité cette question par des méthodes différentes.

Le centre de gravité du systéme semble étre situé par R = 20",8
el ® = + 67°.2, au voisinage immédiat de notre Soleil, a 2,46 sir.
de distance.

La valeur du parameétre R = 2,51 sir., déduite des mouvements
propres est d’accord avec R = 2,74 sir. trouvé par Charlier et
Malmquist pour les étoiles des types spectraux B, — B; et Ay — A;.
En outre, la comparaison des parallaxes observées et celles déduites
au moyen de R semble montrer que le nombre 2,51 ne doit pas
étre loin de sa vraie valeur.
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En ce qui concerne les divers éléments fournis directement par
les observations, on a trouvé que :

1° Les fréquences des grandeurs maxima et minima suivent bien
les courbes du type A. Pour les grandeurs minima la courbe est
caractérisée par une obliquité assez prononcée o,ig et un exces
positif de 0,08. En outre, les deux séries de grandeurs sont liées
par une forte corrélation, r = o,qg1.

2" Les frequences des amplitudes et des périodes, au contraire,
appartiennent a la famille des courbes B, leur corrélation est insi-
gnifiante 1 = o,2.

3° La loi de Chandler, étudiée a P'aide de la corrélation entre la
période et la durée de I'échipse, ne semble pas pouvoir s’exprimer,
d’une maniére satisfaisante. par une relation linéaire. Le coeffi-
cient de corrélation parait aller en diminuant au fur et 4 mesure
que le nombre d’astres va en augmentant.

Liste des travaux de statistique stellaire (!).

Apams (W.S.), Joy (A. H.). — The motion in space of some stars of
high radial velocity (Ap..J., 49, p. 179).

Apams (W. S.), StrouBERG (G.). — The relationship of stellar motions to
abs. magnitude (Ap. J., 45, p. »93).

Apams (W. S.), SrromBERG, ((G.) Joy. (A.IL.) — The relationship of abs.
magnitude to space velocity (Ap. .J., B4, p. 9).

Anping (E.). — Ueber den Einfluss der Sternverteilung auf die Bestimmung
des Sonnenapex nach der Bessel’schen Methode (A. N., 140, p. 1).
Bakuuvzen van prr Sanpre (I, G.). — Ucber die Verteilung der Sterne

im Raume nach der Grosse der Eigenbewegungen (A, V., 146, p. 209).

BeLsawsky (S.). Apex-und Vertexbestimmung aus den Portes-schen
Sternen (A. N., {79, p. 293).

Boss, (I..). — A determination of the Solar motion (4. J., 9., p. 161).

—- Tentative researches upon preccssion and solar motion (4. J., 21, p. 161).

— (A. J., 26. p. 95-99; 109-122)

— (A. J., 26.p. 187-201),

CamprerL (W. W.). — Lick Bulletin, n° 241.

— A preliminary determination of the motion of the solar system (Ap. J.
13, p. 8o).

(1) Pour dresser cette liste nous avons cu & notre disposition les
bibliothéques des Observatoires de Nice et Marscille.

MICHKOVITCH. 9
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— Lick Bulletin, n° 196.
— Stellar Motions.
— On the motions of the brighter class B stars (A. S. P., 23, p. 85).

Carrican (W. T.). — A method of determining the direction of the Sun’s
motion in space (4. J., 24, p. 207).

CaanpiriER (S. C.). — On the general relations of variable star ph@nomena
(A4.J.,9,p. 1)

Cuapmany {S.). — The number and galactic distribution of the stars (M. N.,
78, p. 66).

Cuapmann (S.), MELoTtTE. — Memoirs, R. A. S., 60, Pt. 4.

Cuariier (C. V. L.). — Die Abstande der Sterne vom Spektral-Typus B
(A. N., 201, p. 9).

— Die galaktische Verteilung der Helium-Sterne (4. N., 202, p. 403).

— An investigation on the motion of the stars (M. N., 73, p. 486).
— The Galaxy of the B stars (M. V., 76, p. 589).

Comstock (G. C.). — The proper motions and Parallaxes of the 10t magn.
stars (A. V., 187, p. 113).

— On Kapteyn’s luminosity curve (A. N., 185, p. 293).

— Provisional results of an examination of the proper motions of certain
faint stars (4. J., 24, p. 43).

— A determination of the Sun’s motion relative to the fainter stars (4. J.,
23, p. 119).

Curris (H. D.). — The distances of the stars (4. S. P., 23, p. 143).

Downing (A. M. W.). — The distribution of the stars of the Cape Photo-
graphic Durchmusterung (M. N., 62, p. 541).

Dyson (F. W.), Tuackeray (W. G.). — A determination of the constant
of precession and the direction of the solar motion (M. N., 65, p. 428).

— The systematic motions of the stars shown in the cross proper motions
of the Bradley-stars (M. N., 70, p. 416).

Dyson (F. W.). — The proper motions of the stars in Carrington’s Circum-
polar Catalogue in relation to their spectral type (M. N., 74, p. 733).

— The distribution in space of the stars in Carrington’s Circumpolar Cata-
logue (M. N., 73, p. 334, 402).

— A statistical discussion of the proper motions of the stars in the Greenwich
Catalogue for 1910 (M. N., 77, p. 212},
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