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PREMIÈRE THÈSE

ÉTUDES
DE

STATISTIQUE STELLA1RE

AVANT-PROPOS.

La distribution des astres dans l'espace, leurs distances et dépla-
cements héliocentriques, ainsi que leurs particularités physiques
(éclat, couleur, spectre, densité, masse, dimensions, température)
constituent le champ d'investigation de l'astronomie stellaire.
Cette branche, encore nouvelle, mais qui s'est déjà montrée si
féconde en résultats, se propose de rechercher les lois qui régissent
ces divers éléments et les relations qui peuvent les unir, afin de
parvenir à une théorie générale concernant la structure et l'évolu-
tion de l'univers stellaire.

Pour la réalisation d'un programme aussi vaste, on s'est adressé
tout naturellement à la méthode qui avait déjà fait ses preuves pour
la résolution des nombreux problèmes intéressant notre système
stellaire : réunion d'un grand nombre de données d'observations
aussi variées et précises que possible, puis discussion de l'ensemble
à l'aide de méthodes mathématiques.

De nombreux observateurs, particulièrement en Amérique eten
Angleterre, pourvus d'instruments puissants et perfecticnnés, con-
sacrent leur activité à recueillir des renseignements circonstanciés
sur les phénomènes les plus varies des espaces stellaires. Le maté-
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riel déjà accumulé, loin d'être complet, a suffi pour démontrer
sans aucun doute l'inefficacité, en présence de tels problèmes, des
théories et procédés mathématiques employés jusqu'à présent.

La fameuse méthode des moindres carrés que « les expérimen-
tateurs s'imaginent être un théorème de mathématiques et les
mathématiciens être un fait expérimental », s'est montrée nette-
ment inopérante. 11 a fallu imaginer des méthodes nouvelles, plus
rigoureuses, relevant de la statistique mathématique. Gréée par
Bernoulli, Laplace et Lexis, perfectionnnée ensuite par Pearson,
celle-ci fut appliquée à l'astronomie par M. Charlier, professeur à
l'Université de Lund. Les travaux dus au savant suédois et à ses
élèves constituent incontestablement un ensemble tout à fait
remarquable de recherches importantes et variées intéressant à la
fois la théorie et les applications numériques.

Le présent travail a pour but: i° de donner une idée générale
des méthodes statistiques employées et des résultats obtenus par
M. Charlier et ses collaborateurs, et 2° d'en fournir un exposé
suffisamment détaillé permettant aux jeunes astronomes désireux
d'effectuer une application des dites méthodes, de la mener à bien
sans être contraints de consulter les nombreux mémoires origi-
naux disséminés dans les « Meddelande frân Lunds Astronomiska
Observatorium.

Nous tenons cependant à signaler que le développement déjà
avancé de ces théories, ainsi que les nombreuses applications
faites pendant ces dernières années, rendaient a priori difficile
l'achèvement de ce programme, étant donné l'espace limité dont
nous disposions pour ce travail.

Dans une première partie sont résumés les recherches et les
résultats théoriques; on y expose la marche suivie par l'astronome
suédois et l'on s'efforce de montrer comment il est parvenu à éta-
blir que l'expression mathématique de la loi des erreurs de Gauss
n'est en réalité que le terme d'une série traduisant une loi beaucoup
plus générale, comportant celle de Gauss comme cas particulier.

L'application de ces méthodes aux nombreux problèmes inté-
ressant l'astronomie stellaire, ainsi qu'un exposé succinct des
résultats acquis, forme la seconde partie.

La dernière partie est consacrée à une recherche statistique per-
sonnelle concernant les variables du type Algol.
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On a jugé intéressant de réunir, à la fin du travail, dans un index
bibliographique, aussi complet que possible, les mémoires parus
jusqu'à ce jour se rattachant au domaine de la statistique stellaire.

A M. P. Humbert, professeur à la Faculté des Sciences de Mont-
pellier, pour tous les renseignements et les conseils qu'il m'a pro-
digués au cours de ce travail, et à M. G. Fajet, directeur de l'Ob-
servatoire de Nice, pour sa bienveillante aide dans la rédaction, je
me permet d'exprimer ici ma profonde reconnaissance.



INTRODUCTION.

L'étude d'une série d'observations, à l'aide des procédés de la
statistique mathématique, consiste soit à fixer l'expression analy-
tique susceptible de représenter le mieux possible l'allure et les
propriétés générales du phénomène observé, soit à établir les rela-
tions qui peuvent unir des phénomènes simultanés, ou certaines
particularités d'un même phénomène. Le premier travail repose
sur la théorie des erreurs d'observations, tandis que les recherches
de la seconde catégories relèvent de la théorie des corrélations.

Théorie des erreurs. — Discuter un ensemble d'observations
revient principalement à évaluer la grandeur probable de Terreur
commise sur chaque observation, de façon à en conclure la valeur
la plus vraisemblable de la quantité mesurée. Un tel calcul serait
naturellement impossible si l'on n'admettait, a priori, une loi de
probabilités des erreurs. La modification ensentielle introduite
dans ce domaine par M. Charlier réside précisément dans la
définition, énoncée pour la première fois par Hagen (*), qu'il
adopte pour l'erreur accidentelle.

11 admet que : L'erreur accidentelle est la somme algébrique
d'un nombre indéterminé d'erreurs élémentaires, toutes égales
en valeur absolue, mais de signes quelconques, provenant d'un
grand nombre de causes inconnues, dont chacunes est caracté-
risée par une loi particulière.

En réalité Terreur accidentelle, ainsi que la véritable loi qui la
régit, nous sont inconnues. La définition précédente, base de toute
la statistique mathématique, ne constitue qu'une hypothèse,
dont la légitimité pourra s'estimer à posteriori, par Taccord plus
ou moins grand que présente, avec les faits observés, le résultat
qu'elle fournira.

(») G. HAGEN, Grundzuge der Wahrscheinlichkeüsrechnug, 1837.
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Une fois cette hypothèse admise, l'expression mathématique
de la loi des erreurs peut s'obtenir à l'aide de raisonnements ana-
lytiques connus.

Courbe de fréquence. — Toute série d'observations fournit
une courbe, dite de probabilité ou de fréquence, représentant la
répartition des mesures effectuées. Pour la construire, en coordon-
nées cartésiennes rectangulaires, on porte, en abscisse, les divers
résultats mesurés, et en ordonnées, le nombre de mesures se rap-
portant à chacun de ces résultats. Si l'on parvient à représenter
par >'— ƒ"(#) la courbe obtenue en joignant les extrémités succes-
sives de toutes les ordonnées, la fonction f (x) s'appelle fonction
de fréquence du phénomène observé.

La figure i montre la courbe bien connue de la répartition des
erreurs d'observations suivant la loi de Gauss, et dont l'équa-
tion est

Fig.
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Elle est continue, asymptotique à l'axe des #, et symétrique par
rapport à l'axe des y. Ses propriétés, de même que le rapport
existant entre celles-ci et la répartition des erreurs, sont suffisam-
ment connus, et il est inutile d'insister sur ce sujet.

Jusqu'à la fin du siècle dernier, cette courbe fut considérée
comme la seule représentation exacte de la fréquence des erreurs
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de toutes les observations en général. Pourvu que les observations
fussent assez nombreuses, s'imaginait Gauss, elles ne pouvaient pas
ne pas obéir à cette loi. Or depuis une trentaine d'années, on sait
qu'il n'en est pas ainsi. Les recherches faites dans le domaine des
sciences naturelles ont révélé, et d'une manière indiscutable, l'exis-
tence de séries d'observations n'obéissant pas à la loi de Gauss, de
telle sorte que la discussion par cette loi conduisait à des résultats
en désaccord avec les phénomènes observés. La « courbe en cloche »
{fig- i ) n'est donc vraisemblablement qu'un des membres de la
famille des courbes de fréquences, de même que la loi qu'elle
représente n'est qu'un cas particulier d'une expression plus géné-
rale de la loi des erreurs.

Dans les figures 2 et 3 on donne, à titre d'exemples, quelques

a:



courbes de fréquence donl on se servira dans la suite et que Ton
pourra comparer à celle de la figure i (tracé en pointillé).

Toutes ces courbes peuvent être appelées simples; nous verrons
en effet qu'il existe aussi des courbes de fréquence engendrées par la
combinaison de deux ou plusieurs courbes simples en une seule.
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L'étude d'une telle série d'observations conduit au problème de
la dissection d'une courbe de fréquence en ses composantes. Le
premier qui s'en est occupé était K. Pearson. La solution du pro-
blème général de la dissection d'une courbe de fréquence, telle
qu'elle a été envisagée par ce mathématicien, se ramène à une équa-
tion du neuvième degré, ce qui rend son application impraticable.
En admettant certaines hypothèses sur les propriétés des courbes
composantes, le problème peut être simplifié (Pearson, Charlier),
mais les calculs restent néanmoins considérables,de sorte que nous
ne pouvons pas songer à nous arrêter plus longtemps sur ces pro-
blèmes.

(') CHARLIKB, Researches in to the theorv of Probability, Medd. Ser. II, n°4.
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Moment. — La notion de moment a été introduite dans la théorie
statistique par K.. Pearson, et joue un roie très important dans
l'étude des courbes de fréquence. On appelle moment d'ordre n,
par rapport à un axe OY, la somme des produits de toutes les aires
élémentaires par la niéme puissance de leur distance respective à cet
axe. Ainsi dans la ligure 5, l'aire élémentaire (la partie couverte
de hachures) étant f (x)dx, sa distance à l'axe OYJ?, le moment
d'ordre a par rapport à cet axe est défini par

~ -h

= / x»f(x)dx.

Connaissant les n premiers moments ^'„ d'une courbe de fré-
quence, par rapport à un axe OY, pour calculer les moments p.w,

Fig. 5.

¥

dx

par rapport à un autre axe O'Y;, parallèle à O Y et situé à une dis-
tance OO' = h àe celui-ci, on a

*„= f {x-byf{x)dx.

ou bien

Coefficient de corrélation. — Deux phénomènes simultanés,
sans relation apparente, peuvent quelquefois être liés entre eux.
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L'étude de séries d'observations au point de vue de leur rapports
mutuels, n'est pas un problème nouveau. Sa solution par les
méthodes graphiques, tout en n'étant ni générale ni assez précise,
pouvait néanmoins, dans beaucoup de cas, rendre des services
comme une première approximation. La vraie solution de ce pro-
blème, si important dans la statistique, a été donnée dans la théo-
rie des corrélations.

Au point de vue de la théorie des erreurs, deux phénomènes
seront en corrélation si les erreurs élémentaires respectives sont les
mêmes, soit en totalité, soit en partie seulement. Le degré de
parenté entre deux séries d'observations est mesuré par le coeffi-
cient de corrélation. Cette quantité, que l'on désignera par r, est,
en valeur absolue, inférieure ou au plus égale à l'unité.

Suivant que ce coefficient est positif ou négatif, la croissance
dans les deux séries considérées sera du même sens, ou de sens
contraire. Si les deux séries d'observations n'ont rien de commun,
r sera égal à zéro. Par contre, r = i implique une correspon-
dance linéaire entre les observations des deux phénomènes, de
sorte qu'un élément quelconque de l'une des séries détermine
entièrement l'élément correspondant de l'autre. D'une manière
générale, plus la quantité r est voisine de l'unité, plus la corré-
lation entre les phénomènes est grande, et inversement.

Dans la suite de ce travail nous verrons que la connaissance du
coefficient de corrélation peut servir à résoudre d'autres problèmes
importants qui se présentent dans l'étude statistique.

Statistiques homogrades et hétérogrades. — Suivant la nature
des éléments dont se composent les données d'observations et la
manière de les traiter, Charlier a divisé la statistique mathématique
en deux parties.

Dans la première, qu'il dénomme la statistique homograde, l'en-
semble de données comporte deux groupes, suivant que les indivi-
dus, ou objets, possèdent ou non une certaine propriété, sans
aucun égard à l'intensité de celle-ci. Ce dénombrement fait, le pro-
blème qui se présente au calculateur consite à fixer si les séries ainsi
formées suivent ou non les lois statistiques et, dans la négative, à
rechercher l'influence qu'exercent les causes étrangères sur les
individus des deux groupes. Dans ce domaine rentrent les statis-
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tiques des nombres de naissances, suicides, décès,mariages, des
nombres de jours pluvieux de Tannée, etc. On peut remarquer que
les éléments des séries homogrades sont de nombres abstraits.
Pour résoudre les divers problèmes qui se rattachent à cette partie,
les théorèmes élémentaires du calcul des probabilités, en particu-
lier ceux de Bernoulli, Poisson et Lexis, suffisent.

Dans la statistique hétérograde, on tient compte non seulement
d'une propriété, mais en même temps de l'intensité ou degré au-
quel chaque individu possède cette propriété. L'étude des données
de cette catégorie devient par conséquent beaucoup plus compli-
quée que dans le cas précédent. Pour aboutir à des résultats
utiles, il a fallu, à la place de quelques théorèmes élémentaires du
calcul des probabilités, créer une théorie nouvelle, basée d'une
part sur quelques hypothèses et, d'autre part, sur les procédés et
théorèmes connus de l'analyse mathématique. Et c'est précisément
le développement de cette seconde partie des méthodes statistiques,
dont nous nous proposons ici de donner un exposé, qui constitue
l'œuvre importante de l'école de Charlier.



PREMIÈRE PARTIE.

Toute la théorie de la statistique mathématique est basée sur les
deux formes A et B que peut prendre la fonction de fréquence. Si
variés et compliqués que soient les phénomènes observés, pourvu
que la série d'observations soit assez étendue, l'une ou l'autre de
ces deux expressions suffira pour représenter mathématiquement
Pallure générale et les propriétés caractéristiques de chaque phé-
nomène. Toute autre courbe de fréquence n'est que la résultante
d'une superposition de courbes de ces deux catégories.

Fonction de fréquence du type A. — Soit f(x)dx la proba-
bilité pour que l'erreur x soit comprise entre les limites x et
x -4- dx. Sur la fonction f (x) nous n'avons aucune donnée, sinon
que

£
Nous allons admettre, en plus, que

lim f(x) = o
r>pT

N étant un nombre, suffisamment grand, positif ou négatif; en
d'autres termes, nous supposons que la probabilité d'une erreur x
sera d'autant plus voisine de zéro que x est plus grand. Gela posé,
reportons-nous à la définition de l'erreur accidentelle.

Les causes en très grand nombre, mises en jeu lors d'une
observation, engendrent, chacune suivant une loi particulière,
une erreur élémentaire, quantité très petite qui peut être positive
ou négative. La somme algébrique de toutes ces erreurs élémen-
taires est appelée « erreur accidentelle ». Soient maintenant e une
quantité très petite, et m un nombre entier, positif. D'après ce qui
a été dit plus haut, la probabilité relative pour qu'une erreur élé-
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mentaire #*, provenant d'une cause G*, soit comprise entre les
limites me et /ne -4- s, sera ey^(me).

Or, si l'on considère la somme

l = e[/A-(o)-+-/A.(e)e^-4-/A-(:

on s'apercevra que le coefficient du terme en emgtai est précisément
la probabilité e/*(ms) de l'erreur élémentaire x*, relative à la
cause G*. Il en sera de même pour toutes les erreurs élémentaires
#n . r2 , . . . ,^„relat ives aux causes G,, C2, . . . , Gw. Et si l'on forme
le produit

x,o)x2(u>)...x, t(ü>) = n(<o)

des n séries, le coefficient du terme en emztùi sera, d'après le théo-
rème des probabilités composées, la probabilité pour que la somme
des n erreurs élémentaires, provenant de n causes différentes, soit
égale à me, c'est-à-dire la probabilité cherchée de l'erreur acci-
dentelle.

Pour obtenir l'expression de ce coefficient on peut se servir du
théorème suivant de la théorie des fonctions, lorsque

çp ( t ) = a o + a 1 / +

on a

l'intégrale étant prise le long d'un contour (G) contenant l'origine
dans son intérieur. En prenant pour (C) un cercle de rayon égal à
l'unité, c'est-à-dire en posant t = e6', on a

xn= — f v
'2 *./-.«

En appliquant ce théorème à la série II (t*>), on obtient pour le
coefficient du terme général, que l'on désignera par Amf ,

Enfin, si, en passant aux limites, on remplace la quantité c par
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une différentielle, le problème de la loi des erreurs se résume dans

= f
et

Az=— f X,(w)Xt(w)...Xn(;w)e-^^w = — f n(<u)

Az étant la probabilité pour que la somme des n erreurs élémen-
taires soit comprise entre les limites z et z-\-dz.

Laissant de côté comme inutile dans la recherche actuelle la
discussion analytique des divers cas qui peuvent se présenter dans
l'étude de l'intégrale XA(OJ), on va établir l'expression de la loi
des erreurs du type A en partant de l'hypothèse que la quantité c*>
est très petite; dans ce cas X*(to) sera très voisin de l'unité.

Si l'on pose

fk(x)cosa?w dx -h i / fk{&) sinxt*> dx =
— « • / _ . oo

de sorte que
/* + -

pArCos6>t= I fk(x) cosxto dx,

f/c<x) sing

et, en outre,
- + 0O

pk(m)= xnfk{x)dx
on obtient, en développant suivant les puissances de c&>.

Si l'on ajoute les deux membres après les avoir élevés au carré,
on aura
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D'autre part, en divisant la première équation par la seconde, et
en développant en série la fonction arc tang, on trouve

De là on déduit

—

O*(4) —

ou encore

Cela posé, pour avoir l'expression du coefficient Az, il suffit de por-
ter, sous le signe somme, le produit X t ( Ü > ) X 2 ( W ) . . . X W ( Ü > ) = ïl(to),
exprimé en fonction de p et 8. On a, en effet,

de sorte que

En faisant remarquer que 9* est une fonction impaire de Ù>, cette
expression devient

A 2 = — ƒ pi Ps . . .p«cos f ^6yfc—zui \dm.

Pour abréger l'écriture nous allons poser

t

1

>* ( 3> p[T! î ! T J = TtJ = Tt
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de telle sorte qu'en négligeant pour un instant les termes en
d'ordre supérieur au cinquième nous aurons, d'une part

= e *
et, d'autre part

( n

^ Ô A — ZCI> ) = C O » { ( X — *)M —•

= costo(X — z) -+- Ysw* sin(X — z)u.

Le coefficient Az devient ainsi
*******dz r

À 2 = — I e * (i -t- *{!>(*>'*) [ c o s ( X — Z ) O J - H YJW* sin(X — z)<*>]diA>271 J
O U

Az = — I e * £cos(X— z)<a -4- YB^1 sin(X — z)w

-f- Y*w* cos(X — z)«a] «feu».

Gomme nous avons supposé que co était une quantité très petite,
l'intégrale de Laplace

(Z —À

e ***— l e 2 cos (X — z ) w rfw =

peut être remplacée par

- l e 2 COS(X — S)CÜÖ?Ü> = — - = e t(X* = ?(*)•
^ •/ avait

Enfin, si l'on fait remarquer que

sin(X — ;

- f ta* e 2 cos(X —,

l'expression générale de la probabilité pour que la somme de
n erreurs élémentaires soit comprise entre les limites z et z -h dz
devient

Le résultat obtenu peut se résumer ainsi : A condition que
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Terreur accidentelle soit considérée comme la somme algébrique
d'un très grand nombre d'erreurs élémentaires, la probabi-
lité F ( z ) dz pour que la variable z soit comprise entre les limites z
et z -+- dz sera définie par une série de la forme

¥(z) = AQ'? (Z)-+- A, <?'<>)-+- A s ^ ( z ) -h. . . ,

Ao, A f , A2, ... étant des coefficients indépendants de la variable z et

Les quantités 6 et a- sont deux paramètres qui ne dépendent que
de la forme de la fonction ¥(z).

L'expression F ( z) est appelée la fonction de fréquence du type A,
et sa courbe représentative la courbe de fréquence du type A. On
constate immédiatement que si l'on réduit le second membre
de F (z) à son premier terme, on retrouve la loi des erreurs de
Gauss.

Le calcul des quantités Ao, A,, A2, . .. est un problème qui a
été déjà étudié par Ilermite. 11 a, en effet, montré (*) que tout
polynôme entier F ( # ) du degré n pouvait être exprimé sous la
forme

an étant des constantes et XJn(*%) des polynômes de degré n en x
(appelés polynômes d'Hermite), et tels que e~xSUw(^) désigne la
dérivée d'ordre n de la fonction e~'\ On a

Uo

LU= i(yœh—48a:8-h 12,

Pour revenir aux coefficients Ao, A,, A2, . . . nous allons intro-
duire, à la place de e~x% la fonction de probabilité

y'lit

C1) Comptes rendus, t. LVIII, p. 93 et 266,



— 17 —

Dans ce cas les polynômes d'Hermite deviennent

» -

Or, si l'on pose

J o(x)Vm(x)Vn(x)dx

en appliquant la méthode d'intégration par parties, on trouve
que Rin,/i= o, toutes les fois que triyén. Si, au contraire, m = n
on aura, en se rappelant que

Ceci posé, il sera facile d'en déduire les valeurs des coefficients
en question. Pour cela nous allons multiplier les deux membres
de l'expression

i = AQ<P(X) -H AI cp'(a?) -+- X^fff(x) -+-. . .

successivement par U o ( ^ ) , U|(ip), U2(.r), . . . relatifs à la fonc-
tion <p(#).

Intégrant les expressions ainsi obtenues entre les limites — oo
et -{- <x>, en tenant compte des résultats précédents, il vient

Ao= f ¥(x)dx.

A,=

f ¥(x)\5n(x)dx.

MICHKOVITCH.



Si, enfin, après avoir remplacé les quantités \Jti(x) par leurs
valeurs données plus haut, l'on introduit les moments de la fonc-
tion F(x), définis par la formule

fi„= ƒ (x— b)*F(x)dar,

les coefficients cherchés deviennent

f

A» —

i

4 '

Pour terminer il nous reste à définir les deux paramètres b et o1.
La quantité b n'est autre chose que la distance à l'origine de

l'axe par rapport auquel on prend les moments p.w. Elle peut être
choisie de plusieurs manières, ainsi par exemple :

i° Si l'on donne à b une valeur telle que l'ordonnée F(6) divise
l'aire comprise entre la courbe de fréquence et l'axe des abscisses
en deux parties égales, on aura

F(ir)rfa7 = 2 / F(a?)rfa?.

Dans ce cas b peut être appelé la valeur centrale.
2° On peut choisir b de telle sorte que F(6) soit l'ordonnée

maxima de la courbe de fréquence, nous l'appellerons alors la
valeur maxima.

3° Si l'on définit b de sorte que Ton ait

f xF(x)dx
b = l^~, »

/ F(x)dx

on Rappellera valeur moyenne. C'est cette dernière valeur de b
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que nous allons adopter pour la suite du calcul. La conséquence
immédiate de ce choix est que le coefficient A§, défini par

A, = — ÎH = — f

devient égal à zéro
D l fi
vient égal à zéro.
Dans la figure 6, on voit les positions relatives de ces trois quan-

tités :
b = la valeur moyenne (mean);
b\ = la valeur maxima (mode);
b.2 = la valeur centrale (médian).
On voit facilement que ces trois valeurs coïncident si la courbe

de fréquence suit la loi de Gauss.
Le paramètre <r caractérise la densité des mesures autour de la

valeur moyenne. Nous allons l'appeler, avec M. Charlier, le coef-
ficient de dispersion ou, simplement, la dispersion. Sa valeur
numérique est donnée par

ƒ (ar — b)*F(x)dx—<s* f F(x)dx = o.

En d'autres termes, on la choisit de façon à annuler le coeffi-
cient A2. L'expression de la courbe de fréquence du tjpe A devient
ainsi

F(x) = Aof(x) H- A9?
m(x) -h À*?"(*)-+-...,

les coefficients Ae , A3, A4 ayant les valeurs données plus haut.
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Pour faciliter la construction des courbes et le calcul numérique
des coefficients et paramètres, ainsi que pour permettre de com*-
parer directement les différentes courbes de fréquence, on peut
introduire quelques modifications intéressant la forme des coeffi-
cients et de la fonction F(x) elle-même.

Remarquons d'abord que l'expression

peut s'écrire

<xF(*) = Ao

Et si Ton pose
A.n

la fonction de fréquence prend la forme

où

Le calcul sera encore davantage simplifié si Ton tient compte de
la relation

/
+« /• + - / •+-

(ar — 6)«F(a?)e/ar= I j?«F(ar)rfa? — CJ b I x*-i¥{x

de telle sorte qu'en introduisant les notations

on aura les formules suivantes :

et

. A.

h = v̂  v̂  = v̂  — 4^'

or* r = v t = v l — b*.



Une fois les quantités 6, ?, jâ3, j34 calculées, la fonction de fré-
quence sera entièrement définie, et Ton pourra entreprendre la
discussion statistique d'un ensemble d'observations.

Avant de passer aux applications mêmes des formules précé-
dentes, il sera de toute utilité de donner une interprétation géomé-
trique des différentes quantités définissant la fonction de fré-
quence du type A.

Les quantités 6 et a- ont été déjà définies : la première désigne
la moyenne arithmétique de la caractéristique observée ; la seconde,
qui est une longueur, sert de mesure de la densité des observa-
tions autour de la moyenne. Lorsque la fonction F(x) se réduit à
son premier terme, zb s- est l'abscisse correspondant aux points
d'inflexion de la courbe de probabilité.

Pour montrer la signification du coefficient (33 nous suppose-
rons, pour un instant, que la fonction Œ¥(.X) se compose de deux
termes seulement

Or, les produits o-cp(^) et ?kom (x) sont des fonctions d'une
x Jy

seule variable > de sorte que leurs valeurs peuvent être calcu-

lées d'avance et une fois pour toutes pour les différentes valeurs

de l'argument ^ = ^ (Table ! ) ( • ) .

T A B L E I .
x— h

<r * —3,0. —2,5. —2,0. - 1 , 5 . - 1 , 0 . — 0 , 5 . 0,0.

ffçp(ic) O,CK>4 0,018 o,o54 o , i 3 - 0,242 o,352 0,399

<y* fm(x) . . . . -+-0,080 -+-0,142 -4-0,108 —0,146 —0,484 —o,4$4 0,000

v* mty(x).... -+-o,i3o -4-0,080 —0,270 —°,7©4 —0,484 -f-o,55o -+-1,197

x — b -f-0,5. -+-1,0. -4-1,5. -h2,0 -+-2,5. -f-3,0.

d f(x) o,35-£ 0,242 ori3o o,o54 0,018 0,004
a*fm(x) -4-0,484 -ho,4&4 -+-o,i46 —0,208 —0,142 =0,080
a5 flv(x ) . . . . . -+-o,55o —0,484 —0,704 —0,270 -+-0,080 -+-0,135

Si l'on fait remarquer que le coefficient fia dépasse rarement o ,5
en valeur absolue, et si l'on calcule, à l'aide de eette table, les

(* ) CHARLIER, fîesearches in to the Theory 0/ Probabylity. Medd, série II, n° 4.
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valeurs de la fonction — F(x) en prenant, par exemple, ^3 =

on obtiendra une courbe de fréquence ressemblant à celle de la
figure a. La courbe cesse d'être symétrique et est décalée vers la
droite, ou vers la gauche suivant que la valeur du coefficient J3J est
positive ou négative. Ainsi le coefficient du second terme a pour
effet de rendre la courbe en quelque sorte oblique. On l'appellera
le coefficient d'obliquité, ou simplement obliquité.

Ce que nous venons de dire suppose, bien entendu, que tous les
coefficients d'indice supérieur à 3 sont égaux à zéro, ou tout au
moins négligeables par rapport à 433, en particulier ceux d'indice
impair. En général c'ebt ce qui arrive dans la pratique. Mais si ce
n'était pas le cas, ^;J ne pourrait plus être considéré comme la
mesure de l'obliquité, car tous les coefficients d'indice impair con-
tribuent à rendre la courbe de fréquence oblique.

De même, pour faire mieux ressortir la signification et l'effet
produit par le troisième terme, [ 3 , T 5 3 I V ( # ) , sur l'aspect des
courbes, on supposera (33= o ainsi que tous les coefficients d'in-
dice supérieur au 4- La fonction F (a?) se trouve ainsi réduite à

Supposons maintenant que l'on donne au coefficient jü4 les va-
leurs H- o, i et — o, i par exemple. A l'aide de la Table 1 on pourra

calculer deux groupes de valeurs pour la fonction —F (a?), la pre-
mière correspondant à la valeur [î4 = 4- o, i , la seconde
à j34 = — o, 1. A ces deux groupes correspondent deux courbes de
fréquence ressemblant à celles données dans la figure 3. Pour les
valeurs positives de [J, les courbes s'élèvent plus haut que la courbe
normale (tracée en pointillé), pour les valeurs négatives de [34, au
contraire les courbes offrent l'aspect de celle tracée en gros.

Le terme en jâ4 affecte donc surtout la courbure de la courbe de
fréquence au point du maximum des fréquences. Pour les valeurs
négatives de fi't, la courbure, en ce point, change de sens. En
adoptant le nom que M. Charlier donne au coefficient [ïi/#, nous
l'appellerons Vexcès de la courbe de fréquence.

Quelquefois on peut avoir à évaluer les quantités dénommées
valeur maxima et valeur centrale d'une courbe de fréquence. Le
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calcul même ne présente aucune difficulté et voici comment on les
détermine.

Considérons d'abord la valeur maxima, c'est-à-dire la valeur de
l'ordonnée maxima de la courbe. Si, au point x = Ç,

F(x) = Ao ç(x) -+- Aâ f'"(x)

a un maximum,

F'(5) = Ao <p'($) -H A3 Ç"(Ç) -+. A, rit) -+-• • • = °-

En introduisant dans cette expression la variable =

d'après les notations déjà connues, on trouve

c'est-à-dire

— Z H- (S3(V*— 6z2-4- 3) -H P4(— 55-h IOZ3— l 5 s ) H-. . .== O.

Or, nous admettons que les coefficients A3, A4, . . . , sont des
quantités petites, donc la quantité £, satisfaisant à cette équation,
doit être également petite, de sorte que si l'on néglige les termes
en z d'ordre supérieur au second, on aura

Si, en plus, l'excès (34 de la courbe peut être négligé, la valeur
maxima cherchée devient

ç = 6-t-3<rfls.

En mettant cette équation sous la forme

on peut remarquer que l'obliquité de la courbe est définie à Taide
de la différence entre les valeurs maxima et moyenne.

Considérons maintenant la valeur centrale que nous dési-
gnerons par Ç. On a par définition

f
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ou explicitement

A tƒ
Comme précédemment, nous supposons que les coefficients A8,

A4, . . . soient des quantités petites. Or, b étant la valeur moyenne,
on a

rb rm

f f{x)dx = ƒ y(x)dx

II en résulte donc que Ç diffère très peu de 6, de telle sorte que,
z étant une quantité petite, l'on aura

Mais, d'autre part, on a

/•S rb /•?

./_ » J-.» Jb

•/ç •/* ^

d'où l'on déduit

/

S / • • s*l n*

a l ^pl tt57 —— f 1& IX ) uX *"~* 2 I © ( u? ) cEwl/ ~ 2 9 1 C

En substituant, sous le signe somme, la valeur de

nous pourrons développer cette expression en une série suivant
les puissances de z. Si, en plus, après l'avoir intégrée, on néglige
les coefficients J35, ^6î • • •? ainsi que les termes en z d'ordre supé-
rieur au deuxième, on trouve

c'est-à-dire

par conséquent
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ou, en. supposant jâ4 négligeable,

Ainsi donc, si l'excès j34 d'une courbe est faible, les positions
relatives des valeurs maxima £, centrale Ç et moyenne 6 se rangent
dans Tordre

Si Ton a à comparer plusieurs courbes de fréquence entre elles,
il y a avantage à mettre les équations sous une forme homogène
que l'on obtient facilement en posant

et -f

Si, en plus, on pose

<r<p(^) = cpo(£), ff*<p"'(a?) = <p3(£)> <x*<plv(a?)

la fonction de fréquence du type A prend la forme

La comparaison des différentes courbes du type A est ainsi
rendue immédiate, car deux courbes quelconques ne diffèrent plus
que par les valeurs des coefficients j33 et [34.

En résumé, et d'une manière générale, les trois premiers termes
ainsi définis de la fonction A suffiront pratiquement pour la dis-
cussion statistique et la représentation de la majorité des séries
d'observations. Les termes d'ordre supérieur au quatrième ne
pourront cependant être négligés si la discussion porte sur un très
grand nombre d'observations d'une espèce. De même, si la repré-
sentation des observations, avec les trois premiers termes n'était
pas satisfaisante, on devrait pousser les calculs plus loin et voir ce
que l'on obtiendrait en tenant compte des termes en (35 et j36-

Pour terminer l'étude de la fonction de fréquence du type A,
nous donnerons un schéma ( ' ) pour le calcul numérique des coef-
ficients et paramètres, qui est de toute utilité dans les applications.

( ' ) Sauf quelques modifications que Ton croyait utiles, on a adopté le schéma
de M. Charlier, voir Medd. 2" série, n° 4, p. i4«



—7
—6
—5
—4
—3

49
36
25

i6

9
—2

— I

343
216
I25
64
27
8
1

X*.

24OI

1296

625

256

81

16
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TABLE II.

Calcul des moments.

. x*F(x).
1296
625
256
Si
16

0

H-I

-+-2

-+-3
-+-4
-+-5
-+-6
+7

0

1

4
9
16

25

36
49

0

-+- 1

-+• 8

•4- 27

-h 64

-hl 25

-f-216

-+-343

0

I

16

81

256

625

1296

2401

1

16

81

256

625

1296

2401

4096

Pour vérifier le calcul des moments on a la formule

TABLE III.

Calcul des paramètres et des coefficients.

- 3 6 *

£ = b

La vérification du calcul des quantités v« se fait à l'aide de la
formule

46v3-
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Enfin, les coefficients ^3 et j$4 ont les valeurs

Une application numérique complète des méthodes précédentes
sera donnée dans la seconde partie de ce travail (*).

Toutes les fois qu'une quantité est déduite d'une série d'obser-
vations, il est dans l'usage que le calculateur donne, en même temps
que le résultat, l'erreur moyenne à craindre sur sa valeur. Sans
entrer dans les détails du calcul, nous donnerons ici les formules
permettant de calculer les erreurs moyennes des différents para-
mètres définis dans ce qui précède. En désignant par :

n le nombre d'éléments;
M leur valeur moyenne;
ex la dispersion;
S = 3(33 le coefficient d'obliquité;
E==3p , l'excès;
e(#) = l'erreur moyenne à craindre sur la quantité x} on a

Fonction de fréquence du type B. — On peut affirmer que,
dans les discussions de statistique hétérograde, la fonction de fré-
quence se présentera le plus souvent sous la forme A. Cependant
certains cas interviennent où cette expression de la loi des proba-
bilités se trouve en défaut. Sa déduction, en effet, est basée prin-
cipalement sur l'hypothèse que la quantité <*> doit être très petite,
de sorte que la valeur de chacune des quantités X^(co) est très
voisine de l'unité.

Or, si l'on considère la somme

-+-/«(— O e-£ü>/H-ƒ»(— a O «-««»' + . • -1

(*) Voir pages 99-101.



on se rend compte que, même pour des valeurs quelconques de c*>,
la somme des coefficients de Xw peut être très voisine de l'unité.
Il suffit, en effet, que

zfn(o) = 1-4-TQ

7\ étant une quantité très petite et que les valeurs ƒ„(£),ƒ„(—e),. . . .
fn{nz) soient très peu différentes de zéro. Il est évident que dans
ce cas le raisonnement que l'on vient de faire n'est plus valable et
que, par conséquent, la courbe de fréquence du type A ne peut
plus servir. La loi des erreurs prend alors une autre forme, la
forme B, que l'on va établir.

Envisagée sous sa forme générale, la discussion analytique de la
fonction de répartition du type B présente quelques difficultés.
En particulier la question de convergence devient ici plus com-
pliquée que dans le cas précédent. Aussi laisserons-nous de côté
l'étude générale de la fonction de ce type pour en examiner, et
d'une façon aussi succincte que possible, un cas spécial seulement,
ce qui nous permettra néanmoins de distinguer nettement les pro-
priétés caractéristiques de chacune des deux fonctions A et B.

En adoptant la définition déjà connue de l'erreur accidentelle,
ce cas spécial du problème concernant la fonction B peut s'énoncer:
Chacune des n causes d'erreurs élémentaires ne peut engendrer
que deux erreurs : l'erreur zéro de probabilité pn très voisine de
l'unité, et Terreur s de probabilité qn très voisine de zéro. Il s'agit
de trouver l'expression de probabilité pour que l'erreur accidentelle
soit égale à me, m étant un nombre entier.

Si l'on remarque que pn-\~ Çn = ' , d'après un théorème connu
la probabilité de l'erreur cherchée sera exprimée par la valeur du
coefficient du terme en emEu>' dans le développement du produit

ce que l'on peut écrire

Et si l'on observe que pn > qn
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Mais

i>»=i —f»,

de sorte que, d'une part, on a

et d'autre part

Donc, en négligeant les termes d'ordre supérieur au premier,
on a

P(Ü>) = e i i

D'après le théorème déjà cité de la théorie des fonctions, on
déduit successivement pour la probabilité de l'erreur acci-
dentelle me, l'expression

ou

ou

f t

B = -î- f e *

encore
n n

É = - f e i ''""""•f7"
coseto /

COSI

1

qn sinew — i

£ü> ]

Pour abréger l'écriture nous poserons

Si, en plus, on prend e = i, l'expression précédente peut être
mise sous la forme

= I gXcosCö C Os(X siflW 2ü>)rfw

^(^) qui est une fonction entière et transcendante des variables z
et X, nous donne une valeur approchée de la probabilité cherchée
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dont la valeur exacte est exprimée par

B = ~
Si l'on considère l'expression ty(z) comme une fonction du para-
mètre X, elle peut être développée en une série convergente suivant
les puissances de A. On a, en effet

Quant aux valeurs des dérivées partielles, on a

- i = ƒ eAcoiö* cos(X sinw — zw)d*a

• cos(Xsinoi —

OU

àty ƒ eXeostt> c o s / X sintO — JZlû)d<*>

H ƒ eXcO8W cos [X sinw — (z — i)w]rfw= — &(*) -+- ty(z — i) .

De même, on trouve

g = +(S) - 2<K* - O "H 4»(S ~ %\

Or, si l'on remarque que

i / \ * f% J sin«7t
ir J o air

et que

os(^ — r)w dm = (— i)r

le développement en série de la fonction 4'(^)i suivant les puis-
sances croissantes de X, devient

X*
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II en résulte que la fonction ù(z) reste finie pour toute valeur
finie de A ou de z. En effet, si Ton donne à X une valeur finie

quelconque, pour des valeurs non entières de z les fractions ->

> > •• , restent finies et s'annulent pour z = oo. Par con-
z — \ z — 2 r

séquent, si l'on pose

- c i n ^ c f 1 X 1 X* h 1

de telle sorte que

on aura

et a fortiori
z

<
1

z —r-
X
Ii - \ \ z — i

X*
2l

X* | j simts

i

Z — 2

Si, en outre, on désigne par a la valeur maxima des fractions

on aura

c'est-à-dirë

Ou en conclut que cp(z) reste fini pour toutes les valeurs non
entières de z, par conséquent la fonction

e-\

également.
Pour des valeurs entières et négatives de z la fonction ty(z)

s'annule, car tous les termes de la série sont égaux à zéro.
Enfin, pour des valeurs entières et positives de z, soit par

exemple z = k, tous les termes

si k yé n, deviennent égaux à zéro. Il ne reste donc qu'à consi-



dérer le terme pour lequel k = n. Or, on a d'une part

sinit£ = (—i)*sinit(X:— n)

d'autre part
- — n)

= »hm ~

*=w k — n

par conséquent
X

donc une quantité finie.
La fonction '}> dont on vient d'examiner les principales propriétés

joue, pour les fréquences du type B, un rôle équivalent à celui
de <p(#) dans le cas de la fonction A. M. Gharlier a, en effet,
montré (4) qu'une fonction arbitraire F(;r) , définie pour toutes
les valeurs réelles de la variable .r, et s'annulant pour .r = :±:oo,
pouvait être représentée par une série de la forme

F (a?) = B04>(a?)-+-B,A<Kar)-+- B,A^(ar)-*-...,

Bo> B, , B2, . . . sont des coefficients indépendants de x et A^(a?),
A2<{/(#), ... les différences successives de la fonction <{>(#), définie
par Tune des deux expressions :

, , , si nier f i X X2 1

Ux) = e->. _ _ _ | _ _ _ ï _ _ + _ _ _ _ + . . .J
OU

= ƒ eXcos<»>cos(X sinco — xt

La série de F (a?) représente l'expression générale d'une courbe
de fréquence du type B. Quant aux coefficients Bo, B,. B2Ï . . . ,
nous nous dispenserons de donner ici les détails de leur calcul
long et fastidieux (2), ce qui d'ailleurs, pour la suite, n'aura
aucune importance. En introduisant les moments de différents
ordres définis par

Medd., n» 2î.
Medd.t n* 37, p. a3-35.
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les coefficients Bo, B t , B2, . . . deviennent

B, = ^ [X' ( x ' o - ( 2 X H - , ) jjt',

Dans les applications cependant, faute de tables calculées pour
toutes les valeurs de la variable x, on ne se sert pas de la fonc-
tion ty(x) telle que l'on vient de la définir. Jusqu'à présent on ne
dispose que des tables calculées pour les valeurs entières seule-
ment de x ( l) . Or dans ce cas, nous l'avons montré, lafonction de
probabilité $(x) prend la forme

Le paramètre X peut être choisi de façon à annuler le coeffi-
cient B{, sa valeur, dans ce cas, coïncide avec la moyenne des x.
D'une manière générale, si la fonction à(x) contient n paramètres
arbitraires, on pourra s'en servir utilement pour augmenter la
convergence de la série générale en faisant disparaître un certain
nombre de coefficients.

.Ainsi, en choisissant convenablement les paramètres X, c et o>,
une courbe de fréquence du type B peut être représentée approxi-
mativement par l'équation

En d'autres termes, on a choisi les quantités A, w et c de façon
à annuler les coefficients B4, B2, B3. Pour cela il faut qu'en
posant

Ton ait

V j 1 C v', -+- C2 = C*>2 ( X 2 H- X ) ,

v',-*- 3c*v',— c»= w3(X*-h 3X*-h X),

C1) BOETKEWITCH, Das Gesetz der kleinen Zahlen. — CHARLIER, Medd.
2# série, n# 4.

MICHKOVITCH.
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ou, en introduisant les moments autour de la moyenne dont,
Fabseisse est 6,

b — c = o>X,

De là on déduit les valeurs suivantes pour les paramètres

on a, en outre,

Avec la Table II (p. 17), servant à calculer les moments de
différents ordres, les formules données ci-dessus comportent tout
ce qui est nécessaire pour la construction d'une courbe de fré-
quence B ( * ).

La figure 7 permet de se faire une idée de l'aspect des diffé-
rentes courbes de fréquence du type B suivant les valeurs que l'on
donne au paramètre \. On voit que, pour les valeurs croissantes
de À, les courbes tendent à se rapprocher de celles du type A.

Pour terminer l'étude des deux formes de la loi des erreurs
d'observations on peut dire que, si l'on considère les écarts comme
des sommes d'un grand nombre d'erreurs élémentaires, la courbe
de fréquence ne pourra prendre d'autres formes que celle des
types A ou B. [Nous avons laissé de côté le cas d'une courbe résul-
tant d'une superposition de plusieurs courbes de ces deux types.]
Reste à savoir encore, lorsqu'on a à discuter une série d'obser-
vations, laquelle des deux courbes doit-on employer; en d'autres
termes, laquelle des deux courbes représentera mieux les obser-
vations en question. Il n'existe pas de règles bien établies ; il y a
même des cas où la même série d'observations peut être repré-

(*) Pour une discussion détaillée de la fonction B voir Medd.% 2" série, m* 4,
p. 22-3o.
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sentée aussi bien par l'une que par l'autre courbe (*). Néanmoins
le calculateur pourra facilement, connaissant l'aspect des deux

courbes types, décider du choix à faire à simple vue des données.
Ainsi, comme nous venons de le voir, les courbes de probabilité
du type A ressemblent beaucoup à la « courbe en cloche » définie
parla loi de Gauss. Quant aux courbes du type B. on les emploie
surtout dans le cas où les séries d'observations s'arrêtent brus-
quement pour une valeur de la quantité observée.

Dans la troisième Partie de ce travail on trouvera des exemples
numériques avec tous les détails, ainsi que la construction des
courbes et leur comparaison avec les observations.

Théorie des Corrélations. — Dans ce qui précède il n'a été
question que des séries d'observations portant sur une seule pro-
priété des données. Le problème à résoudre consistait à trouver

( l ) Medd.f 2' série, n° 4, p. i5, Exemple 1.
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la fonction ou la courbe de fréquence, d'une variable, relative à
la répartition du caractère considéré. Un nouveau problème se
pose lorsqu'on veut étudier simultanément deux séries d'obser-
vations différentes, ou deux propriétés d'une même série statis-
tique. En particulier, lorsqu'on se propose de rechercher s'il
existe, entre les éléments des deux catégories, une certaine cor-
respondance ou, mieux, une corrélation. Ainsi, par exemple, au
point de vue statistique, le rendement annuel des récoltes et la quan-
tité de pluie tombée sont des quantités liées par une corrélation.

Le problème des corrélations présente plusieurs cas, suivant
que les variables sont de nombres entiers ou de quantités suscep-
tibles d'une variation continue, indépendantes entre elles ou liées
par des relations connues.

On appellera J\XM OC2J . . • , x,t) la fonction de corrélation des
variables x K, x2J . . . , xn si

/(*i, «s, • • ., zn)dzu dzif . . ., dzn

exprime la probabilité pour que l'on ait simultanément

Zn - - dzn <Xn< Zn -H -

ou

suivant que les quantités x varient d'une manière continue, ou
seulement par des valeurs entières.

Sous sa forme la plus générale, la solution du problème des
corrélations se trouve résumée dans le théorème suivant :

Etant données n variables xtJ <r2, . . . , xn avec leurs fonctions
de fréquence appartenant au type A, et m(<^n) fonctions
linéaires Xf, Â2, . . . , \m de ces variables, la fonction de corréla-
tion F(^| , ^ 2 î • • -5 ̂ m)i exprimant la probabilité pour que l'on ait
simultanément,

zi dz\ <C X! < z\ -\— dzi.

zt — - dz% < X2 < zt -h ~ dz%,

~ dzm < X,,, < zm -t- - dz„



- 37 —

est définie par

t, zu . . . , zm)=zf(zu zs, .. ., zm)

klf kit ..., km dz*i

la fonction auxiliaire o ayant la forme

f(zu zt% . . . , zj = C,we*( *.*>•••*->,

où W(^ | , z2i . . M 3m) désigne une fonction homogène du second
degré.

Afin de rendre ce théorème plus accessible au point de vue
de son utilité pratique, nous allons traiter ici le problème d'une
fonction de corrélation à deux variables que l'on peut ainsi
énoncer :

On donne n variables xiy x2i •••> xn ainsi que leurs fonctions
de fréquence respectives fK (x\), ƒ2 (^2)? • • •» fn(xn)<> appartenant au
type A; on a, en outre, deux fonctions linéaires h{(x%J x2i •••> xn)
et h2(Xi, x2y . . . , %n)' O11 demande de trouver l'expression delà
fonction de corrélation de ces deux fonctions, en d'autres termes
nous cherchons la probabilité F ( s , , z2)dzxdz2 pour que Ton ait
simultanément

zy dzi < hi < z\ -h - dzt et z^ H— dz% <^h%<iz%-k— dz%,
2 2 % 1

D'après le théorème précédent, cette fonction de corrélation a
la forme

OÙ

II nous reste donc à évaluer les coefficients dans le dévelop-
pement de la fonction de corrélation F, ainsi que les paramètres
de la fonction auxiliaire <p. Comme dans le cas d'une variable,
nous nous servirons pour cela de la méthode des moments.
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Auparavant, nous rappelons que l'on suppose

-hOC

j jF(zt, zt)dz%dzÈ=i
QO

de sorte que

ƒ ƒ f(zi, zt)dz,dzt^%.
— OC

Nous désignerons, en outrey les moments par rapport à l'origine
de la fonction ¥(sty z2) par

et ceux pris par rapport aux moyennes M* et Ma par

Pour fixer les valeurs des cinq paramètres 6 t, b2, c2o> c H , c92

de la fonction auxiliaire cp, nous avons les cinq équations de condi-
tions suivantes :

Cela posé, l'intégrale de Laplace nous donne

et, de même

f
Puis, intégrée une seconde fois, chacune de ces deux expres-

sions nous donne

/ ff(zi,
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d'où
C = —

ou encore, si Ton désigne c2O^oa — c*% = à,

aie

Ainsi donc, connaissant c20? ^02 et c f l , on pour ra calculer la
quant i té C.

Pour évaluer les paramètres bt1 62 , on a, par définition

-f-OO -f-QO

v'10 = ƒ j ZtF(zu zt)dzidz%*= I I ztf{zi, zt)dzxdzt

00 OO

' zidzi S <f(zuzt)dzt

— ' OO c / 00

.» (z b \*

Or, le second membre peut s'écrire

•ML

de là, en tenant compte de la valeur de C,

Mais, comme v1
 {Q est la moyenne des 5 f , que nous avions déjà

appelée M,, on a bt = M | . De même on trouvera facilement
que b2 = M2.

En introduisant les valeurs trouvées pour bs et b2 dans l'expres-
sion de cp(3|, z%) on obtient, après avoir posé

x = zi—Mt et y = zt — Mt

Pour ce qui suivra, il j a avantage à désigner les moments de la
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fonction ©(#, y) par

Ks= J fx'y'fix, y)dxdy.
— oo

De ce qui précède, on conclut que

Quant aux moments d'ordre supérieur, on les obtient facilement
à l'aide de la formule connue

x m e 2
—oo

2 - - — à /

En effet, pour les trois premiers moments du second ordre, on
trouve :

^ y— j J x*e * dxdy.
— oo —oc

L'exposant, sous le signe somme, peut s'écrire

de sorte que l'on a

<» *
X î 0 = — f x*e 2 c^ dx f e 2«M

2 «̂  c/ OO * / OO

En intégrant une première fois, on obtient, apVès avoir effectué
le changement de variables

OO 1 à 3

De là, enfin, en appliquant la formule citée précédemment
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De même, on peut démontrer que l'on a

Quant à X|i, on a

-4-00 f / \

Par le changement de variables déjà indiqué, on trouve, après
avoir intégré une première fois

Une fois connus, les moments de différents ordres de la fonc-
tion <p (Xj y), on en déduira très aisément successivement ceux de
la fonction de corrélation F(zt1 z2). Il suffît, en effet, de multi-
plier l'expression de ¥(z{1 z2) par x-, y2 et xyr et l'on a

V2o = ^o> v o 2 =X O t et vu = X u .

Il en résulte immédiatement que

Quant aux paramètres mêmes, on a

Connaissant les valeurs des paramètres en fonction des moments,
on déduit, pour les dispersions de zK et z2.

Définition du coefficient de corrélation. — En résumé de ce
qui précède, voici ce que nous pouvons dire. Lorsqu'on considère
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deux variables indépendantes x et y\ leurs fonctions de fré-
quence ft (x), ƒ2 (y) étant du type A, les probabilités pour que
Ton ait

x — - dx <x < x -+- - dx et y — -dy<y<y-h-dy •

sont définies respectivement par

ft(x)dx et f*(y)dy,
où

M») =

et

Les deux variables x et y étant supposées indépendantes l'une de
l'autre, le théorème des probabilités composées nous apprend que
la probabilité, pour que l'on ait simultanément

x — - dx < x < x -+• - <&c et ^ fl(^<jK<y-+-^ db\

est exprimée par
fx{x)My)dxdy.

En limitant les fonctions de fréquence à leur premier terme, cette
probabilité peut s'écrire

j __£ 2L
(a) ©,(^)ç2(jK)^^4r = e 2!TÏ 2 a ! dx dy.

2:: aj aa

Au contraire, si les deux variables x et y ne sont pas indépen-
dantes, Bravais a montré (*) que la probabilité en question était
fournie par la formule

1 /x* xy y%\
(b)y(x,y)dxdy= -====«5"2(1— r^löf ~ 2 r ^ ^ " i f ) dx dy.

OÙ

(*) Mémoires présentes par divers savants à V Academie royal* des Sciences,
p. 268.
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De la comparaison des deux formules (a) el (6), on voit que la
première se déduit de la seconde en y posant r = o ; on a, en effet,
dans ce cas

©{a?, y) = q>(ar

C'est pour cette raison que l'on a choisi la quantité /• comme une
mesure de dépendance ou de corrélation entre les séries des valeurs
de x et dey, et on l'a appelée coefficient de corrélation.

Ses propriétés fondamentales se déduisent facilement d'une pro-
position démontrée par Poisson. Soient, en effet, £, Y4 deux valeurs
quelconques de x et y\ De ce qui précède il résulte

cc, , rr
v|,=5=l I xyV (x,y) dx dy f II

l'on a de même
H-oo

v2Ovo2= f f f fx*rt*F(v,y)F(l rt) dx dy d\ dt\

On en déduit, d'abord

-hoc

v »t = J J J J(x* V— xyfr) F(ar, y) F(Ç, rt) dx dy d% d^,

puis

Nous voyons par conséquent, que
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En d'autres termes, comme on a

il en résulte que

Lorsque v2ovO2 = vn» r = l e l xr* — %y = o, c'est-à-dire — = — t
les deux variables» sont proportionnelles et, à chaque valeur de #,
correspond une et une seule valeur de y et invervsement.

Tout ce que l'on vient de dire sur le coefficient de corrélation
ne .s'applique qu'au cas où la fonction de corrélation ¥(x,y) se
réduit à son premier terme.

Pour la connaissance complète de la fonction de corrélation
F {x,y) on est obligé de recourir au calcul de^ coefficients du
troisième et quatrième ordre, au moins. Pour cela, on a à évaluer
les intégrales doubles d'une part de la forme

-f-OO

^r,s =fjxryK f (a?, y) dxdy
— oo

et d'autre part
-+-0O

f r àr+s v(x, y) , ,

00

En laissant de côté les détails du calcul, nous nous contentons de
donner le tableau des valeurs de ces quantités. On a pour les coeffi-
cients du troisième ordre

3 = =~~3T'
A V** A V l 2 A V ° *

A2t = ~ — , A12 = — -y , A03=— Jf-
Et pour les coefficients du quatrième ordre

X40=3X«0 = 3<r{, A4 = ^ ( ^ 0 - 3 * } ) = i (v , 0 - 3v|#),

X31= 3X20Xi, = 3<jJ(Tîr, AS1= — (v t l-- 3r<rf (T2) = JJ(V3 , —

— V Î O V O Î — 2 V * , ) ,
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X,3 = 3XOÎX,,= 3ffj<rir, A,3= JJT(V13 — 3r<x, *!) = jy (v,3 — 3vo,vlf)

X04 = 3X1, = 3a}, Ao4= JT (v 0 4 -3a}) = ~ (v04^ 3vf,).

Pour terminer cet exposé purement théorique de la Théorie des
corrélations, il sera de toute utilité d'ajouter quelques considéra-
tions pratiques relatives à son importance et son application dans
les recherches statistiques.

Sans revenir sur les raisons pour lesquelles le coefficient de cor-
rélation fut adopté comme mesure de parenté de deux groupes
d'observations, nous ferons ressortir plutôt sa signification pratique,
ainsi que les conclusions que sa connaissance nous permet de tirer.

11 s'agit d'abord de bien définir la nature de la dépendance entre
les éléments de deux série que le coefficient de corrélations nous
révèle. Nous ne saurons que trop insister sur la différence que l'on
doit faire entre les correspondances fonctionnelle et statistique. La
première permet d'exprimer, par une formule mathématique, la loi
reliant les éléments mêmes de deux phénomènes. Ce n'est pas ce
genre de correspondance que la notion du coefficient de corréla-
tion nous permet d'établir. La corrélation statistique implique
non pas une coordination entre les données mêmes (exception
faite du cas /• = î ), mais une parenté, plus ou moins intime, des
erreurs élémentaires dans les deux ensembles d'observations. Ainsi,
ayant deux séries de données, nous constaterons qu'à une valeur
déterminée du caractère considéré dans la première correspondent
plusieurs valeurs différentes dans la seconde série. Mais ce que
nous recherchons c'est de savoir si, et dans quelle mesure, à un
élément de la première série se trouve coordonnée une répartition
déterminée des éléments de la seconde. Comme mesure du degré
de cette correspondance on a choisi, comme nous l'avons dit, le
coefficient de corrélation.

/• = o signifie l'absence de toute corrélation statistique entre les
deux phénomènes, mais non forcément aussi celle d'une corréla-
tion fonctionnelle.

La corrélation statistique devient fonctionnelle pour r = i ; dans
ce cas les données sont liées entre elles par une relation linéaire.
Entre ces deux valeurs limites, le coefficient de corrélation, au
point de vue statistique, n'a de l'importance que si r >> o, 5o.
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En ce qui concerne les détails pour le calcul numérique de r on

se reportera à la troisième partie de ce travail. Ici nous ne donne-
rons qu'un résumé de formules, a\ec quelques indications générales
nécessaires pour ce calcul.

Etant données deux séries de données statistiques x et yy on
commencera par le calcul des paramètres bt1 T, , 62, et T2 caracté-
risant chacunes des deux séries et définies par les formules (déjà
connues) suivantes :

A l'aide de ces quantités, le coefficient de corrélation est donné
par la formule

ai a2 n

L'erreur moyenne t ( r ) à craindre est donnée par

Connaissant r nous pouvons aisément résoudre le problème sui-
vant, très important pour l'étude des corrélations. Etant donné un
nombre x (y) de la première série, trouver la valeur la plus pro-
bable Tj (q) du nombre correspondant de la deuxième série. On
démontre que l'on a

et

Mb et M Y étant les valeurs moyennes des deux séries,
Les droites définies par ces deux équations s'appellent droites de

régression et leurs coefficients angulaires coefficient de régression.



DEUXIEME PARTIE.

Equation fondamentale de la statistique stellaire. — Dési-
gnons par e et par E les valeurs caractérisant les intensités, appa-
rente et absolue, d'une certaine propriété supposée variable d'un
astre à l'autre. En général, c'est fonction, d'une part de la dis-
tance r de l'astre à l'observateur, et d'autre part de la quantité E.
Donc

e — e(r, E)
et de même

E = E(r, e).

Soit <p(E) la fonction de fréquence de la quantité E, de sorte
que <p(E)<iE représente la probabilité pour que E soit compris

entre E c/E et E-f- -dŒ. Pour en déduire l'expression de La

fréquence des étoiles d'intensité apparente £, comprise entre

e etde-\ de, on procédera de la manière suivante :

Envisageons l'élément de volume tùr2dr découpé par deux
sphères concentriques, de rayons respectifs r et r -f- dr, et un
cône d'ouverture o> ayant son sommet au centre de la sphère. En
désignant par O(r) la densité, c'est-à-dire le nombre d'étoiles
par unité de volume,

est le nombre d'étoiles contenues dans l'élément de volume consi-
déré, et

Ed

d'entre elles ont la propriété E comprise entre les limités E zçz -

Or
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qui se réduit à

de

puisque r est constant pour l'élément de volume considéré; le

nombre d'étoiles situées à une distance r zp -~dr, pour lesquelles e

est compris entre e zp - de s'exprime par

On en déduit que le nombre total a(e)de d'étoiles contenues
dans le cône considéré est

a(e)de = to de I
Jo

OU

( I ) a ( e ; = w / . _ y . / T V _ / ^ .

Cette expression est appelée équation fondamentale de la statis-
tique stellaire.

Sa généralisation pour un nombre quelconque de variables est
immédiate. Soient, en effet, E, et E2 deux propriétés à étudier.
'f (E , , E2)<iE,<iE2 sera la probabilité pour que ces deux quantités

soient comprises simultanément entre les limites Eizp-üflEi,

E2 zp -rfE2. Le nombre total, a(e , , e2) de^ de2 d'étoiles du cône,

comprises dans les limites respectives e{ zp -deiy e2 zp -de2 est

fourni par

a(euet) = (i>f r*D(r) <p(Et, E2) -r—- -r-^ <a?r.

Connaissant la quantité d'étoiles à la distance r, on a immédia-

tement la distance moyenne it(e) d'un astre répondant au carac-

tère e zn - de

r'D(r)?(E)£^: /
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ce que Ton peut écrire

(If) i t ( e ) a ( « ) = w | r*D(r)?(E)—-

Comme application de ces formules, nous allons déduire les
expressions permettant d'évaluer le nombre total et la distance
moyenne des astres :

i° de grandeur apparente m)
2° de mouvement propre apparent/?.
i° Soient E = II et e — h les éclats, absolu et apparent, d'un

astre situé à la distance r. On a

de "~ ~dh ~~ r '

La substitution dans les formules (l) et (II) donne

a(h) = u> f
*s O

iz(h) a(h) = co !

Si l'on veut introduire, à la place des éclats H, A, les grandeurs
correspondantes M et m, il suffira de tenir compte des relations

logH = — o,4M et logA = — o,$m.

En portant ces valeurs dans l'équation

log H = log h -+- i logr,
on trouve

M = m — 5 logr

la constante arbitraire ayant été choisie de manière à avoir M =s m
pour r = i.

Ainsi, les formules cherchées pour le nombre d'étoile de gran-
deur m et leur distance moyenne deviennent

=t*i I r*D(r)ço(/w. —

= üi I r*D(r) fo(m — 5 log r) dr.

MICHILOVITCH.
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II est avantageux pour ce qui suit de transformer un peu ces
expressions.
Posons

r = trby% où b = 0,2 log natio = o,46o52;
il vient

f b e-zby&ic-ày) fo( m -hy) dy,
— oc

f
00

que Ton peut écrire aussi

00

J
/»-f
f
— o

si Fon pose
AO(^K) = uj

2° On aura, de même, pour le nombre total a(p)dp et la distance
moyenne TC(/>) des astres de mouvements propres absolu (E = P)
et apparent (e = p) en tenant compte de P = />r

— M f r » D ( r ) <pl
Jo

- o o
x(p) a(p) = tu I r!*D(r)yï(pr)dr.

Afin de rendre les formules plus homogènes, introduisons les
logarithmes à la place des nombres. Soient, en effet

P = eL et p = ez.

de sorte que <?t (Z) = ç>, ( z -h log nat r). En posant r = eP, les
expressions fournissant le nombre et la distance moyenne des

astres de mouvement apparent p qp - dp deviennent

A(p) 9 J ( * H- p)dç>,
— 00

= f
*J—oo

OÙ
â(p) = IÛ c3PD(eP).



De ce qui précède, il resuite que, pour étudier une propriété x
par les méthodes de statistique steilaire, on est conduit à chercher
la solution de deux équations de la forme

A(p) *(#-+- p)dp,
— oc

f e?b(p)<P(x -h p)dp.
30

A l'aide de ces équations on peut, des quatre fonctions a(x),
b(x), A(p) et <$(#-+-p), en déterminer deux, si Ton connaît les
deux autres. Schwarzschild a résolu ( ! ) les deux problèmes
suivants :

i° Connaissant les fonctions a(x) et <ï>(^-|-p), déduire A(p)
de la première ;

2° Connaissant les fonctions a(x) et b(x), définir A(p) et
<ï>(x -H p).

Les solutions sont basées sur le théorème de l'intégrale de
Fourier que Ton peut énoncer ainsi :

f(x)z= ! [ A (eu)

OÙ

À ( u » ) = — ƒ

f ^
B(w) = - I

~ J
Si Ton pose

A(w)—iB(cu) # ,
i_- l--i = cp(oi),

A (Ü>) H- i'B(w)
= fK— o>),

l'intégrale de Fourier prendra la forme

f tp(w)c-^x^^ <p(u>)= — ƒ
— 00 2 7:^/—

Charlier appelle o(<*>) la fonction de Fourier conjuguée de f{x) et

( l ) A N.t t. 185, p. 81-88.



la désigne p a r / " 1 ^ ) . En adoptant sa notation, ce théorème peut
s'écrire (à un facteur constant près)

y ait»/—oc

f(x) = —Lr f ƒ-*(<*>)

Revenons maintenant aux problèmes traités par SchwarzschikL

i° En intégrant les deux membres de la première équation après

les avoir multipliés par -p=eXMldx, on obtient

-hoo
i r -+•« | r r
= I a(x) ex*»1 dx — —— I I \(<p) 4»(x -+- p; **«•»/ dp dx
ïTZ J—oo yiTlJ J

ce que Ton peut encore écrire

I a(x)eXMidx
^•AlZ J 00

= -—=^ I A(p) e-p^dp f
yiTzJ—oc %J—oo

Comme la deuxième intégrale du second membre est indépen-
dante de p, on a, d'après le théorème précédent

et aussi

Or, de la seconde équation de l'intégrale de Fourier, on déduit

\ 1TZ *y—oo y %"K *J

d'où l'expression cherchée

2° Multiplions, de même, les deux membres de Féquatioa
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en b(x) par -=zextùidx, puis intégrons, on trouve

—L= ƒ
^/iTZ J OC

/.-f-OO y.

= — = I A(p)e-pw/-f-p^p j
yi 1Z J— oo J—

^,-4-oc /*-4-oo
= / A(p)e-{M+t)? dp f ®(x)ex(ai dx.

Ji 1Z J QO J QC

Si l'on admet que la définition de la fonction conjuguée est général!-
sable pour les valeurs imaginaires de l'argument, on déduit de
la dernière équation

OU

b i ( — tu) =

De sorte qu'en divisant l'équation correspondante du problème
précédent par celle-ci, on trouve

Enfin, si l'on pose
tu =yi

on en déduit, en introduisant deux fonctions auxiliaires p{y)
et ^ (^) définies à l'aide des expressions

Connaissant p(y)j on déterminera A"1
 (JKO> P a r conséquent,

aussi A(^r); puis, au moyen de

on aura 4>~'(co) et, enfin, à l'aide de l'intégrale de Foùrier, #(j?).
En résumé, on voit que le problème fondamental de la statis-

tique stellaire, relatif à une propriété x, donne lieu à deux équa-
tions intégrales de la forme de a(r) et b(x). La première fournit
le nombre, la seconde la distance moyenne des astres ayant cette
propriété à un degré / d'intensité. Ces équations comportent
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quatre fonctions : a(jc)1 b(x), «Px-hp) et A(p), dont on détermi-
nera deux si l'on connaît les deux autres, comme on vient de le
montrer. Par conséquent, si Ton pou\ait admettre comme connus
le nombre et la distance moyenne des étoiles, par exemple, d'une
certaine grandeurs, on endéduiraitleurfonction de fréquence<I>(x)
et la densité A. En réalité, nos connaissances relatives à ces fonc-
tions, quelle que soit la propriété x. sont fort incomplètes
et incertaines, D(r), en particulier, est tout à fait inconnu.

Au point de \ue statistique, néanmoins, a(x) peut être con-
sidéré comme assez bien connu. Pour avoir une deuxième connue
du problème, on a trouvé préférable d'adopter, à la place de b{x)^
pour la fonction 4>(r) une forme hypothétique vraisemblable dont
la légitimité pourra être vérifiée à posteriori en comparant les
résultats déduits a\ec les observations.

Comme application de ces procédés, nous allons étudier deux
problèmes en particulier, le problème des grandeurs stellaires et
celui de leurs mouvements propres.

Equation fondamentale dans fetude des grandeurs. —
I. Examinons d'abord les hypothèses les plus simples qui con-
sistent à admettre : i° Que le nombre d'étoiles par unité de volume
est le même pour tout le ciel; 2° qu'elles ont toutes la même inten-
sité absolue.

En d'autres termes on suppose

D(r) = const., H = h r* = const.

En prenant les dérivées logarithmiques des deux membres, la
deuxième équation donne

dh dr r ,
—1_ 2 — = o, d ou dr = r dh.

h r in

Or, d'après ce qui précède, l'élément de volume situé à la dis-
tance r contient

D(r)c*jr* dr

astres, dont

h*

ont Téclat apparent h zç. - dh. Par conséquent, on aura, pour le
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nombre total A (h) d'astres d'éclat apparent plus grand que h

a(h)dh =— -a>D(r)H* ƒ h * dh = i wD(r) ( T

00 2 «/QO ^ X"1

Pour deux éclats quelconques Af et A2, on a

A(/*t) :

En passant des éclats aux grandeurs, au moyen de la formule

log7T = —o,4(mi —w t) ,
il vient

A(m t) : A(m t) = io°'6(mt—mi).

Pour /ni — ra2 = i, on retrouve la relation bien connue

À ( m ) : A ( m — i ) = io<>'6= 3,98 ( = ) 4 ( l ) ,

c'est-à-dire, pendant que la grandeur apparente croît en pro-
gression arithmétique suivant les entiers, le nombre d'astres cor-
respondants augmente en progression géométrique de raison 4*

II reste à calculer le nombre d'étoiles d'une grandeur déter-
minée m. Or, on a

En substituant ces nombres dans la formule de a(h)d(h), on
trouve

- - 5 - -
a(m)dm = — -D{r)o*H*h *dh = o,46o5 D(r)<*> H^ e

2 x

Ceci intégré d'une part entre les limite» m et m -+-- et d'autre

part entre m = — 00 et m donne respectivement

a/n = C1eI'38ir>m et A/n = C, c"'3 8 l 5 m .

Telles sont les expressions permettant d'évaluer d'une part le
nombre d'étoiles d'une grandeur apparente donnée m et d'autre
part le nombre total d'astres plus brillants que m.

( l ) ( = ) l i re : «égale approximativement »•
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Jusqu'à quel point les résultats ainsi obtenus se trouvent confir-

més par les observations, le tableau i le montre.

TABLEAU I

m &m A/n dm : «*» — 1 Am : A»j — |

* 9 9
2 3o 39 3,33 4,33
3 . . 75 114 *,5o 2,92
4 190 3o4 a,53 2,67
5 63o 934 3,3a 3,07
6 1949 ^883 3,io 3,09
7 8335 11218 4,27 3,89
8 27241 38459 3.27 3,43
9 165190 ?o3649 6,07 5,3o

Les écarts que l'on constate entre les nombres observés et
calculés proviennent en partie de l'incertitude dans l'appréciation
des grandeurs stellaires, mais surtout de l'inexactitude des hypo-
thèses H = const. et D(r) = consl. Rien n'indique a priori qu'il
existe nécessairement une relation entre la grandeur d'une étoile
et sa distance à l'observateur.

Sans insister da\antage sur ces considérations, nous citons l'hy-
pothèse de Seeliger relative à la forme de la fonction de densité,
définie par

D(r) =

Elle donne pour a(m) la valeur

a(m) = G eVff% v = a,46o54(3 — s).

II. Reprenons l'équation fondamentale (1) en l'écrivant

r»OC

a(m) = oi I r2D(r)o(m — 5logr) dr.
Jo

Elle permet de déterminer l'une des trois fonctions a(m)y D ( r ) ,
<p(M) en fonctions des deux autres. D ( r ) est, comme on vient de
le dire, tout à fait inconnu; quant aux deux autres, il semble pos-
sible, en particulier pour a(m), de les définir statistiquement avec
une approximation relativement assez grande. Des travaux récents
de Kapte\n, il résulte que les, fonctions a(r/i) et cp(M), supposées



de la forme des fonctions du type A, représentent suffisamment
bien les conditions générales de la Voie lactée.

Soient alors

( ce 2*3 et (M) C

Si Ton intègre les deux membres de la première équation après les

avoir multipliés par —==emteldm, on obtient
V/2 7C

-— f a(m)6'«'ö'(/m = a- 1 ( tó )=— I
*y 2 Tt is—CO y ' 2 7ï «-/——

= " 7 = em°^ /
t / 2 7T */ — oc

= _f_ ma>. f
J^ke ' J-

em*>* dm

x1

e 2k* COSIÙSP dx

= -£=
V/21T

de telle sorte que

On déduira de la même manière

Si l'on substitue ces valeurs dans l'expression

il vient

Enfin, en appliquant la première formule de l'intégrale de Fou-
rier, on obtient

Et l'expression pour la densité devient
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il en résulte immédiatement que le maximum de la densité a lieu
pour

y = Mo - mon- 36a* — K*).

Les recherches qui ont conduit Kaptejn aux résultats que Ton résu-
mera ici, mais sur lesquelles on ne peut pas insister plus longue-
ment, se trouvent exposées dans le A. J. 566.

D'après cet astronome, la fonction de fréquence cpo(M) des
grandeurs absolues a la forme

Q O ( M ) = £ e-o,385(logH-i,4oo)>.

En adoptant comme unité d'intensité lumineuse celle du Soleil et
en admettant en outre qu'à l'unité de distance (ix = o", i ) sa gran-
deur est de 5"% 5, on transformera facilement cette équation en

<po( M ) = Ct e'*™—o, i6xo,385(2fo—M)*.

La valeur maxima de l'exposant ayant lieu lorsque

il résulte que la grandeur moyenne des astres à l'unité de distance
est

M( = )9™,5.

En identifiant les seconds membres de la fonction 'f0 (M)de Kapteyn
avec 4>(M), présenté sous forme d'une fonction du type A, on
déduit pour le coefficient de dispersion

= 8 ' 1 2 'K = = -A x o,i6xo,385

de telle sorte que l'on a

(M-9,5)'
<ï>0(M) = Ce 2(2,85)»

Ainsi, les deux tiers du nombre total des étoiles auraient leur
grandeur comprise entre

9ra,5 — >™,8==6fn,7 et 9m,5-*-am,8 = ia™, J.

Pour le nombre a (m), Kapteyn et Schwazshiid ont trouvé qu'il



pouvait s'exprimer par

loga(/n) = 0,596 -4-0,5612 m — otoo55m*.

Le maximum de a (m) aurait donc lieu pour

o, o 11 m = o, 5612,
c'est-à-dire

m = 5im,o.

Autrement dit, le nombre d'étoiles irait en augmentant jusqu'à la
grandeur 5im,o et leur nombre total, d'après la même formule^
serait de 497* 1 of * î

Mise sous la forme d'une fonction de fréquence du type A, l'ex-
pression de a (m) devient

a(m) = ce â*5 k = 6m,$ (£« = 39,50).

Connaissant ainsi a (m) et<f>0 (M) on peut, d'après ce qui a été dit
précédemment, déduire l'expression pour la fonction de densité.
On a trouvé, en effet, que

En j substituant les nombres calculés ci-dessus, on a

2(5,6)

De là, il est facile de déduire une formule analogue pour la fonction
T}{e~by~). Elle aura le même coefficient de dispersion 5m, 60 et une
valeur moyenne y0 de y définie par

Comme on avait posé r = e~by", on aura pour la distance r© à
laquelle correspond la densité maxima,

r0 = e~fyy<i = o.43o6 ou ir = = o ' \ a 3 .
ior0

Les expressions a (m) et <1>O(M) de Kapteyn peuvent servir
également pour tirer des conclusions ayant trait aux distances
moyennes des astres. Mais la place nous manque pour développer
davantage cette question.
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II convient cependant d'ajouter ici une remarque. La vraisem-
blance des nombres fournis par les formules précédentes doit
paraître d'autant plus douteuse que la méthode même de Kaptejn
présente deux points faibles : l'insuffisance de données statistiques
d'une part, et le fait d'avoir, malgré cela, traite le problème très
sommairement d'autre part.

III. Si Ton envisage l'équation fondamentale généralisée il est
possible de démontrer que :

La valeur moyenne de la parallaxe des astres d'une gran-
deur apparente m est égale au produit de la valeur moyenne
de leur mouvement propre par un facteur constant (dans un
même carré tout au moins). Exprimée sous sa forme mathéma-
tique, la proposition s'écrit

- m V"/ -*»»«* / ' / ~ M ( p )

Soient cpo(M) et cpi (P) les fonctions de fréquence des grandeurs
absolues M et des mouvements absolus projetés sur un plan per-
pendiculaire à la ligne de \i*>ée. On admet en outre que la vitesse
absolue est indépendante de la distance r.

Si l'on pose

W dm dr dp exprime, d'après la formule généralisée de l'équa-
tion fondamentale, le nombre d'étoiles de grandeur m situées à la
distance r, et de mouvement propre/>, contenues dans l'élément
de volume eu.

Pour une certaine grandeur apparente m zp - dm, la valeur

moyenne de p est

M,, = ƒ / pVdrdpX / / Vtdrdp.

Or, on suppose que P projection du mouvement absolu ne dépend
pas de r, par conséquent les doubles intégrations dans le second
membre peuvent être remplacées par les produits de deux intégra-
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tion.» simples. On a ainsi

pr*ft(pr)dp f i

«/o

: f rfl(pr)dp f°°ü
«/o «/o

d'où, en posant

pr*ft(pr)dp : / rft(pr)dp,

«/o

M„(/>)=M(P) r W r D ( r ) ? 0 ( M ) r f r : f °°<or* D(r)

Enfin, en introduisant les parallaxes it = -> à la place des dis-

tances, cette expression devient

M,

ou
X oo r>ao

Trio D<p0 d-K : ƒ oi D<po </ i t ,

M,n(/>)=M(P)Mm(7T)> C. Q. F. D.

Sans même connaître la fonction de fréquence <po(M), il est donc
possible de résoudre le problème fondamental de la statistique
stellaire en utilisant la valeur moyenne des parallaxes déduite des
mouvements propres.

Reprenons maintenant les formules

/
-+-00

•oo

a(m)Mm(p)= / e-
J 30

àQ(y) = CD6 D(e-t>>)e-3f>y= tab D(r)r*.

La relation précédente permet d'écrire

a{m)Mm(K) = a(m)Mm(p) M = ƒ

OU

Actuellement, les quantités a ( /n) et M m (p) peuvent être eonsi-*
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dérées comme assez bien connues, la première jusqu'à m = 9œ,5,
la deuxième jusqu'à 6m, 5. Par conséquent, en vertu de la solution
de Schwarzschild, on en déduira les fonctions â0 et cp0.

Mais on peut aussi envisager la question un peu différemment.
Supposons que les fonctions a (m) et Mm(p)y définies par

a(m) =

représentent réellement les observations.
Rien ne s'oppose, pour le moment, à ce que nous admettions

que les expressions encore inconnues de Ao et ç0 soient également
de la forme des fonctions du type A ; posons alors

a2 yin

En substituant dans a(m) et a(m) M.m(p) on déduit, moyennant
la formule bien connue

et après quelques réductions très faciles

e

M m ( /> )=M(P)c" *f-+-*î a(*?-H*2).

En égalant les seconds membres des deux formes de a (ut) et
Mm(p), on trouve pour les paramètres de Ao et cp0

d'où
a! = Xf£ 2 , a | = kf(i—Xj);

ce qui fait connaître les fonctions de Ao et <po> sans même avoir
besoin de recourir aux solutions des équations intégrales. Il cou-
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vient cependant de bien faire remarquer que cette conclusion n'est
légitime que si Ton s'est assuré préalablement que les expressions
a (m) et Mm(p) avaient bien la forme des fonctions de fréquence
défîmes précédemment.

Par conséquent, pour tirer tout le parti des considérations théo-
riques précédentes on doit : i° vérifier si en effet les formules

r (m—m0)
2

a(m)= — e 2*3 et Mm(p ) = Kte-^m

k S/>T.

représentent les données d'observations relatives aux grandeurs et
mouvements propres moyens des astres ;

2° Si oui, déterminer alors les fonctions de densité D ( r ) et de
fréquence des grandeurs absolues <po(M), ce qui permettra de se
faire une idée approchée sur la constitution actuelle de la Voie
lactée.

Avant de passer aux applications numériques nous allons mon-
trer comment on peut calculer effectivement les trois paramètres
N, /r, m de la fonction

N —^IKT"
a (ni) = == e 9iS-

k \f1TZ

On a établi précédemment que le nombre total d'astres plus
brillants que m était donné par

À(m)= f a(m)dm — — I e 2*a dm.
J— oo k yi 7Z J— oo

En effectuant le changement de variables

m — m0 = kx
il vient

N r k - ~
A ( m ) = , I e * dx.

Si l'on introduit la notation

l'expression précédente peut s'écrire
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ou, en posant
i

et J=

Si Ton envisage maintenant la fonction inverse de P (# ) , pour
laquelle Charlier adopte la notation x — ErrfÇu)^), en l'appli-
quant au cas actuel, la dernière équation donne

J .
Le calcul des paramètres N, ky mQ se trouve ainsi réduit à la résolu-
tion d'un système de trois équations de cette forme, à savoir
x — m, y, x — m2y et x — m%y>

Pour illustrer les hypothèses précédemment admises, de même
que pour montrer jusqu'à quel degré les observations confirment
les conclusions tirées de l'équation fondamentale de la statistique
stellaire, on va appliquer, avec M. Charlier, ces procédés à la dis-
cussion des données relative^ à certaines parties du ciel.

Au préalable, nous allons donner une esquisse de l'aspect du
ciel tel que M. Charlier l'envisage dans ses recherches de statis-
tique stellaire.

L'Univers sidéral est considéré comme un ensemble de corps
remplissant une sphère dont le plan fondamental, ou de référence,
est celui de la Voie lactée. La position est déünie à l'aide des coor-
données de son pôle situé par yR = 12h4om = 1900 et (£) = -+- 28*
(dans la constellation de l'Aigle).

On peut donc, en choisissant comme origine le nœud ascendant
de ce plan rapporté au plan de l'équateur, définir la position de
chaque astre par la longitude et la latitude galactiques.

Cependant, au point de vue statistique, M. Charlier a préféré
diviser le ciel entier en \$> parties, appelés carrés célestes, toutes
de même surface (86o° carrés), désignées par des lettres et des
indices de A t (pôle nord galactique) à F2 (pôle sud galactique).
La figure 8 ci-apres, qui est la projection de Flamsteed d'une

( ' ) On trouvera une table des valeurs de cette fonction, calculée par Âkesson,
daas ML, II, n°8 , p. 34.
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sphère, facilitera notablement la représentation de cette division.
L'étude du ciel par des procédés statistiques consiste alors à

rassembler, pour chaque carré, le plus grand nombre possible de
renseignements relatifs aux propriétés des astres telles que éclat,
mouvement propre apparent, distance, spectre. Les résultats par-
tiels déduits des discussions de ces groupes de données constituent
les préliminaires pour l'étude générale des propriétés choisies.

Revenons maintenant aux applications des raisonnements
exposés précédemment. Pour cela, on va considérer les données
relatives aux deux carrés célestes C4 et G7. Etudions d'abord la
fréquence des grandeurs. Les éléments statistiques correspondant
ont été tirés d'une part du Catalogue BD (Tableauj, et d'autre part
du Catalogue photographique de la Carte du Ciel (G. d. C) .

m. C,. C4.

1,0— i ,9 o 2

2 ,0— 2,9 o 1

3,o — 3,9 5 7
4,o — 4,9 8 9
5 , o - 5 , 9 39 37
6,0 — 6,9 I J 7 i55
7,0 — 7,9 33i 6o5
8,0 — 8,9 i473 3391
9,0 562 1594
9,1 3o6 854
9̂ ,2 448 1525
9,3 862 2409
9,4 521 2254
9,5 2625 8429
Variables 1 7
Nébuleuses 16 1

S 73i4 21280

Quant au dénombrement des astres contenus dans la C. d. C ,
comme M. Charlier ne disposait que de 8^ clichés pour C7 et
61 pour C4, il a employé l'artifice suivant. A l'aide du matériel
disponible, il a cherché d'abord les nombres moyens pour un
cliché de chacun des deux carrés, et il a trouvé

n = 4o4,45 pour C7 et n = 3915,5o pour C*.

Or, chaque carré a 869,44° carrés de surface; d'autre part, un
MICHKOVITCH. 5
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cliché de la carte photographique couvre i3o' X i3o' = 4,0945°
carrés. De sorte que le nombre d'étoiles par degré carré est de

86,i55 pour C7 et 834,072 pour C4,

et dans le carré entier on a

74o45 astres pour G? et 716832 pour G*.

Afin de rendre homogène l'ensemble de données utilisées dans la
discussion, il a fallu d'abord rapporter les grandeurs de BD à une
échelle photométrique plus précise. On a choisi, p o u r cela,
l'échelle de HD (Harvard Durchmusterung). En plus, pour la
C. d. C.j on a dû fixer la grandeur limite. D'après les calculs de
M. Charlier cette limite est i3m ,89 ±: o1",!^.

Fig. 8.

Equateur

On peut alors aborder les divers problèmes dont il a été précé-
demment question.

i° Calcul du nombre d'étoiles de grandeur apparente m. Pour
définir A(m) on sait qu'il faut connaître trois paramètres, que Ton
déduira à leur tour, au moyen de trois équations en partant des
nombres différents m{, ra2, rn3. M. Charlier a divisé l'ensemble en
trois groupes comme le montre le tableau suivant :

Cata C ' C-4'
logue. ni. /Wcoir. A (m) . m. meorr. A ( m ) .

BD 5,9 5,87 52 5,9 5,64 56
BD 9,2 9,62 3289 9,2 9,?9 8180
C. d. G. . . . . 13,89 * M 9 74o45 13,89 1M9 716832
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A l'aide de ces nombres on commence par déduire, des trois équa-
tions mentionnées, la valeur de N. Par une interpolation gra-
phique, M. Charlier a trouvé, pour G7

N = 63oooo;
pour C4 :

N = 3ooooooo.

Connaissant N, on calculera facilement x et y puis, de k = - et

mQ = kx, on déduit les paramètres k et m0, et la fonction A(m)
se trouve déterminée.

Pour les deux carrés en question on a obtenu

C7 N = 63oooo £ = -4-3,io8 m o =i7",59
G4 N = 3ooooooo £ = - h 3,119 m0 = 2Om,O7

De là on conclut l'expression de a(m) donnant la fréquence
des étoiles de grandeur apparente m, on a en effet, dans G7 :

~o (m—17,59)»
63O OOO 77^ rT\»~

a(m)— —=. e z.(ô,io%y •
3,108/2 TC

dans C4 :
(m-20,07)*

a(m) = = e 2 ( < $ ^ I 1 9 ) .
3,119 s/'Aiz

Si ces formules sont exactes, le nombre d'étoiles ira en augmen-
tant jusqu'à la grandeur 2om, 1 pour le carré C4 situé dans la Voie
lactée, et jusqu'à i7m

?6 pour le carré C7.
Il peut être intéressant de connaître el de comparer entre elles les

valeurs des paramètres N, k, m0, correspondant aux différents carrés.
Les disciple^ de M. Charlier ont effectué ces calculs pour neuf carrés
dont on trouvera les résultats réunis dans le tableau que voici :

Carré. N. À. m0. Calculé par
m

Ci 1983000 -4-3,017 -4-i8,34 Poor.
G2 343OOOO 3,363 19,9>. \ Wicksell.
G3 4885ooo 3,175 18,93 } Gyllenberg.
G4 3ooooooo 3,119 20,07 Charlier.
C§ 1950000 2,832 i7,5i Stadler.
C$ 600000 2,846 I ^»9 I Jung.
G7 63oooo 3,io8 Ï 7 > 5 9 Charlier.
C8 1010000 3,179 18,18 Jöhnsson.
G9 i55oooo -4-2,705 -4-16,88 Akesson.

Moyenne. -t-3,o38
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Dans le tableau ci-aprês on a résumé les calculs de A(m) rela-
tifs aux différentes grandeurs pour le carré C4 que Ton pourra
comparer aux nombres déduits des observations.

m(BD). m. A(m)calc. À(m)obs.

4,9 4,66 il 19

5,9 5,64 56 . 56
6,9 6,62 243 211

7,9 7>72 1 I O° 816
8,9 8,95 55oo 4*07

9>° 9>°7 63oo 5 801
9.1 9>i6 7000 6655

9.2 9,^5 8200 8180

9>3 9,49 10400 10589
C. d. C. i3,89 694000 717000

IV. Distances des astres. — Dans l'état actuel de nos connais-
sances, il n'est guère possible de donner une solution satisfaisante
du problème des distances stellaires. Théoriquement, il existe
deux procédés permettant de déterminer les distances moyennes
des étoiles de grandeur m.

Le premier, direct, basé sur les distances déduites des observa-
tions, est à abandonner, dune part à cause de l'inexactitude dans
les mesures mêmes, d'autre part à cause du nombre relativement
très limité des données actuelles.

Le second, basé sur la proposition 111, consiste à utiliser les
mouvements propres. Loin d'être à l'abri de toute critique et de
fournir des résultats concluants, il permet néanmoins de se pro-
curer certains renseignements généraux sur la solution du pro-
blème. Voici le principe de cette méthode :

En admettant que la formule

M,n(p) = K, «->.'«

représente effectivement les observations, on pourra utiliser les
mouvements propres connus pour évaluer les paramètres K2 et X.
D'autre part, on a, d'après la proposition III,

où A est déjà connu. Quant àK 3 , on pourra se servir des parallaxes
connues pour en avoir une valeur approchée. La méthode présente
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évidemment des inconvénients et donne lieu à certaines objec-
tions sérieuses.

En effet, la valeur moyenne M (P) de la projection des vitesses
linéaires varie d'un carré à l'autre, en partie à cause du mouvement
de translation du système solaire, en partie à cause des mouve-
ments stellaires systématiques.

Il on est de même pour la constante Ka, fonction de M (P) . Par
conséquent, le paramètre X lui-même doit être déterminé séparé-
ment pour chacun des carrés. Et ce n'est qu'alors seulement que
l'on pourra procéder aux déterminations de lv3 basées sur les
parallaxes connues.

De toute façon, il convient de faire remarquer que ce procédé
ne conduit pab non plus au but que l'on s'est proposé d'atteindre.
Il permet néanmoins de se faire une idée approchée sur la struc-
ture du système galactique et c'est pourquoi on en rappelle ici
les principaux points.

Si l'on envisage l'expression de Mm(p) en l'écrivant

on aura, pour deux valeurs quelconques m{ et rn2 de m, deux
expressions Mmi(/>) et M„H(p). On en déduira aisément que

Or, on peut admettre que les fonctions de fréquence des compo-
santes du mouvement propre

x = A a cos $ et y = À$

soient du type A, par conséquent de la forme

i -JEL I __Zl
<p(a?)= j=e serf' ?(JK)= — 7 = e **V

<J, V/2TC T J GtS/in

de telle sorte que l'on peut introduire, à la place de Mmt(p) et
M/Wî(/?), les moyennesM(#) et M(jr) de x respectivement d e ^ , ou
encore mieux, les coefficients de dispersion correspondants.
L'équation précédente devient dans ce cas

> = log -i .
m» — Wi <xt
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Voici les valeurs numériques de "k9 pour douze carrés :

C , . . . . . . . . X, = -*-o,56 C7 Xt =-t-0,92
C t -+-0,14 Cg —0,44
C3 -4-0,27 C9 -+-0,46
C* -+-0,75 C lo -f-0,14
C5..* H-o,87 C l t -+-o,54
C6 —0,08 C tî — 0,12

Moyenne Xi = -i-o,335.

En particulier, pour le carre G3, M. Charlier a trouvé, à Paide
de g5 mouvements propres, des astres de grandeur 4?mo et 5m,o :

Avec x Xi = -+-o,3o4
Avec y Xt = -f-o,a3o.

Et en utilisant les mouvements propres de Boss des étoiles de gran-
deurs 4m ,o-6m ,o, il a déduit \ t = -\- o,35i (Kapteyn: \= -|-o,65).

Après avoir ainsi calculé À, on peut revenir à la question des
parallaxes. En introduisant à la place des parallaxes les distances ;•
mêmes, exprimées en siriomètres, on a la formule

M,M(r) =KV «>.*'".

Sur la valeur de K/# on ne sait rien de précis. D'habitude on la
suppose constante pour tout le ciel. Si l'on adopte, dans ce cas,
pour la distance d'un astre de 5m ,o 10 sir., la dernière formule
devient

M(r) = ioe>M*<'»-*J.

Et la relation cherchée pour les distances prend la forme

logM(r) = 1 — X1-4-o,2X1/n.

Pour terminer, il reste encore à définir la fonction de den-
sité D(r) . Or, on a

et d'après l'expression hypothétique de ÀO(JK) (p. 62).

D (r-m3)*
2 < r ïD(r)s= -T==e
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Voici les tableaux des distances moyennes correspondant aux
grandeurs de — im ,o à 2om,o et des densités par sir. cubique
pour le carré C4, calculées avec trois hypothèses pour X :

M(r) en sir. D(r) par sir. cubique C4.

m.

—1.
0.
I.
2.
3.
4.
5
6.
7.
8.
9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

\= y

4,O

4,6
5,4
6,3
7,4
8,6

10,0
n,7
i3,6
i5,8
i8,5
21.5
25,1

29,3

34,i

39,8
46,4
54,i

63,i

73.6

85,7

100

2,5

3,2

4,0

5,0

6,3
7,9

10,0

• 5 , 8
2O,O

25, I

3i,6

39,8

5o,i

63,i

79,4
100
126

i58

200
25 I
3i6

1,6

2,2

2,9
4,0

5,4
7,4

10,0
i3,6

i8,5

46,4
63,i
85,7

117

158

215

293

398
54i
736

1000

10.
50.

100.
150.
200.
230.
300.
350.
400.
450.
500.
550.
600.
650.
700.
750.
800.
850.
900.
950.

1000.

2355
396
58,8
l 4 , 2

3 , 7
' , 4
o,6o
0,27
o, 14

0,06

0,04

0,02
0,01

1 2

3oi

107

3o,i

5,6
2,9

1,00
0,64

0,42

0,28

O,2O

0,14

O, II
0,08

0,06

0,04

o,o4
o,o3
0,02

0,02

34,4
18,9
7,9
4,2
M
i,5

i,o3

0,70

o,5i

o,37
0,29

o,23

0,18

o,i3

0,11
0,09

0,08

0,06

o,o5
0,04

0,04

Le paramètre At est donc d'une importance prépondérante aussi
bien dans l'étude des distances que dans colle de la densité. Des
nombres de ces tableaux il ressort en outre qu'une incertitude
dans la valeur de A4 modifie considérablement les résultats relatifs
aux distances et aux densités.

Recherches statistiques sur les mouvements stellaires.

Depuis l'époque où Herschel réussit à établir l'existence du
mouvement de translation du système solaire, la connaissance des
déplacements angulaires apparents des astres a permis d'aborder



d'intéressants problèmes relatifs à la constitution de l'Univers
stellaire.

De nombreux procédés, bases >ur divers principes, ont été
imaginés et appliques à la résolution de ces problèmes. De l'accord
plus ou moins satisfaisant entre les résultats ainsi obtenus, on a pu
conclure que l'inefficacité des méthodes actuelles tenait surtout à
l'insuffisance des données au point de \ ue nombre et précision.

Pour tirer le plus grand parti possible des données disponibles,
M. Charlier a développe une serie de methodes nouvelles, basées
sur la théorie des probabilités. Sans être tout à fait a l'abri des
mêmes inconvénients que ion rencontre dans les méthodes anté-
rieures, l'avantage incontestable de la nouvelle theorie réside
principalement dans sa généralité lui permettant d'aborder les
questions les plus variées de l'astronomie stellaire.

Dans ce qui suit, on trouvera l'exposé de la partie tant théorique
que numérique concernant l'étude des mouvements propres à
l'aide de ces methodes. Bien que le problème général comporte
non seulement l'étude des déplacements angulaires, mais aussi
celle des vitesses radiales, on laissera pour le moment de côté
cette deuxième question.

Ces recherches sont basées sur les plus récentes déterminations
des mouvements propies jusqu'à la 6' grandeur se trouvant
réunies dans le Pre/. Gen. Cat. (P. G. C.) de L. Boss. Gomme
dans les chapitres précédents, l'ensemble de données est divisé
en 4$ carrés dont chacun est traite à part.

Les calculs préliminaires comportent trois phases, savoir :

a. Détermination des paramètres caractéristiques de la fonction
de corrélation relatives aux composantes des mouvements en a
et S pour chaque carré;

b. Calcul des paramètres de la fonction de corrélation des
\itesses linéaires correspondantes;

c. Discussion de l'ensemble des résultats ainsi obtenus pour les
48 carrés en vue d'en déduire :

i° Mouvement de translation du Soleil;
20 Déplacement du plan invariable;
3° Conclusion sur la validité des deux hypothèses, ellipsoïdale

et des deux courants stellaires, relatives à la distribution des mou-
vements des astres.
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Les solutions de ces trois problèmes peuvent être ainsi résu-
mées :

i° La discussion des mouvements stellaires doit être fondée non
pas sur les déplacements angulaires apparents, mais sur les
vitesses linéaires des astres. Ce;? dernières se calculent au moyen
des mouvements propres observés dès que l'on a fixé un certain
paramètre q, dont la valeur numérique paraît être comprise entre
les limites i < ^ ^ < i , 2 ^ ;

2° Le nœud du plan invariable, rapporté au plan galactique, a
un mouvement direct de o",oo3 328 par an;

3° L'hypothèse ellipsoïdale relative à la distribution spatiale
des mouvements stellaires, tout en laissant subsister encore
quelques discordances, fournit une assez bonne représentation des
observations;

4° Aucune conclusion ne peut être énoncée sur la légitimité de
l'hypothèse des deux courants stellaires.

Désignons par u, v les déplacements angulaires apparents

a — Aacosô, ç = AS.

Les composantes U, V de la vitesse linéaire correspondante,
projetée sur deux axes rectangulaires, perpendiculaires à la ligne
âe visée, sont

U = ru, V = rp,

/* étant la distance de l'astre à l'observateur.
Soient, en outre, cp (a, c) et <p (U, V) les fonctions de corréla-

tion respectives. En vertu des définitions déjà connues, leurs
moments d'ordre successifs sont donnés par les formules

v'm ,„= / / W»p»<p(a, v)dudv,

N'm,»=

ou
I (u — ;

OO *J OO

N„,,„= f*~~ r



suivant qu'on les rapporte à l'origine des coordonnées, ou aux
points (.r0, y*)* (X.©? Yo) correspondant aux moyennes. En se
reportant aux définitions même des moments, on en déduira sans
difficulté les formules explicites de ces quantités

La première question est de savoir comment calculer les vitesses
linéaires qnand on connaît les mouvements propres observés.
Pour cela, on admet que ces vitesses sont indépendantes de la
distance astre-Terre. Des relations précédentes, on déduit

donc

( ^ ) x M(U«V*).

M(#) étant la moyenne de x.
En faisant intervenir les moments, cette équation prend la

forme

S = M (-

Quant à la valeur même de 2f,, elle se déduit facilement de
relation connue

M, w ) = / e'by&o(y)?o(™>-+-y)<iy : ƒ
/ J OC • /

En effet, A0(v) etcpo(fn+^) étant supposées de la forme des
fonctions du type A, on a

OÙ

et

et

En adoptant pour X, la valeur X, = - et pour k la valeur
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déduite des nombres pour neuf carrés (p . 67) k = 3, on a
q = 1,269a.

La connaissance des quantités 3< et q permet donc de passer des
moments et paramètres caractérisant la fonction de corrélation des
mouvements angulaires à ceux relatifs aux vitesses linéaires.

Ici se place une remarque concernant le paramètre q' •= q"2»
Wicksell, dans ses recherches sur les mouvements propres faites à
la suite des travaux de M. Charlier sur le même sujet, est arrivé (*)
à la conclusion suivante :

Les paramètres caractéristiques du troisième et quatrième ordre
de la fonction de fréquence des vitesses linéaires changent de
signe pour une valeur voisine de q' = <>.~5. Dételle sorte que,
même si la répartition des mouvements propre* diflère notable-
ment de la loi normale des erreurs, celle des vitesses linéaires peut
très bien être représentable par une fonction normale. Mais rien
ne prouve a priori que q' ==. o,^5 soit la vraie \aleur de ce para-
mètre.

Voici les valeurs de q' correspondant aux différents types spec-
traux

S/?.: B. A. F. G. K. M.
<7' = o,68 o,64 0,69 o,54 0,70 1,02.

La détermination pour le type M est très incertaine à cause du
petit nombre d'astres utilisés.

Avant de procéder au calcul des moments et paramètres des
fonctions de corrélation, on a divisé l'ensemble des données pour
chaque carré en quatre groupes :

i° Mouvements propres des astres plus brillants que m = 4"\° (4^4 astres),
2° » » » de m = 4m,o ( 9 2 2 w )>
3° »> » » de m = 5m,o (2696 » ),
4° » » » » que m = 6m,o (4041 » ).

Chacun des 48 carrés donne ainsi lieu à quatre tableaux de
corrélations construites de la manière suivante :

(•) M. L., II, a° 12. ,
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a : -5 . -4. -3 . -2. - 1 . o. +i. +2. +3. +4.
8. a. 8 : -O',275. -0*,2?5. -0M75. -0",125. -0%075. -(T,025. H-0%025. +0',075. +0",125. +0*475. s .
+3 +</,i25
+2 +0^,075 1 1
+ 1 +o*,o9.5 3 1 2 6
o -off,o25 3 54 i5 1 1 74

-1 -o*,O75 1 2 2 9 ^ 1 18
-2 -</ r i25 2 1 3,
-3 -o ' , i7> 1 1
- 4 -0V225 1 1 2
-5 -0^,275 1 1
- 6 -o*,325
-7 -o*,375 1 1

2 1 4 5 7 66 19 4 1 IO7

Mouvement propre moyen en a x0 = — o, 528 x o", o5,
» » » en 8 y0 = — 0,864 X o%o5,

Coefficient de dispersion en a a x = -+- 1,072 X o*,o5,
» » en 8 <Tj = - H 1,148 x o",o5,
» d'obliquité en a S,r = -+- o,49^,
» » en 8 S > =- f - i , 52 i ï

Excès en a Ex = -h o ,346,
» en 8 Ej =-4-1,561.

De même, on peut calculer facilement les moments de différents
ordres par rapport à x0 et y0. En groupant les résultats ainsi
obtenus relatifs aux 48 carrés on obtient quatre tableaux dont les
caractères généraux se résument ainsi :

i° La répartition des mouvements propres observés n'est pas
symétrique par rapport aux valeurs moyennes de x et y. D'une
façon presque régulière, le tableau de corrélation est prolongé
dans un sens;

20 Les fréquences accusent une forme qui est loin de la nor-
male : l'obliquité de la distribution est très prononcée, l'excès est
presque toujours positif.

Toutefois, il n'en résulte nullement qu'il en soit de même avec
les vitesses linéaires, car rien n'indique que ces dernières soient
proportionnelles aux déplacements apparents.

Avec le matériel d'observation ainsi préparé on a tout ce qu'il
est nécessaire pour entreprendre l'exécution du programme fixé
au début de ce chapitre.
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I. Mouvement du système solaire. — Considérons deux
systèmes de coordonnées rectangulaires S4 ( X o Y«, Zf ) et
S2 (X2 , Y2, Z2). S, a comme plan des xy le plan de Féquateur
moyen et l'axe des z dirigé vers le pôle moyen pour 1900,0.
S2 a Taxe des z dirigé vers le centre de gravité d'un quelconque
des 48 carrés, les axes des x et y dirigés dans le sens des ascen-
sions droites respectives des déclinaisons croissantes.

En désignant par y/w> n les cosinus directeurs, on pourra passer
d'un système à l'autre au moyen du schéma suivant :

Xt. Yt. Z r

X2 Tu Ï81 Ï3i

Y2 f i t Y22 Ï32

Z2 Yis Y2I Ï33

En particulier si U«, V f , W4 dans S, et U2, V2, W 2 dans S2

désignent les composantes de la vitesse relative d'un astre par
rapport au Soleil, on aura

W, -T3.U 2 -^ T 3 2 V 2 -+- T 3 3 W 2 .

a et 8 étant l'ascension droite et la déclinaison du centre d'un
carré, les valeurs des cosinus directeurs ym, n sont :

Yti = — sina, Y2i= cosa, Y^I = o,
y12 = — cosasinS. Y22 =• — sinasinS, y 3 2 =cos8 ,
Y,3= cosacosS, Y23==: sinacosS, Y3 3=sin8.

En ce qui concerne les coordonnées des centres des carrés,
leurs ascensions droites se trouvent déterminées par la division
même du ciel, quant à leurs déclinaisons on a adopté les valeurs
suivantes :

Carrés A,— \2. B, —B1(t. Ct — Cn. Dt — D12. E, — Eu. F ,~F 3 .
8 du centre . . . -+-8o° -+-45°6',o -hi4oa8',6 — i4o'i8',6 —45°6',o —8o°

Si le mouvement apparent moyen des astres d'un carré ne
dépendait que du mouvement de translation du système solaire, on
aurait, pour calculer ce mouvement, 2 X 48 équations de la forme
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On les résoudrait par la méthode des moindres carrés et l'on
en tirerait les quantités BrtU,, S^jV^ 2r, W f permettant ensuite de
calculer les coordonnées de l'apex et la vitesse du Soleil.

Mais si, en plus du déplacement solaire, le système Sf est
animé lui-même d'un mouvement de rotation autour d'un axe
instantané de rotation, les mouvements propres apparents en
seront également affectés. Pour évaluer l'ordre de grandeur d'un
tel mouvement, rapportons S< à un système de référence supposé
fixe, soit le plan de Técliptique d'une certaine époque. Soient
AQ et ai les variations dans la position du nœud et de l'angle
d'inclinaison ducs au mouvement du système S4 . L'effet produit
sur les coordonnées d'un astre, par suite de ces variations, se
déduit des formules différentielles de la trigonométrie sphérique.
On a

cos A a = (cos e cos o •+- sins sinS sina)AQ — cos a sinSAc,
AS = cos a sine Au -+- sinaAi.

Si donc les quantités observées #o?j'o renferment réellement des
termes provenant de AU et Ai, ce qui semble probable pour le
plan invariable de notre système planétaire, les équations qui
déterminent la position de l'Apex et la vitesse de translation solaire
auront la forme

XQ = Yn^i Uf+~ Y* 1*̂ 1 ViH-(cos8cos£ -+- sin£ sin ss ina) AQ—cos a sinS A*,

V | -+- Yââ Tt W t-+- cosa s inî AO •+- sinaAi.

Elles permettent en même temps d'évaluer Tordre de grandeur
des variations AU et A/ du plan invariable que l'on doit attribuer
à l'existence d'une force attractive de l'ensemble des corps de
l'Univers stellaire. La solution de ce problème est d'une impor-
tance considérable pour les recherches sur la constitution de la
Galaxie, car on pourrait en déduire certains renseignements sur
la masse totale des astres de la Voie lactée.

Grâce à la répartition symétrique des 48 carrés, les problèmes
du mouvement solaire et du plan invariable peuvent être étudiés
indépendamment l'un de l'autre.

Des 96 équations de conditions, formées avec les données
connues, on obtient les systèmes normaux suivants :
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Pour 4n\°-

26,0000^11!=— 0,1748

22,0008 2rt Vt =— 18,1789

Pour 4m»°-

5,7680^ Uj = — 1,1716
9,6460 3TJ Vt = — 9,0711

82,5888 2rtW, =-4- 19,3751

En désignant par s la vitesse linéaire du Soleil, par JfK. et
(D l'ascension droite et la déclinaison de l'Apex ces équations
exprimées en arc, deviennent

d'oùl

M
(Ö . .
%is....

&t s cos,$\ cosiD
STi^sin JR cosCÖ ••

Pour 4m,

267°, 18 + 3
-h3|,59 ±12
•+- 0 ,̂0524 =t 0

P o u r 4D%o«

= —0,00212
= —o,o43o5
= -+-0,02973

0.

°,59 M
,96 (0.
",0027 2r,4

Pour 5™, 0.
= -+-O*, 00226,
= —o", 04075,
= -+-0', 02460.

Pour

. . . . . 273°, 17-+
, . -+-3i°, i5 -4-

? -H off,o477:±

5-.

-2°, 06
: i , 7 6
z o*,oo

Des deux valeurs 2F,S on a déduit en même temps une valeur pour
le paramètre X|, à savoir

= -ho,2o3±:o, 146.

Il peut être intéressant de faire remarquer que la position de
l'Apex peut également s'obtenir par un procédé graphique. Consi-
dérons le plan tangent en un point quelconque de l'équateur
d'ascension droite a0. Dans ce plan, prenons pour l'axe des X la
projection du plan de l'équateur, l'origine étant au point de contact.
Un point (a S) sur la sphère aura pour coordonnées rectangulaires

II en résulte

x = ta n g ( a — a0 ),

r%

y =
tango

cos (a — a0)

c'est-à-dire, les projections sur le plan tangent des parallèles sont
des hyperboles. En projetant sur un plan les mouvements propres
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moyens Aa, AS des astres appartenant aux différents carrés, on
déduit des équations précédentes

cos1 (a — a ô)

ASfngtsinÇa-..)^ [
J cos2 (a — a0 )cos2 (a — a0 ) cos* S cos (a — a0)

La sphère céleste se trouve ainsi projeté sur un parallélipipède de
côté égal au diamètre de la sphère (rayon = 1 ) et de hauteur égale
à 2 tang 66°, 26', 6; les projections des quatre carrés polaires for-
ment les bases du parallélipipède (voir fîg. 9, page 97).

Quant au déplacement du plan invariable, des équations précé-
dentes on déduit le système normal suivant :

32,44o4 Au = —o",o325 )
> 4"\o et 5m,o reunies,

31,7680 A* =-+- o", 1106 )

d'Où
AU = — o", 001 o =b o", 0018,
A* = -+- o",oo34 ± o",ooi8.

Les erreurs moyennes sont évidemment fortes, cependant les
valeurs mêmes ainsi déduites paraissent s'accorder avec la théorie
précédemment exposée.

En effet, soit a0 ô0 le point qui n'est pas affecté parle mouvemen
de rotation du système S t . On aura pour ce point

( c o s e c o s 8 0 - H s ine sin Bo sin a o )AÜ — sin û0 c o s a 0 A i = o ,

COSOLQ sin e A U -f- s i n a 0 A i = o .

De la deuxième équation on tire

Au .
tangao = — ^ s i n e ,

et, en substituant cette valeur dans la première, on trouve

sina0
tangöo = —

tange

De ces deux équations on déduit, à l'aide des nombres trouvés pour
AO et Ai,

ao=i86", 7 et 80 = -HI5°, 1.

Or, d'après Houzeau et Gould? les coordonnées du pôle galactique
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sont

a = 191° et S

On peut en conclure, par conséquent, qu'à l'exactitude près des
nombres AQ et A«, les mouvements propres stellaires semblent com-
patibles avec l'hypothèse d'un mouvement du plan invariable pen-
dant lequel son inclinaison sur le plan galactique reste constante.

Il reste à calculer le mouvement nodal de ce plan sur le plan
galactique. Soit w la vitesse angulaire moyenne du système Si
autour de l'axe instantané de rotation. Les composantes <.ÙX, tojj o>z

de iù sont définies par
ü>r= u) cosa0 cos80,
tüy = u) sin a0 cos So,

wz = ut sin B9.

Les variations correspondantes en coordonnées xyz sont

Aar =ytoz—zwyy

ày = zu)x— xws,
A * = CClÛy /(J)r.

Or,

^ = c o s a c o s 8 de sorte que l'on a Aar =—sinacos$Aa — cosasin8A§,
^• = sinacoso » Ly = cos a cos S Aa — sinasindAS,
z = sin§ » Az = cosS A6,

ou encore
Aa cos Z = rosa sin8ü>x-H sin a sin8<or— cosd'wz,
AS =3 — sinato.r -+-

Enfin, en égalant les deux membres des deux équations en
{ÛX, M}, wz d'une part et du système normal déduit des mouvements
propres, pour tous les astres de 4m?° et 5m,o d'autre part, on
trouve :

wx= a» cosa0 cos80 = —Ai =—off,oo3385,
M y = t*> sin «x0 cos^o = A Û s i n e = — o", 0 0 0 3 9 8 ,

üj2 = t o s i n 8 0 = — AU cos£ = - H off, 0 0 0 9 1 7 .

Pour a0 et So on en déduit des valeurs identiques à celles trou-
vées plus haut, et pour ta, on a

w =-+- 0% oo3528.

MICHK.0V1TCH. 0
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Le nœud du plan invariable, rapporté au plan galactique, est
animé d'un mouvement direct de o//,oo35 par an.

Distribution dans 1 espace des vitesses linéaires.

La théorie cinétique des gaz nous apprend que, dans une masse
gazeuse entièrement libre, la distribution des vitesses relatives par
rapport au centre de gravité satisfait à la loi dite de Maxwell. Envi-
sagée sous sa forme mathématique cette loi énonce que la probabi-
lité, pour qu'une des trois composantes de la vitesse considérée
ait une valeur donnée, est la même que celle d'une erreur d'obser-
vation donnée, exprimée par la loi de Gauss.

Or, rien à priori ne semble s'opposer à assimiler lXnivers
stellairc à une niasse gazeuse, les mouvements propres des astres
aux mouvements des molécules de cette masse et, par conséquent,
à leur appliquer la même loi. Aussi quelques tentâti\ es furent faites
en vue de donner une idée sur la constitution du monde sidéral
par cette conception simple, mais durent être vite abandonnées.

Dans un mémoire paru en 189" (*), Kobold a montré en effet
que les mouvements propres stellaires semblent être caractérisés
par une prédilection pour certaines directions toutes parallèles
au plan galactique. Quelques années plus tard, à la suite de consi-
dérations mathématiques et statistiques tout à fait minutieuses.
Kaptejn a été conduit à émettre l'hypothèse suivante. La \ oie lac-
tée est constituée de deux systèmes, appelés deux courante d'étoiles,
ayant des mouvements de translation parallèles au plan galactique
mais de sens opposés. Les deux systèmes ne se superposent
pas, mais se pénètrent mutuellement. A chacun d'eux s'applique
la loi de Maxwell.

Quelque temps après, sans élever de sérieuses objections contre
l'hypothèse des deux courants, Schwarzschild a donné une autre
hypothèse, dite ellipsoïdale, tendant à montrer que les mouvements
steîlaires pouvaient aussi bien être représentés tout en conservant
l'unité du système galactique. Dans les pages suivantes on exami-
nera les deux hypothèses au point de vue statistique.

(*) A. iV.t a- 3457.
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Hypothèse ellipsoïdale (*). — Soient Us, V3, W3 les composantes
de la vitesse d'un astre relative au Soleil. D'après l'hypothèse con-
sidérée, le nombre des astres dont ces trois composantes sont com-
prises entre les limites

est exprimé par la formule
i

H étant une constante et ƒ = A3 U J -f- B3 V* -+- C3 WJ.
La surface ƒ = consl. est un ellipsoïde, que l'on appelle Vellip-

soïde des vitesses.
Le problème que Ton se propose de résoudre peut être ainsi

énoncé : A l'aide des vitesses linéaires correspondant aux mouve-
ments propres observés, déduire la position dans l'espace et la
grandeur des axes de l'ellipsoïde des vitesses. Dans la solution que
l'on trouvera ici on a supposé, pour simplifier les calculs, que cet
ellipsoïde était de révolution.

Reprenons les systèmes de coordonnées déjà définies S4 et S2
en y ajoutant un troisième Sj, formé par les axes de l'ellipsoïde en
question. Soient z,„tn les cosinus directeurs inconnus de S:$ rap-
portés à S,, de sorte que pour passer de l'un à l'autre de ces sys-
tèmes on aura

Xr Y,. zx.
X 3 £11 £21 £31

Y3 e l t e t , £32

Z 3 £ l 3 £23 633

II en résulte, pour les projections des vitesses dans les deux sys-
tèmes,

U» = £ "

V 3 = 6

De même on passera, à l'aide de em>« et ym>« de S2 à S3 et inver-
sement.

Tout revient donc à calculer tnlfn à l'aide des mouvements propres

( ' ) Sauf quelques légères modifications, on a suivi les raisonnements de
M. Charlier: M. L II 9, p. 79-87.
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observés. En d'autres termes, étant donnés U,, V«, W f et ym,n,
donc LJ2, V2r W2 aussi, trouver eWf/i puis A3î B3, C3.

En substituant, dans / , Us, V3, W 3 en fonction de em>lt et
U | , V | , W | , on obtient

ƒ = A,Uf-+- BtVf-hCiWÎ-h aDtViVVn- I E J W , Ut-+-2 F, Ut Vt.

Les quantités A«, B4 , C{, D , , E t Ff étant fonctions de A3, B3, G3

et £w>/i. Dans le cas présent, ƒ = const. représente l'équation
de l'ellipsoïde des vitesses rapporté au système S,. Pour la solution
du problème, il faut que Ton puisse calculer à l'aide des observa-
tions les six coefficients du second membre.

Or, si Ton fait tourner le système S( de manière à le faire coïn-
cider avec S 2 , / devient

Les coefficients A2, ..., F2 étant fonctions de A t , ..., F , et ymtn.
On voit donc que si l'on pouvait connaître la répartition des

vitesses linéaires L2, V2, W 2 pour un carré quelconque, les coeffi-
cients A2, F2 seraient connus, par conséquent A,, , . . , F ,
également, les axes de l'ellipsoïde se trouveraient ainsi déter-
minés.

On va d'abord calculer A,, ..., F, à l'aide des mouvements per-
pendiculaires à la ligne de visée. La fonction de répartition corres-
pondante s'obtient en intégrant cp par rapport à W 2 entre les limites
zh oo. On trouve pour ƒ

où Ton a posé

*/ A i o 2 — r 2 g , u2^.? — 'l j F ' = — *-***?*
Cg ^2 ^1

ce que l'on peut écrire, en introduisant les moments,

Or, les quantités A', G2, B\ C2, F't C2 peuvent être exprimées en fonc-
tions des coefficients A3, B3 , C3 et les cosinus directeurs em>/l et
y/»,». On a en effet
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B /
< C , = BaCaCeuYii-f-stiYu-hE

-f- A3B3(e,3Y!i-+-S23Yîi-^ 633 Y

— Cs

ou encore

A ' , G 2 = B3C3Cos*X3Y2-4-C3A3Cos2Y3Y2-h A s B,cos*Z a Y t ,

B', C2 = B3 G3 cos2 X3 X2 -H G3 A3 cos* Y3 X2 -4- A3 B3 cos*Z3 X2 ,

F', G2 = — B3G3 cos X3 \ 2 cos X3 Y2 — C3 A3 cos Y3 X2 cos Y3Y2

C2 = A3 cos 2X 3Z 2 -h B3 cos1 Y3Z2 -+- C3 cos 2Z 3Z 2 .

Mais, comme on suppose l'ellipsoïde de révolution, A3 = B3 et les

équations deviennent

A; G2 = B3[G3 -f- (B3— C3)cos*Z3 Y,],

B'1G2=B3[C3H-(B3-G3)cos2Z3X2] ,

F\ G2 = — B3 ( B, — G3 ) cos Z3 X, cos Z3 Y2,

G 2 = B3— (B3—C3)cus*Z3Z.

Supposons maintenant que l'on fasse tourner les axes de U a , Vf

d'un angle 9 tel que

?T7 V *
A 1 — " i

En appelant xyz les axes de ce nouveau système, on aura

U2 = x C0S9 — y s inç ,

Vj = x si n f -+- x cos f.

L'expression précédente de f devient dans ce cas

ƒ = A ^
o ù

2 A 0 = AV-4- B't-+- 11
* C

COS'2 9

Soit maintenant ^ Tangle que fait Taxe de rotation de l'ellip-



— 86 —.

soïde avec F axe des z, on aura

cosZ3 z =

D'autre part, en comparant les dernières expressions de ƒ, on
voit que l'un des axes x, y est perpendiculaire à Z3, soit y cet axe.
On a

cosZ3j ' = o,
cosZ3.a? = sin^.

Il en résulte

A 0 C 2 = B3C3,

B 0 C 2 = B3[C3-t- ( B 3 — C3)sin*<}>],

C 2 = B 3 ~ - ( B 3 —
d'où

En outre,

cosX2Z3= si
cos Y2Z3= sin^s

De sorte que si l'on pose

on aura, pour déterminer les paramètres caractéristiques de l'ellip-
soïde des vitesses,

A la place de Ao, Bo, on peut introduire, par intermédiaire de
A',, B'n leurs valeurs en fonction des moments. On a en effet

V K ~ ' COS? = V ^ ^ T t â n g ^ = 5'

Les équations qui déterminent Tellipsoide des vitesses prennent
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ainsi la forme

Avec les valeurs £ et râ relatifs aux 48 carrés, Gharlier a déduit par
la méthode des moindres carrés

P =-+- 0,35827,

Q = - 1 , 5 7 0 5 3 ,

R = —o, 56554.

En désignant par JRv, (öv les coordonnées du vrai vertex (point où
Taxe de Zs perce la sphère céleste), on a

cos My cos(Dv,

De là on déduit

l / ^ l — 1 =1,707; ;fcv

Pour les coefficients de dispersion <rf, et o*f
2, (le premier pour

les vitesses dans la direction parallèle à celle du vertex, le second
pour les vitesses perpendiculaires à cette dernière) on a

^ = ^4, de sorte que ^'i( = )2<T25

autrement dit, la vitesse moyenne des astres suivant la ligne des
vertex est environ le double de celle dans la direction perpendicu-
laire à cette dernière.

Pour l'excentricité de l'ellipsoïde des vitesses, on a

En adoptant pour la vitesse du Soleil 2okm : sec, on a

a'j = 3i ,5 km : sec m i , i o km : s e c ,

djj = i5 ,84 km * sec db o,5ô km'* sec.



ll importe maintenant de se rendre compte jusqu'à quel degré
Phypothèse ellipsoïdale satisfait aux observations. En langage
statistique, cela revient à examiner l'ordre de grandeur des carac-
téristiques de la fonction de fréquence d'ordre supérieur au pre-
mier, en particulier de \oir les valeur* de l'excès et de l'obliquité.

Pour le coefficient d'excès, Charlier a trouve un nombre négatif
et assez fort — 0,206. Rappelons seulement que ce coefficient pour
les mouvements propres observés était nettement positif. De même
le coefficient d'obliquité est assez fort de sorte que la conclusion
suivante paraît légitime.

L'hypothèse ellipsoïdale d'un système galactique unique ne se
suffit pas pour rendre un compte exact sur les mouvements propres
observés des astres.

& hypothèse des deux courants stellaires1 — En présence des
valeurs si notables des coefficients caractérisant la surface de cor-
rélation dans l'hypothèse ellipsoïdale, l'idée s'impose d'essayer
une dissociation de cette surface en ses parties composantes.
Autrement dit on va admettre que la répartition des mou\ements
stellaires obéit à une loi de la forme

<t» = Nacp! H- N2?2» N = Ni-f- N2 (nombre total des as t res) ,

les fonctions ç>, et ©a étant de la forme

On se tronve ainsi en présence de l'hypothèse des deux courants
stellaires de Kapteyn.

On appellera, avec M. Charlier, couinant sphérique un groupe
d'étoiles dont les \itesses linéaires se répartissent suivant la loi de
Maxwell. Chaque carré forme ainsi un courant sphérique.

Soit maintenant <Ï»(U,V) la fonction de corrélation (supposée
du type V) des vitesses linéaires correspondant à un carré. On se
propose de trouver deux fonctions de la forme

(L—l
<p(U, V)= ^ =

f 1 V ^tc
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telles que Ton ait

N4>(U, V) = NI?1(U, V)-+-N2?2(U, V).

Le problème général de la dissociation d'une courbe ou d'une sur-
face de corrélation en ses composantes peut être considéré, au
point de \ ue pratique, comme irrésoluble. Cependant, dans cer-
tains cas particuliers, on peut y arriver mais toujours au prix de
calculs fort longs.

Pour le cas qui nous intéresse, M. Charlier a réussi, par la méthode
des moments, à résoudre le problème. Il a déterminé les huit quan-
tités N | , T ' , , U O , , V O < , N2, T'2 , U02? V02, en supposant connus les
momenb relatifs à la fonction ^ ( U , V). Ou a juge superflu d'in-
sister ici sur les détails du calcul

En appliquant la dissociation de la surface de corrélation à
chacun des 48 carrés, M. Charlier a obtenu des résultats négatifs.
Pour tous les carres ou presque, l'un des paramètres i K ou <s\
prenait une valeur imaginaire. En plus, les coefficients des termes
du troisième et quatrième ordre avaient des valeurs beaucoup trop
fortes.

Tout semble donc indiquer que l'hypothèse des deux courants
stellaires n'est pas suffisante pour représenter, d'une manière
satisfaisante, les faits relatifs aux mouvements stellaires observés.

Travaux divers de Statistique stellaire. — Depuis une ving-
aine d'années de nombreux et importants problèmes astronomi-

ques ont été et continuent à être traités par des procédés que l'on
vient d'exposer, tant par M. Charlier lui-même que par ses collabo-
rateurs 11 n'existe guère de question dans l'Astronomie stellaire,
tel tv pe spectral, grandeur des astres et leur \ariabilite, distance,
mouvement propre, qui ne fut abordée et étudiée par l'école de
Lund. Mais si importante que soit cette œuvre au point de vue
théorique,il est assez malaisé de se prononcer, à l'heure actuelle,
sur sa portée et son efficacité au point de vue pratique. Nos
connaissances statistiques sur le monde sidéral sont encore loin
d'être suffisantes, tant en précision qu'en nombre, pour que les
résultats déduits puissent être considérés connue concluants et
définitifs. Aussi doit-on regarder les conclusions tirées de ces
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recherches comme de premières approximations seulement sur
les phénomènes et la constitution de l'Univers stellaire.

Parmi les problèmes traités, l'étude des distances et la distribu-
tion dans l'espace des étoiles du type spectral BT par Charlier, con-
stitue l'œuvre la plus complete et la plus importante de ce genre.
On peut dire, c'est l'œuvre modèle pour toutes les recherches
effectuées ultérieurement par les élèves de l'école de Lund.

Le résultat le plus remarquable de ce travail est la relation très
simple qui relie la distance ( r ) des étoiles de ce type à leur gran-
deur apparente (m) ,

r= R. io°'2m,

R étant un paramètre constant pour cette classe etétoiles.
Voici comment Charlier arrive à cette formule.
Soient h l'éclat apparent, r la distance à l'observateur, p le

rayon et T la température d'un astre. Entre ces quantités on a la
relation

On suppose la température donnée si l'on connaît le type spectral.
Quant au rayon p, il peut avoir des \aleurs très différentes, même
pour les astres appartenant au même type spectral. La preuve en
sont les étoiles géantes et naines dans les t) pes spectraux avancés,
tels que K, M et N. Plus faible pour les types spectraux F et G,
cette variation dans les valeurs de p, d'un astre à l'autre, se réduit
au minimum pour les types récents A et en particulier pour B.

On peut, dans ce cas, écrire

h = C r-*

ou, en faisant intervenir la grandeur m,

" = Cr-~2,
d'où

r = R.io°'2 /". c. Q. F. D.

La valeur du paramètre R, comme nous l'avons montré, peut être
calculée à l'aide des mouvements propres et des vitesses radiales.
Pour les étoiles plus brillantes que cinquième grandeur, Charlier a
trouvé R = 4?"6 sir. Ce même calcul a fourni, pour les coordon-
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nées de l'Apex,

M = -27-2°, 2 = i8h , i5 et (D = -+- 3i°,9 (Carré B8).

Connaissant R, on peut calculer la distance de chaque étoile et,
par conséquent, leur répartition dans l'espace. On arrive ainsi au
résultat que les étoiles du type spectral B forment un amas bien
défini, aplati vers le plan galactique. Le centre de gravité de cet
amas, que Charlier considère en même temps, comme celui du
système galactique entier, est situé dans le carré K4 par

A = II5°,6 = 7II,7O et (£)=:—55", 6.

Le Soleil se trouve environ \ sir. au nord du plan galactique et à
une distance de 18 sir. du centre.

Pour la densité de ces étoiles on a trouvé A = 0,0026 astres par
sir. cubique au centre. Ainsi dans un volume de 1000 sir. cubique
on peut compter 2.6 astres du type B. La densité diminue très
rapidement au fur et à mesure que Ton s'éloigne du centre. De la
discussion de leurs vitesses absolues, on a pu conclure que la sur-
face représentant la répartition des vitesses était un ellipsoïde de
révolution, avant le petit axe perpendiculaire au plan galactique.
Les composantes de vitesses moyennes sont de 1,9 sir. dans le plan
et de i,3 dans la direction perpendiculaire à ce plan.

Gomme on vient de le dire, la variété des sujets traités et le
nombre de mémoires publiés, tant par Charlier que par ses colla-
borateurs sont très nombreux. Dans l'impossibilité de les analyser
séparément et d'une façon détaillée, afin de ne pas trop surchar-
ger le texte, nous nous bornerons à résumer simplement, sous
forme d'un aperçu, les divers résultats déduits des considérations
statistiques, en ajoutant une liste complète de tous les travaux
parus jusqu'à aujourd'hui.

Dans le tdWe.iu ci-dessous les colonnes signifient :

(1) Type spectral.
(2) Vitesse du Soleil (en sir.).
(3) Distance moyenne.
(4) Coordonnées de l'Apex.
(o) Paramètre 11.
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(6) Grandeur absolue.
(7) Densité par sir. cubique.
(8) Grandeur des axes de l'ellipsoïde des vitesses.
(9) Position des axes de l'ellipsoïde des vitesses.

(10) Epaisseur de la Voie lactée.
(11 ) Calculateur.

Chacune de ces colonnes est suivie d'un chiffre n indiquant le
nombre d'astres utilisés dans le calcul.

Études sur la statistique stellaire
publiées dans Meddelanden fràn Lunds Astronomiska Observatorium,
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— N° 16. Statistical mcchanics.
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— N° 41. Das Strahhmgsgesetz, I.
— N° 43. Die strenge Form des Bernoullisehen Theorems.
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TROISIÈME PARTIE.

RECHERCHES SUR LES ÉTOILES VARIABLES A COURTE PÉRIODE
DU TYPE ALGOL.

Les étoiles du type Algol constituent, avec celles des types [3 Lyre
et 8 Cephée, la classe des variables à courte période. Ces trois
catégories ne sont fort probablement que trois stades principaux
de l'évolution des systèmes binaires. Ainsi, ^ Gémeaux, W Vierge
suivies de U P. Renard du type o Cephée, représenteraient la
phase initiale de cette évolution où, par une cause encore inconnue,
la dissociation de la nébuleuse originelle vient de commencer.
Puis, ce processus s'accentue d'une façon continue (r, Aigle,
S Flèche) pour en arriver à l'état d'une séparation presque accom-
plie (U Pégase, ri Lyre).

Après la segmentation complète de la nébuleuse (S Voile,
S Ecrevissej, commence la condensation des parties composantes.
Enfin, dans Algol, cette évolution est terminée depuis longtemps.

Le système se compose de deux corps, de forme sensiblement
sphérique, tournant l'un autour de l'autre dans des orbites ellip-
tiques resserrées, dont les plans sont très peu inclinés» relativement
à la ligne de visée; avec des périodes» .sensiblement régulières et
d'assez courte durée. Les composantes, de dimensions rarement
égales, sont d'éclats différents : l'une, souvent la plus grande,
presque obscure, tandis que l'autre, l'étoile principale est lumi-
neuse. Les variations apparentes sont dues à l'éclipsé, partielle ou
totale, de l'astre principal par le compagnon obscur. Pour cette
raison, les étoiles du type Algol et rp Lyre sont appelées aussi
variables à éclipse. La courbe de lumière des variables du type
Algol est caractérisée par des variations brusques, de courte durée,
sui\ies d'un éclat constant d'une durée beaucoup plus longue.

L'étude des systèmes binaires, en général, et de ceux à éclipse
en particulier, constitue actuellement une des parties les plus
importantes de l'astronomie stellaire. Elle a fourni des renseigne-
ments précieux concernant l'état physique de la structure des
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astres en général. Ainsi, nos connaissances relatives aux masses et
aux densités stellaires reposent uniquement sur les observations
des systèmes binaires.

Trace de la Voie Jactée
£f Apex
o__ >. Mouvement propre moyen, sens

et grandeur des astres d un carre'

L'avantage que présente les variables à éclipse consiste, d'une
part, dans la périodicité presque régulière et de courte durée des
phénomènes qui nous intéressent; d'autre part, dans le fait que
toutes leurs propriétés, aussi bien géométriques que pbysiques, se
déduisent de leurs courbes de lumière. Il est à peine utile de rap-
peler à ce sujet les remarquables travaux de H. N. Russel et
H. Shaplej sur la détermination des éléments orbitaux y compris
certains éléments relatifs aux propriétés physiques.

MICHKOVITCH. 7
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On conçoit l'intérêt d'appliquer la méthode de statistique stel-
laire à l'étude de ces astres». C'est le but du présent travail dans
lequel on a dû, toutefois, se limiter aux \ariables du t}pe Algol.

11 j a lieu de faire, tout d'abord, une remarque concernant les
conclusions que l'on en déduira. Quelle que soît la propriété d'un
ensemble d'objets, discutée par des procédés statistiques, les résul-
tats obtenus sont d'autant plus concluants que les mesures de la
propriété en question sont plus précises et les objets plus nom-
breux. Pour ne citer qu'un exemple, rappelons la détermination
de l'ascension droite de l'iYpex d'Argelander, avec ^90 mouve-
ments propres, /R = 26i°,8 et celle de L. Boss, avec 6000 mou-
vements propres, Jft = 270% 6.

Or, les présentes recherches reposent malheureusement sur des
données fort incomplètes, tant au point de vue précision qu'au
point de vue nombre. Les conclusions tirées des diseussions statis-
tiques ne devront êtres considérées que comme une première
approximation de la réalité des phénomènes et propriétés con-
sidérés.

Le nombre total des étoiles variables du type Algol, connues au
début de l'année ic)23, était de 1̂ 9 (*)• Dans le courant de cette
année trois nouvelles ont été reconnues comme appartenant sûre-
ment a la même catégorie. Dans la liste génerale (p. 117), on
a réuni les I J 2 astres, rangés par ordre alphabétique des cons-
tellations, avec leurs éléments respectifs : P période en jours et
fractions de jour, p durée de l'eelipse en heures (2) , M gran-
deur apparente maxima, m grandeur apparente minima.

Parmi ces éléments, les mieux déterminés sont la grandeur
maxima et la période; la grandeur minima, dans certains cas, est
encore douteuse [les nombres sont mis entre* parenthèses]. Quant
à la durée de Féclipse, elle est, en général, mal déterminée, à
quelques heures près, pour un certain nombre de variables encore
inconnue.

Etudes statistiques des éléments déduits des observations :
i° Fonction de fréquence et de corrélation des grandeurs

(*) V. / . , 1922, et / . des O., 1923.
(3) Dans le cas des deux minima,/> se rapporte <*u minimum primaire.
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maxima et minima. — La discussion statistique de ces éléments
fondamentaux pour les étoiles variables pourra servir en même
temps pour illustrer les méthodes exposées au début de ce travail.
Aussi, les calculs numériques seront-ils donnes avec tous les détails
nécessaires pour cela.

Le Tableau 1 de corrélation résume les données relatives aux
grandeurs Met m.

TABLEAU I.

2.

I
3
6

27
45
38
6
5

m :
M.

2 ,5 . . .
3 ,5 . . .
4 ,5 . . .
5,5. . .
6 ,5 . . .
7,5. . .
8,5. . .
9 ,5. . .

10,5...
11,5...
12,5>.
V

^ . 0 * Ofo*- TCfD» Oy<D* O^O» /%0« Crj^1»

I I
2

I

1 2
2 2

3 7
2

\ i i i 4 S 9

9,5.

2

2

12

4

10,5. 11,5.

9 3
22 l4

4 i8

12,5.

i

5
IO

3

13,5. 14,5.
<

5 i
3
4 i

On a rejeté cinq étoiles pour lesquelles l'une des grandeurs était
insuffisamment connue. Pour former le tableau, on a adopté comme
unité i m .o ; chaque colonne ou ligne contient les grandeurs com-
prises entre le dixième o et 9 ; ainsi, 4^5 signifie toutes les gran-
deurs entre 4 i ° e t 4 i9 J compris les limites.

Considérons, par exemple : la fréquence des grandeurs minima

m.
F..

2 ,5
i

3,5
i

4,5
2

5,5
2

6,5
4

7,5
5

8,5
9

9*5
2O

io,5
35

n , 5
35

12,5
19

13,5
1 2

et cherchons à en définir la fonction correspondante. On constate
immédiatement, à simple sue de la suite, que la courbe représen-
tative ressemble à la « courbe en cloche » (fi{{* 1). La fonction de
fréquence correspondante est donc du type A, c'est-à-dire de la
forme
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où
i
/— e

Pour calculer les paramètres b et a*, ainsi que les coefficients Ào,
A3, A4, . . . . on va utiliser le schéma (Tableau II, p. 26), destiné
au calcul des moments.

Il s'agit, tout d'abord, de choisir une valeur provisoire m0 pour
la moyenne des grandeurs m. Les calculs seront toujours facilités,
si l'on prend cette moyenne de manière à partager le nombre total
de la série des fréquences en deux parties égales, autant que cela
peut se faire. On adopte ici m{) = 1 1, 5.

En désignant par a l'écart à la moyenne mln on a le Tableau
suivant :

TABLEAU II.

x. x*. F(x). x3. x*. xF(x). x*F(x). x3F(x). x*F(x).
—9. 81 1 —729 656i — 9 81 — 729 6561 4096 4O96
—8. 64 1 —512 4096 — 8 64 — 5i2 4096 2401 2401
— 7. 49 2 —343 2401 — 14 98 — 686 48o* 1296 2592
—6. 36 2 —216 1296 — 12 72 — \YÏ 2592 625 i25o
— 5 . 25 4 —125 625 — 20 100 — 5oo 25oo 256 1024

—4. 16 5 — 6 4 256 — 20 80 — 32o 1280 81 4o5

— 3 . 9 9 — 27 81 — 27 81 — 243 729 16 i44

—2. 4 20 — 8 16 — 40 80 — 160 32O 1 20

— 1. 1 35 — 1 1 — 35 35 — 35 35 o o

o. o 35 0 0 00 0 0 1 35
-f-i. 1 19 -H 1 1 -h 19 19 -h 19 19 16 3o4
H-2. 4 12 -H 8 16 -h 24 48 -h 96 192 81 972
-+-3. 9 2 - 4 - 27 81 H- 6 1 8 - 4 - 5 4 i6> 256 5i2

£ . . . —136 776 —3418 ?3->88 i3755

Les valeurs des moments de différents ordres des paramètres
ainsi que des coefficients de la fonction de fréquence F(a?) sont
fournies par les relations (voir p. 26).

pfn = £.r«F(;r)t v̂  = — • (n = o, î, 2, 3, 4)

avec la vérification

le premier membre étant donné par la dernière colonne de ce
Tableau.
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A l'aide des moments ainsi obtenus , on calcule

vj = b = M — m0 et a* = v, = v'2 — b* (M étant la moyenne vraie),
v3 = v'3 — 3 6 v'2 -4- 2 6â,
v4 = v'4 — 4^v;

3 -+- 66*7'.,— 3M.

Vérification :
v'4 =

On a ensuite

L'application de ces formules, au cas considéré actuellement

donne
rt =»-4-147
^ = — 136, V'jas—0,9^5, 6 = — O,925f

^ = -+-776, Vj = -h5,»79, <r =-4-a, io3,

ri = — 3448, v; = — 23,456, Ps = -+- 0,187,
ri =-f-23228, v'4 = -h 158,422, ^4=-+-0,081.

Examinons la signification de ces nombres.
La valeur de b est la quantité dont il faut corriger la moyenne

provisoire m0 pour obtenir la moyenne vraie de la série consi-
dérée, T est moins aisé à définir : pour la loi de Gauss, il corres-
pond à l'écart moyen; en d'autres ternies, o-est un nombre tel que,

si N désigne le nombre total des éléments considérés, -'N d'entre

eux se troment groupés entre les limites M ± T , M étant la valeur
moyenne de la propriété en question. On peut dire que 1 est un
nombre mesurant la condensation des éléments autour de la
moyenne.

p3 ou mieux S = 3p3 est le coefficient d'obliquité. Il signifie

qu'il y a plus d'éléments, environ -SN, supérieurs à la moyenne

si S > o, ou inférieurs si S < o. Dans le cas présent,

En d'autres termes : la valeur la plus probable de la série consi-
dérée est décalée de S T vers la droite ou vers la gauche suivant
que S ^ o.
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Pi ou E = 3 |34 indique le pourcentage excédant la fréquence

relative à la moyenne assignée par la loi de Gauss ; si Y désigne le

nombre d'éléments d'une série à excès E et y le nombre corres-

pondant à la même fourni par la loi de Gauss, on a Y — y — E j ' .

Connaissant les paramètres de la fonction de fréquence, on peut

sans difficulté construire la courbe représentant la répartition des

grandeurs minima. A l'aide de la Table des \aleurs <p0, <p3, <p4, on

trouve :

œ — b.
-8 ,o 7 5
—•7,075
-6 ,075
—5,075
— 4,075
-3 ,075
—9 ,075
— 1,075
—0,075
-4-0,925
+ 1,925
-4-2,925
H-3,925

x — b

- 3 , 8 4 o
-3 ,364
—2,889
—2,4 i3
— i,938
— 1,462
— 0,987
—o,5i1
—o,o36
-ho,44o
-4-0,915
-M,391
-h 1,866

? 3 '

-4-0,0114
0,0395

0,0948

0,1478

-f-0,0893
—0,1728
—0,4901
—0,490°
H-o,o43o
-4-0,4472
-4-0,5194
-4-0,2247
—0,0629

94-

-*-o,o332
H-o,o885
-ho,i388
-+-0,0427
—o,33i2
—0,7202

—o,4647
-4-0,5257
-4-1.1928
-4-0,6793

-0,3471
-0,7377
—o,4o35

?«•

o,ooo3
0,0014
0,0061
0,0217
0,0610
0,1370
0,24^1
o,35oi

0,3987

0,362 r
0,2623
O , I 5 I 6

0,0699

-hO,OO2I
-4-O,OO73
+0,0177
-j-0,0276
-4-0,0166
—o,o3i3
—0,0916
—0,0916
-4-0,0080
-ho,o836

-+-0,0970
-4-0,0421
—0,0117

-t-0,0026
-|-O,OO71
-+-O,Ol 12
-4-O,OO34
—O,O267
—o,o58o
—o,o374
-4-0,0423
-t-0,0961
-4-o,o547
—0,0280
—0,0594
—o,o3s4

F 1 ( a ; ) = ]

Observé.
1

1

2

2

4
5

9
2 0

35
35

«9
12

2

Fréquence

Cak^îe7
0

1

2

4
4
3
8

2 1

35
35
23

9
2

En choisissant le nombre o- pour l'unité des abscisses et en multi-

pliant les fréquences ainsi calculées par —r on obtient, pour la

comparaison des nombres observés et calculés, la courbe que

voici.

Fig. 10.
0,600 L

o,5oo!

o>oo

0,300

0,200

0,100

- 3cr -2a- - <r 0 .+ c • 2<x

x , valeurs observées ; o, valeurs calculées.



M.
2,5
3,5
4,5
5,5
6,5
7,5
8,5
9 ,5

io,5
I I , 5

>12,5

y-
— 7.
— 6.
— 5.
— 4.
— 3.
— 2.,
— 1.

0.

-4-â.
-f-3.
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Afin que Pon puisse comparer la courbe ainsi obtenue avec celle
correspondant à la loi de Gauss, on a tracé sur la figure ci-dessus
cette dernière en pointillé. On constate d'abord, dans le sens des
abscisses croissantes, une dissymétrie, mesurée par le coefficient
d'obliquité p 3 ; en outre, la courbe s'élève au-dessus de la « courbe
en cloche », d'une quantité mesurée par l'excès positif 434.

Les abscisses xm, «re, xo correspondant respectivement aux
ordonnées maxima, centrale et moyenne (voir p. 25) ont les valeurs

#•//,= i in\ 76, ar c=iom ,97, ^r0=io i n , 58.

Donc, bien dans Tordre assigné pour le* petits excès, x0 <iJCc<Z0Cm')
tandis que pour la courbe en pointillé ces trois valeu rs se confondent.

Passons à l'étude de la corrélation entre les grandeurs M et m.
Toujours à l'aide du Tableau 1, examinons jusqu'à quel degré les
séries de grandeurs M et m sont liées entre elles par une corres-
pondance quasi linéaire. Autrement dit, calculons le coefficient de
corrélation relatif aux deux groupes de grandeurs. Comme ce
calcul est destiné à servir d'exemple pour les autres cas du même
genre, nous avons jugé utile à exposer les opérations numériques
d'une façon détaillée.

Soient x et y les écarts par rapport à la moyenne des ni respec-
tivement des M, F la fréquence. Comme moyenne provisoire on
peut adopter pour m 1 i"\5, comme précédemment et pour M 9"', 5.
Cela posé, on transformera le Tableau 1, en tableau de corrélation
comme il suit :

TABLEAU DES CORRÉLATIONS.
<

m: 2,5. 3,5. S,5. 5,5. 0,5. 7,5. 8,5. 9,5. 10,5. 11,5. 12,5. 13,5. 14,5.
x;—<à. _ 8 . —7 _ o . —5. —4. —3. —1. —1. 0. -M. -4-2. -4-3.

1
1 2 3

2 2 2 6
3 7 2

a 12 9 3 1 27
4 22 14 5 45

4 18 10 5 1 38
3 3 6

4 1 4
2 . . . . 1 1 2 2 4 5 9 20 35 35 19 12 2 i47
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Pour faciliter l'aperçu des opérations on peut mettre les calculs
numériques sous forme de deux tableaux correspondant à#, respec-
tivement ky.

x. F(m). xF(ni). x7F(m). y. F(M)

— 9 i — 9 81 —7

— 8 1 — 8 64 —6

— 7 2 —14 98 —5

— 6 2 — 12 72 —4

— 5 4 —20 100 — 3

— 4 5 —20 80 —t

— 3 9 —27 81 — 1

— 2 20 —40 80 0

— 1 35 —35 35 ~ j - l ,

0 35 o o -+-2
- h l 19 -4-19 19 +3

-4-2 12 -4-24 4« „

9 + 6 18 2

2

2

I

3
6
12

27
45
38
6
5

47

-i4
— 22

— 5
—12

—18
-24
—27

0

-+-38
-hI2

-hi5

^47
o,32O

98
72
25
48
54
48
27
0

38

*4
45

479
3,258

S 147 —136 -4-776

2 : F(m) . —0,925 5,279

En introduisant les indices 1 et 2 pour distinguer les nombres
qui se rapportent aux grandeurs minima respectivement maxima,
on en déduit :

) i36
5

= 2, io3.

_ 47 _ 0 -
SF(M) ~ 14- "" '

Enfin, si Ton additionne les valeurs obtenues en multipliant les
nombres dans chaque carré du tableau de corrélation par le pro-
duit xy correspondant, on trouve pour le produit

ZxyF =-+-545.

Or la valeur du coefficient de corrélation est déterminée par la
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formule

On trouve donc, dans le cas présent

/• = 0,913 dt 0,014.

Ainsi l'intensité de corrélation entre les grandeurs minima et
maxima est notable. On voit, en outre, qu'elle est positive : les
nombres qui se correspondent croissent ou décroissent dans les
deux séries simultanément.

D'après ce qui a été exposé précédemment, l'utilité de connaître
le coefficient de corrélation a surtout de l'importance lorsqu'il
s'agit de traiter la question suivante :

Trouver la valeur la plus probable d'un élément, par exemple M,
de la première série, correspondant à un élément déterminé m de
la deuxième.

Ce problème se résout au moyen du tableau de corrélation.
Remarquons d'abord que chaque ligne ou colonne de ce tableau

constitue en elle-même une série statistique, appelons-la série
partielle. Par conséquent, chacune d'elles a une moyenne et un
coefficient de dispersion, que Ton peut calculer. En effectuant ces
calculs d'après les règles connues, on trouve pour les moyennes
des séries partielles les nombres suivants :

. — 8 , 5 o ; — 7 , 0 0 ; — 6 , 0 0 ; — 5 , 3 3 ; — 3 , 6 7 ;

Moyennes partielles des m. / — 3 , 0 8 ; — ' , 4 ' î — o , 5 6 ; -+-o,5o; -+ - i , 5o ;

f -+- 2,20.

— 7 , 0 0 ; — 7 , 0 0 ; — 6 , 0 0 ; — 4 > *><> î — 3 , 5o ;

M o y e n n e s p a r t i e l l e s des M. <J — 2,4<>; — 1 , 7 8 ; — 1 , 1 0 ; — o , i 4 ; - 4 - o , 4 3 ;

9; -+- 1,92; -f-2,00.

Or, d'après une proposition, sur la démonstration de laquelle
on ne peut pas insister ici, ces moyennes partielles doivent se
trouver sur deux lignes droites, dites droites de régression, d'équa-
tions respectives :

X - 6 l = r ^ ( r — bt)
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X et Y étant les \ aleurs les plus probables cherchées correspondant
aux valeurs données de y respectivement x et 6( et &2les moyennes
partielles relatives aux deux séries.

En substituant dans ces équations les nombres obtenus plus
haut on trouve, pour les séries de grandeurs maxima et minima,
les droites de régression

m -+- 0,925 = 1,081 (M -h 0,320) ( M donné),

M -4- o,3*2o = o,77O{ ni -f- 0,925 ) (m donné),

Les figures 11 et 12 permettent de juger la façon dont se com-

Fig. 1 1,

-3W

portent les nombres observés (marqués o) et calculés. On voit que
les droites de régression font entre elles un angle d'autant plus
petit que le coefficient de corrélation est plus voisin de l'unité.
Pour r = i , les deux droites se confondent, ce que l'on peut
déduire aussi de leurs équations, en y posant r = 1.

Il y a lieu ici de faire une remarque concernant l'importance et
la signification des droites de régression. D'après ce qui vient d'être
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dit, les ordonnées de ces droites fournissent les valeurs les plus
probables correspondant aux valeurs des abscisses données. Mais
ceci ne s'applique qu'aux valeurs des moyennes partielles, telles
qu'elles ont été définies dans le Tableau de corrélation. Les
droites de régression ne doivent et ne peuvent pas s'appliquer
aux valeurs individuelles tirées au hasard des séries d'observations
considérées.

F i g . i a .

Ce qui précède indique suffisamment la marche à suivre dans
une discussion d'un ensemble d'observations par les procédés de
statistique mathématique. Voici les points principaux et la dispo-
sition du calcul :

i° Calcul des paramètres et coefficients de la fonction de fré-
quence ;

2° Construction de la courbe de probabilité et comparaison avec
les observations ;

3° Calcul du Tableau et du coefficient de corrélation;
4° Calcul des droites de régression.
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Fonction de fréquence et corrélation entre Vamplitude et la
période. — Le Tableau ci-après donne la distribution de ces
deux éléments pour i36 variables.

TtBLEAU

P(
A

o
i

i

2

2

3
3

>3

S.

,5.
,o.
,5.
,o.
,5.
,o.
,5.
,5.

— 1.

4
5
4
i

i4

— 2.

7
12

3
5
i

2

3o

— 3.

i

8
6
5
5
i

i

i

'28

— 4.

3
3
2

6
i

6
i

i

23

— 5.

3
6
i

i

3

i4

— 6.

2

4

3

9

— 7.

i

2

3

6

—8.

i

i

2

4

—9.

i

i

2

4

—10. < •

i

i

i i

2 2

i6
36
3i
21

16
12

2

2

i36

On remarquera à premier examen que les séries de fréquence
aussi bien des amplitudes (A) que des périodes ( P) ne ressemblent
point à celles des grandeurs m et M que l'on vient de traiter.
En particulier, la répartition des étoiles d'après leur amplitude,
soit

A o m , 5 i m , o i m , 5 2 - , o 2 m , 6 3 ° \ o 3 m , 5 > 3 m , 5

N 1 6 , 3 6 , 3 i , 2 1 , 1 6 , 1 2 , 2 , 2

diffère nettement de celle accusée par les courbes usuelles de pro-
babilité. Nous allons montrer que cette série appartient à la famille
de courbes du type B. La fonction de fréquence correspondante
est de la forme

F(x) = B0^O) -
OÙ

En faisant coïncider le paramètre X avec la moyenne des x, le
coefficient B4 s'annule et si, en outre, on néglige les termes d'ordres
supérieurs au second, la fonction ¥(x) s'écrit

Le calcul des coefficients Bo, B2? ainsi que des paramètres carac-
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téristiques s'effectue, sans difficulté, à l'aide du Tableau des
moments (voir p. 26). Aussi suffit-il de donner simplement les
résultats. On trouve :

i36,

3 n ,

1075,

v', =

V 2 =

b = X = 2

= 7

[__ 2

,287
,905,

,675,

B0=i36

Bî==: -• 2—è) = 26,384.

Ainsi la répartition calculée F (A) des amplitudes est donnée
par l'expression :

F(A) =
avec

Les nombres fi>(Aj et A2^(A) correspondant à la valeur du
paramètre \= 2,287 o n t ^ tirés de la Table de Bortkewitsch ( f)
reproduite à la fin du Mémoire ML II, n° 4 de Ghartier.

On a
Fréquence = F(A ).

O-C.
0,1017 -4-0,1017 -+-0,1017 i3 ,8 -1-2,7 i6 ,5 16 —1
o,2323 -+-o,i3o6 -f-o, 0289 31,6 -4-0.8 32,4 36 -+-4
0,265j -+-o,o33i —0^975 36,i —2,6
0,2024 —0,06^0 —0,0961 27,5 *—2,5 25,o 21 —4
0,11 >8 —0,0866 ^o ,o? 36 i5,7 —0,6
o,o53o —0,0628 -HO,O238 7,2 -ho,6
0,0202 —0,0328 -i-o,o3oo 2,7 -+-0,8
0,0066 —0,0136 -1-0,019^ 0,9 -+-o,5

Les deux dernières colonnes montrent que l'accord entre les
fréquences observées et calculées est satisfaisant.

Pour terminer la discussion des amplitudes et périodes, on a
calculé le coefficient de corrélation relatif à ces propriétés. Le
résultat obtenu, r— o,23, a démontré que ces deux éléments des
variables à éclipse n'ont qu'une très faible corrélation sans intérêt.

D'autres propriétés des astres du tvpe Algol ont été également
examinées en \uc d'établir si elles n'étaient pas liées par des corré-

( ') B0RTK.4-WITSCH, Das Gesetz der kleinen Zahlen.
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lations intéressantes : la période et la latitude galactique, la durétl
de l'éclipsé et l'amplitude, et enfin la période et la durée de
l'éclipsé.

Les deux premières recherches n'ont donné aucun résultat
caractérisé.

L'étude de la relation entre la période et la durée de l'éclipsé
présente au contraire un grand intérêt pour cette catégorie des
variables. Le problème n'est d'ailleurs pas nouveau.

Traité pour la première fois par Ghandier (*), avec sept étoiles
seulement et depuis connu sous le nom de la loi de Chandler, ce
problème fut repris et discuté par d'autres, d'abord par K. Pearson,
puis par F. Stein. Ce dernier, en partant des données pour 38 va-
riables, a déduit (2) , pour le coefficient de corrélation r = o,88.
En 191 i, Ichinohe, dans ses recherches sur 92 étoiles du type
Algol (-M, avait confirmé l'existence de la loi de Chandler. Comme
expression reliant la période P à la durée D l'éclipsé, il a donné
l'équation

D = 0 , 0 8 2 P -f- O , I 5 I .

Les coefficients numériques de cette équation furent déterminés
par la méthode des moindres carrés.

Récemment, au cours de la rédaction de ce travail, une Note a
paru de Leiner ( ' ) dans laquelle l'auteur a résumé les résultats
qu'il a obtenus en discutant le même problème pour 126 étoiles.
Toujours par la méthode des moindres carrés, il a trouvé comme
expression de la loi de Chandler la formule

D = 0,0914 P H- o, 110.

De la comparaison entre les nombres calculés à l'aide des deux
dernières équations d'une part, et les nombres déduits des obser-
vations d'autre part, il résulte que la seconde équation donne une
meilleure représentation que la première.

De notre côté, nous avons recalculé le coefficient de corrélation
au moyen de 124 étoiles. Le résultat déduit est r = o, 73. De

( l ) CHANDLER, A. / , 7, p. 40.
( a) M. A\, t LXIX, p. 453.
(3) Tokyo Journal, t. 27, (Mémoire inconnu à Fauteur).
(*) A. N.r t. 21Ü, p. 449-4^2.



sorte que l'on serait porté à conclure* qu'au fur et à mesure que le
nombre de données et leur précision augmentent, le coefficient de
corrélation va en diminuant. Autrement dit, la loi de Ghandler
cesserait d'être représentable par une équation linéaire. D'ailleurs
les deux équations, d'ichinohe et de Leiner, ne s'appliquent
nullement aux durées et périodes individuelles.

Ce ne sont que des relations entre les movennes des durées et
périodes correspondant aux groupes de plusieurs étoiles.

Recherches statistiques relatives aux mouvements propres
des étoiles variables du type Algol. — Les considérations
théoriques précédentes ont permis de constater quelle place impor-
tante occupe la connaissance des niou\einents propres dans la solu-
tion des grands problèmes d'Astronomie stellaire. On sait, en effet,
que même avec des données fort incomplètes la discussion statist-
ique des mouvements stellaires a réussi a fournir sur le monde
sidéral des renseignements importants, paraissant s'approcher de
la réalité. C'est ainsi que Herschel déjà était parvenu à révéler
l'existence du momement solaire en étudiant les déplacements
angulaires apparents assez mal connus et relatifs a un très petit
nombre d'astres.

Un autre résultat important déduit de ces données est l'exis-
tence des groupes de corps célestes animés de mouvements parallèles
convergeant vers les différents points de l'espace (groupe du Tau-
reau, Grande Ourse, Persée). En plus de son importance particu-
lière, la connaissance des mouvements propres (i le grand avantage
sur celles des au'lres propriétés stellaires de s'améliorer avec le
temps. On peut espérer que dans un avenir plus ou moins proche
le problème dynamique de TLnivers sidéral sera résolu et les mou-
vements stellaires soumis a des lois bien déterminées. Les dis-
cussions actuelles ne dohent, par conséquent, être considérées
que comme des tâtonnements susceptibles soit de nous approcher
de la solution générale, soit de nous réxéler d'autres voies con-
duisant vers ce but.

Dans ce qui suit nous allons envisager les variables à éclipse
comme une famille spéciale d'étoiles et étudier leurs mouvements
angulaires apparents, en examinant deux problèmes principaux :
celui des dislances et celui de la répartition spatiale. Naturellement
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les résultats ne pourront fournir qu'une idée approchée sur Tétai
réel des caractères étudiés.

Dans la liste ci-après on a réuni les nombres relatifs aux mou-
vements propres p. des étoiles du type Algol. Malheureusement,
même après avoir épuisé toutes les sources disponibles des don-
nées en question, on n'a pu avoir que 17 étoiles de p. bien déter-
minés (* ).

M 1900,0. dö 1900,0. }>•&' Aut.NOÏ. Nom de l'étoile. Gr.

1. Ü Géphée 6,8
2. RZCassiopée. 6,4
3. p Persée 2,2
4. X Taureau.. . . 3,8
5. RW Taureau. 8,1
tt. e Cocher. . . . . 3,3
7. VVOrion 5,2
8. BMOrion 8,0
9. p Cocher 2,1

10. RG. Chien . . . 5,4
11. S Voiles 7,9
12. 8 Balance. . . . 4,9
13. W P. Ourse . . 8,4
14. UOphiuchus. 5,3
15. Z Hercule. . . . 7,2
16. U Sagittaire.. 6,4
17. ZP. Renard... 7,8

On va d'abord procéder au calcul du mouvement solaire et de la
manière suivante.

Soient U, V, W les composantes, dans le système des coordon-
nées équatoriales, de la vitesse de l'astre par rapport au Soleil;
U', V', W' les composantes de la même vitesse rapportées à un
système de coordonnées dont Taxe des Z est dirigé suivant la ligne
de visée. Taxe des X dans le sens des ascensions droites croissantes
et celui des Y dans le sens des déclinaisons croissantes. En dési-
gnant par y mut ^es cosinus directeurs des axes des deux systèmes,

0.53.24
2.39.54
3. 1.40
3.55. 8
3.57.45

4.54.48
5.28 27

5.3O.2Ï

5.52.12

7.14.56

9 *9-*7
14.55.38
i6.34.5o
17.11.27
17.53.36
19.14.26

19.17.32

-+-81.20,3

-+-69.12,8

-+-4o.34,2
-+-12.12,5

-+-•27.51,0

-+-43.4o,5
— i.i3,6

- 5.27,1

-f-44.56,2
— 16.12,4

—44.45,9
— 8. 7,2
-f-86.25,9

-+- 1 I9>2

-f-i5. 8,8

-+-19.25,9

-+-25.23, I

-+-0,0040

— 0014
-+- 0006

— 0004
-+- oo3i

-+- 000 5

0000

-h OOO2

— oo44
-4- 0128

— 0060
— 0046
-+- 0040
— 000 5
— ooo5
— 0010

-+-o,ooi5

—0,009
-4- 010
— oo5

— oi4
— 040
— oi3
— 007
-+- 004
— oo5

— 104
— 010

— 011

— 026
— 026
-+- 086
-+- 010
—0,006

Gr.
Kü.
Boss
Boss

Gr.
Boss
Boss
Boss
Boss
Boss
Cape
Boss

Gr.
G.F.
Sch.
A.G.
Gr.

( t ) Pour U Ophiuchus, fauteur a déduit les valeurs de |xa et \L$ avec les posi-
tions de 1917 relevées daos le Catalogue actuellement en préparation pour la publi-
cation de M. G. Fayet.
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on a

Yn = — sina, y t l = cosx, Y3i = °>
Y,j = — cosasinô, "*}« =—sinas ind , Ï3* = — cosS,
Yis= cosacosS, 723= sinacosB, Y33=s*n^-

Les vitesses radiales des étoiles considérées n'étant point connues,
la troisième équation n'interviendra pas dans ce qui va suivre.

Introduisons les mouvements propres observés, en posant

V'= JJlg.

On aura

désignant la distance de Fastre à l'observateur. En substituant
ces valeurs dans les deux premières équations, et en faisant remar-
quer que y 8 , = o , ona

U V

V V W

Or, d'après Charlier, r peut s'exprimer en fonction d'un para-
mètre R et de la grandeur apparente m. On a, en effet,

De sorte que, si l'on pose

et v = io°'Smp',

a, v étant appelés les composantes du mouvement propre réduit,
les équations précédentes deviennent

(a)
u tt y
U V W

Voici les quantités io"»2'", w', t/, w et e pour les étoiles de la liste
MICHKOVITCH. 8
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précédente

1....
2 . . . .
3 . . . .
4
5. . . .
6.. . .
7.. . .
8 . . . .
9. . . .

10
I L . . .
12....
13....
U . . . .
15....
16 . . .
17....

l

22,9

i9, i
2 , 8

5,8

4i ,7
4,6

II,O

39,«
2 , 6

12,0

38,o
9,ö

47,9
I I , 5

27,5

I 9 , i
36,3

u'.

-+-0,0090

— 0075

-+- 0068

— 0069

-+- o41 I
-+- Oo54

OOOO

-4- oo3o
— 0467
•+- 1844
— 0639
— o683
-+- OO37

— OO75

— OO72

— Ol42
•+- 0203

v''.
n

—O,OO9
-+- OIO

— oo5
- 014

— ofo
— oi3
— 007

-f- 00 4

— ooï
- loi
— OIO

— o n
O>()

— o->6

-4- 086

-+- 010

— 006

u.

-HO,207

—0,098

-+-O,O19

—o,o34
-4-1,726

-+-0,024
0,000

-+-0,120

—0,1 •> I

-t-2,2l3

—2,428

—o,656
-+-0,178

—0,086

—0,202

—o,i85

-+-0.731

V.

—0,207

H-o,i3o
—0,014
—0,081
— 1,680

—0,059

—0,077

-ho,160

—o,oi3

-1 ,248

—o,38o
—0,106

- i , M 8
—0,299

-4-2, 4o8
-+-O, i3o
—0,216

Chaque astre fournit deux équations de condition de la forme (ci).
L'ensemble traité par la méthode des moindres carrés fournira les
valeurs moyennes de U, V, W à condition toutefois que R puisse
être considéré comme constant pour toutes les étoiles en question.
Puis, en changeant les signes de ces trois quantités, on déduira
des équations

U = S cos/RcosCÖ, V = S sin/R cos(D, W = S sinCÖ,

la position, /R et (D, de l'apex et la vitesse S du Soleil.
Pour les étoiles considérées le calcul conduit au système d'équa-

tions normales
u v w __
H R * R.

— 1,220— -+-7,548 £ — o,544-^-== 2^,506,

— 1,982- —o,544 ^ -+~n,525-g- =—1,227

dont les solutions sont

"R °> I O 4* jj
o W

,307, i -



Ceci donne, pour les coordonnées de l'apex et la vitesse du
Soleil,

iR = 288°,7, <Ö = -Hi8°,6 et | = ,

Les erreurs moyennes de U, V, W sont relativement assez fortes
à cause du manque de données. Quant à l'incertitude des coor-
données de l'apex, elle n'est pas anormale, si l'on tient compte du
nombre des étoiles utilisées. En particulier, la déclinaison de
l'apex est visiblement trop faible, étant donné que la grandeur
moyenne des astres dans la liste est 5m,8.

D'après ce qui a été dit dans la partie théorique, on peut, en
admettant certaines hypothèses, déduire de ces nombres une
valeur pour le paramètre R. *

Pour cela, on doit d'abord constater que 12 étoiles sur 17 de
mouvements propres connus, et 71 sur 8(3 de spectre connu de
toutes les étoiles variables du type Algol, appartiennent au type
spectral B-—A,. Or, dans ce cas, il est permis d'admettre, en
première approximation du moins, que R est le même pour toutes
les variables à éclipse. Ceci revient à admettre que ces étoiles ont
toutes le même diamètre. L'hypothèse, évidemment un peu arbi-
traire, ne doit cependant pas être éloignée de la réalité, si l'on
accepte la nouvelle théorie de l'évolution stellaire.

Le paramètre R s'obtient alors facilement à l'aide de la relation

- = -+- o ,34>. .

si l'on connaît la valeur de S. Or. Gyllenberg, en discutant les
vitesses radiales de 291 étoiles du type spectral A, a trouvé (*)
pour cette quantité

S = 4,167 sir.

En adoptant ce nombre, on a

R = o*,2o6 X ' ZV** = 2,5i sir.,o ,342

avec une erreur moyenne

e(R) =±1 ,35 sir.

(«) M. £., II$ n» 13.
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La valeur ainsi trouvée s'accorde bien avec celle obtenue par
Malmquist (*) pour les astres des types spectraux Bg — A2.

Si ce nombre est exact, une variable du type Algol, de grandeur
maxima om_,o, serait située à une disiance de 2,51 sir., c'est
à-dire aurait une parallaxe de o; ,082.

Ayant ainsi la valeur de R on peut calculer la distance indivi-
duelle de chaque étoile et, par conséquent, aborder l'étude statis-
tique de leur repaitition dans l'espace. Les nombres résultant de
ce calcul et qui doivent servir de base pour la discussion, se
trouvent résumes dans la liste générale ci-apres. Voici la signifi-
cation des colonnes successives :

(1) Numero d'ordre.
(2) Nom de l'étoile.
(3) Grandeur maxima.
(4) Grandeur minima.
(o) Periode orbitale en jours et fractions du jour.
(6) Durée de Teclipse en heures.
(7) et (8) j | \ et (0 pour 1900,0.
(9) Distance de l'astre exprimée en R.

(10), (41), (42) Coordonnées rectangulaires galactiques en R.
(13), (14), (lo) Coordonnées rectangulaires équatoriales en

siriomètres.
(16) Parallaxe.
(17) Type spectral.

Les étoiles sont rangées par ordre alphabétique des constella-
tions.

(') M. L., II, n' n.
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e* « « CM M M
x:

co « o* as as i | ai es

T

o ^ « - i o c o o o r ^ c o coao

1 ^ s ̂  l% § -T ̂  4 ̂  ̂  -̂  «? ̂  4 % \ 4 ? ̂  » *- » € 'Ç
** ** ** ** ** "^ vî t - r t ^ — r ^ c o O c o ' o X > c s - < x > - * c > | ï > * - ' e 'sr - o

c T c T c T o c o
o» co o e»
00 a 5! o

ói o" «" » o c r > o x > o o a^t^

t3 -t3 *̂ 3 '4)
-« rs 'V s

«• -o « *> ^
S -eu . i

S o ir = o
? =- E ? ± — * ö v *» - r «

" - - si

iiiî
o o o o • -

« T3 „g
2£ — ̂ Q

1- x c. £ -

S O

H = ^ s: •*
-ƒ} - - s: •/:

•̂  » si o ri

-is»
I» c e

r<5 « S



— 118 —

fi.»
| 1 \ \ < < \

i ! !
c îT^ g5 ;; « ^ ^ g

° - ^ «
+ I I I M M 1 M I I

| | | | H | |
S 5- S

! I I

eö S

o
2:

" o c - < r > c C U D C C C O « *o c ^ ce - r - c o r ^ « o o ^ > a en ( N Q O « 5

T T T T + + + +T+ + + T + + +T + f + T T T Î T +
« « "; .S "? « ^ 2 SS- «S S S 2 7 s c 2 — ,= ^ 5g -5 « -T g 4
<© « »O co ro CO L<-5 C4 - T M es 'C >M v-f in O5 if) on pr CN Ó ^ W ^ A >- O O

H! w 1 ^ 0 0 O ' ^ W ' r t v r i c i c î C i x i n i n « NI Ó ô ô i ô - « ô ô ô

| | « r ^ « o » « « o " 5 * o o « ^ j - ^ r « j o c c o O i - o u - i a o c o ^ r

co^ c^ co^ «_ «^ ^ r- <y> r- o «^ «^ ^ r- <£ m c? 10 o v r co ^r «<T CO «^
iTj t o < £ ; « < t - v r C N ^ r c O k - O c j ' - O "-1 « - C O O O c o c T • o * - ^ O c r T i - T •- O O C O O

*" O c c

g?
^ "̂ X <XU ° ° ^ c ^ o ^ w o t o n 10 pî r ^ o o ^ r co un 00 «** *•* o ^ o c c o ^ ^
C i 1 - 1 O c c O i > - a c «M «v-r r« c T c c o o e c >-. ^ jC M" e^" ^ ^ ^ J~ eT "-1

l v ' ^ ' C ^ c ^ a l . C l c X ^ ' ^ . ' r y ^ o ^ t f 5 C„ ^ v O
r ^ » v t Oi M O i o M O O O i v t - v 3 -

00 en <T. ac <&• o t ^ ci m « c^ « " c ^ c î o" J" tr" ^ . o" o" o" eT â a o"

: i i i i : S : i : ! i i S j i i ! ! ! ! :' ! i : :
g £ «: g : j j : • : ; : J ; "̂  J • : : : : : : : • : : "•
1 2 3 S J J S j : t si | ^ i u- J jj : i J ^ J a 5 ? | j

i 111 J-Îd ! IS 5 s 1 ! SI! P P I P U



— 119 -

o o o c co o o c

i - < «< CQ

oo oc c c

§ i i i 8 § i l o c
t_ - Ci -

+ + + + ! i

CO

8
ut

I
c©

1
o

oc

1
C i

C C O Oi
3- O O-3 O

c c
O **

c o

« ©
O ï

• CO <O
Ci co

I I +

- cö

I i

• o * u t ««^ — es c« r^* c o f~"» »

M M I + + + M
re *« « 00 OC

+ + + I + i 1 1 "f +
**3" ^T ut O co co O f""* ca CT>
covrr^rci es « c c r -

+ + + + + + + + I 1
et O «<?• —

+ + I +
ei co oc cc r^ ut

+ I ! ? + +
Ci c r̂  es" cc vr c « t^ cc

c c «<r ̂ rr «<r »o ~
ut c» M ^ r ei ut —

» - c o r Oi
co *<5* f"~ co

<N C C < © c-

M — CO U t

oc

+
C i

CO

CO
«5

OC
O
e»

oc
CO

Cico

C"

oo

!

Si

0 0

oo
c»

oo

!

e»

O

1
ê

CJ
in

oo

i

O
O

I

oo
Cl

ut ***
CO **

'ai r*

1 1
«<r GO

r» oo
CO

oc oc OC < 7 > c o © c o C co co

+ +

33
.

r>

Jt
oc
CO
o

Ci
CO

M

u t *

c

G T

O C

-

oc oc

v.— OO

ci 'X>
CO C3

U^ Ci

38

ac

oc
CO

co"

oc

O

C O

oc

u?
oc

oc

c

C O

ar.

ir r̂

- o
rr> CO

r -

u?
C O

C O

Ci
CO

^ 3 "

C *<T OO CJ

co "^r
CO «
•O- CJ

co r**

CO • «

ut c» **s

• - T I OO c I
I

cu -» ̂  ^x _r

C •<"- C5 ci Ci ^•~!" *- o - O C »O OO O
co x r » Ci c£5 cc er co Ci ^ r oo r^ cc O O
CC "<T ~ C CN CO — CC Ci CC CO CD OO CJ CO

« Ci C — C C ifT C «»-*• Ci co OC es CJ OJ

» s

-o
s

CJ

C i

f ~»

c

_
C O

u ^

c

C O

c

C

C

C i

C i

c

c

c

-

u t

c

oc

C O

C i

c

C i

c

c

oo o

u t

CJ

c

C i

C i

C i

OC

oc

u t

r -

Cs

c

oo

c

c

o

C i

C O

oc

C i

-er

cc

C O

O

«

OO

Cs

C i

oo

0 0

o

" o
0 0

C O

o

o

u t

«

oo

o

o

* *

o o c ce c tete te te te ï?
co eo co ec -

fcc - r

= « 2 g S

t. £ £ r; £ u o
2î g J s J ."2 ^

&: â â -

c

-? ^
'^ l3£

CS
Cv

Ê
-o*

O

ro

J
\->
a

E
CO

cu

s
O

cd - 2: ^ N:

cc s; — se cc
s^ ai S >- v rŷ
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Examinons d'abord, au moyen de cette liste, la question de la
répartition spatiale. Pour cela on a choisi comme plan de réfé-
rence celui de la Voie lactée dont le pôle est situé par M = 1900

et (D = + 280. On trouve :

Distances
en

sinomètres.

0 — 60
60 125

115 — 200

200 — 00

Nombre d étoiles.

53
39
34
26

56
fo
i l

25

l52

90
42
15
5

l52

60 pour 100 de toutes les variables à éclipse sont situées à moins de
60 sir. et 78 pour 100 à moins de 100 sir . , de part et d 'autre du
plan galactique. Q u a n t a leur distribution dans le plan même, elle
est sensiblement uniforme dans toute son étendue, avec une con-
centration un peu plus dense au centre . Ainsi , la concentrat ion
galactique de ces astres, sans être aussi prononcée que celle des

F.g. ,3 .
Y
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étoiles des types spectraux O, B et N, apparaît néanmoins suffi-
samment nette.

Les projections de l'ensemble des étoiles du type Algol sur les
trois plans de coordonnées galactiques et sur la sphère céleste sont
représentées dans les figures i3 , 14, i5 et ifi et permettent de se
faire une idée plus nette sur leur répartition galactique.

1
ir

*

«k

* * x
» X * K M

K X " " y " " *

K j

K

l 4 .

X «

* »

* X X * » X * *

x i* «
«"/x *"«'» ** *

" x * * *
H XX

xx, B
1 H

M

X

Fig. i5.
2
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Rapportée aux trois axes du système de coordonnées équalo-
riales x, y, z, leur distribution se laisse représenser par des fonc-
tions de fréquence du type A. Le tableau ci-après contient des

F«g. , 6 .

C7'<,
D 1 2. On

O Centre de gravite de
/ensemble des variables du
type Algol

û Posttion duSole/l ou du centre galactique

nombres d'astres et leurs situations rapportées aux trois axes et
exprimées en siriomètres.

TABLEAU

Siriomètres.

00. .

—135.
— 120.

— io5.

- 7 5 .

— 60.

- 45.
— 3o.

! 5
O.

-f-3o.

-t-60.

-f-90..,

-t-io5.

-+-120.

-hi35.

1

1

o
o
1

4
6
6
10

17
39

20

11

12

8
7
2

2

3
o
1

1

1

7
6
15
16
11

18

'9
16

3

7
4
2

1

z.
I

o
o
I

8
18

i3

21

2O

9
-i

11

5
3
1
1
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A l'aide de ce tableau on pourra aisément calculer les para-
mètres et coefficients des fonctions de fréquence correspondantes*
On trouve ainsi, pour les dispersions suivant les axes de coor-
données :

orx = -+- 3,17 sir., 9y = -h 3,80 sir., ar- = -4- 3,3o sir.

donc sensiblement égales; et pour les moments du premier ordre :

M x = + 7,0* sir., M y = — 7,64 sir., Mz = -h 22,70 sir.

Ces derniers nombres permettent en même temps de déduire les
coordonnées du centre de gravité de l'ensemble des étoiles consi-
dérées, rapporté au système de coordonnées équatoriales avec le
Soleil pour origine. En désignant par A la distance au Soleil, par
a et ô les coordonnées du centre de gravité, on a

Mj;= A cosa coso,

My — A s in a cosc?,

M- = A sin S.

A l'aide des valeurs précédentes de Mx, M r , M2, on conclut

a =-2Oh,83, O = H - 6 7 ° , 2, A = 2,46 sir.

Le résultat doit paraître un peu surprenant : en faisant coïncider
le centre de gravité du système galactique entier avec celui de
l'ensemble des étoiles du type spectral B, Gharlier avait déduit (*)
pour ses coordonnées

a = 7h ,7o, 0 = — 5 5 % 62.

Par conséquent, pour Tanticentre, a == i9h,yO et 8 = + 55°,62,
nombres qui ressemblent beaucoup à ceux obtenus pour la situa-
tion du centre des variables du type Algol. Si ce résultat est
exact, le centre de gravité de l'ensemble de ces variables serait
situé au voisinage immédiat de notre Soleil, à 2,46 sir. de dis-
tance.

Faute de données plus précises et plus complètes, en particulier
en ce qui concerne les vitesses radiales, on ne pouvait songer à
poursuivre plus loin cette étude statistique sans s'exposer à des
conclusions illusoires et n'offrant aucune sécurité réelle.

( ' ) M. L.} I I , n° 14.
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Aussi avons-nons jugé plus utile de rechercher les moyens de
vérification de la justesse, ou de l'approximation, que peuvent
comporter les résultats et conclusions précédents.

Comparons d'abord les diverses déterminations de la position de
l'apex. Celle de L. Boss, basée sur 6188 mou\ements propres et
considérée actuellement comme la meilleure, fixe l'apex par

A\ = 270°, 5, a) = -+- J4°, i.

Une autre détermination, aussi très bonne, effectuée par
W.-W. Campbell et basée sur 1 ig3 vitesses radiales, a donné

&= 4680, 5, cO=-+-a5°,3.

Dans le présent travail, on a déduit avec 17 mouvements propres,

A\ — 2880 7 , Ut> = - H I 8 ° , 8 .

Les» écarts sont évidemment forts, mais non anormaux, si Ton tient
compte de la proportion des données dans les trois détermina-
tions.

Une deuxième vérification de l'approximation obtenue dans les
résultats précédents est fournie par la comparaison des parallaxes
déduites d'une part des procédés d'observations (1^0) et d'autre
part par le calcul, à l'aide du paramètre R.

Etoi les . Tzn. icc.

( o,o48 \
p Persée ) 0,029 V 0,029

( 0,037 )

3 Cocher o,o3| o,o32
Y Cygne o,oo5 0,004

Plus nombreuses sont les étoiles dont on a calculé les parallaxes
probables (KP) (*), basées sur les grandeurs absolues déduites des
meilleures déterminations des éléments de ces variables. En lais-
sant de côté les étoiles plus faibles que io m ,5 , (entre parenthèses),
voici le tableau de comparaison des \aleurs du groupe I de la liste

(») KusskLL et SHAPLKY, Ap. J., 40, p. 421~4
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de Russel et Shaplej :

Nom de l'étoile. ic^. ice.

RZ Cassiopéc 0,0060 o,oo44

ST Carène 0020 0011

RZ Centaure 0011 0016

SZ Centaure 0011 0019

UCéphée 0044 oo36

P Cocher o3oo o3i7

SW Cygne 0014 0012

UW Cygne [0007 0007]

ZZ Cygne [0012 OOO7]

W Dauphin 0011 0010

Z Dragon 0016 0007

RX Dragon [0023 0008I

S Écrevisse * . . . . 0024 0020

RG. Chien 0182 0069

RX Hercule oo36 oo33

U Ophiuchus oo63 0059

P Persée 0262 0294

RS Sagittaire oo38 oo|8

RW Taureau 0021 0022

S Voiles 0025 0022

U Flèche o,oo36 0,0040

Conclusion. — Pour résumer les recherches statistiques faites
dans ce travail sur les étoiles variables du type Algol, nous pou-
vons écrire les conclusions suivantes :

Les variables à éclipse du type Algol forment un système
d'étoiles réparties d'une manière presque symétrique de part et
d'autre du plan central de la Voie lactée. Ce résultat est d'accord
avec les conclusions tirées antérieurement par d'autres astronomes
ayant traité cette question par des méthodes différentes.

Le centre de gravité du système semble être situé par ^ïl = 2oh,8
et (£) = H- Ô7°,2, au voisinage immédiat de notre Soleil, à 2,46 sir.
de distance.

La valeur du paramètre R = 2,5i sir., déduite des mouvements
propres est d'accord avec R = 2,-4 sir. trouvé par Charlier et
Malmquist pour les étoiles des types spectraux Bo — B5 et Ao — A5 .
En outre, la comparaison des parallaxes observées et celles déduites
au moyen de R semble montrer que le nombre 2,5i ne doit pas
être loin de sa vraie \aleur.



En ce qui concerne les divers éléments fournis directement par
les observations, on a trouvé que :

i° Le^ fréquences des grandeurs maxima et minima suivent bien
les courbes du type A. Pour les grandeurs minima la courbe est
caractérisée par une obliquité assez prononcée 0,19 et un excès
positif de 0,08. En outre, les deux séries de grandeurs sont liées
par une forte corrélation, r = 0,91.

2° Les fréquences des amplitudes et des périodes, au contraire,
appartiennent à la famille des courbes» B, leur corrélation est insi-
gnifiante /• = 0,2.

3° La loi de Chandler, étudiée à l'aide de la corrélation entre la
période et la durée de l'éclipsé, ne semble pas pouvoir s'exprimer,
d'une manière satisfaisante, par une relation linéaire. Le coeffi-
cient de corrélation paraît aller en diminuant au fur et à mesure
que le nombre d'astres va en augmentant.

Liste des travaux de statistique stellaire ( l ).

A DAMS (W. S.), JOY (À. H.). —• The motion iti space of some stars of

high radial velocity (Ap. . / . , -49, p. 179}.

ADAMS (W. S.), SIROMBERG (G.). — The relationship of stellar motions to

abs. magnitude (Ap. J., 45, p. ̂ 93).

ÀDAMS (W. S.), STROMBERG, ((j.) JOY. (A. II.) — The relationship of abs.

magnitude to space velocity (Ap. .ƒ., 54, p. 9).

ANDL>G (K.). —Ueber den Einfhiss der Sternverteilung auf die Bestimmung

des Sonnenapcx nach der Hcssd'schon Methode (A. A\, 140, p. i).

BAKHUYZEN VAN DER SANDE (H. G.). — Ueber die Verteilung der Sterne

im Raume nach der Grosse der Eisfoiibeweguiiffeii (A. A., 146, p. '209).

BELJAWSKY (S.). —- Apex-imd Vertexbestimmung ans den Porte^-schen

Sternen (A. N., 179, p. 298).

Boss, (L.). — A détermination of the Solar motion (.4. . / . , 9., p. 161).
— Tentative researches upon procession and solar motion [A. *ƒ., 21, p. 161).
— (A. J., 26. p. 9'>-99î 109-122)
— (A. J., 46. p. 187-201),
CAMPBELL (W. W.). — Lick Bulletin, n °2 i l .
— A preliminary détermination of the motion of the solar System {Ap. J ,

13, p. 80).

(*) Pour dresser cette liste nous avons eu à notre disposition les

bibliothèques des Observatoires de Nice et Marseille.

MICHKOVITCH. 9
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— Lick Bulletin, n° 196.
— Slellar Motions.
— On the motions oi the brightet class B stars (̂ 4. S. P., 23, p. 05/.

CARRIGAN (W. T.). — A method of determining the direction of the Sun*g

motion in space (A. J., 24, p. 207).

CHANDLER (S. C). — On the général relations of variable star phaenomena

[A. J., 9, p. 1).

CHAPMANN (S.). — The number and galactic distribution ot the stars (M. JV.,

78, p. 66).

CHAPMANN (S.), MELOTTE. — Memoirs, R. A. S., 60, Pt. 4.

CHARLIER (C. V. L.). — Die Abstande der Sterne vom Spektral-Typus B

[A. JV., 201, p. 9).

— Die galaktisehe Verteilung der Helium-Sterne (A. JV., 202, p. 4o3),

— An investigation on the motion of the stars (Al. JV., 73, p. 486).

— The Galaxy of the B stars (Af. JV., 76, p. 589).

CoMSTOCK (G. C). — The proper motions and Parallaxes of the ioth niagn.

stars (A. JV.f 187, p. n3) .

— On Kapteyn's luminosity curve (A. JV., 185, p. 297).

— Provisional results of an examination of the proper motions of certain

faint stars (A. J., 24, p. 43).

— A détermination of the Sun's motion relative to the fainter stars (A. J.t
25, p. 119).

CURTIS (H. D.). — The distances of the stars (A. S. P., 23, p. i43).

DowNiNG (A. M. W.). —- The distribution of the stars of the Cape Photo-

graphie Durchmusterung (Af. JV., 62, p. 541).

DYSON (F. W.), THACKERAY (W. G.). — A détermination of the constant

of precession and the direction of the solar motion (Af. JV., 65, p. 4^8).

— The systematic motions of the stars shown in the cross proper motions

of the Bradley-stars (Af. JV., 70, p. 4i6).

DYSON (F. W.). — The proper motions of the stars in Carrington's Cireum-

polar Catalogue in relation to their spectral type (M. N., 74, p. 733).

— The distribution in space of the stars in Carrington's Circumpolar Cata-

logue (M. JV., 73, p. 334, 402).

— A statistical discussion of the proper motions of the stars in the Greenwich

Catalogue for 1910 (M. JV., 77, p. 212).

DYSON (F. W.), THACKERAY. — The mean parallax of the stars of différend

magnitudes {M. JV., 77, p. 7).

— The relathe density of stars with proper motions between certain limits,

wit h référence to their galactic latitudes (M. N., 77, p. 648).

— Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 28, p. 231.

— Nature, 82, p. i3.

EASTON (C). — Proc. Amsterdam Acad. Sci.% 8, n° 3.
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— Sur la distribution apparente des étoiles dans une partie de la Voie lactée
{A. JV., 137, p. 81).

— La distribution des nébuleuses et leurs relations avec le système galactique
(A. JV., 166, p. 129).

— On the distance oi the galaetie star-clouds (Ai. JV., 81, p. 2i5).
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