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PREMIERE THESE

ESSAI

SUR

LA THEORIE DES ONDES PAR EMERSION

Historique.

Une masse liquide d’'une profondeur indéfinie est au repos; on la
met en mouvement par I'action de forces impulsives appliquées a sa
surface (effet d’'un coup de vent), vu par I'émersion d'un corps solide :
dans le premier cas, il se produit des ondes dites par impulsion ; dans
le second, des ondes par émersion. Nous nous proposons d’étudier ici
de semblables ondes, dans I'hypothése ou le liquide est contenu dans
un canal d’une largeur constante, dont les bords sont constitués par
des plans verticaux paralléles; nous supposerons que les causes du
mouvement sont telles que ce mouvement se produise aussi bien dans
le sens de la longueur que dans le sens de la largeur.

Laplace est le premier qui ait cherché a soumettre la question a
I'analyse. Dans son essai publié en 1776, il forme I’équation du
mouvement des fluides pesants et incompressibles, en supposant que
les déplacements et les vitesses sont des infiniment petits dont on peut
négliger les carrés et produits, comme I'ont supposé d’ailleurs tous
ceux qui ont fait des recherches dans ce domaine. Il considére le

liquide contenu dans un canal, le mouvement se faisant uniquement
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2 R. RISSER.

dans le sens de la longueur, et en donnant a la surface du fluide une
forme sinusoidale définie par I’équation z = cosax.

Laplace admet que la surface a été déformée dans toute son étendue,
alors qu’en réalité, lorsque 'on produit des ondes a la surface d’'un
fluide, c’est seulement une partie de la surface que I'on déforme.

Vers 1785, Lagrange traita le probléme des ondes, dans le cas ou
le fluide est contenu dans un canal de profondeur constante et trés
petite. Il démontre qu’alors la propagation des ondes a lieu suivant les
mémes lois que celle du son, et que la vitesse de propagation est
indépendante de I'ébranlement primitif; il trouve de plus, lorsque le
liquide est contenu dans un canal qui a méme largeur dans toute son
étendue, que cette vitesse est proportionnelle a la racine carrée de la
profondeur. 1l suppose enfin que le mouvement produit a la surface
d'un fluide incompressible, d’'une profondeur quelconque, ne se
transmet qu’a de tres petites distances au-dessous de cette surface, et
il en conclut que les résultats de son analyse sont valables, méme dans
le cas ou la profondeur du fluide est quelconque. Si donc ’observation
faisait connaitre la distance a laquelle le mouvement est insensible, la
vitesse de la propagation des ondes a la surface serait proportionnelle
a la racine carrée de cette distance, et réciproquement, si cette vitesse
est mesurée directement, on en pourra déduire la petite profondeur a
laquelle le mouvement parvient.

Nous verrons que cette conclusion n’est pas légitime, et que le
mouvement se transmet dans toute la masse fluide, et est encore
sensible a des distances notables de la surface.

En 1815, ’Académie des Sciences proposa comme sujet de concours
le probléme suivant :

« Une masse fluide pesante, primitivement au repos et d'une
profondeur indéfinie, a été mise en mouvement par I'effet d’une cause
donnée ; on demande, au bout d’un temps déterminé, la forme de la
surface extérieure du fluide et la vitesse de chacune des molécules
situées a cette méme surface. »
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Le Mémoire couronné fut celui de Cauchy; il est reproduit au
Tome I, des Mémoires des Savants étrangers de la nouvelle Académie
des Sciences, et an Tome T (série I) de ses OFuvres complétes. A la
méme époque, Poisson donne la solution du méme probléme dans
deux mémoires lus & I’Académie des Sciences, les 12 octobre et
18 décembre 1815, qui furent réunis en un seul intitulé : Théorie des
Ondes, ou il ne s’occupe que des ondes par émersion. Il est probable
que Cauchy et Poisson ont obtenu leurs résultats en méme temps, et
en tout cas, il est certain que Poisson connaissait les travaux de Cauchy
bien avant que celui-ci eat déposé son Mémoire a I'Institut; voici en
effet un passage du mémoire de ce dernier :

« Le mouvement des ondes n’est pas uniforme, ainsi que
M. Lagrange I'a supposé dans sa Aécanique analytique, mais unifor-
mément accéléré. Avant d’obtenir les intégrales générales des équations
du mouvement, j'avais été déja conduit par des considérations
particuliéres, a soupconner ces résultats et j'en avais fait la remarque
a M. Laplace. Mais je n’osais m’arréter a cette idée, lorsque M. Poisson
m’y confirma.... »

Nous analyserons tout d’abord ces importants Mémoires de Cauchy
et de Poisson, et conserverons les notations de ces géomeétres afin que
le lecteur puisse facilement se reporter aux Mémoires originaux;
toutefois, en conformité avec un usage de plus en plusrépandu, lorsque
nous aurons a considérer trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, nous
prendrons Oz vertical et nous substituerons a I'expression molécule
fluide, celle de particule fluide. '

[Lorsque le mouvement s’effectuera parallélement a un plan (que
nous choisirons comme plan des xz), de facon que dans aucune des
fonctions du probléme n’intervienne la variable y, nous dirons que
Pon a traité un mouvement plan, ou encore que l'on se trouve dans le
cas de deux dimensions; c’est ce qui se passe lorsque I'on étudie les

ondes produites par I’émersion d’un cylindre dont les génératrices sont
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perpendiculaires a I'axe Ox du canal et qui occupe toute la largeur
du canal.

Si le milieu ou se produisent les ohdes est indéfini dans tous les
sens, ou si le cylindre peu immergé dans un canal a bords verticaux
de largeur constante et de profondeur indéfinie n’a point ses
génératrices perpendiculaires a I'axe, ou s’il n’obstrue pas toute la
largeur du canal, on a a étudier un mouvement a trois dimensions;
il en est de méme si le corps est différent d’un cylindre (sphere,
ellipsoide, paraboloide, etc.).

Il ne faut pas oublier que dans cette étude nous négligerons toujours
les carrés et les produits des déplacements et des vitesses.

Analyse du Mémoire de Cauchy. — Cauchy a divisé son Mémoire
en trois Parties. La premiére Partie est consacrée a la détermination
de I’état initial de tout le fluide, en supposant données, a I'origine la
forme de la surface fluide, et les forces agissant sur elle. Le problérﬁe,
qui n’est autre que celui de Dirichlet, revient a déterminer une fonction
harmonique définie dans tout le fluide, cette fonction étant assujettie
a prendre des valeurs données a la surface z= o et devant s’annuler
asymptotiquement a linfini; il se résout par la considération des
potentiels.

Dans la seconde Partie, Cauchy a établi, pourla premiére fois, les
équations des mouvements tourbillonnaires, et en a déduit la premiere
démonstration rigoureuse de l'existence du potentiel des vitesses; il
donne ensuite les équations représentant a un moment quelconque
I’état de la masse fluide et celut de la surface.

Dans la troisieme Partie, Cauchy déduit des formules qu’il vient
d’établir les lois générales du mouvement considéré et détermine les
valeurs générales des constantes qui rentrent dans ces lois.

Cauchy a traité non seulement le probléme dans le cas des ondes
d’émersion, mais encore dans le cas des ondes par impulsion.

Désignons par 6 la densité du liquide; «, v, w, les composantes de
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la vitesse d’une particule fluide suivant les trois axes; par g le potentiel
des vitesses. Les quantités U, V, W, Q représentent respectivement
les composantes de la vitesse d’une particule de la surface. et la valeur
de g pour z = o.

L’équation du solide primitivement immergé sera

s=F(z) ou z=F(z, y)

suivant que I'on étudiera le mouvement plan ou le mouvement a trois
dimensions.

Nous admettrons que I'ordonnée z, relative au solide immergé, est
tres petite, qu'il en est de méme a tous les instants des composantes
u,v, w, et rappellerons que Cauchy, dans son Mémoire, désigne par
a, b, ¢ les coordonnées des points qui sont ala surface libre duliquide.

Rappelons maintenant les équations du probléeme, que nous

établirons plus loin :
d0*q

g d%q
dz? 9 "

dy? 0z2

—+

= 0,

___10q
=3

(l) P —=— g =

W==39s

99 :
= -d—t—gzs,

2Q, (29, 79)

—

(2) U=—1%,
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L’équation de la surface libre au temps ¢ = o est donnée.
Bornons-nous a exposer rapidement la méthode employée par
Cauchy pour déterminer le potentiel ¢, dansle cas du probléme a deux
dimensions, en supposant que I'on prenne des unités telles que la
densité du fluide et I'accélération dela pesanteur soient égales a I'unité.
On est conduit a résoudre le systéme

2

*q , g _
(3) i P
1Q  #Q
(4 o o T
. a g
(3) d—;l‘= 0;’ pour z =o.

L’intégrale de I'équation (3) est

q:Ef cosmzxe ™ f(m, t)(1m+2[ cosmze™ f(m, t)dm,
[} “'0

ou f et f, désignent des fonctions arbitraires de m et du temps ¢; le
signe E indique la somme del'intégrale correspondant au'signe fqui

lui est rattaché, et de celle obtenue en substituant sinmx a cosmz, et
une fonction ¢ a la fonction f.

Il est évident que du fait que ¢ ne devient pas infini aux grandes
profondeurs, il ne faut dans ¢ conserver que le premier élément X :

(6) q=2f”cosmxe'mzf(nz, t)ydm;

dans ces conditions,

(6") Q:(q)z_—_o:E/ cosmz f(m, t)dm.

N a ’ Y
Quant a la valeur de (321) , elle est égale a
z=0

(QZ> :~2/ cosmz f(m, jmdm.
dz 2=0 °
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L’équation (4) a pour intégrale générale (woir Note X du Mémoire
de Cauchy)

(7) Q:Z[‘cosmerEtz(m)dm+ancosmze—/;‘E(m)dm
+Zlmcosmz‘cos(ﬁt)?(m) dm
' +Z[”cosma:sin(\/;;bt)qa(m)dm.
L’expression de Q renferme huit fonctions

[S(m), Li(m), ..., §(m), bi(m)].

Comme Q ne peut devenir infinie pour ¢ infini, il faut que les
fonctions {(m) et {,(m) soient nulles. Ceci étant, on voit que

(8) 2{;—:—3— =Z[wcosmx[e_/mi(m)—cos(ﬁt)cp(m)——sin(\/;zt)np(m)J mdm.

Sil’on tient compte maintenant des équations (6') et (7), on trouve :

Z[wcosmxf(m, t)ydm

:2 [foncosmxéenﬁl E(m) -+ cosy/mt ¢(m) +siny/me §(m) 2 ]dm.

L’identification des valeurs de Q conduit a prendre

Sf(m, t):e~ ﬁ;tg(m)—}—cos‘/;tc?(m)—{—sin‘/;tqa(m).

Eu égard a I’équation (5), on voit que 'on a

f(m,t) =—e—‘/;‘ E(m)+ cosy/mto(m) + sinymed(m).

La comparaison des deux valeurs de f(m, ¢t) montre que I'on a

E(m)=o

et

f(m, t) = cos(y/mt) p(m) + sin(y/me) §(m).
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Dans ces conditions, les expressions de g et Q peuvent s’écrire

q:Z/ncosmxe‘”‘z[cos(\/r—nt)z?(m)+sin(\/;t)q;(m)]dm,
(9) -
Q:Z/ cosmx [cos(ym¢) o(m) +sin(yme) §(m)] dm.

Si I'on se borne aux ondes par émersion, on sait que les conditions

initiales sont définies par les équations <%‘tl> = F(z) fonction
t=0, 2=0

connue représentant la dénivellation initiale du fluide, et Q,_, = o.
Les fonctions ¢(m) et {(m) seront alors déterminées par les

F(z) =vaoacosmx $(m)y/mdm,

o =2/ cosmz o(m)dm.
(1]

En tenant compte de ce que la seconde équation du systéme (10) est

, .
equatlons

(10)

satisfaite avec ¢(m)==o0, ‘et en éliminant {(m) entre la premiére
équation (10) et la premiere équation (g), on trouve (woir Note XI
du Mémoire de Cauchy),

4 @
q:if / sin(y/pt) cosp(w — z) e~ F(w) dmfi‘—ti,
~)_. J, Ve

qui est I'intégrale cherchée.
Cauchy suppose que F(w) n’a de valeur sensible qu’entre des limites
tres étroites, et pour de petites valeurs de ®; il pose

6= [ Fw)am

et est conduit a transformer la valeur précédente de ¢ qui devient

qg= g/ sin(“ﬁl)cosyze‘i’z éﬁ
3 0 \/P
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Dans le cas ou le milieu est indéfini (cas de trois dimensions),
Cauchy en employant une méthode analytique, en tous points
identique a celle qui vient d’étre exposée, trouve pour le potentiel
des vitesses :

q:;:Tﬁvﬂ‘:w_/;—j:-msm(:/;;.t)sinvcos [(m—z)z":i(%""‘}’)’]l‘e_ wve

du.d
< F(w,p) dodp S22,
Vi

ou F(x, y) est I'équation représentative de la dénivellation de la
surface libre.

En supposant que F(®, p) n’a de valeur sensible que pour de
tres petites valeurs de ® et p, et que I’on représente par

G=[f:j.F(w,e)dwd9’

on constate que le potentiel ¢ a alors pour expression

ot 2 — /i3
(11) ‘I:_Giff sin‘pvtsinvcoswe W (—l‘—!}'—i
2t J, 4 Vi

Dans la troisiéme Partie de son Mémoire, Cauchy a déduit les
conséquences suivantes de ses formules :

Au début, les vitesses sont nulles, mais elles atteignent rapidement
une valeur sensible; la surface se couvre de petites ondes dont les
sommets sont déterminés par les points dont I’élévation ou I'abaisse-
ment est maximum.

L’examen des formules montre que les vitesses initiales sont nulles,
que le mouvement s’évanouit aux grandes profondeurs et que les
vitesses sont indépendantes de la densité.

La vitesse de chaque onde est indépendante de la portion du liquide

RISSER 2
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soulevée ou déprimée a 'origine du mouvement, et est aussi indépen-
dante de la forme de cette portion du fluide: elle est proportionnelle
au temps.

lL.es hauteurs des ondes déeroissent comme l'inverse du carré du
temps (dans le cas de deux dimensions), et comme l'inverse de sa
quatriéme puissance (dans le cas de trois dimensious).

La bauteur de chaque onde est proportionnelle au volume de la
portion du liquide soulevée ou déprimée a I’origine du mouvement.

Cauchy dans son Mémoire n’a étudié que le mouvement a la surface;
il ne s’est point préoccupé de ce qui se produit a 'intérieur du liquide.

Analyse du Mémoire de Poisson, — Apres avoir renvoyé le lecteur
a son Traité de mécanique, Poisson rappelle les équations indéfinies

du probléeme :

P,y %
(v) o hv—"—o,.—(),
J2 2o 02
(=) T A =

ou ¢ désigne le potentiel des vitesses, g 'accélération de Ia pesanteur,
t le temps, p la pression. Le plan 2 O y est horizontal et confondu avec
celui du niveau général du fluide, Oz est vertical et dirigé dans le sens
de la pesanteur. Poisson fait les mémes hypothéses en ce qui concerne
les déplacements et les vitesses d’une particule, et en néglige les carrés
et les produits; il a étudié le cas d'un fluide de profondeur £, et a
appliqué ses résultats aux cas de 4 petit et de A infini.

En supposant la profondeur 4 finie, et constante, les conditions aux

limites sont :

do 0%
(3) g-d—‘z — dt; =0 (pour 5 = o),
do
(4) 3. = © (pour 5 =h).

Aprés avoir ainsi formé les équations du probléme (1), (2), /3)
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et (4), Poisson étudie tout d’abord le cas afférent a deux dimen-
. do . e . , . . ..
sions (d—)‘fzo), et cherche a satisfaire a ces équations; il est ainsi
conduit a I’expression suivante de ¢ :

(5) » :2 Bieath=2) e att=2)] cos(ax + a') sinct

—
4 Z B'[eath=2) - e=alt2)] cos(ax + a') cosct,

dans laquelle les sommes E s’étendent A toutes les valeurs possibles
des constantes B, B', « et @, et ou la constante ¢ est définie par

eahb_ p ak

eah+ e—ah *

ci==ga
- . . do
Sil’on suppose connuesles valeurs delafonction ¢ et de 5%, répondant
az=o,t=o0,

o=Fla), 5= /f(a),

on voit de suite que 1'on a, en partantde (5) :
(o) =F(z)= Z B’ [e2* 4 e~a*]cos(ax +a'),
(%) = f(x) :—.Z Be(eat 4 e~a%)cos(ax +a');

faisant état pour la représentation des fonctions f(x) et F (x) de I'in-
tégrale de Fourier, on trouve immédiatement pour a, a’ et B les valeurs

suivantes :
a'=-—aa

g F(a)dads *

- ‘It(e“h—l- e—ah)’

 f(a)dada

On trouve en définitive que ¢ est représentée par :
a=x o=+ = - _ .
1 . ealt=3z) 4 p—alh-z) sinct
6 © == — a cos{az — a lad
O e=2f [ | ] eostas — a0 22 dade

i a=w A=«
+;/":0 f R

" ealh—z) + e—alh~z)
eah + e—ah

] cos(azx — aa) coscl dada.
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Si I'on ne considére que le phénomene relatif aux ondes par émer-
sion, il y a lieu de supprimer dans I’expression de ¢ la deuxiéme inté-
grale double.

En supposant dans cette derniére hypothése la profondeur du canal
infinie, on trouve en partant de (6) :

(6) o= fa_ / J(@)ee=cos(az —a) S CVag 4 g,
a=0 \/ ag
SiI'on admet enfin que f/(« ) n’a de valeur sensible que pour de tres
petites valeurs de «, et que ’on pose

a=f _: F(w)da,

apres avoir remplacé f(x) par gf(x), on constate que ’expression du
potentiel peut se mettre sous la forme

(7) cp:éi/g/me‘“zcosaxsin(z@) -‘2,
=, )V
qui ne differe pas de celle trouvée par Cauchy.

On peut remarquer, avec Poisson, que 'expression (6) de ¢ satis-
fait a I'équation (3), non seulement pour z==o0, mais pour une valeur
quelconque de z, ce qui prouve que cette équation (3).est une équation
indéfinie du probléme.

Apres avoir intégré les équations du probleme, Poisson étudie les
premieres, puis les derniéres vitesses des particules fluides, en se ser-
vant de développements en série, qu’il obtient par des transformations
assez complexes, transformations qui ont été un peu simplifiées par
Plana (voir Tome XXV des Mémoires de I’ Académie de Turin), et plus
tard par Résal (woir Tome VII, 7raité de Mécanique générale).

Poisson étudie le mouvement des ondes a la surface, puis a une
grande distance du centre d’ébranlement, et arrive aux mémes conclu-
sions que Cauchy, a savoir que le mouvement de propagation des
ondes est uniformément accéléré; il étudie aussi le mouvement sur Oz,
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remarque que les excursions verticales des molécules situées au-dessous
de I’ébranlement primitif sont en raison inverse de la profondeur z,

que les vitesses de ces molécules, a I'instant du maximum, varient sui-

-3
vant z *. Poisson a appliqué les mémes procédés analytiques pour le
cas de trois dimensions et a trouvé, pour valeur du potentiel dans
Phypothése ou I'on ne fait intervenir que les ondes d'émersion,

(8) o= ;c—lz-ij—f:m‘/mj:wf(a, B) e—zmcos(ax —aax)cos(by — bB)

NONr ey~
o (Vg Va2 0%) 4 1y g
Vgyai+ b

(woir pages 137 et 138 du Mémoire de Poisson).
Supposons que f(«, ) n’ait de valeur sensible que pour de petites
valeurs de « et 3, posons :

I_—Z‘:mf(“v'@)da dg=A;

nous voyons immédiatement que, s'il s’agit d'un point (x, y, z) tel que
a et 3 soient respectivement trés petits par rapport a x ety, le poten-
tiel peut s’écrire sous une forme simple :

A A® —z Iﬁ . I _T__(‘
(9) ¢ = ész e T cosax cosby sm(t_@_\./i__l__bz)dadb.
S L Vg Var+ b2

Cette expression du potentiel ¢ peut étre ramenée a la forme (11)
donnée par Cauchy (woir plus haut p. 121), grice a une transforma-
tion indiquée par Cauchy lui-méme dans la Note XI de son Mémoire.
Poisson a étudié la propagation du mouvement a la surface et sur la
verticale du centre d’ébranlement; dans la propagation des ondes a la
surface du fluide, il a distingué deux époques différentes : celle ou le
temps n’est pas encore tres considérable, et celle ou la quantité gt® est
devenue trés grande par rapport a r [r, distance du centre d’ébranle-
g’

mentaupoint(x)y)|, de maniére que = soit du méme ordre de grandeur
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que ’Z et% [l et ! étant les axes de la seation par z = o, du paraboloide

xr oyl
I E
Poisson a comparé les résultats de sa théorie avee quelques expé-

osculateur z =/ (1 - > a la surface d’émersion].

riences faites antérieurement par Biot, qui ne semblent pas trés sus-
ceptibles de servir d’épreuve a la théorie.

Des expériences plus nombreuses et plus précises sur les ondes
d’émersion ont été faites par Bidone en 1819, en vue de la vérification
de la théorie de Poisson; les résultats ont été consignés dans la
deuxiéme Partie d’'un Mémoire intitulé : Laxpériences sur le remous etla
propagation des ondes, publié en 1820, dans les Mémoires de U .4cadé-
mie de Turin. Les ondes par émersion étaient produites en immergeant
trés peu profondément dans un canal en maconnerie des segments
cylindriques en bois tourné dont les génératrices sont perpendiculaires
a I’axe en longueur du canal, attendant que le liquide revienne au repos
et soulevant ensuite rapidement les segments.

Si 'on note les temps mis par les deux premiéres ondes pour passer
du centre d’ébranlement a des points dont les distances a ce centre sont
inférieures a 3o pieds, er si, d’autre part, on prend leurs différences
avec les temps calculés, on constate que ces différences ne dépassent

guere 1_% de seconde; la concordance est moins satisfaisante pour des
points situés au dela de 3o pieds du lien d’émersion.

Bidone, grace a un dispositif fort simple, a montré que les ondes se
propagent a une profondeur sensible; il a de plus constaté, dans deux
expériences afférentes a un milieu indéfini, que l'accord entre les
résultats fournis respectivement par I’expérience et le calcul est remar-
quable. Le probléme de la théorie des ondes liquides par émersion et
par impulsion a été repris par M. Boussinesq, dans les deux cas envi-
sagés (2 et 3 dimensions), par une méthode absolument différente de
celles utilisées par Poisson et Cauchy, et aussi plus simple qui permet
une étude plus détaillée du phénomene; c’est ainsi que M.'Boussinesq
a pu analyser le mouvement dans le voisinage du centre d’ébranlement,
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dans le cas de deux dimensions, ce qui est absolument impossible avec
les méthodes de Poisson et Cauchy.

Ses résultats ont été publiés intégralement dans un Ouvrage intitulé :
Application des potentiels a Uétude de U'éyuilibre et du mouvement des
solides élustiques, avec des notes étendues sur divers points de Physigue
mathématique et 4 analyse, et partiellement dans le Tome II (fasc. II),
de son Cours d’Analyse infinitésimale pour la Mécanique et la Phy-
sique; nous exposerons, dans le prochain Chapitre, la méthode de
M. Boussinesq.

M. Rousier, dans sa Thése soutenue en 1908 devant la Faculté des
Sciences de Paris, a, dans le cas de deux dimensions, déterminé la
dénivellation initiale dans toute la masse fluide, et étudié le mouvement
sur une droite d’inclinaison quelconque partant du centre d’ébranle-
ment., Utilisant comme expression du potentiel ¢, celle indiquée par
M. Boussinesq, M. Rousier, grace a une intégration le long d'un certain
contour dans le plan de la variable complexe, trouve la valeur de la

dénivellation 4 :

n=zo

S ! cos(n ~1)26 cos(a2n + 3)0
(10) b= 2 oot — X ) — T £ (i ) |
- n=0

dans laquelle S représente l'aire de la section droite du cylindre im-
mergé, r la distance du centre d’ébranlement O au point M (x, z),

8 'angle de la verticale Oz avec OM, ¢ désigne le temps avec - = & sl
8 8 p T ar

montre ainsi, en ayant recours a la forme méme du développement
de &, que le mouvement estuniformémentaccéléré dans toute direction
et applique ses résultats aux particules fluides situées en des points
(O,z)et(x=2z,2).

M. Vergne, dans sa Thése soutenue en 1gog devant la Faculté des
Sciences de Paris, a étudié les ondes d’émersion ou d’impulsion, pro-
duites dans un milieu indéfini, dans le cas de deux et trois dimensions;
il a identifié, dans les deux cas, le potentiel des vitesses obtenu par
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M. Boussinesq avec celui de Poisson. M. Vergne a d’ailleurs trouvé par
une voie beaucoup plus courte et plus élégante, que celles utilisées
jusqu’a ce jour, le potentiel ¢ des vitesses et la dénivellation £, dans
I'hypothése d’une surface d’émersion ou ’impulsion infiniment petite
et d’un bassin indéfini en tous sens.

Il a mis alors le potentiel ¢ sous la forme suivante :

) o= ‘_iil[ v (—n)meamt P,,,+,(cose)],

(m4-2)(m—+3)...(2m 1) rm+2
m=0

r étant la distance du centre d’ébranlement au point (x, v, z), P,,,

le polynome de legendre d’ordre (m -+1), apparaissant dans le
développement de

n=—ow

(1 —2z cosb+22) *=1+4 Z z"P,(cosb),

n=—1t

et¢le temps; quant a 'angle 0, il est défini par la relation

2 z
cosh ==

Ce méme auteur a ensuite abordé I'étude des oscillations d’un liquide
pesant, dans un vase de forme quelconque et en a fait I'application a
quelques cas particuliers. ‘

Dans un Mémoire intilulé : Sur ure importante simplification de la
théorie des ondes que produisent a la surface d'un liquide l'émersion
d'un solide ou Uimpulsion d’un coup de went, publié dans les .4nnales
de I Ecole Normale supérieure en 1910, M. Boussinesq a dégagé les
points intéressants des travaux de MM. Rousier et Vergne, et a mis en
évidence par des procédés élégants les formules (10) et (11) indiquées
ci-dessus; il a de plus signalé une maniere de traiter, au moins dans
certains cas, le méme probléme des ondes, pour des bassins horizon-
talement limités.

Avant de passer aux études plus récentes, nous devons — comme
nous I’a fait remarquer M. Fichot — signaler spécialement les travaux
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de M. Lamb (') qui a, en 1906, mis en lumiére d’'une maniere élégante
les formes du potentiel des vitesses signalées ultérieurement par

M. Rousier dans le cas de deux dimensions, et par M. Vergne dans le
cas d’'un milieu indéfini.

Cas des ondes cylindriques. — M. Lamb écrit immédiatement la
dénivellation élémentaire 1, = cosat cos kx, et le potentiel correspon-
dant des vitesses

sing ¢
(I):L?Q‘

ety coskx (avec 2= gk),

G

en prenant ’axe vertical OY dirigé vers le haut.
Se conformant 4 la méthode préconisée par Poisson, M. Lamb,
remplagant f(x) par

‘/ dk /ﬁ F(@) cosk (@ —a) de,

T o/ e

al

et faisant état des conditions initiales afférentes aux ondes d’émersion
1 =f(2), ®, = 0, donne la dénivellation globale et le potentiel des
vitesses :

V% +o
"= i/ cosaidk F(«) cosk(z — a) da,
0

-0

o = %/ ilP—c—-fe"J’n’/:f J(&)cosk(x — a) do.
! 0 s —

+» ’
Choisissant I'unité de longueur de maniére quef S(a)ydo =1, et

utilisant la relation
* o . n!
ekrcoskx kndx = r—n;—;co.s{n +1)8,
0
il retrouve pour ¢ I’expression

ot | cosf 1\ cos2 1 08
B 20 cosf ! ( —»g‘tﬁ) V] 4 T Cos
T 3\a2%" ) 2 3.5 \2° r3

(") Voir Hydrodynamics, third édition, 1906, p. 364, 406 et 4o7.

RISSER 3
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. . . . - 0P
Si M. Lamb avait remarqué avec M. Boussinesq que %5? représente
o -

la dénivellation de la masse fluide, ilaurait obtenuimmédiatement pour
cette dénivellation la formule de M. Rousier.

Cas de trois dimenstions. — En supposant que le fluide s’étend indé-
finiment horizontalement et vers le bas, M. Lamb étudie en premier
lieu 'effet d’'une perturbation locale initiale a la surface, dans le cas
d'une symétrie autour de l'origine, et est conduit, aprés avoir choisi
I'axe positif des z dirigé de bas en haut, aux expressions suivantes du
potentiel des vitesses et de la dénivellation, dans le cas des ondes
d’émersion :

2 sing
b =2 ek, (kmw),
g

{=cosatd,(kw) (avec o= g k),

ou J, est la fonction classique de Bessel. Ce géometre utilisant la forme
de représentation suivante de f(@)

f(m):f a(,<km)/:dkf Fla) 80 (ko) dar,

et tenant compte des conditions initiales trouve que le potentiel des
vitesses peut s’écrire ainsi qu’il suit :

q>=_g-f Su:_”e’f%o(/rm)kdk,
0

27

apres avoir choisi I'unité de longueur de maniere que

/omf(a) anodo=1.

Posant z=—rcosfl, @ = rsinf, on voit, aprés avoir remarqué que

Tekes, (kw) dk = " ke (kyhrdk = (L) L = )
0 - r’ 0 - o= r - Pt LANPA]

0 9
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P, étant le polynome de I.egendre d’ordre n par rapport a p == cosf.
Ce géometre obtient alors pour ® I'expression signalée par M. Vergne

o8 Pe) gt Pale) | (g0)05, Palw) 1.
an| 2 3! r3 5! r
Je me propose maintenant de rappeler toute une série d’études sur
la théorie des ondes par émersion, et compléter ainsi mon essai, ou
jai analysé les travaux de Poisson, Cauchy, et de M. Boussinesq, et
abordé un certain nombre de questions. h
M. Hadamard reprenant une indication qui figurait dans son beau
Mémoire présenté a I’Académie en 1908 ('), et qui concernait la pro-
pagation des petits mouvements a la surface d’un liquide parfait, rap-
pelle que pour un vase de forme quelconque, on avait da jusqu’a ce
moment, avec Poincaré, tourner la difficulté en se bornant a consi-
dérer les solutions périodiques de la forme f(x, ) cosht (?).
L’équation générale & laquelle doit satisfaire le mouvement dans les
conditions initiales quelconques n’est pas une équation aux dérivées
partielles, mais une équation intégro-différentielle.
Sil’on pose 4 = (—(f% (9, potentiel des vitesses), on sait que I'on a

)2
It

N
-c_

©
Qal [~
13

la fonction u[/ est définie par les conditions aux limites suivantes :

dy . . -
Y =0 (sur la paroi mouillée X),
(1 | dn
( Yy =--g (sur la surface libre S du liquide).

La détermination de cette fonction harmonique par de telles condi-
tions est appelée par M. Hadamard un probléme mixte (voir ses
Légons sur la théorie des ondes), qui peut étre résolu si 'on connait la
fonction de Green correspondante G (M, P).

(') Mémoires des savants étrangers, n® i, p. 37 (tin du Chapitre 1I).
(?) Communication deM. Hapavaro, Sur lesondes liguides (Comptes rendus, 7 mars1910),
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En supposant les mouvements assez petits pour pouvoir négliger les
carrés des déplacements et des vitesses, il est conduit a évaluer G
comme si le liquide était a I'état de repos, et la surface libre réduite
az= o0, ettrouve

2 - o
(5 o Lol [ s,

<
o~

ou l'intégrale double est étendue a la surface libre et z qui figure dans
cette/fest la dénivellation a I'époque ¢.

M. Hadamard, en envisageant le cas du liquide indéfini tant en
profondeur que dans ses dimensions transversales, trouve

(; ?: _ g (9 8 avee MP = 1
(5) o2 - 0T (()x_ T 4))/ >// “ ((l‘(‘( MP—..?),

dans laquelle z est la cote d’un point de la surface liquide, M un point
du plan S(z =o0), P un point inférieur au fluide.

M. Boussinesq avait dans ce cas abouti a une équation qui se ramene
a la précédente. M. Hadamard s’est demandé si I'équation (3) donne
I’équation de Cauchy

O Fre(Eed)ee o Hesso

et a fait observer que si I’équation (3) a pour conséquence 1'équa-
tion (4), linverse n’a pas liew. Il remarque que la substitution de — g
4 g ne modifie pas I'équation (4) alors qu’elle modifie équation (3);
de plus, il signale qu’alors que dans (4), on peut se donner arbitrai-
rement z et ses trois premiéres dérivées par rapport a ¢ pour t=o,

) . 3 o, .
en vertu de (3), la connaissance de z et de ;- détermine celle

02 35 . . , ..
de d—tf- et 5=+ M. Hadamard a ensuite envisagé le cas d'un liquide contenu

dans un milieu limité par des parois 2 ('); tenant compte de la forme

(') Voir sa Note aux Comptes rendus du 21 mars 1910,
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plane de la surface libre, il ramene la résolution du probléeme mixte a
celle d'un probléme hydrodynamique, dans lequel « les données sont
de méme nature en tous les points de la frontiére ». '

SiV, estle volume obtenu en adjoignant au volume occupé par le
liquide, son symétrique par rapport au plan S, y(M, P) la fonction de
Neumann correspondante, on aura

G(M, P)=[y(M, P)| =v(M, P) —~(M, 1),

ou P’ est le point symétrique de P par rapport au plan S.

M. Hadamard ajoute de plus que la fonction G relative au liquide
limité ne différe de celle afférente au cas d’un milieu liquide indéfini
que par’adjonction d’un terme représenté par une fonction analytique
et holomorphe des coordonnées de M et de P, méme dans le cas ou
ceux-ci coincident, a condition toutefois de ne point appartenir a la
courbe C (section de X par le plan S).

En faisant g =1, on trouve que la cote z d’'un point de la surface
liquide vérifie I'équation

d2z s 8 " .
2ﬁd—[2—:A// ﬁdsn—‘#‘\/ /‘:)ll*(Ma P)(lbm,
. S Jy

eHM,P) o, o
0500, BT

avec
F(M, P) =

. b \ 7 7 ‘
(&1, S=0), (v, ¥, z) représentant les coordonnées respectives de M
et P.

M. Hadamard, en prenant le cas d'un liquide remplissant un vase
92 . . . .
5—;’ est logarithmiquement infini au

voisinage de C (courbe de section par le plan S), méme lorsque z est-fini.

hémisphérique, a reconnu que

2z

9 3 . : ’ . ’ .
Prenant les solutions z qui sont telles qu’au temps 7 5 soit régulier

le long de C, il a constaté que z véritiait I’équation

4
(5) 4= (i:f -+ Azp) =/ 2y K(M, P, dS,,
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K(M, P) étant une certaine fonction symétrique des coordonnées
de M. etP.

M. Bouligand ('), s’inspirant de I’esprit des trés intéressantes commu-
nications de M. Hadamard, et s’appuyant sur les résultats analytiques
afférents au cas du vase hémisphérique, est arrivé avec M. Hadamard
aux conclusions suivantes :

.dz ’ . q- . . v
1° Si — n’est pas nul sur (C), c’est-a-dire si la condition { X ) =0
dn dn /s

, - oy \ dd ]
n’est pas remplie, surlafrontiére (C) de (2), la valeur de d—; calculée en

dd

un point du plan S devient logarithmiquement infinie, quand ce point

s’approche du contour C; de plus, aux points ou g—:’;est nulle,g—i reste
finie;

2° 51 K(P,Q) n’est pas identiquement nulle, le calcul montre qu’on
ne peut pas déduire de I'équation (5" celle de Cauchy, et par suite
I'équation de Cauchy n’est pas en général vérifiée par les petits
mouvements de surface d'un liquide contenu dans un vase de forme
quelconque. M. Bouligand a vénifié que, dans le cas d'un fluide
indéfini, I'équation (5 se raméne a 'équation de Cauchy, et montré
que si le vase est hémisphérique, la fonction

, Crds, * LR(Q,M
K(P, Q)_—.AP\AQ/‘IW—&'@ﬂLAp/ ’(_?417‘“)‘15“

— AQ/fE%E dS\,+/ /F(M, PIE(Q. M) dS,

n’est pas identiquement nulle.

M. Hadamard est revenu sur cette question des ondes liquides (*); il
rappelle tout d’abord que Daltitude = de la surface au-dessus de la
position d’équilibre en fonction des coordonnées horizontales .x et y est
définie par I'équation

9? 92 SRVAr4 & o*H
== _— —_— — . "dy’ - 5/ 7 ! !
(e i) [ S [ [+ e

(3]

(1\

im 0?2
o
led

at

(') Bulletin de la Société mathématique de France, 1912, p. 159 a 180.
(?) Communication du 4 juin 1916, Reale Academia dex Lincei.
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ou.r', y', 2’ sont les coordonnées d’un point quelconque de la surface
libre, » la distance (&, ¥, z,; &', ¥/, 7 )-et r, la distance de I'un de ces
points a 'image de 'autre point par rapport au plan z=o0; par G la
fonction de Green du probléeme mixte consistant a déterminer une
fonction harmonique au moyen de ses valeurs sur la surface libre et
de celles de sa dérivée normale le long de la paroi mouillée :

N s 1 ' B
(2) G=-——+Hiu.y o2,y ).

] 7y

Il étudie alors le cas d'un fluide indéfini dans le sens horizontal et de
profondeur 4, et grace a I'emploi de la méthode des images, il est
amené a faire apparaitre I’expression

(=
(3) F_Z e

grace a laquelle l’équation (1) s’écrit

[’expression de I', grace a I’emploi du calcul des résidus est ramenée a

I'intégration de

T 1
— a\vecf(u)———--_;____:
sinzu \ 7E- fulh?
\

prise suivant le contour entourant I’axe réel; elle a pour valeur

]":2/ dv———-«',
, \40-/1- r*S(me)

%

ou S désigne un sinus hyperbolique.

M. Hadamard a donc substitué a la maniére d’opérer qui avait été
employée jusqu’alors, et qui soulevait de graves objections, un pro-
cessus analytique ou I'hypotheése de la petitesse de 4 n’est introduite
qu'en derniéere analyse, « le calcul fournissant tout d’abord des
formules rigoureuses quel que soit A ».
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[1 aboutit alors a la conclusion suivante :

Si % est petit, Az’ peut étre identifié avec Az; a condition que les
variations de Az ne soient pas trés rapides, et la solution de (1) se
ramene a celle de

023 /0% = 923
4 — O — - ISR I
( I\ 2o h ( Ox? + (2)'-’ )

\

Supposant / fini et z indépendant de y, puis admettant une propagation
de vitesse constante V, de telle sorte que z = f(x — vt), il trouve une
équation intégralé de la forme
(2 'E) 1d£,
. 2

ou T désigne une tangente hyperbolique.

+ =
Vifi@y= [ J'()log

")

Nous allons analyser maintenantles Notes de M. Cisotti (*). On peut
dire que les idées qui ont guidé M. Cisotti dans la préparation de ses
intéressantes Notes sont en geneése dans une étude de M. Levi-Civita :
Sur les ondes progressiwves du type permanent (*), ou le potentiel des
vitesses est lié & la fonction de courant, et ou l'idée de réflexion
analytique de Schwarz conduit presque immédiatement & une équation
différentielle et aux différences finies qui caractérise les ondes.

M. Cisotti, supposant que dans tous les plans paralléles aux parois
du canal, le mouvement est le méme, est par suite ramené a un probleme
a deux dimensions; il représente le fond du canal par I'axe OX, et
prend OY de sens contraire a celui de la pesanteur. La surface libre /,
a I’état naturel, est horizontale et se trouve a une distance 4 du fond.

Si ¢(¢, x, y) est le potentiel des vitesses et (¢; x, ) la fonction de
courant qui est la fonction harmonique associée, on a

oy J3 oy do
— T =l T (! =+ == =u.

dz — 0y d  Or

(1)

(1) Voir Atti delle Reale Academia dei Lincei, vol. XXVII, 3 et 17 novembre 1918;
vol. XXVII, 2 mars 1g19; vol. XXIX, 15 février, 7 mars et 11 avril 1920.
(2) Voir Atti delle Reale Academia dei Lincei, 15 décembre 1907.
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La vitesse v de la particale fluide estlie a la pression p et a la densité p

du liquide par I'équation

2, %; +—; v?+ gy = fonction de ¢.

P
Comme on ne considére que de petits mouvements, on remarque que
I'équation précédente se réduit a
(2) Ly S ar=r0)
P at !
et que I'on a enfin
(3) A, =o.
Condition au fond. — La section du fond du canal par un plan
paralléle aux parois étant une ligne de flux, on a
(4) =0 (pour ¥ = o et t quelconque).

Condition concernant la surface libre. — L’équation de la surface
libre est définie par

(%) y=h-+n(s, 2),
en supposant% du premier ordre.

En vertude (2),ona

%‘? +gn=o0 (sur la surface libre /).

Cette derniére équation peut encore étre écrite, eu égard a ’hypothése
faite sur =, )

(6) %‘% +gn=o (pour ¥ = h et ¢t quelconque).

Cette derniére équation dérivée par rapport a ¢ donne

2?0
(7) 90 Sor=0°

RISSER 4
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Equation caractéristiqgue. — Introduisons maintenant la fonction
f=e+ i, de z =z + iy et de ¢,

qui doit, en vertu des hypothéses faites sur ¢ et ¢, se maintenir
réguliére, et étre réelle sur I'axe réel.

SiI'on considére le champ S d'une section définie par le fond et la
courbe [ (surface libre), et sil'on fait usage de la réflexion analytique
de Schwarz, on remarque que f est prolongeable analytiquement dans
le champ S/, défini par

—hZyZo et —wlzlw;
on a alors

J(6 z+y)=0(t, 2. y) +ib (¢4, 2, 5),
Stz — iy):?(t, z, y) —qu(t, z, ¥).
On en déduit immédiatement de la, en tenant compte de (7),
02 . . . 0 . .
(7') d—ﬁgf(t,x-a-zh)-l-f(t,x—zh) I+ g d—y;ij(t,x-{—zh)—f(t, x—zh)i:—.o.

Comme f est une fonction analytique, on voit qu’a (7'), on peut
substituer

(8) o £ty 5+ ih) + f(t, 5— ih) | + ig o) f (1, 5+ k) —f(t, 5 — ih) | =o.

Cas d’un canal peu profond. — Développant les fonctions
Sf(t, z4-th), f(t, 5— k),

d’aprés la formule de Taylor, et ne conservant que les termes du
premier ordre en /&, I'équation (8) se transforme en

o f 92
Pra —gh 052

:07

qui a pour solution

=/ (z+ct)4f2(z —ct) (avec ¢ =\/gh).
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M. Cisotti trouve que

¢ =fi(5+ ct) + fo(z — ct)
et

n=—S(fi(z+ct)—fi(z —cr)]  (poury=h).

[+
g
Sil’on a en vue que les ondes d’émersion qui correspondent &

p=0 (pour t = o),
on voit que

fi@) +fa(@)=0,  doi  a=—_[fi(z+et)+fi(z—ct)].

Quant a la fonction f, on en voit immédiatement la signification; en
effet, si I'on désigne par n, la dénivellation initiale, on trouve que

4 " y 1
no:—gxzf‘(x), d’ou n:;['qo(x—-}—ct)—{—no(x——ct)].
Canal infiniment profond.— Sil’ontransporte les axes parallélement
a eux-mémes au point x =o0, ¥y =~A, c’est-a-dire si I'on change z
en z + th, 'équation caractéristique (8) devient

%if(t, z +2th) + f(¢, z)!—i—ig_(;)_zgf(t, z+ 2th) — f(t, 3) | =o.

Ceci posé, supposons que f ainsi que sa dérivée par rapport a z (qui
comme on le sait définit la vitesse) s’annulent a l'infini, et faisons
croitre A indéfiniment, nous obtenons

a2 . 0
mf(t’ z)“‘lgd—z'f([7 z)=o,

qui est, ainsi que I’a fait remarquer M. Levi-Civita, I'équation caracté-
ristique des ondes de Poisson-Cauchy ().

(") Voir M. Tonoro, Résolution du probléme des ondes de Poisson-Cauchy (Atti del
R. Ist. Veneto di Scienze Lettere et Arti, t. LXX1II, 1913, p. 545).
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Canal trés profond. — Le cas d’un canal dont la profondeur est
trés grande, sans étre infinie, a été étudié par M. Palatini (*).
L’hypothése spécifiée se traduit analytiquement par

» 92
(9) d___ﬁgy-*-gﬁ:o (pour y == h).

Cette équation, en tenant compte de ce que

o
dy>

02? ¢
T 0z dy oz

peut se transformer ainsi qu’il suit :

a3 02
_—dtzgx-*—g'&?tzo (pour y = k),

qui, en vertu des valeurs de ¢ et ¢,

o(t, 3, y) = = f(t, T+ iy) +f(t, 2 —iy)},

$(& 2, 5) = Z{f(6, @ +iy) — f(t, 2 —iy) |5
devient
o S (6 @ ih) — f (&, & — k)| +ig 2} [t @+ iR) 4 f(t, & — k)| =o;

f étant une fonction analytique, la condition relative a y = A peut étre
transformée par la substitution dez a x :

93 . . .02 . .
Srrgn 1 (6 2 ih) — f (6,2 — ih) | +ig 521 (4,5 + ik) 4 /(1,5 — ih) | =o,

dans le champ S.
Ceci posé, dérivant deux fois par rapport a ¢ I'équation caracté-

(1) Swlla Influenza del fondo. nella propagazione delle onde dovute a perturbaziont
locali (Rend. del Circ. Math. de Palermo, t. XXXIX, 1915); Studio asintotico del pelo
libero (1bidem, t. XL,.1915).
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ristique (8),

i . . . 03 . .

9 ‘ fle, z+1ih)+ f(¢, Z-—lh)t—l—tgm‘f(t, z+4th)— f (1, z—th) t =o0;

du faitde1l’élimination de d; » entre les derniéres équations, on trouve
dt" {f(t,z+th)+/(t,~—th)‘+g gf(t s+ ih)+ f(t, 53— ih)|=o.

En transportant les axes au point x=o0, y=~Ah, c’est-a-dire en
changeant z en z -+, on remarque que I'équation précédente se
transforme en la suivante :

W gf(t,.,—i—zzh)—{—f(t u),+g f(t 3+ 20h) + f(¢, 3) | =o.

Sil’on admet que pour /4 trés grand, fainsi que ses deux premiéres
dérivées par rapport a z s’annulent pour ¢ quelconque, cette derniere
équation prend la forme

otq f( t?
qui n’est autre que celle trouvée par M. Palatini.

Canal de profondeur k. — On a vu que dans un canal a fond plat
de profondeur 4, le probléme des petits mouvements est défini par
I’équation

(8) dt“f(t x—+th) + f(¢, V—zh)‘—klgd 1 f(t, s +ih) — f(¢, 2 — th) | =o.

Cette fonction f est holomorphe dans le champ de la variable complexe
entre y =— h et y =+ h, et doit étre réelle sur 'axe y = o. Si I'on
fait £ =1, on voit de suite, aprés développementde la fonction f(¢, z)
suivant la formule de Mac-Laurin, que I’équation (8) peut s’écrire :

o

(10) L} fans (5 )+ ugals— D) g 5| fals D)~ fuls — )] {=o,

0
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avece

£t 5)= X 2 fula):

[

L’équation (10) devant étre satisfaite quel que soit ¢, on en déduit

() Faga(5 ) - faga(5 — ) ig g [fal5i) — falz — )] =0

(aveci=o0,1,2,3,...).

Cette équation (11), linéaire aux différences finies, permet de cal-
culer f, oun > 2, lorsque I'on se donne £, et f,.
La fonction £,(2) = 9,(x, y) + iy, (x, ) doit étre réelle pour y = o.
En se reportant aux points dey =1, on remarque que

<p,,=£[/},(x+i)+f,,(x—i)] et ‘Pn:fi[fn(x-i-i)—fn(w——i)i-
Si I'on fait z=x dans (11), on trouve

d
(12) %+2=g$'3¥n (pour y =1).
Comme on a

+= 3 " ;
q,”:;_“f_w %logcthz’—;(«z’a—-”)dxi(')v

a . . . .
on remarque, en admettant que af- soit une fonction de point qui,
1

pour y =1, soit continue et dotée d’une limite supérieure finie, alors
que ’on fait croitre I’argument indéfiniment, on trouve que (12) peut
s’écrire

+ ©
(13) Pny2 = £ i g—%log cth? g(x.—x) dz, (pour y =1),

ou cth désigne une cotangente hyperbolique.

(') Voir Note de M. Levi-Civita, Transformation d’une relation fonctionnelle due a
Dini [ Rendiconti, vol. XX, 1911, p. 293 et 381 (hypothése a)].
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La fonction £, , (z), dans le champ intérieur — 1S y 1, étant définie
par

A dz
(14) Saya(3)=— nyr ———— ('),
+2(s 2‘/—"’?-‘-01’1;((3———2)

il en résulte définitivement que les coefficients f, (z) du développement
de f(t, z) sont déterminés au moyen des formules (13) et (14 ), lorsque
I'un se donne les valeurs de ¢, et 9,, pour les différents points de y =1.

Si I'on étudie le probleme des ondes d’émersion qui correspond
a ¢, = o0, on reconnait que toutes les f,, sont nulles et que I'expression

de f(¢t,z) se réduit a

©

769) = X e oo (5

(2n 41

dans laquelle les f£,,., dépendent de ¢, poury = 1.

Equation de la surface libre l. — Soity =1+ 1(t,x) I'équation de
cette surface a I'instant ¢ (1 étant la profondeur du canal); on a

L

¢ _
5 (poury=1)

> tll
o= wren
[

et

Dans ces conditions,

g2t i
2n'?2rz+x+2 (2n+1)'?2"+2 (pOuryzl).

L’expression de ¢, , déterminée au moyen de la relation (13), étant
intégrée par parties, conduit a

+ o
2
8 &
o dz?

Pnpe= ¢a(24)log cth?(z, — z) dz,.

(1) Voir Paratini, Rend. del Cir. Palermo, vol. XXIX, 1915, p. 373.
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M. Cisottt introduit une fonction A de x qu'il suppose finie et

continue a distance finie et finie pour x = == w0, ainsi que ses dérivées,
et considere I’expression

[A] = ﬁfl(x.)Logcthz 2(20— ) day,
puis
A =I[I[A]},  PB}=I[[7]],...

~

d’ou il déduit

dr

am—i[22)
Sil’on convient de prendré I°[A]==1, il en résulte que
Pan == d_aj;lzl" [90] et Pony = Eg—:f; [LICE
et
o o

.

. . aJ
9, et ©, sont les expressions respectives de ¢ et

Mt

5; pour t=—o0,etn, est
la dépression initiale au-dessous de la surface a I'état de repos y =1.

¢, étant égal a (—v,), il résulte des équations d’itération que I'on a
I"[]=—g1*[m).
Si I’on traite le probléeme des onides d’émersion ¢,=o0, et ’on a
pour expression de m

mﬂ 2n 2n
(16) 71——‘2‘ mml [m0],
)

qui donne le profil de I'onde, lorsque I'on se donne le profil initial.

M’inspirant tout spécialement du dernier Mémoire de M. Boussinesq,
jai abordé dans mon modeste essai I'étude des maxima et des minima

au point (x,z), en supposant que 1'on ne considére que les ondes
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cylindriques, aprés avoir repris au point de vue numérique le mouve-
ment propre d’une particule-fluide dans un cas concret.

Dans la deuxiéme Partie concernant un milieu indéfini en tous sens,
j’ai tenté I'étude du mouvement dans le voisinage du centre d’ébranle-
ment, étude qui n’avait été faite jusqu’alors que dans le cas des ondes
cylindriques. En assimilant le corps immergé a son paraboloide oscula-
teur, j’ai montré que si ’on voulait serrer le probleme de prés, il y avait
lieu d’'introduire des termes secondaires auxquels se rattachent des
polynomes dérivés des polynomes de L.egendre. Revenant sur I'expres-
sion initiale du potentiel des vitesses donnée par M. Boussinesq :

g o2 12
©o=2 : z, Y, 3o da
= [ 1 (5 re)e ()

j’ai fait voir que la méthode dont ce savant géometre avait fait appli-
cation au cas de deux dimensions, pouvait donner I’expression des dif-

férents termes de ¢. Je signale aussi un rapprochement des formules
de Cauchy et de M. Boussinesq, au sujet de la dénivellation a la surface,
en partant d’une transformation indiquée par M. Boussinesq dans son
Traité des potentiels, et enfin une détermination rapide du potentiel
des vitesses dans le cas du paraboloide de révolution. Apres avoir
justifié la théorie des images, en suivant 'esprit du dernier Mémoire de
M. Boussinesq, j’ai, dans la troisieme l'artie, en étudiant le cas d’un
canal de largeur limitée et de profondeur infinie, donné les formules
caractéristiques de la dénivellation a la surface et en un pointx,y, z,
et montré qu’en premieére approximation, la dénivellation est indépen-
dante de y; j’al complété cette partie spéciale par une application nu-
mérique. M’appuyant surles résultats d’'un beau Mémoire de M. Appell,
j’ai donné la valeur du potentiel dans le cas ou le corps est immergé

. PSR a b
dans un bassin parallélépipédique <ac =t yr==%- = c>> et
montré qu’une telle méthode peut étre utilisée dans le cas ou I’on sup-

pose a fini, avec b infini, et ¢ fini ou infini.

RISSER

(9]
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Choisissant pour le potentiel des vitesses unefonction ¢, (x,y, £).9,(2),
ainsi que I'a fait Poincaré dans un certain cas de I'étude des marées,
J’ai, en supposant le bassin parallélépipédique, trouvé pourle potentiel
des vitesses une forme, dont il est possible de déduire, en supposant
la longueur et la profondeur infinies, la forme classique relative au
milieu indéfini.

J'ai enfin, dans une Note complémentaire, esquissé une étude du
mouvement des particules autour de leur position d'équilibre dans
I'hypothése des ondes, cylindriques, en considérant le mouvement
afférent a I'un quelconque des potentiels partiels, et analysé le phéno-
meéne résultant, alors que le temps écoulé depuis I'origine était petit
ou tres considérable.

PREMIERE PARTIE.
EQUATIONS DU PROBLEME.

Supposons un liquide incompressible contenu dans un vase a parois
fixes; ce liquide étant primitivement au repos, nous le mettons en
mouvement par une cause agissant sur une partie de sa surface libre et
pendant un temps trés court; dans ces conditions, on sait que le phé-
nomeéne dépend d'un potentiel des vitesses. Prenons, pour étudier le
mouvement des ondes, trois axes de coordonnées rectangulaires ; le
plan £Oy est confondu avec le plan de la surface libre au repos, et
I'axe Oz vertical dirigé vers le bas. Nous désignerons par ¢ le potentiel
des vitesses, paru,¢,w les composantes de la vitesse d’une particule
et par g 'accélération de la pesanteur.

Nous savons que 'on a
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Le fluide étant incompressible, I’équation de conservation des volumes
(ou équation de continuité) donne

o 0%
oz? W

020
—+ T; =o0 ou Ayo=o,
équation indéfinie que vérifie la fonction ¢ en tous les points du fluide
et a toute époque.

Les parois du vase étant fixes, la dérivée du potentiel, prise suivant
la normale, est nulle aux parois. Les équations d’Euler conduisent de
plus a la relation Q

Yo \ 2 ] 2 o\ 2
f=er= 56+ () (D))
qui est également vérifiée a toute époque en tous les points du fluide,
relation.ou p représente la pression en un point (z,y, z) et p la den-
sité du fluide.
En vue de simplifier les formules, nous choisissons avec M. Boussi-
nesq les unités de fagon a rendre égales a 1 la densité p et I'accélération

g de la pesanteur; si donc 'on admet que les carrés des composantes
de la vitesse sont négligeables, I’équation précédente devient

(1) p=s—

SE

L’action d’une pression constante s’exercant en tous les points d’un
fluide n’a aucune action sur ses mouvements; nous pouvons donc
supposer nulle la pression qui régne au dessus du fluide. Dans ces
conditions, nous aurons a la surface libre

(2) 53— —- = o.

Soit A = f(x, y, t) la dénivellation de la surface libre au temps ¢;
I'équation (2) s’écrit
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, . oo . .
Dans cette equation, —(ﬁ— est prise pour des valeursde zun peu variables,

mais A étant toujours trés petit et ¢ continu, nous pouvons au second
membre remplacer z par zéro.
Ala surfacelibre z=4; on en déduit, en suivant une méme particule

dans son mouvement,

oh oh oh

(V:d—t+u5;+9@-‘

Nous avons admis primitivement que u, ¢, i étaient des quantités

\ . . \ oh _Oh
tres petites; admettons qu’ilen estde méme pour 5~ et 3, °u les pentes

a la surface. On a alors :
oh
A== —
ot

Nous avons dit aussi que, pour les points qui sont a la surfaee, nous
pouvons, dans ¢ et ses dérivées, prendre z = o; tenant compte d’une

P . a .
part de la valeur de w donnée ci-dessus, de w-—-:oi;, et de la relation
9%
h— (;37
surface

> on obtient immédiatement I'équation de condition a la
cmo

do _[0%
&.)Z:O_‘ a2 2=0

Pour achever de déterminer ¢, nous avonsles données d’état initial,

quicaractérisent, soit les ondes par émersion, soitles ondes d’impulsion.

Dans le premier cas, le mouvement sera produit par 'enlévement
brusque d’un solide : pendant le court espace de temps (det=—c¢ a
t=0) que durera ’enlévement du solide, les ordonnées de la surface
libre du fluide ne seront pas modifiées d’'une maniére sensible; nulles
hors de la région que touchait le solide, elles seront, dans cette région,
égales a celles de la surface ui limitait inférieurement ce corps, et
nous les supposerons données en fonctionde x et y. De plus, la pres-
sion exercée a la surface qui, pour t = — ¢, était égale a o d’apres
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I'équation (i), variera de / a o dans l'intervalle de tempse; la méme

”

(o 09 N
formule (1) montre que la dérivée 5, comparable & % seulement, ne

pourra, durant ce méme temps ¢, faire prendre a la fonction ¢, initiale-
ment nulle, que des valeurs de 'ordre de /¢, négligeables dans les cal-
culs ou paraitront an premier degré /£ ou ses dérivées partielles. Les
données initiales caractéristiques des ondes d’émersion, exprimant
‘état du fluide a I'époque ¢ = o (fin de la période préparatoire durant
laquelle s’engendrent ces ondes), consisteront a poser

©p=0 et h=f(z,y) (pour ¢ = o),

©, étant la valeur de 9 a la surface libre, et f(x,y) désignant les' petites
ordonnées primitives connues de la surface.

Dans le cas'des ondes par impulsion, le mouvement résulterait de
pressions variables exercées a la surface libre de t—=-—cat—=o; les

conditions initiales caractérisant ces ondes seraient définies par

[eo=TF(z, y) et h=o] (pour t =o0)

F(x, y) étant une fonction connue. Si I’on faisait intervenir simultané-

mentles deux systemes d’ondes, les conditions initiales seraient définies
ainst qu’il suit :

qo=F(z,y) o h=f(z,y) (pourt=o).

(voir Application des potentiels de M. BoussiNesq, p. 580 et 648, 649,
650).
Ce géometre a d’ailleurs montré que si, dans’expression du potentiel

des ondes par émersion, I’on remplace f(x, ¥) par F(x et que I'on
P ’ p ) ). ). 1

()3 [ 7o 7 ] vr
prenne 57, cette derniére dérivée n’est autre que le potentiel ¢, afférent

¢
aux ondes par impulsion, qui répond aux conditions énoncées.
Nous allons étudier maintenant les ondes par émersion dans le cas
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ou la profondeur du liquide, ainsi que ses dimensions horizontales,
peuvent étre regardées comme infinimentgrandes. Dans ces hypothéses,

. . . .. a L, e \
il faut substituer a la condition 5% =o0 (dérivée normale de ¢ a la pa-

roi du vase), la condition pour ¢ de s’annuler asymptotiquement lors-
qu’on s’éloigne indéfiniment de I'origine des coordonnées. Pour ¢ trés
grand, le mouvement s’éteint ou encore ¢ et ses dérivées s’annulent;
cette derniére hypothése n’est d’ailleurs qu'une déduction des condi-
tions précédentes. En effet, le probléeme est déterminé sans elle, et si
¢’était une condition nouvelle, elle rendrait le probleme impossible.
Or le fait méme que nous obtiendrons sa solution montre qu’il ne
I’est pas.

Posons
02
a2’

|
I
-6

QJ,QI
w -G

T est une fonction harmonique puisque ¢ en est une; elle est nulle ala
surface libre et nulle aussi pour tous les points trés éloignés de 1'origine,
ou ¢ tend partout vers zéro. Il en résulte que 7 est nulle en tous les
points de la surface fluide, par suite que I’équation

99 d*o

0_50 02—

est une équation indéfinie.

M. Boussinesq a d’ailleurs montré (Application des potentiels,
p- 583) que les équations

.-()z 2

0z

Y

<}

T—0 et -+

i

= O

Y

t

sont équivalentes, eu égard aux relations qui les accompagnent.
D’autre part, dans tout le fluide I'on a

p=35—75;

at’

dérivant cette équation par rapport a ¢, en suivant une méme particule
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fluide, nous aurons en négligeant les quantités du second ordre

ce qui revient a dire qu'une particule fluide supporte la méme pression
3
pendant tout le mouvement.
Désignons par Z I'ordonnée de la particule a 1'état final de repos,

nous aurons

p=1L;
comme a tout instant,
_ 9
P=2—3p
on en déduit
do
2=

cette différence (z—7), qui se nomme la dénivellation de la particule a
I'époque ¢, est désignée par /. 1l en résulte que, a chaque instant dans

b . a . , .
toute la masse ﬁ’mde, onah= 5(5, relation trouvée ci-dessus pour la

surface libre.
Nous avons vu que, dans toute la masse fluide, on a I'équation

mdéfinie
ot 027

w T

qui devient, en tenant compte de la valeur de 7,

02 Jd%o

9 o — O

Il v a lieu d’observer qu’a 1’époque ¢=o0, ou ¢ s’annule partout, et
y q poq : ? p )

.. o do . , o
ouil en est de méme de 3o la relation T = o se réduit a

02?
3?2.20 (pour t = o).
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Intégration des équations obtenues dans le cas ou l'on fait abstraction
d’une des dimensions horizontales du fiuide.

Supposons le liquide dans un canal et mis en mouvement par
I'émersion d’un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires a
la longueur du canal. Le liquide étant primitivement au repos, et le
cylindre tres peu enfoncé, soit z = f(x) I'équation de la section
droite du cylindre immergé.

Les équations du probléme sont:

i, 2 4
<|> .d__;?.+_.(.)_.i=0’

att dx?
(2) A0 =o,

avec les conditions

— 29 99\ _ e
® =0, Gz = O <—>z:0___/(x) (pour t =o0),

at
g 4 99 ss orand
®=o0, PP PPl %0 (pour ¢, x ou z trés grands).

Nous remarquerons que les équations indéfinies (i) et (2) ne contien-
nent que des dérivées d’ordre pair; alors que la premiére fait inter-
venir une dérivée d’ordre 4 en t et une dérivée d’ordre 2 en .x, dans
la deuxiéme, il n’apparait pas de dérivée par rapport a £. On est
donc conduit & chercher comment ¢ dépend dex etdet, sans se préoc-
cuper de z.

En suivant la méthode de M. Boussinesq (A pplication des potentiels,
p- 593), prenons la fonction

L *° ) 22 X o2
o=/ (e %) 42 (e=%)]

dans laquelle o est une variable d’intégration, x et ¢ sont considérés
comme des parameétres, et ou les fonctions arbitraires 7 et ) sont assu-
jetties seulement a donner a I'intégrale et a ses dérivées des valeurs finies

etdéterminées. Il nous faut choisir ces fonctions y et ¢, de telle maniere
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que ¢ vérifie les équations du probléeme et tout d’abord (1). Cal-

culon 9% etd-g'
b<9r oL
do ” o? ) o2 ',( 2 td
o =) P E) T w“) \az) 2
posons
g=2  don  dB=— L da
Il vient

[ D)ol (2

07
Calculons de méme d—f, et revenons aux anciennes notations :

5= (e 3) (=)o )

on voit immédiatement que I’on a

d"@ ” " mz " ag " t:‘
i | s) (e =5y ()=

.wl—e

et

L’équation (1) devient donc

(3) fo‘” [x" <x + %r)) + " (x—— 7_22>] [4/’ <2—i—)> + & (2%;)] da = o.

Nous choisissons ¢ de fagon que Ia quantité sous le signe somme soit

2

. : t
une différentielle exacte; pour cela nous posons o =Y etnousprenons

(4) Y +dm=—==

L’équation (3) s’écrit alors

o)) a(5) =

RISSER 6
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le premier membre s’intégrant immédiatement, cette équation s’écrit

) ! oy 12 . ! I ag a=m_—-
(e %) == 2)[ =

Pour oo =o0 la quantité entre crochets est nulle; x étant fini, il reste
a vérifier
£ (+ o) — 7 (—o0)=o.

Comme ¢ doit étre nul pour & ===oc, on est conduit a prendre
% (E£ ) =o,

condition qui entraine la précédente.

Il faudra donc choisir pour y une founction qui s’annule pour les
valeurs infinies de la variable.

Revenons a I'équation (4) que doit véritier J(y) avec les conditions
4‘('0)=07 ‘P'(O>=0,
qui entraineront les conditions d’état initial

029
02

¢ = 0,

: =0 (pour ¢ = o).

Cette fonction ¢ (y) a été étudiée par M. Boussinesq (Application des
potentiels, p. 594 et 604 ; Cours d’ Analyse infinitésimale, t. 11, fasc. II,
p- 266). Nous nous hornerons a mentionner les résultats.

Ona

Vi
1109, =/ sin (y — p*)dp;
0
cette fonction ¢, qui se réduit pour les trés grandes valeurs de y a

py =L sin(y— T
i (Y) 5 sin <Y 4))
peut encore s’écrire

£l
| ™, . —2m Y 5
d(y)= 5 \/; (sin~ — cosv) +/ e ""Tcosm? dm.
: ) 0
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Signalons enfin le développement en série de 4 (v),
O 7 I

l'J( /):_I_ (\/2_Y)3_ (\/Z—Y)7 B N (\/2_7)”1—” B
T ') \/E 1.3 1.3,5.7 ve e ].3.5...(4”—,—3) cee |

et rappelons la valeur de I'intégrale définie suivante :

® [ (&)=

Il nous reste maintenant 4 déterminer la fonction .

On doit avoir

g—c‘;:/(x) (pour 3 ==0 €t £ =0);

eu égard a '’expression de 9¢ our t = 0, on trouve
g < p at p . )

f(.z‘):zx(x)f +'(§;>dﬁ (pour 5 =o, t=o0),
0

soit, en vertu de [5),
_ Y (x)m
S(=) A
ou

21/
7T

y(z)= f(=z) (pour 5 =o0).

En réalité, y dépend aussi de la variable = qui a été traitée jusqu’ici
comme une constante.

Considérons avec M. Boussinesq la fonction

o 2 2 \ 12
S DS TOR

regardée comme fonction de x et de z, cette fonction ¢ doit étre hax-
monicue. Elle le sera si’on choisit

d'/“:-:o.

2
032

0%
Az(X):FJé -+

Si la fonction 7 s’annule pour x ou z infini, il en sera de méme de o.
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La fonction y (.x,z) doit étre harmonique, s’annuler a l'infini, et
prendre a la surface des valeurs données en raison de ce que

2y/a

™

y(z.0)= f(z).

Nous sommes par suite conduit a la représenter par un potentiel

2/a

2
Gl

d’une double couche de densité =X~ /(v ), étalée surl’axe des .r.

Nous prendrons

X(x? 3)= 27t/32[ 2 :(Z;(Ei §>2 d&,

ce qui nous donne pour la valeur du potentiel des vitesses

©) =22 f_:w~*+(5f(i)z o

2
ke 0

e O

La fonction ainsi trouvée vérifie toutes les conditions du probleme;;
elle est bien déterminée, et admet des dérivées partielles que I’on peut
calculer par les procédés indiqués ci-dessus. Pour les démonstrations
relatives a ces divers points, nous renvovonsle lecteur a I'un oul’autre
des deux ouvrages déja cités de M. Boussinesq.

Etude du mouvement.

Propagation du mouvement dans le sens wertical. — Nous allons
étudier la propagation du mouvement dans le sens vertical, en nous
placant dans I'hypothése ou 5 est négligeable devant x ou z. Si 'on dé-

REEPA
signe par S l’expression/ /(é) dZ ou l'aire de la section droite du
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cylindre immergé, on voit de suite, eu égard a I'’hypothése faite sur &,
que I'on a pour la valeur du potentiel

2y/2 ” z z ¢
(7)  ¢=-55 “2>2+z2+( “2>2 ¢(za?>d“'

0 z2+<x+— x— —
2 2

On remarque ainsi que la forme du corps n’intervient pas et que le
mouvement est indépendant de cette forme.
Si 'on suppose que le point considéré soit sur la verticale x = o, la

, . . . . PR 0?
dénivellation pour ce point sera définie par £ = 5% ou

iW/2S ” 2\ ¢
_4\,2 z 1 f 2
h = — [ 0_241 (20(2) wdoc.

324 —
4

. . [4 1 e
Faisons le changement de variable 3 =~ et posons z =_v¢*; il vient

ainsi, apres un calcul simple,

: _ 4vasy? B g
(7) =20 By (B e

Pour un observateur, se déplacant sur la verticale de haut en bas
d’'un mouvement uniformément accéléré, d’accélération v, les dénivel-
lations de la particule fluide sont données par I’ expresswn définitive
de A, ou n’apparaissent que z et y, et sont inversement proportion-
nelles a z, ou encore a t*; pour une valeur donnée de z, A n’est fonction
que dey. On peut donc dire que le mouvement de propagation dans le
sens vertical est uniformément accéléré; 1l en est d’ailleurs de méme
sur toute droite partant de I'origine des coordonnées.

En suivant une méthode inspirée par M. Boussinesq, M. Rousier a
raleulé % en écrivant Ia formule précédente ainsi qu’il suit :

,Lz_s_[,_@f“’ () a ]
r T . 1—]—’\/‘2 I 2
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et en remplacant 'intégrale

5:./0 I—i—Y?» l)( )
sl dv V. V2
5—\/2[ -I—m[ (,()5(1 —}12)d}l~,

n
apres le changement de variable —;— =v, etla substitution de
V2

par

]
V2 B2 P
f cos<r—)——w) du  a ;'<i),
. 2

grace au nouveau changement de variable v=p cosw, 1. = psinw, I'ex-
pression de J prend la forme

g
n
1 cos(a)\ COS2 W
= > - da, avec A= -
2\/27 , cos*w 1+ 27C08?w

Tenant compte de ce que

/ COS(OO\)doczT—:e“)\,
S, 1+l 2

et remplagant tangw par p, on trouve finalement

1
T . 1
8= q_e"qf e”7dp, avec q= >
z\/z 0 27

d’ou, pour 7,

25y q 7’ 7"
(8) ’*-w[z g¢ “(‘+:§+1.2.5+'“+m+"'>]
(woir Theése de M. Rousier, p. 26 a 29).

Etude du mouvement sur toute droite partant de Uorigine des coor-

données. — L’emploi de la formule (7) et de la relation / =g—(5 donnant
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la dénivellation conduit a

828z [/~ g B B2
/l: ) ! =
02 /0 [4]8652_*_(9‘;521-_*_[2)2+43';52_*__(2@2‘2-__[‘.‘)2]YI<2>dg
<avec£:§>.
o

5 . 1 . .
En posant z=rcosl, x =rsinf et r = ,vt*, Uexpression de / prend

la forme

/— Y
(9) /,,:_—Mf B
w2 p Biy242@32ysinf +1

= z(gy sine_{_l) 4»(@23) dg.

Le développement en série de 'expression donnant la dénivellation

en un point quelconque de la masse fluide a été obtenu par M. Rousier
en calculant les deux intégrales constitutives de 4, par la méthode des
résidus, et est représenté par :

n =1

S ) cos(n—+1) 24 cos(2n +3)8
(10) h_n—rgcose—-z [Y2’1+'l.3.5...(4ll+1) _'\(2""‘2_1':3.5.?4;:\3] )

n=¢0

Cette série, étant uniformément convergente, peut étre intégrée
terme a terme par rapport at et donne pour ¢ I'expression suivante :

-6

St z (z2—ax)* (3 —3z2%)t*
w |2 452 6(a+ z%)? + 6o(z2+32)8 |

™
quin’est autre que le potentiel des vitesses de Poisson et Cauchy.
Eu raison de la convergence uniforme de la série (9), on peut faire
[ . . , . . .
=0 et H = = et ’on obtient suivant les cas la dénivellation en un point
> P
(0, z), ouen un point (x, o).

En faisant § = E dans la formule (10), on trouve

, B S n=o ) .
(107) h= -—,Z (=0 w3 )
n=0
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9

< T t-
ou encore, apres remplacement de > par ;’-_,
i

2 t2 3 t2 5 ]
slz G (5)

mrl 1 1.3.5 1.3.5.7.9 "

b

qui n’est autre que la formule obtenue par Poisson, Cauchy et
M. Boussinesq (voir Cours d’ Analyse infinitésimale de M. Boussinesq,
t. II, fasc. I, p. 504).

La dénivellation afférente & un point (o, z), a pour valeur

., S I 1 I
(1) h*'z-;(]—?_i_1.3Y2—1.3.5Y3+"')’

qui correspond 4 6 = o dauns la formule (10).
[’étude de I'équation (10”), montre que la particule fluide qui, au

temps o, avait une dénivellation égale a—,va s’élever a un certain

niveau, en passant au-dessus de son niveau final; elle redescendra
ensuite pour atteindre sa position d’équilibre finale au bout d’un
temps treés long, mais ne repassera jamais au-dessous, et n’oscillera
point autour de ladite position.

Sil’on étudie maintenant ce qui se passe pour une particule (& = z),
on constate que le mouvement commence de bas en hauten partant dela

, . . S . . .
dénivellation 7 puis, aprés un maximum, le mouvement est descen-
T&r\ 2

dant, et enfin ascendant pour aboutira A=o0; il y a donc un maximum
et un minimum pour /.
11 était intéressant de montrer qu'un tel phénoméne se produit en

. . 1o Ry T . , . .
tout point x, z; oril a été vérifié pour la valeur 7 de 0; il était donc utile
. T T . T
de le constater pour une valeur de § comprise entre 7 et soitz par

exemple.

Sil’on pose %: A, on voit de suite que

Oh _O0hdN _ 9dh ¢ 3
Er N Tl (““ =)
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et encore

dh S t 9 _cosﬁ 2 “Wenticos(an +2)8  APF2cos(an 4+ 3)6\1] .
=2 (—== e :

dans cette expression on a remplacé les produits

1.3.5...(4n+1), 1.3.5.. (4n+3)

par les symboles 4n+1, 4mn—+3
’ . oh
L’expression de 5 a pour valeur

n=—mw

oh St (2n +1)K2cos(2n—+2)90
(11) = D, | RRALElrER)
“ 4n—1—\1

n=>0

. (20 4 2) X2+ cos(an + 3)6
4n—+3

ks

Orsilon fait = 5> on voit que ’expression E se réduit a la série

B - N -
— A2 é/\3 o —6—/\5 J*)\G
1 a2k 2 2 SN 2 2
(12) —_ === — = — ==
2 3 D 7 9 11 13
9)\3 10)9
8n7 2 2 SOl
+ — - pr— + —— T e e »
10 1y 19 21

Les maxima et les minima de A correspondent aux zéros de cette
série.

Pour aborder I'étude des racines, nous ne prendrons tout d’abord
que les sept premiers termes et considérerons ’équation

(AN |

I A

y ),
‘__—‘—+—:'——:"—+——.——+-T—T-J——=()
13 11 0 7 5 3 E

qui présente quatre variations et par sunite peut avoir o, 2 ou 4 racines
positives, racines qui sont les seules intéressantes au point de vue
mécanique.

RISSER
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Cette équation peut s’écrire

. 1 C . ~. s - N
F(2) = =i (0,259%0 2,886 — 52,914 4+ 190, 4613
( *

100022 — 6.666,66% 4+ 3000) = o,

Considérons I’équation dérivée

5.3 4.5 . 3.2, 37
RARGY L AL Az—l——::
13 11 9 7 5

=0,

2
3
qui peut encore étre mise sous la forme Y, =Y, apres avoir posé

9 PO
5 (2X'+7k’“is‘\)
Y= = (2141951 — 2860) et Yo=— .
I;j * 55 -

|

Les équations Y, = o et Y, =0 ont respectivement pour racines :

(pour Y,) —17,20, 0, 7,01;
(pour Y,) — 3,39, 2,0Q.

Tl est facile de voir en construisant les courbes

X .
Y, = —3— (21 1% + 195% — 2860),
1

_(m+7)\_ @)
35 ’

Y, =

qu'il n’y a qu'un point dans la région positive des 2, répondant a la
condition Y,=1Y,, et correspondant & A=y. La dérivée F'(Q)
étant négative de k=0 a A ="y et positive au dela, il en résulte que F (%)

décroit jusqu’a un certain minimum, puis croit jusqu’a —+ oc.

Comme F(o)=0,5 et F(6)= 0,809, on en déduit, eu égard aux
considérations qui précedent, que I’équation F (1) = o a deux racines
comprises entre o et 6.

Lies substitutions des nombres 1, 4 et 5 fournissent les résultats

suivants :

F(1) =— 0,0)25, F(4) =—o0,301, F(5) =+ o0,047,
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et permettent de trouver immédiatement les valeurs approchées des

racines
M=0,00 et dg==4,87

Adjoignons maintenant aux sept premiers termes de la série les trois

termes qui suivent, et considérons la nouvelle équation

G =Y, +Y,,

avec
Ys=F(),
e
N
Y'. - = 2_ —_——
19 I7 10
Les solutions de §(%) = o correspondenta Y ,=—7Y,. Or comme

I’équation Y, (1) =0, en plus de la racine o d’ordre 7 et d’une racine
négative, n’a qu’une racine positive comprise entre 1 et 5 et inférieure
a la plus grande racine de Y, (1) = o0, on voit de suite, grace ala cons-
truction des courbes Y,(%)=o et Y,(A) = o, que (%) =0 n’a que
deux racines positives qui sont trés peu inférieures a celles de F (%, = o.
Cette méme méthode, qui peut étre suivie de proche en proche,
montrera que la série n’a que deux zéros relatifs a des valeurs posi-
tives de .
Soit /4, la dénivellation au temps o qui n’est autre que

S (1:) 1 S
—cos| 5 J=—- —-
r 3 2 r

La dénivellation correspondant a la valeur A, = 0, go nous donne

S 1 S
hy= — x - 4+ — X o0,21.
T™r 2 r

d’ou

S
fiy—ho=0,21 —-

7

1 - t2 . .
Comme on a - = A= _; le temps ¢, mis par la particule pour passer
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de la position &, a &, est égal a
ty = \/"2—1‘7\_,:: 1,34\/;.

On se rend parfaitement compte du mouvement de descente de la
particule dans lintervalle (o, ¢,), puisque dans le champ (o, %,) la
série (12) constituée scus le signe £ dans 'expression de 3’; est négative
et que %est positive. La dénivellation %, relative a la valeur de k,= 4, 87

est égale a

S | S S
hy= — > - — — x 1,10 =— — X< 0,00,
wr 2 ™~ =~r

a cette méme valeur 4, correspond le temps
— \/2)' > 4,87 = 3,13\//;.

En définitive, une particule qui était en A, alors que le solide n’étaut
pas-introduit, vient prendre place en B a partir du moment ou le corps
qui avait été immergé est complétementenlevé, ¢’est-a-dire ala fin dela

]
60
TD
]
1
]
!
’A
o' N
84
e

Fig. 1.
période (— ¢, o) considérée au début de cette étude (établissement des
équations du mouvement); la particule passe de B en C au bout du

. . S
temps ¢,, puis remonte jusqu’'en D avec AD —=—o0,60 —> et enfin

rejoint la position A au bout d’un temps extrémement long.
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Il n’est point sans intérét de rappeler que Poisson avait prévu le
mouvement au début qui est une élévation pour tous les points qui se
trouvent en dessous des deux plans inclinés sous 'horizon de 45° et
passant par la génératrice immergée du solide x — £dontl’enlévement
donne naissance aux ondes; pour tous les points situés au-dessus de
ces plans, le mouvement débute par un abaissement de la partic—'~
comme nous venons de le vérifier ici.

Du mouvement des particules situées initialement dans le planz = z,.
— Poisson, Cauchy et M. Boussinesq ont déterminé pour un instant
donné les points les plus élevés et les plus abaissés de la surface fluide,
qui sont les sommets des ondes apparentes qui se propagent a cette
surface.

Si I'on pouvait distinguer les particules fluides situées dansle plan z,
(en les colorant par exemple), on verrait également apparaitre des
ondes, et I'on discernerait les points les plus hauts et les plus bas de
cette surface z,; nous allons tenter ici un essai de recherche de ces
points pour de telles ondes.

On a vu que la dénivellation % est définie par I’équation (10) qui
peut encore s’écrire
S) 2 tvr2cos(2n—+2)0 __ tinticos(2n +3)8 (

‘R{ 22t p2nt2 fp 4y 22nt2 p2nt3 ap 3|
o i

>

(10) h= %(cosﬂ) —

en tenant compte de ce que 'expression symbolique

dn41=1.3.5...(4n +1).

Pour toutes les particules appartenant a la droite O’A (woir figure
ci-contre), on obtient la valeur de la dénivellation, en faisant z=z,;

de plus les sommets et les creux des ondes apparentes correspondent

. Oh o
a5~ == 0 pour z == 3,.
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Vh . %
Or cette valeur de :)— est égale a
x

o«

1. /' —(an—2)tF2icos(an 4 2)6
— — cosf — — T T pPARRASIL A
P2 - . g2utt p2at3 4 n-1

n (2n +3) ¢ ticos(2n + 3)6)] ar

pawt2 parts fn 43 dx

-+ [-—’l sin9+2 Sﬁl_(_%_/b+2‘)6.(27;+2)¢sn+z
- 0

220+ .,.2n+'z_ 4,7_ —+1

__sin(2n+3)0.(2n +3)t‘_’2.J a8

o2n+2 ,.2n+3_'4;z +3 dx

On voit de suite, puisque cosf = > quel'ona

11’_7: =z 16 dy s dr
dr ¢’ S S T R dz)
t ite a__ s, il en résult I'é tion de condition 9k __ o
et par suite ——=—; il e ulte que U'équati e co 5 =

peut s’écrire :

1 O (27 + 2) ti"F2cos(2n 4+ 2) 0
——7:—5[0059—2‘ ~

a3t prntt fn

0

__(2n+3)eimticos(2n+3)8 S
o2n+2  p2nrt2 m

92n+4 .,.211+2. 1
- 4n +

] (2n—+2) " 2sin(2n + 2)8
— 3 sin § — A S,

_ (2n+ 3)t.m+{' sin(2n+3)6] COSQ:O,

22a+2 r’""“".én + 3

. N . > 1 . \
qui, aprés suppression du facteur - et un calcul simplé, prend la

forme
(13) sinzﬁ——§1 (2n—+2)sin(2r+3)8  (2n+43)sin(2n+44)8 —
L vt AR .‘,2n+2' dn—+3

0

Nous avons développé le premier membre de (13) d’abord suivant
les puissances successives de z, et ensuite suivant les puissances de «,
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apreés avoir au préalable remplacé sinmf par

m g_n%_?n—z) cos” 36 sin%h
+ m(m —1)(m—2)(m—3) (m—4) .

3!

sinm 8 — mcos™ 10sin§ —

208”86 sinbh . . |

“ x ~
sinf et cosf par =et>.
r r

Ces (léveloppements sont les suivants :
t2x\ z? 2 t?2x\? 3 2\ *
0 () E () ()]
w2 A (Pay, 36 (eay g8 L2y
r: I 3 2r? 7 2r? T or?

6 6.5 3 [tz 4
+’.7 ~|4 <——£))

9 o) 2]",
___8__.987()5/43(1'-’.7; 6

13 7! 20

2r zr 3 272
on
t2x\ x? 3 2\ 1 t*x 1
/ 2> S —
1 2| — — 32 — —— p— .= 0,
( 4) (27’2> r2 /i r"f2 ® (27’2) r‘f3+ (21‘3) xr-’fj
oun

ot
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ou
zz z? z3 z7
14 adnd —_
(15") ,.2A+3',rz E1gort =7 15,2 =0
. \ s 22 [
Premier cas.— Dans le cas ou z=o, la quantité 553 5e réduit

by

t2x 2 . , t22\? , .
a ou—;si donc I'on pose ( —; ) = p, conformément aux notations

2x? ar?
de Poisson, et si I'on fait z==0, dans I'équation (14'), on retrouve

I’'équation f, = o, ou

I —

qui donne les points les plus bas et les plus hauts de la surface fluide
(wvoir page 113 du Mémoire de Poisson sur la 7héorie des ondes).
Toutefoisil y a lieu de rejeter les trés grandes valeurs de p, puisque,

dans I'établissement de I'équation caractéristique de la dénivellation,
. - . ¢ ¢ . .y
Poisson suppose que 'expression g— ( ou = dans le cas ou les unités
X x

choisies correspondent a g = 1> n’est pas trés grande.
. . {2 — 22 .
Si avec Poisson nous prenons f(x)= H(——l—;x—)a et si de plus nous

faisons g = 1, ’expression de la dénivellation — afférente a lareprésen-
tation du potentiel des vitesses donnée par ce géométre — devient :

P ©
(16) h—._-ﬂ—}i-/ / (12— %) cosa(x — o) costyae **dadu.
o /oy
Or on peut calculer facilement I'intégrale
/ cos(ax — aa) cost\/c—ze““da,
Jo

en suivant, soit la méthode de Cauchy, soit en faisant état du procédé

de M. Rousier qui utilise le développement de cost \/E (pages 7 et 8 de
sa These).
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Cette intégrale a pour valeur

(17) f cos(az — az) costy/a e da

__sinf, cosf, % sin26,cos28,
R a2l (z—a)? o
4 (e2)"n! sin"+ 6, cos(n +1) 6, ———
(2n)! (z — a2 )t
avec
. z— . 3 - = ;
smb, = —> cosly = — et r=y(z —a)*+4 3%;
"y 1"y

elle peut encore s’écrire

/ cos (a.r — aa) costy/ae “*da

o

_ *(x-—a)%cos2f, S (e2)ynlcos(n—+1)b,
T (2m)! Pt

'Il.l

~
-

o 1,2
2

On est donc conduit, pour déterminer la dénivellation A, a calculer
les intégrales

+l._‘"_(l:’—_7‘.2_da et +l(l'~’-—a")cos(n+1)6‘.
» I,f - - ,,ll+1

1

Comme

cos(n 4+ 1), =cos"+1 §, cos?— 4§, sin2f,

(n+1)n
- 2!

+ (1) (n) (Z'——-{) (n—2) cos”3f,sinéh, —. ..
et
cos(n+0)b, st —C3 s (2 —a) 4G, 5 (2 —a) —
r/:-l—l - l,fn-&—:!

on remarque en définitive que 'on est ramené au calcul des deux
intégrales :

['H (12— a2) do N /""' (é—a)2pda
g, [(x__a')'_’_{_:zln-i-l € ., [(w_y_)z_,l_zz]nﬁ'

RISSER S
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La premieére d’entre elles peut s’écrire

[(2— 2?) + 22— a?)] do (- a) (2 A+ 2)do
'h: ) ‘)/H—‘ —x* ) -7l+2 x_a)w,
(P g L (z +2) s
5,_<[ Z )[n+l [272[(‘2:_“)3_*_:3]"]_,—./gn[(x_mp_}_:z]n’.
ou
. I Z 0.
,‘31_([2—_'1,‘2)[,,+|—*— EI/I_[W]’
avec

do. da
b= = et L= i
o/ ry

Si, dans I,,,, on fait le changement de variable x — « =2zX, on

remarque qu’elle s’écrit

x4+

I I ax
2+ T G Xe)
rT

-

. ve L, . d
Or on sait que 'intégrale classique / (T Xq) @ pour valeur

(2n—1).(2n—3)...3.1

an.(2n—2)...4 arc tangX 4 R(X),

ou R X) est une fonction rationnelle de X, dont il serait facile d’avoir
I'expression; le dénominateur de R(X) est (1 + X*)", et le numéra-
teur est de degré inférieur a 2n (voir Cours d’ Analyse mathématique
de M. Goursar, p. 236). Connaissant les expressions de [, et I, on
peut donc déterminer la valeur de J, ; il nous reste a calculer

! (xr—a)2rda
da2= x_,)z .’]n+1.
Considérons spécialement I'intégrale indéfinie

(x — a)?Pda (x — )2, do (x—a) (lcc _
I‘.’p,2n+2: [ [(-75 — 1)2—!- 52]&+1 —_/ 2Il+z —/ ln+z - ¢)2P '

une intégration simple met en évidence la relation de récurrence
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suivante :
— (.L‘ — 1).‘/)"|

2p—1
+ I?[)—E,QII‘

I2p.2n+2: o7 ];I-u 2 n
grace a laquelle on peut écrire

— (z — )P 2p—3

IZp—2,2n: '(2”_2) r:,,ﬂ. o — o Izp—a.zn ~2s
......................... e ey
1 —_ — (‘7" _ a)s + 312,2/1_21:.;.4 s
4,?/1. 2p+6 (le — 2y -+ 4) rfu-.’pﬁ-b on — 2P -+ 4
—(x—a) 1 1
[2,2n—2p+k: Lo,2n-2py2-

Sy -+
(2n —2p ) riim2eee on—ap—+2

SiI'on multiplie les deux membres de la 1, 2°, 3%, ..., p'**®relation
de récurrence, par les quantités

2p — (2[)—1)(2,0—3)’ (2p—1)(2p—3)...3

DY

b an 2n.{2n—2 an(2n-—2)... 2N— 2P+ 2 ’
( I

et sil'on ajoute, on trouve :

x—a)?Pt  ap—1  (x—a)2P?
1 = ( — si=s -
2p2n+d [ 21 T3 a (2n—2)r r

(ep—1)(p—3)...5.3 z—u

an(an—2)...(2n—p-o) ritrre
(2p—1)...3

an(2n—2)...(2n—2p+2)

10,211'--2,)+2 ;

comme nous avons donné ci-dessus I’expression de I'intégrale

i do
0,2n-2p4+2— [(w_a)2+z2]n—p+|’

il en résulte que nous pouvons donner celle de 1,, ,,,,, qui n’est autre
que J,. On est donc en mesure de déterminer les différents éléments de
la dénivellation.

Revenons maintenant a I’étude des maxima et des minima de A, pour
les particules situées sur la droite z =z, dans le plan zO.x, et supposons

. .
ue — soit petit.

Deuxieme cas. — Sila particule envisagée correspond a une valeur



6o i. GISSER-

de x. qui tout en étant petite, est supérieure aux valeurs des abscisses
de la zone d’ébranlement ou d’émersion, il suffit de se reporter a
Péquation (15) :

‘B2 T4
[A—I—?—‘ﬁl—,,-——% —-}—...}:0,
s B et J. S

£s
72
et de définir I'équation caractéristique des maxima et des minima
par A=o.

Or pour x petit et z fini, I'équation en question se réduit a

2.3 BA(N_ 4N
(%) () E) R E) e

. . . L2 .
Troisiéme cas. — Supposons maintenant # fini, avec — petit et z,

9 o

2 I-

Z‘
fini; — est une quantité ayant le méme ordre de grandeur que -

L’équation (i4") devient, apreés division parle facteur Z ,— :

21z
o r2

i S (B e S (ER) f

2

. \ X : : . ¢
Fu égard a I'bypothése faite, et enraison de la présence du tacteur —;

dans tous les termes sauf le second, I’équation peut étre réduite a
. 1.2 3.4 /t2x\* 5.6 [t2z\*
']‘2:—7--——'4<—,,) +—_—< 9) —...==0,
1 3 27 - 2r?

)3+ —_— . . o [J)..),
/ s =0, dVﬁ‘A,/}———(

22

ou

(19) e

Si I'on considere la particule fluide (x, z,), il se produira en ce
point un maximum ou un minimum pour une valeur du temps

op? o (72 2\4/7)
p= 2 2(z5 +22)Vp
x X
d2h
Si pour cette valeur de p, - < 0, nous nous trouverons en présence
d’un maximum.
Enremplagantcosrf par son expression, en fonction des puissances
de cosf et sinf dans I'équation (10) représentative de 4, et développant
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la dénivellation par rapport aux puissances successives de z, on trouve :

(20) /l:—l' —_—— = = —

2 2 12 v
-z [1——%})4— —_ipz——...]...;

dans cette équation, les quantités C), représentent les combinaisons

de m objets n a n et p n’est autre qu'une des racines de I'équation (19).
t2r

On déduit de \//3 BT

212

et _— Py

o 27V ©* _VJp
T T

et par suite

I
h— 5 -
L2 5y

Li(p) + =2 La(p) — 53 '——LL;———L;.;(]))—E—...

2%+ 3%
ou

z ;
h:m le,(p)+ZoL2(P) —5: QL:;(P)"‘—...],

valeur de la dénivellation (maximum ou minimum) se produisant en

. - 2z
un point x, s au bout d’un temps ¢, tel que \/p =3
a ’ . e . .
Quatriéme cas. — Supposons maintenant que z, étant fini, .« soit

Y \ t* - x e
trés grand, tout en gardant 4 —— une valeur petite; — est alors voisin de 1

t*x L2
et —; est comparable & —-
2r 2r

.z . 2 . .
N L S A v s 4 7 \
tres petit parr rta — r itaf,=o
Si77 est tres petit par rapport a v Iéquation (14") se réduit a f,
qui caractérise alors les maxima et les minima :
. . 2 3 p2 A4 p3 £2\ 2
(21) '/,:1-——__-,0—{—-_8—-—4:{)-i—...-::o,f avecp:(—)-
5 9 13 ar
Nous venons de passer en revue les divers cas qui correspondent a

. l2 y 7 Ve N
ane faible valeur de —; nous allons tenter I'étude du phénomene

\ tg
dans ’hypothése ou - a une grande valeur.
ar *
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Comme toujours, nous admettrons que les petites valeurs de x
correspondent néanmoins a des points situés en dehors de la zone
d’ébranlement initial; elles pourront étre telles qu’elles rendront

. t2x . .
I'expression — petite ou finie.
2r?
LY . N . . . .
Si — est petit, on aura recours a I’équation (15"), qui apreés division
ar-

X5 .

par — devient
’l'2 x
A "’f‘m—zB—— g!—z'l'c—}—.‘.:ﬂ,

et I’on est conduit a la recherche des racines de I'équation A = o, qui,
dans le cas actuel puisque x est petit, n’est autre que I'équation (18)
t2

en —-
23

Lttt .o , . t23 N ..
Si— est fini, il est évident que —saune grande valeur, trés voisine
e o - i o
de | > on aura encore recours pour définir les maxima et les minima a

I’équation A =o.

Supposons maintenant x fim z; nous ne considérerons que les
7
deux premiers termes de I’équation (15’ , ¢’est-a-dire
\

" xz
(I5> A—l'—?T!—z;B:O,

que I’on va résoudre ainsi qu’il suit.
Soit A, une racine de I’équation A (1) = o et prenons

N x?
)\:Ao—}—k?;

en remplacant dans I'équation (15”), et en négligeant les termes
en k?, k*, on trouve

2 2 2
kS A0+ 2 [B(xo) iy %B'(xo)]: o,

72
z? , , z? x? -
;k[A ()‘0) +B ()\0) g] + 6-5—9 B()\o) o 0,

B(%o)
6A" (M) + B/ (h) =

22

k=—

~
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. ?s L1
De la relation 2, = ;2 on déduit

et

72 =

2)

on peut calculer & en fonction de },, s, et ¢ et par suite A, valeur
approchée d’une racine de I’équation (15”).
En un point x, z donné apparait une onde au bhout d’'un

212l s
temps t = \/) rz *, pour laquelle les éléments (4, x, z,) correspondent
\ .

soit a unrelief, soit a2 un creux; la quantité 4 s’exprime alors en fonction
de (%, x, z,).
Dans I’hypothése ou x > z, il faut alors faire appel a I'équation (14’)

~ -2 ~3
2)‘fb‘— Ef?“ﬁ)\fS”}_F)\f‘_...:O;

.y trzx , N s 1
la quantité A = étant tres grande et z < x, on peut ne considérer

tout d’abord que I'équation f, = o.
Soient 2, une racine de cette équation, et A une racine du systéme

52 "
que nous supposons étre de la forme %, -+ & —; dans ces conditions, on

pourra rattacher a la racine A, la racine

NV AN
EVAISEEVHCS

que I'on obtiendra en suivant la méthode préconisée plus haut.

Remarque. — Les séries entiéres f,, A ont comme f, une infinité de

racines positives distinctes; les termes additionnels anx racines A, que
. . . t?
nous avons fait apparaitre ci-dessus (dans les hypothéses xZz avec

tres grand) existent bien, et peuvent étre calculés.



04 R. RISSER.

. . . . e
Si maintenant nous rattachons a une trés grande valeur de - un

point trés éloigné, sur z =z, dans la direction Ox, on voit immédiate-

ment qu’il faut encore pour faire apparaitre les maxima et les minima

B . . . t?
résoudre I'équation /, = o, (ui est en ce cas une équation en —-
. a2r

DEUXIEME PARTIE.

ETUDE DES ONDES PAR EMERSION DANS LE CAS D’UN BASSIN INDEFINI
A TROIS DIMENSIONS.

Alors que dans le précédent Chapitre, nous avons procédé a I'inté-
gration des équations obtenues dans le cas ou I'on fait abstraction
d’une des dimensions horizontales du fluide, nous allons faire une
étude analogue, apres avoir restitué au fluide ses trois dimensions et
supposé que le corps immergé est de forme quelconque.

Ces équations sont les suivantes :

, oo  0d%p  d%op
(22) ozt 9z ayz
Mo 0o %
(23) ZER =R
avec les conditions
92« 0«
¢ =o, —t{i = o, (-—di;)zzo.—:: F(z, y) (pour t = o),
° — 99 __ 9% _ o9 _ de _
‘-—O, %—-—O, @—0, d—z--_o, W-_U

(pour ¢, z, y ou 5 trés grands ),

F(x,y) désignant les petites ordonnées primitives connues de la sur-
face.
Nous suivrons la encore la méthode de M. Boussinesq (4 pplication
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des potentiels, p. 640; Cours d’ Analyse infinitésimale, t. 11, fasc. 2,
p- 505). Cette méthode consiste a prendre

Ol e ) o2 12
o) = [ AT+ % e (1 Doeye) |45 ) das

elle fait intervenir une fonction f de (T, %’ xz,, z) et la fonction ¢

identique a la fonction ¢ introduite déja dans le potentiel relatif au
cas de deux dimensions (voir précédent Chapitre): Il y a lieu de remar-
quer que le potentiel afférent aux ondes d’émersion produites par
I’émersion d’un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires a
Iaxe du canal était défini par I’expression

« 4 o2 «? (2
5 ——= - ' — % ¥ —— 53 J .
e [r(ere) walo=Soe) Jo (5 o

L’expression (24 ) de ¢, d’apres sa forme méme, satisfait a I’équation

A U
EZIET S CRR
pourvu que I’on ait
(24l) f,T(w’ Ly Y z) :f'l‘(—oo’ XY, 5);

L’équation (22) sera donc vérifiée sil'on a

2

<
<

20 © d%c
4 i ]

<

Gréace a I'introduction de cette variable complémentaire T, I'inté-
gration de I’équation du quatriéme ordre (22) est ramenée a celle de
I'équation (25) du second ordre. La fonction ¢ satisfera a I’équation
(25), si chacun des éléments de I'intégrale (24), représentative de @,
y satisfait, c’est-a-dire si la fonction f(T, v, y, z) (ou T désigne la
premieré variable) vérifie I'équation

dﬂf(T’ %, V%) — dzf(T,x,.y,,;«') . (T, =y, 3)
JT? - dz* - Iy* ’

qui n’est autre que I'équation du son dans le cas de deux dimensions,

RISSER 9
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et peut étre intégrée au moyen d’un potentiel sphérique, ou plutét ici
(. 0 4 . e
au moyen de la dérivée 5 d’un semblable potentiel (voir Cours d’ Ana-

lyse de M. BoussinEsq, t. II, fasc. 2, p. 443 et 507).
On prendra donc

(36) f(T,2,y,3) _

1 0 B ™ .
:2—1:0—,1‘—[’ T(:'ospdyf Y.(z + T cospcosl, y + T cosp.sinf, z) df,

ou la fonction y, quireprésente la densité de la matiére potentiante,
reste arbitraire, et ou I’on voit apparaitre la dérivée d’un potentiel et
non ce potentiel, en raison de ce que ce potentiel est une fonction
impaire de T.

En faisant dans I'équation (24) représentative de ¢, la variable com-
plémentaire T égale a zéro, nous réduisons I'expression entre crochets

”2 2
f(%) Z, ¥, Z) —|—f(— a;’ Ty Y, 5)

\ . . .y . ®?
2 une fonction paire de la premiére variable —-

La fonction f, définie par (26), étant une fonction paire de sa
premiére variable T, on en déduit

a? A . a?
f*(";’ Z,Y, z) :f<_—2"$a.}’7 5>;

dans ces conditions, I'équation (24 ) peut s’écrire

® o2 t2
(27) 9:2‘[ f(-;—, z, y, z)‘*‘(za?) da,

ou fest la fonction représentée par (\26).

La détermination de la fonction y est possible, en faisant état de
I'équation indéfinie (23) ol A,¢ =o0; or cette derniére équation
sera satisfaite, si chacun des éléments de I'intégrale (27) satisfait a

I’équation de Laplace, c’est-a-dire sil’'on a

o2 f o f o2 f
"ox? + oy? -+ 0z?2

=0,
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équation qui d’aprés (26) se raméne a

2. 02.\ 02

—_— =0

oz? dy? 052

. do ..
Calculons maintenant 5 et tenons compte de la condition aux
t=0

limites :
do :
L =F(z, y) (pour ¢t = o).
0t /.o

Or

et, par suite,
do\ : ) &2
<-5t->_2/0 Sf(o, z, y, 5) 4 <;) da,

En vertu de I'équation (26), on a immédiatement :

f(o’ x7.7’5):'x.(x73’3z>

)-_.= F(x,y) pour ¢t = o, il en résulte que

et

comme <"2

L—-'X,(x’ ¥, 0)=F(z,y).
s

: 0 o e p
La fonction (7@) doit s’annuler pour x, y ou z infinis, et prendre
=0

pour z = o la valeur donnée F(x, y).

La fonection y, (z, v, 2) est la fonction harmonique définie dans tout
I'espace au dessous du plan = — o, s’annulant a I'infini, et prenant pour
z =0 les valeurs

22, ¥y 0)= %F(“‘vy)'

La considération des potentiels de double couche permet de mettre
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en évidence immédiatement la fonction y, :

V2 e F(E, n)dE dn
(28) 1z, ¥, z)::{ 3
' f—f—” [2 +(z = &)+ (y — )

par suite la fonction f,

Wi d

d
JT, 2,5y, 5)= 2_~: 5T T cospdp

X/;’; //* F (£, n) dE dn

[52+ (z + T cosp.cosh — E)2+ (y + T cospsinb —"1)2];

et enfin le potentiel ¢, dont I'expression vérifie bien toutes les condi-
tions du probléme.

On s’assure d’ailleurs que I'équation (24') est bien vérifiée.

En supposant le corps immergé réduit a un seul élément dg placé a
I'origine des coordonnées, M. Vergne a identifié le potentiel de M.
Boussinesq avec celui donné par Poisson, et a étendu au cas de trois
dimensions les développements en série et les résultats de M. Rousier.
Il a en effet trouvé pour valeur du potentiel des vitesses ’expression

2 —”/mwn:cosmx cosn sin t(\/m‘—»-n )d dn,
9 Y —

\/m -+ n?

qui n’est autre que celle de Poisson.
Si’on se reporte a la valeur de¢ (p. 140 du Mémoire de Poisson),

—_—gfo‘wfo.g'—/jfj:wf(a, B)e"z“cos(upcosw)sin(t‘/ﬁ)ﬁdudmd«.dﬁ

et que 'on assimile le corps immergé a un élément, apres avoir pris
des unités correspondant a g = 1, on voit que le potentiel des vitesses

est égal a
d £ : —_
{29) “?:?(zlf f e =t cos(up cosw)sin(ty/u) \/udu do;
° 0
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or si dans (29) on fait les changements de variables
z=RcosH, y =Rsinb; m = pcosw, n= psinw,

on retrouve I’expression (29’).
M. Vergne, reprenant le mode de développement de Poisson (p. 144

du Mémoire de la Théorie des Ondes), donne pour¢ le développement
suivant :

(30)

0 =

7 7t

dg [tdL 3 027 g gy
w0 t3iem T Gaspytoe )

avec

7 et R2=2z%+ y2.

™ I
T 2yEaRe

Si, dans 'azimut considéré, on prend des coordonnées polaires au
lien des coordonnées rectangulaires en posant

z =rcosb, R = rsin$,
on aura
I\
on X
7_T1 ()"Z_n (r)‘
T o dz7 o 0z"

M. Vergne, s’appuyant d'une part sur le développement classique

=1+ aP,(cosd) +a2Py(cosb) + ...+ a?P,(cosl) +...,

1.

[

(1.2acosb 4 a2

ou les coefficients des diverses puissances de a-sont les polynomes de
Legendre, et d'autre part sur la relation de récurrence entre deux poly-
nomes de Legendre,

(n+1)P,y,(cos8)=(n +1)cosOP,(cosf) — sin28 P, (cosb),

a montré que I'on a
onY, n!
o = o (— 1" s Pu(cost)

(woir p. 44 et 45 de sa These .
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Sinous revenons a la formule (30), nous voyons que ¢ peut s’écrire

(31) :P:C-lz[%Pq(cose)—ipg(cosﬁ)—l—...

2%
(—1>nt’n+|
T Y (n T 3) (e ) e b (c0s8) . ]

Il est intéressant de remarquer que la convergence de cette série est
aussi rapide que celle afférente au cas de deux dimensions, en raison
de ce que P, (cos §) a pour valeur absolue maxima I'unité, lorsque cos?
varie entre — 1 et + 1, comme l'on s’en rend compte par I’examen

1

3.

du développement de (1 — 2 a.cosl + a?)

\ 4 . : 0’
Quant a la dénivellation 4 = -5% elle a pour valeur :

dyg

272

(__ 1)71 12

(32) A= (n—+2).. (2Iz)r2" Py (cosB) +-.. ]

[P {cosl) — = P2 (cosb)—+...+

vt?
ou, en posantr = '—2—;

d 2P, (cosf
(32') h= 2712 [ P, (cosh) — iiigfi—) +
) N (—1)n2n P,,+,(cosﬁ) ]
+(n+2)(n+3) 2 " eep

= e [P.cose 2 (_ ‘)l;?:](n_*— ‘) P”+’(cose)]

Rappelons enfin que le polynome P, peut étre défini par la relation

t
- —_— 2 n
P"_2.4 6...2n dx”[(x Dl
que P, estun polynome de Legendre de degré n, ou tous les exposants
de x sont de méme parité que n.
Les polynomes X, _,, X, et X, ., de Legendre sont liés par la relation

de récurrence
(n+1) X —((en+1)axX,+nX,_, =o,

qui montre que la suite X, X,, X,,. .., X, jouit des propriétés d’une
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suite de Sturm. Tenant compte des deux relations
Xp(1)y=1 et Xp(—=1)=(—1)",

on voit que X, a toutes ses racines réelles et distinctes, comprises entre
(—1) et (+1). (Voir Cours d’ Analyse, de M. Goursar, t. I, p. 193.)

Si dans la formule (32’) nous faisons § = 7—;, nous retrouvons le dé-
veloppement de la dénivellation a la surface, en tenant compte de ce

que
I.

3.5
2.4.6.. . (am—2) voar

Poppi=o0 et Pomyo = (—1)mH!

dq 1 11 A
h=ar (§*R§?+"')

1 1

+ —-
T {2.4.6...om] (2m+3) (2m +5)...(4m—+1) Y+ -+

..y

qui n’est autre que celui donné par Poisson (Mémoire sur la T/éorze
des ondes, p. 153) et celui de M. Boussinesq (Cours d’ Analyse, t. 11,
fasc. 2, p. 513). )

M. Vergne a intégré d’'une maniere élégante le probleme des ondes
d’émersion dans le cas d’un liquide indéfini, en cherchant a satisfaire

aux équations indéfinies :

Ayo =o, - —
“

a la condition aux limites (a l'infini ¢ = o), et aux conditions initiales

(pourt=—o0etz=0)
9

6

:F(x’.}/)}

LP::O,

D

t

par le développement de Taylor du potentiel des vitesses :

. t (99 tr (0n¢
(?—-?0-{--;&5-2 o—f—...—*—m b—t;)o—i—....

M. Vergne fait observer d’'une part que la fonction harmonique ¢,
définie danstout!’espace au-dessous du plan des xy, s’annulant a 'infini
et a la surface, est nulle identiquement, et d’autre part que la fonction
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. 0« .
harmonique (62—9\) définie dans tout I’espace au-dessous du plan des xy,
/o
s’annulant a I'infini, et prenant a la surface la valeur F (z, y), est repré-
sentée par I’expression

(% :_i_/'/“,_ sF(E, n)dE dn
o)y 2m) ) | 24 (2 —E)*+ (¥ —n)?]
qui, dans le cas d’une solution simple naturelle, s’écrit :

ot), 2m (z2+R-2)%

[0

Dérivant (n — 2) fois par rapport a ¢t la deuxiéme équation indéfinie
et faisant ensuite t =0, on a

(du{?‘ . ) d?n——‘z?
01'*)0—52 PIEEE N

N\

L’examen de cette derniére équation montre que I’on a

02”‘!?
S 0:0 (pourm=1, 2, ...),

o\ Jd [do 03"“"‘_(3 0™ (09
0 )y 0z \ ot )e T\ oeimts J T 09zm \ac ),

et conduit par suite au développement (31) de la fonction ¢ {woir
pages 47, 48, 49 de la Thése de M. Vergne).

et

Nous reviendrons ultérieurement sur cette démonstration, et sur
Pextension qui lui a été donnée par M. Boussinesq dans le cas de bas-
sins indéfinis en profondeur, mais Jatéralement limités par certaines
parois verticales.

Dénivellation a la surface. Rapprochement des formules de Cauchy et
de M. Boussinesq. — Nous allons maintenant montrer que I’expression
de la dénivellation a la surface, indiquée par M. Boussinesq, peut,
grace a un changement de variable signalé par lui (woir note de la
page 644 de son traité Application des potentiels), étre transformée en
celle donnée par Cauchy.
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M. Boussinesq a donné pour dénivellation i la surface

(33) /1=_./+% (m/ df / (‘ ”’S"

td
% cos
< ( 7 su.) F(x +rcosh, y+r sm‘))(li
' r
or, si dans cette intégrale triple, on fait les changements de variables
. {2 cos
2 4 rcosh=E, ¥+ rsinff =, et /|1~‘ ==,

elle s’écrit ainsi qu’il suit :

(]\, d’]

.v|»

YY) “(5 n)

La fonction ¢ (y) n’est autre que celle dont il a été fait état au cours
de cette étude (intégration dans les cas de deux et trois dimensions)
(woir page 42 de ce travail); elle a pour dérivée

V(y)= —\/ (cosy ~+siny) — /‘ e s sinm2dm.

0

Remplacons ¢ par sa valeur dans (33’), nous trouvons

],=T_é_zd/‘ / é{ \/E(cosy—{—siny)

» (e
_/ e=mVY sinmgdm% EEI’_—QCZE du,

20|

ouh="h,—h,, avec

V/g d
.ll.: - ‘ /
=it dt A

aww d s 1 !/ I dé d,
A ] A cos __.{)_f&,

I

du.// v (cos*'—i-sm )—"r’ d& d,

il

r

4 d 7 T e R F(E, o
g — — = dn / eV inm2dm —EL—') dk d,
=2t di “ ) ., ! Jy r

RISSER 10
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Or sil’on pose
dv

m=\/, d’ou dm =
2\ v

onremarque que

1‘/ s 1od ;=
f e~ 2" VYsinm? (lnz_/ e~ Vsiny —- = siny ——= C—i\-(e—z\/"’) dv,
o 24 v . 0 2y &Y

et en intégrant par parties

»
e~2"Visinm?2dm = - [-— sinvy e—z\""] —+ - /_/ cosye VY dv;
o 9 V'\' 247

il en résulte que %, peut s’écrire

3
v Fdids —
fiy = / il cosve™ VY dy,
2£ lll )\/-v I A
o Cl = . + ~ z _
fog = —r — m / LF(E, 1) dE dy cosve VY .
Towit dt . . T (€. n) didn A

. L2 v e
Remplacons maintenant y par ——/”—‘ avec 7 = V/ (& —2)" ~+)—m)

ou

dans 4, et A,, on trouve

AT 2 3,
/u— ' fdu.// ;<t0?5¢>

o]~

t2cosu . 2cosu F(E& v
t2 | cos 4+ sin ) ("“ ‘>,
41 4r r?

o1y

-

1 d ™y 4 » » L 2veosh ]
R ve LV x_fvtiy—mn) 5
Ay ppary dtf /[2 [ t*cosu cosve +lo=nrd du dE dn dv.

Si dans I'expression de la dénivellation a la surface | formule (148),
page 231, Note XVI, vol. I, Mémoires de Cauchy], on fait g =1, on
voit que cette expression se réduit a (&, —A,), c’est a dire celle donnée
par M. Boussinesq.
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Oscillations dans le woisinage du liew d’émersion. — On a vu
primitivement que le potentiel des vitesses donné par Poisson
(p- 144 de son Mémoire de la Zhéorie des ondes) oi’on faisait g =1,

t i/ t2 027, L 937
*%5/./<o_s+55;?+m 5:;+~~>F<5"'1>d5d‘4

< G —Z>2+<y—n>2>’

était identique a celui donné par M. Boussinesq.
Or on remarque que la série entre parentheses sera d’autant plus
2
Va4 (z —E)2 4+ (y—n)?
Mais, comme le fait observer Poisson, « quelque petit que soit le

convergente que le rapport

sera plus petit.

temps £, si 'on considéere un point de la surface fluide, pris dans
Pétendue de I'ébranlement primitif, cette série sera toujours en
défaut, ... » (woir Mémoire précité, p. 145); il y a donc lieu de cher-
cher ce qui se passe en réalité aux points de la surface dont les coor-
données (x, v) sont respectivement comparables a (E, 7). Nous avons
été guidé en cela par la méthode préconisée par M. Boussinesq
dans le cas de deux dimensions (cylindre immergé dont les généra-
trices sont perpendiculaires a I’axe du canal).
On sait que la dénivellation /4 est définie par

2 d
h= \/tdt/ dp/ dﬁ/ tcos

><F<x—{—t2c;)s cosf, y+ smﬁ)d/( )doc

w1

[voir formule (238), page 644, Traité des potentiels de M. Boussinesq |;
s1 dans cette expression on fait le changement de variable,

t*cosp . L\/cosy. ot da:-l‘/COSHdI

24 * \/gr 01\/21
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on trouve la formule (33) :

T
3

/£ f}
/I:-—l—-?{{ (l-x/ dﬁf (t COSL)

(l cosyt) (2 + rcosh, y + 1 sinf) dr.

(33)

/

“L"

Eu égard aux hypotheses faites, on peut remplacer le corps par son
dans ces conditions, on est conduit a

paraboloide osculateur;
substituer a la fonction F

H[l— (\a2 + b2>]’
et i la section & {leur d’eau lellipse
+ pr T

La fonction F, figurant dans I’expression (33) de %, n’a de valeur
que si
50 —a< x4+ rcosb < a,
( ——b<_::.)v’—f—l‘si'n9<1).

Si 'on remarque que I'on peut diviser l'intervalle d’intégration

), ()

(0, 2m) pour 6 en quatre intervalles (o, g), <;> ‘n:> ( ;S

et si, dans l'intervalle (77-’ 71:), on fait le changement 9 =90,+ -, on

/ 10/ (‘ “’s**> K& dre

: .
=/ de,/ (‘_C_/",Si*> Y F(z — rsinb,, y+ rcos,) dr;
/o Jo A

considérer que

trouve que

wiy

par un procédé analogue, on arrive définitivement a

I'intervalle (o W) pourf, et'on trouve que I’expression de % peut se
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mettre sous la forme

T
4 cl'/‘2 f ~7 (tﬁcosu.‘ 2 ,(t-’cow)
h= 2 g de/ L W) :
e dt A | A J, 4r ) ! 4r

| F(r+4rcosh, y+rsinb) 4 ¥(z — rsinf, y +rcosh)
| +F(z — rcosl, y — rsinf) + F(z + rsinf, y —rcosh) |

wia

L’ensemble des quatre fonctions F entre accolades peut étre
représenté symboliquement par
F(x &= rcosh, y = rsinh) + F(z o= rsinb,, y &= rcosh,),
ou, dans chaque fonction F, on associe tout d’abord les signes
supérieurs, puis les signes inférieurs. Or st dans la seconde fonction I,
on fait§, = ; — 8, on constate que
U3

7
f F(z == rsinb,, y = COSQ,)(ZQ,=f F(z==rcosl, y = rsinh) .
0 0

e

Dans ces conditions, il apparait qu’'a y == rsinf, il y alieu d’associer
, 1 app q ) 1Ly
tout d’abord x ==7 cos 0, puis x == r cos 8.
Ceci revient en définitive a écrire /# de Ia maniére suivante :

kg ki1
2 2
(33) h:%%f dp.f b
[ 0

><f [F(z == rcosh, y +rsinb)
0

~|w

—+ F(z=+rcosh,y — rsinb)] (t-’(/:?sp> Y dr
r

Or si I'on observe que le point M {.x, y, =) peut occuper les positions
correspondant a

(x>a, y> b)v (99>a:)’<b)~ ($<a,9’>b) ct (x<a7 r<< b):
tout en étant dans le voisinage de la section a fleur d’eau du solide

immergé, on est conduit a déterminer la valeur de % dans les quatre

cas envisagés.
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Premier cas : x> a, y > b. — Pour que la fonction F ait une
valeur sensible, il faut que les conditions (34) soient réalisées. Comme
x-+rcosf <a n'est pas réalisable; puisque r > o, que § varie
entre o et ; et que I'on a supposé x> a, on ne peut pas associer
x—+rcosf a y+rsinf; pour la méme raison, la combinaison
afférente a y 4 rsin 0 est a rejéter.

Il en résulte qu’une seule des quatre combinaisons, convenant a la
formation F, subsiste

—a<x—rcosh < a,
—b<y—rsinh< D,
et 'examen de ce groupe d’inégalités montre que r doit étre compris

entre \/(x — a)* + (y — b)* et \/(x +a)® + (y + b)*.

Deuxieme cas : x > a,y < b. — Comme dans le cas précédent, on
doit rejeter les fonctions F, ou interviennent (x —+ rcosf), et ne
conserver que

F(z — rcosl, ¥ 4-rsinb) et F(z —rcosh, y —rsinb).
Pour l'utilisation de F (x— 7 cos §, y + rsin§), il faut que l'on ait
—a<lz—rcosb<<a, —b<y-rsind<b,

ce qui exige que l'on prenne comme champ d’intégration pour r
(0, V(@ +a)+ (b —y)*)-

On verrait, en employant le méme processus de calcul, quele champ
d’intégration correspondant a I’emploi de la deuxiéme fonction
F(x—rcosl, y—rsind) est défini par la limite inférieure

V(x—a)*+ (b—y)* et la limite supérieure \/(x + a)® + (b +y)*.

Toisiéme cas : x < a,y>b. — Ce cas se traite commele précédent,
et conduit aux deux associations I (.xr == r cos §, y — r sin ).

Quatrieme cas: x < a,y < b.—Ilyalieuicid’associera (x == r cos U]
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I'expression {y -+ rsin §), puis y — rsin 6, et a rechercher les limites
des quatre intégrales relatives a la variable , en suivant une méthode
analogue a celle qui a été préconisée ci-dessus.

lLe tableau suivant donne les expressions de 4 dans les quatre
hypotheses envisagées :

x>a, y>b:
/I:T_/: g_/“ (]}L/ db
></ (t—g)llf> F(x —rcosh, y —rsinf)d (/_—‘_Z%s‘_u> dr,

rn=\(z—a)+(y—0b), nmn=y@+apr+(+0b)%

Wi

x>a, y<b:

h = 4 / dp/ dh
——tdz

VirFrayi+y —b)
. t?
><% / P(.z‘~—r(:050,y+rsm0)( ZOSH> Y dr
/0

r

@l

Via+ay+(y+br°

3
4~ F(x —rcosf, y —rsinb) fZoosp)® Ydr E;
- 47 \
Viz—ar+(o—yp '
xla,y>b:

lL:——— u./ df

Via—x P+ (y+0)° (2 cos
> / b(.z‘+7‘cose,y—z‘si119)< 7 H) dr
0

i

r

Vatx)ir iy +65° t2cosp 3 )
+/ F{z —rcost, y»— rsinf) (———~ dri;
Via= ZP+(y—b)? s

3

ra,y<b:

f— dp‘/ 493/ +/+/+f;
0 0 0 ]

wl A
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I’intégrale

i e
f correspond &  F(z+-rcosh, y +rsinf), avec 1= \«/(a — )+ (b — y)*;
0

/ ) » F(r-—rcosh,y - rsinf), » r,= \/(—f——{- a): -+ (b _._.,‘f-’;

.. 0 M

/ l » F(x—i—rcose,y——rsi'nf)), » r’J:&/(a——.b)i—}——(b—ky)"—’;

“ .

/ » F(r—rcosh.y—rsinh),  »  ri=y(r+a)2+(r+b).
0

Sil’on s’en tient a une premiere approximation, et si 'on prend
pour valeur approchée de I' que I'on représente par

(F) _ volume du corps immergé

=ab

on voit que, dans le premier cas, 'expression de / s’écrit

'i
O 4 d t: cosu t2 cosu
(z>a,y>0) l'i:ﬁ—:[- (F) (Tﬁ/‘) (]u (/9/ < '}J’< /”_‘ >d1',

ou

(36) h=2(F) 5 / / <’ ""“‘ *vdr.

Sil'on revient a la variable o. définie par

L2cosy. N R t*cos o L2 cos
—_— = " avec o, =—= ——— ¢l «a, = ’
9ry 21

wid
-vr:l

on voit que / s’écrit

-3
1 N (l 1 , O(.2
= (") — dy..12cos {2 de.
Ty 2 j dt, A A 7 Py

Considérons maintenant la fonction

0|3

(36" h=

w(e) :/ -v.!a" (9():> da,
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et cherchons-en une valeur approchée, dans le cas actuel, ol & est un
nombre positif assez considérable. Une intégration par parties, apres

o e . 2\ | 2
substitution de - ¢ (t-x—) ad (m—) do, donne
o 9 2

) «®? T a2\ da
m(ot>:~——'~!d<—~>+/ '!J(—>—z
o 2 ; 2 ) a

Le dernier terme de cette relation est négligeable a coté du
précédent, quand o. atteint une certaine grandenr, en raison de ce que
cette intégrale, i cause des changements de signe de ¢ pour de faibles

. e . * do 1.
accroissements de o, est infiniment moindre que / = il en
/o

i

, . 1 oty
résulte que 'on peut substituer — -¢ (;) aw ().

Comme

a0y OC')\ A% 2% P PRV ax P > %
/ ,\?l(___)dd:‘_—_/ __/ :(/ _/ \)”,</ ’__/‘ >=/‘ —/‘ ,
P
/o . 'y o N e, o /x ay -
2%y 2 2 N\
o 1 o I o
/ V= )do= =1 ———«—-z!J 22 ).
A v o ‘Xll > oy >

Utilisant’expression approchée de m (o) donnée*par M. Boussinesq
| formule (177), page 594, Application des potentiels |,

— o ™
— \“sm(-———-—)
wlo) = — Y—
) 20 2 4

¥y a o N S = . (e =
h = —— adl 2 S Ty LV -2 __
Vol dt ( 4 cosp[zmsm( ; /l> ‘)‘“‘zsm( 5 4>] dp.

E]

_(F) d [ [ =~ (tcosy
(36) h—m;ﬁo [\COSIJ- \/I‘Sln T*—Z
— . {2cosp T
_\/;QSm( T ——4>]d}1.

Dans I’hypothése envisagée (x > a,) > b), r, est plus grand que r,
et la dénivellation peut étre considérée comme la résultante des

RISSER 1t
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dénivellations dues a deux trains partiels d’onde, eu égard a la
formule constitutive de /.
Sil'on désigne par A (1, t) 'expression multiplicatrice de ty/cos u

sous le signe /, on remarque que

w3

¥y [ — — dA
h= N / [\/Cosy.A(y., L})-—|—t\/cosgm dp.
2\ WLy

Or la différentiation n’est possible que si la fonction A (p., t) est

continue ainsi que sa dérivée, pour toute valeur du parameétre ¢, et
. 1 . . ..

cela quel que soit i entre o et = et si das les mémes conditions la

valeur de A, (1, ¢) est déterminée.

En raison de apparition des fonctions sinus et cosinus, multipliées
ou non par le facteur ¢, on remarque que tant que ¢ n’est pas infini les
conditions exigées se trouvent réalisées, et par suite la différentiation
peut étre légitimement effectuée.

D’ailleurs 4 est certainement plus petit que
1

w|A

¥ { [ — —
':(\T:)—t -((;,7/ ty cosy (y 7y -y 72 ) dy,

0

ou

)W+ 1) ——
/L_.L>\ l»(\/ 0+\/ 2_) \//COb‘J.‘,,
= 4 ¢
s . ™ -
i, étant une valeur de ¢ comprise entre o et --
En revenant a I'expression de /., on voit que le maximum et le
minimum de 4 répondent a
} .
3

T

¥ :

- [L_)/‘ \Eso‘sgx (A +1%li%> du + %/ yeos (2A;4-tAp) dp = o,
0 " 0

ou encore a

ol

/ Veosu [ 62 AL+ tA]— Al du=G(t) = 0.
<0
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Les racines de G(¢)==o0 seront les valeurs de ¢ correspondant
aux dénivellations maximum et minimum.

Si, dans 'expression de %, on pose t\/COS:J.:)\, on voit que la
dénivellation peut s’écrire .

=
2

F) d ES 32 -— IS
h= ( =8 SAR. AR
) 2\/‘5{ dt,o 2([\?.5111 i \12s1n4 ]

— N2 — P
—_— 'y Cco8 —— — I COS§ -—
v 41y Vi 47,

}d’u,

et I'intégrale peut étre calculée d'une maniére approchée en recourant
A * Al Vs Y . e e . ™
ala formule de Cotes, afférente & la division de I'intervalle (o, 5)

.. . . b—a . .
en trois intervalles égaux (an‘e = —g—- [+ 3v,—+ 3, 4-) ,])

w=0, INE—N

: / =
}L—‘:) w )\2:[\/ COS 6;

6
om =
‘LL—_—F‘/ /3:/\/ COS:?;:
3w -
‘LL———()T-7 )w,-—-O

En développant les sin et cos en série et en posant :

_— — — —
— — ,” . /r r?
‘/,A_,_v’,. —a. Vi Y 2 __p. \ l,__\/ - =c.
ATy 11 4ry  4r;
Vin W, anvh L,
Y A A T A ’
on remarque que
- . (K22 (R2)8 22)
y=— =la+br+¢ ) —(l( ) ——e< ) - ;
- 10 4 2 2! 3! 41

le caleul conduit immédiatement a I’expression de / :

:_ 3 3 T 9
ay/mt 16 Y7, (4>19a$+3 1583 41,2883 — 0.36¢67— 0,08¢0"+...).
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Les maxima et minima de A sont les racines de la série

419a —9,45002—19,20¢t" +—12,60dt° + 5,04et5—...=o0.

On emploiera la méthode déja exposée plus haut pour I'étude des
zéros de cette série et 'on constatera qu'il y a deux valeurs de ¢, et ¢,
répondant a la question.

Si la particule fluide considérée est relativement approchée de la
particule m (a, b, 0), r; serait négligeable par rapport a r, dont la
valeur principale serait assimilable i 2y/a®+ 6% et la dénivellation 4
afférente a ladite particule serait en premiére approximation

édquivalente a

e

. 1“ Cl r* L - . ! ’3 > N . T\: \
(37) /t:—“——T)_— / [\/(‘,()S:J.\lll(-————‘—_(:_(.)_s_‘)__—-/- )(éu‘.
[\/ﬂ dt A Sy a4 02 {

Revenons pour un instant a la formule (36" et remarquons qu’elle

peut s’écrire

Wl

| Lod
h=—= (I‘)—/ ‘t'—’('(m}x|m&’/,_,)—m('/,>|(lyt,
Wi ’l’,(,

avec

miam = m( LE2E ), oy =m( 12,
Var,

on a vu plus haut, en utilisant la formule (36"), que la différentiation

sous le signe / est possible, et donneun procédé de calcul permettant

v/

de déterminer les maxima et minima de /. On peut enfin dire que les
ondes peuvent, dans la région envisagée, étre considérées comme la
résultante de deux systemes d’ondes correspondant respectivement

2(74,2)

aw(w,) et —m(a,), dont I'action est d’autant plus faible que Foosp

est petit.

Envisageons maintenant le cas relatif a une particule fluide placée
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en un point r<e«, y<b, qui nous donne pour valeur de la
dénivellation en ce point

db’-(\'( —i—'[ +'[ *[ )’
ou encore
Bt 4 * 2 cos dy.</' _|--/7+/‘+ /\
\/2nt(P>cl{L0 ¥ Ja, A Ja, . /’

. . ’ SN
expression dans laquelle / représente / Y (—, ) do..
J .

2
7

w3

-

2 d

0

Sil’on suppose que le point .z, ) est extrémement pres du centre de
la section a fleur d’eau, les longueurs !, #/, |, r, ont pour valeur

principale & = y/a® + 6, et tous les o, ,,, peuvent étre assimilés

\ ty cosu
Ao = NI

\2'1

Dans ces conditions,

a3
. 3

d

] I
Ly :k );[l'

]l::

< 2
2

2cosy dy / L!J'(—)(ll
2

0 o
ou

% ’

7 VAP 3
1 o' ol
treosuf — A — )+ S = )da |du.
\ o i DY . b )
y \

En admettant maintenant que la section a fleur d’eau soit une

w3

h = id) < /

ellipse de dimensions trés petites, on pourrait, a partir du moment ou
le temps est appréciable, réduire la dénivellation asa partie principale :

kid
e “ - :
h = ‘(}()_i t2eosu [m—\#sm (z————7> dy
T.t\’2 dt' o 2 1
ou
R ;(F) d [ ticosy. . ' :)
——_—\;t -;l-}{ o sm(—q-—z dy

/RA(F) d [ . [t®cosu w™
3_\, - - / ty (~nslusm( L — ) du,
0
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3 7 . . Vo e » \
qui se présente sous une forme analogue a celle définie par (37)
(voir page précédente).

Remarque. — Suivant que la particule fluide M occupe dans
I’'angle YOX des axes de la section a fleur d’eau les positions

x>a,v _>b; r>a,y< b, ou z<a,y >b; < w,y <b;

elle peut étre — suivant les cas — considérée comme soumise a un,
deux ou quatre trains absolus d’onde.

Sila particule fluide est dans I'une des positions (x> a, y <¥b),
(x < a,) > b), les deux trains sont distincts.

Si la particule fluide est a I'intérieur de la section, les quatre trains,
sont distincts toutes les fois qu’elle n’est pas sur I'un des axes; si elle
est sur I'un des axes, les quatre trains se réduisent a deux trains
doubles distincts et enfin, si elle est au centre, les quatre trains d’onde
sont identiques.

Si la section a fleur d’eau est circulaire, toutes -les fois que la
particule est a I'intérieur de la section, les guatre trains se réduisent a
deux trains doubles distincts.

Cette remarque particuliére incite donc a penser que les calculs
doivent se simplifier d’'une maniére considérable toutes les fois que
le corps immergé sera de révolution; elle a été justifiée au cours de
cette étude.

Observation. — Les remarques faites ci-dessus au sujet de la
particule M s’appliquent aux particules M,, M,, M,, symétriques de M
par rapport a OX, OY et au centre de la section.

DU POTENTIEL DES VITESSES DANS LE CAS OU LE CORPS IMMERGE EST UN
PARABOLOIDE ELLIPTIQUE. — Nous avons vu que le potentiel des vitesses
a pour valeur

I A ANE/ / t2 027 .
?:-‘—_f‘é//(&"'"é"l' a—z?+'-'>F<5’ n)dedn
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avec

F=H(I—§—;—;+;)> pr=(x =8+ (y—m)p L=

Il nous faut donc calculer

[ [0 n tean=7 [ [ k)it oz,
. : / 2'____ \IQ+(ZL‘~E)2+(J"—T§)2 LY

Faisons les changements de variables

z=rcosh,y=rsinh, Z=/lscosd,y=10ssind;

l'intégrale double Z, se présente alors sous la forme

7 —/l /“ (1—s?)W's ds d
A A VR2—oars(lcosfcosd + Isinfsind) + s2({2cos?d + [2sin? )
(ou R*= 22+ y24-32).

Sil’on divise le champ (o0, 27) en quatre intervalles <0, E), (f; n) )
2 L2

q'l_t- 37. ) y » r . 7
<7:, = ); (-;; zin) et que I’on désigne par ;Z,, I'intégrale correspondant

1= Z ("Zi).
=1

au quadrant i, on voit que

Si I’on change
' T v . '
len —0, l'en—1{, fHenf+ = dans ,Z,, on forme ,7,,
len —I, len—1{l, ......... » Y/

len — ', l'en —{, ben- —¥H » Wby
2

il en résulte qu’il suffit de calculer ,Z,, pour pouvoir obtenir la
valeur de I'intégrale demandée.
En faisant la substitution classique
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s o [ ')ld}\ N r A (.
a laquelle correspond dy = 53’ On remarque que L, s’éerit

1 1 - At
2/ / (1—s?) sds f . dn - = ,gg’/ A(r— s))sds
oLy . ‘/MA"—!—N)\';—‘—P)\Q—*—N \“‘L‘T

0

avecl
M=R2}sars -+ s2{,
N\ = — {rsb,
P=2u|R— s (L—2 ).
T=R:—= s s4s2 a=1IcosH, b=1{<nb.

On a donc ramené A ala forme classique des intégrales elliptiques,

mais il ne semble point que cette transformation, comme nous I'a
montré 'étude de I'intégrale

P

Al
/ (1—s?) sds [ ; Gk )
WA Jo VR24- 22— orlscosd

(X}

qui correspond a l = o et ['= [, puisse facilement faire apparaitre les
éléments principaux du développement.

Cas du paraboloide de révolution. — Sil’on suppose que le corps soit
de révolution, I'intégrale Z, devient

2T (1—s*)sdsdd >
/ [ VRE— o rslcos(B— 1) N

0

ou encore, aprés une rotation 6 des axes Ox, O),

Al 2% (1—s¥)sds dy
Zl, :l‘) / / 2 N ] 2 n'
ooy BR2—arslcosy + 5212

st r N
Posons & = m, 5 cosd = cos’, et remarquons d’abord que
R >R i

AV
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et aussi que la deuxiéme intégrale double

1 2T 1 = d
[ / = / (1—3-’)sds/ — ! ;
Jo o Jo o VB2 2rsicosd 4 s (2

dans ces conditions, I'expression Z, devient

1 ki Y, -1 w 1
z.:z:f (1—s?)sds f -;fl' +l~’f (r~ol)sd6f —
Jo ooy 0 o V

1
VR*—2rslcosdy +s212
polynomes de Legendre :

Or l'expression peut étre développée en série de

1 I
—

\/Rz— arslcosy + s2 {2 —B\ 1 — 3mcosh—+ m?

= Il{ [1+ m[),(cos}\) .. .+quq(cos)\) —+ .. -],

puisque le point &, y, z, pour lequel onveut déterminerla dénivellation,

est tel que \/x* +y*=r > let que s varie entre o et 1.

Comme

/ ra2p—2

2 p )
mirP,, = m?r f\A -’RTP cos*Pd 4B R cos?P2d4- L 4 l\>;
2p

, 2P r2p—

2p ! vos2r—24, ! !
Fapri 008 rd+B R ¢08 U4 .+K>C05’]J,

m2eTiP, = mrpt <A

on constate de suite que I’on est conduit a faire les intégrations des
deux types suivants :

2

41
[ cos‘-“@bd#:z/ cos2? b,
0

. Yo

L]

(ui se calcule par la formule de Wallis, et que

2 TC
/ cos¥d.cosd db=o.
)
Si donc le corps immergé est de révolution et si dans la région
d’émersion il est assimilé & un paraboloide de révolution, on constate

RISSLER | 8
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que les deux termes constitutifs de Z, peuvent étre calculés en faisant
appel aux polynomes de Legendre comme nous venons de le voir.

INTRODUCTION D’ELEMENTS SECONDAIRES, DANS LE POTENTIEL. — 4ppart-
tion de polynomes dérivés des polynomes de Legendre. — Nous serons

conduit dans la troisieme Partie de cette étude a considérer les ondes
produites dans un canal par I’émersion d’un cylindre dont les généra-
trices ne sont pas perpendiculaires a 'axe de ce canal oupar’émersion
d’un corps quelconque, et par suite a faire intervenir non seulement
le corps, mais ses images par rapport aux parois; dans ces conditions,
la largeur du canal joue un role capital, et par suite la coordonnée
¥ peut varier en valeur absolue entre o et la demi-largeur du canal.
On ne peut done pad, sile corps n’est pas infiniment petit, négliger 7
par rapportay.

En définitive, il semble donc utile, puisque l'étude des ondes
d’émersion dans'un canal se trouve ramenée a celle des ondes dans un
milieu indéfini, d’examiner pour un tel milieu I'influence perturbatrice
motivée par 'intervention d’ane coordonnée v de la zone d’émersion
non négligeable par rapport a la coordonnée y du point, pour lequel
on veut, a un instant donné, évaluer la grandeur de la dénivellation.

En supposant z négligeable devant x, et v, non négligeable devant y,
on est conduit a calculer I'intégrale

f/" F (&, n) de dn f/ l*fl&drl
Vet a4 (y —n)? VRZ "}”+G

En substituant au dénominateur le développement en série

[ (2 —m) 1 q(oy—r) 1.3 2y —mn\?
1—{[_1 TR ] [1—1— e ' +2.!22/1- Re =]

et en assimilant la portion du corps immergé a son paraboloide

101

osculateur, de telle facon que

¥, q)_H( *———?,;>,
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on trouve que l'intégrale ci-dessus, aprés le changement de variables

€ =Iscosd,

1 27 ’
g1 (1—s)sds (7 "2y —mn ‘I
L;-Hll[—-———R [ d{[l—{—z(—ra —f—..._

Sil'on fait abstraction des termes du développement en série appa-
I 1
R R?’
n’a a évaluer que les intégrales simples suivantes :

hn = l’S Sink!J,
devient

raissant dans la parenthése, ou figurent .-+, on constate ue 'on

"1—s)sds 0w
A R 2T — m’
27 19 o2
o srdl— Z-s-ﬁ
aR2 J Wy = 2 R2
et enfin
! "2 2z
=) O = e
Ilen résulte pour Z,
. , g = 2

ou en désignant H//' par V (expression d’un volume),

= 2=
L=V (" LT,
! 2R 6R?
Rappelons a ce propos que dans le cas ou I'on ne considére qu’un
petit élément de volume, le corps élant immergé dans un milieu

w

. s . 3 . , . o I v . . .
indéfini, expression de Z, était égale a o.q > et que le potentiel faisait

A N L. 7 . P I e 50 e e
apparaitre les dérivées successives par rapport a s de > alors qu’ici il
y a lieu de tenir compte non senlement de ces dérivées, mais encore

de toutes les dérivées de 1313 parrapport a z. En définitive, I'intervention

n

, e - I , . . .
des dérivées o= (R—3> met en évidence l'influence du premier terme

complémentaire.



02 R. RISSER.

D’ailleurs, si I’on voulait étudier I'influence du terme complémen-

(29 —m)P
R

a1 27
/ (1 — sNsds / 'r,l’““]:yl"‘q d'.;!,
0 ]

ou encore, en faisant abstraction des constantes,

1 27
/ (1 — s)spivtrds / sin?+e ddl,
/Y <0

ot ¢ peut prendre P'une quelconque des valeurs (o0, 1, ..., p).
Or, st p+g=2%-+1,

taire résultant de % » on devrait calculer les intégrales

27
f sin?+7d dl = o,

0

2T g
f sin?tddd =4 / sin? 4 d
0 0

(intégrale qui se ramene a l'intégrale classique de Wallis).

et si p 4+ g= 21,

ol

Cette remarque montre que 7, peut s’écrire :

, ' A B N
/Jl: V (;—R-—R‘ »—R' —-...‘*W—..->'
Nous allons maintenant mettre en évidence I'influence du terme
en ﬁ dans le potentiel des vitesses ¢; la méthode exposée ci-dessous
pourra étre appliquée sans variante dans le calcul afférent a I'introduc-

. 1
tion du terme en -

Le potentiel des vitesses a pour valeur

-G

VvV ()Z_, 13 ()2'/” z2n+1 ()31+1Z}
S ["Z)‘: T3 T {(on4-1)! oz

avec
.
N=HI/ 'L Z»:—*’:——Tﬁ'
HIlet o= o5 — GRss
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()

d n
conduisant a ce que I’on peut appeler la partie principale de ¢, il nous

”<R>

faut considérer les développements correspondant a ———

d? [ dr ) _oa nn!P,,(cosG)
sart|ao\R) | =5 ame (7Y *TFW—]’

les dérivées , faisant apparaitre les polynomes de Legendre, et

Oron a

Al a
NF
A~
-
N’
H

d 1 1 (n—J,—l}p 4+ Y i s ___(11_1_-5)_])” P
dR| Re+1 " 7 "Rnr+2 n R+t dR\R/ Re-¢ T Red?
S (n41D(n42)P,  (n+0)P,z  (n+3)zP, 2
dR? [R*'Tl] R+ T T T Re TR D
(n+1)(n—|—))Pn(c090)+9(n+))c050P (cosB)—cos2 0P, (cosh)
R7+3 —
Considérons maintenant I’équation
(39) Qr=(n+1)(n—+2)P,+42(n—2)cosiP),+ cos2O P, ;

le terme de degré n dans Q, existe certainement, caril a pour coefficient
Al(n+1)(nt2)42n(n42)+n(n—1)|=2A(r2+3n+1) =2A(2n+1) (n+1).

I’équation Q,=o0 est de degré n en cosfl, et ne renferme que des
termes ayant la parité de n; elle a, comme P,= o, toutes ses racines
réelles distinctes, comprises entre — 1 et + 1.

On sait, en effet, que si une équation f{x)=o0 de degré » a toutes
ses racines réelles et inégales, ’équation af(x) + x/"(z) =0, ou o est
une constante positive, a toutes ses racines réelles et inégales [wozr
LAGUERRE, Sur quelques points de la théorie des équationsyumériques
(Acta mathematica, t. IV, p. 115)].

Il suffit en effet d’écrire cette derniére équation de la maniére
sulvante :

= o,

*
~It=

IR

et d’y substituer les racines de /'= o.
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Désignons par S = o I'équation o.f,+ 2/’ = o, et formons
(‘J’S + xS =o
ou
(40) a2f(@) +xf'(2) (o4 B 1) + 23" (2) = 0;
cette équation est comme la précédente de degré n, et, en vertu de ce
qui a été exposé plus haut, a toutes ses racines réelles et inégales.

Si f{x) = o a toutes ses racines comprises entre —1 et + :, il en
sera de méme de S + xS'= o; dans ces conditions, si I’on remplace
dans (39) P, par /(x), on voit que Q, s’écrit

Qu=(n+1)(n+2)f(z)+2(n+2)zf (n)+ 22" (z)=0o0,
BS+aS=apf(x)+(a+p+r)zf(z)+ 22/ (z) =o.

L'identification entre Q, et (3S + xS') sera possible, si I'on peut

N

déterminer des constantes o et 3 positives, répondant a

af=(n-+1)(n+2),
a4+ B3 +1=2o(n+2):

or on trouve que o« et 3 sont les racines d'une équation du second
degré (a=n—+1, B=n—42).
Le terme en I—{; de 7.,, introduit dans le potentiel des polynomes, qui

dérivent d’'une maniére simple des polynomes de Legendre, et ont,

comme ceux-ci, toutes leurs racines réelles et inégales, comprises
entre —1 et + 1.

St I'on \oulalt étudier l'influence du terme R21)+" on serait amené

a calculer <R2P+1> Tenant compte de ce que

’ (1) 9/)’
dR v (R o Rertt?
on voit que .

dr [ _ode pdn v (—nrnl d2r [P,(cosh)
dzn \Rer+t ) 7 dR®r | dsn \R ) |apl = apl  dRer| T Ree ]

).

(avec cosh =

==K
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On trouverait comme précédemment une équation analogue & (
type ci-dessus

D, du

Qu=AP, + Bz P!+ Ca2 P} ... 4 La P,

et 'on emploierait le méme procédé pour démontrer que ,Q,=o de
¢ ,

degré n en cosf (ayant tous ses termes de méme palite), a toutes ses
racines réelles et distinctes.

Retour sur Uexpression du potentiel des witesses. — La méthode

de M. Boussinesq pour la recherche du potentiel des vitesses consiste
tout d’abord a exprimer la fonction

>1¢_") )d;d‘ll
7(z, ¥, %) 7:-’//59 "+(x E)—l— __r)}

ou F(x, y) représente la section a fleur d’eau du corps immergé, puis
comme nous ’avons exposé, a calculer la fonction

m
. 1 0 i
j(T’ S o= OT [ rcos&"df"

><f A (z+Tcospcos®,y 4 Tcosusin®, z) db
0
et enfin

o ar £2
(43) <‘9=2L[ ‘/<;, z, ¥, ;)@(;&—é) do.

Supposons le solide réduit a un élément dm; il en résulte que la

(49

(42)

fonction

(x—i—Tcosp.cosG) ¥+ Teospsin®, 5) = \/2 dm

37
[R°+2Tcosu.(xcose~|—3 sinf)]?
Ri=2z>+y*+ 324 T2cos?p.=R24T?cos2u

Cette fonetion J, peut encore s’écrire

lv‘v’

7 (z +TcospcosO, ...)= \"2 m [1+

2T cosp(zcosh + ysme)]
RZ
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et peut étre développée en série puisque 2'T cost.(x cosl + ysinfd) <

\_/_;.@ [1 % I‘cosp(z‘(‘osﬁ -+ y51n0)
2 R::

R-

7=

+<_I)p3.5...(2p+1)(

3 Tcos‘u)l’(.z'cosﬂ+ysin(j)1'+...1-

M étant la projection du point (x, ¥, z) surle plan de la surface libre,
w ’angle de OM avec Ox, on remarque que

zcosh 4 ysin =OMzcos(w — ) =rcos(w—18)

Comme on peut faire tourner les axes (xOy) d’un angle ®w, on voit
que, de ce fait, on rameéne le terme général de 7 a la forme

85 ep ) (Teospyr (rooshye.

A Tlintérieur du cercle de convergence, la série est absolument

convergente et]’on peut I'intégrer terme a terme; par suite, f'se calcule
ainsi qu’il suit :

&1

N 22T
J(T, 2,9, 2)= \/ d/nazr (Tcosy.)l’“du/ S(—1)?
0
1.3.5... (2/)+ 1) (rcosf)?
> P! T

Comme p

+

-‘(cosf))l’dﬁ ::\/l [t~ (—1)?| (cosb)r db,
0

k]

A

on voit qu’il ne faut faire intervenir que les valeurs paires de p; d’ou

’K

ST, 2z, v, 2)= \/z clm f (Tcosfx)z’l“d(m / : Y (— 1)1

(dg+41) )
R““ ;( q)' r272cos246 0.

Tenant compte de ce que

/EcOsz«Me: 1.3.5...(2g—1)

Jy 2.4.6...09¢q

)
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on trouve pour [

- 2 0 2 2
SOz, 2y =2 qm f (Tcosp)ats T Ay,
- 0

e JT Ret-
avece
Azl’) . ('2(/—1)13...(_/;(/j—1_)'
24...2¢q (2!
Posons
- - . di.
T'oanw =7, d'ou dy = i
' ! Lcosu
et

" T T2 —72\1
(Teosp)2? t="Tcosp.T?7 (——;— ;
on constate que / peut s’écrire

- 2 J ~ ! T2
(14) /(l’x’y’:)‘_‘:d"‘g%:;i,f 73 (
0 (R2+T3—7\3>

nye

Ad).

[

24 +

On est donc conduit a calculer

s (T yedi

b

27+
)

0 (RT3

r

qui, apres les changements de variable I'=="T',R, =72, R devient

)y 2 ~on
\— 1 (T2 —2) i, )
TR vy e
Coa+T =)

Or

Ti—07 \? ( 1 >4 q
) = ) Sl e L
1+ Ti— 23 . 1+T2— % 1+ T — n

1

4 q- _I il — 1) _.____._.l_,_._.
g —p) G TNV R T

+ (1)

En raison de ce développement, 3 peut étre défini au moyen de la

somme
P=q N
. o q! nh i,
3= pageI (— )P — T —
: pilg—pr' A TR TN AL &
p=0 (]"‘T‘l;*-)xi’) -

Or l'intégrale

& d,
],He:/ TS
2 o (l—}—T;-—l\f) :

RISSER 13
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s'integre facilement ainsi qu'il suit :

1
- - _ i 1 ~ -
I . a4 T332 ! 2n ! 23dh,
s = ; B 17 5
net (1 Ti— 2204 T? 1+T17 ), ) BN
- 0 (=T — )
. N - . -
| T, i 2n ' dr, ! dh,
= ——— =2 - - ,
nos I—I—Tf I—',—rl‘]z A nk% u+:f

(14 T2o-02 O T -0
soit
(tan4+1)l (,:B—{—-Ql 15
n-g C n-

en posant

T 1
B= -———«I-—:, et Cor ——
1+ T4 1 TP
on a done les relations
1 N B an
n+j—;_2/z+1 (t2an—+1)G n+é’
B on —
1= -+ \ 1
ng 20— 1 (o —1)G nty
B ,
[, = 'y
: =3 e
. . RN . 21
Multiplions la deuxiéme relation de ré en ar —————, la
Multip el de récurrence pa (2n+1)(,’l
2n 2n an(2n—2)...6 1

1 o
=~ 'avant derniere par

.
rolsieme par — — =
troisieme pa on—1 an—1 C2

(2n—+41)...9 Ccr-’
an{an—2)...4

I
(2n—41) (2 —1)...5 G

et Ja derniere par > puis ajoutons, nous troiu-

vons ainsi

| B n
- —f e —— - =
"o zn—{—-l(\ on--1 G
‘ 2N 2N 2 AR(2N -—2) 4.2 1
+ T S e uniiar o )
s —a 2 — a5 G2 (o —)on—31... 3.0 G

et pour 4 I'expression
p=q
!

_ RV AR
V= R -’Z‘ " Py pﬂl;rlw:

P
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On peut done maintenant définir la fonetion f('T, @, », z)

- 4 - Py N
5 0 P30 g -1 13 4g 1) q'
—dm¥ 2.2 Z: L Lo 2: e -
J=dm =2 JT - R27 2 2.4.6..2¢ (agy! = plg—p) pra~;
g= p=0

qui, ainsi que I’a démontré M. Boussinesq, dans le cas ou la particule
fluide se trouve au point (o, o, z) a pour valeur

™
- zdm 0 £ Tcoswdp. dm z2--T=
JtT, 0,0, 5y = — - / ——
= oT N = (z24-T2):
0 (32 T2eos2pu)? +19)

(woir pages 30, 31, 32 de son Mémoire : Sur une importante simplifi-
( pag ) ’ '/ ‘

cation de la théorie des ondes que produisent a la surface d’un liguide
Uémersion d’un solide ow Uimpulsion d’un coup de vent.

On peut calculer les fonctions T | et par suite les intégrales J; on
Prgts

trouve ainsi que 5, ==B.
3, correspondanta ¢ =1 et aux valeurs p ={(o0, 11, a pour expression

B2 . 3 b2
'zR*"( +(,- -)’

<
e

3, correspondant a g =2 et p==(0, 1, 2),

Br'( 3 ; 38 84 6

2= g (T T aea T v T )

3 correspondant a ¢ =3 et p==(o0, 1, 2, 3),

B/‘( D) ) 2)

B
! R#

On remarque que sil’on fait C==1, ¢’est-a-dive si I'on rend T, nul,

. . e g Brz B :
on voit de suite que les multiplicateurs de TR sont nuls; on peut

s’en rendre compte facileinent en revenant a la forme initiale de 5.
En définition, /'peut s’écrire

f= dm \J> dM

2 dr’
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toutefois cette méthode de calcul de 'expression M ne met pas en

évidence la loi de formation des coefficients de C= - et e fait pas

B
apparaitre le moyen de sommer les coefficients de 08

T, RT Rz+T- .

Comme B = T = T C=1+T= _R—r‘“l en résulte

que M peut étre représenteé par

~ Br# R? Ren
]\G_S ! <I‘J“+ Jlj{ J_rlw,+---—"" Jn'_‘——);

P/1+’ R ’+’FJ)/1
71—0
d’ou
oM Z o R—T R )(
aT = R (Regemeye | oot B ra e )
n=40
o R ~ PABPR2PTJ
T R Z TRT_,_ T.e)p+."
p=0

On constate ainsi que I'on a les différents termes de f, et que 'on
est ramené pour déterminer le potentiel o des vitesses a calculer les
intégrales

Aor o
ou T est remplacé par —
P par —;

e T2 C 2
[ e ()
oo (RE=TTe T 02

l.e potentiel ¢ est formé par la somme des potentiels pattiels ¢,

m'u
- R 12
o= 3(R, 1) _ 1 )(lc&,
i / 7'1 /) i 20,')
%o R2 - 2.
i

et que la dénivellation totale de la particule fluide au point 2, y, z

£ ) do
résulte de Sh — Z: Z2p,

ol
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on voit que /4, peut s’écrire, en rempla-

—_—

v 3 ? 2
Or si 'on pose ="

cant £ par 6
3 o p |J ?

. 2 (B —1) (4B, /B2
=J(R, ')f /l]_{z) ¢ (—) dg,
0 (:,2‘314,_1)1)(_:2_)1;-:

]
29\
o

A e =D e
hp=&(R, 7)[ (2R nPR2P=2 7 A 2 )d‘)'

i \ /

Le calcul de l, est ramené au calcul de

- (Y o) (Y —a)e /B ol
5 (R, ’)[ ( Yl’)l()f-’l’—‘-’ >-—- 4 (' )d(ﬁ (ot Y =~28%41),

et par suite a celui des intégrales

2
,gb’(-)d.’j
/ 1 o )
0

(y* B+

w

Or M. Boussinesq a montré dans le Mémoire signalé ci-dessus

(p- 32 et 33) que cette derniére intégrale était identique a

Sy

1 / dw /” cos(Xa)do
avya., co0s*w ) (1 4 a2)?
"% cos X d \ N c . PRI
Comme M, ou le parametre X est essentiellement positif
0 (1 + az)q
entre les limites o et 17; de w, se déduit par (¢ — 1) différentiations en X

de la formule de Laplace :

I
/‘Lcos(Xoc)doc T
LR} 2

.

1+ o

oulon remplace Xa par la variable «.
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On trouve ainsi que

e ‘,-t P:‘.‘:lj AN
1 T dw T cos(Xajda 1 odow A \P
J— R —— - - / P ()"\ V4 )
oary o 08?2 — 2 ary 0820
ovy 2y, COsTo ) (1 — &) TN cos?2w

0 p=0

22w).

. 1
avee X =— ~— (1 = tang
pew!

51 nous faisons maintenant le nouvean changement de variable
tang » ==, on voit que l'intégrale précédente peut s’écrire
Wl

1—"{’ - [
: (5 L le\p
_ [ lm,, - > as.
gary ! 28 4
vvy2L y,

i

k)
11— 2

On peut développer I’exponentielle suivant les puissances de —>

ar
i

et 'on doit alors procéder a l'intégration d’expressions analogues

Al
a / (1—dJ4*)"db, ou encore écrire notre intégrale
L)

- 9 S /P
e Ral I 1— 2\ 7
_/ ez, () a,
Y 2 _

0 J

-

]
et développer I'exponentielle suivant les puissances de :—

i

KEn définitive, nous avons, au cours de cet essai, montré que la
représentation du potentiel préconisée par M. Boussinesq qui a le
grand avantage de permettre I’étude dans le voisinage du lieu d’émer-
sion, peut aussi conduire aux développements classiques, pour la
recherche de la dénivellation (’une particule fluide (o, o, z); si nous
avons pu passer de 7 a fet de /a ¢ dansle cas le plus général, et par
suite montrer comment on calculait Z, nous devons reconnaitre que le

processus adopté par nous n’a pas mis en évidence le développement

cosf).

2

caractéristique en — P

rn u+1

Il est bon de remarquer qu’en ce qui concerne I'étude de la propa-

. , B .B .
gation des ondes apparentes, les termes en B, - et ; suffisent pour

donner les éléments approximatifs.
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MAXiMA ET MINIMA DE LA DENIVELLATION. — Nous avons abordé primi-
tivement I'étude des maxima et minima de la dénivellation pourles
particules fluides distribuées sur la droite z==z,, dans le cas de deux
dimensions; nous allons faire la méme recherche, en considérant les
particules situées primitivement dans le plan z =z, et en supposant
les ondes produites dans un milieu indéfini.

La dénivellation de la particule fluide, avant pour coordonnées
initiales (.x, ¥, z), est définie par I'équation

(— 1)

h— ili/{ ,(cos@)——él’_ﬁ\codﬂ-}-... e --*P,l,‘,(cosﬁ)—f—.‘.l,

2 (n o0 0onrn

ITN-

en supposant le corps 1 éduit a un volume tres petit dq.

. . dF
On voit de suite que 2 a pour valeur
dz

> p 2 2n «
dh _ _ dg zP,—,él'—P_,+..‘—|—(—1wMP" e
dx awr’ dx r reA,
/ .o db [ 2 L
——— j(-:({'— »llle—(—;[P —_ ’_.PIZ'F"'—}_("")n’_‘"_A:P,”{""l

avee Ny==(n+2)...on.

Fu égard a z constant, on a
. . db di
— rainf) — 4 cosf — == o,
dr dx

et par suite
., db cosh ds= x
sinfl — = —— — : ;
dx 1 dx r2

. , dh 4, . .
il en résuite pour ——1 expression suivante :
dx

dh _ dg.z Z (ot 2P eon b, e )
- ot A, r
- 0

T7

On peut transtormer la quantité sous le signe X, en tenant compte
de la relation classique

(n b P, pocoshy — o - ncosiP, — s P, = o,
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qui, parle changement de z en (72 + 1), donne

po(n—e 1Py g —(n+2 jeoshP,
neq )( 2
sin?f

. dh . e
sil’on remplace P, par cette valeur dans 2 ontrouye immédiatement

. 1h dg.r (n+2){Pyy —cosh P, ] /13
(1)) i__."__._WNM :E:( )n -1 2] ( )
dzx 2yt

n2f A, N

l.es maxima et les minima sont donc les racines de I'équation

©

. ) / 2\ n
(43" 2 (— 1) (n+> )L ”_,',+..92.\.6i‘_’ <£—> lﬁ_ 0.

A, r
[

On sait que P,,, a pour valeur

1 dn+| , e .
2.4.6 ... (2n42) dint (22 —1)et] (avec 7= cosh);

el peut par suite s’écrire

ukl

P
I

= A (2n t o) (4 2)cosnttl 2‘ (—nyway

p=1

SCOAN =2~ ap). . (12— 2p)costvi=irf

avec

zX:Z.é

6...(2n—+2);
on déduit de la

, 1
P, = K[(zn—}—g)...(/z-{—
Xl2n~+2—nap).

\
yeos 4+ X(— 1)eCh

(-1 p)costirh.

On trouve que 'expression (45") prend la forme

n-+1
n=w

P==
Z (2”4‘»).):&'(”_‘-210()5"“0-&- 2 (=G

r=1

L S—ap). .. 2— 1 12 e
S __‘2/_)A_(ﬁ 2 ,_i/{_)c()snﬂrl-—%[) [.2_,_] (—1)nr LI >

—
=
~
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, e —
En développant on cons rés avoir = ue I'équa-
éveloppant on constate, aprés avoir posé — = \/p, que I'équa

tion de condition s’écrit :

o2 2 =0 Ci -1
4 29 . 9. 60+ / 9
(46) \/plz.z!A, AT T 56A P ]
cosf [, Ci.5! 3.5 Cilg!
"“2.11[5”5!&,1’ STA P EITv RS ]
cos2f[ 3! Ci.9 9‘
—\/p'a.z![z!A, /'A 54 ]

ou encore .
(] cos3f
Vor(p)+ S ) =y p S ) S () = = o0

onremarque quef,, f;, f, ... sont-desséries entiéres, d un type analogue
a celui étudié dans le cas de deux dimensions. Il est évident que si ¢

7 . . t"’ . ’ .
et 7 sont négligeables devant x et y, et si de plus — est fini, I'équation

qui fournit les maxima et les minima afférents au cas ou z, est petit,
b
n'est autre que f, = o.
Si1’on remarque que f, = o peut s’écrire
q '

4 P‘.’ . p3 Pn .
+ 2.alg NEITRT B '+2"n!(9,n—{—5)...(/.n—i—l)_'_"'_o’

on remarque que cette équation n’est autre cue celle donnée par
Poisson page 154 de son Mémoire).
) , . . . L2
Comme nous venons deledire, cette equanonneconvxent que si - est
12
fini; si— est trés grand et comparable i .n [ et I étant les axes de
; ) p

la section a fleur d’eau du parabolmde 1mmerge), il est absolument
nécessaire de faire intervenir les termes complémentaires dans le

37 ,.2 p -1

dn
dév eloppement de ¢, termes provenant de —— <n:’—f>-

RISSER 14
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ONDES PAR EMERSION.

Le calcul montre que pour un paraboloide de révolution

le développement de ¢ est représenté par

He rofr - & | A
T e RTeR T | TRt s

.‘

'1*

I 12 ]
[B—E—R—s-*—... '+‘...—l'

_ & .
Il est intéressant de remarquer que dans ce cas( —trés grand);l’etude

de ce qui se passe a la surface effectuée par

Poisson et Cauchy, grace a

I'emploi d’artifices multiples de calcul, a été au contraire faite de la

maniére la plus élégante (Application des potentiels, p. 646-647) par

M. Boussinesq.




TROTSIEME PARTIE.

ETUDE DES ONDES POUR DES BASSINS HORIZONTALEMENT LIMITES.

Au cours de la deuxieme Partie, on s’est ocenpé tout d’abord des
ondes produites par 'émersion d’un cvlindre dont les génératrices
sont perpendiculaires au grand axe d’un canal, puis de celles résultant
de Pémersion d’un corps dans un milieu indéfini (cas de trois -
dimensions).

" Si le canal, au lieu d’étre indéfini dans les deux sens des .r, tant
négatifs que positifs, a une section x—=a, occupée par une paroi
verticale s’étendant depuis la surface libre jusqu’aux plus grandes

Fig. 3.

A A’

profondeurs, il suffit en s'inspirant de la théorie des images de Kelvin,
d’imaginer le canal ou le bhassin, prolongés de nouveau indéfiniment

RISSER 15
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de l'autre coté de la paroi, avec une région et un volume d’émersion
qui seraient exactement symétriques, de la région et du volume
d’émersions réels par rapport au plan de la paroi; cette symétrie,
comme va nous le montrer I’analyse, maintient a toute époque dans le
plan de la paroi les particules fluides quiy étaientaccolées initialement,
ou encore rend nualle la composante normale a la paroi de la vitesse
desdites particules.

La encore, comme.l'indique M. Boussinesq /woir son Mémoire :
Sur une importante simplification de la théorie des ondes, que
produisent a la swiface d’un liguide Uémersion d’un solide ou
Uimpudsion d’un coup de went, p. 37), le probléeme pourra se traiter
comme dans le cas ou le canal était sans extrémités, et le bassin
horizontalement indéfini en tous sens, mais avec surfaces et volumes
totaux d’émersion comprenant, outre les surfaces et volumes
d’émersion vrais, leur image a travers le plan de la paroi comme
miroir. Il en résultera que la réflexion du mouvement par la paroi se
trouvera ainsi remplacée par la propagation directe effective, dans le
canal ou bassin réels, des mouvements censés issus de I'image, qui se
superposent aux mouvements directs analogues émanés de la vraie
région d’émersion et non encore sortis du canal ou du bassin effectifs.

Il est évident que si le bassin, au lieu d’étre indéfini en tous sens,
est limité par deux parois rectangulaires A et B, il y a lieu en ce cas de
considérer non seulement la surface S et le volume d’émersion V,

Kig. 4
A
M . M
r t
H |
H H
Bi | :

: l =
[ Lt t
My ' Mab
]

1

mais encore les images de S et V par rapport a A et B (soient S,, S,,
V. et V), et aussi les images S,;, V,, de S, et V, par rapport au plan B,
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Nous allons montrer, en utilisant les formules de Poisson et de

Cauchy, que ces adjonctions de surfaces fictives et de volumes fictifs
o , 0
. N do .
conduisent a des valeurs nulles de 5 pour un point (quelconque de la
paroi simple, ou de I'une quelconque des parois & angle droit.
On sait que I'étude des ondes par émersion produites dans un

bassin indéfini en tous sens conduit d’aprés Poisson & un certain

potentiel des vitesses

/ | n » 4+ » L
G = — F(d. 3\e~zwx“+b?
] 7:2 Y
0 0 —w Y=
, .

sinc¢t

(8)

> cosa(z—x)cosb(y —53) dadbdad3

c

(avec ¢ = ygy/a? + b%).

Or sil’on suppose que le liquide s’étende a droite de la paroi y, O, z,
parallele & x = o, on doit en ce cas faire intervenir I'image du volume

g, 5.
O

%

.
.
'
v
'
'
'
)
q
.
]
]
]
z

par rapport a cette paroi, et admettre que la masse fluide couvre alors
tout I'espace au-dessous du plan z= o, si 'on veut se trouver dans les
conditions du probléeme étudié dans la seconde Partie.

En désignant O, O par X, on voit en passant du systéme O.xyz au
systéeme O,.xy,z, que le potentiel du systeme est défini par

| ATAtTE TRt
?*;—2// // e —\, Bycos[a(xy—X)—ax] -
Y Yo Y —

+ f(— 22—\, 3)cos| —a(x, - \N)4aa] | Pdadbdad?

o L. sin¢t
avee P = ¢y r cosh () — 3)— -
. ¢

Or si dans la deuxieme partie de cette intégrale atférente a
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/ — 2-—\, 2 , onchange z en 7, Oll rematque que g s‘ecrnt

P

// /('j‘-w\.:ﬁ)l’[um)ru/z‘ aN { a!

-

K
:.]. —-
:\i

“cosfar, ct(\+x)(]c{a¢lb//ud.’$,
on i

. ! / / / / YA TN T I BRRTINTRIAN /"/”’//'/]"/'//:ﬁ
expression dont la dérivée par rapport a x, est égale a

~#/ / / / af/(v— \, B)Psinax,cosa (X + 7) dadbdadf,

qui est nulle pour a, = o quels que solent y, et z,.

Cus de dewr parots rectangulaires. — En opérant comme ci-dessus,
on voit qu’au volume f(r, — X, y, —Y), il faut adjoindre les volumes
fictifs

Y T L e SR L W T R T S St &

En l'occurvence, il y aurait lieu de considéier quatre intégrales

quadruples ; si 'on prend les deux premiéres qui font intervenir

-%// //5/(,7 ~N\. % Yjcos|autry— Ny—av|cos[b(yy— Y)— b3]

A ft—v— N\ B Y)cos[— @+ X)—aalcos[b(), - Y)1— b}
X Pydadbdod?,

on remarque (ue I’ensemble peut s’écrire :
_i_;/ / /fp,/(a._ \, 3—Y)cos| by, —Y)—b3|
> {cos[a(x,—\) —aa|+cos|a(ry +N)+ax| dadbdad?.

En délininve le potentiel des vitesses a pour valeur :

07:_/ /f '/(a-_x,,6_\)e—s«m“‘:__c‘qczadwad@,

Q = 4cosarscosbhyscosa (N —a)cosb(Y +53),

~

avecl
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et I'on constate immédiatement que les dérivées

9% | l 1t

R ry= 0 quels que soient Sy, 2y €0 L,

().’L'; s ! l I Y ’
s annulent bien pour

i ¥

_— 1y ==0 » Ty Sy el .

2 \

Iintroduction des volumes fictifs est done partaitenment légitimée
Montrons mamtenant que 'emploi de la formule de Cauchy, pour
le potentiel des vitesses en un point quelconque de la masse fluide,
permet de faire les mémes vérifications, aprés introduction des
volumes fictifs, de maniére a se placer dans le cas d’un milieu indéfini.
On a vu que ce potentiel s’exprime au moyen de P'intégrale

— ) T+ ® ‘ s
(/17) q:;/;/f // *i‘l(vwzt)alnvcos[(m_x)z_;(P y)‘“x

dy.dy
.

Y {.L‘)

[X]

Xe—‘IW:F(m, p)dw dp

Or si T'on veut étudier le mouvement des ondes produites par
Iémersion d’un corps dans un bassin de profondeur infinie, limité par
deux parois 1‘ectangulai)‘es que l'on prend pour plans xr=o0 et y=o,
il faut en ce cas substituer § a la fonction F, ¥ n’étant autre chose que
la somme

j'_:F(m,F) . F(——G}‘, ‘0) + F(FS, __F) . F(--- - 9)
Quant au potentiel des vitesses il serait détini par
9=qi+q2+qs+qu

q, ayant la valeur défini par ( 17),

\

P’ 't ; — >“Z\/E-L_\.l

[(—m— )+ (o —
4

< cos IV gy g o,

q, résultant de ¢, par la substitution de (p +)) a (¢ —) ), de (w4 )
am—ux)etde F(w, —p)alim, ¢);
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A

q, résultant de ¢, parla substitutionde g4y a (g — ), de m 4 0

¢
)

alm—xyetdelF(—m, —o alF'm, o
Ceci revient en définitive a prendre pour le potentiel

g = \ g‘ 0 / f / /sm(ty/‘w/g‘ )blll‘/——,;;/:::-
a2 ) \ 1y

> F(w, g)|cos(a — 3% -~v)—4-cos(z—+ 5-—~)

+ cos(a— 3 A4-v)4cos (a3~ |dndadudy

avec
Lo R e et oF4

43

o= —F—— D=

f. T

7o
-
4

i~

[

I

Du fait que la somme des (uatre cosinus a pour valeur f cos o.cos Y cos v,
on voit de suite que

do .
—(f =0 pour & =o0, quels (ue sotent y, s et {,
Lz :
Jo
L =0 pour )y ==vo, » x, 7 et ¢.
dy '

Sila seconde paroi OB, au lieu d’étre perpendiculaire a la premiére

. . 2T ’ . .
OA, fait avec eelle-ct un angle et que le volume d’émersion soit

symétrique par rapport au plan bissecteur de cet angle, il suffira
d’introduire 7 volumes d’émersidn, le premier de ces volumes étant le
volume vrai, et les autres étant distribués comme l'est le premier
dans les (n—1) secteurs, formés par des parois verticales faisant

entre elles I’angle 2T A partir de OB.
< n

Supposons maintenant que les deux parvois verticales deviennent
paralléles et constituent deux sections normales (a une distance o. l'une
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de l'antre}, la région cylindrique d’émersion étant d’ailleurs quel-
conqﬁe entre elles. On est donc conduit, en égard a la considération
des volumes fictifs présentée ci-dessus, & faire intervenir 2 4 images
de Paire effective d’émersion ; les deux premiéres images sont symé-
triques de cette aire (l’émer‘sion par rapport aux deux parois, puis
les deux suivantes, symétziques de ces deux premiéres, chacune
relativement a la paroi par rapport a laquelle son image n’a pas encore
été formée.

Il suffica ensuite de rendre le canal indéfini des deux cotés des y, et
I'étude de ce qui se passera au sein du fluide indéfini, différera aussi
peu gqu’on yvoudra des phénomenes réels qu’v ferait apparaitre le
canal limité, a condition de faire croitre k de plus en plus.

[l faut toutefois reconnaitre qu’en introduisant la surtace symétrique
du corps immergé dans le cas d’une nappe liquide de profondeur
infinie limitée par nune paroi. puis trois surfaces ou trois images dans
le cas de deux parois a angle droit, nous avons simplement vérifié que

, e, 0o, . . .
les dérivées 5. €taient nulles 2 vn moment quelconque et en un point

quelconque de la paroi.
Il reste a montrer analytiquement que I’on est conduit a 'introduction
es images ; nous allons a cet effet revenir au cas s ondes cylin-
d ges ; 11 t effet reve des ond 1
driques et supposer le canal limité a droite par une paroi verticale.
navu que le ntiel des vitesses, a I'intérieur de la masse fluide
O le potentiel d tesses, a | ,
est défini par les formules de Caunchy :

® w
o = / cosmae= " fom, t)dm - / sinmaz e fom, ) dm
7o .

0
avec
fim, t)-=conl l\"'mg Jo (m) i-sinl ty'mg) b (m),

Ji{m, t) == cos ( L\/mg' Jo(my —=sin(ty mg )y, (m).

Quant au potentiel a la surface, ila pour valeur ¢, _ ..
La paroi ayant été prise pour plan des YOZ, si 'on veut que la
vitesse suivant la direction normale & la paroi soit nulle, il faut que
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w,_, et U__,soient nulles quels que soient y et 7. ou encore
xr=20 r=20 x
1 “ — . —
Uy oy== - })/ l e~ coslty/mg o tm ) =~ sin ( Ly mg ":J, () Im(lm == 0,
0
( — I(‘n%( tvme o, (m )4 ~inlt "mie )b (me lm(lm == 0
1) T b Ostiy g )9, ) \'mg )y () == 0.
0

Puisque nous ne nous occupons que des ondes produites par
¢mersion, il faut écrire la condition correspondante, ¢ui n’est autre
que QD=o0 pour f =o0:

o
Qrmpy== 0= / |cosmzoim) 4+ simmzo, (m)|dm,
A ]

et cela quel que soit x ; cette condition n’est réalisée que sio =09, =0
(voir Note X1I, Mémoire de Cauchy .
’ L N . \ . ()CI‘
L’autre condition a la surface revient a exprimer que {5
(z=0, [--0)
représente une certaine fonction f(.x) connue.
Ov, sil’on choisit maintenant J, (m)= o0, on constate que u,_, et
U,_., sont nulles; de plus, la valeur de la dénivellation a la surface,

(qui avait pour expression generale .

se réduit, eu égard & ¢ = ¢, =1, =0, a 'expression

‘ ‘
1 * — J—
e l cosmux (‘,os(t\ mg ) '«fu m)\'mdm,
\/.-9 SV,
((ui est une flonction paire en .x, qui pour ¢ = o devient
I o«

—== / cosmz $(m)/mdm.
Vgds,

On doit donc se trouver toujours en présence d'une fonction paire
en z, ce qui ne peutavoir lieu d’une maniére générale que sil’on adjoint
a la fonction f(.x) sa transformée en (— x), ce qui revient en définitive
a adjoindre i z = /() son image par rapport a 'axe OZ.
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Nous avons vu que le potentiel des vitesses peut étre représenté par
la série de Mac Laurin

, 3 Oh 1 0%h R amh
(48) o = thy+ 5 - — 4 =, AR S, Tt ,
I 3! 0z o 0z (on—+1)! 0z ’
& /1, désigne la valeur initiale au point quele rz) de 2
ou /i, désigne la valeur initiale au point quelconque (x,),z > 50

ou de la dénivellation 4, laquelle se déduit de la valeur donnée f(.r,)),
relative a la surface libre (voir Mémoire de M. Boussinesq, ci-dessus
cité, 1910, p. 18).

Or on sait que la dénivellation initiale /%,, dans le cas d’un bassin

horizontalement indéfini en tous sens, et de profondeur infinie, qui
, . . . . dm - < L
s'exprime au moyen d’un p()tentlel newtonien = étendu A tous

les éléments dm=f(%, ) dsdr, du volume d’émersion contigus

=)

a s =o, satisfait a I'équation

0% I, . 02hy  02h,
0z? 0z

,)J—,? 032

De plus, la dérivée en z de ce potentiel

"dm f/ sf(E, 1) didn
- — == 3
' ' — 7- 2

(B (y )]

peut encore s’écrire, aprés avoir posé

¢ — 2 -=Rcosw, 7, -~y = Rsinw,
/ dm /‘”‘ ; /‘ sf(z -+ Reoswy - R smu))R(/PL
— = do e -
0 Jo (53 . R2)2

Si dans cette derniére intégrale, on remplace R par z¢, et que I'on
fait tendre z vers zéro, on trouve immédiatement que

sdm o la valeus Y
— -3 apour z-=o lavalewm o f(Z, y).
l.a fonction h,, qui doit ponr z=o0 se réduire a (v, ), aura

RISSER. 16
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1 [zdm_
a7 rd ?

comme elle tend vers zéro, aux grandes distances de l'origine, elle

pour valeur I’expression

répond bien aux conditions posées.
Sil’on se trouve maintenant en présence du cas d’un canal limité

par deux parois verticales paralléles, il faut choisir la fonction 4,

dhn
dn

elle se réduise a f(x,y).

satisfaisant a A, /1, = o, = o sur les parois, et telle que pour z = o,

h, étant déterminée, on peut alors, grace a la formule (48),
calculer ¢ et enfin la dénivellation en un point quelconque .v, 7, z
al’époque 1.

Cas d’un canal de largeur o.. — Nous ferons d’abord remarquer
e q
que I'on peut évaluer la dénivellation dans un canal de largeur 2, en

Fig, 7.

B

/]
/
7
J

introduisant le corps réel et 24 images, et adoptant comme aire totale
d’émersion I’ensemble de I'aire vraie et de ses 24 images.
Les images a droite de AA’ sorft représentées par

flzy (2 —1)a—y] et f(z,2ka+y), avec A entier posiltif,

ou encore par
Sflz, (—0)ry + kal.
Les images a gauche de BB’ sont définies par / |z, (—1)"y + K a],
avec k' entier négatif.
En définitive, si au corps I'on fait correspondre /{.x, )), il y a lieu
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d’adjoindre les images
Sflxe, (— 1)y + ko], A entier positif ou négatif.

Alors ue I'on ne faisait apparaitre que

/ _T/“ J(, m) dEddn
L Ve—g =

pour un seul corps, dans Phypothése d’un canal indéfini, il faut
maintenant considérer

o+ (0l L ha]didn
//\/U—E) GRS

. W . . SN :
Pexpression Z s’étendant a toutes les valeurs entieres kde — K a +K,

sauf o.

Nous allons nous placer maintenant dans le cas d’une solution simple
naturelle, ¢’est-a-dire d’un corps réduit a un élément dm.

Dans cette hypotheése, la fonction /i, répondant a la question est
définie par

dm | - |

" [x/rz—l—y e 2‘ [Var+ "2+<7-—/f0)2 \/k’a-}]
ho=dm | Lo N ([ 1 S
le=dm [’+Zil (‘/zg_*_zz_,_(y__/;{)? ka

%

. ‘<_~_I_.M __,_1_>'
e \Voitait (y+ha)t K

Cette série est convergente, car ,pour £ infiniment grand, le terme
général est de l'ordre de ; (voir T'raité de Mécanique rationnelle de

M. AppeLL, t. III, p. 382 et 383, et Mémoires de M. Appell dans les
Acta mathematica, t. VIIL).

. . I . .
les termes qui snivent = dans la parenthése constituent une fonction
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harmonique uniforme, car chacun d’eux étant & une constante prés
I'inverse de la distance du point .x, ), z au point o, 'Z=kx ), est une
fonction harmonique; il en résulte (ue la fonction

V| 1 I
2- (\(z‘-’*:-’ (y —kap \Aear,,)

est finte dans le canal.

Les dérivées partielles de la fonction 4, sont nulles a I'infini dans le
, . , Oh ® ’
canal, et ses dérivées ()—7? poury = ==~ sont nulles.

On a en effet

b
) A —ha

()h“ =-—dm N y—he 5
“ e (p— |

la sommation s’étendant a toutes les valeurs entieres de &, o comprise :

9,20) _adm { 2h- 1
oy 2 | i ) o (a 7]

190

-.z
2

Or silon fait correspondre dans cette sommation les éléments atiérents
respectivement a
/.",:',:./) et /.”:;‘-——(J)-— o),

on remarque qu’'ils se détruisent. Le méme procédé de calcul permet

d : Oy = | i et
e VolII que o T 0, quels que soient x et z.
y=—3

Rappelons que I'expression ci-dessus de 4,, ainsi que d’antres appa-
raissant dans divers problemes de physique mathématique, ont été
étudiées par M. Appell dans un beau Mémoire : Développements en
séries trigonométriques de certaincs fonctions périodiques vérifiant
léquation AF = o (Journal de Mathématiques pures et appliquées,
1° série, t. 111, 1887).

. . .. N ’ .

Reprenons les notations de M. Appell, substituons « a ., et éerivons
avec lui :

e (a ysia)= et N [% b -.J,

\'/‘1—.] s +~- d (/} ,<Aa> *‘1—1‘ ’T'~" \//I.Qa-
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ou

1 Ty 1 oD
Qi E (_._ S >
V¥t Vy—kay+u | ka
En tous les points de I'espace, autres que les points de I'axe Oy
(x =0,y =rka, z=0), cette fonction €, et toutes ses dérivées pour-
ront étre développées. en séries trigonométriques procédant suivant

. . 9T .
les cosinus des multiples de —‘-;l; on aura en tous ces points

a7 Taym
91=A0~}—A,cc>s-3—/+...+Avcos 'y—’,—...
a a
avec
I
Ap=— dlogu-}—Bo, =2+ 32,

o T-v-
2 — it -— —‘.-dt

Ay 2 f T E LB,
o« o {

ou B, et B, sont des constantes indépendantes de «.
M. Appell montre (p. 13, 14, 15 du Mémoire précité) que toutes
les constantes B, sont nulles, sauf B, qui est égale a

;(logzu.——(f)?

C désignant la constante d’Euler 0,577215 ...
Il s’appuie sur ce que

V=%

W 2TVY
ey= Z AyCOs CA
a

v=0

vérifie I’équation Ae,=o0; or comme A, est fonction de v = x*+ 3°,
il en résulte que I'on a

wd*A, | dA, DR

—n— = ——Ay=0.
du? du a?

Or I'intégrale

vérifiant I’équation différentielle précédente, on en déduit que

“&v: lv+ B‘Ia
B, étant indépendant de w.
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Substituant cette valeur de A, dans ladite équation différentielle, on
trouve

v2m?

- By=o,

a2

d’ou B,= o pour toutes les valeurs de v autres que zéro.
Quant a la valeur de A,, on I’obtient en utilisantla relation classique

1 a
Ao: a[ i‘/;d)’.

Sil’on suppose que ’on substitue au canal un parallélépipede dont

les parois sont définies par x === C—;,y = g; et qui s’étend a l'infini
du coté des 7 positifs, on est amené, en s’en tenant comme pré-
cédemment, a une solution simple naturelle (masse dm située a
I'origine), a introduire les images de la masse dm, par rapport aux
(uatre plans r = - %,y = i-lzz
M. Appell utilise un développement dérivant de celui apparaissant
dans’étude d’une fonction F(x, y, z), satisfaisant a I’équation AF = o,
et possédant trois groupesde périodes, ¢’est-a-dire le nombre maximum
de groupes de périodes que puisse posséder une fonction uniforme de
trois variables réelles (voir .fcta mathematica, t. IV, p.347 et suiv.).
Ce développement est basé sur I’emploi de la fonction Z(.x,y, z) et de
ses dérivées
7(x,y, 5)= ’1 +Z, [ﬁ — é — i_; Py(coso) — g—:l’ (coszp)]
. \
avec
r=yxt+yitz,  p=\al+ bt cl;
‘R=y(z—a)+(y—b)+ (s —a)

za,+yby,+ zcy.
ro ’

COSp —

i,

ay=ma-+m'a'+m'a"; by=mb-+m'b +~-m'b’"; cy=mc—+m'c'+m'c";

P, et P, étant les deux premiers polynomes de Legendre.
Dans le cas qui nous intéresse, le potentiel £, serait défini
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par dm.e,(x,y,2;a,b) et

I zﬁ I I amx + bny
e‘-‘(w?.’y’;;a'ab):'f—_*_ '—_‘—'—‘—s_—"—,
790 Tin,n Cm,n Qmn

\ .
oury,, r,,ete ontles valeurs suivantes :

m,n

a— /.z'_-’_—i— y?—i—?-', Popn = [(x —ma)*—+ —nb 222 o, /'mﬁa?—{—_n‘zl;?'
\ J m, V Y Pm, \ )

/
quant a la sommation E , elle s’étend a toutes les valeurs de m, n
autres que zéro. Cette fonction €, vérifie I'équation A&, = o; elle est
réguliere en tous les points de I'espace, sauf ceux définis par

z=ma; y=nb, s=o,
et est telle que

S (z+a,y,z)=Cy(x,y+b, 5)=Cs(2, ¥, 5);

[ 1S, e,
de plus, les dérivées <(§%—) ) ((()72> sont nulles.

(SRS

y=%

La fonction €, est paire par rapport a chacune des variables x, y, z.

Pour toutes valeurs de z > o, la fonction &, est développable en
une double série trigonométrique de la forme

PL=w,V=x

2UTL avymy
So= A 5 ——— €O J

cos 508
waY a b

(woir Mémoire de M. AvepeLL, Journal de Mathématiques pures ct
appliquées, 4° série, t. III, 1887, p. 21, 22, 23, 24 et 25), ou les
coefficients A, sont des fonctions de =.

En procédant comme pour la fonction ¢,, on trouve que

Agy __SsyE (Tl )
ds ab Jy oyt

ou le facteur 8 est remplacé par 4, lorsque 'un des éléments 1., v est
nul, et par 2 quand ces entiers sont tous deux nuls. Cette expression
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1. dA \ c o s .
de —* peut étre calculée en utilisant 'intégrale classique de Legendre,

© iy !
; e e M
/ e iNr —m=—=onme ",
J, \ &

on trouve ainsi

‘ - TR
(].'.\{,", L i'_’ e -2 "\‘ a- b
oz «l
b \
d’ ou
277
050 - b +Bu,m
/’ AT /!u l
\-),17_: D g 4 \ “ b "‘:—1;'! Al
/152 NE
ab ‘—, T
12 )

B,, et B, , désignant des constantes.

M. Appell montre que tous les B, sont nulles, sauf B, qui a pour
valeur
Ll NN he T Vet

9

B,o==2.(0,0.5;, a, b)Y+ — =

0,0 V-( ) y ab : /fmg 02 ’
4

formule dans laquelle = a une valeur positive correspondant au z de
la particule fluide envisagée.

Si maintenant I’on suppose que le corps soit immergé dans un milien
limité par les parois

| D

1 b
b yz:‘:~;

xr =t
: 2

[A]
i
D

~

on doit, en vertu du principe des images, faire apparaitre non seulement

. . a b
toutes les images du corps réel par rapport aux plans » === —, y == -,

mais encore I'image du corps par rapport a z==c, et les images
nouvelles de ce dernier corps fictif par rapport aux parois verticales.
Dans I’hypothése d’une solution simple naturelle, correspondant

a un corps réduit a une masse dm, on prenc.ca pour le potentiel /i

dm{e.(r, v, s5a, by +€,(x, y, »c— i ab)j,
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avec

2UTL 2VT)”
er(xy v, 55 a, b) =\ + ZA,, cos = —— cos ),,
o a

Npy=— - T By o (B,, mdépendant de z, y7),

— + Wby (b, mdépendant de 2z, y).

Sil'on pose

on remarque que B, et v, s’écrivent ainsi qu’il suit :

2w s O fe2TE
Boo=2.(0, 0, 35 ¢, b) + —— — S )

ab b,
, . an(2c—3z) ~ 46‘“‘"‘”"”
Wy o==C.(0, 0, 2c—3;a.b
00 == 2200, 0, ’ )+ T ab Z T abn
avece
1 ~N/ o 1
es(0,0,2;a,b)=- > — — —_.>
S \ ) __|_ z2 \//\2
et

1 ! 1 1
(0.0, 0¢ — 330, b) = e E ( T — ——:—_>
2C-— 2 \‘//\:!_'_(2(.___ ,:_)2 \/,\'_'

Quant aux coefficients A et b, , ils ontrespectivement pour valeur:

(VA

[I,b)\ ot » )
i\:,_;, = —e 2B,
i
abh e .
oy = —— T
2 , .

tous les B, et w5, étant nuls, sauf B,, et vy, .

La déri

dhg T N .
7. est, au multiplicateur dn pres, égale a

d

—feu(z, vz a. DY+ Sa(x, vy 2e— 35 a, DY,
ds ' ’ -

RISSER, 17
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avece
de, d&u Y oo ZETE 2Ty
— s a b ! cos
ds (#,y, 35a,b)= f[- +Z a 7
dA,, o= dB,,
ds ~  ab s

et des expressions analogues provenantde &,(x, y, 2¢ —3; a, b).

. , -, dA de,\o
On constate facilement que pour z=c, les dériv d"’“ r % sont
dA,, d.)
égales et de signe contraire, et qu’il en est de méme de —** et —}[S’_ﬂi’;

. o [y .

dans ces conditions, la dérivée —d—;) estnulle quels que soientret)y.
3 ) i=c .

Les fonctions &,(x, v, z; a, b) et S,(, ¥, 2¢—3; a, b) étant

telles que leurs dérivées respectives par rapport a (&, )) s’annulent

b . p C e
pour J’——i%; )‘:i;), il en résulte que /,, qui jouit de la pro-

c .., 0N . . . 1y, .
priété 0—; == 0 aux parois et qui satisfait a I'équation A, /2, = o, répond
a toutes les conditions exigées.

Grace a la fonction &,, on peut, au moyen de la formule (48),
page 115, déterminer le potentiel des vitesses de la masse fluide et par
suite calculer la dénivellation.

On peut étudier le probleme des ondes par émersion dans le cas
d’un bassin parallélépipédique limité dans toutes les directions, en
faisant état, ainsi qu’'a bien voulu me le signaler M. Fichot, ingénieur

3 o) )
en chef hydrographe dela marine, d’'une étude de Poincaré au probleme
des marées (voir Théorie des marées, 1910, p. 77 et 78).
Choisissons avec Poincaré une fonction ¢ (.x, y, z, ¢) se mettant sous

la forme ¢, (.r, ¥, t)9,(z), vérifiant les conditions

(1) do=o,

(2) =0 pour (== 0;

o

0—2 = o sur les parois verticales xt ===, y == b et sur le fond z =¢;
. / 0 .

(5) (;).[>z:l=(l_f(x,"’ )’

oo 02w
(4) <6—:>5=0_ < ()[i‘>::—:()
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L’équation Acp == 0 peut s’écrire

0, Ao, -+ 0,A0, = o0,
] i ] 1 7
ou
(P’» - —:‘DJ = — k=
Ao, 0, ’

apres avoir pris A* comme valeur commune des rapports; ceci

nous sommes ramené a résoudre les équations

(%) o+ A*Ag, = o0;
(6) 0, — k*Agg=o.
La derniere (6) peut s’écrire

(.)2'\‘72 1

PYCH A S
qui a pour solution

o,=Ac" - Be "

d’ou il résulte

De cette derniére, on déduit

)o : .
Z)_" ='~?|($, Js ‘\)—;:-(Ae/’ —Be /.>,a

do c .
et comme <t pour z = ¢ doit étre nul, on voit que

2¢c

« &
Ae'—Be "=o0, d’ou B=A¢"*

et

s 2 —3
c-_—co.A(e"—i-e g )

étant,

La condition (4) peut, grice a 'hypothése faite sur ¢, étre remplacée

par
1—ef d%o,
(L nHT e
k 1+e">
0}‘_—1 9
ou, en posant = 1T,
A<|—+—eh>
%9
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(qui a pour solution

oy (x, ¥, t) = Msinmt + Ncosm.

Comume ¢ est nul pour ¢ = o, on voit de suite que ¢, se réduit a8 M sinnt

et

/

z —_—MAsinmt( +e

~In
v

.\l )
0
D

[l nous faut maintenant tenir compte de I’équation de condition (3,
(ui peut étre remplacée par

2cN

X\IUZA(\I —er) =fixr.y).

On doit choisir ¢, de facon que I'équation (5) soit satisfaite, et que
les conditions relatives aux parois verticales soient réalisées; il suffit
pour cela de prendre pour ¢, une somme de termes tels que

s YTV PTE .2V 41 TV
4 ology y CUS €OS — 2cloy , COS Sin —
o b ' a 2 b
. 20 —4ITr YTy . 2{1.—{—17:.%‘ . 2vy 41 WYy
jedog y SIN 4~ —— COS —> W by, SINL - —38 _
o ) a b s 7 2 b

ou W et v prennent toutes les valeurs entieres de o a «; de plus, si I'on
ne considére que les termes en b, ,, on remarque immédiatement a
cause de (5) que

I

K=

,U.z ‘}"T—.
=2 (‘C—z— —t——b—)

I est évident qu’a b, ,, il fautassocier une valeur &} avec ¢ = (1, 2, 3, 4,
a laquelle correspond m, et A;, et que, pour i=1, on aura

20

_ o) o pmx o ymy
(%) mMA, <1+e ,)_wkzy,)\,cos - cos —

Orles b, , peuvent se calculer facilement au moyven de la formule de
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Fourier, en développant f“r, y; sous la forme
. feos\ [ cos”
2, ¥) = X,Ay , . .
S5 y) ¢ “'(\sm)(sm)’

. +a ~b 'L"’: )=

E \ 0xS VR e
oy g = — g, 1) cost cos —-— dg dn
e a()./" /l ACKY a b ’

. - a at-b L": oy 1 w1
r oRS . 2 1 x4 »

2~boy == — ¢, n)cos — sin ——— —dcdn

R ab,/“ -[1, ACKD “ 2 b ’

b
R A . Y
3oLy v = — Sy ) S ———— —=COS d d,
ST ab ) PR 2 a b
Jow S

El
21

8|

t-a 40
1 " .20 -1 S . 2Vy—1 T
Ly, = — 3 sin - & sin = —'— T .
(IR ab ./(\.a 71) 9 o b % l
. o —b

Envertu de (7), on voit de suite, en ne considérant que la premiere
des qquatre séries constituant le potentiel ¢, que cette série peut s’écrire

s e

U= YVe==x -
b 4 h
. ~ - W vy el'——e
b, = AN sinmyl.y-, , cost COn— ——— —,
a— A a b ( 200
=0 V=0 I)IKI—I—@")

. « e 1
eu ayant soin de chaoisir pour 4, la valeur — ===l en rempla-
VI LT
S

Tt bh?
cant ,-b , par l’expression donnée plus haut:
b= v < sing —-j P—z'+v.z”\_)£ -'-\/qu." w—nm (/Y
Iy S— — —73 T —_— 2 )TN\ - v
8 o= N @ ) VR Vs
T AN IR o
p=0 v=0 \/ 2 (U_, -/)-2.> P e i

+ ° I
TC v,
/ S5 1) cos S cos — ' dE d,.
‘ « b

o —b

Il n’est pas inutile de remarquer que si 'on substitaait a («, 0) les
,oad b . . .
quantités —, -, on verrait apparaitre les expounentielles :

U /v v- w

_’7::\1‘ -— —em{re—ni\/ S —e T \ R

e - v 0 - b~ et e @~ [
’
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de plus, si 'on fait croitre ¢ indétiniment, on voit que P, se réduit a

x 2 ]
N 1.2 VL
5SS sm\ Ime (S — ﬁ) ¢ \/T‘_,"
1 a* h ~7s\ 5+ R YT
D, = — > _ T a® = b% 12y, COS S cOs Y.
b e Z ’ o b

=0 0 Y/ (2 -+ s
= VE= 2 Lo —_
\/ «? /)3)

. ' YT .
Sidans ¢ =@, + ¢, +~ ¢, + ©,, on remplace % par o, = par ), etsi

I'on fait croitre a et b indéfiniment, on remarque que ¢ a pour valeur

A o w T a4 . Y ey

1 . sin /a2 4 B2 ¢

“—‘:// / [ J(Z ) i/:——g
Sy T, \/“I'J'_?"'

< e %3 cona (& — E) cosB(y — 1) do d dE dn,

qui n'est autre que l'intégrale trouvée par Poisson, dans le cas d’un
fluide indéfini.

Nous retrouvons ainsi, en particularisant la formule (8), un résultat
signalé par M. Vergne dans sa Thése (p. 78), mais nous devons
observer que nous avons admis dés le début que le potentiel des
vitesses était représenté par un produit ¢, (x, ¥, t) ¢,(z), lafonction o,
ne dépendant exclusivement que de z. Une telle hypothése revient a
supposer que le phénomene physique se passe de la méme facon a
toutes les profondeurs ; elle est en réalité une conséquence analytique
de la nature du fond du vase.

La forme (8) du potentiel partiel ¢, et celle du potentiel global ¢
montrent (ue le phénomeéne ne se passe pas de la méme fagcon dans
des plans paralleles aux parois; cette observation est corroborée par
I'étude du potentiel des vitesses mis sous la forme analytique

dm|Sy(x,y. 55 a. b)+ESy(x ). 5, 2¢—3; a, b)].

Obscrvation. — L’examen du potentiel des vitesses et de la déni-
vellation dans le cas d’un bassin parallélépipédique de profondeur finie
montre que la dénivellation ne peut pas étre considérée comme
indépendante de y, si 'on suppose que le corps immergé n’est pas
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constitué par un cylindre dont les génératrices, perpendiculaires a
Paxe du canal, en embrassent toute Ia largeur.

On congoit de plus que les résultats donnés au Chapitre suivant
{dans le cas d'un corps placé a l'intérieur d’un canal et réduit a
I'élément dm), en faisant état tout d’abord de la théorie des images,
puis de la formule de Wallis a la suite de sommations, ne peu\ent
fournir (u’une premiére approximation.

De laforme méme de /| et de celle de ¢ dans le cas d’un parallélépi-
péde, on peut déduire la dénivellation, en laissant la largeur (@) finie,
et en donnant a (0 et ¢, longueur et profondeur) des valeurs infinies.

On remarque enfin que si I'on veut — dans un canal illimité en
longueur —, en supposant la profondeur tres grande sans étre conside-
able, étudier le potentiel et la dénivellation en un point (2, y, z) tel

Z . . ) N e . ) . —tlu
que - soit petit, on peut dans l'expression de o, remplacer ¢

— 0 Ay 4¢

par e et encore par ¢~ en premiére approximation.
On voit aussi que I'on pourrait de méme, dans le cas d’un vase avant

laforme d’un parallélépipede de grande profondeur et dans I'hypothese
5 S coa, T
de = petit, introduire & la place de &, , 'expression

\/5;2 ve
= BT — + 73
a? be
4e

2

e
ab / a2—hbz

Ces considérations pourraient encore trouver leur application si la

particule considérée était voisine du fond.

Retour sur Pétude des ondes par émersion dans un canal de largeur «,
limité par deux parois verticales paralléles.

On a vu que le potentiel dans le cas d’on milieu indétini, en

supposant que I'on s’en tienne a un seul élément dg immergé a
»

I'origine des coordonnées, et en supposant ¢ et 7 négligeables devant
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x,¥,2z, a pour valeur la série

d t A
y= z_?- [}2 P, (cosh) — 373 Py(cost) +...
(2t
+ (—1)" Pugi(cosh)... |

(n+2)(n=+3)...(2n 4 )rei

Dans le cas d’un canal de largeur «, il suffit, comme on I'a vu
précédemment, d’introduire les images du corps réel par rapport aux
parois, pour ramener l'étude envisagée a celles des ondes d’émersion
dans un milieu indéfini ; on associe en I'occurrence au potentiel ¢, les
potentiels o_,, o_, ., ..., o_,, ¢,, ..., ¢, afférents aux différentes

images, avec

tdg O L2
D = ,l) .
T 0T e (A 2) o (2 1)

Si I'on veut avoir la valeur du potentiel total, il suffira de grouper
tous les termes de rang n dans les potentiels partiels, et de faire croitre
n indéfiniment, c’est-a-dire de prendre

g2nts

A — VB __ 1\ )
An=2( 1>l(n—|—2)(n+3)...(9n—|—1)r}f*"I"“COS(GI')'

Comme [P, , (cosf,)/=1, I'expression A, en valeur absolue est
plus petite que
9
g2t o o
(n+2)...(2n4+1) P2 avee rp= /@ 42 (y —ka)?

>

Eu égard au changement de variable

y —ka=R), avec R= /72 + 32,
cette derniére intégrale peut s’écrire

(2n+a e . d

(n+2).. . (an-+1), ' ni1 o’
( ) )il a(ri43%) * (14-22) 2

et en remplacant & par tangd, on trouve de suite gu’elle a pour valeur
C g8Y {

ud
B

o t2nti
o cos” (ZL!J.
o
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Grace a la formule de Wallis, on remarque que. pour n=2p +1,
cette intégrale s’exprime ainsi qu’il suit :
atiet)  ap(ep—2)...2
AaR2rH2 (2p—1)(op—3)...1"°

atPtt (ap—i)(2p—3)...1®
AaR2pHt ap(ap—a)... 2. 5

pour n=2p,

avec A= (n+2)(n+3)... (2n+1).
La dénivellation aura pour valeur

h="h j+hogp+. o+ hg+. . .y,
avece
d

({‘2 Py(coshy) 4+ .. + (e P (coshi) 4. .. J )
7 E

= L
t = (n—42)...>n1;

a condition de faire croitre indéfiniment le nombre des images.

Tout se passe comme si la particule fluide située en M subissait
d’abord l'influence du corps, puis celle de chacune de ses images; il
est évident que le mouvement, en vertu de ce qui a été dit précé-
demment, est uniformément accéléré, sur toute droite joignant M au
corps et a ses images.

Si donc on faisait intervenir des mobiles partant du corps et des
images %, avec la méme accélération finie ¥, on remarquerait que le
premier mobile partant du corps a l'origine des temps arriverait en M
au bout du temps ¢, alors que celui issu de I'image 4 n'y passerait
qu’au temps ¢, tel que

I I
[ 2 — w2
10—;*{1, I/.—:"l;J
23 71
i , =
12 7y

On congoit fort bien que I'on peut répéter pour la dénivellation ce
que I'on a dit au sujet du potentiel des vitesses représenté par o, et
par suite étudier la dénivellation en un point de la surface, et la
dénivellation en un point de la masse quelconque, toujours dans
I’hypothése particuliére du corps réduit a un élément dg.

RISSER. 18



132 R. RISSER.

Dénivellation & la surface. — Cette dénivellation dans le cas d’un
milieu indéfini, de profondeur infinie, est représentée par

dg (1 1 I 1
- - ——‘——T—u—}—...i -~ - e :': s
2mre\y  2.07° (2.4.6...2m)(2m +3)(2am—03)...(4m 1) y2mH

2

1 ¢
avec = ;,-‘; ou encore
X )

12 2m1
m= oo (_ I>37Il+2 —_
dg ()) o o
2T (2.4...om)(2m—+3)...(4m—+r1)rms
m=0

La dénivellation de la particule fluide (x,), =), située dans un canal,
aura pour valeur une série dont le terme de rang m sera représenté par

12\ emti
( [)3m+2 . =4
dg 2 1

an (2.4...2m)(2am+3)...(4m +1) 2 ramss’

1=—h

I'expression

ou ’on fera K infini.
SiT’on remplace

Z I
’,f m+3

par sa valeur approchée

4
P dh
- T - '.'”m J
v x ]._i)b_—

|22+ 32+ () — ka)?

qui n’est autre que

~ 2

9
s in2m+1 Y g0
(LMH‘-"”'*-’/O sin by,

comme on le voit en se veportant aux calculs de la page 130, il en
résulte que le coefficient du mi*™® terme de % a pour valeur

tz 2m—+i
(___I\sm-%-z i
dg ’ ) 2 wum 2m—2 2
p g
)

om (2.4.6. am)(2m —+3).. . fm—|—1)' aR>*2 w1 am—1 .
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ou encore

i{q_ —)3imt2 :’EE\JHHH __l_____‘ dq —y\3m+t2 AR N ,2m<~,_,',)'nZ!
ﬁaﬁ( 2 ) A -1 ~ maR ( 1) (')R) "2 (4m—-1)!

Or la formule trouvée par Cauchy, Poisson et M. Boussinesq dans
le cas de deux dimensions, et que M. Rousier a déduit de la formule
(15 bis) (vour page 4o de sa These)

- L2 L2 3
S| 2R 2R
o= — | = .

| o1 1.3.5 1.3.5.9.9

(in)

différe de celle que nous venons de trouver par la substitution de
S B dq dg
R * TRa Ra
dire que les deux formules se correspondent.

S
; comme et —x sont assimilables & une longueur, on peut

lLe cas relatif a ‘}:—) conduit en définitive, aprés le changement de

S dy . . . . . :
= en =L, & une formule identique pour la dénivellation, a celle
=R =Ra

produite par I'émersion d’un cylindre dont les génératrices’ sont

perpendiculaires a ’axe du canal et qui occupe toute la largeur du
canal,et cela toutes les fois que 1'on considére des particules fluides
situées a la surface du canal loin du corps réel et par suite aussi
des corps fictifs.

Dénellation en un point x,y,z. — Nous avons vu d’une part que
la dénivellation avait pour valear

t=h n=w

!
h = 2 hy, avec /zl_ L 2 (—1)» P (—nT_;,[—) Py cos(f,),

t=—Rh
et d’autre part que le polynome de Legendre d'ordre (n—+1) est
représenté par 'expression

I drtit R
2 n4+1
2.4.6...(2an -+ 2) (1).’”"“" DAt
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Il s’ensuit que P, , peut s’écrire

S(—0)pCh  [(2n+2—ap)...(n+2—2ap)|costt! 20§,

2.4.6 (zn—}—O)

avec cosf;— —,
L
ou encore
Snti-2
) : (= l>pC‘p A ’T_AT{)
2.4.6...(2n 4 2) ne+ AREEL

ou A n’est autre que le produit [(2n—+2—2p)...(n+2—2p)|.
[’élément figuratif de ¢**, dans 1'expression de la dénivellation

totale, est donc défini par
ﬂ+1
'/7k 1=k
| N+ -2
(___[>n12/) <Il+l)' __] (JP iR
'ZHI n+ ’)/H-l ‘711
]1:0 L= —h

Si Pon substitue a la deuxiéme sommation correspondant aux
différentes valeurs de 7, une valeur approchée représentée par un

terme constant multiplié par une intégrale simple,

t = Céx

A 2n+3——2p)

Ve |atp st (y — ka)?]

(__ I>pC‘/I:+1

on remarque que I’on peut transformer la valeur de I’élément tiguratif

de ¢*" ci-dessus envisagé.
Comme 'intégrale proprement dite a pour valeur
2 2n — 2]) 2 e
. e avec R =/ x2+ 22
aRt2=2p on —op4+1 3 Vai+ 2,

on voit en définitive que le terme afférent a ¢** a pour valeur

I (— 1y ez (n+1)!
c2.4.6...(2n + 2) an!
,_'iii
ghti-2p (n 4+ p)!
— n—p+1 —
> ? ( I) Cn+l R2n+)—)p 2 ’-‘—‘——"zn_z])+l

, on constate que l’expression précédente

=

Si Pon pose cos® =



w
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s’écrit ainsi qu’il suit :

I 1 2

(n42)...2n 2.4.6.. (’)/z—!—z)( D" <R) 2R

(— |)1”('ZJrl ”\(COS(“)>”+' “2pon p (\ll _/)) .
an —2p 41

Tenant compte de ce que le produit des nombres impairs de 1 a
2 n— 2 p—+-1, peut s’écrire

n! (an—2p—+)!
21 — 2p -t ==2n—1.20 ——— P)

(n—p)! an!

et aussi de ce que la quantité A peut étre remplacée par

(2n+1-—ap)!
(n+1—ap)!’

a(n—4-1—2p)
on constate que

1 I o, Aon—p_ (n—p)! -
(n42)...2n 2.4.6...(2n +2) an —2p—41

est équivalent a

R 1’(]2_!_1) (n—p)!

2P Spiq P! (n+1—2p)!

La forme générale du développement de la dénivellation est la
suivante :

”+I
n=ow P=— >
— ) !
/l::ﬂ E: (— 1) A 2: ( 1)/ (n—p)t _ cosnti =200,
2T aR 27 —1 (Il+l —ap)!
n=0

alors que dans un milieu indéfini elle était représentée par

d ~ 2t (-1 e———
q? E (— “,u+z ( e ) P,y (cosh), avec 1‘:\/1‘2—}—_}/2—&—5-
n=yo

La sommation afférente aux valeurs entieres de p de o a T'entier

n -+ n—4+r1"
— (ou a I'entier le plus rapproché de “~— ) remplace donc le

polynome de Legendre d’ordre (n + 1).
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Remarque.— La méthode qui réside danslasubstitution d’intégrales

a certaines expressions I, |calcul de la dénivellation a la sarface
et en un point queleconque (p. 130 a2 135)|, ne peut donner qu’une
premiére approximation, car clle conduit a cette conséquence, (ue,
pour toutes les particules fluides, la dénivellation est indépendante de
leur coordonnée y, alors que la méthode qui réside dans la déter-

. . . , dh .
mination de A, par les conditions Ah,=o, —6513.——: aux parois, et

ensuite dans le développement de ¢ en série, est la seule (ui mette
nettement en évidence l'influence de la largeur du canal, et qui tienne
compte de la position de la particule fluide.

Il nous a semblé utile de faire une application des formules donnant
la valeur de la dénivellation en un point (z,y, z) a Uintérieur : 1° d’une
nappe indéfinie ; 2° d’un canal de largeur o..

Nous avons supposé que, dans le premier cas, la particule fluide se
trouvait initialement placée sur une droite inclinée de 60° sur la
verticale.

On sait qu’en 'occurrence on a :

d : 2 oo P, s P
N == 4 P,—-—f—l)g—l—n—-— ~¥———_,——‘—-i—l—, —!'———. s
. 124 5.6 0 i 0.7.8

>
avec
2052l —1 cos(Dcos2f—3)
P, = cosb, P,—= - P P,= ( )
P 2
P 35 cos'H— 30 cosh 3§ P cos0 (315 cos*ll — 350 cos? (i 4 733)
L X 2, p— 0 .__ >/,
‘ S ’ 40
, 3465 coslh — 1525 ¢cos 0 41375 cos?fi — =3
| ,: ~ —
¢ 240

- L 1
En posant — = -==1, et en calculant les valeurs de P,, P,, P, P,,
7 ar

)

P,, Pg, ..., pour f- = 1;, on trouve pour la dénivellation

57

h— dg |1 +_7\ j')ﬁ+ 358 23
om0 TTE TS Y5600 TEE8ae
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oh
quant a la dérinée 5’ elle a pour valeux

oh _ dq t R 3702 2303 . )
ot — omr qr| T 2. 4.5 9.4.6.7 )

, . . 0
Les 7éros de la série entre parentheses (afferente a 72)
correspondent a

Jy=o0,31, Jg=12,82,

pour lesquels on trouve

{ - - .
hy, = :’([ > 0, 26¢), t,=u,79\/r (k= o0,31),
dg o = -
hy=— —5 > 0,139, ty==12,35y/r (ha = 2,82).
-

Supposons maintenant que nous opérions dans un canal de largeur
o = 2, toujours dans I'hypothese ou le corps serait réduit a un élément
dm, la particule fluide étant située sur une droite inclinée de 60° sur la

verticale avec
(3 =T, \/x_l—;—;:r \/7) ).

On fera en ce cas usage pour la détermination de la dénivellation de

la formule approchée

p< L
n=w =
" I (12 )' N nti—2p
Z (=1 a[( ) 2 220 A p'<n )(n 41— )/))!(U’S®> ’
n=9
avec
A=1.3.0...(an—1)=09n —1, % ==, [ =\ x4 22, ('os('):%-

On pourrait faire prendre a x toutes les valeurs comprises entre

o et \/3, avec 2° + y*==3; nous n’avons effectué les calculs que dans

les hypotheses x=o0 et xr==4y/3, correspondaut a deux azimuts

rectangulaires o et = -
2
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Premaiere hypothese :
Z=o0, \/), =1, o =2 (=1, 0,=o,
h= f:lql cos® — — ((‘0\20 -— ) ( ) (00539 C(.))sg(-)‘)

1 /t*\?

—_ <-—-) ((.()s‘() — €0820 4 —‘>
5 \ ¢ 23
7

2\’ . Jcos3®  5cos®
+ == cos® @ — —— 4 -
- [ 93 P
7 .
— ;(l—z), (cos‘"(")— 0293'@ —+ 6.3! cos” Q — L‘ 4. '.
PN : 2 27 5
En ce cas,
o | 12 1292 £2)? 124 (2)s
/L:(—qsl—-—%—(‘—) ( )—r— (£2) - — (v)., -'~...I.
a7 | 2 1 120 105 <16 945 < 32 \

Alors que dans le cas d’un miliew indéfini, on trouve pour r = :
?

N ‘ dq .
(avec Ay =0, 31) h,::—! > 0,00673 =1,
™

(avec o= 2,82) /L;:—d—qxo, 348, t}=11,28,

les valeurs de la dénivellation dans un canal de largeur 2, au bout des
temps \/1,24 ety/11,28, sont égales &

dq —
,J(‘.,:T/xu,zfg. avec t, =\/1,24:
i

, 156, avec Ly= /11,28,

la particule fluide étant située au pointx=o,y = \/g, s=1; on fera

remarquer que pour le calcul de ,3€,, on a di pousser les calculs

jusqu’au terme en (7> » en raison de la faible convergence de la série.

Deuxieme hypothése. — Si 1'on fait maintenant y = o, x = \/ 3, on

. T . .
voit que [ =1, et cos @ = =; les calculs conduisent assez vite pour les
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dénivellations de la particule aux valeurs

d —
,J(’..:-—q-xo,156, avec £y =\ 1,24;

™

d . -
W JCy = “q >< 0,033, avec t,—=/11,28.
a4

Note complémentaire au sujet du mouvement des particules
autour de leur position d’équilibre, ‘dans le cas des ondes cylindriques.

Je me propose dans cette Note de donner une image du mouvement
des particules fluides antour de leur position d’équilibre, dans le cas
classique des ondes cylindriques.

On a vu précédemment que le potentiel des vitesses est représenté
en I'oceurrence par I'expression

, K= a=+w blll( /\ a)
= / f Sfra)e“*cosa(x — o) ——=——dada,
w
a=—1

a=0 \a

4

-6

en prenant g=1.
o2

2
. l 7
le changement de variable a ::%, développer f entre — T et + T en

Or si I'on choisit pour /() la fonction H ( 1 — >, on peut, apres
\

une série de cosinus

2 A, O
) — ‘—;il — ~2—° + : A, cosm)
1

I =T }/-‘ . I ek (] y)

ou encore

avece

2

t 2 A — ( (\Vmtt
;A.o-—?) et Am,—< l)

n‘m“

On peut par suite remplacer ¢ par

\
%Ht . %__I:_I 2 (— 1y ems cosmx;xn(t\/m),
1

m2

RISSER 19
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et 'on est conduit a rechercher les caractéristiques du mouvement
défini par un potentiel partiel des vitesses égal a

5
1 ;
mz

4H e mzcosmasin(ty/m)
Om = >

)

a ce potentiel correspondent les composantes de Ia vitesse

az, _ 0‘?'71

_ 4H e m=sinmasin(tym)
dt — dx 72 3 ’

v
n-

dzp . dc?m

‘N e mz cosmaz sin (2y/m)

w T 0z & T
‘ m?
et
d<9m> _ 4Hems cosm z cos(ty/m)
ot — mr

m2

: . 4H cosmaz,
qui, pour ¢ == 3= 0, devient =

L’équation dn mouvement de la particule, qui, au temps ¢ = o apres

que l'on aura enlevé le corps, occupera la position (x,, z,~+ ,), Sera
définie par

dz dz 4H . — 4 d p -
- = P sin(ty/m)dt= —— —cos(ty/m).
e Misinmxy e ™Micosmxzx 2 m—f ( ‘/ ) T m? dt (£y/m]

Or, sil’'on pose e sinmx =i, on a immédiatement

dk=me " (cosmx dx — sinmz dz) = o,

en vertu de I'égalité des deux premiers rapports, d’ou A =12,; si la

. N . o . ” .
particule a I'instant ¢ occupe la position ry+ ¢, z,+ 7, on a par suite

e @+ sinm (2, + £) = e G sinm x,,
ou encore

. sinmz,
e Mh— =My oo
sinm (zo-+ §)
qui représente la trajectoire de la particule, afférente au potentie

partiel envisagé, avec une dénivellation initiale au-dessous de z, définie
4 -
par ﬂ—_"—n— e cosmr,.
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Ce mode de représentation du mouvement peut a son tour étre
remplacé par un au're plus simple qui met en évidence des trajectoires
circulaires.

En effet, écrivons

_cosmasin(¢ Vm) Ay e
- 2

Jm

om=Anue™ [sin(¢y/m + mz)+sin(zy/m — mz)]

T

4H
avec A = mar A ACONS-V .L DAL L T
avec A,,=(—1) o et remplacons-y x par x, ——; NOus voyons

alors que

2H

O == (= 1)H e=mz[cos(ma, — t\/m) — cos(ma, + tym)].

3

=2m?

M. Nau a montré que la trajectoire d'un point matériel, dont le
mouvement est censé dépendre du potentiel des vitesses

beetcos(axr — bt),

est donnée par I'équation

dx H 3 ea(zFa,)
-— = ——————————— =
ds ad / b2
/1 22 p2a(zts,)
/ a2

ol z, est I'ordonnée initiale du point mobile, positive vers le bas, et
les axes ayant été transportés parallélement & cux-mémes de facon que
pour t=o0, & etz soient nuls (').

En négligeant v & ¢6té de z,, M. Nau retrouve les lois de Gerstner
et constate que chaque particule fluide décrit, avec une vitesse

. , . al
angulaire constante égale a b, un cercle de rayon ;——; en seconde
beuso

(Y) Voir These, 1897 ( Formation et extinction du clapotis, p. 16) et Compte rendu du
IVe Congrés scientifique international des catholiques a Fribourg, aott 1897 (Recherche
des trajectoires dans le mouvement régi par le potentiel des vitesses

9= A e cos(ax— bt).
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approximation, le mouvement est représenté par le systeme

h . h . . aht th? b

. s N ah? .
ar, (1—cosh) — ;eQTzosml\ COSA -+ T h, . avec h=

Q
N
cad

Faisant état de ces résultats, on remarque qu’au potentiel ¢,
Oym= A ®~™% cos (mz, — ¢ \/?5)
correspond un cercle, et a 9,,
Pym = — A, e=m= cos( mx, -+t \/7)“1‘)

correspond un deuxiéme cercle, symétrique du précédent par rapport
al’axe des z,.

Revenons maintenant a l’expression du potentiel des vitesses

@::—;:0059—2 |:t'.n,+~zcos(2n+2)0_—tan+4 cos(2n+3)6]$

m<q,~)2n+i in+3 (ar)znt2
et formons 3‘? ; on voit de suite que
9o _ St {——sin@—a— 2 H“H'?.(.zn_—l——z) sin(an~+2)i  (+i(an—-3) sinv_(zn—l—S)O‘l éﬁ
oz =r | 4n3(ar)h 44 5(or)mt2 dx
St 005,0—-2 P“’“ cos(an —+2)6 _t*i‘fi)i(zn—i—@e]}ggi
=) | 4+ 3(2r)ntt 4n -5 (ar)nt: dx
§_ 4 Z [(2n--1)¢'* 2cos(2n+2)§  (2nt-a)t"Hicos(an—+3)b | dr
Nz { | 4n 4 3atntientr A b0t pantn ls

N de dl’ pa . \ .
Tenant compte de ce que o == It %27, on voit apres quequeb

[}

~ réductions que

ff—~:_‘551[l)e__§‘ <ﬁ>2"+‘(2rt+2)sin(2n—|—$)0
dr ~ =wr ( .O.i ar 4n+3

2\ 2nte |

<-;-;) sin(2n —+ 4)8

— b

4n+5
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et de méme

do SLS 5: (I-“ By (- vy cos(zn + 3)f
- —=— —5 }CO» 2l — b T B
3 e 2 ) tn—3

2\ 2142
<L>1 cos(z2n -+ 4)0 '

27

D \,
Or si 'on suppose la particule fluide suffisamment éloignée de la

zone d’ébranlement, et que I'on soit au début du mouvement, on peut
en premiere approximation, dans les expressions des composantes de

la vitesse, ne considérer que

de d& = St . b
— T I — sin 2
At dt ot ’
s dr, St 0
= = — ——cos2h.
i dt i

En ce cas I’'équation caractéristique du mouvement est définie par

du dsz dx ds
- = ou =
sin2f cos2f vz 2. g

qui s’intégre immédiatement en posant x = wz; en effet, I’équation

précédente devient

f— 5 / 20 ds
(/‘u.i—-—‘t—,'—o):—— ou dy.(—l--— 2 0)——--
pO+p2) s poooiw/ s
On en déduit
Log g LogCs
) :ﬂ !

et
C(x*+ &%) = x,

équation représentative d'un cercle.
On trouve immédiatement la valeur de la constante C, ‘en se

rappelant qu’au temps ¢ = o

X =T, el 3= 5o+ 7.
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Si nous supposons que le temps écoulé depuis I'origine du
mouvement ne soit pas petit, de telle facon que 'on ne puisse plus

, o ) . r
négliger les puissances successives de —> on peut, en employant la

méthode des approximations successives, intégrer les équations du
mouvement.

La valeur de r*, qui est égale & .t} + 2, + 2 (Sa,+ 13,) + 2* + 47,
peut, en ne faisant intervenir que les termes finis et les termes du
premier ordre (sil'on admet que Z et 7 sont petits devant v, et z,),

étre réprésentée en premiere approximation par
. - . , 9 (2o 4+ 730)
ria(sry+ ) ou 1 [1 - -—(0’#]

0

Ceci étant, on résoudra d’abord le systéme

Lg 20+ .
" (__> (2n—+a)sin(2n -+ 3)6

Iz St ) . ar
= A sinaf —- E - - P —
dt A ) hAn -3
0
(20 22 .
(~> (2 3)sin(2n+ 4)
\ 2 ‘
/;’A?""") R s"m By
ou
dz, S¢
S e — ANy 1y, 1),
dt ! oL f7)
dr,, S s
o S, )
en prenant
, 2 (g N3
pre=ri i _SEL’—?__'__L)].
(1]

et en faisantle changement de variable /* =T, le systéme précédent se
ramene au suivant :

s, S
D e e e A . | I‘
(/T 2[ g(:' L0+’}I~(,) ] (en Iy )\
wmrg |1 — T
.o
et — z B(fg, ro, T

dn }
AT ﬁrg[‘+_a(:?gijbﬁﬁ]
-
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La deuxiéme approximation sera obtenue en résolvant le systéme

d S
,)‘_é:___. + — A(fy, 1, T,
dT Y 2(S2Zo - N2 50) ) ’
w1 e T
an
d,, S -
'),—(-T,—‘iz‘ . — 2(& z +7 ~ \'—_B(647 Ty, F)
- ]
0
avec
x . B Bl 2
tang(h:,—'—: (zy=y+ &y, 5, =3+ 11) et ry=a5-t 3
Sy

et ainsi de suite.
Montrons maintenant comment ’on peut résoudre 'un quelconque
de ses svstémes ;.posons a cet effet

2Ly R —S — S .
— = = et SA = Ay, ——;_,—B: B;
re " P omry

(1)

En dérivant la premiére par rapport a ', on trouve
(2) PO+ pEgn) =S (p¥tagn) = A
cette derniére équation se transforme ainsi qu’il suit en tenant
compte de (1) :
A ) B
ru’_l Lig __( — AI
s E/_i—%. IAP—I_([A*] !

ou
AE L E3(pA,+ gB,) = A ALE.

. . N . s . X .
Sil'on substitue a < la variable définie par gz = U, on remarque que

I'équation précédente se réduit a

Aé 4 pA 4 gB, = AA -
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ou
i .,d[:‘ . BT
—;A;W+(]7A|+984>:1&1A1L-
soit
du = A} 1 2(pA+gBy)
"i——r—')"——ll ”—'—-—'---—A—‘————O,

équation linéaire qui donne U.
. ., - ] ’
On en déduit & = / i dT et n; les constantes seront calculées en
AN
tenant compte de ce (ue,pour’l’ = o0, s =o0 et , =1, ; onn’ad’ailleurs

intégré le premier systéme et les suivants qu’en supposant ¢, et m, petits
devant z, et =,.

Or, lorsque le mouvement est sur le point de s’éteindre, on peut, en
atilisant une forme du potentiel donnée par'Poisson, correspondant a

P . . . T,
an développement suivant les puissances successives de — (ou I'on

28 z 12,
©O = — '+'—+—(:1»--I’2,._
‘ ﬂt[ B th ) ]7

fait g=1):

étudier la nature du mouvement.
En effet, on a

dx 485z
dt —  wtS’
dz 4S
At = we®

I'intégration de ce systéme donne

_ 2S
f—se=—

et )
2| __ 3n(z—35,)?

. > . ‘
car, pour ¢ intim, x = x, et s =3,.

Or, en revenant aux notations habituelles v =, + ¢, z2=73,+ 1,
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on remarque que |'équation précédente peut encore s’écrire

At

2 3=
- +...= =17,
x S

I
2

Ege

¢’est-a-dire en ne conservant que les termes du premier et du second
ordre

l.tn
N

=0,

o~

3

8"“‘
=

o

la courbe représentative du mouvement est une ellipse dont les
dimensions sont finies.

RISSER.





