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PREMIÈRE THÈSE

ESSAI

SUR

LA THÉORIE DES ONDES PAR ÉMERSION

Historique.

Une masse liquide d'une profondeur indéfinie est au repos; on la
met en mouvement par Faction de forces impulsives appliquées à sa
surface (effet d'un coup de vent), ou par Témersion d'un corps solide :
dans le premier cas, il se produit des ondes dites par impulsion ; dans
le second, des ondes par émersioti. Nous nous proposons d'étudier ici
de semblables ondes, dans l'hypothèse où le liquide est contenu dans
un canal d'une largeur constante, dont les bords sont constitués par
des plans verticaux parallèies; nous supposerons que les causes du
mouvement sont telles que ce mouvement se produise aussi bien dans
le sens de la longueur que dans le sens de la largeur.

Laplace est le premier qui ait cherché à soumettre la question à
l'analyse. Dans son essai publié en 1776, il forme l'équation du
mouvement des fluides pesants et incompressibles, en supposant que
les déplacements et les vitesses sont des infiniment petits dont on peut
négliger les carrés et produits, comme l'ont supposé d'ailleurs tous
ceux qui ont fait des recherches dans ce domaine. Il considère le
liquide contenu dans un canal, le mouvement se faisant uniquement
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dans le sens de la longueur, et en donnant à la surface du fluide une
forme sinusoïdale définie par l'équation z = cosax.

Laplace admet que la surface a été déformée dans toute son étendue,
alors qu'en réalité, lorsque Ton produit des ondes à la surface d'un
fluide, c'est seulement une partie de la surface que Ton déforme.

Vers 1780, Lagrange traita le problème des ondes, dans le cas où
le fluide est contenu dans un canal de profondeur constante et très
petite. Il démontre qu'alors la propagation des ondes a lieu suivant les
mêmes lois que celle du son, et que la vitesse de propagation est
indépendante de l'ébranlement primitif; il trouve de plus, lorsque le
liquide est contenu dans un canal qui a même largeur dans toute son
étendue, que cette vitesse est proportionnelle à la racine carrée de la
profondeur. 11 suppose enfin que le mouvement produit à la surface
d'un fluide incompressible, d'une profondeur quelconque, ne se
transmet qu'à de très petites distances au-dessous de cette surface, et
il en conclut que les résultats de son analyse sont valables, même dans
le cas où la profondeur du fluide est quelconque. Si donc l'observation
faisait connaître la distance à laquelle le mouvement est insensible, la
vitesse de la propagation des ondes à la surface serait proportionnelle
à la racine carrée de cette distance, et réciproquement, si cette vitesse
est mesurée directement, on en pourra déduire la petite profondeur à
laquelle le mouvement parvient.

]Nous verrons que cette conclusion n'est pas légitime, et que le
mouvement se transmet dans toute la masse fluide, et est encore
sensible à des distances notables de la surface.

En 1815, l'Académie des Sciences proposa comme sujet de concours
le problème suivant :

ce Une masse fluide pesante, primitivement au repos et d'une
profondeur indéfinie, a été mise en mouvement par l'effet d'une cause
donnée; on demande, au bout d'un temps déterminé, la forme de la
surface extérieure du fluide et la vitesse de chacune des molécules
situées à cette même surface. »



ESSAI SUR LA THÉORIE DES ONDES PAR ÊMERSÏON. 3

Le Mémoire couronné fut celui de Cauchy; il est reproduit au
Tome I, des Mémoires des Savants étrangers de la nouvelle Académie
des Sciences, et au Tome J (série 1) de ses OEuvres complètes. A la
même époque, Poisson donne la solution du même problème dans
deux mémoires lus à l'Académie des Sciences, les 12 octobre et
18 décembre i8 i5 , qui furent réunis en un seul intitulé : Théorie des
Ondes, où il ne s'occupe que des ondes par émersion. Il est probable
que Cauchy et Poisson ont obtenu leurs résultats en même temps, et
en tout cas, il est certain que Poisson connaissait les travaux de Caucby
bien avant que celui-ci eût déposé son Mémoire à l'Institut; voici en
effet un passage du mémoire de ce dernier ;

« Le mouvement des ondes n'est pas uniforme, ainsi que
M. Lagrange l'a supposé dans sa Mécanique analytique, mais unifor-
mément accéléré. Avant d'obtenir les intégrales générales des équations
du mouvement, j'avais été déjà conduit par des considérations
particulières, à soupçonner ces-résultats et j'en avais fait la remarque
à M. Laplace. Mais je n'osais m'arrêter à cette idée, lorsque M. Poisson
m'y confirma.... »

Nous analyserons tout d'abord ces importants Mémoires de Cauchy
et de Poisson, et conserverons les notations de ces géomètres afin que
le lecteur puisse facilement se reporter aux Mémoires originaux;
toutefois, en conformité avec un usage de plus en plus répandu, lorsque
nous aurons à considérer trois axes rectangulaires Ox, Qy, Oz, nous
prendrons Oz vertical et nous substituerons à l'expression molécule
fluide, celle de particule fluide.

Lorsque le mouvement s'effectuera parallèlement à un plan (que
nous choisirons comme plan des ,rz), de façon que dans aucune des
fonctions du problème n'intervienne la variable y, nous dirons que
l'on a traité un mouvement plan, ou encore que Ton se trouve dans le
cas de deux dimensions; c'est ce qui se pa^se lorsque l'on étudie les
ondes produites par l'émersion d'un cylindre dont les génératrices sont
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perpendiculaires à l'axe Ox du canal et qui occupe toute la largeur
du canal.

Si le milieu où se produisent les ofides est indéfini dans tous les
sens, ou si le cylindre peu immergé dans un canal à bords verticaux
de largeur constante et de profondeur indéfinie n'a point ses
génératrices perpendiculaires à l'axe, ou s'il n'obstrue pas toute la
largeur du canal, on a à étudier un mouvement à trois dimensions;
il en est de même si le corps est différent d'un cylindre (sphère^
ellipsoïde, paraboloide, etc.).

Il ne faut pas oublier que dans cette étude nous négligerons toujours
les carrés et les produits des déplacements et des vitesses.

Analyse du Mémoire de Cauchy. — Cauchy a divisé son Mémoire
en trois Parties. La première Partie est consacrée à la détermination
de l'état initial de tout le fluide, en supposant données, à l'origine la
forme de la surface fluide, et les forces agissant sur elle. Le problème,
qui n'est autre que celui de Dirichlet, revient à déterminer une fonction
harmonique définie dans tout le fluide, cette fonction étant assujettie
à prendre des valeurs données à la surface z = o et devant s'annuler
asymptotiquement à l'infini; il se résout par la considération des
potentiels.

Dans la seconde Partie, Cauchy a établi, pour la première fois, les
équations des mouvements tourbillonnaires, eten a déduit la première
démonstration rigoureuse de l'existence du potentiel des vitesses; il
donne ensuite les équations représentant à un moment quelconque
l'état de la masse fluide et celui de la surface.

Dans la troisième Partie, Cauchy déduit des formules qu'il vient
d'établir les lois générales du mouvement considéré et détermine les
valeurs générales des constantes qui rentrent dans ces lois.

Cauchy a traité non seulement le problème dans le cas des ondes
d'émersion, mais encore dans le cas des ondes par impulsion.

Désignons par S la densité du liquide; u, v, wy les composantes de
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la vitesse d'une particule fluide suivant Ie6 trois axes; par q le potentiel
des vitesses. Les quantités U, V, W, Q représentent respectivement
les composantes de la vitesse d'une particule de la surface, et la valeur
de q pour z — o.

L'équation du solide primitivement immergé sera

= F(x) ou =F(x, y)

suivant que Ton étudiera le mouvement plan ou le mouvement à trois
dimensions.

Nous admettrons que l'ordonnée z, relative au solide immergé, est
très petite, qu'il en est de même à tous les instants des composantes
w, çy w, et rappellerons que Gauchy, dans son Mémoire, désigne par
a, 6, c les coordonnées des points qui sont à la surface libre du liquide.

Rappelons maintenant les équations du problème, que nous
établirons plus loin :

(0

1 dq
— -*

1 dq

1 dq

= -lT>dq

dy2 = o,

ï d q

v — l ^
b ày

S dz
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L'équation de la surface libre au temps t = o est donnée.
Bornons-nous à exposer rapidement la méthode employée par

Gauchy pour déterminer le potentiel q, dans le cas du problème à deux
dimensions, en supposant que l'on prenne des unités telles que la
densité du fluide et l'accélération de la pesanteur soient égales à l'unité.

On est conduit à résoudre le système

( D ) T = rr
v ' dz dt1

dq d2q
dz dt1

L'intégrale de l'équation (3) est

<7 = ^ ^ / cosmxe~mz/(m, t)dm-\~ ^ ^ /

où ƒ et f% désignent des fonctions arbitraires de m et du temps t; le

signe T indique la somme de l'intégrale correspondant au signe / q u i

lui est rattaché, et de celle obtenue en substituant sinmx à cosmx, et
une fonction cp à la fonction y.

Il est évident que du fait que q ne devient pas infini aux grandes
profondeurs, il ne faut dans q conserver que le premier élément S :

(6) $—/ I cosmxe~mzf(m, t) dm;

dans ces conditions,

(6') Q = r : ( g r ) z ^ 0 ™ ^ / COS TTIX f (/W, t ) dm.

Quant à la valeur de (-— j , elle est égale à

(m> ) m d m -
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L'équation ( i ) a pour intégrale générale [voir Note X du Mémoire
de Cauchy)

(7) Q = ^ j / cosmxe ^(m)dm-h 2J f cosmxe \{m) dm

-h ^ ^ / cosmar cos(y/m^) y(/n) t/m

H- ^ ^ / cosmxsin\\lmt) if{rn) dm.

L'expression de Q renferme huit fonctions

Comme Q ne peut devenir infinie pour ^ infini, il faut que les
fonctions Ç(m) et Çf (m) soient nulles. Ceci étant, on voit que

(8 ) —T--^ = ^ /

Si Ton tient compte maintenant des équations (6') et (y), on trouve ;

2* f cosmxf(myt)dm

= \ | / cosmx\e %(m) + cos \/7nt y (m) ̂ $in\fmt ù (m) \ \ dm.

L'identification des valeurs de Q conduit à prendre

/(m, e) = e %(m) -\- cosymtv(m) -\-$in\fm£ty(m).

Eu égard à l'équation (5) , on voit que Ton a

/(mT t) =—^ 5(^)'+ cos\/mty(m) + sinymtù(m).

La comparaison des deux valeurs de /{m, t) montre que Ton a

et _
m) -h sin(^m
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Dans ces conditions, les expressions de q et Q peuvent s'écrire

g — ^ ^ / cosm%e~mzico$(^mt) <p(m)-)-sin(^mt) ty(m)] dm,
o

= Z^i I c o s / n# [cos(sf™*0 c?(/n) "+~ s

Si l'on se borne aux ondes par émersion, on sait que les conditions

initiales sont définies par les équations (-S) ==F(a*) fonction

connue représentant la dénivellation initiale du fluide, et Qf=0 = o.
Les fonctions <p(m) et <|>(m) seront alors déterminées par les

équations

0°)
^ / cosmx o(m) dm.

q = - ! f sin(y/fja) cosp.(üï — x)

En tenant compte de ce que la seconde équation du système (10) est
satisfaite avec ç(m,) = o, et en éliminant <|>(/w) entre la première
équation (10) et la première équation (9), on trouve {voir Note XI
du Mémoire de Cauchy),

( y / f j a ) c o s p . ( ü ï — x) e^z F ( ? S J ) drs —Q,

qui est l'intégrale cherchée.
Cauchy suppose que F(t3) n'a de valeur sensible qu'entre des limites

très étroites, et pour de petites valeurs de ö ; il pose

G= ! F(rs) dm,
J~ oc

et est conduit à transformer la valeur précédente de q qui devient

^ ^ 0
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Dans le cas où le milieu est indéfini (cas de trois dimensions),
Cauchy en employant une méthode analytique, en tous points
identique à celle qui vient d'être exposée, trouve pour le potentiel
des vitesses :

t / «7 ge tv c / o

X F ( C J , p)

i smv cos Ĵ

où F (a?, 7) est l'équation représentative de la dénivellation de la
surface libre.

En supposant que F(T#? p) n'a de valeur sensible que pour de
très petites valeurs de tu et p, et que Ton représente par

-/zr-
on constate que le potentiel q a alors pour expression

/ x G TT^ • v— • (
( I I ) 0 : = — - / ƒ smv'ywsinv cos

Dans la troisième Partie de son Mémoire^ Gauchy a déduit les
conséquences suivantes de ses formules :

Au début, les vitesses sont nulles, mais elles atteignent rapidement
une valeur sensible; la surface se couvre de petites ondes dont les
sommets sont déterminés par les points dont l'élévation ou l'abaisse-
ment est maximum.

L'examen des formules montre que les vitesses initiales sont nulles,
que le mouvement s'évanouit aux grandes profondeurs et que les
vitesses sont indépendantes de la densité.

La vitesse de chaque onde est indépendante de la portion du liquide



ÏO R. R.1S5KR.

soulevée ou déprimée à l'origine du mouvement, et est aussi indépen-
dante de la forme de cette poriion du fluide; elle est proportionnelle
au temps.

Les hauteurs des ondes décroissent comme l'inverse du carré du
temps (dans le cas de deux dimensions), et comme l'inverse de sa
quatrième puissance (dans le cas de trois dimensions).

La hauteur de chaque onde est proportionnelle au volume de la
portion du liquide soulevée ou déprimée à l'origine du mouvement.

Gauchy dans son Mémoire n'a étudié que le mouvement à la surface ;
il ne s'est point préoccupé de ce qui se produit à l'intérieur du liquide.

Analyse du Mémoire de Poisson^ — Après avoir renvoyé le lecteur
à son Traité de mécanique, Poisson rappelle les équations indéfinies
du problème :

où cp désigne le potentiel des vitesses, g l'accélération de fa pesanteur,
t le temps, p la pression. Le plan ocQy est horizontal et confondu avec
celui du niveau général du fluide, Oz est vertical et dirigé dans le sens
de la pesanteur. Poisson fait les mêmes hypothèses en ce qui concerne
les déplacements et les vitesses d'une particule, et en néglige les carrés
et les produits; il a étudié le cas d'un fluide de profondeur h, et a
appliqué ses résultats aux cas de h petit et de h infini.

En supposant la profondeur h finie, et constante, les conditions aux
limites sont :

do d2v

(4) ^ = o (pour- = A).

Après avoir ainsi formé les équations du problème (i), (2), (3)



ESSAT SUR LA THÉORIE DES ONDES PAR ÉMERSION. I 1

et (4), Poisson étvidie tout d'abord le cas afférent à deux dimen-

sions l—±=o j , et cherche à satisfaire à ces équations; il est ainsi

conduit à l'expression suivante de cp :

dans laquelle les sommes j ^ , s'étendent à toutes les valeurs possibles

des constantes B? B', a et ci', et où la constante c est définie par

c-=sa

Si Ton suppose eonnuesles valeurs de la fonction cp et de -X répondant

à : = o, t = o?

on voit de suite que l'on a? en partant de (5) :

(<p) = F(a?) = ^ B' [e

faisant état pour la représentation des fonctions/(a?) et F (a?) de l'in-
tégrale de Fourier, on trouve immédiatement pour a? a'et B les valeurs
suivantes^ :

On trouve en définitive que cp est représentée par :

1

( b ) ? = ; J^
ƒ ƒ F ( a ) T T \cos>(aœ — aa) caset dada.
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Si Ton ne considère que le phénomène relatif aux ondes par émer-
sion, il y a lieu de supprimer dans l'expression de <p la deuxième inté-
grale double.

En supposant dans cette dernière hypothèse la profondeur du canal
infinie, on trouve en partant de (6) :

(6 ' ) <?=

Si Ton admet enfin que f{#*) n'a de valeur sensible que pour de très
petites valeurs de oc, et que l'on pose

après avoir remplacé ƒ (J?) par gf{x)> on constate que l'expression du
potentiel peut se mettre sous la forme

(7) <p = —ï-z- ! e~azcosaxsin(t\/cïg-) -—=,

qui ne diffère pas de celle trouvée par Cauchy.
On peut remarquer, avec Poisson, que l'expression (6) de cp satis-

fait à l'équation (3), non seulement pour z = o, mais pour une valeur
quelconque de z, ce qui prouve que cette équation (3)estune équation
indéfinie du problème.

Après avoir intégré les équations du problème, Poisson étudie les
premières, puis les dernières vitesses des particules fluides, en se ser-
vant de développements en série, qu'il obtient par des transformations
assez complexes, transformations qui ont été un peu simplifiées par
Plana [voir Tome XXV des Mémoires de V'Académie de Turin), et plus
tard par Résal [voir Tome VJI, Traité de Mécanique générale).

Poisson étudie le mouvement des ondes à la surface, puis à une
grande distance du centre d'ébranlement, et arrive aux mêmes conclu-
sions que Gauchy, à savoir que le mouvement de propagation des
ondes est uniformément accéléré; il étudie aussi le mouvement sur Oz,
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remarque que les excursions verticales des molécules situées au-dessous
de l'ébranlement primitif sont en raison inverse de la profondeur z,
que les vitesses de ces molécules, à l'instant du maximum, varient sui-

vant z 2. Poisson a appliqué les mêmes procédés analytiques pour le
cas de trois dimensions et a trouvé, pour valeur du potentiel dans
l'hypothèse où l'on ne fait intervenir que les ondes d'émersion,

(8) ? = £ƒ f ff

(voir pages 137 et 138 du Mémoire de Poisson).
Supposons quey(oc, j3) n'ait de valeur sensible que pour de petites

valeurs de a et (3, posons :

nous voyons immédiatement que, s'il s'agit d'un point («r, j % r) tel que
a. et ̂  soient respectivement très petits par rapport à x etjy, le poten-
tiel peut s'écrire sous une forme simple :

(9) ?=="2 / / e cosaxcosby
71 J_JQ

sjg ya*H- 62
ctadb.

Cette expression du potentiel <p peut être ramenée à la forme (11)
donnée par Cauchy (voir plus haut p. m ) , grâce à une transforma-
tion indiquée par Cauchy lui-même dans la Note XI de son Mémoire.
Poisson a étudié la propagation du mouvement à la surface et sur la
verticale du centre d'ébranlement; dans la propagation des ondes à la
surface du fluide, il a distingué deux époques différentes : celle où le
temps n'est pas encore très considérable, et celle où la quantité gt2 est
devenue très grande par rapport à r [r, distance du centre d'ébranle-
ment au point (a?) ')], de manière que — soit du même ordre de grandeur
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que j et-* \l et /' étant les axes de la section par z = o, du paraboloïde

osculateur z = h f i — ̂  —— J à la surface d'émersion].

Poisson a comparé les résultats de sa théorie avec quelques expé-
riences faites antérieurement par Biot, qui ne semblent pas très sus-
ceptibles de servir d'épreuve à la théorie.

Des expériences plus nombreuses et plus précises sur les ondes
d'émersion ont été faites par Bidone en 1819, en vue de la vérification
de la théorie de Poisson; les résultats ont été consignés dans la
deuxième Partie d'un Mémoire intitulé : Expériences sur le remous et la
propagation des ondes, publié en 1820, dans l^s Mémoires de VAcadé-
mie de Turin, i^es ondes par émersion étaient produites en immergeant
très peu profondément dans un canal en maçonnerie des segments
cylindriques en bois tourné dont les génératrices sont perpendiculaires
à Taxe en longueur du canal, attendant que le liquide revienne au repos
et soulevant ensuite rapidement les segments.

Si l'on note les temps mis par les deux premières ondes pour passer
du centre d'ébranlement à des points dont les distances à ce centre sont
inférieures à 3o pieds, et si, d'autre part, on prend leurs différences
avec les temps calculés, on constate que ces différences ne dépassent

guère — de seconde; la concordance est moins satisfaisante pour des

points situés au delà de 3o pieds du lieu d'émersion.
Bidone, grâce à un dispositif fort simple, a montré que les ondes se

propagent à une profondeur sensible; il a de plus constaté, dans deux
expériences afférentes à un milieu indéfini, que l'accord entre les
résultats fournis respectivement par l'expérience et le calcul est remar-
quable. Le problème de la théorie des ondes liquides par émersion et
par impulsion a été repris par M. Boussinesq, dans les deux cas envi-
sagés (2 et 3 dimensions), par une méthode absolument différente de
celles utilisées par Poisson et Cauchy, et aussi plus simple qui permet
une étude plus détaillée du phénomène ; c'est ainsi que M/Boussinesq
a pu analyser le mouvement dans le voisinage du centre d'ébranlement,
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dans le cas de deux dimensions, ce qui est absolument impossible avec
les méthodes de Poisson et Cauchy.

Ses résultats ont été publiés intégralement dans un Ouvrage intitulé :
Application des potentiels à Vétude de l'équilibre et du mouvement des
solides élastiques, avec des notes étendues sur divers points de Physique
mathématique et d'analyse, et partiellement dans le TomeII (fasc. II),
de son Cours d'Analyse infinitésimale pour la Mécanique et la Phy-
sique ; nous exposerons, dans le prochain Chapitre, la méthode de
M. Boussinesq.

M. Rousier, dans sa Thèse soutenue eu 1908 devant la Faculté des
Sciences de Paris, a, dans le cas de deux dimensions, déterminé la
dénivellation initiale dans toute la masse fluide, et étudié le mouvement
sur une droite d'inclinaison quelconque partant du centre d'ébranle-
ment. .Utilisant comme expression du potentiel cp, celle indiquée par
M. Boussinesq, M. Rousier, grâce à une intégration le long d'un certain
contour dans le plan de la variable complexe, trouve la valeur de la
dénivellation h :

I - n =z « ~1

/ \ / > — S fl_V* COb(/7~hï)âft COS(2tt-j-3)9 M

dans laquelle S représente Taire de la section droite du cylindre im-
mergé, r la distance du centre d'ébranlement O au point M(x,z),

9 l'angle de la verticale Oz avec OM, t désigne le temps avec - = —• ; il

montre ainsi, en ayant recours à la forme même du développement
de A, que le mouvement estuniformément accéléré dans toute direction
et applique ses résultats aux particules fluides situées en des points
(O, z) et (.r = z, z).

M. Vergne, dans sa Thèse soutenue en 1909 devant la Faculté des
Sciences de Paris, a,étudié les ondes d'émersion ou d'impulsion, pro-
duites dans un milieu indéfini, dans le cas de deux et trois dimensions ;
il a identifié, dans les deux cas, le potentiel des vitesses obtenu par
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M. Boussinesq avec celui de Poisson. M. Vergne a d'ailleurs trouvé par
une voie beaucoup plus courte et plus élégante, que celles utilisées
jusqu'à ce jour, le potentiel <p des vitesses et la dénivellation hy dans
l'hypothèse d'une surface d'émersion ou d'impulsion infiniment petite
et d'un bassin indéfini en tous sens.

Il a mis alors le potentiel <p sous la forme suivante :

('0

r étant la distance du centre d'ébranlement au point (#, 7, z), P
le polynôme de Legendre d'ordre ( m + i ) , apparaissant dans le
développement de

et t le temps; quant à l'angle 9, il est défini par la relation

cos 8 — — = ,

2J (OT+2)(m+/)--.(s"+o^+*Pw+<(cose) '

Ce 1nême auteur a ensuite abordé l'étude des oscillations d'un liquide
pesant, dans un vase de forme quelconque et en a fait l'application à
quelques cas particuliers.

Dans un Mémoire intitulé : Sur une importante simplification de la
théorie des ondes que produisent à la surface d'un liquide Vémersion
d'un solide ou Vimpulsion dJun coup de vent, publié dans les Annales
de r École Normale supérieure en 1910, M. Boussinesq a dégagé les
points intéressants des travaux de MM. Rousier et Vergue, et a mis en
évidence par des procédés élégants les formules (10) et (11) indiquées
ci-dessus; il a de plus signalé une manière de traiter, au moins dans
certains cas, le même problème des ondes, pour des bassins horizon-
talement limités.

Avant de passer aux études plus récentes, nous devons — comme
nous l'a fait remarquer M. Fichot — signaler spécialement les travaux
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de M. Tjamb (*) qui a, en i 906, mis en lumière d'une manière élégante
les formes du potentiel des vitesses signalées ultérieurement par
M. Rousier dans le cas de deux dimensions, et par M. Vergne dans le
cas d'un milieu indéfini.

Cas des ondes cylindriques, — M. Lamb écrit immédiatement la
dénivellation élémentaire r, = coscr£ cos&e, et le potentiel correspon-
dant des vitesses

e*yco$koc (avec ?2 =

en prenant Taxe vertical OY dirigé vers le haut.
Se conformant à la méthode préconisée par Poisson, M. Lamb,

remplaçant f (oc) par

- I dk I f(<x.)cosk(x — a)rfa,
^ ' 0 *' — <x>

et faisant état des conditions initiales afféi^entes aux ondes d'émersion
riz=zj'(a:)9 $0 = o, donne la dénivellation globale et le potentiel des
vitesses :

cos&idk I f(c<.)cosk(œ—• a) âfoc,

£• résine-/ C^™
4 > ^ | ƒ t—lekrdk / /(a)cosA-(x — a) rfa.

Choisissant l'unité de longueur de manière que / ƒ'(«.) do« = \, et

utilisant la relation

/

ni
eh? coskx kn dx ^r 7Z_^;-cos(/j H- 1) 9,

v

il retrouve pour $ l'expression

cos 2 8 1 fi \ cos 3 8 /

(M Voir ffydrodynamicSj third édition^ 1906, p. 364, 4o6 et 407.

RISSER
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Si M* Lamb avait remarqué avec M. Boussinesq que - -r- représente

la dénivellation de la masse fluide, il aurait obtenu immédiatement pour
cette dénivellation la formule de M. Rousier.

Cas de trois dimensions. — En supposant que le fluide s'étend indé-
finiment horizontalement et vers le bas, M. Lamb étudie en premier
lieu l'effet d'une perturbation locale initiale à la surface, dans le cas
d'une symétrie autour de l'origine, et est conduit, après avoir choisi
l'axe positif des z dirigé de bas en haut, aux expressions suivantes du
potentiel des vitesses et de la dénivellation, dans le cas des ondes
d'émersion :

0(A"cy) (avec o-2 = gk),

où ë0 est la fonction classique de Bessel. Ce géomètre utilisant la forme
de représentation suivante de ƒ (tö)

= / * &o(kxs)kdk Ç /(a)ô0(Aot)arfa,

et tenant compte des conditions initiales trouve que le potentiel des
vitesses peut s'écrire ainsi qu'il suit :

après avoir choisi l'unité de longueur de manière que

/ / ( a ) 27Z0L doi = 1 .

«A

Posant z = — rcosö, 1Ö = rsin9, on voit, après avoir remarqué que

ƒ
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Prt étant le polynôme de Legendre d'ordre n par rapport à a = cosö.
Ce géomètre obtient alors pour 0 l'expression signalée par M. Vergne

7* TT ~ ^ ~ + ~ T T " 7 ^ * " | '

Je me propose maintenant de rappeler toute une série d'études sur
la théorie des ondes par émersion, et compléter ainsi mon essai, où
j'ai analysé les travaux de Poisson, Cauchy, et de M. Boussinesq, et
abordé un certain nombre de questions.

M. Hadamard reprenant une indication qui figurait dans son beau
Mémoire présenté à l'Académie en 1908 (* ), et qui concernait la pro-
pagation des petits mouvements à la surface d'un liquide parfait, rap-
pelle que pour un vase de forme quelconque, on avait dû jusqu'à ce
moment, avec Poincaré, tourner la difficulté en se bornant à consi-
dérer les solutions périodiques de la formeƒ(,#,y) cosX^(a).

L'équation générale à laquelle doit satisfaire le mouvement dans les
conditions initiales quelconques n'est pas une équation aux dérivées
partielles, mais une équation intégro-différentielle.

Si Ton pose 6 = -^ (cp, potentiel des vitesses), on sait que Ton a

la fonction ^ est définie par les conditions aux limites suivantes :

1 —r1- = o (sur la paroi mouillée S),
( o • \ d n •

I »! = — gz (sur la surface libre S du liquide).

La détermination de cette fonction harmonique par de telles condi-
tions est appelée par AL Hadamard un problème mixte (voir ses
Leçons sur la théorie des ondes), qui peut être résolu si l'on connaît la
fonction de Green correspondante G (M, P).

(1) Mémoires des sapants étrangers^ n° k, p . 37 (un du Chapitre I I ) .
(2) Communication deM.RAVAXkKD, Sur les ondes liquides {Comptes rendus, 7marsi9io).
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En supposant les mouvements assez petits pour pouvoir négliger les
carrés des déplacements et des vitesses, il est conduit à évaluer G
comme si le liquide était à l'état de repos, et la surface libre réduite
à z = o, et trouve

v J dt- 4K* dzj J dn

où l'intégrale double est étendue à la surface libre et z qui figure dans

cette / / est la dénivellation à l'époque t.

M. Hadamard, en envisageant le cas du liquide indéfini tant en
profondeur que dans ses dimensions transversales, trouve

(3) *£ = ë (-£- + •?-) f /"^rfS, (avccMP = ,-),

dans laquelle z est la cote d*un point de la surface liquide, M un point
du plan S(z = o), P un point inférieur au fluide.

M. Boussinesq avait dans ce cas abouti à une équation qui se ramène
à la précédente. M. Hadamard s'est demandé si l'équation (3) donne
l'équation de Cauchy

d2 \
J = 0 ou

et a fait observer que si l'équation (3) a pour conséquence l'équa-
tion (4), Vinverse n'a pas lieu. Il remarque que la substitution de —g
à g ne modifie pas l'équation (4) alors qu'elle modifie l'équation (3) ;'
de plus, il signale qu'alors que dans (4), on peut se donner arbitrai-
rement 3 et ses trois premières dérivées par rapport à / pour 2 = o,

en vertu de (3), la connaissance de z et de -^ détermine celle

de-n^- et-T-j' M. Hadamard a ensuite envisagé le cas d'un liquide contenu

dans un milieu limité par des parois S (4) ; tenant compte de la forme

(*) Voir sa Note aux. Comptes rendus du 21 mars J910.



ESSAI SUR LA THÉORIE DES ONDES PAR ÉMERSION. 2 1

plane de la surface libre, il ramène la résolution du problème mixte à
celle d'un problème hydrodynamique, dans lequel ce les données sont
de même nature en tous les points de la frontière ».

Si V4 est le volume obtenu en adjoignant au volume occupé par le
liquide, son symétrique par rapport au plan S, y (M, P) la fonction de
Neumann correspondante, on aura

G(M, P) = lY(M, P)|=y(M, P)_ r (M, P'),

où P7 est le point symétrique de P par rapport au plan S-
M. Hadamard ajoute de plus que la fonction G relative au liquide

limité ne diffère de celle afférente au cas d'un milieu liquide indéfini
que par l'adjonction d'un terme représenté par une fonction analytique
et holomorphe des coordonnées de M et de P, même dans le cas où
ceux-ci coïncident, à condition toutefois de ne point appartenir à la
courbe G (section de S par le plan S).

En faisant g = i, on trouve que la cote z d'un point de la surface
liquide vérifie l'équation

avec
F ( M > P ) * H ( M , P ) e t A *

y dz dÇteÇ=0 dx2

(ç, Y}, £ = o), (••«?,/, z) représentant les coordonnées respectives de M
et P.

M. Hadamard, en prenant le cas d'un liquide remplissant un vase

hémisphérique, a reconnu que -̂ f est logarithiniquement infini au

voisinage de C (courbe de section par le plan S), même lorsque z est fini.

Prenant les solutions z qui sont telles qu'au temps t -^ soit régulier

le long de G, il a constaté que z vérifiait l'équation

(5) 4« (j^ + A*P) = ƒƒ*slK(M) P;dSM,
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K(M, P) étant une certaine fonction symétrique des coordonnées
de M. et P.

M. Bouligand ('), s'inspirant de l'esprit des très intéressantes commu-
nications de M. Hadamard, et s'appuyant sur les résultats analytiques
afférents au cas du vase hémisphérique, est arrivé avec M. Hadamard
aux conclusions suivantes :

i° Si -7̂  n'est pas nul sur (C), c'est-à-dire si la condition (^ ) — o
dn r v n \dnj%

n'est pas remplie, sur la frontière (C) de (Ü), la valeur de ~ calculée en
un point du plan S devient logarithmiquement infinie, quand ce point

s'approche du contour C; de plus, aux points où ~est nulle, ~ reste

finie;
2° Si K(P , Q) n'est pas identiquement nulle, le calcul montre qu'on

ne peut pas déduire de l'équation (5^ celle de Cauchy, et par suite
l'équation de Cauchy n'est pas en général vérifiée par les petits
mouvements de surface d'un liquide contenu clans un vase de forme
quelconque. M. Bouligand a véî ifié que, dans le cas d'un fluide
indéfini, l'équation (V se ramène à l'équation de Cauchy, et montré
que si le vase est hémisphérique, la fonction

,„ƒƒ !^S,
ƒ jf T ^ rfR„ + ƒ ƒ FCV1, P ) F(Q. M)

n'est pas identiquement nulle.
M. Hadamai-d est revenu sur cette question des ondes liquides (*); il

rappelle tout d'abord que l'altitude z de la surface au-dessus de la
position d'équilibre en fonction des coordonnées horizontales JU et y est
définie par l'équation

» dt1 J-r dX dy+J J "ô7U

( ' ) Bulletin de la Société mathématique de France, 1912, p . J ^ 9 à 180.
(z) Communication du 4 j u * n Ï Q 1 ^ Reale Academia dei Lincei.
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où >xf,y, z sont les coordonnées d'un point quelconque de la surface

libre, r la distance (j?, j , z; od, y', z )~et rh la distance de Fun de ces

points à l'image de l'autre point par rapport au plan z = o; par G la

fonction de Green du problème mixte consistant à déterminer une

fonction harmonique au moyen de ses valeurs sur la surface libre et

de celles de sa dérivée normale le long de la paroi mouillée :

(2) G=±--j--rH<j.yiz,x'iy9z<).

II étudie alors le cas d'un fluide indéfini dans le sens horizontal et de

profondeur A, et grâce à l'emploi de la méthode des images, il est

amené à faire apparaître l'expression

grâce à laquelle l'équation (i) s'écrit

L'expression xle F, grâce à l'emploi du calcul des résidus est ramenée à

l'intégration de

— ( J(u)clu .n (avec f (u) — ~—V
snij sinxrw \ y

 v r 2 _ ^ ^ M 2 A > y

prise suivant le contour entourant l'axe réel; elle a pour valeur

- -r *
où S désigne un sinus hyperbolique.

M. Hadamard a donc substitué à Va manière d'opérer qui avait été

employée jusqu'alors, et qui soulevait de graves objections, un pro-

cessus analytique où l'hypothèse de la petitesse de h n'est introduite

qu'en dernière analyse, ce le calcul fournissant tout d'abord des

formules rigoureuses quel que soit h ».
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Il aboutit alors à la conclusion suivante :

Si h est petit, Az' peut être identifié avec Az?- à condition que les

variations de Az ne soient pas très rapides, et la solution de (i) se

ramène à celle de
(Pz (p

Supposant h fini et z indépendant de y, puis admettant une propagation
de vitesse constante V, de telle sorte que z=/(x — vt), il trouve une
équation intégrale de la forme

V2 ƒ"(*)=ƒ

où T désigne une tangente hyperbolique.
Nous allons analyser maintenant les Notes de M. Cisotti('). On peut

dire que les idées qui ont guidé M. Gisotti dans la préparation de ses
intéressantes Notes sont en genèse dans une étude de M. Levi-Cività :
Sur Les ondes progressives du type permanent ( 2 ) , où le potent ie l des

vitesses est lié à la fonction de courant, et où l'idée de réflexion
analytique de Sehwarz conduit presque immédiatement à une équation
différentielle et aux différences finies qui caractérise les ondes.

M. Gisotti, supposant que dans tous les plans parallèles aux parois
du canal, le mouvement est le même, est par suite ramené à unproblème
à deux dimensions; il représente le fond du canal par Taxe OX, et
prend O Y de sens contraire à celui de la pesanteur. La surface libre /,
à l'état naturel, est horizontale et se trouve à une distance h du fond.

Si cp ( £, x,y) est le potentiel des vitesses et <j>(t;x,y) la fonction de
courant qui est la fonction harmonique associée, on a

ait àz> à<b à®
i i \ L -== — L = = c —L z== —i_ = = if
K ; dx ôy % dy ôr

(4) Voir Atti délie Reale Academia dei Lincei, vol. XXVII, 3 et 17 novembre 1918;
vol. XXVII, 2 mars 1919; vol. XXIX, i5 février, 7 mars et 11 avril 1920.

(2) Voir Atti délie Reale Academia dei Lincei, i5 décembre 1907.
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La vitesse f dfe la particule fluide est liée à la pression p et à la densité p
du liquide par l'équation

— -h -—- H— P2 H- gy — fonction de t.

Comme on ne considère que de petits mouvements, on remarque que
Téquation précédente se réduit à

(2) £ H—- +gy=f(*)y

et que Ton a enfin

(3) AaT = o.

Condition au fond. — La section du fond du canal par un plan
parallèle aux parois étant une ligne de flux, on a

(4) ^ = 0 (poury = o et t quelconque).

Condition concernant Ut surface libre. — L'équation de la surface
libre est définie par

(5) y = h + i\(t,x)>

en supposant v du premier ordre.

En vertu de (2), on a

-r- H- ̂ ^ — ° ( s u r la surface libre l).ât 6 v ;

Cette dernière équation peut encore être écrite, eu égard à l'hypothèse
faite sur 7},

(6) -^- -+-grt = o (pourjK = h et t quelconque).

Cette dernière équation dérivée par rapport à t donne
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Équation caractéristique. — Introduisons maintenant la fonction

f— <p _|_ f,̂  de z = x-{-iy et de t,

qui doit, en vertu des hypothèses faites sur <p et <£», se maintenir
régulière, et être réelle sur Taxe réel.

Si Ton considère le champ S d'une section définie par le fond et ï̂
courbe / (surface libre), et si l'on fait usage de la réflexion analytique
de Schwarz, on remarque que ƒ est prolongeable analytiquement dan^
le champ S', défini par

— h <y £ o et — oo ̂  # fî oo ;
on a alors

f(t, ar-h«y) = <p(<, x.y) + iù(t, x, j ) ,
tD{t% x, r) — ity(t, x,y).

On en déduit immédiatement de là, en tenant compte de (7) ,

(7') g^ {ƒ(«,*+ **)•+•ƒ(«>*-«*)! + ** gjU(«. * + «*)-/(«.* — ih)\=o.

Gomme / est une fonction analytique, on voit qu'à (7'), on peut
substituer

S * - Ï*) j + ^ jL)f(t, z + ih)-f(t, z-ih)\ =0.

d'un canal peu profond. — Développant les fonctions

ƒ(*,* + !*), f(t,Z-ih),

d'après la formule de Taylor, et ne conservant que les termes du
premier ordre en k, l'équation (8) se transforme en

qui a pour solution

( a v e c c=
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M. Cisotti trouve que

cp = fK (z -h et) -h f2(x — et)
et

s*

g

Si l'on a en vue que les ondes d'émersion qui correspondent à

cp = o ( p o u r ^ = °) j
on voit que

a?) = o, d'où

Quant à la fonction y;, on en voit immédiatement la signification; en
effet, si Ton désigne par 7)o la dénivellation initiale, on trouve que

7io = — - X 2 / ; ( 4 d'où 7 j = -[i\0(x + ct)-\-y\0(x — et)].
S 2

Canal infiniment profond* — Si l'on transporte les axes parallèlement
à eux-mêmes au point # = o, j = //, c'est-à-dire si l'on change z
en z -h ih, l'équation caractéristique (8) devient

Ceci posé, supposons que y ainsi que sa dérivée par rapport à z (qui
comme on le sait définit la vitesse) s'annulent à l'infini, et faisons
croître h indéfiniment, nous obtenons

d
i

qui est, ainsi que Ta fait remarquer M. Levi-Cività, l'équation caracté-
ristique des ondes de Poisson-Cauchy ( ' ) .

(*) Voir M. TONOLO, Résolution du problème des ondes de Poisson-Cauchy (Atti del
R. Ist. Veneto di Scienze Lettere et Ard% t. LXX11I, io,i3, p. 545),
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Canal très profond. — Le cas d'un canal dont la profondeur est
très grande, sans être infinie, a été étudié par M. Palatini (* ).

L'hypothèse spécifiée se traduit analytiquement par

Cette équation, en tenant compte de ce que

d2w à2 o
e t

peut se transformer ainsi qu'il suit :

qui, en vertu des valeurs de cp et <|/,

t,*-iy)L

devient

d3 . d2

f ( tt x + ih ) — ƒ ( t, x — ih ) j -\-ig -7—- j / ( t, x

/'étant une fonction analytique, la condition relative hy = h peut être
transformée par la substitution de z à x :

\f( ik)f{ ih) { i ^ \ f ( t i h ) { f { t — ik)\ = o ,

dans le champ S.
Ceci posé, dérivant deux fois par rapport à t l'équation caracté-

(*) S alla Influenza del/ondo. nella propagazlone délie onde dovute a perturbazioni
l&cali {Rend, del Cire. Math, de Palermo, t, XXXIX, 1915); Studio asintotico del pelo
libero {Ibidem, t. XL,, 1916).
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ristique (8),

^ ig-^^\f(i, z + ih)-f(ty z — ih)\=o;

à*du fait de l'élimination de . 2â > entre les dernières équations, on trouve

En transportant les axes au point ,r = o, y=^hy c'est-à-dire en
changeant z en z-hih, on remarque que l'équation précédente se
transforme en la suivante :

?L {/(,, z + 2ih)+f{ti z) \+g*~^ j ƒ<«, z -h »i'A) +/(«, *) ! = o.

Si Ton admet que pour A très grand, ƒ ainsi que ses deux: premières
dérivées par rapport à z s'annulent pour t quelconque, cette dernière
équation prend la forme

qui n'est autre que celle trouvée par M. Palatini.

Canal de profondeur h. — On a vu que dans un canal à fond plat
de profondeur h, le problème des petits mouvements est défini par
l'équation

Cette fonction/ est holomorphe dans le champ de la variable complexe
entre y = — h ety = -\-h, et doit être réelle sur l'axe y = o. Si l'on
fait h = i , on voit de suite, après développement de la fonction ƒ (£, z)
suivant la formule de Mac-Laurin, que l'équation (8) peut s'écrire :

(10)

0
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avec

L'équation ( io) devant être satisfaite quel que soit ty on en déduit

i [

(avec i = o, i, 2, 3, . . . ).

Cette équation (11), linéaire aux différences finies, permet de cal-
culer Jn où n > 2, lorsque l'on se donne/0 e t / ^

La fonction ƒ„ (z) ̂ =cp/ï(a;? j ) - ^ ^ „ ( ^ ^ j ) doit être réelle pour j = o.
En se reportant aux points de y = 1, on remarque que

?« = \ [ fn(x -h i) +fn(x — i)] et ^M= A [fn(z H- £) — /"„(a? — i)]-

Si Ton fait z = x dans (11), on trouve

( I 2 ) <¥„+*= g ^*n (pour y = 1).

Comme on a

on remarque, en admettant que ^ - soit une fonction de point qui,

pour y = 1, soit continue et dotée d'une limite supérieure finie, alors
que l'on fait croître l'argument indéfiniment, on trouve que (12) peut
s'écrire

(i3) ?„+.= £ ^ f ^ logcth

où cth désigne une cotangente hyperbolique.

( !) Voir Note de M. LKYI-CIVITÀ, Transformation d'une relation fonctionnelle due à
Dini [Rendiconti, vol. XX, 1911, p. 2g3 et 38i (hypothèse a)].
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La fonctionX^, (z), dans le champ intérieur — 1 f y< i , étant définie

par

il en résulte définitivement que les coefficients/^ (z) du développement
de/(t, z) sont déterminés au moyen des formules ( i 3 ) e t ( i 4 ) 3 lorsque
Ton se donne les valeurs de op0 et ©,, pour les différents points de y = i .

Si Ton étudie le problème des ondes d'émersion qui correspond
à <p0 = o, on reconnaît que toutes les f2n sont nulles et que l'expression

z) se réduit à

0 i

dans laquelle les /a/w., dépendent de ç l pour y = i .

Équation de La surface libre L — Soit y = i -+- rt {t7x) l'équation de
cette surface à l'instant t (i étant la profondeur du canal) ; on a

et

Dans ces conditions,

2àTïi' = ,).

L'expression de cpn+2 déterminée ati moyen de la relation ( i3) , étant
intégrée par parties, conduit à

(*) Voir PALATINÏ, Rend, del Cir. Palerrno, vol. XXIX, 1915, p. 373.
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M. Cisotti introduit une fonction A de x qu'il suppose finie et
continue à distance finie et finie pour x = ±00, ainsi que ses dérivées,
et considère l'expression

puis

d'où il déduit

Si Ton convient de prendre I°[X] = X, il en résulte que

et

<I5) T i = - i

d2n d2n

I"[?o] et f î n + 1

à*~
<p0 et cp{ sont les expressions respectives de cp et ^ pour £ = 0, et t\0 est

la dépression initiale au-dessous de la surface à l'état de repos y = 1.
<p, étant égal à ( — 7)0), il résulte des équations d'itération que Ton a

Si l'on traite le problème des ondes d'émersion <p0=o, et Ton a
pour expression de T*

qui donne le profil de l'onde, lorsque Ton se donne le profil initial.
M'inspirant toutspécialementdudernierMémoiredeM* Boussinesq,

j'ai abordé dans mon modeste essai l'étude des maxima et des minima
au point {x, z), en supposant que Ton ne considère que les ondes
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cylindriques, après avoir repris au point de vue numérique le mouve-
ment propre d'une particule-fluide dans un cas concret.

Dans la deuxième Partie concernant un milieu indéfini en tous sens,
j'ai tenté l'étude du mouvement dans le voisinage du centre d'ébranlé*
ment, étude qui n'avait été faite jusqu'alors que dans le cas des ondes
cylindriques. En assimilant le corps immergé à sonparaboloïde oscula-
teur,j'ai montré que si l'on voulait serrer le problème de près, il y avait
lieu d'introduire des termes secondaires auxquels se rattachent des
polynômes dérivés des polynômes de Legendre* Revenant sur l'expres-
sion initiale du potentiel des vitesses donnée par M* Boussinesq :

j'ai fait voir que la méthode dont ce savant géomètre avait fait l'appli-
cation au cas de deux dimensions, pouvait donner l'expression des dif-
férents termes de cp. Je signale aussi un rapprochement des formules
de Cauchy et de M. Boussinesq, au sujet de la dénivellation à la surface,
en partant d'une transformation indiquée par M. Boussinesq dans son
Traité des potentiels, et enfin une détermination rapide du potentiel
des vitesses dans le cas du paraboloïde de révolution. Après avoir
justifié la théorie des images, en suivant l'esprit du dernier Mémoire de
M. Boussinesq, j 'ai, dans la troisième 1 artie, en étudiant le cas d'un
canal de largeur limitée et de profondeur infinie, donné les formules
caractéristiques de la dénivellation à la surface et en un point x,j", z,
et montré qu'en première approximation, la dénivellation esl indépen-
dante dey; j'ai complété cette partie spéciale par une application nu-
mérique. M'appuyant sur les résultats d'un beau Mémoire de M. Appell,
j'ai donné la valeur du potentiel dans le cas où le corps est immergé

dans un bassin parallélépipédique ( x = db -, y = ± -> z = c U et

montré qu'une telle méthode peut être utilisée dans le cas où l'on sup-
pose a fini, avec h infini, et c fini ou infini.

RlhSER
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Choisissant pour le potentiel des vitesses une fonction cp, (x,y, O-ÇaO8)»
ainsi que l'a fait Poincaré dans un certain cas de l'étude des marées,
j 'ai , en supposant le bassin parallélépipédique, trouvé pour le potentiel
des vitesses une forme, dont il est possible de déduire, en supposant
la longueur et la profondeur infinies, la forme classique relative au
milieu indéfini.

J'ai enfin, dans une Note complémentaire, esquissé une étude du
mouvement des particules autour de leur position d'équilibre dans
l'hypothèse des ondes, cylindriques, en considérant le mouvement
afférent à l'un quelconque des potentiels partiels, et analysé le phéno-
mène résultant, alors que le temps écoulé depuis l'origine était petit
ou très considérable.

PREMIÈRE PARTIE.
ÉQUATIONS DU PROBLÈME.

Supposons un liquide incompressible contenu dans un vase à parois
fixes; ce liquide étant primitivement au repos, nous le mettons en
mouvement par une cause agissant sur une partie de sa surface libre et
pendant un temps très court; dans ces conditions, on sait que le phé-
nomène dépend d'un potentiel des vitesses. Prenons, pour étudier le
mouvement des ondes, trois axes de coordonnées rectangulaires ; le
plan xOy est confondu avec le plan de la surface libre au repos, et
l'axe Oz vertical dirigé vers le bas. Nous désignerons par cp le potentiel
des vitesses, parz/,p,tv les composantes de la vitesse d'une particule
et par g l'accélération de la pesanteur.

JNous savons que Ton a

do dy à$
dx dy dz
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Le fluide étant incompressible, l'équation de conservation des volumes
(ou équation de continuité) donne

d1 o d2 (p d2

o u

équation indéfinie que vérifie la fonction cp en tous les points du fluide
et à toute époque.

Les parois du vase étant fixes, la dérivée du potentiel, prise suivant
la normale, est nulle aux parois. Les équations d'Euler conduisent de
plus à la relation

P ^?
p ~~ g z dt

qui est également vérifiée à toute époque en tous les points du fluide,
relation.où ƒ> représente la pression en un point (x,jr, z) et p la den-
sité du fluide.

En vue de simplifier les formules, nous choisissons avec M. Boussi-
nesq les unités de façon à rendre égales à i la densité p et l'accélération
g de la pesanteur; si donc Ton admet que les carrés des composantes
de la vitesse sont négligeables, l'équation précédente devient

l \ — T _ ^2.

L'action d'une pression constante s'exerçant en tous les points d'un
fluide n'a aucune action sur ses mouvements ; nous pouvons donc
supposer nulle la pression qui règne au dessus du fluide. Dans ces
conditions, nous aurons à la surface libre

/ \ du
(2) Z -i-:z=O.
v ; dt

Soit A = / ( l r , j , t) la dénivellation de la surface libre au temps t;
l'équation (2) s'écrit
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Dans cette équation, ~ e s t P r i & e pour des valeurs de z un peu variables,

mais h étant toujours très petit et cp continu, nous pouvons au second
membre remplacera par zéro.

A la surface libre z = h; on en déduit, en suivant une même particule
dans son mouvement,

dh dh dh
ât dx ày

Nous avons admis primitivement que «,^, A étaient des quantités

très petites; admettons qu'il en est de même pour -r- et T->OU les pentes

à la surface. On a alors :
dh

Nous avons dit aussi que, pour les points qui sont à la surface, nous
pouvons, dans cp et ses dérivées, prendre z = o; tenant compte d'une

part de la valeur de w donnée ci-dessus, de w= y-> et de la relation

on obtient immédiatement l'équation de condition à la

surface

Pour achever de déterminer cp, nous avons les données d'état initial,
qui caractérisent, soit les ondes par émersion, soit les ondes d'impulsion.

Dans le premier cas, le mouvement sera produit par l'enlèvement
brusque d'un solide : pendant le court espace de temps (de t=—e à
t=o) que durera l'enlèvement du solide, les ordonnées de la surface
libre du fluide ne seront pas modifiées d'une manière sensible; nulles
hors de la région que touchait le solide, elles seront, dans cette région,
égales à celles de la surface qui limitait inférieure m ent ce corps, et
nous les supposerons données en fonction de .r et y. De plus, la pres-
sion exercée à la surface qui, pour t = — e, était égale à h d'après
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l'équation (i), variera de // à o dans l'intervalle de temps e ; la même

formule (i) montre que la dérivée -X comparable à h seulement, ne

pourra, durant ce même temps s, faire prendre à la fonction cp, initiale-
ment nulle, que des valeurs de Tordre de ht, négligeables dans les cal-
culs où paraîtront au premier degré h ou ses dérivées partielles. Les
données initiales caractéristiques des ondes d'émersion, exprimant
l'état du fluide à l'époque t = o (fin de la période préparatoire durant
laquelle s'engendrent ces ondes), consisteront à poser

<p0=o et k=f{x,'y) (pour* —o),

cp0 étant la valeur de 9 à la surface libre, et ƒ(#,y) désignant les*petites
ordonnées primitives connues de la surface.

Dans le cas des ondes par impulsion, le mouvement résulterait de
pressions variables exercées à la surface libre de t=—eà£ = o; les
conditions initiales caractérisant ces ondes seraient définies par

[tpo= F(#, y) et A —o] (pour£ = o)

F(«£,y) étant une fonction connue. Si l'on faisait intervenir simultané-
mentlesdeux systèmes d'ondes, les conditions initiales seraient définies
ainsi qu'il suit :

<Fo=F(a?, y) et h=f(x,y) (pour* = o).

(voir supplication des potentiels de M. BOUSSINESQ, p. 58o et 648, 649,
65o).

Ce géomètre a d'ailleurs montré que si, dans l'expression du potentiel
des ondes par émersion, l'on remplace /'(.r, r) par Y(x9y) et que Ton

prenne rX cette dernière dérivée n'est autre que le potentiel cp, afférent

aux ondes par impulsion, qui répond aux conditions énoncées.
Nous allons étudier maintenant les ondes par émersion dans le cas
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où la profondeur du liquide, ainsi que ses dimensions horizontales,

peuvent être regardées comme infiniment grandes. Dans ces hypothèses,

il faut substituer à la condition -^ =o (dérivée normale de cp à la pa-

roi du vase), la condition pour cp de s'annuler asymptotiquement lors-

qu'on s'éloigne indéfiniment de l'origine des coordonnées. Pour t très

grand, le mouvement s'éteint ou encore cp et ses dérivées s'annulent;

cette dernière hypothèse n'est d'ailleurs qu'une déduction des condi-

tions précédentes. En effet, le problème est déterminé sans elle, et si

c'était une condition nouvelle, elle rendrait le problème impossible.

Or le fait même que nous obtiendrons sa solution montre qu'il ne

l'est pas.

Posons
do d2(D

T est une fonction harmonique puisque cp en est une; elle est nulle à la

surface libre et nulle aussi pour tous les points très éloignés de l'origine,

où cp tend partout vers zéro. Il en résulte que T est nulle en tous les

points de la surface fluide, par suite que l'équation

d<D d2 CP

est une équation indéfinie.

M. Boussinesq a d'ailleurs montré (Application des potentiels,

p. 583) que les équations

T ~ ° 6t Tz^~ 'dt2 ~°

sont équivalentes, eu égard aux relations qui les accompagnent.

D'autre part, dans tout le fluide l'on a

dérivant cette équation par rapport à t, en suivant une même particule
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fluide, nous aurons en négligeant les quantités du second ordre

dp dv à2 o
dt — dz dt* °'

ce qui revient à dire qu''une particule fluide supporte La même pression
pendant tout le mouvement.

Désignons par Z l'ordonnée de la particule à l'état final de repos,
nous aurons

p = Z;
comme à tout instant,

do

on en déduit

cette différence (z — Z), qui se nomme la dénivellation de la particule à
l'époque t9 est désignée par A. 11 en résulte que, à chaque instant dans

toute la masse miide, on a h = -^-> relation trouvée ci-dessus pour la

surface libre.
Nous avons vu que, dans toute la masse fluide, on a l'équation

indéfinie

qui devient, en tenant compte de la valeur de T,

L-l L — o
dz* dt*

II y a lieu d'observer qu'à l'époque £ = o , où <p s'annule partout, et

où il en est de même de -A la relation T = o se réduit à
dz
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Intégration des équations obtenues dans le cas où l'on fait abstraction
d'une des dimensions horizontales du fluide.

Supposons le liquide dans un canal et mis en mouvement par
l'émersion d'un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires à
la longueur du canal. Le liquide étant primitivement au repos, et le
cylindre très peu enfoncé, soit z £=ƒ•(#) l'équation de la section
droite du cylindre immergé.

Les équations du problème sont :

( 2 )

avec les conditions

à2 o

d(p d® dz> .
<p ^ = 0 , —-*• = o , -~ = 0 , —i- r=r o (pour £, x ou z très grands).

Nous remarquerons que les équations indéfinies ( 1 ) et (2) ne contien-
nent que des dérivées d'ordre pair; alors que la première fait inter-
venir une dérivée d'ordre 4 en t et une dérivée d'ordre 2 en ,r, dans
la deuxième, il n'apparaît pas de diçrivée par rapport à t. On est
donc conduit à chercher comment çp dépend de.r etde£, sans se préoc-
cuper de z.

En suivant la méthode de M. Boussinesq {Application des potentiels,
p. 593), prenons la fonction

• = f. ' [* ( ' + T ) + * G" - T ) ] + (=••) <*-
dans laquelle oc est une variable d'intégration, x et t sont considérés
comme des paramètres, et où les fonctions arbitraires /^ et *j> sont assu-
jetties seulement à donnera l'intégrale et à ses dérivées des valeurs finies
et déterminées. Il nous faut choisir ces fonctions ^ et y? de telle manière
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que cp vérifie les équa t ions du p r o b l è m e et t o u t d ' a b o r d ( i ) . Cai -

culons —- et -r-j- •

posons

' a a'2

II vient

Calculons de même -T-|> et revenons aux anciennes notations
ot'2

on voit immédiatement que l'on a

-^r — / \-/"[x-\ + Y [x MM —->

L'équation (0 devient donc

(.s, £
Nous choisissons ^ de façon que la quantité sous le signe somme soit

t2

une différentielle exacte; pour cela nous posons —7,==̂ 'fet nous prenons

(4) V{y) + H y L d £

L'équation (3) s'écrit alors
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le premier membre s'intégrant immédiatement, cette équation s'écrit

Pour a = o la quantité entre crochets est nulle; x étant fini, il reste
à vérifier

Comme cp doit être nul pour x = ± oc, on est conduit à prendre

condition qui entraîne la précédente.
Il faudra donc choisir pour ^ une fonction qui s'annule pour les

valeurs infinies de la variable.
Revenons à l'équation (4) que doit vérifier '}(y) avec les conditions

<!(*>) = o, t]/(o) = o,

qui entraîneront les conditions d'état initial

Cette fonction^(y) a été étudiée par M. Boussinesq (Application des
potentiels, p . 694 et 6o4 ; Cours d" Analyse infinitésimale-, t. II, fasc. II,
p. 266). Nous nous bornerons à mentionner les résultats.

On a

cette fonction ^, qui se réduit pour les très grandes valeurs de y à

peut encore s'écrire

6 ( v ) = -4 / - (siny — cosy) + / e~2m cos m- dm.2 V 2 */0
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Signalons enfin le développement en série de <!> (y),

y 1.3.5.7 1.3.5. . .(4/i +

et rappelons la valeur de l'intégrale définie suivante :

(5) f <$)*=•&•
II nous reste maintenant à déterminer la fonction y.

On doit avoir
do . . . ,
±f(x) ( p o u r 5 = 0 e W = o ) ;r

eu égard à l'expression de -— pour t = o, on trouve-

soit, en vertu de (5),

ou
y^{x) — -~^—f{%) (pour z = o).

En réalité, jr dépend aussi de la variables qui a été traitée jusqu'ici
comme une constante.

Considérons avec M. Boussinesq la fonction

a2

regardée comme fonction de x et de s, cette fonction cp doit être har-
monique. Elle le sera si l'on choisit

Si la fonction ^ s'annule pour x ou z infini, il en sera de même de cp.
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La fonction y^(>v,z) doit être harmonique, s'annuler à l'intini, et
prendre à la surface des valeurs données en raison de ce que

Nous sommes par suite conduit à la représenter par un potentiel

ne double couch

Nous prendrons

d'une double couche de densité -V/T,r), étalée sur l'axe des ,r.

ce qui nous donne pour la valeur du potentiel des vitesses

—V-0
La fonction ainsi trouvée vérifie toutes les conditions du problème;

elle est bien déterminée, et admet des dérivées partielles que l'on peut
calculer par les procédés indiqués ci-dessus. Pour les démonstrations
relatives à ces divers points, nous renvoyons le lecteur à l'un ou l'autre
des deux ouvrages déjà cités de M. Boussinesq.

Étude du mouvement.

Propagation du mouvement dans le sens vertical. — Nous allons

étudier la propagation du mouvement dans le sens vertical, en nous

plaçant dans l'hypothèse où % est négligeable devant x ou z. Si l'on dé-

I (ç)<^ç ou l'aire de la section droite du



ESSAI SUR LA THÉORIE DES ONDES PAR ÉMEKSION.

cylindre immergé, on voit de suite, eu égard à l'hypothèse faite sur
que l'on a pour la valeur du potentiel

(7) ? =

On remarque ainsi que la forme du corps n'intervient pas et que le
mouvement est indépendant de cette forme.

Si Ton suppose que le point considéré soit sur la verticale x = o, la

dénivellation pour ce point sera définie par h = ~ ou

Faisons le changement de variable (3 = - et posons z =~yt2 ; il vient

ainsi, après un calcul simple,

Pour un observateur, se déplaçant sur la verticale de haut en bas
d'un mouvement uniformément accéléré, d'accélération y? les dénivel-
lations de la particule fluide sont données par l'expression définitive
de A, où n'apparaissent que z et y, et sont inversement proportion-
nelles à JZ, ou encore à t2 ; pour une valeur donnée dez, h n'est fonction
que dey. On peut donc dire que le mouvement de propagation dans le
sens vertical est uniformément accéléré; il en est (j'ailleurs de même
sur toute droite partant de l'origine des coordonnées.

En suivant une méthode inspirée par M. Boussinesq, M. Rousier a
calculé h en écrivant la formule précédente ainsi qu'il suit :
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et en remplaçant l'intégrale

ar
3 = v/a / — r 7 — / cos(v2—j

après le changement de variable -™- = v, et la substitution de

P

grâce au nouveau changement de variable v = pcosto, ; x= psinco. l'ex-
pression de 3 prend la forme

. C0S20)
avec k = —

Tenant compte de ce que

1 + a 2

et remplaçant tangto paryc?, on trouve finalement

%=^Le-ç f e^dp, avec g = X

d'où, pour A,

1 . 2 . 0

V Thèse de M. Rousier, p. 26 à 29).

Étude du mouvement sur toute droite partant de l'origine des coor-

données. — L'emploi de la formule (7) et de la relation // = - ^ donnant
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la dénivellation conduit à

3« T , V P 2 \

avec - = 3 )•
ex

En posant z = r cosG, x = r sinô et r = ^y£2, l'expression de A prend

la forme

Le développement en série de l'expression donnant la dénivellation
en un point quelconque de la masse fluide a été obtenu par M. Rousier
en calculant les deux intégrales constitutives de A, par la méthode des
résidus, et est représenté par :

Tir

fl X 1 !" cos(/z + i)2fl cos(2/i-h3)8
C0 2 | 2 " + l 3 5 ( 4 f ) ~ 1 / l + 2 " 3 5 r 7 r 4

71 = 0

Cette série? étant uniformément convergente, peut être intégrée
terme à terme par rapport à t et donne pour cp l'expression suivante :

qui n'est autre que le potentiel des vitesses d#e Poisson et Cauchy.
Eu raison de la convergence uniforme de la série (9), on peut faire

G = o et 9 = - et Ton obtient suivant les cas la dénivellation en un point

(o, s), ou en un point (o?, 0).

En faisant G = - dans la formule (10), on trouve



4 8 R. RISSER.

ou encore, après remplacement de - par —y

fil
i*3.5 1.3.5.7.9 ' " ' J '

qui n'est autre que la formule obtenue par Poisson, Cauchy et
M. Boussinesq (voir Cours d'Analyse infinitésimale de M. BOUSSINESQ,

t. II, fasc. II, p. 5o4)-
La dénivellation afférente à un point (o, s), a pour valeur

qui correspond à 9 = o dans la formule (10*).
L'étude de l'équation (10"), montre que la particule fluide qui, au

Stemps o, avait une dénivellation égale à —> va s'élever à un certain

niveau, en passant au-dessus de son niveau final; elle redescendra
ensuite pour atteindre sa position d'équilibre finale au bout d'un
temps très long, mais ne repassera jamais au-dessous, et n'oscillera
point autour de ladite position.

Si l'on étudie maintenant ce qui se passe pour une particule (x = z),
on constate que le mouvement commence de bas en haut en partant de la

S

dénivellation—-=> puis, après un maximum, le mouvement est descen-

dant, et enfin ascendant pour aboutir à h = o ; il y a donc un maximum

et un minimum pour A.

11 était intéressant de montrer qu'un tel phénomène se produit en

tout pointa?, z; or il a été vérifié pour la valeur j de 9; il était donc utile

de le constater pour une valeur de 9 comprise entremet-* soi t -par

exemple.
Si l'on pose - = "X, on voit de suite que

dh dh d\ dh t ( . t2

dt d\ dt dX r \ 2r
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et encore

' ^ [C0S Â J^7 r /J
dans cette expression on a remplacé les produits

i . 3 . 5 . . . ( 4 ^ + i ) , 1 . 3 . 5 . - . . ( 4 n - h 3 )

par les symboles l\n 4- i,

L'expression de y- a pour valeur

n—l\ L-

l)X27lCOs(2/Z+2) 6

(2// + 2)X2"-Hcos(2/? H-3)6

4« H- 3

Or si l'on fait 9 = ~, on voit que l'expression \ se réduit à la série

1 2
l

1
2

h'
2

5
2

7

0 A '

i ——

5X"

9

2

X7

2

11

2

7g

2

73

1
2 I

Les maxima et les minima de h correspondent aux zéros de cette
série.

Pour aborder l'étude des racines, nous ne prendrons tout d'abord
que les sept premiers termes et considérerons l'équation

; . . 6 . , 3 ..,
- A " - A 5 _ . , " A -
2 'À OÀ'1 2 hâ 2 2 A 1

13 ii c) 7 5 3 e*

qui présente quatre variations et par suite peut avoir o; a ou /| racines
positives, racines qui sont les seules intéressantes au point de vue
mécanique.
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Cette équation peut s'écrire

F(l) = - ^ (o,a5gA<'+ 2,886)^— 52,9iX*H- ig

+ iooo).2 — 6 . 6 6 6 , 6 6 ) , + 5ooo) = o,

Considérons l'équation dérivée

i3 ii g 7 5 3

qui peut encore être mise sous la forme Y4 = Y2 après avoir posé

^ ( V + 5 X 8 6 ) et

Les équations Y, = o* et Ya = o ont respectivement pour racines

(pour Y, ) —17,20, o, 7 ,91 ;

(pourY 2 ) — 3,59, Qioq.

Tl est facile de voir en construisant les courbes

\ i = ^21 A2-t- * 9 ^ — 2860),
i3

2 35

qu'il n'y a qu'un point dans la région positive des *k9 répondant à la
condition Y , = Y3, et correspondant à X=[/.. La dérivée F'(^)
étant négative de ) , ^ o à 1 =•[/, et positive au delà, il en résulte que F Çk)
décroît jusqu'à un certain minimum, puis croît jusqu'à -h oc.

Comme F(o) = o,5 et F(6) = 0,809, on en déduit, eu égard aux
considérations qui précèdent, que l'équation F(X) = o a deux racines
comprises entre o et 6.

Les substitutions des'nombres 1, [\ et 5 fournissent les résultats
suivants :

K(4) = — o,3oi , F (5) =
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et permettent de trouver immédiatement les valeurs approchées des
racines

X1==o,9O et ^ = 4,87.

Adjoignons maintenant aux sept premiers termes de la série les trois
termes qui suivent, et considérons la nouvelle équation

avec

^9 J }̂S
Y — 3 * i 2 * 8 ) J

IQ 17 10

Les solutions de Ç(X) = o correspondent à Y3 = — Y4. Or comme
F équation Y4(X) = o, eu plus de la racine o d'ordre 7 et d'une racine
négative, n'a qu'une racine positive comprise entre 1 et 5 et inférieure
à la plus grande racine de "\ 3 ( A) = o, on voit de suite, grâce à la cons-
truction des courbes Y 3 (A) = o et Y4(X) = o, que (j*(̂ ) = o n'a que
deux racines positives qui sont très peu inférieures à celles de F(V ; = o.
Cette même méthode, qui peut être suivie de proche en proche,
montrera que la série n'a que deux zéros relatifs à des valeurs posi-
tives de A.

Soit hQ la dénivellation au temps o qui n'est autre que

S /«\ 1 S
— COS I -5 ) =

Tzr \ô/ 2 itr

La dénivellation correspondant à la valeur X, == o, 90 nous donne
i. S ! S
hs— — x - H X o, 21.

7tr 2 Tzr

d'où
h* — Ao = 0 , 2 1

izr

Gomme on a - = A = — > le temps tx mis par la particule pour passer
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de la position h0 à hx est égal à

tx = y'2 rlH = i , 34 \/r.

On se rend parfaitement compte du mouvement de descente de la
particule dans l'intervalle (o, tK), puisque dans le champ (o, Xf) la

série (12) constituée sous le signe S dans l'expression de y- est négative

et que — est positive. La dénivellation h% relative à la valeur de X2 =14,87

est égale à
S . S S ,,

2̂— — X x i , 10 = Xo,bo;
Tir 2 r.j' Tzr

à cette même valeur A2 correspond le temps

En définitive, une particule qui était en A, alors que le solide n'était
pas* introduit, vient prendre place en B à partir du moment où le corps
qui avait été immergé est complètement enlevé, c'est-à-dire à la fin delà

Fig. 1.

période ( — £,0) considérée au début de cette étude (établissement des
équations du mouvement) ; la particule passe de B en C au bout du

Stemps tn puis remonte jusqu'en D avec AD = — 0,60—> et enfin

rejoint la position A au bout d'un temps extrêmement long.
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II n'est point sans intérêt de rappeler que Poisson avait prévu le
mouvement au début qui est une élévation pour tous les points qui se
trouvent en dessous des deux plans inclinés sous l'horizon de 45° et
passant par la génératrice immergée du solide x = £ dont l'enlèvement
donne naissance aux ondes ; pour tous les points situés au-dessus de
ces plans, le mouvement débute par un abaissement de la partir"1 ~ f

comme nous venons de le vérifier ici.

Du mouvement des particules situées initialement dans le plan z = z0,
— Poisson, Cauchy et M. Boussinesq ont déterminé pour un instant
donné les points les plus élevés et les plus abaissés de la surface fluide,
qui sont les sommets des ondes apparentes qui se propagent à cette
surface.

Si Ton pouvait distinguer les particules fluides situées dans le plan z0

(en les colorant par exemple), on verrait également apparaître des
ondes, et Ton discernerait les points les plus hauts et les plus bas de
cette surface z0 ; nous allons tenter ici un essai de recherche de ces
points pour de telles ondes.

On a vu que la dénivellation h est définie par l'équation (10) qui
peut encore s'écrire

, x 7 S , ftx S i V ^ t-*n+2cos(2n-+- 2 ) 6 £ 4 7 l + 4 c o s ( 2 / i - h 3 ) 9
(10) h=—(COSÖ) / > = = = = = = = = = = =

( °

en tenant compte de ce que l'expression symbolique

4/1 + 1 = 1 . 3 . 5 . . . ( 4 « + 1).

Pour toutes les particules appartenant à la droite O'A (voir figure
ci-contre), on obtient la valeur de la dénivellation, en faisant z — z0 ;
de plus les sommets et les creux des ondes apparentes correspondent
v dh
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Or cette valeur de y- est égale à

r- ae

L o

( 2 ^ - l - 3 ) « 4 " + s c o s ( 2 / ? 4 - 3 ) 6 \ 1 d_r

2)8.(2/1 -h

I dx

On voit de suite, puisque cosÔ = -? que Ton a

dr x . ft d% z dr
—— = —j s i n b - = - = -— -^— >
dx r dx r2 dx

et par suite — = -7; il en résulte que Téquation de condition j - = o

peut s'écrire :

j I _ V^ {in 4- 2) tun+-cob(2.n + 'J>
- I c o s S — > —^—— _J

H | Ami 22«+',r'"+14in-l
L 0

sini

2)8

= o,

qui, après suppression du facteur -p et un calcul simple, prend la

forme
gin (2/* H- 4) 61 _ Q

n4-3 J

Nous avons développé le premier membre de (i3) d'abord suivant
les puissances successives de z, et ensuite suivant les puissances de x,
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après avoir au préalable remplacé sinm§ par

6inm8 = m cos"-19sin9 - m("*-'H"*-2) cos,„-s

sinô et cosô par - et - .r r r

Ces développements sont les suivants :

zxïi.2 3.4 / * 2 # y 5.6

3 / f * / O4 :>. 4 • 3

6 7 .6 .5 .4 .3

9 ' 5 !

8 9 .8 .7 .6 .5 .4 .3
~ 7 f ?•

t2x z* T3.4 5 6 . 5 . 4 ( ' t2x

OU

on
2.3 /«»^ \ , 3.4

7

7
3

fi
ii.-i

2 / y

- ^ (8.7.6.5.4.3.2) ( — ) + . . . | - . . . = o,
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où

Premier cas.— Dans le cas où 2 = 0, la quantité —- se réduit
t2 X t2 f t2 x\2

à -^ ou — ; si donc l'on pose ( — j = ƒ>, conformément aux notations
de Poisson, et si l'on fait z = o, dans l'équation (i4')> on retrouve
l'équation ƒ, = o? ou

2/? 3r>2 AD"*
I & -h -4r = - -h . . . =ro ,

5 9 i3

qui donne les points les plus bas et les plus hauts de la surface fluide
(voir page 1 1 3 du Mémoire de Poisson sur la Théorie des ondes).

Toutefois il y a lieu de rejeter les très grandes valeurs de /?, puisque,
dans l'établissement de l'équation caractéristique de la dénivellation,

Poisson suppose que l'expression g— (ou ~ dans le cas où les unités

choisies corresponderit à g = 1 j n'est pas très grande.

Si avec Poisson nous prenons f(x) = H—;a ' e t s^ ^ e p l u s nous

faisons g = 1, l'expression de la dénivellation — afférente à la représen-
tation du potentiel des \itesses donnée par ce géomètre — devient :

(16) h = —— I i (l2—a2)cosa(x — a) cas t\/a e~az dada.

Or on peut calculer facilement l'intégrale

cos(ax — aa) cost\Jae~azda,

en suivant, soit la méthode de Cauchy, soit en faisant état du procédé

de M. Rousier qui utilise le développement de cost\/a (pages 7 et 8 de

sa Thèse).
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Cette intégrale a pour valeur

cos (aa:1 — a CL) cos t\/a e~~az da

sin91cos91 t2 sin291

x — a 2 ! (3? — a ) 2

avec
rp _ ri

i8
1 = _ et r,=v/(^-*)2 + .

elle peut encore s'écrire

/ oos(-7x — «a) cost\fae~azda
'A»

On est donc conduit, pour déterminer la dénivellation A, à calculer
les intégrales

/

Comme

4!
et

K-39, sin^ 9, -

„2 «4-2

on remarque en définitive que Ton est ramené au calcul des deux
intégrales :
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La première d'entre elles peut s'écrire

d%_ r d%

- ( < - - * )J Tf
J 2 / i [ (x — a ) 2 + ^ 2 ] »

OU

avec
r dv- . r den

Si, dans Irt+I, on fait le changement de variable x — a = zX, on
remarque qu'elle s'écrit

I

( _J_X2VH-I a P o u r valeur

— 3 ) . . . 3 . 1 T3/VX
r—— arc tangX -j- R(X),zn .(2n — 2) . . . 4 • '

où R(,X) est une fonction rationnelle de X, dont il serait facile d'avoir
l'expression; le dénominateur de R(X) est (i -+-XaV', et le numéra-
teur est de degré inférieur à 2/i (voir Cours d'Analyse mathématique
de M. GOURSAT, p. 286). Connaissant les expressions de Ïn-M et In? on
peut donc déterminer la valeur de 3% ; il nous reste à calculer

Considérons spécialement l'intégrale indéfinie

_ f ix-aypda _ /*(a?-a)^rfq_ f (x - *) d*
l2p,2n+2-J ^x_ay2^z2yi+i~J r j H + ï - J r ,«+ i ^ - aj ,

une intégration simple met en évidence la relation de récurrence
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suivante :

grâce à laquelle on peut écrire

_ — (x — a)2^~3 2/? — 3

- '(2/1-2) rîrt+* + 2 ^ = ^

—(x —a)3 3I2)2/,_2/?+4

2/,+4)rï"-J"+* + 2 / 1 - 2p + 4'

l
2 / 1

Si Ton multiplie les deux membres de la i re, 2e, 3 e , . . . , ̂ ienie relation

de récurrence, par les quantités

t <2P~\ ( 2 / > — i ) (2/? — 3 ) ^ B ̂  (ajP — 1) ( 2 ^ — 3 ) . . . 3

' ^ /l 2 /? . ( 2 71 —• 2 ) 2/2(2/1 2 ) . . . ( 2 Al — 2 ƒ> + 2 )

et si Ton ajoute, on trouve :

I
a

( 2 / ? — t ) (u /> — 3 ) . . . 5 . 3 x — a l *

2~n(2n — 2)"77(2/7— /)+2) rf^2/ï+- J
( 2 / ? — Q . . . 3

1

comme nous avons donné ci-dessus l'expression de l'intégrale

r „ f ^a

il en résulte que nous pouvons donner celle de I2/>)2n+a? qui n'est autre
que <33. On est donc en mesure de déterminer les différents éléments de
la dénivellation.

Revenons maintenant à l'étude des maxima et des minima de /t, pour
les particules situées sur la droite z = zt dans le plan s()«r, et supposons
que — soit petit.

Deuxième cas. — Si la particule envisagée correspond à une valeur
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de Xs qui tout en étant petite, est supérieure aux valeurs des abscisses
de la zone d'ébranlement ou d'érnersion, il suffit de se reporter à
l'équation (i 5') :

G./*

et de définir l'équation caractéristique des maxitaa et des minima
par A = o.

Or pour x petit et z fini, l'équation en question se réduit à

t'1

Troisième cas. — Supposons maintenant x fini, avec—petit et z0

fini; —- est une quantité ayant le .même ordre de grandeur que — •

L'équation (ï4') devient, après division parle facteur ^ :
'Al-OC Z Zy | + /a ^ j y 8 +

Ru égard à l'hypothèse faite, et en raison de la présence du facteur —̂

dans tous les termes sauf le second, l'équation peut être réduite à

ï . 2 3.4 /t*x\2 5 .6

ou
, x L I A 3 . 4 5 . 6 o 7 . 8 ,
hg) ^ - / ^ - ^ - ^ " P-— — /^ + . . . = o, avec/>=

1 3 7 9

Si l'on considère la particule fluide (a?, z0), il se produira en ce
point un maximum ou un minimum pour une valeur du temps

Si pour cette valeur de/?, —5 < o, nous nous trouverons en présence
d'un maximum.

En remplaçant cos^Q par son expression, en fonction des puissances
de cos9 et sin9 dans l'équation (10) représentative de//,, et développant
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la dénivellation par rapport aux puissances successives de z, on trouve :

5

dans cette équation, les quantités G^ représentent les combinaisons
de m objets n à n etp n'est autre qu'une des racines de l'équation (19).

On déduit de \/Ö ^ —;

et par suite

fi = — 7 2 L J / O + , 2 ^ y 2 L 2 ( / > ) — ^0 T7—g 72N L 3 ( / J ) + " •

ou

valeur de la dénivellation (maximum ou minimum) se produisant en

un point x7 z au bout d'un temps t, tel que \Jp = —£•

Quatrième cas. — Supposons maintenant que z0 étant fini, x soit

très grand, tout en gardant à —• une valeur petite ; - est alors voisin de 1

et —r est comparable a —
2 7'

Si °̂ est très petit par rapport à — ; l'équation ( J 4') se réduit àJk = o

qui caractérise alors les maxima et les minima :

Nous venons de passer en î evue les divers cas qui correspondent à

une faible valeur de — ; nous allons tenter l'étude du phénomène

dans F hypothèse où - a une grande valeur.
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Gomme toujours, nous admettrons que les petites valeurs de x
correspondent néanmoins à des points situés en dehors de la zone
d'ébranlement initial; elles pourront être telles qu'elles rendront
l'expression —- petite ou finie.

t2xSi —; est petit, on aura recours à l'équation (i 5 ), qui après division

par - | devient

et l'on est conduit à la recherche des racines de l'équation A = o, qui,
dans le cas actuel puisque x est petit, n'est autre que l'équation (18)

en —
2 Z f 2 rjn + 2 r~

Si —j est fini, il est évident que —̂  a une grande valeur, très voisine

de > on aura encore recours pour définir les maxima et les minima à
l'équation A = o.

Supposons maintenante fini < z; nous ne considérerons que les
deux premiers termes de l'équation (i5')? c'est-à-dire

que l'on va résoudre ainsi qu'il suit.
Soit Xo une racine de l'équation A(\) = o et prenons

en remplaçant dans l'équation (15"), et en négligeant les termes
en k2, k3, on trouve

B(X0)
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De la relation ).o = —~> on déduit

r2 = —.r— e t —T = - ^ i ;
2 À 0 *t 2 A î

on peut calculer k en fonction de \ , z0 et £ et par suite X, valeur
approchée d'une racine de l'équation (i 5").

En un point #, z donné apparaît une onde au bout d'un

temps t = i / r '°, pour laquelle les éléments (A, x*? z0) correspondent

soit à un relief, soit à un creux ; la quantité h s'exprime alors en fonction
de Çk,x9 20).

Dans l'hypothèse où x > s, il faut alors faire appel à l'équation (i 4')

/•"'T*

la quantité X = -—7 étant très grande et z < or, on peut ne considérer
tout d'abord que l'équation fA = o.

Soient \ une racine de cette équation, et 1 une racine du système

- 2

que nous supposons être de la forme )̂ 0 + ^ ̂ ; dans ces conditions, on

pourra rattacher à la racine Xo la racine

que Ton obtiendra en suivant la méthode préconisée plus haut.

Remarque. — Les séries entières^,, A ont comme/', une infinité de
racines positives distinctes; les termes additionnels aux racines Xo que

nous avons fait apparaître ci-dessus f dans les hypothèses x^z avec —

très grand j existent bien, et peuvent être calculés.
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Si maintenant nous rattachons à une très grande valeur de—> un

point très éloigné, sur z = z0 dans la direction O#, on voit immédiate-
ment qu'il faut encore pour faire apparaître les maxima et les minima

t2

résoudre l'équation ƒ, = o, qui est en ce cas une équation en —-

DEUXIÈME PAKTTE.

ÉTUDE DES ONDES PAR ÉMERSION DANS LE CAS D'UN BASSIN INDÉFINI
A TROIS DIMENSIONS,

Alors que dans le précédent Chapitre, nous avons procédé à l'inté-
gration des équations obtenues dans le cas où l'on fait abstraction
d'une des dimensions horizontales du fluide, nous allons faire une
étude analogue, après avoir restitué au fluide ses trois dimensions et
supposé que le corps immergé est de forme quelconque.

Ces équations sont les suivantes :

/ o o \ i -H I -4 L — o
v 7 <7̂ ( raJ oyz

(23) -^2 -4- -11 -^ J12 — o,

dr- dy- dz2

avec les conditions

^ C Ö <?ç ^cc dcö
o = o, —— = o, —— = o, —— = o. —- = o
' ox dy oz at

(pour t) x, y ou z très grands),

F(x,y) désignant les petites ordonnées primitives connues de la sur-
face.

Nous suivrons là encore la méthode de M. Boussinesq (Application
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des potentiels, p . 64o; Cours cV Analyse infinitésimale, t. II, fasc. 2 ,

p. 5o5). Cette méthode consiste à prendre

elle fait intervenir une fonction ƒ de ( T, —> #, ƒ , z ) e t ^a fonction ^
identique à la fonction J> introduite déjà dans le potentiel relatif au
€as de deux dimensions (voir précédent Chapitre) : II y a lieu de remar-
quer que le potentiel afférent aux ondes d'émersion produites par
Témersion d'un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires à
Taxe du canal était défini par l'expression

L'expression (24) de cp? d'après sa forme même, satisfait à l'équation

pourvu que Ton ait

(a4') /T(«>, x,y, z)=f'r( — co, x,y, z)^

L'équation (22) sera donc vérifiée si l'on a

Grâce à l'introduction de cette variable complémentaire T, l'inté-
gration de l'équation du quatrième ordre (22) est ramenée à celle de
l'équation (25) du second ordre. La fonction cp satisfera à l'équation
(25), si chacun des éléments de l'intégrale (24), représentative de cp,
y satisfait, c'est-à-dire si la fonction/"(T, . r , j , z) (ou T désigne la
première variable) vérifie l'équation

<?V(T,^y^) d V ( T , ^ y ^ ) , <?» ƒ (T, x, y, z)
dT1 dx1 "*" dy* '

<jui n'est autre que l'équation du son dans le cas de deux dimensions,
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et peut être intégrée au moyen d'un potentiel sphérique, ou plutôt ici
au moyen de la dérivée ^ d'un semblable potentiel {yo\v Cours d'Ana-

lyse de M. BOUSSINESQ, t. II, fasc. 2, p . 443 et 607),
On prendra donc

<a6) f{T,x,y,z)
TU

— —~XT I TCOSJJL^UL / y (x -h T cosfxcosO, y -t- T cosfjisinO, z) G$,

où la fonction y^ qui représente la densité de la matière potentiante,
reste arbitraire, et où Ton voit apparaître la dérivée d'un potentiel et
non ce potentiel, en raison de ce que ce potentiel est une fonction
impaire de T.

En faisant dans l'équation ( 24) représentative de cp, la variable com-
plémentaire T égale à zéro, nous réduisons l'expression entre crochets

£, X,

à une fonction paire de la première variable —

«La fonction ƒ, définie par (26), étant une fonction paire de sa
première variable T, on en déduit

dans ces conditions, l'équation (24) peut s'écrire

où ƒ est la fonction représentée par (26).
La détermination de la fonction £ est possible, en faisant état de

l'équation indéfinie (20) où A2 <p == o ; or cette dernière équation
sera satisfaite, si chacun des éléments de l'intégrale (27) satisfait à
l'équation de Laplace, c'est-à-dire si Ton a
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équation qui d'après (26) se ramène à

^ )

limites :

Calculons maintenant ( ̂  ) et tenons compte de la condition aux

) ( p o u r ' = o ) '
Or

et, par suite,

En vertu de l'équation (a6), on a immédiatement :

et

comme ( "^ ) z:= F(.xr,t7') pour z = o, il en résulte qu

La fonction (-^ ) doit s'annuler pour <r, j " oü z infinis, et prendre

pour 2 = o la valeur donnée F(x9y).
La fonction /,(#, j , z) est la fonction harmonique définie dans tout

l'espace au dessous du plan z = o, s'annulant à l'infini, etprenantpour
z = o les valeurs

La considération des potentiels de double couche permet de mettre
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en évidence immédiatement la fonction

par suite la fonction ƒ,

X
[Z2 _+. (^ + T cos pi cosô — Ç)a + ( j H - T cos [JL sinÔ —

et enfin le potentiel <p, dont l'expression vérifie bien toutes les condi-
tions du problème.

On s'assure d'ailleurs que l'équation (24') est bien vérifiée.

En supposant le corps immergé réduit à un seul élément dq placé à
l'origine des coordonnées, M. Vergne a identifié le potentiel de M.
Boussinesq avec celui donné par Poisson, et a étendu au cas de trois
dimensions lès développements en série et les résultats de M. Rousier.
Il a en effet trouvé pour valeur du potentiel des vitesses l'expression

, v dq f / • + sin^v^H-/*) _ .
(29) co = —̂- / ƒ e cosmxcosny — *,-. 'aman,

qui n'est autre que celle de Poisson.
Si Ton se reporte à la valeur decp (p. i4o du Mémoire de Poisson)7

= ¥~Y § I I I / ( a J $)e~~zucos(up c o s w ) si u dudto dcudfi

et que l'on assimile le corps immergé à un élément, après avoir pris
des unités correspondant kg = 1, on voit que le potentiel des vitesses
est égal à

71

= —i I f e'zucos(up costo) s du
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or si dans (29) on fait les changements de variables

y=- Rsinf); m = pcosw, n = psinto,

on retrouve l'expression (29')-
M. Vergne, reprenant le mode de développement de Poisson (p. i44

du Mémoire de la Théorie des Ondes), donne pour<p le développement
suivant :
/ a x dq [tdZ t* d*Z t

(3o) ? = — -^H -^7- + 3T 5^r+---+ 7
avec

/J = — z ^ et r
2 t/^2_i P2

Si, dans l'azimut considéré, on prend des coordonnées polaires au
lieu des coordonnées rectangulaires en posant

z = r cos Ô, R = r sin Ô,
on aura

2 r dsw 2 c^"

M. Vergne, s'appuyant d'une part sur le développement classique

? 1 =.i + aP, (cosQ) -hoc2P2(cos9) H- . . . + anP„(cos9) + . . . ,
(1 .2a cos8 H- a1)1

où les coefficients des diverses puissances de a sont les polynômes de
Legendre, et d'autre part sur la relation de récurrence entre deux poly-
nômes de Legendre,

(n H- i)Pr t+l(cos8) = (n + 1) cos8Pre(cos9) — sin2» P;(cos9),

a montré que l'on a

âzn 2

{voir p. 44 et 45 de sa Thèse).
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Si nous revenons à la formule (3o), nous voyons que <p peut s'écrire

(30 ' f = ^

II est intéressant de remarquer que la convergence de cette série est
aussi rapide que celle afférente au cas de deux dimensions, en raison
de ce que Pn (cos 9) a pour valeur absolue maxima l'unité, lorsque cosG
varie entre — i et 4- i, comme Ton s'en rend compte par l'examen

i

du développement de ( i — a occos 6 4- a2) 2*

Quant à la dénivellation h = -^> elle a pour valeur :

(3?) h= -^~ rpf(COs9)-^P»(cose)4--..+ . }~,X)nr\ awP«+i(cos8)+...],

ou, en posant r = ±—,

( O2 ) n — - ! r \ ( COSvj ) — — — — — ^-j—. t .

2 7 t r 2 I V

+ ( » + a ) (/i 4-3). . .2/1 ^ h " ' *J'

>)COse— V i }- jL-ZLJLip^^cosO)
2TCT2

Rappelons enfin que le polynôme P„ peut être défini par la relation

que Pw est un polynôme de Legendre de degré /z, ou tous les exposants
de x sont de même parité que n.

Les polynômes Xn_ i, Xtt et X„+ f de Legendre sont liés par la relation
de récurrence

qui montre que la suite Xo5 X n X2,. . ., XB jouit des propriétés d 'u n e
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suite de Sturm. Tenant compte des deux relations

XB(I) = I et Xn(-.i) = (-i)«,

on voit queXn a toutes ses racines réelles et distinctes, comprises entre
( — i ) e t ( - h ï ) . (Voir Cours d'Analyse, de M. GOURSAT, t. I, p. igS.)

Si dans la formule (3a') nous faisons 6 = -> nous retrouvons le dé-
veloppement de la dénivellation à la surface, en tenant compte de ce
que

, , i . 3 . 5 . . . ( 2 / n + i ) i t2

^ ^ v / 2 4 6 ( 2 n t 2 ) ir
h _ dq / i i_ x_ \

2 7ir2 \ y 2 . 5 y3 ' ' y

ir

qui n'est autre que celui donné par Poisson (Mémoire sur la Théorie
des ondes, p. 153) et celui de M. Boussinesq (Cours d'Analyse, t. II>
fase. 2, p. 513). i

M. Vergne a intégré d'une manière élégante le problème des ondes
d'émersion dans le cas d'un liquide indéfini, en cherchant à satisfaire
aux équations indéfinies :

à la condition aux limites (à l'infini cp == o), et aux conditions initiales
(pour £ = o e t z = o)

par le développement de Taylor du potentiel des vitesses :

M. Vergne fait observer d'une part que la fonction harmonique <p0

définie danstout l'espace au-dessous du plan desary, s'annulant à l'infini
et à la surface, est nulle identiquement, et d'autre part que la fonction
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harmonique ( -p ) définie dans tout l'espace au-dessous du plan des xy,
s'annulant à l'infini, et prenant à la surface la valeur F (x7jr), est repré-
sentée par l'expression

'*L\ _ J ~ ~

qui, dans le cas d'une solution simple naturelle, s'écrit :

dq z

Dérivant (n — 2) fois par rapport à t la deuxième équation indéfinie
et faisant ensuite t = o, on a

\àinjo âz \di'2n~2J0

L'examen de cette dernière équation montre que l'on a

— i ) = 0 ( p o u r m = i7 2, . . . ) ,

et
dm / do

et conduit par suite au développement (3i) de la fonction cp [voir
pages 475 48, 49 de la Thèse de M. Vergne).

Nous reviendrons ultérieurement sur cette démonstration, et sur
l'extension qui lui a été donnée par M. Boussinesq dans le cas de bas-
sins indéfinis en profondeur, mais latéralement limités par certaines
parois verticales.

Dénivellation à la surface. Rapprochement des formules de Caucky et
de M, Boussinesq. — Nous allons maintenant montrer que l'expression
de la dénivellation à la surface, indiquée par M. Boussinesq, peut,
grâce à un changement de variable signalé par lai (voir note de la
page 644 de son traité Application des potentiels), être transformée en
celle donnée par Cauchy.
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M. Boussinesq a donné pour dénivellation à la surface

i \ F(.T + /• cosQ, y -h /-sinfj) rfr ;

or, si dans cette intégrale triple, on fait les changements de variables

.7' + 7' cosfj = ç y + r sin'J J= vi, et

elle s'écrit ainsi qu'il suit :

(33',

La fonction ^ (y) n'est autre que celle dont il a été fait état au cours
de cette étude (intégration dans les cas de deux et trois dimensions)
(voir page 4^ de ce travail ) ; elle a pour dérivée

J /TV * /* * - 2 /H v

i ' (v ) = - 4 / - ( c o s ^ + s inv)— ƒ e

Remplaçons <]/ par sa valeur dans (33'), nous trouvons

où A = //, — A2, avec

!!
/ r V

RISSER
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Or si Ton pose
m = \/v7 d'où dm = —-1

on remarque que

et en intégrant par parties

il en résulte que A2 peut s'écrire

à d r7
 7 7 r 7 Ï H " Y^ Frf?*

/; .> == — —- ƒ öf L/ ƒ ƒ —J_-— —

ou

' l «-̂  0 ^1 ! / — »

Remplaçons maintenant y par ^ avec /* = y/ (a? — ̂ )2 -4-j- — TJ)2

dans hA et A2, on trouve

j.

* ! E - ( *- * 2 COS

4'' /

et

Si dans Texprçssion de la dénivellation à la surface [formule (i48),
page â3 i , Note XVI, vol. I3 Mémoires de Cauchy], onfaitg* = i? on
voit que cette expression se réduit à (/?, —A8), c'est à dire celle donnée
par M, Boussinesq.
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Oscillations dans le voisinage du lieu dyémersion. — On a vu
primitivement que le potentiel des vitesses donné par Poisson
(p. 144 de son Mémoire de la Théorie des ondes) où Ton faisait g = i ,

( r?

( avec L =

V
était identique à celui donné par M. Boussinesq.

Or on remarque que la série entre parenthèses sera d'autant plus

convergente que le rapport •-.•• sera plus petit.

Mais, comme le fait observer Poisson, ce quelque petit que soit le
temps t, si l'on considère un point de la surface fluide, pris dans
l'étendue de l'ébranlement primitif, cette série sera toujours en
défaut, ... » [voir Mémoire précité, p. \\&) ; il y a donc lieu de cher-
cher ce qui se passe en réalité aux points de la surface dont les coor-
données (J?, r ) sont respectivement comparables à (£, 7)). NOUS avons
été guidé en cela par la méthode préconisée par M. Boussinesq
dans le cas de deux dimensions (cylindre immergé dont les généra-
trices sont perpendiculaires à Taxe du canal).

On sait que la dénivellation h est définie par

[voir formule (238), page 644? Traité des potentiels de M. BOUSSINESQ];

si dans cette expression on fait le changement de variable,

t-cosu. ,, /v/cosui , ( \/cos ii dr
r = ± y d où a = v r et dcn = — - ^ — — ^ — ,

2 a " y/ar 2 ?'y/a r
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on trouve la formule (33) :

2

X 'V ( < a ^ ° S ^ F(> 4- rcob8, ƒ + /' sin9) dr.

Eu égard aux hypothèses faites, on peut remplacer le corps par son
paraboloïde osculateur ; dans ces conditions, on est conduit à
substituer à la fonction F

et à la section à fleur d'eau l'ellipse

X' , Y'

h V- —• * = 0.
a- b-

La fonction F, figurant dans l'expression (33) de ky n'a de valeur
que si

— a •< ce -h /• cos 9 < a,

— b <C Y-\-r sin. 6 <r b.
(34)

Si l'on remarque que l'on peut diviser l'intervalle d'intégration

(o, 27c) pour 9 en quatre intervalles f o, ~\ f-; 7ij, 7̂T:? ~~\^ (^f\iz\

et si, dans l'intervalle (~> TZJ, on fait le changement 9 = 9, + ^ on

trouve que

t) dr;

par un procédé analogue, on arrive définitivement à considérer que

l'intervalle f o, - j pour 9, et l'on trouve que l'expression de h peut se
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mettre sous la forme

o X o i r J
\ F(/ + rcos6, y + rsinS) -f- F(#— r sinQ, y 4- r cosB) i

I F( — /'cos8,j — rsinQ) + F( i B O) j

L'ensemble des quatre fonctions F entre accolades peut être
représenté symboliquement par

¥(x dr r cos8, y ± r sin8) + F(x qz r sinQ,, ƒ ± r cos9( ),

oïl, dans chaque fonction F, on associe tout d'abord le^ signes
supérieurs, puis les signes inférieurs. Or si dans la seconde fonction F,
on fait öl = - — 0, on constate que

2

j F(^q=/-sin&,,y ± / cos84)rf8,== ƒ F ( # q : rco&8, y ± / • sin8) rf8.

Dans ces conditions, il apparaît qu'àjy* ± r sinO, il y a lieu d'associer
tout d'abord x ± r cos 9, puis x qz r cos ô.

Ceci revient en définitive à écrire // de la manière suivante :

= A . * f dp f dH

X / [F(a?±rcos8, j + r sin8)

+ F(z±/-cos8,y-rsin8)] ( LJ^1£. ) ty dr

Or si Ton observe que le point M (<r,/, z) peut occuper les positions
correspondant à

{x >a,y> b)1 (%>a,y< b), {x<C a, y > b) et {x < a, y < 6),

tout en étant dans le voisinage de la section à fleur d'eau du solide
immergé, on est conduit à déterminer la valeur de h dans les quatre
cas envisagés.
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Premier cas : x > a, y^>b. — Pour que la fonction F ait une
valeur sensible, il faut que les conditions (34) soient réalisées. Comme
a ? + r c o s Ô < a n'est pas réalisable, puisque r > o? que 9 varie

entre o et f et que l'on a supposé x >> #, on ne peut pas associer

x -h r cos 9 à r -h r sin 9 ; pour la même raison, la combinaison
afférente h y -h r sin 9 est à rejeter.

Il en résulte qu'une seule des quatre combinaisons, convenant à la
formation F, subsiste

— a < x — v cosö < a,
— b < y — r sin 6 < b,

et l'examen de ce groupe d'inégalités montre que r doit être compris

entre \/(x — a)2 -h {y — bf et y/(,z? -h a)2 -4- ( y -h b)2.

Deuxième cas ; x > a, y < &. — Comme dans le cas précédent, on
doit rejeter les fonctions F, où interviennent ( t r + r c o s 9 ) , et ne
conserver que

F(^r — r cosO, y -\-r sm6) et F(x — rcosÖ, y — rsinö).

Pour l'utilisation de V (x—r cos 9 , y •+- r sin 9), il faut que l'on ait

— a < x — r cosÔ < a, — b <iy-\-r sin9 < &,

ce qui exige que l'on prenne comme champ d'intégration pour r

(o, y/^ + ^-H-Cft-r)").
On verrait, en employant le même processus de calcul, que le champ

d'intégration correspondant à l'emploi de la deuxième fonction
F (a? — r c o s 9 , y — rsin9) est défini par la limite inférieure
\/(x — a)2-h (b—y)2 et la limite supérieure \/(x + a)2 H- (b -hy)2.

Toisième cas : x < a, y > b. — Ce cas se traite comme le précédent,
et conduit aux deux associations F (x ± r cos 9, y — r sin 9).

Quatrième cas : x<a,y < &. — H y a lieu ici d'associer à ( # ± r cos 9
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l'expression ( j - t - r sin 9), p u i s j — rs in9 ? et à rechercher les limites
des quatre intégrales relatives à la variable r , en suivant une méthode
analogue à celle qui a été préconisée ci-dessus.

Le tableau suivant donne les expressions de h dans les quatre
hypothèses envisagées :

x > a, y <b :

4 cl / 7 / m

T^t lit 1 i /
«y 0 «^'o

X / F(* - rcosQ, r + r sinO) ——r y dr

4r J '

a, tr > * :
71 TC

*=Â ƒ'-"ƒ'
X / F(,x* -h r cos9, j — r sin9) ( -t- ) J/<ir

F (x — r cos 9, y — r sin 9)

<a,y<b:
71 71
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L'intégrale

/ c o r r e s p o n d à F(x - | - r c o s 9 , j ' -+- r s i n 9 ) , a v e c r\ = y(a— x)2-{-(ù — y)-]

/

>''î ' _ _ _

» F(,r — r cos9, y 4- r sinQ)3 » i\L = \/{.r + a)a + (6 — tv)2;
/̂ '"j _ _ _ „ _ _

/ » F(ar-|-rcos8, y — rsinU), » r^ = \/{a — J?)2 + (6+y) 2 ;

/ )> F(.r — rcosO.r— rsinö), » r's = \/(.JC + a)2 + ( , r+ ^)a.

Si l'on s'en tient à une première approximation, et si l'on prend
pour valeur approchée de F que l'on représente par

/MV volume du corps immergé

on voit que, dans le premier cas, l'expression de h s'écrit

OU

Si l'on revient à la variable oc définie par

/,2COSUl „ / , /"COS u ,

—= aJ (avec a: = -1- et â  =

on voit que // s'écrit

(36') k =

Considérons maintenant la fonction

«*(«) =
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et cherchons-en une valeur approchée, dans le cas actuel, où a est un
nombre positif assez considérable. Une intégration par parties, après

substitution de~d<h f ~ ) à '1/ { — ) d%. donne

Le dernier terme de cette relation est négligeable à côté du
précédent, quand a atteint une certaine grandeur, en raison de ce que
cette intégrale, à cause des changements de signe de <j> pour de faibles

accroissements de oc, est infiniment moindre que / — = -> il

résulte que Ton peut substituer — " f } ( ~ ) à ^ ( a ) -

Comme

e n

Utilisant l'expression approchée de T3 (a) donnée*par M. Boussinesq
formule (177), page 694, Application des potentiels],

on trouve que l'expression de h peut s'écrire

/ i _ _ — / ^ 2 C 0 S î J l ^ V _ s m ƒ ! _ _ _ \ V s i n i _ \ _

V W rf^/o
 r [2 a, \ 2 4/ ^a2 \ 2 4

(36) ^tti

Dans l'hypothèse envisagée (^ > a ; j > 6), r2 est plus grand que rK

et la dénivellation peut être considérée comme la résultante des
A1SSRM



8o l*. HISSER

dénivellations dues à deux trains partiels d'onde, eu égard à la
formule constitutive de //.

Si Ton désigne par A((x, i) l'expression multiplicatrice de ^ c o s u

sous le signe / 9 on remarque que

i ^) r1 r / — A , / — rfAi ^
h= —^ I U/cosfAA(jA5 ^ + ^ / c o s u — rfjx.

Or la differentiation n'est possible que si la fonction A ([/*,£) est
continue ainsi que sa dérivée, pour toute valeur du paramètre £, et

cela quel que soit jx entre o et -> et si dc^s les mêmes conditions la

\aleur d£ A"a {4a, ï) est déterminée.
En raison de l'apparition des fonctions sinus et cosinus, multipliées

ou non par le facteur t, on remarque que tant que t n'est pas infini les
conditions exigées se trouvent réalisées, et par suite la differentiation
peut être légitimement effectuée.

D'ailleurs h est certainement plus petit que

(F)n d f
Tut atJQ

ou

a0 étant une valeur de \L comprise entre o et -• "

En revenant à l'expression de A, on voit que le maximum et le
minimum de h répondent à

i r* -— / . dk\ , T /
— / i cos a A + i —.Ï— du. -\ ƒ
l z 1 V ' V dt ) x t J

ou encore a

^2 Aïa+ /:AJ— À] d]x = G(^) = o.
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Les racines de G(t) = o seront les valeurs de t correspondant
aux dénivellations maximum et minimum.

Si5 dans l'expression de /*, on pose £y/cos;x = X, on A oit que la
dénivellation peut s'écrire

. (F; d r~* \ \\ - . À2 , - . A» 1
h — ' -r- I —= v '*i sin i'rt sin - —

et l'intégrale peut être calculée d'une manière approchée en recourant

à la formule de Cotes, afférente à la division de l'intervalle ( o , -

en trois intervalles égaux f aire = —s-- \j\ H- 3y2-+- 3} ,H-t) 4J ) :

3TC

En développant les sin et cos en série et en posant :

y 4''. i o 4n 4 î̂

4r; 4/1 / 4/î 4/'î

on remarque que

le calcul conduit immédiatement à l'expression de h :

h == — — X -^: ^ ( 4 , 1 9 a t -+- 3 ,15 *a + i , 281> — u, 36 f' — o , 08 tl) + . . . ).
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Les maxima et minima de h sont les racines de la série

4, ic>r/ — y,45b(2— i 9 , 2 o c £ 4 ^ - ï2^6odtG-\- 5 , o 4 ^ 8 — . . . = o.

On emploiera la méthode déjà exposée plus haut pour l'étude des
zéros de cette série et Ton constatera qu'il y a deux valeurs de t{ et £2

répondant à la question*
Si la particule fluide considérée est relativement approchée de la

particule m (a, &, o), rf serait négligeable par rapport à r2 dont la

valeur principale serait assimilable à 2 y V -h- b% et la dénivellation h
afférente à ladite particule serait en première approximation
équivalente à

d T2 *— - . / /-cos
I /

Revenons pour un instant à la formule (36f] et remarquons qu'elle
peut s'écrire

T.. d / ' \ . . , ,
h= —

a\ ec

\ 2

on a vu plus haut, en utilisant la formule ^'36'), que la differentiation

sous le signe / est possible, et donne un procédé de calcul permettant

de déterminer les maxima et minima de//. On peut enfin dire que les
ondes peuvent, dans la région envisagée, être considérées comme la
résultante de deux systèmes d'ondes correspoudant respectivement

à o ( a 2 ) et —r^(a ( ) , dont l'action est d'autant plus faible que g-1

est petit.

Envisageons maintenant le cas relatif à une particule fluide placée
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en un point x < «, y < è, qui nous donne pour valeur de la
dénivellation en ce point

ou encore

*™*pdÂ f + f + f + f

expression dans laquelle / représente / «V ( - j r/oc.

Si Ton suppose que le point x1 y est extrêmement près du centre de

la section à fleur d'eau, les longueurs r'^ r\, rf
}, r\ ont pour valeur

principale <SH = y/a*-f-6a, et tous les" a(1 , 3 ^ peuvent être assimilés
v / t v COS a.

Dans ces conditions,

< - ™ , j i , W v ( -

ou

7t l /̂ % t /o [_ " \ J / * '^ \ / _J

En admettant maintenant que la section à fleur d?eau soit une
ellipse de dimensions très petites, on pourrait, à partir du moment oii
le temps est appréciable, réduire la dénivellation à sa partie principale :

OU

/, ^ _ l 2 ( F ) / / / ' - / 2 r n s M / r* f- r-\
- ~_ / -±- b m — )d\j

\ nt rit J 2 a \ •? 4 / *

/â (F) rf
~ r dt
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qui se présente sous une forme analogue h celle définie par (3j)
(voir page précédente).

Remarque. — Suivant que la particule fluide M occupe dans
l'angle YOX des axes de la section à fleur d'eau les positions

x> ci^ j>b\ v> a, y <" b, ou x < a, y > b\ x < a, y < b;

elle peut être — suivant les cas — considérée comme soumise à un,
deux ou quatre trains absolus d'onde.

Si la particule fluide est dans Tune des positions (,r > «, J<C^)?
(rt < «,) > b), les deux trains sont distincts.

Si la particule fluide est à l'intérieur de la section, les quatre trains,
sont distincts toutes les fois qu'elle n'est pas sur l'un des axes ; si elle
est sur Pun des axes, les quatre trains se réduisent à deux trains
doubles distincts et enfin, si elle est au centre, les quatre trains d'onde
sont identiques.

Si la section à fleur d'eau est circulaire, toutes Jes fois que la
particule est à l'intérieur de la section, les quatre trains se réduisent à
deux trains doubles distincts.

Cette remarque particulière incite donc à penser que les calculs
doivent se simplifier d'une manière considérable toutes les fois que
le corps immergé sera de révolution; elle a été justifiée au cours de
cette étude.

Observation. — Les remarques faites ci-dessus au sujet de la
particule M s'appliquent aux particules M o M2, M8, symétriques de M
par rapport à OX, OY et au centre de la section.

D u POTENTIEL DES VITESSES DANS LE CAS OU LE CORPS IMMERGE EST U^

P\RABOLOIDE ELLIPTIQUE. —• N'ous avons vu que le potentiel des vitesses
a pour valeur
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avec

II nous faut donc calculer

Faisons les changements de variables

x = /'cos9,y = r sin8, ç = /.y cosó,y = Z'.s shv|;

1 intégrale double 2>f se présente alors sous la forme

-52(Pcos2^-|- /'2sin2i)
(où R ^ ^ - f ^ + ^ j ,

Si l'on divise le champ ^(o? lit) en quatre intervalles ( o, ̂  J, f - , 71

f TC, — j y y-^i ^izjet que T

au quadrant i7 on voit que

— j y y-^i ̂ izjet que Ton désigne par -Zt, l'intégrale correspondant

Si Ton change

/ en — / ;, /f en — l} 0 en 9 H— dans 1 Z , , on forme 2 ^ n

/ e n — /, /; en — /', » ; iZ,,

/ en — l'} /' en - /, 8 en - — H » 4 Z, ;

il en résulte qu'il suffît de calculer 4Z(, pour pouvoir obtenir la
valeur de l'intégrale demandée.

En faisant la substitution classique

2À
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à laquelle correspond d^= ^ w o n remarque que ,Z( s'écrit

%W f (i — s2)sds f j
 dK = y II' f A(i — $*)sds

avec

N = —

= R i — >ru

Ou a donc ramené A à la forme classique des intégrales elliptiques?

mais il ne semble point que cette transformation, comme nous l'a
montré l'étude de l'intégrale

f (i—s^sds f t—=
ç2/2— pr/çoosA

qui correspond à 6 = o et / ' = /, puisse facilement faire apparaître les
éléments principaux du développement.

Cas du parahoLoide de révolution, — Si l'on suppose que le corps soit
de révolution, l'intégrale Zl devient

ou encore, après une rotation 9 des axes O.r, () >,

\ l X \ R2" 2
si r

Posons p = nij o cos4/ = cosA, et remarquons d'abord que
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et aussi que la deuxième intégrale double

If — f (1 — s2)sds I — — ' - ^ _ _ -

dans ces conditions, l'expression Z, devient

*h Jo V Jo Jo \f

Or l'expression -j= peut êtî e développée en série de

polynômes de Legendre :

^ ( - s-12 R^ i — 2 m c o s X + m 2

^ ^ f i + m P , (cosÀ) - j - , . .H-/w?P ?(co&X) - K . -J,

puisque le point «r,/, z, pour lequel on veut déterminer la dénivellation,

est tel que \/x2 -hy2 = r > / et que «y varie entre oet L

Comme

m*rP2p= m-P ( A — cob-P^ + B^^ c o s 2 ^ - 2 ^ . . . + K \

on constate de suite que Ton est conduit à faire les intégrations des

deux types suivants :

r fi
f c o s 2 v i ^ A — 2 / cos2<'6W,

qui se calcule par la formule de Wallis, et que

f cos-yA.cos'^ d<b = o.

Si donc le corps immergé est de révolution et si dans la région

d'émersion il est assimilé à un paraboloïde de révolution, on constate
RISbCR I >
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que les deux termes constitutifs de Z, peuvent être calculés en faisant
appel aux polynômes de Legendre comme nous venons de le voir.

INTRODUCTION D'ÉLÉMENTS SECONDAIRES, DANS LE POTENTIEL. — Appari-
tion de polynômes dérivés des polynômes de Legendre. — Nous serons
conduit dans la troisième Partie de cette étude à considérer les ondes
produites dans un canal par l'émersion d'un cylindre dont les généra-
trices ne sont pas perpendiculaires à l'axe de ce canal ou par l'émersion
d'un corps quelconque, et par suite à faire intervenir non seulement
le corps, mais ses images par rapport aux parois; dans ces conditions,
la largeur du canal joue un rôle capital, et par suite la coordonnée
y peut varier en valeur absolue entre o et la demi-largeur du canal.
On ne peut donc pa£, si le corps n'est pas infiniment petit, négliger T,
par rapport à y.

En définitive, il semble donc utile, puisque l'étude des ondes
d'émersion dans\m canal se trouve ramenée à celle des ondes dans un
milieu indéfini, d'examiner pour un tel milieu l'influence perturbatrice
motivée par l'intervention d'une coordonnée r{ de la zone d'émersion
non négligeable par rapport à la coordonnée y du point, pour lequel
on veut, à un instant donné, évaluer la grandeur de la dénivellation.

En supposant ^ négligeable devant .r, et T, non négligeable devant y,
on est conduit à calculer l'intégrale

r r F(g,7j)rfgrfT) = r r Y
J J v/^-h^4-( r_vi)* J J VR

2 —

En substituant au dénominateur le développement en série

et en assimilant la portion du corps immergé à son paraboloide
osculateur, de telle façon que
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on trouve que Fintégrale ci-dessus, apr.es le changement de variables

Ç = ls cosA, 7] = Vs sir

devient

Si Ton fait abstraction des termes du développement en série appa-

raissant dans la parenthèse, où figurent ^> ^>- •-> on constate que Ton

n'a à évaluer que les intégrales simples suivantes :

J R2

et enfin

/

1 / ' 2 - / ' 2 r

(-'Vgr>=- èRi'
II en résulte pour Z,
(38) ^ = H

ou en désignant H//y par V (expression d'un volume),

Rappelons à ce propos que dans le cas où l'on ne considère qu'un
petit élément de volume, le corps étant immergé dans un milieu
indéfini, l'expression de Z4 était égale à a.q -^> et que le potentiel faisait

apparaître les dérivées successives par rapport à z de ^? alors qu'ici il

y a lieu de tenir compte non seulement de ces dérivées, mais encore

de toutes les dérivées de ^ par rapport à z. En définitive, l'intervention

des dérivées -r^ (gr) m e t e n évidence l'influence du premier terme
complémentaire •
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D'ailleurs, si Ton voulait étudier l'influence du terme complémen-

taire résultant de Ti \\>p
r > o n devrait calculer les intégrales

I (i-s-)sds ! -rf+lyP-idij,

ou encore, en faisant abstraction des constantes,

où q peut prendre Finie quelconque des valeurs (o, i, . . . , p).
Or̂  si p -h q = ik -t- i,

et si p -h ^ = ü)v,

(intégrale qui se ramène à l'intégrale classique de Wallis).
Cette remarque montre que Z. peut s'écrire :

R RT' R>

Nous allons maintenant mettre en évidence l'influence du terme

en ̂  dans le potentiel des vitesses cp; la méthode exposée ci-dessous

pourra être appliquée sans variante dans le calcul afférent à l'introduc-

tion du terme en ^

Le potentiel des vitesses a pour valeur

V

avec
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I

\ R3

les dérivées — ? n
 A? faisant apparaître les polynômes de Legendre, et

conduisant à ce que Ton peut appeler la partie principale de <p, il nous

f
faut considérer les développements correspondant à —^~

Or on a

dZn ^R3 J ™ 2 dR* [de* \R ) I ~~ 2 dR* l{ l) R"+1 J '

rfRLRrt+1 J ~" R"-- ft"^R"+^ * d R \ R / ft"-4 R^w

Considérons maintenant l'équation

(39) Qn = (/i+i)(rtH-a)Pft+a(n + 2)coseFw+cosaeP;i;

le terme de degré n dans Qn existe certainement, car il a pour coefficient

= 2

L'équation Qrt = o est de degré n en cosG, et ne renferme que des
termes ayant la parité de n; elle a, comme P w = o , toutes ses racines
réelles distinctes, comprises entre — x et -h 1 -

On sait, en effet, que si une équation f(x)= o de degré n a toutes
ses racines réelles et inégales, l'équation &ƒ(#) -h .̂ /'"(a?) — o> où a est
tine constante positive, a toutes ses racines réelles et inégales [voir
LAGUERRE, Sur quelques points de la théorie des équationsyiumériques
{Acta mathematica, t. IV, p. 11 *>)]•

II suffit en effet d'écrire cette dernière équation de la manière
suivante :

H-
et d'y substituer les racines de/* = o.
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Désignons par S = o l'équation a.f\-h %f = o, et formons

OU

cette équation est comme la précédente de degré /z, et, en vertu de ce
qui a été exposé plus .haut, a toutes ses racines réelles et inégales.

Si ƒ(,#) = o a toutes ses racines comprises entre —i et -+- : , il en
sera de même de (3S-l-a?S'= o; dans ces conditions, si Ton remplace
dans ( 39) Pw pary(a7), on voit que Q„ s'écrit

Qn= (n + i) (n-\-z)f(x) + a(» + a)a?/(n) + ^ / ( ^ ) = o,

L'identification entre Qfl et (|3S + .rS') sera possible, si Ton peut
déterminer des constantes oc et (3 positives, répondant à

a p = (n + i ) (n + ^),
a + P + 1 = 2 (« + 2);

or on trouve que a et (3 sont les racines d'une équation du second
degré ( oc = /i + 1 ? {3 = w + 2 ).

Le terme en « de Z4, introduit dans le potentiel des polynômes, qui
dérivent d'une manière simple des polynômes de Legendre, et ont,
comme ceux-ci, toutes leurs racines réelles et inégales, comprises
entre — 1 et H- 1.

Si Ton voulait étudier l'influence du terme fij +t? on serait amené
cln { \ \

à calculer ^ ( RJPH ) ' Tenant compte de ce que

clRtf
on voit que

d» d» / £ \ 1 J _ _ (— i)*nl d*P rPB(cos8)
d & ) \ \ ~ \ R L Rzp\~ 2p\

( avec cos 9 = ™ j •

rPB(cos8)]
L R«+i J
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On trouverait comme précédemment une équation analogue à Qfl, du
type ci-dessus

et Ton emploierait le même procédé pour démontrer que <Qr t= o de
degrés en cosô (ayant tous ses ternies de même parité), a toutes ses
racines réelles et distinctes.

Retour sur Vexpression du potentiel des vitesses. — La méthode
de M. Boussinesq pour la recherche du potentiel des vitesses consiste
tout d'abord à exprimer la fonction

(4.) V(x,jr,S)=S_* f f F(£,r, )<%

où F(JC, y) représente la section à fleur d'eau da corps immergé, puis,
comme nous l'avons exposé, à calculer la fonction

(42) / ( T , x, y, z) = -î- -= / TcosjAöfjA

X I /- (a: + Tcos[j. cosBjy 4- TCOSUL sinÖ; z) Ö?8,
JQ

et enfin

(43) o =

Supposons le solide réduit à un élément ^m; il en résulte que la
fonction

y(x + TcosfJLCosO, j + Tcobjjisin©, z) = ~

où
R2 = x2 -hy'2 + z2 + T2 cos 2 p. = R 2 - h T2 cos2 pi,

Cette fonction ^ peut encore s'écrire
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et peut être développée en série puisque 2Tcos;x(,rcos9 -)-jsm9)<R|

sj i dm |~ 3Tcos[/.(#cos8 -h y sin 8)

in9)/j + .. .1-

M étant la projection du point ( , r , j ? z) sur le plan de la surface libre,
a) l'angle de OM avec O,r, on remarque que

# c o s 8 -\-y binf) = O M ^ C O S ( Ü ) — 8) — /TCOS(CO — 9).

Comme on peut faire tourner les axes {ocOj) d'un angle w, on voit
que, de ce fait, on ramène le terme général de /̂  à la forme

A l'intérieur du cercle de -convergence, la série est absolument
convergente et l'on peut l'intégrer terme à terme; par suite, f se calcule
ainsi qu'il suit :

Comme /

/ (cohe)/»rf8= /

on voit qu'il ne faut faire intervenir que les valeurs paires dep; d'où

Tenant compte de ce que

2 . 4 . 6 . . . 2 * 7
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on trom e p o n r /

avec
• (2v —0 i 3 . . . (4<y-r TJA —

Posons

X smv. = A, cl ou l Icosa
et

on constate que/"peut s'écrire

On est donc conduit à calculer

qui, après les changements de variable T = T, R, "h = ~k, K devient

Or

K~l)Ppy(q

En raison de ce développement, -3 peut être défini au moyen de la
somme

Or l'intégrale

J , =

RI5SC K l 3
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s'intègre facilement ainsi qu'il suit :

2,1

soit

en posant
T

et C=-

on a donc les relations

I B

2,a —

Multiplions la deuxième relation de récurrence par
(2 /i + i ) C

. . v 2 n 2/1 Ï i ? 1 • % 211 ( 2 /? — 2 ) . . . 6

troisième p a r — 77̂  1 avant dernière par — ^ — • — ^ — —
1 2 /1 + 1 2 /1 — 1 C 2 L ( 2 « + i ) . . . D

et la dernière par — , x LiLid—_ ^ _ pUis ajoutons, nous trou-
1 ( 2 /i + 1 ) (̂  2 /i — 1 ) . . . 5 wl ~ ' A J

Vons ainsi
1 ___ —— —— i ] }~ — ~ — —

H - 2 / 1 + 1 \ 2/1 - - 1 Ci

J2/1 1 II — 2 I 2 /i ( 2 /ï — '2 ) . . . 4 - 2 1

Ml—\ î H — .) G" ' ' ' t M « — I ïTàtt^- 3 ) . , . yT\ C'

et pour ^ l'expression

^
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On peut donc maintenant définir la fonction / \ T , ce, y, z)

r - dm i i — V — ' l ü - " ? ' " ' - 3 ' ) ( 4 ^ + " V , ! , / . JÛ
- 2 . 4 - 6 . ..oq " ( 2 9 1 ! , ^ j p ! f < 7 — p ) \

qui, ainsi que Ta démontré M. Boussinesq, dans le cas où la particule
flnide se trouve au point (o, o, z) a pour valeur

dm c - — T 2
r„ zdrn à / ' - Tcospd\K dm c-

( 1,0, 0 , 0 = ^ ^ ^ ƒ — » — - Ï = - _

ir pages 3o, 3 i , 3̂ t de son Mémoire : Sur une importante simplifi-

cation de la théorie des ondes que produisent a la surface d'un liquide
Vêmersion d'un solide ou Vimpulsion d'un coup de vent.

On peut calculer les fonctions T , et par suite les intégrales A ; on

trouve ainsi que \ — B.
ii correspondant à q= i et aux valeurs/; = ( o? i ), a pour expression

BH / \

correspondant à ^ = 2 et /; = (o? J , a ) ,

2"^ IV'

correspondant à q= 3 et / ^ = ( o 9 1, 2, 3) ,

On remarque que si Ton fait ( J = i, c'est-à-dire si Ton rend T, nul,

on voit de suite que les multiplicateurs de -^-> -^-> • •• sont nuls; on pent

s'en rendre compte facilement en revenant à la forme initiale de 4.

En définition, ƒ peut s'écrire

j „ dm V/J ^ 1
7 ~ - ^ r - dT '
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toutefois cette métbode de calcul de l'expression M ne met pas en

évidence la loi de formation des coefficients de ^ ^>--- et ne fait pas
T> T>

apparaître le moyen de sommer les coefficients de ^p ^p —

Gomme B = î—7 = ^-——, G = i 4- T* = —^—; il en résulte
1 - } - 1 j x i -H J- H 2

que M peut être représenté par

ji—3©

d'oii

On constate ainsi que Ton a les différents termes de f\ et que Ton
est ramené pour déterminer le potentiel cp des vitesses à calculer les
intégrales

/ (RTpr5)?

où T est remplacé par — ;

Le potentiel cp est formé parla somme des potentiels partiels <pf

et que la dénivellation totale de la particule fluide au point x, y, z

résulte de - ^ , =
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Or si l'on pose ^ - = 7, on voit que h peut s'écrire, en rempla-

çant- par (3,

Le calcul de //p est ramené au calcul de

et par suite à celui des intégrales

Or M. Boussinesq a montré dans le Mémoire signalé ci-dessus
(p. 32 et 33) que cette dernière intégrale était identique à

Comme / c ° s ^ Jï*> où le paramètre X est essentiellement positif

entre les limites o et y de o>, se déduit par (7/ — 1) différentiations en X

de la formule de Laplace :

cos(Xa)<ia TC ^X

oii Ton remplace Xa par la variable u.
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On trouve ainsi que

' ' cuM X a )c/a i / ' JOJ v / V y \f>\

avec X = — ( i — tane2to).

Si nous faisons maintenant le nouveau changement de variable
tangto = ó, on voit que l'intégrale précédente peut s'écrire

On peut développer l'exponentielle suivant les puissances de '• ^ ,

et l'on doit alors procéder à l'intégration d'expressions analogues

à / (i —<i2yVAp, ou encore écrire notre intégrale

et développer l'exponentielle suhant les puissances de '±--

En définitive, nous avons, au cours de cet essai5 montré que la
représentation du potentiel préconisée par M. Boussinesq qui a le
grand avantage de permettre l'étude dans le voisinage du lieu d'émer-
sion, peut aussi conduire aux développements classiques, pour la
recherche de la dénivellation d'une particule fluide (o, o5 z); si nous
avons pu passer de /̂  à f et de ƒ à cp dans le cas le plus général, et par
suite montrer comment on calculait A, nous devons reconnaître que le
processus adopté par nous n'a pas mis en évidence le développement

caractéristique en — Pw+I (cos9).

Tl est bon de remarquer qu'en ce qui concerne l'étude de la propa-

gation des ondes apparentes, les termes en B5 TT et ^ suffisent pour

donner les éléments approximatifs.
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ET 3HX1MA OE LA üÉxjvELLATiox. — iNous avons abordé primi-

tivement l'étude des ina&ima et minima de la dénivellation pour les

particules fluides distribuées sur la droite z = z(n dans le cas de deux

dimensions; nous allons faire la même recherche, en considérant les

particules situées primitivement dans le plaii2; = z0, et en supposant

les ondes produites dans un milieu indéfini.

La dénivellation de la particule fluide, ayant pour coordonnées

initiales (,r, j , s), est définie par l'équation

da fT
nrn

en supposant le corps réduit à an -volume très petit dq.
dh
lxOn voit de suite que — a pour valeur

dh
dx

Eu égard a£ constant, on a

0 di dr x
dr

et par suite

c/6 di
dr dx dx r

. ,, Û?9 cos 8 ck - 57
sia U —— = — — — = cos n —- ;

dx / aa? r-

il en résulte pour y- l^expression suivante :
dx

___ dq. x

On peut transformer la quantité sous le signe S, en tenant compte

de la relation classique

n - 4 - '> ) P /> i - 4 - c o s O \} , , / / " \fi I
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qui, par le changement de /zen(«+i), donne

( n - r ^ ) l*« ,2 — ( ft -h 2 ) cos 6 Vn (P' =
bin-* 8

dh
si l'on remplace P ^ par cette valeur dans y-> on trou\ e immédiatement

Ç̂"1 n ^{a f ï ) j P „ H — cos 0 P„ , _» I / 1 2 \ " I

Ijes maxima et les minima sont donc les racines de l'équation

On sait que PM+4 a pour valeur

— _ - [( A- — i )«+*"l (avec A = cosfl) ;

cl peut par suite s'écrire

:»-,_ Ai[< (• 1 ) ' ' ( , •„ , L

X ( i ;i -t- 2 — ay j ) . . . {/i -\- i —• 2p)cosn^i~2f

avec
A = 2 . 4 . 6 . . . {zn -\- 2 ) ;

on déduit de là

P ' m = j [( -*" + 3 ) • • • ( * • + - 1 )cob« 9 4 - £ ( — 1 ) ' JC;;+ 1

X ( 2n + 2 — 'ip)...{n -f- 1 — >/> }cos" - - / ; 6J .

On trouve que l'expression (45X) prend la forme
_ 71+1

2

' 9 .

p=l

X
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En développant on constate, après avoir posé —- = \Jp, que l'équa-

tion de condition s'écrit :

71

cos'6 f 9! C J . I I ! , G | . i 3 !

ou encore
cos9 .. , , - c o s 2 9 - 7 v , cos36

--YÏ ti(p) - VP-^TMP) +P

on remarque q u e / n ^ ^ 3 ... sont-des séries entières, d'un type analogue
à celui étudié dans le cas de deux dimensions. Il est évident que si ç

et Tj sont négligeables devant x et j , et si de plus — est fini, l'équation

qui fournit les maxima et les minima afférents au cas où z0 est petit,
n'est autre que/j = o.

Si l'on remarque quey, — o peut s'écrire

_ o

on remarque que cette équation n'est autre que celle donnée par
Poisson page i54 de son Mémoire).

Comme nousvenons deledire,cetteéquationneconvientque si — est

fini; si — est très grand et comparable à j o u ^ ( / et /' étant les axes de

la section à fleur d'eau du paraboloide immergé), il est absolument
nécessaire de faire intervenir les termes complémentaires dans le

développement de o, tei^mes provenant de -r^ ( yx~i

R1SSER
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Le calcul montre que pour un paraboloïde de révolution

le développement de <p est représenté par

H
HP

11 est intéressant de remarquer que dans ce casf - t rès grand hl'étude

de ce qui se passe à la surface effectuée par Poisson et Caachy, grâce à
l'emploi d'artifices multiples de calcul, a été au contraire faite de la
manière la plus élégante (Application des potentiels, p. 646-64.7 ) par
M. Boussinesq.
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RTL DE DES ONDES POUR DES BASSINS HORIZONTALEMENT LIMITES.

Au cours de la deuxième Partie, on s'est occupé tout d'abord des
ondes produites par l'émersion d'un cylindre dont les génératrices
sont perpendiculaires au grand axe d'un canal, puis de celles résultant
de l'émersion d'un corps dans un milieu indéfini (cas de trois-
dimensions).

Si le canal, au lieu d'être indéfini dans les deux sens des x, tant
négatifs que positifs, a une section «r = a, occupée par une paroi
verticale s'étendant depuis la surface libre jusqu'aux plus grandes

A'

profondeurs, il suffit en s'inspirant de la théorie des images de Kelvin,
d'imaginer le canal ou le bassin, prolongés de nouveau indéfiniment

HISSER l5
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de l'autre côté de la paroi, avec une région et un volume d'émersion
qui seraient exactement symétriques, de la région et du volume
d'émersions réels par rapport au plan de la paroi; cette symétrie,
comme va nous le montrer l'analyse, maintient à toute époque dans le
plan de la paroi les particules fluides qui y étaient accolées initialement,
ou encore rend nulle la composante normale à la paroi de la vitesse
desdites particules.

Là encore, comme l'indique M. Boussinesq (voir son Mémoire:
Sur une importante simplification de la théorie des ondes, que
produisent à la sut face d'un liquide Vémersion d'un solide ou
Uimpjdsion d'un coup devent, p. ^7), le problème pourra se traiter
comme dans le cas où le canal était sans extrémités, et le bassin
horizontalement indéfini en tous sens, mais a\ec surfaces et volumes
totaux d'émersion comprenant, outre les surfaces et volumes
d'émersion vrais, leur image à tra\ers le plan de la paroi comme
miroir. Il en résultera que la réflexion du mouvement par la paroi se
trouvera ainsi remplacée par la propagation directe effective, dans le
canal ou bassin réels, des mouvements censés issus de l'image, qui se
superposent aux mouvements directs analogues émanés de la vraie
région d'émersion et non encore sortis du canal ou du bassin effectifs.

Il est évident que si le bassin, au lieu d'être indéfini en tous sens,
est limité par deux parois rectangulaires A et B, il y a lieu en ce cas de
considérer non seulement la surface S et le volume d'émersion V,

mais encore les images de S et V par rapport à A et B (soient Sa? S ,̂
Va et Vé), et aussi les images Sab1 Vab de Srt et V^ par rapport au plan B.
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Nous allons montrer, en utilisant les formules de Poisson et de
Cauehy, que ces adjonctions de surfaces fictives et de volumes fictifs

conduisent à des valeurs nulles de -^ pour un point quelconque de la

paroi simple, ou de Tune quelconque des parois H angle droit.
On sait que l'étude des ondes par émersion produites dans un

bassin indéfini en tous sens conduit d'après Poisson à un certain
potentiel des vitesses

(8)
'-±/Y

X [x — a) cosb(y — ,3 ) dadbdondfi

Or si Ton suppose que le liquide s'étende à droite de la paroi yt Ot zt

parallèle à x = o, on doit en ce cas faire intervenir l'image du volume

Fig. 5.

par rapport à cette paroi, et admettre que la masse fluide couvre alors
tout l'espace au-dessous du plan z = o, si Ton veut se trouver dans les
conditions du problème étudié dans la seconde Partie.

En désignant O4O par X, on voit en passant du système Oxyz au
système Oix>yizi que le potentiel du système est défini par

77
— a — X ,

avec P = <>--
sincl

c

Or si dans la deuxième partie de cette intégrale afférente à
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/ _ % _ \ ? JJ 5 on change a en —oc, on reniai que que tp s'écrit

-+-< os j a/ , a( \ H-a ) !
MU

- - ^ / / ƒ / > / P u i w / / , • o s / / f \ j \ i l a < l h f

expression dont la dérivée par rapport à xK est égale à

qui est mille pour ^ l = o quels que soient y, et zK.

/^ deux" parois rectangulaires. — En opérant comme ci-dessus,
on voit qu'ati \ o lume / ( r l —X, yi — Yj, il faut adjoindre les volumes
fictifs

fi—xi — \ i j l — \ ) , t / t a ? t — \ , — y , — \ ) , J(—xt — X , — j ^ — Y )

En l'occurrence, il y aurait lieu de considéier quatre intégrales
quadruples ; si Ton prend les deux premières qui font intervenir

i / V f f l/{* ~ V £—Mcoslaij;,- X)-«alcos[6(7 f-
 >t)-^?J

- u / i — ; / — X , j ï — \ ) c o s [ — r / ^ i + X ) — a a } c o s \ b ( } t - \ ) — 6 ^ j

X P

on remarque que l'ensemble peut s'écrire :

cos [a(#i — \ ) — aaj + cos |

En définitive le potentiel des vitesses a pour valeur :

ci vee
Q =
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et Ton constate immédiatement que les dérivées

(te \ /
- T

J - 1 r] =- o quels que soient y , . r , et £.
h'annulent bien pour <

?! I

l/intioduchon des \ oluines IU tiK e\st donc ])arhutomeui Jé^ilunée
xUontrons maintenam que l'emploi de la formule de Cauchy, pour

le potentiel des vitesses en un point quelconque de la masse fluide,
permet de faire les mêmes vérifications, après introduction des
\olumes fictifs, de manière à se placer dans le cas d'un milieu indéfini.

On a vu que ce potentiel s'exprime au moyen de l'intégrale

= ̂ ff_ 'ff \
X e _ v J v - p ^ p) drs dp

k
{

VF

Or si Ton veut étudier le mouvement des ondes produites par
l'émersion d'un corps dans un bassin de profondeur infinie, limité par
deux parois rectangulaires que l'on prend pour plans x = o et y = o,
il faut en ce cas substituer ƒ à la fonction F, $ n'étant autre chose que
la somme

£ = F ( B J J P ) + F ( — w , p) + F(ü5, — p ; + F ( — r o , — p) .

Quant au potentiel des vitesses il serait défini par

q = g< +

qx ayant la valeur défini par ^ j-7)?

q3 résultant de qt par la substitution de ( p -+-/) à ( p — ) ), de (fö -\-x)
à {-os — x) e t d e F ( « , — p) à FfrS, p);
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qk résultant de qK par la substitution de ( p -f-J", & { p — v)y (^
à (ts — x) et de Kt — i s , — o" à F '155, p^.

Ceci revient en définitive à prendre pour le potentiel

\'go f f f f sin ( / Vuv l àin v ̂  " ^

X V (TÜ, p ) [eos{a — |ï - y > H~ c o s ' a + ? ~ Y >

+ cos ( a — ? + y) 4 - cos f a + <j H- y ) |
avec

„ ' * ' 1/ * fj K, ___ t •-

{ ' 2 ' a

Du fait que la somme des quatre cosinus a pour valeur \ cos a cos [icos y,
on voit de suite que

do
—J- = o poui1 x = o, quels que soient y} z et ^

—i. = o pour y=o} » a?, z et £.

Si la seconde paroi ()B? au lieu d'être perpendiculaire à la première

OA? fait avec celle-ci un angle — ; et que le \olume d'cmersion soit

symétrique par rappoi^t au plan bissecteur de cet angle, il suffira
d'introduire n volumes d'émersion, le premier de ces volumes étant le
volume vrai, et les autres étant distribués comme Test le premier
dans les [n—1) secteurs, formés par des parois verticales faisant
entre elles l'angle — à partir de OB.—

Fig. 6.

y

Supposons maintenant que les deux parois verticales deviennent
parallèles et constituent deux sections normales {̂à une distance a Tune
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de l'autre), la région cylindrique d'émersion étant d'ailleurs quel-
conque entre elles. On est donc conduit, eu égard à la considération
des volumes fictifs présentée ci-dessus, à faire intervenir a k images
de l'aire effective d'émersion ; les deux premières images sont symé-
triques de cette aire d'émersion par rapport aux deux parois, puis
les âenx suivantes, symétuiques de ces deux premières, chacune
relativement à la paroi par rapport à laquelle son image n'a pas encore
été formée.

Il suffira ensuite de rendre le canal indéfini des deux côtés des j , et
l'étude de ce qui se passera au sein du fluide indéfini, différera aussi
peu qu'on \oudra des phénomènes réels qu'y ferait apparaître le
canal limite, à condition de faire croître k de plus en plus.

Il faut toutefois reconnaître qu'en introduisant la surface symétrique
du corps immergé dans le cas d'une nappe liquide de profondeur
infinie limitée par une paroi, pxiis trois surfaces ou trois images dans
le cas de deux parois à angle droit, nous avons simplement vérifié que

les dérivées -^ étaient nulles à un moment quelconque et en un point

quelconque de la paroi.
Il reste à montrer analytiquement que l'on est conduit à l'introduction

des images; nous allons à cet effet revenir au cas des ondes cylin-
driques et supposer le canal limité à droite par une paroi verticale.

On a vu que le potentiel des vitesses, à l'intérieur de la masse fluide,
est défini par les formules de Cauchy :

(f = ! cosmxe^mzf( m, t ) dm -f- / sin mx e~ mzf\ ( m, t) ri m
J 0 J {)

avec
/ u n , t) — cbs [ t\f7ng ) o {m) \- sin ( t \ mg ) à \m)7

j \ ( m , t) •= cos ( t\fmg ) <p4 (m ) -J- sin( /\ mg ) i , (m).

Quant au potentiel à la surface, il a pour valeur q(z= o;.
La paroi ayant été prise pour plan des YOZ, si Ton veut que la

\itesse suivant la direction normale à la paroi soit nulle, il faut que
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UJC=Q
 e t Ux==0 soient nulles quels que soient y et f. ou encore

u f r o) = - ^ / | ^~ / w " c a s ( ? \ / / ? ? £ i o t ( r n ) - \ ~ s i n ( / \ mç )'Li(m) \m dm = o ,
^ o

L / - « ) = : — • ^ / | co s ( t\fmg)'fi {nt)-+- sin f t^mç ) i , (wi) |mrf/?ï = o .

Puisque nous ne nous occupons que des ondes produites par
émersion, il faut écrire la condition correspondante, qui n'est autre
que Q = o pour t = o :

Qcf=oj = o = / [ c o s n ? T'f{ m)-\- sin m ocot (m )]</w/,
• u

et cela quel que soit x ; cette condition n'est réalisée que si cp = ot = o
[voir Note \1F, Mémoire de Cauchy).

L'autre condition à la surface revient à exprimer que l-r-)
t l \â Jreprésente une certaine fonction f\x) connue.

Or, si Ton choisit maintenant àt (m) = o, on constate que ux==,Q et
UJ==0 sont nulles ; de plus, la valeur de la dénivellation à la surface,
qui avait pour expression générale :

r = — I / ; c o s / ? ? # [ c o s ( t^mç )ty(m) — sm{1 \fmq )o(m) \

+ sin/?? x [ c o s ( t\ mg )'li(rn) — s int t\/mg )îp1 (m) | j ^w rim\,

se réduit, eu égard à cp = os = y, = o, à l'expression

-=— / | cos/w .r cos ( t\fmg ) \ 6( m ) ̂  7m r/m,

([ui est une fonction paire en x, qui pour t = o devient

—=r- / cos mü? ^ ( m ) yin dm.
vgàJo

On doit donc se trouver toujours en présence d'une fonction paire
en #, ce qui ne peut avoir lieu d'une manière générale que si Ton adjoint
à la fonction/'(.r) sa transformée en (—x)y ce qui revient en définitive
à adjoindre à z =J{x) son image par rapport à l'axe OZ.
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Nous avons \ u que le potentiel des vitesses peut être représenté par
la série de Mac Laurin

où h0 désigne la valeur initiale au point quelconque (xhy^z) de y-̂

ou de la dénivellation A, laquelle se déduit de la valeur donnée ƒ( , ! , ) ) ,
relative à la surface libre (voir Mémoire de M. Boussinesq, ci-dessus
cité, 1910, p. 18).

Or on sait que la dénivellation initiale h09 dans le cas d'un bassin
horizontalement indéfini en tous sens, et de profondeur infinie, qui

s'exprime au moyen d'un potentiel newtonien / -^> étendu à tous

les éléments dm=f(c„rï)dcdri du volume d'émersion contigus
à s = o, satisfait à l'équation

r)2Afl ^ (Ph0 d2hQ

De plus, la dérivée en z de ce potentiel

peut encore s'écrire, après avoir posé

ç — x — Rcoso), r, - y '=^ Rsinw,

ƒ s dm r1Ti z*80 ^/(a?-h Rcosw, r -Rsino>)R<YR

Si dans cette dernière intégrale, on remplace R par zq9 et que Ton
fait tendre z vers zéro, on trouve immédiatement que

Pzdm , , ...
— ! p a pour ^ — o la valeur - zizj(x^ y).

La fonction //05 qui doit pour : = o se réduire à f\x\ 7}, aura
HISSER. l 6
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pour valeur l'expression
i Cz dm

comme elle tend vers zéro, aux grandes distances de l'origine, elle
répond bien aux conditions posées.

Si Ton se trouve maintenant en présence dn cas d'un canal limité
par deux parois verticales parallèles, il faut choisir la fonction Ao,

satisfaisant à A2//0 = o, -r^~ = ° s u r ' e s pa rois, et telle que pour z = o,

elle se réduise à / ( , r , j ) .
h0 étant déterminée, on peut alors, grâce à la formule (48),

calculer cp et enfin la dénivellation en un point quelconque .r, y, z
à l'époque t.

Cas cVun canal de largeur a. — Nous ferons d'abord remarquer
que Ton peut évaluer la dénivellation dans un canal de largeur a, en

Fig, 7 .

y a '

introduisant le corps réel et %k images, et adoptant comme aire totale
d?émersion l'ensemble de Faire vraie et de ses zk images,

Les images à droite de A A/ sorft représentées par

ƒ [x, ( a / r — i ) a — y] et t/(xJ, 2 À a - f - j ) , a\ec À entier positif,

ou encore par
/[*,(-i)\y + *«].

Les images à gauche de BB' sont définies par ƒ [,r, ^—\)k'y-\- ^ a ] ,
avec kf entier négatif.

En définitive, si au corps l'on fait correspondre / ( . t , ) ) , il y a lieu
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d'adjoindre les images

f{x, (— l)ky + k°A> ^ cntieî  positif ou négatif.

Alors que l'on ne faisait apparaître que

pour un seul corps, dans l'hypothèse d'un canal indéfini, il faut
maintenant considérer

— A r a — ( -

lexpression 2> s'étendant à toutes les valeurs entières # de —Kà-H-K.

sauf o.

Nous allons nous placer maintenant dans le cas d'une solution simple
naturelle, c'est-à-dire d'un corps réduit à un élément dm.

Dans cette hypothèse, la fonction h0 répondant à la question est
définie par

^ r T

dm —
/ 2

/ 7 F Ï
hQ = dm -

\ r £mâ \ Jr?A-zï-±- ( v A a.\* ka
i

Cette série est convergente, car ,pour k infiniment grand, le terme

général est de Tordre de-^ (voir Traité de Mécanique rationnelle de

M. APPELL, t, III, p. 382 et 383, et Mémoires de M. Appell dans les
A da mathematica, t. VIII).

Les termes qui suivent - dans la parenthèse constituent une fonction
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harmonique uniforme, car chacun d'eux étant à une constante près
l'inverse de la distance du point x7 >% z au point o, (±£<x), est une
fonction harmonique; il en résulte qxie la fonction

X1 -J- Z1 ? ( y -— nu-)1 \ A "OC"/

est finie dans le canal.
Les dérivées partielles de la fonction h0 sont nulles à l'infini dans le

canal, et ses dérivées - ^ pojiry = ± - sont nulles.

On a en effet

^— = — dm I >ùy

la sommation s'étendant à toutes les valeurs entières de#, o comprise :

' dh o \ a dm ^ 1 2 À - 1

Or si l'on fait correspondre dans cette sommation les éléments afférents
respectivement à

et

on remarque qu'ils se détruisent. Le même procédé de calcul permet

de voir que ( -yr- \ = o , quels que soient x et z.

Rappelons que l'expression ci-dessus de hQJ ainsi que d'autres appa-
raissant dans divers problèmes de physique mathématique, ont été
étudiées par M. Appell dans un beau Mémoire : Développements en
séries trigonomêtrïques de certaines fonctions périodiques vérifiant
l'équation AF = o [Journal de Mathématiques pures et appliquées,
f série, t. III, 1887).

Reprenons les notations de M. Appell; substituons a à <x? et écrivons
avec lui :
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OU

En tous les points de l'espace, autres que les points de Taxe Oy
(.£ = o, y = #a, z = o), cette fonction G, et toutes ses dérivées poui^-
ront être développées, en séries trigonométriques procédant suivant

les cosinus des multiples de ——; on aura en tous ces points

avec

27cy . avrcy
©!== Ao + A , cos —— + . . .4- Avcos—— + . . .

a a

" °~~ a b °' "i" ̂  1

a / °° - * « - ^f-dt DAv~= - / e — H- J5V,

où Bo et Bv sont des constantes indépendantes de w.
M. Appell montre (p. i 3 , J4? i5 du Mémoire précité) que toutes

les constantes Bv sont nulles, sauf Bo qui est égale à

- (log2a—C),

G désignant la constante d'Euler o, 677215 ...
Il s'appuie sur ce que

£>t = ^ A v c o b — — -
a

vérifie l'équation Aet = o; or comme Av est fonction de u = x2

il en résulte que Ton a
ud~Âv dAy V2T:2

 4

a-
Or l'intégrale

öt ƒ t

vérifiant l'équation difierentielle précédente, on en déduit que

\ — I -4- B

Bv étant indépendant de u.
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Substituant cette valeur de Av dans ladite équation différentielle, on
trouve

az

d'où B , = o pour toutes les valeurs de v autres que zéro.
Quant à la valeur de Ao, on l'obtient en utilisantla relation classique

A o = ^ / Gtdy.

Si Ton suppose que l'on substitue au canal un parallélépipède dont
les parois sont définies par x = ± -yy = zt -y et qui s'étend à l'infini
du côté des Z positifs, on est amené, en s'en tenant comme pré-
cédemment, à une solution simple naturelle (masse dm située à
l'origine), à introduire les images de la masse dm, par rapport aux
quatre plans x = =t — > y = ± - •

M. Appell utilise un développement dérivant de celui apparaissant
dans l'étude d'une fonction F(J? , j , z), satisfaisant à l'équation AF = o,
et possédant trois groupes de périodes, c'est-à-dire le nombre maximum
de groupes de périodes que puisse posséder une fonction uniforme de
trois variables réelles (voir Acta mathematica, t. IV, p. 347 e t s u i v 0 -
Ce développement est basé sur l'emploi de la fonction Z(a?,y, z) et de
ses dérivées

i J /- r1 1
— — — P4 (cosco) — P (eusco)
R p ?> " p3 " Javec

r =

- R = / ^ — ^ v ) - + ( r —A)2 H- (? — cv V ;

cos<p= -^-—— ;

fa'-\- m11 a"; by= mb -h mf bf i- m'bv; cv— m c + m'c'-\-m"ctf;

P4 et P2 étant les deux premiers polynômes de Legendre.
Dans le cas qui nous intéresse, le potentiel h0 serait défini
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par dm. 32(#?fy, z; a, b) et

i i amx^r bny
a ( , y , ; , ) h

où r00? rmra et pmra ont les valeurs suivantes :

quant à la sommation ^\ , elle s'étend à toutes les valeurs de m, n

autres que zéro. Cette fonction G2 vérifie l'équation AG2 = o; elle est
régulière en tous les points de l'espace, sauf ceux définis par

x = ma^ y=nb) z = o,
et est telle que

, z) = e^(xyy, z);

de plus, les dérivées ( -^ ) > ( - ^ ) sont nulles,

La fonction Ga est paire par rapport à chacune des variables j?, j , z.
Pour toutes valeurs de z > o, la fonction G2 est développable en

une double série trigonométrique de la forme

G^rzz y Auvcos--^—— cos

JL = 0 4 V = 0

(voir Mémoire de M. APPELL, Journal de Mathématiques pures et
appliquées, 4e série, t. III, 1887, p . 21 , 22, 28, 24 et 25) , où les

coefficients A sont des fonctions de z.

En procédant comme pour la fonction a4 , on trouve que

iA,V/ = _ 8 ^ fmdi_ ^_/s,_*-(t' + i;>
dz ab J0 \ ̂

où le facteur 8 est remplacé par 4? lorsque l'un des éléments ;x, v est
nul, et par 2 quand ces entiers sont tous deux nuls. Cette expression
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dK
de —T^ peut être calculée en utilisant l'intégrale classique deLegendre,

on trouve ainsi

dz a h
d'où

'iTZZ

°'° (ib

Boo et B ^ désignant des constantes.
M. Appell montre que tous les B^v sont nulles? sauf Bûô qui a pour

valeur

i ' i
\ a2 b1

formule dans laquelle z a une valeur positive correspondant au z de
la particule fluide envisagée.

Si maintenant Ton suppose que le corps soit immergé dans un milieu
limité par les parois

, a b

on doit, en vertu du principe des images, faire apparaître non seulement

toutes les images du corps réel par rapport aux plans . r==± -> y = ± - ,

mais encore l'image du corps par rapport à z = c, et les images
nouvelles de ce dernier corps fictif par rapport aux parois verticales.

Dans l'hypothèse d'une solution simple naturelle, correspondant
à un corps réduit à une masse dm, on prem.Va pour le potentiel Afl

2 ( £ , t y , z ) a , b) + B 2 ( a ; , y , <>c — z ; a b ) \ ,
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avec

COS - 7 — COS . '

a b

?, )', s e — ; ; «, c>) = X u 0 - j - i 4 ( u vcos —*—cos — r-
:-)

A ô 0 = — ~ 4- BOjO (B()0 indépendant de x,y)<

= ~ ——l—-^ + 1 (V« (l)'Xo indépendant do a?, 7 ) .

Si Ton pose

on remarque que B00 et \ib{U) s'écrivent ainsi qu'il suit :

i(V = 8^(°; °> « e - : ; ö. 6) +

avec

ÖL>(o, o, z ; a, o) = — | - ^7 / • ^ ^^

et

8-2(<>, o , 2 c — ; ; ft, b) = f

Quant aux coefficients A v et cflo v, ils ont respectivement pour valeur

tous les BSJ v et i)J>̂ v étant nuls, sauf Boo et ift00.
dh
~d

La dérivée —~ est, au multiplicateur dtu près, égale à

~ f£2(a?, tv. r; ^, 6)

HISSER,
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avec

-

a 6 riz

et des expressions analogues provenant de S a(#, y, o.c — z;a, &).

On constate facilement que pour z = c, les dérivées - ^ et - ^ sont

égales et de signe contraire, et qu'il en est de même de ^v et "V^;

dans ces conditions, la dérivée f ~rr J est nulle quels que soientxety.

Les fonctions S^-i1, r? z; a, b) et S2(fr, j 3 2r — 3; a, 6) étant

telles que leurs dérivées respectives par rapport à (#, ) ) s'annulent

pour JT = ±-> ty = ±-> il en résulte que Ao, qui jouit de la pro-

priété -r-ï = o aux parois et qui satisfait à l'équation A2/̂ 0 = o, répond

à toutes les conditions exigées.
Grâce à la fonction hêJ on peut, au moyen de la formule (48),

page Î J 5, déterminer le potentiel des vitesses de la masse fluide et par
suite calculer la dénivellation.

On peut étudier le problème des ondes par émersion dans le cas
d'un bassin parallélépipédique limité dans toutes les directions, en
faisant état, ainsi qu'a bien voulu me le signaler M. Fichot, ingénieur
en chef hydrographe de la marine, d'une étude de Poinearé au problème
des marées (voir Théorie ries marées, 1910, p. 77 et 78).

Choisissons avec Poinearé une fonction cp(x, j " , s, t) se mettant sous
la forme cp,(x*, j , O^aC3)? vérifiant les conditions

(1) A ? = o,

(2) © — o pour / = o ;

_L = o sur les parois verticales x — ± a, y = ± b et sur le fond z = c ;

(2L
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L'équation Acp = o peut s'écrire

OU

A©, A ? J

après avoir pris k2 comme valeur commune des rapports; ceci étant,
nous sommes ramené à résoudre les équations

(5) ? l + £**©, = o ;

( 6 ) cp2 — A2 Acp2 = o.

La dernière (6) peut s'écrire

I
—-<p 2 = O,

qui a pour solution

d'où il résulte

De cette dernière, on déduit

et comme -^ pour z = c doit être nul, on voit que
t e

Ae* —Be"x = o, d'où B ^ A
et

La condition (4) peut, grâce à l'hypothèse faite sur cp, être remplacée
par

ovi, en posant
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qui a pour solution

Comme cp est nul pour t = o? on voit de suite que cp4 se réduit à M $\nmt
et

£
e ' + g '

Tl nous faut maintenant tenir compte de l'équation de condition
qui peut être remplacée par

On doit choisir <pf de façon que l'équation (5) soit satisfaite, et que
les conditions relatives aux parois verticales soient réalisées; il suffit
pour cela de prendre pour o, une somme de termes tels que

'JL7t^7 V7IK [Jt. Tt . r . 2 V H - I 71V
1 " 'JtV a b " '̂v a 2 h

J 6/V)(i y S1I1 ^ ^ -̂ —- COS r ^ rt « lay v SI H —- - - S l ï l = y
v* 2 a b *Vl 2 a 2 b

où jx et v prennent toutes les valeurs entières de o à oc; de plus, si l'on
ne considère que les termes en tJio^v7 on remarque immédiatement à
cause de (5) que

a2

11 est évident qu'à ^i^v? il faut associer une valeur^ avec i = ( i , 2, 3, 4)?
à laquelle correspond /w, et Ao et que, pour « = i, on aura

m MA,

Or les ,-cl»uv peuvent se calculer facilement au moyen de la formule de
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Kourier, en développant /"(.r, y) sous la forme :

J J («, 'i ) COS *-£- COS — - rfç rf/1,

f r aicç . 2 7 + J 71 ri K

/ /(?, r^cos4—bin -y rfçrf/1,

Kn \ertu de (7), on voit de suite, en ne considérant que la première
des quatre séries constituant le potentiel cp, que cette série peut s'écrire

U = 00 V = *

- J - eAi

eu ayant soin de choisir pour/', la valeur = 1 et en rempla-

((- b1

cant hÀDu V par l'expression donnée plus haut :

/^Cfc + F
VTÜV' / / x r . a-C

rob—p ƒ / / ( ^ r j ) c o s ^ -cos

11 n'est pas inutile de remarquer que si l'on substituait à (r/, 6) les

quantités — » -> on verrait apparaître les exponentielles :

e t



tu

de plus, si Ton fait croître c indéfiniment, on voit que (1\ se réduit à

I V^ V^ \ * Cl1 bl ) -*z\/^r + £ >XT,X VTtV

= 0 V = 0

Si dans cp = ll\ -h (1}
2 -f- 4>8 -h <J>4, on remplace — par a, y par [i, et si

l'on fait croître a et b indéfiniment, on remarque que cp a pour valeur

x e-*\ a*̂ ,i oosa (a? — Ç) cos^(x — r() ^a d^ dl drh

qui n'est autre que l'intégrale trouvée par Poisson, dans le cas d'un
fluide indéfini.

Nous retrouvons ainsi, en particularisant la formule (8), un résultat
signalé par M. Vergne dans sa 'Thèse (p. 78), mais nous devons
observer que nous avons admis dès le début que le potentiel des
vitesses était représenté par un produit cpl (#, y, t) cp2(s), la fonction <p2

ne dépendant exclusivement que de z. Une telle liypothèse revient à
supposer que le phénomène physique se passe de la même façon à
toutes les profondeurs ; elle est en réalité une conséquence analytique
de la nature du fond du vase.

La forme (8) du potentiel partiel cp, et celle du potentiel global cp
montrent que le phénomène ne se passe pas de la même façon dans
des plans parallèles aux parois; cette observation est corroborée par
l'étude du potentiel des vitesses mis sous la forme analytique

dm[O2(x}y, z; a. ù)-\-C2(x,y, z, 2c — z] a , b)].

Observation. — L'examen du potentiel des vitesses et de la déni-
vellation dans le cas d'un bassin parallélépipédique de profondeur finie
montre que la dénivellation ne peut pas être considérée comme
indépendante de y, si Ton suppose que le corps immergé n'est pas
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constitué par un cylindre dont les génératrices, perpendiculaires à
l'axe du canal, en embrassent toute la largeur.

On conçoit de plus que les résultats donnés au Chapitre suivant
(dans le cas d'un corps placé à l'intérieur d'un canal et réduit à
l'élément dm), en faisant état tout d'abord de la théorie des images,
puis de la formule de Wallis à la suite de sommations, ne pement
fournir qu'une première approximation.

De la forme même de //0 et de celle de cp dans le cas d'un parallélépi-
pède, on peut déduire la dénivellation, en laissant la largeur (a) finie,
et en donnant à [b et c, longueur et profondeur) des valeurs infinies.

On remarque enfin que si l'on veut — dans un canal illimité en
longueur —, en supposant la profondeur très grande sans être considé-
rable, étudier le potentiel et la dénivellation en un point ( . r , j , z) tel

que - soit petit, on peut dans l'expression de <A»V remplacer e~tu

par e-
M*+4t"> e t encore par <?~*f2' en première approximation.

On voit aussi que l'on pourrait de même, dans le cas d'un vase ayant
la forme d'un parallélépipède de grande profondeur et dans l'hypothèse

de 2 petit, introduire à la place de cÂ v l'expression

4

Ces considérations pourraient encore trouver leur application si la
particule considérée était voisine du fond.

Retour sur Fètude des ondes par émersion dans un canal de largeur ay

limité par deux parois verticales parallèles.

On a vu que le potentiel dans le cas d'un milieu indéfini, en
supposant que Ton s'en tienne à un seul élément dq immergé à
l'origine des coordonnées, et en supposant ç et r, négligeables devant
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x^jTyZ, a pour valeur la série

Dans le cas d'un canal de largeur a7 il suffit, comme on l'a vu

précédemment, d'introduire les images du corps réel par rapport aux

parois, pour ramener l 'étude envisagée à celles des ondes d'émersion

dans un milieu indéfini ; on associe en l'occurrence au potentiel cp0 les

potentiels cp_A, op_A + 4, . . . , ©_,, cp43 . . . , cpA afférents aux différentes

images, avec
tdq ^1 t^
27T

Si l'on veut avoir la valeur du potentiel total, il suffira de grouper
tous les termes de rang n dans les potentiels partiels, et de faire croître
n indéfiniment, c'est-à-dire de prendre

A"=s<-J)" ( „ + 2 ) ( „
Comme | Pn + I (cos9fr) |^ 1, l'expression An en valeur absolue est

plus petite que

avec />=^

Eu égard au changement de variable

y — ka = RA, avec R = y7^2

cette dernière intégrale peut s'écrire

et en remplaçant X par tang^, on trouve de suite qu'elle a pour valeur

_ _ _ ^ ^ „„„^...... . . - ƒ nneïl ||i ri VI
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Grâce à la formule de Wallis, on remarque que, pour n = 2/? H- 1,
cette intégrale s'exprime ainsi qu'il suit :

pour n = 2/;,
F ' f î £ * P + < ( 2 J 0 î ) ( 2 / ? — 3 ) . . . 1 7 :

avçc A = (/ î- j-a)(/ ï-h3) ... (2A/ H- 1).
La dénivellation aura pour valeur

avec

à condition de faire croître indéfiniment le nombre des images.
Tout se passe comme si la particule fluide située en M subissait

d'abord l'influence du corps, puis celle de chacune de ses images ; il
est évident que le mouvement, en vex̂ tu de ce qui a été dit précé-
demment, est uniformément accéléré, sur toute droite joignant M au
corps et à ses images.

Si donc on faisait intervenir des mobiles partant du corps et des
images k, avec la même accélération finie y, on remarquerait que le
premier mobile partant du corps à l'origine des temps arriverait en M
au bout du temps t, alors que celui issu de l'image k n'y passerait
qu'au temps tk tel que

'h V ' 0 *

On conçoit fort bien que Ton peut répéter pour la dénivellation ce
que Ton a, dit au sujet du potentiel des vitesses représenté par ScpA, et
par suite étudier la dénivellation en un point de la surface, et la
dénivellation en un point de la masse quelconque, toujours dans
l'hypothèse particulière du corps réduit à un élément dq.

RISSER. T8
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Dénivellation à la surface. — Cette dénivellation dans le cas d*un
milieu indéfini, de profondeur infinie, est représentée par

dq (i i i ï

y 2 . 5Y3 '" ( 2 . 4 . 6 . . . 2 /n) (2m + 3 ) ( 2 / n - ^ o) . . .(4'w -*- 0 y2

1 £avec - = - -y ou encore
r

27t A^ ( 2 . 4 . . . %m) ( 2 T O + 3 ) . . . ( / i m + i ) r 2 m + 3

La dénivellation de la particule fluide (#,ƒ,«), située dans un canal,
aura pour valeur une série dont le terme de rang m sera représenté par
l'expression

(> 2 \ 2/ra-H

3). . . ( 4

où l'on fera K infini.
Si Ton remplace

par sa valeur approchée

qui n'est autre que

comme on le voit en se reportant aux calculs de la page 1S0, il en
résulte que le coefficient du miéme terme de h a pour valeur

( fl\ 2m+i

% j 2 1 m 2 m —-2 'À

2it ( 2. 4.6 • • • 2 m ) ( 2 m -h 3 ) . . . { \ m -\- 1 ) a RJ" i+- 2 m -f-1 2 /?? — J 3
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ou encore

Or la formule trouvée par Cauchy, Poisson et M. Boussïnesq dans
le cas de deux dimensions, et que M. Rousier a déduit de la formule
(i 5 bis) [voir page f\o de sa Thèse)

r- / t- \ » / *'

i 1 .3 .5 i . 3 . 5 . ^ . ()

diffère de celle que nous venons de trouver par la substitution de

-O h zw~^ comme —- et -g sont assimilables à une longueur, on peut

dire que les deux formules se correspondent.

Le cas relatif à 6 = - conduit en définitive, après le changement de
Q ƒ

^ en ;r]5 -̂; à une formule identique pour la dénivellation, à celle

produite par l'émersion d'un cylindre dont les génératrices* sont
perpendiculaires à l'axe du canal et qui occupe toute la largeur du
canal,et cela toutes les fois que Ton considère des particules fluides
situées à la surface du canal loin du corps réel et par suite aussi
des corps fictifs.

Dénivellation en un point x,y,z. — Nous avons vu d'une part que
la dénivellation avait pour valeur

" • = â 2 < - • > " ? ^ p

et d'autre part que le polynôme de Legendre d'ordre (/i-hi) est
représenté par l'expression

2 . 4 . 6 . . . ( a n H - 2 ) dln+< LV ; J*
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Il s'ensuit que P r t+I peut s'écrire

avec cosÖj — — ?
/'t

ou encore

où A n'est autre que le produit [ (an-h 42 — %p) , . . ( / i + a — ̂
L'élément figuratif de t'l\ dans l'expression de la dénivellation

totale, est donc défini par
2 i~ + iv

= 0 i~— K

Si l'on substitue à la deuxième sommation correspondant aux
différentes valeurs de Î, une valeur approchée représentée par un
terme constant multiplié par une intégrale simple,

on remarque que l'on peut transformer la valeur de l'élément figuratif
de fn ci-dessus envisagé.

Comme l'intégrale proprement dite a pour valeur

2 71

on voit en définitive que le terme afférent à t2n a pour valeur

. 2 . 4 . 6 . . .(2 7 l - { ~ 2 y 1 ^ t ~ f l 2n\ K

i n — 2p + 1
/ —

Si l'on pose cos 6 = ^ on constate que l'expression précédente
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s'écrit ainsi qu'il suit :

x s(
'2 71 2p + I

Tenant compte de ce que le produit des nombres impairs de i à
2 // — â p +- i, peut s'écrire

; i I ( 2 /i — 2 O + 1 ) !
f) »^ t _ | —— cy M-) j y p _ J * L_2 «

et aussi de ce que la quantité A peut être remplacée par

('m -t-1 — ip)\
<2(n-\-i — âp)y— y

on constate que

( / l - H 2 ) . . . 2 / l 2 . 4 . 6 . . .

est équivalent à
1 1 1 , . (n — p ) •!

La forme générale du développement de la dénivellation est la
suivante1 :

(— j)/ ; I ( n — p)\ n+i-<>

alors que dans an milieu indéfini elle était représentée par

n

La sommation afférente aux valeurs entières de /; de o à l'entier

( ou à Tentier le plus x^approché de ^-~- ) remplace donc le

polynôme de Legendre d'ordre \^n + i).
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Remarque. — La méthode qui réside dans la substitution d'intégrales
à certaines expressions S, [calcul de la dénivellation à la surface
et en un point quelconque (p. i3o à i35)] , ne peut donner qu'une
première approximation, car elle conduit à cette conséquence, que,
pour toutes les particules fluides, la dénivellation est indépendante de
leur coordonnée )% alors que la méthode qui réside dans la déter-

mination de hQ par les conditions A/?,0 = o, ^ 0 aux parois, et

ensuite dans le développement de cp en série, est la seule qui mette
nettement en évidence l'influence de la largeur du canal, et qui tienne
compte de la position de la particule fluide.

11 nous a semblé utile de faire une application des formules donnant
la valeur de la dénivellation en un point {x^y. z) à l'intérieur : i° d'une
nappe indéfinie ; 20 d'un canal de largeur a.

Nous avons supposé que, dans le premier cas, la particule fluide se
trouvait initialement placée sur une droite inclinée de 6o° sur la
verticale.

On sait qu'en l'occurrence on a :

„ d9 [p _ ' > + i f ^ „ < " A + 'S P '

avec
2COS-0 — 1

r { =
cosG(5cos29 — 3

cos (9 — 3o cos J0-l-JT cosQ(3i5 cos'Û —- 3 )o cos-0 + 70)
= ^ ^ ,-

3405 ros(i0 — 1725 cos^ö -h 1 Ô-JÔ cob29 — 73
j G = — — — — — )

En posan t — = i = X, et en calculant les valeurs de P l ? P 2 , P 3 , P

P 5 , PG, . . . , p o u r Ô -^? on t rouve p o u r la déuivel la thm

/ ( ,

~
dq 20X'37X'

5~67ib f 6T7T
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quant à la dérixée -y y elle a pour valeuv

Les zéros de la série entre parenthèses ( afférente à -y- j

correspondent à
)H = o , 3 i , A 2 = a, 8a,

pour lesquels on trouve

Ai = — ^ x 0 ,269, *i = » ) 7 9 \ / ' * (X, = o , 3 i ) ,

/i2 = - ï-t x 0, 139, ^0== o^S'j \/r (A 2 = 2 , 8 2 ) .

Supposons maintenant que nous opérions dans un canal de largeur
a = 2, toujours dans l'hypothèse où le corps serait réduit à un élément
dm, la particule fluide étant située sur une droite inclinée de 6o° sur la
verticale avec

On fera en ce cas usage pour la détermination de la dénivellation de
la formule approchée

avec
A = I . 3 . J . . . ( ' > , / ? i) = % 11 — \ , ?. = '«!, / = y # - + Z2 , COS B = -y •

On pourrait faire prendre à J? toutes les \aleurs comprises entre

o et y/3, a\ec tv
2-\-ty

2= 3 ; nous n'avons effectué les calculs que dans

les hypothèses œ=o et ,r=^\/3^ correspondant à deux azimuts

rectangulaires o et - •
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Premiere hypothese :

a = 2 , / = !, ö

S30 C0S6

Rn ce cas,

h = \l + + . . . .

Alors que dans le cas d'un milieu indéfini, on trouve pour r = u :

(avec A, = o, 3 i ) /*, = —^ X 0 , 0 6 7 3 , ^ = J , ̂ ^ ;

(avec ÀO = 2,8'-i) A2 = — ^ x o ,o348 , « J = 11, ^8 ,

les valeurs de la dénivellation dans un canal de largeur 2, au bout des

temps y/i ,2^ et y i 1,28, sont égales à

o, 2^7. avec t{ — \ / T , 24;

^1C2 = — X o, 176, avec t*= \* 1 T, 28,
71

la particule fluide étant située au point x = o, j = y/3, 5 = 1 ; on fera
remarquer que pour le calcul de ,3C2, on a du pousser les calculs

jusqu'au terme en ( y ) ? en raison de la faible convergence de la série.

Deuxième hypothese. — Si l'on fait maintenant y = o, ,'t* = y/3, on

voit que Z = a, et cos0 = - ; les calculs conduisent assez vite pour les
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dénivellations de la particule aux valeurs

dq
23C, = — x o, i56, avec t4 = \ i ,24;

23C2 — —? x o ; o 3 5 , a v e c f j j = \ / i 1 , 2 8 .

Note complémentaire au sujet du mouvement des particules
autour de leur position d'équilibre, 'dans le cas des ondes cylindriques.

Je me propose dans cette Note de donner une image du mouvement
des particules fluides autour de leur position d'équilibre, dans le cas
classique des ondes cylindriques.

On a vu précédemment que le potentiel des vitesses est représenté
en l'occurrence par Texpi^ession

cp = ƒ / ƒ ;a) e~az cosa(x — a) =—-dada,

en prenant g = i.
Or si l'on choisit pour ƒ (a) la fonction H ( i — j ? on peut, après

le changement de variable a = — > développer/ entre — TZ et -\~iz en

une série de cosinus
oc

i — '~ = — 4- ^ Am cosm )
i

avec

ou encore

2 ° 3

On peut par suite remplacer cp par

2„ , 4H

BISSER T9
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et l'on est conduit à rechercher les caractéristiques du mouvement
défini par un potentiel partiel des vitesses égal à

4 H e~mz cosmx sin(t\/m)
TZ'

à ce potentiel correspondent les composantes de la vitesse

dxm àom 4H e~mz sinmcù sin ( t \/m ) *
dt ôx " 7T- 4

dzm dom \U e' mz cos m x sin ( t \J m )
~~7Tt ~~ àz ~~ ~" T.- ~ ' j "̂̂ ~

et
iHe~mzcosmxcos(t\/m)

dt') ~ i ? ~ m'2

qui, pour t = z = o, devient —-

L'équation du mouvement de la particule, qui, au temps t — o après
que l'on aura enlevé le corps, occupera la position (,r0, ZO-H-ÏIO), S

définie par

<*« ._ dz 4H _:_. ,-;\JS_ 4H

Or, si Ton pose e~mzsinmx -= X, on a immédiatement

— sin m x dz ) = o,

en vertu de l'égalité des deux premiers rapports, d'où A = À0; si la
particule à l'instant t occupe la position *ro-f- ç, zo-f- ri? on a par suite

ou encore

sin m (,270 H- ?)

qui représente la trajectoire de la particule, afférente au potentie

partiel envisagé, avec une dénivellation initiale au-dessous de z0 définie

par -̂ —ö e~m** cos mx\.
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Ce mode de représentation du mouvement peut à son tour être
remplacé par un au're plus simple qui met en évidence des trajectoires
circulaires.

En effet, écrivons

A cos ma? sin( t dm) À m tr~mz c . / /— \ • / /—
om= Ame~mz --- -=r——— — -j=r \sm\t\/m -J- m oc) -r sin( t \/m —

y m 3 \i
i m

avec ATO== (— iy«+l _i—», e t remplaçons-y x par x\ — ; nous voyons

alors que

?e~mz\cos(m%{ — t \/m ) — cos(m# t + t sjm)\.

M. Nau a montré que la trajectoire d'un point matériel, dont le
mouvement est censé dépendre du potentiel des vitesses

Xe

est donnée par l'équation

dx h

i /
V a2 d,2

où zQ est l'ordonnée initiale du point mobile, positive vers le bas, et
les axes ayant été transportés parallèlement à eux-mêmes de façon que
pour t = o, x et z soient nuls (' ).

En négligeante à côté dez0, M. Nau retrouve les lois de Gerstner
et constate que chaque particule fluide décrit, avec une vitesse

angulaire constante égale à &, un cercle de rayon j~-o} en seconde

(*) Voir Thèse, 1897 (Formation et extinction du clapotis, p. 16) et Compte rendu du

IVe Congrès scientifique international des catholiques à Fribourg, août 189- (Recherche

des trajectoires dans le mouvement régi par le potentiel des vitesses

3> ™ <JU e~az cos(ax— bt).
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approximation, le mouvement est représenté par le système

h . . , r h . , . a/i2 . , . ah? . . b
-f\ = sinA, ±:ç = (i — cosA) —sinAcosA H — A, avec h=

Faisant état de ces résultats, on remarque qu'au potentiel cp(

correspond un cercle, et à cp2w

o2m=z — Am e~mz cos(mxK ~h t\/m)

correspond un deuxième cercle, symétrique du précédent par rapport
à Taxe des x%.

Revenons maintenant à l'expression du potentiel des vitesses

t\n+* cos (2 7i -f- 2 ) 0 t*n+* c o s ( a n + 3 ) 9

f \ n ~-\- 3 (oJr)2n+i l\n + 5 (2r)Hf2

et formons -^ ; on voit de suite que

_— __̂  / s i n t ) —f—
àx Te/* (

S M fi
d%

lr

rr^ i t/6 J3 dr x \ i

Tenant compte de ce que — = —? — = - , on voit après quelques
^ réductions que

t2 Yu+i (2n 4- 2) sin(2/i-j-3)9
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et de même

do S t ( ;

•] 1

Or si Ton suppose la particule fluide suffisamment éloignée de la
zone d'ébranlement, et que Ton soit au début du mouvement, on peut
en première approximation, dansles expressions des composantes de
la vitesse, ne considérer que

dx de Si . ,
dt dl T.r*

En ce cas l'équation caractéristique du,mouvement est définie par

dx dz dx dz
f T — ri1 o u = ~ T>*

M n 2 0 COS 11 IT Z Z - - X-

qui s'intègre immédiatement en posant» x = y^z ; en effet, Téquation
précédente devient

, / I 'i\K \ dz
d\X\ i J = :

On en déduit

et

équation représentative d'un cercle.
On trouve immédiatement la valeur de la constante C, 'en se

rappelant qu'au temps t — o

ei z = iîo



Si nous supposons que le temps écoulé depuis l'origine du
mouvement ne soit pas petit, de telle façon que Ton ne puisse plus

négliger les puissances successives de — > on peut, en employant la

méthode des approximations successives, intégrer les équations du
mouvement.

La valeur de r2, qui est égale à x\ -h z\ -+- 2 (ç#0 -h 7iz0) -h ç2 -h r,2,
peut, en ne faisant intervenir que les termes finis et les termes du
premier ordre (si l'on admet que ç et % sont petits devant ,r0 et z0),
être réprésentée en première approximation par

r ' + ^ c J o + T,.-,,) ou /-5 1 ^ o
L ' n J

Ceci étant, on T'ésoudra d'abord le système

clt

f — 1 ( •>. « + •>, i

L " 4V+Ï
•>,jsin(ü« + .-5)9

O
/ /2 \ 2U + 2

[•in -f- ó) ssiiK 2/i + 1)6

ou
— — — — - ^ ( ̂ -v t 10, / o, f ) o

en prenant

o J

et en faisant Ie changement de \ariable f = T, le système précédent se
ramene au suivant :

c

r* J
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La deuxième approximation sera obtenue en résolvant le système

-— — ——— S ^ ^ M*u '"., T),

J
avec

et ainsi de suite.
Montrons maintenant comment l'on peut résoudre l'un quelconque

de ses systèmes ;.posons à cet effet

_——-_ ^ ^ i) __„. fi Q ^ _ ^ 7— ^ _ [3 - — p 1 !

0 0 J tl 0 0

on voit alors que les équations s'écrivent :

'0

En dérivant la première par rapport à T, on trouve

- A; ;

cette dernière équation se transforme ainsi qu'il suit en tenant
compte de (i) :

OU

A; p + %Hp A, + qBt ) = A, A; Ç'.

Si Ton substitue à ^ la variable définie par ^ = U, on remarquie que

l'équation précédente se réduit à



ï 46 R. HISSER.

OU

soit
dû , A;

équation linéaire qui donne U.

On en déduit £ = / -4= cTT et TJ ; les constantes seront calculées en

tenant compte de ce que, pour T = o, ç = o etr, = T , 0 ; onn'ad'ailleurs
intégré le premier système et les suivants qu'en supposant ç£- et ril petits
devant x0 et ^0.

Or, lorsque le mouvement est sur le point de s'éteindre, on peut, en
utilisant une forme du potentiel donnée par4 Poisson, correspondant à

un développement suivant les puissances successives de - (où Ton

fait g=i):

TZt l ^ t*

étudier la nature du mouvement.
Rn effet, on a

dx 48 S x
In = ;

dz 4S

l'intégration de ce système donne

et

car, pour t intîni, x = œ0 etz = z0.
Or, en revenant aux notations habituelles
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on remarque que l'équation précédente peut encore s'écrire

J_ — }_ i l i __ ̂ ï . 2

c'est-à-dire en ne conservant que les termes du premier et du second
ordre

la courbe représentative du mouvement est une ellipse dont les
dimensions sont finies.




