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Premiére These

Sur les solutions discontinues dans le calcul
des variations.

Introduction.

Soit f(x, y, y’) une fonction des trois variables qui est continue,
ainsi que ses dérivées partielles jusqu’s celles du troisiéme ordre, tant
que le point (x,y) reste dans une région connexe du plan R et pour

ly

toutes les valeurs finies de 4’ — %7 . Soit encore donné I’ensemble 9t des
Y dx

courbes continues, joignant les deux points donnés P, (x,,¥,) et P, (x,,¥,),
qui satisfont aux conditions connues de régularité (continuité, existence
des dérivées, etc) et qui sont situées & lintérieur de la région R.

Le probléme général du calcul des variations peut étre formulé ainsi:

Parms les courbes de I’ensemble N en trouver une telle que Vintégrale

szf(x3 Z/,y’)dx
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prise le long de celte courbe ait une valeur plus petite ou plus grande
que le long de toute autre courbe de cet ensemble.

On sait que les extrémales satisfont & I’équation d’Euler

d
fy—azfv=0-
En outre si la courbe continue cherchée est anguleuse, les directions des
tangentes aux points anguleux vérifient les deux relations suivantes:

f(xo» Yo y(;) - Z/é fy' (%s Yo» y(;) = f(xo’ Yo ?76) - .17(; fl/'(xoy Yo> ?7(;)
fl/'(xov Yo» 3/(;) = fy'(xox Yo» ?7(;) s
Yo et ¥, étant les coefficients angulaires des tangentes aux deux arcs
d’extrémale au point (z,, y,) ol ces arcs se rejoignent.

Mais il y a des problémes ou aucune courbe continue ne rend I'inté-
grale minimum tandis qu’il existe des courbes discontinues, c’est-a-dire
présentant des sauts brusques, qui fournissent un vrali minimum de Pinté-
grale dans un sens bien déterminé. Cest de ces solutions discontinues
que nous allons nous occuper dans ce travail. Pour bien comprendre le
probléme, prenons I'exemple bien connu de Weierstrass:

Soit & trouver la valeur minimum de P’intégrale
+1
J=[ay"da
=1

prise le long d’une courbe continue, joignant les deux points P, et P,
de coordonnées (— 1, a), (1,d); a étant distinct de 4. Il n’existe aucune
extrémale continue joignant les deux points P, et P,. Mais la limite in-
férieure de Pintégrale J est égale & zéro. En effet, en désignant par &
une constante, envisageons la fonction:

4
@ arctg 3

a+b b—

arctg %

La courbe représentée par cette équation passe par les deux points P, et
P,. Quand on met & la place de y la fonction précédente, on obtient le
résultat suivant:

2 arctg%

Donce J sera aussi petit que lon voudra si & est pris lui-méme assez
petit. La limite inférieure de I'intégrale est donc bien nulle. Mais d’autre
part quelle que soit % courbe continue joignant les deux points P, et P,,
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la valeur de Pintégrale J prise suivant cette courbe ne peut &tre nulle.
On en conclut que le probléme proposé n’admet pas de solution continue.

Mais quand & tend vers zéro, on a & la limite

y=a z <0,

y==>b x>0,
at+b .

Yy=— z=0.

C’est cette fonction discontinue qui fournit pour lintégrale de Weierstrass
la valeur minimum zéro. On voit donc que pour le probléme de Weierstrass
Pextrémale est discontinue et présente un point de discontinuité de premiére
espéce.

En général, quand le probléme donné n’admet pas de solution con-
tinue, vu la nature de la fonction f, il y a lieu d’élargir I’énoncé du
probléme par Dintroduction de courbes discontinues ayant des points de
discontinuité de premiére espéce. Ces solutions seront dites solutions dis-
continues?).

Le but de ce travail est de trouver pour le probléme donné I’ex-
trémale discontinue ayant wn point de discontinuité de premiére espéce,
qui passe par deux points donnés P, et P, et de déterminer les conditions
nécessaires et suffisantes de I’extremum pour ces solutions. Mais pour que
cette généralisation ait un sens et une raison, les extrémales discontinues
doivent &tre d’une nature spéciale:

La courbe discontinue ayant un point de discontinuité de premiére
espéce est la limite d’une suite de courbes continues. Appelons courbes
d'approximation les courbes continues qui tendent vers Pextrémale discon-
tinue. Comparons l’intégrale J prise le long de lextrémale discontinue
& la méme intégrale prise le long des courbes d’approximation. II ne
suffit pas de Sassurer que la premiére intégrale soit plus petite que les
derniéres, ¢l faut encore que parmi celles-ci il y en ait qui sapprochent
autant qu’on veut de la premiére. Ce n’est que des courbes de ce genre-
4 que nous tenons compte comme courbes de comparaison continues.
Nous les appelons courbes d’approximation admissibles. Par exemple pour
le probléme de la moindre distance nous verrons (page 11) qu’il n’existe

1) On a I’habitude, dans le calcul des variations, d’appeler discontinues les extré-
males continues & points anguleux. Cette dénomination qui a passé dans presque tous
les traités ne nous semble plus tenable du moment qu’on introduit de vraies courbes
discontinues. C’est pourquoi nous préférons appeler anguleuses ces extrémales en
réservant le nom de solutions discontinues aux nédtres.

1*
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pas de courbes d’approximation admissibles et par conséquent pour ce
probléme les solutions discontinues n’ont pas de sens. Pour le probléme
de Weierstrass la condition énoncée est satisfaite, c’est pourquoi les
solutions discontinues y ont un sens.

Nous diviserons ’exposé en deux parties. Dans la premiére partie
nous développerons les conditions nécessaires pour le minimum. La seconde
partie sera consacrée aux conditions suffisantes. A la fin de cet exposé,
nous donnerons deux exemples de ce genre de problémes. Il ne sera question
dans la suite que du premier des deux extrema, minimum et maximum.

Je dois & M. E. Vessiot quelques remarques trés précieuses au point
de vue de la rigueur de certaines notions. Je lui adresse ma reconnais-
sance respectueuse.

Je suis profondément reconnaisant & M. O. Blumenthal qui a été le
premier & s’intéresser a mes recherches exposées dans ce travail. Il m’a
donné des conseils trés précieux pour le travail. Je suis heureux de lui
adresser mes plus affectueux remerciements.

1. Conditions nécessaires.
A. Conditions du premier ordre.

1. Nous prenons I’équation générale des courbes discontinues sous
la forme

y=1y(=), v, Zx< 7,
ou la fonction y(x) présente dans Pintervalle (z,,,) un point de dis-
continuité de premiere espéce x = x,. Dans les intervalles

@ S @ < @, T < T S @y

elle est continue, aucune des tangentes n’est paralléle & I’axe des y, et
le coefficient angulaire y’(x) reste toujours borné.

La courbe représentée par I’équation y = y(x) se compose de deux
arcs de courbes continues telles que P, R,, R, P,, qui ne se rejoignent
pas (fig. 1); la valeur de y qui correspond & I'abscisse x, du point de
discontinuité peut étre quelconque, parce qu’elle n’influe nullement sur la
valeur de D’intégrale prise le long de la courbe correspondante. Nous
appelons les points ou a lieu la rupture de ces courbes continues: points
de rupture.

L’intégrale
Sz, y(2), ¥ (2) de
%y
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prise le long d’une courbe discontinue est la somme de deux intégrales

Sz, y @), 9" @) de+ [ f(2, y(2), ¥ () de.

Dans chaque intervalle partiel y(x) est continue et y’(x) est bornée;
par conséquent l'intégrale a une valeur finie. Nous écrirons cette inté-
grale Jg en indiquant la courbe € le long de laquelle elle est prise.

Dans la théorie figurent en outre des courbes continues dont nous
déterminerons la forme dans le n° suivant.

2. Définissons maintenant le voisinage de l’extrémale discontinue,
dans lequel doivent étre situées toute autre courbe discontinue analogue
et toutes les courbes continues de comparaison joignant les deux points
donnés P, (x;, y,), Py(x,, ¥s)-

Soit
=Y, () v, Sz <z,
& =
’ Y ¢O(m){=yo(x) Ty <& S,

Péquation de Iextrémale discontinue du probléme; x =z, le point de
discontinuité; R, (zy, ¥,), Ro(Z,. #,) ses points de rupture. Considérons
le trait bris¢ P, R, R, P, composé '
des deux arcs continus P, R, R, P,
de notre extrémale et du segment
vertical R, R,. Formons un do-
maine tel qu’a chacun de ses points
(,y) correspond un point (z°, y°)
du trait brisé dont la distance &
(z, y) soit plus petite qu'une quan-
tité donnée o. Ainsi nous formons
la région R, ombrée sur la figure,
dans laquelle doit étre située toute Fig. 1.

courbe continue de comparaison et

toute courbe discontinue analogue ayant les points de rupture dans les
cercles de rayon @ décrit autour des points R,, R, et joignant les points
extrémes P, , P,.

Nous pouvons maintenant déterminer la forme des courbes continues
de comparaison d’une fagon précise.

Soit € (P, K K P,) une courbe discontinue quelconque de la région R,
joignant les deux points extrémes P,, P,. K, K étant ses points de
tupture et X%, leur abscisse commune.
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La forme des courbes en question est celle des courbes continues de
la région R, joignant les mémes points extrémes et se rapprochant de
plus en plus de la ligne brisée P, K K P, de sorte quaucune des tangentes
ne soit paralléle & I’axe des x. Nous dirons briévement que ces courbes
tendent vers €.

Soit

y=o,(x)
I’équation d’une courbe pareille 4, choisissons une succession de nombres
positifs &, décroissant et tendant vers zéro. Il est facile de voir d’aprés
la définition mentionnée tout & I'heure que la dérivée w,(z) n’est pas
bornée dans lintervalle (Z,— ¢,, T,+ ¢,) lorsque n tend vers Dinfini.

L’arc de la courbe A, dans l'intervalle (Z, —¢,, %, + ¢,) joue le réle
prépondérant pour la détermination des formes possibles de la fonction f
correspondant au probléme & résoudre. Nous appellerons cet arc la chute
de la courbe .

2bis, Tes méthodes du calcul des variations ne nous permettent d’ad-
mettre comme courbes de comparaison continues que des courbes qui vérifient
la condition analogue & celle mentionnée pour les courbes d’approximation
dans PIntroduction. C’est-a-dire, soit {1, } un ensemble de courbes continues
de la région R, tendant vers une courbe discontinue € quelconque de la
méme région. (En particulier la courbe € est extrémale &, lorsque {1}
est un ensemble de courbes d’approximation.) Il s’agit de trouver un mini-
mum dans le champ de tous les ensembles {1} et des courbes discontinues
correspondantes € telles que I'intégrale J prise suivant 4, s’approche autant
qu'on veut de la valeur de la méme intégrale prise suivant la ligne €.
Ce ne sont que des courbes 1, de ce genre et des courbes discontinues €
correspondantes que nous admettons comme courbes de comparaison. Nous
les appelons courbes de comparaison admissibles.

Nous dirons donc que la ligne discontinue €, fournit un minimum
relatef de Uintégrale J, si la valeur de cette intégrale, prise suivant la
ligne €, est plus petite que pour toute autre courbe discontinue analogue
admissible ou toute courbe continue admissible joignant les deux points
donnés P, et P, et située tout entiére dans la région R, .

De cette définition on déduit la premiére condition & laquelle doit
satisfaire la ligne .

Pour que la ligne €, donne un minimum relatif de Pintégrale J il
est nécessaire que les arcs P, R,, R P, soient des courbes extrémales
(courbes d’Euler) vérifiant toutes les conditions du minimum ordinaire.
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3. Nous allons tout d’abord résoudre la question fondamentale:

Sous quelle condition Uintégrale J prise suivant la courbe d’approxi-
mation peut-elle approcher autant quwon veut de la valeur de la méme
intégrale prise survant Uextrémale .

Soit {4,} I'ensemble des courbes d’approximation admissibles et

y=o,(2)
Péquation de la courbe 1,. Dés lors on a
(1) lim 4 J, = lim (J;, — Jg,) =0,
ou bien ! i
lim ff (z, wal( )dx—ff(x o (), @g(2))de.
n->o 3

Soit en outre (x,—e¢,, ¥,+¢,) lintervalle de Ila chute et
K(zxy—¢,, Yo+ 1), K(x,+¢,, §,-+7) les points de la courbe 1, cor-
respondant aux abscisses z, — ¢,, ¥, 4 ¢,. Joignons les points P,, K et
K, P, par les courbes extrémales voisines P, K, K P, (fig. 9, n° 26).
Il est évident que la courbe L, (P, KK P,) formée de ces deux arcs et
ayant la méme chute est une courbe d’approximation. Donc & ’ensemble {4, }
correspond lensemble {L, } ainsi formé.

Pour que les méthodes du calcul des variations soient applicables
dans le cas du probléme & résoudre, nous devons nécessairement admettre
que pour le minimum on doive avoir & la fois

Ji, — Jo, = Jr, — Jg, = 0,

c’est-a-dire, au point de vue de la recherche des conditions nécessaires et
suffisantes il faut que les deux champs {1,} et {L, } soient équivalents.

Appelons y = ¢, () I’équation de la courbe L,. En tenant compte
des derniéres inégalités et de I’équation (1) on en déduit la condition
suivante nécessaire pour que le probléme posé soit résoluble

lim (JL,. — J(go)
(2) . n—>» o .
=lim [ [ (2, 9,(2), @a (@) dz — [ {(2, po(®), 96 (2))dz] = 0.

n—>w

Donc si {4,} est un ensemble de courbes d’approximation admissibles,
Pensemble correspondant {L } doit étre également admissible.

D’autre part, si n est un nombre positif arbitrairement petit les
deux courbes L, et ©, & partir d’'une certaine valeur de n auront entre
elles en dehors de lintervalle (z,— ¢,, 2,1+ ¢,) un voisinage d’ordre 1
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défini par ce nombre 7.%) Cest-a-dire & un nombre positif n aussi petst
qu'il soit on peut faire correspondre un autre mombre entier N tel que
pour n > N on ail

(n) lp.(2) — ()| <n,  |oga(z)—@i(2)]<n

pourvu que x appartienne & Vintervalle (x,, x,—¢,) ou & (2, ¢,, Z,).

Cela posé, nous allons démontrer que la condition mentionnée ci-dessus
équivaut & la suivante:

Lintégrale J prise suivant la chute de la courbe dapproximation
admissible doit tendre vers zéro.

Il est aisé de voir que cette condition est suffisante. Démontrons
qu’elle est aussi nécessaire.

Considérons I'intégrale J prise suivant la chute de la courbe 1,. Comme
la courbe L, a la méme chute, par suite on peut écrire

' snf(x, w, (), w, (z)) dz
= 1@, 7. (@), 0 (@) dz = [1(2, 90(2), 7} (2)) do

Zo — En

— [ (=, 0.(2), 94 () — f(@, 9o (@), ) (2))] da

Zy

— [ (@, 0 (@), 0 (2)) = £(2, g0 (@), @) (2))] dz

Zo+en
Zo+ &n
+ I 1@ 0 (@), g(2) da,
d’ou vient
Zo + &n
| (= 0,(), o) (2) de |
< Lff(x, . (%), @) (2)) d2 — [f(2, @, (2), 4 (2)) dz |

+1 [ (1= 9.), 21 @) = 1(2, 90 (2), 95 (2))] d]

| T 90(@)s 0L(@) — 12 00 (2), 9} (2))] di]

Zo—¢&n

T, + &a

+| [ fe g0 (2), @) (2)) dz|.

To— &pn

?) Hadamard, Legons sur le calcul des variations, p.49.
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D’aprés les inégalités () et I’équation (2), chaque terme du second
membre sera aussi petit qu'on voudra pour n assez grand. Il en sera de
méme du premier membre c’est-a-dire

Zo+ &q

(A) lim [ f(z, w,(2), o, (2)) dz =0,

N> Ty — &

et notre proposition est démontrée.

Considérons maintenant 1’ensemble {1, } des courbes continues tendant
vers une courbe discontinue quelconque € de la région R,.

D’une fagon analogue on peut démontrer que la condition nécessaire
et suffisante pour que les courbes {1,} et la courbe correspondante &
solent admissibles est la suivante:

— Zo + &n
(A) lim [ f(z,@,(2), @, (x))dz =0,
N>% To— &g
ol y=uw,(x) est ’équation de la courbe 1 et z =%, le point de dis-
continuité de la courbe .

4. On voit donc que la question de lexistence des courbes con-
tinues admissibles se rameéne & celle des courbes discontinues admissibles,
c’est-a-dire a l’existence des valeurs de Z, pour lesquelles la condition
fondamentale (A) est satisfaite (points de discontinuité admissibles).

Il y a deux cas a distinguer. Ou la condition (A) peut étre satisfaite
pour un ensemble continu de valeurs de Z,, ou bienil n’y a que des valeurs
isolées de Z,.%) Par exemple pour le probléme que nous donnons & la fin
de notre travail

Jsin(yy’) da

Pabscisse Z, du point de discontinuité admissible est absolument arbitraire,
tandis que pour le probléme de Weierstrass, il n’y a qu’un seul point de
discontinuité admissible Z, = 0.

\

Il y a avantage & exprimer ce raisonnement sous forme géométrique.

Les points de rupture des courbes discontinues admissibles doivent se
trouver dans deux cercles de rayon o décrit autour des points de rupture
R, R, de lextrémale G,.

Dans le premier cas (cas général), nous allons résoudre le probléme
posé lorsque chaque couple de points ayant la méme abscisse, situés a

3 On peut s’assurer qu’il n’y a que ces deux cas & distinguer, au moins en
soumettant la fonction f aux conditions connues de régularité.
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Pintérieur de ces cercles peut servir de points de rupture d’une courbe
discontinue admissible?).

Dans le second cas (cas exceptionnel) les points de rupture en restant
toujours dans les mémes cercles sont tous situés sur la droite z ==z,
qui passe par les points de rupture R, B, de .

4Ms, Il est peu probable qu’on puisse trouver une régle générale
permettant de reconnaitre dans quels cas la condition (A) pourrait é&tre
vérifite. On peut indiquer des régles d’'une application de plus en plus
étendue mais pas de régle générale.

Voici quelques-unes de ces régles.

La condition (A) est vérifiée pour toutes les valeurs %, dans les cas
sutvants:

1°. Lorsque la valeur absolue de la fonction f pour toutes les va-
leurs de x,y,y’ de la région R reste toujours inférieure a un nombre M.
Ainsi par exemple sont les problémes

Ly

Ty
j(—?ixy’—f;))k dzx, jF(x,y) siny’dzx,

Zy

ot G(z,y), F(x,y) sont des fonctions bornées dans la région R; k est
un nombre positif. ’

2°. Lorsque en chaque point d’une droite de coefficient angulaire %

on a

M
lfl<_£7’

k étant un nombre positif inférieur & Punité.
Tel est le cas des problémes

Za 3 o Za Y
J P, g,y )VityPde, [F(z,y,9)(yi—y'?)da
2% z,
F(xz,y,y’) étant une fonction bornée dans la région de régularité R.
4) 11 y a cependant des cas ou les deux points de rupture ne peuvent pas varier

indépendamment 'un de ’autre, mais ou ils sont liés par une relation. On peut le
voir par 'exemple du probléme

b2l
xJ f(y,y’)d=.
,Y’) étant un polyndéme par rapport & y’ et une fonction impaire de y,
y p y
Y polyn Y

c’est-a-dire
=y, 9"V =—1(y, y').
Cette remarque s’applique aussi au cas exceptionnel.
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3°. Dans le cas particulier

f=o(x,y)(ay"+ by +c),
ol a, b, c sont des constantes; ¢ (x,y) étant borné. Pour x constant

appartenant & un certain intervalle (&,,&,), @ (x, y) change de signe au
moins deux fois.

Tel est le probléme

.23

J(Ay*+ By + C)(ay’* + by’ +c)da.

2y

La chute admissible existe lorsque B*® — 4 4( > 0; elle n’existe pas lors-
que B* —440<0.

On peut enfin donner une condition générale pour que I’existence des
courbes continues admissibles soit impossible. Faisons la transformation

=Y, y=X.
Alors on aura

dy 1
dz~ dY
aX
et
Ty + En Yo+ 17
[r@ v, vyae=[vi(r,x L) ax,
Xy — &n Yo+ 1

ou y,~+ 17, J,+ 7 sont les ordonnées des extrémités de la chute d’une
courbe d’approximation.

La différence entre les limites de l’intégrale du second membre tend
vers %, — ¥,- Une pareille forme de I'intégrale nous permet trés souvent
de constater si I’équation (A) pourra étre vérifiée. Par exemple, si la

fonction Y'f <Y, X, %) en gardant un signe constant dépasse une certaine
limite presqie partout dans lintervalle d’intégration, I’équation (A) ne
peut étre satisfaite. Ainsi sont les problémes

T2 29 .
JVi+y%de,  [y¥1+y"da.
z, £

6. Conditions fondamentales. Nous avons dit au n® 2P qu’une solution
discontinue du probléme & résoudre se compose de deux arcs de courbes
extrémales (courbes d’Euler). Il faut en outre que certaines conditions
soient vérifiées aux points de rupture. Pour les obtenir, nous allons
montrer qu’il suffit de comparer l'extrémale &, & toute autre courbe
discontinue admissible de la région R,.
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En effet, soit {1,} un ensemble de courbes continues admissibles
tendant vers une courbe discontinue € de la région R,. Supposons d’abord
que © est différente de G,. En appliquant la définition du minimum, nous
devons avoir

(3) A4 =J; —J, >0, A4J=J;—Jg 20.
Mais d’autre part 4J, peut étre écrit ainsi:
(4:) AJn= J@—J(go"*—(J)—”—J@).

L’expression entre parenthéses du second membre tend vers zéro. Par
conséquent le signe de AJ, pour n suffisamment grand est déterminé par
le signe de la différence Jg — Ji , cest-a-dire, pour n suffisamment grand
la premiére inégalité (3) est une conséquence de la seconde et vice versa
la seconde est aussi une conséquence de la premiére. C.Q.F.D.

Donc au point de vue de la recherche des conditions nécessaires du
minimum le champ des courbes continues admissibles, tant que nous
laissons de coté les courbes d’approximation, équivaut & celui des courbes

discontinues admissibles.

Comparons maintenant P'intégrale J prise suivant l’extrémale discon-
tinue €, & la méme intégrale J prise suivant une courbe discontinue ana-
logue €. Plagons-nous d’abord dans le cas général.

Soit

G y=9() z<z<a,

Péquation de la courbe €, K et K sont ses points de rupture.
Soient

g y=n(2), & y=nu(z)

deux courbes quelconques, qui joignent: la premiére les points R, et K
et la seconde les points R, et K (fig. 2).

Imaginons qu’on déforme I’arc d’in-
4 tégration &, d’une fagon continue & par-
W tir de la position initiale P, R, R,P,,
| les origines P, et P, restant fixes, de
| facon que R, et B,, ayant toujours la
5% méme abscisse, se déplacent respec-
tivement sur € et €. On peut passer
! de €, & € par cette déformation con-
| Z tinue. Désignons une fois pour toutes
Fig. 2. par yg, Y, les coefficients angulaires des
tangentes en R, et B, & 1’extrémale &, .

N

1)
|
[
[

XN

VA
s
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D’aprés les formules générales, on aura pour ce déplacement infiniment petit

6‘]@0 =e[f(xo+ 0, ¥y» %) — (% — 0, Yo Yo) — ¥ fy’(‘”o + 0, ¥o» ¥o)
+ Yo fy (%o — 05 Yos ¥g) + 0" (%) fyy (%0 +- 0, Yo o)
- ﬁ'(xo)f,,'(xo — 0, ¥ Z/(’))]
Mais les courbes € et £ sont absolument arbitraires et par consé-
quent n’(z) et %'(x) sont aussi arbitraires. D’aprés cela, et en tenant
compte de la continuité de la fonction f et de ses dérivées, on peut

ramener la condition nécessaire pour le minimum aux trois équations
suivantes:

f(x()a yo, Z/(')) = f(xO’ .170’ ?7(;)’
I Ty (%05 Yo» Y)=0,
fy (o> o> ¥g) = 0.

Prenons maintenant le cas exceptionnel. Alors, comme nous I’avons
déja dit, les courbes discontinues de comparaison ont leurs points de rupture
sur la méme ordonnée x = x, que ceux de l’extrémale discontinue E,.

Soient K (x,, y, + 1), K (x,, 7, + 7) les points de rupture de la ligne
de comparaison admissible P, K K P,. En raisonnant comme tout & I’heure,
on aura expression suivante de la variation de l'intégrale J

0d = - fy (%o, Yo» ¥o) + 7y (g5 Yo Yg)-

Elle devra étre nulle, quels que soient %, 7. On en déduit deux équations
correspondant au cas exceptionnel

r f?l’("xwyo’ y:)):oa fy'(xo’ Yo> ?76)=0'

C’est la condition fondamentale (A) déterminant l’abscisse x, du point de
discontinuité admissible qui remplace la premiére des trois équations fon-
damentales T dans le cas exceptionnel considéré.

6. Les équations fondamentales I ont été obtenues sans tenir compte
des courbes d’approximation comme courbes de comparaison.

D’autre part, la courbe €, étant déterminée d’aprés les conditions
Initiales et les équations I, soit {1, } Iensemble des courbes tendant vers &,
et fournissant & Pintégrale J des valeurs aussi prés qu'on veut de Jg,.
Pour assurer que ©, est une solution discontinue du probléme et que par
conséquent {1,} est un ensemble de courbes d’approximation, il faut que
la courbe §, vérifie en outre la condition du premier ordre obtenue au
moyen de I'inégalité

(5) Ad, = Jp,— Js,> 0.
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Nous allons montrer que cette inégalité entraine d’abord les mémes
équations I et qu’elle nous donne en outre quelques conditions supplé-
mentaires.

En effet, soit AR, la continuation de la courbe
extrémale R, P, & gauche du point R,. Considérons
la courbe A(P,AA R P,) formée de larc P, A de la
courbe extrémale P, B, de la chute admissible 44, et
de larc A R,P,. Cette courbe tend vers &, lorsque
0, ¢ tendent simultanément vers zéro (fig. 3a). D’autre
part on peut rendre la différence J, — Jg, aussi petite
quon voudra. Par conséquent cette courbe vérifie les
deux conditions mentionnées ci-dessus.

La comparaison nous donne

A =Jdy —Js,=Jad— Jap+ (Jak, — Jprr,)-

lim JA.E =0.
§>0
Par conséquent & chaque ¢ on peut toujours faire correspondre & de telle
maniére qu’on ait
|Jaz— Jap| < &®.

Alors le signe de 4J dépend du signe de la différence entre paren-
théses. Par suite pour que 4J soit positif il faut que pour & suffisamment
petit on ait

Zo
J_Eo - JPR(, =xoj;s[f(x’ go(x): gol(x)) - f(x? yo (x)’ ?/0'(33))] dx 2_ 0.
En considérant d’une fagon analogue les courbes
représentées par la figure 3b on aura

R

Zo+e

,f [F(z, y,(2), y,(x)) — f(z, §,(2), 7, (x))] dz = 0.

Mais pour que les deux derniéres inégalités aient
lieu il faut qu’en faisant passer z par la valeur z, én
73 q p p 0
<ot croissant la fonction

|
f(@, y,(x), y) (x)) — f(, (), J, (%))
passe du négatif au positif.

On conclut de 14 que cette fonction doit s’annuler pour x =z,
c’est-a-dire qu’on doit avoir
f(xo: Yo» yo,) - f(xo’ ?70’ 270,) =0.

C’est la premiére condition I.

Fig. 3b.



Solutions discontinues dans le calcul des variations. 15

Pour démontrer les deux derniéres équations I nous construisons les
courbes de comparaison de la maniére suivante:

Sur la ligne R, R, nous prenons le point A4 (z,, Y, — ¢) et le joignons
au point P, par la courbe extrémale voisine P, 4.
Considérons la courbe 1(P, A A P,) formée de l’arc
P, A, de la chute admissible 4.4 et de lare
AP, de la courbe extrémale R P, (fig. 3¢). Si
d, ¢ tendent simultanément vers zéro la courbe 1
tendra vers €,. D’autre part J; peut étre aussi
proche qu’on veut de Jg,.

La comparaison nous donne

AJ=J, — Js,= Jpa— JIp,r,+ (Jui — J&,7) -

Comme ci-dessus on peut établir la correspon-
dance entre § et ¢ de telle maniére qu'on ait

' |Jaz— Jr,a| <&
Mais
Ip,a— Jdp,r,=¢€fy' (xo’ Yo» yo’) + Ae®.

En tenant compte de ces formules, la différence 4J s’écrira ainsi

A =efy (o, Yo, yg) + Be?,
A, B étant des quantités qui conservent des valeurs finies.
Or ¢ peut étre positif ou négatif, par conséquent pour que AJ soit
positif il faut qu’on ait
fo' (%os Yo» Yg) = 0.
D’une maniére analogue on peut démontrer la nécessité de 1’équation
fy' (%o, ¥o> Yg) = 0.

Nous avons donc retrouvé les équations I.

7. Reprenons linégalité (5) et soit {1,} un ensemble de courbes
d’approximation. Alors d’aprés la formule connue du calcul des varia-
tions®) et en tenant compte des équations I, on doit avoir

Zoten

6) Ad, = s, — T, = [ f(2, 04 (@), o @) dx — 2¢, (2o, Yo» Y5) + €4 (2,) > 0,

ZTo—En

o y =, (x) est I’équation de la courbe 2, et (e,) est une quantité
tendant vers zéro avec e,.

%) Bolza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung (Leipzig, Teubner, 1909), p. 44, 45.
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I’inégalité (6) est absolument générale. Elle est difficilement appli-

cable dans la pratique, puisque nous ne savons rien en général sur la
nature de Pinfiniment petit

Zo+éen
[ f(=, w, (%), w,(z))de.
Xo—En
La maniére dont cette intégrale dépend de ¢, est totalement inconnue.
Elle peut étre de différents ordres par rapport & ¢, suivant le caractére
de la fonction f et de w,(z).

L’inégalité (6) n’est au fond que D’énoncé de la question des con-
ditions nécessaires et suffisantes dans le champ des courbes d’approxi-
mation.

2

Mais dans un cas assez étendu, & savoir lorsque la limite de l'ex-
pression

%o+ &g
lim {% f flz,w,(x), w,{(x))dx}

existe ou si cette limite est infiniment grande, on peut en déduire des
conditions nécessaires précises. Pour les obtenir divisons les deux membres
de la derniére inégalité par 2¢, et passons ensuite & la limite, on aura la
condition suivante

To+en

B dm [ [ £ onle, on@) de] 2 (0 v 00)

C’est cette condition qui est nécessaire pour le minimum dans le cas
considéré.

On peut la préciser encore, dans un cas intéressant, & savoir lorsque
le probléme & résoudre admet des chutes coupant le segment de rupture
R, R, sous un angle arbitraire, le point d’intersection K étant quelconque
sur ce segment®). Cela a lieu par exemple pour les problémes 1°, 2°, 3°
du n°4bs,

Pour obtenir la condition cherchée prenons le cas du probléme 1°:
|[fl< M.
Considérons le champ des valeurs de y, y’
Jo<y=<y, ¥ quelconque.

%) Ce cas m’a été signalé par deux lettres de M Vessiot datées du 29 novembre
et du 8 dé embre 1924. La remarque avait été suggérée & M. Vessiot par une note
de M. Paul Lévy (Comptes rendus de U'Académie des Sciences de Paris, 17 novembre
1924).
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Soient y,, y, des valeurs arbitraires de y, y’ dans le champ. Nous
allons démontrer que 1’inégalité fondamentale (B) entrainera I'inégalité
suivante

F(%ys Yo Yy ) = (%05 Yy Y) -

En effet, menons par le point K(x,, y,) une ligne CD de coefficient
angulaire y;. Soit ¢, = J, -+ d2. En introduisant la chute AC KD B ayant
les points extrémes A4, B sur les arcs de ’extrémale €,
on aura d’aprés la formule de la moyenne de 1’in-
tégrale

A

Tyt

[ 1z, 0,(), o, () de =26, (20, ;,, y4) + K, 85 ,

Zo—¢n

d’ou l’on tire

Zoten
. 1 7’ ’
tim [ 1 [ 1, on (@), wd(2) de] = (20, 3, 5)
Xo—En

et par conséquent la condition (B) nous donne
(By) F(@os Yy Yi) = (o5 Yos Ys)-

Done f(xy, y, y') doit avoir pour y=y,, y' =y, ou pour y =7y,
y' =¥, la plus petite valeur dans le champ considéré®?).

Nous avons supposé |f| < M. Mais la démonstration est analogue
pour les autres problémes du cas considéré.

Remarque. — Il est facile de voir que le raisonnement précédent
ne s’applique quau cas ol le point K se trouve sur le segment R R,.
Autrement les courbes 1, ne tendent pas vers lextrémale discontinue §,.

Exemple. Probléme de Weierstrass:
+1
[ 2%y d=.
-1

On a ici le cas exceptionnel, parce que la condition (A) n’est satisfaite
que pour X, = 0.
Les conditions fondamentales I’ pour les solutions discontinues ont
pour expression
z?y =0, x¥y' =0.

82) Cette condition appartient & M. Vessiot. Nous I’appellerons condition de
M. Vessiot.

2
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Done, Pextrémale discontinue se compose de deux segments de paralléles
40z y=a, y=>=, ayant les points de rupture B,(0, a), R, (0, ).
On peut prendre pour la chute d’'une courbe continue admissible la
droite joignant deux points K (— &, a), K (&, b) de ’extrémale discontinue.
En effet, Pintégrale J prise le long de cette droite prend la forme
+& N .
o () an = O,
expression qui tend vers zéro.
De plus on peut s’assurer trés facilement que la condition (6) ou (B)
est satisfaite au sens strict.

8. Nous admettons d’aprés ce qui a été dit a la fin du n® 2P,
que les conditions nécessaires du minimum ordinaire soient vérifiées:

1°. Les conditions de Legendre et de Jacobi pour les arcs P, R, et R, P,
fyy >0, f‘ZI'U' >0,
Ty < Xy < Xy, Xy < Xy < Iy,
au sens strict, . et &, étant les abscisses des foyers R, et R, conju-
gués des points R, et R, sur les arcs P, R, et R, P, respectivement.

2°. La condition de Weierstrass pour les mémes arcs
E(z, Yo (2), Yo (%), ) =0,  E(z, §5(2); Fo(x), ) 20.

Posons dans ces inégalités z ==x,. Alors d’aprés les deux derniéres
équations I on aura

(o5 Yo» D) = F(%o> Yo Yo)s  1(%os Yo» P) = (205 Fo» Ug) -

Done pour le minimum il est nécessaire que les fonctions f(z,, ¥y, P)>
f(zy, 7o, P ) aient des minima absolus pour les valeurs p = y,;, p = ¥, c’est-
a-dire nous avons retrouvé la condition (B,) pour deux valeurs particu-
lieres de w2 ¥, = Yo» Y = Jo-

9. Deux champs de courbes continues. D’aprés ce qui précéde nous
sommes amenés & distinguer deux champs de courbes continues admissibles
de comparaison outre celui des courbes discontinues analogues.

1°. Le champ des courbes continues tendant vers les courbes dis-
continues de comparaison.

2° Le champ des courbes continues tendant vers lextrémale dis-
continue (courbes d’approximation).

Désignons ces deux champs par §,, §, respectivement et celui des
courbes discontinues analogues par g, .
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Au point de vue des conditions qu’on obtient en annulant la variation
premiére les deux champs @,, §, nous ont donné les mémes résultats.
Ce sont les équations fondamentales I.

Mais le champ @&, nous a fourni d’autres conditions encore, & savoir
I'inégalité (6).

On voit done que le role de ces deux champs dans la résolution du
probléme posé est analogue & celui du champ de la variation faible et
du champ de la variation forte pour le probléme ordinaire.

Ajoutons maintenant aux champs §,, §, le champ &,. Alors on peut
exprimer ce qui précéde de la maniére suivante:

Pour que le minimum soit réalisé au champ @, + &, il faut qu’il
en soit de méme au champ §, + -

C’est des conditions du minimum dans ce dernier champ que nous
avons tout d’abord & nous occuper dans ce qui va suivre.

B. Les autres conditions nécessaires du minimum.
Signification des conditions fondamentales I.

10. Prolongeons les extrémales P, R, et R, P, la premiére & droite du
point R, et lautre & gauche du point R,. Soxt X et X deux pomts sur
ces courbes et = leur abscisse commune, qui

satisfait & l'inégalité

|z — 2| <o / £
— L.
Nous pouvons considérer la courbe P, X X P, 3 /

(fig. 8) comme une courbe de comparaison.
L’intégrale J prise le long de cette courbe est
une fonction de x:

J(2)=[1(x, o (@), yo (@) da + [ f(z, §,(2), 7, (2) dz

La fonction J(x) doit avoir sa plus petite valeur au point x =z, et
par conséquent J (z,) =0, J" (x,)>0. Mais

I (@) = (=, 4 (@), yi (@) — f (@, Jo (2), To(2)-
D’aprés les conditions I, Dégalité J' (zo) =0 est vérifiée. Pour avoir la
dérivée J” (x,) du second ordre, il suffit de différentier la derniére équation,
ce qui donne

I (@) =1, +ys (@) f, + 9 () fy — Fo = Ta (@) F, — 75 (2) Fy-

Posons z — x,. En vertu des conditions I, il résulte

I (%) =f, + Yo f, — o — o Fye ”
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On en déduit la condition
II fo+yif,—f,—vof, 20,

a laquelle doit satisfaire 'extrémale discontinue aux points de rupture.

11. Les deux derniéres conditions I ou bien les conditions I’ du cas
exceptionnel

fr =0, fy=0,

nous montrent que la ligne R R, coupe transversalement d’une part la
branche P, R, et d’autre part la branche R, P, de lextrémale €,. Mais
la ligne R,R, n’est pas tangente aux courbes P, R, et R,P, et par
conséquent en vertu d’un théoréme connu sur les transversales?), on peut
mener par tout point M de cette ligne voisine de R, une seule extrémale
voisine de P, R, qui est transversale en M & la ligne R, R,. L’ensemble
de ces derniéres extrémales constitue avec Pextrémale donnée P, R, un

faisceau & un seul paramétre.
Soit
(@) y=v(z,a)
I’équation de ce faisceau et @ =a, la valeur de @ correspondant a I'ex-

trémale P, R,. D’autre part, le long de la ligne Bj R, on a z = x, et par
conséquent

fy (24, w (%o, @), v, (2, a)) =0.
Soit X, le foyer du faisceau (a) sur la branche P, R, et z =1,

Pabscisse correspondante. Alors, en vertu du théoréme connu sur les
foyers, nous avons la condition suivante nécessaire pour le minimum

(7) Ty = Lo
Différentions la derniére identité. Il en résulte
(8) fy'yy}a(x(p a’)‘i-fy’y'wax(xoa a)=0:

Appelons 4 (x, z,) une intégrale de 1’équation de Jacobi admettant le
zéro x,. On a

Vo (x,80) =C4(x,5,),  au (2, a0) =Cd (T, 1)

En posant a = a, dans I’équation (8) nous avons d’aprés les deux derniéres
équations
fyy 4 (%05 Lo) + fyryr 4o (%05 &) = 0.

En raisonnant comme tout & I’heure, nous voyons que si ¥, est le foyer

) Bolza, Vorlesungen, p. 322.
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de la ligne R,R, sur la branche R P, et r, l'abscisse correspondante,
cette derniére satisfait & 1’équation analogue

fyy 4 (€0, X0) + Fyy 4, (%o To) =0
et I’abscisse z, du point P, doit vérifier I'inégalité
(7) Ty < Lo-

Mais il est aisé de voir qu'entre les deux points R, et R, il n’existe
qu’un foyer, c’est-a-dire que I’équation

fy’yA (:l:, xo) + fy'y'Aa: (T” xo) =0

admet un seul zéro z =g, dans lintervalle z; < a < x,. Une conclusion
pareille s’obtiendra pour 1'équation

Fy’yd—(x’ z,) + fy’y’ 4,(x, %)) = 0.
Dés lors, la fonction

(9) U(x) = fyy (Z0s Yo» Yo) 4 (T, To) + fry (T0» Yo Yo )4 (2, o)
conserve un signe constant dans Dintervalle r, <o < x,. Il en est de
méme pour la fonction

(9) U (%) = fyy (%0, Jo» o) 4 (%, %) + fyry (25 To» ) 4, (, %)
dans l'intervalle
T ST ST

117, Les points ¥,, X, constituent le seul couple de foyers de l'ex-
trémale discontinue €&, dans le cas exceptionnel.

Donc, les raisonnements de ce n° nous ont donné d’une part les deux
conditions nécessaires du minimum pour les extrémités P,, P, dans le cas
général et d’autre part la théorie compléte des foyers pour le cas excep-
tionnel.

On peut maintenant trouver des conditions suffisantes dans le cas
exceptionnel. En effet, lorsque les conditions (7) et (7) sont vérifibes au
sens strict, ’extrémale discontinue &, peut étre toujours entourée par un
champ des extrémales discontinues ayant les points de rupture sur la
droite o =z,. Les deux branches de ces extrémales ne sont pas liées
entre elles. Ce sont deux groupes différents d’extrémales continues
coupant transversalement la droite x =a,. Par suite, le théoréme de
Weierstrass aura lieu et nous pouvons écrire

AT = [EB(z, 5, p(, 7), 7)d=.

Donc la condition suffisante dans le cas exceptionnel s’exprimera
ainsi:
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AJ est essentiellement positif lorsque

E(z,y,p®,y),p)>0

pour tout point du champ et pour toute valeur de p distincte de p.

Le probléme du minimum dans le champ &, pour le cas exceptionnel
est donc résolu. Nous nous placerons désormais dans le cas général.

12. En utilisant la notion de transversalité on peut formuler aisément
la solution du probléme:

Trouver une extrémale discontinue passant par deux points donnés
P, et P,.

Considérons une famille ¢ de droites x = Z, paralléles a I'axe des y
et passant par les abscisses admissibles Z, entre z, et a,. Menons par les
points P, et P, des extrémales coupant transversalement ces droites. Un
systéme de deux transversales 4 une méme ligne z = 7, forme une courbe
discontinue admissible. Proposons-nous maintenant de déterminer dans
cette famille une courbe discontinue de fagon que la fonction f soit con-
tinue le long de cette courbe. Il est aisé de voir que le probléme posé
admet en général des solutions discontinues parce que nous avons en effet
cinq équations & cinq variables (n°®20). Si une telle courbe existe,
elle sera la solution discontinue. Si elle n’existe pas, les solutions discon-
tinues sont impossibles.

C. Théorie des foyers.

13. Tl se pose tout d’abord la question: Sous quelle condition un
nouveau couple de points de rupture R(x,y), R(z, ) voisins des points
Ry (%4, 9o), Bo(xys U,) peut-il servir de points de rupture d’une solution
discontinue ?

En ces deux points doivent étre vérifiées les équations simultanées

Jf(x’ Y, gj')——f(x,y,y'):O
(r') fur (2,9, 9')=0

l fu (2, ¥ ?7,)=03
o y', ¥ est le couple des directions nouvelles.

Nous avons donc un systéme de trois équations & cingq variables,
par conséquent parmi ces variables il y a deux qui sont arbitraires.
Supposons que ce sont z, y, les coordonnées du point R. Ces équations
sont vérifiées par le systéme des valeurs

r=2xy Y=Y T=Yo» Y =95, Y =7
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par suite elles feront connaitre le second point E_de rupture et le couple
des directions nouvelles, si le jacobien

a(f_f: fy’: f_‘y’)
J = =7 =n
(¥,9".9")
n’est pas nul pour le systéme précédent. En désignant par J, la valeur
de J pour ce systéme on aura

f_;/ . 0, f_y’y
Jo= “fy's fy’y’: 0
fu's 0, Tv'y Vo=a,, y=vo, 5 =70

Y=y, 9 =7,
(f?/’)ozo, (f_y’)():O,
Jo="1, > To> T) oy Tyry -

En tenant compte de la condition de Legendre nous obtenons le
résultat suivant:

Or

par conséquent

Pour que la détermination de ¥y, y’, §' me soit possible que d’une
seule maniére il faut que

fy(xo’ ?70’ 17(;) =|= O *
Si nous prenons les coordonnées du point R comme arbitraires, nous
obtiendrons la condition analogue
fy (%, Yo, y5) + 0.

Or nous verrons plus tard qu’au point de vue du minimum ces deux
conditions sont identiques et qu’elles sont étroitement liées avec la con-
dition IL

Prenons maintenant le cas contraire lorsque les équations I’ entrainent

(10) (fy)o=0’ (fy)ozo

Supposons en général que le couple R, R se déplace & partir de sa
position initiale R,, B,. Alors de la premiére équation I’ on tire

_ —. 07 , 1)
(fa)y + (£, )0 5‘1‘ — (Fedo— (Fy)o 5% =
Dans le cas considéré (10) cette formule se réduit a
fz(xoa yo’ Z/—(;) - fx(xo’ Yo ?/(;) =0.

Cest la condition nécessaire pour que, dans le cas (10), les points de
rupture R, B voisins de Ry, R, et le couple des nouvelles directions
existent. Mais, bien entendu, la correspondance entre les points associés
R, R n’est pas univoque ici, méme elle peut étre arbitraire.
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On voit donc que la fonction £, définit le caractére du probléme
posé dans le cas général (n°4), a savoir:

La correspondance entre les points de rupture associés R, R respec-
tivement voisins de R,, R, est univoque lorsque (f,),+0 ou (f,),+0.

La correspondance entre ces deux points m'est pas univoque et elle
peut étre méme arbitraire lorsque (f,),= (fy)o= 0.9

Nous résoudrons notre probléme complétement pour le premier cas.
Le deuxiéme cas, comme nous le verrons plus tard, peut é&tre obtenu
comme cas particulier.

Donc nous supposerons désormais

(11) Ty (g> Uy Ug) £ 0.

Revenons maintenant aux équations I’. Soient

(12) y="F(z.y9), y'=py), ¥=>py)

leurs solutions. Ces trois fonctions sont uniformes et continues ainsi que
leurs dérivées partielles du premier ordre tant que le point R reste dans
un petit cercle décrit autour du point R,. Pour x =x,, y =y, on aura

?—/—0=F((L‘0, y0)3 y(;zp(x()’ ?/0), .17(;=ﬁ(%9 yo)

Par conséquent lorsque le point R décrit une courbe I" passant par
le point R, ®) le point correspondant R décrit une autre courbe I' pas-
sant par le point R, .

14. Soient comme toujours P,, P, les extrémités de I’extrémale dis-
continue €, distincts des deux points X,, X, du n° 11. Entourons main-
tenant la branche P, R, par le faisceau des extrémales issues du point P,.
Soit
(«) y=y(z @)

Péquation de ce faisceau et e, la valeur de « pour la branche P, R,.

Le lieu géométrique des points de rupture R sur le faisceau («) se
détermine & l’aide de Iéquation
(13) fﬂ'(x’y(xa d), !/' (:z:, “))=O
Cette équation est vérifiée par le systéme des valeurs

x =1z, O=0,
%) On voit facilement le lien entre ces résultats et la condition (B,) de M. Vessiot.

9) Cette courbe peut étre arbitraire parce que la condition de Legendre est
vérifie au sens strict.
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La dérivée D du premier membre de I’équation précédente par rap-

port & « est
D= fyyYat vy Yaz,

ou d’aprés la formule (9)
Dy =[D o=z, a=a,, = C U(2,).
En tenant compte des résultats que nous venons d’obtenir aun® 11, il vient
D,=+0
et par conséquent nous pouvons résoudre I’équations (13) par rapport & «
dans le domaine de z = x,, ¢« =¢,. Désignons cette solution par
e=uqa(x).
Portons cette valeur dans la formule («), nous aurons I’équation du lieu
géométrique dont nous avons parlé plus haut
r y=1y(z, a(x)) =y ().

D’aprés ce qui précéde cette courbe est distincte de la droite a =z,
et par conséquent la courbe correspondante I" que nous allons obtenir est
aussi distincte de la méme droite 1°).

En portant cette valeur de y dans la premiére formule (12) on aura
Péquation de la courbe I" que décrira le point correspondant R

T g=F(z,y(x)=7().

Le couple des nouvelles directions se détermine & 1’aide des équations
q

y=np,y@), ¥ =>p 7).

Menons maintenant par les points de I' les courbes extrémales de
coefficients angulaires P (x, 7 (¢)). L’ensemble de ces extrémales constitue
avec l'arc R P, un faisceau & un seul paramétre. Soit

(o) y=y(=, @)
’équation de ce faisceau et
ae=a(x)

la valeur de @ le long de la courbe I'. Alors nous avons les identités
=9z a@)=7@), ¥=p(27@)=7y( a).

Toutes ces valeurs de y, 7, y’, ¥’ en fonction de x vérifient identique-
ment les équations I'.

1) La coincidence n’a lieu que lorsque le faisceau () est issu du point %, .
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On aura donc pour les courbes I', I' ainsi construites les trois
identités suivantes

f(2. 9@ e@), y,(z,e@))—f(e 7@ @), 7, @))=0
(14) for (2, 9 (2, (@), y, (2, ¢ (@) = 0
fy (2, 7 (2,2 @), 7,(z, @(@)) = 0.

Appelons courbes conjuguées les courbes I', I' pour lesquelles ces
trois équations sont toutes vérifies. Le foyer du faisceau («) sur ’arc
P, R, étant P, (:1:gk )s éésignons le foyer du faisceau correspondant (&) sur
larc R, P, par P, (z,). Ces deux points correspondant aux courbes con-
juguées I' et I seront dits eux-mémes conjugués.

Il s’agit tout d’abord de trouver la relation quilie P, et P .

15. Supposons donc que les courbes I'et I' soient conjuguées. Alors
les fonctions correspondantes «(x) et & (x) satisfont aux trois équations (14)
identiquement. Mais dans ce cas le déterminant fonctionnel

8(f =1, fu. v)

o( =, «, a)

s’annule aussi identiquement pour ¢ = «(z), @ = & (x), c’est-a-dire

0 Z 0 = 0 ra

(= 1) (=1, Z(—T1)

0 0 0

5alv R (7% » sty =0.

0 7 0 0 7

L1 ORI +-1 N P —

En calculant les dérivées dans cette relation, il résulte
fotYuf,—F. = Y. 1, fuYe, —TFyTa

fos fyy Ye+ o'y Yas, 0 =0,
fs 0, foy Ja+ vy Jas |

d’ou on tire
(fx + Z/a:fy - f_'z - yz fﬂ/)(fv'v Ya ‘f‘ fy’v' yza) (fy‘y .175 -+ fy'y’ ?735)
- (f—;/'u Yz + f;/'y’ Yaz) f: Yo+ (fy y Yo+ fyry yaz)f;z ¥ya =20,
ou bien
(15) {[ fz—i—?/zfy)fy’y_ f:] Yo+ (fz + Ye fy) fow yaa:} (fu’y Yz + fy'y' Yza)
- { (fz +3 ./a:fy)fy y fv 19z + (fz + ?/zfu)fu v Juz}(fv 'y Yot fyy Yza) =0.
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Mais nous avons

(4) f Ya (T4, 00)) = CA(4, 2,),  Fa(y, &) = CA(x,, z¥y,
1 Yaz (%o, &) = C A, (24, 2,),  Fau (%, &) = C—Ax(xo, x;*),

ol A et A4 ont le méme sens quau n° 11.

Portons les valeurs ¢ = &, @ = &,, = z, dans I’équation (15), nous
aurons

(18") {[(fa+wef) fyrw — 114 (%0, 20) + (fa + Y2 ) fyrw da (0 )}
< (fyry d (g, &)+ Fyry Ay (29, 27))
~{l(fa+ 790 f) v — 1)1 4 (xo, @)+ (fa+ 5o 1) Fyr da (%0, 2)}
< (fyy 4 (@9, 2,) + fyy dg (24, 2,)) = 0.
D’aprés ce qui a été dit au n° 11, I’expression
U(2,) U (@) = (w4 @0, @) + i A (30, ) (Fyry A (0, 27)
+ fyrv 4z (20, 7))

n’est pas identiquement zéro. En divisant les deux membres de (15’) par
cette expression, nous ramenons cette équation a la forme suivante

(Lt 0 ) =12 A (s @)+ (Fy b 0L £) Fyryr By (s )
f’ A(%r“‘l)‘*‘f' A, (g, )

((f +yofy)7yy—f )A(%vmf)"r‘(f +yof\f,,,, 4 (mo:wx)
A(xO)x1)+fyy A (mmzx)

(16)

(’est la relation cherchée qui lie les abscisses x, et x¥ des points conjugués.

Nous pouvons déduire de I’équation précédente des résultats intéres-
sants. Le premier membre de I’équation (16) est constant lorsque
f, (%, Yo» Yg) = 0, et par conséquent si cette équation est vérifiée, le se-
cond membre est aussi constant, ce qui n’est possible que lorsque

f, (%4, o> o) = 0. Moyennant ces données l’équation (16) se réduit &
l’équatlon

fo(%os Yos Yo) — F (%o o> F) = 0,

déja trouvée au n° 13. Elle exprime comme nous l'avons vu, la con-
dition nécessaire pour que les solutions discontinues voisines soient pos-
sibles dans ce cas. D’autre part elle ne contient ni x,, ni z¥. Par
conséquent dans le cas considéré [f,(z,, ¥y, ¥g) = 0] les deux points ar-
bitraires de l’extrémale §, peuvent étre considérés comme conjugués. Or
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nous avons laissé de cdté ce cas (formule (11)), et nous supposerons
désormais comme toujours quon a

fy(xo’ Yos Yo) F+ 0, f_;;(xO’ o> ¥o) + 0.

16. Considérons maintenant I’invariant

(ot 9o 1)) fyry— Ty 14 (05 ) + (Fo YL [,) Fyry Ay (%o, 1)
fyyA(xO’x1)+fyy’A (ZO) xl) :

Il est facile de montrer que cet invariant n’est que tgeg, ¢ étant I’angle
que fait avec P’axe des z la tangente a la courbe

A y="r(z,y(z, (@), . (2, «(2)))

au point # = x,. De méme l’invariant

(Fo+ 0 F) Ty — T A (2 %)+ (Fp+ 7, To) Ty A, @) 22)
Fyyd (@ 83) + Ty 42 (2, =)

T=

T—

est égal & tgp, @ étant langle que fait avec ’axe des z la tangente a
la courbe

4 y=f(x’ ¥(=z, @(x)), yz(x,a(x)))
au point & = z,.

En résumant, on déduit de Déquation (16) que les courbes I', I"
sont conjuguées lorsque les courbes correspondantes A A sont tangentes
au point x = x,.

Il est aisé de voir que la fonction 7'(x,) croit aveec z,. En effet,

ﬂ_z_. sz;‘fy'y’ (205 Yo, Y0)
4o (Fyry (@, @) + [y Az (5, )’

ol k est une quantité différente de zéro. D’aprés la condition de Legendre

arT . , ,
on a 3?1>0’ et notre proposition est démontrée.

Par un calcul tout pareil au précédent, on trouve que 7' croit aussi
avec zy. Par conséquent z; est une fonction croissante de z,

= P(x,).
Mais pour les valeurs x§ et x,, qui correspondent aux points R, et R,
la fonction 7'(z, ) prend la méme valeur f, -+ y¢ f,. Quant & la fonction T(z),
elle prend la méme valeur f, + vof, pour les valeurs z, et Z; de x, cor-
respondant aux points R, R,.
Soit H, (h,) le point de I’arc Ry R, pour lequel 7= f, + 74 f,; alors
les points H, et R, sont conjugués. Soit H,(h,) le point de Parc
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R, R, pour lequel T= f, + yof,; alors les points H(h,) et R, sont aussi
conjugués. Mais z;* est une fonction croissante de x,; par conséquent

T(xy) =T (hy — 0); Y

T(x5) = T (hy+0).

Il en est de méme pour la fonction
I (x3): R§

T(z,) = T(hy+0); I z
T(Z6) =T (hy — 0). Fig. 6.

D’aprés ce qui précéde, on conclut done que si le point P, se déplace
sur larc Ry H,, son foyer conjugué se déplace sur arc H, R, et si le
point P, décrit I'arc H,R,, son foyer conjugué décrit I'arc R, H, (Fig. 6).

On voit donc que la fonction @ (x,) est discontinue au point A,.

17. Supposons maintenant que le point P, coincide avec le point Pf
conjugué du point initial P,. Nous allons alors démontrer que la solu-
tion discontinue G, avec les extrémités P,, P} me peut pas fournir un
mingmum strict de Uintégrale J.

Soit I', I' les courbes conjuguées correspondant aux points conjugués
P, P;.

Soit en outre
E y=g()

Penveloppe des extrémales du faisceau (&) du n° 14 qui touche l’extré-
male donnée §, au point P,(P,"). Suivons la courbe E dans un sens tel

que la direction correspondante de la tangente soit celle de la tangente
en P, a lextrémale §,. Alors le long de I’enveloppe on aura

(17) Yo (%, @) =g' ().

Cela posé, prenons deux points R(z, y(z)), R(z,7(z)) ayant la
méme abscisse x. Ajoutons & larc P, R du faisceau («) larc R P du
faisceau (&), P étant le point de contact de cet arc avec l’enveloppe K.
Il est aisé de voir d’aprés les équations (14) que ces deux arcs forment
une solution discontinue voisine. On peut donc constituer un faisceau
d’extrémales discontinues aux paramétres « et @ dont @, fait partie
pour les valeurs particuliéres «, et &,.

Considérons maintenant Dintégrale J prise le long de la courbe
L(P,RRE PmP,) formée de cette extrémale discontinue et de larc
Pm P, de lenveloppe E. Il est évident que cette intégrale prise le long
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de I'arc P, R est la fonction W(x,y) de Hamilton des coordonnées du
point R. Quant aux intégrales Jgp, Jpn,p, elles auront pour expressions:

Jap=J (1, 5(t, a(x), ¥,(t, @(@)dt, Jpmp, =§fzf(x, g9 (@), 9'(x)dx,

& étant Pabscisse du point P est une fonction continue de .

Mais
w
%V ow 5+ (x) 7y —f y'ty + 7' (@) fy,
dJ
SR Py 487G (@), 7,5 (@),
dJ.
Pmbs — —£(&, 9(8) 5>>dx

En additionnant membre & membre ces équations et en tenant compte
ensuite des équations (14) et (17), il vient

aJy

Y i 0, ou J;= const.

Or pour x =z, la courbe L se réduit a €, par conséquent
Jp = Je, C. Q. F.D.

Supposons maintenant que le foyer P, ou P, du faisceau (&) est
ordinaire, c’est-a-dire que les extrémales de ce faisceau ne passent pas
par le point P,. Alors on peut remplacer l'arc Pm P, de l’enveloppe
par un arc de la courbe extrémale joignant les points extrémes P, P,.
La ligne L ainsi déduite de L donnera & J une valeur plus petite que €.

On voit maintenant immédiatement que l'extrémale €, cesse de

. . . . , . . *
fournir un minimum de l'intégrale J quand le point P, est au dela de P; .
Par conséquent la condition nécessazre du minimum est

11T x, <.

D’aprés cela et d’aprés ce qui a été dit au n° 15 on peut s’assurer
trés facilement que dans le cas f, = f_y = 0 l’intégrale J ne peut pas avoir,
en général, de minimum strict.

De plus on déduit le fait suivant:

18. Si Porigine P, se trouve enire R, et H, Vintégrale J n'a pas de
En effet, supposons d’abord que P, soit différent de E,. Alors tout
point P de I’arc H, R, suffisamment voisin de H; a son point conjugué
sur R H, voisin de R,. Nous aurons donc au moins deux points conjugués
situés entre les extrémités P, et P, de l'extrémale €, et par conséquent
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\

on peut démontrer qu’il existe des chemins donnant & l'intégrale J une
valeur plus petite que Jis,, c’est ce que nous ferons, voir ci-dessous (n° 19).
On arrive bien simplement aux mémes conclusions sile point P, coincide
avec R,, parce que nous aurons de méme le point H,, dont le point con-
jugué est P, entre les extrémités P, et P,,

D’une maniére générale, ce que nous venons de dire nous montre que
dans le cas x, < A, il n’y a pas de minimum.

Nous pouvons par suite énoncer le théoréme suivant:

Pour que la courbe €, rende U'intégrale J minimum, ¢l est nécessaire que
Iv 2, = hy.

Mais, d’aprés ce qui a été dit au n° 11, I’abscisse #;, du point P, doit de
plus vérifier P'inégalité
(18) Ty 2 Lo

11 faut démontrer maintenant que ces deux inégalités ne sont pas contra-
dictoires. Envisageons la fonction
4z (%o, %)

y(z)="fyy+fyy A (2, 7)
4z (%, x)
4(zy, )
en vertu de la condition de Legendre il en est de méme de vy (z). Mais
frv =+ fury ﬂx((:::a ;)o)) =0

En résumé: pour que les inégalités (IV) et (18) ne soient pas contra-
dictoires, il suffit de démontrer que v (h,) = 0. De I’équation (16) on tire

Fab 03T Fyy= I+ Gt U ) o

2, (%4 ) rem =l ol
fyytlyy A (4, hy)

La quantité est une fonction croissante de x et par conséquent

On en déduit

’ g —r F A2 (2o, hy) _p2
(19) (fz_i_yOfy_fz—yOfy) (fll'y +fy'y'mo’h:)> __fy'
Mais f,4 0. En prenant I'inégalité IT au sens strict, on en conclut
yp(hy) > 0.

Et la condition (18) est une conséquence de la condition IV.
Soit maintenant

Ax (o, b
e

ce qui est possible lorsque le point H, coincide avec X,. On aura f, =0
et d’aprés le n° 17 il n’y a pas de minimum strict. Nous n’admettrons
dans la suite I’inégalité IV vérifiée qu'au sens strict.



32 A. Razmadzé.

19. J’ajoute la démonstration de D’existence des chemins donnant
4 Dintégrale J des valeurs inférieures & Jg, lorsque la condition IV n’est
pas vérifiée. Cette démonstration est basée sur le calcul de la différence
AJ pour un champ spécial de courbes de comparaison.

Entourons la branche P, R, du faisceau des extrémales issues du point
P,. Soit

(20) y=y( @)

Péquation de ce faisceau, et

® y=1(x)

la courbe des points de rupture correspondante. Alors nous avons (n° 14)

(21) fo (2, 9(2), (2, y(2)) =0.

g Prolongeons la branche R P, &

& A, gauche du point B, et menons une
éP\ droite paralléle & l’axe des y

N

r-i/ x=x,—h, 0<h<e.
SR, Soient R, et S, les points d’inter-

i 2 section de cette droite avec les
B courbes & et R P,. Nous pre-
Fig. 7. nons comme courbe de comparaison
la courbe discontinue L, (P, R, S, R,P,) formée de Dextrémale P, R, du
faisceau (20) et de lextrémale S, R, P, (Fig. 7). Alors on doit avoir

4J = Jg, — Jg, > 0.

Mais nous pouvons transformer I'intégrale 4J de la fagon suivante
41=J E(z, 9, p(@, 1), 7)dz— | f(z,9(2), 9" (2))de
[ Zo—

Zo
+ [ 1(2, 5 (2), 75 (2)) d=,
To—
ot € est la courbe continue (P, R, R,) et E la fonction de Weierstrass.

Mais

J'E@ 7,0 9),7)ds= f;[f(x, b (@), ' @) — (2, 9(2), p (2, y(2))

¢ To—

—(v'(2) — (2, 9)) fyr (2,9, P (2, p))| da,
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ou d’aprés I’équation (21)

fE( p(z, §(2)), §')de

= [[f(z, 9(2), 9" (@) — (2, 9 (2), p(z, 9 (2)))] dz

a:o-h

On en déduit

A7 = [ [f(z, Jo(), Tg(2)) — f(2, 9, p (2, )] d

To—h

Désignons par B(x) la fonction sous le signe d’intégrale
B(z)=f(2, ¥, (2), Jg (@) — f (2, y(2), p(z, y(2))).
Alors, en tenant compte de la formule de la moyenne, on aura
(22) AJ=h-B(z,— ¢),
¢ étant une quantité positive < h. D’aprés les formules I
B(z,)=0.

Dans la formule (22) nous pouvons prendre %, et par conséquent ¢, aussi
petit que I'on voudra. Mais d’autre part, si I’on développe la fonction
B (2, — ¢) suivant les puissances de &, on a

B(wy—e)=elfo+0of,— o= Tl ]+ -
En résumé, pour que 4J soit positif, il faut que Pon ait
e e
Il reste donc seulement & trouver f);. Mais

n ':y(x, “(z))

et par conséquent
do
9 =Yzt Ya iz’
ou «(z) satisfait évidemment & 1’équation

fr (¢, 9 (w, «(2)), y, (2, «(2))) = 0.

. oo, de . cper . . .
Pour avoir la dérivée —— , il suffit de différentier la derniére équation, ce

. dz’
qui donne
d
fy + (fyyYa+ foy Yaz) ﬁ =0
d’out résulte
f
' v
V=Y e Tyy¥atlyyYas
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En portant dans cette équation x = x, nous trouvons

h — (Fyy¥o—1y) A (e 2) + 1y ¥ g (%15 %)
o Tyy 4 (21, 20) + 1y Ay (21, %) '

et par suite

f —g'f 4z (@, o) 2
ity T B (Fyy e
fz_l_t)(;fy——fz'_y(;fy: Y v <yy vy A(xnxo)) y.

Ay (2, 7,)
fu’v+fy’y’ 4 (x:, %)

Comme nous l’avons vu au n° 18 la fonction

(fz_!_ y(; fy - f_a;— yé f;) <fy’y+ fy'y' %_((xi::z))> - fy2

s’annule pour x = A, (formule 19).

D’autre part, nous pouvons Pécrire sous la forme
F T 2 ;7 4z (x, %,)
f;l'?/(f:r_l— yO’fy—_ fm_ -/L/(;fy) - fy +(fm+ y(; fy— f'r - y(;fy)fll'ylﬁx’z:) ‘
Mais c’est une fonction croissante de z; par conséquent elle est
négative pour tout point compris entre H, et B,. Au deld de %,, au con-
traire, elle devient nécessairement positive.

Considérons maintenant la fonction
frvtfov ).
En vertu du n° 13 elle est positive dans intervalle r, < z < x,. Mais z,
satisfait & I’inégalité
> %
Il en résulte que dans lintervalle (r,, z,)
>0 pour x, >h,
fotvif,— fo— §if,) =0 pour & =k
< 0 pour x, <h,.
Par conséquent d’aprés (22) on en conclut que

A4J <0 lorsque x, <h,
C.Q.F.D.

20. Nous allons enfin discuter le probléme qui se pose tout naturelle-
ment:

Soient 4 (&,, ,) un point assez voisin du point P, (z,, y,) et B(&,,9,)
un point assez voisin du point P, (z,, y,). Sous quelles conditions peut-on
joindre ces deux points par une extrémale discontinue?

Soit

y=9(z o 8)
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Pintégrale générale de I’équation d’Euler et soient « = «,, f = f, et « = &,,
B =B, les valeurs particuliéres des paramétres « et 8 correspondant aux
deux branches P, R, et R P, de 'extrémale €, respectivement.

Pour déterminer les extrémales ayant un seul point de discontinuité
et joignant deux points donnés 4(&,, #,), B (&,, 1,), on a comme inconnues:
1. les valeurs («, ) et (&, ) des paramétres correspondant aux deux
branches de extrémale cherchée, et 2. abcisse &, du point de discontinuité.
Nous avons en effet un systéme de cing équations

= (§, ¢, :3_)
P (& B) ]
f(&os @ (&ps @5 B), (o> :ﬂ)) (Eo’ ‘P(ana:ﬁ)’ @, (&5 @, B))
fy (§os @ (&gs @5 B)s @, (&4s @, B)) =
fy (€0s @ (&0, @, B), @, (£0, @, ) =

qui sont vérifiées par le systéme des valeurs:
a=q,, pf=4pH,, a=8a, B=2Ppy & =12

Nous pouvons les résoudre par rapport & e, 8, @, f,£, dans le domaine
des valeurs « =¢,, S =f,, &=, B =P, & ==, si pour ces valeurs

le déterminant de Jacobi
3(97*’71: @Y — g, f—fa fy’: fy')
8(04, ﬁ’ a} ﬂ—: 50)

est différent de zéro. En désignant par D, la valeur de D pour & = ¢,
B=B, a=ua,, ,3 /30, &, =z, on aura

D:

af-1r) oty
Par 0, =G e O
a(f—=f) ofy
@g, O, e’ o 0
s 0 ~f fy
(25) D()= 0 s Pa, <I;&f) ’ 0, %
1 - -
_ar-h ofy
0 ) ¢p9 aﬂ_ > 0 > ag
O 0 a(f“f) af__?/’ aﬁ’_ §1=%;, §2=7%,, §o=70
’ ’ ’ b”g'o ’ aEO ’ an a=a,, f=fo E=To, I§=l_90

Mais nous avons

[8(}2;7)1): fy Pa(Zos &5 Bo),

of,
(—5%>0= fy v Pa(Tgs g5 Bo) + v Paa (%45 @5 Bo)s
3*
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[W](,: fy P8(%o> €95 Bo)

ofy'

ro(f—r)
B

= - ﬁ‘pi(a”o’ %5 13-0)’

(7;;37‘)0:: fyv P (Tos %5 By) + fyrw Pzp (45 €5 By)s

ofy _ - _ -
(%)0:: vy s (o5 @y Bo) + Tyy Poa (%o, T, Bo)>

o(f—f — =
[(fTTf)]Oz —fll<pﬁ7(x09 ®y, ﬂo),

a—’ 7y P ’3 ra _ —

( ;‘; >0= fy'yq’,;‘(xo, 2% .30) + fy'U' (sz(xoa 2% ﬁo),

[a(z;;of>}0=fx+yafy~ﬂ~%ﬁ, <ﬂ>0=w (af”')=fy.

2%,

080/o

En portant ces valeurs dans la formule (23) et en développant le déter-
minant ainsi formé suivant les deux premiéres colonnes, on aura

Dy = — @a(,, &4, By) Pa (s, &, :go)

f_y‘Pﬂ s fyv®s Tt fyv ¥pas
=< | — 1,9z Y )
fot+9of,—f.—¥oly, f, ,

+ @a (21, o, Fo) ‘P/?(xz’ %5 o)
f, @ s frvPsttyy Ppes
> | —f,%a . 0 )
fotyof,—f.— %l f, )

+ (24, €9, By) Pa (24, T, Ago)
fy @ s fyyPet lyy Paz,

< | —f, 9z _ » 0 ;
fm+y(,)fy—"fz—y(’)f_;’ fy s
— @p (@, o, Bo) P (20, &, Bo)

fyPa y fyy®a + Ty Pazs
> _fy(PE > 0 )
f,'l‘?/(’)fy—fx_?%fy, fy )

0 |
v e;+ Tyv g,
Ty

0 i
fu’y oz + f_z('y’ Paz ]

Iy

0
v @it fov 9
fy

0
f_i/'u s -+ fv’u’ Paz
f, l

D’aprés les formules analogues & celles de (4) du n° 15, la derniére

équation se réduira a
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Dy=—(f,+ yof, — fo— %fy)[fy'yd(.xu %) + fyry 4, (%, %,)]
> [fu’uj(x‘z’ o) + fyw A_x(x‘.’.’ )]
+1,4 CED [fy’z/j(x-.” o)+ fyy Zm(xw )]
- ﬁj(xea %) [fy g 4(215 %) + fyry 4,(24, 2]
Si nous tenons compte des résultats du n° 15, nous parvenons & I’énoncé
suivant:

Pour que la détermination de «, 8, @, B et &, ne soit possible que
d’une seule maniére, il est nécessaire que les points extrémes P, et P,
ne soient pas conjugués.

S’il en est ainsi, on aura une seule extrémale discontinue joignant

les deux points P, et P,. Pour l’abscisse & du point de discontinuité
nous avons

50 - F('Sp 771: 52’ 772)’

o F est une fonction continue de ces arguments.

En tenant compte des résultats du n° 13 ceci nous apprend deés lors
qu’il existe une correspondance univoque enire les points extrémes des
extrémales discontinues et leurs points de rupture.

En portant dans l’équation de D’extrémale discontinue joignant les
deux points 4 et B

yzlw(x,a,ﬁ) £ <az<k,
oz, a,8) &<zLé,
au lieu de «, f, @, 8 leurs expressions en fonctions de Z,, #,, &,, 77,, on a
D(x; &,1,, 85,7
(@) g 2@ & bm)
1¢(:12, El’ 7713523 ?72).

Donc lintégrale J prise le long de cette extrémale de A jusqu’a B est
une fonction des coordonnées de ces points:

J=J(§17 7713 52’ 172)'

Cest lintégrale du champ des extrémales discontinues ou simplement du
champ discontinu.

On tire des équations (D) pour les tangentes p, et p, aux points
4 et B resp.
Pr= P (658, ms 8 m), D= D (&5 &, my, & ).

Par un calcul facile, on trouve pour les dérivées partielles de J les
expressions suivantes:
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J

—Z?l= — [F (€0 15> 21) — Pufy (615 115 P1)]s
J

%Z= — fu (€15 110 P4

oJ

5§= f(é.m Mas pe) - p‘zfu'(fﬁ’ M2s p‘l)’

oJ
%‘2 = fy'(éq’ Na> p%)'

Donc les dérivées du premier ordre de Uintégrale du champ discontinu
ont les mémes expressions que celles de Uintégrale du champ continu.

Il. Conditions suffisantes.
A. Cas des courbes discontinues de comparaison.
21. Formules préliminaires. Soit
(@) y=y(@ «)
un faisceau quelconque de courbes extrémales pour le probléme donné
(courbes d’Euler). Dans le domaine du champ des courbes de ce fais-
ceau la dérivée y,(x, o) est différente de zéro et par conséquent 1’équa-

tion (e) sera résoluble sans ambiguité par rapport & « tant que le point
(@, y) reste dans le champ.

Soit
o=ca(x,y)
cette solution. Alors nous avons
Oa _ y’ 0w . 1
(24) T i

ou par y’ nous notons le coefficient angulaire de la tangente & I'extrémale
particuliére qui passe par P(z, y), c’est-a-dire
¥y =y, (2, e(x,y).
D’aprés les formules (24) nous aurons pour les dérivées partielles
de ¥’ les expressions suivantes:

6y’_ ,

dx =y"—y Yaz Y _ Yoz

v T
ou par Paccent nous notons la dérivation par rapport a x.

Considérons maintenant le faisceau spécial des extrémales issues d’un
point fixe P, et entourant I’extrémale donnée P, R,. Notons ce faisceau
par F(P,).

D’aprés les formules analogues & celles de 4 du n® 15 on aura

Yoz o Ao (2, 2,)
Y. A(m, )

(25)
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L’intégrale J prise le long d’une de ces extrémales P, P est la fonc-
tion W(z, y) de Hamilton des coordonnées du point P(z, y).
Nous avons déja donné les formules des dérivées du premier ordre de W:

aW ow
=f—y fya a—y‘:fy

Nous nous proposons maintenant de trouver les dérivées du second
ordre de W.

On aura
W o 8y’ oy’ oy’
527 = (=¥ ) =Tttty 5y —fr5y — ¥ fva—Y fyy, -

En tenant compte des formules (25) et de ’équation d’Euler on en déduit

2° w_ ’ ,2 ,2 A, (x, )
ot =l =Y TY B Y ey 100
D’une fagon analogue on peut trouver les autres dérivées du second

ordre e 4 )
W e Wt — ), Sx T T
axay_f” Yivy— Y fyy A(z, )’

W z (%, 2,
a fyy+fyy A(<Z,:c€1))'

Prenons maintenant le faisceau spécial des extrémales passant par
le point P, et entourant l'extrémale R P,. Notons ce faisceau par F(P,).
On aura des formules analogues

s oz
‘a;=—f”1‘yfy’: S 7 —ly-

D
-
s
|
|
©
|
©
|
N
8
s
&

S5
8
0
u
I
8
+
<
<
I
<
Q‘
<
|
<
Q‘
<

QU
©0
s
|
!
|
|
|
N
8
—~
&
&3
N

D
Q’m 8
D
F <
l>-|
8
—
]
]
o
~—
&y
—
B
&
<

z="‘fy1/ fyy—m

0

<

Cela posé, passons & la recherche des conditions suffisantes.

22. On peut s’assurer trés facilement que la méthode de Weierstrass
ne nous donnerait les conditions suffisantes que dans le cas trés particu-
lier ot les points de rupture de la courbe de comparaison discontinue
se trouvent sur les courbes conjuguées I, I. (Yest pourquoi nous les
cherchons par une méthode plus forte, & savoir en recourant aux dérivées
du second ordre des fonctions W et W.1)

1) Voir Dresden, Transactions of the American Math. Soc. 1910.



40 A. Razmadzé.

Supposons toujours que toutes les conditions du minimum ordinaire
solent vérifiées au sens strict. Construisons les faisceaux F(P,), F(P,).
- Chaque point du cercle R, est joint & P,

= par une extrémale du premier faisceau et

% pareillement chaque point du cercle R,

é est joint & P, par une extrémale du second

) 'L , faisceau (Fig. 8).

G Considérons un couple K (z,y), K (x, %)
de points de ces deux cercles ayant la
méme abscisse . La courbe discontinue €

z formée de deux extrémales P, K, K P,

Fig. 8. de nos faisceaux fournit & I'intégrale J une

plus petite valeur que toute autre courbe

discontinue admissible ayant les mémes points de rupture K, K. Par
conséquent pour trouver les conditions suffisantes il suffit de comparer

Pintégrale J prise suivant la courbe € & la méme intégrale prise suivant

Pextrémale discontinue €.

Mais Dintégrale J prise suivant la courbe € est la somme de deux
fonctions W et W de Hamilton

J@ = W<x) y) + W(x’ y)'
Par conséquent on doit avoir
Ad =Js — Js, = W(z, y) + W(x, §) — W (2, %) — W (2, 7o) >0

pour toutes les valeurs de xz,y, 7y suffisamment voisines de z,, ¥,, 7,.
Posons

X

s=wyta, Y=g+ T=T+h.

En développant la somme W - W suivant les puissances de «, f, 8
on aura

aW aW = W W W

4T=aSr + 85 oS + B + (a i
?*wW W = W’ W

.ﬁzayﬁr“’w-% 0B sog + B ) + (e, B Bl

ou par («, B, f); nous désignons I’ensemble des termes du troisiéme ordre.
Posons une fois pour toutes

20" W W

8(0‘/3,3)—062 axz—[— /331‘ ay+15 _I—"')‘2

0

+2af oW +ﬂ“a g

En tenant compte des formules des demvees du premier ordre et
des conditions fondamentales I, on peut montrer que les termes du premier

6:1:06y
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ordre dans le développement de A.J disparaissent et par conséquent on
peut écrire

1 — —
(26) 4T =2 0(a, B, B)+ (, 8, B, -
23. Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant.

Théoréme. — Sz les conditions nécessasres I1, I11, IV sont vérifiées
au sens strict, on aura toujours

O(w, f, ) >0
pour tout systéme («, B, ), sauf bien entendu (0,0, 0).

Pour la démonstration générale on peut toujours supposer que o == 0.
En effet, admettons ¢« = 0. Alors

20° W 20’ W

@(O’ﬁ’ﬁ)':ﬂ —ZW—‘_E ays *

Mais les formules des dérivées du second ordre de W et W nous
donnent

;W Az (25, 2,)

g = Tt e 5y
aQW___ <_ 7 Zx(%y%))
0y o fyy—l_fyy Z(xo,xz) ’

En tenant compte du raisonnement du n°11 et des inégalités (7), (7)
on en déduit

W ;W _

D’autre part le systéme (B, 8)= (0, 0), par conséquent on aura toujours

6(0,8,8)>0.

Supposons donc « = 0. La fonction & est la somme des deux formes
quadratiques. D’aprés les inégalités (27) on peut la mettre sous la forme
suivante :

;W W \? *w °W 2\?
(Gmon=+7z?) | Gaon=* T ?)
0%y 0Yo Yo + 0%, 0y Y4

(28) O(w, B, p)=
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Considérons la somme entre parenthéses. En portant les valeurs des
dérivées secondes dans cette somme on aura d’aprés les notations du n° 16

W 62W_( FRR% )2 W SPW < W )2
dxg 9ygd

o

22,0y xd 0ye a2, 09, T -
0+ — =T (x,) — T(x,).
azﬂf a-zW ( 1) ( 2)
2yg Y

Nous allons maintenant voir que la quantité 7'(x,) — T'(x,) reste
toujours positive lorsque les abscisses des points extrémes P,, P, vérifient
les conditions III et IV au sens strict:

T, < X7, X > k.

En effet, d’aprés la théorie du n° 16 on sait que dans ce cas il n’y
a plus de points conjugués entre les points extrémes P, et P, Alors
I’équation , _

Tx)—T(Z)=0
pour ¥ > a,, T < x, est impossible.

D’autre part la fonction T'(z) — T'(Z) est croissante par rapport a z
et décroissante par rapport a Z. KElle est en outre continue dans les
intervalles définis par les conditions III et IV. Par conséquent elle con-

serve toujours son signe constant quel que soit le couple des valeurs
X2, T ,.
Mais pour x>z, >h, on a

fotyo f, 2T (@) > o+ G5 f, =T (),

T(x) — T(x,)>0,

T(z) —T(Z) >0, z>2z, ZZLa,.
Donc nous avons bien
T(zy) — T(z,)>0.

Revenons maintenant & I’équation (28). La somme des deux premiers
termes n’est jamais négative. Appelons cette somme K°. Donc on aura

6(a, B, B) = (T(wy) — T (2,))e* +K* >0

pour tout systéme (e, S, 8) =+ (0, 0,0), de sorte que notre théoréme est
démontré.

par suite

d’o vient

23vis, Reprenons I’équation (26). On peut supposer «, 8, B suffisam-
ment petits pour que l'inégalité

AT = Jg — Jo,= 5 O (a, f, B) + (¢, B, B)y > 0

soit vérifibe au sens strict.
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Tout ce qui précéde peut donc se résumer dans I’énoncé suivant:

Lextrémale discontinue €, fournit o Uintégrale J un minimum fort
dans le champ §, des courbes discontinues de comparaison st toutes les
conditions du minimum ordinaire et les conditions I, II, III, IV sont
vérifides (les trois derniéres au sems strict).

24. Nous pouvons maintenant obtenir pour la différence

dd = Jg — Js,
une limite inférieure.

Cette équation peut s’écrire en appliquant la formule générale de
Taylor et poussant le développement jusqu’aux termes du second ordre

AJ=—@(aﬂﬂ 2{ T(z,)— T(x,)e?+ K},

T(x,) — T(xy)=[T(2,) — T(%,)] 100 >

Yo+’ B_
» Yo+ p
K= [Kls+0a >
Yo +D'f_
Yot+?" B

c’est-a-dire x,, y,, J, devant étre remplacés dans les dérivées du second
ordre par x, +d«, y, 498, F,+39"p.

Mais les dérivées secondes de W et W sont des fonctions continues
de leurs arguments dans le champ, par conséquent on peut supposer
«, B, p suffisamment petits pour que

= ;W W
(29) xl) - xﬁ) ayg ’ ayog
alent le signe de
- 2w w
T(xl) - T<x2)3 ayog ’ a,yz ’

quel que soient les signes de «, §, 8.
Appelons 2g, la plus petite valeur des trois quantités (29). Alors

on aura

J=%é(“: ﬂ, B)ggoega

ou 2 égal «? dans le cas général (« = 0) et égal & la plus grande des
deux quantités B°, f° dans le cas particulier (« = 0).

Donc nous pouvons énoncer le résultat suivant:

\

8t la courbe discontinue de comparaison est assujeitie d avorr dans
le domaine R, les points de rupture K (z,+ e, yo -+ B), K (2o, T+ B)>
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la différence entre Usniégrale J prise suivant cette courbe et la méme
intégrale prise suivant lextrémale discontinue €, a une limite inférieure
positive: g,e®, & étant une des trois variations o, ff, f.

B. Cas des courbes continues de comparaison.

26. Champ§,. Comparons P'intégrale J prise suivant la courbe continue
admissible 1, & la méme intégrale prise suivant Pextrémale discontinue .
Soit € la courbe discontinue de la région R, vers laquelle tend l'en-
semble {1,}. On aura comme au n°5:

(30) AJy = i, — Js, = Jg — Js, + (T3, — T).

Appelons y = 7 (x) ’équation de la ligne € et y — @, (x) P’équation
de la courbe 1,. Soient en outre K(x,-+ &, y,-+B), K (xy-+«, i, + p)
les points de rupture de la courbe €.

Supposons maintenant que le minimum soit réalisé dans le champ @,

des courbes discontinues de comparaison. Moyennant le théoréme du n°® 24
on aura

1 = —
J@—J@o=;z@((x,ﬂ,ﬁ)>0.

Cela posé, I’équation (30) s’écrira de la maniére suivante:
AJ,= 3 6(a, . B)+ | flz, Bu(), Bi(2))da

—sz(x’ ?7(3’5)’ ?7’(%)) dx.

D’aprés le raisonnement du n® 3 on peut mettre cette équation sous
la forme
1 _ 50+s,,
A, =56(x, 8,8)+ [ f(z,@,(), or(x)) dz +(z,),
To—en
ol T, =x,+ «,(¢,) est une quantité qui tend vers zéro avec e,.

Donc la condition suffisante du minimum dans le champ &, s’ex-
primera ainsi

Toten

(31) 26(w, B, B> —_ | (0 Bu(@), 5i(2) da + (e,).

Lo—En

Le premier membre de cette inégalité est une constante positive au
moins égale g,e%; g,, ¢ ayant les mémes significations qu’au n° 24.
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Quant au second membre il tend vers zéro avec ¢,. Par conséquent
on peut trouver un nombre entier N tel qu’on ait
Zotén

f(x» Wn s 6;») dx + (sn)l < go'g2

To—En
pourvu que »n > N,

Ainsi pour des valeurs de nm plus grandes que N l'inégalité (31) est
toujours vérifiée.

6. Champ @:. Comparons Dintégrale J prise suivant la courbe
d’approximation & la méme intégrale prise suivant ’extrémale discontinue.

Soit 4,

y =, ()
une telle courbe. La fonction w,(x) satisfait & 1’équation (A).

Appelons (z, — ¢,, z,+ ¢,) linter-
valle de la chute et K(z,—¢,, y,+8),
K (xy+¢,, 7,1+ B) les points de la
courbe 1 correspondant aux abscisses
Ty — &,, To+&,.

Soit P, K Textrémale du faisceau i
F(P)) et K P, celle du faisceau F'(P,). ‘
Formons la courbe d’approximation s

1
{
!
|

L, (P,KK P,) correspondant & 1, (n° 3).
Il est évident que pour trouver

les conditions suffisantes dans le champ @, Fig. 9.

il suffit de comparer l’intégrale J prise

suivant la courbe L, a la méme intégrale prise suivant .
Mais

(32)  Ad, =g, — Jo, = W(2y— &,, Yo+ B) + W (%, + &, Fo+ B)
— W(zo, yp) — W(xo’ o)

Zotéen

+ | f(z, on(@), 04 (2))de.

To—&n

En développent la somme W -+ W suivant les puissances de ¢,, 8, 8,
on aura

W(zy— &,, Yo+ B) + W<x0+ 170+B>

S oW oW
=W (2o, yo) + W (2, ?/0)"‘9"5‘[ nax "I“ﬁ +13 7%

1/(°W W W o2 "W "W
+'2'<a_x§€2_2ﬂ;ay ﬂ+ay~ﬁ+ax2 +26x6y eB+ 3 2'3>

+ (245 B, B)s -
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L’ensemble des termes du second ordre est précisément @ (—e¢,, 8, —f).
Portons les valeurs des dérivées premiéres dans cette formule. Alors,
moyennant les équations fondamentales I, ’équation (32) s’écrira ainsi

Zo¥en

a4J, = Jg, — Jg, = f (%, wn(2), 0n(x)) dx — 26, (20, Yos Yo)

+%@<_€n’ ﬂ:“'lg)

Dans le cas considéré ¢, est une quantité essentiellement positive,
par conséquent d’aprés le théoréme du n°24, 16 a une limite in-
’r_2 2
férieure g, ¢}

1 -~ —
58(_611’/3’ ‘“/3)29082’
ol g, est la valeur de la quantité positive 7'(x,) — T (z,).

On peut maintenant énoncer une condivion suffisante pour le minimum
dans le champ &, :

AJ, est essentiellement positif si @ partir d’une certaine valeur de n
on a

Xoten
1 ’ ’
(©) P f (@, on(x), wn(2))da = f(%, Yo, Yo)
pour toute fonction w,(x) satisfaisant a 1’équation (A).

En particulier lorsque la limite du premier membre de cette in-
égalité existe, on peut exprimer la condition suffisante sous la forme plus
précise

Bot+epn
. 1
©) im0, 0i() dz) > 1z, 100 90)

Zry—En

pour toute fonction w,(x) satisfaisant & I’équation (A).

I1 y a doute dans le cas ou

Zo+en
517,, f f(x, o,(x)), o, (x) dx — (x4, Yo, Yg)

Zo—En
tend vers zéro par des valeurs qui peuvent étre négatives. Mais si cette
expression tend vers zéro par des valeurs positives, on peut étre sir que
AJ sera positif.
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27. Les résultats des deux nos précédents peuvent se résumer de la
maniére suivante:

8¢ la courbe discontinue € réalise le mintmum dans le champ §,,
elle fournit a Uintégrale J une plus petite valeur

1°. que toute autre courbe du champ §,,

2°. que toute autre courbe du champ §, lorsque en outre la con-
dition (C) est vérifiée.

D’autre part les courbes d’approximation fournissent & l’intégrale J
des valeurs qui s’approchent autant qu’on veut de Jg, .

Par conséquent lorsque le minimum est réalisé dans le champ §, et
lorsque en outre la condition (C) ou (C,) est verifiée on aura les trois
faits suivants:

1°. Le minimum de Uintégrale J n’est pas réalisé par une courbe
continue.

2°. Il existe une limite inférieure des wvaleurs de Vintégrale J dans
le champ des courbes continues.

3°. C’est la courbe extrémale discontinue €, pour laguelle U'sntégrale J
a pour valeur cette limite inférieure.

Plagons-nous maintenant seulement dans le champ des courbes con-
tinues. D’aprés ce qui précéde ow voit alors que le réle du champ &,
des courbes discontinues de comparaison n’est qu’auxiliaire. L’introduaction
du champ &, nous permet de trouver toutes les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’une limite inférieure des valeurs de I'intégrale J dans
le champ des courbes continues existe.

La courbe discontinue €, est la vraie extrémale discontinue pour le
champ §,, tandis que pour le champ des courbes continues elle n’est que
la courbe limite ou limitale fournissant & Dintégrale J la valeur de cette
limite inférieure.

Donec dans le cas des singularités pareilles aux noétres on doit traiter
le probléme du calcul des variations au point de vue de la recherche
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une limite enférieure de
Pintégrale J existe, c’est-a-dire pour qu'une extrémale du champ auxiliaire
soit une vraie lfmiiale du probléme.
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III. La fonction V.
28. Dans ce qui précéde on a supposé pour les points de rupture
fotwof,— f.— 91, > 0.

Nous avons maintenant & chercher §’il existe une extrémale dis-
continue forte dans le cas contraire
(33) fotyot,—fo— 71, <0.

Prolongeons les extrémales P, R, et R P,: la premiére & droite du
point R, et I'autre & gauche du point R,. D’aprés les conditions I, nous
aurons une nouvelle extrémale discontinue &,(P, R,R,P,).

Nous allons voir que c’est cette extrémale discontinue qui est forte
dans le cas (33).

En eflfet, en raisonnant comme nous ’avons fait au n° 10, nous avons
la fonction
z

J(@)= [ (=, 5o (@), 7o (@) dz + [ (=, 4o (2), ¥, (2)) d

Z1
ou F, est l'abscisse de P, et %, celle de P,; « vérifie I'inégalité
le —z,| <o.

Cette fonction doit avoir sa plus petite valeur pour x = a, et par con-
séquent J' (x,) =0, J"(2,)>0.

D’aprés les équations I Iégalité J'(x,) =0 est vérifite. La seconde
condition nous conduit & I’inégalité suivante

fot+yof,—fo— 4f,<0. C.QF.D.
Admettons que les conditions nécessaires pour le minimum ordinaire

le long des extrémales P, P, et P, P, soient vérifiées. Alors, quand la
fonction

V="r.+9f,— :— Uolf,
est positive pour L (z,, ¥,, ¥y» Ys» Yg)» Lextrémale €, est forte tandis que
Pextrémale (&, est faible. Si pour la méme valeur cette fonction est
négative, I’extrémale G, est forte et I’extrémale &, est faible. Ily a doute
dans le cas V= 0. Il faut alors considérer les dérivées d’ordre supérieur
de la fonction J(z) ou bien J(z) au point x — z,.

IV. Exemples.

29. Trouver le minimum de Pintégrale

+1
J=J ey +9)de
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parmi les courbes admissibles joignant les deux points donnés P, (—1, — 1),
P,(1,1).
I’équation d’Euler est linéaire en y”, y’:
22y” 22y = 0.

Elle admet D'intégrale générale
y—o+i

et il y a en outre une extrémale particuliére x = 0. Il n’existe donc
aucune extrémale continue joignant les deux points P, et P,.
Done le probléme proposé n’admet pas de solution continue.
Considérons les solutions discontinues. Nous sommes dans le cas
exceptionnel, parce qu’il n’y a qu’un seul point de discontinuité admissible
Z,=0. La condition (A) n’est satisfaite que pour cette valeur de Z,. Les
équations I’ ont pour expressions:

z(zy' +y) =0,

, 2 (x5 + ) =0,

D’ou 'on tire'?)
x=0.

L’extrémale discontinue cherchée se compose donc de deux segments de
droites paralléles a ’axe des z:
y=—1 —1<2<0
y=-+1 0<a<+1.
Cest le long de cette courbe discontinue que Pintégrale J atteint sa borne
inférieure.

€

Nous allons maintenant vérifier qu’il y a des courbes continues d’approxi-
mation 4, admissibles, c’est-a-dire satisfaisant & la condition fondamen-
tale (A). Prenons sur les branches P, R, et I P, de Pextrémale €, les
points A(—e, —1), B(+4¢,+1) et joignons-les par la droite AB. Nous
formons ainsi la courbe continue d’approximation 1,. L’intégrale J prise
suivant 4, a pour expression

-t +& 1
7, =fdx un i,—fx"’ da -+ fdx,
-1 —& £

d’ou vient

12) Nous laissons de coté les équations xy’'+y =0, xy'+7 =0, parce qu’elles
ne nous donnent pas d’extrémales discontinues admissibles.

4
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Done J,, peut étre aussi prés quon veut de la valeur Jg, = 2, par
conséquent la condition fondamentale (A) est satisfaite.

La derniére équation nous montre que J;, reste toujours plus grand
que Js,. Or nous allons voir que cette derniére propriété de E; est géné-
rale, c’est-a-dire Ji, reste toujours plus petite que la méme intégrale J
prise suivant toute autre courbe continue quelconque joignant les mémes
points extrémes P, P,.

En effet, d’aprés la formule
b
92 (B - A)2
f?/ dx > H—a

ot A et B sont les ordonnées des points extrémes, on aura

+1 +1 0 +1
[y 9y de = [ 12T g = [[ 20T g 4 [[4E0T g 2 2
21 =1 =1 0

D’autre part, on peut montrer facilement que Dlintégrale J ne peut
atteindre la valeur 2 pour une courbe continue admissible, joignant les
deux points donnés P, et P,.

Mais nous avons vu ci dessus qu’il y a des courbes continues qui
fournissent a P'intégrale J des valeur aussi proches qu’on veut de 2, done
Js, = 2 est la borne inférieure de PI'intégrale J. C.Q.F.D.

II ne reste pour vérifier la théorie des conditions suffisantes qu’a com-
parer 'extrémale €, avec les courbes de comparaison discontinues ana-
logues. Il est évident que les conditions dun® 11: (7), (7) sont satisfaites
et par conséquent, on peut prendre pour origines P, et P, des points
quelconques de lextrémale €,.

Admettons que Pextrémale §; est entourée d’un faisceau d’extrémales
discontinues analogues. Il est clair que chacune de ces extrémales se
compose de deux segments de droites paralléles a I'axe des = qui ne se
rejoignent pas. La courbe des points de discontinuité est = 0.

Comparons maintenant l'intégrale J prise suivant 'extrémale ©, avec
les courbes discontinues analogues admissibles, joignant les mémes points
P, et P,. La fonction £ de Weierstrass prise le long d’une de ces courbes
discontinues quelconques y = j(x) a pour expression

= (2§’ +9)° -y —2yy’z =2y,

par conséquent
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et la courbe §, réalise le minimum strict de I'intégrale J dans le champ %,
des courbes discontinues analogues.

30. Trouver Uextremum de Uintégrale

J:j;in(y y')de.
L’équation d’Euler prend la forme
-y d% [cosyy’]=0.
Elle admet Pintégrale générale

2 __
y:i=cx-+
et en outre elle nous donne une intégrale singuliére y = 0. Proposons-
nous de trouver l’extrémale discontinue de ce probléme.

Il est évident que la condition fondamentale (A) est satisfaite pour
toutes les valeurs de Z, vu la nature de la fonction f—sinyy’; c’est-a-
dire chaque courbe continue de comparaison vérifiant les conditions connues
de la régularité est une courbe admissible au sens du n°3. Le point de
discontinuité est donc arbitraire. C’est un probléme du cas général.

Les équations I ont pour expressions
sinyy =sinyy’,
yeosyy =0, yeosyy =0,
d’ou vient-
yy'=5+kn, Gy="5+kan

I’extrémale discontinue se compose donc de deux paraboles

(34) Yy = (2k+1)az B, y2=(2k+5)ax+p.

On voit facilement d’aprés cela que nous nous sommes placés ici
dans le cas f,=0,f,=0 (n°13).

Considérons maintenant les conditions de Jacobi et de Weierstrass
pour le minimum ordinaire. Nous avons

z — x,

A(z, zy) = v

Done la condition de Jacobi est toujours vérifiée.

La fonction de Weierstrass a pour expression

E(2,9,p(2,5),7" )= singj’ — sin (7-p(,7) — (§ —p)cos (§-p(x,7))-
4%
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Mais d’aprés les équations (34) on aura
(2k+1)5

(2k+5)3,°

yp(x,y)=

par conséquent
siny.p=(—1)%, cosy-p=0.
Dés lors
<0 pour k impair
E—sinw i’ -1 k+1 = ’
syt (= 1) { >0 pour £k pair.
D’autre part la condition (B,) est vérifiée.
En outre on peut montrer que

AJ:%@(O@ /3:/_3){

suivant que %k est pair ou impair.

On aura donc deux groupes de solutions discontinues, suivant que k
est pair ou impair. Les extrémales du premier groupe fournissent pour
Pintégrale J la valeur maximum absolu z, — z,, tandis que les extrémales
du second groupe fournissent la valeur minimum absolu — (z,— z,).

Il est facile de voir que si les extrémités P,, P, se trouvent d’un
méme cOté de Paxe des x, il y aura une infinité de courbes continues
anguleuses joignant ces deux points qui fournissent & I’intégrale J la valeur
maximum z,— 2, ou la valeur minimum — (x, —z,). Mais si les ex-
trémités se trouvent de différents cotés de I’axe des z, il n’y aura aucune
courbe continue admissible, joignant ces points, qui fournisse a l’intégrale J
la valeur extremum. D’autre part dans ce dernier cas on aura toujours

0
0

INIV

Zo+ &

— 2¢e < f sin yy' de < 2¢.

Zo— €

Dés lors d’aprés le théoréme du n° 27 nous pouvons dire que lorsque
les points P,, P, se trouvent de différents cotés de I’axe des x:

I’extremum n’est pas réalisé parmi les courbes continues.

L’intégrale J a la limite inférieure — (x, — 2,) et la limite supérieure
x, — x, dans le champ des courbes continues.

Ce sont les extrémales discontinues qui fournissent a Pintégrale J
ces valeurs limites.



