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SUR DEUX EQUATIONS

AUX

DERIVEES PARTIELLES

1. Dans deux Mémoires parus dans le Bulletin de la Société
mathématique de France, dans le tome 25 en 1897 et dans le
tome 28 en 19oo, M. Goursat a étudié I’équation

s*—iN@, y)pg =0,
et a ramené son intégration, par le changement de variable

p=u,
a celle de I'équation
NPu 1
oz dy 2 oz oy

M. Goursat a signalé les analogies de ces équations avec celle de
Moutard.

Nous nous proposons dans une premiére partie de ce travail
d’intégrer ces deux équations. L’intégration de la seconde revient
a déterminer les équations de Laplace auxquelles correspond une
suite composée d'un nombre pair d’équations.

Dans une seconde partie nous montrerons l'analogie des deux
équations précédentes avec I'équation de Moutard.

Nous montrerons qu’un théoréme de M. Goursat permet d’ob-
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tenir toutes les équations de Laplace auxquelles correspond une
suite comprenant un nombre pair d’¢qu~tions et une intégrale de
ces équations en partant de I’équation simple

ou o

dy —
Pour ce .qui concerne la théorie générale des équations aux
dérivées partielles, nous renvoyons aux Legons sur les Equations
aux Dérivées partielles du second ordre de M. E. Goursat et aux

Lecons sur la Théorie générale des surfaces de G. Darboux.

PREMIERE PARTIE.

2. Nous commencerons par rappeler les résultats obtenus par
M. Goursat.
Soit I’équation aux dérivées partielles du second ordre

(1) s?= 4N, ¥)pq,

ou A (x, y) est une fonction quelconque de z et de y. En posant

(2) p=ut g =0
I’équation (1) nous donne

Jdu =

(—)‘; = \/)\ [

do

dw:;/)\u

L’élimination de ¢ entre ces deux relations conduit a I'équation
linéaire qui se rapproche des équations a invariants égaux (E)
a Ru 1 dlogh du
(3) drzdy 2 dx dy

Si u est une intégrale de 'équation (3), on en déduira une inté-
grale de I'équation (1) par une quadrature

Ju\?
(4) z:flﬂ dxz + %(;g/),dy,
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et on obtiendra ainsi toutes les intégrales de cette équation.
Lorsque la fonction X est réelle, a toute solution réelle de I’équa-
tion en « correspond une solution réelle de I'équation en z. Si u
est de la forme if(x, y), f(x, y) étant une fonction réelle, z est
encore réelle. D’ailleurs a toute intégrale réelle de I’équation en z
correspond une fonction u qui est réelle ou de la forme if (z, y).
En remarquant que, quand on change « en i «, 5 se change en — 3,
on en conclura que, pour avoir toutes les intégrales réelles de
I'équation (1), il suffit de connaitre toutes les intégrales de I’équa-
tion (3).
Les invariants de ’équation (3) ont pour valeurs

I 92log)

b=k ke=—2 S5

Si l'on applique a I'équation (3) la transformation de Laplace

u
Uy = =)

les invariants de 1'équation transformée (E; ) ont pour valeurs

d2logh

hh=2oh—k— —>— ox d

=k, ky=h.

Ils sont donc égaux a ceux de I'¢quation (E) pris dans ordre
inverse. Il en résulte que I'équation ad301nte de I'équation (E) a
les mémes invariants que 'équation (E;) qu’on déduit de I’équa-
tion (E) par une des transformations de Laplace.

On sait que si la suite de Laplace relative a I'équation (E) se
termine dans un sens, du c6té des indices positifs par exemple,
aprés n transformations, la suite relative a 'équation adjointe de
Péquation (E), ou a I’équation (E,) d’aprés ce que I'on vient de
voir, doit se terminer du coté des indices négatifs aprés n trans-
formations également. Comme aprés une premiére transformation
appliquée a l’ équation (E,) on retrouve I'équation (E), il s'ensuit
que la suite de Laplace relative a 1'équation (E) se termine du
c6té des indices négatifs aprés n—1 transformations.

La détermination des valeurs de A pour lesquelles’équation (3),
et par suite I’équation (1), sont intégrables, revient donc a la réso-
lution du probléme suivant :

Trouver toutes les suites de Laplace, terminées dans les deux
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sens et composées d'un nombre pair 2n d’équations, telles que
deux équations a égale distance des extrémes aient les mémes
invariants disposés dans 'ordre inverse.

M. Goursat a aussi montré dans le premier des Mémoires cités
que toute équation linéaire (E) qui est telle que I'équation (E,)
que 'on en déduit par la premiére transformation de Laplace ait
les mémes invariants que I'équation adjointe de I'équation (E),
peut se ramener a une équation de la forme (3).

3. Nous appellerons (E_,,.), ..., (E_y), (E), (E)), ..., (Ea)
les 2n équations constituant la suite de Laplace. Il nous faut
former ces équations. Puisque la suite est finie, on a

hn =o,

k_ny1=o.

L’équation (E,) peut donc s’écrire sous la forme

(5) ;"5(; (g}) =o.

L’équation (E_, ) se raméne a la forme

Puisqu’on suppose

kn=h—n+l>
on aura
d*loga  d%logf
(7) oxdy  oxdy’
(8) a=00(z)o(y),

O(z) et o(y) étant deux fonctions arbitraires. La fonction a
satisfait & une équation d’ordre 2 n

02n g, . Jda.
(9) Vz,;m-%...—(—q(;—;-{-va:o’

les coefficients v, vy, ..., va, étant des fonctions de y.
Ty iy -+ -y izn €tant 22 solutions particuliéres distinctes del’é-
quation (9) €t &y, &, ..., Z2n 21 fonctions quelconques de z, on a

(10) O=2Zy1N + XNz +...~+LanNan.

Supposens que I’équation adjointe de I'équation (g) soit I'équa-
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tion

]
(11) ‘?(e)=l~12n()’)aﬁ‘+...+y9=o,

Nous appellerons ses solutions yy, ¥, ..., ¥a.. Ce systéme est
adjoint au systéme n,, Na, ..., Nap-

Si I'on part de Yéquation (6), & I'équation (11) correspondra
I’équation

021 ¢
(12) f(‘“)=7\2n(“')(§;{; “+...+ v =o.

Les fonctions z,, , . .., x,, satisferont a cette équation. Nous
désignerons par &, &, ..., £, le systéme adjoint au systéme z,
Zay -y Zap et satisfaisant a I'équation adjointe de I'équation (12).
La fonction { correspondant & la fonction o sera

(13) p=}’151+---+}’2ng2n~

Si P'on divise par §(z) le premier membre de I'équation (12),
les nouvelles fonctions adjointes &,, &;, ..., &, sont égales aux
anciennes multipliées par §(.x). Si Pon multiplie par s(y) I'équa-
tion (11), les nouvelles fonctions adjointes 74, N2, ..., N2, S0nt
égales aux anciennes divisées par () ). On peut donc supposer
que la relation (8) a été mise sous la forme

(14) i+ .+ ZonNen=— (y1b1+...+ Yankan).

Si I’on prend les dérivées de larelation (14) jusqu’al’ordre 27—
par rapport a y et si 'on donne a y une valeur particuliére quel-
conque, on obtient 27 relations a coefficients constants entre les z;
et les §;. Le déterminant des fonctions &, D(y., 32, ..., yan)
n’est pas nul puisqu’on suppose que les fonctions y; forment un
systéme d’intégrales fondamental de I'équation (11). Les fonc-
tions &; sont donc des combinaisons linéaires des fonctions x;.
L’équation (12) est donc équivalente & son adjointe.

Il en est de méme de l'équation (11) a laquelle satisfont les
Sfonctions y;.

Une équation d’ordre pair 27 équivalente a son adjeinte ¥ (3)
satisfait d’aprés un théoréme de Jacobi (') a la relation

[z ds =— iz,

(') Jacomi, Journal de Crelle, t. 17. — HEssE, ibid., L. 51,



—_6 —

od u« est une solution de I'équation différentielle $(z)=o0 et
ou 5= u3z,. La fonction ¢,(3) est une fonction d’ordre 2n— 2
équivalente & son adjointe. L’application répétée de cette formule
donne pour ¢ (z) la valeur

gL 41 d 1 d 1 d d1dz
(1) $(z)= (=" o, dr ay dx o, dx opyy dx o, dx o, dr o

Les fonctions oy, o2, ..., dapyy sont des fonctions de z.

4. Pour former les fonctions a et 3 données par les for-
mules (12) et (13), il faut chercher les relations qu’ cxistent
entre les intégrales T, o, ..., Tany Yiy Vay «+vs Vay Cl ‘€5 (nte-
grales des systémes adjoints &, &gy ..., Eany N4y N2y oy N2ne

D’aprés la formule (15), une équation linéaire d’ordre pair

équivalente a son adjointe peut s’écrire

(16) s, L, 222 =0

ay dz o dr o, dx 0,4y dz a, dr ay dx o
Les solutions sont

3 = 04,

8

I

8
~

8

by

Les intégrales adjointes a ces intégrales sont données par les
formules

uy=(—1) o, a,dz...focg dz,
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On voit que I'on a entre les intégrales des deux systémes la
relation

(17)

up= (— 1)i52:z+1—i-

Si I’on substitue les valeurs données par la formule (17) dans la
relation (14), on voit qu’elle est satisfaite.
Sil’on pose

, oon o
dr  Jdx? dzr
oo, J%a op+ig
(18) Hy,= 07 JH)} ox? oy
Py 02P g
(W ..... e e W

les invariants de 1’équation (E,_,) peuvent s’écrire, ainsi que
G. Darboux I'a montré ('),

A o2 logHy
TP T 9w oy ’

P d2logH,
ner oz dy

On peut former toutes les équations de la suite de Laplace par
la formule donnée par G. Darboux (2)

02z ologH,_ | 0z
(19) (En-p) dzdy oy oz

dologH, gi - dlogH, dlogH,
dx Jy ox dy

Le nombre p peut prendre les 2n valeurs o, 1, 2, ..., 2n—1.
Nous avons déja donné les équations (E,) et (E_,,,) par les for-

mules (5) et (6). La formule (19) donne les équations sous la
forme réduite.

L’intégrale de I'équation (E) donnée par la formule (19) peut

(') G. DarBoux, Théorie générale des Sur faces, t.11, chap. VI.
(%) 1bid.
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étre mise par exemple sous la forme

X X ... Xw y Yy .. Ye
/ / -
N U A A )
(20) z=M|az, 2 ... 2P yy ¥y ... ygv
Ton x’z nooeee wg”rl Yan .y’2n oo .y(zun—“

M est une fonction arbitraire, X est une fonction arbitraire de x
et Y une fonction arbitraire de y.

5. L’équation (E) donnée par la formule (1¢) est

9?2z dlogH,y dz

dzx dy dy ox

__0ologH, dz + dlogH, d]ogH,,-,z
ox  Jdy ox dy

(21) (E)

Il nous faut la ramener a avoir la forme de Uéquation (3).
Nous obtiendrons l'intégrale de I’équation ramenée a la forme de
Iéquation (3) au moyen de l'intégrale (20). Nous obtiendrons
ainsi A et nous pourrons former I'équation (1) correspondant a
cette équation et la formule (4) nous donnera son intégrale..

. . . J
Nous devons faire disparaitre le terme contenant %Z 11 suffit de

dx
poser
Rz = Hn-1 V.
L’équation (21) devient
a2y d H,_y dv 92logH,;
(‘22) (E) dxdy—l—dxlog—l?n—'d—}—,—i—w—v—o.

On voit que cette équation n’a pas la forme de I’équation (3).
Nous changerons encore de fonction. Nous poserons

v="0u.
L’équation (22) devient

Ru dlogh du  d 0H,_, du

dzdy ~ 9y od=x oz 8 TH, ay
( 1 0?28 d H,— dlogh 02 log‘Hn_,>u -0

Tordy T ox' " TH, 9y T owdy
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Pour que cette équation conserve la forme de I’équation (3), il
faut que § satisfasse a la condition
" L)
(23) oy =o.
L’équation devient
?u Jd OH,— du JdtlogH,

()mdy—'—ﬂog H, 5;+ Jdz dy u=o.

11 faut ensuite que 'on ait la relation

(OHn_1>2__ 1 .
H, 0210ng

n—1

ox dy

On en déduit

L’équation (22) devient donc

: 2
(25) (E Nu J <()l l()an_4> ou + o?logH,—;

I
) dzdy a2 dw oz Jy dy dzx dy “=o

Cette équation a bien la forme de 'équation (3). Son intégrale
est

(26) w o

T 0H,

Cette intégrale peut aussi se mettre sous la forme

92 log ——
(27) w= > oM
M ~H, dz dy

Les fonctions H,—, et H, doivent satisfaire a Uéquation de
condition (23).

6. La résolution des équations (1) et (3) dépend de la résolu-
tion d’équations d’ordre pair équivalentes a leur adjointe. Ces
équations ont déja été étudiées par Jacobi qui en a donné les
principales propriétés dans son Mémoire Zur T'heorie der Varia-
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tions-Rechnung und der Differential-Gleichungen (Journal
de Crelle, t. 17). Ces équations ont aussi été étudiées par
O. Hesse dans son Mémoire Ueber die Criterien des Maximums
und Minimums der einfachen Integrale (Journal de Crelle,
t. 54), par J. Bertrand dans son Mémoire Démonstration
d'un théoréme de M. Jacobi (Journal de CEcole Polytech-
nique, 28° Cahier) et par M. Emile Borel dans son Mémoire
Sur Uéquation adjointe et sur certains systémes d’équations
différentielles (Annales de I’Ecole Normale, 18g2). M. Borel
montre, par une méthode géométrique élégante, que l'intégration
des équations différentielles d’ordre pair équivalentes a leur
adjointe, revient a trouver les courbes telles que leurs plans oscu-
lateurs en chaque point soient les plans correspondant a ¢e point
dans un complexe linéaire. Ces courbes se correspondent a elles-
mémes par polaires réciproques par rapport au complexe.

Le probléme de la détermination de ces courbes est résolu pour
I'espace ordinaire (n = 2). Les courbes dont les tangentes font
partie d’'un complexe ont pour plan osculateur en un point le plan
focal de ce point. M. E. Picard a donné les équations de ces
courbes dans un Mémoire publié¢ dans les Annales de UEcole
Normale (1877). Les équations de ces courbes ne contiennent
pas d’intégrales. Mais si I'on cherche a généraliser une des
méthodes qui les donnent sans quadrature, on n’obtient pas les
courbes dont les tangentes appartiennent & un complexe, mais des
surfaces dont les plans tangents sont des plans du complexe. Ces
surfaces jouissent de la propriété de se transformer en elles-mémes
par polaires réciproques par rapport au complexe. Les courbes
que on cherche sont les lignes asymplotiques de ces surfaces.
M. Borel a généralisé une mLthode géométrique qui a réussi pour
les lignes asymptotiques des surfaces du second degré. M. Borel
suppose les courbes cherchées connues dans 1'espace a 2n — 3 di-
mensions etatiché d’endéduire celles de 'espace & 2n — 1 dimen-
sions. Le probléme revient & la détermination des courbes tracées
sur un céne et dont les tangentes rencontrent une courbe donnée.
Ce probléme ne peut pas en général étre résolu sans intégration.
Les solutions des équations différentielles d’ordre pair équivalentes
4 leur adjointe contiennent donc a partir du sixiéme ordre des
intégrales.
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7. Considérons le cas ou la suite de Laplace comprend deux
équations.
L’équation linéaire du second ordre équivalente a son adjointe
peut s’écrire, d’aprés la formule (16),
o, dz oy dz oy
Les solutions sont

uy=ay, u,:a,‘/a, dz.

S de = o(a),

Si I'on pose

les solutions deviennent
Uy = Ay, Up = U1 Q.
L’équation peut s’écrire

Les solutions des équations (12) et (11) sont
T1=17, Ze=Y9;  Y1=7T1, J2=T1P1

Les fonctions sans indice sont des fonctions de z et celles avec
I'indice 1 sont des fonctions de y.
L’application de la formule (17) nous donne pour les systémes
d’intégrales adjoints
B=—v9, fh=—v; m=—T191, =71
On aura, d’aprés les formules (10) et (18),
a=171(9 — 1),
Hy = o,
Hy=yvi¢' .

La formule (25) nous donne pour I’équation

?u 1 d 9y du ¢’ 94 _
(28) (E) d—-———zdy—; %log(?__%)a dy+(cp—-q>1)’u_o'

La formule (24) donne
0 =—ivnvVe Ve
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Pour que la relation-(23) soit satisfaite, il faut
Y1 /¢, = const.
Silon prend pour simplifier I'écriture
Y1 \/1?: =—1,
b=7ve

La formule (26) nous donne, en prenant M =1,

on obtient

= [{Yv1(9— 1) —v9' 1] X —111(p1— ) X'+ y2¢"Y.

La formule (26) nous donne pour I'intégrale de I'équation (28)

u=1< v, V¥ )x— I L
T\vvy P e nlg—¢)
X et Y étant deux fonctions. arbitraires, si I'on pose

X

=X1; _=Yh

Y Y1
puisque I'on supprime les indices des fonctions, on obtient pour u

la valeur
Ve 1

' = Y2 (X —Y)— X"
(29) u ?—?a( ) 7o

Si I'on remplace dans l’équation (1) A par sa valeur, nous
obtenons I’équation
49'9
2 _3T P _po =o.
(30) s +(°P~?1)2Pq [

La formule (4) nous donne pour son intégrale si I’on remplace u
par sa valeur donnée par la formule (29)

_ Ve Lol
z_f[?_?l<x—Y)_ﬁx dz

?'9) (¢ — )2 (¢ — ¢)? ?— 91

Cette intégrale peut se mettre sous la forme
L (X—Y)ye+ fi,x'z dx—fi,Y'z dy.
JO® P4

P

(31) z=—

L’intégrale est de la classe d’Ampeére.
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Nous appliquerons les formules générales a quelques cas parti-
culiers.

ExemeLe I. — Nous prendrons
@)y=wx, @(y)=y.

Les formules (28) et (29) donnent I’équation et I'intégrale

(32) Pu oL,
dwdy T w—ydy (w—yp
(33) w=2=Y_x.
z—y

Les formules (30) et (31) donnent pour I'équation correspon-
dant a ’équation (32) et son intégrale

4 =
§2 - (x__—'_y)—zpq-——oy

— (X_Y)2 ' '
(34) z-—T_—;——i—fX?dx—fY’dy.

Pour faire disparaitre les intégrales, il suffit de faire les change-
ments de variables

X(2z)=a, @=¢"(a); Y(y)=8 y=v¢(@8).

On en déduit

X.—:fX’dm =fa<p’”(ot)da=fl?”(d)—'?"(“)'

[ xdw = far () da = a2 9" @) — 209/ () + 2 9(a),
Y= BB — ¥ (P,
S¥rdy =g a3 =28 ¥ (B) +24(h).

L’intégrale (34) est remplacée par le systéme de formules

z=0¢"(a), y=4¥(B),
g L29(a) — ¢ () — B4 () +¢'(B)]
¢"(a) — " (B)
+ate(a) —20 ¢ (a) +29(a) — B2 (B) + 2B ¢'(B) —2¢(B).

ExemrLe 1. — Nous prendrons
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Les formules (28), (29), (30) et (31) nous donnent pour les
équations (1) et (3) et leurs intégrales

J2u + 1 0u+ 1 w =
dzdy " w4y dy (v+yp
u=X—Y——-X',
z+y

52— 4

CETEe

(X=X fx'z i fY” d.
r+y

Les changements de variables effectués dans I’exemple précé-
dent nous donnent pour représenter I'intégrale z le systéme de
formules

z=9"(a), y=4{(),
[eg"(e) —9"(x) =BV ()~ ¢ (B))
¢"(2) + ¢"(B)
+a2g’(a) —2a g (a) +29(a) -+ B2 (B)— 2B ¥ (B) +2 4 (B).

Exemrue III. — Prenons

Z = —

?(#) =— —;;, ?1(y) =y

Les formules (28), (29), (30) et (31) nous donnent pour les
équations (1) et (3) et leurs intégrales

ru w7 d_zi+ I _
Iz dy 1—+axy dy  (1-+ay) =0
u:—«X—Y——xX',
1+ xy
N i
(l—i—xy)?pq i
— 2
=M+ x2X’=dx——fY'2dy
L+ Xy

8. Nous considérerons maintenant le cas ou la suite de Laplace
comprend quatre équations.

Si nous appelons f,(«) 'équation linéaire du second équiva-
lente a son adjointe, d’aprés le théoréme de Jacobi mentionné au
n° 3, I'équation linéaire du quatriéme ordre équivalente a son
adjointe peut s’écrire

Sy ==3 dm/‘(fi%g)'
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Par un changement de variable, I'équation linéaire du second

ordre f (u) peut s’écrire sous la forme simple
1 d2 u
S ==5 7 5

L’équation du quatriéme ordre équivalente a son adjointe que
nous considérerons est

(3%) v dr § det 8 doey
Une premiére intégration donne

dr

dx

a
d—.’lf =C.

o
O2) =
=<«

7| =

Si l'on suppose C = o, on a les trois solutions
PP )
Ty =, x2:~[f8dx, x_«,:‘{fx&dm,

Supposons G =1 pour avoir une nouvelle intégrale. On a

d2 1 d u s
S dey ="
Posons .
N d2 3(x)
o(z) = dz®
L’équation devient
da* 1+ d u __ a*
dz* & dz y  da®
On en déduit
1 d u
Sdwy =P

dap
=Y, -’tz:‘{dx) -’L‘3=‘Y<wdx— >,
d dp\z
xbzyl\ﬁgg—- <3—%> dx].

On peut faire disparaitre I'intégrale en faisant les changements
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de variables

z =" (a),
ag _
T =
On a
dﬁ 2 U 2 7 N i
f<—i> dr = [ a2 ®"(a)do = a2 ®"(a) — 20 ®'(a) + 2 P(2),

B =f %% dx =fot<11’”(oc) do=a®"(a) — D'(a).
Silon pose
Y[V ()] = W(a),
les intégrales sont donc
zy =W, zy= oW, zy= WP, 2, =¥ (a® —29P).
Les variables z et o sont reliées par la relation
@ =" (a).

On aurait des valeurs semblables pour les solutions de I'équa-
tion linéaire du quatriéme ordre par rapport & y. Si I'on suppose
que la variable indépendante est (3, on a

ryi=Wy, ye=pWy, ya=W P, yi= Wi (P —2Py),
y=P1(§)
Ces deux systémes de solutions permettent de former I'équa-
tion et son intégrale.

On a par la formule (17)

=—T(ad —2®), L=V, L=—a¥, &L=1;
ny=—U(fP) —2®), ne=— W, &), Mg = — Wy, = Wy

Les formules (10) et (13) donnent ensuite, si I'on désigne les
fonctions cherchées par ¢ et ¢ :

=W [— BD\(B)+ 2P (B)+2Py(B)—BD (a) +ad () —2® («)]
V=0V |—a® (a)+2P (o) + BD () — 2D\ (B) + B D(B)— 2P, ()]

L’équation (3) correspondante et son intégrale seront de forme
compliquée. Nous ne ferons pas les calculs, car nous obtiendrons
I'équation (3) a laquelle correspond une suite de quatre équations
et son intégrale dans la seconde partie de ce travail, par Papplica-
tion d’un théoréme de M. Goursat.

Dans Pespace a trois dimensions, les intégrales de I'équation du
quatriéme ordre équivalente a son adjointe obtenues représentent
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une courbe dont les tangentes appartiennent a un complexe. 51
Pon prend en particulier pour coordonnées les quotients de z3, 7,
et z, par x,, les équations de la courbe sont

xr=d(a), y=aq, z=o0® (a)—2P(x).
Les équations de la tangente a la courbe sont

1

o= gy (YE et
y= Z@I———& (3 +a2® — 2@ + 2D).
SiYon pose
_ @u _ _¢/2+2¢¢II b_ lw‘_
Tav—e’ PT Tav—o T e T
@' —20d' 20
- P — @ ’
on a
ag—bp =1.

Cette équation détermine un complexe linéaire.

La courbe se trouve sur le cylindre paralléle a 'axe des z

2=y ®(y)—2P(y).

Exewere. -— Nous montrerons sur un exemple numérique 1'ap-
plication de la méthode et nous obtiendrons des résultats que nous
retrouverons dans la seconde partie de ce travail par 'application
d’un théoréme de M. Goursat.

Nous simplifierons I'équation du quatriéme ordre équivalente a
son adjointe. Nous prendrons d’abord le couple z,, y, égal a
P'unité, et pour cela nous poserons

v(z)=r, vi(y)=1.

Ceci revient a supposer que I'on effectue des changements de
variables tels que les équations linéaires du quatriéme ordre équi-
valentes a leur adjointe ne présentent pas de terme contenant
explicitement la fonction.

Pour faire disparaitre les intégrales qui figurent dans les valeurs

de z, et de y,, on prendra pour nouvelles variables x, et y,. Il
faut donc poser

dg _ dag,

e

THESE KREBS
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Ceci revient a supposer que 3(z) et 3, (y) sont égaux a 'unité.
Les équations du quatriéme ordre équivalentes a leur adjointe se
réduisent par conséquent a

dru dbuy

dzt 0- Ayt =0

Les valeurs des z; et et des y; peuvent slécrire alors

2 x3
z =1, Zy= 2, Ty="» = =3
‘y‘l .)/3
Y1=1, Yo=Y, Ys= Y=g
La formule (20) donne, en prenant M —=—1,

s= TV (X —Y) 4 2(z —y) X+ Y) = (2 — y X'

Les formules (17), (10), (13) et (18) donnent ensuite

x3 x?
Ei:—ﬁ’ 522“2'“’ b=—x =1,
3 2
"h——GL» 712~%’ Ms=—r Ny =1,
J— 3
a<”6”
—_ 3
6= (wﬁyp
H (x — y)+
' 12
Hz (z'——-y)"’

La formule (25) donne pour l’équation
%

02u 1 Ju 4

(36) dzdy Tw—ydy (@—yr" T

0.

L'intégrale de cetle équation est donnée par la formule (27) et
est

_ . 6(X—Y) 22X +Y
(37) 52 = ) 4 -

—_ L XII.
(x—y)? z—y

Cette valeur de u permet de calculer I'intégrale de 'équation (1)
qui correspond a I’équation (36) que l'on a obtenue. Cette équa-

lion est

16
(38) $2+(—;:y—)2pq = 0.
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On a

u 12 41 ' 8 ’ 2 "
= " (X—Y)+ — X'+ Y + Y”.
oy (x —y)*( ) (2 —yy (2 —y) z—y

La formule (4) donne ensuite

1 ’ 2% _ "2
i = [ Gl 6= )+ h@— )X — =y X 2 (e =) Vi de

I 12 4 / 8 ' " 2
“Z[_<x~y)2( OVrg=3 ¥+ x—yY"—zY]dy'

Cette valeur peut s’écrire
V(X —Y)r— ———-(X Y) (X' de —Y dy)]

£= ["_[ y>" — 7P

d A
_12[2(;’ y)3(x Yy (X' +Y)

— ' (X —Y)(X'dzr+Y'4d ]
G w( ) y)
‘dw — dy
+ 4] —= (X2 XY + Y2
4[(96 y)ﬁ( )
y(zX’X” dz +~ XY dr +X'Y'dy + Y d_y]
+ X"2dxr — Y"2 dy.

On a donc
(39) Z=——12—————~(X_Y)2+19(———————X—Y)(XI+Y’)

(z—y)? (z—y)
/0 ’ ’ 12
X XY Y XY+Y fxnz dz _qu, dy.

On voit de nouveau que l’intégrale est de la classe d’Ampere.

Si I'on compare 'equation (32) et I'équation (36), on voit que
ces équations sont trés semblables, mais que leurs intégrales dif-
ferent notablement.

9. Le calcul de I'équation (3) dans le cas ou il lai correspond
une suite de six équations et de son intégrale donne des formules
compliquées. Les intégrales de I'équation générale du sixiéme
ordre équivalente a son adjointe dont dépend la solution du pro-
bléme contiennent, d’aprés ce que nous avons va au n° 3, des inté-

grales non résolues, et il en sera de méme de 'équation (3) et de
son intégrale.
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SECONDE PARTIE.

10. 1I existe pour les équations (1) et (3) un théoréme analogue
a celui de Moutard, ainsi que M. Goursat 'a montré dans son
Mémoire publié dans le tome 28 du Bulletin de la Société mathé-
matique de France.

On peut écrire 'équation (1) sous la forme

< 02z \2
(1) 35&‘(1)‘) _
, Jd3 03 - )‘(‘1‘7 .},)

42 E
dz Jdy
Posons

02z \2
dx dy)
F(z)= 0z dz
. Joxr dy
L’équation devient
F(z) =M=, y).
Si z, est une intégrale particuliére ou lintégrale générale
de Téquation (1), on peut écrire celle-ci
F(Z) = F( Z]).
Si l'on prend une fonction z, bien déterminée des variables z
et y, il lui correspond une fonction Mz, ») bien déterminée. La
fonction A(z, y) étant remplacée par cette fonction dans I'équa-

tion de Laplace déduite de I’équation (1)

Jd'u 1 dloghk du
drxdy 2 Ox Oy

3

on a une équation linéaire bien déterminée que nous appelle-
3. . . 9z, 1, \ .

rons E(u, z,), admettant I'intégrale u,_\/ . d’apres les for
mules (2).

Nous rappellerons quelques propriétés des équations aux déri-
vées partielles (3).

SiVon considére 'équation linéaire

s+ap+bg+cz=o0,

cette équation peut s’obtenir d’une infinité de maniéres par 1’¢li-
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mination de « entre les deux équations

a0 (), ;0 (u
oz~ Yoz w )’ dy — Ty \u
1l suffit de connaitre une intégrale particuliére u, de I'équation
proposée et une intégrale ¢, de I'équation adjointe et 'on a vy et 3
par une quadrature

v = u1<bv.———g%)dx-—v,(%—i-aul)dy,

8=“{+()1u1,

Dans notre cas, I’équation adjointe de I'équation E(u, z,) ales
mémes invariants que celle que I'on déduit d’elle par la premiére
transformation de Laplace.

Sil’on pose
1 0u
oy’

Y=

on passe de ’équation E(u, z,) a son équation adjointe

Jzp 1 dlog) oo dlogh _
(E1) dzdy T2 oz @4—(2 dz dy l)v—o.

Une intégrale particuliére ui de Téquation E(u, z,) donne
Vintégrale particuliére ¢, = 5 ;’ de I'équation adjointe. En pre-

nant pour w«, et ¢, les valeurs précédentes, on obtient successive-
ment

b"i—% =—U,
2
Y=—fu§dx+;r\%ﬁl> dy =—z,,
= w gy
d=—2 X dy

Silon change u en — u, les formules de transformation s’écrivent

9 _ 2 1)
%—Z1l)w uq ’

o () 2 (1)
o \'T X 9y/a
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Il est aisé de montrer que l'élimination de u donne I'équa-
tion E (u,z). Ona

92y _ u2 (923 \? dzl 034
dxr ~ D (dwdy dx dy
On en tire
O _ 5
1{‘0)/ - dxdy’
051 031
1 duy %5}7
Y9 T Tote
ox dy
t 02 I
g ¢ z
S duy _ z’d@y(z,')
T 9y ___4_,,_6;}7, :
éxdy

| 0 w — J u
ox @ - ‘om< E)’
_\z dx
. ox
| I
o(2)
23 ol
ﬂd T T 1 dx dy i Fou
dy of ! o 023, oy d_z|>
<51> dxdy ox
rre

Ces formules ne changent pas quand on permute u et w, a la

e . I . .

condition [de changer en méme temps z; en = Il s’ensuit que s1
1

par I’élimination de » on est conduit & une équation E(«, z),
Pélimination de « doit conduire a une équation de méme forme

11. Nous éliminerons d’abord w. Dérivons la premiére équa-
tion (40) par rapport a y et la seconde par rapport a z et faisons
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la différence. On obtient

2 ———02 A—u -~ ﬁ i _.___._u
rixdy( th—:> dy d.z‘< 5;)
e \/%
“(2)
- 31 dx dy
923, dvd_y(‘/dzl>
dz oy
/ ,;2<L>
23 21
Jd oz dy J u _
+3‘;\ 023, 3;< dzl>—-0.
dx oy o
On a
Jd u _ 1 d_u_ I ()?z,u
E);( [)Z)ﬂ ()_zl<dx 0z, Ox? >’
Vi) Vel oew
J2 u 1 u 1 02z, du 1 023 du
dmdy(\/dz‘>= =1Geoy ~ o5, dwdy e T 9% 9w dy
V 9z oz dz ox
3 02z, 023 1 933,
| = = — u
[4 (dz_1>2 dz dy Jx? dz, ox? dy]
Jx > oz
0 u. _ 1 du 1 02 3, w
@( M}"Tzi(@— 7= el >
\/d_x, or ox
J? T\ 1 < 92z 2 03y 05\
W<?> “T 5 \0zdy " 5 0w oy )’
03y 03y 92 ( 1
25;5;__ Z'dxdy zi/
AT 92 3,
dz oy dzdy
. O (I :
o (a3
dx 02 24
\ iy
,0% d*z; 02 (1>+ [0?z1 03 <x>_i_<1_>
_ 0% ox dy dz dy \ z ox dy dz* dy dz dy \ 71/ ox2 dy |
- 023, \2
(37
93 <L> _—‘L [zz ()321 dzl 0221 0z C_,_z_; (‘)i%l g
dxrdy \z,/ 3%t ["'ox2dy —ia gy oz dy ' oz oz oz
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Remplagons dans I’équation les expressions qui y figurent par

leur valeur et simplifions en multipliant par . On obtient

N 02 3, Log? 0? s
92z | dz dy Yoz oy \ 54

dx dy
NPu 1 0%zy du 1 J%zy du
dwdy T 0% dmdy ov 0% dur 0y
oz ox 03y 023,
+[ 3 s Ra 1 Fa ) 05 du 1 dy ozt
4<dz,\2 ox dy Odx? ()z, ()z’dy] dy dx 2 d_z_.
oz >z dz

3z dz, 023, 0 <1
Y 9z dz dy dx dy >
' s 0%3; 03 < I > s 02 < 1\ 3z J2zy
il ey 3 =) TRl 35
0x 0y 0z dy \ 3, ox dy > 0x2 oy du oz dy —o
0251 2 d}’ 051 :
<0z 0])

-+

Si on groupe les termes, on a

023, s 92 (I) ( 923, , 02 (l.)
dz oy ldxdy 34 02u _‘_5 ox dy + & dx dy \ 5 o E (?_li
02z, Jdx dy 03, ] dy \ Iz
ox dy t * oz
5, 0 923,
‘ z‘[dxdy + dwdy( >] P
+ —
, %31 P2
dx ox dy
2 e 031 2z, 0% 1> , 03 03 1> N 02 l) 03z
+5 dx 9z dy dxdy( - E oz oy dz‘zd_y(.;; z'dxdy( dx’dy(_u
< 023, )2 5 oy
dx 9,
z M—i—z" o L) 7
owor ey (5) 3 e da 1 a1 9m0%a
9%z, 02y \2 dx dy dx? 29&,0@'2 ay 2d_z_. dy dx?
ox dy (dz) ox dx
z!d_zi 02z, 02 L) 3 0221 033 <1 >_z3 02 <_1_> 033 *
__ ' oz dzdy dxdy <z1 =t dz dy 9z dy \ 31 'ozdy \a /ooyl _
0z 023

e dx oy
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En simplifiant on obtient

(-l rn g 0n Sa 0 (L ‘
\ oy dx dy ox? ' 0w oz dy dx oy \ 5

( [ 0%z 0% /o 02 1) 0%z
+ 23| e ( — ) — — —)————
dr dy dx2 dy \ 3 dx dy \ 5,/ dx? dy | du
()221 soy

dzx oy

203, 03y Pu
9z Jy oz dy -

0x \ oz dy ozt dx Oz oy
033y

i 034 2?3 023 031 0234 P 031 0234 0?2 _E )
( ) I P P dy 0z dy \ 51 ,
_z:‘[dim g3 <_[_> 92 <1> ]
! 0z oy \ 21/ dxt oy S %= o.

+ ( dz dy dx?dy \ 34
031

* oz

L’équation peut s’écrire
92 2
21 3 2 o ( 1 )

0w S Jz? S ozay \ =
(41 d.z'dy+z— 03 03,
2— 2 —
dx ay
,3[02@ 03 <l>; 0?2 <L> 033
1oz dy ox?dy \ 74 dx dy \ 3,/ o2 dy | (du
+ —
. 051 ()51 02Z1 df
> oz oy dx oy
()231 02z| _d3z| 352 023 02 <_L>
dx 9y ox*  dx?dy Yoz dy oz dy \ 5,
(YT T e
oz ox Yoz Iy

3[()251 03 <l 02 <_l_>_23_z1
oz oy oz?dy Z)_dxdy 2/ 0x%dy

u=o.
4\ 0w dy

Si on exprime les dérivées de —- au moyen des dérivées de z,,
1

on obtient, aprés des simplifications,

(22Y,, (Z2)
du__ N9y ) .

oy 1 J dx dy
(42) oz dy ) 5;10 , 03 034 dy iz_, Qf_l
oxr dy

4% 5}7
L’équation a bien la forme des équations (3) que nous avons

étudiées.
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12. Nous éliminerons maintenant u. Les formules (40) donnent

i< u 1.9 w
w(Tm T aE] = |

dx

_d_ Cu _ dr dy J — )
dy( <}_z—1> 3 a2 /1 oy /

On a
0221
J% u _ dx ov 0?2 )
dz oy P S <1 oz dy /71
\/—x Rrrrr Z) d(;l)
ox
023,
- =7
x ) 2 I 1 )
3 _ f — J—
z1dxdy<z1> d(z,
dx
_ 0N T
i - w -5 _ I dw ) J <z,>

JECIRVE |

_')W
Jd ~ w - 1 Jw 1 d<zn

K (L) (O o) ™ "I
5 4E7] BEIE
L Iz Jz L Jz

()2(_:) 02<L> (;3<L>
3 2 34 T 3
—+ J—




L’équation devient

().'Zl \
oz d 02
L 2 dy )
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'9xdy 2

(5 ""”f (3)

dx oxdy ox dy

o (L (L
30z, d*z, d‘<z|> < <z>
a

»n( L
311 ()ZZ| 21

)

dx()_y 22y ~ Jxdy ox?dy
[ dwd}f }
do
dz 0
2

On a
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Si on divise I'équation par cette expression, on a

o L ,<: s 1)'
J <z1> 3 J2 24 o2 z1) 3z 02 34 ? -7

2w ox? dx dy oz dy dx2dy T dwdy dx? ady Jw
dxd_y+ - I N 1 ! 1 Iy
(5 (%) (z) () 7)) |
1 2 1 4 1 1 1
e 25 oy 2 ox dy  dzdy |
»(2) 02(L>
24 2
0x2
+

1 1} 1 af L))
<Z > 3 923 02<Z1) 02(Z1> 9%z 0234 J (Z1>

x2 dy dxdy dwvdy  dxdy oJx*dy T dwdy Jx?oy
1 I 1 1 2 1

(?) . (5) 4G ot ["<‘>] (3
0w oy ! ox dy

On voil que cette équation est identique a I’équation (41) ou
q q q q

. , 1 . . L.
I'on aurait remplacé u par o et z;.par —- Sil'on exprime les déri-
~1

vées de z; au moyen des dérivées de ~on obtient I'équation

1
34 9
. 02w 1 0 ox dy w dz dy
(43) = — - —lg{—r—mrr— = — - = =
T E LT () o)
4 31 31 4 31 %1

dx  dy ox oy

Si Pon connait une intégrale v, de I'équation E(u, z;)(42), les
équations (40) donneront par une quadrature une intégrale de
Péquation E(u, zl.

On a done, si I'on connait &y, le théoréme analogue au beau
théoréme de Moutard di a M. Goursat : « De toute intégrale de
I'équation E(u, 3,), on peut déduire, par une quadrature, une
intégrale de I'équation de méme forme E( u, —ZI— -

Si I'on ne connait pas z,, les formules (2) permettent, au moyen
d’une intégrale de I'équation E(u, z,), de déterminer une inté-
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grale z, de I'’équation (1). Le théoréme précédent devient : « De
toute intégrale de I'équation E(u, z,), on peut déduire une inté-

grale de I’équation E<u, é—) par deux quadratures. »
1
L’intégration de I'équation F(z) = F(z,) sc raméne a celle de
Péquation E(u, z,) et celle de Péquation F(z)=F <;1> a celle
I

de I'équation I (u, — > 1l résulte donc du théoréme précédent
ES

N

que, d’une intégrale de I'équation F(3) = F(z,), on peut déduire
une intégrale de I'équation F(z)= F<z[—> On a donc aussi le
1

théoréme semblable au précédent : « De toute intégrale de 1’équa-
tion F(z)=F(z,), on peut déduire, par deux quadratures, une

: - . . M I
intégrale de I'équation F(z) =F <;1> »

Par conséquent, de toute équation E(u, z,) intégrable, on
peut, en répétant 'opération précédente, déduire toute une suite
d’équations intégrables de la méme espéce. Une intégralé de 'équa-

tion E (u, 5,) nous permet de calculer une intégrale z, de
Péquation F(z)=F(z,). L'intégrale z, nous permet de former
, A 1 . . .
Péquation h(u, Z—) et de calculer une intégrale de cette équation.
1

Nous déduirons ainsi 'une de l'autre toute une suite d’équations
de la méme espéce et des intégrales de ces équations.

De toute équation F(z)=F(z,) intégrable, on peut également,
en répétant Uopération précédente, déduire une suite d’équations
intégrables de la méme espéce.

Nous appliquerons le théoréme de M. Goursat a quelques
exemples.

13. Reprenons I'équation (32) que nous avons rencontrée
dans la premiére partie de ce travail, lorsque nous avons formé
les équations (3) auxquelles correspond une suite de deux équa-
tions

?u 1 ou 1
dwdy Ty oy T @—yrt T

0.

Son intégrale est
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La valeur de z qui satisfait 4 équation (1) qui correspond a
cette équation est, comme nous I'avons vu, donnée par la for-

mule (34)
z_—:—x——Y—q— [X’idx—fY’?a’y.
T—=Yy o

Une valeur particuliére de z nous suffit pour appliquer le théo-
réme de M. Goursat.
Prenons

X(z) = 22, Y(y)=p2
On obtient

(x —y)?
=Ty

Cette valeur de 5 nous donne

2
% =(x_.}/)27 ?)_j: =——($-—}')2, ;x:;}/ =—2(.Z‘ —¥Vh
)(z)

1 3 3/ 9
5 (w—yp dw . (z—))*
I 1

(5) (5 s
dy T (w—y)’ sxdy  (z—y)

Les formules (40) donnent, en remplacant o par $,

_g_(ac—r)im__ (x — y)? d( 122
dr 3 D ’

r—=y
S lamyr, _ ae—yp o u
oy 3 - 3 ay x—y)
On a donc

(# —y)to=— f[z(x— Y)—a2(x—y) X'+ (2 —y)X'] dz

—2/[2()( e Y) — (2 — ) (X' Y] dy.

On vérifie facilement que I'expression sous le signe d’intégration
est une différentielle exacte. On obtient pour la valeur de w

_2(2X+Y) . 6
SN ([ [y ).

Si I'on change les fonctions arbitraires et que 'on pose

X(z)=X](2), Y()=Y(y),
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puis que I'on supprime les indices des nouvelles fonctions, on peut
mettre o sous la forme

w =

_B(X—=Y) 20X+ Y)

X",
(z—y)? z—y

L’intégrale est d’ordre quatre et c’est Iintégrale (37) que nous
avons obtenue directement.

L’équation a laquelle satisfait w est donnée par la formule (42).
Il nous faut former I'expression

)\ = I ; I
'(3) 2 (3)
p 24 34
" T oz Jdy
Nous obtenons
P S
(z—y)
L’¢quation est donc
Jw 1 ow 4

Gxdy Ta—y oy @—yr T
On retrouve I'équation (36). Elle est semblable a celle dont

on est parti, la seule différence est que le coefficient de
est quatre fois plus grand.

14. Nous appliquerons de nouveau le théoréme de M. Goursat
a Péquation précédente. La valeur de z qui satisfait a I’équa-
tion (38) qui correspond a cette équation est donnée, comme nous
Pavons vu, par la formule (39)

XY X=X+ V) A XYY
z =P (r—y) T—y

(
+ f X" da — f Y2 dy.

[l nous suffit d’avoir une intégrale particuliére de z. Pour
simplifier le calcul nous prendrons

(@)=,  Y(y)=yp*
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La valeur particuliére de z, que nous appellerons z,, a la forme

simple
P bz —y)
T 5
On en déduit
032 _ A ()32 _ - P J2 29 . .
d—x—l;(x—-y), W——(‘” VA dz.dy—_lﬁ(w-)’)se
.
1 5 J (?g) _ 25
Zs 4(1‘—}/)5’ dr Gz —y)p’
1 1
d<2§> _ 25 o <z_> _ 75
dy = W(w—y)8’ dzdy ~  2(x—y)

Les formules (40) donnent, en remplagant v par ui et u par w,
0 .0 W

0 ; J )
d—}-/z(x——y)«*u:—?»(w——.)')f'%[m] .

Si l'on remplace w par sa valeur, on obtient
(x—yPu= f[24(X —Y)—18(x—y)X'

+6(x —y2X' —(z—yp3X"—6(x—y)Yldr
+[36(X —Y) —18(z —y)X'

+3(x —yr2X'—18(z—y)Y —3(x—y)2Y'] dy.

On vérifie facilement que I'expression sous le signe d’intégra-
tion est nne différentielle exacte.

La valeur que 'on en déduit pour « est
X Y X' —-Y’
wo 23X+aY) 33X )

” 60
(@—yp s—y N @y (fx""”“f”’)‘

Si I'on pose

X(z)y=Xy(2z), Y(y)=Yi(y),

puis que I'on supprime dans le résultat les indices, on obtient

v 60(X —Y) _ 12(3X'+2Y")

3(3X"—Y")
(z—y)3 (z—y)2

=y

Cette intégrale est du sixiéme ordre. Pour avoir I’équation cor-

- Xul
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respondante, nous formerons l'expression
_ L\
J? ( — >
32
vr oy

o(2)(2)

4 dx Jdy

On obtient
N 9
(x —y)?

L’équation a laquele doit satisfaire 'intégrale « est donc

Jru N 1 Jdu 9
dxdy Ty dy " (a—y)

u == 0.

Nous obtenons une équation semblable a celle dont on est parti.

On remarque que les équations (ue nous avons obtenues suc-
cessivement different peu 'une de 'autre, tandis que les intégrales
difféerent notablement I'une de 'autre.

I5. Comme dernier exemple nous appliquerons le théoréme de
M. Goursat a I'équation générale (3) a laquelle correspond une
suite de deux équations que nous avons obtenue. Nous avons vu

que cette équation est donnée par la formule (28)

Pu 19 og o(@) et (y) du ¢ ()¢ (¥) “w=o
drdy 20z Fle(@)—e() P dy " le(@)—a(E

Son intégrale est donnée par la formule (29)
X! Ve (x)

Velle) 1
(@) —ei(¥) o (w) e(@) —qi(y)

(29) U=

La valeur de z qui satisfait a I'équation (1) correspondant a
I’équation (28) est, ainsi que nous 'avons vu au n° 6, donnée

par la formule (31)

I
s = —

— Y Txngy, [ Ly
(X Y)+f?,X de— [ G-vrdy.

7

Une intégrale particuliére de s nous suffit et nous prendrons
x=1, yv=21.
? 1

THESE KREBS 3
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La valeur particuliére correspondante de z est
_e—#)?
. = 3¢t}
On en déduit
921 _ (2 —¢1)'¢’

Jz ¢t}
971 (9—91)¢)
dy etel
NPz (&——-?1)@ o'y
xdy =T e
I 3giof
I i®—®1)*
'(z)
a1/ _ 999ty
oz (o=
)
<z1> _ 99" 219,
dy (o —o1)*
t
02<Z> __ 369%ei9'e)

dzdy T (9— 1)

Les formules (40) donnent, en remplagant o par o ¢,

= = ) ¥ x_y)— PP X
[@? \/? J P oi (o—oip' ) (e—one 1

I [(e—¢1) T__2(6—20)9d [ @2y (X—Y)— 9% %1 X']'
W | set Vo' o3el oy Lig—o1)? (¢— e

On en déduit

(‘P_‘P‘fm
o9} Vo
= f ¢ Y)ﬁ-nw[zﬁ_(:f:ﬁgzg} X “;&Qy'dz
©* 91 RS K ©1¢ opte \
+2{__ t‘P_'-(‘m)(‘?l (\ Y)+ (c?'—.wﬂl)@‘l X/ (?_"?1) Y/] d)’-
i ¢9} 3 ¢9}

On vérifie que 'expression sous le signe somme est une diffe-
rentielle exacte. La valeur de v est donnée par la formule

(p—e1r, _ r2ep—3¢iy (¢—91)y

fef \/; ¢rof ©oi o’

!
"’(‘f’“"“y f—,\a’x——zf%;Ydy.
i
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SiT'on pose

‘ ’
%X:X’., cP;'-Y=Y/1,

3
1

-6

puis que 'on supprime les indices, la valeur de  est

(1) w=— 220V gy y) | Do 3e0s v (9 — 209979
(¢ —91) ((p———cpi)tp”\/?'
X 29} Y
¢V (9 —91) Vo’

Cette intégrale est du quatriéme ordre. Pour former I'équation
a laquelle satisfait w il nous faut calculer 'expression

LS
()8

Y 0w dy

On obtient
49'9,
A=,
(P —1)?
I’équation a laquelle satisfail w est donc

2w 1 0 49’9y ] dw 49'9)
() gy Tz [(?—11>2]<?7+(<?—%)?

On remarque que cette équation est semblable a I’équation (28)
a laquelle correspond une suite de deux équations dont nous
sommes parti. La seule différence est que le coefficient de w est
égal a celui de « multiplié par le nombre 4, comme dans la
premiére application du théoréme de M. Goursat que nous avons
faite au numéro précédent.

16. Nous ferons une application des formules précédentes en
prenant
plz)=x  al(y)=y.

On retrouve I’équation (36) a laquelle nous avons déja été con-
duit par la premiére application du théoréme de M. Goursat

2o Lt dw o+ 4
dxdy T x—y dy  (z—))?

W = 0.
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Nous obtenons par contre une intégrale différente de celle que

nous avions obtenue directement et par la premiére application du
théoréme de M. Goursat, et qui est

0 22 o (z — G 2y3Y’
wazzy(zX—i—Y)_z.(x 3_y)mX_x3X,,+sz.

(z—y)? z—y z—y

On vérifie que cette intégrale satisfait a I’équation précédente.
I 8 q p

17. Nous allons montrer maintenant comment le théoréme de
M. Goursat nous permet d’obtenir par une méthode analogue a
celle de Moutard toutes les équations de Laplace correspondant a
une suite comprenant un nombre pair d’équations et leurs inté-
grales. Nous montrerons d’abord que le théoréme de M. Goursat
nous permet de former les équations de Laplace auxquelles cor-
respondent des suites comprenant un nombre pair d’équatiohs et
leurs intégrales en partant de I'équation simple

v _
Jdy
Nous montrerons ensuite que si I'on part d'une intégrale de
rang n -1 par rapport & x et de rang n par rapport a y, l'inté-
grale que I'on obtient par I'application du théoréme est, en géné-
1‘al, de rang n—-2 par rapport axetde rang n —+ 1 par rapport
ay.Silon choisit cependant convenablement la fonction wy-qui
figure dans les équations de la transformation, nous montrerons
que l'on peut passer d'une intégrale de rang n—+ 1 par rapport
a x et de rang n par rapport & » & une intégrale de rang n par
rapport a x et de rang n — 1 par rapport a y.

18. Les équations (1) et (3) les plus simples sont celles que
nous obtenons en faisant 4 = o. L’équation (1) qui nous sert de
point de départ se réduit a celle qui a servi de point de départ a
Moutard

023
(46)

dx dy =0

Nous avons vu que 'on passe de I'équation (1) a I'équation (3)
correspondante par le changement de variable

p = us
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L’équation (46) devient par I'élimination de z

47)

Il
e

SlE

L’intégrale de cette équation s’obtient immédiatement
Pécrirons

(48) u=yX,

X étant une fonction arbitraire de x.
L’intégrale de I'équation (46) peut s’écrire

Y étant une fonction arbitraire de y.

19. Nous appliquerons le théoréeme de M. Goursat a
tion (47). Nous écrirons les équations (40) sous une autre

. Nous

I'équa-
forme.

Une valeur particuliére z, de z est donnée en fonction de la valeur
particuliére correspondante «, de u par la formule (4) ou nous

remplacons z par z, et « par wu, :
piag P [

z,:fu'f dz + % (\%)‘dy.

Nous en déduisons

Pa %
d.z‘d_y—2 oy’
1 1
d<z—1> __ui d<z_1> 1 gtﬁ)*
T dy  azp\dy /)’

oz dy [ duy
()251 _—z1+7u1§;
ox dy

Les formules (40) peuvent donc s’écrire en remplacant o
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Jd z1w> 2 __d_ (1
~ 9z \u, )]~ oz u1>’
|2 ) = (s L 2) 2 (1)
oy \ wy -\ ot dy ) dy \uy
Nous obtiendrons des valeurs particuliéres u, et z, de u et zen

prenant des valeurs particuliéres X, et Y, pour X et Y. Les for-
mules (48) et (49) nous donnent

par wi:

(50)

(51) u =Xy,
(5‘2) Z‘=X1—Y1.

Lorsqu’on porte ces valeurs ainsi que la valeur correspondante
de % dans les équations (50), on voit que la seconde de ces équa-
tions devient indéterminée et ne peilt étre employée. Nous ne
conserverons donc que la premiere de ces équations qui devient

Jd Low < 2} \/3(_'-
g2 [0 g ] = ()

L’intégration de cette équation nous donne

w VX' T

L (X—Y —:—f XX do + Y
/X/‘ 1 1) \/X/| Ny \/ 1 )
Y étant une fonction arbitraire de y. Si l’on pose

Vx= 22

- e |
VX,

(X1—Yy)

X, étant une nouvelle fonction arbitraire de z, puis que I'on
supprime l'indice 2, et en remplagant w par —w, on obtient

X, e VX
(52) m_mx_wﬁx—&_Y1 .

Nous retrouvons la formule (29) donnant I'intégrale de I'équa-
tion génétale (3) correspondant a une suite de deux équations,
v et v, étant remplacées par X et Y,.

I’équation a laquelle satisfait la valeur de v s’obtient en rem-
placant z, par sa valeur dans la formule (43). On obtient

2 ' Z ! /
(53 w1 0 g[ X, Y ‘]dw X, Y o

d.Z'd}’_;.(;—l:O (X1—Y1\)q (3_}'+(X1—Y1)2w:
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Nous retrouvons I'équation (28), dans laquelle © et ©, sont rem-
placees par X, et Y, et correspondant & une suite de deux équations.

Nous retrouvons donc exactement les résultats que nous avons
obtenus par la théorie générale.

20. Nous voulons montrer, avant d’appliquer de nouveau le
théoréme de M. Goursat, que la formule (53) donne I'équation
générale correspondant a une suite de deux équations.

Silon considére Péquation

J2

la condition pour que cette équation corresponde a une suite de
deux équations est que l'invariant & soit nul. Les invariants de
Iéquation étant

h=o, k=— ! M -+ A,
2 dx dy

la fonction % doit donc satisfaire a I'équation

2
g» log)\ =2\
dx dy

Si 'on pose
A= ‘2)\1,

la fonction %, doit satisfaire a ’équation de Liouville

dtloghy
"‘()7’)7 —_ 1y
dont l'intégrale peut s’écrire
e 2X0 Yy
T X =Y
Nous avons donc
po XYy
(X1—Yq)?

C’estla valeur que nous donne pour A Féquation (53).

2). Nous appliquerons maintenant le théoréme de M. Goursat
a l’équation (53).
Les formules (50) nous donnent

50) _ a8 F 0w 0 (u
d(-;:—'>gz,d<z) — 3 y ()_}/(lt‘)d‘y
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Un calcul facile nous permet d’écrire

" Lou o)
(%4) u_u——z—1L (uu, [lz+f 2y «)ydy .

Une valeur particuliére u, de « est donnée par la formule (52),
dans laquelle nous remplagons X et Y par deux fonctions particu-

lieres X, et Y,.
Lavaleur particuliére 5, de s correspondant ala valeur u, de u est

donnée par la formule (4), dans laquelle nous remplagons X par X,
Y par Y,, ¢ par X, et o, pa‘r Y,. On obtuent

—_ - . 9 oxr2 Loy
3= — ‘(1_\, 2 Y)+f X2 de — \,\ dy.
Nous avons

uny = <X0~A\2X’ _X’2> <_‘\_—._'_~i _ &),

X, —Y,; X,—Y, X,
l dul d_lt _ (Xa—‘QY, G X:— Y (7
X dy dy Xi— Y, > Xi—Y, _Y',)'

La formule (54) nous donne pour w
_ u, Xo—Y, ' » X—-Y X’
T <\1_\1 )‘><\,-\1 x"’)"'”
Xo— Yy, X—Y Y’
—(ew) (v )

Cette valeur peut s’écrire

(Xe—Yo)uy uy [/ 2 2 7
Koy =) =2 ( [ixar —fY,Yd_y)

Nous pouvons encore écrire, en remplacant « par sa valeur,

‘/X, (Xs)*‘ Yg)ui—J I
w = - X—Y)—
? [X1—\1+(}\1—Y1)31 ( ) VX,

Y ) iy o (VY y
x-SR xSy [ () v ]

w = U -+

X’

Posons

el
&
A
i
s

P
2
Lol [
\<
et
I
-



(55)

(56)

—_ 4 —

Nous aurons donc, en supprimant les indices 3, les formules

Xi—Y;, X,

= % x_
u)__zl(X Y)+

X — Y, T(X'g)'
D
‘/ 1 X/l

|

W

1 \/XT <X2—Y'2_X/'i> zH—J I Y’
Uy _ (Xg -—-Yg)XG——(X1——-Y1)X’2

4 7 X’ 7 )
\/X—,— X, [X1—Y1 Xi—Y1 Yq 3 Y’2
‘ Y,

/
YR ey =Y ([ xede — [ Via) |

Nous obtiendrons I'équation (43) alaquelle satisfait w en cher-
chant la valeur de X par la formule

&)

o))

ox oy
. . . ']
Si I'on exprime les dérivées de L au moyen de u, et de Sl
3y ay
on obtient
_ I wy Ouq\?

Les formules (55), (56) et (57) nous permettent de former les
équations de Laplace correspondant a une suite de quatre équa-
tions et leurs intégrales.

22. Nous appliquerons les formules précédentes a des cas parti-

culiers. Prenons
Xo= X3,
YQ == Y%.
Nous obtenons
ur=— Xy (X1 — Y1),

Ly = %(X1— Y1)3,

w _ 3VX,
z; (X3 —Yqp2'
X4

x‘_ = in,

/

1

X5\’
(—2> =2X].

X5\ " -
VXY, . <X_.> +<X2-—Y2~X’2>ﬂ 1

o |
(x
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Si I’on substitue ces valeurs dans la formule (55), nous aurons
_3VX
(X1— Yy 2
X+ (X —Y1)XG o, i

(58) w= (X —Y)
%9
LN — — X" 4 B
2(Xy— Y)X2VX], 2 X', VX], (X1—Yy)Y)

’

L’équation a laquelle satisfait » est donnée par la formule (43).
Nous obtenons pour cette équation

v = 0.

Pa 1 0 4X5Y, 7 dw iX, Y,
9 T T e Og[_‘—‘(x1~Y1)2] 7T Xi— Y
Nous retrouvons I'équation (45) dans laquelle ¢ et 5, sont rem-
placées par X, et Y,. L’intégrale donnée par la formule (58) est

différente de celle que nous avions obtenue et qui est donnée par

la formule (44).

23. Supposons dans les formules (58) et (59)

X1=.l‘,

Y,:_y_

On obtient I'intégrale et I'équation

3 I , , X
u)__——zm—_ﬂyy(X-Y)—i—(x_i?)(zX +Y') — 5’
2w 1 %’__4_ 4 =0
().z'dy+ xr—y dy (x —y)

Nous retrouvons I’équation (36). Si nous remplagons dans I'in-
tégrale X et Y par 2X et 2Y, nous retrouvons I'équation (37) que
nous avons obtenue directement et que nous avons déja retrouvée
par la premiére application du théoréme de M. Goursat.

Lapplication du théoréme de M. Goursat nous permet donc
de former les équations de Laplace auxquelles correspondent

q P q !
des suites comprenant un nombre pair d’équations et leurs
intégrales en partant de Uéquation simple

du

I)T}_’.—o.

24. Supposons que I'on connaisse une intégrale quelconque de
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Péquation (3)
Flu) = Pu  1dlogh du

On a

Nous allons montrer gue Uéquation (3) peut se metire sous la
Jorme
oM oN
U )
Jdx )

et que si Uon détermine une nouvelle fonction © par les condi-
tions

Je
ac =N
99
iy = M,

on retrouve les équations de la transformation de M. Goursat.
Nous considéreronsla combinaison des équations f'(u) et f(u,)

(60) uy flu)— w f(uy)=o.

Elle peut s’écrire

(61) w 02w _ud?u, 1 dlogh <u ﬂ)ﬁ udu,>_o
' ox oy oxdy o ox Yoy ay /)

Nous exprimerons les différences des dérivées au moyen des

P 124
dérivées de o On a
1

o0 (u0
u,()),-——- oy  'dy ul)’

u
u 02u ud‘-’u, L u . du, i u) udmi(u
Yoz dy dm()yuu‘dxt)y<u1> Yoy dz \wy Moz iy \u )’

L’équation (61) devient
(62) u o (u -f—’)—u—1 f—(i> 4 (211 PN (2 o
14)396_)/ a) dv Jdz \ wy dx 2 Xz ')y Z) -
Nous ajouterons dans la parenthése 'expression w, f(u,) qui

.. . d
est nulle et nous multiplierons I'équation par le facteur «~ 4.
A dy
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L’équation (62) devient

1 dJuy 02 u
(63) )_\m?f ()xd_y<h_1>

L L(% 2i<_“_\_ wim (L] L () =
A\ dy ) ox u1) ! ()x(k 19; 21__}/ w =0

Nous' introduirons une nouvelle fonction z, satisfaisant aunx
conditions

931
Iy
a1 1(duar,
dy — h dy)

\

— 2
= uy,

La fonction est déterminée par la relation

. 1 [ duq \2
z1=fufdx+i<@—1-> dy.
Nous retrouvons la fonction déterminée par la formule (4) et
satisfaisant a 'équation (1).
Py . S . 2 1 [ duy\e2
L equatlor‘l (63) dev1ent.en remplagant uf et 5 <W> par leurs
valeurs exprimées en fonction de z,

Ly <i L% 0 i) I Ly % f’<_u_ -
9y dway \w dx dz (ui _dx<z1 )\u17)7 ay u,>—o'
Cette équation peul s’écrire
. "Jﬂ) ? (v
(1 )_\u‘ ay dwdy(m
+i<z_1 dur 9 _u_>_z N _“_)_i’ﬁ i(i)._o
oz \"? )\uldy Iy \ uy 16.1"0}/ Uy dy oz \w )
Nous obtenons donc I’équation
J 1 duy\ 9 fu\ J 0/ u _
o0 gl (= iw ) o ()] = o [ ()] =~
Cette relation nous permet de déterminer une nouvelle fonction ¢

par les équations
de _ i u
dz s ox\u,)’

% _ z_zudﬂ>i(u>
dy-“(’ X 'oy oy N\ /T
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. W , ..
Sil'on remplace » par —l-:—, on retrouve les équations (50) de la
1

transformation de M. Goursat.

25. Nous allons montrer que 'on obtient par I'application du
théoréeme de M. Goursat toutes les équations de Laplace auxquelles
correspondent des suites comprenant un nombre pair d’équations
et leurs intégrales.

Nous considérons la fonction donnée par la relation (54)
résultant de la combinaison des formules (50)

1 Jduy Ju / >

=Y 1o
(54) w=u — (u,udx—i— %y ())/t_y

<1,
Noussupposcrons qu’al’équation alaquelle satisfait « correspond
une suite comprenant 2n équations. Nous avons vu dans la
premiére partie de ce travail que 'intégrale « est de rang n -+ 1
par rapport axetde rang n par rapport a . )
Nous montrerons que, en général, la fonction o est de rang
7 — 2 par rapport & z et de rang n -+ 1 par rapport a y.
L’intégrale « peut étre représentée par la formule
u=MX+MX ... +M, X4 NY +N, Y ...+ N, Y1,
Posons
Su) =Mu+Mu~+...+ Myuln,
Si(u)y=Nu+ N +...+ Ny_juln-b,

. w=f(X)+fi(Y).

Nous représenterons par w, et v, les valeurs que nous donne la

On a

formule (54) si'on remplace u successivement par les fonctions

S(X) et fi(Y). Il est clair que Pon a
(65) ) W= )+ w;3.

 Nous calculerons successivement ces deux expressions. Nous
avons d’abord )

N . 1y 1 duy d /(X)
(66) . wy=/f(X)— “/ [Ulf(x) dx—\—j\ Dy oy

21

Si on appelle g (u) le polynome adjoint de f(u), on sait que
I’on a une relation de la forme

(67) 0 /() —ug(v)= L Blu, v),

dans laquelle B («, ¢) est une fonction bilinéaire de wu, v et de
leurs dérivées. ‘



— 46 —

Sil'on pose
u=X, v = uy,
on aura donc
. . . d R
(68) ux./(X)—Xé’(ux)=%B(X, uy).

La formule donnant »»; devient donc par une transformation facile

o1 =(X) = ZEB(X, us)

u,

’ 1 0uy 0 f(X) )
X g () da [ BX, un— 3 52 L |
L’expression sous le signe d’'intégration devant étre une
différentielle exacte, nous aurons
X«)g(u,)_ J [ B(X, u,)——l{)ul 0f()x)J’

by~ o= L dy oy

Si I'expression a dériver par rapport a 2 dans le second membre
de cette relation n’est pas identiquement nulle, sa dérivée par
rapport a4 x contiendra au moins une dérivée de la fonction X, la
fonction B (X, u,) étant une fonection bilinéaire de X, «, et de
leurs dérivées, et f(X) étant une fonction linéaire de X et de ses
dérivées. Le premier .membre ne contenant gue la fonction X, il
s’ensuit donc que 'on doit avoir

(69) g lu) _,
(70) ;}—/B(X, ) = { Ju dfd(;‘ .
Nous avons donc
(71) o=/ () = 2 [BOX, w)+ [X gt o]

Pour obtenir la valeur de w, nous remplacerons dans la
formule (54) u par f,(Y). Nous avons

() o= fi) =2 [ [usivydo+ § 5 200y,

I()f;(u)

Nous représenterons par g, («) le polynome adjoint de 5

Posons

(73) ;vﬂ;}—“)—ugmv):%!smu, 0).
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Nous ferons dans cette relation

u:Y, ()d;l
On a
I ()ll,l dfi(Y) c)ul _ J ()u,
(74) X d_)f ay Yg‘(W>_d_}Bl<Y’D}>

La valeur de w, devient par une transformation facile

w,_ﬁ(Y)_i‘—[B < "“’>+f [ulfl(Y)—iB,<Y %‘)] dz
+Yg1(lz;)dy$).

L’expression sous le signe d’intégration devant étre une
différentielle exacte, on a

Jd J - dul‘ 0 (?u,
gl -gn(ngp) | =vala ()]
Nous obtenons, par un raisonnement semblable a celui que
nous avons fait pour obtenir les relations (6g) et (70),

J ()u1 .
(75) d—zé’1<‘d;>~0,
0 ou
(76) u fr(Y) = %81 <Y\ ()—};I:) .

La fonction w, est donc donnée par la formule

1) e fiV = 2B () Y (52 4]

La valeur de o est donnée par la formule (66) ou nous
remplacons w, et w, par leurs valeurs données par les formules

(72) et (77). On a donc
du,
(78) w:f(X)A—f,(Y)M_[B(K u,)+31< ’7};>

+(/Xg(u1)dw+‘/Ygt (%)d.)’]

.

Posons
X = X', N Y—_—_—_XI’—.
&(uy) (d_tg\
4 oy
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La formule donnant w devient, en supprimant les indices 1 des
fonctions X, et Yy,

Xl Y! -
(79) wzf[g(zt;>]+f' o
S\ )
_u(g( X (Y o
z,;B<g(u1)’u1>+BI[ - <(_)f, ())’ +X4+Y.
&1 ()}/

Les fonctions X et Y ne figurent sous aucun signe d’intégration.

26. Nous pouvons simplifier cette formule. Nous supposerons
que lintégrale u, a été obtenue en remplacant dans Uintégrale
générale X et Y par X, et Y,. On a

wy = MX;+ My X oo M XY o NY, A= Ny Y s Ny, Yoo,

D’aprés la formule (68), g (u,) ne dépend pas de y. Il faut done
que les termes contenant la fonction Y, disparaissent. On a donc

&[f1(Yy)] =o.

Nous avons, par conséquent,

g(u)=g[f(Xq)]
Nous poserons

(80) 9(u)=glf(w)]

On a de méme

81 [()—f‘%}i—)] =0,

Y
dug\ _ [91(Yh)
é’1<W>—m ——dy J
Nous poserons aussi
(81) o1 (u) = & [EJ%%) .

Si nous remplagons g (uy) et g, <3—;> par ¢ (X,) et o, (Yy),

nous obtenons

(82) w=f[;,%—)§l—)] +f[€o’2{—v'>]

| X/ Y ou 2
_Z?B [‘P(Xx), ul] + B [?1(Y1)’ d)f] XYy

Les valeurs de ¢ (X,) et ¢, (Y,) ne sont pas nulles en général.
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_ Si Pon calcule les coefficients des termes d’ordre supérieur de ces
fonctions, on voit qu’ils ne sont pas nuls.

27. Nous avons supposé que lintégrale u« est de rang n -1
par rapport a x et de rang n par rapport a y.

Nous montrerons qu'en général Uintégrale w est de
rang n - 2 par rapport & x et de rang n—-1 par rapport a y.

Nous supposons que les fonctions © (X, ) et o, (Y,) ne sont pas
nulles, ce qui est le cas en général. Nous avons vu, dans la
premiére partie de ce travail, que I'intégrale v peut étre représentée
par la formule (27) et est formée avec 2n paires de valeurs
(i, ) (225 ¥2)y ooy (Z2n, Yan). La valeur de « s’annule donc
sil'on remplace X et Y par z; et y,. Silon remplace dans u,
les fonctions X, et Y, par x, et y,, ¢, s’annulera identiquement
ainsi que toutes ses dérivées. Nous avons donc

gluy) =9(xp)=o.
L’équation linéaire
v(u)=glf(w)],
dont les coefficients sont des fonctions de z, admet donc les
solutions particuliéres z, Zy, ..., Zan.
Nous avons de méme, si 'on remplace X, et Y, par z; et ys,

0
&1 <di},‘> =o1(¥n)=o.
L’équation linéaire
()fx(u)]
Ay

est d’ordre 272 et admel les solutions yy, y2, ..., Yan.

er(u) = é’l[

La fonction « s’annule quand on remplace X et Y par z, €t y,.
- , S w .
La formule (78) nous montre que -—l'z— s’annule aussi. La valeur de
1

w donnée par la formule (82) s’annulera donc lorsqu’on y
remplacera X et Y par

fxw(xndx, fyhcpl(mdy.

Nous devons pour cela choisir convenablement la constante
que l'on peut ajouter a 'une des intégrales.

Les dérivées de la fonction fl_:_‘*’ donn¢es par la formule (78)
1
s’annulent quand on remplace X et Y par X, et Y,, car u

THESE KREBS 4
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devient égal a u,. La valeur de w donnée par la formule (82)
s’annulera donc quand on remplacera X et Y par

[X,(p(X,)dx, ‘/Yl?i(Y1)d.}’.

Nous devrons pour cela choisir convenablement les valeurs des
constantes que l'on ajoute a ces intégrales.

La fonction w donnée par la formule (82) s’annule aussi quand
on y remplace X et Y par +1 et —1.

Nous avons donc obtenu 2n + 2 paires de valeurs pour X et Y
qui annulent la fonction w. Les fonctions de chaque groupe sont
linéairement indépendantes. Si ’on avait par exemple une relation
linéaire entre les fonctions du groupe

i, le';a(X‘)dx, /‘.T,q;(X,)d.z‘, ceey fx,,,(p(X,)dz,

il y aurait une relation entre leurs dérivées, ce qui est impossible
si X, ne satisfait pas a équation
o(X,)=o,

et n’est pas une combinaison linéaire des fonctions x,, 2, ..., Zan.

La fonction o donnée par la formule (82) est donc de rang
n - 2 par rapport a x et de rang n -1 par rapport a y.

Nous avons donc démontré que la transformation de M. Goursat
nous conduit, en général, d'une solution « a une solation » d’un
rang supériear de deux a celui de w.

28. Nous allons montrer maintenant que l'on peut, en
choisissant convenablement la fonction w,, passer d’une
intégrale de rang n+1 par rapport & x et de rang n par
rapport & y a une intégrale de rang n par rapport & x et de
rang n—1 par rapport a y.

Nous supposerons que I'on a seulement

¢1(Y1)=o,
et
Yi=kyi—+ heyat+...+ Aan Yan,
Ay Agy -.vy Mgy étant des constantes.
Nous remplacerons X, et Y, par

X| —-)\31«“ —_ )\21‘, —_— . )\gnwgn,

Y1~7&1)’1-—7\2.}’2——--«—12/:)’2m
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pour réduire Y, a zéro. La valeur de u, ne change pas. Nous
remplacerons donc Y, par zéro, X, restant arbitraire.
Si Pon fait
X =X, Y=o

b

. . 9 . .
« devient égal a u,. Les fonctions g (u,), g (()ﬁl se réduisent,

ainsi que nous 'avons vu, aux valeurs g [ f(X )] et g, [df:)(;')] et

nous avons remplacé ces fonctions par les expressions plus simples

#(Xy) et ©,(Y,). Silon fait le méme changement dans la for-
mule (/8), on a

31

w z
e = X+ fi()]

- [B(x, u,)+B1<Y,dd—l;'>+ Xq:(X,)dx—i—-fan(Yl)dy]

Nous ferons dans cette formule
X =Xy, Y =o, Y, =o.
Nous aurons aussi, puisque Y, est nul,

uy = f(X)).

La formule (4) nous donne

z,—.f[u dr + - <‘i;;/l> dy]
Nous avons donc

z"—f; l(X,)dx-}—I [df(X”] y%.

La valeur de & est donc donnée par la formule
af (X 2
=S lronae s [YE0] 2]

— B(X0, f(X0) — [ X19(X,) da

21w . , . . . .
L’expression l't— doit se réduire a une constante, ainsi que le

fait ressortir la formule (54). Nous supposerons que la fonction X,
satisfait 4 la relation
e (Xi)=o.

Nous devons donc obtenir une constante pour la valeur de



Pexpression
S a0 b= mexa rexa
Les formules (68) et (70) nous donnent
SHX0) = LRI, f(XD],

VX )r_ 9

La substitution de ces valeurs dans ’expression précédente nous
montre que cette expression est nulle, si 'on choisit convenable-

ment la constante d’intégration.
o s 24 s 3 —
Nous supposerons que la solution X, de I’équation o(Xy)=o
est donnée par la formule

Xi= 1@+ pa&s+...+ PonZaon,

1) ey + ., Hp étant des constantes.

Il résulte de ce qui précéde que le rang de la fonction w
donnée par la formule (82) sera abaissé a n par rapport a x
si nous remplacons X par

[(y.‘—)\l).’l«‘l—l—(}l«z— )\2).’172-4—. ..+(}lgn—}\2,,).l‘z,,]fx dr.

Le rang de la fonction w sera de méme abaissé & n —1 par
rapport & y st nous remplacons Y par

[(q— ) Y1+ (ho— pa) Yo+ oo+ (Ran— uzn)yzn]fY dy.

Le rang de la fonction w par rapport a x et a y ne pourra
pas étre infeérieur de plus de deux par rapport a celui de u,
car la transformation inverse ne peut pas l’élever de plus de
deux.

Les valeurs obtenues pour X, et Y, nous donneront la valeur u,
de la fonction «. Nous calculerons ensuite z, au moyen de u, et
nous pourrons former I’équation a laquelle satisfait la fonction w,
la valeur de la fonction X étant obtenue au moyen de la formule

2]
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Nous pourrons donc transformer les intégrales et les équations
et ramener les intégrales & étre des solutions de la plus simple des
équations. Il s’ensuit donc que la transformation de M. Goursat
permet d’obtenir toutes les équations de Laplace correspondant
a des suites comprenant un nombre pair d’équations et leurs
intégrales en partant de l’équation simple (47)

ou
dy

Nous appliquerons les résultats précédents a des exemples.

29. Nous considérerons 'équation ( 47)

u
oy

= 0.

L’intégrale générale de cette équation est
u=X,
X étant une fonction arbitraire de z.
Une solution particuliére de I'équation est
u = Xy,
X, étant une fonction particuliére quelconque de z.
Nous aurons
f(u) =u, glu)y=—u, B(u, ¢)=uv,
Ji(u) =o.

Nous avons vu que I’équation (47) correspond au cas ou la fonc-
tion A de I'équation (1) et de 'équation correspondante (3) est
nulle. La fonction «, ainsi que nous I'avons vu, est donnée par la
premiére des formules (50), ou la variable y est considérée comme

étant constante. La fonction z est donnée par la premiére des
formules (2)

b

dx

La valeur particuliére z, de la fonction z, correspondant a la
valeur particuliére «, de u«, peut étre représentée par la formule

zlz‘/dex—Yh

la fonction Y, étant une fonction arbitraire de y.



P ¥ p—

Nous avons donc pour w, en remplacant dans la formule (78)
les fonctions par leur valeur, et en remplacant la constante d’'in-
tégration par Y, Y étant une fonction arbitraire de y,

m=x_mi_<x,x—fxgx¢1x+1f).
/xgdw—Y

1

Une réduction facile nous donne

w=x___,_-§‘_<fx,xdx+¥>.
jx;zdx_Y,

La fonction » s’exprimera sans intégrales si 'on remplace X,

par \/i_i et X/ par%l—!_. La formule devient
1

X7 X7
> = VX, X—-—l;—_X’— vXj

X — Y, VX, X;—Y,

Y.

Nous retrouvons la formule (29) donnant l'intégrale de I’équa-
tion générale correspondant & une suite de deux équations.

30. Nous appliquerons la formule (82) a I'intégrale que nous
avons obtenue. L’intégrale peut s’écrire

VXi I VX
= X—— __X’——
R TR PRV, RS e &

Y.

1’équation a laquelle elle satisfait est, d’aprés la formule (28),

R 2 A
dy  (Xyj—Yq)2

Pu 1 J o X, Y,
drdy 2 oz g (X1—Y;)2

Nous avons done

VX, 1
f(u)= U———2=u,
=Yy VX
__ VX
fl(u)""—'_ X, — Y, u,
N

Rate ol



— By —

Nous en déduisons

swy= (5 X Ny Ly,
. Xi=Yi Xy X, VX,
0 u'
p(u)=g[f(w)]=— 5= (')q>’
uy
,—17
vXi
2Oty o, 2o
Aoy VXD VXY

B(u,v)=—

u',

2 (X, — Yy Y] X, —Yy
u)= — — u — — u
gl( ) [\/X', \/X', Y/lz \/—ill Y/l
9 AW __d_(_u_’)
o= e [ ] = 2 (5).
By (u; ())—X'_:‘Yl uy
VXY,

Nous montrerons d’abord que I'on peut abaisser le rang trois de
I'intégrale u a un, de maniére que cette intégrale devienne une
solution de I'équation (47)

du
=1
Nous devons chercher des solutions des équations

?(X2) =0,
¢, (Yy) =o.

Prenons
X, = Xy,

Y,=Y,.

La substitution de X, f Xdz et Y, f Xdz a X et Y dans inté-

grale u nous donne
XX

U—=— ———>

VX,

Nous obtenons une solution de l'équation (47) et nous
voyons que I'on peut bien ramener toutes les intégrales des équa-
tions (3) & satisfaire a cette équation.

La formule (82) donne, si I'on remplace les fonctions par



leurs valeurs,

o=—(X4Y)
K21

"
vXi X'.> +< Y
Xy —Y, \/—/ (X’,)’ X;— Y, Y/,

e [ (B )
o X7l> X=X, 1— Yy ! (__

\ Ay
w0 (Xp— Vo) Xy — (X4 — Y) X

T [ Y=Y [ Xpde— [g e ay)|
|

Nous retrouvons la formule (55) en remplagant X par — X.

.

31. Nous allons vérifier sur un exemple que la transformation
de M. Goursat permet d’abaisser le rang de lintégrale d'une
équation (3).

Nous considérons 1’équation que nous avons déja rencontrée

Jd*u i 1 _t?il, 4 “=o
dwdy T r—yay T (@—yp "
Une intégrale de cette équation est
6(X—Y) 202X'+Y) "
= — X",
(x—y) zT—y
Nous avons
6 4 ] "
flu) =— —— u—+ w—u'
r—Yy r—y
o 2 _ & _
R e e
e(u)=glf(u)]=um,
B(u, ¢)= xiyuv—u’v-{—uv’,
6 2 ,
Si(u) = (x—y)2u+w—yu’
10fi(u) 3 b p
X oy ——x_)’u—‘lu 2(*" y)u,
df,(u)] '
u) = = — (v
Py(u) g.i[ oy ’

Bi(u, v)=— :1—[5uv+(z‘—y)(u'v—uv’)],
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Pour appliquer la formule (78) et abaisser le rang de P'inté-

grale « par rapport & x et a y, il nous faut calculer une valeur

particuliére «, de u en prenant pour X et Y des valeurs qui

satisfont aux équations ¢ (X) =o et o, (Y) = o, mais qui n’an-
nulént pas «. Nous prendrons

X=u, Y=1.

Nous obtenons pour « la valeur particuliére

zr+2y—3
Uy=—9 — L .
' (z-—y)r
La formule (4) nous donne ensuite

224y +1:—3(x+ y —1)
(x—y)?

3 =—

Nous en déduisons

uy (z+2y—3)(x—y)

3z 2|z xy+y‘*‘-——3(x+y—1)]'

Nous remplacerons X et Y par

Les termes qui contiennent les intégrales disparaissent. Nous
obtenons l'intégrale de rang trois
S 3 — 3
_ . (@ 1)+2<y‘l) X —(z—1)X'
(z—y) 2>+ 2y+y2—3(x+ y —1)]

. 3(ay —z—y+1)(y—1)
(z—y) @+ ay +y?—3(z+y—1)]

w

Des simplifications faciles donnent pour cette intégrale la valeur

_(r—pra(y -0t ol 3(@—D(y—1%
R e S A S P i 2

L’équation a laquelle satisfait la fonction w s’obtient en calcu-
lant A par la formule (57). La valeur de A est

9lr — 12 (y—1p |
((z =)= (y—13)

A=—
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Nous retrouvons la méme valeur pour 2 si 'on pose dans la for-

mule (53), donnant les équations correspondant a une suite de

deux équations,
Xp=(x —1)3,

Y, = (J’ -— 1)3.

La_formule (52) donnant l'intégrale de I'équation (53) nous
donne, si 'on remplace les fonctions X et Y, par ces valeurs,

o @=0V3 o x o (=03
T (=1 —(y—12 (z—1)y3 (@—1—(y —1)p

Nous retrouvons la valeur de o que nous avons obtenue si

nous remplacons dans cette formule X et Y par \/g(x 12X

et — \/’g (y — 1)? Y. Les résultats que nous avons obtenus sont donc
bien exacts.
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