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PREMIERE THESE

SUR LES SYSTEMES DE POINTS DU PLAN
APPLICATION AUX COURBES GAUCHES ALGEBRIQUES

Par M. M. LEGAUT,

Agrégé préparateur d 'Ecole Normale Supéricure.

INTRODUCTION

1. La premiére partie de ce travail est consacrée a I'étude de quelques problémes
-qui se posent trés naturellement au début de la géométrie algébrique. Que peut-on
dire sur la formation el les propriétés d’un systéme de points situés dans son plan?
Comment peut-on les classer, les déduire les uns des autres? Peut-on les caractéri-
ser, au moins relativement a cerlaines de leurs propriétés, par un ensemble fini de
nombres entiers? En particulier, quel est le nombre de conditions imposées a une
 courbe de degré [ pour passer par un systéeme donné?

Un probleme de celte calégorie fut posé pour la premiére fois par Cramer,
lorsqu’il considéra les n* points d’intersection de deux courbes de degré n. Un peu
plus tard, Cayley (Cambridge Mathemalical Journal, vol. 3) éludia le systéme des
.mn points communs a deux courbes de degrés n et m. Il montra qu’en suppo-

sant m > n, toule courbe de degré [ tel que m< 1 m+ n—3, qui contient
(m4+n—1>L-1)(m+n—1—2)

mn — - de ces points, passe par les aulres. En 1886

5
(Mathematischen Annalen, t. 26), Bacharach publie un travail sur le méme sujet.
En 18go (idem, 1. 30), Cayley présente un nouveau Mémoire ot il améliore ses
démonstrations. Plus réceminent, M. Gambier (Comples rendus, 1922, t. 175) reprit
le probléme sons un aspect plus général, et se proposa de construire les systémes
de points présentant, relativement aux courbes de degré [, la propriélé suivante :

Une telle courbe passant par \ de ces points. contient nécessairement les B restants.

). il montra en particulier que pour un
systeme donné, lorsque / augmente, le nombre des points B diminue et devienl nul.
"1l calcula en outre leur différence pour deux valeurs de  consécultives.

Dans une deuxiéme note (€. R, 1923, t. 156
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Mon travail se distingue complétement de celui de M. Gambier, par la méthode-
‘et par les résultats. Jai borné exclusivement mon ¢tude & celle des systémes de
points simples tous distincts. J'exclue en outre toutes les considérations relatives a.
la réalité de ces points ().

2. Posons d’abord quelques définitions. Yentendrai par "exprcssion « la courbe-
de degré [ (satisfaisant & Ia propriété \) » une conrbe quelconque de ce degré (satis-
faisant a cetle propriété, c'est-i-dirve dont les coeflicients de I'équation ne vérifient
aucune relation (autre que celles imposées par la propriété). La premiére courbe
minima d'un systéme \ est la courbe de plus petit degré, composée ou non, qui
puisse passer par \. Suivant les cas elle est unique on dépend de paramétres. La
dew.ricme cowrbe minima d’un’ systéme A est la courbe de plus petit degré, compo-
sée ou non, qui puisse passer par A sans se décomposer néeessairement en la précé-
dente et une autre courbe. Elle n’est jamais unique, mais en général elle recoupe la
precedente en un systéme A indépendant de son choix.

Eaemple. — Le systéme forme de sept poinls de Pintersection d'une conique et
d'une courhe du 5 degred admet pour courbes minima la conique el une quartique
passant par ces poinls.

Que le systéme A, soit déterminé ou dépende du choix de la deuxiéme courbe
minima, nous divons qu'il est le premier réduit de A . Celte indétermination occa-
sionnelle ne provoque aucune difficulté. Le premier réduit A, de A, est le deuxiéme-
réduil de \, etc. Construire les divers réduits de | c’est rédunire \. Leur ensemble
est I réduction de A. Nous supposerons loujours que tous les véduits de A sont des.
systtmes de points simples distincts. Dans ces conditions, on démontre que tout
Syslf‘.mo se réduit & une intersection totale de deux conrbes. (Chapitre I, paragr. 7.)-

C'est de T'étude de Ta réduction d'un systéme de points que je déduis certaines.

de ses propriétés.

3. Le plus petit systéme corésiduel de A sur sa premiére courbe minima est dit
le premier adjoinl de \, ou plus simplement I'adjoint de A. L’adjoint du premier
adjoint est le dewriéme wljoint. Je montre que c'est aussi le deuxiéme réduit de A..
/l.'vnsembl(\ des adjoints successifs forme la réduction adjointe.

Si nous faisons passer par A deux courbes de degré quelconque, non minima-
pour A, qui s recoupent en B, nous dirons que B <e déduit de N, Si ces courbes
sont minima pour B, nous divons aussi que B se réduit & A. Si C se déduit de B,

B de A, € sera dit aussi déduit de \ et nous étendrons cette définition quel que soit

-

) Les quelques résultats nécessaives a intelligence de ce travail se trouvent dans les
prewmiers chapitres du tome I du livre de MM, Picard el Simarl : Fonelions algébriques de-
deur rariables.
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le nombre d'intermédiaires. On démontre (Chapitre 1. paragr. 2) que les adjoinls
de méme rang de deur systémes qui peuvent se déduire U'un de Uaulre, peurent aussi se
déduire l'un de laulre. Leurs réductions adjoinles coincidenl « parlir d'un certain
rang. (Chapitre II, paragr. 7.) Les courbes qui servent a faire ces déduclions peu-
vent étre composées ou non, mais je suppose que chaque partie indécomposable
conlient des points de A et de B.

La sinqularilé d'un systéme A, de A points, pour les conrbes de degré I, est
Pexcés du nombre \ sur celui des conditions indépendantes imposées A une courbe
-de degré [, pour conteniv A. Un systéme est dit général, si sa singularilé pour sa
premicre courbe minima est nulle. Un tel systéme se réduil « Uinlersection lolale de
deuwx droites, d'une droite el d'une conique, o de dewx coniques. (Chapilre 1, paragr. 7.)

Les expressions de la singularité d'un systéme dépendent de ses irrégularités :
‘Si une partie indécomposable de la premiére coure minima du réduit A; ne contient
aucun point du réduit suivant A, |, je dis que A; présenle ou conlienl une irréqu-
larité et que A est irrégulier. Si aucun réduit ne présente d'irrégularité, le systéme
esl régulier. J'étudic ces irrégularités, et leurs répercussions sur les réductions des
‘systémes dérivés, dans les chapitres Il et [I1. Je montre qu’il y a lieu de distinguer
les irrégularilés stables, instables el apparentes.

Toul systéme peul se déduire d'un sysltéeme réqulier, se réduisant soil & une inler-
section lotale, soil @ un systéme général. (Chapitre 11, paragr. 13.)

Le rang du premier réduit général (ou celui de Uintersection lolale augmeniée
de un) est la spécialité du systéme. Le nombre des réduits contenant une irrégula-
rité est Uirrégularité du systéme.

La singularit¢ s’y d’un svstéme de A points, de spécialité 5, a deux expressions
de formes compltlement difféventes suivanl que le degré [ est supérieur ou infé-
rieur & un nombre entier ' appelé caractéristique centrale. (Chapitre I, paragr. 11;
Chapitre 11, paragr. 11.)

Les nombres entiers qui interviennent dans ces formules sont les caracléristi-
ques du systéme. Ce sont des fonctions trés simples des degrés des diverses courbes
minima des réduits. La donnée de ces nombres, et du nombre de points \, permet
de construire un systéme avant pour singularité Uexpression correspondante.
(Chapitre I, paragr. 12: Chapitre 11, paragr. 14.) Ces nombres sonl inlimemenl! liés
au systeme de poinls.

Les courbes ayant pour degré les caractéristiques d’indice pair jouissent de pro-
priétés particulicres. (Chapitre 1I, paragr. 13.) On peut en oulre énoncer la pro-
position suivante qui en fera sentir toute 'importance. (Chapitre [11, paragr. 8.)

L’équation générale des courbes de deqré | passanl par un systéme de poinls peut
se mellre sous la forme : ‘

Fo= Y, F, +o,F )+ Yok =o
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ol les u,; v,; w; sont des polyndmes arbitraires de degré I —h,;, | —k,, l—hc,
les F les premiers membres des équations des courbes de degré h,; k,; h¢ (caracté- .
ristiques), choisies arbitrairement et passant par le systéme.

Je démontre d'ailleurs qu'il n'est pas nécessaire, lorsque [ est assez graund, de

prendre toutes ces courbes pour avoir 'équation générale. (Chapitre 111, paragr. 9.)

4. La deuxiéme partie de ce travail est consacrée d application des résullats
et des méthodes précédentes a I'étude des questions suivantes relatives aux courbes
gauches algébriques.

a) Combien de conditions impose une courbe gauche & une surface de degré ¢
pour qu’elle la contienne?

b) Quel est le genre d'une courbe gauche sans point multiple?

¢) Dans quelles conditions une surface de degré I, passant par l'intersection
totale d’une courbe (i avec une surface d’ordre n, recoupe-t-elle C suivant l'inter-
section totale de C avec une surface d’ordre I —n?

Ces problémes furent déja ¢tudiés par Halphen (Journal de I'lcole polytechnique,
t. 33). Neether (Mémoires de I' {cwdémie de Berlin, 1882), puis plus tard par M. Castel-

nuero (Rendiconti di Palermo, t. 7). L
Jai résolu ces trois questions exactement pour une certaine famille de courbes
gauches (chapitre IV, paragr. 7, 8, 11). J'ai démontré en outre certaines proposi-
tions qui peut-étre pourraient aider a leur résolution dans le cas général.
Jai eu en outre 'occasion de montrer comment la méthode pouvait étre em-
ployée pour I'étude des sysiémes de points dans I'espace. Je signale les particula-

rités qui rendent ce probléme beaucoup plus délicat (Chapitee 4V, paragr. 10).

5. Je dois terminer ce rapide exposé en remerciant bien vivement M. Vessiot
et M. Lebesgue de Taide u’ils ont bien voulu me donner pour la présentation et
Limpression de ce travail, M. Gambier de Tobligeance qu'il m’a témoignée en me-
communiquant le Mémoire qu'il a écrit sur la question.

Je désire spécialement témoiguer ma reconnaissance a M. Garnier, qui voulut

bien lire une ébauche de ce Mémoire et qui m’aida de ses conseils pour la rédaction..




CHAPITRE PREMIER

Les systémes de points réguliers.

4. Faisons d’abord quelques conventions qui préciseront et faciliteront I'exposé
de ce travail.

Un systéme de points sera désigné par une leltre, A par exemple, le nombre de
ses points par cette méme lettre A. Dans les figures que nous ferons, nous le repré-
senterons par un point A.

Nous désignerons une courbe quelconque de degré [ par le symbole C,. Nous
la représenterons par un simple arc de courbe, sans nous occuper de sa véritable
forme, mais simplement dans le but de faciliter les raisonnements.

Lorsqu'une courbe passera par un sysléme de points, nous ferons passer son
image par le point image du systeme. Pour représenter deux systémes A et B dont
I'ensemble forme l'intersection totale de deux courbes C, et C,, nous figurerons

deux arcs de courbe convexes qui se rencontrent aux deux points A et B.

\
Nous désignerons souvent l'intersection totale des courbes C,, et C, par le sym-
bole C,.C,.

2. Singularité de U'inlersection lotale G, .C,.

Nous appellerons singularité d'un systtme A pour une courbe C,, l'excés du
nombre A sur le nombre de conditions indépendantes imposées & une C, pour con-
tenir A.

Nous nous proposons actuellement de trouver la singularité a',, du systéme
A =C,,.C, pour les courbes C,. ‘

FEnongons d’abord deux lemmes préliminaires. Rappelons un théoréme di &
Naether (*). Lorsqu’une courbe C,, d'équation ¥, = o, passe par lUintersection totale
C,-C,, C, et C, ne se rencontrant qu'en des poinls simples tous distincls, on peut
mellre son équalion sous la forme

F,=\,_,.F,+B_F, (m>n et [>n).

ou F, et F, sont les premiers membres des équations de C, et C,, A et B deux
polyndmes de degrés respectivement é¢gaux & Ieurs indices.
Considérons sur une C, le systéme A = C,.C,. Faisons passer par A une C,

qui recoupe C, suivant le systéme B. En supposant que C,, et C, se coupent de la

(') Math. Annalen. 1. VII; Fonclions de deur variables, Picard et Simart, t. 11, p. 1.

2
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7 ’ » e . ~ 4 7 _»
fagon générale énoncée, I'équation F, = o de C, peut se mettre sous la forme prece-
dente. Cette derniére mountre que C, coupe C, aux mémes points que la courbe
d’équation F, =o. La partie due a ', = o donne \, le systéme B est donc

l—m* " m

I'intersection totale de C, avec la ( d'équation A,_, == o. On peut donc dire :

“l—m

1° LeMme. — Si une courbe C, rencontre une courbe C, suivant Uinlerseclion lolale
C,..C,, elle recoupe C, suivant l'intersection totale C,.C,_,,.

Observons (que le théoréme de Neether ne supposce pas les conrbes G, et G, indé-
composables. La proposition précédente ne 'exige donc pas non plus.

Considérons la série de points déterminée sur G, par un systéme de courbes C,.

Nous allons montrer que :

2° Lemme. — Lne courbe C,, pour passer par h points de C,, esl soumise a autant

n

de condilions indépendanles qu’un groupe de la série précédente pour les contenir.

Soient en effet R et : les dimensions du systéme de courbes C, et de la série
qu’'elles déterminent sur C,. Par un groupe de celle série passenl coR—: courbes C,
du systéme. Fixons h points sur € . Ills imposent & — a conditions aux C, précé-
dentes qui passent par cux, h — & conditions aux groupes de la série qui les con-
tiennent. La dimension des C, du systéme passant par los/(ﬁminls est R—h 4 q,
celle de la série résiduelle ;——h -+ h. Par un groupe de celte derniére passent
coR—lta—{:—/+b) courbes €, du systéme contenant les & points. Or on sait qu'il y en
a colt—¢ puisque en définitive ces courbes passent par un groupe de la série initiale :
a=>".

Reprenons la figure précédente et laissons C, passant par A, variable. — Les
systémes B constituent une série dont nous allons déterminer la dimension de deux
fagons différentes.

Si mn --a',, est le nombre de conditions imposées & une C, pour passer par A,
la dimension de la série B sera z; — (mn —a',,) ot ¢, est la dimension de la série
déterminée sur C, par toutes les €, du plan. D’autre part la série B est déterminée

pac toutes les ( du plan. On a donc I'égalité

~
‘U=m

‘
gi—(mn—a mn) = Ci—m

O

1
17 fi—m mn—a mn
Or,

i Gi—ad)tCGmi—pd+ o+ G — Bim):

Avec des nolations semblables a celles utilisées pour A =C,.C, ,-

— i
=n —__al.n
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et par suile :

: ‘ | {— t—m+-
(I) ; . ) aJn.n =a,, + al.nl + ..+ a,n '

Pour contenir n points en ligne droite, une C, est sonmise a n conditions :
a'.n==0 si i = n, et par suite pour {>n. Si i<n il faut que la courbe C; con-
lienne la droite et a',, = n— (i + 1). “

Quand I—m+1>n—rvoul>2m+n—2, a,, =o.

Quand m I<<m+ n— 2, Iégalité (1) devient :

(m+4+n—Il—r1)(m +nl—ay .

¥ ]

a, =1+ ... +n—U—m+42)=

Si maintenant nous supposons n<l<m, le raisonnement pris sous la forme

précédente est en défaut. C, doit se décomposer suivant C, et une C,_, arbitraire .

l—-u

, A+0d+2) (—n+nl—n+2)
’wl*amu: 2 - 9 -

et en vertu de U'identité classique :

(é) (1f;)([+u) =(l———n+x)(1—n+2) +(l—m+l)‘(l—~m+2)’__.(l—-—n-——'m+l)(l;ﬁ—~m+?)+!m

n)
2 2 2 2

. __(m4+n—l—1)m+n—1l—2) (mMm—I—1)(m—1—2)
1‘nu'_“ 2 - - 2 .

La singularité de Uintersection totale de deux courbes C, et C,, ne se rencontrant
gwen des poinls simples, tous distincls, est donnée par I'expression

a,, =sm+n—10)—o(m-—1 (m>n)
U P —
ou
—_ —l— .
q,(g_l)-:(u I—n 3) si l<u—2 et s(u—l=o0 si I >u—a:

2

Remarque. — Si on avait pris C, pour courbe base sur laquelle sont découpées
les séries de points, on aurait en I'égalité ' ‘

ot T —1 l—nt
(‘) "n.m—an.m + al.m + +a’l.m "

Cette égalité permet de retrouver les résultats précédents, en particulier le der-
nier. Si nl<<m

at;.;m;_—z[m_.(zﬁ. D 4 A m—--n + 2)] = mtn—l—1)m+n—1l—s) (m—1—1)(m—1—2) .

2 2
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3. Les résultals précédents vont nous permettre de trouver la dimension de la
série déterminée sur C,, courbe simple ou composée, par toutes les G, du plan.
Elle est ¢gale au nombre de points qu'on peut arbitrairement choisir dans linter-
section totale C,.C,.

gy =nl—a'n;.

Sil>n

(n—1)(n—12) _ A+ 1)U +2) _l_(ll—l—-l)(ll—l-—-ﬂ) ‘

2 \‘/7 2 2

Si /<<n, un groupe de la Série n’est découpé que par une seule C,.
groupe de \ pe que p '

gy =nl—

I+ 1)+ 2) f ol — (n—1)(n—2) + (n—1—1)(n—1—12)

ASLILPA LS = nl

2 2 2

21

La dimension da la série C,.C sur C, est donnée par les expressions :

3) 9,=nl—w+q(n—l).
® a=EDEED .
% est la fonction définie précédemment.
yu—p=Ztz0@=1=3) g, Wu—D=o si I<u.

2

Remarquons la relation :

du—b)+ou— =" Z0@=l=y

2

On sait que la dimension d’unc série de « points sur une €, de genre p est
égale d a — p+i— o, ot i estl'indice de spécialité de la série, c’est-a-dire le nom-
bre d’adjointes d'ordre n — 3, linéairement indépendantes passant par I'un de ces

groupes, et w le défaut. Totalisons ces deux derniers termes en posant 3 = w — i,

On aici :

"l_("—'—')j’_’_—_ﬂ+?(n_l)=nl—p—3,
ou
) i=n—p—3z(n—10

. (n—1)(n —2) )
si on remarque que E— est le genre maximum = d’une C,.



SUR LES SYSTEMES DE POINTS DU PLAN. 13

4. Faisons encore quelques remarques sur nne figure qui nous servira souvent.

Cu

Soit A + B l'intersection, totale C,.C, . Faisons passer par A une C} et par B
ane C, qui recoupent C, en D+ C. On sait que C+ D =C,.C, ot v est donnée
par I'égalité : ,
u4u =v+v.

: |
Nous dirons que ABCD est un ‘quadrilatére curviligne inscrit dans G, .
Les systémes opposés A ct C, B et D sont corésiduels. .

{6) un—A =ovn—C, vn—A=un—C.

Si -on fait passer par A une C, il existe une C, passant par C qui détermine
sur C,, en dehors de C, le méme groupe de points que C; en dehors de A. Nous

dirons que Cy et C, se correspondent sur G, .

) L~1L;l—v.

A la courbe de plus petit degré passant par A, extérieure & C,, correspond la
-courbe de plus petit degré passant par C et extérieure & C,.
Lorsqu’on fait varier G et C, elles déterminent sur C, la méme série de points.,

Systémes de points généraux.

5. D’une facon générale, nous appellerons premiére courbe minima d’un sys-
téme \, la courbe de plus pelil deqré, composée ou non, qui peut passer par A.
Suivant les cas, elle est unique ou dépend de paramétres. '

Nous appellerons aussi dewricme courbe minima, une des courbes de plus petit
degré qui puisse passer par \ saus se décomposer en la premiére courbe minima,

et une courbe arbitraire de degré convenable. Elle n'est jamais unique.
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Nous entendrons par I'expression « la premiére on la deuxi¢éme courbe minima » -
une courbe quelconque de 'un de ces deux degrés.

Exemple. — Le systéme formeé de sept points d'intersection d’une conique et

d'une quintique, admet pour courbes minima la conique et une quartique.
Un systéme A sera dit général si sa singularilé pour la premiére courbe minima

est nulle.

La singularité peur une €, de degré supérieur est nulle aussi, car on peut pren-
dre pour C, particulié¢re la courbe minima C, ¢l une courbe arbitraire C_,. Le
‘nombre des conditions indépendantes imposées & C, est égal i celui des condili(’)tns
imposées a €, car ce_nombre ne peut [)inj/dhgiwl, et
il ne peut étre supérieur & A, le nombre de points.

A points pris arbitrairement forment un systéme général.

Les inégalités qui déterminent le degré n, de la premiére courbe minima, sont

(n—1)(n +2) n(n + 3)
—‘_“Q’_—_,‘"”'—“‘<:\ g_'—'—’_' -
2 b
. nn+3) NP . o .
S$i A &= ————, il y a une infinil¢ de premiéres courbes minima. La notion-
2 \ . :
de deuxiéme courbe minima n’a pas ici de realité.
- nin+¥ o . . . o
Si \ = ————, il n’y a qu'une premiere courbe minima. Les C, 6 sont
2

deuxiémes courbes minima.

8. Considérons un systéme A\, général ou non; ses deux courbes minima se
reconpent suivant le systéme A, ., que nous appellerons premier réduit de A. Le
1 réduit A, de \, sera dit deuxiéme l‘étll;il de \, ete... '

‘ L’ensemble dex réduits successifs de A constitue la réduction 'de Al

Nous dirons aussi que A se rédait en son reduit ;.

Les courbes qui servent a faire la réduction seront appelées réduites.

Nous nous proposons d'étudier la réduction d'un systéme général.

7. Réduction d'un systéme général.

Soit le systéme général A, de courbe minima C,. A, est son 1% réduit.

Supposons A, général (on démontrera plus loin la réalité de cette hypothé:se).
Le degré n, de la premiére courbe minima de A, se calcule en utilisant les inéga-
lités (8) et I'égalité A + A = n* (ou n* 4+ n). On obtient ainsi les résultats suivants .
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TasLeEau L.
Courbes Gourbes,
minima minima
de A. . deAy. _
H .
) f . . i i
A A +3) e R S X ) P P
2. o _ i 2 ; 1 1 ;
_ ‘ . . T g ! H - 3»; i ) .
Wl ICh NN NS ] Lo, Lz DOED) ) MO 6 —n—s
2. 2 : R . i 1 1 )
‘ . ' ' 3
AZ(LM.}-Q.}C,'C,‘." A|=£‘(n_;4.___)1icn C,._H;(n’:‘n—-')
3 . ! 1 1 1
Az(n——")(n—kz)-i—lc,,cu‘ A, = n=n—1.-
2

On peut donc écrire les inégalités loujours vérifiées :

(9 ""1‘1‘——2~\<n.<vn. ’

- an ey gt ©

TaEorEME. — Le deuxiéme réduil A, de A esl un systéme général.

Pour démontrer eette proposition.nous allons employer un mode de raisonne-
ment qui nous servira souvent dans ce chapitre.

Fic. a.

Supposons que les courbes minima de A et A, soient respectivement C,.C’,,
C,,‘ C’,,i, C,,’ recoupe C, suivant le systéme . _ 4

A ct « sont corédsiducls sur C,; & une courbe C, passant par A correspond
une C,,‘ passant par =, premiére courbe I.lli!li"m de x puisque n, < n (y).

x el A, sont corésiduels sur C".: e'lu‘C,:‘ passanl par a correspond une C

W —n
4

passant par A,, premiére courbe minima pour A, puisque 2n, — n<h,.
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Il suflit donc de montrer que la singularité s:*ﬁ de A, pour une courbe (2"2 :C,,,i_,,
est nulle.

En nous servant de la formule (3) et du denxiéme lemme du paragraphe 2, nous
pouvons estimer de deux facons différentes la dimension : de la série délerminée

sur C, par les courbes'C, et C, correspondantes passant respectivement par A et a.
)

N - . v (n—1)(n—2) )
Considérée comme décrite par les courbes €, ¢ =n"— ———— — A}
2
e . , (n—1(n—2)
décrite par les courbes €, , puisque n, >n—2, : = nn, — - 5
1

ot 3 est le nombre de conditions indépendantes imposées a une C,

pour passer
1

pal‘ x. , . 4,/

) ., (n—1)(n—2) . (n—:)(n'——n) \? .

(10) n————a——~——\_nn.—~——;—f’-—-,.‘ -.C-f/k)
. y, /...- -

. -
Faisons de méme avec les courbes correspondantesC, et C, , en remarquant
1 2 :

~jue n, > n,— 2 puisque n, > n— 2. . .
. Cip oy ,Z 7 /_.
(1) s ')(”f' 2)_5_—._,1",_(_"1__.'_),.(_'"____’_).__(;\ ooghay
1 2// N 173 //2 ° 2)-

rd

Ajoutons membre & membre les égalités (10) et (11) en remarquant
n—\=n'— \,{,nt‘ - “)

s'l‘\a, p— n’(n’ 4+ n— 2,1|) = 0. C. q. f. d.v(').

(r;\wﬁi_")l

Puisque A, est général.”"\ | deuxiéme réduit de A, V'est aussi. Tous les réduits de A
sont généraux. Le tableau I permet de voir comment s’effectue la véduction.

§i A Mt N =D m ) i)
2. 2 2. 2.
n==n—1i. n,=n—2 n=n-—i
Si A= —————n(" + 3) . \’ — ﬁi——-—_—-’"' +1) .\' = ,—I’L,E’_+ ) A= -q—-———ni(n; + l)
. 2. 2 2 . 2.
n,=n— n=n—a . ni=n—i
3 G A nn + 1) oA = n(n, +3) A= _lin,+ ,') A, — ni(n; -+ 1)
2 ‘ 2 2 2.
", =n—a2 n,=n—3 n=n—i—y.

g (n— N+ 2) nin + 3)
a2

+2<CALZ -—B o<<B<<n—1..

nn + 3)
————%-, posons \ =

n(n + 3) ou nin + 1)

’ 'l

{*) La méthode serait la méme si A = + 1.
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L n, +2)(n,— 1) n(n, +3 nn+-3
Alors n,=n—2 et A/= ‘—‘—LZ——'———lT B= -'~('——-—)——-(n'+1—"B) = ~l(—'n—)——B’.
. 2 2 . .
Si B2 on est dans I'un des trois cas étudiés précédemment. Sinon n,=n — 2.
(n,+2)(n,— 1) n(n,+3) . N n(n, + 3)
A, = —’w——;»'———— + B = P C M ol B)= j—i;——- —B,. B.,=R-2
Si B, 2 on est dans I'un des lrois cas déja envisagés, si non continuons la
réduction.
Supposons que cetle évenlualilé ne soil pas arrivée apres la k* opération.
/5,_8 ﬁ‘L ‘ ) )
. . . n,. 2)(n, ,— .
si k=2l B,=B—ai : Au‘,zz(“'%‘))("‘ l)—}—B“ N, ,—=n—hi—a.
2
. . S (n,;. 2)(n,, ,— .
sihk=2i+1 B, ,=n—ai——B. A, =-32 )y 1) +B, 0, ,=n—4i—4-

2

Les B, et B,,,, décroissent quand l'indice croit. On aboutira donc certaincment,
aprés un nombre suffisant d'opérations, a I'un des trois cas précédents.

On voit qu'a partir de ce moment, les degrés des réduites décroissent réguliére-
ment d'une unilé. Le dernier systéme réduil sera donc en général un point.

Cet énoncé souffre deux exceptions, si I'on arrive seulement a la fin de la réduc-

tion a trouver des systéemes vérifiant un des trois cas précédents.

SiB—asi=2eln—fhi—2=3,oun—1—2—B=s2etn—4i—4=3,

ce qui correspond 4 B = , on vérifie aisément que le dernier réduit est cons-

litu¢ par deux points, inlerseclion tolale d'une droite et d'une conique.
SiB—ai=a2etn—fi—2=2, oun—1—28l—B=2 et n—Ahi—4=a,
. N n . ’as s . . .
ce qui correspond 4 B = —, le dernier réduil est constitué par 4 points, intersection
2
totale de deux coniques.
Tout systeme général. dont le premier réduil est général, se réduil a une inlersec-

———

lion lotale, systéme général.

TuEoriMe. — Le premier réduit d’un systéme général est général.

Remarquons que I'on peul toujours faire passer par A, unc infinité¢ de courbes
de degré n — 1 qui ne se décomposent pas en la premicre courbe minima C"’ de A,
et une courbe arbitraire.

Le tableau I nous le montre lorsque A, est général, et c'est vrai a fortiori si A,
n’est pas général puisque ces A, points ne peuvent imposer plus de A, conditions
ind¢épendantes.
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Menons alors par A, deux courbes C, | qui se recoupent en A,. A, est générdl
comme le montre un raisonnement identique 3 oelui utilisé précédemment. Le
degré de la premiére courbe minima de A, est n— 2.

Nous déduirons A’ de \', comme ', de A, etc...

Comme le degré des courbes employées décroit réguliéremnent d’une unité, on
arrivera certaincment & rencontrer deur systémes conséculifs généraux.

Mais si deux systémes consécutifs sont généraux, le précédent est général comme
nous le démontrerons au paragraphe & On peul ainsi remonter progressivement
Jusqu'au systéme A . Nous pourons donce conclure.

Tuéorkve. — Les réduits d'un systéme général sont généraux. Le dernier est ane
inlersection lolale.

Systémes réguliers spéciaur.

8. Systémes réguliers de spécialité 1, o

Si une partie indécomposable de la premiére courbe minima de A ne passe par
aucun point du premier réduil A, nous dirons que A contient une irrégularité.

Un systeme A seca régulier si aucun_de ses réduits ne contient d'irrégularité.

Un_systéme gélﬂal_o:lvrég_uli‘vr. ' -

Soit A, un systéme géncral, de premier réduit A, ();,‘ et C, sont les courbes .
minima de A\ et A Faisons passer par A, deux courbes arbitraires C, el G, dont.
les degrés yérifient les incgalités

m>n n>oan —n,.
. ' -

Ces courbes se recoupent suivant A. Nous supposons que toute partie indécom-
posable de (0, passe par des points de A

Tutorime. — Les courbes C, el C,, sonl les dewr courbes minima de A.

)

Reprenons la figure 2, en changeant C(ml\'cnablemenl les degrés des courbes.
Soit encore x le syvstéme on (:". recoupe G, . La courbe de plus petit degré C, pas-
sant par x, extérieure a (Z"‘. correspond a celle de plus petit degré C, passantpar i, .
ve=n-+n,~—n;:orv_>2n. puisque n 2> an —n,: donc C,,‘ est la i)remiére courbe
minima de . Revwon e auurs g2 0= AW =22 Dy .

La courbe €, . passanl par \ et correspondant a C"i, passant par », est donc
la deuxiéme courbe minima de \ puisque m > n. A, est le premier réduit de \.

Un systéme non général dout le premier réduil est {};;;lc;l‘a[ ct qui ne couliént p;;,
d'irrégularité est dit régulier de spécialité 1.



[ ===

P

% 4

SUCR LES SYSTEMES DE POINTS DU PLAN. 19

RemARQUE. — Fai cru devoir employer les mots de spécial, spécialité. Le sens
donné ici & ces termes n’a aucun rapport avec celui qu’'on leur donne dans la théorie
ordinaire des séries de poiuts sur une courbe.

‘TutonkMe. — Le plus petit degré de la courbe qui peut passer par A sans passer
par A, est égale

h,=m+n—an +n,.

Une telle courbe correspond en effet a la courbe de plus petit degré passant
par « sans étre obligée de passer par A, c’est-a-dire a la deuxiéme courbe minima
de o puisque C"’ est premiére courbe minima et que C”?l ne passe pas nécessaire-
ment par A, .

La formule (7) donue alors h, = m -+ n—an 4 n,. /=F

Lorsque le degré d'une courbe est compris entre m et h, le passage par \ impli-
que celui par A,.

Singulorité.

Elle est donnée par les formules suivantes :

(m+n—1l—1)y(m+n—101—2)

nLl<h,. s, = - —g(m — )= (mn — A)
h

:\<\‘l » S"&:O./

La fonction ¢ a été définie & propos de I'égalité (3).-

La“premiére formule se déduit du fait que si {<Ch, C, passe par Uintersection
totale A + A, =C,.C,,. D’aprés ce qui précéde [paragr. 2], si on fait passer une C,
(m+n—I1l—1)y(m+n—1—2)

2
c’est-a-dire tels que les conditions qu'ils imposent a une C, soient toules indépen-

par mn — + 9(m—1) poinls convenablement choisis,

dantes, elle passe par le reste de l'intersection. On peut certainement choisir ces
point?.«(ims le systéme \, autrement la courbe C, passant par A ne serait pas obli-
gée dc passer par \,. Une C, contenant un tel groupe de points passe par l'inter-
section totale et pav suite par le reste des points A.

Nous démontrerons la deuxiéme formule en supposant [ = h,, ce qui évidem-
ment est suflisant. ;

La considération de la série de points déterminée sur C"1 par les courbes an

et C. correspondantes donne I'égalité suivante analogue a (11), si nous remarquons

S que n,>n, —a (g)el v> ”.(3“ n>on, —n,

_(’ll—l)(nl——n) —A znv;(/l‘—l)(n.—ﬂ)n_.

2 2

nn, 3.

1
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De'méme en utilisant les courbes correspondantes C, et G, sur G, et en remar-
2
quant que v>n—2a car n,>n,—2a et h,>n car m> an, —n,.

(n—1)(n—2,

__A(n—u)(n—:z)_ )-—(‘A——si’).

nv — 3 =nh,—
3 .

Ajoutons membre & membre en ayant égard a I'égalité mn — A = n’, —A,.

I, . . , .
sP=nm+n-—2m, +n,—h)-—=o. c. q.f. d.
.

REMARQUE. — Si m = n = an, —n,, h, = mg le systéme A est général.

Si on fuil passer par \, deur s le nouveau systéme A' esl général, proposi-

tion dont nous nous sommes servis a la fin du paragraphe 7.

Si n,=n,—1.n, 41 =o2an —n,. A" est général d’apreés la remarque.
Si n, == n,— 2. Considérons les trois systémes A A el A'. Les courbes qui re-

lient \etA’ sontdedegré n— 1. Le raisonnement l'uil/su rla figure », paragraphe 7,
montre que puisque A est général, \’ I'est aussi. /4 "j}

9. Systemes réguliers de spécialité 2.

Avanl de passer a l'élude générale des systémes réguliers, il est inléressant de
considérer en particulier les systémes dits de spécialité 2 et 3. Nous verrons ainsi
apparaitre des particularités qui convenablement géncralisées seront celles qué peu-
vent présenler les svstémes réguliers de spécialité arbitraire.

Soit A,, unsysteme regulierde spécialité 1: (1"‘ el U"’. sont ses courbes mninima,
A, son premier réduil, de courbes minima (1“2. Faisons passer par A, deux cour-
bes C,C,

Elles se recoupent suivant \. Nous faisons sur G, les mémes restrictions que

, telles que m>n n>n +m —n,.
précédemment.
Remarquons de suite que C, et G, ne sonl pas obligées de passer par A, car

"n .
>/n. +m,—n>n +m —oan, + n, puisque n,>n,.
S— ——

AP S . A i 1_ . . e .. .
I'nfonkme. — Les courbes €, el C, sonl les courles minima de \. Le plus petit
degré (dune courbe qui puisse passer par '\ sans conlenir A, est égal a

hy=m+n—m —n +n,.
Ces propositions se démontrent comme précédemment.

RemarQue. — Les inégalités m 2> n>m, + n, —-n, expriment les conditions né-
cessaires el suffisantes pour que (. et C soient courbes minima de A .

Car autrement /< n<m et ce serait €, qui serait courbe minima.

Un systéme régulier est de spécialité 2, si son 2ime péduil est le premier réduit

général.
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2%
Singularité.
Elle est donnée par les formules suivantes :
+ __(m4+n—Il—1)y(m+n—1—12) - S
nU<h,. sy = ; g(m— 1) — (mn — A) C’V
h, <1 s'h=1q9h, — )+ ok, —1).

hh=m+n—n, k,=m+n—m,.

La premiére expression s’établit comme dans le paragraphe précédent.

Pour démontrer la deuxiéme, reprenons la figure 2, en modifiant convenablement
les degrés des courbes;

» est tonjours le systéme o C, recoupe C,.

1
Soient C,C.C, les courbes passant respectivement par A, z et A, et se corres-
pondant : les deux premieres sur €, les deux derniéres sur C
La considération de la série déterminée sur C, . par G, et C'; donne une égalité
analogue & (11) en remarquant que 7.>n, car I, >n,>n, +m,—n

n, —1)(n,—2) . . n — 1) (n, —-
ﬂ,lg——(—'—::—EJ—Q%A?(Il'— 1 — A, =n /._( ' )( ' 2)

2

~

La série déterminée sur C, par C, et C, donne de méme en remarquant que {>n
n—1)(n—a . . n—i1)(n—a
n\ — (r=nn—3 +9(n-—1)—38 = nl—(——)(—)———(A —s').
2 2
Ajoutons membre a membre en ayant égard aux égalités

. . .
(13) mn—A=mn —A\ l=m+n—m —n, +1, =r+m—n,.

sy=sm+n—n—U+zs(m+n—m,—1.

40. Systémes réguliers de spécialité 3.

On les construil & partir des systémes réguliers de spécialité 2, comme ces der-
niers & partir de ceux de spécialité 1. En particulier on a toujours

m>nz>m +n —n,.

Sans insister sur les propriétés de ces systémes, identiques a celles des précédents
considérons de suite I’expression de la singularité

Singularité.

nl<h, o = MEn—lZ ”ﬂ"”*’“l + Uh,— 1) + 4k, — ) — o(m —
h, <1 s'y = 3(h,— 1) + (b, — 1).

) — (mn—A)

h=m+n—n, k,

h,=m+4+n—m —n +n, k=

=m+n—m,
,=m+n—m,—n,+m

hy=m+4+n—m —<n+m+n,—an +n
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Les founctions ¢ et % sont définies a propos de I'égalité 3.

Bornons-nous au cas ot h, </ <#,. les aulres cas s'¢lablissant comme précé-
demment. Reprenons la figure » convenablement modifi¢e. Soient toujours C,(_},‘C,2
les 3 courbes correspondantes.

De I'égalité (12) on déduit n, <, <m, + n,—2n,+ n,. Les courbes C,2 sont
obligées de passer par A,, premier réduit de A, . ‘

La série déterminée sur (2”’ par C, et C, donne I’égalité suivante si on se sert

celle fois de la forinule (4) en remarguant [,- n,- puisque n, >n,+m,—n,.

L <+ |)(l__ -+ 2) 0 (n 4 1) (n+2) < R
_J_-.T...~ —1—[\,— _\-A\el = dn, —n)—ze.
La série déterminée sur C, par C, et G, donne de méme en remarquant que A <n
car I, <<m,

R IO S (L S I N
2 2

=4 —0)—A—s)).

Ajoulanl membre & membre en se servant des égalités (12)

[+ 1)+ 2 1) (
L+ 1)( +“=sf\‘——A,+([‘T'HI’+ﬂ

o 1 —
(3) '\ —A+ " ] -

+ Y m—1) + Yn—1):

Or

1 (m,+n,—1l,—1)(m,+n,— 1, —2)
Sa, = " —g(m, — 1) —(m,n,— A .

-et I'identité (2) peut s'écrire

1, 4 { (m,+n,— 1, —v)y(m, + n’—'l‘— 2
L+ 1), +2) 4 ims +n, ')( , ) —a(m,— L) —mn, = {(n,— 1)+ 4(m, —1) .

2 2. !

(14)

Si nous remarquons ¢n outre que n,— I, =h,—let m,—I, =k, —1ona

L+ 1) (1 + 2) ) .
Sy = A ST s — 0 4 4k, — D) 4 Ym— )+ Yn— D).

Et en se servant unc deuxi¢me fois de Pidentité (2).

o m+n—Il—1ty(m+n—1—2

#y = - + Yy — 1) + 4k, — ) — (mn — A).

44. Systémes réquliers de spécialilé .

Nous appellerons ainsi un systéme régulier doot le premier réduit est régulier de
spécialité 5 — 1, le #me réduit de spécialité 5 —i; le 5 réduit est le premier sys-
téme géncral de la réduction.
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On obtient un pareil systéme en menant par A, systéeme régulier de spécialité s — 1
deux courbes C, et C, arbitraires mais telles (ue

mzn, n>m +n —n,.

Ces deux courbes ne sonl pas obligées de passer par A,. Elles sont les courbes
minima du systéine A suivant lequel elles se recoupent. Nous faisons loujours la
méme restriction sur C, .

Singularité.
Supposons que la singularité de \,, svstéme régulier de spécialité s — 2, soil
PP ] a1 S) S
donnée par les formules suivantes :

u

- . my+n,— 1, —1)(m, 4 n,—1,—2) N - ,
Ly e = ( );( — g(m,— 1) — (myn, — A ) + W[k, — 1)+ 40k, — 1)
h=|2 \< lz Sf:g = }: [“?(h’u 0 [1) + ?(l'.’-:‘i v l:)‘

o

ou 2u' et av' sont les plus grands entiers pairs respectivement inférieurs & ¢ —2

et (g—2a)—1.
Py=NM~M 4 ... 45, F,=M—=M+ ... +m,,.
W, =M --M +...—n, By o =M—M 4+ ... —m,,,.
Ne=M,—M, 4+ ... + w44 (Mj = m; + ny).
On voil ais¢ment que ces formules sonl vérifices pour 5 —2 =1, 2 0ou 3.

SinCl<<h, C, passe par A,. Le raisonnement déja employé ne dépend nulle
ment de la réduction ultérienre de A,. On peut donc encore écrire
m+n—Il-—1)y(m+n—1l—a2
nl<h, sy =~ ) (e )-—-?(m—l)~—(mn.'—A).

2

Supposons b LI<h, ot h. = W—M, +A.

Reprenons la figure 2, modifiée comme il a éé dit. Soient toujours C,C.C, les
courbes correspondantes passant par A zet \,. n, < I*<li’c . ’

Remarquons que {,<n, car n >k >h°. (comnme on le montrera paragra-
phe 12)et que 7. <n cav I <m, puisque m 2> n . Noussommes donc dans dés con-
ditions identiques a celles du pavagraphe 10. On peut donc de nouveau écrire 1'éga-
lité (13). En se servant de Uidentit¢ (2) et de sa forme particuliére (14), on obtient :

n'

m .n——l——nm‘n-—l——.; ' ;
= (m + ym + 24 th,— )+ bk, — ) — (e —"A\) + }: [Hhe,, — L) + 46, — D).

2
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Or-posons :

hy=M—M,... +n,, ky=M—M, ... +mg

20

En tenant comple de 1'égalité (12) on a les idenlités

(15) h:i« : = hi:i_ lx' I"si S l= /‘.s_“___ l:'
Par suite
/
l—)(m4+n—1—2) &
. m+n—1I{— —l— \ .
si h,gli;hi ‘ s = ( : + N [k, — D + Yy — D] — (mn — A)

ol 2u’ + 2 est le plus grand entier pair inférieur a ¢.
Supposons maintenant /> k., [, > k* .. Nous nous tronvons dans des condiliqns

analogues a celles du paragraphe g : 2>n, car {,>>n,>n, + m,—n et I>>n. On

a donc :
s'c=g9(m+n—n,—0)+ »(m +n— m,—l) + sf\‘
ou
P . S‘ ‘s s
§y= ?(h. - l) + ?(k. - l) + d ["?(h’ P e lg) + ?(k siie T ls)] .
Or posons
(16) hn'-H =M '.'_ hia Bl (Y kn’-n =M— ‘lu s ,‘— ’nsl-u .
On a les identilés
hu’—»: —l= h’n‘ a In’ k:i-i-z —l= I“'u-eq —A]‘ .
Par suite, si
vt
he <t 'y = N lelh,— D+ ok, — 1)
o

ot 21" + 2 est le plus grand entier pair inférieur 3 5 — 1 .

Les formules exactes pour un systéeme régulier de spécialité ¢ — 2, le sont encore
pour un systéme régulier de spécialilé 5.

Ecrivons-les sous une forme plus synthétique en modifiant I'expression de la sin-
gularité lorsque [ <A a laide de I'identité 2. On oblient ainsi en posant n = h,,

m=k.:
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U+ +2)

hySl<hg  sy2=A— + 3 [y — D) + 4k, — D)

2
Y
hcgl slA = E[?(huc'—l) + ?(ku'u—‘l)]
c—2 G ¢—3 6— 1
<u<;, . v <-
hy=M—M ... +n,, ky,=M—M,... +m,,
hy , =M—M ...—n,,, ky,,=WM—M,...—m,,,,

.

\
hCZM—}ji +nw_4_,-'

ReEMARQUE. — La singularité que présente un sysitme de points A situé dans un
plau, pour une courbe plane est la méme que celle qu’il présente pour une surface
-de méme degré.
Si, en particulier, on veut faire passer par A une surface d’ordre inférieur a 4,
la surface devra contenir le plan.
' (I+1d+2)
S A= .’\ —_———— .
: 2

C’est bien ce que donne la premiére expression puisque alors y(h, — ) =o.

12. Caractéristiques d’un systéme régulier.

Nous venons de voir I'intérét que présentent les symboles h et k' dans l'expres-
sion de la singularité de A. Ces nombres sont intimement li¢s aux propriétés d’un
tel systéme. Dans les chapitres suivants nous aurons l'occasion de voir d’autres cir-
conslances oul ils interviennent utilement. Nous les appellerons les caractéristiques
de A\ . Tous ces nombres ne jouent pas le méme role.

Le nombre A scra appelé caracléristique centrale. Les caractéristiques d’indice
pair se distinguent nettement de celles d'indice impair. Nous nommerons les pre-
miéres caracléristiques paires, les secondes caractérisliques impaires.

Iy a 2 + 2 caractéristiques paires, 20 + 2 impaires, 25 + 1 caracléristiques.
Le nombre des réduites qu'il est nécessaire d'utiliser pour réduire A 4 A est 25.
Les 25 caractéristiques paires et impaires qui contiennent chacune le degré d’'une
nouvelle réduite les déterminent. h . contient certainement n_ puisque au + 22> .

4



26 M. LEGAUT.

hc contient aussi n 'si 5 est impair, mais comme nous connaissons Aql le
} ;
tableau I nous donne » ., en fonction de n .

T+ 0 ks

On oblient ainsi les expressions des degrés des réduites en fonction des caracté-

risliques
m,=H —H, ...+k, ng,=H,—H,+ ... ~4, ’ ‘
My, = "o— lll ’ *I’.ai a4 Ny == “u’— Ha s T kgi-n . (ul == hf + k.l) .
n,=H,—H, ... +H, vhc'-_—e si 5 est impair  (: =1 ou 2),
n,=H,—H, ... =MWy + h si s estpair,

Les caractéristiques Joulasent des propriétés suivantes : -

Une caractéristique & est comprise entre la calactcrlsllque h de méme mdlce
“et celle d'indice de méme parit¢ immédiatement supéricure.
Les caractéristiques © paires ne décroissent pas avec l'indice, les impaires ne
croissenl pas avec 'indice.
La caractérislique centrale est supérienre aux caractéristiques paires et inférieure -
aux caractéristiques impaires.

On démontre aisément ces propositions en se reportant aux inégalilés suivantes :
mi>n;  n;>M,_ —n;_, etleurs conséquences n;>n; ,

qui expriment que (Juj et ij sont les courbes minima de A;.

Inversement. élant donnés as + 1 nombres, existe-t-il un systéme \ de A points
qui les admelle pour caracléristiques ? ’

Si u et v ont toujours la méme signification, les 2u + 2 premiers de ces nom-
bres rangés par ordre de grandeuar croissante devront étre pris pour caractéristiques -
paires, les av -+ 2 derniers pour caractérisliques impaires, le nombre restant pour
caracléristique centrale. D'aprés les propriétés ¢noncées il ne peut y avoir aucune
ambiguité pour donner a cex nombres leurs lettres A et & avec Uindice convenable.

11 est d’abord nécessaire que les 25 + 1 ¢quations ohtenues en égalant ces nom-
bres aux expressions des & et & donnent un ensemble de valeurs positives aux n;
et m; qui satisfassent aux inégalités :

m >z mp 4+ n_, — n_,.

On voit aisément que ces inégalilés sont vérifiées grice 4 la maniére dont on a
choisi les k et k. Pour cette méme raison les n; ne croissent pas quand j croit.
" Pour que toutes ces quantités soient positives il suffit donc que :

n, = dhk, ... h L he hk ...

T n: ’ cr

kg ) >0,
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Ceci supposé, si A existe, on pourra construire \. Pour qu’il en soit ainsi il
faut et il suffit que n_ soit la courbe minima de A .
L a

Ag=Me Moy — Mgy Ny ... +(— 1) (mn-—A\)=FR K ...)+ (—1)A.

On doit donc avoir :

b>o.
(‘l’ — l)(]’ + 2) ‘l’(‘i‘ + 3)

2

—F<<(—1YA —F.
En particulier, il existe toujours une infinité de systémes de singularité donnée,
vérifiant b = o, car il suflit de prendre A , tel que n_ soit sa courbe minima.

RemarQuE. — Nous avons donné plus haut 'expression de <. Dans le cas ou ¢

est impair pour savoir si ¢ = 1 ou 2, il faut d’abord calculer A .
L3

13. — Nombre de paramétres dont dépend un systéme régulier de spécialité s 1c « m-q«hu,‘z;,«. Jb«,«.w
Nous délerminons le systéme A, de spécialité 5, par le nombre de ses points et

ses caractéristiques. D'aprés le paragraphe précédent, nous connaissons les degrés

de ses réduites successives.

Supposons que h, et k k

0

caractéristiques de A, ne soient pas égaux. \

A tout systéme A ne correspond qu'un seul premier réduit A, dont on connait
la spécialité s — 1 et les caractéristiques. )

A tout systéme A satisfaisant a la définiti n précédente correspondent des sys-
témes A répondant & la question.

En prenant tous les systémes \| et en déduisant d’eux tous les systémes A possi-
bles, on obtient I'ensemble des A sans onmsmn i répélition.

Faisons passel par A, une L, ; comme /1 .._/z> nA+m—n, s’:"l = o; la courbe

o(l -+ 3)

dépend de — \, paramétres. Considérons sur 'une d’elles la série déler-

minée par les (,k passant par A,. Comme % > h , sa dimension est

o — 1) (h, — 2
e by — P2 DU )

0% . 2 Ny

Si X et X, sont les nombres de paramétres dont dépendent A et A, on a:

(h, + 3 h,— 1) (h, —
\‘=X,+£~L’°_T_Z+ ;,ol‘-._”_o_ﬂ'(_l«__ﬂ_..,,\l /{
2 2 6 0‘4 fAz

7)) X—A)—X,—A)=3h—1=3n—1.

ou
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Si nous supposons h, = k,, 4 un systéme A correspond sur sa premiére courbe
minima G, une série de systémes A, de dimension ¢ =1, car:
0

g == Lk-_JS_Lz_(ﬁi-’—’ — 1 —Y(h,— k) — (A —5,) (formule 4)

et

(ky + 1) (K, +2)

2 —A+ s;“ = "'{(ho - ko) + 2"!’(".0 - ko) = "!’(ho _ ko) + 3.

En construisant, & partir de I'’ensemble des systémes A,, tous les systémes A,
on obtient un ensemble de systémes A o0 chacun est répété oo' fois. Par suite,

(N1 —A)— (X, —A)=3h,—1.

Soit maintenant un systéme \, régulier, de spécialité s et dont loules les carac-
téristiques d'indices différents sont inégales. L’égalité (17) dorne successivement :

(X—A)—(X,—A)=3n—1.
(X, —A)—(X,—A)=3n,—1.

(Xe—-l -_ Ao—l) -_ (Xq —_ Ae) =3, —1.

A, est général, X =2A . En ajoutant membre & membre, on obtient donc :

T—1

(18) =A+A +3 N n—(—1).

o

S'il y avail ¢ groupes de caraléristiques d'indices différents égales, il faudrait
relrancher c¢ au résullal.

ReMARQUE. — Si 5 est impair, X est indépendant de A, car

A+A =mn—mn, ... +m

n .
=1 A=t

Le nombre de paramélres n’esl fonction que des caractéristiques.

44. Systémes réguliers se réduisant @ une inlerseclion totale.
Soit A, I'intersection totale C,,‘.Cm’. Faisons passer par A, deux courbes C, et C,
arbitraires telles que :

m2>n nx>m +n,.

——
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Elles se recoupent suivant le systéme A. Nous faisons sur C, les mémes restric-
tions que précédemment. X
TutorkME. — Les courbes C, et C,, son! les courbes minima dg A.",
E m (Ll R rfmr%gzu)

Soit en effet « le systéme ot C, recoupe C,:2=2C, .C Les systémes A et
1 e e

n—m,*
1

sont corésiduels syr C,. A la premiére courbe minima C, .(n,<n—m,) de « cor-
1

respond la courbe de plus petit degré¢ C,, passant par A\, extérieure 4 C,. Or m > n,

n
«done C, et C, sont les deux courbes minima de A.

Tout se comporte donc comme si n, = o, d'ailleurs d'une facon générale.

Un systeme inlersection lolale se comporte comme un systéme régulier, dont les
réduiles, sauf les deux premiéres. sont de degré nul.

Toul ce qui a élé éerit & propos des systémes réguliers se réduisant & un systéme
général peut étre redit & propos des systémes réguliers se réduisant 4 une inter-
section totale. Nous dirons aussi qu'un systéme régulier est de spécialité s, si son
s* réduit est un systéme nul, son 5 — 1 esl une intersection totale non générale.
Le systéme nul constitue ainsi le premier réduil général.

Le nombre d’arbitraires d'un systéme de spécialité 5, de caractéristiques données

(ici on ne se donne plus le nombre de points) est d’apres I'égalité (17).

N A=N i — A +3 N —(s—2)—c,
o
ou
A=mn—mmn, ...+ (—1)"m_n,—

et ¢ est le nombre de couples de caractéristiques d’indices différents égales.
On voit aisément que

X'r—l = My No—y + 3"0—-! — 1.

De sorte que
X=mn—mmn, ... +(—1)"Mins—s + Em,—.—(c—- 1)—c.

]




CHAPITRE 1T

Les systémes de points irréguliers.

deux courbes C, et C, (z>1). Si ces cour-
bes ne sont pas minima pour le systéme B suivant lequel elles se recoupent, nous-

4. Faisons passer par un systéme A\,
dirons que B se déduit de A . Si en outre ces courbes ne sont pas minima pour A,
nous dirons aussi que A se déduit de B. Cette opération est la déduction de B a A
oude \ a B.

Si C se déduit de B, Bde A, € sera dit aussi déduit de A, et nous étendrons.
cette définition & un nombre quelconque d'intermédiaires pourvu que 'un d’eux au
moins soit une déduction.

Les courbes qui servent a faire ces déductions pourront étre composées ou non,
mais nous supposerons, pour la courbe de plus petit degré C,, que chacune de ses
parties indecomposables contient des points de X el B.

Nous nous proposons dans ce chapitre I'étude des systémes de points déduits des. .
systémes réguliers par des courbes arbitraires.

Systémes déduils d’'un systéme réqulier par un couple de courbes.

2. Soit A un systéme régulier de caracléristiques h, ... h, ... h,, de réduits.

A, ... A,. Faisons passer par A ‘deux courbes quelconques C,,C,(z>t) qui se’
recoupent en B.

A) TutoriMe. — 8i 2 >t > h, les 2 courbes C,et C, sonl les courbes minima de B.

C’est le cas ¢tudié dans le chapitre précédent.

B) Tuéoritme. — Si z 2> k. L<Th,. C, est une des deux courbes minima de B

R

. Soit E, le systéme ou C, recoupe C, (fig. 3). E, et A, sont corésiduels sur C,.
Comme ! +n, —m<n, (‘,,,“,A . correspondant sur C, a (I”l est premiére courbe-
minima de E,. E et B sont corésiduels sur C,. A C, , _ correspond la courbe
de plus pelit degré G, ,, passant par B extérieure a (‘lt.

~ Si 22> h, € _estla premiére ¢ 0‘“;‘22.'2‘_'—1101%? sic<h cestC, , =LT=C

Dans cette hypothése soit B, le systéme on € recoupe C,. ) 3

/
t on “m
1

La courbe de plus petit degré passant par B $ans contenir nécessairement B,



SUR LES SYSTEMES DE POINTS DU PLAN. 31

correspond sur C, a la deuxiéme courbe minima de E,, puisque C est sa pre-

H-n‘—m

miere courbe minima. La courbe de plus petit degré passant par E, sans contenir «,

correspond a C, etest C
4

trm —m*
1

t th n-n

; Fie. 3.
[l t,

Sif+ m,¥—m>n C, est la deuxiéme courbe minima de E,; la courbe corres-
pondante passant par Best C,. Comme z>{ C, est la deuxiéme courbe minima

de B.
Si t4+m, —m<n G, , _, eslla deuxiéme courbe minima de E,, C
1

courbe correspondante passant par B étanl de degré supérieur & ¢, la conclusion
est la méme.

i-t—mi-m
b 1

(*) En particulier si z>h,, C, est 'unique premiére courbe minima de B. Cette re-
marque permel d’établir géométriquement une proposition bien connue.

Considérons une courbe C, présentant un groupe A de A points doubles. IFaisons passer
par A sa premicre courbe minima C, qui recoupe la courbe en le systtme B = A + B’
C,, est a forliori minima pour B. En observant que lout ce que nous avons dit s’applique
a ce cas ou des points de B coincident avec ccux de A on conclue

A
n>nh,o.

8i C,, est unique pour A, clle sera aussi unique pour B.

Si €, dépend de z paramétres (z 2> 1) la dimension de la séric B’ sera aussi & car on
peut toujours faire passer une €, par : poinls arbitraires de C, (puisque h, <n et que
C, est irréductibler. I n’y a donc encore qu'une (, passant par un systeme A+ B' =B

donné. Par conséquent dans tous les cas I'égalité précédente est exclue et
A
n>h, +oa.

Mais alors n — 3 >» h‘. —-2. Celte dernicre égalilé montre que le systeme -A des poinls
doubles de C, présenle A condilions indépendanies aur adjoinles d’'ordre n— 3 de celle courbe.

Cette derniére conclusion ne vaut en toute rigueur que si A est un systéme régulier.
La suite du Mémoire la I¢gitimera dans tous les cas.
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Le premier réduit de B est B, . (A” ”Z .y M/“)u.& mwfrb’)
C,.. _ st la premiére courbe minima de B, puisqu’elle correspond sur C, 4 G, -

a C, , premiére courbe minima de «, est

—m u
1

("”’ﬁ_" correspondant sur C"’I.
denxiéme conrbe minima de B,. B, est ainsi le systéme ou C,,1 etC,, —m S€recou-
pent.

Soit C, une courbe passant par A,, correspondant sur C"‘ a CH.”’_,,,. Nous

dirons que C,

el C, se correspondenty
2
TuéorkME. — B, sedéduil de A, par linlermédiaire de G, etde C, correspondant
1 2
a C,. '

Nous appellerons adjoint d'un systtme A, le syst¢éme z obtenu de la fagon sui-
vante. Considérons la premiére courbe minima C, de A. Une courbe arbitraire C,
passant par \ recoupe C,en M. Menons la courbe de plus petit degré passant
par M, extéricure & C,. Elle recoupe C, suivant le systéme x.

Le systéme x, adjoint de \, eslle plus pelil systéme corésiduel & A sur sa premiére
courbe minima. .

Lorsque l'adjoint est unique, il ne dépend pas de la courbe C, qui sert a le cons-
truire. Faisons en effel passer par \ une autre courbe C, qui recoupe C, en N.
M et N sont corésiduels sur C,. Les courbes de plus petit degré passant par N et M,
extérieures a €, rencontrent & nonveau C, suivant le méme systéme de points «
puisque elles sont correspondantes.

Sur la figure 3 I'adjoint de A est «.

Si z > h, C, estla premicre courbe minima de B; son adjoint est E,.

L'adjoint de B se déduit de Fadjoint de \ par Uintermédiaire de C, et C,, -
correspondant @t C,. ’

Si z<h, G, ., , estla premiére courbe minima de B. Son adjoint 8 est le

N 18 me BRE D04 , . .
systétme ou C, (!*“™1a recoupe aprés étre passée par B,. 4B, E,x forme un quadri-
1

m
latére curviligne inscritdans G, | . Le coté curviligne 24 estde degré : —m +n,.

.
L'adjoint de B se déduil de U'adjoint de A par Uinlermédiaire de C,‘,,i_mCH" —m
correspondant @ C,.C,_. '
C) Supposons maintenant (< z <k, .
C, et C, ne sont plus courbes minima de B. Comme nous I’avons vu dans le cas

précédent, C, esl la premiére courbe minima de B.

R S ]

1

Les courbes C, wome Co u,-m correspondant sur C, a C,, C, recoupent C, sui-
T - . , e .

vant les systémes E,, E, dont ellex sont les premiéres_courbes minima. Elles se

recoupent en 3, el rencontrent & nouveau respectivement C, et C, en F, et F,.

F,et Fpsontsur €, pose 505 aiica v )

Nous allons monlrer que cetle courbe passe par 5.
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Considérons pour cela les deux courbes composées [C, + C,H‘__m] et[C,+ C;H,rm]‘.
On peut écrire avec des notations déja employées : ‘

: [C: + Ct+zz‘-lrz] * [C[ + C:'{‘ni——ﬂn] - (‘\‘ + B') + (Et + F() + (Es + Fz) + (u + g)
[C; + Cg,.a,nl_,,,']- Cu — ( \ + E;) '*- (1 + El)

Comme C, et C, sont quelconques, nous_pouvons appliquer le 1° Lemme du
2° paragraphe du chapitre précédent.

[Cz + CHAn‘—m] * C.-.+t-fll 1»—'1‘: B + AB +’ Ft + F: *

La premiére courbe minima de B passe donc par 8. C,AQ,,,’_m,‘ premiére courbe
minima de F, la recoupe suivant le systéme &.

& est ladjoint de B. )

L'adjoint % de B se déduil de U'adjoint x de A par Uintermédiaire de C, . u—e> Covn -m
correspondant a C,, C,.

Or I'adjoint de 2 est A,, celuide § B,, 2" réduit de B. Dautre part C, , ne
peut pas étre la premiére courbe minimade % puisque C, n'est pas minima pour B.
Les adjoints se correspondent donc.

B, sedéduil de A, par Uinlermédiaire des courbes C, C, correspondant C et C,.
2 2

REMARQUE. — Remarquons l'identité :

24+t—(z+t—M+n)=h =m+n—n,.
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D'une maniére générale on peut énoncer que Pexcds de la somme = + ¢ surlaplus
pelite caractéristique paire de B, différente de 1 el = esl égul @ la caracléristique h,
de A. On montre aistment que la deuxiéme courbe minima de B est de degré
z+t—M+m,.

On peut en conclure de méme que l'excés de la somme z + t sur la 2° caracléris-
tique paire de B, différente de = et t est égal & la caractéristique k, de A.

3. Réduction du systéme B dans le cas ott z 2> ¢ > h..

Supposons  fpq, L 2 < besa, has 1y K< has— z> 1.

Appelons C, ., C, = les courbes correspondantes & C, et C, passant par A;. Sion
“ai 1t & d o
affecte de I'exposant ai les caractéristiques de A, on voit en se reportant aux ex-

pressions des caractéristiques que si ai <2y — 228 —a.

2i

ai 2i
k'r;-—:i-\\-l < Zai < I.‘u-;—zi—l. hus-—zi+l < t:". < h

i

2b—ai—1 Zai >/ bai.

L’é¢tude du cas C permet ainsi de construire la réduction de’ B jusqu’a B,, inclu-
sivement. Comme z,. > M,.— m,.4,, .on se trouve alors dans le cas B. Il en sera
ainsi jusqu’d B,s inclusivement. \ ce moment 4,5 > Mus — n,54, el le premier réduit
de B,; est A,5. Nous montrerons dans le chapitre suivant (ue la véductlion de B
jusqu'da B,sy, est réguliére.

Puisque B,s4, est identique & A,s la spécialité de B-est ¢ 4 1, si B,y n’est pas
géuncral.

TuiorkMe. — Le systéme B déduit d'un systéme A régulier, de spécialité s, par
linlermédiaire des deux courbes C, el C, de degré supérieur & la ctiractérisiique cen-
trale de A est régulier de spécialité s + 1,

REMARQUE. — Si B, est général, I'énoncé est en défaul. Cela suppose d’abord A,s
général, puisque

23 s K2 < Moy — Mo == Ny +- ¢ £=1 ou 2).

Dans le cas oi h UKz <h, + =, lesystéme B est aussi de spécialité .

4. Avant d’'aborder I'étude de la réduction de B dans les autres cas, il nous faut
démontrer deux théorémes qui joueront un rdle important dans la théorie.
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Soit le systéme A = A’ + \" composé de I'intersection totale A'de C, etC, et

du systéme \" situé sur C, , ol les nombres ., et v, vérifient I'inégalité :
A7
h=vi—y.+h <o,

hlA" étant la caractéristique correspondant & U'indice de A", ’
A contient une irrégularité, car sa premiére courbe minima comprend C, etCnx,
premicre courbe minima de A", la partie C, ne passant par aucun point du réduit A, .
Nous dirons que \ présente une irrégularité Stable.
Considérons une courbe composce C, + C,, C, passantpar \". Soit B=DB'+B"
un systéme corésiduel & A sur C, +C,* G, el G, sontdeux courbes correspondantes{C

et nous supposerons {, > 4. &}S

TutortME. — Le systétme B présenle une irrégularilé stable.

N N NS 3 ? 3 U
La courbe C, correspondante & G, (fig. 5) ne recoupe pas C, . B’ est donc
Iintersection totale de C. et C, OO ww=ws + tw — &. D'autre part C, passe
par B".
Si C, n'est pas la courbe de plus petit degré passant par X', extérieure & C,,
soit C, celle courbe.

D’aprés la remarque du paragraphe 2.
A" - 8" ' .
h =n+ti—q, h, =n+t—gq.
On en conclut :
Ia=14.

Si C,, est la courbe de plus petit degré passant par X" extérieure & C,, soit C,
une courbe de degré égal & la caractéristique paire suivante. On a ainsi :

1

hlnﬂzn—}-l,-—-p, h‘"=n+l_.—l.,, It‘“”zll-i—h——p,
et par suite,
o=+ &""—n".

Dans tous les cas, on a donc

L < Lh<o. c. q.f d.

REMARQUE. — £, est supérieur & w, pour ne pas se décomposer suivant C, et

" -
une C—, , or w, > k' donc C, estla premiére courbe minima de X".
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En construisant le réduil de X", on voit que les a* courbes minima de X sont-
aussi deuxiémes courbes minima de X”". La premiére courbe minima de X est
donc C, + C. .

X

=~ X" A"
c A
A
) ¢,
B
)
‘A
Bl i ”
A
c“B 2
Fie. 5. Fic. 6.
TukoriMe. — Le deuxidme réduil A, d’un systéme A dont Uadjoinl contient une

irrégularité stable contient aussi une irrégularité stable.

Soit I'adjoint « = «' + 2" ou «' = C. .G, . La premiére courbe minima de « se
compose de C, et de la premiére courbe minima Cyv de a. Elle recoupe C,
en A, =\, +A".

Comme x est adjoint de \, C, 4 Cpv est premiére courbe minima de A,.
A, et 2 sont corésiduels sur cette courbe, en outre m,<Cn, par suile A, présente
une irrégularité slable. -

REMARQUE 1. — Si on se borne & supposer que =z contient I'irrégularité la plus
générale on peut encore assurer que A, contient une intersection totale.

RewarQue 2. — La condition de stabilité implique que la premiére courbe minima

. . 1 . < s . 13

du réduit A, se confond avec la premiére courbe minima de A", puisque w.>h" -
Le deuxiéme réduit A, est ainsi adjoint de A". P

/

5. Reéduction du systeme B dans le cas olt 1 << h(, <z.
A) Supposons  husip, <<l <hasta, hoyr <<z <Z ha,~: , Y>8.

Les premiéres inégalités expriment que (¢ est compris entre n,;,, et Masy,.

C,W_H se décompose en th et Clzs+,—",s+z' Comme v >3 B,s;, se déduit

de A,s4. par l'intermédiaire de C,ﬁ“ et Cs:x+: -Bissa, par suite comprend l'inter-

section totale By, =C,, .C,_ . . etunsysteme By, déduit de Ang,

+
par l'intermédiaire de C, etC
3843

+ LT F S
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Les courbes minima de B.;.. sont C, et la courbe composée de C

+2 133422342

et de la premiére courbe minima Cyv  de B's... On voit par un raisonnement

-analogue a celui fait sur la figure 8 que B.s;; se déduil de A,5.4 par Uintermédiaire

de C, . ,etC, . . Nous savons désormais poursuivre la réduction de B, qui se
3543 3344

confondra & un certain rang avec celle de A.

La spécialité de B est s + 1; mais B est irrégulier. B.s4, contienl une irrégu-
larité stable; I'inégalité 1 <écrit en effet :

L3343 — Nasga — Zad4a + [Zas4a + Nasga — Masy,] << o.

B) Supposons  kus <t < hi54a, l.".,;,+, <Lz <ks, y>3.

Les deux premiéres inégalités expriment que :
Nasgr < oy + Masgr — My <My + Naspa — Madpa .

La courbe C, .., =, , passant par a;, correspondant a G, = se décompose

ainsi en la premiére courbe minima C de a,5 et une courbe arbitraire C

YRS tah—my3
(fig. 7). Comme y>>3, l'adjoint £, de B,s se déduil de 2,5 par Uintermédiaire des

w

courbes (‘Itas—!—rtas+l—"'zs L:284_1,28+l_,,,28. 6,5 par suite comprend l'intersection totale
Bas de G, o 5. —m,y 2VEC C, 5—m,; €t le systéme 3,5 déduit de 2,5 par l'intermé-
; i , )

diaire de C et C,

Maf 41 29 HHad 4 M)
contient une irrégularité stable. Il en est donc de méme de B.s,. .

. On voitaisément, comme précédemiment, que 4,5

AZSOQ A?.S*S

d23+2

82571&

8284-3 A 3
20+4

czzs,z 6;25"“23*“231-2

Fig. 8.

,

La premiére courbe minima de 8,5 se compose de C,,_, , qui recoape la pre-.
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. o o . . [ L . :
miére courbe minima de B,; en B'.s;,. etdela premiére courbe minima de §%5 qui
passe par .4, puisque 5% et Ay, sont corésiduels sur G, o .

Nous avons représenté une deuxiéme courbe minima de B4, qui passe
par B4, . el nous savons qu'elle est aussi deuxiéme courbe minima pour Basy,
(paragraphe 4). On obtient ainsi le systéme Buii.. Comme B4, et Assqa sont
corésiduels sur C_. ., B, se déduit de A,yp, par I'intermédiaire de G

“29-+12
et C":8+:'

sorte que B.s4s est le systéme ol celte derniére courbe rencontre la premiére courbe

*284a
B, =2C C v et C passe par B'ss4,, de’

L e A L LI T o 228 MR HaR Lo

minima de B"5:,. Comme 'irrégularité est stable Basyy est Padjoint de Basys.

Considérons alors la figure 8. Comme B'.545 et Ass43 sont corésiduels sur C”,”, ,

‘la premiére courbe minimade B";4, passepar asy.. C est la premiére courbe

KPT RN
minima de ,5.,. Elle recoupe la précédente suivant B,si4, adjoint de B'asy,.

el C
nangsy € Cegs

‘2
On en lire les mémes conclusions que dans le cas précédent.

Basay se déduit de Az par Uintermédiaire de C .

‘
1

-

C) Suppusons Fas < U< Has4, I"‘r;-l-x < /x',..._, ) ¥ < 5.

Ci:» est courbe minima pour B,., et on sait que B,.., se déduit de A,,4, par

I'intermédiaire de C, et C, L'¢tude du cas B (paragr. 2) permet de conti-
2 1 2y

ot +2°

nuer la réduction.

Si haspa <<t < lhasga, OU Nasga<lasgs<Masga, Bast, se compose de Vinter-

section totale B'ys54, = Cn,s+. L O systeme B34, déduit de Assy,
par l'intermédiaire de C,,;., etG, - Les courbes minima de B, sont C”28+1

et la courbe composée de C ctdeC premiére courbe minimade B",54,

1252 —"3+42 N34 2
Assta est le réduit de B,sy,. On vérifie que Basi, contient une irrégularité stable.

Si kay < Jt<Thasen, C 0, 00,5 passantpar x; se décompose suivant C

et une courbe arbitraire C,

ETESY
3.5 par suite se compose de Uintersection totale §'55

23 ~M33 "

de C, cetdeC, ., ~etdusystéme 5, identique & \us54,. 9.5 présente une irré-
gularité stable; B,;.. aussi.
On suitaisément sur la figure g la construction de B,s., et B,54,. En particulier

B'.s+. est lintersection totalede C, -, et C B",5.. estsur cette

Y M2y Mai4a =Myt
derni¢re courbe, de sorte que Basis estle systémeou G, 5t premiére courbe minima
2 2
de B",5:, recoupe C.. R Drailleurs I'adjoint de B",5.. est le systéme-
A.s+3. par conséquent B.s.q se confond avee A.54;.
1l est clair que =i = est supérieur a /i, les résultats sont les mémes.

Nous montrerons au chapitre suivant qu'il n’y a pas d’autres irrégularités.

TutoriME. — Le systéme B, déduil d'un systéme \ réqulier, de spécialité s, par
Uintermédiaire de deux courbes C, el G, lelles que 1< h, <<z estirrégulier d'ordre un
el de spécialilé a + 1.
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6. Réduction du systeme B dans le cas ot t Lz <h,.

Supposons ks <l <<lasga, kay <2 <lkayya, y>8.

Si y>3& + 1 les raisonnements précédents suffisent pour faire la réduction. Ils

G":zéﬂ
A
Ct,5-m,5 28+2
282
g 828 +3
c"zﬁ'"zé;*z'mzé«

‘A25+3

Eic. 10.

montrent que B,s;, contient une irrégularité stable et que B.s;; se déduilde Ausyg

par I'intermédiaire de C et C.,;,,- La réduction de B,s14 contient de méme

3343
une irrégularité stable.

Si v =13 ou 3 4 1, les résultats sont les mémes. Les raisonnements doivent étre
un peu modifiés, car les deux irrégularités se trouvent dans le méme réduit pair, ou

dans deux réduils pairs consécutifs.

Tutorime. — Le systéme B, déduil d'un systéme A régulier, de spécialité s, par
Uintermédiaire de deux courbes C, et C, de degré inférieur ¢ la caractéristique centrale
de A, est irrégulier d'ordre deux, el de spécialité s + 1.

RemarQUE. — Tous les nouveaux systéemes de points que nous venons d’étudier
ne possédent quand ils sont irréguliers que des irrégularités stables. Leur réduction
se confond toujours a un certain rang avec la réduction du systéme régulier dont ils
sont déduits.

Si le systéme régulier se réduit a une intersection totale, nous démountrerons plus
loin qu'il en est de méme du systéme déduit. C'est un cas particulier de la remargue
précédente, si on considére le syst¢éme nul comme le dernier réduit.

7. Propriétés des courbes caractéristiques paires de A .
Nous appellerons ainsi les courbes de degré égal & une caractéristique pairede A.
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TuéoriMe. — Les courbes caraclérisliques paires de \ ne provoquent aucune irré-
gularité dans la réduction de B .

Reporlons-nous aux paragraphes précédents. Supposons par exemple
t— If,&, II.1~:+| <Z<ka.',+,, ‘(>a.

Considérons la figure 7.

L’adjoint %, estconstitué par le seul systéme &",5 car %',5 disparait puisque 'une
des courbes de cette intersection totale a son degré qui s’annule. L’irrégularité de f.s
disparait, et avec elle celle de By, . c. q. f. d.

L'adjoint 4,5 sedéduitde \.,y, parlintermédiaire des courbes (1"23+1 et th;
Les réduits pairs ultérieurs de B vont se déduire des adjoints des réduits de méme-
indice de \. La réduction de B ne pourra plas venir se confondre avec celle de A .

Ce fait est général comme on peut le voir en considérant les autres cas étudiés..

Si les deux courbes C, et C, sont des courbes caractéristiques paires, la réduction
de B vient de nouveau se confoudre avee celle de A k

TutorimMe. — La réduction du systéme déduit de A par un seul couple de courbes
dont une seule est courbe caractéristique paire de \ ne se confond jamais avec celle de A.

Appelons réduction adjointe, la succession des adjointes de A. La réduction
adjointe comprend tous les réduits pairs de A, et leurs adjoints. On peut dire :

La réduction adjointe fun systeme déduit de \ par un seul couple de courbes vient
toujours se confondre avec celle de \ .

Signalons encore une propriété que nous établirons plus facilement un peu plus '
loin.

TutorkME. — Le systéme B déduit du systéme \, régulier de spécialité s, par un
couple de courbes,-est de spécialité o si I'une d’entre elles esl courbe caractéristique:
paire, de spécialité 5 — 1 si les dewxc soni des courbes caractérislijues paires.

Celte proposition montre la grande analogie qui exisle entre les deux courbes
minima et les courbes caractéristiques paires.

Systémes déduils dun systéme régulier par deur couples de courbes.

8. Passons maintenant & I'étude des systémes B déduits des systémes obtenus.
précédemment que nous appellerons \, par I'intermédiaire des courbes arbitraires
C,etC,(z>1).

Nous définirons formellement les caractéristiques des syst¢mes irréguliers, comme
celles des systémes réguliers. Soit A,; un systéme réduit de A quﬂi présente une
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irrégularité stable. A,; est composé de l'intersection totale A';; de C. C, et du

systtme A".; de premiére courbe minima C,~ ;. Nous poserous :
has =M-—~M, ... 4+ (vas + n"25), Fas =M —M, + ... 4 pas.

Dans toutes les caractéristiques d'indice supérieur & 23, vas 4 n"ss et w,s joueront
le role de n,; et m,s.

L’inégalité qui exprime la stabilité de I'trrégularité s’écrit avec ces notations :
ko < bas .,

Comme la premiére courbe minima de A,s, est C,.uﬁ : h,;;, = va3 + ka3,
Fray < hasys .

Les raisonnements fails précédemment ne supposent rien sur la régularité du
systtme A. lls sont donc applicables quand A est irrégulier. Le systtme B pourra
ainsi avoir des irrégularités provenant des valeurs de ¢ ou z inférieures A la carac-
téristique centrale de A. '

Le seul fait nouveau est la présence d'irrégularité stable dans des réduits pairs
de A. Nous allons étudier I'influence de lirrégularit¢ A,5 dans la réduction de B.

TutorkMe. — Une (rrégularité stable d'un réduil pair de A, provoque dans la
réduction de B une irréqularité stable dans un réduit impair.

Pour abréger I'expos¢, nous ne considérerons que les cas ot les précédentes irré-
gularités ne viennent pas se méler a celles que nous allons étudier. (\)uand' B.s se
déduira de A,; par lintermédiaire de C, ., nous supposerons que cette courbe n’est
pas obligée de se décomposer suivant C,.wy7 et une courbe arbitraire. Lorsque {5 <was
C,,, se décomposera suivant C, ‘et C, . .. D'autrepartla deuxiéme courbe minima

de A", estdedegré y.s + 1" — Masay + Nasta. Nous supposerons donc dans ce cas :
Ly — vas > pas + 0o — Masgy + Masga ou £ hosy,.

A) L’éventualité la plus simple est celle ot A,s fait parlie de la réduction de B.

Supposons z >k, et t kv, . B,y sedéduitde A,; parlintermédiaire de Cm
et C,  oude C  etC, . -silaréduction de B n'est pas déja confondue avec celle
de A. Comme V'irrégularité est stable, dans les deux cas B,;., estconfondu avec A,;.

Il en serait ainsi encore si ¢z <kys—s.

B) Supposons > ks, has s U< Kasgr .

C,,, se décompose suivant C, , et C, .. .. De sorle que B,; dans I'hypothése

6
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qu'il se déduit de \.; par I'intermédiaire de C, , et C, , se compose de l'intersection
1 b
2 . . . 1 v r . A" o . .
lotale B'.y =C. [.C, (., - ctdusystéme B".; déduit de A" par C.,etC, ;—
D’aprés une remarque du paragraphe 4, nous savoos que G, .., . est premiere
courbe minima de B, et que la deuxiéme courbe minima de B, Uest aussi pour B',3.
Si 23 — w3 >>va3, la premiére courbe minima de B.; est donc C. | + Cm_vﬁ_

La deuxiéme courbe minima de B,; recoupe celte derniére suivant
Bﬁ+. = “'-.)}1‘»1 T B"-;L“ . (/lg 11)

Bas+. et Asy sont cerésiduels sur G, + C, . ., Zas est supérieur au degré de la

deuxi¢me courbe minima de B.s, donc B.s., contient une irrégularilé stable.

Si zu3 — w3 <y la premiére courbe minima de B,y serait C, .,  + Cm_;‘ﬁ.

—=
2

Avec une méthode semblable on serait arrivé au méme résultat.

Fic. 11. Fic. 13.

Poursuivons la réduction de B en supposant par exemple z,5 — 5 >> v,

, ) ‘nidre - ‘< LN :
f3 25— 05 P54 Celte derniére courbe passe par By, . De
sorte que B.si. estle systéme ot celle courbe recoupe la premiére courbe minima

de B',;H.. .
Comme B4, estle plus petit systeme corésiduel & A", sur C,,;—,;» lapremiére

Bt = (],ﬂ.(:

courbe minima de B",54, passe par le systéme F ou Ca , recoupe C, s—; et déter-
4 1 k]

mine & nouveau sur Gy o Vadjoint de A".5. \oss., celte courbe minima est Cosrs-
28+2

Le quadrilatére curviligne \,;, . E B, Basyy est inscrit dans Le coté

C‘:K+: °
cunviligne A;54. B3, a pour degré :

Ly — a3 — a5 + Moo + N0 — (s — vas) == Moy, .

B.s+a se déduil de A3, par Uinlermédiaire.de C"us+. el C, .
. B4a

La réduction ultérieure de B est donc connue.
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Si B.s se déduisait de s par Uintermédiaire de C, . et C, , le raisonnement
et le résultat seraient identiques.

C) Supposons  hasq, <<tz <lhas.

Nous savons faire la réduction de B jusqu’a V'adjoint 8,5—, de B.:i—., que
I'on déduit de =x,5—, par Uintermédiaire des deux courbes C, .

NG §g Mgy

et C, . Les courbes C, - el C_ = se décomposent toutes les deux, suivant

Y28t Mad—g TMYE—y

la courbe C., = el deux courbes arbitraires C, .. ., C . passant par Alss.

25 <24 29
8.5—a contient ainsi le systéme 4,5, ot C, | recoupe C, . et un systéme complé-
£ 25— v

mentaire 4",5_,.

Ly D R Y LT I Rt LT S

83— et E', + "5, sout corésiduels sur C, | cor-

~

respondant sur celte courbe a C

[y —

O deuxiéme courbe minima de E', + 4,5, est
aussi deuxiéme courbe minima pour 4.5—, puisque l,5<Za5.

Bas—s et E', 4 %5, sontcorésiduels sur C, | . Or C, 5=, T G, est
la premiére courbe minima de E', + %',5—, si n,5_, — w.3 > n.s. Elle rencontre donc

anouveau C, ..
28

Ny5emg — My 5y
. U S “
Moy —a—m,y_, SUivant le premier réduit .5, de B.5—,.

Comme f%,5—, et x5, sont corésiduels sur C la courbe

‘lyy g y—g —mys—y?
C,,;—,; T C.,, estla premiére courbe minima de 8.5—, et Aus est I'adjointde Bas—,.
B.s4. coincide avec A.s.
Si  na—i — s << n,s, la premiére courbe minima de E', 4 65—, ‘serait

C.,—,+C —s. . et le méme raisonnement donne le méme résultat.
128 7 "2l naf—1" a3

Fie. 13.

D) Supposons  f,54, <K 2 < Kasyan

- Comme dans le cas précédent on obtient %,;_,. Reprenons la figure 13 en rem-
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plagant 5.;_, par K. Comme précédemment la premiére courbe minima de 8.5—s

passe par K. Les systémes k et \.; sout corésiduels sur C, ; + C, . .. Comme

les courbes C et C ne sont pas minima pour E’,, on peut écrire
Nyh—i . {

{4 P femmy =My 5y
v

K présente donc une irrégularité stable. ,

B.s—. est le systéme ot la premiére courbe minima de Bis—a recoupe la premiére '

courbe minima de B.s.,. B.s—, et B.s—, sont ainsi corésiduels sur la premiére
courbe minima de 8,5_,, et pour la méme raison :

| fy .
“23—1 IK

B.s—. présente une irréqularité stable.

Du fait de cette irrégularité, B.si, est confondu avec le premier réduitde B, .
Le deuxi¢me adjoint de 4”5, est confondu avec B.sy.. Or §",5—, se déduit de
et C_

195 Mok TSy Saf MaS—a M5y .

®5—s + 45—, par I'intermédiaire des courbes C

L’adjoint de ce systéme est \".5, son deuxiéme adjoint A,s54,; par conséquent,

B.s<. se déduit de \,5o, par Uinlermédiaire des courbes C
T

Lyd43” -C-'mH-:
E) Supposons  fuusy, <U<husgi, feas 4o <z <Thias .

11 suffit de reprendre la méme méthode. En particulier le premier adjoint de p",5_,
se déduit de A", par les courbes €, ., .. C . = donl la premitre est premiére
courbe minima, puisque .5 — y.5 >> ey + 2"5 — Mg, .

Bussa se déduil de \isi. par Uintermédiaire des courbes (Ilﬁ*_, et C,.{'ﬁ.

Propriété de la courbe C, .

Faisons passer par A une courbe C,  etune C, telle que hys4,<t<Tkist:. En
se reportant & la figure 11, on voit que B.; ne se compose plus que du systéme B3,
car B'.; disparait puisque Pune des courbes de I'intersection totale a son degré qui
sannule. L'irréqularité de B,s., s'évanouil.

On peut d'ailleurs prendre ( tel qu'il ne cause pas d’irrégularité dans la réduc-
tion de B, on en conclut que :

TukoreMe. — On peul loujours déduire un systeme régulier d'un systéme dont seul
un réduit pair conlienl une irréqularité stable.
Systémes déduils d’un systéme réqulier par lrois couples de courbes.

9. 1l est nécessaire d'ctudier aussi en particulier cette éventualité car elle pré-
sente un fait nouveau. Soit A un systéme déduit d’un systeme régulier par deux
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couples de courbes; faisons passer par A, deux courbes arbitraires C, et C, qui sé
recoupent suivant le systéme B. D’apeés les paragraphes précédents la réduction
-de B peut présenter des irrégularités du fait des valeurs de z et {, et des irrégula-
rités de A situées dans ses rédaits pairs. Mais A posséde aussi desvirrégularités
situées dans des réduils impairs.

Quelle est leur influcnce sur la réduction de B?

On peut ¢noncer la proposition suivante :

TuforEME. — ['ne irrégularité stable d’un réduil impair de- A provoque une irré-
gularité stable d'un réduil pair de B.

Nous aurons l'occasion de développer la dénronstration au chapitre suivant.

Systémes déduils d'un systéme régulier.

40. Nous pouvons maintenant considérer le cas général. 1)’aprés 1'élude précé-
dente un tel systéme ne présente que des irrégularités stables. Les unes sont situées
dans des réduits pairs, les autres dans des réduils impairs. Nous les appellerons
pour abréger irrégularilés paires ou impaires.

La réduction de ce systéme se fait parallélement & celles des systémes inter-
médiaires nécessaires pour arriver au systéme régulier en ce sens que sauf aux
endroits ot les irrégularités se manifestent, les réduits pairs de méme indice, ainsi
que leurs adjoints, se déduisent les uns des autres par des courbes correspondantes.

Les réductions adjointes de ces systémes viennent se confondre avec celle du sys-
téme régulier. Ils se réduisent donc tous & un systéme géncéral (en v comprenant le
systéme nul). Réciproquement :

Un systéme se réduisant « un systeme général el ne présentant que des irrégularités
stables, peut étre déduil d'un systéme régulier.

Nous avons vu en effet comment on pouvait déduire d’'un systéme A, un systéme B
ne -présentant pas dans sa réduction d'irrégularité correspondante & celle de A,s,
réduit pair déterminé de \, et n'ayant pas d’autres irrégularités que celles qui cor-
respondent aux autres irrégularités de la réduction de \. Comme en outre & toule
ircégularité impaire de \ correspond une irrégularité paire de B, on voit qu'on
peut déduire de A un systéme se réduisant & un systéme général et n'avant plus

d'irrégularité dans sa réduction.

44. Singularilé & un systéme déduil dun systeme réqulier.

Etudions d'abord la singularité d'un systtme A présentant une irrégularité quel-
conque A'= C,.C, ot C, passe par \". Considérons sur cette courbe la série déter-
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minée par les C, passant par A. Cettc méme série est déterminée parles C;—, pas-
sant par A”. Si ¢ et ¢,_, sont les dimensions des séries déterminées sur C, par les C,
et C—, :

z ] v d—
(A s =g — (AT =)
ou

l— , — l—s
S‘A =A—A"— (Z"“ - P[__,) + sAu = py— (?1 - P[___,‘) + 8All .

Au début du premier chapitre on a démontré que

o !
o b, = = e

On peut donc écrire :-

¢ A I
s, =8, +ta,..

La singularité de A pour les G, est la somme de la singularité de A" pour les Ci—,.
etde A' pour les C,.
A) Le systéme A ne posséde qu’une seule irrégularité. Elle est paire et stable.

Soit A,s le réduit pair ou elle se trouve. Nous reprenons toutes les notations du.
ragraphe 8.

Supposons (> hc.

La réduction de A ne présente pas d’irrégularités avant A5, on peut donc écrire ::

3—1
SIA = si”i + E [?(h!i:i " l) + ?(k,H, - [)]'

o
D’apreés la proposilion précédente :
shh =gl 4 gl
A8 ATab "23::5

On sait que :

an = 2(as + vas — L:3) — ¢(pas — Las).
L% RPY]

A.i4s est I'adjoint de A',5; on oblient aisément :

1 p—v l
s:,*s, d — s:‘;’ + (s + a5 — Ly + vad) .
2 2 2
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A.s4. est régulier de spécialité 5 — 28 — 2. D’aprés 'expression de hc > he en-

. 2342
traine Ly, >he

r—3—1
! A\ 2542 342
a84+a2 — \ »( — L. ) w( —
s‘:&—t—n o ["' h'zi+x l’°+’ + 7 kai+| l’x+’ ]
) o

ol les h etk avec I'exposanl 23 4+ 2 sont les caractéristiques de A,s54,, v le plus

s G
grand entier inférieur &

2

Remarquons les identités snivantes dont nous avons vu un cas particulier déja.

2542 28+2
bl — by = haigasgs — 1, ko — sy = kaipasps — 1.
a8 + vas — by = has g — 1, pas — by = ks — 1.

Ajoutons membre & membre ces égalités. On obtient :

v

l > hm ‘ SIA = E ['f'(hni-!-l —— l) + ?(kli-{»—l — l)] —_— f("'z& — l) .

Supposons < h..

‘Nous suivrons la méthode. Nous avons d’abord :

S—1
) l ). 1,5 l, 4 !
S’A——A + uﬂiﬂ — slai . ‘\28 + ( L) + ')( 3 + 3) + E ['%(hzi —l)+'v!l('f,l—"l)].
9 ALl 9 g .
puis
‘:8 — ’28_?:8 lzﬁ .
sk:& - SA”:& T a:‘zﬁ;‘:i ’

JU (a3 4+ vas — by — 1) (a5 + vas — Ly — 2) (s — ls — 1) (g2t — Ly —2)
RER N 2 : 2

car U5 est toujours inférieur a w,s.

A\.s4. est ladjoint de A”,3, el on obtient :

lzs_",a __ :\n’; + (128 — Va3 + l) (113 — Va3 + 2) — sl,3+, (118+1 + |)(la8+1 +

AT " ™ Assa + " 2) +.4(R"5 + vas — Lg) .
Aus4. est régulier de spécialité ¢ — 23 — 2, et Ly << h2T7:
a—3—1
sin;s::’ —Aais + (Ls+a + l)a(l,s“ +3) Z [-{;(h:}”’ —I,;+:) B ';;(k:.“' —l:t+:)]
°
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ou u est le plus grand entier inférieur &

»|a

Or on a les identités :

h28+2 EL B oY

ai - 115+: = ,1:i+38+n -_ li Fea —_ ln:H-: = k:i+28-¥-2 —1.

Et en se reportant 4 Uidentité 2 du chapitre 1, on oblient en ajoutant membre-
A membre ces égalités :

S — A4 Ml_t"'_). = N [ — 1) + Ylesi— D).

o

G A . 9

Remarquons que U(k.; — ) = o, puisque < h.<h,s.

B) Le systéme A ne posséde qu’une irrégularité. Elle est impaire et slable.

L’inégalité qui exprime que Pirrégularité est stable s’écrit avec les notations-
employées

’l':-;——l < kz7

si A,,—, est le réduit ou elle se trouve. )
Comme la premiére courbe minima de A,, est confondue avec C,.u’ , on a
. it .
hl'{ + Vay—1 = ’t'z,—x .

’l':-;—-l > hr( .

En prenant la méme méthode, on voit que le seul nouveau probléme est celui de--
connaitre I'expression de la singularité de A,._, en fonction de celle de A,,. En
suivant la méthode du chapitre précédent, on obtient :

. ! ! )
sil>h, s =52 4 9(Myy — n"ypmy — Varmoy — by s

2y—3

. ly—» ly—sy ’ - - .
si l<h€, sla:—z —_ A’T'—’ + ( =+ l>( ol 2) = siz'.' —_ A’,‘, + M—_?_)
c 2 }

Aay—a 2 3y

+ "!'(mr;——a — lr;—z) + ';(n2~;-2 - l:l-;--z) + '-;‘(Nlr;—: - P-i';'—l —_— I,r_;) .

De sorte que 'on peut en conclure pour le systéme A .

sii>h, 8= ¥ le(huir— O+ glhuivs— D],

I+ 2)
si i<h, & ..—-:A_.ﬁi_'ln(_’_"i)

A

+ 3 [0 — ) 4+ kst — D] — (kays — ..
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Il faut d’ailleurs remarquer que dans la premiére formule y(k,;—, — ) =o..

C) Cas général.
En se servant d'un raisonnement de proche en proche on arrive au résultat géné-
ral suivant :
Soit un systéme A qui posséde :
p irregularités paires stables.
IL28+I =v, + kas Ce hﬁp+‘ =P +»/r2$p,

lfzs >k=5+l ey /.'28p>1:28(:+‘ .

q irrégularités impaires stables.

k- =y +h ..., =v 4 +h”q,

v4
37—1 2y—1 27 2yi—1 2yf—1

,l»',_'_' < .li.i’z. ‘g /;2;;"— . < ka;q .

v 14
Siixh, s = Wlshe,— D+ ek, — D) — Y el —1).

u q
. I+ 1)+ 2) \ ‘ N\ ,
sitch, o, =A—CEDEED L B i, — 0 4 1y — 01— B i D).
G—2 <u<c 5—3 <U<a——l
o P 2 S '
hy=M—M, ... +n,, ky=M—=M ... +m,,
hy, ,=M—M ...—n, , by, =M—M ... —m,, .

,lcsz—xi!... +”su~‘1‘

.. , ot P .
Les courbes minima de A i sont n_i=n" i+v a, m i=u i.

Les courbes minima de A,y sont mai—y = n'2iy + vayioy, Mooy == Waiy .

RevarQue. — Une irrégularité stable introduit un terme soustractif dans 'une
des expressions de la singularité.

412. Soil B le systéme déduit du systdme A analogue au -précédent par l'inter-
meédiaire de denx courbes C_ et C,. Nous allons calculer la singularité de B en tenant
compte de la maniére dont on I'a déduit de A. Reprenons pour cela le procédé uti-
lisé dans le premier chapitre pour calculer la singularité d’un systeme régulier.

Supposons {>>h! en posant h'=: +(—M - A", A est la caractéristique
centrale de A, .
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Sans insister sur les détails du calcul, écrivons seulement les deux égalités ana-

logues aux égalités (10) et (11) du précédent chapitre.

__(n —1)(n—2)

(n—1)(n—2)

al, . +a(n—1)— (N, —s)) = wh— - +e(n—1)—3,
{— {— — 1)l — )
zx——(*—-—');(—«——ﬁ+ ?(z—-x,—a:11~(’———L);(’~—33+q,(t—1)~(8—.g’,),

A -~ [ “ -
ol /,x et ! sont les degrés des courbes correspondanles passant par B, le systéme
ou C, recoupe C, et A,. Ajoutons membre & membre ces deux égalités :

1

8'328,1\“+?(Z+l~—n—~1)+:+(:+l-—m-—-l)—zp(t-—-l)——?(z-—l).

Puisque (>>he, I, est supérieur & he':

P

sho= W lathy,, — 1) + 9k, — L] — Y ok 5 —1).

1
Remarquons que :

Ry ,=—h, ,+m+n, I:z+t—l)1—h+l,,

24

tac

. et que par suite :

By —l=ctl—h, =1, Iy, —l=z4+l—ky,—1, h=z4(—h.

2t LIEN]

On obtient alors :

vt . . .
l> h‘n, sy = E [?(Z +1— kzi»ﬂ - ‘I) + ?(2 + t— _k,“‘.»—‘ ’)] - ?(Z - l)'_ CP/(t _:I)
°
p N . .
+
— Ve rt—kyg —0.

1
Si au contraire /< ht la méthode donnerait les 2 égalités.

{

i
W

QE0Urn oy g

L+nd +2)

2 .

GO+
T a f(l I\) ).—’. 2

—n—1)—(A, —s

= L8R VD s,
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. L . .
En substituant a S: sa valeur on obtient ainsi :
1

u+x
B l ! l p . F
1<t sh=B—CTUEED L NG 4Gy, — D)

q
\ |
FUz— O+ = D— P Uz + t—kas — D).

Ces expressions sont inléressantes car elles permettent de vérifier plusieurs théo-
ré¢mes que nous avons démontrés précédemment.

Remarquons d’abord que la réduction de B ne peul pas avoir d’aulres irrégula-
rités slables que celles qui proviennent des irrégularités de A et des valeurs de z
et ¢, puisque loute irrégularité stable introduit un terme soustractif dans l'une ou
I'autre des expressions de la singularité.,

Si z<The (L estsupérieur a ko puisque z 4+t ==h.+ he. LWt —l)=o0. La pré-
sence de z({ —{) montre que C_ a provoqué une irrégularité dans la réduction de B.

Si z>>he ¢ estinférieur d ki ot —0) =o. C, n’a donc pas provoqué d'irré-
gularité stable dans la réduction de B. La présence de ! ({ — 1) montre que C, es!
une courbe caractéristique paire de B.

Si z=~h, , les termes z(z 4+ {—h,, ., — 1) et o({ — [) se délruisent. C, n’intro-
duit aucune irrégularité stable. Sien outre ¢ estaussi une caractéristique pairede A,
w(z— ) délruit un nouveau lerme de la somme : Le systéme B a sa spécialité infé-
rieure d’'une unité a celle de A .

Si z = l,.i les termes W(t— 1) et Y(z + {— ki — 1) se détruisent. L'ivrégularité
correspondante i celle de .\ n’est pas stable, on sait qu’en géndéral elle n'existe pas. -

Dans un autre ordre d’id¢e U'identification des expressions de la singularité que
nous venons d’oblenir dans le paragraphe précédent et celui-ci permet d’¢tablir des

relations entre les caracléristiques de \ et de B.

Application. — On peut déduire de ces formules la proposition suivante :

Soient deux systémes \ et B formantl'intersection totale de deux courbes C, et C,.

Le nombre des courbes linéairemen! indépendantes de degré t passant par B esl
égal & la singularité de X pour les courbes de deqgré : — 3 augmenltée de 1 + L(z — l),
si L est différent de hi — 1 el hi— 2.

’ B .
Démontrons-le par exemple lorsque ¢ <Z hc. Les formules preécédentes donnent :

w1 q
(l
M — (B —s) = W (Mz—h, )+ Wz—k, )+14+ 10— — W d(z— k).
2 . e e L TARES B . L TR O v — L4
41 q

N stk —(z— 3)].-

= ¥ [slhy . — G =3 + sllye, — =] + 1+ + Y — 1) —
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car on a l'identité

d(z—a)=3la—(z—3)].

En tenant comple de la valeur de s>~ on obtient puisque z — 3 > he.

t+ 0+ 2) , \
-(-—-—-—‘——(-———-——-—(B—s‘.,) =40 1)
2
l.a démonstration serait la méme si > he. ’
Considérons une courbe C, sans point multiple. Un systéme A -de cette courbe
détermine une série compléte. Menons par A une courbe arbitraire C, qui recoupe

v

C.en B. Lescourbes C, passant par B découpentsur G, celte série. Supposons 1>z,
-z + 1) —z+4 2)

2

La dimension de celte série sera N, — 1 — si -\, est le nom-

bre de courbes C, indépendantes passant par B. Or cette expression cst é¢galed si7°
THEOREME. — Sur une courbe (. sans poinl mulliple, la dimension de la séric com-

pléte déterminée par un systéme de points est égale @ sa sinqularilé pour les courbes C__,
On peut en déduire le théoreme de Riemann Roch (') dans ce cas particulier.

On a

T BN Gl DL k) NP
2
d’on :
. A(z—3) e N
—i=—— (A=) + =N,

On oblient expression arithmélique du théoréme :

I‘;::A\—(z—l

(
2
43. Propriétés des caractéristiques.

Nous avons cu déja l'occasion de les définir. Les ‘paragraphes précédents ont
montré qu'a toute irrégularité paire stable correspondaitl une caractéristique paire
supérieure a la caractéristique centrale, et qu'a loute irrégularité impaire stable cor-
respondail une caractéristique impaire inférienre a la caractéristique centrale. Nous
appellerons les premiéres caractéristiques paires misctes. les secondes caractéristiques

impaires mixles.

(*y Prcart et Spuant, tome 11, p. 32.
(*) La méthode employée dans la note de la page 33 permet de démontrer le théoréeme
dans le cas ou la courbe présente des points doubles.
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Résumons les propriétés principales des caractéristiques.
1. Une courbe de degré supérieur a la caractéristique centrale el différente

des caractéristiques paires mixtes laisse constante lirrégularité du nouveau sys-
téme.

a. Une courbe caractéristique paire mixte diminue Uirrégularit¢é de une
unité.

3. Une courbe d'ordre inférieur a la caractéristique centrale et différente d’une
-caractéristique paire augmente de une unité I'icrégularite. ;

4. Une courbe caractéristique paire laisse constante Virrégularilé et diminue la
spécialit® de une unité.

5. L'opération (ui déduit un systéme d’un autre par un couple de courbes aug-
mente la spécialit¢ d’une unité.

REMARQUE. — Lex résultats relatifs a I'irrégularité ne sont exacts que si on consi-
dére des courbes arbitraires du degré indiqué. Nous verrons en effet dans le chapitre
suivant que si certaines particularités se présentent dans la réduction du premier
systéme, certaines courbes de degrés déterminés peuvent provoquer des irrégularités
d’ailleurs non stables dans la réduction du systéme déduit.

6. Les deux systémes déduits 'un de l'autre par deux courbes de degré égal a
leur caractéristique centrale sont de méme spécialité.

Ces propri¢tés ont ¢té ¢tablies dans des cas particuliers. Les démonstrations sont
aussi exactes dans le cas général.

7. Les courbes caracléristiques centrales jouissent d’'une proprié¢té qui va éclaircir
la relation qui existe entre lesx systémes réductibles a une intersection totale non
géndrale et lex systémes réductibles & un systéme général.

Faisons passer par A, systéme de spécialité 5, réductible a un systéme général,

deux courbes C' C* de degré égal & la caracléristique centrale de A .- Si u est le
t 14

. T .9 , . . RTI
plus grand entier inféricur & —, B,, sc déduit de A, par Uintermédiaire de C',
3 : :

wm

et C*, . Ce sont les courbes de plus petit degré qui passent par A, sans contenir
eu

nécessairement A,, .. A, , cstun systéme général.

Si A,,., n'est pas une interseclion lotale générale, B

au

.. » Sedéduirade A, , par
I'intermédiaive des courbes €', et (. Desorle que B,, ., pourra étre consi-
en 2 N 2

déré comme le premier réduit de \,, ,. Le systéme B se réduit & un systéme

e

général.

Si A esl une intersection tolale générale, on prévoit que B

i n’'existe pas,

an-=-2

et qu’il est le systéme nul. Examinons de plus prés ce cas.
Pour cela reprenons la figure 4 en ¥ changeant convenablement les lettres et les

degrés des courbes. Supposons que \,, , estun point. L'adjoint 4, de B,, se déduit

—m e
2n Wt

del'adjoint x,, de \,, parl'intermédiaire des deuxcourbes C', _ ~  elC’
£14 2 i 2w
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Comme les courbes minima de a,, et de son réduil =z, , sont respectivement.
c, C, ,etC, C

2w e Mauaa”

auronl pour degré :

u

e cellea de &
1

) — A T
2[nsn —my, + 1 l - [nzu — My, ., + 1+ ny,. 11 T =y, ‘\i:u T3,
2l"au —m,,., + '] - [”-m —m, . + 1+ "’ﬁ . ;] T+, r=n, - m, .

par le méme procédé-

Paui1

Calculons le degré de la premiére courbe minima de
- on oblient : '

(nlll - M!l;(-l + a) + (”ut - "'2?‘ “‘I) - 2{Il!" - 'n".'fl *'I + I] + niu*"l = 0~

- £ secti ) dar sui Aorire =
8,, est U'intersection totale de (J,,m_,,mhl . et C".u“"".u e Par suite on peul écrire =

. 4 m, —M -+
& [ USR] 2 gt

ou, en employant les caractéristiques :

B,,.,=C .C

he ~,k"‘~‘ 1 h‘:—h,u»

On peut ainsi énoncer la proposition suivante.

THEOREME. — La condition nécessaire el suffisanle pour que l'on puisse déduire
d'un systéeme A\ réductible & un systeme général, par Uinlermédiaire d’un seul couple
de courbes, un systeme réductible @ une inlersection tolale non générale est que le pre~ ’
mier réduil pair de \ soit une intersection lolale g _]( ‘nérale el que :

he — ,lsu + LW =2,

hc - ,“zu + n,, . |> ';

On peut loujours déduire de A un pareil systéme en utilisant un nombre suffisant
- de couples de courbes.

Reportons-nous en effet au cas général. B, ., est un premicr réduit de Ais-
’ . . [ .~y T ¥ ) ’ .
Déduisons B' de B, comme Bde A. B'_, |, est un deuxiéme réduit de A En

u

continuant ainsi on arrivera aprés . opéralions A ce que B”,, .. Soit une intersection

totale genérale a laquelle se réduit A. Dans ces conditions B* ' se réduit & Uinter-
. T4 ~ y € P . .

sectien totale B, . Elle n’est pas géndérale ordinairement. Dans le cas contraire on

voit facilement, en se servant d'une proposition suivanle, comment on peutl en dé-

duire une intersection totale non générale.

Réciproquement, on peul loujours déduire d'un systéeme se réduisant & une inter-
section totale, un systéme se réduisant & un systéme géneral.
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Soit A un tel systéme dont le réduit \,_, est I'intersection totale

(K M),

[ my__,

Faisons passer par A deux courbes C, et C, qui se recoupent suivant le sys-
téme B. Pour que B soit réductible & un sysléme général, il est nécessaire que la
réduction de B ne vienne pas se confondre avec celle de A. On peut toujours réa-
liser cette condilion en choisissant convenablement let z. ‘

Supposons s impair : B,—, se dé¢duit de A,_, par l'intermédiaire des courbes

C, . C, (b KL 2on <My + Namy). Soil 8, le systéme ou G, recoupe

1

C,,_, (fig. 1%), c’est I'intersection totale de €, et (, B,—. et 5, sont

A1 My

corésiduels sur C, . C, .. ., , courbede plux pelitdegré passant par B,,

extérieurca G, correspond sur cettecourbed €, ,» premiére courbe minima

M

de 5,_, puisque [,, —m,_, < n,_,. Comme ¢, .+ 2, —M,.,</l,.,, les deux

courbes minima de B,_., sont C, iy, et C, . B, est lintersection lotale
Fm—1" Vg — F— "

de Cla’—x""'a———l et C"x-——l_"'r—-l :

Posons t,_, = m,—, + 1. B, estconstitué par m,_, — n,—, + 1t points en ligne
-droite, systtme dont on peut déduire un point.

ctazt*za'-l -

o-1

Fic. 14. . FiGg. 15.

Supposons + pair: B,_, sedéduitde A,—, parlintermédiaire des courbes C,
et C,  .(t—s 2 K Mo — 1,0). Les deux courbes minima de B,_, ont pour

degré respectif : z,, + ¢, —M._, +n,,etz,, +¢_,—M._,+m._,. La pre-
miére recoupe C, suivant le systeme [ (fig. 15). La premiére courbe minimade 1
T—2

correspond sur la premiére courbe minima de B._,, dcelle de B.—,

lym g Mg =My

dontledegréest L, + Zomz — Moy — M,y 4+ n,—, . Cette derniére aprés élre passée

par le systéme J recoupe en Il C, ,- Pour avoir B. il suffit de mener
A £

—p Mgy — Mg

la premiére courbe minima de B.
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On a successivement :

—2 Mg Mg,

52 by—a—My—3,

B~° C‘r-—z+‘q~l—'q—-n e e T

Pour que I'intersection lolale B, soit générale il suffit de prendre (¢ et

z vérifiant.
les inégalités :

he L L z<he + 2.

44. Nous finirons ce chapitre en étudiant la détermination des systémes que-
nous venons d’étudier. Donnons-nous, 26 + 1 nombres positifs Ak, ... tels que :

K+|<I‘ FYTIEREY) . 36+ </: Il<hﬁ+

h << I:T’__l <L /{r R h o< /.‘T_rl_'l <Z ,t\’v

Supposons en outre que 'on ait la suite croissante :

,l.‘li"l e h,-",\’,-:_ﬂ .’i-,-, JN ’l,;,.p, . I{,;.*., . Ifn*hjs‘{-[ .k h .

A quelles conditions existe-t-il un systéme Ade A pomtc les admettant pour carac--
téristiques?

Supposons que A,.a_, soit le dernier rulmt de \ conlenant une 1r1égularlte It
est d’abord nécessaire que \,.s existe. C'est un systéme régulier. Les expressions
des caractéristiques nous donnent les degrés de ses diverses réduites. Nous avons vu.
au chapitre précédent les conditions d’existence de A,.q.

Ces conditions suffisenl pour que \ existe.

En effet, il faut que :

1° Ny, soit minima pour \";«_, ce qui est car h,9—, > h,04,
2° A'y«_, est l'intersection totalede C, =~ et C
3 C

k,.‘.q _,—h,.:q :
wpq_ €St courbe minima pour \,.v—, car hye < kpay << hpq.
On peut par suite construire le systéme jusqu'a Pirrégularit¢ suivante. La méme-

méthode permet de la construire sans introduire de nouvelles conditions. En conh-
nuant ainsi on obtient le systéme A.




CHAPITRE HI

{I. — Irrégularités instables; Irrégularités apparentes.

4. Nous avons étudié dans le chapitre précédent les svstémes de points qui se
déduisent des systémes réguliers par l'intermédiaire de courbes arbitraires. Gette
hypotheése nous a permis de supposer en particulier les deux fails suivants :

a) Tous les systémes de points sur lesquels nous avons raisonné satisfont en
chacun de leurs points aux conditions d’application du théoréme de Neether, et pour
préciser les idées ne sont constitués que par des points simples distincts.

b) Aucune courbe C,", G, correspondant a C,, C,, qui permettent de déduire
B,; de A, ne se décompoée en.Lune courbe arbitraire C. . ne passant par aucun point
de A, et une autre courbe sans v élre obligée par son degré.

Nous conserverons_toujours la premiére restriction, nous supprimerons désormais
la seconde. 11 est alors aisé de voir que la réduction du systéme déduil peut présenter
des irrégularités qui ne satisfont pas a la condition de stabilité. Nous les appcllerons
(rrégularités instables.

Soit B lesystéme déduitde A parlintermédiaire des deux courbes C,. C_ (1 < 2).
Si has <<t<<hasi:, Bas sedéduit de \,; par Vintermédiaire de Cm et C, (C, étant

suivant la valeur de z, C, ;ou G, . ). Supposons que C, = se décompose suivant la

courbe C, . ne passant par aucun point de A,z et €, . .. Le systéme B.; se com-
2 E

5
pose de l'intersection totale B',5 de C.

4
‘28

I'intermédiaire des denx courbes C, et C, . .. La premiére courbe minimade B".;

et C,, etdusysttme B",; déduitde A.; par

est de degré .5 — vas + 2,5 — h,"#3. Par suite sion a :
L S
L>va5 4 (bas—vos + 25—, %) ou {<Thiy,,

B.s présente une irrégularité. Elle est d'ailleurs instable car I'inégalité, condition de
la stabilité, s’écrit :

Vs — Zap + (a5 + l25— Va3 — 1125) < O

Elle n’est jamais vérifiée puisque (> h.s .
On voit en outre aisément que la réduction continue normalement apres l'irré-
gularité.
On peut faire les mémes observations si la courbe correspondante 4 C, qui per-
8
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met de déduire §.s de a.5 se décomposait de la maniére indiquée. §.; peutainsi pré-
senter une irrégularité instable et nous verrons plus loin (paragraphe 3) que dans
des conditions bien déterminées B,s.. contient aussi une irrégularité instable.

Nous nous proposons dans la premiére partie du chapitre d’étudier & quelles
conditions ces irrégularités doivent étre soumises pour qu’elles aient une influeance
dans la réduction des systémes déduits.

2. Il nous faut d’abord approfondir certaines notions déja entrevues.

A) Soit un systéme A = A’ + A" contenant I'intersection totale A’'=0C, .C,, et
le systéme A" situé sur C, . L'inégalité caractéristique de la présence d’une irrégu-
larité dans le systéme A est:

JszA-—}L_;+h.A'<O.

Elle exprime en effet que la premiére courbe minima de A se compose de G, et
de la premiére courbe minima de A",
~ Reprenons la figure 5 du chapitre précédent et exprimons J, du systéme B co-
résiduel & A sur C, + C. en fonction de J,. Nous supposerons comme précédem-
ment & b -

2) G, est premiére courbe minima pour A" et B'.

JA=VA’—P-A+’I) anvn“"}h‘*’n;
et par suite :

» JA+¢A=J'+I|.

Remarquons que h* = n 4+ t, —k," . Puisque C, estpremiére courbe minima
pour B, il faut que #, soit supérieur & h"" ou

bh—t kM —=n

On peut donc écrire :

h=L+@ =", A< Mk,

§) G, est premiére courbe minima de A" seulement :
La premiére courbe minima C, , de B" correspond 2 la deuxiéme courbe minima

C_,deA".

™y

JA=vA—'P-.A+n: J-=v;—-—p.-+n.-, W — NMa¥ == Py — M,v.
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Par suite en prenant la notation des caractéristiques :

v) G, n’est premiére courbe minima ni de A" ni de B".
Les premiéres courbes minima de B" et A" se correspondent et on peut écrire :

Jo= .
D'une facon générale si 1, < [,, Js > J.. Rappelons que Fon a aussi L, L.

B) Soitun systéme A surunecourbe C,. Construisons un systéme B corésiduel
4 A sur C,. Nous dirons que dewr caractéristiques de A el B se correspondent si deux
courbes ayant ces nombres pour degré peuvent étre correspondantes sur C,. En iden-
tifiant les deux expressions de la dimension de la série déterminée sur C, par deux
courbes €, G, correspondantes, on obtient la correspondance qui existe entre les

caractéristiques de A et B. Résumons simplement les résultats :
1° Les caractéristiques centrales se correspondent.
2° Si €, n’est pas caractéristique paire de \ .
ay n> h: les caractéristiques paires de B correspondent & celles de A .
b) n<h: idem, mais en outre C, caractéristique paire de B ne correspond a

rien pour A.
Si C, est caractéristique paire de A.

a) n> hz les caractéristiques paires de B correspondent a celles de A sauf & C,.

B . . ~ . . . . )
b) n<h_ idem, mais C, caractéristique pairede B necorrespond a rien pour A.

3° Si C, considérée comme passanl par B ne correspond pas & une caractéris-
tique impaire de A .
~ A 7 . . . - 1
a) n <h_ les caractéristiques impaires de B correspondent a celles de A.

* A . . y . . . . y -
b) n > h idem, mais C,., _, caractéristiqueimpairede B necorrespond arien
pour A.

Si C, considérée comme passant par B correspond 4 une caractéristique impaire

de A.

a) n<h: les caractéristiques impaires de B correspondent & celles de A sauf

-

nely —'y

b) n}h; idem, mais C, , _, caractéristique impaire de B ne correspond & rien
pour A.

Remarquons enfin que la différence de deux caractéristiques est égale & celle de
leurs correspondantes.
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3. Considérons les systdmes de points que I'on peut déduire par un seul couple
de courbes de ceux qui admettent dans leur réduction une seule irrégularité, im-
paire.

Nous savons effectuer la réduction d’un tel systtme B déduitde A jusqu’au sys-
ttme réduit de A qui précéde celui qui contient I'irrégularité. Deux cas peuvent
alors se présenter : ou la réduction de B est déja venue se confondre avec cellede A
et l'irrégularité impaire de \ devient une irrégularité paire de B, ou cette éven-
tualité n’est pas encore arrivée. Pour examiner ce dernier cas, il suflit de considérer
un systéme A dont le premier réduit A, contient une irrégularilé ct d’étudier le
systéeme B déduit de A par les courbes C, et C, (¢ K z).

Pour abréger, nous suppuserons que C, et C, ne passent pas nécessairement
par A,.

Rappelons que (, el C, si =2> (> h sontdes caracléristiques paires de B. (Nous
excluons le cas trés particulier o1 il n’en est pas ainsi pour simplifier I'exposé.)

A) La premitre courbe minima de A ne conlien! pus C, .
1]

1> G, n'est pas minima pour B.

Soit b, le systtme ou C, . premiére courbe minima de B recoupe C,. La pre-
miéere courbe minima de 4, correspond sur C, 4 C, etsur C, ala premiére courbe
minima de A‘C"n + Cru';‘ Celte derniére recoupe la premiére suivant le premier
réduit de b, ; b, = 0", + b", (fig. 16). b, et A, sont corésiducls sur C,Al + C"A;'.
Comme C"A',' est minina pour \", el que le degré de la premiére courbe minima
de b, est inférieur & n, puisque z>>n,, on peut écrire en ayant égard au para-
graphe 2.

L

I, =4+ —h"), I, <L .

1

L’égalité derniére ayant lien si C, w’est pas la caracléristique h, de A .
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Considérons maintenant la figure 17. La deuxiéme courbe minima de B recoupe
C,, en B, . Sa construction ainsi que celle de son réduit B, sont les mémes que celles
de b, et b,. On utilise ainsi la premiére courbe minima de 6,.

Si J,,=>0 Iirrégularité de &, n’existe pas. l'irrégularité correspondante & A,
dans la réduction de B non plus

Si J, <o on obtient le systéme B, =B/, ~ B",

B, et b, sont corésiduels sur la premiéie courbe minima de I)‘C,b + C,,bn. On

2 2
peut écrire :
L "

oo =dy (= R R,

0

I'égalité ayant lieu si C, n’est pas la caractéristique A, car dans ces conditions
» LI "
C"b;f n’est pas minima pour B’ .

I 1
llﬂ < bz ’
I'égalité ayant lieu si C_ n’est pas la caractéristique h.car dans ces conditions
C,, n’est pas 3° caiactéristique paire pour b, et la premiére courbe minima de B,
n’est pas la deuxiéme courbe minima de Y' + Y" et donc de Y".

On peut ainsi écrire :

" n ” L
Jog =, + (b} — hM) + (7.2 — 0"
I, <1,

. . . b
et A’ sont corésiduels sur C, . En ayant égard au paragraphe 2, on voit que A, 3
Ay

"

14 N "
et k, 2 correspondent & k,*: et h«. De sorte que

" " ” [ 4
Jl’z b JA: + (7‘0‘1___’10‘1)’ kbh<7.oh<h“!

ou -/_,A:’ correspond A 7_0”;' et est égal a h.‘:' si C, et C, ne sont pas des courbes Cj?.

I“z \< l‘a’
I'égalité ayant lieu si C, et C, ne sont pas des courbes Caj.

2° C, est minima pour B sans que C, le soit.

. ) R R Al Al
La premiére partie de Uexposé suffit, on voit que 4« == k1 .

3* C, et C, sont minima pour B.

. . Al A"
B, coincide avec A et y, 1 = A,
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D’une fagon générale on obtient donc les résultats suivants :

n ” ” " L4
"'2 - "‘1 + (‘7.0" - hah) ’ hah < /.oh gh:‘ ’

e, < L,.

Si J., est positif I'irrégularité A, n’a pas de correspondante dans la réductiomr
de B.

Si Ju, est négatif, B, contient I'irrégularité correspondante a celle de A, .

Dans le premier cas, les courbes C, et C, considérées comme issues de A sont
arbitraires, il est aisé de voir que considérées comme issues de B elles sont parti-
culi¢res. 11 suffit de reconstrnire la figure en sens inverse. On peut donc conclure.

Tunéorkwe. — Le systéme \ déduit d'un systéme B régulier par un couple de courbes
arbitraires ne présenle pas dans sa réduction d’'irrégularité impaire.
C’est une partie de la proposition générale que nous avons invoquée au chapitre

précédent.

B) La premiére courbe de A contient C'n'

Les raisonnements précédents sont alors en défaul et pour arriver aux mémes
résultats il nous faut employer un autre procédé. Faisons deux remarques prélimi-
naires.

Appelous adjownt d’un systéme B sur une courbe C, passant par B le plus petit
systéme corésiduel & B sur C, .

1° Soit un systéme B dont l'adjoint v sur la courbe C, conlient une irrégularité.
Que peut-on dire de son adjoint 3?

La premiére courbe minima C, de B correspoud & la premiére courbe minima
de yC. +C
pour pr.emiére courbe minima puisque  est adjoint. Elle recoupe C, suivant I'ad-

e Cette derniére rencontre a nouvean C,en D = D' + D" qui 'admet

joint de B, 8 = 5"+ 8". # et ~ sont corésiduels sur cette courbe.

Comme C, ,, n’est pas minima pour 8" :

nytt

-

=1+ Gk’ —n".
Drailleurs ni C, ni C, ne sont minima pour D" et :
Lb=1,.
2° Reportons-nous au paragraphe 4 du chapitre précédent. Supposons que l'ad-

joint & de B présente une irrégularité qui ne soit pas assujeltie 4 &tre stable. Les.
systémes 8 ct B, sont corésiduels sur la premiére courbe minima de 8 C, + C
: 3 gt *
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Comme C, , n'est pas minima pour B’, -
p' p'
‘,5:=JP+(ko —ho )'
Comme C, n’est pds minima pour B’
B 1

boy = ls + (k" —h").

1

. . - 2 " I . r
On voit en particulier que si J, + (k7 — k) est négatif, B, présente encore
une irrégularité Nous nous sommes servis de cette remarque au début du chapitre.
Nous pouvons maintenant résoudre le probléme.

1° C, n’est pas minima pour B
I’adjoint v de B sur C, est corésiduel de A, sur la premiére courbe minima
| . - . "o "
de A C'u + C,,A_VM. Comme C,,‘_.M n’est minima ni pour y” ni pour A’,.

J. = ..
D’ailleurs C, n’est pas minima pour A" et :
=L +®&" —h'").
D’aprés la premiére remarque, si § est I'adjoint de B on peut écrire :

JB = J{ + (koT" - h:”) ’
Ip == l~.

Fic. 18

Si J, est positif, § ne présente pas d’irrégularité, B, non plus.
Supposons J; négatif; la seconde remarque permet d’écrire .

"’Bn = J§ + (kog” - hop') ’
=1+ & —al).
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En comparant ces diverses é¢galités, on obltient :

Joy=d, + &7 —nFY + k=R,
b, = L, + &2 — 0"y — k" =Ry

Si zet! ne sont pas égaux a h, on voil immédiatement que I, =14, . Et en
raisonnant comme précédemment on obtient aussi :

1" "
.

" " n
Jog =da, + (" — R, kMR,
I'égalité ayant lieu si ¢ et z sontdifférents de h,".

2° C, est minima pour B sans que C, le soit.
‘Il

”
On vérifie aisément que ;,'+ = k,'1.

RemMarQue. — Si I, est négatif, I,, qui est inférieur ou égal a I, est négatif
aussi. La proposition que nous avions énoncée paragraphe g du chapitre II est donc
établie.

Supposons I,,>o0. Si B, est irrégulier nous pouvons recommencer avec B, ce
que nous avons fait avec \: nous obtiendions un nouveau systéme C qui pourra
présenter, ou non, dans son réduit €, une irrégularité Arriverons-nous ainsi & un
systéme n’ayant pas d'irrégularité correspondante « celle e \,?

Pour uniformiser les notations, soit \' le systémne irrégulier a partir duquel nous
commencons. A*.. \'scrontlesdivers<ystémesque nousobtiendronsaprés1,...i—1
opérations.

Le systétme A* contient, le cas échéant, I'irrégularité correspondante i celle de A* :

"t

1 1
) " . . ”
Jo=Ju+1y" —h" ouy' correspond a b,
Lz < ]Ai .

Si J.2>>o0 A’ ne contient pas d’irrégularité.

Supposons J,z < 0, conslruisons le systtme A®.... Les J successifs ne peuvent
pas décroitre.

D’autre part dans I'égalité :

L
A

N
Jatr=Ju+y  —h

"| -2

A y N S s e
/. correspond a h, - Comme les caractéristiques centrales se correspon-

1

" 7 N
dent, -/_,A est inférieur ou égal a la caractéristique centrale h; de A" . On peut
donc dire.
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TakorkMe. — Si lirrégularité vérifie Uinégalité :

1 1
(Y . Al A"
"A‘——Jul’f‘hl: —h <0,

aucun systtme \' n’aura perdu Uirrégularité correspondante & celle de \'.

" II
Dautre part ;' atteint sa limite supérieure h: . Il suffit de s'astreindre a ne
pas prendre pour passer du systéme \' au systtme A' ' des courbes de degré
égal a la troisiéme caractéristique paire du systéme dont A' est le premier réduit.

TatoneMe. — Si Lirrégularité vérifie I'inégalité :

’ V!‘ I‘
Yo=Jda+h" —n" >o,
A
on peut toujours trouver un systéme A' qui aura perdu lirrégularité correspondante
a cellede A .
Les irrégularités qui satisfont a I'inégalité Ji» > o sont dites apparenles. Nous les

retrouverons dans le paragraphe suivant.

REmMARQUE. — Dans I'hypothése ot Ji: <o, lorsque Ju: aura atteint son maxi-
mum, comme il ne peut pas décroitre, il restera constant. Les caractéristiques paires
de A™ sont toutes égales.

4. Etudions maintenant les systtmes de points que ’on peut déduire par un seul
couple de courbes de ceux qui possédent dans leur réduction une seule irrégularité
paire.

La réduction d’un tel syst¢éme se poursuit normalement jusqu’au réduit pair qui
contient I'irrégularité si les deux courbes correspondant a ce réduit et qui servent
a faire la déduction n’onl pas une partie commune.

\) Considérons d’abord le cas particulier ou le systéme \ = A'+ A" contient
une irrégularité, le systtme B étant déduit de \ par I'intermédiaire de C, et de la

nytr®

premiére courbe minimade A, C, + C

1° z>lf“‘.

La courbe C,A + C
I'autre courbe minima de B, minima aussi de B" comme nous savons. On obtient
ainsi B,. B, et A sont corésiduels sur C, + C, ,, d'ailleurs B, est I'adjoint de A.

est aussi minima.pour B = B’ 4+ B" (fig. 19). Menons

nprt

On peut douc écrire :
o, = b + (k" — 0",
I T
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Si J,, est négatif, B, contient une irrégularité correspondant & cellede A. Sinon
celte derniére n'a pas de correspondante dan- la réduction de B . D’ailleurs la réduc-
tion de B est facile 4 conceroir puisque B, est I'adjoint de A".

20 z<kp.
La courbe CvA + C.‘,

tituant aux lettres B,, «' pour exprimer le premier adjoint de A.

n'est pas minima pour B Repienons la figure 19 en subs-

1

On voit aisément que I'adjoint §' de B se déduit de a' par l'intermédiaire de la
ptemiére courbe minima de ' et de C, correspondante a C,. Si J, est positif,
x n'est pas irrégulier, 8' non pluset B n"a pas dans sa réduction d’irrégularité cor-
respondante & celle de A. Si J, est négalif, &' se déduit de «' comme Bde A. Il
se compose de l'intersection totale B" confondue avec B’ et d'un systéme IB”‘. On
peut donc raisonner sur le premier réduit §', de &' comme dans le cas précédent
sur B,.

Prenons le cas général : Appelons ' et 8' les i¢mes adjoints de A et B, G, la
courbe passant par «, correspondante & C,

Si hays3<<z<kut., on voit aisément que k,‘"+’<z,,'+,<h‘°‘"+’. Si Joatt
ou I'un des J des adjoints précédents est positif, I'irrégularité de A n'a pas son cor-
respondant dans la réduction de B Si J,a24: est négatif, g2+ se déduit de «2i+:
par l'intermédiaire de la premiére courbe minima de «»+: et de C, i Son pre-
mier réduit est z2+2 (3241 joue le role de B, a+:de A]. Or 8,2+t est I'adjoint
de B.i4., parsuite B..y3 est confondu avec xi,43.

Si ka3 <<z<<hhts, ce quidonne kP <z, 4, < h+>, on peut raisonner de
méme. En particulier si J.2i+2 est négatif, le premier réduit 8,2+2 de g2+2 se confond
avec «*+3, or B 2+ est précisément B,i43 : les conclusions sont donc les mémes.
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3 . . . .
Remarquons gue ™ estle ai + 3¢ adjoint de A"; on peut écrire :

Jo s =d + (e — h.‘”)»

In“H =L + (kaps—h").

THEOREME — St hats << 2 < hag.. lirrégularué correspondante ¢ celle de A
n’existe pas dans la réduction si J, + (l.-;:'_,_, — h“‘“) est positif. Dans le cas contraire,
elle existe dans le réduit B,,43.

B"..435 esl d’ailleurs le 2i + 3° adjoint de \’, sa réduction se poursuit normale-
ment.

RemMARQUE — Les adjoints successifs de B jusqu'a 8=+ inclusivement contien-
nent l'intersection totale B".

B) Supposons que B se déduit du systéme A précédent par deux courbes
C,C,:z22>2t>u..

Soit a le systéme ou la premiére courbe minima €, de A recoupe C, (G, est
composée comme précédemmentde C, et C, ,) «, estle premier réduit de a(fig. 20).
La premiére courbe minima de B, passe par a, de sorte que B, sedéduitde a, par
I'intermédiaire de cette coutbe et de la premiére courbe minima de a,.

Les passages de A a a, de «, & B, sont de ceux étudiés dans le cas A .

Si K43 <<t <<kait., la réduction de a présentera une irrégularité dans a,i43 si
I+ (Ko, — "y <o.

Bsi44 se déduit de a,.43 par 'intermédiaire de la premiére courbe minima de a,.43
et suivant les valeurs de z, de C,, , ou de la premiére courbe minima de a,i4,-
Dans les deux cas B4, est confondu avec a4
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TaéonEvE. — Si kiips <<t <kut., Uirrégularité correspondante a celle de A
n’existe pas dans la réduction de B st J, + h:,-'.H— h' >o. Dans le cas contraire
elle se trouve dans B.,y5 et elle satisfait aux égalités :

e ’" " ~‘,’
= J, + Ul:w'l'_'hn\ ) l"-!+5:lA+lh:i+5_—h’ )-

* Bui+5
Si en outre kjj43 <<z < ky+., a partir de B,jys inclusivement les réduits pairs
de B et leurs adjoints ont une partie commune, intersection totale.

C) 8i t<<w<<z, C, se décompose suivant C, et C,—, . Les raisonnements
seraient tout & fait analogues & ceux faits dans lc cas A. Les conclusions relatives
& I'existence dans la réduction de B d’une irrégularité correspondante 4 celle.de A
sont identiques.

D) Enfin si t 2 <Tw,, il suftit de reprendre la méthode du paragraphe 3, en
allant en sens inverse : B contient toujours une irrégularité correspondante a celle
de A.

Remarquons enfin le cas z = w qui fait toujours disparaitre dans la réduction
de B lirrégularité correspondante & celle de A .

On peut donc conclure.

THEOREME. — Si une irrégularité \ salisfaita Uinégalité 3t =J, + by —h)" <o
elle aura loujours sa correspondante dans la réduction d’'un systéme dérivé par un seul
couple de courbe. sauf st le degré de l'une d'elle est ., .

Commie les caractéristiques centrales se correspondent, la quantité J; estla méme
pour les deux irrégularités correspondantes. On peut ainsi étendre le théoréme pré-
cédent & un systeme déduit quelconque.

Tout ce que nous avons dit dans les paragraphes 3 et 4 se généralise aisément si
le systéme .\ posséde plusieurs irrégularités dans sa réduction,

TrEorEwE. — La condition nécessaire el suffisante pour qu'une irrégularité de A
ait sa correspondante dans la réduction d'un systéme déduit B est quelle ne soit pas
apparenle.

On peut observer d’ailleurs qu’elles seules ont une influence sur I'expression de
la singularité.

Remarquons que [ ne peut que diminuer lorsqu’on passe d'un syst¢me & son
déduit, par un seul couple de courbes, ou i1ester constant.

Les irrégularités instables tendent, @ mesure que le nombre des déductions augmente
a avoir des irrégularités correspondantes stables.

C’est la justification de leur nom.
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Considérons le cas ou I'irrégularité A n’a pas de correspondante dans la réduc-
tion de B. Les courbes C, et C, qui sont arbitraires considérées comme passant
par A, sont particuliéres considérées comme issues de B. On le voit aisément en
-construisant la figure 20 en sens inverse. On peut donc conclure.

TuforEME. — Le systéme A déduil d’un systéme B régulier par un couple de
courbes arbilraires ne présente pas dans sa réduction d autres irrégularités que celles
dues aux degrés des courbes qui servent a faire la déduclion.

Cette propriété, ajoutée a celle analogue du paragraphe 3, justifie la proposition
générale que nous avons invoquée au chapitre I1.

II. — Systémes symétriques et dissymétriques. Systémes complets
et incomplets.

5. Soit A un systéme de points appartenant i I’ensemble de ceux que nous avons
4tudiés jusqu’d présent. Faisons passer par A et a’, points du premier réduit
A, =a', + a’, deux courbes C,et C, quiserecoupenten b'. Soit B le systéme com-
posé de b' et de b* = «’,. Les deux systémes A et A + a’, ont mémes courbes mi-
nima. Si / estsupérieur aux caractéristiques centrales de b' et de B, on peut écrire :

v Iy
Sbi p— }l+ Sa:,

sh=H+ss, (=z+1—M+1),

-ou H désigne la méme fonction de ! dans les deux égalités.

Si [ est assez grand pour que sf",1 et 91: soient nuls, les singularités de B et de b
seront égales. Les poinls »* sont indépendants pour les courbes C, passant par b,
ou encore, les points »' présentent la méme singularité pour les courbes générales C,
et pour celles qui sont assujelties & passer par U*.

Cette particularité n'eriste pas dans le cas général précédemment étudié.

Soit en effet un systéme B = b' + »* tel que s's = s’y pourdesvaleurs de ! qui
n’annulent pas les deux membres de cette égalité. 11 est nécessaire que B et b' aient
la méme caractéristique /,. Cela exige que B, et le systétme /* — B, aient des pre-
miéres courbes minima de méme degré. Si la premiére courbe minima de B, est
déterminée, il faudra que b se trouve dessus. Si elle est variable, et cela exige W=k,
il sera nécessaire que b* soit formé de points appartenant 3 B,. Si enfin B, est lui-
méme variable, et cela exige en outre k, = h;, lorsque s:": et s:: s’annulent, H s’an-
nule aussi et par suite s’y et ;1.
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Nous dirons que les systémes étudiés précédemment sont symétriques et que ceux
que nous venons de construire sont dissymélriques. Les b* points seront dits former
un groupe indépendant pour les courbes C, de degrés convenables. Le systéme B,
du début du paragraphe posséde un groupe indépendant 4* pour les valeurs de [
supérieures 4 A, . On peut construire des systémes adnettant un groupe indépendant
pour des valeurs de { supérieures & une caractéristique impaire. En effet supposons
que A, admette le groupe d’, = §*, comme groupe indépendant pour [, supérieur
a k. On voit aisément que B admel ce méme groupe indépendant quand ! est
supérieur a A’ .

THEOREME. — Soil un systéme B dissymétrique, admettant le groupe indépendant b*
pour !> hyy,. Les réduits pairs de B jusqu’d B, inclusivemen! sonl dissymélriques
et admettent le groupe indépendant b* pour des valeurs convenables de .

Puisque B présente le groupe indépendant 4* pour /> h,, B, contient 5, groupe-
indépendant pour les valeurs de [, supéiieures a4 h%_,. On recommence ainsi le
raisonnement jusqu'a B,—, inclusivement. B,, contient d’une facon symétrique b*.

On pent avoir des dissymétries plus compliquées. Supposons le réduit \, décom-
posé en 3 groupes a',a’,a’,. a’, élant groupe indépendant pour /> k., . Faisons-
passer les courbes C, et C, par \a’ a’,. Elles se recoupent en b' et posons
B=+¢b'+a’ + a’,.

Ecrivons comme précédemment :

t _ L
s b'+a: =H + sa:+a:’
' 1y
sa=H + Says

slb, = H + S:‘. .
Comme par hypothése si’ = 3:“:443 pour !, >h;}t_,,
sin p— s‘b,+a? pour (> h:,+, .

a*, est groupe indépendant de B pour > hyit,; on a d'ailleurs toujours :

s's = s', pour I>h;.

a*, + a*, est groupe indépendant de B pour [>> A} .
On peul représenter ces résultats par le schéma suivant qui s’explique de lui-
méme.

B=0b"+|al + [aTw 0]
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D’une facon générale, on obtient des systémes représentables par le schéma :
"i
B=t+[b+[b,+ ... + b+ (bl ...]",

ou [ <l <l ... <l I, ..., élant des caractéristiques impaires de B.
La réduction de ces systémes se fait aisément. Nous n'insisterons pas.

REMARQUE. — On peut concevoir d’autres systémes dissymétriques. Ainsi le sys-
téme formé par la somme de plusieurs systémes ayant les uns par rapport aux autres
des positions arbitraires. Nous ne le~ étudierons pas ici.

6. Soit A un systéme dissymétrique dont le schéma est :

&

A=a+[a, +[a, + ... +a +[an]]" .. .]

Faisons passer par A deux courbes C, et G, qui se recoupent suivaunt le syst¢éme B.

Supposons I, = h,.4. et appelons x, le systéme a, + @, + ... + a4, : A admet
a, pour groupe indépendant quand !> h,4,. Les réduits pairs de A jusqu'd A,
inclusivement possédent le groupe «,. Les courbes minima des réduits impairs de A
jusqu’d A.i, inclusivement passent par »,. Parsuite les courbes C;, passantpar A,
de degré inférieur & h;! contiennent nécessairement »,. 1l en est donc de méme des
courbes C, passant par B de degré inférieur & la caractéristique paire de B
24 t—M 4 Rt

Si i =huyys. et x—,=a,+a,+ . . + a, lescourbes C, passant par B de
degré inférieur & z +¢—M + h;?+y contiennent nécessairement o,—,, etc.

On peut ainsi rattacher au systéme B une suile de systémes complémentaires B, ,
o, , &,y - 3

B, est le complémentaire de B quand << h;.

a, est le complémentaire de B quand I<Zh;, . . etc.

B sera dit systéme incomplet lorsqu’il admet des systémes complémentaires pour
4> h,. Dans le cas contraire, il sera dit complet.

Tous les systémes étudiés dans les chapitres précédents sont complets.

7. Nous finirons cette étude géométrique par ’établissement d’une proposition
qui montrera la généralité des systémes de points étudiés. Considérons un sysliéme A
et construisons sa réduction. Le seul fait qui puisse empécher de pousser la réduction
de A jusqu'au systéme général est celui ol dewr réduils consécultfs admellent les
mémes courbes minima. Nous allons montrer que celle éventualilé est imposstble.

Soient A et B deux sysiémes dont I'ensemble forme l'intersection tolale des deux
courbes C, et C, (m > n). Nous pouvons toujours supposer C,, indécomposable.
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C, pourra étre composée de courbes C, C, ... C, . Supposons que C,, et G, soient
minima pour A et B. Puisque C, est deuxiéme courbe de A, on ne peut pas faire
passer par \ une C__, indécomposable. D’aprés le paragraphe 3 du chapitre 1.

(n—1)ywn—2)

2

(x) A>S(m—ai)yn—

Comme C,, est aussi deuxiéme courbe minima de B,

B>(m—r1)n— —(—’—l—:L;n—-——zl

Ou en ajoutant :

mn>>a(m - 1)n—(n —1)(n—23),

m<n—-1+%—, (M7q"\

ce qui est incompatible avec 'hypothése m >n.
C, n'est sdrement pas premiére courbe minima de B, car de l'inégalité (1) om
déduit :

(M—"’) ey, L mlym-T

A ¢ : |;<("_—'_)(L*_'i), ( M>21)
L 7 v 2

8Si C, est deuxiéme courbe minima de B, elle ne sera pas minima pour son premier
réduit B, Soit en effet C,v la premiére courbe minima de B. Elle est minima
pour B, puisque B, et A sont corésiduels sur C,: B et B, admettraient alors les
mémes courbes minima si C, était minima pour B,

Nous avons ainsi étudié tous les systémes dont les divers réduits sont constitués
par des points simples distincts Ces restrictions sont trop grandes et les résultats
obtenus peuvent s’étendre & beaucoup d’autres systémes. Nous n'insisterons pas sur
ces considération~ dans ce travail.

III. — Equation générale des courbes d’'un degré donné passant par un systéme
de points détermineé.

8. Soit \ un systéme de points que nous avons construit dans les chapitres pré-
cédents. Nous nous proposons de trouver I'équation générale des courbes passant
par ce systtme Reprenons pour cela la figure » du chapitre I, convenablement
modifiée.
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Les courbes C,’ passant par A, de degré inférieur a A}’ contiennent nécessaire-

ment le réduit A . Si on représente par C, le premier membre de I'équation de la
courbe C,, on peut écrire d’apres le théoréme de Neether :

(‘l’ % (‘u.. + Ap'!(‘m’

ou x, et 8, sont deax polyndmes de degré [, —n etl, —m_.
Soit C, la courbe passant par z etcorrespondantesur C, a €, . La courbe com-
1 2
posée G; + C, passe par V'intersection totale de C, etde C, + C,. Par suite :
1) i 2

(1 C:<C, = AC, +aC, .C,,

ou a est une constante. Si C et G, ,_, sont les courbes passant par « et
2 1

n_+n—m
L] 1

correspondantes & C, et C, , on a de méme :

m
2

I

(2) Cn n, —m C:n \'Cn + a’ Cu Cn‘
[ 1 1 1 2

I

(3) Cu Y —m Cm \"Cv + a” Cm Cu *
s 1 1 [} )

En multipliant les deux membres de I'égalité (1) par % de ’égalité (2) par —%7,
B,

de I'égalité (3) par - et en additionnant membre &4 membre on obtient :

LI b “_[_ft_'i A
Cml [QCL a' Cu—Ln,—m' av Cu ms—m’.‘l - a a' x, all II_ Cn"

Le degré du polynéme %——-%,L x, ——-':—,”— 8, est égal 3 ) + m, —n, . Or ce nombre
est supérieur & m, puisque C, est courbe minima pour x. De sorte que I'on doit
conclure : ’

L A —s=1c,,
C=2C, , _, +8C, o _m + 7C_‘

Cette équation représente toutes les courbes C, passant par « lorsque :

v<n+h'—m,.

10
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On peut reprendre la méme méthode pour passéerde « 4 A. On a ainsi successi-
vement :
CI'CM - BCM + bcm [acnw’—u' + ’BCH—"‘"”—‘”” + YCﬁ‘] N

([') Ch Cn - B,Cu+blcmcn:n -—m_ °

3

(5) Ck Cn - B”Cu+ b”(“m C,,_‘ m,—m_°
. 2 1 2 1

Puis en ajoutant membre & membre ces égalités aprés les avoir multiplées par
des constantes convenables :

' 2 5 B B B
C"’ [FCI.——"—ICh. ——I)-"-C",] - ("i)_' aF—ﬂF) Cu + ch‘cu‘

ou
. 1 x . B . __ /B B’ B’
C,, [’b‘(‘r—'T)r(m’—' A .’Cm] = k_b_ —ry f‘;r) G,
R B B’ B . -
Le degré du polynéme i pF est égal & I + n, — n. Il est supérieut

a n, car C, est courbe minima de A. Il faut donc en conclure :

B B’ B’
—

—_— _—— e — 2
b bv Aibll bcn'

De sorte que, avec la notation des caractéristiques.

Cl - Ilu(;ho + voCk + Ue ch + vka '
° 2 .

C’est I'équation générale des courbes C, passant par A quand I<Z h,.
| . -

N
TuéorkMe. — D’une maniére générale, si A est un systéme régulier, admettant les
caractéristiques paires hk,. h,k,,, Uéquation générale des courbes C, de degré

8

inférieur & la caractéristique centrale he, passant par A est

Cl = E (usn Ch“ + v-tCkn)'

o

Si l<h,, son équation peul se mellre sous la forme :

J—x

€= Y (@G, +v,G, ),

o

les polyndmes u et v dindice supérieur & 1j — a sont nuls.
Ce théoréme se démontre aisément de proche en proche.
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Nous avons vu que tout systéme de points, de 'ensemble étudié, peut se déduire
d'un systéme régulier. Considérons par exemple le systtme A déduit du systéme
régulier A, par l'intermédiaire de deux courbes C, et C, qui ne sont pas minima

pour A. En suivant la mé&me méthode, et en prenant les mémes notations, on arrive
d’abord & I’égalité

1 NN Vo A Ny [ A, A,
Cn, L?;C' =2 (e + @, ) )= [z =B (St + T)] G,

£ 13 L

les Z étant étendues aux caractéristiques paires convenables de «. Le degré du

’

A A A\ “« A
polynéme i E(Zﬂ-uy + == vg,) estégald a+m, —n,. Or h<he=n—m +he.
/

2t 2

Si m,>n-—n, + h* ou n<n,+ m, —h* le polyndme en \ sera loujours
identiquement nul. Or cela signifie que n, est supérieur « la caractéristique centrale
de «. G, est une courbe caractéristique paire mixte.

1

C, peut ainsi s’exprimer lin¢airement en fonction de courbes caractéristiques
paires de degré inférieur & %; d'une fagon générale.

THEOREME. — Si¢ A esl un systeme de pownls admellant les caractéristiques paires
hk,...h,h, (& lexclusion des caractéristiques paires mixtes), l'équation générale
des courbes C, d'ordre 1 inférieur & la caractéristique centrale h est

u

C = E ("’uchﬂ + quk")‘

o

la suile des indices présentant des lacunes dues aux caractéristiques mixltes.

Si I< h,,, les polynémes u et v d’indice supériear & aj — 2 peuvenl élre pris nuls.
ReMARQUE. — Cetle équation générale ne peut pas s’exprimer linéairement avec

des équations de courbes d’ordre différent des caractéristiques. On s'en rend compte

aisément. Ainsi il est nécessaire qu’elle contienne C, , puis quand =/ il faut

introduire une C, . Tant que / est inférieur a A, l'expression obtenue est bien
0

I'équation générale. Mais quand ! = A, il faut de nouveau introduire un terme C,,g , etc.

Application. — On peut retrouver la singularité du systéme A en ulilisant celte
équation générale. Pour simplifier les écritures, reprenons le cas précédemment
traité.

Cl == uoCn + vocm + uSC'—‘|+"2 + l"C"_"l"H'z °
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Nous supposons ainsi que n, m, M — M, +n,, M —M, + m, sonliles quatre pre-
miéres caractéristiques paires de A, c'est-a-dire m>n_>m, + n, — h)’. Soit ¢, le
nombre de paramétres dont dépend le systéme de polynémes U,V UV, tels que :

(6) 1.C, - V,C, - L,C “\.C =o.

" o m T2 OM—M, 2 M= My M,

La dimension du systéme de courbes C, est alors :

l () ’
S—i—-in(—ﬂ—(A —s)=Wn—0+¢(m—U+$M—M, +n, —D+IM—M, +m —D—:.
En considérant les égalités analogues & 4 et 5, et en reportant dans 6 les valeurs

que I'on en a tirées pout Cy—u,4n, €t Cu—x,+m,, 0N obtient :
(7) Cn {lrll(“ll + l ‘!BI + ‘?2 li”] :T- C"l [.\ 0(:M T [" L C" n_—m + b”"lc ] =0.
' [ - e 1 1

nom —m
2

a) Si l—m + n,, degré du polym‘)mé facteur de C
tité 7 nécessite :

(8) V'o Cu + b'L :Cn--' "y

est inférieur & n, l'iden-

m?

—m zcn—' m—m_ T o.
e

+b"V
9) U,C, +U,B +V,B" =o0.

Réciproquement si I'identité 8 est vérifice, il en est de méme de (7). En éliminant
b'C,C et 'C_C, , , entre4, 5 et 8 on obtient:
2 1

voCn Cm + U:Cu Cu—n,+n‘ + V,C” Cu—v,-l—m, - (B'Ux + B"Va) Cn =0,

ce qui montre que B'U, 4+ B"V, est divisible pa1 C, . En remplacant cette quantité
1
par — U C, eten divisant par C, on obtient 'identité 7.

b) Si {—m + n, est supérieur a n, l'identité 7 nécessite :

(8') voCn + blUQCn- n, —m + H"\ QCn e —m = HCﬂ'

" U,C, +L,B'+ V,B"= —HC,,.

Réciproquement si (8') est vérifiée, il en est de méme de (7).

Comme ! — m + n, estinférieur & la caractéristique centralede x, puisque I << h:,
'identité (8") s’obtient en prenant pour H un polynémearbitraire de degré {—M +-n, .

Si g, est le nombie de parameétres dont dépend le systéme V', U’ V', tels que :

n.om_—m *0’
L 1

‘rIQC" + LI,C" n_—m + ‘ ,RC
on a
go=z2 +¢M—n,—1).



SUR LES SYSTEMES DE POINTS DU PLAN. 77

Or on voit aisément que :

A+ 1) _
LA DALY (o) = pn,—3) o 40+ 1, — 1, — 3) + 4+ 1, — m, — ) — p,

On obtient donc la formule :

A+ 1)+ 2)

- —A—s) =4 —D—pM—n,—1)

G 1)2(1 +3) (a—35%).

C’est I'égalité que donne la considération de la série déterminée sur C, par les
courbes correspondantes C, et C, .

Passons maintenant au cas ot ! est supérieur A la caractéristique centrale de A.

TuforkME I. — Toute courbe passant par un systéme général, de courbe minima
d'ordre n, a une équation, qui peul se mettre sous la forme :

J— 1
C,%ZU,C".
0.

Les G, étant des courbes minima convenables.

La réduction adjointe du systéme général se termine par une interseclion totale
géncrale. L’équation générale des courbes®qui passent par cette intersection totale
s’exprime linéairement en fonction des équations des deux courbes qui la forment.
On voit aisément, par la méthode employée précédemment, que I'égnation générale
des courbes passant par Padjoint précédent s’exprime linéairement en fonction des
équations de trois courbes minima, et ainsi de suite jusqu’au systéme donné : Le
nombre =z est égal au nombre d’adjoinls, nécessaire pour arriver a I'intersection
totale générale, augmenté de 2.

ReEMARQUE. — Nous verrons plus loin que si ! est assez grand, il n’est pas néces-
saire d’employer les = courbes minima pour avoir I'équation générale des C, passant
par le systéme.

TuéoriMe II. — Toule courbe passant par un systéme régulier, a une équation qui
peut se meltre sous la forme :

u

C,= 2 [uliCb" + ‘-’ucx"] + E w; C'uc'

o o

les C',,c sont © courbes de degré hc choisies convenablement.
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Le théoréme a été démontré quand [ < hc, il suffit d’annuler les w;. Tout sys-
téme régulier se réduit A un systéme général. Considérons les = courbes minima du
premier adjoint général, et continuons & appliquer la méthode précédente pour
remonter jusqu'au systéme donné. Les = courbes minima donneront = courbes de
degré égal A la caractéristique centrale h du systéme. Les passages successifs d'un

adjoint a l'autie donneront les courbes caractéristiques paires de I'expression.

TréoriMe HI. — Toule courbe passant par un systéme de points, de caractéristiques

paires, mixtes ounon, h )k, ... h, k,, auneéquation quipeut se meltre sous la forme :

2’

u

Cl - E [astch=‘"+ anL“J + E w, C'hc b4

o o

les polyndmes u,,v,,

w, peuvent étre pris nuls si les courbes C,,’ C, C‘,,c sont d'un
degré supérieur a [; o

En effet tout systéme irrégulier peut étre déduit d’'un systéme régulier. En pas-
sant de ce dernier au premier nous aurons l'occasion d’introduire les courbes carac-
téristiques paires mixtes si { est supérieur a la caractéristique centrale. La proposi-

tion est d’aillcurs d¢ja démontrée si [ est inférieur & hc.

REMARQUE 1. — On voit aisémenl que les polynémes u,v, w, peuvent &tre pris
de degrés l—h, , i —k,,, 1— ] .
ReMARQUE 2. — On doit choisir convenablement les courbes caractéristiques.

Ainsi C, ne doit pas étre fonction linéaire des équations des courbes caractéristiques
20

d’indice inférieur. De méme les C s Sont linéairement indépendants entre eux, et ne

doivent pas s’exprimer en fonctions linéaires des équations des courbes caractéris-

tiques paires.

9. Lorsque / est suffisamiment grand, il est inutile de prendre un aussi grand
nombre de courbes pour exprimer linéairement en fonction de leurs équations,.
I'équation générale des courbes C, passant par le systdme donné. Ce qui suit le
montrera clairement.

Soient trois courbes C,,’ C,,’C,,J qui passent par le systtme A. Dans quelles condi-
lions l'équation :

Cl == Alcu' + -\!C"’ + A:Cua’ (n:2 ns>/hz)’

sera-t-elle l'équation générale des courbes C, passant par A?
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Si : désigne le nombre d’arbitraires homogénes dont dépend le systéme des poly-
némes A A A lels que

3 n

AC, +A,0, +A,C, =o.

On doit avoir dans ces conditions 1'égalité :

)+ 2) (A —s) = U—n,+1)(l—n, + 2) i d—n,+v)l—n, + 2) + (—n, + l)(l-—n,—{—z)_
2 2 2 2

Calculons le nombre”™s On a

AC, = —AC, —AC, .

Soit B le systéme suivant lequel C, et C, se recoupent. A, doit étre le premier
membre de I'équation d’une courbe pas’saut p:;r B

Considéions d’abord le cas ou il n’y a pas de courbe de degré I — n,, passant
par B. ¢ =o0, dans ces conditions il est nécessaite que n,n n, soient égaux aux
caractéristiques paires h i h,. B admet alors la premiéie courbe minima C".*"."".’
et par suite il faut avoir I'inégalité

I<h, +k +h—h,.

On vérifie que cette expression est supérieure & k,. On peut donc conclure qu'il
est nécessaire d’employer les courbes caractéristiques paires C"o C K, C,,’ pour représenter
réquation générale des courbes d'un degré délerminé 1, winférieur a k,.

S’il existe des courbes C,_,,3 passant par B, A dépend de

({—n,+1)(l—n,+ 2)
2

—(B—s ™)
paramétres. D’ailleurs si \, est déterminé, A, et A, dépendent comme on le voit

aisément de Y(n, + n, — ) paramétres :

= d—n,+1)({{—n,+2)

2

—(B—s ™) + §(n, + n,— ).

En se servant de 'identité :

+(l+ 4 1— — (1 — 1—
l)2( + ) p— ( n(+ [)2(1 ’l‘-—'— 2) + ( n’+ l)’( nﬂ+2) ""v!‘(n.+n.—l)_“?(n|+n"‘-l)+n‘n',

on obtient 1'égalité

‘l‘ + “."’"3 = ?(nl + n,— l)'
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ng

Si {> n, + n, — 2, I'égalité exige que s', et ss " soient nuls.

I>h'—2, I>h”4+n—2.

A
0o

Comme h"=n, + n,—h, ces trois inégalités se réduisent a :

I>n, +n,+n—h'"—a2.

Si I<<n, +n,— 2, le terme u(n, + n,— 1) wappartenant sirement pas & I'ex-
pression de s', puisque n, + n,>h', il est nécessaire que :

st =o, so 0 =g(n, +n,—1).
Il faut donc :

(> h'—a, l—n,—h'=1—n,—n,, l—n>k"—3.

L’égalité exige que n, soit ledegré h,' dela premiére courbe minimade A. Si x

est la plus petite caractéristique paire de A différentede h~, et al'occasion de n, etn,
k'l' =n+n—y.
~Les deux inégalités se réduisent a

I>n+n+n—y—a.,

TakorkME. — L'équation générale des courbes de degré 1 passant par un systéme A
peut étre mise sous la forme :

C,=\C, +A,C, +AC, si I>n +n +n—h'—a,
el sous la forme :

C,-_—.A,C,. + A,Cn’—{— A,Cy si I>n+n+h'—y—a,

élant la plus pelile caractéristique paire différente de h,n,n, .
Le minimumde n, +n,+h,—, est h +k + h,—k,.
Si 12> h, + K, + h,—k,— 2, on peut écrire I'équation générale des C, sous la.
forme :

C, = u.Ch. +v,C, 4+ u,C, .

Rappelons que c’est aussi I'équation générale quand [ <k, .
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On peut étendre ces résultats au cas oti 'on emploie plus de trois courbes pour
former I'équation geénérale, mais on obtient de~ propositions moins précises.

Soitun systéme A dontl'adjointest a. (, et C, sontles courbes correspondantes
sur C, passantrespectivement par Aela. Si 7 estsupérieura b2+ kX = h* — % —a,
I'équation générale de< C, contenant x est :

C=u,Cp+ v,Cr + u,Cpe .
Or, comme précédemment, nous pouvons écrire successivement :

C,.Chz = \ C" + CA.CM.
(:m Ch;’,’

I

Chgcm ’
— g~ Al Al
C,‘:Chﬁ = \'C, + (‘kg(‘m .
.
("k;CItg

I

A”Cu + Ch:Cm *

En multipliant les membres de ces égalités par —u, —v,—u, et en ajoutant
on obtient

Cy[C,—u,C,, —v,Cp —u,Ca) = C,[A —v,A" —u,A"],

et puisque /> n, on peut écrire en prenant la notation des caractéristiques :

(v) C, = AuC,,ﬁ + B‘,Ckz + I\,C,.; + B.Ck;.
C’est la formule générale des courbes C, lorsque :
I>h!+ k" +h"+k'—h'—h'—2.

Mais on ne peut pas assurer dans tous les cas que c'est 13 vraiment la limite
inférieure de /. En effet soit une équation de la forme (1), cherchons si c’est I'équa-
tion des courbes C, passant par \. En tenant compte des ¢galités précédentes on
obtient I'identité :

C,[\—A,Cps — \,A'—B,A"1+C, [C.—B,C,s — A,Cs—B,Cpg] = 0.

Le degré du polynéme facteur de C, est égal a { + hi—n:
Si 1 +hi—n<<m ou l<h' Tidentité précédente impose :

(2) C.— B,Cps— \,C,e —B,C e = 0.
11
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Pour que I'équation (1) soit générale, il faut et il suffit que (2) le soit. Dans ce cas

la limite précédemment trouvéc est bien la limite inférieure Cela exige ba condition

h' k) 4Rk —R <ah-

Si l+h2—n>m ou [>h' Iidentité exige que
C, = Bochg -+ \;(;k:‘, + B’(:"; + q.C”.

Il faut savoir si cette équation représente toutes les courbes G, . Nous revenons
au probléme d’ol nous sommes partis

On peut de nouveau ieprendre la méthode en considéiant I'équation générale
des G, comme fonction linéaire de quatie courbes et en déduire & nouveau une
limite inférieure de la valeur de ! pour laquelle I'équation générale peut étre consi-
dérée comme fonction linédaire des équations de cing courbes Cette limite sera la

véritablc si elle est inféricute & 4", ce qui Yexprime par la condition :
Uk RS R S — kS —h k<Al
si I'on veut que I'équation générale soit :
C,=\Cpu+BCpr+A,Ca +B,Ca +ACpa.
Il faut en outre que le systéme x satisfasse & la condition trouvée précédemment
h, + k, + k" + k% — h, < ah],

ce qui s’exprime facilement a 1'aide des caractéristiques de A.

On généralise aisément. On obtient des limiles inférieures exactes pour les sys-
témes satisfaisant & certaines conditions, et des limites inférieures approchées pour
les systémes arbitraires.




CHAPITRE IV

Application a Y'étude des courbes gauches.

1. Enongons quelques définitions et propriétés qui vont nous servir dans ce
chapitre. Nous désignerons par ¥, ou @, une surface d'ordre m. Nous réserverons
spécialement la lettre & au cas ot cette surface est variable. Nous aurons souvent
I'occasion de considérer le systéme linéaire de cout bes déterminées sur F, par toutes
les surfaces @, de I'espace. Une de ces courbes sera représentée par =, le systtme
linéaire par [¢,]. Nous prendrons d’ailleurs les notations classiques de cette théorie,
(que I'on pourra trouver dans les premiefs chapitres du tome 1l des Fonctions algé-
briques de deux variables, de MM. Picaid et Simarit.

Une courbe C de la sutface I, étant donnée, clle détermine un ~ystéme linéaire
|C] complet, pourvu que I'on se donne au préalable le systéme de points-base que
I'on veut imposer au systéme |C|. Il est possible que |C| admette d'autres points-
base. On les considére dans cette théorie comme vwrtuellement inexistants. Le genre
virtuel du systéme |C| eslle genre d'unce courbe générale C, en ne tenant pas compte,
a Yoccasion, des points-basec multiples inexistants virtuellement On appelle aussi
degrévirtuel de |G|, le nombre des points d’intersection de deux courbes générales C,
en dehors des points-base préalablement fixés. En particulier, le genre virtuel du
systéme |y,| est égal au genve propre d'une courbe génciale ., puisque le systéme
n‘admet pas de points-base. Son degré virtuel est ml*.

Dans ces conditions nous donnerous & »,, dimension de |v,| I'expression sui-
vante :

rp="P,+ml —1,+1 -7,

ou P, désigne le genre arithmétique de lasurface ¥, 1l, le genre virtuel ou propre

!

de |p|, 3
. 14

Le théoréme de Neether (') dont nous nous sommes servi dans le plan se généra-

un terme complémentaire dont il est inutile, ici, d’approfondir le sens.

lise dans I'espace et s’applique aux surfaces. On peut comme dans le plan en déduire
la conséquence suivante :

TuforEME. — Si on fail passer par Uintersection lotale générale de deux surfaces F,
et ¥, une ®, elle recoupe ¥, sutvant linterseclion totale de F et d’une F,_,.

m

(") Picant et Simanr. tome II, p. 17.
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2. Dimension de la série delerminée par les surfaces de degré | sur Uintersection
lotale F,.F,,

Soit Cm« (m>n) une telle courbe de genre p. Faisons passer par Cmn les sur-
faces ®,, et cheichons deux epressions différentes de la dimension du systéme
|9, — Cma| determiné pai les & sur F, .

Si mnl — p —3, est la dimension de la série déterminée par les &, de I'espace
sur la courbe Cn,, une premiéie expression de la dimension de ¢, — Cm | est :

P, +mPF—1[,4 1— 3 —[mnl—p—35+4 1].
D’autre part ce systtme peut étre découpé sur F, par les ¢, . On peut donc
écrire :
P,+mi—1I1,+1—3,—[mnl—p =3, +1]=P, +ml—ny—1,_ +1-3%_,.
Or on connait le résultat suivant(') :

I,=1l_,+p+mnl—mn*— 1.

En 1eportant cette valeur de [I, dans I'égalité précédente, on obtient :

(v 8, =38,—7%_,.

TakorEME. — Le terme complémentaire 3, de la série délerminée sur Cun par @,
est égal a la différence des termes complémentaires ',%',_, des systémes déterminés
sur F,, parles &, et d,_,.

Cette proposition va nous permettre de trouver la valeur de 3,. On peut en effet
écrire :

& =0, —3_)+ @, —%_) + S G B
Et en appelant d, le terme complémentaire de la série déterminée sur une section
plane de F, par les &, .
5, =d,+d_, + ... +d,_,, -
Or nous connaissons la valeur de d, [Chapitre I, paragraphe 3].
Sil—n+12>m—2o0ul>m+n—3, tous les d sont égaux a Ilem —pim,

Il m étant le genre maximum d’une courbe plane de degré m, p,n le genre de la
section plane générale de F,

8, =nlllim—p: m) .

(*) PicarT et SimaRT, tome 11, p. 107.
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Or Cp n estune courbe du systéme |n.C, n|, C..n étantune section planede F,,.
Son genre virtuel ("), qui est égal 4 son genre propre comme on I'a déjd remarqué,
est égal a :

(3) plnn:n-pxm+‘r—l(—,}';—_—l')—"“(n—l).

D’ailleurs le genre maximum [l n d’'une Cp, est donné aussi par I'expression :

n(n —

Hnn=n.1l,n+ l)m— (n—r).

On peut donc écrire :

6, = ”mn*‘pmn-

TakorEME. — Si 12> m + n— 3, le terme complémentaire de la série délerminée
sur Cpna par les @, est égal a Uexcés du genre maximum d'une telle courbe sur son
genre propre.

Supposons o<Il—n+1<<m—12 ou nLI<m+n—3.

{

3, =n[llim—pim] — E ¢(m — i)

1={—n+1
m—2 | k]
—“'—:”mn—pmn_ 2 ?(m—l)+ E ?(m—i)'
i=l—n+1 i=l+1

Or on a l'identité :

(u—l—1nu—Il—a)y(u—1—3) w—l—a)u—1—3)(u—l—4) @@—I1—2)(u—1-3)
6 - 6 - 2 ’

Un calcul facile donne :
8, == nmn—"Pmn—‘?,(m +n—0)+ ?,(m—l).
En posant :

?.(uml)_:(u——l-—-x)(u-—é—-—n)(u——l——?r) si l<u—3 et g(u—D=o0 si I>u—3.

Cette méthode ne peut pas nous donner 3, lorsque ! est inférieurd n. Considé-
rons d’abord la section plane générale de Cma. Pour qu'une &, passe par ce sys-

(*) PicarTt et Simart, tome I, page 107.
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itme de points, il faut qu'elle contienne la section planc correspondante de F‘,,.
®, recoupe F, suivant une courbe Cnp,—, intersection totalede F, et F,_,. En par-
ticulier le nouveau systéme de points ot @, recoupe Cn » estl’intersection totale de Cm.n
etde @, . On peut par suite écrire I'égalité :

n—1

R DIET

. N
mn*—p—3, "

1—‘ =mn(n—1)-—p—3,_,

ou
n+ 1)@+
( ')(\ 2)

2

mn—1.

Supposons maintenant qu’on veuille faire passer par une section plane de Cm..
une @, de degré [, inférieur & n — 1. Il est nécessaire que cette surface contienne
le plan. En raisonnant comme plus haut, on a aussi I'égalité :

D

mnl —p —3, =mn(l—1)—p—3,_,

ou
N

— =9+ — mn

Ces deux remarques permettent de calculer 3, quand ! est inférieur & n. On
peut ainsi donner le résultat général suivant :

al = ”wn — Pmn _'7"1("2 +n— 1) + "‘.'J(m - 1) + ?t(n— l) :

Rappelons d’ailleurs que :

all,, —2=mn(m + n—4).

mn

3. Singularité du systéme de points, intersection totale de trois surfaces.
Rappelons la proposition suivante(*) : ‘

Les surfaces quu passenl par Uinlersection tolale des trois surfaces F, F, F, ont
1 * 3

des équations qui peuven! se meltre sous la forme :
l?l:—_' \Il""‘ + '\:Fnz-*_ AJan’ ”l\<ns\<n|r

ol F, estle premier membre de I'équation de F, et A, un polynéme de degré ! — n,.
Considérons la courbe C, , , intersection totale de F, et F, . Coupons par la

1 e 1 .
surface F, . Faisons passer par ce systéme de points A une F,. Elle recoupe C, ,
3 12

aux mémes points que la surface dont I'équation est A, = o.

(*) Rendiconti... dei Lincei. \VII,. Severi.
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TakorEME. — Si une surface F, coupe C,, u, €N Ses points d’intersection avec F
elle recoupe celle courbe en ses points d' mterseclwn avec une F,_, .

Cette proposition va nous permettre de trouver la qingula;rité du systéme de
points A, intersection totale des trois surfaces F, F P" (n, << n,<n,). Exprimons
de deux maniéres différentes la dimension de la serle determmee sur Cp, , parles &,

passant par A. Si [2>n, on a I'égalité :

nn"’sl'—-p_ol—(ncn:n.l n uy ny )‘— nn (l—n)— '--al—u8

ou

a, n, n =9,(n‘+n,+nn—l)—— E "."3("! +"J _l) +9,(n,—l)+,~,),(n,——l),

(C))]
123

4. Considérons maintenant les courbes gauches que I'on ne peut pas considérer
comme inlersection tolale de deux surfaces. La surface de plus petit degré F, qui
peut contenir une lelle courbe C, <era appelée premiére surface minima. Elle peut,
suivant les circonslances, étre unique ou dépendre de paramétres. La surface de plus
petit degré F, qui peut passer par C sans sc décomposer en la précédente et une
surface arbitraire de degré convenable, sera dite deuxiéme surface minima. Elle n’est
jamais unique.

Considérons une section planc arbitraire A de C. Le systéme A admet deux
courbes minima. Nous supposerons essenliellement, @ moins d’avis conlraire, que A
admet aussi des courbes minima de degré n et m. Cette condition restrictive exclut
par exemple la quartique de Steiner. On sail en cffet que cette courbe admet pour
surfaces minima, une surface du 2" degr¢ et une du 3°, tandis que sa section plane
a pour courbes minima les coniques.

Les deux surfaces F, et F,, se recoupent suivant la courbe C,, appelée premiére
réduite de C. La premiére réduite de C, est la deuxriéme réduite de C. L’ensemble
des réduites de C conslitue <a réduction. Nous faisons sur les réduites C,.C,... la
méme restriction que sur C, de sorte que si on coupe la figure par un plan. les dif-
férentes sections A A, ... seront les réduits successifs de A .

Pour faciliter les raisonnements nous utiliserons encore des figures schématiques.
Nous représenterons une courbe par un point, une surface passant par cette courbe,
par une courbe passant par le point image de la courbe. Deux surfaces qui se cou-
pent suivant deux courbes distinctes serontainsi représentées par deux arcs de courbe
convexes qui se rencontrent en denx points. Enfin la lettre qui représente la courbe
donnera aussi son degré.

Soit une surface F, sur laquelle se trouve la courbe A. Faisons passer par A
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deux surfaces F, et F, qui recoupent la surface F, suivant les courbes B et C. Ces
courbes B et C sont dites corésiduelles sur la surface F,. Si on fait passer par B
une surface F,/, on voit aisément, grice au théoréme de Ncether, qu'il existe une
surface F, passant par C et découpant sur F, en dehors de C la méme courbe que

Fz en dehors de B. On a d’ailleurs la relation :
3) y—y=a'—=x.

For et Fyr sont dites deux surfaces correspondantes; Fu et Fyr se correspondent
sur F_ .

Nous appellerons courbe genérale une courbe dout la section plane st un systéme
général. Nous verrons un peu plus loin comment on peut construire de telles courbes.

Soit une courbe C, de degré C, géndrale, de surface minima F,, de premiére
réduite C,, courbe générale aussi & cause de la restriction énoncée plus haut. Faisons
passer par C, deux surfaces F, et F, (2> () qui se recoupenl suivant la courbe I
de degré 1'. Les surfaces F, et F, sc rencontrent a nouseau suivant la courbe y, de
degré v. Appliquons A cette figure une méthode calquée sur celle que nous avons
employée dans le plan.

Les courbes v et C, sont corésiduelles sur F,. Soient @, et b, deux surfaces

correpondantes sur F, et passant respectivement par ~ et C, . Elles déterminent

n
sur I, le méme systéme de courbes dont nous allons exprimer de deux fagons diffé-

1

rentes la dimension. Si G,/ —pc —3," est la dimension de la séric déterminée
1 1
sur C, par les @, , une premiére expression de la dimension du systéme précédent
1
est :

P”n + nl" _pl‘ + 1 _alli_ [Cllc _p(:‘_a‘;l + '])

1

ou P", est le genre arithmétique de F,, P, le genre de 9, sur F,.
Si A est le nombre de conditions imposées & &, pour contenir v, une deuxiéme
expression de la dimension est :

Ple+ i —p+ 1 —35 —A.
On peut donc écrire I'égalité :
@) Pynl —py =3 —[C L —pe =3 ] =Pk —py f 1 — 3, — AL

La formule 2 permet d’écrire, en appelant p_ le genre de la section plave de F

. e—n) I, —
® Po—p, =0CG—1)p, + n['“f' - -’—(l'T'—)]——(x—z,).
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D’autre part, d’aprés Pégalité (1) :

>

')/"‘"?J,, :d/+’l~l.—'l‘—{_~"+d[ .

ot les d, sont les termes complémentaires des séries déterminées sur une section
plane de F, parles &,. Si n, est le degré de la surface minimade C,, !, + 1 est
supérieur & n, + 1 et comme n,>n—, tous les d sont égaux i leur valeur
n —1)n—2)

—

(6) alk — 5,“ = () —_— l|)[(i._l§_,}:l ._p‘] .

maximum

L’égalité 4 en tenant compte de 5 et 6 devient :
n _ ~C
) SO (= — 1, = = Cl, —p =3+ 1=
Aux surfaces ¥, passant par v coriespondent sur F, les &, passant par I'. On
peut encore éctire de deux fagons différente~ la dimension du systéme de courbes
déconpées par ces surfaces sur F,. On obtienl symétriquement :
t
(8) -2-(7\—1_)(1_4.—1—;,):1‘1—p1*a,'+.—A.
Retranchons membre & membre 8 de 7.
n . N { N . - Cq ’ r
(9 —G—lEe—bt—lL—N+-(=nt—t—1=0=[ClL—ps —¥]—[Tl—p —37].
La différence 8," — 3% ne dépend pas de . En effel on a :
ClL,—U'l=Cl—1)+nl —zU.

L’égalité g s’écrit alors en tenant compte des relations qui expriment la corres-
pondance entre ¢, b, ct P,.

r—Il =1l—n, l—7=z—n.

(t—n)(az— 2n 2,__,'_i_t~)+é(z—/1)(z+l——-n—& —nl)—n'(l——z——t+un)+ztl=C(l——l,)—(p¢‘ +3};“)+(pl,+8,r)'.

On vérifie aisément que le premier membre est indépendant de !. Par consé-
quent B,P ne dépend de !/ que par I'intermédiaire de 3;'. Posons :

n(n, + 1)(n, + 2)
- 6 P

8= (n,—1)C, + 1

12
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Cherchons I'expression de 3. Elle ne dépend pasde I, de sorte gu'on peut faire

le calcul en posant |, =n,, l=u =z+ 1 —an +'n,. Légalité g devient :

n(n, + 1) (1, + 2)
2 :

3 +p,—@—0)'—1 :%(Z-—l.)(n——&~l,——7\)+-£-(u——)~)(t-4-—-). —w)—n 2t —

Or le deuxiéme membre peut se mettre sous la forme :

Uw—O@—1t+ Y(u—1I+ 2)+(u — (U — 4+ D)Ww—z4+9) wu+ )ty (n—nyn,—n+is)n,—n+2).

(Pour le vérifier, le plus simple est d’exprimer u 2 el /, en fonction des quantités
indépendantes z {n et n).

Si nous voulons que ' soit une courbe générale, il fautastreindre £ et z a satis
fairve aux inégalités n ! L 2n—n, t-L < an— n,; parconséquent les termes
en u—1{ et u—=2 sont nuls. Comme d’aillems n, >> n — 2, on peut écrire :

w(te + 1) (u+ )
—— .
6 !

Bll. =1a—1)+1—

Remarquons que u est le degré de la surface minima de I'. Celle expression est
donc de la méme forme que celle de 3, .

Effectnons la réduction de la courbe €. Comme le syst¢tme A se réduit & une
intersection totale générale, la courbe C se réduit 4 unc courbe générale, intersection
totale de deux ~urfaces. Ce ne peut éire, d'aprés ce que nous avons vu dans le cha-
pitre 1, qu’unc droite, une conique ou une biquadratique. Dans les trois cas l'expres-
sion précédente donne le maximum de la valeur que peut atleindre 3,. Cette remarque
est évidente dans le cas de la droite ou de la conique. Pour la biquadratique, le
résultat du paragraphe 2 donne :

~F
8, +llaa—p . =1—p..
C’est précisément la valeur trouvée par 'autre formule. On peut donc conclure.

TuéortME. — Le maximum du terme complémentaire de la série déterminée par
les ®, sur une courbe générale C, dedegré C, degenre p, desurface minima F, est:

3,:C(Il~—|)+ 1 __..,_lsnh-t__l.)s*(.’.l._ﬂ__p_

D’aprés ce qui précéde on voit que 3, esl constant quand !> n.

RemarQue. — La construction d’utie courbe générale est aisée. La courbe T,
comme C, satisfait & la condition restrictive puisque la formule qui donne ! en
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fonction de !, est la méme que celle analogue dans unc section plane. 11 suffit par
suite, de faire passer par une courbe génerale (droite, conique, biquadratique) denx
surface> de degrés convenables qui se recoupent suivant une autre courbe générale.
On peut recommencer 'opération autant de fois que 'on veut.

TuEOREME. — En général, le macimum du terme complémentaire 3, est egal & I'excds
du genre maximum 11 d'une courbe ayant méme réduction que 1" sur le genre de 1.

'al == l[l——pl.

Rappelons que la dimension de la série déterminée sur 1" par les &, conte-

1—a

nant la courbe C et les points multiples de I' est égale & p —1(*). La dimension
de la série découpée sur 1' parles &, , , passant par C est égale i :

L. T 1

U+z=ml—p.—h - ll:vl—‘i

ot h estle nombre de points communsa Cet | et dott—; un terme complémentaire.

D'ailleurs comme C et | forment I'intersection totale des surfaces F, et F,, on peut

écrire d’aprés le paragraphe 2.

g ~C
deyog + g =1l ,—p,—1.

Si k' représenle le nombre de condilions imposées aux ¢, _  passant par G
pour conlenit convenablement les points multiples de I', on obtient I'égalité :

v nn-+1)(n+ 2
0) (z+l—hl—p,—h—k ~[1L,—~p;,—_u = C o1+ X é‘ >]._-,,P_..,
Dans le cas général n,—=n—2 et u=z+¢{—n—2a. L'égalité (10) s’écrit
alors, en remarquant en outre que :
P+C=zt, all,—a=zz+l—04). p,=p.+pc+h—r.
”;l _(” - I)C + C,; t-u :pr + K.
Le genre maximum d’une courbe de méme réduction que I' est donc
nN.=l,—(—nC—==0C, _,

en posant

w—Hw—Il—1)(@w—10—12)

C'r -~ 6

(*) NoeTnER. Malemalischen Annalen, t. VI, p. H10.
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Or on vérifie aisément I'identité suivante :
() H,—wu—n—-¢  =w—r+:r-c, ,+C_.,+C,_, ..

Dans le cas particulier actuel C°,_, et C*,_. , sont nuls et on peut écrire :

I =@—nl+1-¢

L

et par conséquent :

5 =U,—p,. c. q. f. d.
REMARQUE. — Si n, =n—1, ce qui alieusi C= in_;—i_-_l)_’ on voit de la méme
facon que :
H=1,-(t—C-0C, _,
ou

Hy=@—)I'+C4+1-0C,,
et par conséquent :

I \ N
5, = ”l — D, ———.(A .

I est une courbe générale. En se reportant au premier chapitre on voit que I'
est la courbe de degré maximum ou minimum qui admette F, comme courbe
minima. On a d’ailleurs (*) :

wu—n)

r r 2

(*) Supposons pour simplifier p.= “r' Dans le raisonnement précédent nous avons

fait I’hypothése implicite que la courbe composée 1" + C pouvait étre considérée comme la
limite d’une courbe Cz (., intersection totale de F, et F,, sans points multiples. Cela nous
a permis d’écrire :

Py —D, TP~ h—n,

ou h est bien exactement le nombre des points communs a I"et C.

Nous avons ainsi retrouvé dans le cas général, une proposition bien connue, établie elle-
méme en faisant cette hypothése Les surfaces d’un degré 1 suffisammen! grand découpent
sur 1’ une série compléte.

Mais dans le cas tres particulier ot 1" est la courbe de degré maximum ou minimum
gui admet ¥, comime suiface minima. cette hypothise nous conduil a un 1ésultat mani-
festement faux. Le 4 que nous obtenons est négatif, ce gui est impossible puisque pour
les grandes valeurs de [ la série correspondante n'est pas spéciale Cette hypotheése n’est
donc pas vérifiée et C — 1" n'est plus la limite d'une C;: sans points multiples. Dans ces
conditions h— R’ des points communs a Cet I' sont les positions limites de ces points
multiples et

p“ proms pl‘ 1—])c -+ h'-—— t.
Comme nous n¢ savons pas st dans ces conditions les séries découpées sur I' par les

surfaces d'un degré suffisaminent grand <ont complétes. nous pouvons seulement affirmer
que & tend vers une constante positive ou nulle et que par suite

h<h">C.

Yl ne Mm/m e ceﬁ:f«s’aft&n.
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5. Faisons passer maintenant par C deux surfaces de degré z et ! tels que
z2t>an—n . La section plane de 1" est un systtme de spécialité un. Nous
dirons aussi que I' est de <pécialité un En nous 1eportant au calcul précédent, on
obtient si 71> h,

ol . . N9 3
=Tl —n 1 =G+, L+~ Py

en appelant A k, I, les caiactéristiques de la section plane B de I'. Nous dirons

simplement que ce sont les caractéristiques de ['. Le raisonnement précédent

montre aussi que dans le cas général le genre maximum d’une courbe de spécialité 1
est :

“l = l‘(,‘,"' 1)+ _’Clh’ .t th'__,lu . Cah,-—ko 2

Mais si C = M,

2
H[v =Tth,—1)+1— C‘k. wt C.h‘——h' e T C'h’—'k.tg + C'h‘~k.—k.+| .
Dans le premier cas, on a toujours :
~ 1
0, = [Ij‘ —_ pl‘
et dans le cas particulier (*) :
811. = ”; —Pp— C'h‘—h.—k. e

RemMARQUE. — M. Castelnuovo a démontré que si une courbe C est sur une sur-
face du 2° degré, son genre maximum est égal a

) C— C—
J(C—2-=,) ou 2'—14,_< 2'.

am—t——
11 est aisé de voir que nous oblenons le méme résultat. Dans ce cas particulier
ona h, =12, hy=1F et

. =1(h—1)+1 ——C’h’_" + C’,,’._—. Uh,—1)+ 11—k,

Si I' est pair h,:ln- et I, = Q-%—’-)— et la formule de

M. Castelnuovo donne le méme résultat. De méme si [' est impair on trouve

Or Z=l~

s
o L= —=3)

r h

(*) Voir la note de la page 116.
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6. Considérons le probléme plus général suivant : Soit C une courbe de surfaces
minima F,et F,,. C, est sa premiére réduite. Faisons passer par C deux surfaces
F,et F, telles que z2>>t>m + n— n,. Elles se recoupent suivant la courbe T' dont
elles sont surfaces minima. Reprenons la méthode du paragraphe 4. Signalons seu-
lement les modifications. Un a encore I'égalilé

¥, =¥, =t di .+l

1

Mais ici les d ne sont pas tous égaux & leur valeur maximum, de sorte que I’éga-
lité 6 devient :

By— 8, =0—1) [ﬂ‘—ilq("—_—il — p.:l —9,(n—1).
On obhtient ainsi & la place de I'égalité 7.
2= (r—bh—L—N—3(r—1)=Cl —p, —3 + 1 —A.
De méme 1’égalité 8 devient :
éu~ DU—h—1—N+o,(t—N)=1l—p,—3 +r—Aa.
Et en retranchant membre & membre :
-;l()\—l,)(n—l; —1,—») +-§-(l——-7\)(t—-l; — =) — g, (n—1) —p,(t — n) = [CL—p, —81—[l—p,—3/].

Remarquons en outre les égalités suivantes qui expriment la correspondance des
surfaces @, P., d),‘ .
A—l =t—m, l—) =2z—n.
On a d’ailleurs :
Cl —Tl=C(l—1)+ mnl, —ztl.

On peut vérifier comme précédemment que 1’expression suivanle est indépen-
dante de .

%(1——-[,)(11—-[.——-[.—-7.) +-i-(1—x)(¢—l.—l-1)-mnl, +z1.

3, estpar suite fonction de ! parFintermédiairede 3f' etde 2,(h, — 1), 3,0k, — D).
Supposons que si , est la caractéristique centrale de C, on ait :

~Cy

o, = (m‘—-— |)C' + 1 —-(:’.,‘+,-—pcl “+ H.. .
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Pour calculer »s,‘ on peut remplacer ! par la caractéristique centrale « de I' sauf
dans les termes ¢ (h, — I) el z(k, — 1) On obtient ainsi :

-~

Oll —p, + ]‘((-) — l) —1 = %() — o) n— 4 — w, — )+ %(m——))(t—lg —w —-7.) —mn + zi __C'“‘_*_2 + Hc‘
~ o (h, —)— 5, (k,—1D).

Or la partie surlignée s’écrit comme on peut le vérifier en remplacant « et A en
fonction des quantités indépendantes ztmno, ,

C 4.+ C —42— C 4. - C’...,——n+u —-C \g—m+a.

. Par suite en remplagant t et z par h, et k, en se servant de la notation des carac-
téristiques

Sll =T(w—1)+1—C 1, +C sy, +C ot — Cin 42— C 42 —p, + Hc

- ?a(hc - l) - ?1("1 - l)

Supposons que C, soit une courbe générale. Quand /, est supérieura n,, H¢,=o.
La formule précédente, ot 'on fait Hc, = o, donne l'expression du BLP d’une
courbe I' régulidre de spécialit¢ 2, quand [ est supérieur a la caractéristique cen-
trale de I’ (Nous disons que 1" est réguliére parce que sa section plane est un systéme

régulier).
Si G, est une courbe réguliére de spécialité 1, le paragraphe 5 montre que
si “ 21 w,, “(l =} =yt c’ —htgt 2
ou k', et k', sont des caractéristiques de C,. Or:

(1)—',["—:(')' '—h”, m—-—k.:w,—-k'..

Le terme complémentaire 3,' d'une courbe I' réguliére de spécialité 3, quand
!> » est donné par :

55 =T(o— 1)+ 1 —Chirt 3 [C—h 4a+ Gk +a] — ot b2 — Gl 42— Py

- ?:(hc - l) - ?:(kc - I) .

D’une fagon générale, on peut énoncer la proposition suivante :

TatoriME. — Le terme complémentaire de la série déterminée par les ®, sur une



96 M. LEGALT.

courbe |" réguliére, de spécialité o, quand | est supérieur a la caractéristique centrale »
est donné par Uexpression :

n v

T . ) \ - \DT

3, = I (w0 — +1—CL .+ }_‘ {_C’...._hui+, + C;..,_.k“,_', 1) — }_J [(43..,_1.’“_‘_*., + C’..—l.-“_*_l-}-:l — P
o o

v

- E [y (it e — &) + 3, (Faivs — )],

0

g—1

. . pr . . L T
ol u et v sont les plus grands entiers inférieurs respectivement 3 — et
2

Quand !/ croit, 3, croit. Son maximum est atteint pour les valeurs de I supé-
rieures & h, — 4.

Reprenons le raisonnement qui nous a donné précédemment le genre maximum
d’une courbe [ réguliére. Soient « el «' les caractéristiques centrales de I" et C.
On voit aisément que si C, et C;,, sont les deux premiéres conrbes générales de la
réduction de C :

wt+o =z4+t—n+n, .
Dans le cas général n,,, —=n, —a et
w+ow=z+t—a2.
Posons pour simplifier puisque z + £>hj

3y =@ —1C+ 1 —Clys + He

ot Hc ne contient pas z + {.
On obtient, en faisant les mémes calculs que précédemmeat :

M, —(—1)C—C:r+ He=p + K.
Le genre maximum d’une courbe de méme réduction que T" est donc :
Ho=(@—=0)U+1—0C ., +C" s + Cligra + He.
La transformation de H. se fait aisément, a I'aide des identités connues :
Raigy = z +  — hSi. Kaig, =2+ L— kutyrs

Et on obtient :

I =(o— DI+ 1—Cupst W [Cun s+ Cuira] — D [Cui 2+ Clmi ol -

o o
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Et on peut aussi conclure,

~ Mmax

9 = n]‘—pl-'

Takorkve. — Le maximum du lerme comptémentaire 3,, dans le cas général, est
égal a U'excés du genre maximum II', d’une courbe de méme réduction que 1" sur le
genre de T'.

n,(n, + 1)

2

REMARQUE. — Si G, = n,,, = n,— 1 et on obtient :
wt+w=z4+l—1.
La valeur de 1, devient :

ll,. - ("’ - ') l‘ + C +1 —sz-{—z + c’ r—"lo+l’+ C'--—-k.,+a + I'L‘ .

La transformation de H. est un peu plus compliquée. On a par exemple :

C1 ’——Ilf‘+1 = C’h'l+|_ = - Cj"_hu—{u"' == — C' .—Ia‘l+l+m + (;’m—h‘l+l+l .
De orle que
u v
Al 3 1 3
U, = (o= 0+ 1= Cops ot Bt bo + Gl — B (€ o + G 1]
o o

v

u
- 2 [C"'—hzt+' + C"“_’lzl+'] + 2 [C'...._h‘

o [

+. + C'"_I':!+l+l] + (h'k“_ l‘).

Et I'expression qui donne le maximum de 3, dévient (‘) :

a’m:ﬂ = lll -P‘ + E l(:.--—h“+l + C'm'—’-,,"‘l] - E IC"-—h,‘+.+l + C’w-—“’i+‘+|] - [hoko - I‘J -

7. Considérons enfin le cas le plus général que peuvent pré-enter les courbes
satisfaisant a la condition restrictive énoncée préccdemment Une lelle courbe peut
se déduire d'une courbe 1éguliére par I'intermédiaire d'un certain nombre de cou-
ples de surfaces F, et F_, puisque cette propriété existe pour sa ~ection plane.

Supposons d’abord qu’elle se déduise d'une telle courbe C par un seul couple de
surfaces F, et F_ La méthode déja employée peut de nouvean étre appligquée. La

(*) Voir la note de la page 116.
13
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seule modification introduite est due au calcul de 3, —3', . On a en effet dans ce
1
cas :

e e e N e R )

La modification analogue a lien sur la surface F,, de sorte quesi />, on
obtient :

]

3 =T(o—1)+ 1= Cupi X [Cumnrs 4+ Cucira] — B [Crmiyy 4+ Gty 42] — b,

o o
v

— N it — D + 3,k — D) + 5, — D + 5,2 — D).
L)

REMARQUE. — z et { sont des caractéristiques paires, mixles ou non, de I". Dans

les deux cas z et ! interviennent, sous la notation des caractéristiques, dans la
. .

somme E [(J’.‘.-_huq,_, + €'k 4a] . Lestermes ¢, (! —1) et 4,(z — ) sont identique-

ment nuls si z et ¢ sont des caracléristiques paires.

On trouve de méme la valeur maxima du genre d'une courbe ayvant la méme
réduction que I'. L’expression est la méme que précédemment, maisles &k, sont
des caracléristiques paires, mixtes on non.

En utilisant un raisonnement de proche en proche, on peut étudier le cas général
ou I' se déduit d'une courbe réguliére par 'intermédiaire d'un nombre arbitraire
de couples de surfaces. On oblient ainsi la proposition suivante :

Tukorkmc. — Dans le cas géneral, le terme complémentaire de la série déterminéde
par les ®, sur une courbe ' de spécialité =, quand 1 est supérieur & la caractéris-
lique centrale «, est donnée par Uexpression :

v P
ST \ .
3 = —pr— Y [yt = + 3,ksies — D) + N, 5,0k — D),
o o
u : »

. . \ \

= (o— )+ 1=t Y [Comi i+ Caira] — D [Cach

o o

3 .
1i+x+.I + ¢ "—k:i+l+’]’

les h et les & sont les caracléristiques paires et impaires, mixtesounonde I', u et v

g o— 1

. . o G
les deux nombres mavima inférieurs & — et
2 2

11 serail aisé de donner l'expression de §,, dans le cas particulier que nous avons
signalé a la fin du paragraphe 6 ct de faire la méme remarque.
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8. Proposons-nous de calculer le terme complémentaire 3T, lorsque ! est infé-
rieur & la caractéristique centrale de 1.

11 nous faut d’abord tiouver la dimension :, du systéme des courbes |2,| décou-
pées sur la surface ¥ par les @, del'espace. Elle est égale i celle de la série caracté-
ristique(*) de ce systéme augmentée de un. Celte derniére n’est autre que celle déter-
minée par les B, sur la courbe 3, intersection lotale de F,, et de F,. Ona par suile

go=ml—p, -5, + 1.
Or le paragraphe 2 donne :
8= lni—p +9,(m—0)—-C,_,
Et par conséquent :
so=ml+ 1 —Ipi—9,(m—0 4+ C°, _

On vérifie aisément que cette expression est égale a

Z:l'—:Cxl n+4’a(’n—l)”lv

Y

ou

$(m—10) = m—l—1vm —61__2)('" —I=3 sil>mety(m—D=o0sil<m.

Reprenons la figure habituelle, en supposant que C, est une courbe régulidre de

spécialité 1, de caractéristique centrale ,. Si n, LI, <<m, les &, passant par C,
1

-, La

dimension du s)stéme déterminé parces ¢, estdonc (]’ —11. Sinl<o,,

—n 3
1

doivent se décomposer suirant la premiére surface minima F, et une &,
1 1

d, est assujeltic & passer pat I'intersection totale de F, ct de F, . Le terme com-

1

plémentaire de la série déterminée sur cetle courbe par les (I) de I'espace est :
3, = myn, — pmyn, — 9a(m, + 1, — O+ 5,(m, — 1) + 3,(n,— ).
En utilisant l'identité :
U, 0,.—C, ,, , +3,@—0+3@—-D=uwl+1—-C, ,—4,u—)—%,@0—1,

on peut aussi écrire :

a” == ’nan|l + 1 - C.‘s+3 - l(no - lq) 4 t(”‘t - I|) —Pmn, -

(*) Picanp et Swuano, L. 11, p. 97.
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Comme !, << n, la dimension du systéme découpé sur ¥, parles &, précédentes.
1
est égale a

CJ’1+3 — = [minll_p"‘n"i - 8'1 + l] =—— "!J!(nl - ln) - ‘{‘;(m.—‘ I|)-’_ I.

Cette formule est valable aussi lorsque n, I, <<m,.
Les deun égalités ordinaires qui expriment de deux facons difféientes la dimen-

sion du systéme découpé sur F, et F, par les surfaces correspondantes &, @, ,
4
$,P. sont .

- "!‘J(ni - Ii) - 4’1(’"1_ l()~ = C'*+3 + 'J‘.('l— )‘) —1—A.
Chps—1—A=Cuys+§,(t—h—a—[1—p 3" +1].

En ajoutant membre & membre :
Pl—p,—3 + 1=Clps + (O + 4, — D + $.(r, — 1) + §.(m, —1).

z et ¢ sonl des caractéristiques paires, mixtes ou non Les termes coirespondant
exislent (ue si elles ne sont pas mixtes. n, — [/, et m, — /, sont égaux a l'excés d’une
cavactéristique paite de 1" sur . .

Faisons passer par 1" deux surfaces F.Fy. Ellesse recoupeuntsuivant la courbe IV,
qui peut avoitr, comme on l'a vu, des irrégularité~s impaires. La méthode montre
qu’elles interviennent dans 'expression de 3,. On obtient en effet :

Pl—p,—3 +1=Cus+$h,—D+ b, —D+1(h,— D4k, =) — 4+ — =D — (' 4 (' —z—]).

Si / est inféiieumr au degié de la premiére surface minima de 1", il suffit de
reprendre la méthode déja employée dans ce cas pour les courbes, intersections
totales de deux surfaces. On obtient ainsi :

5, = l‘[—])l + 1 —Clys.
On peut ainsi énoncer la proposition générale suivante :

THEOREME. — Le terme complémentaire de la série déterminée par les &, sur une
courbe 1', de spécialité =, quand l est infériewr « la caractéristique centrale « est
donnée par lexpression :

o

[ q
3 =Tl=p, +1—Cls— X (b, (ha— D + 4, (kae— 1] + X 4, (eap—s — )5

les /i et I sont des caractéristiques paires de I°, certaines lacunes pouvant exister
dans les indices a cause des caractéristiques paires mixtes. Les k,:_, ~ont les carac-
téristiques impaires mixtes.
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9. Tout ce que nous avons dit sur les syst¢tmes de points daus les chapitres 11
et I11 peut étre redit pour les courbes précédentes. On énoncera, en particulier, faci-
lement les théorémes relatifs i 1'équation générale des surfaces passant par une telle
courbe. Nous dirons que ces courbes sont congrues au plan. Comme nous 'avons déja
remarqué 4 propos de la construction des courbes générales, loule courbe déduite
d'une courbe congrue au plan est congrue au plan. Considérons une courbe (quelconque,
nous pousons toujours effectuer sa réduction & moins que deux réduites successives
aient mémes surfaces minima. Excluons d'abord ce cas. Comme les réduites paires
onl leurs degrés qui décroissent quand I'indice croil, on arrivera certainement & une
réduile, intersection totale, générale ou non, de deux surfaces. Or cette derniére
courbe est congruc au plan, par suite les courbes admettant une telle réduaction sont
aussi congrues au plan. L'existence de courbes non congrues au plun dépend de celle
de la figure formée par deur courbes C el I’ dont I'ensemble forme Uinlerseclion tolale
de deux surfaces ¥, F, , qui sonl minima pour C el I".

Bornons-nous a en donner un exemple. Soient m génératiices d’'une méme famille
d’'une quadrique F,. Faisons passer par ces m droites C. une surface I, qui re-
coupe F, suivant la courbe 1'. La courbe 1" est constituée par m génératrices de
I'autre famille. Faisons en effet passer par un point de [' la génératrice de cette
2° famille; elle rencontre ¥, en m + 1 points et par suite est loul entiére sur F,.
Les courbes C et I' admeltenl ¥, el ¥, pour surfaces minima. Sien effet on fait passer
une Fn(m'<m) par C, elle contiendra la quadrique F_ . puisque les génératrices
de la 2° famille la 1encontrent en ptus de m’ points.

TuEorEME. — Les courbes qui peuvent se déduire de m génératrices d une méme
JSamille d’une quadrique ne sont pas congrues au plan.

Il est & remarquer que les raisonnements faits dans le cas ot la courbe est congrue
au plan, peuvent encore partiellement Sappliquer au cas général. \insi, tant que la
surface ¢, n'aura pas de cortespondantes passant par la réduite qui forme avee la
suivante la figure précédente, on aura la méme expression pour la valeur de 3, (fin
du paragraphe 8). Les quanlités Ak, n'étant plus les caractéristiques du systéme
de points, section planc de la courbe, mais les caractéristiques propres 4 la courbe.
De méme, si on connait 'expression de &, pour cette réduite, par la méme méthode
on trouvera la valeur de 3, pour nne courbe qui s’en déduil.

40. Montrons rapidement quelles sont les diflicultés qui se présentent dans
I’étude des systemes de points de I'espace. Soit \ un tel systéme. La surface de plus
petit degré¢ F qui peut passer par A ~era dite premiére surface minima. La surface
de plus petit degré F, qui peut passer par .\ sans nécessairement se décomposer
en la précédente et une surface arbitraire de degré convenable sera la dew.ciéme sur-

face minima. La surface de plus petit degré F, qui passant par A ne contient pas
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nécessairement la courbe intersection totale des deux surfaces minima précédentes
sera la troisiéme surface minima. Ces trois suifaces se recoupent suivant le systéme A,
premier réduit de A. Le premier réduit A, de \, est le deuxiéme réduit de A, etc.
Toutes les conventions de langage dont nous nous somines servis dans le plan peu-
ven! étre employées dans I'espace.

Calculons la singulatit¢ de \ en fonction de celle de \, Soient l’p' Fq‘ Fr‘ les

surfaces minima de \,. Lacourbe C , intersection totale de F, etde I, est recoupée

ra’
par F, suivantle systétme x Lacoutbe (., intersection totalede I, etde F, est
) 1 1

recoupée par I, suivantle systtme 6. Enfin C, estrecoupée par F, <uivant A,.
1 18 1

Fic. 21.

Nous avons vu au paragraphe 3, pour les courbes intersections totales de deux
surfaces, le théoréme analogue de celui qui nouns a servi pour les courbes planes.
Nous pouvons en tirer les mémes conséquences. Les systémes A et «, aet §, Bet A,
e C,,p‘, Cp' 0 Soient &, P, ‘b*'b,. les surfaces
correspondantes passant par A, «, %, A,. Ecrivons de deux facons la dimension de

b

sont corésiduels respectivement sur C

la série détermince par ces b, et @, sur C,, en remarquant que 2> ¢>p.
pgl—P—[M—P—4(p+g—0]—A—s)=pgr—P—[l1 =P —2(p+q—n)+4(p—1+9,@—N],
ol P estle genre de C,, . Comme d’ailleurs /—r =X —p,, on peut écrire :
=3 +s@+e+tr—p—D—op+r—p—h—u@+r -p—H—w.(p+g—1D.
De méme la série déterminée sur C,,,,' ‘pm‘ les 4, et &, donne :
Se=shta,ptetr—q = 0D—3p+tqtr—p—q—b—3@+r—H—3@q+r—q,—O+2,pp+r—p —0-

La série sur Cp v donne aussi :
1

.

=352 +o,p+q+r—r.—D—zp+q+r—gq,—r.—h—so,(p+g+r—p—r,—D—g(g+r—10
+2.0@+r—q,—0+3@+r—p —1.
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En ajoutant membre & membre ces trois égalités :
=St uPrg+r—p =D+ . = (pHgrr—p— =D — ... —p(prg—-h—. ...
l:p +q+ r—p—q,—r, + ll‘

Comme dans le plan, on peut melttre cette relation sous la forme :

Ciys—A—5')=Clys— A —s2) +49,(p+q+r—p —q—D+ ... —4(p+qg+r—p—0—...
+Vpryg—b+ . —V(p—Uh— ...

Remarquons simplement que pour que F F F, soient surfaces minima de A, il
faut et il suffit qu’ils vérifient les indégalités :

p+a>p +y,+r,—p,. q+r>p+q +r,—p,. r+p>p +q,+r,—p,.

Cela nous permet de construire des systémes de points se réduisant  un sysjéme
général (e’est-a-dire un systéme dont la singularité est nulle pour sa premiére sur-
face minima), ou d une intersection totale de trois surfaces. La singularité de tels
systémes est facile 4 exprimer. Nous n’insisterons pas. Qu’il nous suffise d’indiquer

seulement les deux différences fondamentales (que celte théovie présente avec sa cor-
respondante dans le plan.

1° Il existe des figures formées par deux systémes de points \ el B dont lI'ensemble
Jorme Uintersection lotale de lrois surfaces F F F, qui sont minima pour A et B.

Pour le voir simplement, il suffit de considérer deux courbes C et I' dont I'en-
semble forme I'intersection totale de F, et F, surfaces minima respectivement pour
C et I", et de les couper par F, r>¢>p. Les deux systémes \ et B section®
de Cet I' par F_ admettent F I, I, comme surfaces minima.

2° La correspondance que nous avons établic au chapitre 11 entre les réduits pairs
de deux systémes de poinls déduils Uun de l'autre par un nombre arbitraire de couples
de courbes n’a pas son analogue dans Uespace.

, 11 suffit de calculer le nombre de points du deuxi¢me réduit B, du syst¢tme B
déduit de \ par l'intermédiaire des trois surfaces F,F F.. pour voir que le nombre
A, + B, n'est pas le produit de trois entiers.

Terminons ce sujet en faisant une remarque qui va nous servir plus loin.

Si le systéme A. intersection totale d'une courbe C et de la surface F , admet
les mémes surfaces wiinima V', et ¥, que C. ~on premier réduit A, estI'intersection
totale de CC, premitre 1éduite de € avec F_. Il peut arriver que tous les réduits
de A soient les intersections totales de F_ avec toules les réduites de C (en parti-
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culier si r>>q > p). La réductlion de A se fera ainsi tout entiére sur F,. Les for-
mules précédentes sont applicables en v faisant r = r . En parliculier :

l=p+q—p,—q,—1.

Cetlte relation est identigue a celle ui lie les degrés des surfaces correspondantes.
passant par C et C,. Par suite la condition qui exprime que F, est surface minima.
de C est la méme que celle qui dit que F, cst surface minima de A.

Nous dirons que la courbe C est congrue « la surface F_, lorsque la réduction
de I'intersection totale de F, et de C se fait de la maniére indiquée précédemment.

Une courbe est congrue aurx swrfaces de degré supéricur « sa deuxiéme surface
minima. Car le systtme A admet alors les surfaces minima F F I',. Comme A, est
aussi I'intersection totale de C, et de I, et que ¢, <<qg<<r, A, admet comme sur-
faées minima I"p’l“,,’ F,, etc.

La remarque précédente montre en outre que loules les courbes déduites d une
courbe congrue aur surfaces F, est ausst congrue aux surfaces I, .

Par conséquent, pour savoir & quelles surfaces est congrue une courbe, il suffit
de savoir & quelles surfaces est congrue sa derni¢re 1éduite. En parliculier :

U ne courbe est congrue anr surfaces de degré supériewr & la deuriéme surface
minima de sa derniére réduile.

On peut donner une limite inférieure du degré des surfaces auxquelles est congrue-
une courbe. Il suffit pour cela de considérer sa derniére courbe réduite. Nous excluons.
le cas déja ¢tudié, ou c’est une droite, une conique ou une biquadratique. Supposons
donc que C et I' forment I'intersection totale des deux surfaces ¥ et ¥ (p L q) qui
sonl minima pour C et 1'. Coupons la figure par la sutface F, de degré » inférieur
4 ¢. Les systémes \ et B admettent F, et ¥, comme suifaces minima Pourque C
et I" soient congrues & F_, il faut en outre que \ et B admettent F, comme sur-

face minima.

1. Supposons £ q—p+ 2.

Puisque les surfaces F,_,, passant par \ ou B doivent contenir la courbe Cp 2,y
intersection totale de I', et F,, on doit avoir les deux inégalités :

A>px(g—1)—llpe.
B>pog—1)—1l,,.

Et comme A + B = pqgx, il faut ct il suffit que :

priq— 1) — . <N L pe + ps.
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La condition de possibilité s’écrit :

px(g— 1) — 11, <pxr+ Iz
ou

2
1:>(]-—p+2——7)—1;.

Il est donc nécessaire que & = g — p + a. Dans ces condilions, il faut :

A=];=’i‘7fu;tﬂ_

Un exemple de ce cas est celui de C et I' sont constituées par ¢ génératrices des
deux familles d’une quadrique.

2. Supposons &£ >q —p + 2.
La méme remarque permet d’écrire :
® pg—z—lhz+3,@P+tr—q+ 1) <Apr+llpz—o+x—qg+1).

La condition de possibilité s’écrit :

s+ pP+x~q)(p+x—qg—1)(p+x—g—12)

J(@)=plg—2)x —px(p +x—4) — 3

On vérifie aisément que :
J(O)<<o, Sfl@g—p)>o0, JSg—p+2)<To, [Sl<o. [f(+ )>o0.
La condition de possibilité est donc toujours vérifiée quand ¢ — p + 2 <<x <<q.

TutorEME. — Une limite inférieure des degrés des surfaces auxquelles une courbe
esl congrue esl égale & U'exces du degré de la deuxiéme surface minima de sa derniére
réduite sur celui de sa premiére surface minima augmenlée de deux.

Soit ., une valeur de £ pour laquelle les inégalités (1) sont vérifiées. On voit
facilement que, lorsque .~ est compris entre g —p + 2 et ¢, le premier membrede
la premicre inégalité est fonction décroissante de ., et le deuniéme membre est
fonction croissante de . Par suite les inégalités (1) serontyérifiées « fortiori quand x
est supérieur & x,.

TuEoREME. — Si une courbe esl congrue aux surfaces dedegré r,, elle est congrue
aux surfaces de degré supérieur.

15

<o.
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44. Soit lacourbe C, coupée parla surface F, suivantlesystéme A. Ladimen-
sion du systéme de courbes ¢, découpées sur F, par les ¢, passant par C est :

a—o =0+ (r—h—1—[Cx—s| —of

3 !

en appelant o le défaut de ce systéme par rapport a celui déterminé sur FZ%par
les ¢, passant par A. D’autre pait si r et r,_, sont les dimensions des @, et d,_,
passant par C, on a I'égalité :

r,_,= rl—(?l— "’1’ + 1),

diou
C =1 —Cl—=0)—p—3,_,+1]=C,— 1 —[Cl—p—3,+1]—[C, + },(x—)—1 — (Cx — ') — v,

ou comme {>ux,

N ~ —_— ol rd
6‘———ol__¢__s,‘—u)l .

Cetle relation va nous permettie d’étendre, dans unc certaine mesure, aux courbes
gauches, le théoréme démontié pour les courbes intersections totales de deux surfaces
au paragraphe 3.

Reprenons la figuie qui nous a servi pendant toult le chapitre, et supposons, pour
simplifier, que I el I, soient surfaces minima de I'.

Tutorkme. — Si |, > x, le défaul " relatif a la courbe 1" est égal au défaul w?®
relatif a la courbe C, .

Reprenons les calculs fails au paragraphe 6. Avec les mémies notations on a :
4 c s N
%()\—l‘)(n- b=l =)+ -U=NU—b= 1= =g (r— 1) — 5,0t =0 = [CL,—p, — 51— [[1—p, — 3
K 1
D’autre part, J étant une fonction convenable indépendante de /, on a vu que
o—1)y(n—t—1, —) +-i—(l——)\)(t—— h—1—>)=1J + mnl,— ztl.
]
Et par suite en remplacant { par v, {, par o,,
n . . ) e N
—(Oh—w)n—4—w, —%) 4 :(m —Nl—f—w0—1)=I+ mne, —zlo.
> .
D'ailleurs on a l'identité :

t
%(‘A —o)(R—b—w,— 1 + ;-(m —NU—4—o—N=0C g3+ Cuzg. —Cs + C 45— Conpa— G

+ mn—zl.
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Par suite :
I=C 4, +C e —C 4, +Cy, — C s — C' s + ma— 2t + mnl, — zil .
On obtient I'égalité :
“ <1 -~ ~¢ .3 a1} ~
[D(w»—1) - p.— ¢, ] —[Clo,— 1) — pe, — gl"] = [CW,cnpr + Cujmmr — C 2] — [CPoezpr + C’omtga — C'uva)
+ 2 0 + 5,(k,—0).
On peut alors aisément faire la différence

A T & ~Cy Cy
G —8_)— (')1, - 81,—-4-)

ou I'on suppose !, — x> h]* pour que ¥, ne soit pas obligée de passer par C,.

On trouve
L Y S PR N N
8 81——1‘ $o= 81, ly—z s"
ol B et \, sont les sections de I' et C, par F_. c. q.f. d

Si I, —x esl inférieur & A3', on obtient le médme résultat en se servant des calculs
faits au patagraphe 8.

Soit une courtbe C coupée suivant le systdéme A par la suiface F,. La dimen-
sion ;_, de la série déterminée sur C par les P, passant par A est donnée par
I’expression :

’,
Vi~

e !
y=Cl—p—3 —(A—s'y.

La série déterminée par les ,__ sur C a pour dimension :

- c
r,,=—x)C—p— 5, -

De sorte que :

—_— ~C (o | S x
bl Tier = ——ol + 81—.:"'3‘ == +m, .

TunéortmMe. — St les O, passant par C et par A découpent sur F, le méme sys-
téme. Une surface P, passant par A recoupe C suivant Uinterseclion tolale de C et
de ®,_,.

Nous pourons mainlenant faire I'extension annoncée Considéions les courbes

congrues 4 un plan, elles e réduisent a une droite, une conique, une biquadratique.
Le «,” deces trois courbes est nul quelles que soient les valeurs de x et de (.

TutoriME — St F, coupe une courbe C congrue d un plan swwant son intersection
totale avec F,, elle la recoupe suwant une inlersection lolale avec F,_, .
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Plagons-nous-dans le cas général. Ce qui précéde montre qu'il suffit d’étudier le
défaut ,” relatif & une courbe dont la premiére réduite admet les mémes surfaces
minima que la précédente. Quand le théoréme sera vrai avec cctte derniére courbe
pour une surface P, de degré ! supérieur & 4, lorsqu’elle rencontre celte courbe
suivant son intersection totale avec F,, il sera encore vrai pour toutes les courbes
I'admettant comme réduite paire, avec une surface @, dc degré correspondant & !
‘et la méme surface F, .

On ~ait que lorsque [ est supérieur a8 un nombre , , le défaut «', des &, passant
\ %par une courbe C sur le plan est nul(*). On peut donc énoncer :

Tutorime. — Si une ¢, de degré 1> ;, coupe une courbe C suivan! une section
plane, elle la recoupe suivant son intersection lolale avec F,_, .
Remarquons que :

=, =03 )+ G, —%. )+ ... +3_, —3_,-
Par conséquent si A et B sont les sections de la courbe C par F_etF, :
sh—o/ =@+ + .+ 87T — (o o' ).

Pour une valeur de ! assez grande, le deuxiéme membre est nul et

s'h = w,r .
Comme s, est nul quand ! est assez grand, il en est de méme de o,".

Tuéorime. — Si une &, de degré 1>y, coupe une courbe G suivant son inler-
section totale avec une F,, elle la recoupe suivant son intersection lolale avec une F,_,.

Quel est le role du nombre z,, le degré le plus petit d'unc surface a laquelle est
congrue la courbe C? Je n’ai pu le préciser convenablement. Faisons cependa‘i]t une
remarque qui peut nous en donner une premicre idéc. Si «, est dc degré inférieur
a celui de la deuxiéme surface minima de C,q. Si [ est compris enlic x, et q,
les (I’; passanl par A, contiennent nécessairement la courbe C,z,, intersection
totale de F., et F . Elles recoupent donc F, suivant lintersection totale de F,
et Fi_z, el par suite C suivant son intersection avec Fi—,,. On peut donc énoncer
la proposition suivante comme probablement exacte -

Si une courbe C est cougrue « une surface ¥,, loute surface P, passant par lin--
tersection de C avec F_ recoupe C suivant son intersection avec une ¥,_ .

(*) Picawn el SiMart, tome 11, p. 72.
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