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PREMIERE THESE

ESPACE DISCRET PARAMETRIQUE
ET NON PARAMETRIQUE (')

INTRODUCTION.

Il y a au moins trois fagons d’aborder étude des espaces discrets;
chacune a son propre mérite et m’a servi a différents moments. Tout
d’abord, les éléments (points) de U'espace euclidien, de méme que
ceux des cspaces non cuclidiens comme celui de Riemann ou de
Lobatchewshy, forment un continuum et par suite il en existe un
nombre infini dans le voisinage d’un élément quelconque de Iespace,
quelque restreint que soit ce voisinage. Hs ne peuvent donc pas
correspondre a des éléments concrets du domaine de l'expérience
comme les molécules, atomes ou électrons puisque 'on admet que
ces ¢léments ne forment pas un continuum et existent en nombre
infini dans toute portion finie de Pespace. Nous nous proposons
d’étudicer un espace (que nous appellerons espace discret) formé
d’une quantit¢ dénombrable d’éléments (particules) tel qu'il n’existe
qu'un nombre fini d’¢léments towchant un ¢élément arbitraire, et
nous ferons cette ¢tude en prenant pour base la relation de contact.
Notre but est, non pas de supplanter une

géomdétrie existante, mais

(') Des parties de cet ouvrage ont ¢té présentées a Uidmerican Mathematical
Society e 2R octobre 1g22 et le 25 décembre 1922 sous les titves Particle Geometry
et A contribution to particle geometry. Elles constituent la thése soutenue par
Fauteur & I'Harvard University.
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de voir ou pourrait nous conduire 1'¢tude d’un espace si radicalement
différent des espaces familiers, ou entreraient les plus importants
concepts des mathématiques, et ot s'en appliqueraient les méthodes.
S’il fallait nous reporter a une image géomélrique ou faire appel a
Vintuition pour la vérification des assertions que nous ferons sur les
espaces discrets, I'é¢tude de ces espaces serait lente et fatigante. Car,
méme dans 1'¢tude de la Géométrie ou de la Mécanique, on exprime
généralement ses assertions par des formules algébriques ou vecto-
rielles, et l'on fait les déductions grace a la connaissance que l'on a
des regles du caleul algébrique ou du calcul vectoriel. Si ces regles
de calcul qui nous sont familiéres s'appliquaient aussi a P'étude des
espaces discrets nous pourrions nous cstimer heureux. Malheureu-
sement, ce n'est pas le cas, et nous sommes foreés d'introduire deux
nouvelles opérations P Q et P/Q) qui, jointes aux opérations addi-
tion, soustraction et multiplication de V. Algébre de la logique (V)
convenablement ¢tendues aux espaces, formeront un-ensemble de
cinq opérations semblable a celui de cing opérations addition, sous-
traction, multiplication, division et él¢vation aux puissances de
I'Algebre des nombres réels et imaginaires. La signification intuitive
des symboles P Q) et P /Q) toutes les fois que I et Q sont des espaces
discrets estla suivante : P | Q désigne tous les ¢léments de P qui ne
sont pas en méme temps ¢léments de Q et dont chacun touche au
moins un élement de Q; P /Q désigne tous les éléments de P qui ne
sont pas en méme temps ¢léments de Q et dont chacun touche tous
les éléments de Q. Le premier est défini implicitement comme
une opération binaire continue (?) satisfaisant aux six conditions
sulvantes :

Quand P, Q et R sont des espaces discrets, P|Q est un espace

‘(1) Pour le lecteur & qui ces trois opérations de I'Algébre de la logique ne
seraient pas familiéres, je les ai traitées dans ’Appendice a titre de renseignement.
L’usage explicite de la soustraction m'a permis de définir cette opération d'une
facon plus simple quil a ¢té fait jusqu'a présent et de démontrer les théorémes qui
s'y rattachent dans un ordre plus naturel. Nous indiquons dans U'Appendice des
références aux livres qui traitent de cette Algébre.

(*) On trouvera dans I'Appendice la définition d’unc opération continue ainsi que’
la définition de la limite d'une suite d’espaces dont elle dépend. Cependant, si
nous nous bornons a des espaces d'un nombre fini d’éléments il n'est pas nécessaire
de spécifier que les opérations envisagées sont continues. Quand P et Q sont des
espaces, P << Q veut dire P est contenu dans () (voir "Appendice).



‘discret, et

(1) P|Q<P—PQ,

(2) P[(Q+R)<P|Q-+P|R,

(3) si R<P|Q, ona R<R|Q;

(%) si R<P, ona R|Q<P|Q;

(5) si R<Q, ona P|[R<P|Q+Q;

(6) si P|[Q=0 et PQ=0O, ona Q|P=0 (1),

d’ou nous tirons :

(a) (PIQ)Q=(P|Q)P=(P-PQ)|Q=P|Q;

(5) (P|Q)Q=P|P=0|P=0;
(¢) (P+Q)|[R=P{R+Q |R;
(d) (P-Q)|R=P|R—Q|R;

(e) (PQ)[R=(P|R)(Q[R)=(Q|R)P (2);

) (P1Q)(P[R)<<P](Q~+ R);

(&) si P<Q<R, ona (R|P)Q=Q|P;

(k) P|(Q+R)=(P—PR)|Q+ (P —PQ)|R, .etc.

Nous plagant a ce point de vue nous donnons les définitions (expli-
cites) suivantes : (i) deux éléments A et B d’'un espace discret sont
ou ne sont ‘pas conjugués (3) suivant que A|B=£0 ou A|B=o;

(') Le symbole O représentera, soit un espace vide, soit le nombre zéro suivant
que, dans l'autre membre, figurera un espace on un nombre.

(?) Cf. (pg) =prq" et (pg)lr=I(q/r)p ou p, g et r sont des nombres.

(*) Nous emploicrons Vexpression trés bréve « ¢léments conjugués » au lien de
Pexpression plus longue « éléments qui se touchent », non seculement & cause de la
rapidit¢ mais aussi parce qu'il n'est pas besoin que les éléments des espaces consi-
dérés soient des corps solides (comme ceux (ui ont suggéré cette ¢tude). Ils peuvent
étre, par cexemple. des fonctions d’une certaine classe (ou des nombres d'un certain
champ), o, si P et Q sont des ensembles de fonctions (ou de nombres) de cette classe
(ou de ce champ), P|Q désigne un sous-ensemble de P — P qui satisfait aux six con-
ditions ci-dessus. Pour de telles applications, I'expression choisie convient certai-
nement davantage que l'autre que nous aurions aussi pu emplover On trouvera au
Chapitre V une application ou les éléments sont des régions (dans un plan) aux
fronticres convexes (voir 15 ¢). Parmi les nombreuses assertions nnpliquées par la
phrase « A est un elément (point) de Pespace S ». il est sculement nécessaire, a notre
connaissance, d’en prendre une seule comme définition : toutes les autres s'en dédui-
sent. Voir dans U'Appendice la définition C,, et les théorémes suivants. Cf. Ency-
klopciidie der mathematischen Wissenschaften, Band I11,, Heft 1, AB p. 16-17.
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(&) P/Q est le sous-espace de P — PQ contenant tous les éléments
conjugués chacun a tous les éléments de Q; et nous démontrons
(quand le second membre, Q ici, est dénombrable) que (¢i) P|Q
est le sous-espace de P — P() qui contient tous les éléments conjugués
chacun a au moins un élément de Q, et nous démontrons en parti-
culier que

(r°) P/Q <P —PQ;

(2°) (P/Q)(P/R) <P/ (Q -+ R);

(3°) si. R<P/Q, ona R <R/Q;

4°) si. R<P, ona R/Q<P/Q;

(5°) si R<Q, ona P/Q<P/R (1);
(6°) si PIQ=o0 et PQ=o0, ona Q/P=o.

A partir de 1a, le développement de la théorie des espaces discrets
qui consiste a les classer et 4 en étudier les propriétés est le méme
pour chacun des trois moyens d’approche.

Un second moyen d'aborder I'¢tude des espaces discrets, qui ne
différe que légérement de celui que nous venons d’exposer, consiste
a définir implicitement Popération P /Q comme une opération binaire
continuc satisfaisant aux conditions 1°, 2°, ..., 6° ci-dessus. De ces
six conditions on déduit sans difficulté que les six identités ci-
dessus (a), (b), (¢), (d), (e), (g) sont encore vraies si la barre
verticale y est remplacée partout par la barre inclinée et que :

f°) (P1Q)(P/R)y=P/(Q -+ R)=(P/Q )R (2);
(ho) P/Q < P|Q; et,si JQ|=1, ona: P/Q=P|Q.

Nous placant a ce point de vue, nous donnons les définitions sui-
vantes : (7) deux éléments A et B d'un espace discret sont ou ne

() Cette condition fait particulierement songer a la division. 1l faut remarquer
que, a cause de (f) et de lidentité (f°) et de la définition (iii), qui vont suivre,
cette condition et la condition (5) ci-dessus sont essentiellement les scules condi-
tions qui diffcrentient Popération P/ de Popération P | Q.

(?) Cf. pipr=pi1=r, pim=(p1)" et lu;:],q/' =log,q7 + [()g,,r. Les trois conditions
(lois) (pg) = prq . p1p" = pi=" et pi=(p1)” sont les conditions qui dé¢finissent les
puissances en Algebre. L'opération P/Q satisfait aux deux premicres, mais au lieu
de satisfaire @ la troisieme elle satisfait & p1p7= pi:7. Elle satisfait cependant aux
lois de distributivit¢ du logarithme que nous venons de citer.
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sont pas conjugués selon que A/B=20 ou A/B=o; (ii) P|Q est
le sous-espace de P — PQ contenant tous les éléments conjugués
chacun a au moins un élément de Q; et nous démontrons (quand le
second membre est dénombrable) que (i/f) P/R est le sous-espace
de P — PQ contenant tous les éléments conjugués chacun a tous les
éléments de Q, et nous démontrons, en particulier, les six assertions
ci-dessus qui ont défini P'opération P Q. Nous allons maintenant
parler du troisiéme et dernier moyen d’approche.

Le concept « espace n-aire » (n>>1), c’est-a-dire un espace S
avec une fonction (') S(Xy, X,, ..., X,) qui fait correspondre un
nombre a chaque ensemble de n éléments (points) de S et qui satis-
fait a la condition -

(” .S(le X2)+S(X:?a Xl)zov

si n =2 et a diverses autres conditions si » >> 2, un tel concept est
une union naturelle des concepts d’espace et de fonction et est a la
base de plusieurs théories mathématiques. Les plans euclidiens et
non euclidiens, les espaces a trois ou a n dimensions peuvent étre
définis comme des espaces binaires satisfaisant a certaines conditions
qui viennent s’ajouter a celle que nous venons de donner. Les
auteurs (*) qui ont employé la relation d’entre ou d'ordre en déve-
loppant d’un point de vue moderne la géométrie euclidienne ou
projective se sont servi, dans les assertions (axiomes, postulats, etc.)
qui impliquent la définition du terme droite. de I'équivalent de
Vespace ternaire S dont la fonction S(X,, X,, X;) satisfait, a la
place de la condition (1) ci-dessus, aux conditions :

(1)  Si S(Xy, X,, X;3) =o, alors X; = X,, et réciproquement;
(1") 8i S(X4, X,, X3)>o0, alors:
(a) S(X3, Xy, Xy) >0; (0)3(Xs, Xy, X3) <o et (¢)S(Xy, X3 Xo) <o

(1") A trois éléments X;, X,, X3 qx’xelconques de S il correspond un élé-
ment X; tel que S(X;, X, Xy) >0 (i#jxzhk#i=1,2, 3).

(') Nous réservons le mot fonctionnelle introduit par M. Hadamard a la fonction
d’un espace n-aire dans lequel les éléments sont définis comme des fonctions, des
courbes, etc.

(*) Encyklopadie, loc. cit., p. 23. Voir en particulier O. VEBLEN. 4 system of
American azioms for geometry, Transactions of the Mathematical Society,
vol. 5, 1904. p. 34%4. A propos des espaces discrets on pourra aussi consulter
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Les auteurs ('), qui ont employé la relation de séparation dans les.
assertions qui impliquent la définition du terme droite, se sont servi
(quoique, encore, sans I'expliciter en en donnant le nom ou la nota-
tion) de l'équivalent de lespace quaternaire S dont la fonc-
tion S(X,, \X,, X;, X;) satisfait, au lieu de la condition (1), aux
conditions :

(1'y SiS(X,, X,, X3, X;)=o, alors on a, soit :
X, = X3, soit X, = X, soit X, = X3, et X, = X,, et réciproquement;
(1)  SiS{X,;, X,, X3, Xu) <o (2),alors :

(a) S(X,, Xy, X3, Xp) <035 (b)) S(X;, Xy, Xy, Xp) <oj
(c) S(Xy, X3, Xy, X)) > 05

(1”) A quatre éléments distincts X, X,, X3, X; quelconques de S il corres-
pond au moins une permutation telle que

S(Xi, Xjy Xp, Xp) <o (i hk=l=1,23,4);

(1) Si X;, Xs. X3, X; sont quatre éléments de S qui satisfont a la condi-
tion S(X,, X.. X3, X;) < o etsi X5 est un élément de S distinct de
ces quatre éléments, alors, soit S(X,, X,, X3, X;5) < o et S(X,, X,
Xy, X5) > o0, soit S(Xy, Xu, X3, X5) >0 et S(X,, Xy, X,, X5)<o.

Maintenant, dans notre troisieme moyen d’aborder I'étude des
espaces discrets nous donnons les définitions suivantes : (7) deux
éléments A et B d'un espace binaire S sont ou non conjugués selon
que S(A, B) 20 ou S(A, B) =10 (3), (i) un espace daiscret est un
espace binaire dans lequel les éléments conjugués ou non conjugués
sont définis comme on vient de le faire, et nous définissons P/Q

MM. VeBLEN et Bussey, Finile projective geometries, Transactions of the Ame-
rican Mathematical Society, vol.7, 1908, p. 241.

(V) Encyklopéidie, loc. cit., p. 63. Voir en particulier J. L. CooLipGE, The elements
of non Euclidean (ieometry:, Oxford Press.

(?) Le nombre peut étre interprété comme le rapport anharmonique des quatre
points X,, X,, X;, X,. Les nombres que fait correspondre la fonction de I'espace
ternaire de Veblen ont aussi une interprétation géométrique simple.

(%) Il se peut que, dans un espace binaire, S(A, B) soit égale a zéro, les élé-
ments A et B étant cependant distincts. Un espace (E), d’abord défini par
M. Fréchet, est un espace S binaire satisfaisant a la condition S(A. B) o pour
chaque couple d'¢léments distincts de S.
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et P1Q, au moyen des éléments conjugués comme nous lés avons
définis dans les premier et deuxiéme paragraphes. Nous démontrons
alors que P|Q et P/Q satisfont aux conditions qui les définissaient
dans les premier et deuxiéme paragraphes; et, ayant prouvé cela,
nous avons montré que les conclusions que nous pouavions tirer des’
définitions dans le premier et le second paragraphe, au moins quand
les espaces considérés sont dénombrables ('), sont identiques a celles
que lon peut tirer des définitions que nous venons maintenant de-
poser. -

Quel que soit le procédé que nous choisissions pour définir un
espace discret, nous pouvons définir un espace discret S connexe par
la condition que, R étant un sous-espace quelconque de S tel’
‘que S —R=£0, on ait S|R = o; I'interprétation physique d’espace
discret connexe étant qu’il ne peut étre divisé en deux parties P et Q
telles qu'aucune particule de P ne touche une particule de Q, et
inversement. Ou bien nous pourrions encore spécifier qu’un espace
discret 'S est connexe par la condition qu’a tout couple de deux
éléments A et B de S il corresponde un arc discret avant sa signifi-
cation ¢vidente (voir 14 ) (2), Uinterprétation physique de cette défi-
nition d'un espace connexe discret ¢tant évidemment que 'on peut
aller a travers cet espace d'une particule quelconque a une autre.
particule sans avoir a faire des sauts (*). Comme on montre aisément

(') Pour qu'il en soit de méme pour tous les espaces ordonnables, il faut modifier
un peu la définition d'une opération continue, (voir C,);. )

(*) Un nombre affecté d'un indice inférieur désigne une définition. Ainsi 1, désigne:
la définition 1,. Un nombre affecté d’un indice supérieur désigne un théoréme (ou
un corollaire). Awnsi 14 désigne le théoreme 1@ et 15 désigne le théoréme 1% corol-
laire 2. Un nombre sans indice désigne un lemme.

(3) Comme les expressions que nous introduisons sont définies avec briévete et’
rigueur au moyen des opérations P|Q ct P/Q, nous pouvons adopter une certaine
liberté de langage quand nous e¢n donnons une interprétation physique, ce que nous
n’aurions pas pu faire sans cela. Ces définitions d'un espace discret connexe sont
analogues respectivement aux définitions d'un continwwm par Jordan et Cantor.
Cependant, bien que ces deux définitions d'un continuum ne soient pas ¢équivalentes,
les deux définitions que nous avons données d'un espace discret connexe le sont
(voir 1#). Si (quand P et Q sont des espaces binaires) nous désignons par P|Q le
sous-espace de P — PQ dont chaque point est un point d'accumulation de Q-
dans P -+ Q, nous pouvons ¢énoncer la définition d'un continuum par Jordan de la
“facon suivante : un espace (non vide) S est un continuum (est connexe) si pour
tout sous-cspace (non vide) Rde 8, S—R:£o,ona: (S—R)|R=R|(S—R)=z£o.
11 est facile de démontrer que si Pon prend cet énoncé pour la définition d’un
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que ces deux définitions sont équivalentes il n’impoite pas particu-’
lierement de savoir laquelle des deux assertions nous choisirons
comme définition et laquelle nous démontrerons comme théoréme.
Avant défini un espace discret connexe nous pouvons maintenant
définir un espace discret de connexrité m comme un espace formé
de m parties connexes et telles que la somme de deux quelconques
d’entre elles ne le soit pas. Ce concept familier de la connexité, joint
a Yopération P/Q et au concept du nombre de dimensions, nous
permettra de’ faire plus loin (Chapitre II) une large classification
des espaces discrets, seule classilication existante de ces espaces, a
notre connaissance. Nous emploierons l'équation G(S)= m pour
spécifier que la connexité de 'espace discret S est m ().

Une transformation qui ¢tablit une correspondance biunivoque
entre les éléments de deux espaces discrets S et S est appelée trans-
Jformation équivalence si elle fait correspondre a deux ¢léments
conjugués de S deux éléments conjugués de S’ et réciprogquement
(voir 2,). Deux espaces discrets sont équivalents s’ils possédent une
telle transformation. On peut dire, en gros, que, sans tenir compte de
la nature des éléments ni de la nature de la conjugaison, deux
espaces discrets équivalents sont essenticllement les mémes et peavent
étre superposés. Chacun sait que deux plans cuclidiens (ou des
droites, ou des espaces a trois dimensions) sont congruents (équiva-
lents, égaux), el qu'ils peuvent étre superposé¢s d’une infinité de
fagons. Le méme fait n’est presque jamais vrai pour deux espaces
discrets équivalents pas plus que pour les espaces binaires, ternaires
ou quaternaires généraux. En fait, nous pouvons aisément construire
des espaces ¢quivalents d'un nombre quelconque d’éléments qui
solent équivalents d'une seule maniére (voir 23¢). Le nombre des
transformations équivalence qui transforment un espace discret en
lui-méme est ce que Pon appelle ordre de cet espace, et nous pou-
vons construire des espaces discrets dont 'ordre soit égal 4 un entier
positif quelconque donné a Pavance (vorr 244). Nous montrerons
que Vensemble de ces transformations des espaces discrets forment

espace discret connexe, elle est équivalente aux deux définitions déja données.
Un espace de n-cellule (voir 5b) connexe comme un espace binaire est aussi con-
nexe comme un cspace discret, et réciproquement.

(1) Nous ne nous occupons dans ce mémoire que d’espaces discrets de connexité
finie.
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un groupe (voir 10%) et par suite, si m est le degré d’un espace
discret fini S (si m est le nombre des éléments que S contient),
{’ordre de S est un facteur de m! ('). Nous nous servirons de I’équa-

tion S = 8§’ pour indiquer que les espaces discrets S et S’ sont équi-
valents.

Nous dirons par définition qu’un espace discret est & n dimensions
s'il contient n—+1 éléments et pas davantage, tels que deux quel-
conques d’entre eux solent conjugués (voir 3,). Bien que cette défi-
nition puisse paraitre a premiére vue un peu arbitraire, je pense que
la suite la justifiera pleinement. Je rappelle ici seulement que le
nombre mazimum de points qui sont a la méme distance 'un de
Pautre est de 3 pour le plan euclidien, de 4 pour 'espace euclidien
a trois dimensions, de n 41 pour Pespace euclidien a » dimensions.
Pour que deux espaces discrets soient équivalents, il faut que leurs
degrés, ordres, connexités et nombre de dimensions solent respec-
tivement égaux. Nous emploierons le symbole S pour désigner un
“ensemble de n +1 éléments tels que deux quelconques d'entre eux
soient conjugués. L’importance de l'ensemble S/, tient a ce qu'il peut
étre défini aussi aisément au moyen de la seconde opération que nous
avons introduite, et d’au moins deux fagons, a savoir : (@) un
ensemble discret S de degré n -1 est un S) si, pour tout sous-
ensemble R de S on a §/(S —R) =R; () un ensemble discret S
de degré n —+ 1 est un S, si, pour tout espace discret ' contenant S
et pour tout sous-ensemble R de S, ona R<7T/(S—R). 1l est clair
qu'un espace discret 4 n dimensions contient un S, et non un S,
(m>n).

Nous allons étudier une généralisation des espaces discrets : Ies-
pace discret paramétrique et une spécialisation, U'lyperespace
discret.

Les espaces binaires paramétriques se divisent naturellement en
deux espéces : ceux dans lesquels le nombre des éléments reste cons-
tant et ou varient scules les distances mutuelles des éléments, et ceux
dans lesquels le nombre des éléments ne reste pas constant. Les pre-
miers sont étudiés tout au long en Mécanique et nous n’en parlerons

(') Le terme ordre (d'un espace ou d’une transformation) et le terme degré sont
empruntés a la théorie des Substitutions finies (groupes).
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pas ici. Les derniers ont & peine été étudiés et nous leur réservons le
Chapitre V.

Les /iyperespaces sont des espaces dont les éléments ne sont pas
arbitraires, mais sont spécifiés comme nombres, fonctions ou espaces,
et on n'a commencé que récemment a les étudier. Les points du
plan euclidien, de I'espace euclidien a 3 ou n dimensions sont arbi-
traires; ils peuvent étre des montagnes ou des microbes, cela importe
peu cn ce qui concerne la démonstration des théorémes aprés que
les termes figurant dans les énoncés ont ¢té proprement définis; par
suite les espaces euclidiens ne sont pas des hyperespaces. Avant que
Pliiker ait commencé 'étnde de la gdométrie réglée les hyper-
espaces, dont les ¢éléments sont des espaces (droites dans le cas de
Plitker). n'entraient pas effectivement dans les mathématiques, mais
depuis lors s’est développée 'étude des hyperespaces dont les ¢éléments
sont des droites orientées, des cercles, des cercles orientés, des
spheres, ete. (1), De nombreux auteurs qui traitent de U A nalysis situs
considérent cet espace comme un hyperespace dont les ¢léments sont
des ensembles de n nombres, et 'on a récemment introduit dans
I'étude du « fonction space » (un hyperespace dont les éléments
sont des fonctions) des concepts géométriques comme la droite, le
plan, Vorthogonalit¢ des droites, ete.

- Pour montrer comment les concepts de 'hyperespace peuvent étre
étendus a I'étude des espaces discrets, nous ¢tudierons ici des hyper-
espaces discrets de deux- sortes : ceux dont les éléments sont des
sous-espaces d'un espace discret arbitraire, et ceux dont les ¢léments
sont des cellules fermces a n dimensions. Parmi les hyperespaces
de la premiére sorte associ¢s a un espace discret arbitraire S, nous
étudierons : (¢) I'hyperespace T(S), ou T est une transformation
équivalence de S; (ii) les hyperespaces complémentaires de T(S),
et (iit) les hyperespaces D™ (5) (ou m est un cntier positif quel-
conque au plus ¢gal au nombre de dimensions de S), que nous appe-
lons le déricé mi*me de S (voir s., 24.5,). Dans le premier, T(S),
les ¢léments sont les ensembles de S cycliques par rapport a la trans-
formation T. Dans les seconds, les hyperespaces complémentaires
de T(S), les ¢léments sont aussi déterminés par la transformation T.

(*) Voir The Circle and the Sphere, par 'auteur des Elements of non Eucli-
dean Geometry déja cité.
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Dans le premier, aussi bien que dans les seconds, deux éléments P’
et Q sont conjugués si, considérés comme des sous-espaces de S, ils
satisfont a la condition P|Q = o. Dans le dernier, D™(S), les élé-
ments sont les ensembles §/ contenus dans S et la condition pour
que deux d’entre eux'P et () soient conjugués est : soit (@) que la
somme P+ Q| considérée comume un sous-espace de'S ('), soitun
S}, 413 soit (b) que le produit PQ, considéré comme un sous-espace
de S, soit un S, _,. 1l ya donc ainsi deux types d’hyperespaces D7 (S)
associés a un espace discret arbitraire S. Dans 'un. tous les couples
d’éléments conjugués satisfont a la condition (a), dans I'autre ils
satisfont a la condition (4). lci nous nous intéresserons surtout aus
hyperespaces D7 (S). Vindique cependant en passant que I'¢tude des
hyperespaces complémentaires de 'hyperespace T(S) est, & un cer-
tain point de vue, analogue a I'¢tude des droites d’un plan sous une
transformation projective, et sera vraisemblablement poursuivie
comme telle plus tard, pour des espaces discrets particuliers. Parmi
les hyperespaces de la seconde sorte, ceux dont les ¢léments sont des
cellules fermées a n dimensions, nous n’¢tudierons que ceux que
nous appelons surfaces et qui sont des surfaces a n dimensions, du
moins au point de vue de A nalysis situs.

Une cellule fermée i n dimensions (closed n-cell en anglais) (2)
est ordinairement définie, dans les ouvrages d' A nalysis situs, comme
un sous-espace (d'un espace binaire) homéomorphe a une sphére
fermée S a4 n dimensions, et les points de cette cellule correspondant
aux points sur la frontiere de S constituent ce qu'on appelle la fron-
tiére de cette cellule. Nous avons pensé, cependant, qu'il serait plus
dans l'esprit de cet ouvrage. d’avoir une définition d’une cellule
fermée a n dimensions basée sur celles de ses proprictés (#) dont il
sera fait directement usage dans la démonstration de nos théorémes.
C’est pourquoi nous considérerons une cellule fermée an dimensions
comme un espace binaire connere, fermé, satisfaisant aux huit con-

(') Par somme (ou produit ou différence, etc.) de deux éléments d'un hyperespace
nous désignerons toujours, méme quand nous ne lindiquerons pas explicitement
comme ici, la somme ou le produit (ou la différence) des sous-espaces que ces deux
¢léments représentent.

(?) Nous emploicrons aussi dans nos démontrastions le mot n-cellule a la place de
P'expression « cellule & n dimensions ».

(®) Les propriétés qu'implique la suite d’axiomes contenus dans I'Eneyklopéidie,
loc. cit., p. 168, ne suffisent pas pour le but que nous poursuivons.
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ditions suivantes (A’ et B’ désignant les frontiéres (*) des cellules A
et B) (2) : ‘

1° Si le produit AB (tous, les points communs a A et B) de deux
cellules fermées A et B a n dimensions (n =1, 2, ...) est une cel-
lule a » — 1 dimensions et que AB= A'B’: (i) A+ B est une cel-
lule a n dimensions fermée; (i7) (AB) = (A + B)'AB, et (ii/)
A' 4B = (A 4+ B) 4+ AB, ou (A + B)' et (AB)' sont respectivement
les frontiéres des cellules A+ B et AB, et ou une cellule a zéro
dimension est un point et n’a pas de frontiére.

2° Si les cellules a n dimensions A et B sont situées sur la frontiére
d’une cellule a n -1 dimensions et si le produit AB est une cellule
a n—1 dimensions, ona AB=A'B'.

3¢ Soient @ un point quelconque d’une cellule fermée, A et b un
point quelconque de A — A’ (distinct de a); alors, selon que a est
contenu ou non dans A’ il existe dans A une cellule B a 1 dimension
contenant a et b et telle que BA'== a ou BA’= 0 (3).

4° A toute cellule fermée A a n — 1 dimensions, située sur la
frontiere C' d’une ccllule C a n dimensions, il correspond une
cellule B, ¢galement & n — 1 dimensions, telle que: (i) A +B=C
et (I AB=A"=1B ().

5° A tout couple de cellules & n — 2 dimensions A et B satisfaisant

-

(') La frontiére d’'une cellule fermée A est, bien entendu, un sous-espace de A
déterminé par A d'une seule facon. Une cellule ouverte cst unc cellule fermée
sans sa frontiere. Le terme cellule, quand il n'est pas suivi de 'un des mots
fermée ou ouverte, désigne soit une cellule fermée, soit une cellule ouverte,

(*) Pour la définition d’un espace binaire connexe, voir la note relative a la
seconde définition d'un espace discret connexe. Un espace binaire S est fermé si
toute suite convergente dans S a un point limite et un seul. Parmi les propriétés
d’une suite convergente nous ferons seulement usage (voir 12¢) de celle qui est
presque identique a la condition (if) dans la définition d'une (L) classe donnée par
M. Fréchet dans sa These, Paris, 1906, a savoir : Si une suite A, A,, ..., A, ...
est convergente, toute suite d'¢léments de la premiere suite pris dans le méme
ordre : An,, An,, ..., An,. ... est convergente; et, si A est la limite de la premiére
suite, c'est aussi limite de la seconde.

(3) Par suite, puisque toute cellule est connexe, a tout point P situé sur la fron-
tiere A’ d’'une cellule fermée A il correspond (au moins) une suite conver-
gente P, P, ..., P ... de points dans A — A’ telle que P soit le point limite
de cette suite. De méme, A — A’ est connexe.

(4) Par suite, la frontiére d'unc cellule fermée a 1 dimension est un couple de
points (voir 8°). Et, a tout couple de points contenus dans une cellule fermée ou
ouverte il correspond une cellule 4 1 dimension dont la frontiére est ce couple et
qui est contenue dans la premiére cellule.
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5 AB=A'= B et contenues dans la frontiére A| d’une cellule
fermée A, a n dimensions (n 2 2) il correspond une cellule fermée B,

a n —1 dimensions contenue dans A, telle que A\ B,=B,=A + B.
6° A toute cellule fermée a n — 1 dimensions B contenue dans
une cellule fermée A a n dimensions et satisfaisant a A’'B=DB', il
correspond deux cellules fermées A, et B, a n dimensions telles que:
(DA +B,=Aet (i)ABi=A'B,=B(').
7° Si les frontiéres de deux cellules fermées A et B sont identiques
el que A est contenue dans B, on a A =B (2).

8° Toute cellule a n dimensions (22 1) contient au moins une
cellule 3 » — 1 dimensions dans sa frontiére.

De cette définition (implicite) d’une cellule a n» dimensions il
résulte immédiatement que, pour les deux cellules a n dimensions A
et B de la condition 1°,

A—A'B=(A+BY—A'B—B'=(A+B)—(A+B)B' =(A+B)A’—(ABY

et que A'— A'B’ est une cellule ouverte a n —1 dimensions dont la
frontiére est (AB)' (4°). Cela nous permet finalement de prouver que
toute surface (voir 3;) connexe (considérée comme un espace
-discret dont les éléments sont les cellules et dans lequel deux
éléments sont conjugués s’'ils ont une cellule a n —1 dimensions
en commun) est un espace normal (discret) S, de classe 2
(voir 4s, 11¢, 12°, 13°) (3).

(1) Par suite, puisque A est fermée, A — B est de connexité 2. Voir plus loin la
définition d’un plan. Les définitions d’un espace binaire de connexité m et d'un
espace discret de connexité m sont littéralement les mémes. Sculement le mot
connexe cst pris avec un sens différent dans les deux cas. Plusicurs des théorémes sur
les espaces connexes, binaires ou discrets peuvent étre énoncés (et aussi démontrés)
de la méme facon. Par exemple, si les espaces connezes (binaires ou discrets) P et Q
satisfont soit a PQ = o, soit a P | Q = o, Ucspace P + Q est connezxe, etc.

(%) Par suite, a toute couple de points a et b contenus dans une cellule A 2
1 dimension, il correspond wne seule cellule (ab) dans A également 2 1 dimension
dont la frontiere est a + b. Et, pour trois points a, b. ¢ quelconques d¢ A on
aa(bc)+ b(ca) +c(ab) = o. Les théorémes -« d'ordre » pour les points sur un
segment ou une droite sont donc les mémes points sur une cellule de 1 dimension.
Voir, plus loin, la définition d’un segment et d'une droite.

(*) En désignant par S | A e sous-espace de Vespace binaire S. dont chaque
point est a une distance d du point A, nous pouvons énoncer la définition de I’ana-
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11 est clair, d’aprés le dernier théoréme que toute caractéristique
(invariant) d'une surface W,, définie uniquement en fonction des
cellules 4 n dimensions de la surface, est nécessairement une caracté-
ristique des espaces normaux discrets S, de classe 2. Et, proposition
converse, toute caractéristique d’un espace normal S, de classe 2
pour lequel il existe une surface W, équivalente @ ce S, est une
caractéristique (sans étre nécessairement un invariant) de cette
surface. On peut montrer, sans grande difficulté, pour plusieurs
surfaces a deux dimensions, sans fronti¢res (Randen) ('), que si 'on
trace sur elles un certain nombre de courbes, elles peuvent étre
découpées en cellules a 2 dimensions de facon a former des
surfaces W,. Il en est indubitablement de méme pour toutes telles
surfaces a 2 dimensions et peut-étre aussi pour toutes telles surfaces.
a n dimensions. Nous montrerons en détail, et avec quelque difficulté,
qu’il correspond a tout espace normal S, de classe 2, fini, de connec-
tivité 1 (voir 6.), une carte dans le plan (par suite une surface W,)
qui, considérée comme un espace discret de cellules a deux.
dimensions, est équivalente a I'espace S, donné (voir 8¢, g°, 15°, 6;).
On peut certainement généraliser et prouver qu'il correspond a tout
espace normal S, fini, de connectivité m, une surface W, (non plus
dans le plan) équivalente a l'espace S, donné, bien qu’il puisse y
avoir des difficultés a généraliser le théoréme 8. Cependant, il ne
correspond stirement pas a un espace normal S, (de classe 2), fini,

de connectivité (1, m) ou m > 1 (s'il existe untel S,) une surface W,

qui lui soit équivalente. Il serait certainement trés intéressant que
tous les invariants d’ A nalysis situs d’une surface a n dimensions (du

logue (pour les espaces binaires) d’un espace normal (discret) S, de classe 2 de la
facon suivante :

Un espace binaire connexe, fermé S est un espace normal & ndimensions (n=1,2,3,...),
si pour tout point A de S il existe un voisinage ¢ > o tel que chaque sous-
espace S | Al < d <) de S contenu dans ce voisinage soit un espace normal
a4 n—1 dimensions, o un espace normal & zéro dimension cst réduit A un couple
de points.

Les espaces enclidiens et les espaces non enclidiens & n dimensions, mentionnés
dans le commencement de lIntroduction, sont des espaces binaires normaur
a n dimensions, ’

() Les surfaces avec des frontiéres correspondent aux espaces de n-cellules qui
ne satisfont pas la premiére condition dans la 'définition d'une surface W,. Ces
derniers sont sous certaines conditions les espaces normaux T, (voir 6,).
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moins ceux qui sont connus) fussent définis indépendamment de la
nature des éléments qui constituent la surface. Cependant, consi-
dérant I'état actuel de ' Analysis situs, ot il est fait si grand usage
de I'intuition, il faut s’en remettre a 'avenir pour décider jusqu’a
quel point cela est possible ().

Nous montrerons dans le Chapitre 1T que 'ensemble S), déja défini
est un espace normal & n dimensions, de classe 1. 1l apparaitra
souvent dans notre ouvrage un autre espace normal particulier,
Iespace normal S, a n dimensions (2) de classe 2; les S, finis (3)
étant analogues aux courbes fermées (droite projective), et les S,
infinis étant analogues aux courbes ouvertes (droite euclidienne). 11
peut étre défini comme un espace discret connexe dont chaque
élément est de degré 2 (voir 3.). A tout couple d’éléments A et B
d’un tel S, infini il correspond un seul arc discret de S, passant par
A et B. Mais, si cet espace S, est fini, il correspond deux arcs
discrets de S passant par A et B dont la somme est S, et dont le
produit est A + B.

Un espace discret est dégénéré s'il ne contient aucun espace
normal de classe supérieure a 1. Nous montrerons que tout espace
discret qui ne ‘contient pas un espace normal S, précédemment défini
est un espace dégénéré (voir 14¢). En faisant usage du théoréme qui
dit que tout dérivé d’un espace normal est connexe (voir 1¢),
nous montrerons aussi que toul espace dégénéré fini, a n
dimensions, est colorable (voir 5.) en n—1 couleurs et que tout
espace normal, dégénéré, fini, & n dimensions, est colorable en
n -1 couleurs d’une seule facon (voir 3¢, 17¢, 18¢). 1l apparaitra
comme corollaire des théorémes qui conduisent au théoréme cité
quelques lignes plus baut que tout espace connexe fini S, ({S|Z2),
a au moins deux éléments A et B tels que ses sous-espaces S — A

et S — B soient connexes, théoréme trés facile & énoncer, mais plus
difficile a prouver.

(') Le nombre des cellules & o, 1, 2, ... dimensions d'une surface W, est le

méme que celui des éléments des dérivés D"(W,), D"t (W), D*-2(W,), ....
Chaque dérivée d'une surface W, est un Komplexe (Voir Encyklopddie, loc. cit.,
p- 136) déterminé par cette surface ( Voir 5,).

(?) L’indice dont on affecte l'espace, lorsqu’il n’est pas pris dans une suile
d’espaces, désigne presqne toujours un nombre de dimensions (voir 4§,).

(3) Quand S est un espace, | S| désigne le nombre d’éléments de S. Un espace S
est fini ou infini selon que | S| est fini ou infini,
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Il'est évidemment intéressant, dans toute étude systématique des
espaces discrets, de savoir quel est le plus petit nombre d’éléments
nécessaires pour construire un espace discret de type donné, et
quel est le plus petit nombre d’éléments conjugués a un élément
arbitraire d’'un espace de ce type (voir 4.). Un espace d’un type
quelconque, comprenant le nombre minimum d’éléments sera
appelé primitif, et un élément d’un espace S, conjugué au
nombre minimum d’éléments sera appelé un élément primitif
de S. Nous démontrerons qu’un espace normal S, primitif est
un S, et qu'un espace normal S, (') de classe m contient
m (n—+1) éléments. Nous démontrerons également que pour tout
élément A primitif d’un espace normal S, de classe m S,| A est
un espace normal S,_, primitif de méme classe, que deux
espaces normaux primitifs de méme classe et méme nombre de
dimensions sont équivalents, et plusieurs autres théorémes
(voir Chapitre 11). Le nombre des éléments d’un espace au-dessus
du minimum et le nombre des éléments conjuguds a un élément
au-dessus du minimum sont appelés respectivement degré de
Pespace et degré de élément. Ainsi, un espace normal S, de classe
m et de degré A contient m (n 1)+ k& ¢éléments, et, a un élément
de degré k' dans un espace normal S, de classe m correspondent
mn + k' éléments qui lui sont conjugués (2). Approximativement,
Pétude de la colorabilit¢ en quatre couleurs d’une carte dans un plan
revient en grande partie a celle de la distribution relative des’
éléments de degré 1 et 2 dans un espace normal S, de classe 2 et de
connectivité 1 (3).

Nous démontrerons que, pour tout espace normal S, contenu
dans un espace normal S,(n—m >1), S,—S,, et S,|S,, sont
toujours connexes et que, pour lout espace normal S,_, de classe 2
contenu dans un espace normal S, de classe 2, S,—S,_, et

(1) L'indice désigne son nombre de dimensions (voir l'avant-derniére note). Pour
plus d’unité nous ne parlerons, .dans l'Introduction, que des espaces normaux,
passant complétement sous silence les espaces denses el les espaces normaux T,
(voir 4,. 6,). :

(2) Voir la note relative a la définition 3.

(*) Voir Encyklopidie, loc. cit., p. 177. Parm les ouvrages parus depuis cette
date, voir en particulier G. D. BiRKno¥r The Reductibility of Maps (American
Journal of Mathematics, vol. 35, 1913, p. 116); et P. FRANKLIN, The four color
problem, méme journal, vol. 44, 1922, p. 225.
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S, | S.—: sont soit connexes, soit de connexité 2 (voir 74, g%, 104).
Ce dernier théoréme nous permet de définir la connectivité d’un
espace normal de classe 2 analogue a la définition de genre
(geschlecht) (') d’une surface, Ainsi, un espace normal S, de
classe 2 est de connectivité 1 si, pour tout espace normal S, de
classe 2 dans S,, S, — S, est de connexité 2 (voir 6.) (2). De méme,
un espace normal S, est unilatére ou bilatére selon qu’il contient
ou ne contient pas un espace normal S, (de classe 2) tel que 5,15,
soit connexe. L’existence des espaces normaux S, qui ne sont pas @de
connectivité 1 ou ne sont pas bilatéres se montre sans trop de
difficulté.

Par exemple, Pespace normal S, de classe 2 et de degré 10 dont
chaque élément est de degré 2 est de connectivité 2. L’espace nor-
mal S, de classe 2, de degré 4 et d’ordre 12 contenant quatre éléments
de degré 2 et six éléments de degré 1 conjugués & un des éléments
de degré 2 qui n'est pas conjugué aux trois éléments restants, est uni-
latere. Ces deux espaces sont, sans doute, respectivement un espace
normal S, primitif de classe 2 et de connectivité 2 et un espace
normal S, przmmf de classe 2 unilatére.

Pour pouvoir étendre par induction les résultats auxquels nous
sommes arrivés pour un espace primitif d’un certain type a un espace
d’un nombre quelconque d’éléments du méme type, il nous faut une
transformation telle que, si on applique aun espace de ce type, le
transformé de cet espace est encore du méme type et a un élément
de plus. Approximativement un transformé d'un espace discret P
est Pespace résultant de P quand 'un de ses éléments s’est subdivisé
en deux éléments (voir 6;). Un transformé normal d'un espace
discret P est un transformé de P dans lequel 1'élément qui s’cst sub-
divisé en deux I’a fait de fagon a satisfaire a certaines conditions.
Nous démontrons qu'un (ransformé normal d’un espace nor-
mal S,, de classe 2 est un espace normal de méme classe et méme
nombre de dimensions que S, (voir 159 (3). Par suite, puisqu’il

(1) Voir Encyklopadie, loc. cit.. p. 182 et 184,

(2) Il est facile de démontrer qu'une surface W, de genre m est de connectivité m
quand m =1; c’est indubitablement vrai pour toute autre valeur de m et la réci-
proque doit aussi étre vraie. Néanmoins la démonstration détaillée est longue, méme
sim=r1.

(*) Nous faisons cette démonstration en nous servant de I'espace normal T, (voir

THESE LINFIELD 2
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existe des espaces normaux S, primitifs, il existe aussi des espaces
normaux S, de classe 2 et de degré quelconque ('). Nous démontrons
que si {’un des espaces normaux de classe 2 est un transformé de
Uautre, il en est un transformé normal. Pour deux tels espaces
normaux P et Q, () étant le transformé de P et en outre
Q/(Q—PQ)=R,

on ales relations

ID(Q)! —|Do(P)| =1,

IDY(Q)| —|Dt(P)| =1+ |D°(R)|,

|D2(Q)| —|D*(P)| = | D°(R)|+[D'(R)}|,

....................................... ey

IDr(Q)|—| D2 (P)}| ={D=-2(R)
Par éuite, le nombre
iD(P)| — [ DY(P)| +|D*(P)| —...+ (—=1)*| D2(P)| (?)

est invariant dans la transformation normale.

Contrairement a la transformation normale directe qui peut étre
faite sur tout espace normal de classe 2, la transformation normale
inverse (a savoir : étant donné un espace normal ) de classe 2,
trouver un espace normal P tel que Q soit un transformé normal
de P) n’est pas toujours possible et présente de nombreuses diffi-
cultés. Cela ne peut évidemment étre fait dans le cas ou QQ est 'un
quelconque des espaces primitifs déja définis. Une condition néces-
saire et suffisante pour qu'a un espace normal () de classe 2 et
d’un nombre quelconque de dimensions on puisse faire corres-
pondre un espace normal P tel que () soit un transformé de P,
cest que Q contienne un couple d’éléments conjugués qui ne
sotent contenus dans aucun espace normal S, (de classe 2) pri-
mitif de () (voir 16¢). Nous démontrons qu'un esoace normal S,
de classe 2 et de connectivité 1, non primitif, contient deux tels

6,, 5'). Par une légére modification de la définition d’un transformé normal nous
pouvons obtenir des transformations qui jouent — pour des espaces denses, normaux,
et des espaces normaux T, — le réle que joue la premiére pour des espaces
normaux S, de classe 2.

(*) On peut montrer I'existence d’espaces normaux S, non primitifs de classe supé-.
rieure 4 2 ¢n prenant des dérivés de I'espace normal S, de classe 2.

(%) Voir Encyklopddie, loc. cit., p. 182,
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éléments conjugués, enmontrant qu’il correspond & tout élément C
d’un tel espace normal S, aumornsunS, de C+ S, | Ctel queS,|S]
soit un espace normal Sy (voir 8°). Nous ferons fréquemment usage
de ce théoréme dans I'étude de nos espaces parameétriques.

Nous considérerons dans le Chapitre V des espaces paramé-
triques St qui pour tout entier positif d'un intervalle (p <t<q) sont
des espaces discrets. Les espaces paramétriques auxquels nous nous
intéressons particuliérement sont les espaces paramétriques S§ qui
sont des espaces normaux S, (de classe 2), primitifs pour t =26 et
tels que S’;“ soit un transformé normal de S’; pour bskSqg—1.11
suit donc du dernier théoréme et du théoréme 174 gu’a tout espace
normal S, (de classe 2), fini, de connectivité 1, il correspond un
espace paramétrique S, tel que S? soit équivalent a U'espace S,
donné (voir g4).

11 est clair que si l'on fait correspondre une coordonnée a chaque
élément d’un espace discret fini de n ¢léments, unc fonction dis-
tance s(m, k) de cet espace (wvoir 7,) est déterminée par un déter-
minant symétrique d’ordre n, d’aprés le procédé bien connu employé
par Poincaré (') et d’autres auteurs. Elle peut aussi étre déterminée
par n fonctions (polynomes) f,(m), foa(m), ..., fa(m) satisfaisant
a la condition fy(m) = f,, (k) =s(m, k). On ne sait pas encore, du
moins & notre connaissance, si une fonction distance d’un espace
discret fini S arbitraire est déterminable par un nombre de fonctions
(d’une seule variable) inférieur a n et indépendant de n (n=|S}|).
Nous montrerons par de longues et soigneuses considérations sur
Pespace paramétrique orienté (voir 7.) et a I'aide du dernier théo-
réme sur I'espace SY qu’une fonction distance d’un espace normal S,
fini de connectivité 1 est déterminé par trois de ces fonctions et méme
par deux. Par suite, @ tout espace normal S fing de connectivité 1,
il correspond aw moins un couple de polynomes déterminant quel
couple d’éléments de S, sont conjugués et lequel non conjugués
(voir 11°).

A un espace normal S, de classe 2 primitif il correspond une carte
dans le plan (une surface W,), dont chaque pays a une frontiére
convexe, et qui lui soit équivalente. Il suit donc (par induction) du

(') Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, vol. 13, 18gg, p. 285. Voir
aussi Encyklopddie, loc. cit., p. 179.
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théoréme sur I'espace normal S¢ déja cité (voir g) et du lemme 13,
qu’il en est de méme pour tout S, fini, de classe 2 et de connecti-
vité 1. Par suite, dans le probléme du coloriage d’une carte en quatre
couleurs (') il suffit d’étudier les cartes dont les pays ont des fron-
tiéres convexes (votr 15°).

La démonstration du dernier théoréme, sur l'existence dans le
plan d’une carte équivalente a un espace normal arbitraire S,, fini,
de classe 2 et de connexité 1, de méme que celle du lemme 15, est
évidemment tout a fait inde'pendanie des propriétés métrigues du
plan, mais elle fait surtout appel a la propriété qu'a chaque droite de
diviser le plan en deux parties. Nous avons également pensé qu’il
serait intéressant et profitable de comparer les démonstrations des
théorémes sur les espaces discrets avec les démonstrations synthé-
tiques des théorémesde la géométrie euclidienne ¢lémentaire, comme
celle du théoreme : les cotés d’'un triangle divisent le plan en
deux parties, etc. (Vest pourquoi nous donnerons la définition d’un
plan non métrique (et celles des termes qui y sont associés : segment,
droite, etc.) pour lequel les théorémes et les lemmes ci-dessus sont
vrais aussi bien que les théorémes non métriques de la géométrie
élémentaire, et nous démontrerons dans ’Appendice quelques théo-
rémes élémentaires (et familiers) conduisant a la démonstration du
lemme précité. Pour faciliter la comparaison, nous emploierons pour
nos nouvelles définitions les trois opérations sur les espaces dont
nous nous sommes déja si souvent servis. Nous commencerons par
les définmitions du terme segment :

Soient X et Y deux points quelconques d’une droite S,; le seg-
ment (XY) est un sous-espace de S, (déterminé par X et Y d’une
seule fagon) satisfaisant aux deux conditions (explicites) :

X +Y < (XY) et (XY) —(X+Y)=0 (2)

(') Encyklopddie, loc. cit., p. 137.

(?) L’arc discret (XY) dans un espace normal S,, discret infini, satisfait 3 toutes
ces conditions, sauf a (XY) — (X + Y) 3 o. On peut définir les segments d'une
droite projective (orientée ou non) d'une facon semblable. En vue de certaines
applications il est préférable d’omettre cette condition, ou, dans Pétude des espaces
binaires, de lui substituer la condition que (XY) est connexe. Voir la définition
d’une cellule 3 n dimensions donnée ci-dessus.
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et aux trois conditions (implicites)

(a) . (XY) = (YX);

(b) Si les trois points A, B et C sont contenus dans S, on a

A(BC) -+ B(CA)+C(AB) = o;

(¢) Si, en outré, C(AB) =0, 0na
(AC)+(CB)=(AB) et (AC)(CB)=C (1)

Tout point d’un segment (AB) distinct de A et de B est entre A
et B; les points A et B sont appelés les extrémités du segment (AB).

En appelant espace primitif un espace dans lequel & tout couple
d’éléments A et B de cet espace correspond un seul segment (AB)
ou pas du tout (2) nous pouvons donner d’un espace primitif con-
nexe les définitions suivantes :

Un espace primitif (non vide) S est conneze si, a tout sous-espace
(non vide) R de S, (S — R) = o, il correspond au moins un couple
de points A et B, 'un dans R et Pautre dans S — R, tels que S con-
tienne un segment (AB); ou bien :

Un espace primitif (non vide) S est connexe si, a tout couple
de points A et B de S il correspond un ensemble de n points A,,
A v A(Ay=A et A,=B) de S tels que S contienne les seg-
ments (A;A;,)(i=1,2, ..., n— 1) et ne contienne pas les seg-
ments (A;A;) (i — j <1); ensuite :

Un espace primitif (non vide) S est connexe si, pour tout couple

de points A et B de S il contient un segment (AB) (*).

(') En posant que, si A et B désignent le méme point, (AB) désigne aussi ce
point, il suit immédiatement que les conditions (&) et (¢) sont toujours satisfaites,
méme quand A, B et C ne sont pas distincts.

(?) Les espaces droite, plan, S, que nous allons définir dans un instant et tout
sous-espace de ces espaces sont des espaces primitifs. .

(*) En appelant conjugues deux points A et B d'un espace primitif S si S contient
un segment (AB), un espace primitif est un hyperespace discret; et ces deux défini-
tions d"an espace primitif connexe sont identiques aux deux définitions d'un espace
discret connexe données daus le cinquieme paragraphe de I'Introduction. Par suite, ’
puisque ceux-la sont équivalents (voir 12), ceux-ci le sont aussi.

(*) Cf. la définition d’un S}, dans le septiéme paragraphe de I'Introduction.



—99 —
D. Une droite (primitive) S, est un espace primitif (non vide)
qui satisfait aux deux conditions suivantes :
a. A tout couple de points A et B contenus dans S, il correspond
un seul segment (AB) de S, ;

~ b. A tout point C contenu dans S, i coi‘respond deux sous-
espaces P et Q (appelés couples de demi-droites) de S satisfaisant a

P-+Q=8S,, PQ=C
P, P‘—PQy Ql Q_PQ

solent chacun convere, et

P—PQ+Q—PQ

ne soit pas connexe ().

tels que

P. Un plan (primitif) S, est un espace primitif (non vide et non
réduit a un seul point) qui satisfait aux deux conditions suivantes :

a. A tout couple de points contenus dans S,, il correspond une
seule (?) droite S, de S, contenant ce couple.

b. A toute droite S, contenue dans S, il correspond deux sous-
espaces P et Q (appelés couples de demi-plans) de S, satisfaisant &

P+Q=S,, PQ=S,,
P’v P— PQy Q) Q - PQ
soient chacun convezes (3), et

P—PQ+Q—PQ

ne soit pas conneze (*).

tels que

(') Par suite, il n’y a qu'un seul tel couple de demi-droites correspondant 2 un
point dans S,. Et, pour tout couple de points A et B contenus 'un dans P — PQ et
I'autre dans Q — PQ, (AB)PQ est un secul point. Les deux théorémes pour le plan
qui correspondent & ces deux théoremes pour la droite sont vrais et ils se démontrent
exactement de la méme facon. En vue d’études sur les espaces binaires il est parfois
préférable d’entendre ici le mot connexe dans le sens ol nous 'avons employé pour
définir une cellule a n dimensions et non pas dans le sens ou nous venons de le
définir. Cf., Encyklopidie, loc. cit., p. 16-25.

(?) Par suite, si deux droites dans un plan S, ont deux points (distincts) ea
communs, ils sont identiques.

(3) Cf. les théorémes ¢ et 109,

(*) Un espace (primitif) S, (a n dimensions) est un espace primitif qui contient
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Soient maintenant A,, A,, ..., A, m points ordonnés (cyclique-
ment) d’un plan, tels que trois consécutifs ne soient pas alignés, et
soit P;, Q; le couple de demi-plans correspondant & la droite conte-
nant A; et A;,,, alors si P; contient tous ces m points (i =1,2,...,m),
le produit P, P, ... P, est un espace convexe contenant tous les seg-
ments (A;A;,,). Un tel produit P,P,... P, est appelé un polygone
convexe (') (de m cotés) dont les sommets sont les points A,,
Ay, ..., Ay et dont les cotés sont les segments (A, Az, ). Cest cette
définition d’un polynome convexe que nous employons dans le
lemme 135. Le triangle est donc un polynome convexe de trois
cotés. L'angle Ay Ay A, est le produit P, Py, et les cotés de cet angle
sont les produits P, P,Q, et P, P;Q,. Les cotés R' d’un polygome R
dans un plan S, constituent la frontiére de R et de S, — (R — R/).
Cette frontiére est convexe si pour tout couple de points A et Bde R/,
(AB)R’ est identique soit & (AB), soit 4 A 4~ B. C’est cette définition
d’une frontiére convexe que nous employons dans le théoréme 15°.

Dans tout le cours de ce travail nous admettrons comme expresi
sions équivalentes (quand P et Q sont des espaces) :

(%) ¢« P est contenu dans Q » (2) et « P<<Q »,
(z7) « P est identique 2 Q » et « P=Q »,
(i) « P est vide » et « P=0O »

un espace S,_; et qui satisfait aux deux conditions suivantes :

a. A tout ensemble de m points de S, (2 Smsn) qui ne sont pas tous contenys
dans un S,,_, de S, il correspond un seul S,_, de S, contenant cet ensemble de
m. points.

b. A tout S,_; contenu dans S, il correspond deux sous-espaces P et Q (appelés
couple de demi — S,) de S, satisfaisant a

P+Q=S,, PQ=S,_,
P, P—PQ, Q, Q—PQ

P—PQ+ PQ

- tels que

soient chacun convexes, et

ne soit pas connexe.

(') Voir dans YEncyklopddie, loc. cit., p. 26, la référence 3 MM. ENriquEs et
AMoLp1.

(?) Et aunssi « Q contient P », « Q renferme P », « P est un sous-espace de Q »,
« il existe un sous-espace P de Q », « il correspond un sous-espace P de Q », ete.
Le grand nombre d’expressions ¢quivalentes employées dans les mathématiques cou~
rantes est embarrassant. Je n'ai cependant pas pu, dans.a circonstance, m'écarter
beaucoup du langage mathématique maintenant employé, bien que dans les démons-
trations je me sois restreint aux phrases les plus c<imples possibles.
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La premiére est définie implicitement dans I'Appendice par les
conditions C,, C,, C;; la seconde y est définie explicitement (')
par C,; et la troisiéme implicitement par Cjy et C,,.

Nous admettrons aussi comme expressions équivalentes (quand P
et Q sont des espaces) :

) « la somme de P et Q » et « P+ Q »,
(Zi) « le produit de P et Q » et « PQ » (2),
(idD) « la différence de Pet Q » et « P—Q ».

Les deux premiéres sont définies explicitement dans I’Appendice
par les conditions G, et C;; la derniére, implicitement par Cg, Cy.
Toutes les assertions que nous faisons dans ce travail et qui ne con-
tiennent que ces six expressions peuvent étre déduites de ces dix
assertions G, a G, et C,; (3), et nous les démontrons dans ’Appen-
dice. Toutes les assertions que nous faisons dans ce travail et qui,
non seulement contiennent ces expressions, mais d’autres encore,
peuvent étre démontrées a partir de ces dix assertions et des défini-
tions des autres expressions. La plupart sont démontrées dans le
texte (*).

Quand, a I'époque actuelle, on compose un ouvrage de cette nature

() Dans une définition implicite les conditions imposées a l'expression que
définit cette définition contiennent cette expresion. Dans une définition explicite il
n’en est pas ainsi, c’est-a-dire que Phypothése et la conclusion ne contiennent
pas toutes les deux I'expression que cette définition définit. Cf. Eucyklopddie, loc.
cit., p. 11. Les définitions des opérations ct les définitions des fonctions par des
équations fonctionnelles sont presque toujours implicites. La définition du segment
que nous venons de donner est implicite: les définitions du plan et de la droite
sont cependant explicites. La définition (due & M. Fréchet) des expressions suite
convergente et point limite d’une suite convergente que nous employons reelle-
ment est implicite. Voir la Note relative au terme fermée dans la définition d’une
cellule a n dimensions.

(?) Ce sont les trois opcérations de 1'Algébre de la logique.

(3) L’expression un elément (point) d’un espace est définie explicitement par Gy,
et quelques expressions qui lui sont associées sont définies par C,,. La condition C,
peut étre ¢noncce sans faire usage de l'expression « él¢ment d'un espace ».

(*) On peut définir implicitement l'expression « a est inférieur 3 & » (ou a < b)

comme relation binaire entve les nombres réels qui satisfait aux trois conditions
suivantes :

(1) ada,
(2) sia< b et b<e, ona a<ec,
(3) siad b et bdc, ona adc

pour trois nombres réels quelconques a, b, c. On peut ensuite définir ezplicite-
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(ou I'on insiste plus particuliérement sur la démonstration des con-
clusions que I'on veut tirer, et non pas sur les applications physiques
possibles), on contracte une grande dette envers la « mathematisch
logischen Schule » (') d’ltalie et de divers autres pays; car il faut lui
étre reconnaissant des exemples qu’elle a composés. En composant ce
travail je me suis cependant écarté, pour diverses raisons que j'expo-
serai briévement, et au moins sur quatre points, de la marche suivie
par cette école.

Tout d’abord je n’ai pas commencé en faisant état des termes (ou
symboles) indéfinis et des propositions non démontrées (axiomes,
postulats, etc.). Il m’a paru, en effet, préférable d’intégrer les condi-
tions imposées aux termes employés en des définitions (explicites
ou implicites), aussi bien a cause des théorémes concernés qu’a
cause de 'unité de théorie. J'ai déja signalé, dans ma thése d’'Har-
vard, qu’il n’y a pas de distinction définie entre les définitions
et ce que M. Huntington (2) appelait general laws postulates
(une fois intégrés). Depuis lors, je suis arrivé a la conclusion
que les assertions qu’il appelait existence postulates sont (*) des
conditions, dans une définition d’un espace, portant surla nature des
éous—espaces que contient cet espace. De méme, qu’aucune sorte de
postulats, d’axiomes, etc., n’est nécessaire a I’étude d’un espace dont
les éléments sont arbitraires, ou a I’étude d’un hyperespace parti-
culier. C’est pourquoi, comme il ne s’agit ici que de tels espaces et

ment b =c¢ comme dans C,;, & savoir : si b c et cd b on a b = c, et réciproque-
ment. (De méme, explicitement, si b<¢, on a ¢ > b, et réciproquement.) De la
derni¢re définition on déduit immédiatement (voir 1'Appendice) et (i) a =a,
(il) si b=c on ac =20, et (iii) sia==5bet b =c on a a=c (trois assertions qui
sont ordinairement prises comme définition des égalités des nombres), et toutes les
autres assertions li¢es aux expressions inferieur a et €gal a. Cf. M. HUNTINGTON,
Transactions American Mathematical Society, vol. 5, 1904, p. 289, et Vol. 6, 1905,
p- 17. On y trouvera d’autres références relatives a de sujel et a des sujets qui en
dépendent. Pour une discussion (classification) des définitions voir en particulier
les mémoires de MM. PEaNo et BuraLi-ForTi dans la Bibliothéque du Congrés
international de Philosophie, vol. 3, Paris, 1goo. Je ne considére pas comme une
géncralisation trop hative l'assertion que les mathématiques commencent necessai-
rement par des definitions implicites.

(') Encyklopddie, loc. cit., p. 14.

(*) A set of postulates for abstract geometry, expressed in terms of the
simple relation of inclusion (Mathmatische Annalen, vol. T3, 1g12-13, p. 522-559).

(%) L’Existentialaxiome dans V'Encyklopddie, loc. cit., p. 168, est aussi de méme
nature.
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hyperespaces, je me suis écarté, par la forme, de la marche survie
dans ma thése d’Harvard et je ne donne pas ici de postulats,

Deuxiémement, je n’ai qu'effleuré la question de la compatibilité
de nos définitions, c’est-a-dire de savoir si aucun des espaces définis
n’est nécessairement vide. Ainsi que nous 'avons déja fait remarquer,
on peut facilement construire des espaces de n'importe quel nombre
de dimensions et de n'importe quelle classe. Je n’ai pas pu construire
cependant de tels espaces ayant toutes les connectivités définies.
Ainsi, par exemple, il reste encore a montrer existence d’un espace
normal a trois dimensions, de classe 2 et de connectivité (1, 2) (*).

Troisiémement, je n’ai du tout abordé la question de 'indépen-
dance des conditions dans aucune de nos définitions. En fait, dans le
choix des conditions pour une définition, je n’ai été guidé que par
deux considérations : rendre 'énoncé de la définition le plus simple
possible, et employer seulement les conditions qui serviront directe-
ment dans les théorémes suivants. Car j’ai pensé que du moment
qu’un théoréme donnant des « conditions nécessaires et suffisantes » (2)
est a sa place a un endroit quelconque de la théorie, il n’y a pas de
raison que je m’embarrasse tout au commencement. De plus, dans
une théorie nouvelle, les questions d’indépendance ne sont que d’'im-
portance secondaire.

Quatri¢émement, je n’ai pas hésité, pendant tout le cours de ce
travail, & me servir des opérations géométriques (opérations sur les
espaces) soit des opérations, addition, soustraction et multiplication,
de I'Algébre de la Logique, soit des deux opérations introduites au
début del'Introduction. De nombreux auteurs font maintenant usage
dans leurs ouvrages du symbolisme condensé¢ de Peano. D’autres se
servent de ce symbolisme mais ne l'utilisent pas dans leurs publi-
cations (3). Nous avons pensé pouvoir donner une idée plus claire

v

(') Voir la note a la définition 6,

(2) Bt par suite une nouvelle définition.

(®) The logical symbolism of Peano, although not employed in the paper as pre-
pared for the press, has been of almost indispensable value in working out the
details of the demonstrations. Without some such symbolism, it is almost impossible,
in a work of this sort, to avoid errors (HuNTINGTON, Annalen, loc. cit., p, 525).
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de 'étude des espaces discrets en publiant cet ouvrage dans la forme
méme ou il a été élaboré; d’ou Pemploi des opérations géométriques.
D’autre part il ne suffit en comparaison que d’un trés faible effort
pour les apprendre et elles sont trés précieases dans toute étude
des espaces.

Ce travail n’a pas été entrepris comme étude des concepts mathé-
matiques, ni pour obtenir une vue d’ensemble des mathématiques en
se placant a un nouveau point de vue, ni dans aucun but utilitaire
défini; et pourtant il remplit remarquablemeni ces divers buts. Nous
avons pu, dans P'ensemble, rendre plus clairs que dans tout autre
livre, a notre connaissance, I'introduction et Pemploi des opérations,
transformations, définitions implicites, hyperespaces et espaces
paramétriques, concepts qui marquent la différence entre les mathé-
matiques modernes et celles des Grecs et du Moyen Age. On peut
certainement se faire une idée plus claire sur la structure et le déve-
loppement d’une théorie mathématique en lisant un ouvrage de cette
sorte qu’en lisant un traité sur un sujet qui a été étudié pendant des
décades par de nombreux mathématiciens, ou la familiarité méme du
sujet nous provoque peu el nous pousse  accepler sans examen cri-
tique et réflexions adéquates bien plus de points que nous n’aurions
fait sans cela. Lorsque les opérations géométriques seront étudiées et
enseignées parallelement aux opérations algébriques, les théorémes
sur les espaces discrets (comme les théorémes sur les espaces nor-
maux & deux dimensions de classe 2) pourront étre employés pour
rendre familiéres les opérations géométriques, comme les théorémes
de géométrie euclidienne sont maintenant employés pour rendre
familiéres les opérations algébriques; ils pourront aussi étre employés
pour faire mieux comprendre la signification du mot « démons-
tration ». Pour ma part, je ne puis m’empécher de croire que les
espaces euclidiens (ou méme des espaces moins restreints comme
les espaces primitifs définis ci-dessus) sont de beaucoup trop res-
treints pour étre d'un grand aide aux débutants en mathématiques.
On trouve aisément dans I'étude des espaces discrets des théorémes
illustrant la signification des groupes de transformations. de dimen-
sions, des démonstrations par induction, des théorémes introduisant
a des théorémes fondamentaux comme celui de Jordan sur les courbes
simplement fermcées du plan (et son extension aux espaces a n dimen-
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sions). Néanmoins nous ne nous étendrons pas davantage ici sur ce
sujet et nous ne ferons guére d’autre digression dans le courant de
cet ouvrage.

Il me reste pour terminer cette Introduction, a exprimer ma pro-
fonde reconnaissance a M. Lebesgue, qui a bien voulu prendre con-
naissance de ma thése de Harvard et me faire part de ses observations,
et & M. Fréchet, qui a bien voulu lire les pages manuscrites du pré-
sent travail et qui, par ses précieux conseils, m’a permis de faire
plusieurs améliorations.

— Q G——



CHAPITRE I

DEFINITIONS FONDAMENTALES ET THEOREMES GENERAUX SUR LA
CONNEXITE, LE NOMBRE DE DIMENSIONS, LE DEGRE ET L’'ORDRE
D’UN ESPACE DISCRET.

Nous montrerons dans le théoréme 1a que la seconde définition
d’un espace discret connexe, sur laquelle nous avons appelé I'attention
dans P'Introduction, est équivalente a celle que nous avons donnée.
Nous répétons cette définition et nous en ajouterons de nouvelles.

Dtrinition 1a. — Un espace discret S est connexe si, pour tout
sous-espace R de S, (S—R)z=o0, ona S|R=0 ('). Un espace
discret S est de connexité m s’il consiste en m espaces connexes dis-
crets, la somme de deux quelconques d’entre eux n’étant jamais un
espace connexe, et nous écrirons alors C(S)=m. Un sous-espace
connexe R de S est entier si S|{R =o0. Sclon que P|Q est, oun’est
pas, non vide nous disons que P est, ou n’est pas, connexe a Q. Le
sous-espace P /Q de P estle conjugue de Q dans P. Si P/Q =P (et
par suite, Q /P=Q), P et Q sont conjugués.

b. Nous appellerons arc discret un ensemble de n éléments
ordonnés d’un espace discret S(n 2 2) dans lequel chaque élément, a
Iexception du premier, est conjugué a celui qui le précéde immédia-
tement et non a ceux qui viennent avant.

¢. Si A est un élément de lespace discret S, le sous-espace
(S—S|A"")|(S|A") de S est appelé le (n —+1)*™® voisinage de A
dans S et est désigné par S|A! (n=1, 2, ...), ou S|A*=A,
S l.l\.‘ = S I A.

Lemume 1. — Si A et B sont respectivement des éléments des espaces
discrets P et Q et si P+ Q contient un arc discret (AB) passant
par A et B, Pscontient au moins un élément conjugué a un élément

de Q.

(') Nous considérons un espace d’un seul élément comme connexe, mais nous ne
considérons pas un espace vide comme connexe.
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Le lemme est évidemment vrai pour | (AB)|= 2. Je suppose qu’il
soit vrai pour | (AB)| =3, 4, ..., m.

Soit | (AB)| = m +1, et soit C Vélément de (AB) conjugué & A;
alors, si C appartient a Q, le lemme est démontré. Si C appartient
a P, (AB)— C est un arc discret contenant seulement m éléments,
pour lequel, par suite, le lemme est vrai. Puisque C ne peut appar-
tenir qu'a P ou Q le lemme est démontré par induction.

Levme 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
élément B d'un espace discret S soit dans le n'™ voisinage d’un-
élément A dans S est que le plus petit nombre des éléments d’un arc
discret allant de A en B dans S soit n 1.

La démonstration est immédiate par induction.

Cororratre 1. — Si B est un élément dans le n¥*™ voisinage de A
dans S, S contient un arc discret de A en B ne renfermant aucun
élément situé dansle (n 4 A)¥™° voisinage de A dans S(A =1, 2, ...).

Lemve 3. — Si A, B et C sont trois éléments d’un espace discret $
contenant un arc discret passant par A et B et un autre arc discret
passant par A et C, S contient un arc discret passant par B et C et
dont les éléments sont des ¢léments des arcs discrets passant par A, B

et A, C.

CoroLraire 1. — Si un espace discret S contient trois éléments A,
B, Ctels que B et C soient respectivement dans les m®™® et n**® voisi-
nages de A dans S, alors cet espace contient un arc discret passant
par B et C et ne contenant pas plus de m + n + 1 éléments.

Cororratre 2. — Si B est un élément situé dans le n®*™ voisinage
de A dans S et si C est un élément de S conjugué a B, alors C est un
¢élément de 'un des trois sous-espaces S| A"t S|A» S| Ant+r,

Lemue 4. — Si a un sous-espace R d’un espace discret S il corres-
pond un élément A de S tel que

REZS[AﬂES§A°+S|A'+SiA’+...,
n—»

a deux éléments quelconques B et C de R il correspond un arc discret
de R passant par B et C.
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Supposons que B et C soient respectivement dans les m*™ et ni¢™
voisinages de A dans S : alors R contient. des arcs discrets passant

par A, Bet B, C[2,], et, par suite, R contient un arc discret passant
par B, C [3].

Tutorkme la. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un espace discret S soit connexe est qu'a chaque couple d’élé-
ments quelconques B, C de S (l corresponde dans cet espace un
arc discret passant par B et C.

Du lemme 1 on déduit immédiatement que la condition est suffi-
sante. Pour montrer qu’elle est nécessaire il suffit de prouver que

pour tout élément A de Sona$ EZ S|An.

n=290

En effet, soit R 52 S|A” et supposons 8 — R =Q=£0; alors
n=20

Q ne contient aucun élément de R et, puisque S est connexe,
Q contient un ¢élément B conjugué a un élément C de R. Soit, main-
tenant, C un ¢lément de S| A%, alors B est un élément de 'un des
trois sous-espaces S|A"=', S| A, S|An+ [3,], et, par suite B est
un élément de R, ce qui contredit I'hypothése R et Q disjoints; par
suite Q est vide.

Cororratre 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un

espace discret S soit connexe est qu'il contienne un élément A tel

que SEES‘A".

n=90

CororrLaire 2. — Le nombre des éléments d’un espace direct S de
connexité dénombrable, dans lequel le nombre des éléments de S
conjugué a un élément quelconque de S est dénombrable, est un
ensemble déncmbrable.

Nous ne nous occupons dans ce Mémoire. comme nous l’avons
déja dit dans 'Introduction, que d’espaces discrets de connexité finie
dans lesquels le nombre des éléments d’'un espace S conjugué a un
élément quelconque de S est fini. Par suite :

Cororratre 3. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
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espace discret connexe soit fini est qu’il contienne un élément A

auquel corresponde un entier positif m tel que S EZ S| A~

n=20

Cororraire 4. — Pour tout espace discret S fini ou infini, il existe
une fonction uniforme S(X) qui fait correspondre a chaque élé-
ment A de S un seul entier positif S(A) de telle fagon qusé tout
entier positif b qui n’est pas supérieur a|S]il corresponde un seul
élément B de S tel que S(B) = b.

[Le nombre S(A) qu’une telle fonction S(X) fait correspondre a
Pélément A de S est appelé la coordonnée de I'élément A; et, par
suite, la coordonnée d’un élément quelconque d’un espace discret S
n’est jamais supérieure a |S|, et les coordonnées de deux éléments
quelconques de S ne sont jamais égales. Il est clair qu’un entier
positif qui n’est pas supérieur a | S| quand S est infini peut étre tout
entier positif (voir Chap. V). |

Derinition 2a. — Nous appellerons transformation équivalence
de S en S, une transformation qui établit une correspondance biuni-
voque entre les éléments des deux espaces discrets S et S’ et qui est
telle que des éléments conjugués de S correspondent a des éléments
conjugués de S’ et réciproquement. Deux espaces discrets S et S
sont équivalents si 'ensemble des correspondances biunivoques de S
en S’ contient au moins une transformation équivalence de S en S'; et
Iéquation S =15’ exprime que S et S’ sont équivalents. Une transfor-
mation équivalence de S en S est appelée une transformation équiva-
lence de S en lui-méme, et deux élé¢ments A et B de S qui se corres-
pondent dans une transformation équivalence de S sont appelés
équivalents; S est symétrique si pour chaque couple d’éléments A
et Bon a S/A=S/B. L'ordre d’un espacc discret S c’est le nombre
des transformations équivalences distinctes qui transforment S en
lui-méme.

b. Un ensemble de m éléments Ay, Ay, ..., A,_, (mZo0) d’un
espace discret S est cycligue par rapport a une transformation équi-
valence (ou pseudo-équivalence) (') Y=T(X) de S en lui-méme

(1) Voir la note relative au théoréme 4a.
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si Ajp, =T(A;) (mod m,i=o0, 1, 2, ..., m—1). Un élément
invariant de S dans la transformation Y = T(X) est un ensemble
cyclique d’un seul élément.

c. Soit T une transformation équivalence (ou pseudo-équivalence)
de Pespace discret S; alors, Uhyperespace (') discret T(S) est hy-
perespace, dont les ¢léments sont les ensembles de S cycliques par
rapport a T, et qui satisfait a la condition que deux éléments P et Q
de T(S) sont conjugués si (et dans ce cas seulement) ces éléments
considérés comme sous-espaces de S satisfont a P| Q = O.

Deérvirion 3a. — Un espace discret qui consiste en n—1 élé-
ments conjugués deux a deux est appelé S, (2); et, 'on appelle p —
fonctionde S une fonction z,(m) quidésigne le nombre des S, contenus
dans un espace discret S et tels que |S /S| | = m. Un espace discret
qui contient un S}, mais ne contient pas un 5,  est un espace a
n dimensions.

b. Un espace discret de coxmexité quelconque m qui consiste
en m espaces S, S, ., ..., 5, (c’est-d-dire un espace discret dont
chaque sous-espace connexe emier est un espace normal de classe un)
est appelé un espace de pseudo-dimension zéro. La pseudo-dimen-
sion d’un espace discret S général est le moindre entier positif n qui
corresponde a S tel que pour tout S;,_, de S,S /S’ | soit un espace de
pseudo-dimension zéro. N

“c. Le degré d’un espace discret S est le nombre des éléments
contenus dans S, et le degré d’un élément quelconque de S est le
degré de S /A. Le pseudo-degré d’un espace a n dimensions (3) est le
nombre, diminué de n 41, des éléments qu’il contient.

Si nous employons l'expression « caracléristique intrinséque »
pour désigner un nombre associé i tout espace discret de telle sorte
que les nombres associés a deux espaces équivalents soient égaux,
nous voyons immédiatement que :

(1) Clest-a-dire un espace dans lequel les éléments sont dt'*ﬁnis;-voirI’Intrnducﬁo;.

(?) Nous montrerons plus loin [33] qu’un S, est un espace normal de classe ua.

(*) D’une facon plus générale, si & est le plus petit nombre d’éléments que puisse
avoir un espace du type ¢, le pseudo-degré de l'espace S du type ¢ est le nombre.
diminué de 4, des éléments de S. Il est clair, que le plus petit nombre des éléments
que puisse avoir un espace a n dimensions est 7 + 1. Nous supprimerons le mot
pseudo dans pseudo-degre quagd il n'y aura pas de confusion & craindre.

THESE LINFIRLD 3
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Tutorime 2a. — Le degré, ’ordre, la connexité, le nombre de
dimensions(ou pseudo-dimensions) et lesvaleursentiéresd’une p —
Jonction d’un espace discret S sont chacun une caractéristique
intrinséque de S.

La démonstration de la derniére partie de ce théoréme qui estle
seul point qui peut ne pas paraitre tout a fait évident peut se déduire
facilement du lemme 7 suivant.

Levue 3. — Si A’ et B’ sont les éléments d’un espace discret S’
qui correspondent aux éléments A et B d’un espace discret S dans
une transformation équivalence de S en S’, A’ est, ou n’est pas con-
jugué a B’ suivant que A est, ou n’est pas conjugué a B.

Cororisire 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une transformation biunivoque de S en S’ soit équivalence est que
si A, B sont deux éléments quelconques de S, B étant dans le n'®"® voi-
smage de A dans S, et si A, B’ sontles elcments de S’ correspondant

a A, B, alors B’ est dans le n‘““’ voisinage de A’ dans S'.

Cororraire 2. — Si A et B sont deux éléments équivalents d’un
espace discret S, pour chaque entier positif n on a

zsmm=25|3m et S|A»=S|Bn.

m=

CoroLrLAlRE 3. Si les conjugués (') respectifs des éléments A
et B dans S — B et S — A sont identiques, A et B sont des éléments
équivalents de S.

CororLraire 4. — Si les degrés des éléments A et B d’un espace .
discret fini S sont tous deux |S|—1, A et B sont des ¢éléments équi-
valents de S.

CoroLLAIRE 3. — Si un élément A de degré m d’un espace dis-
cret S est invariant dans une transformation équivalence de S et, si
parmi les m éléments conjugués a A m — 1 sont aussi invariants dans
la méme transformation, tous les élément conjugués a A sont inva-
riants.

(') P/Q est appelé le conjugué de Q dans P [1a)



CoroLLAIRE 6. — Siun élément A de degré un de S estun élément

invariant dans une transformation équivalence de S, I'élément de S
conjugué a A est aussi invariant dans la méme transformation.

Lemme 6. — Si P’ et Q' sont deux sous-espaces de S’ qui corres-
pornident respectivement aux sous-espaces P et Q de S dans une cor-
respondance biunivoque de S a 8, P'4 Q" et P'Q’ correspondent
respectivement a P 4 Q et a PQ dans cette correspondance.

Lemuve 7. — Une condition nécessaire et suffisante pour que deux
espaces discrets a n dimensions W, et W/, soient équivalents, est
qu'il existe une correspondance biunivoque entre W, et W, telle
que si m +1 éléments de I'un de ces espaces constituent un

S(m=e0,1,2, ... n)

les m 41 éléments correspondants de l'autre espace constituent
aussiun S',. )

CororLaire 4. — Une transformation équivalence d’un espace dis-
cret estaussi une transformation équivalence de chacun de ses espaces
dérivés (1).

De la définition des espaces discrets équivalents il suit immédia-
tement : ’

Tutorime 3a. — Si P, Q et R sont des espaces discrets, alors
(OP=P,(i))siP=Q,Q=Pet (iti) siP=Qet Q=R,P=R.

Cororraire 1. — Si A et A’ sont des éléments correspondants de S
et S’ dans une transformation équivalence de S en S’ et B un ¢élément
de S équivalent a A, il existe une transformation équivalence de S
en S’ dans laquelle B et A’ se correspondent.

i=n
CororLrLAIRE 2. — Si S EZ A; (ou n est fini ou infini) (2) et

i=1

. (3) Pour la définition de I'espace dérivé voir la définition Sa.
(*) Puisqu’un espace discret S contient un ensemble dénombrable d’éléments [1%]
n
nous pouvons toujours écrire S EZ A, car cela revient simplement a dire qu'uae
i i=1
fonction coordonnale [13] de S a été choisie et que A; désigne I’élément de S dont la
coordonnée est i.
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S/A;=S/Aip1, Aiet A;y, étant des éléments de I'espace discret S,
cet espace est symétrique.

Cororrathe 3. — La somme. de deux espaces symétriques équi-
valents et non connexes 'un i 'autre, est un espace symétrique.

Tutorime 4a. — Une condition nécessaire (mais non suffi-
sante) pour que deux espéces a n dimensions S et S' soient équi-
valents est qu’il existe une correspondance biunivoque entre S et S’
telle que si A et A' sont deux éléments correspondants de S et S’

onait S/A=S8"JA" (V).

Il est clair, qu'une condition nécessaire pour que deux espaces
discrets soient équivalents c’est que toutes leurs caractéristique intrin-
séques soient égales. Il reste & montrer dans le cas des espaces géné-
raux, que pour que deux espaces soient équivalents il suffit que 'on
soit assuré seulement de I'égalité de certaines de leurs caractéristiques
intrinséques (*) en particulier, de I'égalité de celles qui sont men-
tionnées dans le théoréme 2a. Cependant, il résulte immédiatement
des définitions 3a et 3¢ le théoréme suivant :

Tutonine Sa. — Une condition suffisante pour que deux
espaces & zéro dimension solent équivalents c’est que leurs degrés
soient ¢gaux, et une condition suffisante pour que deux espaces
a n dimensions soient équivalents c’est que leurs degrés (pseudo)
solent nuls.

Quant a Vexpression de la connexité et de Vordre de la somme de
deux espaces discrets S et S’ en fonction de la connexité et de I'ordre
de S et S’ elle résulte des quatre théorémes trés simples qui vont suivre.
Le dernier donne unc formule simple pour calculer I'ordre d’un
espace non connexe lorsque les ordres de chacun de ses sous-espaces
sont donnés et quand on sait lesquels de ces sous-espaces sont équi-
valents.

(') Une transformation qui établit une telle correspondance entre les él¢ments
de $ et S’ est appelée une transformation pseudo-équivalence de S en S’ et les deux
espaces sont appelés pseudo-équivalents.

(2) On peuat construire des espaces pour lesquels le degré, la connexité, le nombre
de dimenssions, les valeurs enticres correspondantes de leurs 5 — fonctions sont les
mémes, et qui cependant ne sont pas ¢quivalents, mais je n’en connais que d’ordres
différents.



TutoreMe 6a. — Si les espaces discrets S et S’ sont disjoints et
satisfont @ S|S '=o, alors C(S 4+ 8") =G (S) + C(S'), et réci-

proquement.

Tatorime Ta. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
les espaces R, S et R, S’ qui satisfont aux conditions

G(R)+C(S) =C(R' +S')et R=R

satisfassent aussi a la conditionS = S'est que R4+-S=R' 4 §' e¢
R'S=R|S=o.

Trutorime 8a. — Si les espaces discrets S et S' sont équivalents
dans la transformation X' = T (X)), alors (i) le sous-espace R’ de S'
qui correspond & R dans X' =T (X) est, ou n'est pas connere
a S'—R’ selon que R est, ou n’est pas connexe a S — R, (i) R=R’

et (iii))8 —R=S"—TR'.

CoroLramre 1. — Si A et A’ sont des éléments correspondants
de S et S’ dans une transformation équivalence de S en S’, le sous-
espace connexe entier (') de S qui contient 1'élément A est équi-
valent au sous-espace connexe entier de S’ qui contient I'élément A'.

Tutorkme 9a. — Solent deux espaces discrets S et S' d’ordres k
et k', S’ étant connexe et la relation C(S + S') = C(S)+ CG(S')
étant satisfaite : Uordre de S—+S' est (n -+ 1)kk' si S est équi-
valent a n sous-espaces de S tels que la somme de deux quel-
conques d’entre eux ne soit pas connexe, et réciproquement.

CororrLAire 1. — Siles n sous-espaces connexes d’un espace dis-

cret S de connexité n sont tous équivalents et d’ordre k, I'ordre de S
est knn!

CoroLLAIRE 2, — Sik et &’ sont respectivement les ordres de S et S’,
si G(S +8') = G(S) + C(8'), etsi enfin aucun sous-espace connexe
de S n’est équivalent a un sous-espace connexe de S’, l'ordre
de S + S' est AK'.

Nous allons démontrer maintenant que si m est le degré d’un
espace discret S, 'ordre de S est un facteur de m!

En effet :

(') Un sous-espace entier R de S est un sous espace de S qui satisfait S|[R=o[1a].
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Tutorime 10a. — La totalité des transformations équivalences
d’un espace discret S forment un groupe; et si S n’est ni un
espace a séro dimension, ni un espace a n dimensions de degré

zéro, le groupe des transformations équivalences deS est un sous-
grouve symétrique d’ordre m!, oo m =|S|.

Puisque les transformations équivalences de S sont biunivoques il
est suffisant de montrer que le produit de deux quelconques des
transformations équivalences de S est une transformation équi-
valence de S.

En effet,soient A, = T, (A,)etA; =T,(A,)(")(n=1,2,...|S])
deux transformations équivalences de S, posons i,=¢(n), et consi-
dérons deux éléments quelconques A , et A, de S; alors, suivant
que A, est, ou n’est pas conjugué a A,, Ag,, est, ou n’est pés’
conjugué a Aginyy €t Aj, ) est, ou n'est pas conjugué a AJown-
Par suite le produit des deux transformations T, et T,, a
savoir AJ.?“")Z T. [T,(A,,‘)] est une tran_sformation équivalence

de S.

De méme nous démontrons :

Tutorime 11a. .— La totalité des transformations pseudo-
équivalences d’un espace discret S forment un groupe;et,siS n’est
pas symétrique, le groupe des transformations pseudo-équiva-

lences de S est un sous-groupe du groupe symétrique d’ordre m'!
o m=1|S|.

Corovrratre 1. — Le groupe des transformations équivalences d’un
espace discret est, soit identique au groupe des pseudo-transforma-

tions équivalences du méme espace, soit a un sous-groupe de ce
groupe.

CoroLrare 2. — L’ordre d’un espace discret S est un facteur du

pseudo-ordre (2) de S.

(') Voir note a 3. On peut faire cette démonstration sans se servir des coordon=
nées, mais la marche suivie est plus concréte.

(?) Le speudo-ordre d’un espace discret S c’est le nombre des transformations
pseudo-équivalences qui transforment S en lui-méme, et le pseudo-ordre d’un
espace symétrique, de méme que l'ordre d'un espace a zéro dimension ou d’un
espace a n dimensions de degré zéro, est m!, ou m =|S|.
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Tutorime 12a. — A toute transformation équivalence d’un
espace discret S il correspond un ensemble dénombrable de sous-
espaces disjoints, dont la somme est S, tels que chacun de ces
sous-espaces soit une suite cyclique par rapport & cette transfor-
mation et telle que le plus petit commun multiple des degrés de
ces sous-espaces soit égal a Uordre de cette transformation (').

Les suites cycliques d’un espace discret jouent un rdle important
dans la détermination des groupes des transformations équivalences
de cet espace. Sans entrer dans les détails nous donnerons cependant
quelques théorémes simples sur ces suites. Nous commencons par
quelques lemmes.

Lemue 8. — Si Ay, Ay,... A, , estune m-suite de S cyclique
par rapport a une transformation équivalence (psendo-équiva-
lence) X'=T(X) de S la A*"® puissance de cette transforma-
tion X' =T#(X) satisfait & A,,, = T¥(A,) (n=o0,1, ... m—1;
mod m).

CororLatre 1. — Toute m-suite de S cyclique par rapport a une
transformation équivalence (ou pseudo-équivalence) de S est aussi
cyclique par rapport a toute puissance de cette transformation.

Lemme 9. — SiAg, Ay, ..., A, _, est une m-suite de S cyclique par
rapport a une transformation équivalence de S, A; est, ou n’est pas
conjugué a A; selon que A, , est, ou n’est pas conjugué a Aj
(mod m.).

Cororrare 1. — Si A,, A,,..., A, _, est une m-suite de, S

cyclique par rapport a une transformation équivalence de S, A; est,

ou n’est pas conjugué a A, selon que Ay, est, ou n’est pas conjugué
a Aiyq, (mod m).

Cororramre 2. — Le groupe des transformations équivaiences
d’une m-suite de S qui est cyclique par rapport & une transforma-
tion équivalence de S contient le groupe de substitutions qui trans-

(') Si S est infini est si le nombre des sous-espaces est fini, I'un des sous-espaces
doit étre infini, et Pordre de la transformation est alors ¢videmment infini. Par
suite, il nous faut, dans la démonstration de la derniére partie du théoréme, nous
borner au cas ou chaque sous-espace est fini,
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forment un m-agone (') régulier en lui-méme, et par suite, I'ordre
de la m-suite n’est pas inférieure a 2 m.

Levye 10. — Soient P et Q deux sous-espaces disjoints d’un
espace discret S dont la somme est S, soit R=P|Q-+Q|P, et
soient T, et T, respectivement des transformations équivalences de
P et Q : une transformation biunivoque T de S qui estidentique a'T,
dans P (2) et a T, dans Q est une transformation équivalence de S si
(et dans ce cas seulement), T est une transformation équivalence

de R.

Cororratre 1. — Si T, et T, sont respectivement des transfor-
mations équivalences des espaces conjugués P et Q dont la somme
est S, la transformation T de S identique a la transformation T,
dans P et a T, dans (Q est une transformation équivalence de S.

CororLatRE 2. — Si un sous-espace R d’un espace discret S
satisfait a la condition que les conjugués dans S — R de tout élément
de Rsoient identiques, alors a toute transformation équivalence T deR
il correspond une transformation équivalence T'de S, dans laquelle
chaque élément de S — R est invariant, ct identique a T dans R.

CororrLaire 3. — Si un espace discret contient deux espaces
conjugués P et Q de somme S, l'ordre de S est égal au produit des
ordres de P et Q si (et dans ce cas seulement) P (et par suite, aussi Q)
est invariant (*) dans chaque transformation équivalence de S.

CoroLLAIrRE 4. — Selon qu’un espace a n dimensions de degré un
contient ou non un élément de degré A inférieur a n, Pordre de cet
espace est k! (n — k—1) ! ou 2n!.

Cororrame 8. — L’ensemble des espaces différents a n dimensions

de degré un estn +1;et, de ces n 41 espaces un seul n’est pas
connexe. '

Lemume 11. — Siles éléments d’'un hyperespace S’ sont sous-espaces
du sous-espace connexe entier d’un espace discret S, et si deux

(') m-agone étant une simple abréviation de polygone de m-cotés.

(?) Cest-a-dire T(A) =T, (A) pour tout élément A quelconque P.

(3) Clest-a-dire T(A) est un ¢lément de P pour chaque transformation équiva-
lence T de S et pour chaque élément A-de P.
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éléments P et Q de S’ sont conjugués quand (et dans ce cas
seulement), considérés comme sous-espaces de S ils sont connexes

T'un aTautre, on a G (S) = C(8").

" Tutorime 13a. — Toute suite d’éléments d’un espace discret S
cyclique par rapport a une transformation équivalence de S est
un espace symétrique.

En effet, soient A,, A,, ..., A,_, une m-suite de S cyclique par
rapport aune transformation équivalencede S, et soient ALA,. ..,
A, tous les éléments de cette m-suite conjuguésa A;; alors tous les
éléments de cette suite conjugués a A;, sont Aj 4, Ajy, ...,
Aj i1 [9] et Aj est, ou n’est pas conjugué a A; selon que A; .,

m—1 ! m—1
est ou n’est pas conjugué a Aj .. Par suite ZAn/Ai:EA,,/AH..
n=0 n=~0

et, par suite, cette m-suite est un espace symétrique [ 37].

Cororraire 1. — Le nombre de dimensions d’une m-suite cyclique
de S est le méme que celui de tout sous-espace connexe entier de
cette m-suite.

Cororratre 2. — Une 3-suite cyclique est soit un S}, soit un S;.
Une 4-suite cyclique est soit un S}, un S%, un S}, ou 2 espaces S|.
Une 5-suite cyclique est soit un S?, un S? ou un S). Une 6-suite
cyclique est soit un S¢, un S?, un 82, un U,, un S}, 2 espaces S,
ou 3 espaces &,. [Pour les définitions de ces espaces voir la définition
suivante (4c)].

Tutorime 14a. — Si Ay, Ay, ..., Am_s et By, By, ..., B,_, sont
respectivement une m-suite et une n-suite d’un espace discret S
cycliques pair rapport a une transformation équivalence de S,
alors A; est, ou n’est pas, conjugué a Bj selon que Ay (modm)
est, ou n’est pas, conjugué a B;,, (modm).

Cororramre 1. — Si Ay, A\, ..., A, _, et B;,B,, ..., B,,_, sont
deux m-suites de S cycliques par rapport 4 une transformation
équivalence de S, A; est, ou n’est pas, conjugué a B; selon que A,
est, ou n’est pas, conjugué a Bj.,.

Cororuatre 2. — Si deux m-suites de S cycliques par rapport a
une transformation équivalence de S sont connexes 1'une a I'autre, &
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tout élément A de ces m-suites, il correspond au moins un élément B
de 'autre m-suite conjugué a A.

Cororrarre 3. — Si R et R’ sont deux suites de S cycliques par
rapport a une transformation équivalence de S le nombre des éléments
de R’ conjugués a un élément de R est le méme pour tous les éléments
de R. (Ce nombre est appelé I'ordre de contact entre R, R’ et, par
suite, si k et A’ sont respectivement I'ordre de contact entre R, R et

R, R, alors A|R|=4"|R'|).

Conorraire 4. — Si P et Q sont deux suites de S cycliques par
rapport a une transformation équivalence de S, le sous-espace P’ qui
contient tous les éléments de P connexes a Q est symétrique.

CoroLLa1rE 3. — Si une m-suite et une nz-suite de S cycliques par
rapport & une transformation équivalence de S, m et n étant premiers
entre eux, sont connexes 'un a ’autre, ils sont conjugués ().

Tutoritme 15a. — Si un espace discret S posséde deux transfor-
mations équivalences, d’ordre m et n respectivement, telles que
tous les éléements de S qui ne sont pas les éléments invariants
dans une de ces deux transformations soient les éléments
invariants dans Uautre, Uordre de S est supérieur ou égal a mn.

En effet, soit R les éléments non invariants de S dans T, et soit T
la transformation biunivoque de S identique a T{ dans R et a T, dans
S—R (kSm; {Zn). Alors T est une transformation équivalence
dans R et dans S — R. Soient A et B respectivement deux éléments
quelconques de R et de S — R, et soient A’ et B’ leurs transformés
dans T'; alors, puisque T# est une transformation équivalence de S
[8, 14a] et que B est un élément invariant de S dans T7 [8,], A est,
ou n’est pas, conjugué a B selon que A’ est, ou n'est pas, conjugué
a B; et, puisque T} est une transformation équivalence de S et que
A’ est un élément invariant de S dans TY, A’ est, ou n’est pas,
conjugué a B selon que A’ est, ou n’est pas, conjugué a B'. Par suite,
T est une transformation équivalence de S [5] et, par suite, 'ordre
de S est supérieur ou égal a mn.

(') Deux espaces P et Q sont conjugués si P/Q = P, et par suite, Q/P = Q; voir
Y Appendice.
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Tutoreme 16a. — Si un espace discret S contient une seule
m-suite R cyclique par rapport & une transformation équi-
valence T, d’ordre k, de S et si les degrés de toutes les autres
suites de S eycliques par rapport a T, et connexes a R sont
premiers avec m, la transformation biunivoque de S identique
a T dans S — R et identique a une « trantformation involutive »

de la m-suite R (') dans R est une transformation équivalence
de S [9., 144].

CororLaire 1. — L’ordre de l'espace discret S dans le dernier
théoréme est supéricur ou égal 4 k + m (I — 1), ou [ est le plus petit
commun multiple de k[ m et 2.

Tutorime 17Ta. — A tout sous-espace connexe R de S qui
consiste en m-suites cycliques par rapport & une méme transfor-
mation équivalence T de S il correspond un sous-espace connexe

R' de R, qui contient un seul élément de chaque m-suite cyclique
de R.

En effet, soit T (R) un sous-espace de I'hyperespace T (S) dont
les éléments sont les m-suites cycliques dans R; alors, puisque R
yelq ’ » puisq
est connexe T (R) est aussi connexe [11]. Soient P un élément de
T(R) et Py, Pr, ..., P, ... les m-suites de S qui sont les éléments
de T (R)|P7,soient A}, AZ,, ..., A}, leséléments de la m-suite Py,
et soit R' un sous-espace de R qui contient un ¢lément A de P, les
éléments A},/:, A‘ZJ;, cee, A},,,-;._, ... conjugués a A, et les éléments
n+41 n41 +1 . 4, BN M
A, Aty ooy Ap ey oo conjugués chacun i au moins un
1,/’ 1) z./a ) ) A,/k bl 8
élément de I'ensemble Aﬁj:-, A.'z'_,-:, ey AZJZ, e (n=1,2,3,...).

+1 . .
Alors tous les éléments A:’/if“ (k=1,2,...) sont dans le (n + r)ieme

voisinage de A dans R, et R’ est connexe [1]] et contient un seul
¢lément de chaque m-suite cyclique dans R.

Cororraire 1. — A tout sous-espace connexe R de S qui consiste
en m-suites de S cycliques par rapport a une transformation équi-
valence de S il correspond m sous-espaces connexes équivalents et

(') Cest-a-dire une transformation, (ui correspond a une rotation d’un m-agone
régulier autour de I'un de ses axes de¢ symétrie,
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disjoints de R contenant chacun un seul élément de toute m-suite
cyclique de R [26].

Cororraire 2. — Si R contient tous les éléments d’un espace dis-
cret S invariant dans une transformation équivalence involutive de S,
alors S — R contient deux sous-espaces équivalents disjoints dont la
somme est S — R et dont la connexité est inférieure ou au plus égale

a C(S —R).

Conorraire 3. — Si aucun élément d’un espace discret connexe S
n’est invariant dans une transformation équivalence involutive de S,

alors S contient deux sous-espaces équivalents, connexes et disjoints
et dont la somme est S.

Le dernier théoréme nous permet de définir un hyperespace S’
complémentaire a 'hyperespace T(S) [2c¢], ou les éléments de S’
contrairement a ceux de T(S), sont toujours sous-espaces connexes
de V'espace discret S, et ou la condition pour que deux éléments
soient conjugués est, comme avant, que ces éléments considérés
comme sous-espaces de S soient connexes 'un a 'autre.

DeriniTion 2d. Soient

1° T une transformation équivalence de 'espace discret S;

2" Rm le sous-espace de S consistant en toutes les m- suites de S
cycliques par rapport a T;

3° R}, R, ..., R, ... les sous-espaces connezes entiersde Rm.
Alors, un hyperespace complémentaire a ’hyperespace T (S) est
un hyperespace (¢) dont les éléments sont

n 2 n _—
Rm,t; Rm,z; Rm,m (m,n=1,2,...)

oa R} |, R} ,, ..., R}  sont sous-espaces connexes, équivalents et
disjoints de R}, contenant chacun un seul élément de toute nm- suite
cycliquede R, [177]("), et(if) quisatisfait ala condition que deux quel-
conques de ses éléments, R}, ; et R} ;, soient conjugués si, considérés
comme sous-espaces de S ils satistont a R);, ;| R} ; = o (voir 2¢).

e
Tutorime 18a. — Si¢ T est une transformation équivalence d’un
espace discret S et si S' est un hyperespace complémentaire
a T(S), alors C(S)=C(S"), et s/l i’y a pas dans S deux sous-
espaces connexes entiers équivalents, C(S) = C[T(8S)].

() A tout Ry, il correspond un Ry, jtel que Ry =T (R ;).
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Cororrarre 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
espace discrel S soit connexe est que 'hyperespace T(S) (ou T est

une transformation équivalence de S), de méme que chaque hyper-
espace complémentaire a T(S), soit connexe.

Cororramre 2. — Si T est la transformation identique de S,
T(S)=S et il existe un seul hyperespace a zéro dimension complé-
mentaire a T(S) et dont le degré (pseudo degré) est égal ala con-
nexité de S diminué de 1.

Tatorkve 19a. — Si T est une transformation équivalence
d'un espace discret S, le degré de tout hyperespace complémen-
taire & T(S) n’est pas supérieur au degré de S, et n’est pas infé-
rieur a Lordre de T, et tous les hyperespaces complémentaires
a T(S) ont le méme degré.

CoroLrAtre 1. — Si T est une transformation équivalence de Ues-
pace discret S et si un hyperespace complémentaire a T(S) consiste
en deux éléments conjugués, S est connexe, T est involutive et aucun
élément de S n’est invariant dans la transformation T.

Cororraire 2. -— Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
hyperespace complémentaire a T(S) soit identique & S ('I' étant une
transformation équivalence de S) est qu’il n’y ail pas deux m-suites
de S cycliques par rapport a T qui soient connexes 'un a autre.

Tutorive 20a. — Une transformation équivalence T de Iespace
discret S est aussi une transformation équivalence de tout hyper-
espace complémentaire a T(S).

Cororraire {. — L’ordre d’un hyperespace complémentaire a T (S)
est supérieur ou égal a l'ordre de T.

Tatorime 2la. — Soient T une transformation équivalence
d’un espace discret S et R un ensemble connexe entier de m- suites.
cveliques par ravport a 'l @ le sous-espace (correspondant a R)
d’un hyverespace complémentaire a T (S) est symétrique et son
nombre de dimensions n’est pas moindre que celui de chaque
m-suite de R ; et, st le sous-espace correspondant a R d’un hyper-
espace complémentaire a T(S) est @ séro dimension, le sous-
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espace correspondant a& R, de n’importe quel autre espace
complémentaire a T(S) est aussi a zéro dimension. .

Tucoreme 22a. — Sotent :

T une transformation équivalence de l'espace discret S;

P et Q, deuxr ensembles connexes entiers de m-suites et de
n-suites de S (cycliques par rapport a T) conneres lU'un a
Vautre; ‘

P’ et Q' les sous-espaces correspondant a P et Q d’un hyper-
espace S' complémentaire a T(S).

Le sous-espace P" qui contient tous les éléments de P’ connexes
a Q' est symétrique et, si les degrés de P’ et Q' sont premiers
entre euz, P' et Q' sont conjugués.

Cororraire 1. — Si les degrés des suites de S cycliques par rap-
port a T, ne sont pas supérieurs a trois, deux hyperespaces quel-
conques complémentaires a T(S) sont équivalents.

Corocrame 2. — S5i T est une transformation équivalence invo-
lutive de S, deux hyperespaces quelconques complémentaires a T(S)
sont équivalents.

Quand le degré m d’un espace discret S est donné & 'avance, il
n’est pas toujours possible de construire un espace de ce degré et
dont le groupe de ses transformations équivalences soit un sous-
groupe quelconque du groupe symétrique d’ordre m! [g,], mais il
est facile de démontrer que cela est possible pour certains sous-
groupes du groupe symétrique d’ordre m!

Tutoreve 23a. — A4 tout entier positif m (m > 3) il correspond
au moins un espace discret connexe S, a deur dimensions,
d’ordre v et de degré m. '

En effet, soit (AB) un arc discret de degré m — 1 dont les extré-
mités sont A, B et soit E un élément extérieur de (AB) conjugué a
deux éléments C, D de (AB) et a aucun autre élément de (AB),
C étant conjugué a A. Alors S = (AB) + E est connexe et de dimen-
sion 2, et, puisque S|A? et S|B2 sont respectivement de degré 2
et 1, A et B sont invariants-dans toute transformation équivalence

de S [52, 27 ]. D'ailleurs, puisque E est de degré 2, C et D de degré 3,
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S{C2 de degré 1, et S|D? de degré 2 —, les éléments C, D et E sont
des éléments invariants de S et, par suite, la seule transformation
équivalence de S est la transformation identique ().

Nous démontrons de la méme facon :

Triorime 24a. — A tout entier positif m (m >>1)il correspond

un espace discret connezxe a deux dimensions, de degré 3m et
d’ordre m.

Le nombre des espaces discrets différents (c’est-a-dire non équi-
valents) d’un degré quelconque m n’est pas encore connu. Mais nous
donnerons dans les théorémes suivants une limite inférieure et une
limite supérieure pour ce nombre.

Tutorkve25a. — Sio, (m) est le nombre des espaces discrets dif-

. t=m
rents de degré m de connexité k, o, (m—+1) 22 9, (m).
. i=k

En effet, soit S la totalité des espaces discrets différents de degré m
‘et de connexité supérieure ou égale a A, et soit S' la totalité des
espaces discrets dans laquelle un espace P’ de S’ consiste en un
espace P de connexité p (pZ/k) de S et en un élément conjugué a un
sous-espace P’ de P et a aucun autre élément de P — P” ou

()P =Py+Py+. . .+ Pp_syy ()P =P+ Py+...+ Pp,
()| Py 2| Pigy | (T=1,2,...,p—1),
et enfin
(iv)C(P;) =1 (i:x,z, .y P)

Alors tout espace dans S’ est de degré m + 1 et de connexité k. Nous
allons démontrer que S’ ne contient pas deux espaces équivalents et,

i=m
par suite ?-‘(m+'>ZZ o, (m).
i=k
Soient P’ et Q' deux espaces quelconques de S', P et Q les espaces
correspondants de S, soient

A =P —P, B=Q-—Q
P"=P'|A, Q"=Q'|B,

:

(1) Cette démonstration s'étend a des cas plus généraux que celui que nous venons
de considérer.
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et supposons que P/ = Q'. Alors

PP+A+(P—P)=Q +B+(Q—Q), P|P=Q|Q =o,
C(P"+A)=C(Q"+B)=1

et le degré de tout sous-espace connexe de Q — Q" est moindre que
| P” 4+ A|. Par suite

PP+A=Q+B, [P|=]|Q], P—P'=Q-Q [2,72]

Or I'¢lément A de P 4 A et ’élément B de Q' -+ B sont tous deux
de degré | P"|, et chaque élément de Q" + B de degré | P"| est équi-
valent 2 B [2¢ 5,]. Par suite, puisque les espaces P" + A et Q"+ B
sont équivalents, il existe une transformation équivalence de P" + A
en Q" + B dans lequel les éléments A et B se correspondent [ 37], et,

ar suite, P"= ()" |8¢] et P=Q [« ce qui conltredit notre
P ) RN < L7 b q
hypothése.

Cororrare 1. — Le nombre des espaces discrets différents con-

nexes de degré m est plus grand que le nombre des espaces discrets
différents connexes et non connexes de degré m — 1.
Du dernier théoréme il suit :

Tutorime 26a. — Si o(m) est le nombre des espaces discrets
mlim—1)
y L g A -4 < 2.
différents de degré m, 2™ ' So(m)<2

On établit de la méme facon :

Tutoreme 27a. — Le nombre ¢(m) des espaces discrets diffé-
rents de degré m satisfait & '

Wt g Sg(mr ) Same(m), ot = ok (akSm),

_ i m—+t n—1 . .
P = PVl 4 g o 4 4o, < - ) 91 < ) (mimpair)
m
2
2
2

_____):] (m pair), etc.

.'\ — - P m ?I (
?’m =?(‘m l)?(ll)_;_?(lm 2)?(l)) T+ <_) [

Cororraire 1. — Il n’existe qu’un seul espace discret de degré m
et de connexité m —1 (c’est-a-dire 9™ '(m)=1 dont l'ordre soit
2(m— 2) . )

Nous terminerons ce chapitre par quelques résultats relatifs aux
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espaces discrets de degré m inférieur ou égal a|S| et de connexité
inférieure a m — 1.

Tatorkme 28a. — Le nombre des espaces discrets connexes, diffé-
rents, de degré 3 est deux : I'un d’ordre 2, l'autre d’ordre 6. Le
nombre des espaces discrets, différents, de degré 4 et de connexité 2
est trois, d’ordres 2,6 et 8; et le nombre de ces espaces qui sont
connexes est six : trois a une dimension, d’ordres 2,6 et 8, deux a
deux dimensions d’ordres 2 et 4, et un a trois dimensions d’ordre 24.
Le nombre des espaces discrets, différents, de degré 5 et la connexité 3
est trois, d’ordres 4,8 et 12; le nombre de ces espaces de con-
nexité deux est huit : uatre a une dimension d’ordres 2, 4, 6 et 8,
trois 4 deux dimensions d’ordres 2,4 et 12, et un a trois dimensions
d’ordre 24; et le nombre de ces espaces qui sont connexes est
vingt et un : (a) six & une dimension dans lesquels trois sont
d’ordre 2 et de pseudo-ordre 6 ou 12 et trois d’ordre 10, 12 et 24;
(b) cing & deux dimensions de pseudo-dimension, «un dans lesquels
trois sont d’ordre 2 et de pseudo-ordre 2 ou 4 et deux d’ordre 4 et 8;
(¢) six a deux dimensions également de pseudo-dimension dans
lesquels trois sont d’ordre 2 et de pseudo-ordre 2 ou 4 et trois
d’ordre 4,8 et 12; (d) trois A trois dimensions d’ordre 4, 6 et 12, et
enfin (e) un a quatre dimensions d’ordre 120.

Cororraire 1. -~ Deux espaces discrets de degré cing ou moins,
pour lesquels la connexité, le nombre de dimensions, le degré,
Pordre et les valeurs entiéres correspondantes de leur o — fonctions
sont les mémes, sont équivalents (voir 5¢ et note).

CoroLraire 2. — L'ordre de tout espace discret de degré
m (1 < m<_6) est pair (voir 23°).

THESE LINFIELD



CHAPITRE II.

ESPACES DISCRETS DENSES ET NORMAUX.

Jusqu'ici nous’ avons étudié les espaces discrets généraux et les
nombres que nous avons définis pour ces espaces, comme la
connexité, la dimension, la pseudo-dimension, le degré, I'ordre,
le pseudo-ordre. existent pour tout espace discret. Nous allons
maintenant donner une classification des espaces discrets en pro-
cédant comme nous l'avons indiqué dans I'Introduction. Nous défi-
nirons la classe et la pseudo-classe qui sont des nombres n’existant
pas pour tous les espaces discrets, mais qui existent cependant pour
des espaces normaux qui nous intéressent et pour beaucoup des
dérivés des espaces normaux.

DermiTion 4a. — Un espace discret, a n dimensions est un espace
dense, Vy, si pour tout S, de V,(m=o, 1,...n—1) V, /S, n’est
pas vide.

b) Un espace discret connexe a n dimensions estun espace normal,
S,, st pour tout S, de S, (m=o0.1,...n—2)S,/S,, estconnexe (*);

¢) Un espace discret W, (a n dimensions) est de classe m, si pour
tout S, _, de W, ona G(W, /S, y=m (2).

(Nous emploierons souvent la phrase « un espace normal S/ » pour
la phrase « un espace normal a n dimensions de classe m »,

Nous emploierons aussi les phrases « un espace V,» et «un
espace S, » pour les phrases « un espace dense a n dimensions»
et « un espace normal a n dimensions ») (3);

; .
. (') Par suite, un espace normal est un espace dense, mais la réciproque n’est pas
vraie.

(?) Le lecteur est prié de faire des figures au moins pour les cas n = 2.

(3) Les espaces V,, S, et S§* sont tous des espaces discrets a zéro dimension, le
dernier contenant m éléments.
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d) Un espace discret S de pseudo-dimengion n est un espace de
pseudo-classe m, si pour tout S, , de S ona C(S/5,_,)=m.

Tutorime 1b6. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un espace discret S, fini ou in/ini soit un espace Vo(n21) est
que pour tout S, de S (m=o, 1,...1; 1<n),S/S), ne soit pas
vide et que pour tout S,de S, S/S, soit un espace V,_;_,.

Cororramre 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un

espace discret S soit un espace V. (n21) est que pour tout élé-
ment A de S, S/ A soit un espace V,_,.

CororrLaire 2. — Si S contient S, ,, S»* /S, , est un S§'.
Cororrare 3. — Si pour tout S;_, d’un espace S, on a

[Sn/Shoy | =m,

S, estun espace normal S7*

Tutorime 2b. — Une condition nécessaire et suffisante
pour qu’'un espace discret connexe S, fini ou infini, soit un
espaceS, (nz1)est que pour toutS,, deS (m=o,1,...l; | <n—2)

S/S, soit connexe et que pour tout S, de S S/S, soit un
espace S, _;_y.

La condition est nécessaire. En effet, pour tout S/, de S,
(m<Sl<n—2)S5,/S), est connexe [4;], et pour tout S, de S,,
S./S; est un espace V,_, , connexe [1°]. Or pour tout S}
de Vo (k<<n—1—2), V,_, ,/S} est connexe car,

Vni—/Sk=(SafS0)/S%=5a/(Sk~+Sy) [f°] et C[Sa/(S}+S1)] =1 [4s],

et, par suite, V,_;_ est un espace S,_;_;.

La condition est suffisante. En effet, a tout Side S (I<<k<n—1)
et a tout S; de S} il correspond un S;_, , identique a Sy — S; tel
que S/S; soit un espace S, ,, contenant S'_, ,. Donc,  puisque

Sn—l-——i/s'l: —{—1

est connexe, S/S; est connexe, et, puisque S est connexe il est un
espace S,.

Cororraire 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour



— 52 —

qu’un espace discret connexe S soit un espace S, (n21) est que pour
tout élément A de S, S/A soit un espace S,—y.-

Cororratre 2. — Tout élément A d’'un S, _, contenu dans un
espace S, (n>1) est connexe i tout sous-espace connexe entier R

deS,—S, .. (Puisque
Sn/( S;hl_-’\ )-__— R/(S’ —-1 —‘A)—*‘(Sn"'sh——x—R)/(S‘z—i—A)""A
est connexe, et (S,— S, ,—R)|R=o0). |

COROLLAIR.E 3. — Sila pseudo-dimension d’un espéce S, est diffé-
rente de 1, la pseudo-classe de S, existe et est égale & un; et, sila
pseudo-dimension de S, est n et si la pseudo-classe de S, existe,
S, est un espace normal.

De méme :

Tutorime 3b. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un espace discret connexe S, fini ou infini, soit un espace
normal S)' (n21) est que pour tout S) de S (k=o,1,...1;
l<<n—1) S/S; soit connexe et que pour tout S; de S, S/S; soit

un espace normal S}’ _,.

CororrLaire 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un espace discret connexe S soit un espace normal S7?(n21) est
~ que pour tout élément A de S, S/ A soit un espace normal S .

Cororraire 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un espace discret S soit un espace normal & n dimensions de
classe un est que S soit un S,.

Cororraire 3. — La pseudo-dimension est la pseudo-classe d’un
espace normal S (m > 1) sont respectivement égales a la dimension
et a la classe de cet espace.

CoroLraire 4. — Pour tout S7' | continu dans un S} on a
[SR =Sty [zm[1}, 3.].
Cororrase 5. — Pour tout S;* contenu dans un S (k <n),
S™ S contient un S7', .

Tutorime 4b. — Une condition nécessaire et suffisante pour
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qu’'un espace discret S de pseudo-dimension n et de pseudo-
classe m soit un espace Vi(n<k) est que pour tout S, de S (l =o,
1,...n—1)S/S] ne soit pas vide et quepou;~ tout S!,_, de S les m
sous-espaces connexes de S|S|_, soient équivalents et a k—mn
dimensions.

1

La condition est nécessaire. En effet, puisque S est a & dimensions,
pour tout 8, de S les m espaces connexes de S/S; _,
un S;(ISk — n), et, puisque S est un espace Vy, ces m espaces ont
tous méme nombre de dimensions k—n et, par suite sont équi-
valents.

La condition est suffisante. En effet, pour tout S)_, de S,
les m espaces connexes de S/S), sont a &£ — n dimensions; S/S/,_, est
donc un espace Vi_,. Or, puisque S/S, n’est pas vide pour

tout S;de S ({=o0,...n7—1), S est un espace V; [1°].

sont chacun

Tutoreme 8b. — Soit R un espace discret conjuguéa un espace
normal fini S : la somme RS est un espace normal ST, si R
est un SY', et réciproquement.

Le théoréme est évidemment vrai pour n=o. Je le suppose vrai
pour n=u, 2,... p—1.

Soient S;' un espace normal fini et conjugué a Sg', et A un élé-
ment quelconque de S;' : alors, puisque S;'/A est un espace
normal 57" ; conjugué a5 [Sf I, S,/ A—+5¢" est un espace normal S},
el. par suite, S+ S{' est un espace normal 57, [3%].

La réciproque se démontre de la méme fagon.

TuatorEme 6b. — Le nombre des éléments de tout espace nor-
mal S fini est supérieur ou égal a m(n+1), et le nombre des
éléments de tout espace V, ou S, fini est supérieur ou égal
a n—+1[3%, 5 3.].

La définition 4¢ qui va smivre nous donne :

Cororraire 1. — Un espace normal S primitif contient m(n--1)

€léments; et un espace V, ou S, primitifest un S/,.

Cororramme 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un espace normal S' soit primitif est qu’il contienne un espace

normal 57 primitif tel que |S))' —S7" | = m [4., 5%].
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Cororraire 3. — Tout élément et tout espace normal S7, con-
: . .. . o b b b
tenus dans un espace normal S primitif sont primitifs [3,, 6%, 3%].

CororrLatre 4. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un élément A d’un S} soit primitif est que S;'/ A soit un_espace
normal 87 | primitif.

CororrLarre 3. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu’'un
espace W, connexe, qui est soit un espace V, soit un espace S,, soit
primitif, est qu’il contienne un S) dont chacun des éléments soit
pmmltlf

Pour toutS),_, d'un W, qui est soit un espace V, soit un espace Sy,
on a |W,/S5/_4]Z1. Or en définissant un S, _; d’un tel espace W,
d’étre primitif quand | W,/8) _ | =1, il résulte :

Cororraree 6. — Tout espace W, non primitif connexe qu1 est soit

un espace V, soit un espace S,, contient au moins un S)— non pri-
mitif (voir 15¢). '

De méme :

ConorLaire 7. — Tout espace W, non primitif (qui n’est pas
un S5,) connexe contiént au moins un élément A tel que W,/ A n’esy
pas un S, (voir 16°).

Deérinition 4c. — Le degré (') d’un espace normal S fini est le
nombre |S7| —m (n-+1), et le degré d’'un élément A quelconque
d’un S} est | S/ A| — mn.De méme, le degré d’un espace discretS
qui est soit un espace \, soit un espace S, est |S| — (n—+1), et, le
degré d’un élément quelconque de cet espace S est [S/A|—n. Un

espace ou un élément de degré zéro est appelé primitif.

Les théorémes 75, 90, 100, 120, 140, qui vont suivre se démontrent
par induction, et puisqu’ils sont vérifiés comme on le voit facilement
pour les espaces a 1 dimension, je supposerai, dans les démonstrations,
qu’ils sont.vrais pour les espaces.a p dimensions (p =2, 3,....n—1)
et je montrerai qu’ils sont vrais pour les espaces a n dimensions.

Tuatorime 7. — Si un espace S, contient deux éléments conju-
gués. A et B, qui sont primitifs, S, est primitif (voir 13%).

(1) Voir note a Définition 3c.
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En eftet, soient BS)_, et A+ S/, identiques respectivement a
Sn/ A et S,/B, et soit C un élément quelconque de S),_,; alors Aet B
sont des é¢léments primitifs de I’espace normal a n —1 dimensions
Se—y qui est identique a S./C, et par suite, S,/Cestun S, _, [6%]
identique a A +B + S, _,—C. Or, puisque aucun élément de
A + B+ S, n'est conjugué a un ¢lément de S, — (A + B+ S/,_,)
et que S, est connexe, S, est identique 3 A+ B+ S),_, et par suite
est primitf [6?].

Cororraire 1. — Un espace dense connexe V, contenant deux
¢léments conjugués qui sont primitifs est primitif.

Tuatorime 8b. — Sile produit PQ (rous les éléments communs
a P et Q) de deux espaces normaux (ou denses) a n dimensions,
P et O, est un espace normal (ou dense) & n — 1 dimensions satis-
faisant (P — PQ)| (Q —PQ) = o, la somme P + Q est un espace
normal (ou dense) a n dimensions [2{’, ll:].

Tutorkme 9. — Soient S, un espace normal ¢ n dimensions
contenant un S,_, pour lequel S,—S|_, n'est pas connexe, et R
un sous-espace connexe entier de S,— S, _,; alors S,—R et
Si—1—+ R sont deux espaces normaux & n dimensions.

En effet, A étant un élément quelconque de S),_,, R/ A n’est pas
vide [zﬁ] Soit R’ un sous-espace connexe entier de R /A ; alors puisque
S./A est un espace normal & n —1 dimensions [2[1’] contenant un
S, —2 (identique a S;_, /A) pour lequel S, /A — S/ _, n’est pas connexe
et R’ est un sous-espace connexe entier deS, [A — S, _,, il en résulte
que S_,-+ R’ est un espace S,_,. Par suite, S, _, /A -+ R/A est aussi
un espace S,_, [8¢] et S|_, 4+ R est un espace normal a n dimen-
sions |2 f’] Donc S,— R est aussi un espace normal a n dimen-

sions [8%].

JOROLLAIRE 1. — Si un espace S, non primitif contient un élément A
C p

qui est primitif, A est un élément réduisant de S,, c’est-a-dire S, — A
est aussi un espace normal a4 n dimensions [21:, 61;].

Le dernier théoréme n’est pas vrai pour tout espace dense V,(n > 1),
et un espace normal S7* méme ne contient pas un S;_, tel que
S — S/, ne =oit pas connexe [11¢]. Nous allons donner maintenant



pour les espaces normaux S”', les théorémes correspondants aux trois
derniers théorémes sur les espaces S,,.

, . » v S . ! - LN
Tutorime 106. — Tout espace normal S} est irréduisant, c’est-
a-dire, si R est un sous-espace (non vide) d’un espace normal S,
S™ — R n'est pas un espace normal S

En effet, soit R un sous-espace de S’ (non vide et non identique
a S); alors, puisque S!* est connexe, S’ — R contient un élément A
connexe a R, et par suite, R/A n’est pas vide. Or, puisque S)‘ /A est
un espace normal S)'_, [3?] et que R/A n’est pas vide, SI' /A —R/A
n’est pas un espace normal S;'_,, et, par suite, S}/ — R n’est pas un
espace normal S”* [3%].

Cororratre 1. — Si P et Q sont des espaces normaux de méme
dimension et de méme classe, et si P contient Q, alors P est identique

a Q.

Cororraire 2. — Si I'espace normal S /A contient1’espace normal
S i, A étant un élément de S?', S, = S /A.
Cororratre 3. — Si Pet Q sont deux espaces normaux distincts

quelconques de méme dimension et de méme classe, on a
[PI>PQ-<[Q].

CororLrLare 4, — Si I'espace normal S!* contient les m éléments
A,, A,, ..., A, dont les conjugués dans S’ sont identiques,
|87 — S /Al =m |3, 5°].

n i

CororLARES. — Si| bzl —S”_ | =m,S!—S;'_, estun.S} conju-
5 5 b 26
gué a S;y_, |32, 3%].
CororLrLaire 6. — A tout élément A d’un w primitif il correspond
un seul S} contenant A et un seul S}'_, conjugué a S7, et 'on a

S:,n_*_ Zt-' = S <71t [3 ].

CoroLrLaire 7. — Deux ensembles Sy différents quelconques,
contenus dans un S} primitif, sont disjoints et conjugués.

CoroLratre 8. — Soient A, B, C trois ¢léments d'un S primitif :
(7) si A et B ne sont pas conjugués, G est, ou n’est pas, conjuguéa B
selon que C est, ou n'est pas, conjugué a A, et (/i) st A et B sont
conjugués, C est conjugué a 'un au moins des éléments A et B.



Tuioreme 116. — Si¢ pour tout élément A d’un S}'_, contenu
dans un espace normd(S) ona S JA —Si_ /A =m; S} — S},
est un S)' conjugué a Sp_,.

En effet, puisque | S7* /A — S _, /A |=m, SI'/A—S/'_/A est un
S¢' conjugué a S7'_, /A [10%]. Soit B un élément quelconque de Sj'—;
alors, puisque S’_, est connexe, il contient un arc discret R passant
par A, B [14]. Or, si le degré de R est 2, B est contenu dans S}'_, /A,
donc conjugué a S}', et par induction nous démontrons qu’il en est
encore ainsi si le degré de I'arc discret R est un nombre quel-
conque. Donc S} est conjugué a S7_,, et, par suile, S est iden-
tique a S;'_, + S [50, loi7 |-

CoroLratre 1. — Si tout élément ou tout S”_, d’un S7* est primitif,

—
Sm est primitif [62, 62].

CoroLraiee 2. — Si tout élément d’un S™_, contenu dans un S est
un élément primitif de S, le dernier est primitif [62].

CororrLareE 3. — Si tout S} (ou & est un entier positif fixe) con-
tenu dans S/ est primitif, S”' est aussi primitif [11%].

CoroLrLarrr 4. — Si, pour tout S, (ot k est un entier positif fixe)
d’'un S}, S (S} est un S)'_,_, primitif, S est primitif [3%, 1 ).

n

Tuatorime 120. — Une condition suffisante (et aussi nécessaire)
pourqi’unespaceS!' soit primitif est que leconjuguédansS) d’un
élément quelconque de S soit le conjugué de m — 1 autres élé-
ments de S7'.

En eftet, soient A un élément quelconque d’un S;' répondant aux
conditions de I’énoncé et B un élément quelconque de S /A, alors

Ste= A 4 SN+ Ry= B + SI/B + Rg,

R, et R; étant des ensembles S’ [5¢]. Or, puisque B est conjugué
a A + R, et non conjugué a Ry, S /A contient Ry, el, par suite,
St /A est identique a B + (S7/A)/B + R, o tout élément de Ry est
conjugué a (S'/A)B. Donc, S”/A est un S;/_, primitif [ 3%] et, par
saite, S est primitif [11%].

Cororratke 1. — Sia tout S)'_, d’un S} il correspond un S}* de

S conjugué a S”_,, S est primitif [3%].

n—*ts
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Tutorime 136. — Une condition suffisante pour qu’un espace
normalS7 (n22) soit primitif est que tout élément d’un S’ contenu
dans S;} soit un élément primitif de S}

n*

En effet, soit
Sh=Ao+Ai+ ... +Au et SPAS,—A)=R; (i=o0,1,...,0);

alors, R; est-un S} [3%], et A; est conjugué a R; ({52 ) et contenu
dans R;. Par suite, les n +1 ensembles Ry, R, ..., R, sontdistincts.
Or, puisque S”/Aj est un S”'_, primitif [ 3%, 4e] et contient R; et R
(£ k, i, k#£J), R; et Ry sont disjoints et conjugués [10%]. Donc
les ensembles Ry, R,, ..., R, sont conjugués 'un a l'autre et leur
somme est S [5%, 10%]. Par suite S est primitif [62].

Cororraire 1. — Siun S (2 2)contient trois éléments primitifs
conjugués I'un a l'autre, il est primitif 44, 3%, 62| (voir 7%).

CoroLLArrE 2. — Siun S? (22 2) contient deux éléments conjugués
primitifs qui sont contenus dans un S? primitif de S2 il est primitif.

Cororraire 3. — Si un S2 non primitif contient deux éléments A
et B conjugués qui sont primitifs, S| (A 4 B) estun S;_, primitif.

Tueoreme 14 b. — Tout espace normal contenu dans un espace
normal ST (n21) primitif est primitif.

En effet, soit S§ contenu dans S/ et soit un élément quelconque A
de S%; alors, puisque SJ'/A est un S/, primitif'[fi‘f., 6%] qui contient
le S,_, identique a S//A, A est un élément primitif de S% [6°], et,
par suite, S est primitif [11%].

Tutorime 186. — S T, est une transformation de Ren R, R
1 b)

et R' étant des ensembles S7* contenus dans un S primitif, et, si
T, est une transformation équivalence de S — R en S — R/

o q n n b
alors la transformation T, qui transforme S} en lui-méme et qui
est identique a T, dans R et a'Ty dans S)}— R est une transfor-
mation équivalence de S™ [10?].

Corovrrare 1. — Toit espace normal primitif est symétrique, et,
deux espaces normaux primitifs de méme dimension et méme classe
sont équivalents.
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Corovrrarre 2. — L’ordre et le pseudo-ordre d’un S7} primitif sont
respectivement (m!)** (n+1)!et [m(n +1)]!.

Cororraire 3. — Toute suite d’un S primitif, cyclique par rapport
a une transformation équivalence de S7', est un espace normal pri-

mitif [142].

CHAPITRE III.

LES HYPERESPACES QUI SONT LES DERIVES D'UN ESPACE DISCRET
QUELCONQUE ET LES HYPERESPACES DONT CHAQUE ELEMENT EST
UNE CELLULE A n DIMENSIONS. COLORABILITE D’UN ESPACE DISCRET
A n DIMENSIONS EN » -+1 COULEURS.

DeérFiniTion 5 a. — Soient' D™ (W,,) un hyperespace discret dont
les éléments sont S, de W, (') (n>>0) et soient P et Q deux élé-
ments quelconques de cet hyperespace. Alors, selon que P et Q sont
conjugués, si (a)P—+Q est un S, | ou si (b)PQ est un S, _,,
Phyperespace Dm(W,,) est appel¢ (a) le dérivé m*™ propre de W,
ou (&) le dérivé m*™® impropre de W,.

Les symboles D*(W,,) ct DZ‘(W,,) désignent respectivement les
dérivés m'™ propre et impropre de 'espace W, (2).

b. Nous appellerons espace de n-cellules un hyperespace discret
dont chaque élément est une cellule fermée a n dimensions (?) et qui
satisfait aux deux conditions suivantes :

I. Pour deux éléments quelconques A et B de cet espace, le

(') Le symbole W, désigne comme toujours un espace discret & n dimensions,

() Ainsi un espace discret a n dimensions W a n dérivés propres D2 (W ),
DY (W,), ..., D1 (W,), et n dérivés impropres DAL (W, ), DF(W,), ..., DB(W ).
Mais DY (W,) est identique & W . Il est clair, que i les sous-espaces de P et Q de W,
sont les éléments conjugués de D™~ (W), propre ou impropre,ona |P +Q|=m-«
et | PQ|=m —1, puisque [P+ Q|+ PO i={Pi+[Ql. )

(3) Pour les définitions d'une cellule fermeée a n dimensions et de la frontiére
de cette cellule voir PIntroduction p. 11.
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produit () AB (tous les points communs & A et B} est sur la
Jrontiére de A et sur celle de B.

Il. Deux éléments sont conjugués si (et dans ce cas seulement)
le produit de leurs frontiéres conticnt une cellule n — 1 dimen-
sions.

Un espace de n-cellules W, est une surfaee (*) si :

I. Tout point situé sur la frontiére d'un élément de W, se

trouve aussi sur la frontiére d'un ou de plusieurs autres éléments
dc W, et si :

Il. Pour tout ensemble de m-+1 éléments Ay, Ay, ..., Amsy
de W, tels que (le produit) AjA, ... Ao 0, AAs oo Ay

est une cellule n — m dimensions (m =1, 2, ..., n).

La dérivée m*»® d’une surface a n dimensions est I'espace de
(n — m) cellules (voir 11¢), dont les éléments sont les cellules fer-
mées 4 n— m dimensions qui sont chacune le produit de m —+ 1
éléments conjugués de cette surface (?).

¢. Une fonction uniforme S(X) qui fait correspondre a tout élé-
ment discret S un des m nombres 1, 2, ..., m est une fonction
m-coloriante de S, si les nombres que S(X) fait correspondre a
deux éléments conjugués ne sont pas égaux. ,

Un espace discret qui a une fonction m-coloriante est colorable
en m couleurs(*). '

(') Voir ’'Appendice

(%) La surface ainsi définie est une surface 3 n dimensions du point de vue de
VAnalysis situs.

(%) Nous montrerons plus loin que la dérivée miéme d'une surface W, est équiva-
lente 3 DJ*(W ).

(%) Le probléme du coloriage d'une carte en quatre couleurs, qui a ¢té étudié par
de nombreux mathématiciens, se raméne au théorcme suivant qui reste encore i
démontrer. Un espace de 2-cellules contenu dans un plan est colorable en quatre
couleurs. Pour références aux travaux sur ce probléme, voir Encyklopadie, loc. cit.,
p- 177. Une bibliographie compléte ce trouve dans la récente thése de Alfred Lrrera
« Du coloriage des cartes. etc. », Bruxelles, 1g21.

Des travaux connus sur ce probleme il résulte immdédiatement que toute carte
dans le plan est colorable en quatre couleurs si tout espace diseret normal S, (de
classe 2) est colorable en quatre couleurs. Il suit comme corollaire du théoréme 15e,
que nous démontrons dans le dernier Chapitre. que la réciprogque est aussi vraie.
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d. Un espace discret, qui ne contient aucun espace normal de
classe supérieure a 1, est dégénéré.

Tutorime 1 c¢. — 7Tout dérivé d’'un espace normal U, (1) est
connexe.

En effet, soient A et B deux éléments quelconques d’un D} (U,),
et @ et b deux éléments de U, contenus respectivement dans A
et B(2). Alors, puisque U, est connexe, il existe un arc discrel (abd)
allant de @ a b dans U,.. Soit maintenant | (ab)|= 2 : alors, ou bien
A est conjugué a B, ou biena(a—+6) et (a—b) est conjugué a B (3).
De toutes fagons il existe un arc discret (AB) dans D, (U,). Suppo-
sons que (AB)de D) (U,)existe danslecasou|(ab)|=3,4,:.., k —1.

Soit | (ab)| =k, et soient ¢ un élément de (ab) conjugué a «,
C lélément de D) (U,) identique a (a —+ ¢). Alors. puisque
| (be) | =hk—1,(bc) < (ba)il existe un arc discret (BC) dans D;(Un),
et si A et C sont distincts ils sont conjugués. Donc il existe un arc
discret (AB) de D, (U,).

Ainsi nous avons démontré notre théoréme pour un espace normal
a 1 dimension. Supposons qu'il soit vrai pour un espace normal
a m dimensions (m=2.3, ..., n—1).

Soient A ct B deux éléments quelconques d'un D™ (U,,), oum > o
si ce dérivé est propre et ou m >1 s’il est impropre, et soient a
et b deux ¢léments de U, contenus respectivement dans A et B.
Alors il existe un arc discret (ab) de U,. Si maintenant |(ab)| = 2,
soitC=(a+b+S, _,) (*), ou S, , estcontenudans U, /(a—+b).
Nous allons démontrer maintenant qu’il existe un arc discret (AC)
de D™ (U,).

Soit S, ensemble de U, correspondant a I'élément A de D= (U,),
et soient A' et C' les éléments S), — a) et (b+ S|, _,)de D"~ (U,/a).
Alors, puisque le-théoréme est vrai pour un espace normala n — 1,

(') Nous réserverons l'expression « un espace normal S, » dans le reste de cet
Ouvrage pour désigner un espace normal de classe 2. « Un espace normal SJ7 »
désigne comme toujours un espace normal a n dimensions de classe m. (Voir 2¢, 3§).

(?) Un élément A d'un D™ (W) contient un ¢lément @ de W si A considére
comme sous-espace de W, contient «. -

(3) Le symbole (S,) désigne I'¢lément de D™(W,) qui correspond a I'ensemble Shn
de W . Ici (a -+ b) désigne I'¢lément de D} (U,) qui correspond 3 @ + b de U,,.

(%) Sim <2, Sy, est vide.
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dimensions, un arc discret allant de A' a C' existe dans D>~ (U,/ a).
Par suite, un arc discret (AC) existe dans D”(U,). De méme,
puisque B et C contiennent I'élément b de U,, il existe un arc
discret (BC) dans D (U,) s'ils sont distincts. Donc il existe un arc
discret (AB) dans D”(U,) quand |(ab)|= 2. Supposons mainte-

nant qu’il en soit de méme quand |(ab)| =3, 4, ..., k — 1.
Soil [(ab)| = k. et soient ¢ un élément de (ab) conjugué a a,

C un élément de D™ (U,) contenant 'élément ¢ de U,. Alors,
puisque [(cb)| =k — 1, (cb) < (ab), il existe un arc discret (CB)
dans D (U,), et, si A et C sont distincts, il existe un arc discret (AG)
dans D™ (U,), puisque |(ac)|= 2, (ac) << (ab). Il existe donc un arc
discret (AB) dans D7 (U,) et par suite D (U,) est connexe.

En appliquant ce théoréme a un espace normal S, de classe 2, on
obtient sans difficulté : -

Tutorime 2 ¢. — St une transformation déquivalence d'un
espace normal S* de classe 2 laisse invariant chacun des n 41
éléments d un S, contenu dans S,, chaque élément de S, reste
tuvariant dans cette transformution.

De méme :

Tutorime 3 c. — St un espace normal a n dimensions est colg-
rable en n 4 1 couleurs, il est colorable en n + 1 couleurs d’une
seule maniére (').

CororLaire 1. -— Un espace normal S} primitif est colorable
en n + 1 couleurs d'une seule maniére.

Tutorime 4c. — L'ordre de tout dérivé (le n®™® peut étre

excepté) d'un espace dense V, est supérieur ou égal a Uordre
de V,. '

Puisque toute transformation équivalence d’un espace discret est
q p

(') Un espace discret qui est colorable en m couleurs est au moins colarable de
m! facons différentes en prenant les m! permutations des m couleurs. Mais quand
nous dirons qu’un espace discret est colorable en m couleurs d'une seule maniére
ces permutations sont exclues. D’aprés cette définition, un S), est évidemment colorable
en n 41 coulcurs d’une scule maniére. Nous montrerons, plus loin, quun espace
discret dégénéré a n dimensions est colorable en n + 1 couleurs et, par suite, un tel
espace normal est colorable en n +1 couleurs d’une seule maniére.
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aussi une transformation équivalence de tout dérivé de cet espace [74]
il suffit de démontrer que deux transformations équivalences distinctes
de V, sont aussi transformations distinctes de D™ (V,) (m < n).
Soient y =y (x) et 3= s(z) deux transformations équivalences
distinctes de V,; alors V,, contient un élément A de coordonnée a, tel
que les ¢léments B et C de V, de coordonnées b, = y(a,) et
¢, = 3{a,) soient distincts. Soient b, b,, ... b,, les coordonnées
de m éléments d’un S, de V, contenant I’élément B, mais non 1’élé-
ment C[4,], et soient a,, a,, ... a, les coordonnées satisfaisant aux
conditions b;=y(aj) (j=1,2...m). Alors 'élément (S)) de
D..(V,) est distinct de I’élément C de D™(V,) consistant en m —1
éléments dont les coordonnées sont ¢o, €yy « .. Cm, OU ¢j= z(a;) .
(j=o0, 1,2, ... m). Par suite, ces deux transformations distinctes
de V', sont aussi transformations distinctes de D7 (V).

Cororratre 1. — Si a tout couple d’élément — A, Bde V, il corres-
I )

pond un S de V, contenant A et non B, l'ordre de tout dérivé,

méme le n'*™¢, de V, est supérieur ou égal a I'ordre de V,,.

Conorrarre 2. — L’ordre de tout dérivé d’un espace normal
S”™(m <C1) est, sans exception, supérieur ou égal a 'ordre de S)'.

Puisqu’un espace dense V. contient au moins n -1 éléments il en
résulte :

Taeoreme Bc. — Le degré d’un dérivé m®™® d’un espace dense V,

kn! otk =|Vyl.

Srieur @ :
est supcerieur R—m) (m+1!

Tueorimr 6. — Le dérivé n*™ d’un espace normal ST*'(m > o)
est un espace dense a m dimensions de pseudo-classe n +1 et de
pseudo-dimension 1.

En effet, soient A, et B, deux éléments distincts d’un S', con-
tinu dans S”7'; alors A, et B, sont continus respectivement
dans S/"'/(S,—A,y) et S/ (S], —B,). Soient Ay, Ay, ..., Am
et B%, By, ... By tous les éléments de S,/ (S), — B,) et S,/ (S;, — Bo;

alors

Ai_(s;z"“AO)E Bi(S,—Bo)=A;A;=B;B;=o0 (izy=o0,1 ..., m),
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Par suite, puisque
A,(S'n—— AO)E A,’S;‘— AEAM LS ]
A;S,=B;S,,=o0 et Ao(S), — By) = Aq.

Or puisque aucun des éléments A, A,, A,, n’est conjugué a A, [1¢],
et que tous les éléments B,, By, ..., B,, sont conjugués, les éléments
Ag, A,, ... A, sont différents des éléments B,. B, ... B,,. Parsuite,

A;Bj=o (i, j=o0,1, ..., m)

et les éléments (S), — A+ A;) et (S, — By + Bj) de D?(S***) sont
distincts.
Maintenant puisque

[(Sh—Ao+ A;)(S), — B+ B;)|
=|(8,— A0) (S, —Bo) | =1(Sp—Ae—Bo|=r—1,

les éléments (S}, — Ao+ A;) et (S), — B, + B;) ne sont pas conjugués;
et puisque

(81— Ao+ A) (S, — Ag+ A)) =8/, (8, — A+ A)) =8, —A  (¢=)),

les éléments (S, — A+ A;) et (S),— Ao+ Aj) de D*(S8)'*")sont con-
juguésl'un alautre et a (S),). Par suite, le sous-espace D#(S)""1)/(S),)
de D" (S7*') est de connexité n -1, et tout sous-espace connexe
entier de D#(S7")/(S),) estun S,, ;. Donc, D#(S;?"!) est un espace
dense & m dimensions [4%] de pseudo-classe n -1 [44] et de pseudo-
dimension 1 [3;].

i¢me d’

Cororraire 1. — La pseudo-dimension du dérivé n un espace
normal U, non-primitf est 1.
Cororraire 2. —— La pseudo-classe du dérivé n™ d’un espace

’
n—t

normal U, tel que pour chacun de ses S

on ait |U./S, |22,
estn-+1. .

Cororraire 3. — Le dérivé n®™® d’un espace normal S, (de classe 2)
est un espace normal a 1 dimension de classe n + 1.

Tutorime Tc. — St les sous-espaces Py, Py, ... Pi, de W,
sont des éléments d'un S|, de D"(W,); W, contient un sous-
espace Q tel que soit (1) P,+P,=Q (iZj=1,2, ..., m+1,
s0it (2) PiPj=Q ({#£j=1,2, ... m =1). '
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En effet, soit Q =P, P,; alors, si Q est contenu dans
P, (i=3, 4, ..., k+1),

la deuxiéme condition est satisfaite. Supposons que Q ne soit pas

contenus dans P;. Alors, puisque |P,P,|=m —1,0na

N . |P1P2P3|§m—2,

et, puisque
[(Pi—PiPy) Py = | PPy | —|PyPyPy| 0 et |Py—PiPy| =1,

on a
(Py1— Py Py) < Py, et . Py<Py+ Ps.

Par suite, puisque |P;+ Pj|= m-1,
Py 4 Py =P, + Py =P,y+ P,.

Je dis, maintenant, que pour tout sous-espace P; (I > 3) de W, au
moins 'un de trois produits P,P,, PyP3, P;P, n’est pas contenu
dans P;. Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsi. Alors

P, Py+ P, P; < Py,
et, puisque «
Py Py+ Py Py= Py, (P;+ P;3) =P,,

P, est contenu dans Py, ce qui n’est pas. Donc la premiére condition
est satisfaite.

Si nous prenons comme définition : Selon qu’un S, de D™~ (W,)
satisfait a la premiére ou a la deuxiéme condition (de notre théoréme)
il est propre ou impropre, nous avons les résultats suivants :

Cororrame 1. — Tout S, de D" (W,) est, soit propre, soit
impropre.

Cororrae 2. — Pour tout S, propre de D' (W) k est infé-
rieur a m -+ 1.

CororLaire 3. — La dimension de D*(W,) est n—m ou m 1
selon que 2m est, ou n’est pas, inférieur a n.

Tutorime 8c. — Le dérivé (n —1)“™ propre d’'un espace nor--
mal S est un espace dense & n dimensions de pseudo-classe m et
de pseudo-dimension 1.

THESE LINFIELD 5
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En effet, soit S, , contenu dans S/, et soient Ay. A, . ... A, Tes
éléments de S'/S! _,. Alors D"~*(S _ + A;) —(S,_,) est un S, ,
de D;7'(S)') et est conjugué a (S/,_,). Or, puisque les éléments A;
et Aj de S’ ne sont pas conjugués, aucun élément de

DF1(Sh-y + Ai) — (S)—y)
n’est conjugué a un élément de
DI (Sha+Aj)—(S,-)  (EEj=1,2..., m)

Par suite, la connexité du sous-espace D' (S2)/ (S _,) de D] (S}})
est rn, et chacun de ses sous-espaces connexes entiers est un S;,_,.
Donc D/7'(S) est un espace dense a n dimensions de pseudo-
classe m et de pseudo-dimension 1.

Cororratke 1. — La dimension et la pseudo-dimension de D}~ (W,)
sont respectivement n et 1.

Tukorime 9¢c. — La pseudo-dimension et la pseudo-classe
de DT *(S) (m > 1, n > 2) sont respectivement 2 et m -+ 1.

i

7

En effet, soient A et B deux éléments distincts d’'un’'S),_, contenu

dans S™, et soient C,, Gy, ... G, les m éléments de S*/S! .

n ]

Alors D*72(87_,) est un S, | propre de D/72(S!); et (§),_, —A)

n-i

et (S,,_, — B) sont conjugués respectivement a
Dr=2(S), ) —(S),.1 —A)

et a D'*(S)_,) — (S _, — B). Maintenant, puisque

n— n—i
Sy—y —A+[S,_t —A—B+GC]

7

est identique a S, , — A + C;, et puisque les éléments Cget C;
de S ne sont pas conjugués, les €léments (S,_, — A) et

n—1

(Sh — A —B+Cy)

de D}7*(S?') sont conjugués et les éléments (S, , — A —B+C;)
et (S, , —A —B -+ Cj) de D!*(S”) ne sont pas conjugués. Par

suite, la pseudo-dimension de D!7*(S8]') est supérieur a un. Or,
puisque le sous-espace de D] *(SI') qui consiste en tous les élé-
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ments de D”~2(S7) conjugués a (S, , — A) et a (S),_, — B) est

n—1 n—t
Dy %(8_1) = (8)-y — A)—(S,,.; —B)
+ @y —A—B+CH+ ... +(S)_, —A —B+GC,,)

la connexité de ce sous-espace est m —+ 1, et tous ces sous-espaces
entiers sont des espaces normaux de classe 1. Donc la pseudo-dimen-
sion de D]7* (S)') est 2, et la pseudo-classe m —+ 1.

Puisque le conjugué d'un élément quelconque de D!(S?)
dans D} (S}) est connexe, il en résulte que :

Cororratre 1. — L’espace D! (S?) est un espace normal 5}.

Tutoreme 10c. — La dérivée m“"® d’une surface W, est équi-
valente a D!'(W,).

En effet, soit S la dérivée m™®™ de W, et soit T une transforma-
tion qui fait correspondre a un élément [une (n -— m)-cellule.
ferméejAde S, leS, deW,dontle produitde ces éléments (n-cellules
fermées) est identique a A [54]. Alors T est une transformation biuni-
voque de S en D*(W,,). Soient B et C deux ¢léments quelconques
de Set By, By, ... Bpet G, Gy, ..., Gy les éléments correspon-
dants de W, dans la transformation T'; alors

m+t m-+x

BEIIBi et CEHC,.
=1

i=1

Maintenant si B et C sont conjugués, BC est une cellule fermée
an —(m —+ 1)dimensions. Par suite, puisque BC n’est pas vide, B;C;
n’est pas vide, B; et C; sont conjugués. et la somme

B|+Bg+...+Bm+1+Cl+Cz‘i—- ---+Cm+l

est un-espace normal de classe 1. Et puisque BC esf une cellule
fermée 4 n — (m -+~ 1) dimensions, cette somme est un S, , de W,
Donc les deux éléments de D" (W,,) correspondant a B et C dans T~
sont conjugués. Nous démontrons de méme que si B et (G ne sont pas
conjugués, les deux éléments correspondants de D7 (W) dans T ne
sont pas conjugués. Par suite T est une transformation équivalence

de S en D™ (W,,).

Treoreme 11c. — Pour tout ensemble de m + 1 éléments



(n-cellules), d’une surface W,A,, A,, ..., A, conjugués deux a
deuzx, la cellule A\A,...A,., & n— m dimensions est contenue
dans la frontiére de la cellule A, A,...A, an—m—1 dimensions.

Le théoréme est vrai pour m = 1. Jele suppose vrai pourm =p — 1.
Sotent A,, Ay, ..., A, p éléments de W, conjugués deux a deux.

Alors
AtAs.. Ap=(AsAs...Au 1 A)(AsAs...Ap 1Ay,

A A A, LA et ALApL A, A, sont des cellules a n — (p — 2)
dimensions et A,A;...A,_, est une cellule i n —(p—3) dimensions.
Or puisque le théoréme est vrai pour m =p —1,

AsAg o Ap i Ay AsAg. . A Ay < (AsAg... ApLy),

ou (A,A;...A,_,) est la fronti¢re de la cellule A,A;...A,_,. Par
suite, puisque la dimension de A, A;... A, (A et AyAy . Ay A,
est inférieure d’une unité a celle de A, A,... A, , et puisque la
dimension de leur produit est n — (p — 1),

(AsAg...ApyAr) (AsAs...Ap_1Ap)
= (AIAS oo Al’—l A1 )'(A2 A3 R Ap—l Ap), [ZO] (')

ou les deux termes a gauche dans la derniére identité sont respecti-
vement les frontiéres des deux cellules a droite. Donc AyA,... A,
est contenu dans la frontiére de la cellule A A, Az, A, .

Cororraire 1. — Si A et B sont deux cellules & 72 — m dimensions
correspondant a deux S/, d’une surface W, on a AB=A'B’, ou
A’ et B’ sont respectivement les fronti¢res de A et B.

Tatorime 12¢. — Le sous-espace R de la dérivée premiére d’une
surface W, dont les éléments (cellules a n — 1 dimensions) sont
sur la frontiére d'un élément A quelconque de W, est une sur-
Jace W, _,.

En efet, puisque la surface W, est un espace discret a n dimen-
sions, R est un espace de (n— 1)-cellules & n— 1 dimensions.
Soient a,, as, ..., am m éléments de R tels que a,a....an = o,

etsoient Ay, A,, ..., Ay les éléments de W tels que a; = AA; (i =1,

(') Toutes les références indiquées dans les démonstrations de 11e et 12e se
rapportent a la définition implicite de la n-cellule dans PIntroduction.
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2,++., m). Alors, puisque le produit AA,...A, n'est pas vide,
c’est une cellule 4 » — m dimensions [5b], et puisqu’il jest iden-
tique au produit a,a,.. .ap,, ce dernier produit' est une cellule

a n— m) dimensions. Par suite, R satisfait a la condition (u) dans
la définition d’une surface W

n—yge

Soient maintenant ¢ un élément quelconque de R et B I'élément
de W, tel que a==AB; alors (AB) est la frontiére de la cellule
dn — tdimensions A’ — A'B' [1°, 4°] o, comme avant, A’ et B' sont
respectivement les fronti¢res des cellules A et B. Soient P un point
de (AB) et Py, P, ..., P,, ... une suite convergente des points’
de A’ —A’B’ ayant comme point limite le point P [3°]. Alors,
- puisque les points de cette suite sont sur A’ et que tout point sur A’
est sur la fronticre d’'un ou de plusieurs autres éléments de W,
chacun des points Py, Py, ..., P,, ...sont sur la frontiére d’un ou de
plusieurs d’autres éléments de W, conjugués a 1'élément A. Or,
puisque le nombre des ¢léments de WV, conjugués A A est fini, W,
contient un ¢lément C qui contient un nombre infini Py Poyy ooy
P, (m,y<<m,) de points de la suite convergente Py, P, ...,
Py...; et, puisque les points de la derni¢re suite ne sont pas des
points de B, C est différent de B. Maintenant, puisque la suite P, ,
P, .., P, . ... est convergente el a le'point P comme limite, et,
puisque C est une cellule fermée, le point Pest contenu dans C. Par
suite, P est contenu dans ABC, et, puisque

ABC = (AB)(AC) = (AB)Y(ACY  [115]
ou (AC)' est la fronti¢re de la cellule a # — 1 dimensions AG; P est
contenu dans (AC)'. Par suite, tout élément situé sur la frontiére de -
la cellule @ est sur la frontiére d’au moins un autre élément de R, et.
par suite, la condition (7) dans la définition d’une surface W,_, est
satisfaite. Donc R est une surface W,_,.

Le dernier théoréme avec le théoréme 3b nous donne immédia-
tement, par induction, 'important théoréme suivant :

Tatorkme 13¢c. — 7Toute surface W, connexe est un espace
discret normal de classe deux.

Lemme 12. — Si pour tout élément X d’un espace connexe S on
a C(—X)=|8/X |22, S nlest pas dégcneré.

En effet, soient A un ¢lément quelconque de S et B, G deux élé-
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ments quelconques de S/A; alors, _puisque C(S—A)=|S/A],
il n’existe pas de sous-espace connexe de S — A contenant les
¢léments B et C.-Par suite, puisque le degré de B est supériear a un
S Az n’est pas vide et B est conjugué dau moins un élément de S| A2,
Soit maintenant D un élément de S' A2 conjugué a B; alors. puisque B
et (G sont contenus dans un sous-espace connexe, A + B+ (,
de S — D, les éléments C et D ne sont pas conjugués. Done sous les
hypothéses de notre lemme l'assertion suivante : S| A7+ n’est pas
vide et tout élément de S| A™ est conjugué a un seul élément
-de S|A™-' n'est conjugué a aucun élément de S|A™ et est
conjugué @ au moins un élément de S|A™+1 5 est vrai au moins
pour m = 1. Supposons cette assertion vraie pour m =2, 3,
n—1.

cen g

Par hypothiése S'A” n’est pas vide. Soient D un élément quel-
conque de S|A" et B, (0 deux éléments quelconques de S|A»—;
alors, puisque B et C sont contenus dans le sous-espace connexe
n-—1
Z S|Afde S — D, ces éléments ne sont pas tous deux conjugués a
I'élément D. Par suite, D est conjugué a un scul élément de S| Ar—1.
Soient maintenant B Pélément de S} A»—* conjugués a D et Eun
élément quelconque de S| A”. Alors, puisque B et E sont contenus

n-—i
dans le sous-espace connexe E — E S|A¢ de S -— D, I'élément D
i=o
’ H PR P . ’ . P
n’est pas conjugué a l'élément E, et par suite, D n'est conjugué a
aucun élément de S| A7, Or, puisque le degré de D est supérieur
aun, S| A% n'est pas vide et D est conjugué & au moins un élément
de S| Ar»**. Donc. P'assertion mentionnée plus haut est vraie pour
toute valeur de m, S estintini, et | S|A7| S| S| A+,

Soient maintenant A,, A_, deux éléments distincts de S|A,
soient A,, A_. deux ¢léments de S’ A2 conjugués respectivement
AA A et A, A, deux éléments de PIA” conjugués respecti-

= o
vementa A,. A, (n=3,4,...). Alors Z A,,ou A,=A, est
n == —

un S, infini (de classe deux). Par suite, puisque S contient un
espace normal de classe supérieur a un, il n’est pas dégénére.
D’ou par induction :
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Cororratre 1. — 7'out espace conneze fini (|S|=2) contient au
moins deux éléments, A et B, tels que C(S — A)=C(S — B)=1.

De méme :

Cornorrare 2. — Tout espace normal S (m >>2) contient un
espace normal S, ().

Le dernier corollaire joint au théoréme 35 nous donne :

Takorime 14c. — Une condition nécessaire el suffisante pour
qu'un espace discret soit dégénéré est qu'tl ne contienne pas.
d’espace normal S,.

Tutorkme 15¢. — Une condition necessaire et suffisante pour
qu'un espace normal U, fini soit dégénéré est que pour tout S;,_,

de U, on ait : _ .
C(Un - Slnkl) = ! U"/Slu——l ‘

La condition est évidemment nécessaire si U, est primitif. Sup-
posons U, non primiuf. Soit un S|_, de U, non primitif et soit
\ +B<CU¥S) pour prouver que la condition est nécessaire, il

n—-1°

’

suffit de montrer qu’aucun sous-espace connexe de U,, — S/ _, ne con-
tient A et B. Supposons qu’il existe un arc discret (AB) de U, — S|,

alors, puisque A et B ne sont pas conjugués, il existe un élément D
de (AB) distinct de B et conjugué¢ a A. Maintenant, puisque la
dimension de U, est n, 'élément D ne peut pas étre conjugué a tous
les éléments de S/,_,. Soit C un élément de S, | non conjugué a D;
puisque C n’est pas contenu dans (AB) et n’est pas conjugué a tous
les éléments de (AB), mais est conjugué a lextrémité de (AB),
C —+ (AB) contient un espace normal S, (fini). Donc U, n'est pas
dégénéré. Cette derniére conclusion contredit hypothése d’aprés
laquelle U, est dégénéré, et par suite aucun sous-espace connexe de
U, —S!,_, ne contient A et B.

Pour prouver que la condition de I'énoncé est suffisante, il suffit
également de montrer que U, ne contient aucun S,. La condition est

(') Le symbole S, désigne toujours dans e reste de cet ouvrage un espace normal
a n dimensions de classe », méme =i cela n’est pas spéeific. Ainsi ici et dans le

théoréme suivant S, désigne un espace normal a 1 dimension de classe 2. Voir
aussi 6¢, 13, 8d et la note au théoréeme lc.
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évidemment suffisante pour un espace normal U, de degré zéro. Jela
suppose suffisante pour un espace normal U, de degré inférieur a m.
Soit U, un espace normal de degré m, soit S,_, de U, non pri-
mitif, et soient enfin P,, P,, ..., P; les sous-espaces entiers connexes
de U, —S/,_,. L’espace P;+S/_, est fini, dégénéré, normal, et
a n dimensions [9%|, par suite il n’existe aucun S, de P;+S,_,.
Supposons qu'il exisic un S, de U, contenant des éléments de P;
et de ;. Soientrespectivement A et B des ¢léments de S,P; et S,Pj.
Alors, puisque S, est fini, il contient deux arcs discrets, S¢) et S
allant de A a B, tels que (S — A) (S — B) soit vide, et tels qu’au-
cun élément de S’ — A — B ne soit conjugué a un élément de
Stz A —B. Cette derniére conclusion est une contradiction,
puisque les deux arcs discrets S’ et S(2) doivent contenir chacun au
moins un élément de S),_, et par suite U, ne contient aucun S,.

n—i

Cororrare 1. — Tout espace U, fini, dégénéré, a au moins deux
éléments qui sont primitifs.

Tutorkme 16¢c. — Tout espace W, non primitif, connexe et
dégénéré, contient au moins un S, (m << n), tel que W, — S/ ne
soit pas connexe’'(voir 63).

Le théoréme est vrai pour n = 1. Je le suppose vrai pour n =2,
3, ..., k—1. '

Supposons que le théoréme ne soit pas vrai pour tout’ W satis-
sant aux conditions de notre théoréme. Soit W, un tel espace, et
soit A un élément de Wy, tel que Wy/A ne soit pas un S [6%].
Alors W;/A est un W, (K'<Ck) non primitif, connexe et dégé-
néré. Par suite, puisque la dimension de W, /A est inférieure a celle
de Wi, Wi /A contient un S; ({ <k — 1) tel que W;/A — S ne soit
pas connexe. Or, puisque A est conjugué a S;, A S, est un S),,
et Wi /A — S/ est identique a (W — S))/A. Par suite (W, —S}) — A
est connexe [puisque W; — (8; +A) = (W; —S5)) —A], et
(Wi —3S5;)/A n’est pas connexe. Donc Wi — S; contient un S, fini.
ce qui n’est pas vrai, puisque W; est dégénéré.

Tatoreve 17¢c. — St un espace discret S est colorable en m cou-
leurs, et st un sous-esvace R de S est colorable en m couleurs
« d’'une seule maniére », a toute fonction R(N\) m-coloriante



— 78 —
de R, il correspond une fonction S(X) m-coloriante de S iden-

tigue a R(X) dans R [c’est-a-dire, telle que S(A) =R(A) pour
tout élément A de R].

En effet, puisque S est colorable en m couleurs, il existe une
fonction S,(X) m-coloriante de S. Or, puisque le sous-espace R
de S est colorable en m couleurs d'une seule maniére, il existe une
permutation p=p(z) des m nombres 1, 2. 3, .... m telle que
R(A)=p|Si(A)] pour tout élément A de R. Par suite, la fonction
coordonnale S(X) de S satisfaisant & S(B) =p |S,(B)] pour tout
élément B de S est une fonction m-coloriante de S et elle satisfait
aux conditions de 'énoncé.

Maintenant, il est clair que : « Si P(X) et Q(X) sont respective-
ment des fonctions m-coloriantes des espaces discrets P et Q satis-
faisant a la condition (P — PQ)|(Q — PQ)=oet si P(A)=Q(A)
pour tout élément A de PQ, la fonction coordonnale R(X) de P+ Q
qui est identique a P(X) dans P et a Q(X) dans Q est une fonction
m-coloriante de P+ Q », et, « si un espace discret S est colorable
¢n m couleurs de telle facon que 4 seulement de ces m couleurs
(nombres 1, 2, ..., m) soient sur les ¢léments d'un sous-espace
R de S, a toute fonction R(X) k-coloriante de R il correspond une
fonction S(X) m-coloriante de S, telle que S(X) soit identique
aR(X) dans R ». Il suit donc du dernier théoréme :

CororLare 1. — Soit le produit PQ de deux espaces discrets P
et Q, satisfaisant a la condition (P — PQ){(Q -— PQ) = o, colorable
en Ak couleurs d’une seule maniére; alors, si P ct Q sont chacun
colorables en m couleurs (A <m) d'une telle facon que A seulement
de ces m couleurs soient sur les éléments de PQ, P+ Q est colo-
rable en m couleurs.

Or, puisque un S/, est colorable en n +1 couleurs d’une seule
maniére, il suit par induction du dernier corollaire et des théo-
rémes 16¢c et 3¢ :

Tutorime 18¢c. — Tout espace discret, dégénéré, fini, est colo-
rable en n 1 couleurs, n étant la dimension de cet espace. Et
tout espace normal U, dégéneré, fini, est colorable en n—+1
couleurs « d’une seule maniére ».
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On sant bien (') que Fon peut décomposer Pespace euclidien en
cellules a 3 dimensions, de facon qu’il contienne un nombre m aussi
grand que l'on veut de cellules a 3 dimensions. deux quelconques
d’entre elles étant conjugunées. 1l semble qu’il reste encore a cher-
cher sl existe ou non un nombre W, ne dépendant que de n, et
représentant le nombre de couleurs nécessaire et suffisant pour colo-
rier un W, fini arbitraire. Méme dans le cas ou W, est un espace de
n-cellules, l'existence du nombre correspondant W, n'a pas, &
.notre connaissance. encore ¢té ¢tablie. Sauf dans les cas ou n =1
ctn =12 la question de 'existence du nombre S, . ui représente

le nombre de couleurs nécessaire et suffisant pour colorier un S, fini
arbitraire, parait ne pas avoir été du tout étudiée (2).

Nons allons maintenant entreprendre, avec plus de détails que
nous n'avons fait jusqu'ici, Pétude des espaces normaux 5, (de
classe 2), en définissant tout d’abord un T, légérement plus général
que l'espace S,,. espace dont nous aurons a nous servir dans Vétude
de transformés 4'un S,.

CHAPITRE 1V..

ESPACES DISCRETS T,. TRANSFORMES ET TRANSFORMES NORMAUX
D'UN ESPACE DISCRET. CONNECTIVITE D'UN ESPACE NORMAL S,.

Derinirion 6a. — Un espace normal a n dimensions est un
espace T, si pour tout S/ de T, on a|T,/S,_ | 2.

Un élément A d'un espace T, est un élément de la frontiére
~de T, si T,/A n'est pas un espace normal S, , (de classe 2). La
totalit¢ de ces éléments constitue la frontiére de T,. Si la frontiére

de T, est un espace normal S,_, (de classe 2) elle est normale.

(') Encyclopdadie (loc. cit.). p. 157-158. — P. STRcKEL, Zeitschrift fur Mathe-
matik und Physik. 42, 18q3, p. 275, — H. TieT2E. Monatshelfte fir Mathematik
und Physik, 16. 1905, p. 211,

() Cf. P.-Y. Heawoon, Quarterly dournal of Mathematics, vol. 2%, 18go, p. 332.
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b. Soient P et Q deux espaces discrets ‘satisfaisant aux deux con-
ditions :

1° P—PQ consiste en un seul élément;

2° Q—PQ consiste en deux éléments conjugués tels que
QQ —=PQ)=P|(P—PQ), alors Q est un transformé de P.

Soit Q un transformé de P satisfaisant aux deux conditions :

1° P(P— PQ) est un espace normal de classe 2;

2° Q[ (Q — PQ) est un espace normal de classe 2 tel que (*)
Q(Q —PQ)Y— Q[ (Q —PQ) soit un espace de connexité », et tel
que chaque élément de Q — PQ est conjugué a un seul sous-

espace connexe entier de Q|(Q —PQ)— Q [/(Q—PQ), alors Q

est un transformé normal de P.

¢. Un espace normal S, (fini ou infini) est de connectivité 1, si
pour tout S; contenu dans S, on a G(S,-—8,)= 2.

Un espace normal S, estde connectivité m—-1, si m est le nombre
maximum d’espaces disjoints R, R,, ..., Ry, qui sont chacunun §,
-de S, satisfaisant a R;-- R;|Rj <0 (i5£j=1,2,..., m), et pour

m
’ﬂ 23
lesquels S, _Z R; est connexe (2).
=1
Tutorimr 1d. — Une condition nécessaire et suffisante pour
P
qu'un espace discret connexe S soit un'T, est que pour tout Si.de S

(") Il est suffisant de dire ici : tel gue G{P/ (P —PQ) — Q/(Q — POQ)] >1. ete.
[9d]. 1l suit du théoréme 7d que le nombre de dimensions de Q |(Q — PQ) excéde
d’une unité celui de Qf (Q-—PQ). Nous montrerons [931 que la somme
de Q/(Q — PQ) et d’un sous-espace conncxe entier de P/ (P — PQ) — Q/(Q — PQ)
est un espace T, avec une frontiére normale. ou 2 est la dimension de P/(P — PQ).
Dans le cas ou Q|(Q—PQ) est un espace normal a 1 dimension il faut lire
« Q/(Q — PQ) consiste de deux ¢léments tels que, ete. », )

(?) On peut facilement ¢tendre cette définition aux espaces & » dimensions de la
facon suivante : ‘

Un espace normal S; est de connectivité (1, ), si pour tout S, contenu dans S,
on a C(S;— S,) = 2 etsi, pour tout élément A de S, I'espace normal (a 2 dimensions)
S, A est de conncclivité m; ete. (Ainsi pour un S il y aura n +1 nombres de sa
connectivité) ; mais il est difficile alors a démontrer pour » >~ 2 qu’'il existe des
espaces pour chacunc de ces conncclivités.,
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onaitC(S[S)) =1 (k=1,2,...,l; I<_n—1) et que pour toutS,de S
Pespace S/S; soit un Tp_;_,.

Cororraire 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un

espace discret connexe S soit un T, est que pour tout élément A de S
I'espace S/A soit un T,_,.

CoroLLaire 2. — Stun S;,_,, de T, (o <C m = n) contient au moins

un élément qui n’est pas sur la frontiére de T,, alors T,./S,_, est
un S,,_,.

Coworrare 3. — Un espace discret T, qui a une frontiére normale
n’a aucun S)_,, primitif (*) (m =2, 3, ..., n). Mais tout tel T, a au
moins un S;_, primitif.

CoroLratrE 4. — Tout élément A d’un S),_, primitif de T, est un

élément de la frontiére de T, /(S,_,— A).

Tutorive 2d. — Si S,, est contenu dans la frontiére de T,
(m < n—1), alors (T4 [S,;) <(Tw) |Spy 0 (Tn/S,) et (Tr) sont
les frontiéres de T, [S;, et T, ().

En effet, soit A un élément de (T,/S,,)’; alors
(Tn/Sin)IA = Tp/(Sh, + A)

n’est pas un espace normal et, par suite, A est un élément de (Tr)"[1¢]

et (T,/A) < (Typ)". Or, puisque (T,/S},) << T,/S,, et
(Tnlsin) (Tn)'E (Tn),/slm
on a (T,/S5,) < (Ta)/S) [£]-

Tutorime 3d. — Si P est un S, _, primitif d’'un T, avec une fron-
tiére normale, et si Q est un S;,_, contenu dans cette frontiére tel
que PQ soit un S,_,, alors Q est un S,_, primitif de T,,.

En effet, T,/(PQ) est un T, non primitif [1§] qui n’est pas
un S, [1{]. Par suite, T,/(PQ) a une fronti¢re contenant deux élé-
ments A et B, contenus dans (T,)'[2¢]. Or, puisque (T,) estun§,_,
et que A, B sont conjugués a PQ, les ¢léments A et Bsont (T,)/(PQ).

(V) Cest-a-dire tel que | T, /S),_;m | = m.
(*) Nous emploierons la méme notation dans les deux théorémes qui suivent.
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Par suité, puisque Q — PQ est un ¢lément de (T,)/(PQ), c’est un

élément de la frontiére de T,/(PQ). Donc T,/Q est réduit & un seul

élément, puisque (T,/(PQ)/(Q —PQ) =T,/Q. .
Maintenant, puisque tout T, contient un S,_, primitif [1{] et

que D3=3(S,_,) est connexe, il en résulte :

Cororrare 1. — Tout S,_, contenu dans une frontiére normale
d’un T, est un S, _, primitif de T,.

CoroLLATRE 2. — Si A et B sont deux éléments conjugués contenus
dans une frontiére normale d’'un T, alors B << (T,/A)'. ’
En effet, supposons que le corollaire ne soit pas vrai. Soient

Tr/(A+B)=S5,_,

et S;_, contenu dans (T,)" et contenant A 4+ B. Alors T,/S,_, est
identique a S, ,/(S,_,— A —B), ce qui est une contradiction,
puisque | T,/S, | =1 et |S, o/(S,.,— A —B)|=2.

Le dernier corollaire joint au théoréme 2d nous donne :

Tuiorkme 4d. — Si T, a une frontiére normale contenant I’élé-
ment A de T,, (T.JA) = (T,)/A.

Nous démontrons par induction :

Tatonime 3d. — Si P et Q sont des espaces T, dont PQ est
un S,_, frontiére de P et de Q, et dont (P —PQ)|(Q —PQ) est
vide, P+ Q est un S,,.

CoroLratre 1. — Si R=A—+S,_, et R/A est un S,_;, R est
‘un T, avec une frontiére normale; si R=A+B+ S, |, A/ B=o
et R/A, R/B sont chacun un S,.—i, R est encore un T, avec une
frontiére normale.

Tutorime 6d. — Si R est un sous-espace (non vide) d’un
espace T,, alors T,—R n’est pas un espace normal S,,.

Cororrame 1. — Si S,_,, et S, sont contenus respectivement
dans T, et T,/S,_,,, alors Sp_y = T,/S,_,,..

Tutoreme Td. — Pour tout espace normal U,, (@ m dimensions)
contenu dans un espace normal U, (@ n dimensions) des sous-
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¥
espaces U,|U,, et U,— U, de U, soient* connexes sirement
quand m est inférieur a n —1.

Le théoréme est vrai quand m = o pour toute valeur de n supé-
rieure a un. Par suite il est vrai pour n=2. Je le suppose vrai
pourn =3, 4, ..., A —1.

Soient A’, B’ deux éléments quelconques de

UAiUm (olm <k —1y,

et A, B deux ¢léments de U, conjugués respectivement a A’, B'.
Alors puisque U,, est connexe, il contient un arc discret (AB) allant
de A a B. Soient A, A,, ..., A, les ¢léments d'un tel arc discret,
ou A, est identique a A et A, , est conjugue a A,, et soit G, un
élément quelconque de

Uat A=A —UpitA, Ay L (D=1, 0, c.oo L—0).

Alors aucun des éléments C; n’est contenu dans U,. Maintenant,
puisque A’ et G, sont des éléments de Ug/A; — U, /A, et que le théo-
réme est vral pour n =4k —1, il existe un sous-espace connexe
de Ux/A,— Un/A, contenant A’ et C;. Par suite, puisque

UA//AI - Um/A 1

est contenu dans Ux| Uy, il existe un sous-espace connexe de Uy| U,
contenant A’ et C,. Or, puisque C,_, et C, sont des éléments
de Ui/A,—U,/A,, il existe un sous-espace connexe du dernier
espace les contenant. Par suite il existe un sous-espace connexe
de U;| U, qui les contient. Nous démontrons de méme qu'il existe
un sous-espace connexe de Ui|U,, contenant C,_; et B'. Par suite 1l
existe un sous-espace connexe de Uz | U, contenant A’ et B'. Donc,
puisque A’ et B’ sont des élements quelconques de Uy | Uy, le dernier
sous-espace de U, est connexe et, par suite, U,— U, est connexe.

Leume 13. — St B<S, < S, (n>1) et A<S,— S, i
existe un arc discret (AB) de S, qui ne contient aucun autre
élément de S,_; que B.

Le lemme est vrai pour un S, fini. Je suppose qu’il est vrai pour
un S, fini (n =2, 3, ..., m).

Soient B <(S,, <S4y et A<S,, 1 — S, on S, , est fini ou
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infini; alors il existe un arc discret (AB) de S,.;. Si (AB) et S,, ont
plus qu’'un élément en commun, soit By, le premier élément de (AB)
qut est aussi un élément de S,, en allant de A a B. Alors il existe un
arc discret (B;B) de S,,. Comme avant, soient B,. B,, ..., By les
éléments de cet arc (By=B), et soit A, I'élément de U'arc (ABy)
conjugué a By, ou (AB;) < (AB). Alors, A et A, sont continus dans

un sous-espace connexe de S,,; — S,,, et, puisque
B,<Sm/B,<<S,+1'B, et A <S8, B, —S,. 8,

un arc discret (A;B,) de S,..,/B; existe qui ne contient aucun autre
élément de S,,/B, que B,. Par suite S,,.,/(B;—+ B:) contient un élé-
ment A, (identique a (A;B,)/B.) tel que A; et A, sont contenus dans
un sous-espace connexe de S,,.1/B;— Su/B,;, et par suite ils sont
contenus dans un sous-espace connexe de S,,4,

Sm. De méme
BH—] < Sm/'vBi< SnM—l 'Bi et A1< S//H—I/Bi’— SIII";I"

Pac suite Ay, de Sy /(Bi+Bioy) existe tel que A, et Ay, sont
contenus dans un sous-espace connexe de S,./B;—S,/B; et
de Sp i — S, (=2, 3, ..., k—1). Donc il existe un élément Ay
de S,ny1/Br (Br=B) tel que A et Ay sont contenus dans un sous-
espace connexe de S, + Sy, et le lemme est démontré.

Cororiatne 1. — Si B<S, < S, (n>>1) et A< Sy|Sps, il
existe un arc discret (AB) tel que (AB) — B < S,|S,._:.

Tutorime 84. — Si S, | <<S, < S.(n >1)et A<<Sp— Siy,
il existe un éléement B de S,/S,, | tel que A et B sont contenus
dans un sous-espace connexe de S,— S, .

Le théoréme est évidemment vrai pour un S, fini. Je suppose qu'il
est vral pour S, fini (n =2, 3, ..., m). ,

Soient D <78/ S, <SS, et A<S, [ —S,, oS, estfiniou
infini. Alors d’aprés le dernier lemme, il existe un élément G de
Spii— S, conjugué a D tel que A et C sont contenus dans un sous-

espace connexe de S, ., — S,,. Or puisque

S;H/D < SIII/D < SI)I+I/D et C < Sm+1/D ‘_s"l/l)y

il existe un élément B de (S,,.,/ D)/ (S,/D)=8,,,/5,, telque Cet B
sout contenus dans un sous-espace connexe de S, ./D — S,/D.
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Par suite G et B sont contenus dans un sous-espace connexe de
S,ui1— Sm, et par suite A et B sont contenus dans un sous-espace
connexe S,, ., — S,.

Le dernier théoréme nous donne immédiatement le théoréme qui
est a la base de la définition de la connectivité d’un espace normal
(voir 6¢).

Tueorime 9d. — Pour tout espace normal S,_, (de classe 2)
contenu dans un espace normal S, (de classe 2). le sous-espace
S,— S,_, de.S,, est soit connexe, soit de connexilé 2.

Cororratre 1. — A tout espace normal S, (') (de classe 2)
contenu dans un espace normal S, pour lequel S, — S,.—; n’est pas
connexe il correspond (d’une seule fagon) deux sous-espaces Pet Q
de S, (appelés demi-S;) tels que

P+Q=S, PQ=S,,
P, P[(PQ), P—PQ, Q, QI(PQ), Q—PQ

soient chacun connexes (voir la définition d’une droite et d’un
plan dans V'Introduction).

En définissant deux tels sous-espaces d’un S, un couple de
demi-S, il résulte :

Corovraire 2. — Tout demi-S, (rn>1) est un T, avec une
frontiére normale.

CoroLLAIrRE 3. — Soient P et Q deux espaces normaux de classe 2
alors, si Q est un transformé de P, les espaces P et Q) sont de méme

dimension [3%] et C[Q|(Q — PQ) — Q/(Q — PQ)] =2 (voir 159).

Tutorime 10 d. — Pour tout espace normal S,_, contenu dans
un espace normal S, (n>1) le sous-espace S,|S,—, de S, est de
connexité pas plus grande que 2 [144, 8¢, 9¢].

Nous démontrons d’une fagon analogue :

(1) Quand n =1 il faut dire a tout élément contenu dans un S, infini il corres-
pond,letc.,
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Tutorime 11d. — Pour toutS), contenu dans un S, (m<n=2) (")
les sous-espaces S,— S’ et S, (S, de S, sont toujours connexes.

Tueorime 12d. — Soient P,, Q, et P,, Q, deux couples des
demi-S, d’un espace normal S,; alors, si Q, — P, Q, << Q,— P, Q,,
onaP,—P,Q,<P,—P,Q,.

En effet, supposons que (P;— P.Q,)P,Q,=£ o, et soit A un de
ses ¢léments. Puisque A est contenu dans P, Q,, Q,— P, Q, contient
un élément B conjugué a A[8¢], et, puisque A est contenu dans
P,—P.Q, et B est un élément de Q,— P, Q.+ P, conjugué a A,
Pélément B est contenu aussi dans I7,. Par suite (Q,-— P,Q,)P2=Z o
ce qui contredit notre hypothése, a savoir Q, — P;Q, est contenu
dans Q,— P, Q,. Donc (P, — P, Q;)P,Q,=o.

Or, puisque P, — P, ), est contenu dans P, 4+ Q, et

~

Pi+ Q=P —P1Q+P; Qi+ Q=P,— P,Q;+ Q
=(P;— PQy) +(Qi—Pi Q)+ P1Qy,

il est contenu dans (P, — P, Q) + (Q, — >, Q). Par suite, puisque
P,—P,Q. est connexe et le dernier espace n’est pas connexe,
P, — P,Q, est contenu soit dans P, — P, Q, soit dans Q, — P,Q,.
Mais (P; — P, Q,)(Q. — P,Q.) est vide et par hypothése Q, — P, Q,
est contenu dans Q,-— P, Q.. Done Py — P, Q). est contenu dans

Py — Py Q.
Cororratre 1. — S1 Qi —P;Q:=Q:—P;Q,0na
Py — P;Qy=P;— P,Q,, S,—P;Q;=S,— P;3Q,,
et les deux couples de demi-S,, sont identiques, aussi :

Cororraire 2. — Si P;=P,, les deux couples de demi-S, sont
identiques,

CoroLLAIRE 3. — Si Py+ Q:— P2 Q: < P;Q, 0on a
Py+ Qi— P1Q; < P3Q,.

(') Pour tout 82 d’un S,, S, — S3 est de connexité 2 ou 3 selon que S, est fini ou
infini; pour tout S d'un S,, S,— S/ est de connexité 1 ou 2 selon que S, est fini
ou infini. Pour tout S,_, d’un S,, S,/S,-, est (quand il n'est pas vide) de con-
nexité 1 ou 2. .

'THESE LINFIELD
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Tatorime 13d. — Soient Py, Qi et PyQ, deux couples de
demi-S, d’'un espace normal S,; alors, si P;Q:P:Q,= o deuxz,
et deux seulement, des quatre produits P,Q,P;, P,Q,Q,, P,Q,P,,
P,Q.Q, sont vides.

En effet, puisque P;Q, est continu dans P;+ Q, et que

P;Qi1P,Q:=o,
PiQi < (P —P3Qq) + Q2 — P, Q,).

Or, puisque P,Q, est connexe et que (P, —P;Q;) + (Q:— P, Q)
n’est pas connexe, on a soit P; Q; (P, — P2 Q. ) = o soit

P1Qi(Q:— P2 Qp)=o0.

Par suite 'un des espaces P; QP et P1Q:Q, est vide et I'autre n’est
pas vide. - )

Nous démontrons de méme que l'un des espaces P,Q.P, et
P.Q:Q, est vide et que I'autre n’est pas vide.

CororLratre 1. — Sil'un des produits P, Q4 Py, P, Q,Q., P2 Q. Py,
P,Q.,Q, est vide, un seul autre de ces produits est vide.

Tutorime 14d. — Soient Py, Q, et Py, Q, deux couples de
demi-S, d'un espace normal S.; alors, si un des quatre pro-
duits P,QP,, PiQ,Q,, PyQ.Py, P1Q:.Qy est vide, un seul des
quatre produits P, Py, P,Q,. Qi Py, Q,Q; est vide.

En effet, soit P, Q,P,= 0. Alors, comme plus haut, puisque P, esf
connexe et continu dans P;—+ Q,, ou bien P,(P;— P;Q,)=0 ou
bien P,(Q; — P;Q,) =o. Par suite 'un des produits P,P; et P,Q,
est vide et autre n’est pas vide. Soit P,P; = o; alors P,Qq et P, Q,
ne sont pas vides. Swupposons maintenant que Q,Q,=o. Alors,
puisque P,P,=o0, on a P;<< Q,— P,Q,, et puisque Q;Q:=o0 on a
Qi << P;— P, Q. Par suite Py-+ Qi< (Pa—P2Qs) + (Q.— PrQy),

ce qui nest pas. Donc Q,Q, n’est pas vide.

Lemve 14. — Soient P et Q deux espaces normaux, Q étant un
transformé de P; alors, si P est de classe 2, Q est de classe 2; et
réciproquement [3%].

Turoreme 13d. — Soit P un espace normal de classe 2 et Q un
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transformé de P; alors, si Q est un espace normal, Q est un
transformé normal de P, et réciproquement.

‘ .
En effet, soit

By By=Q—PQ, R=Q/(Bi+B,),
R;=Q/B;— R — By, Re=Q/B;— R —B,.
Alors, puisque
R(B, + By) = o,
RiRy=(Q/B;)(Q/B;) —(R -+ B,)Q/B; — (R + B,)[Q/Bs— (R + By)]
=Q/(By+B;) —R—(R—R)=o,
Q|(Bi+ B3)=Q|B,—By+ Q|B;— B;=R;+ R+ Ry,
R1/Bi= Ry/Bs=o.

Soit C un élément de Ry; alors, puisque C/B;= o,
"(Q/By/C < [Q(B,+ By)V/C.

Or, puisque les deux derniers espaces sont tous deux des espaces
normaux de mémes classe et dimension [8]. ils sont identiques. Par
suite,
Ry/C 4 R/C = By/G + R/C + Ry/C,
et puisque
(L R1 Ra-:—': RRQE o,
Ry/C(Ry/C + R/C) =o.

Donc R,/ C = o et, puisque C était un élément quelconque de R4, on
aR;|Ri=o.

Démontrons la réciproque. Soient R, et R), les deux sous-espaces

connexes entiers de Q|(Q — PQ) — Q/(Q — PQ) conjugués a B,
et By, ot comme plus haut, Bi+ B,=Q — PQ. Alors

R, + Q/(B;+ By) et Ry+ Q/(B;+ B;)
sont chacun un espace T, avec une frontiére normale Q/ (B, B,) et

R, | Bi= R} |By=o.

Or, puisque B;+ Q/(B;—+B.) et B.+ Q/(B,+ B,) sont chacun
un T, [57], R, + Q/(Bi+ B:) + B, et R, + Q/(B,+ B,) + B; sont
chacun un S, [5¢4]. Par suite Q| (Q — PQ) + (Q — PQ) est un Tpryq
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avec une frontiére normale Q | (Q — PQ). Or, puisque

P—(P—PQ)=PQ

est aussi un T, avec la méme frontiére et qu'aucun élément de
Q —PQ n’est conjugué a un élément non sur la frontiére de PQ, la
somme Q — PQ + PQ = Q) est un espace normal de classe 2 [5¢].

Cororrare 1. — Soient P et () deux espaces normaux de classe 2,
Q étant un transformé de P; alors, si A est un élément de PQ con-
jugué a Q — PQ, Q/ A est transformé normal de P/ A.

De méme :

Tutorime 16d. — Soient Q un espace normal de classe 2 et un
transformé de P; alors, si P est un espace normal, Q ne contient
aucun Sy primitif contenant Q — PQ; et réciproquement.

On déduit sans difficulté des deux derniers théorémes le théoréme
suivant :

Tutoreme 17d. - Soient P et Q deux espaces normauzx S,,
Q étant un transformé de V; alors, si P est de connectivité i,
Q est de connectivité 1, et réciproquement.

Nous allons maintenant étudier les transformés des espaces S, et de
connectivité 1.

——— © ———
-

CHAPITRE V.

ESPACES PARAMETRIQUES S¢ ORIENTES. DETERMINATION D'UN S, DE
CONNECTIVITE 1 PAR DEUX POLYNOMES. EXISTENCE D'UNE CARTE
DONT CHAQUE PAYS A UNE FRONTIERE CONVEXE ET QUI EST EQUI-
VALENTE A UN S, DE CONNECTIVITE 1.

Nous considérerons ici des espaces paramétriques S¢ qui pour tout
entier positif d’un intervalle (p<t=q) sont des espaces discrets.
Nous supposerons que les ¢léments des derniers espaces ont chacun
une coordonnée [1] et que, pour un élément A commun a St et SA+!
(p<k < gq)lacoordonnée de A dans S#¥+* est la méme que dans Sk.
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DeriniTion 7. —a. Une fonction coordonnale (*) S () d’un espace
discret S est une fonction d’orientation de S si pour tout élément A
de coordonnée a contenu dans S,

S(a):(a,,a,,,..,a,.), r=|s/Aly

ou a;,as ...,a, sont les coordonnées des r éléments de S
conjugués a A.

b. Un espace discret S est orientable s’il existe une fonction
d’orientation S (z) de S telle que :

(£) Siles coordonnées, de deux éléments B et C conjugués a
un élément quelconque A de S, sont adjacents (?) dans S (a),
B et Csont conjugués;

(it) S¢ a, b, ¢ sont les coordonnées de trois éléments A, B, C
quelconques conjugués l'un a Uautre et si b précéde ¢ dans la
suite S (a), ¢ précéde a dans S (b) et a précéde b dans S (c);

S avec une telle S (z) est appelé un espace discret orienté.

c. Un espace discret paramétrique St (p<t=<q) est orientable
s’il existe une fonction d’orientation S¢(z) telle que :

() Sk avec Sk(z) est un espace discret orienté (k=p,
P+, ..., 9);

(&f) Si a, b, ¢ sont les coordonnnées des éléments A, B, C de
SkSk+t conjugués U'un a U'autre et si b précéde ¢ dans Sk(a), il
précéde également c dans Sk+*(a) (k=p,p+1, ..., q —1).

S¢ avec une telle fonction S¢(x) est appelé un espace paramétrique
orienté.

Deux espaces paramétriques (orientés ou non) S¢ et R* (p<t<gq)

(') Une fonction coordonnale S(X) d’un espace S est une fonction qui fait corres-
pondre a chaque élément de S un ou plusieurs nombres. La fonction S(X) a ici
pour eflfet d’ordonner tous les éléments de S conjugués a un élément quelconque A
de S. Voir la démonstration du théoréme 2e.

(*) Deux nombres a, et a, <ont adjacents dans la suite (a,, a,, ..., @, ...,
a, ..., a,), st 1i—j =1. Le nombre a, précéde ou suit a, dans cette suite selon
que i —j =—1 oui—j =1.Les nombres a, et a, sont adjacents et a, suit a,.
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sont équivalents, si Sk=R* (k=p, p+1,...,q), et nous écrivons
alors S¢=Rc. ’

d) Une fonction s¢(x, y) est une fonction distance d’un espace
paramétrique S¢(p<t<gq) si, pour tout entier k de Uintervalle
(p, q) et pour tout couple d’éléments A et B de S* de coordonnées
a et b, sk(a, b) est nul ou différent de zéro selon que Sk (A, B) est

nul ou différent de zéro (c’est-a-dire selon que A et B ne sont pas,
ou sont, conjugués).

e. Le symbole [a,] désigne une suite de r nombres (a,, @.,....,ar),
et les inégalités a << [a,] et a < [a,] signifient respectivement que
le nombre a est ou n’est pas un nombre de la suite [a,].

Si a;<[a,] et a;<[a.], les « produits » (ay aj)[a,], et
(aj, a;) [a,] désignent respectivement les suites (ay, @, ..., @i, a;,
Qivay ooy ) et (@, @y o oo, Ainyy ajy @iy ..., @), et (a;i—>aj)|a,]
désigne la suite (ay, @sy - .., @iy, @y @iy, - ooy Q).

Sia;<[a,], aj<|a,] et ar<[a,], le « produit » (a;, a;)[a:]
désigne la suite (ai, aiyyy ..., aj—, aj) et le « produit »
(aiy a;){ [a,]| + ai} désigne la suite (a: @iy, ..., @jis Aj ax) ().

Derinirion 8a. — Un espace paramétrique orienté est un espace
paramétrique canonique (& deux dimensions) S,(6=t<q) si:

(¥) S; est un espace normal S, de classe deux primitif (de
connectivité 1);

(i) Il existe une fonction distance s*(x,y) de S} satisfaisant
ast(1,6)=s%(2,5)=3s°(3, 4) =0 (2);
(iti) S} est un transformé normalde S (k=7,8,...,9)(®);

S; est positivement ou négativement orienté selon que 2 précéde
ou suit 3 dans la suite S¢ (1) (*).

(1) L’équation [a,] = [b.] signifie qu’il existe une permutation cyclique des
nombres de la suite [a,] telle que les nombres de la nouvelle suite soient égaux aux
nombres correspondants de [5,].

(2) Par suite, S$(1) = (2, 3, 5, 4), S§(2)=(3, 1, 4, 6), etc., ou S§(1) =3, 2,
4, 5), ete. [7b4,], et il n’y a que ces deux possibilités. Aussi, une telle fonction s¢(z, y)
est le polynome (x — 6y )(2x—5y) ... 6z —y) (x—y).

(3) Par suite, S =k et la coordonnée d’un des éléments de S&§ —SESk—1 est £,

(*) Par suite, tout S% canonique est orienté soit positivement, soit négativement.
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b. Soient S{(6<¢Zq) un espace paramétrique canonique (orienté
positivement ou négativement) et a, b, ¢, les coordonnées de trois
¢léments A, B, C conjugués 'un a 'autre dans S} (6<k<q); alors,
selon que ¢ précéde ou suit b dans la suite S%(a), 'élément C est le
premier ou second conjugué dans S4 du couple A, B.

On déduit immédiatement des deux derniéres définitions :

Tueorime le. — A4 tout espace paramétrique canonigue
Si(6=t<q) il correspond un seul (') ensemble de trois fonctions

Jo(x), fi(z), f2(x) tel que pour tout entier k de l’intervalle (6, q)
on ait :

(2) fo(Kk) et k sont respectivement les coordonnées des éléments
AetBdeS, —SiSi;

(&) f1(k) et fa(k) sont respectivement les coordonnées du
premier et second conjugué du couple A et B.

c. Un tel ensemble de fonctions fo (), fi(x), f2(x) est appelé le
triple (de fonctions) canonique de S} et un triple canonique de tout
espace discret équivalent a S§(6 Sk S g) (2). Par suite :

Turoreme 2¢. — Soient fo(x), fi(x), f2(x) le triple canonique
d’un espace paramétrique canonique S;(6=t=Zq') et Si(x) la
fonction d’orientation de Si; alors, si a est la coordonnée de
Uélément A de Sk on a :

Sé(a):Slz'_l(a)-“au.fqua”da<[fi(k)).f?(k)]sé—1 [fo(k)L ela:,ﬁfo(")v .
= [fi(k), fo(K)] | SE [fol k)] + fo(k)| quand a=k,

= [fa(K), f1(K)] | S5 fo(K)] + k| > a=fo(k),
= [k, fo(k)] S5 [fi (k)] »  a=filk),
= [fo(K), k] 8571 [f2(K)] > a=fi(k)

= [fo(k)—> k] Si~t (a) quand a <[fi(k), fr(Kk)]S§ [ fo(K)]
et que a = fi(k), fo(k),

pour tout entier de U'intervalle (6, g") (voir Te).

(1) Cesta-dire s1 fo(Z). fi(x), fo(z) et fo(z), fi(x), fa(zx) sont deux
triples de fonctions satisfaisant aux conditions () et (i), on a
fAkY =f (k) (i=o0,1,2 k=67, ....49)

(2) Il est un triple positf ou negatif sclon que S, est orienté positivement ou
négativement.
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En effet, soit

S [ARY] = (a1, @3y «.vy Brogy @py Briyy -.., @p).  Jfo(k) = a;.
Alors, puisque S est orienté,

(1) SV [ fo(k)] =[b1, ba,y - .o, @rir, 1K) p@rmy, - . 5 By
Folk), bgst, oy bS] [Thi],

et, puisque S} est un transformé normal de Si™*,
Slz‘ [fl(k)] = (ah Qay oooy Ar—1, Ty Yy Arpyy <o oy p) [7C[i]’

ou le couple (z, y) est identique soit a [ fo (%), k], soiva fk, fo (k)]
Or, puisque f, (k) est le premier conjugué dans Sk du couple

/o (K), K1,

Par suite

St fo())=[-.. fi(k), k, ...} [8b]
SLLAUI=1.--, k, fo(k), ...]-
Donc k& précede f, (k) dans S&[ £, (k)], et

(2) Sli\ [fl(k)] = [ay, as, ..., @py, k:fo(k), Qriqy o0y a,,]
’ = [k, fo(K)] SE [ fi(K)] [Te]
De méme

S§ [fa(K)] = [fo(K), k] SELf2(K))-

Soient, maintenant, B, et B, les éléments de S dont les

coordonnées sont f, (k) et f,(k), et soient R, et R, les deux
sous-espaces connexes entiers de

S§1[(S5 1 —SESi1) — (B +By),

ot R, et R, contiennent respectivement les éléments dont les
coordonnées sont a,_, et a,,,. Alors, d’aprés I'équation (1), les
éléments de R, sont les éléments dont les coordonnées sont les
nombres de la suite (a,_y, ..., bg_y), etles eléments de R, sont les
éléments dont les coordonnées sont les nombres de la suite
(bgsay - vy bsy, by, bay oo .y a,4y). D’autre part d’aprés I'équation (2)
I’élément de S} de coordonnée & est conjugué a R, et 'élément de
S% de coordonnée f, (k) est conjugué a R,. Par suite

54 (a)= Sé“‘(a),
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sauf quand a est un nombre de la suite [ f, (k), f2 (k)] S5 [fo (K)],

et les autres équations du théoréme sont satisfaites.

Tutorime 3e. — A tout espace paramétrique canonique (normal)
S:(6stsgq) il correspond une seule (*) fonction distance st(z, y)

de S{[s*(x,y)]|=—s*(y,x) satisfaisant auz conditions suivantes:
(Z) s(1,n)=n —1 . s6(2, n)=n+6) ) .

5$(6, n) =n-+3 (n=2,3,4,3) e s8 (5, n)=n+8§(n_$’4)’
(i) sk (@, y) = sk (2, y)

sauf quand

z =k, y <[Li(k), fo(K)] ST [fo(K)] et y = fo(k);

(éi) sk (kb y) = s*=1[fo(k), 7]
quand
¥ <Ufilk), fa(h)] S5 [ fo(K)), et que y = fi(k), fa(k);
(iv) sk fi(k), k1=3(k—2)—1
quand

i=0, i 2, k=7; 8’ "’7q)'

ou fo (), fi (x), fa(x) est le triple canonique de S;.

d. Une telle fonction distance s‘(z,y) est appelée la fonction
distance canonique de S{; et un couple de fonctions g, (), g2(z)
satisfaisant a g, (k) = s==' [ [ (Kk), fo(K)] (¢ =1,2;k=17,8,...,9)
est appelé le couple canonique de S}. Par suite :

Tutorime 4e. — S st (x, y) est la fonction distance canonique
d’un espace paramétrique canonique S;(6<t<q), a tout entier
positif k' inférieur ou égal a 3 (k — 2) ou (6k=gq) ilcorrespond
un seul couple d’entiers positifs a, b tel que s*(a, b) =Kk'.

Par suite, puisque g, (k)3 (A —1),

Tutoreme Be. — Si st (z, y) est la fonction distance canonique

(*) Clest-a-dire s1 s'(z, y) et s§ (z, y) sont deux telles fonctions, on a
sz, y)=sf(z,y) (A=679,...,¢;z.y=12 ..., k).

Voir note 2 1°.
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d’un espace paramétrique canonique S;(6=t=q) et si g,(x),
ga(x) estle couple canonique de S, la fonction st(xz,y) et le
couple g,(x), g:(x) déterminent chacun le triple canonique

fo(Z)y f1 (), fa(x) de Si.

Tutorime 6e. — Sif, (2), fi (2),f2(x) sont un triple canonique
de chacun des espaces paramétriques canoniques S et R§ (6 <t=gq)
qui sont tous deux orientés positivement ou négativement, la
transformation biunivoque de R} en S!, dans laquelle les éléments
correspondants ont leurs coordonnées égales, est une transfor-
mation équivalence de R; en S;. (Par suite : Ry =85;).

Le méme théoréme est vrai pour le couple canomgque g, (zx),
&2 (x). Par suite :

Tutorime Te. — Le triple canonique fy (x), fi (x),f2 (z) ou le
couple canonique g,(x), ga(x) d’un espace paramétrique
canonique S,(6=t<q) orienté posivement (ou négativement)
déterminent chacun quel couple d’éléments de Sk est conjugué et
lequel n’est pas conjugué (62 k=gq).

Nous allons montrer maintenant que pour tout espace normal S,
de classe 2 et de connectivité 1 1l existe un espace paramétrique cano-
nique S} (6 St q) tel que S, = S7. Par suite pour un tel S, il existe
un couple de fonctions (le couple canonique de S%) qui détermine
quel couple de ses éléments est conjugué et lequel n’est pas con-
jugué.

Tutorime 8e. — A tout élément C contenu dans un espace nor-
mal S, de classe 2 non primitif de connectivité 1, il correspond
au moins un S, contenu dans C—+ S, |C tel que S, |S', soit un S,.

En effet, soient :
1° A, Ay, ..., Ay, tous les éléments (distincts) de
S21C (A Ay #Z0).

2° (S; — C) /(A; + Aiys) = B; (les éléments B ne sont pas tous
nécessairement distincts).

a. Si trois éléments B successifs (ou davantage) coincident S, | C
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contient un S dont chacun des éléments est primitif, et par suite,

S,|S| est un S, primitif [13%]. Supposons que ce ne soit pas le cas.

b. Si deux ¢léments B,_, et B; coincident, mais ne sont pas con-
jugués a aucun autre élément de S,|C que A;_,, A;; A;,,0na

SzlAi-—Ai_i—-—C—AH_lEB et B,((Sg‘C—Ai_i——A,‘—AH.I)EO.

Par suite S, |(C + A;) est un S,. Supposons que ce ne soit pas le
cas.

¢. S1 S, | C2? ne contient pas des éléments entrelacés ('), tous les
éléments B sont distincts, et pour tout élément A; de S, |C on a

(S2]C— Ay —A, — A1) | (Se|A;— Ay — C — Ajyy)=o0.

Par suite S, | (C + A;) est encore un S,. Supposons que ce ne soit
pas non plus le cas.

d. Soit D un élément entrelacé de S,|C2? conjugué a A; et
Aj(j—1i>1) et a aucun autre élément A entre (2) A; et Aj tel
qu’aucun autre élément (entrelacé) de S, | C2? ne soit conjugué & un
couple d’éléments de S, | C compris entre A, et A,. Alors, puisque

AijA,;=C|D=o
et C, D sont chacun conjugués a A; et A;, 'ensemble
Ai+C4+A;+D
estun S, de S, et puisque S, est de connectivité 1, S, — S, n’est pas
connexe. Par suite, puisque I'’hypothése dans (a) et (b) n’est pas

satisfaite, les éléments B;, B,,,, ..., B,_, sont distincts. Or, soit Ay
un élément entre A; et Aj(j—k>o0,k—i>0). Alors Bx_,, By

sont distincts et

(S2|Ar— A4y —C—Apy) [ (82| C —Apy — Ay — Apg)=0.

Donc S, | (C + Ax) est un S, et le théoréme est démontré.

(1) Clest-a-dire un élément conjugué a A, et A, |i—j |>1, mais non conjugué &
tous les éléments A, ... A, ni A tous les éléments A, ..., A,
(?) Cést-a-direj —k >oetk—i>o.
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Cororrare 1. — Si un espace S, de connectivité 1 contient un
élément A tel que S, =A +S,| A+ S,|A? et tel que chaque élé-
ment de S,| A? soit conjugué a deux éléments conjugués de Sy | A,
ona: |S,|A2|<Z|S,|Aletil existe un S] de S, contenant au moins
un élément de S, | A2 et tel que S;| S’ soit un S,.

Soit maintenant cet espace S, un transformé d’un espace discret P,
pour lequel S,|(S,—S,;P) est un S,. Alors S, est un transformé
normal de P [6”] et par suite, P est un espace normal de mémes

dimension, classe et connectivité que S, [16¢, 17¢]. Par suite, par
induction :

Tuatorime 9e. — A tout espace normal S, (de classe 2) fini de
connectivité 1, il correspond au moins un espace paramé-
trique S, (65t<q) tel que (i) St soit un espace S, (de classe 2)
primitif, (ii) St soit un transformé normal de S% et (iii) S soit
identique a U'espace Sy donné (k=26,7, ..., g —1).

CororrLamre 1. — Soit A un élément quelconque d’un espace S,
fini de connectivité 1; alorsil existe un espace paramétrique

S (p=tiq)
tel que .

(i£) Si*' soit un transformé normal de S¥

(i6i)Sg =8, et (iv) A[Sf+1 — Skt | (8§ —8§SE*1) ]84,
(k=p,p+1, ... g —1)

Or, puisque un espace S}’ primitif est orientable (positivement ou
négativement) de fagon qu’il existe une fonction distance s(z, y)
de S, satisfaisant a s(1,6) =s(2,5) =15(3,4) =o0; et puisque un
transformé normal d’un espace normal S, orientable est orientable de
fagon que la seconde condition dans la Définition T¢ soit satisfaite,
il suit :

Tutoreme 10e. — A4 toutespace normal S, fini de connectivité 1

(') Tous les espaces normaux S, que nous considérerons dans ce Chapitre (sauf
dans le Théoréme 16e) sont de classe 2. Aussi nous omettrons presque toujours,
pour plus de rapidité, 'expression « de classe 2 » 4 la suite de « un espace normal S, ».
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il correspond au moins un espace paramétrique canonique

S (65tq)

orienté positivement (ou négativement) tel que S =S,.

Or, puisque | S§ | — | D' (S%)| + | D2?(S}) = 2 etle nombre a droite

est invariant dans la transformation normale (vo/r I'Introduction)

Cororratre 1. — Pour tout espace normal S, fini de connectivité 1
on a
[ Se| — | D1(S2) |+ |D2(S2) =2 (1) (formule de Euler).

Tutorkme 11e. — A tout espace normal S, fini de connectivité 1
il correspond au moins un couple de polynomes g'¥', g™ (le couple
canonique d’un S orienté positivement satisfaisant a S?=S,)
qui permet de distinguer parmi les couples d’éléments de S, ceux
qui sont conjugués,

On déduit facilement du théoréeme 8e qu’a tout espace normal S,
fini de connectivité 1 il correspond un S qui satisfait, en outre des
conditions du théoréme 9e, a la condition

Sk —SkSk-t < (SE—Sk+1Sk) 4 Sk|(Sk—Sk+1Sk)  (k=17,8, ..., g —1).

Or, les coordonnées (dans S¥) du couple S& — S¥S5=* sont &, /1 [1°],
et la coordonnée de 1’élément S'; — Sg“ Sf_f est fo(k 4+ 1). Par suite,
s1 S5 — S4+1S% est contenu dans S% — S, S%"! lenombre fo(k 4 1) est
égal soit a k soita fi'; et si S5 — SESI-* est contenu dans

S5 1 (8§ —sir1sh),
Pélément S¥ — S5+ S% est un des conjugués du couple
Sk —SkSk-1 [1e]

et par suite, fo(k 1) est égal soit a f\” soit a £,

Turorime 12¢e. — A tout espace normal S, fini de connectivité 1,
il correspond au moins un triple canonique f3', ¥, f¥ tel

(') On déduit aussi facilement que le degré de I'élément sk__sk Sf_,“" est égal &
la somme des degrés du couple S5*! — SESA+! erc.
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que fU+Y soit égal a un de quatre nombres k, f\°, £, fi pour
tout entier compris dans l’intervalle (7, q—1), ou q =|S,|,
(voir 8¢).

“ Nous avons vu dans le théoréme 6e que deux espaces paramé-
triques canoniques S; et R} également orientés qui ont le méme
triple canonique sont équivalents. La réciproque n’est pas vraie ainsi
que le montre le théoréme suivant :

Tutoreme 13e. — Soient -

1° f8, 0, f5 le triple canonique d’un espace paramétrique
canonique S, (6t q);

2° A et B U'élément de Sk de coordonnées k et f\P, A étant pri-
mitif ; )

3° ¢ la coordonnée de Uélément S%[A — (S!/(A 4+ B)+ B).

2
Alors les trois fonctions {1, 1%, £V satisfaisant a ‘

f’}x) =f‘¢m (Xzk,i=o0,1,2) et f/o(") =c, fl‘(k) =f‘2"), f’g(/\') =f(1k)1

sont un triple canonique d’un espace R, (6ZtZgq) équivalent
a 8.

Nous donnons maintenant pour les espaces normaux S, de classe 2,

le théoréme analogue au théoréme 28a pour les espaces discrets
-arbitraires.

. :
Trtorime 14e. — Tous les espaces nornmaux S, de degré 1 sont
équivalents et d’ordre 20. Le nombre des espaces normaux S, non
équivalents de degré 2 est deux : un d’ordre 24 et un d’ordre 8. Le
nombre des espaces normaux S, non ¢quivalents de degré 3 est quatre,
un d’ordre 28 et trois d’ordre 4 (un contenant deux ¢léments de degré 2,
un contenant un élément de degré 2, et un ne contenant aucun élé-
ment de degré 2). Tous les espaces normaux S, de degré 3 et d’ordre 4
sont chacun un transformé normal de 'espace normal S, de degré 2
et d’ordre 8. Tous les espaces normaux S, de degré 3, sauf les espaces
qui ne contiennent aucun élément de degré 2, sont chacun un trans-

formé normal de 'espace normal S, de degré 2 et d’ordre 24, etc.

Nous appliquerons maintenant les théorémes.8e et 9e pour démon-
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trer I'existence d’un hyperespace discret dans le plan (primitif ou

Euclidien) équivalent a un espace normal quelconque S, fini de con-
nectivité 1.

Tutorime 18e. — A tout espace normal S, (de classe 2) fini de
connectivité 1, il correspond une carte dans le plan dont chaque
pays a une frontiére convexe et qui (considérée comme un espace
discret de 2- cellules) est équivalente a U'espace S').

Le théoréme est évidemment vrai quand S, est primitif. On déduit,
par induction des théorémes que nous venons de citer et du lemme
suivant qu’il en est de méme pour tout espace normal S, fini de
connectivité 1.

Leume 15. — Soient dans un plan trois polygones convexes A,
B, B’ disposés de la fagon suivante : A et B ont un ¢6té communb, b,
et sont respcctivement dans les deux demi-plans qu’il détermine, de
méme A et B’ ont un c6té commun b, 6, (b,b, et b’ b, n’ayantaucun
point commun ) et sont placés de part et d’autre de ce coté.

Prenons un point a entre b, et b,, et un point a' entre b et b,.
Dans le polygone B les deux cotés qui aboutissent au coté a, b, déter-
minent uatre demi-plans dont deux P, et P, contiennent le poly-
gone B. De méme on peutassocier au polygone B’ deux demi-plans P’
et P, qui le contiennent. Soit ¢ un point entre « et a' dans le pro-
duit P, P, A et ¢’ un point entre ¢ et @’ dans le produit PP, A. Cela
posé :

1° B et le triangle b,cb, constituent un polygone convexe, il en
est de méme de B’ et du triangle & ¢’ b, ;

2° Si l'on retranche du polygone A les deux triangles &,cb,
et b, c¢'b, on obtient deux polygones convexes ayant.en commun le
coté cc’ et situés de part et d’autre de ce coté.

Or, puisqne le probleme de la colorabilité de toutes les cartes
(dans le plan) en quatre couleurs est équivalent au probléme de la
colorabilité en autant de couleurs de tous les espaces normaux S,
fini de connectivité 1 [13°, 16°], il résulte donc du dernier théoréme

(') On peut méme exiger que chaque pays sauf un, soit une région conveze. Le
pays excepté est celui qui contient le « point infini ».
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qu’il faut seulement considérer les cartes dans lesquelles chaque pays
a une frontiére convexe. En d’autres termes, si toute carte (dans un
plan) dont chaque pays a une frontiére convexe et qui estun S, fini (1)
est colorable en quatre couleurs, toute carte avec des pays quel-
conques est colorable en quatre couleurs.

Nous terminons par un théoréme illustrant de 'opération inverse,
de I'opération D}’ ( W), et une application de ce théoréme.

Thtoreme 16e. — Soit S un hyperespace discret dont les élé-
ments sont les sous-espaces normaux S, fini d’un espace normal S?
(de classe 3) qui satisfont chacun a C(S} —S,)=1, deux élé-
ments quelconques P et Q de S étant conjugués si (consideérés
comme sous-espaces de S}) PQ == o. Alors S est un espace nor-
mal S, satisfaisant a D} (Ss) = Si, si les trois conditions suivantes
sont satisfaites :

(¢) A tout couple d’éléments conjugués a et b de S? il corres-
pond un seul élément de S contenant a + S |a —b;

(it) Le produit PQ de deux éléments conjugués de S est
(considéré comme un sous-espace de S%) toujours connexe;

(i) Si trois éléments P,, Py, Py, de S satisfont ¢ P;Pj=o
(i, 7 =1, 2, 3), ils satisfont aussi a P,P,P; =£ o.

En effet, soient P et () deux éléments conjugués de S et soit @ un
élément de S? contenu dans PQ. Alors, puisque

|Pla|=]Q/a]| = 2, |S3/a|=3 et Pl/a+ Qla < S}/a,

on a |PQ|Z2. Supposons que |PQ|>>2. Alors, puisque PQ est
connexe, il contient un élément & tel que |(PQ)/b|=2. Soit ¢
Pélément S3 |6 — (PQ)|b. Alors S contient deux éléments (P et Q)
contenant les éléments &—+S3}|b—c de S}, ce qui n’est pas.
Donc |PQ|= 2.

Soient P, Q et R, trois éléments de S conjugués 'un a 'autre, et
supposons que |PQR| = 2. Alors puisque | PQ| = 2, ona PQR=PQ.
Soient a et b les éléments de PQ. Alors les élément P/a—b,

(1) On peut méme exiger que tout S, dans cet S, ne soit pas primitif et d’autres
restrictions, de cette nature; voir G. D. BirkHOFF et P. FRANKLIN, loc. cit.
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Q/a—b, Rja—b et b sont distincts, ce qui n’est pas, puisque
1St a|=3.

Par suite [PQR|=1, et S contient deux (et deux seulement)
éléments conjugiés a P> et a Q, et ces deux éléments ne sont pas
conjugués. Et a tout couple d’éléments de S? contenus dans P il
correspond un seul ¢lément de S conjugué a P et contenant ce
couple. Donc S est un espace normal S, (de classe 2).

Or, puisque a tout élément de S? il correspond trois éléments
(conjugués) de S contenant cet élément de S?, la transformation qui
fait correspondre a tout élément de S? les trois éléments de S conte-
nant cet ¢lément est une transformation biunivoque entre les ¢lé-
ments de S} et les ensembles 8 de S. 1l suit aussi de ce ({ue nous
avons déja dit que cette transformation est une transformation
équivalence de S¥ en Df,(S ). Le théoréme est donce démontré.

H faat rattacher au probléme du coloriage d’une carte dans le plan
en quatre couleurs le probléeme qui consiste a chercher a quelles
conditions un espace normal S} doit satisfaire pour qu’il existe dans
le plan un « graph » (complexr & 1 dimension) (') C qui ( considére
comme un hyperespace discret dont les éléments sont les sommets
de C et dans lequel deux éléments sont conjugués si G contient une
ligne qui les joint) soit ¢quivalent a Sy,

l.es deux derniers théorémes nous donnent immédiatement :

Turovizve Te. — Une condition suffisante pour qu'il existe
dans le plan un « graph » G équivalent @ un espace normal S},
est que S} satisfasse aux trois conditions (i), (i) et (iii du
dernier théoréme et que Uhyperespace normal S, associé avec
cet S? soit de connectivité 1.

(Le « graph » déterminé par la carte équivalente a P'hyperespace
normal S, associé avec S| est le graph désiré).

Il n’est pas besoin d’ajouter que nos définitions et nos théorémes
sont susceptibles de plusieurs généralisations et extensions. Je n’in-
diquerai qu'une généralisation des transformations équivalences.

En appelant unc transformation ¢quivalence une transformation de
Zenre 3éro, nous pouvons définir une transformation du »n*™¢ genre

-

(Y Encyklopddie loc. cit. p. 177.

THESE LINFIELD 7
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comme une transformation biunivoque d’un espace S-en lui-méme
[(ou S en S) satisfaisant a la condition que si A et A’ sont deux
éléments quelconques correspondants dans cette transformation,
StAetS { A’ sont équivalents dans une transformation du (n —1)ime
genre. La transformation pseudo-équivalence est alors une transfor-
mation du 1" genre. Il est clair, qu'une transformation du n'me
genre est aussi une transformation de chaque genre supérieur a
n, et que la totalité des transformations du n*"™® genre d'un espace
discret S forment un groupe qui est un sous-groupe du groupe
symétrique d’ordre |S|! et qui contient comme sous-groupe le
groupe des transformations de S de (n-- 1) genre. Ln probleme
qui n’est pas résolu méme pour les espaces symétriques définis [3a)
en fonction de la transformation équivalence est le suivant : si A est
un ¢lément d’un espace symétrique S, le sous-espace S| A de S est-il
un espace symétrique ?

Dans un travail qui est maintenant en préparation je reviens a
Iétude des espaces n—aires (plus particuliérement a celles des
espaces binaires) que j’ai définis dans Ulntroduction et je les traite
en suivant une marche semblable a celle que jai employée ici. Mais
tandis que j'ai étudié les espaces discrets du point de vue des opé-
rations géométriques qui ne font aucun usage du concept de
nombre quantité ou grandeur, je me placerai surtout dans le nouveau
travail du point de vue des opérations algébriques ou le concept de
nombre est de toute premiere importance. Kt tandis que le présent
travail nous a conduits a des espaces presque tous nouveaux, le travail
en préparation sera presque entiérement consacré a la coordination
des espaces déja familiers. Entre autres j'apporterai quelques restric-
tions aux termes segment, droite, plan. espace a n dimensions; que
j’ai détinis dans U'Introduction de facon a obtenir les termes euclidiens
correspondants, et j'aborderai quelques points délicats que je n’ai pu
qu’effleurer ici.
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Les cing conditions

Cy. P <P,

Ca SiP<Q et Q<R, ona P <R,

Cs. Q et R satisfait soit 3 Q << R.soit 4 Q ¢ R,

. SIQ <R et R<CQ, ona Q:==R,etréciproquement
Cs. O< P,

sont ¢videmment satisfaites quand P, Q et R sont des espaces quel-
conques (*) si nous les interprétons ainsi : ({) P << Q ou P <42Q veut
dire que P est, ou n’est pas, un sous-espace de Q; (/¢) Q =R veut
dire que Q et R représentent le méme espace, c’est-a-dire que tous
les éléments de Q sont éléments de R, et réciproquement et (iir)
O représente un espace vide, c’est-a-dire un espace qui n’a aucun

(') ‘Pour une bibliographic ¢étendue sur 'Algébre de la logique, voir SCHRODER,
Algebra der Logik, vol. 1, 18go. Dans ScHRODER, voir vol. 1, § 5, 13, et vol. 2,
§ 44, 470 Parmi les travaux qui ont ¢té publiés sur ce sujet depuis cette date, on’
pourra consulter avec fruit : E. V. HeNTINGTON, Sets of independent postulates for
the Algebra of Logic ( Transactions Am. Math. Soc., vol. 5, 1904, p. 288-309);
H. M. Suerrgr, A sel of five independent postulates, etc. (vol. 4, p. 481-488);
L. CouturaT. L’Algébre de la logique. ;

() Dans le cas des espaces binaires, nous posons aussi G, : Si Q<R et siAetB
sont des ¢léments de 'espace € (et, par suite aussi, de I'espace R[Clg]). on a

O(A. B) = R(A, B).

Pour les espaces discrets définis comme dans le premier et second paragraphe de
I'Introduction. nous démontrons (voir Cl!) que, « si A et B sont deux éléments
d'un sous-espace Q de R, ils sont (ou ne sont pas) conjugués dans () selon qu'ils
sent (ou ne sont pas) conjugués dans R ». (La condition correspondante a G, pour
les espaces ternaires ou quaternajres est immeédiate.)
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élément. De ces cinq conditions on déduit immédiatement :
C: P=P [Ch Cb]v

1. 8iQ=R, ona R
C.SiP<Q e Q=R

3. SiQ<P e Q=R
C; SiP=Q e Q=R, ona P=R, [rC,C2 C],
Cl SiP<O, ona P=O

=Q [rCs, Tyl (1Y),
, ona P<R [rCs, Co],
, ona R<P,

[Cs, Ci] et réciproquement ;. [rC,J.

Les quatre conditions qui définissent les trois opérations addition,
multiplication et soustraction,

Ce. SiQ<P et R<P, ona Q-+ R<P, etréciproquement,

Cs. SiP<Q et P<R, ona P<QR, et récriproquemer:n,

Cs. SIP<R—Q, ona (P+Q)<R et PQ=o, et réciproquement,
Cg"SiP <R+Q ona P—PQ<R, et réciproquement,

sont évidemment satisfaites quand P, Q et R sont des espaces quel-
conques si nous les interprétons ainsi : (£) Q-+ R est I'espace qui
contient tous les éléments de Q et R et ceux-la seuls, (i/) QR est
Pespaée qui contient tous les éléments communs a Q et R et ceux-la
seuls et (i) quand Q est un sous-espace de R, R — Q est le sous-
espace de R contenant tous les éléments de R qui ne sont pas
¢léements de Q. 1l est clair, que pour deux espaces Q et R
quelconques (2) les espaces Q+R et QR existent et que pour

tout sous-espace Q d’un espace R quelconque, le sous-espace R — Q
de R existe.

Alors, puisque

Q+R<Q+R et QR<QR [Ci]

(') rC, veut dire, la réciproque de la condition C;.
(2) Dans le cas des espaces binaires il faut que, pour tout couple d’éléments A
et B communs a Q et R, on ait

Q(A, By =R(A, B).

Pour les espaces discrets définis comme dans le premier et le second paragraplie
de I'Introduction, il faut que pour tout couple d’¢léments A et B communs 3 Q et R.
ils soient (ou ne soient pas) conjugués dans Q selon qu'ils sont (ou nec sont pas)
conjugués dang R.
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on a
Gl Q<Q+R et R<Q+R [rG],
C! QR<Q et QR<R  [rCs] (1)
Par suite -
C P+P= [Ce, CL. G,
C¢ SiQ <R,
on a

Q+R=R [Cs Cl, Cy]
et réciproquement [ rC,, rGCq],

Ct S1Q<R,
on a
P+Q<P+R,

parce que puisque Q <R et R<<P+R|[C!], Q <P4+R[GC;], et
par suite
P+Q<P+R [Cl Gl
Donc
C§i SSQ=R, ona P+Q=P+R [rC, G} G,
Cg Q+RER+Q [C;iy CGv C~]v
Cl (P+Q)+R=P+(Q+ Ry

D’abord, puisque P<. P4+ (Q +R)et Q<Q+R <P+ (Q—+R),
C!l,
€] P+Q<P+(Q+R) [GCy G).
Et puisque
R<(Q+R)<P+(Q+R),
on a
(P+Q)+R <P+ (Q+R)

En suite, puisque
R<(P+Q)+R

(1) Pour le lectéu sciupuleux nous donnons les tiois theoremes .

CY. Deux espaces vides sont identiques [C;].
C? Deux espaces P, et P, qui sont chacun la somme de Q et R sont identiques,

(En effet, puisque Q < P, ¢t R _ P, [Cl] P.-_ P, [Gs], et, puisque Q < P, et
R P, P, <P, par smite P,=P,[C,]).

CY. Deuzx espares P, et P, qui sont chacun le produit de Q par R sont iden-
lLiques.
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et

Q<(P+Q)<(P+Q)+R
ona

(Q+ R)< (P+Q)+R,

et, puisque

P<(P+Q)<(P+Q)+R,
on a
P+ (Q+R)<(P+Q)—=+R.
Donc '

(P+Q)+R=P+(Q+R)

Nous démontrons de la méme facon les corrélatifs des six derniers
théoréemes

Ci: PP=P.

Ct SiQ<R,onaPQ<PR.

C¢ QP = RQ.

C! Si RQ, ona QR=Ret réciproquen‘xem.
C? Si Q=R,onaPQ=PR.

C: (PQ)R=P(QR).

Nous allons démontrer maintenant quelques théorémes concernant
“la soustraction, théorémes qui nous permettront de démontrer la
distributivité de la multiplication par rapport a I'addition ct a la sous-
traction [C}, C?].
Puisque 'espace R — Q existe toujours quand Q est un sous-espace
de R, et puisque R — Q <R — Q [C,], 1]l en résulte :

Cl SiQ<R
on a
R—Q<R et QR—Q)=0 [Cs],
C3 SiP<Q<R
on a

P(R—Q)=0, R—Q<R—P et Q—P<R (1)

En effet, puisque P<<Q, P(R— Q)< Q(R—Q) [C!], et par

suite, puisque

Q(R—Q)=0, P(R—Q)=0 [C C,].

(1) Par suite Q — P~ R—P, puisque (Q —P)+P <R et P(Q —P)=o0; et,
siP<Q=R Q—P—R—P.
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Or, puisque
R—Q+P<R [C}, G
et
P(R—Q)=0, R—Q<R—P - [rG];
et, puisque )
Q—-P<Q<R, Q—P<R.

Du dernier théoréme on déduit :

Cl SiP=Q<R,
ona
R—P=R—Q [rCi, G2, C,](})
Ci SiP=R—0Q
on a '
R=P+Q et PQ=O0;

et réciproquement (?).

En effet, puisque

P<R—Q[rCi], P+Q<R et PQ=0;
Et, puisque

R—RQ=R—Q<P [C}C{]l, R—RQ<P
par suite,
H<P+Q [rCs].

Done
R=P+Q et PQ=0O.

Pour démgntrer la réciproque on a

P+Q<R et PQ=O.
Par suite
P<R—Q [er].
Or, puisque ) .
R<P+Q et R—RQ=R-LQ
on a
R—Q<P [Col,
Donc )
P=R—Q.

(') Si P'on n’a pas va au moment des définitions que « C§, si. P, et P, sont chacun
la difference R moins Q, ils sont identiques » cela est maintenant évident d’aprés.
le dernier théoréme.

(*) Par suite, puisque O +P=P et OP=0, P—P =0;et, puisque R—Q=R—Q:
etQ(R—Q)=0,R—Q+Q=R.
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Du dernier théoréme résulte encore :

C3. SiP=R—Q,on aQ=R—P,

§- R—=(R—Q)=0Q[GCy, Ci]. (M)

;. SiP<R—Qona Q< R—P[Cs, rGCsl;
etsi P<R--RQona PQ=o0 [C;, Cs].

C}.Si(P+Q)<RetP(R—Q)=o0,0naPLQ.

Qo

En effet, puisque
P+(R—Q)<R[C}, Cslet P(R—Q)=0,P<R—(R—Q).

Or, puisque
R—(R—Q)=Q[C{] P <Q.

Nous sommes, maintenant, préts a démontrer les lois de .distribu-
tivité dont nous avons parlé plus haut. D’abord,

Lemme C}. Si PQ=PR = o,
on a
P(Q+R)=PQ+PR=o.
En effet, soit
S=P+Q+R;
alors, puisque
P+Q<SetPQ=0,Q<S—P[rGs]

De méme
R<S—P,
et par suite, .
Q-+ R<S—P[G]
et,

P(Q -~ R)=0[Cs].
3. P(Q+R)=PQ+PR (-).
En effet si PQ = PR :=o, le théoréme est vrai.

Supposons que si PQ et PR ne sont pas tous deux identiques &
_ zéro le théoréme ne soit pas vrai. Soit S =P + Q; alors puisque ’

PQ-—-PR<P(Q=R)[Cl, Ci, C], P(Q=R)<LPQ-=-PR[C,, Gyl

(') Par suite, la réciproque de C} est vraic, c’est-i-dire, si R—P = R —Q,on
a P = Q. La réciproque de G et C3 n’est pas toujours vraie.
(*) Cf. HUNTINGTON, log. cit., p. 3o1.
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Par suite
TEP(Q-{-R)[S-——-(PQ —PR)[o[0CE] ('),

i

(puisque P(Q +~ R) < S'et PQ +-PR < S), donc :

T<P[C!] et T(PQ-+PR)=o[C! Cs].
Or, puisque

T(PQ)—~T(PR) < T(PQ — PR),

O0=T(PQ)=(TP)Q=PQ et O=T(PR,=(TP)R= PR[CI, Ci, C}],
ce qui contredit notre hypothése.

C;.Si Q< R, ona P(R—Q)=PR—PQ.

En effet, soit

R—Q=S,
alors
R=Q--85,QS =o,
et
PR=P(Q+8)=PQ~+PS.
Par suite. T
PS =P(R — Q) =PR — PQ[rCi],
puisque

(PQ)(PS)==QS =o.
Maintenant, puisque

P=P_—PQ+PQ<P—PQ-P,
il en résulte que
P—PQ+ Q=P+ Q[C}, G, Ci];
et & cause du dernier théoréme R(Q— QR) = o. Donc

Ci. SiR=P +Q,

on a
P—PQ=R—-Q[rC{],
par suite,
Ci. Si(P—Q)<R
on a

P<R—Q+PQ[rCs] (%)
Or, puisque
(R—P)+~(R—Q)—-PQ<R

(') oC§ veut dire I'obvers du théoréme C§.
() Dc méme, 5t PQ=0.0ona Q+P—P=0. ct si P+R=Q+ R et PR=QR,
ona P = Q, puisque

P+R—R=0Q+R—R=P—PR=Q—QR.
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et ‘
R=(R—P)—P<(R—P)—(R—Q)—PQ,
R=(R—P)+(R—Q)—+PQ,

ce qui nous donne I'important théoréme :

Ci.Si(P+Q)<R
on a

(R—P)~(R—Q)=R—PQ=R —[R—(R—P)][R—(R—Q)].
Maintenant, a cause de 'identité de théoréme C), on a :

(8—P)((8—Q)+~(S—R))=(S—P)(8—Q) -(S—P)(S—R)
=(5—P)(5—QR) =S—(P+Q) -~S—(P ~R)
=S—(P+QR) =S—(P--Q)(P-—R).

Par suite, on a pour trois espaces P, Q et R quelconques
C§. P~ QR=(P +Q)(P-+R).
On peut employer le méme raisonnement pour démontrer le corrélatif
de tout théoréme qui n’est relatif qu’aux sommes et aux produits.

Ci. Si P< Q<R
on a
(R—Q)—P=R—(Q~P)
En effet, puisque

R=R—Q+Q=R—Q-(Q—P)+~P=(R—Q—+P)-+(Q—P)

et
(Q—P)(R—Q+P)=o0
on a
R—Q+P=R—(Q—P)
C8. Si(P+-Q)<R et PQ=o
o a

(R-Q)—P=R—(Q—+P)
En effet, puisque

R—(Q+P)+P=R—(Q+P—P)=R—Q e P[R—(Q-+P)]=o0

on a
R—iQ--P)=(R—-Q)—P.

Cio. Un sous-espace A d’un espace S (A4lo) est un élément
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de S si (et dans ce cas seulement) (,'} pour tout sous-espace R
de S qui satisfait a AR <o on a A <R.

Cyi. Si un espace S contient m ¢léments distincts AL A, .. AL
(c’est-a-dire, A; A;==0) (?) et ne contient aucun autre élément, S est
un espace fini de m éléments, et nous écrirons alors 'S = m. Si
Pensemble des éléments distincts de S est infini mais qu’on puisse
les mettre en correspondance biunivoque avec 'ensemble des nombres
entiers positifs 1, 2, 3,..., S contient une infinit¢ dénombrable
d’éléments. Le nombre des éléments d'un espace S est dénombrable
si le nombre de ses éléments est soit fini soit infini (dénombrable).

Cy.. Pour tout espace S qui satisfait a [S'=oonaS<o (3).

C,,- Pour tout espace S qui satisfait a 'S’ 20 ona S 0.

En cffet, puisque | S' 3£ 0. S contient au moins un élément, soit A
un clement de S; alors Aqcoet S — A+ A 47 o. Par suite, puis’que

S=S—A- A,

on a

SLLo.

C!,. Soit A <~ R <S; alors A est un élément de l’espace R s'il est
un élément de Vespace S, et reciproquement.

En effet, soit R’ un sous-espace quelconque de R tel que I\B “o;-
alors, puisque R" <<R < S, on a R’ S. Par suite. puisque A est'un
¢lément de S on a A < R". Donc A est un élément de R [C,, ].

Maintenant, soit A un élément de R et soit R' un sous-espace

(6D Dan< une as%eluﬁn qui est une définition (et non seulement une ¢(md|lmn
dans une définition exprimée ou impliquée) on pose que la réciproque de cette
assertion est vraic méme si ¢e n’est pas explicitemeut indiqué. Nous Pavons posé
explicitement ici, mais non dans la définition suivante pas plus que dans les défi-
nitions en dehors de PAppendice. comme ¢’est habitude chez beancoup d’autears.

() Deux espaces P et Q sont différents si 'on n'a pas P=Q, ¢t P et Q sont
distincts (ou disjoints) si PQ = o. Par suite il peut arrviver que deux espaces ne.
soient pas distincts et soient différents mais deux éléments d’un espace quelconque
qui ne sont pas distincts sont toujours identiques. Nous emploierans la nota-
tion P 3 Q pour indiquer que P et Q sont différents. o )

(3) Cette condition jointe A la condition C, définit un espace vide ainsi que suit:
Un esogee qui n'a aucun €lément est vide, et un espace vide est contenu dans
tout espace.
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quelconque de S tel que AR’ < o. Alors, puisque
A(R'R)=(AR)R"=AR <o

et RR"<<R. ona A <RR'[rC,,]. Par suite A <R’ et A cst un élé-
ment de S [C,,].
Du dernier théoréme il suit immédiatement :

C;,- Soit A un élément de P'espace P; alors pour tout espace Q,
A est un élément de P+ Q. et pour tout espace Q qui satisfait
AAZPQ ou A<P Q,0ou A<<P/Q, 0ou ACP—Q) A est un
élément de PQ (ou P Q, ou P/Q, ou P — Q respectivement).

C{,. St A est un élement de P 4+ Q. il est un elément d’au moins
un des espaces P et Q. Si A est un élément de PQ, il est un élément
de P et de Q. 51 \ est un élément de P — Q, il est un élément de P
et non de Q, etec.

C),- St Ay, A,.... A, sont les éléments d'un espace fini P de m

élémenty P= Y A, [C,s, C},|; et, si A st un élémentde P, il existe
=1
un (et un seul) entier positif A tel que A = Az (A< m).
C3,. Si les espaces finis R et S satisfont a la condiuon R<S
alors |[R 'S ;siR=S,alors' R = S';et,si R<<Set|R|=]|§],
R=5.

CB

10°

S5t'P+Qi=(Pl,onaP+Q="P; et.si| PQ|=|P|, PQ=P.
C},. Pour deux espaces finis P et Q on a

[P—Ql-—IPQi=|P|—]Q}.

r 9
PEZA,, QEEBI,

1 =1 =1

And€Qim=1, 2...4), A, <Qn=~A=1,k—=3...p)

En effet, soit

Alors, puisque \,, est un élément de P, ¢’est un élément de
P QG ]

et par suite A, Q <o[Cio], An B, < 0[C]], et les éléments A,
etB,deP +~Q(m=1,2,... k;i=1, 2,... ¢) sont distincts. Donc

R=A, ~A,—...~A;,—B,+B,—...— B, <P+Q
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et

P—Q|2k-+gq.
Or, soit A un élément de P+ Q; A est soit un élément de P soit
de Q[Ci,}. Si A estun élément de Q, il est identique a I'un des
éléments B,, B,,... B, [C; ] et par suite A <ZR. Si A n’est pas un
élément de Q, il est identique a un des éléments Ay, \.... A, |Cl |,
et par suite il est encore un élément de R. Done P+ Q <7 R, et par
suite [P+ Ql=k +g¢.

Nous démoutrons de la méme fagcon que |PQ|=p — £, et que par
suite | P4+ QI 4+1PQ =PI+ QL

(1 ,. Pour deux espaces finis P et Q qui satisfont a lacondition P < Q
onal|P—Q|=|PI—{Q].

C¥,. Soit S un espace fini de n -éléments; alors (i) si A est un
élémentde S, 1S — Al=n—1; () si Ry, Ry, ... R, sont des sous-
espaces non vides de S qui satisfont & R; Rj= o0, m est inférieur
ou au plus égal & n, (i) si m est égal & n, R; est un élément de S.

CiH . PQRIZIPQ |+ PRI —P.

Nous allons maintenant définir 'expression : opération continue ()

ue nous avons employée dans I'Introduction a propos des définitions
q ploy prop

des opérations P Q) et P/Q, et démontrer quelques théorémes ou
figure celte expression.

Cys. Un espace S est la limite (*) d’'un ensemble de ses sous-
espaces Sy, Sa, ... S,,. .., si, atout espace fini R de S, il correspond
un entier positif m tel que R <<'S, (n2m), et nous écrirons alors

S = lim S,.

n=ow

C,s.'Une série des espaces Sy + Sz +... + S,4... est conver-
n

wente s'il existe un espace S tel que S =1lim E Sm, ‘et nous écrirons
' n=w
m=1

alors

w ”
2,50= fim 3 Sn
2 ==

n=i m=1

(') Cetic dénomination, ainsi que la note suivante, m’a ¢té suggérée par M. M. Fréchet.
(?) Cette limite est la limite restreinte définie par M. E. Borel dans ses Legons
sur les fonctions de variables reelles, Paris, Gauthier-Villars.

-
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Cis. Une opération binaire F(X, Y) est continue (dans Y) st
pour deux espaces RetS quelconques qui satisfont aux conditions :

S = lim S,. Q =F(R, 5,) (n=1, 2, ...

on a N
Q: F(R, S).

La définition C;, nous donne immédiatement :

Gi.. Si Ay, Ay ..., A,, ... sont tous des ¢éléments d'un espace S,

ES n

SEZJ\" = him EA,,,.

n— x
n=1 =1

Lemme G7,. Sichaque ¢lément d'un espace R est contenu dans
un espace 5, R est contenu dans S.

En effet, soit R — RS = Q; alors, «i Q n’est pas vide, il contient
au moins un élément [0Cia]. Soit A un élément de Q; puis-
que Q -~ R-—RS5. c’est un élement de R -—— RS[C)y] et. par suite,
c’est un élement de R{CJ,|. Or, puisque chaque élément de R est
contenu dans 5, on a A < S et AS 3 0[Cy,]; et, puisque A est un
élément de R — RS, ona A7 R —RSet AS — o|C]]. Donc Q) est
vide; et, par suite. R = RS[ (] et R << S[CE).

C3},. Les trois opérations : addition, multiplication, soustraction
sont continues.

En effet, (a) soit R et S deux espaces quelconques satisfaisant aux
conditions S=lmS, et Q=R +5, (n=1, 2, ...); alors, puis-

n=uw

que S, S[{Cy,],ona R+ S, R+ S, et, par suite, Q<R+ S.
Maintenant, soit \ un ¢lement de R+ 5; st \ est un élément de R,
il est contenu dans () et, s’il est un élément de S, il existe un entier
positift m tel que A S,,[Ci;]. Par suite. \ est encore contenu
dans (). Ainsi chaque élément de R + S est contenu dans Q| C},| et,
par suite, R+ 5 <7 Q. Done Q =R =~ 5.

(b). Soit R et S deux espaces quelconques satisfaisant aux condi-
tions S=1imS, et Q=RS, (n=1.2,...). Puisque S,<S, on

n = o
a RS, RS et, par «uite, Q — RS. Soit A un élément de RS; A est
un élément de R-et de S. Par suite, il existe un entier positif m tel
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que A <7 S, ; et, puisque A <R, on a A << Q. Or, chaque élément
de RS est contenu dans Q, par suite RS <7 Q. Donc Q = RS.

(¢). Soient R et S deux espaces quelconques satisfaisant aux condi-
tions S=1lim5, et Q =R —9S, (=1, 2,...); alors R =Q+8S,

n=w=
et Q>, = o|(§]. Par suite, puisque les opérations addition et multipli-
cation sont continues, ona R = Q +S,et QS =o0.Donc Q=R —8S.

Demontrons maintenant le théoréme que nous avons annoncé dans
le premier paragraphe de I'Introduction : « P| () est le sous-espace
de P — PQ) qui contient tous les éléments conjugués chacun a au
moins un élément de () ». D’abord :

Ch. SiP=Q,ona
P/R = Q/R[{"]. P|R = Q|R[4], R/P = R/Q[5°] et R|P =R|Q[3, Ci, C)}.

C,.. SiPetQ sont des espaces, ) étant dénombrable, & tout
élément A de P |Q il correspond au moins un élément B de Q tel
que A B«lo.

En eftet, puisque A< P|Q,ona A< A|Q<P|Q[3, 4] et par
suite A|Q<Co[C},]. Soient A, As, ..., Ay, ... tous les éléments
de Q. ¢t supposons que AjA,=o0 (n=1, 2, ...). Soient ), = A4,
Q=0+ A,,....Q, =Q, 4+ A, ...; alors, puisque A|Q;= o,
AJA, —o et AJ(Qi+A)<ATQi+A|\y2], on a A|Q,=0.
Nous demontrons par induction que A|Q, = o. Donc, puisque 'opé-
ration dont il s’agit est continue A\ |Q =o0[Ci,] ce qui contredit ce
que nous avons déja démontré, a savoir A | Q < o.

C®.. Si A est un élement de P — PQ et si B est un élément de Q
tel que A B <o, alors A <P | Q.

En effet, puisque A | B n’est pas vide ¢t est contenu dans A[3}], on
aA'B=A[C;]. Or puisque A|B<P|B[4], on a A-TP|B; et
par suite, A <_ P Q 4 Q[5]. Maintenant, puisque A <P’ — PQ, on
aA< Peto=APQ)=(\P)Q _AQ. Donc A(P]|Q) =A[Cj]
et A~ PQ.

Ces deux théorémes démontrent le theoréme de I'lntroduction que
nous venons de rappeler. Demontrons maintenant le théoréme
correspondant du deuxicme paragraphe de I'lntroduction.
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Ci. Si A et B sont respectivement des éléments de P[Q

et Q, A/B<o.
En effet, puisque \ << P/Q, on a A < A/Q[3°], et, puisque B <C Q,
on a A/Q < A/B. Donc A <Z A/B.

Leuve Ci;. (P/Q) (P/R)=P[(Q +R).
En effet
P/(Q—R)<P/Q et P/(Q-+R)<P/R[5"].
Par suite
P/(Q R) < (P/Q) (P|R).
Or, puisque )
(P/Q) (P/R) < P/(Q + R)[2°],
on a
(P/Q) (P/R)=P/(Q + R).

75- - 51 A est un élément de P et, si pour tout élément B de Q, on

a A/B <o (ou Q est dénombrable), alors A << P/Q.
En effet, soient A\, A,, ..., A,, ... tous les ¢léments de Q;
alors, puisque AfA, n’est pas vide et est contenu dans A, on

a A=A/A,. Sou Q, EE[\;; puisque A=A/Q,=A/A,, on
m—1
aA = (A/Qy) (A/A)), et, puisque (A/Q) (AJAy) = AJ(Q1+ Ay)[2°],

on a A = A/Q,. Nous démontrons par induction que

A=A/Q, (=1, 2, «..,),

et que, par suite, A = A/Q. Donc A << P/Q, puisque AJ/Q < P[Q] 4°|.

Nous n’entrerons pas maintenant dans le détail des demonstrations
de tous les théorémes de I'Introduction relatifs aux deux operations
que nous avons introduites. Cependant nous démontrerons rapide-
ment les théorémes (f), () et (f).

Ch. (P1Q) (PRy<P (Q—+R).
En effet, (P|Q) (P R) <P (Q +R)+ Q—+R[1, 5] et, par suite,
puisque
(P{Q)Q=P|R)R=0 [1],
on a
(PIQ)(PIR)<P[(Q—R) [Cq].

Ch. SiP<Q<Rona
(R1P)Q=Q|P et (R/P)Q=Q/P.
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En effet, soit S=(R|P)Q; alors S<R|P et S< Q. Par
suite S < S|P < Q|P[3, 4]. Or, puisque Q |P < R|P[4] et

QIP<Q [1],
onaQ|P<S. DoncS=Q]|P.

Maintenant, puisque les conditions 1°, 3°, 4° sont identiques aux

conditions 1, 3, 4, la seconde partie de ce théoréme est aussi
démontrée.

Ci P/(Q +R)=(P/Q)/R.
En effet, soit A un élément quelconque de P/(Q + R); alors

A<ANQ+R)<AIQ<PIQ [3° 5% 4°]

Soit B un élément quelconque de R; alors, puisque B est un élément
de Q4+ R, on a A/BgCo [C]. Par suite, A< (P/Q)/R [C].
Done P/(Q+ R) < (P/QY/R [Ci].

Or, soient A, B et C respectivement des éléments quelconques

de (P/Q)/R, Qet R;alors A/C o [C}], A<<P/Q [1°] et
A/B4 o [Ci;5]

Par suite, A < P/(Q +R) [CG,}]. Done (P/Q)/R < P/(Q +R).

Jusqu’a présent nous n’avons pas encore détini les opérations P | Q
et P/Q dans le cas ou Q est vide. Si nous voulons e faire il faut évi-
demment s’arranger de telle sorte que les theorémes déja démontrés
relativement a ces opérations subsistent quand on suppose que le
« dénominateur » est zéro. Une telle définition <exprime par les
identités P|o = Pjo=P.

Nous terminerons en démontrant que la proposition corrélative
de Cs, a savoir, P|(QR) < P|Q + P|R, est vraie et que la propo-
sition corrélative de C;, ne 'est pas. Démontrons d’abord les propo-
sitions suivantes :

C. SiP<QetQR —o,alors(R+Q)—P=R4(Q—P).

En effet, soit S — (R + Q) — P; alors SP =0 et S= SR + SQ.
Or, puisque SR <R, ona SRR + (Q — P); et puisque SQ << Q
et SQP =0, 0na SQ < Q —P <R +(Q —P). Par suite,

SR+SQ<R+(Q—P).

Donc (R+ Q) —P<<R+4(Q—P).

THESE LINFIELD 8
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Maintenant, puisque PQR = PR = o, on a RS = R. Par suite,

R<(R+Q)—P.
Or, puisque
$ PR Q—P<(R+Q)—P,
ona
R+(Q—P)<(R+Q)—P.

Donec
(R+Q)—P=R—+(Q—P).

C¥. P—PQR = (P — PQ) + (P —PR).

Puisque

P—PQR=P — PQ + PQ — PQR = (P — PQ) + Q(P —PR).

Ci,. P|(QR)< P|Q+P|R.
En effet, soit A un élément de P|(QR); alors QR contient un,
élément B tel que A |B <Co, et puisque A <P — PQR, on a

A < (P—PQ)— (P —PR).

Par suite, A est soit un élément de P|Q soitde P | R. Donc chaque
élément de P| (QR) est contenu dans P| Q + P|R et par suite P | (QR)
est contenu dans P|Q +P|R.

En rapprochant ce dernier théoréme du théoréme Cf; on conclut :
G PI(Q+R)+P[(QR)<P|Q+P|R.

Cii. Soit (A4+B)<<P<<Q. Si A<<P|B, on a A< Q|B, et
réciproquement.

En eftet, soit A < P|B; alors, puisque P<Z Q, ona P|B<Q|B.
Par suite, A << Q|B. Soit maintenant A << Q|B; alors, puisque A << P,
ona A< (Q|B)P. Or, puisque (Q|B)P = (PQ)|B=(P|B)Q, on
aA<P|B.

Nous avons ainsi démontré que si A et B sont deux éléments d’un
espace P contenus dans un espace discret Q, ils sont, ou ne sont

pas, conjugués dans P selon qu’ils sont, ou ne sont pas, conjugués
dans Q.
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QUELQUES THEOREMES ELEMENTAIRES SUR LES SEGMENTS
ET LES DROITES.

Tutoreme 1. — Si le point C est entre les points A et B, A n’est
pas entre B et C,

En effet, supposons que A soit entre B et G, Alors

(1) (BA) + (AC) = (BC),
(2) (BA)(AC)=A,

et puisque C est entre A et B,

(3) (AC) + (CB) = (AB),
(4) (AC)(CB) = C.

Par suite, puisque
(1) (AC) <(BC)
et

(BC) = (CB),

ona:

(3) (CB) = (AB}.
Donc

(2], (&) A=C,

ce qui n’est pas.

Cororraire 1. — Quand trois points distincts A, B, C sont alignés
(sur une ligne droite) surS;, un de ces points et un seul est entre les
deux autres.

Cororraire 2. — Soient A, B, C trois points distincts; alors,

si C(AB)= 0, ona A(BC)+ B(CA)=o.
Cororratre 3. — Si A(BC)=o0 et B(AC) 3 o, les points"AC

et B ne sont pas distincts.
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CororLAtrE 4. — Une condition nécessaire et suffisante pour que

trois points A, B, C dans un plan soient alignés est que

A(BC) + B(CA)+ G(AB) = o.

Cororraire B. — Si (0 est sur le coté (AB) du triangle (ABD) et

est entre A et B, ce n'est pas un point de la droite AD et ( BC)E =o0
(puisque tout point entre C et B est entre A et B).

Turorrme 2. — Solent A, B, C et D quatre points sur une droite
satisfaisant @ (A + B + C)D = o0 et (AB)D = o; alors, st
(ACYD =£ 0, 0n a: (BC)D = o, et réciproquement.

CororrLare 1. — Si C+ D < (AB),’on a (CD) < (AB).

Cororramre 2. — Si les segments (AB) et (CD) sont identiques,
A+ B=C-+D.

Tutorkue 3. — Soient A, B, C et DE trois points et une droite
dans un plan satisfaisant (A + B+ C)ﬁl:: =o0 et (AB)_lﬁ = 0;
alors, si (AC)DE =£ o, on a (BC)DE = o, et réciproquement.

Tutorive 4. — Tout produit de demi-plans qui n’est pas vide
est convexe.

Les trois théorémes suivants sont les analogues des théorémes 124,
134 et 14¢ du texte. Les démonstrations des dcux derniéres sont
identiques aux démonstrations des 137 et 14¢; et la démonstration du
premier est presque identique a celle de 124,

Tatoreme 8. — Soient Py, Qq et Py, Q, deux couples de demi-
plans d'un plan S,; alors, si Q, —P:Q; < Q,—P,Q,, on a
P, —P,Q, <P —PiQs.

Cororraire 1. — Si Q) — P, Qi =Q,—P,Q,,0na
P1 —_— p| Qi = Pi - P?Qh

Sa —P1Q, =S, —P,Q,, et les deux couples de demi-plans sont
identiques; aussi

CoroLrLatrE 2. — Si P, = Py, les deux couples de demi-plans sont
identiques.
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Tutorkme 6. — Soient Py, Q, et Py, Q. deux couples de demi-
plans d’un plan S, ; alors, si les lignes PiQ, et P, Q, ne se coupent
pas, deux (mais pas plus) des quatre produits P1Q,P,, P1Q1Q,,
P,Q; Py et P,Q,Q, sont vides, et réciproquement.

Cororramre |. — Si P'un des produits P, Q:P,, P1Q:Q,, P,Q, P,
et P,Q,Q; est vide, un seul autre est vide.

Tueorime 7. — Soient Py, Q, et Py, ), deux couples de demi-
plans d’un plan S,; alors, si lun des produits PyQ,P., P1Q,Q,,
P,Q.Py, P2QyQy estvide, un seul des produits PPy, P,Q., Q,P,,
Q1Q, est vide.

Tatorime 8. — Soient Py, Q, et P,,.Q, deux couples de dem:-
droites correspondant aux deux points (distincts) A et B sur la
droite AB; alors, st Py contient B et P, contient A, on a :

(AB) = Py Py, Q1Q, =0, et AB=Q,+ PP, + Qy.

En effet, puisque P, contient Bet A=P,Q,,0n a: (A + B) <<Py.
De méme (A -+ B) < P,. Par suite (A + B) < P,P;. Donc, puisque
PP, est convexe, (AB) < Py P.. ’ »

Supposons maintenant que PP, — (AB) = o, et soit C un de
ses points. Alors, puisque Py P, est contenu dans la’droile AB, C est

un point de AB — (AB). Par suite, puisque C(AB) = o, C est diffé-
rentde A et B, et
A(BC)+ B(AC) = o.

Soit A(BC) 3£ o; alors. puisque B est contenu dans P, — A, C est
contenu dans Q; — A, ce qui n’est pas. De méme, si B(AC) = o,
C est contenu dans Q. — B, ce qui n’est pas. Donc P, P, = (AB).

Or, puisque P;Q:P,Q,=AB= o0, un des quatre produits P,P,,
P1Q., QiP, et Q,Q. est vide [6, 7]. Mais les trois premiers con-
tiennent respectivement A ++ B, B et A. Donc, Q,Q, = o. '

Or, puisque la droite AB est identique a (Py 4 Q) (P, + Q2), elle
est identique a I';Q, + P, P, +Q,P.. Et, puisque

Q2= Q2(Py + Q) =Q,Py

et Qy = QP+ Q)= Q,Py, AB est identique a Q, -+ PPy + Q,.
Les « demi-droites » Q. — B et Q, — A sont respectivement appelées
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les prolongations du segment (AB) dans les directions AB et BA;
et nous les désignerons quelquefois par (ﬁ) —Bet (B—A) — A. Par
suite AB= (AB) 4+ (AB) + (BA), A = (AB) (AB), B=(BA) (AB)
et (AB) (BA) = o; et selon qu’un point C contenu dans ( AB) ou dans
AB—(AB),ona: B(AC)=£ o0 ou B(AC)=o0.)
Soient P, Q, et Py, Q, deux couples (différents) de demi-plans d'un

plan S,, et C le point d’intersection des droites P, Qi et Py Q,;
alors :

CoroLrame 1. — SiA<<P, —P;Q, et B<P,Q,, ona (A_B) < Qq
et (AB) + (BA) < Py;

Cororratre 2. — SiD est un point de Pangle P, P, distinct de C,
on a (CD)——}—((T) < PyP, et(D_C)'< Q.Q; et, tout segment (AB),
dont les extrémités A et B sont sur les deux cotés de 'angle Py P,
coupe ou coincide avec la demi-droite (CD) + (CD) [3].

CoroLraire 3. — Si A et B sont deux points sur les deux cotés de
Pangle P, P, distincts du point G, Pangle PP, est identique a I'en-
semble des points (CD) - ( (J—)) ou D est tout pointdu segment (AB);
et, pour un point quelconque D (fixé) du segment (AB) la somme
des angles ACD ct BCD est identique a I'angle ACB, et le produit

de ces angles est identique a (CD) 4 ( CD).

Tueorime 9. — Solent A, A,, ... A, lessommets d’ un polygone
convexe R; alors, Ai&i# R= (A;Ai,) et iln’y a pas trois sommets
en ligne droite.

En effet, puisque R contient les sommets A; et A4, il contient le
segment (A; A1) |42]. Supposons que AA LR — (AjAi) Zoet
soit G un de ses points. Alors C est un point de la prolongation du
coté (A;A;.q), soit dans la direction A;.4A;, soit dans la direc-
tion A;A; . St C << ( mJ -~ A;, le point A, est entre C et A4
et (CA;;,) coupe la droite A1 A; Par suite, C et A;,, ne sont pas
contenus dans le méme demi-plan de deux demi-plans correspon-
dant a la droite A; ,A;, ce qui n'est pas. Nous démontrons de

méme que 'hypothése C<Z (A;A;,) — A;; conduit a une contra-
diction.
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DODC AiAi-H R = (AiAi+|).
Supposons maintenant que (A;A;;,) contienne un sommet A, et
ne contienne pas le sommet A ,,. Alors A, est entre A; et A;y, et le

segment (A;A;.,) coupe la droite A, ;i Ax. Par suite A; et Ay, ne
sont pas contenus dans le méme demi-plan des deux demi-plans

correspondant a la droite A | Ay, ce qui n’est pas. Donc il n’y a pas .
trois sommets de R en ligne droite.

Cororraike 1. — Le produit des deux cotés de R est soit un .
sommet de R, soit vide. A

COROLLAIRE 2. — Pour tout couple de points A et B sur deux cotés
du polygone R, on a ABR = (AB) [3].

Cororraire 3. — La frontiére d’un polygone convexe est con-
vexe [1]. Ce corollaire avec la réciproque est pris par quelques
auteurs pour la définition d’un polygone convexe. '

Tueoreme 10. — Si D et E sont des points situés respectivement
sur les cotés (BC) et (AC) du triangle (ABC), D étant entreB et C
et E entre A et C, le segment (AD) coupe le segment (BE) ().

En effet, puisque D est un point du c6té (BC) du triangle (EBC)
etest entre B et C, ona (CD)BE=a | 15]. Et puisque E est entre A
et C on a (AC)BE £ o. Par suite, puisque (A -+ C+D)BE =o, on
a (AD)BE = o [r 3]. Or, puisque

(AD)(ABC)=(AD) ect. BE(ABC)=(BE) [gs],
ona
(AD)BE = (AD)(ABC)BE = (AD)(BE) # o.
Donc le segment (AD) coupe le segment (BE) [93, 2,].

Corovrratre 1. Si D est entre B et C et si E est sur la prolonga-
tion du co6té (AC) dans la direction CA, le coré (AB) coupe le
segment (ED); et:

(') Ce théoréme ou un des corollaires qui suivent est pris par la plupart des
auteurs comme une condition dans la définition d'un plan a la place de la condi-
tion Ps. ( Voir 'Introduction.)
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CoroLraire 2. — Si D est entre B et C et si E est sur la prolonga-
tion du coté (AC) dans la direction AC, le coté (AB) coupe la pro-
longation du segment (ED) dans la direction ED [8;].

Tutorime 11. — Soient A, B, C les sommets d’un triangle (ABC)
dans le plan S,; alors, st Py, Q,; Py, Qy; Py, Q; sont les demi-
planscorrespondant aux troisdroites contenant les cétés du (ABC),

ot AQ, =BQ; =CQ3=0,0naQ,Q,Q; =o0 et
Sy =P, PsP; + Py P, Qs + Py P3Q, -+ P3Py Qs + QuQ5 =+ QsQy + Q,Qa.

En effet, supposons que Q,Q2Q; = o et soit D un de ses points.
Puisque (A + B + C)Q,Q,Q; =0, le point D n’est pas un sommet
du triangle (ABC). Et puisque A << P, etD < Q,,ona(AD)P,Q, s o.
Par suite, puisque AP,Q, =0, (DA)P,Q, =0 et(DA)(BC)=o,
ce qui n'est pas, puisque D est un point de I'angle Q,Q; distinet
de A [8;].

Soit maintenant D un point quelconque de P,P,P,; alors si
E<P(P,Q; il est facile de démontrer que (DE)(AB) 2o et si
E < Q;Q; il est facile de démontrer que soit (DE)(AB) = o, soit
(DE)(AC)= 0 (). Donc du dernier développement de S,, 1l suit :

Tutorime 12. — Si R’ est la frontiére d’un triangle R (la
somme de cété de R) dans un plan S,, S, — R’ n’est pas connexe,
mais consiste en deux espaces connexes dont l'un est R —R' et
lautre S, — R.

Du dernier théoréme et de quelques théorémes auxiliaires on déduit
quil en est de méme pour tout « polygone » (connexe ou non)
dans S, ; on en déduit encore la propriété suivante : '

Soient Ry et R, deux polygones dans un plan S, satisfaisant
R,R, =R R, oa R R] sont les frontiéres des Ryet Ry; alors, st R R,
n’est pas connere, S, — RyR, n’est pas connexe; et si tout sous-
espace connere entier de R\ R, n’est pas un point, la connexité
de R\ R, est égale a la connexité de S, — R R,.

(') Par suite, a tout point D de ce plan il correspond (au moins) un sommet
du triangle (ABC) tel que la droite déterminee par ce sommet et D coupe la
droite déterminee par les deux autres sommets. Ce théoréme est aussi pris par
plusieurs auteurs comme une condition dans la définition d’un plan.
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Nous avons vu dans le théoréme 9 qu’une condition nécessaire pour
que trois droites différentes P, Q,, P.Q, et P;Q; correspondant a

trois couples de demi-plans P, Q; P,, Q, et Py, Q, contiennent les
cotés d’un triangle est qu’un des huit produits

pl pi P3v Pl P!QS: le’BQ‘l) P3PIQ2a PIQ! Q31 P!QIQI) PEQIQ!y QIQ2Q3

soit vide. Cette condition n’est pas seulement nécessaire mais elle est
aussi suffisante et toute relation topologique entre ces droites est
complétement caractérisée par les nombres de ces huit produits qui
sont vides ou qui sont réduits a un seul point. En particulier, une
condition nécessaire et suffisante pour que ces trois droites se
coupent en méme point est que I'un de ces huit produits soit un point;
et 'on obtient beaucoup de théorémes intéressants quand on étend
cette étude aux 2" produits correspondant a n droites.



