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PREMIERE THESE

SUR CERTAINES TRANSFORMATIONS
PAR POLAIRES RECIPROQUES
RELATIVEMENT AU COMPLEXE LINEAIRE
ET A LA SPHERE

INTRODUCTION

Rappel des méthodes de M. Guichard
et leur adaptation a letude
des congruences planes et des réseaux plans

M. Guichard appelle réseau, dans I'espace & n dimensions, la figure décrite
par un point M de coordonnées x; (i=1,2,..., n,), les x;, fonctions de deux
variables u, v, satisfaisant 4 une équation de Laplace de la forme :

20 %]

__:._Q__

v Ju

Il appelle premiére tangente du réseau, la droite MR de paramétres directeurs
ax;
—, Cest-a-dire la tangente a la courbe que parcourt M quand v reste constant
/i

ax.
(courbe u); et deuxiéme tangente, la droite MS de paramétres directeurs—a—'
v

(tangente & la courbe v).

Il montre (Sur les Systémes orthogonaux et les systémes cycliques, Annales de
UEcole Normale supérieure, 1897, premiére partie, Chapitre I, ne 2) que, pour tout
réseau, on peut trouver des paramétres directeurs £; de MR (définis & un facteur



—8 —

prés fonction de u), et n; de MS (définis & un facteur prés fonction de v) tels que 'on
puisse écrire les équations :

% oh ! ax; .
—_— = nn; — —=1Ilm ——=— h&:
v i v u !
; al ax;
a_nl_:mg. —=nhn LI
ou t au w L

ou h et [ sont les coefficients figurant dans I'équation de Laplace :
M  1phd 10l 2
a0 hovou " 1 oudv
admettant pour solutions les x;,
Les ; =; sont appelés paramétres normaux du réseau. Les quantités m, n, sont

les rotations du réseau.

On dit que, dans un espace a n dimensions, une droite engendre une congruence,
quand cette droite dépend de deux paramétres u, v, et demeure tangente 4 une
courbe quand u ou v reste fixe. Les points de contact de la droite et de ces deux
courbes sont les foyers de la congruence.

Chacun des foyers décrit un réseau dont I'une des tangentes est la droite qui
engendre la congruence.

Soit, inversement, M un point
décrivant un réseau : chacune des
tangentes du réseau décrit une
congruence dont M est l'un des
foyers.

Ceci posé, soient (fig. 1) A (x;) le
premier réseau focal dune con-
gruence (G) (celui dont (G) est tangente a la courbe u), et §; (i =1,2,..., n,) des para-
métres directeurs de (G) qui soient paramétres normaux pour le réseau A, ; les
paramétres normaux de la deuxiéme tangente du réseau A. On a les équations :

ax; 3 oh

E = hE; 9:) = ny; ':);:Im
@ { @ 3

ax; Ing 2

_90_. = l'qi 'a—u = mEi pw =

En dérivant par rapport a4 u la premiére équation (2), on a, en tenant compte des
relations (2), I’équation suivante :

"

A
fup = 1 tp + mnt @

a laquelle satisfont les n quantités z; On en déduit que des parameétres directeurs
quelconques de (G), qui sont des quantités de la forme i;, satisfont a une équation
de Laplace qui est en général de la forme :

By = ably + bOl, + cb.
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REMARQUE. — En général, des paramétres directeurs d’une droite (G) d'une
congruence ne sont paramétres normaux pour aucun de ses réseaux focaux.
Dailleurs, des paramétres directenrs de (G) qui sont paramétres normaux pour P'un
de ses réseaux focaux, ne sont généralement pas paramétres normaux pour l'autre
réseau focal,

Nous allons établir 4 ce sujet la proposition suivante :

Etant donnée, dans un espace @ n dimensions (nx 3), une congruence (G) de
paramétres directeurs «; (i=1, 2,..., n,), la condition nécessaire et suffisante pour que
les a; soient paramétres normaux pour le premier réseau focal de (G), est que :

»

!
L L ©)
a b
élant l'équation de Laplace a laquelle satisfon! les a;,0n ait : a,=o.
Soient, en effet, (1), (2), (3) (page 8) les équations relatives an premier réseau
focal de (G). Les &, », figarant dans ces équations sont parameétres normaux du

réseau. Si on suppose que les «; sont paramétres normaux du réseau, on pourra
prendre : £ =a;. Des relations (2), on tire une équation de la forme :

b= & 1 0, + mnd ®)
4 laquelle doivent satisfaire les £; (ou les «;).

Les équations (D) et (6), admettant les n (2 >~ 3) intégrales communes «;, sont
identiques, ce qui exige les conditions :

a;, blu n,
— =0, —_——=— ¢=mn.
a b n
La condition @, = o est donc nécessaire.
Réciproquement, supposons celte condition vérifiée, et soient (1), (2), (3),
(page 8), les équations relatives au premier réseau focal de (G). On a, pour les &;,
des expressions de la forme : & =«;,

En remplacant, dans I'équation aux £ [équation (4)], £ par x«, on a I'équation :

’ ’ o7 7 ’ "
" Ao n n, "u> , N ny Ay n ' M
Qppyy == = Q& ————]a — mn;, —=——|a
uv =737 % o WAL P u T s

qui doit étre identique a (5). Or, l'identification donne, en particulier :
!

A a;)
P
Si: a, . d i
i: a,=o, ona: i,=o ou: r=F(u et _— .
D 1 ) () 1 F(u)

Les ¢ n’étant définis qu’a un facteur prés fonction de u, on peut prendre
F(u)=X=1, ce qui établit la proposition.

CONSEQUENCE. — Pour qu'on puisse trouver des paramétres directeurs d’une
congruence qui soient paramélres normaux pour ses deux réseaux focauw, il faut et il
suffit que léquation de Laplace a laquelle satisfont ces paraméires se réduise ¢ une



équation de Moutard, et que, par suite, si n=3, la congruence soit une congruence de
Ribaucour.

La premiére partie de cette proposition résulte immédiatement de la propriété
précédente. Pour établir la derniére partie, nous remarquerons que si des para-
meétres directeurs d'une congruence satisfont & une équation de Moutard, les inva-
riants de cette équation de Laplace sont égaux : par suite, la congruence est une
congruence de Ribaucour.

Soit, inversement, une congruence de Ribaucour : si 6, 6, 63, sont paramétres
directeurs, ces trois quantités vérifient une équation de Laplace & invariants égaux,
et par suite de la forme : , ’

” h hu

v 1 !
OuU:—I-l— 0u+-h— GU+R6.

Posons : 6=1ks; I'équation précédente se transforme en la suivante :

r ! ! o (- "
" h, k:; ' hy Ry ky by ky by kuyp
wE\G T\ T/ T \F R TR TR T

Pour que la transformée soit une équation de Moutard, il faut et il suffit que-
I'on ait a la fois :
k, h, ky Ry
—_—=— et —
k h k
ce qui entraine : K=ch (c = const.).
Donc on peut toujours trouver, pour une congruence de Ribaucour, des

paramétres directeurs qui soient solutions d’'une équation de Moutard.

La propriété précédente constitue un nouveau critérium pour les congruences
de Ribaucour.

On dit que, dans I'espace a n dimensions, deux réseaux sont paralléles, si leurs
tangentes aux courbes u sont paralléles, ainsi que leurs tangentes aux courbes v ;
ou, comme on dit, si leurs tangentes de méme rang sont paralléles.

Cette définition est valable dans le plan.

Nous allons établir la propriété suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux réseaux soient paralléles, est
que les paramétres normaux de 'une des deux tangentes de 'un soient aussi paraméires
normaux pour la tangente de méme rang de Uautre.

Soient, en effet, £; les paramétres normaux de la tangente a la courbe u de I'un
des réseaux, n; ceux de la deuxiéme tangente, 3, un;, les paramétres normaux
relatifs au deuxiéme réseau, m, n, les rotations du premier réseau, m,, n,, celles du.
deuxiéme. On a les équations (voir page 8) :

25 Vi

’55‘) —=nn -a-l') ()\E) =nu
@ {7 @

2 2 () = me

u u V=M
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La premiére équation (2) peut s’écrire, en développant :
)\E;, + EX;, = nu1,
.ou, en tenant compte de la premiére équation (1) : -

’ ’
Ann -+ £\, =nun, ou: n(n—ypn) + &,=o.

Cette relation devant avoir lieu quels que soient les ;, 5;, on en déduit :
An—pn,=o et k;_—_o, d’'olt : A=F (u).

Il en résulte que l'on peut prendre, pour le deuxiéme réseau, les £; pour
paramétres normaux, puisque les £; ne sont définis qu’a un facteur prés fonction
de u.

On prouverait, de méme, que les 4; peuvent étre pris pour parameétres normaux
du deuxiéme réseau.

Considérons, réciproquement, un réseau M de paramétres normaux &;, =; et un
second réseau M’ de paramétres normaux &, 7;. Soient m, n, les rotations du
réseau M, m', n', celles de N. On peut écrire les équations :

- 5

— =ny — = n
a , Y

) o @) ol
= —m D=
Ja u

En divisant membre & membre les premiéres équations (1') et (2), on a :

ce qui prouve le parallélisme des deuxiémes tangentes (1).
D’autre part, des équations (1) et (2'), on déduit les relations :

” 1on
o= g G o T
" 1 on"
=——£ mn'g
uv n/ ou D + ’
1 on 1on"\
d’our : (——___—___.. mn— m'n’)&' =o.
nJu n’ ou fo +( )

Cette derniére équation devant étre vérifiée pour n valeurs de & on aura
nécessairement :

~—=——, etmn=mn'.

De la premiére de ces deux relations, on déduit : n' = n F(v).

=
(1)11 y a cependant un cas d’exception a signaler : celui pour lequel on a : 3-’ =o.
0
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En comparant les premiéres équations (1) et (2), on a :
n
'y =nn=n7'F@), dou: = —.
il | | ( ) I I‘(l))
Les n n’étant définis qu’a un facteur prés fonction de v, peuvent donc étre pris
pour parameétres normaux du réseau M’,

On s’apercoit aisément que la définition donnée par M. Guichard de deux
congruences paralléles (congruences dont les droites correspondantes sont
paralléles) ne saurait suffire pour le cas des congruences planes. En effet, dans
Iespace a n dimensions o1 n > 2, I'équation de Laplace qui caractérise la congruence
est parfaitement définie par trois des n paramétres directeurs, qui permettent de
calculer les trois coefficients de cette équation. Il n’en est plus de méme dans le
plan, ou deux paramétres directeurs, «, 8, d’'une droite, ne peuvent suffire & déter-
miner une équation de la forme : ) ,

00 = aby, + b6, + co.

Nous dirons que, dans le plan, deux congruences sont paralleles, si les droites
correspondantes le sont, et si les secondes tangentes a leurs premiers foyers F, F,
(foyers dont les droiles qui engendrent les congruences sont les tangentes aux
courbes u), sont paralleles.

Dans ces conditions, les réseaux focaux F, F/, étant paralléles, auront mémes para-

meétres normaux (page 10), et mémes ro-
tations, etlest, paramétres directeursdes
droites paralléles des congruences, qui
sont paramétres normaux pour F et I/,
vérifieront une équation de Laplace :

¢ 1 on E/ :
Sy —— — nt,
w =7, o v+ m

~

qui sera bien la méme pour les deux
congruences.

De cette définition résulte immé-
diatement que les premiéres tangen-
tes F,X,, F;X,, aux deuxiémes réseaux ¥y, F//, sont paralléles.

Soient, en effet, x, les coordonnées de F, y, celles de F.,.

On a, pour le réseau F, des équations de la forme :

ax, %, oh ;

— =k —=n —=1Im

u ke, w i v

ox Fi ol .
_l _— l‘l] ll_ — mé - :hn’

w au 1 o

et, pour le réseau F', paralléle & F, des équations de la méme forme, avec les
mémes §, n;, m, n, mais avec des x,, des h et [ différents.
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Or, on peut écrire des équations de la forme :
yi = ®; + o

En dérivant par rapport & v, on en déduit :

i 2wy & ,
—_— = —+ ey,
w - w te P +5ify
ou, en tenant compte des équations ci-dessus :
i . ,
™ =1In; + enn; +epf; =n; (L + 1) + eofye

%y
Pour que F, (y;) soit le deuxiéme foyer de la congruence, il faut que-—a;l et g;

soient proportionnels, et que, par suite, on ait :

l
l4+np=o0, dou: e=—7"
On déduit de cette relation :
’ ’ ! I
, nl, — Iny, n’h — Iny u
bu=""n T T =—"ht+l—
Mais, d’autre part, on a :
dyp T ‘7_)‘1 4 o
T Ty T
1 1 .
1% < nu> [ ny 19;,~]
=k —— et B\ — R+ 1 — ) =1 ——=— |
i nou i + n Y2 nou
n, 1%;
Il en résulte que les quantités f; —%‘ - 5'-'—sont paramétres directeurs pour la
n i

-premiére tangente FX, du réseau F,.
Comme les quantités £; et n sont les mémes pour les réseaux F et F/, ces quan-

’

‘p n 1% .. . . .
tités . % __ " dirigent aussi la premiére tangente F',X, du réseau F',.
ln® nou !

Donc les premiéres tangentes aux deuxiémes réseaux focaux sont paralléles.

De ce qui précéde on peut déduire que la condition nécessaire et suffisante pour
que deux congruences planes soient paralléles, est que les paramétres normaux de l'une
des tangentes de I'un des réseaux focaux de I'une, soient aussi paraméires normauax pour
la tangente de méme rang du réseau focal de méme rang de Uautre (cetie propriéié est
vraie dans le cas général de lespace & n dimensions).

Il est clair que si deux réseaux plans sont paralléles, leurs congruences focales
correspondantes sont paralléles.

On peut remarquer ulilement que si deux réseaux de I'espace ordinaire sont
paralléles, leurs projections sur le plan xOy sont deux réseaux paralléles, et que si deux

congruences de Uespace a trois dimensions sont paralléles, elles se projettent suivant
deux congruences paralléles.
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Nous allons établir la proposition suivante :

Etant données deux congruences planes paralléles (g), (9'), si (G') est une congruence-
de lespace a trois dimensions se projetant suivant (g'), on peut trouver une con-
gruence (G) [plus toutes celles qu'on peut déduire de (G) par une translation paralléle
a Oz] paralléle a(G') et se projetant suivant (g).

Soient, en effet :

ox; %;

o —9;1—:1151' o —p = M
o ‘ I
71' :l‘l]i 5; = mi_—'i

les équations relatives au premier réseau focal F (x;) de (g) (fig. 3), les §; étant les
paramétres normaux de la premiére tangente (g)-
FRi)  deF.
Le probléme revient a déterminer un nom-
bre a3, d’aprés les équations (1), & étant donné
comme vérifiant 'équation :

" ng ,
Fig. 3 £ = 7" £ + mnt. 3)
Or, les équations (1) fournissent x;, par qua-
drature, avec une constante additive.
Il existera donc une congruence (G), dont le premier foyer & se projetteraen F,
paralléle a (G'). Donc les projections de (G) et de (G') sont paralléles.
On peut vérifier que la projection de (G) est bien (g) : il suffit, pour cela, de
prouver que son deuxiéme foyer &, se projette au point F,, deuxiéme foyer de (g).
Soient Y; les coordonnées de &,, y; celles de F,. On a des équations de la forme :
Y=x+4¢f pg=2x+ef.
On en déduit : Y, =, + &, + Eop =1 (I + ng) + Eoy,
’ 4 Y 94 9oy
Y= xv+?1£v+£%:"l(l + n91)+§':,)'v"
Les points &, et I, seront foyers si I'on a :
l4+en=o0; l+pn=o0, dou:p=p C.Q.F.D.

La proposition ci-dessus peut encore étre énoncée de la facon suivante :

Etant donnéun réseau plan F (x;), défini par les équations (1), (2) (page 14), on peut,
parmi les réseaux de Uespace ordinaire qui le projettent, en trouver un (plus tous les
réseaux qu'on peut en déduire pat une translation paralléle a Oz), dont l'une des tan-
gentes ait une direction donnée ¢, telle que &, vérifie léquation (3),
ou, plus simplement :

Si deux réseaux plans r,, ry, sont paralléles, il existe, dans Uespace ordinaire, un
réseau (plus lous ceux qu’'on peut en déduire par une franslation paralléle @ Oz),
projetant ry et paralléle a toul réseau qui projette rs.
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Réseaux et congruences conjugues

M. Guichard dit qu'un réseau et une congruence sont conjugués si le point qui
~décrit le réseau est situé sur la droite qui décrit la congruence.

Il est immeédiatement visible que cette définition ne saurait suffire dans le cas
des congruences et réseaux plans, car, dans le plan, tout point (et, par conséquent,
tout point d’'une droite engendrant une congruence) décrit un réseau. En effet, deux
solutions d’'une équation de la forme :

Oy = by + bby,

— e, en particulier, les deux coordonnées de tout point du plan — déterminent
parfaitement les coefficients a et b de cette équation, qui caractérise un réseau. Or,
le fait pour un réseau et une congruence d’étre conjugués entraine une propriété
géométrique, énoncée par M. Guichard et que nous allons démontrer plus loin, qui
ne saurait appartenir a une congruence
plane et auréseau décritparun point quel-
conque de chacune de ses droites.

Nous allons d’abord déterminer les
conditions analytiques nécessaires et suf-
fisantes pour qu’un réseau soit conjugué a
une congruence.

Soient (G) une congruence, F(x;) son
premier réseau focal, «;, §;, les paramétres
normaux de F [«; paramétres directeurs de (G)]. On a, pour le réseau F, des équa-
dions de la forme :

(7.121'
1 u = ha; o h;,_—_lm a'D:nﬁ
m " @ ) @ )
—&—l lv:hn [iu:ma
w Bi

) Supposons que le point M (y,) de (G) décrive un réseau. Pour qu’il en soit ainsi,
‘il faut et il suffit que ses coordonnées y; vérifient une équation de la forme :

oV 1
uv—'h1 P 1, u v 1€))
Or,ona:
Yyi =% + eey )

En dérivant cette derniére équation par rapport & u, on obtient :

Y ox; Jda; ]

o —om TP o T ufw

-ou, en tenant compte de la premiére équation (1) (page 15) et en supprimant les
indices :

!];l = \oa,u + (h + p:l)az.



— 16 —

En dérivant cette derniére équation par rapporta v, on a:
" " 7 ’ ' ’ ' 4
Yup = 0%up + fpou+ (h + Pu) ayt (hv + fup)e
Mais, des équations (3) (page 15), on déduit :

’

nu
_— '1,, -+ mna,
n

"
auv ==

On peut donc écrire la relation précédente sous la forme :

’

” r ’ n ’ ’ "
Yup = ep2ry + <h +eu-te _u‘> oy + (hv‘|‘ fou T mn?)a'
n

En écrivant que y vérifie (4), on a, en tenant compte de ce que, de (5), on déduit :

_<o—+ >au—|~alv,

< ‘u+°—>°‘v+Pv°‘u+(h '|'.,w+m119)°!
1 2
h,

al l
9-‘ dy + (B + £yp)a] Zi[dl(?-i—;)-i-@;,],

’ n 101 pah
[h+9u+9‘,':'l—7,511< )] (P”—__“)

1 h, 1a, ,
+ h -I-‘,w-}- mnp——-ﬁzgv—(h pu)——l au"’)a:o'

ou:

. . 13 3 by . sq 7 / . A
Si n = 3, cette relation se déduita une identité en oy, «,, «, ce qui entraine les-
trois conditions :

!
' n 19, l

Bt et S ek = ®

! p oy
fry,—— =—— =0 (7)

" h o

, ” 1 oh, 12, ,

h — — — (k —_——— p,= 8
v+ fuy + mnp h, (h+ ) 1, 7u fp=0 ®

Ces trois conditions sont donc nécessaires pour que M décrive un réseau.

Réciproquement, sielles sont vérifiées, les coordonnées y; de M vérifient I'équa-
tion (4) (page 15), et, par suite, M décrit un réseau.

Or, de (7), on tire : h, = % (u). Mais h; n’est défini qu’a un facteur prés fonc-
tion de u. On peut donc prendre, sans diminuer la généralité : h, =p.

12l
En éliminanti- — entre les équations (6) et (8), et en remplacant h, par ¢, on a
|
une équation du second ordre qui détermine .

¢ une fois connu, I'équation (6) déterminera I, & un facteur prés fonction de v.
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Le réseau M sera complétement défini et pourra étre représenté par les équations :

, [ oh, —Im

yy=hE . a_‘-— 11T ) E’ —
(U R S I @ ) P

Yp=IUm Zﬁ':hi’“ Ny = mt

ou les g, »;, paramétres normaux, sont définis par les équations (1", et les rotations

m, n, par les équations (2') ou (3).

Nous allons maintenant établir la propriété géométrique suivante, énoncée par

M. Guichard :

Si un réseau M et une congruence (G) sont conjugués, lq deuxiéme tangente du

premier réseau focal de (G) passe par le premier foyer de la deyxiéme congruence focale
de M, et la premiére langente du deuxiéme réseau focal de (G) passe par le deuxiéme

foyer de la premiére congruence focale de M.
Soient, en effet (fig. 5) F(x;) le premier

réseau focal de (G), «; B; ses paramétres

normaux, §, n;, les parameétres normaux du

réseau M (y,) conjugué a (G), S(z;) le premier

fover de )a denxitme congruence focale de M.
On a des équations de la forme :

z=y -+ I,
drott ; 20 = Yo+ Mgy +
0u, €n tenant compte des équations(1’) et (3")
relatives au réseau M :

z;‘ =hE+imE+ 71)‘;1 =E&(h +2m) + "l)\;l-
Fe point S sera le premier foyer de M si

les z, sont proportionnels aux =, c’est-a-dire
si 1’011 a:

M) i wey L P

v

. h
h 4+ xmy=o0, dou: r=—-=
my
On adone :
1
z=yg— —
g m, Ny
OUu, €n remplacant y par €+ p« et h, par ¢ :
Z=x + pa — £ N
I3 . m1
Qn peut alors écrire :
P
z—x=—(amy—
m, (“ 1 '1) (9)

Or, en dérivant la relation :

y=ux+ e,
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on a, en tenant compte des équations relatives au réseau F (page 15) et de la
deuxiéme équation (1) (page 17) :
yb:lm:xv—}—pa;-{- ocp'v:lﬁ-l-pnﬁ—{—ap;)

= B (L + np) + a¢,.
On en déduit :
R )
. 11
et, par suite :

1
emy — N = T [([1m1 - P;)) & (l + Ilp) B]‘
1

oh ,
ou, en remarquant que I, m, = 301 =g
Il 4+ np
amy —n=-—§ — 10)
1

Les équations (9) et (10) montrent que la droite FS est dirigée par les parameé-
tres 3; de la tangente en F & la courbe v du réseau F. En d’autres termes, la tan-
gente en F a la courbe v du réseau F passe par S.

On prouverait, par une méthode analogue, que la premiére tangente F'T du

deuxiéme réseau focal de (G) passe par le deuxiéme foyer T de la premiére con-
gruence focale du réseau M.

Nous dirons que, dans le plan, un réseau et une congruence sont conjugués, s'ils
sont les projections d'un réseau et d’une congruence conjugués dans lespace ordinaire.

Cette définition peut étre justifiée de la facon suivante :

Analytiquement, nous avons établi que les conditions pour qu’'un réseau et une
congruence soient conjugués, se traduisent par les relations (6), (7), (8), (page 16), et
la démonstration précédente prouve que si un réseau et une congruence de 'espace
a trois dimensions sont conjugués, leurs projections le sont, car elles vérifient aussi
les relations (6), (7), (8), qui ne font pas intervenir les coordonnées, mais seulement
les rotations, et les coefficients des équations de Laplace correspondantes.

Nous allons prouver que, réciproquement, si un réseau plan r et une congruence
plane (g) satisfont aux conditions (6). (7), (8), il existe une famille dépendant d’une
constanle arbitraire (=") de congruences de l'espace ordinaire, conjuquées a tout réseau
projetant r, el se projetant suivant la congruence plane (g).

Pour établir cette propriété, considérons (fig. 4) une congruence (G) de I'espace
4 trois dimensions, dont les équations relatives au premier foyer sont (1), (2), (3),
(page 15). Soit M (y,) un point de (G) décrivant un réseau, d’équations (1), (2), (3)
(page 17) et tel que les trois relations (6), (7), (8) (page 16) soient vérifiées.
Tout revient & trouver, pour déterminer (G), des paramétres o, .
Or, de la relation :
s =15 + p%3 )]
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. s Ixy Jdag '
on tire : —=hHE=— — 4 agp
u 153 au + ¢ au + 3¥u’

x5
ou, en remplacant —u Par ha :

ay; ’ Jdag
3 (h = 2
n ( +Pu)°‘3+99u )
On trouve, de méme :
()yg . 17.133 (70!3 !
—_— — — a
v 1113 0 + v + 3p?
ou, en remarquant que :
(7.1‘3 _ _ l 913
w bs n v
Y3 l > dag /
—— =\ 4e) =+ ap 3).
Y <n + w T @b @

Ceci posé, on peut observer que, les quantités ys, h, I, o, n, étant données, les
équations (2) et (3) fourniront «3 par quadrature, et, par suite, avec une constante
arbitraire, si la condition de compatibilité entre les deux équations aux dérivées
partielles (1) et (3) qui déterminent «, est vérifiée.

Nous allons former cette condition de compalibilité.

En dérivant la relation (2) par rapport a v, et la relation (1) par rapport a u, on
a les équations :

92!]3 (720(3 r dag

o Jv :Pﬂuﬂv 'D*+(h+ u)—+a3(h +«uv)
92!13 . l L/)zag (713 ’ , 9&3
av(?u_<9+n)z)vau+gu [‘u‘}‘ <) +°’3xuv+ fo o

e P2 . . .
entre lesquelles on peut éliminer au—;f;, ce qui donne une nouvelle équation (E).

En tenant compte de ce que y; vérilie ’équation (4) (page 15), on peut rem-
placer, dans (E),

3 ar 1 ohy 9ys | 10 oys
au v by v ou " lou o’
3!]

uis —
P au

et par leurs expressions (2), (3), et on obtient la relation :

dag (o Ny , ) o 1 (71 ( 1 ) ' nu
i (el )—p— K
ou (h1 w v T I, on \f + n fu— P

19, 1 9h ! "
+ @ 3[1 i?ll v+”_ '—1'(h+ u)—hu'—' Puu—mnp]=ox

qui, en tenant compte des relations (6), (7), (8), (page 16), est identiquement vérifiée.
Il existe donc bien une famille & une constante arbitraire de congruences de
I'espace ordinaire conjuguée a un réseau donné R projetant r.
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On peut élablir de méme que si un réseau plan r et une congruence plane (g)
satisfont aux conditions (6), (7), (8) (page 16), il existe ot réseaux paralléles (déduits
de l'un d’eux par une translalion paralléle @ Oz,) se projetant suivant r et conjugués
a lune (G) des congruences projetantes de (g) dont chaque droite ait une direction
donnée, car les équations (2) et (3), «; étant donné, fournissent y; par une quadrature
avec une constante additive. Il est d’ailleurs facile de vérifier que la condition de
compatibilité, obtenue en égalant les deux expressions de a—al%?—déduites par dériva-

uJv
tion de et %, est satisfaite.
u v

On en conclut qu'il existe un seul réseau de l'espace ordinaire conjugué a une
congruence donnée projetante de (), et se projetant suivant r : celui qui a son sommet
a lUintersection de la verticale du sommet de r et de la droite correspondante de la con-
gruence donnée. Les paramétres normaux &, 13, de ce réseau sont donnés sans ambi-
guité par les formules :

’ Ja
h4 53:(11 +Pu)°‘3+9‘5£9

’ l Jag
14713:Pv°‘3+(1‘; + ¢ P
(On voit aisément, d’ailleurs, qu’il existe un seul réseau de I’espace ordinaire,
de sommet R donné, sur la verticale du sommet r d’un réseau plan, qui se projette
suivant le réseau r. Ses paramétres normaux £;, 13, sont en effet parfaitement déter-
minés par les équations :
AW 3

= A
ou » w

ol y;, h et [ sont donnés & priori).

M. Guichard a démontré (Annales de 'Ecole Normale Supérieure, 1897, Cha-
pitre 1¢7, n° 3, Sur les systémes orthogonaux et les systémes cycliques), que si 'on
coupe une congruence par un plan, le point d’intersection décrit un réseau conjugué
a la congruence.

. ’ . . J Il
Si deux réseaux de lespace a deux dimensions sont paralléles, toute congruence
conjuguée a 'un est paralléle a une congruence conjuguée a I'autre.

Soient, en effet, (fig. 6), r, et ry deux réseaux plans parallé]es.

Par définition (page 18), la congruence (d,), conjuguée a ry, est la projection
d’'une congruence (D,) conjuguée a I'un des réseaux R, qui projettent r;.

Or il existe (page 14) un réseau R; paralléle a R, qui se projette suivant le
réseau r; paralléle a r,.

Mais M. Guichard a établi, dans son Mémoire sur les Systémes orthogonaux et
les systémes cycliques (Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 1897, Chapitre 1°r,
n° 5), que dans 'espace 4 n dimensions (n > 3), si deux réseaux sont paralléles,
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toute congruence conjuguée a l'un est paralléle a une congruence conjuguée &
I’autre. Il existe donc une congruence (D;) paralléle a (D,) et conjuguée a R,.

Les congruences (d,) et (dy), Ry
projections de (D,) et (D,), seront
conjuguées respectivement a R,
et Ry, par définition (page 18).
D’autre part, elles sont paralléles,
comme projections de congruen-
ces paralléles (page 13). Par suite,
la proposition est établie.

On démontre de la méme
facon que si deux congruences

.

planes sont paralléles, tout réseau (d, (dy)
conjugué a l'une est paralléle a un
réseau conjuqué a Uautre. Piq. 6

On dit qu'une congruence et un réseau sont harmoniques, lorsque les foyers
de la congruence sont sur les tangentes du réseau.

Nous allons établir la propriété suivante, énoncée par M. Guichard :

Dans lespace a n dimensions ott n> 3, si chaque droite d’une congruence est dans
. le plan d’un réseau que I'on fait correspondre
M(Yi)

a la congruence, ses foyers sont sur les
tangentes du réseau.

Soit, en effet, F (x;) le premier foyer
d’une congruence (G) dont chaque droite
est dans le plan du réseau M (y;). Dési-
gnons par q;, £, les paramétres normaux
du réseau F [«; paramétres directeurs
de (G)], et par ¢;, n; ceux du réseau M.

Les équations relatives au réseau F

scht :

3, . % <y =he ( B =1Im a,, =ng
9'7 x'v:lﬁ I;:Im By =ma
Celles qui définissent le réseau M sont :
oh,
y;l =h; o lm, E;, = nm
Yp=1um il’.—:hin, g Ty = m

Ju
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Le fait que (G) est dans le plan du réseau M peut étre exprimé par des équa-
tions de la forme suivante :

6)) x, =y, +an, + ba, a, =ct, + dn, 2),
dont la premiére exprime que les trois directions & —y, 7, «, sont dans un méme
plan, la deuxiéme que les directions «, £, n, sont paralléles.

En tenant compte de (2), et en supprimant les indices pour simplifier les
notations, la relation (1) peut se mettre sous la forme :

x=y-+4 bck 4 (a4 bd).
En dérivant par rapport a u, on a :
=1y + beEy + & (bey + eby) + (a + bd) ny + 1 (ay + bdy + dby),
ou, en remplacant

' d ’ ’ 1 r
x, par ha=nh (ct + dn) :h(cE + = EL), Yy Par hyf, q, par m etq parl;— £yt
1 1

d / ’ ’ i .
h (cE + — By )= Rk + bety + (bey + ¢eby) £+ (a 4+ bd) myE
1
ay - bdy+ dby

b
n, v
ou:

’ hd a;l + bdlll + db;l ’ ’ !
bet, + - + — &y +[— he+ hy + bey + eby+my(a+bd) E=o.

1 1
. . . 4 4 Iy A . '
Les trois directions &, £, §,, n’étant pas dans un méme plan, la relation précé-

g A TORY P4 . ’ 4 . . .
dente doit étre vérifiée quels que soient, £, £, et, par suite, on doit avoir :

be=o0, hd=day+ bdy+ db,,  hc=h;+ bc, + cb, +m, (a + bd).

Or, ¢ ne peut étre nul, sans quoi, d’apreés la relation (2), (G) serait parallele a la
deuxiéme tangente du réseau M, ce qui estcontraire a’hypothése. Larelation: bc=o
entraine donc nécessairement b = o. La relation (1) devient alors :

x, =y + an,
ce qui exprime que F est sur la deuxiéme tangente du réseau M.

On prouverait, de méme, que le deuxiéme foyer de (G) est sur la premiére

tangente du réseau M.

La définition donnée plus haut peur les réseaux et congruences harmoniques
est valable dans le plan. La propriété ci-dessus montre que cette définition équivaut
a la suivante, que nous adopterons :

Une congruence et un réseau plans sont harmoniques, si cetle congruence et ce
réseau sont les projections d’une congruence et d’'un réseau harmoniques de l'espace
ordinaire.

En effet, si dans I'espace a trois dimensions une congruence (G) et un réseau R
sont harmoniques, les foyers de la congruence se projettent aux foyers de la projec-
tion (g) de (G). Donc (g) a ses foyers sur les tangentes du réseau r projection de R.

Soient, réciproquement (fig. 8) (g9) une congruence plane ayant ses foyers sur
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les tangentes du réseau r, et R I'un des réseaux de I'espace ordinaire projetant r. Il
existe une congruence de I'espace a trois dimensions harmonique a R et projetant (g) :
c'est celle (G) dont la droite génératrice est I'inter-

section du plan du réseau R et du plan projetant (g).

En effet, (G) étant dans le plan du réseau R, a ses (G)
foyers sur les tangentes de R, d’aprés la propriété R
démontrée page 21; donc les foyers de la projection

de (G), étant sur les tangentes de r, coincident avec

ceux de (9). ' 9
: o r -A :
REMARQUE. — Dans lespace a trois dimensions,
toutetransformation par polaires réciproques transforme Fis g

une congruence conjuguiée ¢ un réseau en une congru-
ence harmonique a un réseau, et réciproguement.

En effet, toute transformation par polaires réciproques, n’altérant pas le rapport
anharmonique, transforme un réseau en un réseau.

D’autre part, aprés la transformation, le point commun & la congruence (G) et
au réseau R qui lui est conjugué se transforme en un plan contenant la transformée
de (G). Or, ce plan n’est autre que le plan tangent au transformé du réseau au point
qui correspond au plan tangent au point R. Donc la transformée de la congruence (G)
est harmonique au transformé du réseau.

La réciproque s’établirait d’une facon analogue; elle résulte d’ailleurs de la
propriété directe, puisque la transformation est réciproque.

En s’appuyant sur cette remarque, on peut aisément déduire la propriété fonda-
mentale géométrique d’'un réseaun et d’'une congruence conjugués, dans ’espace a
trois dimensions, du fait qu'une congruence harmonique a un réseau a ses foyers
sur les tangentes du réseau et réciproquement.

Si deux réseaux plans sont paralléles, toute congruence plane harmonique & l'un
est paralléle a une congruence hormonique a lautre.

=

--—-J

~3

da

Fig. 9

Soient, en effet (fig. 9) r et (d) un réseau plan et une congruence plane harmo-
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niques, r' unréseau paralléle & r'et R I'un des réseaux de I'espace ordinaire projetant r.

On peut trouver (page 14) un réseau R’, paralléle a R, se projetant suivant r’. Or,
(page 23), la congruence (D) intersection du plan tangent 4 R et du plan projetant (d),
qui est harmonique a R, se projette suivant (d).

Dans I’espace a trois dimensions, M. Guichard a établi (sur les Systémes ortho-
gonaux et les systémes cycliques, Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 1897,
Chapitre 1°7, n° 6) qu’étant donnée une congruence (D) harmonique a4 un réseau R,
il existe une congruence (D') harmonique a tout réseau R’ paralléle R.

Par suite, la projection (d') de (D) est harmonique & la projection r’ de R". De
plus, les congruences (d) et (d’) sont paralléles, comme projections de deux congru-
ences paralléles (D) et (D) de I'espace ordinaire.

Si deuxcongruences planes sont paralléles, tout réseau harmonique a I'uneest paralléle
aunréseauharmoniqueadl'autre.

(p)/ Soient, en effet (fig. 10), (d)

{ D) etr une congruence plane et un
réseau plan harmoniques, (d’)

, L R : , R’  une congruence plane paral-
) : | ' '. ' 1¢le a (d), et R I'un des réseaux
' : ' : y ; projetant r.

: (& : 4 f ’ L’intersection (D) du plan
. r "

tangent a R et du plan vertical
projetant (d) décrit une con-
F'ig 10 gruence harmonique a R.
Or, nous avons vu (page 14)
qu’il existe une congruence (D’), paralléle a (D) et se projetant suivant (d).

Mais M, Guichard a prouvé (Sur les Systémes orthogonaux et les systémes
cycliques, Chapitre 1¢, n° 6, Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 1897), que si
un réseaux R est harmonique & une congruence (D), on peut trouver un réseau R/,
paralléle a R, et harmonique a toute congruence (D') parallele a (D).

Dés lors, les projections (d’) et r' de (D’) et R’ sont harmoniques ; de plus, les
réseaux r et r', étant les projections de deux réseaux paralleéles, sont paralleles.

On démontrerait de la méme manicére les propriétés suivantes :

Si un réseau plan et une congruence plane sont conjugués, une congruence focale
du réseau est harmonique a un réseau focal de la congruence.

Si un réseau plan et une congruence plane sont harmoniques, chaque réseau focal
de la congruence est conjugué a une congruence focale du réseau.

La proposition suivante :

L’intersection par un plan fixe d’'un réseau de Uespace a trois dimensions, décrit une
congruence harmonique au réseau,

se démontrerait sans difficulté.
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Réseaux orthogonaux
et congruences orthogonales dans le plan

On dit que deux réseaux plans sont orthogonaux, quand la premiére tangente
-de chacun d’eux (tangente a la courbe u) est perpendiculaire d la deuxieme tangente de
LIautre (tangente a la courbe v).

On dit que deux congruences planes (D), (8), sont orthogonales, quand le premier
réseau focal de (4) est orthogonal au deuxiéme réseau focal de (D).

Nous allons démontrer que si dewwx congruences planes (D), (), sont orthogonales,
le deuxiéme réseau focal de (8) est orthogonal au premier réseau focal de (D).

Soient, en effet, u
(a) et (D) (fig. 11) M(wi)—‘/ §£ Kﬁ(ﬁi) 3%/’”
deux congruen- (4)
ces orthogona- v o Ku,
les, ¢;, ,, les para- h; ,
métres normaux (D) |D; 39 R’
du premier ré- T
seau focal M (x) v\ ;
de (4), &, 7;, ceux ~
du deuxliérlne ré- . M x};}
seau focal de (D), F’ﬂ'“

R (y;) le deuxiéme foyer de (A) et S’ le premier foyer de (D).
Par hypothése, les droites (A) et (D) sont rectangulaires, ainsi que les droites
MT et M'R’, ce qui se traduit par les deux relations ;

Yo'=o Yni'=o0 1)
Il s’agit de prouver que les réseaux R et S’ sont orthogonaux, et pour cela il

suffit d’établir que RL et S'H sont rectangulaires.
Si I'on tient compte des relations :

g P4 .,
—_—n —=n
U & ./ K
I M’

—_— =m J—:m"
u u

-on trouve, en dérivant les équations (1), les formules suivantes :

n L e
au
'
(A) IR R —, -
v
% o __om

s — 2% s
-~ aa v 2% 5_11 1111
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Or on a, pour les coordonnées y; de R, des expressions de la forme :

y=x+ ek
En dérivant cette équation par rapport a u et 4 v, on a les relations :
, %
— —¢t(h =,
n E(h+¢yp) + o ” €))
a

e tp 4+ 1L+ np) @

aprés avoir remplacé x, par ht et x, par Iy.
Le point R doit étre tel que [+ ng=o.
En dérivant parrapport a u cette derniére équation, ona :

( ) an
nth+¢)+e—=
fw) 5 o

En comparant cette relation a (=), on voit qu’on peut écrire :

et que par suite la droite RL admet pour paramétres directeurs les quantités =
J3 an

)

a  Jua

On montrerait, de méme, que les quantités :

dirigent S'H.
Il ne reste plus qu’a vérifier que I'on a :

E V3 (7115
n——— N _om =0
au Ju av 71) ’

et cette vérification est immédiate si I'on tient compte des relations (A).

uw v M. Guichard a établi, au sujet de 'orthogonalité,.
uncertainnombre de propositions générales qui, dans
| le cas du plan, semblent échapper a ses démons-
trations. Aussi allons-nous établir directement ces
propositions.
On sait[etnous démontrerons plus loin (premiére:
partie)] que les projections de deux droites polaires
Fjg .42 réciproques l'une de I'autre par rapport a un complexe
linéaire sont paralléles.
Soient alors (fig. 12). A un réseau, AT la tangente en A a la courbe u.
Cette tangente joint A 4 un point A, infiniment voisin sur la courbe u [courbe
(M)]. Donc sa transformée est la droite (8) d’intersection des deux plans tangents au
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réseau A’ transformé de A dont les points de contact sont sur la transformée (")
de (T). Par suite, (4) est la tangente en A’ (point correspondant au plan tangent au
réseau A au point A), & la courbe conjuguée de (I"). En d’autres termes, aprés la
transformation, la tangente a la courbe u du réseau A se transforme en la tangente
a la courbe v du réseau transformé ; et, de méme, la tangente a la courbe vdu
premier réseau se transforme en la tangente a la courbe u du deuxiéme.

Alors les projections a et a’ des deux réseaux A, A’, sont telles que la premiére
tangente de chacun est parallele & la deuxiéme tangente de I'autre. Donc, si on fait
tourner a’ degaulour de l'axe Oz du complexe, on obtient un réseau a’; qui, par
définition (page 25), sera orthogonal a a.

Le raisonnement précédent prouve aussi que si deux congruences (G), (G') de
'espace ordinaire, sont polaires réciproques l'une de I'autre par rapport au com-
plexe linéaire, le premier réseau focal de chacune d’elles se transforme dans le
deuxiéme réseau focal de I'autre, et que la projection (g) de (G) et (¢,) [(9’,) étant la

™
projection (g') de (G') qui a tourné de 3 autour de Oz], non seulement sont rectangu-

laires, mais encore telles que le premier réseau de I'une soit orthogonal au deuxiéme
de l'aulre, c’est-a-dire orthogonales, par définition (page 25).

Ceci posé, démontrons la proposition suivante :

Si deux réseaux plans sonl orthogonaux, toute congruence plane conjuguée a l'un
est orthogonale a une congruence harmonique a Uautre, et inversement.

Soient, en effet, @ un réseau du plan, et ¢ un réseau orthogonal a a. Considé-
rons une congruence (9) conjuguée a a. (g) sera alorsla projection d’une congruence
(G) conjuguée a I'un des réseaux A de I’espace ordinaire qui projettent a.

Transformons par rapport au complexe linéaire d’axe Oz. A setransforme en un
réseau B’, qui se projette suivant un réseau b’. (G) se transforme en une congruence
(G'), qui est harmonique a B’ (page 23, remarque). Il en résulte (page 22) que la pro-
jection (g") de (G’) est harmonique 4 b'.

Soit maintenant b) le réseau obtenu en faisant tourner b’ degautour de Oz:

b’y est orthogonal au réseau a (voir ci-dessus). De méme, (g;), déduite de (¢’) par rota-
. b
tion de 5 autour de Oz, est orthogonale a la congruence (g).

Or, deux réseaux plans, orthogonaux d’'un méme réseau, sont paralléles. Mais
on a vu (page 23) que si deux réseaux plans sont paralléles, toute congruence plane
harmonique 4 1'un est paralléle 4 une congruence harmonique a 'autre. On peut
donc trouver une congruence plane (h), paralléle a (g), qui soit harmonique a c.

Drailleurs, il résulte immédiatement des définitions données, que si deux con-
gruences planes sont paralléles, toute congruence orthogonale 4 'une est orthogo-

nale & I'autre. Donc (g), conjuguée au réseau plan a, est orthogonale a (h), harmo-
nique au réseau c orthogonal de a.
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La propriété inverse s’établit d’'une facon analogue.

On peut prouver de la méme maniére que si deux congruences planes sont ortho-—

gonales, tout réseau plan conjugué a lune est orthogonal a un réseau harmonique a
Lautre, et inversement.

Les deux propriétés suivantes :

Si deux congruences planes sont orthogonales, le premier réseau focal de chacune
d’elles est orthogonal au deuxiéme réseau focal de U'autre.

Si deux réseaux plans sont orthogonaux, la premiére congruence focale de cha-
cun d’eux est orthogonale a la deuxiéme congruence focale de I'autre,

résultent immeédiatement des définitions des réseaux plans orthogonaux et des
congruences planes orthogonales (page 25), et de la proposition établie page 25.

Nous allons démontrer directement le théoréme fondamental suivant qui a été
établi par M. Guichard pour le cas de I'espace a n dimensions (n > 3), et qui subsiste
dans le plan :

Si, dans Uespace a trois dimensions, une congruence (G) et un réseau R sont ortho-
gonaux, la projection de la congruence (G) et la trace du réseau R sur le plan x Oy,.
forment deux congruences orthogonales.

& M%)

i
z
(9] 5=
73
Fig. 13
Soit, en effet, (fig. 13), M un réseau de coordonnées x;, et de paramétres nor-
maux £,1,. On a des équations de la forme :

o hE Y3

— m— — T n
o w0
)X J

= In . el me¢
o u

Or, si I et I’ sont les traces, sur le plan xOy, des tangentes au réseau M, II’
décrit une congruence plane dont I et I’ sont les foyers (cela résuite de la propriété
établie page 21 ; d’ailleurs, la démonstration directe est instantanée). Le point I,
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trace de la premiére tangente du réseau M, décrit un réseau dont la deuxiéme tan-
gente est précisément la droite II".

Soit alors (G) une congruence orthogonale au réseau M, c’est-a-dire qui corres-
ponde a ce réseau de fagon que (G) soit orthogonale au plan IMI’ du réseau (Gui-
chard, Cours de Géométrie, 1922-1923), et, par suite, ala droite II’ de ce plan. Soit (g)
sa projection. II’ étant dans le plan xOy, est orthogonale a une projetante de (G),
Par suite, étant orthogonale a deux droites non parallé¢les du plan vertical projetant
horizontalement (G), II" est perpendiculaire & ce plan, et en particulier & sa trace (g).

Pour démontrer que les congruences II' el (9) sont orthogonales, il ne reste donc
plus qu’a prouver (voir page 25) que la tangente en I alacourbe u etla tangentea la

courbe v en f, premier foyer de (g) [projection du premier foyer F de (G)], sont
rectangulaires.

Or, les coordonnées de I sont de la forme :
yo=x,+¢ek n=x+05 Ys=x34efs=o0.
En dérivant par rapporta u, on a:

9 1 9.17 H 67!12 !71«‘2 s)
AP = P
o 34 u at u au
ox %
0= — + e =+ &
ou au
En remplacant par ht, on peut écrire :
2, , JZ, I I,
—=(h Pk ——=(h "VE =
u ( +PH)EI+P u u ( +Pu) Z_i_Pau’
2.3 353 £t
——=—hi,—p— &
u =0 u

d’ou :
a%
—p——Ea(h+eu) A)

Soient, d’autre part, «;, «,, «;, B,, 8, B3, les paramétres normaux du premier
foyer F de (G) [«; paramélres directeurs de (G)] (fig. 13). On a les équations :

u = 00——n‘Fj
z »
30——-1‘(3 - o =max

P 3 Ixy Jay \ .
On en déduit que—.—, sont paramétres directeurs pour la deuxiéme tan-
gente du foyer f de (g). Tout revient donc & établir la relation :
7 2
ZleranreZ] s Z[etaatr 2] =,
ou :

(h+p)( — E,[?iz (11_13_%. fi)'i_fz —
oy T w 3a+au au o- (E)
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Or, la congruence (G) et le réseau R étant orthogonaux, on a :

3 3
(1) ?E“:O Ena:O (2)
1
En dérivant I'équation (1) par rapport av,on a :
EEa =——-L EU:—hE'qazo.
. . 3 ’ Py
En dérivant alors I’équation : Xtx,=o0 parrapportau,ona:
1 a
’ 3 " 1 on
? Eu“:,:—?ia,w: ("'—1“ + mlnxd)
1 on
__-——-—-321 ga — myny EEa— o.
n; du 1
do, doy dag 9&1 Joy 33 dagy
On peut donc remplacer, dans (E), £ — + 2231—; par — & ot 20 T o 7

%3 Jagy

r p—
pa u Ix

, et, en tenant compte de (A), on obtient une identité.

Démontrons également que si, dans l'espace a trois dimensions, une congruence
et un résean sont orthogonauzx, la trace de la congruence et la projection du réseau sur

le plan xOy, sont deux réseaux orthogonaux.

Soient, en effet,
(ﬁg. 14)’ Yis Y2, Ys» les
coordonnées du pre-
mier foyer A de lacon-
gruence (G), «; les pa-
rameétres normaux de
la premiére tangente
du réseau A [cette tan-
gente est (G)], B; les
paramétres normaux
de la deuxiéme tan-
gente.

B(Xi)
On a les équations :
y .
— = ha —_= n(i
au v
y A B
—=1§ — = ma
B au
On a, pour les coordonnées X, X,, de la trace B de (G) sur le plan xOy
o a9
X,—yl—q3—}, Xz=yz'—!]3‘%
ag ag



On en déduit :

Xy M A3 o4y Us dxy oy %y Ys Jay dog
— '——'—————“(as-_%_ —=hay— hag——— (a3 — —a; —
u u uay  ay? u au ag  ag? u u
Us ( Iy dx3
=—=(oag— —o0y— )
132 Ju n
On a, de méme :
X, y; P2 g
— =\
u ag? Ju au
On en déduit que :
day dag Jdo., day
—_——ay ag T = ag —
* ou You’ * ou ? u

-sont paramétres directeurs pour la tangente en B a la courbe u.

On va montrer que cette tangente est perpendiculaire & la tangente en m [m,
projection du réseau M (x; £;,7;) orthogonal a (G)] & la courbe v, c’est-a-dire que
Pona:

L’expression E peut s’écrire :

2%y dag dag

E=q ("h n + 2 ™ ) o (xrny + agng)
Or, des conditions d’orthogonalité de M et de (G) :

2 3
) ? Ea=o, ? na=0 2),
on déduit :
agny + agng = — a3n3;

par suite, on a:

3

E=oZq -2,
1 Jdu

Or, en dérivant (2) par rapport a u, ona :

3 3 3

da J
211—:—*20('—-('] =—m; Zta=0
1 Ju 1 au 1

(en remplacant -j% par m, m, étant’'une des rotations du réseau m).

Donc E —o.

Il ne reste plus qu’a établir la perpendicularité de la premiére tangente du
réseau m et de la deuxiéme tangente du réseau B.

Or,ona:
Xy g s Y3 ( 9%y 9“3)
=T ag T T %y
Pl v W oz og? Py v
l g3 o o
=— (apr—afy) — — —‘J—al =2

as N
ag ag? v v
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. I
ou, en tenant compte des relations :7‘. =np; :
v

). SO ny; lag—n
o = b ) — 2 (o — ) = S (afy— aif).
On trouve, de méme :
X, _lay—ny,
- aq?

(%Bz - “2(33)-
Par suite :
ayBy — ayfs, agfz — o3,

dirigent la deuxiéme tangente du réseau B.
Il s’agit de prouver que :
E; =& (ayfy — a1fs) + & (a3By — wfy) = 0.
Or, on peut écrire :

Ei == a3 (51B1 + E?ﬁZ) - ﬁS (51 o, + E.&“?)’

ou, en remplacant £, + &0, par —Eja
3
E, =q Z¢p.
. 1
Mais la relation : ¥ ta =0, entraine, par dérivation !
1

ST P
‘;Ea,,+ : af, = o,

. ’ ’
d’ot, en remplacant «, par nf et £, par n,q :
3 3
H?EB: —ni?nazo;

d’ou : E, —=o.

Réseaux et congruences r, pr

Dans son Mémoire : Sur les systémes orthogonaux et les systémes cycliques
(Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 1903, Chapitre III, pages 104 et suivantes),
M. Guichard a défini ce qu’il entend, dans un espace d’ordre n, par réseaux O, pO,
C, pC, par congruences O, pO, C, pC.

Nous rappellerons seulement ici qu’il appelle congruence px, dans I'espace 4 n
dimensions, la projection sur cet espace d'une congruence (p—1)x de l'espace
a n+ 1 dimensions, ou, ce qui revient au méme, d'une congruence(p — 2)x de
I'espace a n + 2 dimensions, ou d’une congruence x de 'espace a n 4 p—1 dimen-
sions.

Ainsi, une congruence 20 de 'espace ordinaire est la projection, sur cet espace,
d’une congruence O (congruence de normales) de I’espace a4 quatre dimensions.

Mémes notations en ce qui concerne les réseaux. Par exemple, un réseau plan 3C.
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est la projection, sur le plan, d'un réseau C (cyclique) de I'espace a quatre dimen-
sions, ou d’un réseau 2C de I'espace & trois dimensions.

Dans sa note du 13 décembre 1920 (Comptes rendus de I’Académie des Sciences),
M. Guichard indique que, dans le plan, fout réseau pO est orthogonala un réseau pO,
et que toute congruence pH [(p + 1)O] est orthogonale 4 une congruence pC, et réci-
proquement. De plus, dans son Cours de Géométrie de 1922-23, il signale que, dans
le plan, toute congruence conjuguée 4 un réseau O est une congruence 20, et que
toute congruence harmonique a un réseau O est une congruence C. De méme, aun
réseau 20 sont conjuguées >° congruences 20 ; toutes les autres sont 30. Il yaune
congruence C harmonique & un réseau 20 plan ; les autres congruences sont 2C.

A un réseau plan 2C (ou L) sont harmoniques,>® congruences 20, =o? con-
gruences 30 ; les autres sont 40.

De méme, & une congruence 20 sont conjugués 2 réseaux O, -o! réseaux 20 ;
Jes antres sont 30. Tout réseau harmonique 4 une congruence 20 est L (ou 2C)
(applicable sur I'espace 4 4 dimensions).

A une congruence plane 30 sont conjugués ' réseaux 20, ~o? réseaux 30 ; les
autres sont 40. Il existe >° réseaux 2C harmoniques 4 une congruence plane 30,
tous les autres sont 3C (ou 2L).

Enfin, parmi les réseaux harmoniques a une congruence C, se trouvent 2
réseaux Q, >o! réseaux 20 ; les autres sont 30.

En se référant aux indications précédentes, et au Chapitre III (pages 104 et sui-
vantes) du Mémoire de M. Guichard « Sur les Systémes orlhogonaux et les systémes
cycliques » (Aanales de PEcole Normale Supéricure, 1903), et en convenant d’appeler
réseau K, dans I'espace 4 deux dimensions, tout réseau conjugué 4 une congruence C,
on peut former les deux tableaux suivants:

TABLEAU 1
CONGRUENCES RESEAUX CONIUGUES RESEAUX HARMONIQUES
20 2 réseaux O, ~o' réseaux 20 2C ou L

Les autres 30

30 sol réseaux 20, =02 réseaux 30 o réseaux 2C (ou L)
Les autres 40 Les autres 3C (ou 2L)
| ooP? réseaux (p-1) O; >oF- p0O,.
pO Les autres (p + 1)O
C K i ol réseaux O; ~o! réseaux 20
- (>*=2) Les aulres 30
26 Une série de ré§eaux K ool réseaux 20 ; >o? réseaux 30
Les autres 2K Les autres 40
3G >o? réseaux 30, oo° réseaux 40
) Les autres 50
pC >o Pl réseaux pO, v (p 4+ 1) 0

Les autres (p 4 2) O
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TABLEAU 1I
RESEAUX CONGRUENCES CONJUGUEES | CONGRUENCES HARMONIQUES
(0) 20 C
20 200 congruences 20 o0 congruences G
Les autres 30 Les autres 2C
30 200 congruences 20, >o! 30 o0 congruences C; oot 2C
Les autres 40 Les autres 3C
pO >0 P8 congruences (p-1) O ; >0 P-2 pO | >0 P8 congruenc. (p-2) C; >0 P (p-1) C
Les auyres (p+1)0 Les autres pC
>o2 congruences 20, o3 30
2Cou L Les autres 40
o8 congruences 30, o440
3C ou 2L Les autres 50
pC >oP congruences pO,opr+1(; 4+1)0
Les autres (p 4+ 2)O
K G, 2C ou 3C




PREMIERE PARTIE

DETERMINATION DES CONGRUENCES DE NORMALES
QUI SE TRANSFORMENT EN CONGRUENCES DE NORMALES
PAR POLAIRES RECIPROQUES
RELATIVEMENT A UN COMPLEXE LINEAIRE

I. — Interprétation geomeétrique de la propriete.

Soit (C) un complexe linéaire de paramétre K. Considérons une congruence (G)
assujettie 4 la condition d’admettre une congruence (G’) de normales comme trans-
formée par polaires réciproques relativement au complexe (C).

(G') étant une congruence de normales, ses plans focaux sont rectangulaires,
c’est-a-dire forment un faisceau harmonique avec les plans menés par la droite G’ de
la congruence (G') tangentiellement au cercle de l'infini (plans isotropes). Donc les
foyers de la polaire réciproque G de G’, qui sont les poles de ces plans, sont conju-
gués harmoniques par rapport a la polaire réciproque du cercle de I'infini, qui est un
cylindre de révolution autour de I'axe Oz du complexe. Si I’on prend deux autres
axes de coordonnées Ox, Oy, formant avec Oz un triédre trirectangle, ce cylindre,
imaginaire pour K réel, a pour équation :

C) 2*+y+K=o.
Si on désigne par (x, y, z), ¢, », ¢), les coordonnées des deux foyers de G, la
condition sus-indiquée s’exprime par la relation suivante :
™ tx 4y + K2=o,

que l'on pourrait, du reste, obtenir en exprimant 'orthogonalité des plans focaux
de G, qui ont pour équations respeclives :

nX —§Y + K(Z—-0)=o,

yX —xY+ K(Z —z2) =o,

ces équations ayant été écrites en remarquant que les plans focaux de G’ sont les
plans polaires des foyers de G, et contiennent leurs péles.

La condition (1) peut étre interprétée géométriquement de la facon suivante :

Elle exprime que de Uorigine O des coordonnées on voit sous un angle droit le
segment focal de la droite G, en projection sur le plan z =K.
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Réciproquement, si une congruence (G) est telle que d’'un point fixe O on voie
sous un angle droit la projection, sur un plan fixe (P), du segment focal de chacune
de ses droites G, cette congruence posséde la propriété de se tranformer en une
congruence de normales, par polaires réciproques relativement 4 un complexe
linéaire, dont 'axe est la perpendiculaire OP abaissée de O sur le plan (P), et dont
le paramétre a pour valeur la distance de O au plan (P).

En effet, sion prend pour axe Oz la droite OP, la condition imposée se traduit
analytiquement par la relation (1), et exprime que les foyers de G sont conjugués
par rapport au cylindre (C;). En transformantl par polaires réciproques par rapport
au complexe, cette propriété signifie que les plans focaux de la transformée G’ de G
sont conjugués par rapport au cercle imaginaire de l'infini, c’est-a-dire rectangu-~
laires, et que par suite (G') est une congruence de normales.

Si l'on suppose, de plus, que (G) est elle-méme une congruence de normales,
on voit que le probléme faisant I'objet de la premiére partie de ce travail peut étre
énoncé sous la forme suivante :

Recherche des surfaces dont les centres de courbure de chaque normale sont.
conjugués harmoniques par rapport a un cylindre de révolution, — oudont la projection,
sur un plan fixe, du segment joignant les centres de courbure, est vue d’un point fixe
sous un angle droit.
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Il. — Solution analytique du probléme

I. — GENERALITES

On voit immédiatement, par symétrie, que si une congruence de normales
répond 4 la question, il en est de méme de toute congruence résultant de la rotation
de la précédente autour de 'axe Oz du complexe, ou d’une translation paralléle
A Oz (les congruences obtenues a l'aide de ces déplacements sont toujours des
congruences de normales). Il en résulte que d’une solution on peut, & priori, en
déduire une infinité d'autres formant une famille 4 deux constantes arbitraires.

On se rend compte, & priori, que la solution générale du probléme peut étre
considérée comme dépendant de l'intégration d'une équation aux dérivées partielles
du second ordre, de Monge-Ampére.

En effet, si on considére une trajectoire orthogonale () d’'une congruence (G)
répondant a la question, et une trajectoire orthogonale (,) de sa transformée (G,),.
et si on exprime que deux normales correspondantes G et G, sont polaires réci-
proques par rapport a un complexe linéaire, on obtient quatre relations entre les
coordonnées (x, y, z), (;, Yy, z;) dés deux points correspondants de (T) et de (%)),
et les dérivées de z et z, par rapport a x, y, x,, y,.

Ces quatre équations définissent une transformation de Biicklund, et si on
forme la condition de compatibilité, z, disparait. Le probléme dépend donc d’une
équation aux dérivées partielles unique et linéaireen r, s, t, rt — s (Lecons sur
I'intégration des équations aux dérivées partielles du second ordre, de M. Goursat)-
Le cas actuel est celui ou, 'une des deux surfaces (X) étant déterminée, il lui corres-
pond une infinité de surfaces (2,). On pouvait méme prévoir sans calcul la forme
de I'équation, car une surface (%) étant déterminée, et (G) étant la congruence de
ses normales, il correspond a (£) une famille &4 un parameétre de surfaces (%,), qui
sont les trajectoires orthogonales de la transformée (G,) de (G).

En considérant la question autrement, on peut présenter une remarque.

Soient (S,), (8.), les deux nappes de la surface focale de la congruence (G),
(x, y, z) les coordonnées du point M, ou la droite G de la congruence touche (S,),
(&, 7, ©) celles du point M; de contact de G avec (S;).

Posons : P =2y q:z;I, = :é, Z:C_’q.

Le probléme s’exprime par les quatre relations suivantes :
PE=0)+q(r—p—CE—2=F =0
=)+ -y —C—a=F,=o.

b+ + K2=F;=o0
pr+qi+1=F,=o.

Sous cette forme, c’est encore un probléme de Backlund. Si on essaie de le
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résoudre et qu'on forme la condition classique de compatibilité : (Darboux,
Théorie générale des Surfaces, tome 3, page 440) :

(12) [F5F] + (13) [F,Fs] + (14) [FoFs]
+ (34) [F\Fy] + (42) [F\Fs] 4- (23) [F Fi] =0,

¢ n’en disparait pas. On en conclut que z satisfait, non a une équation aux dérivées
partielles du second ordre de Monge-Ampére, mais a deux équalions aux dcrivées
partielles simultanées du troisi¢éme ordre, et qu'a toute surface (S,) correspond
une seule surface (S;) et non une infinité.

Par conséquent, sur chaque surface (S;) répondant a la question, il n’existera
qu'une famille de géodésiques dont les tangentes formeront une congruence de nor-
males satisfaisant a la question.

Ainsi, par le complexe linéaire, on ne peut pas réaliser, entre une nappe de la
surface focale et sa polaire réciproque, la correspondance de Dini. En d’autres termes,

ces deux surfaces ne peuvent pas élre représentées géodésiquement l'une sur U'autre par
ce procédé.

On pourrait obtenir rapidement, & partir de (1) (page 35), I'équation de Monge-
Ampére dont dépend le probléme. Il semble plus intéressant de faire intervenir les
équations de la droite G qui décrit la congruence (G).

Rapportons-nous & un triédre trirectangle, Oz coincidant avec¢ I'axe du com-
plexe. Soient :

G) | x=az+q y=>bz+q
les équations de G.

Le plan polaire d'un point M (x, y, z) par rapport au complexe linéaire, a pour

équation :
yX —aY 4+ K(Z —z)=o.
Si M est un point de G, on peut, dans cette équation, remplacer x et y par leurs

valeurs tirées des équations (G). En écrivant qu’on obtient une identité en z, on a
les deux équations :

bX —aY —K=o, gX—pY + KZ =o,
qui définissent la transformée G’ de G, et qui peuvent étre remplacées par les
suivantes :
(¢9) ; X=aZ+p, Y=0bZ+gq,
oulona: a,=a, b,=0b\, Py =Dph @ =qk

K

2 ayant la valeu —_—
y A¢ r bp —aq

Il en résulte que les projections de G et de G’ sont paralléles : on retrouve un
résultat connu.



— 39 —

La condition pour que (G) soit une congruence de normales se traduit par la
relation :

op q p 9q
2 mthn |22 uttE
J pr————— Ja. pr————
¢ \/a9+b2+1 \/a‘l-{-b?—{-l

laquelle peut étre mise sous la forme :
?) A B+D)+B@+1)+abl=o,
en posant : A =agp, —a,p5, B = q,bg — g by,
C.= b, Py — b Py + 0 9 — G

En exprimant, de méme, que G’ décrit une congruence de normales, on a la
condition :

0] A+ +B (0 + ¢+ K)+C(ap+bg)=o,
en posant : A= q;p’@— qép;, B, = b;a:g — bfja;,
Com Pty iy — gty — bl B

Si 'on prend, en particulier, pour parameétres « et § les cosinus des angles formés
par G avec Ox et Oy, la condition (2) prend la forme simple :

7, = Pg.
On peut alors poser : P=0a» 9=0p
et la relation (2') devient:
(p2+q®) [r (1 — o) — 2afs + £ (1 — ()]
+(@+ A —2—p) (s —r) =p*+¢* + K%

P, Qs I 8, 1, désignant, suivant Pusage, les dérivées premiéres et secondes de la
fonction
tion (P,

Quant aux trajectoires orthogonales, elles sont représentées par les équations
paramétriques suivantes :

x::Ma-}-(D;; y::M@—{—(D:g; z=My,
en posant : M=— a(D; — p@é—{- O+ C (C = const.)

Un point courant de I'une d’elles s’obtient en menant, par le point I de coor-

données @;, Cbp du plan 2Oy, la paralléle a4 la droite G, et en prenant sur cette
droite, & partir de I, une longueur égale a4 M.

Les congruences (G), étant déterminées par une équation aux dérivées partielles
du second ordre, dépendent de deux fonctions arbitraires.



— 40 —

Prenons pour variables indépendantes I'x et 'y de I'une des trajectoires ortho-
gonales. Soient alors P et Q les dérivées partielles de z. Les équations de Gdeviennent :

X=—PZtax+pz, Y=—QZ+y-+q
On a donc : a=—P, b=—Q, p=x+Pz, q=y+Qz.

En portant dans 'équation (2) (page 39), et en remplacant, pour simplifier les
notations, P, Q, par des minuscules, on trouve I'équation :

P+ AU+ + )+ —r) @ +y* + K 1))
+@x+q((t1+pH—2pgs+r(14+¢»)]=o0

On peut, d’ailleurs, obtenir une équation beaucoup plus simple par I'emploi
des variables de Darboux (paramétres des génératrices rectilignes de la sphére), et
de la fonction £ définie dans le tome I de la Théorie générale des Surfaces (page 295).
Sic, ¢, ¢”, sont les cosinus directeurs de la droite G, on a les formules :
,_i(1+ap) C,,_O}_—!;_ﬁ

’ ——a——ﬁ.

__1———<1{3

cC=

C

a—B ’ a—f
On a alors, pour les coordonnées x, y, d'un point de 'une des nappes de la
développée (voir Darboux, Théorie générale des Surfaces, tome I, page 296) :

x—-iy:s—}—\/r_f
2+ iy = —ap (s+ V1) + pa + g8 — &.

Pour les coordonnées £, n,, d’'un point de I'autre nappe, il suffit de placer le
signe — devant chaque radical.

L’équation (1) (page 35) :

¢)) G+ ny+ K=o
qui exprime la propriété exigée, prend alors la forme :
af (s> —rt) + s (E — pa — gB) =K

En appliquant a cette équation la transformation de Legendre, on peut lui

donner la forme plus simple :

pq = zs + K2 (s> —ri).

Le choix des variables précédentes ne donne pas nécessairement des surfaces
réelles. Pour éviter cetinconvénient, on prendra les variables « et 8 telles que I'on ait :

a4 , i(g— =) , a3 —1
c= -, C = sy €=+ s
144 14 af 14af
ce qui conduira & I'équation :
afrt —K*=(sa —q) (s — p),
qui peut s’écrire : af (rt — s2) -+ s (px + qf) — pg = K*.
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Soient, pour terminer, cos ), sin %, shy, des parametres directeurs de la normale
4 l'une des trajectoires orthogonales des congruences a étudier. En prenantietyv
pour variables indépendantes, on aura ’équation suivante :

rt—s*—zr+p*+ K=o )
C’est une équation de la forme :

Hr + 2Ks + Lt + M + N (¢l — s?) =0,

ou : H=o0, 2k=0, L=0, M=p2>+K2, N=I1.
L’équation : 22+ 2Kk + HL — MN =0
devient actuellement : 22 =p? 4 K2

En effectuant une transformation d’Ampere définie par les relations :
X=p, Y=y, Z=z—px, P=—2, Q=q,
1 s rt — s?

R=—-, S=+ -, T =
r Tr r

I’équation (1) est remplacée par la suivante :
X2+ KH)R—T+Z—PX=o, 2
Les équations des caractéristiques de (2) sont :
dY —mdX =o dY —dX =o
H), dP + LdQ +M)dX =0 . HX,dP + LdQ 4 M)\,dX =o,
A et %, étant les racines de I’équation :
H»?—2K 4+ L=0, (K=o, L=—1),
qui s’écrit : X2+ K)r=1,
d’ot1 I'on tire :
1 1
MERVRIR TV R
Chacune des deux familles de caractéristiques admet une combinaison intégrable,

dX
carde: dY + \/W _i(? = o,

on tire :
Y =+ log (X + \/X2 + Kﬂ) = const.
Si nous changeons alors de variables en posant :
Y +log(X+ VX +K)=u,
Y —log (X + VX2 + K?) =,
PI'équation transformée sera de la forme :
S=FX,Y,Z,P,Q).
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En effectuant les calculs, on trouve, aprés avoir posé K2=1, ce qui, 4 une
homothétie prés, ne change rien :

— 48 +2(Q_P)th”—--;"+z=o.

C'est 12 une équation a invariants égaux que, par suite, I’on pourra ramener a
une équation de Moutard.

En posant:  z=oqch=- ; 22 on obtient I'équation :
u—op o
2 ch? —0 =
¢ 2 oamw o

qui est intégrable par la méthode de Laplace.

- N I . .
En dérivant par rapport a v, et en posant :55 =z,, on a I’équation :

9 h?u_ v Pz, 9 hu—v " u—uvaz
c — —2sh——ch —4¥— ——2z, =
2 uw 2 2w A=
o Pz, u—vdz 1 z,
u: — —— =
uaw 2 m 2 u—p
ch? 5

dont 1'un des invariants est nul.
Cette équation peut s’écrire :

J [9z, u—v
—(=Z=—th——1z)=o0.
ou \ v 2 z‘) °
On a immédiatement I'intégrale premiére :
z u—uv .
Z—th—— 7, =V (V fonction de » seul).
P 2
L’intégration s’achéve aisément en posant : 7, = 'i -
2
ch 5
at —
On a alors : —=V ch? L_Z’
. Pl 2
puis
t=V,+V,e"+ Ve~ 24U (U fonction de u seul),
oulona:

4V,Vi=V2, et V,=V,xe¥.
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1I. — METHODE DES INVARIANTS

Soient | e=az+x, y=bzty,
les équations définissant une droite G d’une congruence (G). x,, y,, sont les coor-
données du point ou cette droite perce le plan woy. Si on prend cos 1, sin %, shy pour
paramétres directeurs de G, on aura: a= 28 l, p =02

shy shv

La signification géométrique de et v s’apercoit aisément. X est le paramétre de
direction de la perpendiculaire commune a4 G et a sa transformée (G'); par suite,
1 sera un invariant pour la congruence (G) et sa transformée (G’) par polaires
réciproques relativement au complexe linéaire.

v définit I’angle de la normale avec Oz. D’une faton plus précise, on peut noter
que shy est le rapport des distances de 'origine O a la trace sur xoy du plan tangent
a une trajectoire orthogonale de G, a la trace de Oz sur ce plan tangent.

La transformée G’ de G sera définie par des équations de la forme :

z x/: a/z + xlo’ y/: /z' +y/0
ot , COS) b sin )
u a = —_ .
shy shy’

On a, d’autre part (page 38) les relations :

’—_ . —_ —
a=ap, b=by, Ty=xp Yo=Y

« ayant la valeur :

Y K _ by —ay, _ Kshy __ &y sin A —y/; cos X
"7 bx,— ay, K Ta,sink —y,cosn Kshv
En tenant compte de ce que, d’autre part, u =g/ = —s-h—v, )
on trouve les relations : @ s
x, sin » — y, cos A = Kshv' 1)
a’ysin A — gy, cos k = Kshyv )

On en déduit aussi que I'on a :

(x, €08 ) + y, sin 1) shv = (a’, cos . + y’, sin }) shv/,
ce qui permet de poser :

. i
COS A sin\=—K —
Xy + Y shy (2)
(¢ étant une fonction auxiliaire), et :
x’ycos kA 4y, sin x=—K l, @).
shv

En exprimant (voir page 39) que les congruences (G) et (G') sont des congruences
de normales, on a, « et § étant des variables indépendantes quelconques, les
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deux relations suivantes, obtenues en tenant compte des relations (1), (1), (2), (2) :

Py PR ) P
—— — chyv chv' — —|—-—— <—- — shv shv' é)—)
o

da. M
(E1) PY h ok /91 n 2/ <9¢ By sh' (7)\>
= (?BCVCV(;; :729(3 svsva@
» , N N W , I\
———(?_o_t(:hv chy :7—(5 + — ()‘3 -a——-—shv Shv -
(Ez) Py P !
= — — chv chv —+ ‘———shvshv -——>
P Ja  Jo

En prenant pour variables : a=v -+, B:v—v , on peut ramener les équa-
tions (E,), (E,) aux deux suivantes :

I {4o=rgcha, —lz= xg chp
La condition de compatibilité de ces deux équations :
Mg (cha 4 chg) = o,
est : x;@ =o, (I
d’out : r=F @)+ @
2 une fois connu, ¢ est ensuite donné par une quadrature a I'aide des équations (I)
4= J Fychada— [ Oychp ds + Cee.

L’équation (I') montre que a=v 4+ v et f =v— v sont les caractéristiques de
I'équation du probléme.

Au reste, on peut prouver que le probléme se résout complétement sans signe
de quadrature, comme on le verra plus loin.

Equation des lignes de courbure
d'une trajectoire orthogonale d'une congruence (G)

On peut obtenir I’équation des lignes de courbure en exprimant que le point

| e=arta,  g=bitu ®)
de la droite G décrit une courbe tangente a G, et que I'on a, par suite, pour ce point :
de dy dz
a b1’
d(az +y) d(z+y) dz
ou: = =—,
a b 1
dx, dy
d’Ofl . —_— = -—-(-) — -0 4
T4 T @ ®
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L’équation (4) donne le z du point out G touche chacune des deux nappes de la
développée ; x et y sont ensuite donnés par les relations (3).
Quant 4 I'équation des lignes de courbure, elle s’écrit :
dz, dy,
da~ db’
Or, I'équation ci-dessus équivaut a la suivante :
dx, cos ) +dy,sin)  dx,sin A — dy, cos
da cos ) -+ db sin A = dasin . —db cos »
En tenant compte des relations (1) et (2), on trouve :
shvshv d\* — dy d\ — chv chv' dv dv' = o,

d’ou, en remplagant v et v en fonction de « et § :

(1+47) dot = (1 + ) dee ®)
On trouve ensuite, pour les coordonnées d’un point quelconque d’une nappe
de la développée :

hg dB — Ay dot

- =sinxshv' 4+ 2 cos x chv’ W

Y= _cos A shy' 4 2sin ) chv'l A bl
k da + df

z Ng dp—y de

i:up +2shy chv'—m——

d . . .
en prenant pour EB I'une des deux racines de ’équation (5).
o

I1 se présente ici quelques remarques géométriques.
Le point N, de coordonnées
sinxshv —cosish/, ¢,
n’est autre que le pied, sur G, de la perpendiculaire commune a G et G’, comme on
le voit immédiatement en observant que toute droite de paramétres
sin ), — COs X, 0,

est bien perpendiculaire a G et G'.

On retrouve ainsi des résultats connus :

1° Que la perpendiculaire commune est horizontale, car si N’ est le pied sur G/
de la perpendiculaire commune, les points N et N’ ont méme cote K¢ ;

2° Qu’elle rencontre P'axe du complexe, car les droites ON, ON’ ont pour projec-
tions des droites ayant mémes parameétres directeurs.

Un point de I'une des nappes de la développée peut s’obtenir & I'aide de la cons-
truction suivante :

On méne par P'origine, parallélement & la direction de la perpendiculaire com-
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mune, une longueur OA =shy'. En A on éléve une perpendiculaire au plan xoy, de
longueur AN = K.

Il ne reste plus qu’a porter sur la normale, & partir du point N de
AgdB— g da
do + df

cette normale G, une longueur égale a 2 ch/ , [ot I'on a pris pour

d
&Eune des racines de I'équation (5)].
@

Equation des lignhes asymptotiques
d’'une trajectoire orthogonale

On sait que les équations paramétriques d’un point M (X, Y, Z), d’une trajec-

toire orthogonale d’'une congruence (G) sont :
X:x—-—up, Y:y———vp, Z:Z—w_o,

__cos) __sinx

4= chv’

coordonnées d’'un point quelconque N de G, et ; la distance des points M, N.

¢ doit satisfaire a la condition :
do = udx 4 vdy + wdz (6)

Si nous prenons pour point N (x, y, z), le pied sur G de la perpendiculaire
commune, de coordonnées :

shv | . .
v=—ms W= , étant les cosinus directeurs de G, x, y, z les
cny v

K sin 2 shv/, —Kcosashy, Kb,
la condition ci-dessus s’écrit :
(ip _ shvdi 4 shvdy
K™ chy

En remplacant dx par x; do + )\’@ dp, dy par qa; da + q;'@ dB, v et v par leurs valeurs
en fonction de « et 8, on trouve :

¢ ’ ’
= A, sha da— )\B shf dp,
et, par suite :

p; = K)\; sha, F'B = — K)\é shg.
Ceci posé, I'équation des lignes asymptotiques est :

dA dX + dBdY 4+ dCdZ =0
Prenons :

cos A
= =u, B= v, C= w,
chy
nous aurons, aprés simplifications :
Ydudr—pXdu2=o,
d’ot1, en remplacant u et a par leurs valeurs :

K chv chv 0., — xé) dadf — p ()2 + dv?) = o.
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Surfaces minima
se rattachant au probléeme poseée

On a trouvé plus haut, pour déterminer une trajectoire orthogonale, des
relations de la forme :
A=f (“) + 9 (AG)

[ 4a="2achs, Y =—1j chf.
{ p; = K)\; sha, Pf3 = Kl’p shf.

On peut donc poser :

@ =h@+u@. i=h@+a®; =+,
les fonctions fo, f3, 9, 93, s€ reliant a f;, ¢, par les équations :
fi@—r@=r"

* ()
o2 (B) — <2 () =32 (5

8)

Montrons d’abord que les coordonnées d’un point M d’une trajectoire ortho-
gonale peuvent s’exprimer sans aucun signe de quadrature. Nous allons utiliser,
a cet effet, la transformation de Weierstrass.

Sil’on pose :

) fa(0) + 15 () =uf (a)
(out u est une fonction de «), on déduit de la premiére équation (8) la relation :
!, (@)
ra—rs =02,
ce qui permet d’écrire :
, (w2 +1)f; (« , 1) f(
=200 g R

d’ou :
ol [0 ()
w4+1" 2—1" 2

En écartant le cas exceptionnel ou u serait une constante, on peut égaler

. 1 du N . . ’
chacun de ces rapports & 5 % (u) —,» prés avoir remarqué que lona:
a

’ F '
Ay €he 42, sha=u),
d’'ou :
u = cha + sha.
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On peut alors écrire :
A= [u5 da
1
f2 (“IZQ/(I + u?) F(u) du

1 »
/;(a):éj(ue—l)ﬁ(u) du

En posant, d’autre part :

. . #s (B) + ¢'s (B = ve', (B),
on aurait, de méme :

9’y (@) — 9’3 (Q) = ¢ 19({3) ,
dotr: p
P4 1) s 1o
v =V E e @G
v v
et: )
P2 (B)  ¢5(B) ¢, (B) __1 dv
b e e SEACE

ce qui donnerait :

1
% <@)=fv%<v) ;g (ﬁ)=§f(l+ ) Fi0)dos v <ﬁ)=§f(v2—n F,(v) dv,
(avec — v =shp + chp).

Les formules définissant 3, § et o s’écrivent alors

)\:fu F) du+ [ vF,(v) dv
1 . 1
«p:if(l + u?) #\u) du +—2/(1 + v2) F,(v) do

p 1 . 1
=== —1) I - e 1NF
K 2/'(“? 1) #(n) du+2f(v 1) &, (v) du
En substituant 4 F(u) la dérivée troisiéme d’une fonction f(u) de u et & F,(v) la
dérivée troisiéme d’une fonction ¢ (v) de v, on obtiendra les formules suivantes,
débarrassées de tout signe de quadrature :
A=uf" @ —f @+ v¢ ) —¢@);

1 2 112
b= 5 W — @+ + = @)~ 05 0) + 5 0)

—1 2 1
o =T 1) — uf () + (W) + T ) — 7 ©) + 9 (0).

2

Ceci posé, je dis que la surface (£) dont le point courant M (x, y, z) a pour coor-

données :
x =Ky, y=1Ip, z=iK, (2)

est une surface minima rapportée a ses lignes de longueur nulle.
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On a d’abord, en effet :
Sa, = K2 (nrcha — X, shta —As) = O,

et )ng =K? (7\’5 ch?f — )\gshﬂ{i — l’g)—_— 0.

Par suite, « et 3 sont les paramétres des lignes de longueur nulle.
De plus, les courbes « et 3 découpent sur la surface (£) un réseau (propriété
caractéristique des surfaces minima), car «, y, z, (ou, ce qui revient au méme,

¢, p et }), sont solutions d’'une méme équation de la forme : 0;'“, =o.

On en conclut que (X) est une surface minima, et que la détermination des
congruences faisant l'objet du présent travail équivaut a celle des surfaces minima.
Cette identité rattache donc I'étude de ces congruences a celle des surfaces minima.

En particulier, puisque « et § sont a la fois les paramétres des lignes minima de (X)
et des caractéristiques des trajectoires orthogonales (S) des congruences étudiées (congru-
ences O'c), on en déduit une relation géométrique remarquable entre (X) et (S), qui peut
étre considérée comme une propriété géométrique non encore énoncée des surfaces
minima.

REMARQUE. — Quand on passe d’une congruence (G) a sa transformée, 1 et ¢ ne
changent pas, mais ¢ est modifié, comme on le voit en remarquant que « ne change
pas par permutation de v et v, mais que g se change en — g.

Si, dans les formules (%), qui peuvent s’écrire :

g =K [fx; chada — f)ﬁ chﬁd@]
z y =K [/1; shada —fllg Shﬁdﬁ]
iK

z = iK),

on change ¢ en — g, on obtient les équations :

o =K [ / %y chada — f A chpdﬁ]

y = iK [/al)\ shado 4 l:g Sh@d@]
z=IK},
qui définiraient la surface minima (¥) attachée a la congruence (G') transformée
de (G)
On déduit de la un moyen trés simple pour faire correspondre & une surface
minima donnée quelconque () une autre surface minima (3’). Cette correspondance

semble différente de celle qui est étudiée par Darboux dans le Tome I des Lecons sur
la théorie générale des Surfaces.

L’équation des lignes asymptotiques de (Z) est :

Ny do = hg dg*
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et celle des lignes de courbure s’écrit :
Ay da? 4 x5 dB =o.

REMARQUE. — Darboux a montré (Lecons sur la théorie générale des Surfaces,
Tome III) qu’il y avait équivalence entre le probleme de la détermination des surfaces
minima et celui de la déformation du paraboloide de révolution. De ce qui précéde, il
résulte, par suite, qu’il y a équivalence entre le probleme de la recherche des congru-
ences O, et celui de la déformation du parabolowde de révolution. Cette équivalence sera
établie plus loin, d’'une maniére rigoureuse, par une autre voie.
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III. — METHODE DES RESEAUX PLANS (%, )

a) Les réseaux (), v) et leurs applications

Si, par l'origine O des coordonnées, on méne des paralléles a toutes les droites
d’une congruence (G,), on obtient une congruence (G) dite représentation sphérique de
la premiére. Si (G,) est une congruence de normales, la congruence-point (G)
découpe, sur la sphére de centre O et de rayon 1, un réseau conjugué qui, se trouvant
sur une sphére, est en méme temps orthogonal. (Cette propriété, qui est caractéris-
tique de la représentation sphérique d’'une congruence de normales, est évidemment
indépendante du rayon de la sphére, mais I'emploi de la sphére de rayon 1 est
commode, car la trace sur cette sphére d’'une droite de la congruence (G) a pour
coordonnées les cosinus directeurs de cette droite).

Ceci posé, nous allons traiter le probléme en appliquant une méthode permettant
de transformer toute question relative a la représentation sphérique d’une congruence
de normales (C'est-a-dire relative a un réseau conjugué de la sphére de centre O), en une
question relative a un réseau plan orthogonal. z

On peut, d’une infinité de maniéres, établir A
une correspondance entre un réseau de la sphére et
un réseau plan. (Suivant la notation de M. Gui-
chard, le mot « réseau » sera employé pour M
« réseau conjugué »).

Une correspondance de cette nature existe,
par exemple (fig. 15', entre un point M de la sphére
et la trace m, sur le plan xQOy, de la droite AM, \

A étant I'un des points communs a la sphére et m
a Oz (projection stéréographique).

On sait (page 8) que si une droite G décrit Y Fig 15
une congruence (G), des paramétres directeurs
quelconques de G vérifient une méme équation de Laplace.

Or, on peut toujours trouver des paramétres directeurs, «, 8, v, tels que L'on ait :

a4 p2=1.

Il suffit, pour cgla, si «,, 3, y,, sont paramétres directeurs, de poser :

o= Ka,, f=Ks,, =Ky,
en prenant pour K la valeur :

1
\/“12 + B2

’ ’

. 4 h 1 ’
Soit alors : 0, = f 0y + —lfl 0,+Ro 1)

'équation de Laplace 4 laquelle satisfont de tels paramétres o, 3, Y, d’'une congru-
ence (G) (u et v, paramétres des développables de la congruence).
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Posons : a=COS A, =sin), y=shy, 8 = chy,
” h;} ’ l,u ’
Guv—-——i; cu——l— O‘D'—RG=A,~ (2)

A étant nul pour toute solution de (1). Désignons par A,, Ag, Ay, Aj, les résultats de
substitution, dans le premier membre de (2), de s par o, 8, v, 3. Nous obtiendrons des
relations pouvant se ramener aux quatre suivantes :

!

A cos) + Ag sinh=—x,%, — R (m)
Aasinl—Apc0s7\=—1;u+—1111—"1;+-£ll—ll'l, (n)
Ay shv —Aj chy = —vyvp+R ®)

Ay chy— Ay shv:v;’w—%— V'u—-%;‘ Y ®)

Pour une congruence de paramétres «, 8, y,ona :
Ay=Ap= AY =o,

et les équations précédentes prennent la forme :

ot 4 h, ’ l’ ’
(m,) — iy, —R=o, —luv+_1;'ilu+_l‘_'kv=o (ny)
R, L
(p,) —Azchv=—v,v,+ R — A shv=vy, _.___hf, Vu ___.;_1 v;, (s)

Or, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une congruence soit congru-
ence de normales, est que 'équation de Laplace a laquelle satisfont des parameétres
directeurs quelconques «, 8, y, de chacune de ses droites, admette aussi comme
solution \/ a? 4+ B2 4 y2% (Guichard, Sur les Systémes orthogonaux et les systémes
cycliques, Annales de lEcole Normale Supérieure, 1897, Chapitre 11, n° 14).

D’apreés le choix actuel des paramétres, si la congruence (G) est une congruence
de normales, I'équation (1) admet comme solution \/1 + sh?y =chv =3, et, par suite,
ona: Ay—=o.

On peut déduire de 14 la nouvelle propriété suivante :

On obtient la représentation sphérique de toules les congruences de normales a
laide des équations de Laplace.

6y =Py + Q0 + Ro
admettant pour solutions deux fonctions a(u,v), b(u,v), et leurs inverses.

En effet, soit (G) une congruence de normales. Prenons des paramétres direc~
teurs o, §, v, tels que «2 + g2=1. On pourra poser :

o= COS A, B=sin?, y =shv
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L’équation de Laplace (E) donta, 8, y, sontsolutions, devra, gl’aprés.ce qui précéd‘e,
admetire 3= chv comme solution. Donc (E), admettant eld 4 e- ket elh —e- A,
. ) 1
admettrae et e- 1 — —
eih
1
Deméme,admettante’ +e- " ete —e~ Y, (E) admettra e’ et —.
eV
Soit, inversement, (E) une équation de Laplace admettant pour solutions :

1 1
a(u’ D)’ ;, et b(lI, D),'I-).

. o 1 N 1 1
Sionpose : a=e™ -=e !, 0n aura:cos):é a+a).
a
. 1 1
smk:—,(a———)
2i a

=2 (b+1): w=2(b—12
cv._2< +I;>. sv_2< - 3)

et la congruence de paramétres directeurs.
a=COS}, B=sin 1, y=shv

. . . 1
sera bien une congruence de normales, puisque (E), admettant pour solutions b et 3’

. 1 .
admettra aussi b + 5 et par suite chv.

Ceci noté, il résulte, de la condition Ay=o, que les relations (p,) et (s,) se
réduisent alors aux suivantes :

r o ” h, ’ 1’ ’

(p,) —'uv+R =0 "uv"‘—ﬁ_vu_—g Vp =20 (s9)

Des équations (m,) et (p,), on déduit :

3) My oy Vg vy = O

Cette derniére relation exprime que le réseau plan déerit par le point de coor-
données 1, v, est orthogonal. De plus, les relations (n,) et (s,) montrent que I'équation
de Laplace a laquelle satisfont 3, v, n’est autre que ’équation (1) (page 51) privée du
terme en 6.

Réciproquement, si le réseau (), v) correspondant a4 une congruence (G) est
orthogonal, la relation (3) est vérifiée. En la comparant a (m,), on en déduit :

V;.l v’v:—-ku)\v:R.
La relation (p;) donne alors : Agchv=o0, et comme chv+=0, ona: Az=o.
Cette derniére condition exprime que (G) est une congruence de normales.
On peut donc indiquer le nouveau critérium suivant pour caractériser une
congruence de normales :

La condilion nécessaire et suffisante poar qu'une congruence (G) soit une congruence
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de normales, est que, cos 1, sin ), shy, étant parameétres directeurs d’une droite G de (G),
le point de coordonnées 1, v, décrire un réseau orthogonal.

Soit maintenant un réseau plan orthogonal quelconque, décrit par un
point M (3, v). La condition d’orthogonalité s’exprime par la relation (3), et permet
de poser : — 2y Ay =vh v, =R.

L’équation de Laplace & laquelle satisfont » et v, étant :

’ ’

" h ’ l
= — oy + 2 c’v,
l
considérons I'équation : ¢}, __ ho 0, — fu v, _Ro=o. (1)
h l

Si nous substituons dans le premier membre de cette derniére les quantités :
a = COS 1, B=sin ), Yy = shv, 3 =chv,
nous obtiendrons les équations (m), (n), (p), (s), de la page 52, en désignant

par Aa’ A@’ AY, A3, les résultats de substitution. Or, les seconds membres de ces
équations étant nuls par hypothése, les premiers le sont. Comme les déterminants :

Cos 1, sin X,
sin X, — cos 2,

-1, ] shv, — chv

=41
chv, — shv + 4

ne sont pas nuls, on a nécessairement :
Aa:A@:AY:Ag.—_O.

Donc I’équation (1) admet pour solutions «, §,yel 3= \/a“l + B2+ +2; par suite, la
congruence-point de paramétres directeurs o, 8, v, est une congruence de normales.

On en conclut qu'a fout réseau plan orthogonal on peut faire correspondre des
congruences de normales ayant une représentation sphérique bien déterminée.

On peut remarquer que la correspondance précédente réalise une représentalion
conforme de la spheére sur le plan.

Désignons, en effet, par ds I’élément linéaire du réseau M (1, v), et par dS celui
du réseau M, (x, y, z) correspondant de la sphére. On a :

ds? = d\? + dvi= () du + X,y dv)? + (vy du + v,, db)?
= (kg + ve) de + Oy + V) do,
en tenant compte de la condition d’orthogonalité :

;\’ ’ ’ ’
uly + Yu Yo =0-
D’autre part,on a:

cos X sin : shy
= — j= s = —.
chv ’ y chv chv
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Par suite :
dS*=dwLx, + d? Ry

’ 1
. 2 2 "9 12 _
=< (O + va) du? + (4 + vyp) dv?] = prraie

Montrons, par deux exemples, 'application que I'on peut faire des réseaux (3, v).

ExempLE 1. — Etude des congruences de Ribaucour qui sont congruences de
normales (cette étude équivaut, comme on sait, a la détermination des suriaces
minima).

La condition nécessaire et suffisanle pour qu'une congruence soit une con-
gruence de Ribaucour [c’est-2-dire intercepte sur la surface centrale un « réseau »
(conjugué)], est que les invariants de I'équation de Laplace a laquelle satisfont des
paramétres directeurs quelconques de cette congruence, soient égaux. Donc si les

parametres o, 8, v, (tels que a2 4 2 =1) d’une telle congruence vérifient I’équation (1)
(page 51), on pourra prendre : I = ih.

D’autre part, les coordonnées du point qui décrit le réseau plan (3, v) corres-
pondant a cette congruence, vérifient 'équation de Laplace :

v hy oy,
auu:-T? Sy li’% )
Soient alors (page 8) :

’ ’ !
£y =ny x, = ht hy, =Im
® ( ; ®) @ .
( Ny = m§ Tpy=1I l,=hn
les équations relativesa ce résean (ouil'on a:x, =2, x,=v).
Si, dans la condition d’orthogonalité : X, = 0, on remplace les dérivées de
par leurs valeurs (6), cette condition est remplacée par la suivante : Xty =o.

Multiplions la premiére équation (5) par &, et ajoutons les équations analogues,
nous aurons :

ZEE; =nXfy=o,
d’ou, en intégrant :
Y2 = F(u).
En opérant de méme sur les derniéres équations (5), on obtient :
Py =mBq=o0, dou:  Xp2=F).

Comme lest ne sont définis qu’a un facteur prés fonction de u, etles 4 a un fac-
teur prés fonction de v (voir pages 7-8), on peut prendre :
Fw) =1, F(v) =1,
et on a alors les relations :

=1, Sn2=1.



Le réseau orthogonal (3, v) étant plan, on peut done poser :

E,=CO0St; E,=sinrt; n, =—8int; 1, = COS T,
En remplacant, dans les équations (5), les ¢ par ces valeurs, on trouve :
’ 4 ’
m=-—rsy; n=+4 )
Des équations (7), qui, pour [ =ih, peuvent s’écrire :
’ ’
th th
= m, _U— 4 n,
h
on déduit, en écrivant la condition de compatibilité :
’ ’ < 7 ”
m, + n,=o, d’our : Ty = ':DZ.

Cette équation s’intégre. On en déduit ~, d’ottv ety,) el o, , 4 I'aide des équa-
tions (6).

ExeMPLE 2. — Etude des surfaces a courbure totale constante.

Soient ¢, ¢, ¢" les cosinus directeurs de la normale G a une surface a courbure
totale constante. Pour former I'équation de Laplace a laquelle satisfont c, ¢/, ¢’, il
suffit, dans I'équation :

"

hy o Ly
1) auvzz"eu+_lﬁev+Ro

a laquelle satisfont les parameétres directeurs cos ?, sif 3, shv, de poser : 6 =6, chv.
Il est d’ailleurs inutile d’effectuer les calculs. On sait, & priori, que le coefficient
de 0, sera nul, [puisque, du fait que la congruence (G) est une congruence de nor-

males, I'équation aux c, ¢/, ¢’, admet comme solution \/C'2 +c24cr=1}, et que h
et I seront divisés par chv. On a donc instantanément la transformée en o, :

/ ! (a4
2,0 o, (I M, [1 ’
2L r:a__1 - — “:, thv> + o (.E — Yy ihv> (8)
uv  Ju v \1
Si, d’autre part, entre les formules d’Olinde Rodrigues :
ax, ac X, ac
—_— R —= N —_ — =0,
T a0 2 Ty
on élimine x,, on a I’équation :
IR, R,
” VI ’ u !
Oy = 5 G - m——— Gy, 9
uv R1__R2 u+R1___R2 v )

a laquelle doivent satisfaire ¢, ¢, ¢’.
Les équations (8) et (9), ayant trois solutions communes c, ¢, ¢’, sont identiques.
On adonc:

(10)
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Soit alors R, R,=—1 la relation existant entre les rayons de courbure d’une
trajectoire orthogonale de la congruence (G). (On peut toujours, & I'aide d’une
homothétie, qui ne modifie pas les propriétés de la surface, ramener la constante a

. . 1
étre égale a — 1). Si, dans les relations (10), on remplace R, par — =, on a deux

équations qui s’'intégrent, et en posant : R1
p=Rg2+1,
on obtient :
2 — 2
(11) y:4;{:V et “_H_IZTC’F
L’élimination de p. entre ces deux équations donne :
(12) h? 4 1 = dch.
Posons alors :
(13) h=2hchv, =2, chy,
nous aurons :
(14) hetip=1,

ce qui permettra de poser :

h =cos ¢, 1,=sin ¢,

d’ou :
(15) h=2chv cos o, l=2chv sin ¢.
De la premiére équation (11), on tire alors :
) 1 1 o .
1+R12~_—§).:B_1—2:(:()T?:1-]—tg2q:, d’otr : R1:tgq>,

Or, on sait que cette fonction ¢, pour les surfaces & courbure totale constante,
est l'intégrale générale de I'équation :

(16) on?— oo =sin ¢ COS o,

(Darboux, Théorie générale des Surfaces, Tome III, page 427).
Effectivement, si dans le systéme (5), (6), (7) (page.55), on remplace h et I par
leurs valeurs (15), on trouve que ¢ estdonné par 'équation (16).

Enfin, si, dans I’équation (8), on effectue la substitution (13), on donne & cette
équation la forme :

ugv — duh, v ' vl oa’
Comme on a, d’autre part :

a0, M 10k 10,

cttetter=1=h2+ L2
il en résulte que le critérium donné par M. Guichard pour les congruences cycliques
(voir ci-dessous), est vérifié. On en conclut que la congruence des normales

a une surface a4 courbure totale constante, est une congruence cyclique, ce qui
démontre a nouveau le théoréme d’Ossian Bonnet.
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) Résolution du probléme proposé

Si I'on se reporte a ce qui a été dit page 36, on voit que la projection (g,) de la
congruence (G) sur le plan z =K, si
la congruence (G) satisfait aux

G conditions du probléme, est harmo-
nique a un réseau-point orthogonal,

! et que, par suite, c’est une congru-
¥ : : ence cyclique. Cest donc a la fois

2= A . une congruence 20 et cyclique, et il

. en est de méme de sa projection (g)

sur x0y.

N 9 Or, M. Guichard, dans son Mé-

N moire sur les Systémes orthogonaux

) et les systémes cycliques, (Annales

¢ ¥ig. 16 de I'Ecole Normale Supérieure, 1897,

Chapitre III, n° 21), a donné le crité-

rium suivant : si, dans un espace d'ordre n, une congruence est cyclique, on a, entre

les quantités h, 1, qui figurent dans I'équation de Laplace aux paramétres «; (i=1,2...,n,)
et ces paramélres, la relation suivante :

Z

n h? 2
2
S ua=mty

1

(U élant une fonction de u, et V une fonction de v) et réciproquement.

h n’étant défini qu’a un facteur prés fonction de u, et I qu'a un facteur prés
fonction de v, on peut prendre : U=V =1.
Actuellement, on a :
a? 4 f2=1,
ce qui permet de poser :
h =cos o, I=sine.

En portant ces valeurs dans les équations (7) (page 55), on a, en tenant compte
des valeurs (7) de m et de n, les deux relations :

! ’ ’ ’

(17) _‘u—_—ﬁ"u’ Tu:%‘

On en conclut que ¢ et = sont deux solutions (non indépendantes) de 'équation :

" "

(18) Pye = pp2

On déduit, des équations (17) et (18) :

(A) e =fie1) + falpa) 5 T =fi(p) —faopa)»
en posant :

u-+v=p, u—v=g,.
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Les équations (6) (page 55) donnent ensuite, en y remplacant x successivement
pariet.:

’ 1
rpg=ht, = cos(f,+f) cos (fi—Ff,) =3 (cos 2f, + cos 2f)),

. . 1
hy=1In, = — sin (f, +f,) sin (f, —fo) = 5 (€08 2f, — cos 2f,).
’ 1 . . ’ 1 . .
=g (sin 2f, — sin 2f,), w=3 (sin 2f, + sin 2f,).
On tire de la :
2x'Pl =08 2f,(p) 21;9 = ¢08 2f,(¢,)»
2;;1:sin 2f, ; 2;'PQ =—sin 2f,
Si 'on pose alors :
cos 2f, =2F' (p)), cos 2f, = 2G’ (p,),
sin 2]“1 =29’ (91)9 — sin 2f2:29' (AR
ona:
(A) A= F(P1) + G(Pz)’ v :“’T’(Pl) + (3(9?)» (B)
avec les conditions :
9 9 l 23 5] _ ]
(€ Fﬂ—{—i’?& =1’ GPQ+ gpa-a- D)
Posons maintenant :
t
FtiF=— 5
L’équation (C) donnera :
1
F—i¥=——,
2t
’ (o4 —
d’or ¢ F = : J = ~——1 .
1+ i(d—10) 4
.1 dt
En égalant chacun de ces rapports a — 5 H(t) o0 on aura :
(21
=35 [ A+ Hdt, = ;/(1——19) H() dt.
De méme, si ’on pose :
,
G + ig;,’:-—g’,

on trouvera :

1 i
6= [At@Hepa, G- [A—H G,



Les formules (A) et (B) s’écrivent alors :

1
r=g [U+ e HO + %f(lwm H, (1, dt,,
) =—.52-f(1 — e H@dt + 21/(1—13) H, (t,) dt,.
En posant enfin :
H@=r"®, H, (t) =1" (),
on aura X et v sans quadratures, aprés une intégration par parties :

14p 1412
2

= T i (t) —1f (l) +f(t) + fl”(h) —if (11) +f1([1)

1—r 1—1t2
b= ) — i + () i £ ) — i ()

On a alors également, sans quadrature : a=cos}, p=sin, y=shv.

Nous allons maintenant adjoindre a la congruence (G) une deuxiéme congruence
de normales (G'), se projetant parallélement a la projection de (G) sur «Qy, suivant
une congruence cyclique. Soient «,, 8,, v,, ceux de ses paramélres directeurs
tels que e?-4f2,=1 (alors a=aqa, etpg=p) et:

’ ’

H L
4 v/ u
slwz_ﬁ‘ Su +"]: sp + Ris,
I’équation de Laplace a laquelle satisfont «, 8, et y,. Si nous posons :
@ = COS A, B=sin3, 1, = shv,,
nous aurons les relations suivantes :

Iy =—R, )
yo= oy L MM _ R P ooy Luay
up —7 "u T A, uaw oww Hou Lo’

En comparant I'équation (m,) page 52) a I'équation (2,), on voit que si deux
congruences quelconques ont leurs projections sur xOy paralléles, les équations de
Laplace auxquelles satisfont les cosinus directeurs « et § de ces projections, ont méme
terme en 6,

De méme que pour (G), a la congruence (G') se rattache un réseau plan ortho-
gonal (2, v). Soient :

- = Nn X, = Heo H,=LM
(51) In0 (61) ! (71) ’

— — Mo X, =Ly L,=HN

au

les équations relatives a ce réseau.
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Supposons maintenant que la projection horizontale de la premiére tangente
du deuxiéme réseau focal de (G) et celle de la deuxiéme tangente du premier
réseau focal de (G’), soient paralléles, et que la projection horizontale de la
deuxiéme tangente du premier réseau focal de (G) soit paralléle a celle de la
premiére tangente du deuxiéme réseau focal de (G).

D’aprés la Note de M. Guichard parue le 26 décembre 1922 dans les Comptes
Rendus, ces deux propriétés se traduisent analytiquement par les deux relations
suivantes :

ag, — foy = hHU, ou: ,=hHU (18))
et = ILV, (19)

U étant une fonction de u et V une fonction de v.
On tire, des équations (18’) et (6) :

RHU = Bz, doi : H:%—_—c%Sr
On a, de méme :
LV=t,,  doi: L :%‘-_—:SV—““
H n’étant défini qu'a un facteur prés fonction de u, et L qu'a un facteur prés
fonction de v, on pourra prendre : U=+1, V=—1,
d’on : H —=cos+, L =sin .
Les équations (7,) donnent alors :
M=—r, N=+1,.
Des équations (6) (page 55) et (6,) (page 60), on tire :
hi, =Hg,, d’ou : £0, = COoS ¢.
On a, de méme :
E%(’—“ sing; 70, =—Sin g ; 7% = COS &.

Si on porte dans les équations (5,) on retombe précisément sur les équations (17)
{page 58).

On remarquera qu'on déduitl tout ce qui concerne (G') de (G) en échangeant < et 9.

Réciproquement, étant donnée une congruence (G) de normales se projetant
suivant une congruence cyclique (congruence O,), si on considére une deuxiéme
congruence (G’) définie par la condition que son réseau (i, v) s’obtienne en
permutant - et ¢ dans les équations relatives au réseau correspondant a la premiére,
et que l'on fasse tourner autour de Oz la congruence (G') jusqu’a ce que la projection
sur 0y de chacune de ses droites soit paralléle & celle de la droite correspondante
de (G), il existe des congruences paralléles a la nouvelle congruence obtenue (G”)
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qui se transforment en congruences paralleles a (G) par polaires réciproques par
rapport & un complexe linéaire d’axe Oz.
Pour la congruence (G), on a, en effet, les équations :

! 1 .
Ay= COS¢COST, vy =CO0S ¢ SIN T,

’ . . ’ . .
Ap=—-=SIng¢ sinr, vp= Sln g sint.

Si on permute < et o, les dérivées de » sont les mémes. On a donc, pour la
cougruence (G') :

MN=A+4a; d’ou : a,=C0S (A + a) ; B, =sin (A 4 «),

« étant une constante. Par suite, si 'on fait tourner la congruence (G’) dun

angle — « autour de Oz, les projections des droites correspondantes G et G’ seront
paralleéles.
On a, d’ailleurs :

h = cos o, l=siny, H =cos+, L =sin-=.

Les relations (6) (page 55), appliquées au réseau (3, v) de la congruence (G),
permettent d’écrire :

1;1:h51:COSq>COSr:hH, l;,:lmzsinepsinr:lL.

Les relations (18') et (19) (page 61) sont donc vérifiées, et, par suite, les deux
conditions énoncées page 61 sont satisfaites.

La fin de la démonstration résulte immédiatement de la Note de M. Guichard
parue le 10 mai 1920 dans les Comptes Rendus. D’aprés cette Note, les congruences
possédant les propriétés énoncées page 61, sont telles que, A étant le premier réseau
focal de (G)(vy), B’ le deuxiéme réseau focal de (G')(u,), il existe des réseaux
paralléles & A dont la transformée par polaires réciproques relativement a un
complexe linéaire d’axe Oz, est un réseau parallele a B'.

I1 en résulte, en particulier, que la tangente du réseau paralléle a A, qui est
paralléle a G, se transforme en la tangente du réseau paralléle a B’ qui est paral-
lele & G'.

Le raisonnement précédent prouve,en outre, qu’étant donnée une congruence O,
on peut toujours en trouver une paralléle qui se transforme en congruence de normales
par polaires réciproques relativement a un complexe linéaire.

Le calcul de v, s’effectue comme celui de y. On trouve :
v . e .
2 =sin2f, 2:7—1:51112,’,2,

°1 23

Adoptons maintenant les notations de la Note de M. Guichard du 10 mai 1920
(Comptes Rendus). Soient (t, &, &), (1,5 ", n3), les paramétres normaux du réseau A



(page 55), (&', &4 &), (1) 7'a» '), ceux du réseau B'. Si x,, x,, x; sont les coordonnées
de A, x,, x,, x;, seront définis par les relations :
— x4+ + K=o

(23)
—ayn + 21, + Kas=o0
dxg ox.
24 —=h, &, -3 = ,
@4 PP do s

ou hy, I, se rapportent au réseau A, K étant le paramétre du complexe.

Posons alors :
A= 1‘51’ @ = tEvp Y= ts:})

et portons dans I'équation (1) (page 51). 1l vient :
PV Y N S A
Eyp =Fy <tTv - tu> +5& <t —IE— tu>
(25)

P N
+s<—t,w+7" tut— tu+Rt>

Soient enfin :

f=npm Ty = M

(26) xy =h ay =1 (26')
oh al
_9-1)1 =lm, 5[—;—: hn,

les équations relatives au premier réseau focal A de la congruence (G).

Des premiéres équations (26) et (26'), on tire :
1 on,

” ’
Epw=mn E4+— — £,.
uv 1y +n1 on Y

En remplagant, dans I'équation (25), &, par la valeur précédente, il vient :

A hy [ 1 on, 1',,]
5u<to ’T>+5u t"+t<r_1:3;1_—7

P A
+E\tmn, + ty,— T t,—Rt)=o.
La relation ci-dessus devant étre vérifiée pour trois valeurs ¢, £, £, de £, est une
identité en . On a donc les trois relations :

t, h, , P I,
27 L=_2 ty+ 1t <l i} —~_"> =0 (27)
t h
" h;) ’ u ”
tmn, + ty, — T —T t,—Rt=o. 277
De I'équation (27), on tire : t=hF@). Il suffira donc de prendre t=nr
pour que les ¢ soient des paramétres normaux.
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Drautre part, I'équation (27'), qui peut s’écrire sous la forme :

donne par intégration :
logt + log n,=log I +log D (v) ; deu:  tn,=1}).

On pourra prendre ()(v) =1, ce qui donnera :

Les & sont alors obtenus par les formules

- r

h

La premiére équation (26) donne ensuite les ; comme des paramétres normaux.
On a, calculs effectués :

1/, I 1/, . h 1/ 'k
"1127 av"‘aT ’ 7]-2:[_ Bu—'{"’ h/, 113:'1— YU—YT .

On trouve, de méme :

@
e £ =—, £, =
d

/ 1/, L, / 1 ! Ly 4 ! ’ L;l
E1:ﬁ a.u——a—r , E“:ﬁ Bu—ke'lj ’ 53:}_1 Yu'—Y'IT :

Les équations (23) (page 63) donnent alors «x, et x,. En remplacant dans les
deuxiémes équations (26), x, (ou «,) par sa valeur, on trouve h, et [,. Les équa-
tions (24) donnent alors x; par une seule quadrature.

Le probléme est complétement résolu.

On remarquera que le résultat énoncé page 37, d’aprés lequel si une congruence
répond a la question, il en est de méme de toute congruence résultant d’une
rotation de la précédente autour de I'axe du complexe ou d’'une translation le long
de cet axe, se retrouve dans la présence d’'une constante additive dans I'expression
de 2, et dans la constante additive introduite par I'intégration des équations (2\4).

REMARQUE. — On peut démontrer, par une voie différente de celle qui a été
indiquée plus haut (pages 62 et précédentes), qu’étant donnée une congruence O,,
il en est de paralléles se transformant en congruences de normales par polaires
réciproques relativement 4 un complexe.linéaire. A cet effet, il sera utile d’établir
la proposition suivante :

Etant donnée une congruence cyclique plane, il existe une congruence paralléle a
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la précédente, dont le segment focal, en projection sur le plan z =X (K =const.) est vu
de Porigine sous un angle droit.

Considérons, en effet, la congruence-point (¢’) orthogonale 4 la proposée, issue
du point de O.

On peut l'obtenir en prenant une congruence plane (g) orthogonale a la
congruence donnée, en considérant I'une (G) des congruences de l'espace ordi-
naire qui projettent (g) et en menant par O la congruence-point (G’) paralléle a (G).
La projection (g) de (G') sera paralléle a (g), donc orthogonale a la proposée.

Cette congruence (g') est 20, et, par suite, est la projection d’une congruence
de normales de I'espace ordi-
naire. Soit (fig. 17) OM une z
droite de cette congruence de
normales, M étant sa trace sur M
la sphére de centre O et de
rayon 1. Menons par O le

A e

réseau-point paralléle au ré- S
seau orthogonal décrit par M N <
m'. s
sur la sphére. Il coupe le /9” 0 x

plan z=K suivant une con-
gruence ff’. Or si une congru- .

. , W .17-
ence et un réseau de l'espace ﬂ
ordinaire sont orthogonaux,
la trace du réseau sur un plan z=XK et la projection de la congruence sur ce plan
(ou sur un plan paralléle), sont deux congruences orthogonales (page 28). Donc la
congruence ff’ est orthogonale a la congruence Om qui est 20 ; par suite, c’est une
congruence cyclique, paralléle a la proposée.

Ceci posé, considérons une congruence O,. Construisons, d’aprés la méthode
ci-dessus, dans le plan z =K, la congruence plane ff’ qui est paralléle a sa projection
et telle que ff” soit vu de O sous un angle droit (fet ' sont les foyers de la congruence).
Draprés la proposition établie page 14, on peut tronver une congruence, paralléle a
la congruence O, donnée, qui se projette suivant la congruence ff’. Cette derniére
étant telle que son segment focal, en projection sur Oy, est vu de O sous un angle
droit, se transforme en une congruence de normales par polaires réciproques
relativement au complexe linéaire d’axe Oz et de parameétre K (page 36).
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. — Représentation sphérique
des congruences O,

I. - CONSIDERATIONS GENERALES

Pour abréger, les congruences de normales solutions du probléme proposé
seront appelées congruences O). D'aprés ce qui précéde, les congruences O, sont
des congruences de normales se projetant sur le plan x Oy suivant des congruences
cycliques, et réciproquement, étant donnée une congruence de normales se proje-
tant sur xOy suivant une congruence cyclique (congruences O,), il existe des
congruences, paralléles a celle-ci, qui sont des congruences Oy,

Le probléme posé équivaut donc a I'étude de la représentation sphérique des
congruences O,.

Si on méne par l'origine O des coordonnées une congruence-point paralléle a une
congruence de normales, elle découpe un réseau sur un paraboloide de révolution
admettant O pour foyer.

Soient, en effet, « et 8 les paramétres (dérivés des génératrices rectilignes de la
sphére),définis dans la Théorie générale des Surfaces de Darboux (Tome I,page 296,
n° 165) et définissant la représentation sphérique de la congruence. Le point de
coordonnées :

P) x=a+p y=iE—a), z=a—1,
est bien sur un paraboloide de révolution ayant son foyer en O (1.

En effet, des deux premiéres équations (P), on tire :

=z + iy _x—iy

o« = 2 > 2 y

P

(1) On peut méme faire & ce sujet une
A curieuse remarque.

Soient M un point quelconque de la sphére
de centre O et de rayon 1, A le point de
cote + 1 olt la sphére est percée par Oz, m' la
projection sur xoy de la droite AM.

M ayant pour coordonnées :

a8 if—o af—1
41" a1’ a1’
les coordonnées de m’ sont :
ad-f i(f—a)
2’ 2

% mg- 18 Donc m’ est la projection d’'un point de OM
qui décrit un paraboloide de révolution autour

=
=,

[

K

-
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et en portant dans la troisiéme, on a :

4 yt=4(z+1).

Or, a8, i(B—a), «f — 1, étant paramétres directeurs de la congruence-
point, ces quantités (ou, ce qui revient au méme, les quantités, «, 8, «f, qui sont des
combinaisons linéaires des précédentes), vérifient une équation de Laplace, de la
forme : )

0y = PO, + Q0,, + Ro 1)

En exprimant que «f vérifie I'équation (1), et en tenant compte de ce que «, ,
sont solutions de (1), on obtient la relation :

ﬁua;—f-fsvau-—R:o,
Si I'on remarque que la condition :
Fuap+ Bpag=o0
est le critérium exprimant que la congruence est une congruence de normales, on
en déduit : R =o.
Donc le point de coordonnées o+ £, i (83— ), «3 — 1, vérifiant une équation de
Laplace :
0,0 = Poy, + Q6 (1)
privée de terme en 6, décrit un réseau (page 7.)
On sait, d’autre part, que la condition nécessaire et suffisante pour que,

dans 'espace 4 n dimensions, le réseau décrit par un point de coordonnées x;
(i=1, 2, ...., n) soit orthogonal, est que l'équation de Laplace admettant pour
intégrales ces coordonnées, admette, en outre, la solution :
24 2,2+ ceennenns +x'f1.
(Guichard, Annales de IEcole Normale Supérieure, 1897, Sur les Systémes
orthogonaux et les systémes cycliques, Chapitre II, n° 13).

de Oz, de foyer O. On peut donc obtenir, par

une construction géométrique, le paraboloide de A
révolution & partir de la sphére, ce qui établit L
un lien entre les deux surfaces.

On déduit de 1a une nouvelle construction
de la parabole, en géométrie élémentaire :

Soit & tracer une parabole de foyer F et de A7
directrice (D). Soient I la projection de F sur (D), P 4° S
A le symétrique de I par rapporta F, A’ et A" les
points de rencontre de la paralléle a (D) menée
par Favecle cercle de centre F et de rayon IF.

On prendra un point quelconque M sur le
cercle, on meénera la perpendiculaire SM" a (D) I (D)
par la trace de AM sur A’ A”. SM’ rencontrera FM
en un point M’ de la 'parabole, qui passera F!]g 19
d’ailleurs par les points A’ et A”.
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Or,I'équation (1'),admettant comme solution z =« — 1, et 1 admet 4ap = a? + ye.
On voit ainsi que tout réseau du paraboloide de révolution se projette suivant un
réseau orthogonal : on retrouve un résultat connu qui sera utile plus loin.

On peut rappeler, a ce sujet, que la seule surface donc tous les réseaux se pro-
Jjettent sur le plan x Oy suivant des réseaux orthogonauzx, est le paraboleide de révolu-
tion.

Soit, en effet, une surface jouissant de cette propriété. Les tangentes aux deux
courbes de chaque réseau qui se croisent en tout point M de la surface sont, en pro-
jection sur le plan « Oy, conjuguées harmoniques par rapport aux directions iso-
tropes de ce plan. Or il existe, au point M, un seul couple de courbes dont les tan-
gentes en M soient conjuguées harmonique par rapport aux couples de tangentes
aux courbes conjuguées se croisant en M : ce sont les lignes asymptotiques. Le rap-
port anharmonique étant une propriété projective, on en déduit que les directions
isotropes du plan x Oy coincident avec les projections des lignes asymptotiques de
la surface. On en conclut que 1’équation des, projections des asymptotiques d'une
telle surface doit étre, a priori :

dx?+dy=o (2)

Or, si cette surface a pour équation :

zZ= f(x’ y)’
I'équation de ses asymptotiques est :

dpdx 4+ dgqdy=o,
ou, en explicitant :

[ d2* + 2y dx dy + s dyp =0 3)

En identifiant les équations (2) et (3), on a les conditions :

f;Q:f;'Z; f;y-:O-

On en déduit :
f=X+Y (X fonction de x, Y fonction de y).

Il faut, de plus, que I'on ait :

X"=Y"=¢,
d’ou : X=cax+cxtcs;
Y=cp2+cy+ecs
et: [=c @4+ P+t yte=z (cg=1c3+c¢5)

(les c étant des constantes).
On a bien I'équation d'un paraboloide de révolution.

En considérant les réseaux conjugués a la représentation sphérique d’une
congruence de normales, on peut présenter quelques remarques.

Soit : by =P 0, + QO @
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I'équation de Laplace (E) & laquelle satisfont les cosinus directeurs ¢; d'une congru-
ence-point de normales issue de Yorigine.

Si nous posons : Ty pCy, Xy T= UCy, X3 = PC3s
en remarquant que I'équation (4) admet pour solutions ¢, ¢, ¢;, 1, nous voyons
que les quantités : Cits Coly Cgtty lxp=uy,

satisfont 4 une méme équation de Laplace (E,). En d’autres termes, I'équation de
Laplace aux x; (i=1, 2, 3) admet p. comme solution.

Pour que le point de coordonnées x;, x,, x;, décrive un réseau, il faut et il suffit
que I'équation (E)) soit privée du terme en 0, c’est-a-dire admette 1 comme solution ,
ou, ce qui revient au méme, que l'équation (E\, qui admet pour solutions
a_ciz; C i =, g =c,, admette aussi 1— .

* * > >
En dérivant par rapport 4 u la relation :
xj = Cf,
ona: —=yp —+C _,
au au au

En multipliant les deux membres de cette derniére équation par x; remplacant
dans le second x; par uc; et ajoutant toutes les équations analogues, on a :

Exx/u =2 ZCC’U + P.}Llu 202 )
La relation : Ecﬂ =1 donne, par dérivation par rapport a u :
Ecc; =0.

La relation (4) peut alors s’écrire :
3

’ —_ ’
Exx u= s
1

ox, X, dxy . A(iw)
ou : x,l;;--}—xza—u-}—%;l—l—-}-z“ pm = 0.
ou encore, en abrégeant : .
Exx;lz 0, (x=uwm, x, a3 ip).
! 4
On trouverait, de méme : E:cx,, =0 (5)
1

En dérivant I’équation (5) par rapporta u, on a :
4 4
2 x:l x;; + zxxuv =o
1 1

Or, si: 00 = P, 0 + Q, 6,
est ’équation a laquelle satisfont x,, x,, 3, iy, on a :

4 4 4
me:w =P, ;ma’u +Q ;rx;’ =o.
1
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4

On a donc finalement : N« x, =0,
1
ou, en explicitant : Mgy | oy my | dwy0xy | ALy) A = (6)
Ju I an v v u Jv
Si l'on tient compte enfin de la relation :
xl2 + xaﬁ + xdz = P%!
qui peut s’écrire : x2+at+ a2+ (iWr=o, (7)

on voit, d’aprés les équations (6) et (7), que, dans I'espace 4 quatre dimensions, le
point de coordonnées x,, x,, x,, iy, décrit un réseau orthogonal sur I'hypercone
défini par I'équation (7).

L’équation (6) montre que la condition nécessaire et suffisante pour que le
réseau (x,, x,, x3), de I'espace ordinaire soit orthogonal, est :

gL;! {J.;) =o, d’ott u= F (v), ou = F,l (u)

On peut noter, d’aprés ce qui préceéde, que tous les réseaux, autres que les
réseaux orthogonaux, qui sont conjugués a la congruence-point, sont des réseaux
projections de réseaux orthogonaux de l'espace a quatre dimensions (réseaux 20).
Ce point avait déja été établi par les travaux de M. Guichard (Annales de U'Ecole

Normale Supérieure, 1903. Sur les Systémes orthogonaux et les systémles cycliques,
page 124, tableau).
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II. — RESEAUX DECOUPES, SUR LA SPHEAE X DE CENTRE O
gT DE RAYON |, PAR UNE CONGRUENCE-?VOINT DE NORMALES
SE PROJETANT SUR LE PLAN PES ay
SUIVANT UNE CONGRUENCE CYCLIQUE (GCONGRUENCE O,)

Soit (fig. 20) sur la sphére ¥, un point M de coordonnées c;, ¢, c; M déerit,
sur ¥ un réseau, qui, étant sur une sphére,
est nécessairement orthogonal. z

Désignons, d’autre part, par G la trace
du Tréseau sur le plan xOy, et par m la M
projection de M. 0

La congruence-point Om, du plan v
20V est 20, et cyclique, par hypothése,
D’asutre part, la congruence OM et le
réséau M sont orthogonaux.

Or si, dans lespace ordinaire, une
copgruence etun réseau sont orthogonaux,
la projection de la congruence et la trace
du réseau sur le plan xOy forment deux Fig. 20
congruences orthogonales (page 28). ’

On en déduit que G et Om sont, dans le plan xQy, deux congruences orthogo-
nales. Or, dans le plan (page 33), une congruence orthogonale 2 une congruence 20
est une congruence cyclique, et réciproquement. Don¢ G est une congruence 20 et
cyclique (congruence 20,C). o

Le réseau M étant harmonique 4 la congruence G, 52 projection m est harmo-
nigue a G (page 22). G étant une congruence 20, le r¢s€au m, harr.nomq.ue aG, e.st
necessairement un réseau L (applicable sur un espace @ quatre dimensions) (voir
page 33, tableau I, et Cours de Géométrie de M. Guichard 1922-23).

Donc le réseau m est un réseau 20,L, et le réseau M est unréseau orthogonal se
projetant suivant un réseau L (réseau Oy,).

Le réseau M n’est pas le réseau Oy, le plus général-

Considérons, en effet, un réseau O, : tout réseau O étant p.aralléle a un réseau
de la sphére (Guichard, Annales de UEcole Normale Supérieure, 1897, Sur les
Systémes orthogonaux et les systémes cycliques, Cpapitre II, n° 13), on pourra
1rOUNer un vésean M, de la sphére paralidle au progasé : Ce reseau M« sera aussi _Ou.
Sa trace G, sur le plan « Oy est une congruence cycligt®, comme e.ttan.t harmonique
3 un résean O ; d’autre part, étant harmonique au réseat m; (projection de M,) qui
est un réseau L, la congruence G, (page 34, tableau 1I) peut étre 20, 30 ou 40
(fig- 21).
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La congruence OM,, orthogonale au réseau M,, est une congruence de
normales ; sa projection Om,, orthogo-

Z nale 4 G,, peut étre cyclique, 2C ou 3C.
M, Donc la congruence-point issue de O,
orthogonale a un réseau Op, de la
sphére, peut étre O, O, ou Oy. On

) voit, par suite, que les réseaux Oy, de
N la sphére obtenus a partir d’'une con-
& gruence O, ne sont que des réseaux Oy,

particuliers.

Les réseaux Oy, de la sphére obte-
nus a partir d’'une congruence-point O,
]"jg .U peuvent étre complétement caractérisés
par la propriété géométrique suivante :

Leur trace G sur le plan x Oy est une congruence 20.

En effet, la congruence G,, étant orthogonale a la congruence Om,, qui est C,
-est une congruence 20.

Considérons, inversement, un réseau M, de la sphére dont la trace G, sur x Oy
soit une congruence 20. Joignons OM,. OM, décrit une congruence-point de nor-
males, comme étant orthogonale & un réseau de la sphére (qui est orthogonal). De
plus, la congruence décrite par Om, (projection de OM), étant orthogonale a Gy, est
une congruence cyclique. Donc la congruence OM est une congruence O,.
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ETUDE DES RESEAUX O;, PRECEDENTS

On peut construire de tels réseaux de la facon suivante :

Soient F et F’ (fig. 22) les
foyers d’'une congruence O
(se transformant en congruence
de normales par polaires réci-
proques relativement & un
complexe linéaire d’axe Oz et
de paramétre K).

Leréseau-point F'OF, étant
harmonique a une congruence
de normales F'F, est un ré-
seau cyclique.

D’autre part, si¢’ et ¢ sont
les projections deE\et F surle
plan z=K, on a :9'Oy=1droit
(page 35). Par suite, le réseau-
point ¢'O¢ est orthogonal.

g

Fig.2%

Si f” et [ sont les projections de F’ et F sur le plan x Oy, le réseau-point fOf
est 2C (ou L), comme étant la projection du réseau F'OF, qui est un réseau C; ce
réseau f'Of est aussi 20, comme étant la projection du réseau orthogonal ¢’O¢. Par
suite, le réseau ¢'Og est un réseau O, D’ailleurs, la congruence ¢'s, projection de la
congruence de normales F'F, est une congruence 20. Le réseau ¢'O¢, qui est Oy,
a, de plus, pour trace sur le plan paralléle a « Oy, z =K, une congruence 20 : il est

¥4

Fig. 23

Y

nale a la projection oM de la congruence OM; oM étant une congruence 20, C,

bien du type précédent.

Nous pouvons maintenant
donner une construction géomsé-
trique des projections, sur un
plan paralléle a 2Oy, des congru-
ences O.

Soit (fig. 23) OM une cen-
gruence-point qui soit une con-
gruence O, Soit oM sa projec-
tion sur le plan z =K.

Menons, par O, le réseau-
point orthogonal & OM. Sa trace
¢'o sur le plan z = K est orthogo-



la congruence ¢’p sera 20, C. [On sait que, dans le plan, si une congruence
est orthogonale & une congruence pC, c’'est une congruence (p 4+ 1) O, et récipro-
quement (page 33)].

Or, le réseau ¢'O¢ est O, comme orthogonal & une congruence de normales.
Donc la congruence de normales qui se projette suivant ¢¢' sur le plan z = K,
vérifie la propriété énoncée page 35 ; par suite c’est une congruence O;.

Cette construction fournit une nouvelle méthode de détermination des con-
gruences O,. Avant de I'indiquer, il sera utile de rappeler certains résultats dus a
M. Guichard.

Soit : Suv = 021 + 1 o (1)

I’équation a laquelle satisfont les coordonnées x;, a,, x5, d’'un point M décrivant un
réseau. Si ¢ est une solution de (1), et si Fy, Iy, sont les foyers d’'une congruence
harmonique au réseau M, les coordonnées y,, y,, 3, de I, sont de la forme :
y=r— 2 @
I3
au

Les coordonnées z,, z,, 23, de F| sont de la forme :

z=x—3 x) ®)
Vo]
w
Posons :
Js Je
2— = Hq, ;7— =Lr,

ce qui définit les fonctions g et r. En écrivant que s vérifie I'équation (1), il vient :

’ ’

4 ’ ’ HU Lll
oup = Hqp + qH, = i Hq + T Lr.

L,=Hn, H,=Lm.
On en déduit :
q; =nr, ";1 —=mq.

Les quantités q et r vérifient une équation & laquelle satisfont £ et 4. Donc celte
équation admet des couples de solutions q et r. Les formules (2) et (3) prennent
alors la forme :

s
y=x—-§ z=x——".
r

Donc la droite F; F,” admet pour paramétres directeurs les quantités :
rg; — qn;.

Supposons que par O (fig. 24) on méne OF, OF’, paralléles a MF,, MF/,
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ot soit FF” une congruence harmonique 4 ce réseau-point. Les coordonnées de F,
du fait que le réseau F’ est conjugué a la congruence-

3 . ,
poiﬂt OF’, sont de la forme -, s étant solution de ’équa-
g

tiop a laquelle satisfont les £.

Or, on peut prendre pour solution une des quan-

tités sus-mentionnées. Les coordonnées de F’ sont don¢
z

de Ja forme :Let, de méme, celles de F sont de 12
q

.M
forme : —.
r

Fig.24

Les parametres directeurs de la congruence sont bien : ré, — qn;
Trouvons I'équation de Laplace a laquelle satisfont ces parameétres. On a les
équations :

w | B H | =
iy = ME *) ry, =mgq
Posons :

X0 = rf — ¢n, ®

il vient :

[ aXo , ,
6 —31'1 __‘l‘*;u —Wy
© X0 .,
» == qnp +
Ona:
2?X0

- ro N 4
auav_'rvEu_qunv—l_r;u[,_nquD'

En dérivant les premiéres équations (4) et (4), on obtient :
" 1] 4 ’
Syp =1 5, + mng; Quo =rny + M
On en déduit :
93X0 ’ ’ ’ ’ ,
Juw v fy — qy mp + mnX°.
Les quantités X° vérifient une équation de la forme :
2*X0 X0 X0
—_—— P —_— - RXG.
v au +0 v +
X0

En remplagantg—a— par sa valeur précédente, et en écrivant que l'on a une
uJo

" ’ ! !
identité en £, n,s § €t 1, on trouve :

7 ’
, ry _ qu.
f=%r; g,=%g; dou: 9:7‘1’@« =

mnr=Qr, + Rr;
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L’équation a laquelle satisfont les Xo est donc :
9X0 Ty X0 Gy X0 qu r
q_}g_——- v X _ll_‘9_§_+<mn..._u.__‘:>x()'
q r

6 =
©) audv r Ju q Jv

Ces résultats étant rappelés, indiquons une nouvelle méthode de détermination

des congruences O, basée sur la construction de la page 73.
Soit M la trace de la droite OM sur la sphére de centre O et derayon 1. M décrit

un réseau orthogonal paralléle au reseau-point ¢Og¢’, et qui, par conséquent, a mémes

rotations et mémes parameétres normaux.

Soit alors :
= b
H & L °?
I’équation de Laplace a laquelle satisfont les coordonnées de M. On a :
_h Lt
“chy’ T chy’

h et [ étant les coefficients qui entrent dans I'équation de Laplace :
n [
= o+ % +PRs,

OHU——-—I-I—O'

a laquelle satisfont les paramétres directeurs cos 2, sin}, shy, de la congruence OM.

Si I’on a posé :
h=cosy, l=sino,
on aura :
cos sin
= 0% s L= i .
chy chy
Les équations relatives au réseau M sont :
£ =mn x, =H¢ " =Lm
1 u 1)
) \ ®) , ® ,
Ny = mé xv = u= Hn
On a, en dérivant H par rapporta v :
®
\ : 7 —_ ‘/
o _—ch/ sing g, —cose shy Y
v ch?v ’
d’ot, en tenant compte de la premiére équation (9) :
H, —chve,—cotoshvy / ,
m:I = e =—9, —cotethvv,.
On trouve, de méme :
chvcosog) — singshy v;
, doi: n= o —tgethvy .

L =
u ch?y
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Drautre part, on a, pour les coordonnées x,, x,, x, de M :

r__cosl x__sinl th
T ehy ! = ¢hv’ Ty =t
On en déduit :
ax, _—— chv sin )‘)‘u — cos A shy v

m ch ?

d’oti, en tenant compte de la premiére équation (8) :

1 9:!:1 1
== —=——(—sinA X —cosAthvv').
g H ou cos;:( u ")
On trouve, de méme :
1 1 v
o= ——(cos AN —sinAthvv'); £y = —_—
2 cosqa( u W’ ’~cose chy’
H ’ ’ 1 ’ 2 ’
m:sin?(—sm)\)\u—cos)\thvvv), ng_;i—n-;(cosl)\v—smlthv vv),
_ 1 Y%
"= Singchv

Nous avons déja remarqué que les quantités m, n, calculées plus haut, sont
aussi les rotations, et les £, 1, les paraméires normaux du réseau ¢'Op. Nous pren-
drons, pour simplifier (ce qui ne dimi-
nue en rien la généralité) : K=1.

Si X,, X,, 1, sont les coordonnées
de ¢, on aura, pour déterminer la
droite O¢’, les équations suivantes :

ou, en remarquant que l'on a : o ax
X, 1 1 0
g @
{(ce qui montre que a est la quantité q y Fig. 25
définie page 74) :
"u
1=5%= cos ¢ chy
' ; M
X, === —sinXchv — — cos A shv
q Yu
@ ; X
X, = 2= cos ) chy— — sin A shy
q ‘u

\ X3=1



On trouve, de méme :

)\!
Y, = —sin A chv — — cos X shy
vl)
) l;)
Y, = cos A chv—- — sin A shv
VD
Y3 =1
On en déduit que :
—sin 3, cos A, o, A4)

sont paramétres directeurs pour ¢¢’, ce qu'on pouvait prévoir a priori, la con-
gruence ¢¢/, trace sur le plan z =1 du réseau orthogonal ¢Qy’, étant orthogonale a la
projection, sur ce plan, de la congruence orthogonale a ¢Oy'.

Soit maintenant :

. 1ok, ., 1d,
=9 ——0 R,0
W h v ut L, ou o+ By

I'équation a laquelle satisfont les paramétres directeurs o,, 0,, 65, de la congruence
de normales (G) se projetant suivant ¢¢’, tels que 62 + 6,2=1.

En l'identifiant avec (6") (page 76), on a, en remarquant que :

X0 —=rf —oqn=16:
r—=th,, q=1l,.

On en déduit (en tenant compte de ce que, du fait que la congruence ¢¢’ est

cyclique,ona: h24-12=02+4 62=1):
h 1

; . hE_hrtlp 1
—_ e — = .
r q ’ r2 r: 4 ¢ r24q?

/"
e vlf cos?o

h1Q == = 2 cin? 73 . (8)
re4 @ visine + va cos’ o

Or, pour le réseau (), v) correspondant a la congruence OM définie page 76, on
a les équations :

A vy —
)\u = hE, = ht,
)\;) = I"h V;, = 17129

oulona:

£, —=cos T, £, —=sin, n =—sinr, N9 == COS T.
h=cos ¢, l=sin o.
On en déduit :
v;l =cosg¢sinr, v; =sin¢cos~.

En portant dans I'équation (8), on trouve :

h?=cos?x, dou: h,—=cos~
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On trouverait, de méme :
l,=sinr.

Or, h,, 1, sont des quantités relatives au réseau (),v,) correspondant a la con-
gruence (G) projetante de ¢¢'. On peut donc écrire ’équation suivante :
N
—=n¥,
u
(F,%,), (0,,4,), étant des paramétres normaux pour le réseau (1, v;).
Mais on a, d’apreés les expressions (A) (page 78) :

. .. = Ny I\
A1:A+§; donc : 51-:{-7—[1‘
Par suite, on peut écrire :
h & = hE, ou: £, COST=COS9COST, dou: &, =cosg.
On aurait, de méme :
ty=sin¢; 7, =—sing; 7/, =C0S ¢.

Le réseau (1, v,) est complétement déterminé. Par suite, on connait la direction
des droites de la congruence (G). Il en résulte (page 64) que les colés des foyers
de (G) se déterminent a 'aide d’'une quadrature.

Le calcul précédent établit que les réseaux (), v) correspondant aux deux
congruences OM et (G) se déduisent I'un de 'autre par permutation de < et de ¢ (ou
de r et de — o). Or, les projections de ces deux congruences sur un plan paralléle
a xOy sont perpendiculaires. On en déduit, d’aprés le résultat obtenu page 61, que
la transformée de (G) par polaires réciproques relativement au complexe linéaire

d’axe Oz et de paramétre 1, est paralléle a la congruence OM, aprés rotation deg
de celle-ci autour de Oz.

De ce qui précéde on peut déduire que, les équations (7’) et (7”) (pages 77-78), ne
contenant que-, v, et leurs dérivées, si ony permute - et g, (ou * et — ¢), on aurales
projections, sur le plan z=1, de la transformée de (G). Dans le cas particulier
oll t=g9 (Ou 1=— ¢), ces projections coincident, et comme les deux congruences
transformées ont alors la méme direction, elles coincident également. Les
congruences se transforment en elless-mémes : ce sont les normales aux hélicoides.

REMARQUE. — Le raisonnement fait plus haut permet de compléter la construe-
tion de la page 73. Ayant construit la congruence FF’ (fig. 23), qui est O, a l'aide
de la congruence-point OM, si on recommence la construction en remplacant OM
g
5 autour de Oz, on
obtient une deuxiéme congruence O, la congruence F,F’,. Les deux congruences FF
et F,I;, ainsi obtenues, se transforment 'une dans I'autre.

par la congruence-point paralléle 8 FF’ que I'on a fait tourner de
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Cette construction de la polaire réciproque d'une congruence O par rapport @
un complexe linéaire, a été faite par des opérations relatives a la sphére (elle est
donnée par un réseau orthogonal, et tout réseau orthogonal est paralléle a un réseau
de la sphére). Elle établit donc un lien entre la sphére et le complexe linéaire.
D’autre part (a une rotation prés, autour de Oz, la polaire réciproque d’une droite D
par rapport a un complexe linéaire est identique a la polaire de D relativement a
un paraboloide de révolution ayant méme axe que le complexe. La construction
précédente établit un lien de plus entre la sphére et le paraboloide de révolution
(M. Servant avait déja établi un lien entre la sphére et le paraboloide quelconque,
en prouvant que le probléme de la déformation de la sphére et celui de la défor-
mation du paraboloide quelconque, pouvaient se ramener chacun a la recherche
des surfaces a courbure totale constante).
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III. — RESEAUX DECOUPES PAR UNE CONGRUENCE-POINT O,
MENEE PAR L'ORIGINE O,
SUR UN PARABOLOIDE DE REVOLUTION (P) DE FOYER O ET D’AXE Oz

Soient (fig. 26) N le point de la congruence O, situé sur (P), n sa projection.

Le réseau N, étant conjugué & une congru-
ence de normales, et n’étant pas orthogonal, z
ne peut étre que 20 (Guichard, Sur les Systéemes
orthogonaux et les systémes cycliques, Annales
del'Ecole Normale Supérieure, ChapitreIV, n°35).

D’autre part, N étant un réseau d’un para-
boloide de révolution, sa projection n décrit un
réseau orthogonal (page 68). Enfin, le réseau N
étant conjugué a la congruence-point ON, sa
projection n est un réseau conjugué a la
congruence plane On, projection de ON 4 FIQQG
(page 18). Or, la congruence On est cyclique.

Nous sommes ainsi ramenés nailurellement a rappeler les résultats obtenus par
M. Guichard sur les réseaux conjugués aux congruences cycliques.

La propriété donnée par M. Guichard (Annalesdel'Ecole Normale Supérieure, 1903,
Sur les Systémes orthogonaux et les systémes cycliques, page 123) pour les réseaux K de
lespace a trois dimensions, est valable pour lespace d’ordre quelconque n, si nous
convenons d’appeler réseau K, dans lespace a n dimensions, tout réseau conjugué a
une congruence cyclique.

Considérons, en effet, une congruence-point OM, dans I’espace 4 n dimensions,
qui soit cyclique. Soient x; (i=1, 2,..., n) les coordonnées d'un point M de cette
congruence qui décrit un réseau. On aura, pour caractériser le réseau M, des
€quations de la forme :

¢ = ny x, = ht hi,::lm

v u
(2y) ’ () ! L (a3) ’

Ny =mé T, =Ly ly =hn

On en déduit, par dérivations :

I/
” v I v
() Tyy=F Tu+ T Tp;

” ’ ’ ! .
h,,=Ilm, 4 ml, = Imu + mnh;

"

Ly, = hn, + mnl.
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La congruence OM étant cyclique, on peut écrire (voir page 58), en remarquant
que les x; sont paramétres directeurs pour cette congruence-point :

n
Naj=h 4L
1

En dérivant par rapport 4 u la relation précédente, on a :
w X @, = hhy, + U,
On trouverait, de méme :
N xx, = R 0.
En dérivant la relation (y), par rapport & v, il vient:
3wy, + N @ @, = hhy, + Uy, + by by 1y by
En tenant compte des relations précédentes, on peut écrire cette derniére

équation sous la forme :
!

I%’(hh;l + Uy) + _Iz’.‘ (hh, + 1)+ 1l Y 20
=hh, + Uy, + by by + 0, 1,
d’ou, en simplifiant :
li;iu’ + f'_lhh' + WY sa=hhy, 4 1,
h u ] D up uo
On en déduit :
2mn + k2mn’+ hl 2 By = hlm'u + mnh? + hln'v 4 mnl2,
d’on : ' ,
my, 4, = Y M

[y

Cette propriété subsiste d’ailleurs si le réseau, au lieu d’étre conjugué a une
congruence-point cyclique, est conjugué a une congruence cyclique quelconque.

Soit, en effet, un réseau K quelconque : par définition, il y a au moins une
congruence C qui lui est conjuguée. Soient m, n, les rotations, §;, 1;, les paramétres
normaux de ce réseau.

Menons, par l'origine, une congruence-point (D) paralléle 4 la congruence
précédente : ce sera aussi une congruence C. On peut toujours trouver un
réseau R’ conjugué a (D) et paralléle au réseau proposé, car si deux congruences
sont paralleles, tout réseau conjugué a l'une est paralléle & un réseau conjugué
a l'autre.

Ce réseau R’ est tel, d’aprés la démonstration ci-dessus, que 'on ait :

ml, + 1, =¥ )

Comme il est paralléle au proposé, celui-ci a mémes rotations et mémes
paramétres normaux que R’



Donc les rotations et les paramétres normaux de tout réseau K vérifient bien
1a relation (1).
Considérons maintenant, réciproquement, un réseau dont les rotations et les
parameétres normaux vérifient la rotation (1). Posons :
Emz—hﬂ——lﬂzm,
Nous aurons, par dérivations :
’ ’ ! ! »”
Exxu —hh, — U, = Ay @)
! 4 ! ’ ~
mev—hhv-—uv:lv ®)
puis :
" ] ! " " ! ! I "
E xxy, + E Ty Ty — hhuv - Huv - hu hv - Iu lv = ;‘uv'

ou, en tenant compte des relations (a,), (a), (), (5) :

h’ l’
Sz <7:.’xll + _l'f:c'v> + hl Nen— h(Im}, + mnh)

~ 1(hn}, -+ mnl) — Imhy, — haly =,,5
d’ot, en simplifiant : '

l
” D! ) ’ ’
x"v—'i{ =T M+ hl(m,, + nD—E En):o.
Si P'on tient compte maintenant de la condition (1), la relation précédente se
réduit a:

h
" {2 m.r
)‘uv—'—ﬁ Ay T )‘v"o
On en déduit, pour tout réseau K, une autre propriété, déja énoncée par
M. Guichard :

Si, dans un espace d'ordre n, un réseau est K, I'équation de Laplace a laquelle

n
satisfont ses coordonnées admet comme solution X a? — h* — [,
1

REMARQUE. — Si un réseau est K, le point de coordonnées :

2
sesasasesniiiery & 2 ]2
xi’ xi’ s i F;Ja:l, h l y
décrit un résean dans Uespace d’'ordre n 4-1.

Si un réseau orthogonal est K, le point de coordonnées :
n
Ly Lgy vvovrereesnnenny Tpys Ex?, h+ B,
1
décrit un résean dans lU'espace a n + 2 dimensions (voir page 67).
Soient maintenant une congruence 20, et une congruence orthogonale 4 la

précédente, et par conséquent cyclique (page 33). Tout réseau harmonique & la
premiére étant un réseau L (ou 2C) (c’est-a-dire applicable sur un réseau de 'espace



— 84 —

a quatre dimensions), et tout réseau conjugué a la seconde étant un réseau K par
définition (voir page 33, tableau 1), on en déduit (page 28) que fout réseau L est
orthogonal a un réseau K, et inversement.

On prouverait d’'une facon analogue que tout réseau 2L est orthogonal a un
réseau 2K, et inversement.

On sait que si I'on connait deux réseaux, 'un du plan, l'autre de Iespace a
quatre dimensions, applicables I'un sur 'autre, on peut en déduire des couples de
réseaux applicables de 'espace ordinaire.

En effet, si (x;, x), (x5, x4, a5, ), sont les coordonnées des points corres-
pondants des deux réseaux applicables, la condition d’applicabilité se traduit par
la relation :

dx? 4 dx,2 = dx? + dx? 4 dx.? + dxg?,
qui peut s’écrire sous la forme :
dx? + dx,? + (idxy)? = dx? + dr? + dag.

On peut donc en déduire, par exemple, que les deux réseaux de l'espace
ordinaire (x,, x,, ix,) et (x;, x;, x;), sont applicables I'un sur l'autre.

Or, de ce qui précéde on peut conclure qu'a toute congruence cyclique plane on
peut faire correspondre des réseaux L, donc des couples de surfaces applicables de
lespace a trois dimensions : il suffit de prendre l'un quelconque des réseaux conjugués
a la congruence, et d’'en déduire un réseau orthogonal, qui sera L. On entrevoit la une
nouvelle méthode pour létude de la déformation des surfaces, a partir des congruences
cycliques planes.

Considérons maintenant un réseau plan K, et déterminons la nature des
congruences qui lui sont conjuguées.

Le réseau étant K, un réseau qui lui est orthogonal est un réseau L (voir plus
haut). Or, toute congruence harmonique a un réseau L est une congruence 20, 30
ou 40. On en déduit, d’aprés la loi d’orthogonalité, que toute congruence conju-
guée a un réseau K doit étre orthogonale a4 une congruence 20, 30 ou 40, et par
conséquent est nécessairement C, 2C ou 3C. On retrouve des résultats consignés'
dans le tableau II (page 34).

Revenons i la question de la page 72. Le point N du paraboloide de révolution
(fig. 26, page 81), décrivant un réseau conjugué a la congruence-point ON (qui est
une congruence O.), sa projection n décrit un réseau conjugué a la congruence
cyclique On, c’est-a-dire un réseau K.
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IV. — Autres facons de poser le probléeme
cdes congruences 0,

Considérons un résecau cyclique du paraboloide de révolution (P) (un réseau
cyclique, ou réseau C, est un réseau qui s’applique sur un autre réseau; la déter-
mination des réseaux cycliques d'une surface équivaut a larésolution du probléme
de la déformation de cette surface). Parmi les congruences harmoniques a ce
réseau, s'en trouvent ~t qui sont des congruences de normales (Guichard, Sur les
Systémes orthogonaux et les systémes cycliques, Annales de I'Ecole Normale Supé-
rieure, tableau, pages 124-125). La projection, sur le plan xOy perpendiculaire a
I’axe de ce paraboloide, de chacunes d’elles, est harmonique a la projection du
réseau. Or, la projection de tout réseau du paraboloide de révolution est un réseau
plan orthogonal (page 68), et, dans le plan, toute congruence harmonique a un
réseau orthogonal est une congruence cyclique (tableau II, page 34).

Donc a tout réseau cyclique du paraboloide de révolution (P) on peut faire
correspondre >t congruences O, qui lui sont harmoniques.

Soit, réciproquement, une congruence (), Tout réseau harmonique a une
congruence de normales de 'espace ordinaire, est un réseau cyclique (Guichard,
Annales de 'Ecole Normale, page 124).

D’autre part, dans le plan, parmi les réseaux harmoniques 4 une congruence
cyclique, s’en trouvent deux qui sont orthogonaux.

Il existe donc deux réseaux C, (réseaux cycliques se projetant suivant des
réseaux orthogonaux) qui sont harmoniques & la congruence O, donnée.

Par suite, ainsi qu'on va le voir, il existe un réseau paralléle 4 chacun de ces
deux réseaux cycliques qui est situé sur le paraboloide de révolution (et ce réseaun
est aussi cyclique).

Pour le montrer, considérons, dans 'espace ordinaire, un réseau A se projetant
suivant un réseau a orthogonal. Soient (£, &, &), (1, 7, 715) des parametres normaux
pour le réseau A.

Les quantités (&, &), (n,, 1,), sont alors des paramétres normaux pour le réseau a.

Le réseau a étant supposé orthogonal, on peut poser : 4

£, —=cosy, §, =sino, R
1, = — sin o, 7y = COS ¢.

On a alors (fig. 27), pour paramétres directeurs des s

tangentes AR, AS, du réseau A, les quantités :

€Os 9; sin g, &, (pour AR), N
—sino, cos ¢, ns (pour AS).

sy
On a, de plus, pour les rotations m, n, du réseau a : F’ﬂ ‘ ;

’ ’
m=-—eg,; R=+9,
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et comme ces rotations sont aussi les rotations du réseau projetant A, on peut
écrire les équations :
% ’ Ing v
%:n"lsz% P05 ‘_7;'1:"153:"“.3 ur

’

Or,ona:
X, =% coso—3sino, X, =¢E3sin ¢ 4 13 cos 9, X;=—1,
pour parameétres directeurs de la normale AN au réseau A.
Soit alors M (x;, x,, x3), un point du paraboloide de révolution (P). Les quan-

tités x;, x,, — 1, dirigent la normale en M de (P), normale qui doit étre paralléle
a AN. Cette propriété se traduit par les équations :

x, =& cose —mnysinog, xy="%3 sin ¢ + 73 cos 9.

En déterminant x,, x,, par ces équations, on trouve que le point de coordon-
nées x;, x;, décrit un réseau orthogonal. Pour ce dernier réseau, on peut écrire
les équations :

ax,
u

Jx .
= h cos g, ——= _1Isingy;
(70

2 )
pw (2,2 + x?) = 2h%;, P (242 + xp2) = 21ns.
En prenant :
2(173 = xt‘2 + x22:
le point (x,, x,, x;) est sur (P), décrit un réseau, qui, d’autre part, est paralléle au
réseau A.
Cette démonstration est due &4 M. Guichard.

De ce qui précéde on déduit que le probléme de la déformation du paraboloide de
révolution est identique a la détermination de la représentation sphérique des congru-

ences O),. Le probléme actuel fournit donc une nouvelle solution du probléme de la
déformation du paraboloide de révolution.

On peut remarquer que la solution du probléme de la déformation du para-
boloide de révolution donne des surfaces isothermiques a deux fonctions arbitraires.
Il a été démontré plus généralement, en effet, que toute surface applicable sur

un paraboloide quelconque fait connaitre un couple de surfaces isothermiques.
Voici comment on peut montrer simplement que deux surfaces isothermiques
peuvent étre déduites d’une surface applicable sur le paraboloide de révolution (P),

autrement dit d’un réseau cyclique de (P).

y Soit (fig. 28) M un point décrivant sur (P) un réseau

| cyclique. Joignons-le au foyer F. La droite FM décrit une

F congruence-point qui, coupant le paraboloide (P) suivant
un réseau, coupera une sphére de centre F suivant un

Fiﬂ .28 réseau N. Ce réseau, étant sur une sphére, sera orthogonal,

et la congruence-point FM, découpant sur cette sphére un
réseau, sera une congruence de normales.
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Le réseau M étant cyclique, la congruence FM, conjuguée i ce réseau, sera une
congruence K (et, par suite, une congruence OK). Le réseau N de la sphére, étant
orthogonal & cette congruence, sera lui-méme OK. Donc on peut y faire corres-
pondre deux surfaces isothermiques (Guichard, Comptes Rendus).

On peut montrer que le probléme de la recherche des congruences 0, équivaut
@ celui de la détermination des surfaces (S) ftelles que les plans menés par une
dro/ite fixe et contenant les centres de courbures, soit rectangulaires. Ces derniéres
surfaces ont été étudiées par M. Guichard (Mémoire surla déformation des surfaces,
Journal de Mathématiques, 1896, page 165)

Prenons, en effet (fig. 29) la droite fixe pour
axe Oz, et soit F'F 'une des normales a la sur- Z
face (S), F’ et F étant ses foyers. Sif” et f sont
les projections de F’ et F sur le plans 2Oy, la
condition énoncée peut se traduire ainsi : 'an-
gle ﬁ)\fest droit. En d’aulres termes, le réseau-
point f'Of est orthogonal. Par suite, la congru- '

ence plane f’f, étant harmonique a un réseau 0 —; ™o

orthogonal, est une congruence cyclique. Donc RN f R

fa congruence I'I est G, ; par suite, on peut y o ;

faire correspondre une congruence O/, paralléle. s
Réciproquement, considérons une congru- Y 1;33, 29

ence O)(ou plus généralement une congru-

ence O, [congruence (G)]. On peut trouver, dans le plan, un réseau O qui soit
harmonique a sa projection (g) qui est cyclique. Menons le réseau-point issu de
'origine O, paralléle au précédent. Il existera une congruence plane (g), harmonique
4 ce réseau, qui sera parallele a (g). Par suite (page 14), il existera une congruence
parallele a (G), — qui sera de ce fait, une congruence de normales — qui se projet-
tera suivant (g'), et cette congruence admettra bien pour trajectoires orthogonales
les surfaces jouissant de la propriété énoncée.
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V. — Surfaces particuliéres

On peut d’abord rechercher des surfaces tout a fait particuliéres parmi les
quadriques homofocales On sait que les tangentes communes a deux quadriques
homofocales (S,), (S:), forment une congruence de normales. Or, deux quadriques
qui ont mémes focales sont circonscrites a4 une méme développable isotrope; en
d’autres termes, leurs tangentes communes rencontrent le cercle imaginaire de
Iinfini.

Transformons par polaires réciproques relativement au complexe linéaire
d’axe Oz et de paramétre K : le cercle de l'infini se transforme dans le cylindre de
révolution d’équation:

@ x+yr+K=o;
(Sy) et (S,) se transforment en deux quadriques (%)), (%,) (car une quadrique est une
surface de second ordre et de seconde classe, et toute transformation dualistique
transforme une surface d’ordre m et de classe p en une surface d’ordre p et de
classe m).

L’intersection compléte de (¥,) et de (¥,), qui est la polaire réciproque de la
développable isotrope circonscrite a (S,) et a (S,), est donc sur le cylindre (C).

Réciproquement, si l'intersection compléte de deux quadriques (%,), (¥,),
est sur le cylindre (C), les polaires réciproques (S,) et (Sp) de () et (2,) admettront
pour développable circonscrite commune la polaire réciproque de I'intersection des
surfaces (2,), (%,). Cette développable devant rencontrer la courbe polaire réciproque
du cylindre (C), c’est-a-dire le cercle de l'infini, les quadriques (S,), (S,) seront
homofocales.

Il en résulte que si I'intersection compléte de deux quadriques homofocales est
sur le cylindre (C), ces deux quadriques se transformeront en quadriques homo-
focales, et, par suite, la congruence des tangentes communes a ces transformées —
qui est la transformée de la congruence des tangentes communes aux quadriques
données — sera une congruence de normales.

Soient, par exemple, les parab0101des homofocaux :
ar
p— )\
x2

——-|———~—2z::0
p q

En exprimant que leur intersection complete est sur le cylindre (C), on obtient
une relation de la forme :

x2

;-:_—)\+~——22+l+u<—+——2z)_—_v(a:3+y2+K9),
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qui peut s’écrire :
=| L ]+w[ Lot | —2atni—re=o
— —_— — -— — ‘ —Y =0.
p—>* p il PR

Cette relation devant étre une identité en x, y, z, on devra donc avoir simul-
tanément :

N
p—>* p
1 ¢
q—_‘_‘-}\‘l-;]—":o 2)
@ 14+u=o, r—K2=o0. (4)
De (3) et (4), on tire : p=—1, A=vK2

En portant ces valeurs dans les équations (1) et (2), il vient :
vK2=vp (p — vK?); vK2 = vq (¢ — vK?).

En écartant 'hypothése v=o, qui entrainerait » =o et correspondrait au cas
ou les deux quadriques homofocales seraient confondues, ona :

K2 = p2 — pK?, K2 = g% — qK2.
En éliminant v entre ces deux relations, on trouve:
K2+ pp)(p—g=o.

Si I'on fait p = ¢, on a des paraboloides de révolution.
K2
Si I'on prend : ¢ = — b ona:

V=

p?__Kﬁ. )\:‘)KQEPQ*K’.
pK* ’ ~p

il y correspond des paraboloides homofocaux d’équations :

a?  py? pxt p:— K2
T K = K ; —2z4 —=0.

Si I'on fait un calcul analogue pour les quadriques homofocales d’équations ;

x2 q? z2

! y?
a+l+b+l+c+x—

1 b
=o, — -+ =
a + b

ZQ
+—-—1=o,
C
on trouve la condition :

xz(——l—+‘5+v)+yﬂ(—3—+“+v)+zﬂ(-3—-+“f)—1—u+vK*-—o
at+xr ' a b4+x ' b c+i ¢ ! -



qui entraine les relations :

1 P o 1 +Er—0
- = — -t v=
apiTgt =2 b+ " b ’
1 ¢ g
c+)\+c~_o, 1—yp+rK2=o.

En éliminant X et ¢ entre ces équations, on trouve :

(a—aK*+a(a+))=o, b—0)K2+b(b+M=o0.
On en déduit :
(@ — b)(cK2 — ab) = o.
Pour a — b =0, on a des quadriques de révolution autour de Oz.

Si I'on prend : K2— ab =o, il est facile de former les équations des quadriques
correspondantes.

Determinons maintenant les congruences O/, dont les trajectoires orthogonales.
aient méme représentation sphérique que des surfaces W.

Darboux a démontré (Théorie générale des Surfaces, Tome 1II) que la recherche
des surfaces W revient a celle des réseaux de la spheére pour lesquels on a :

ds? = a du? + ¢ () dv? (1)

« Chaque fois que l'élément linéaire de la sphére est ramené a la forme (1), ou (1) :

1 1
ds> = — du® +

— 2 4
gt Eg @

¢ (K) est déterminé a une constante prés, et on en déduit une famille de surfaces W,
paralléles, de représentation sphérique (1). »

Ceci posé, soient :

’

Ap——- r —H: h! —im
@] " @9 O
Ny, = mé x, =Ln u=hn

les équations définissant un réseau de la sphére. On a, pour I'élément linéaire ds de
la spheére :

de? = 2 dx? = 2( x;l du + x;dv)z
:duﬂzx’; + dzﬂz:rg + 2dudv Ex;x;: du?Ex;: -+ dv’Ex;f,
car le réseau, étant sur une sphére, est orthogonal, et, par suite, ona:
290’ x’ =o.
u v
Or, si I'on tient compte des équations (3), on peut écrire :
Exg:H”ZE'l; Exl?: Lﬂzvﬁ.

Mais on a vu (page 55) que, pour un réseau orthogonal, les £ et les n peuvent
étre choisis de maniére que 'on ait :

E?’:l,. Zvﬁal.
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Par suite, on a. =
Zx’z:HQ. 2 x;f::L’,
ds? = H2du? + L2dv2,

Sil'on compare cette équation a I'équation (1) (page 90), on voit que :
H?=a, L2=4d(a)

et:

On peut donc dire que la recherche des surfaces W est celle des réseaux de la
sphére dont I'équation de Laplace :
H | 94
n — __2 ’ —Il ’
=g %t T % )
a laquelle satisfont les coordonnées du point M qui décrit le réseau, est-telle que H et L-
soient fonctions l'un de Uautre.
Soient alors c,, €, ¢3, les coordonnées du point M. Joignons OM. ¢,, ¢,, €;, étant
cosinus directeurs pour la congruence-point de normales décrite par OM, on peut
encore dire que la recherche des surfaces W est celle de la représentation sphérique des

congruences de normales dont l'équation de Laplace (5) aux cosinus directeurs est telle
que H et L soient fonctions I'nn de U'autre.

Cette condition est réalisée, en particulier, pour L =H (congruences de

normales qui sont en méme temps congruences de Ribaucour, détermination des
surfaces minima). On a alors sur la sphére un réseau isotherme.

Revenons au cas général. On a:

h l
= — = -—, 6
H chv’ L chv ©

les hel l étant ceux du réseaux (i, v) (page 55) correspondant a la congruence de
normales OM.
La condition pour que H et L soient fonctions 'un de 'autre s’éerit :
H L =H L,
ua v v u

ou, en remplacant H et L par leur valeur (6) :

2(h\Na 1\ _2 h)a(l
ou\chv) v \chv) — (chv a\chv/)’
La relation précédente s’écrit, en effectuant :

h;a l; — h'p l;: thy [h(l;} v;‘l—l;t v;) - I(h; v;l- h;l v;)] )

Recherchons les congruences O, qui la vérifient. Pour de telles congruences,
on peut poser (page 38) :

h—=coso; [=sing.

¥



—_ 92 —

Onendéduit: R, I _h! I —o, ce qui était évident a priori, du fait que h et I
sont fonctions d’'une méme variable, et par suite fonctions I'un de l'autre.
On a, par suite :

thy [h (I’D = 1;1 vv) — l(h'v T hu vvﬂ =0
d’ot, en tenant compte des valeurs ci-dessus de h et de l:
tgy [cos cp(v'u cos ¢ @; — v’v cos 9 q:L) — sin cp(— sino w;) V'"— sing q>;1 v;)>] =o0

c’est-a-dire .
d’oun :

Cette relation, qui exprime que o (et par suite h et I) est fonction de v, peut
s'écrire, en tenant compte des équations (6) (page 55) et en remarquant qu'on peut
poser: & =sin t; 1y ==COS T :

cp;) cosgsint= cp;l sin¢ cos T,

ou, en tenant compte des équations (17) (page 58), et en remplacant cp; par, :

Sin‘ECOSqa?"):Sin?COST 1:'“,

ou: I:JSID‘E"_"ICOST g
l’v cost t
d’ol : —_—— etl=F(u)sin~
l sirt
On trouve, de méme :
h=G(v) cos =.
On en déduit la relation :
F2(u) sin?c 4+ G2(v) cos?t =1 ®

En faisant, dans la relation (8), F2(u) =1, G2(v)=1, on a la solution la plus
générale de la question.

En effet, dans ce cas, la relation précédente, se réduisant a I'identité :

sin?t 4 cos?t =1,

ne fournit aucune relation nouvelle pour .

On a alors : h==+cost=coso; l=*sint=sin g,
et, par suite, 'on peut prendret=¢ ou 1= —3g.

Il en résulte (page 79) que les congruences O', correspondantes sont les normales
des surfaces hélicoides. Elles correspondent au cas oil, dans les expressions (A)
(page 58), on a :

fiteh=0, ou f,(e)=0,

et dépendent, par conséquent, d'une fonction arbitraire. Ce résultat était a prévoir,
car les hélicoides sont des surfaces W.
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Supposons maintenant F?(u) <+ 1. Nous allons montrer que les congruences O,

correspondantes sont tout a fait particuliéres et ne dépendent plus que de trois cons-
tantes arbitraires.

En effet, 'hypothese F?(u)==1 entraine nécessairement G(v)<41, car si on
avait G2(v) = 1, la condition (8) s’écrirait : sin 2c [F?(u) — 1] = o, et entrainerait :
Fﬂ(ll) =1.

Ceci posé, on devra avoir, en égalant deux valeurs de h et de [, les relations
suivantes :

(¢)) Gcost=cos9; F sin t =sino. 8"

Dérivons (8’) par rapport a v, nous aurons I’équation :

G;cosr —Gsin< v =—sine g,
ou, en remplacant, d’apreés les relations (17) (page 58), cp:] par =, puis sin y par F sin < :
G, cosr:(G r;)—Fr’u)sin 12 (A)
On trouve, de méme, en dérivant (8”) par rapporta u:
F;lsin 4+ Fcost T =COoSg qa;.
d’on, en remplacant ¢, par =, et cos ¢ par G cos < :
F sint= (G o, —F *;l) cos T (B)
De (A) et de (B) on déduit :

G’ cos?2t=F’ sin%t ()
1 n

Des relations (C) et (8) (page 92), on tire, par I’élimination de < :
B, G
F2—1 +

_— = 0.
G2—1
Les deux termes du premier membre étant fonctions, I'un de u seul, 'autre de v
seul, on doit avoir nécessairement :
F G’
u

==

F2—1

—=—¢, (¢;=const.)

On déduit de 14, par intégration :

_1+eclu+cg _1+e~c1v+c3

F_l_eclu+c3; l__e-cw-i-csx’ @)
¢, et ¢c; élant deux nouvelles constantes.
De la relation (8), on tire alors :
1—F?
G2 — F2

cos?t = (E)
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Les relations :

, G(1-—F?
luzhi, _..Gcos?t_.--~--—---——-GQ___F2 4
’ ~ ot 11— F2\?
)\D-—_:Im:I'smi’t._.F[l—(GQ_IM)],
v;: hé, = — Gsinzcost; v;:lql:Fsinrcosr,

fournissent ensuite X etv par quadrature.

On remarquera que si on donne a la constante ¢, une valeur infinie, on aura
Fe=1, G2=1, et que, d’apres (E), cos? se présentera sous forme indéterminée, ce qui
prouve a nouveau que ce cas spécial correspond a la solution la plus générale.

REMARQUE. — A celte méthode échappe la détermination des normales aux

surfaces moulures qui, comme on va le voir, sont trajectoires orthogonales de
)
congruences O,.

Reprenons enfin I'équation aux dérivées partielles obtenue page 40, et défi-
nissant les trajectoires orthogonales des congruences O}, :

— (PP O+ @ =)@+ KD

9
_ + (P + @[t (1 + ) —2pgs +r (1 + g)l=0 | ®
S1 on fait :
1+p2+¢q¢=o,
on a, en dérivant cette derniére équation par rapporta xetay:
pr+qs=o, ps+ qt,=o,
d’ou :
a3 ps
= - =, h=—=—.
P q

On en déduit :
s2—rl,=o,
et si l'on porte ces valeurs dans I'équation (9), elle est vérifiée.

On en conclut que les développables isotropes fournissent une solution de
I'équation (9) ; cependant elles ne donnent aucune congruence O, car les normales
d’'une développable isotrope, étant les génératrices de la surface, ne dépendent que
d’un parametre, et, par suite, ne forment pas une congruence.

Ceci posé, considérons ’équation aux rayons de courbure principaux :
rty —sH)R*—V1+4p*+ @[ +p) ti—2pgs + (1 + @) r]R + (1 + p> 4 @)’ =o0.
Sion la compare a I’équation (9), on voit que les surfaces pour lesquelles on a =
R —RVi+p e (4 pioy
® -+ g+ K2 px+qy =P+ +p 49
se rattachent a la question.
En éliminant R entre ces deux équations et en divisant par le facteur

1+p+ ¢,
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on trouve I'équation aux dérivées partielles du premier ordre :
(pr+qy)=(P*+¢) (@ + y* + K?) )
Si on passe en coordonnées semi-polaires, en posant :

X =pcCcosw, y=o¢sinw,
on a I'équation :

2 K22;2+23(pﬂ+ K?)=o.

On voit que les surfaces correspondantes sont imaginaires pour K réel.

Si K est une imaginaire pure, on peut poser : K=1K; (K, étant réel). En intégrant,
on trouve alors I'équation :

2=/,
en posant :
t:er\ﬁ_ii{__amg\ﬁi_:amggjL\/x +‘y + K arctg x.+y +K
iK iK T iK K

Montrons que ces surfaces vérifient bien I'équation (9).
On peut écrire, en effet, les relations :
z =ft,=p; ==l
r=p =fl,+f"t2; 3:f't;y+f"t;t;,; 112"1;']41'%)'"1;;
Sl =, — U U= [ (U (3 =20, L 6+t 1)

6L+ P —2pgs + 1 (U4 @) =17 ({13 =20 U 0 U0 U3 (L + L) 17 (124 12,

xy Y x
2 2 — 172 /(172 2\ . 2 2 — 2 (1’2 ’2
pPre=r(g+e; T+p+@=1+7(G+1)
Or,ona:
. 1RytixVe iy K y _1Ke—igVe tp+ K
zT K x4 12 ’ ¥~ K 4 2 ’

po__1—2KapVer 4y K iy @y KY —Kiad],

® K @+ Vot t K ’

puis, en posant :

24+ Ke=A2:
1 K (@2 — ) A —ixy (A + K?

P ro= 1 —2KagA+4i(—x?A?2 4 K22
ay— K @+ 22 A ’ ¥TK @+ g2 A ’
" " n o " 7, " / ’ " fz____i_ .
by~ Lea tya =05 la (3 =2 €t U, (2=
t/Q 12— . 1" t _____i. —f t 't’ —_.___.“ A
=0 ot = 1y P+ gy =[} (F T 9l ="

En portagt ces résultats dans I'équation (9), ona:

r (1 f_”) if"A* AT i —o
K2 K2 AK3 K |AK3 AK K|

ce qui prouve que 'équation (9) est identiquement vérifiée.
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Cherchons a reconnaitre la nature géométrique de ces surfaces. En développant
I'équation :
(px + qy)* = (p* + ¢*) (x* + y2 + K?),
on peut la mettre sous la forme :
) 9 —py\* _ .
(by — 429 + K2 (0 +-g) =0,  ou: <——:—_—_—> = (K.
Ve te

n’est autre que la distance de I'origine O des coor-

qxr — P!
Ve + T
données 4 la projection de la normale en M (x, y, z), d’équation :
IX—2)—p(Y—y)=o0
On en déduit immédiatement que la projection de la normale en M est tangente
au cercle d’équation :

Or, la quantité

x4y + K=o,
et que, par suite, le plan vertical projetant cette normale touche le cylindre ayant
ce cercle pour section droite tout le long d’une génératrice. Donc la normale a la
surface touche ce cylindre, qui constitue 'une des nappes de la développée.

D’aprés ce qui précéde, on voit que réciproquement, toute surface admettant le
cylindre pour I'une des nappes de sa développée satisfait a I’équation (9), et par
suite a ’équation (9).

Ainsi, les surfaces (9') ne sont autres que les surfaces moulures a noyau cylindrique
circulaire droit. Toule surface moulure admettant un cylindre circulaire droit pour
lune des nappes de sa développée posséde la propriété d’avoir la congruence de ses
normales transformée en une congruence de normales par polaires réciproques relati-
vement au complexe ayant pour axe Uaxe du cylindre, et pour paramétre iR, R étant
le rayon du cylindre. Si on prend un point fixe O sur U'axe du cylindre, el qu'on méne,
a une distance iR de O, un plan (P) perpendiculaire a I'axe, la projection, sur le plan (P),
du segment ayant pour extrémitésles centresdecourbure, est vue de O sous un angle droit.

Comme on le sait, ces surfaces peuvent étre engendrées par une courbe plane (c)
dont le plan roule sur le cylindre. Leurs deux systémes de lignes de courbure sont
des courbes planes. Ces surfaces, ainsi que I'a indiqué Darboux, peuvent étre
obtenues encore de la maniére suivante :

On prend dans un plan une famille de courbes paralléles. Si I'on effectue sur
chacune de ces courbes une translation normale au plan et variant d’aprés une loi
déterminée quand on passe d'une courbe a I'autre, les positions nouvelles de toutes
ces courbes ont pour lieu géométrique la surface moulure.

On peut enfin remarquer que la développée d’une surface moulure comprend,
outre le cylindre, une deuxiéme surface moulure. Par suite, I'une de ces surfaces
étant donnée on peut, de ce fait, en déduire une infinité¢ d’autres.

D’ailleurs, il résulte de la définition géométrique donnée plus haut qu’étant
donnée une surface moulure, on peut en déduire une infinité d’autres a deux cons-
tantes arbitaires — c’est-a-dire, analyfiquement, une intégrale compléte dont peut
élre déduite la surface générale — par rotation, autour de I'axe du cylindre, et
translation paralléle a cet axe.
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VIi. — Propriétés de divers réseaux
se présentant dans lUetude des congruences 0,

Soit (fig. 30) (G) une congruence O, M un point d’une droite de cette con-
gruence qui décrit un réseau orthogonal a (G). Il a été établi (page 71) que la
trace (G,) du réseau M sur le plan
20y est une congruence 20, C. "

Considérons la trace T de la
congruence (G) sur le plan xOy. On
sait (page 20) que le point de ren-
contre d’'une droite d'unecongruence
avec un plan fixe, décrit un réseau
conjugué a la congruence. D’autre
part (page 30), si, dans l'espace ordi- Fig. 30
naire, une congruence (G)etunréseau

M sont orthogonausx, la trace de (G) et la projection de M sur le plan xOy, forment
deux réseaux orthogonaux.

Le réseau T est donc orthogonal au réseau m (projection du réseau M), qui est
20, L (page 71). Or, (page 33) dans le plan, un réseau 20 a pour réseau orthogo-

nal un réseau 20 et un réseau orthogonal 4 un réseau L est un réseau K (page 84).
Done T est un réseau 20, K.

Etudions maintenant les réseanx harmoniques aux congruences O,.

Tout réseau harmonique & une congruence (G) de nor-
males (fig. 31) dans I'espace ordinaire, est un réseau C. Le
réseau R étant harmonique a la congruence (G), la projec-
tion rde R est un réseau harmonique a la projection (g) de
(G). Or, (g) est une congruence C par hypotheése, et, dans
le plan, parmi les réseaux harmoniques a une congruence C,
s’en trouvent : deux qui sont orthogonaux; =o' qui sont
20 ; les autres sont des réseaux 30 (tableau I, page 33).

Il y a donc trois catégories de réseaux cycliques :
deux réseaux Cg; ~o! réseaux C,q ; puis, en général, les

Fig. 21 réseaux Cgq.

Les réseaux Cg ont été étudiés (page 85). Ils sont paral-
léles aux réseaux cycliques du paraboloide de révolution, et leur détermination se
rattache au probléme de la déformation de cette surface.

Considérons les congruences conjuguées a ces réseaux (g, Chacun de ces
réseaux étant cyclique, les congruences (G) qui leur sont conjuguées sont des con-
gruences K (une congruence K est une congruence applicable sur une congruence a
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cinq dimensions). Le réseau se projette suivant un réseau plan O, qui est conjugué
a la projection (g) de I'une quelconque des congruences sus-indiquées. Or, dans le
plan, toute congruence conjuguée a un réseau O, est une congruence 20. Donc cha-
cune des congruences (G) est une congruence Kqg.

La trace d’un réseau Cg sur le plan xOyest une congruence (G,) qui lui est har-
monique. D’autre part, cette congruence est orthogonale a la projection d’une con-
gruence (G) orthogonale au réseau Cp et la congruence (G) étant orthogonale a un
réseau C, est une congruence C, et sa projeclion (g) est une congruence 2C. Donc
la congruence (G,), orthogonale a cette derniere, est une congruence 30 (page 33).
D’autre part, (G,) est une congruence C, comme étant harmonique & un réseau C de
I’espace ordinaire.

De méme, la trace de la congruence orthogonale au réseau Cp étant orthogo-
nale a la projection du réseau (projection qui est un réseau plan 2C, O) sera un
réseau O comme étant orthogonal a4 un réseau O, et en méme temps un réseau K
comme étant orthogonal & un réseau 2C (ou L). On retrouve ainsi des réseaux
paralléles a des réseaux isothermiques du plan,




DEUXIEME PARTIE

TRANSFORMATIONS PAR POLAIRES RECIPROQUES
RELATIVEMENT AU COMPLEXE LINEAIRE ET A LA SPHEREF,
ET APPLICATIONS

l. — Transformations
par rapport au complexe linéaire

Nous avons indiqué (page 23) que toute transformation par polaires réciproques
transforme une congruence conjuguée & un réseau en une congruence harmonique
a un réseau, et réciproquement,

Nous avons également noté (page 27), que, si R’ est le réseau polaire
réciproque d’un réseau R relativement 4 un complexe linéaire d’axe Oz, les projec-

. ’ r 2\ . ’ ) T
tions r’' et r des deux réseaux, aprés rotation de r’ de langleéautour de Oz, sont

orthogonales.

De méme, nous avons vu que si deux congruences sont transformées l'une de

I'autre par rapport au complexe d’axe Oz, leurs projections sur xOy, aprés rotation
b
de 5

Cette remarque est trés importante. Elle permet de savoir, & priori, qu'un
réseau O, se projetant suivant un résean 20, se transforme en un réseau dont la
projection, superposable @ un réseau orthogonal a un réseau 20, est un réseau 20.
(Un réseau O se transforme en réseau Ryg).

Un réseau cyclique se projette suivant un réseau 2C. Dans le plan, un
réseau 2C est orthogonal a un réseau K. Donc un réseau C se transforme en un
résean Ri.

Une congruence de normales se projette suivant une congruence 20. Une telle
congruence 20 est orthogonale a une congruence C plane (page 33). Par suite, une
congruence O se lransforme en congruence D,.

Une congruence C se projette suivant une congruence 2C. Une congruence
plane 2C est orthogonale &4 une congruence 30. Donc une congruence C se transforme
en congruence Dy,

de I'une d’elles autour de Oz, se correspondent par orthogonalité.
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Etant donnée une congruence se projetant suivant une congruence cyclique
{congruence D), il existe >o! congruences paralléles a la congruence donnée qui se
transforment en congruences de normales par polaires réciproques relativement au
complexe linéaire.

Considérons, en effet, la projection de la congruence donnée : c'est une
congruence C plane. Par suite, en vertu d’'une propriété établie page 64, il existe
une congruence cyclique (g), paralléle a la précédente, dont on voit, de I'origine O
située sur I'axe Oz du complexe, le segment focal, en projection sur le plan z=K
(K, paramétre du complexe), sous un angle droit. Il en résulte, d’aprés une autre
propriété démonlrée page 14, qu’il existe une congruence (G), paralléle a la proposée,
qui se projette suivant la congruence (g) (ainsi que toutes les congruences obtenues
a partir de la précédente par une'translation paralléle a Oz) (en tout >t congruences).
Or, chaque congruence (G) ainsi obtenue se transforme en une congruence de
normales relativement au complexe linéaire (page 36).

Cette propriété permet de démontrer instantanément qu’étant donnée une
congruence O,, il en est > paralléles qui sont O,.

Etant donné un réseau se projetant suivant un réseau K, il en existe de paralléles
se transformant en réseaux cycliques par rapport au complexe.

Considérons, en effet, un tel réseau (réseau Rg). Toute congruence plane
conjuguée a sa projection r (qui est un réseau K) est nécessairement une congru-
ence C, une congruence 2C ou une congruence 3C. Soit (d) 'une des congruences C,
planes conjuguées au réseau r, et (D) une congruence de l'espace ordinaire se
projetant suivant (d) et conjuguée a R (On a vu, page 18, que si un réseau plan r et
une congruence plane (d) sont conjugués il existe une congruence de l'espace a
trois dimensions qui est conjuguée a tout réseau R projetant r, et se projetant
suivant la congruence plane (d)). La congruence (D) étant D,, on peut, d’aprés la
propriété précédente, en trouver de paralléles se transformant en congruences de
normales. Soit (D) 'une d’elles. (On sait (Guichard, Annales de I'Ecole Normale
Supérieure, Sur les Systémes orthogonaux et les systémes cycliques, Chapitre I,
n° 5) que si deux congruences de '’espace ordinaire sont paralléles, on peut trouver
un réseau conjugué a l'une, qui soit paralléle a tout réseau conjugué a l'autre.
Donc il existe un réseau donné R’, parallele au réseau donné R, qui est conjugué
a la congruence (D).

Ainsi, la congruence (D) se transforme en une congruence (D") de
normales. Le réseau R’, étant conjugué a (D’), se transforme en un réseau R”
harmonique a (D") (page 23, remarque). Or, dans l'’espace ordinaire, tout réseaun
harmonique a4 une congruence (D”) de normales (congruence O), est un réseau

eyclique (réseau C). Donc le réseau R, paralléle au proposé, se transforme en un
réseau C.
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Etant donné un réseau se projetant suivant un réseau 20 (el qui ne soil pas un
réseau O), il en existe de paralléles au précédent qui se transforment en réseaux O par
rapport au complexe.

Soit, en effet, R un résean se projetant suivant un réseau r qui soit 20. On peut
trouver une congruence cyclique plane (d) qui soit harmonique a r (tableau I,
page 33). On en déduit (page 22) qu'’il existe une congruence (D), harmonique au
réseau R, se projetant suivant la congruence (d). Cette congruence étant D,, on peut
(page 100) en trouver au moins une (en tout -o!) paralléle (D), qui se transforme en
congruence de-normales (D”), et on peut trouver un réseau R’, paralléle a R, qui
soit harmonique a (D).

R’ étant harmonique a (D), son transformé R” sera conjugué a (D”). Or, un
réseau conjugué a une congruence de normales (D”) ne peut étre qu'un réseau O
ou 20 (Guichard, Sur les Systémes orthogonaux et les systémes cycliques, Annales
de I'Ecole Normale Supérieure, 1903, page 124, tableau). Mais le réseau R’, étant
paralléle a R, se projétte suivant un réseau 20 dont un réseau orthogonal, super-
posable a la projection du transformé de R’ (page 27), est un réseau 20 (page 33).
R’, devant se projeter suivant un réseau 20, sera nécessairement O, en général
[on exclut le cas tout a fait particulier out R”, élant paralléle au plan xOy, serait un
réseau 20].

Il existe donc bien des réseaux R’ paralleles a R se transformant en
réseaux O.

Etant donnée une congruence se projetant suivant une congruence 2C (et qui ne

soit pas C) il en existe de paralléles a la précédente qui se transforment en congru-
ences 20.

On effet, soit (D) une congruence se projetant suivant une congruence (d) qui
soit 2C. Parmi les réseaux plans conjugués a cette congruence plane 2C, s’en trouvent
qui sont des réseaux K (tableau I, page 33). Soit r I'un de ces réseaux. Si R estle
point de la congruence (D) qui se projette en r, R décrit un réseau conjugué a (D)
(page 138).

Or, parmi les congruences conjuguées a r, s’en trouvent qui sont des congru-
ences C (tableau I, page 34). Soit (d’) I'une de ces congruences planes. Désignons
par (D) (page 15) une congruence conjuguée au réseau R, et se projetant suivant (d’).
On peut trouver (page 100) >! congruences parall¢les & la congruence D/, qui se
transforment en congruences de normales. Soit (D”) I'une d’elles. (D”) étant
paralléle a4 (D), on peut trouver un réseau R’, paralléle au réseau R, et conjugué
a (D). Par suite, le réseau R’ se transforme en un réseau harmonique a la trans-
formée (D,) de (D), c’est-a-dire en un réseau C.

De méme, le réseau R’ étant paralléle & R, on peut trouver une congruence (D’,),
paralléle a (D), et conjuguée au réseau R’. La transformée de (D’,) sera harmonique
au réseau transformé de R’, qui est un réseau C. Or une congruence harmonique a
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un péseau C ne peul élre qu'une cengruence O, upe congruence 20 ou une

congrnence 30.

Dans le plan (page 33), une congruence orthogonale a une congruence 2C
est 30. Donc, a priori, la congruence donnee Do doit se transformer en une
congruence se projetant suivant une corgruence 30. Pa; suite, la tiansfoimée ne

Peut étre m1 O, n1 en général 30 : elle est nécessairement 20.
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Il. — Transformations par rapport a la sphére

Considérons (fig. 32) un point M qui décrit un réseaun. Si, par le centre O de ta
sphére, nous menons une droite A perpendiculaire au plan tangent en M au réseau,
Aest bien déterminée pour chaque point M. Le
point M, qui se meut sur une surface, dépendant
de deux parameétres, il en est donc de méme de A, M
qui, par suite, décrit une congruence-point. v 7

Le sommet N du réseau transformé de M par :
polaires réciproques par rapporta la sphére de
centre O, n’est autre, sur la droite 4, que le pdle A
du plan tangent en M au réseau primitif. N étant
sur A, décrit, dans I'espace ordinaire, un réseau
conjugué a la congruence (A).

Il résulte de ce qui précéde que tous les réseaux paralléles a M se transforment
en réseaux conjugués a la congruence (A), car, pour tous ces réseaux, la perpendicu-
laire aux plans tangents correspondants (qui sont paralléles), est la droite A.

Réciproquement, prenons un point N décrivant un réseau sur une droite A d'une
congruence-point passant par le centre O de la sphére T. Le réseau polaire réci-
proque de N, par rapport a ¥, sera, dans le plan polaire réciproque de N, un réseau
orthogonal a (4). Les réseaux transformés des réseaux ayant leurs sommets aux
différents points de la droite A, sont tous paralléles, comme ayant, aux points
correspondants, leurs plans tangents perpendiculaires a4 la méme droite A.
(On sait, en effet, d’aprés une propriété classique trés facile & élablir, que si deux
réseaux, en chacun de leurs couples de points correspondants, ont leurs plans
tangents paralléles, ces réseaux sont paralléles).

Donc tout réseau décrit par un point de A se transforme en un réseau paral-
léle a M.

Ce résultat, obtenu par M. Guichard, étant rappelé, démontrons les propriétés
suivantes (espace ordinaire).

0
Fig. 32

Tout réseau cyclique se transforme en un réseau K par polaires réciproques par
rapport a la sphere.

Menons, en effet, par le centre O de la sphére, la congruence-point () perpen-
diculaire au plan tangent au réseau donné M. (&) est orthogonale au réseau; par
suite, M étant un réseau C, (A) est une congruence C. Le transformé de M, étant
conjugué a (A), est un réseau K, car tout réseau conmjugné a une congruence
cyclique est un réseau K.

Inversement, étant donné un réseau K, il en est >2, paralléles au précédent, qui se
fransforment en réseanx C (cycliques).
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Abaissons, en effet, de O la congruence-point (A) orthogonale au réseau R donné.
Etant orthogonale & un réseau K, la congruence (A) est une congruence K (Guichard,
Sur les Systémes orthogonaux et les sysiémes cycliques, Annales de 'Ecole Normale
Supérieure, page 122). Or, parmi les réseaux conjugués a une congruence K, il en
est o2 qui sont cycliques. Chacun de ces réseaux, ayant son sommet sur (d), sera
la transformée d’un réseau paralléle a R (page 103).

Tout réseau O se transforme en un réseau 20, en général.

Cette propriété, déja énoncée par M. Guichard, peut étre démontrée de la facon
suivante :

Le réseau R donné étant O, son transformé est conjugué a la congruence (1)
qui, étant orthogonale & un réseau O, est une congruence de normales (congru-
ence O). Or, en général, un réseau conjugué a une congruence O de I'espace ordinaire
est un réseau 20.

(Dans le cas particulier ou le réseau O est sur la sphére, il se transforme
évidemment en un réseau O.)

Inversement, étant donné un réseaun 20, il existe deux réseaux, paralléles au précé-
dent, qui se transforment en réseanx O.

Soit, en effet, R le réseau donné. La congruence-point orthogonale (A) est une
congruence 20. (Annales de I Ecole Normale Supérieure, page 121). Or, il existe deux

réseaux O conjugués a une congruence 20. Chacun d’eux, ayant son sommet
sur (A), est le transformé d’un réseau paralléle a R.

Toute congruence de normales se transforme en une congruence cyclique.

Cette propriété, établie par M. Guichard, peut étre démontrée dela facon snivante :

Considérons une congruence (D) de normales : elle est caractérisée par le fait

que ses plans focaux P, P’ sont rectangulaires. Si on transforme par polaires

réciproques par rapport a la spheére £ de centre O, les plans focaux se transforment

dans les foyers de la droite D’ transformée de D.

Ces foyers, poles des plans P, P’, par rapport a %,

sont sur la perpendiculaire abaissée de O sur PP’.

Ces perpendiculaires sont donc rectangulaires. En

d’autres termes, les transformées des congruences de

normales par rapport a la sphére sont celles dont, du

. centre O de ¥, on voit le segment focal sous un
angle droit.

Si F, I’ (fig, 33) sont les foyers de la transformée,

celle-ci est harmonique au réseau-point orthogo-

F’ﬂ 33 nal FOF’: donc c’est une congruence cyclique.
Réciproquement, toute congruence (D,) telle que
de O on voie le segment focal sous un angle droit, se transforme en une congruence
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de normales, car les plans focaux de la transformée de (D,), transformés des
foyers F, F’, sont rectangulaires comme perpendiculaires, respectivement, a OF et
a OF".

Si (D) est une congruence de normales, F (x, y,z), F'(§, 4, ), les foyers de la
transformée D, de D, on aurait pu montrer analytiquement que si :

4 yr4-2=1

est I'équation de la sphére  de centre O, le fait pour (D) d’étre une congruence de
normales se traduit par la relation :

fx 1y +iz=o,
qui exprime que les foyers de sa transformée (D,) sont conjugués harmoniques par
rapport au cone isotrope de sommet O, c’est-a-dire de O on voit le segment focal
de D, sous un angle droit.

Si on suppose, de plus, que (D,) est aussi une congruence de normales, le
réseau FOI, qui est orthogonal, est en méme temps cyclique comme harmonique
a une congruence de normales.

Considérons, inversement, unréseau-point, desommet O, orthogonal et cyclique.
Toute congruence harmonique a4 un réseau orthogonal, est cyclique ; d’autre part,
étant donné un réseau cyclique, il existe -t congruences, harmoniques a ce réseau,
qui sont des congruences de normales. Chacune d’elles, d’aprés le raisonnement
ci-dessus, se transforme en une congruence de normales.

Il en résulte que la recherche des congruences de normales se tranformant en
congruences de normales par rapport & une sphére, équivaut a la détermination des
réseaux orthogonaux el cycliques, c'est-a-dire des surfaces a courbure totale constante.

Etant donnée une congruence cyclique, il en est >!, paralléles a la précédente, qui
se transforment en congruences de normales par polaires réciproques par rapport a la
spheére.

Menons, efi effet, par le centre O de la sphére, un réseaun-poiat r paralléle a
I'un des -t réseaux O harmoniques a la congruence cyclique donnée (D). On pourra
mener une congruence (D) paralléle & (D), qui soit harmonique au réseau r.
D’aprés ce qui a été vu ci-dessus, (D) se transformera en une congruence de
normales.

A chacun des >, réseaux O harmoniques a (D), correspond une congruence
possédant la propriété de I'énoncé.

Etant donnée une congruence cyclique, il en est >2, paralléles a la précédente, qui
se transforment en congruences 20 par rapport a la sphére.

En effet, parmi les réseaux harmoniques 4 une congruence (D) qui soit cyclique,
s’en trouvent >o? qui sont des réseaux 20. Soit R 'un de ces réseaux. Il existe deux
réseaux, paralléles 4 R, qui se transforment en réseaux O (page 104). D’aprés une



propriété maintes fois rappelée, on peut trouver une congruence (D,), paralléle a (D),
qui soit harmonique 4 'un quelconque R, de ces deux réseaux. La congruence (D;)
se transforme en une congruence conjuguée au transformé de R,, et qui sera en
général 20, car, en général, une congruence conjuguée a un réseau O, est 20.

Etant donnée une congruence 2C, il en est >o?, paralléles a la précédente, qui se
transforment en congruences 20.

Le raisonnement est le méme que plus haut, car, parmi les réseaux harmo-
niques a une congruence 2C, se trouvent o2 réseaux 20.

Etant donnée une congruence 20, il en est deux, paralléles a la précédente, qui se
transforment en congruences cycliques.

En effet, & une congruence (D) qui est 20 sont conjugués deux réseaux O. Soit
R T'un de ces réseaux : il en est un R’, paralléle a R (celui qui est sur la sphére), qui
se transforme en un réseau O. Il existe, d’autre part, une congruence (D’), paral-
léle a (D), qui est conjuguée au réseau R'. Donc sa transformée sera harmonique au
transformé de R, c’est-a-dire & un réseau O, et, par suite, sera une congruence
cyclique.

En partant du deuxiéme réseau O conjugué a (D), on trouverait, de méme, une
deuxiéme congruence, paralléle a (D), se transformant en congruence cyclique.

Une congruence 20 se transforme, en général, en une congruence 2C.

En effet, a une congruence 20 sont conjugués deux réseaux O. L'un quelconque
R de ces réseaux se transforme en un réseau 20, et la congruence la plus générale
harmonique a un réseau 20, est 2C. (Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 1903,
page 124). La transformée de la congruence donnée étant harmonique au transformé
de R, est donc une congruence 2C, en général.
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1. — Applications
a letude des surfaces isothermiques

I. — APPLICATIONS DE LA POLARITE
RELATIVE AU COMPLEXE LINEAIRE

Si deux réspaux, 'un R, du plan, lautre R, de l'espace a quatre dimensions, sont
applicables, et si R, est un réseau 20, le réseau R, est aussi 20.

En effet, M. Kcenigs a démontré que si deux surfaces sont applicables, non seu-
lement elles admettent un systéme conjugué commun, mais que, de plus, les coor-
données des points.correspondants des deux réseaux applicables sont solutions d'une
méme équation de Laplace :

s,k

(E) w= T utT°

Les deux réseaux ont donc méme h et méme [, et, par suite, mémes rotations
m et n.

Soient alors :

- i h! =
w e o | T P R
q;‘:mf l x =1y Iu: hn

les équations définissant I'un d’eux, R,. Si ds, et ds, sont les éléments linéaires res-
pectifsde R, et R, on a :

ds2=dx? +dz2; ds>= da'? + do'2? + da's + da’' 2
La condition d’applicabilité : ds2 = ds.2, s’écrit :

¥ dep =Y dxp2,

(—-du—i——dv) 2(— u+—d0)

Cette relation devant avoir lieu quels que soient u et v, se décompose dans les
trois suivantes :

axX\? ax"\? ox Ix ox’ ' Ix"\?
Z(%) _E(Q_u) ’ <(7u 90) 2 o w’ ( ) 2 av)'
qui peuvent s’écrire, en tenant compte des équations (2) dans lesquelles h et I sont
les mémes pour les deux réseaux :

@ Yo=Y Sa=Yos Yo=Y
les £, v, étant les paramétres normaux relatifs an réseau R, les &, n', serapportant a R,.
Si on suppose que le réseau R, est 20, on pourra exprimer que le réseau de

ou :
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I'espace a trois dimensions de paramétres normaux (£, £, &), (n,, m, n"), €st O [les.
quantités 7, 4", sont telles que I'on ait :
Ix3
_::hzu; —-—:l //’
Ju K
la quantité x; étant solulion de I’équation (E)].
On aura donc des relations de la forme :

2 2 2
6 Nr4m=t, N 4Pv=o, e r=1
1 1 1
En rapprochant les relations (4) et (5), on aura :
Eszz_l_grlazl; EE,”’II‘*—E”"]”:O, 2"],2‘*‘71”2:1-

Ces derniéres relations expriment que R, est aussi un réseau 20 [la coordonnée x;
le rendant O élant la méme, a4 une translation preés, que pour R,, d’aprés les équa-
tions (2)].

Cette propriété permet de montrer que la détermination des réseaux plans 2C, 20
(ou L, 20) équivaut a celle des surfaces isothermiques.

En effet, tout réseau plan 2C (ou L) est un réseau s’appliquant sur un réseau R
de I'espace a quatre dimensions. (Un tel réseau de 'espace d’ordre 4 applicable sur
un réseau plan, est aussi appelé réseau L). Si le réseau plan est, de plus, 20, le
réseau R sera aussi 20 ; R sera donc un réseau 20, L.

Réciproquement, tout réseau 20. L de I'espace d’ordre 4 s’applique sur un réseau
plan, qui est 2C, 20.

Or, M. Guichard a prouvé (Annales de ' Ecole Normale Supérieure, 1903, page 285
n° 100) que la détermination des réseaux 20, L de 'espace d’ordre 4, équivaut a celle
des surfaces isothermiques. Il en est de méme, par suite, de la détermination des
réseaux plans 20, 2C.

Le probléme de la recherche des réseaux O qui se transforment en réseaux C, ou
des réseaux C qui se transforment.en réseaux O, par polaires réciproques relativement
a un complexe linéaire, équivaut a celui de la recherche des surfaces isothermiques.

En effet, on a vu (page 99) que tout réseau cyclique se transforme, relativement
au complexe linéaire, en un réseau se projetant sur xOy suivant un réseau K.

o Donc tout réseau O se transformant en réseau cyclique est nécessairement
K-

Soit alors R le réseau Ok donné. EtantRy, il en existe de paralléles se transfor-
mant en réseaux C (page 100). Soit R} un tel réseau paralléle 2 R. Etant O, il se trans-
forme (page 99) en un réseau Ry, donc finalement en un réseau cyclique se proje-
tant suivant un réseau 20.

Donc, étant donné un réseau Oy, il en est de paralléles se transformant en
réseaux Cyq.
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Réciproquement, soit R” un réseau C se transformant en un réseau O. La pro-
jection du transformé devant étre un réseau 20, un tel réseau C est nécessairement
C20a

R’, étant un réseau C, se transforme en un réseau Ry (page 99). Comme, d’autre
part, il se projette suivant un réseau 20, il en existe de paralléles se transformant
en réseaux O.

Donc, étant donnéun réseau Cy(, il en est de paralléles se transfornant en réseaux
OK-

La recherche des réseaux O se transformant en réseaux C, et inversement, équi-
vaut donc a celle desréseaux Oy ou des réseaux Cyq, C’est-a-dire a celle des réseaux
plans 2C, 20, et par suite (page 108) a celle des surfaces isothermiques.

Le probléme de la recherche des congruences de normales se transformant en con-
gruences 20, ou des congruences 20 se transformant en congruences de normales, rela-
tivement au complexe linéaire, équivaut a celui de la recherche des surfaces isother-
migues.

En effet, une congruence 20 se projette suivant une congruence 30; la trans-
formée de la premiére se projettera donc nécessairement suivant une congruence
plane superposable 4 une congruence orthogonale a la congruence plane 30, c’est-
a-dire 2C.

Donc toute congruence O se transformant en une congruence 20 est nécessai-
rement Oy.

Soit alors (D) la congruence Oy donnée. Puisqu’elle se projette suivant une
congruence 2C, il en est de paralléles se transformant en congruences 20 (page 100).
Soit (D) I'une de ces congruences paralléles a (D). (D’) est aussi une congruence O,
et, par suite, se transforme en une congruence D,. En définitive, la congruence (D’
se transforme en une congruence 20,.

Donc, étant donnée une congruence Oy, il en est de paralléles se transformant
en congruences 20,.

Réciproquement, soit (D) une congruence 20 assujettie 4 la condition de se
transformer en une congruence O. La transformée devant se projeter suivant une
congruence 20, (D,) est nécessairement 20,.

Or, (D)) se projetant suivant une congruence cyclique, on peut en trouver de
paralléles se transformant en congruences O. Soit (D,) une telle congruence paral-
lele & (Dy). Comme (D,) est aussi une congruence 20, elle se projette suivant une
-congruence 30 ; par suite, sa transformée se projette suivant une congruence 2C :
c’est une congruence Oy.

Donc, étant donnée une congruence 20, il en est de parall¢les se transformant
en congruences Oy.

Il est donc équivalent de rechercher les congruences 20, ou les congruences Oqc,
C'est-a-dire les congruences planes 20, 2C.

Or, soit une congruence plane 20, 2C. Il existe ot réseaux 20 qui sont harmo.
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niques a cette congruence 2C. D’autre part, dans le plan, tout résean harmonique a
une congruence 20 est un résean 2C (ou L). Il v a donc >t réseaux plans 20, 2C,
harmoniques a cette congruence.

Considérons, inversement, un réseau plan 20, 2C. 11 existe >? congruences 20
qui sont harmeniques a ce réseau 2€. Dailleurs, 1a congruence la plus générale qui
soit harmonique 4 un réseau plan 20, est une congruence 2C. Il existe donc =® con-
gruences 20, 2C, harmoniques au réseau 20, 2C.

On voit finalement que la recherche des congruences planes 20, 2C, et celle des
réseaux plans 20, 2C, sont deux problémes équivalents.

Si I'on tient compte de la propriété démontrée page 108, la proposition est éta-
blie.
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II. — APPLICATIONS DE LA POLARITE RELATIVE A LA SPHERE

La détermination des réseaux O, K de l’espace ordinaire équivaut a celle des
surfaces isothermiques (Guichard).

M. Guichard a prouvé que la recherche des réseaux 20, C de I’espace a trois
dimensions équivaut a celle des surfaces isothermiques. On peut I'établir d’une
nouvelle maniére en utilisant la polarité par rapport a la sphére.

Soit, en effet, un réseau 20, C. Ce réseau étant 20, il existe deux réseaux paral-
léles qui se transforment en réseaux O (page 104). Soit R’ I'un d’eux. R’ étant aussi
un réseau C, se transforme en un réseau K (page 103). Le transformé de R’ est
done O, K.

Donc, étant donné un réseau 20, C, il existe deux réseaux paralléles au précé-
dent, qui se transforment en réseaux O, K.

Soit, inversement, un réseau O, K. On peut trouver -2 réseaux paralléles a ce
réseau K qui se transforment en réseaux C (page 103). Soit R, I'un de ces réseaux.
R,, qui est un réseau O, se transforme en un réseau 20. Le transformé de R, est
donc 20, C.

Donc, étant donné un réseau O, K, il existe > réseaux, paralléles au précédent,
qui se transforment en réseaux 20, C.

Par suite, la détermination des réseaux 20, C équivaut a celle des réseaux O, K,
et, par suite, a celle des surfaces isothermiques.

On remarquera qu'a toute congruence 20, C on peut faire correspondre un
réseau orthogonal a cette congruence, qui est 20,C, et inversement. La détermina-
tion des congruences 20, C équivaut donc aussi a celle des surfaces isothermiques.

La détermination des réseaux O qui se lransforment en réseaux C par polaires
réciproques relativement a la sphére, équivaut a celle des surfaces isothermiques.

En effet, le transformé de tout réseau C est un réseau K. Donc tout réseau O
satisfaisant & I’énoncé ci-dessus est nécessairement O, K.

Soit, réciproquement, un réseau O, K : ce réseau étant K, il existe o2 réseaux,
paralléles au précédent, qui se transforment en réseaux C.

De méme, le transformé de tout réseau O est un réseau 20, en général. Donc
tout réseau C qui se transforme en un réseau O est 20, C.

Soit, inversement, un réseau 20, C : ce réseau étant 20, il existe deux réseaux,
paralléles au précédent, qui se transforment en réseaux O (page 104).

On voit donc que la détermination des réseaux O qui se transforment en
réseaux C, ou des réseaux C qui se transforment en réseaux O, équivaut a celle des
réseaux O, K ou des réseaux 20, C, et par suite a celle des surfaces isothermiques.

La détermination des congruences de normales qui se transforment en con-
gruences 20, ou des congruences 20 qui se transforment en congruences de normales
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par polaires réciproques par rapport a la sphere, équivaut a celle des surfaces isother-
miques.

En effet, une congruence 20 se transforme, en général, en une congruence 2C
(page 106).

Une congruence de normales se transformant en une congruence 20, est donc
nécessairement O, 2C.

Soit (D) une telle congruence O, 2C. (D) étant une congruence 2C, il existe
(page 106), > congruences, paralléles a (D), qui se transforment en congruences 20.
Considérons I'une (D) de ces congruences. (D) étant, de méme que (D), une con-
gruence O, se transforme en une congruence C (page 104). Donc la transformée de (D)
est une congruence 20, C.

Réciproquement, puisque toute congruence O se transforme en une congru-
ence C, toute congruence 20 assujettie & se transformer en congruence O, est
nécessairement une congruence 20, C.

Soit (D;) une telle congruence 20, C. (D,) étant une congruence C, il exisle >o!
congruences, paralléles a (D,), qui se transforment en congruences O (page 105).
Soit (D)) I'une de ces congruences. (D')) étant, de méme que (D,), une congruence 20,
se transforme en une congruence 2C (page 106). Donc la transformée de (D,) est une
congruence O, 2C.

La détermination des congruences O, 2C et des congruences 20, C, sont donc
équivalentes, et équivalent 4 la détermination des congruences O qui se transfor-
ment en congruences 20, et inversement. Or, (page 111), la détermination des
congruences 20, C équivaut a celle des surfaces isothermiques.
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Remarcque
concernant les surfaces isothermiques

Darboux a établi, dans les Lecons sur la Théorie généiale des Surfaces, que
les cinq coordonnées pentasphériques d’un point de toute surface isothermique,
considérées comme fonctions des parameétres u et v deslignes de courbure, satisfont

a une équation de Laplace a invariants égaux, et qu'inversenient, si une équation
de Moutard :

6// — mO (l)

uv
(ou, plus généralément, une équation a invariants égaux), admet cing solutions
particuliéres 0, (i=1, 2, ..., 5,) lies par la relation :

5
S oz=o, ©)
1

les 0, sont les coordonnées pentasphériques qui définissent une surface isothermique
rapportée a ses lignes de courbure, de sorte que la recherche des surfaces isother-
miques revient a trouver cinq solutions d'une équation de la forme (1), liées par la
relation (2).

Ceci etant rappelé, on peut remarquer que l'équation (1) admet comme
solution 05, et, par suite, la quantité /0, qui, d’aprés (2), peut étre définie de la facon
suivante : 0, =Y/02 4 0,2 4 0,2 4 0,2 )

Or, les quantités o,, 0,, 05, 0,, étant solutions d’'une méme équation de Laplace,
peuvent étre considérées comme des parameétres directeurs d’une droite décrivant
une congruence (G) dans I'espace a quatre dimensions. De plus, comme, d’aprés la
relation (2'), I'’équation (1) admet en outre comme solution la racine carrée de la
somme des carrés des quatre paramétres, on en déduit, d’aprés un critérium donné
par M. Guichard dans son Mémoire sur les Systémes orthogonaux et les systéemes
cycliques (Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 1897, Chapitre II, n° 14), que (G)
est, dans I'espace d’ordre 4, une congruence O. D’autre part, (1) étant une équation
a invariants égaux, (G) est une congruence de Ribaucour (généralisée).

Considérons, réciproquement, une congruence (G) de Ribaucour de l'espace a
quatre dimensions. Soient s,, s, g3, 5,, des paramétres directeurs d'une droite (G) de
cette congruence et :

’ ’

o P L2y R

u = 3 ut I vt Ro

T’équation de Laplace & invariants égaux dont les o sont des solutions particuliéres :
On a vu plus haut (page 10) qu’en multipliant les s par un méme facteur,

I'équation de Laplace a laquelle satisfont les nouveaux parameétres directeurs a
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aussi ses invariants égaux, et qu’il est possible de choisir ce facteur de maniére a ce
que I'équation nouvelle soit une équation de Moutard.

Soient alocs 6,, 0,, 65, 0,, ces parametres directeurs de G, solutions d'une équation
de la forme :
o ,=mo (¢))
(G) étant supposée, de plus, étre congruence O, I'équation (1) admettra aussi la

solution \/01“2 + 6,2 4+ 032 4 6,2. En désignant par io; ce radical, on a la relation :

5
Y =o. ®)
1

Donc la recherche de la représentation sphérique des congruences O de Ribau cour
de lespace a quatre dimensions, équivaut a la recherche de 5 solutions d’une équation

de la forme (1), liées par la relation (2), et par suite a la recherche des surfaces
isothermiques.

Divisons maintenant par — 0,2 les deux membres de I’équation (2), et posons :

0, f (N 0,
o = P = = = — = V4
i, 1 i, 2 i, *3s i, P4
La relation (2) sera alors remplacée par la suivante :
Pttt p 2 =1 (&)

9
Les quantités p. ainsi définies (*L:'-g ), satisfont encore 4 une équation a inva-
5

. R A , t . . ,
riants égaux, ainsi que ip; = {’: 1. Donc cette équation n’a pas de terme en 0 el est
3

5

de la forme :
" ;) Hlu ’
oy = - "+ T e 4)

Le point de coordonnées p,, u,, u3, v, décrit, par suite, un réseau sur I’hyper-
sphére d’équation (3), et ce réseau, étant sur une hypersphére, est un réseau O.

Considérons, inversement, un tel réseau. Soient p, u,, us, 1, les coordonnées de
son sommet, qui vérifient, ainsi que (1), 'équation (4). Désignons par if, le facteur
par lequel il faut multiplier les cinq quantités :

T U YR P
pour que I'équation de Laplace a laquelle satisfont les produits :
g0 =0, i3, = 0,, {0, = 03, 105, =0, i,
se réduise 4 une équation de Moutard :

0”7 =m0,
uv

La relalion (3) entrainera alors la suivante :

5
;9?:0.
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On peut donc dire que la recherche des surfaces isothermiques équivaut a celle des
réseaux a invariants égaux de espace a quatre dimensions, situés sur U'hypersphére (3),
c’est-a-dire aux réseaux isothermiques de cette hypersphére .

Envisageons enfin la congruence-point, issue de O, de paramétres direc -
teurs yu, u,, u3, dans lespace ordinaire: c’est une congruence de Ribaucour,
puisque p.,, p,, u3, Vérifient une équation de Laplace & invariants égaux. Clest, de
plus, une congruence 20, puisque la congruence de parameétres yu,, u,, u;, w, qui se

projette suivant la précédente sur I’espace ordinaire, est une congruence O dans
Iespace d’ordre 4.

On peut donc énoncer les résultats indiqués ci-dessus sous la forme suivante :

La recherche des surfaces isothermiques équivaut a celle de la représentation
sphérique des congruences 20 de Ribaucour de lespace ordinaire.

Ce résultat ne se confond pas avec le suivant, di & M. Guichard, d’aprés
lequel on peut obtenir des surfaces isothermiques a partir des congruences 20 qui
sont cycliques. Il est plus siraple.

Il est plus facile, en effet, d’exprimer qu'une congruence est une congruence de
Ribaucour, que d’écrire qu’une congruence est cyclique.

Soit, en effet :

K14
0, = Uyt 0, + RO

I’équation de Laplace a laquelle satisfont les paramétres directeurs 6,, 6, 6,, d’'une
droite décrivant une congruence.
Si la congruence est cyclique, cette propriété se traduira par la relation :
0,2+ 0,2+ 02 =h*F (u) + I’ F(v)
Si la congruence est une congruence de Ribaucour, il suffira d’écrire que les
invariants sont égaux, c’est-a-dire de former la relation plus simple :
l=h
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Note sur les congruences 0
qui se transforment
en congruences 0 par polaires réciproques
relativement a la sphére

Soient (G) et (G') deux congruences de normales polaires réciproques 'une de
lautre par rapport a la spheére de centre O el de rayon 1, G et G’ deux droites
correspondantes, et

GOS A, sin %, shy,
des paramétres directeurs de la perpendiculaire commune I' de G et G, laquelle
passe par O. Désignons par'N et N’ les pieds de I' sur G et G'. bmt A l’1nste1sect10n
de xOy et du plan perpendiculaire en N & ON. Si { est I'angle 2,6 l'angle 4, NG

sera t 4 Q
On a, pour les cosinus directeurs c,, c; ¢3, de G :
¢,= sinkcost—cosAthvsint,
¢,—=—cosXicos{—sinithvsint,
sin ¢
C3 = Z‘]‘{;‘

En exprimant que (G) est une congruence C, on trouve la relation :

D <i—f—l> + -;%)2_— 1.

De méme, en écrivant que (G") est une congruence C, on trouve la condition :
9(’ 2 '\ 2
> + 35 ) =1
o ~i \ v
en désignant par ¢’;, ¢’5, ¢’s, les cosinus directeurs de G'.

[u et v sont les paramétres des développables de (G) et de (G")].

Drautre part, les congruences (G) et (G') seront des congruences de normales, si
I'on a les relations :

ac ac ¢ ac' ac'
—_—— =0 e —
au ’ ~ oa v ’
ou, en posant :
u-+4v=pg, U—0v="9,:

2G=2G) G =2G)

En remplacant, dans les relations précédentes, les ¢ par leurs valeurs (et en
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remarquant quil suffit, pour obtenir les ¢/, de remplacer, dans les expressions

donnant les ¢, { par ¢ + g), on obtient des équations dont 'une d’elles s’écrit :
’ ’ roy ’ ’ A —"
(e e T ") Mo T T N ) T
et entraine, en écartant le cas ou
MoV =N Y=o,
P2 P1 P1 P2
(c'est-a-dire le cas ot et v seraient fonctions 'un de I'autre),
la condition :

MW 4+ v =0
f1 P2 71 P2

Or, nous avons montré que c'est lala condition nécessaire et suffisante pour
que la droite de parameétres directeurs :

COS A, sin X, sho,
décrive une congruence de normales.

Si I'on remarque, d’autre part, que p, et g, sont les caractéristiques de 'equation
dont depend la détermination des congruences O se transformant en congruences O
par polaires réciproques relativement 4 la sphére, on voil que la perpendiculaire
commune & deux droites correspondantes G et G' décrit sur la sphere un réseau, qui
correspond aux caracleristiques de I'équation aux dérivées partielles du probleme. Les
deux tangentes en un point de la sphere aux couibes du réseau sont dans les deux plans

bissecteurs du diedre ayant pour aréte la perpendiculaire commune et dont les faces
contiennent respectivement les deux droites G et G'.
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