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PREMIERE THESE

SUR LES DERIVEES ET SUR LES DIFFERENCES

DES

FONCTIONS DE VARIABLES REELLES

ek, () G — e

INTRODUCTFION.

Le présent travail a pour objet I'étude des relations entre les pro-
priétés différentielles des fonctions de variables réelles et celles de
leurs différences, considérées comme fonction des accroissements. Il
s'agira non seulement des dérivées entiéres, mais aussi des dérivées
généralisées de Riemann-Liouville. Les deux premiers Chapitres sont
consacrés aux fonctions d'une seule variable. Le-dernier traite, pour
simplifier, des fonctions de deux variables; I'extension & un nombre
quelconque de variables se ferait aisément.

Dans le Chapitre premier, je donne des conditions nécessaires et
suffisantes pour I'existence de dérivées continues jusqu'a un ordre «
entier ou non, et leur expression par une intégrale définie, qui expli-
cite la' variation continue de la dérivée avec l'indice. Ces résultats
sont nouveaux. Ils s’obtiennent en considérant la dérivée comme une
intégrale d’'ordre négatif, aprés avoir transformé l'expression de I'in-
tégrale d’ordre « de maniére qu'elle puisse conserver un sens quand
on y remplace « par un nombre non positif. Par exemple, pour que
la fonction f(x), continue dans (o, 1), admette dans cet intervalle,

M. I



2 A. MARCHAUD.,

ouvert a gauche, des dérivées continues jusqu’a I'ordre « inclus, il
faut et il suffit que 'intégrale

n{n

[ o=t @+ 20 pw s — ] dr (a<n)

2

soit uniformément convergente dans tout intervalle (¢2, 1). Et I'on a

jomt‘“"“ [f(ac—t)-— '?lf(m-—zt—i— . ..]dt

SN )= ('S a).

f ¥ te~t(1 — e~ dt
[

Dans l'intégrale du numérateur, f est prolongée par zéro a gauche
de l'origine.

De plus, en substituant & o’ un nombre négatif — 3 ou zéro, on
obtient au second membre I'intégrale d’ordre 8 de f(x) ou f(x).

Enfin, on peut remplacer les différences par des combinaisons
linéaires beaucoup plus générales.

Au Chapitre II, je commence par étudier les différences envisagées
au point de vue de leur ordre infinitésimal par rapport a I'accroisse-
ment, plus précisément les fonctions w,(3) définies de la maniére
suivante :

Soit f(«) une fonction bornée dans (o, 1), w,[0, f(x)], et plus
briévement w,(¢), désigne la limite supérieure de la différence
| Ay f(2)| pour tous les couples (x, £) tels que les points x et  + n/
appartenant a 'intervalle, on ait | 2| S¢. Pour une fonction continue,
®,(38) est ce que M. de la Vallée Poussin (') appelle son module de
continuité.

Utilisant alors le théoréme fondamental du Chapitre I, je retrouve,
en la complétant, une proposition déduite par M. P. Montel (*) des
propriétés de 'approximation d'une fonction bornée par des poly-
nomes :

(') DE va Variie Poussin, Legons sur approximation des fonctions d'une
variable réelle, p. 7 (Gauthier-Villars).

(2) P. MoniEw, Sur les polynomes d approximation (Bull. de la Soc. Math.
de France, t. 46, 1918, p. 163).
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La fonction f(x) admet, dans (o, 1), toute dérivée continue dont
l'ordre « fait converger l'intégrale f ' w,(t)dt. Lorsque n est la

0
partie entiére de a + 1, w,[0, f*(x)] est au moins de 'ordre de
8

f t—*1w,(t)dt.
0

Dans le cas contraire, la limitation est un peu moins simple. Si
I'intégrale diverge, avec a <n, la fonction ne peut admettre de
dérivée bornée d’ordre supérieur & o.

Pour terminer, je donne, sous une forme un peu différente, un
théoréme de M. L.-E.-J. Brouwer ('), et une application & la dérivée
seconde généralisée, comprenant comme cas particulier le théoréme
de Schiwartz sur les fonctions linéaires.

Dans le Chapitre III, on trouvera 'extension des résultats obtenus
au Chapitre précédent, quand on fait des hypothéses sur une seule
différence mélée A} A} f(x, y) dans le carré (A)= EZEIEI %’ la fon®

(O] syt
tion f(x, y) étant supposée uniforme et bornée dans ce domaine.

Il est nécessaire, au préalable, d’éludier certaines fonctions particu-
liéres, qui jouent ici un role analogue a celui des polynomes dans le
cas d’'une seule variable : celles pour lesquelles la différence précédente
est identiquement nulle et que j’appelle pseudo-polynomes. De méme
qu’un polynome satisfaisant & I'identité Ay f(x)= o est défin1 quand
on connait sa valeur pour un ensemble de n points, un pseudo-poly-
nome est complétement déterminé par ses valeurs sur un réseau.
Jappelle ainsi la figure représentée par les relations
josxsr|

R,(2)S,(y)=o, lo<y<s | .

ot R, et S, désignent des polynomes de degré égal a 'indice, ayant

toutes leurs racines réelles et appartenant a I'intervalle (o, 1).
Comme dans le cas d'une seule variable, on définit, a partir de la

différence A?A” f, une fonction ©, ,(8, &). On démontre alors que, si

(') L.-E.-J. Brouwer, Over differentie quotienten en differential quotienten
(k. Ak, v. Welensch. te Amsterdam, juin 19o8, p. 38-45).
J 9 P
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P'intégrale f f t*'u"w, ,(t, u)dtduconverge, la condition néces-
8 Vo

saire et suffisante pour que la fonction admette toutes les dérivées
continues
(EIpE) — ple)ple),  (oSa'Sa
Pyp P =Pad Dy ocpcp
est qu’on puisse trouver un réseau (n, p) tel que la fonction donnée
posséde sur les droites du réseau paralléles a Ox des dérivées con-
tinues D) et sur les paralléles a Oy des dérivées continues D,(V%I') (la
conlinuité est entendue par rapport & la variable de dérivation).
Enfin, je termine par une application au cas ol 'on fait des hypo-

théses sur deux différences A” et A7, ce qui permet d’étendre une pro-
(x) ()

position due & M. P. Montel (), et la généralisation du théoréme de
M. L.-E.-J. Brouwer.

ILa plupart des résultats contenus dans les deux dernicers Chapitres
ont été communiqués & I’Académie des Scicnces (?) (24 mars 1924,
28 avril 1924). s avaient ét¢ oblenus par une méthode différente de
celle du texte.

Je suis heureux d’exprimer ici ma vive gratitude & MM. Henri
Lebesgue et Paul Montel dont les conscils et les encouragements m’ont
¢é1é tres précieux.

CHAPITRE L

DERIYEES D’UNE FONCTION D'UNE VARIABLE REELLE.

I. — Intégrale et dérivée généralisées de Riemann-Liouville.

1. Pour commencer, rappelons les définitions et les principales
propriétés de lintégrale et de la dérivée généralisées. Ces notions,

(*) P. MonTEL, Mémoire cité, p. 1g1.

(*) A. Marcrauvp, Différences et Dérivées (Comptes rendus des séances de
U’Académie des Sciences, t. 118, 1924, p. 1057); Différences et dérivées d’une
fonction de deux variables (Ibid., p. 1467).
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dont la premiére idée semble due 4 Leibnitz, ont été précisées par Liou-
ville (') et surtout par Riemann (?).

On sait que ce dernier appelle tniégrale d’ordre o (2> 0), d’une
fonction f (), I'expression

1

Igg)f(x)=-l%a)f (x—-z)“-‘f(t)dt:r(a)f -1 f(x —t)dt,

ol a désigne une constante et I'(«) la fonction eulérienne de seconde
espéce. Lorsque o est entier I!¥ est, comme on le voit facilement, le
résultat obtenu en intégrant f(x) « fois de suite a partir de a.

La dérivée d’ordre o, (a *> 0), se définit par la relation

Dg"’f(:r):D‘")Ig'—"”f(:c):gdzn;]g’—“’f(x) n> a.

Elle est indépendaute de I'cntier n ct se rédut a la dérivée ordinaire
pour « entier [n° 3.

Ces fonctions dépendent, en général, de la constante a, qu'il sera
commode de rappeler en indice. Lorsque, dans une question, elle sera
fixée une fois pour toutes, nous utiliserons les notations plus
simples f,(x) et f'*(x) respectivement pour I f(x)etDY f(x).
Celles-ci permettent de représenter sans ambiguité, la valeur prise
par l'intégrale ou la dérivée, quand on donne & « une valeur parti-
culiere. On remarque, en effet, que f,(x -+ h) n'est pas égale a
I f(x—+ h), mais a I, /(x+ h).

Enfin, on posera:

IO f(2)=fo(2)=[f(z), DOf(x)=["(z)=[f(®)

Me bornant au réel, je supposerai z 2 a.
Dans certains cas on peut prendre a =-— oo. Par exemple si

f(x)=¢e*= (k> o).

(*) Mémoire sur le Calcul des différentielles a indices quelconques (Jour-
nal de I’Ecole Polytechnique, t. 13, 1832, p. 71).
(?) Euvres complétes, E. Weper et Depekinp, p. 331-344.
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On a, pour cette fonction,
I w
(%) k% —= e to—tek (T—t) dt — k—a ek
i L(a)J,

et
D(_c;)e/cz.___. D(n) fx—n e’”": k% e"-’.

Clest d’ailleurs cette derniére relation, extension de 1'égalité
Din) gz — fon ekx,

qui sert de point de départ a Liouville.

2. Supposons f sommable et bornée. On démontre aisément l'iden-
tité fondamentale

(r LO[1R f (2)] =13+ /().

Le premier membre s’écrit, en effet,

x—a x—t
r a1 o —1
W.( t dl[ (z —t—u)*' f(u)du

. T x—u . s
:W»/; f(u)du‘/n‘ (e — u— )% d.

Ce qui donne, en posant t = ¢ (x — u),

— L ; a+-a'—1 ' a— at . - )
F(a).l‘(d)[ (z — u) f(u)du[ u. (1— )%= dp = .. 1%+ f () ;

ou . désigne une constanteindépendantede /et dea. En prenant f=e",
a = — w, on voit qu’elle est égale a 1.

J(x) étant bornée, I!¥ f(x) est continue. On déduit alors de (1)
que ['¥ () admet toutes les dérivées d’ordre entier inférieur a 8,
avec

(2) DY f(2) =1F7T f(@)  (p<P)
Ces dérivées sont continues. Lorsque 3 est entier la dérivée d’ordre 3

existe « presque partout » ; partout, si /() est continue.

3. Plagons-nous dans cette derniére hypothése, et considérons
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maintenant la dérivée d’ordre «. La relation précédente montre que
D® f(x) ne dépend pas del'entier n, et se rédyit a la dérivée ordinaire
lorsque « est entier. Elle se généralise aisément. Soit «<f3, on a

DE 1P f(2) =D 5=21P f(2) =D [+ f (),
c’est-a-dire
(2) DPIP f(a) =1 f(z)  (a<P).
Ces dérivées sont continues.

Si la dérivée D existe en un point x,, il en est de méme de DI,
quel que soit a’<z,. On a, en effet,

1

107 f2) =137 f(2) + 1‘(71,——0(5/ (& —t)yr=% f(¢)dt:
d’o

DI f(2) =D f (@) + g5 [ (@—0) T S(0yde.

Un calcul immédiat donne

(x — a)B

¥ )= ey #2o

On en déduit

w (2 —a)f
*T(B+1)

(.x — a)""’ﬁ—“

D F'(n+B—oa+1)

=Dm 791 =D

et, par suite,

ow(x—a)l  (z—a)b-2
(3) D Yy =TE—axy)

Faisons 3 =o. Il vient

xr—a)*

D@ (1) = (2 —a)y*
a (I) r(l—a)

On voit que la dérivée d'ordre non entier DI est en général infinie

pour x = a.

4. Si f(«) admet dans (a, @, ) une dérivée bornée d'ordre entier r,
toutes les dérivées D', (a’<r) existent et sont continues dans l'inter-
valle ouvert a gauche.
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En effet, f(2) est sommable, et I'on peut écrire
SO (@) = 1§ f (@) + fr 0 (a),

ce qui donne, de proche en proche,
r—1 _ .
7@y =1 (@) + 3 2= f(ay,
D’ot I'on déduit, en utihsant les relations (2") et (3),

() DIg" f (@) = 1= £ (2) + X, gy /().

La propriété subsiste quand on remplace 7 par un nombre non entier o.
Considérons D f(x). Comme cette dérivée est en général infinie
pour & = «, je me placerai dans I'hypothése ou elle est bornée dans un
intervalle (a', a,) intérieur a (a, a,).

Désignons par r la partie entiére de «, et posons

Ir+t-a f(z) = F(z).
On a
D £ (z) = Fr+i(z).

D’autre part, on peut écrire

F(z)= 15" Fo+)(z) + F(a') +2 (—'-z‘—l-j—ﬂF"”(a')
et '
F(x):lﬁ{,'”—“’f(x)-kr(—r—_‘—_—l-l—:_—;-if (w—t)"‘“f(t)dt.

Ce qui donne

r = N
L= £ () = 1 Foet (2) 4 3 S 2L R at) o+ g (),
1
en posant

§(@)=F(a) = ;=g | (== 0 S0
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Prenons maintenant les dérivées D!~ des deux membres. Il vient

" — ! Yira—r—t
Sf(z)=1@ Fu+i () +Z %F(z)(al) + Dir+1=a) g(z).
1

Pour calculer cette derniére dérivée, remarquons que g (x) admet, quel
que soit a’'<  z £ a,, une dérivée continue

! —_— r—a« “ r—g—1
g(x)——mjl: (z—10) S()de,

dont le module satisfait aux inégalités

, M p M
|& (x)lém[(x—t)’—a];< G

' r—a
—_—— (T —a
+1_a)( ) ?

M désignant le module maximum de f. On voit alors que la relation (1)
s’applique encore a g'(x). 1l en résulte
[P ¢! () = TP I g/ (x),

et comme g(a')=o,

g () =P 13" g (o).
D’ot l'on déduit

Dt g(2) =177 8" (»).
Ce qui donne, en remplacant g'(x) par sa valeur,

r—«o

_I‘(o:—-;').l‘(r—y-l—a)L (x—tl)“—r-—-idu£ (— )= f(¢)dt

(r—a)

r(d—r).l‘(l-+1_a)£ f(‘)dlfaj (2 — u)*="(u—t)~*du.

La premiére quadrature s’effectue

fu_ @)t (= et du = — 207 [(”Z:‘;)“”]:

Ce qui donne pour la dérivée

(x —a')*-"

r(o‘_‘r).r(l‘+l—a)[ (.z‘-—-t)-l(a/_.t)r—zf(t)dl.
M. 2
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En définitive, on a, quel que soit ¢’'< #<a,, la relation

(5)  Sle)y =190 (@) + DI pa o)

T(i+a—r)

(z — a')*r “«

+l"(ot—r).l‘(r+|~oz) .

(=)~ (a'—t) 2 f(¢)dt.

La différence f(x) — I’ D f(2) admet, pour ces valeurs, des déri-
vées entiéres de tous les ordres. Par suite, toutes les dérivées DY) f (),
et par conséquent DY f(x), (a'< ), existent et sont continues dans
Uintervalle (o', a,) ouvert a gauche, pourvu que DY f(x) soit bornée
dans (d',a)), a<a <a,.

M. Montel (') a établi ce résultat dans le cas ot DY’ est bornée
dans (a, a,). On peut alors prendre a’= a, et la relation (5) devient

’

(5" Sf(x)=1&D& f(x) -+

- (2 — a)i+a—r=1

T(i+a—r) Fea)-

1
On en déduit
D £ () = 1= D9 f () + 3,
1

(x — a)i+a—a’—r—1

Tet+oa—o' —r) F(a) (@' <a).

Pour que toutes ces dérivées soient continues en a, il\gmt et il suffit
que les ' (a) soient tous nuls, ¢’est-a-dire que (z —,@)7>*" f(x) tende
vers zéro avec x — a. Ce qui a lieu nécessairement lorsque r = o.
Dans ces conditions, on a
DE f(z) = [Z=*1DR f(x)
D& f(2) =Dg *' D f(x)

Les dérivées d’ordre inférieur & o sont alors nulles en a.

3. La relation (5) ne permet pas de remonter de la dérivée a la
fonction, puisque le second membre contient f. Ccla tient a ce que
nous avons pu intégrer seulement a partir de a’. Supposons mainte-
nant que D} /() soit bornée dans tout intervalle (@', a,), a’ < a;et
placons-nous d’abord dans 'hypothése ot r=o.

(1) Sur les polynomes d’approximation (Bull. de la Soc. math. de France,
t 46,1918, p. 163).
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La relation (5) s’écrit alors

(x—a')*

F@) =180 (@) + S [ e i@ o payd

En posant
t—=a —u(x—a'),

la derniére intégrale devient

a—a

IT(“—)-FI(I—““_)[; (1+u)ytueflad—u(r—a')ldu.

Sous cette forme, on voit qu’elle tend vers zéro quand &’ tend vers a
(¢ >a). De plus la convergence est uniforme dans tout intervalle
intérieur a (a, a,).
On peut donc écrire
(@)= Jim 12D/ (@),
c’est-a-dire

S(z) =12 DY f(x).
Revenons au cas ol « est supérieur a I et non entier. On a
D f(x) = D" DEF" f(x).

Il n’est pas possible d’intégrer D' f(x) a partir de . Mais r étant
entier, on peut écrire

r—1 .
D f(2) = 15D f(2) + 3 AT
0

en intégrant r fois a partir de a,. Les A; désignent des constantes.
D= f(x) étant nécessairement borné dans (@', a,), quel que soit @/,
on obtient en définitive
r—1

J— I+o—r
(5 [(@) =1 10D £() + 3 A 1‘((ix+ P
]

relation valable dans (a, a,), sauf peut-étre au point a.
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II. — Transformation de Yexpression de l’intégrale d’ordre «.

6. Si 'on cherchait a définir directement la dérivée d’ordre «
comme une intégrale d’ordre — o, on serait conduit & poser
xX—a
1

D(}Z"f(x)zﬁ_—_—a—) %1 f(z — t) dt,

ce qui donne une intégrale divergente (*).

On peut transformer I'expression de I f() de fagon qu’elle puisse
conserver un sens quand on y remplace a par un nombre négatif.

Je supposerai la fonction donnée f(x) définie dans ’intervalle (a, a,)
et prolongée par zéro a gauche de a. De plus, a étant fixée, on utilisera
les notations f,(x) et f1*(x).

Ceci posé, on peut écrire

f,,(x)f rmp—yy :f 15 f(z — ) dt,
0 ’ [J
ou encore, apreés la substitution ¢|kt (£ > o),

fa(x)fwt“—’e-“dt :fnt“-’f(x—kt)dt.

Soient alors
/(',‘, C[ (i:O,!,..-,p)

2(p + 1) constantes, les k; étant positives el croissantes.
Par combinaison linéaire, on obtient

w 4 " r
x %1 C;e""‘dt:f =t Y Cif(x — k. t)dt,
fut®) Z 0 Z if )

ou encore

() fu@) [ =g d = [ rota, 0,

(') Si « est entier le coefficient de cette intégrale est d’ailleurs nul,

1
F(—a)
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ou I’on a posé

P 14
(7) $(6) =, o™, 9(z,0) =Y Cuf (& —k.1).

La convention f(z) nulle & gauche de a, a simplement pour but de
1mphﬁer Pécriture. Autrement, le second membre de (7) devrait
s'écrire

rT—a xX—a

% P z
f t* gz, t)dt—e-zC,[ e f{x — k,t) dt;
[} ° Y rx—a

kp

o(z, t) n'est en effet vraiment défini, pour > o, que si

alz—kpt.

7. L’expression de f,(x), transformée sous la forme (6), va nous
permettre de considérer la dérivée f¥(x) comme une intégrale
d’ordre — a, et d’écrire

(8) f‘“’(x)fw 4—«-1¢(¢)d¢=f”t—«—«m(x,t)dt,

sous des conditions trés générales, qul seront précisées plus loin.
Tout d’abord, il faut évidemment que {(2) soit choisie de maniére
que l'intégrale du premier membre ait un sens et soit différcnte
de zéro.
Posons

(9) y(a>:f =21 () dt,

Si cette fonction est définie pour a,, elle est continue pour a<a,. En
effet, les intégrales f et f tendent vers zéro avec ¢ et /=, uniformé-

ment, dans tout intervalle (s o).

Considérons la premiére. L'intégrale f % ' {(t)dt ayant un sens,
0
on a une inégalité de la forme

fos Ce (e de[<ne),
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ol 7(e) désigne un infiniment petit que I’on peut supposer nondécrois-
sant ('). Le second théoréme de la moyenne donne alors

€
f (ot L[;(t)dtl—_—e“o—".‘
3

f t—“«-lxp(t)dzl (o< e'<e'<e)
e

fst-“—1 Y(e)dte

Quant & la seconde on a, pour / >1,

If,w“““‘¢(t)dt| <fm|‘l’(t)|dt.

Et cette derniére intégrale est évidemment convergente.
Calculons maintenant v(a) en fonction des constantes £; et C..
Désignons, comme nous le ferons toujours dans la suite, par r la partie
entiére de a.
Si y(a) a un sens, I'ordre infinitésimal de {(¢), pour ¢ infiniment
petit, qui est entier, est au moins égal & r + 1. Ce qui exige,

et

<an(e)e* %< 2n(g).

P
(10) zk{:Ci:o (J=o0,1,..., 7).
0

Supposons d’abord a£r. En intégrant r fois par parties, on obtient

y(a)= fwt““'*‘"&.].»("“)(t) dt
0

a(aa—1)...(ax—Tr)

(_l)!‘+1
afot—1)...(x—r)J,

« P
[T z k{'-:-i Ci e—k,l dt.
0

On peut maintenant séparer les intégrales. En faisant dans le coef-
ficient de C; le changement de variable (%,¢|t), il vient

(_l)l'+i
a(a—1)...(a—1r)

y(a) =

P
T'(r+1— a)z k¢Cy,
0

(*) S’il en était autrement, on remplacerait = (¢) par la limite supérieure
de n(u) pour u Le.
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et enfin
P

(11) y(@)=F(—a) ¥ KC, (a7

0

Pour calculer y(r), nous écrirons

14
(—1y+T(r+1—a) Zkf‘——k’

V(a):a(oc——l)...(a—r—*—l)

En faisant tendre « vers r, on obtient

(___ l)l+1 P
(12) y(r)=—3— Y kClogk,.
0

8. On voit qu'il est possible de choisir ¢(z) de maniére que I'inté-
grale y(«) ait un sens et soit différente de zéro. Je supposerai qu'il en
est toujours ainsi.

L’ordre maximum de {(¢), pour ¢ infiniment petit, est p. Dans ce
cas, les C, sont déterminés, & un facteur constant prés, par les £,. On
peut prendre :

ekt kg ... kbt
—kC oy kL kg

(13) wn=|°""" :
et 1k, ... kP

Cette fonction ne s’annule que pour ¢=o. En effet, si 'on avait
¢ (%) = o pour t5£ 0, il existerait p 4 1 constantes, non toutes nulles :
B,A,, Ay, ..., Ay, telles que

Be = - Ay +Ajz+.. +A,_yzr

s’annule pour x =k, £,, ..., k,. Ce qui est impossible, comme on le
voit en prenant la dérivée p'™ de I’expression précédente.

L’intégrale correspondante y(«) est alors différente de zéro dans
tout son domaine d’existence (— oc, p) ouvert a droite.

La plus simple des fonctions ¢ d’ordre p est évidemment

et1—e Y =et—Cle 2+ Cle ¥ —. ...
Dans ce cas,

o(z,t)=f(z—t)—C} f(z —2t) +C} f(x—3t)—....
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Les fonctions ¢(x, t) sont donc une généralisation des différences.
Elles en ont d’ailleurs certaines propriétés (').

III. — Conditions nécessaires et suffisantes
pour lexistence d’une dérivée continue d’ordre « entier ou non.

9. S’il est possible de mettre la dérivée sous la forme (8), on doit
évidemment avoir

(14) y(a)f(x)zf 151 g (a, ) dt,

ou

P
Qu(x, t) :Z d,fa.(x — k. t),

/=~ étant prise nulle a gauche de a.
Je vais établir cette relation dans ’hypothése ou f est continue.
/ étant prolongée par zéro a gauche de a, on a

Ja(x)= I‘Txoc—) f. (z— w)* f(u)du,

et le second membre est nul pour z<a. On peut donc écrire

20 7 % xR,
— — Q= —_ L ——1 — ] a—1 d
Ia,_fs £ gu(, £) di = s zo:c,fs P de[w (@ — kot — )51 f(u) du

r—u
x—k.&

== ITlafé le j(u)dufTr“—f(x—- kit—u)—tdt.

La premiére quadrature s’effectue et donne

(x—u)—‘ 3 x—u
(=) a(p— byt —u) ) & =
— { (x u) ‘E

. —1
(—‘-r——ul-f—a"“(x —u — k€)%

1) Par exemple : Si {(¢) est d'ordre n, ¢(x, t) est nul pour tout polynome
p '@ p poly
de degré n—1 au plus. Réciproquement, si o(x, ¢) est identiquement nulle,
, supposée continue, est un polynome de degré n —1 au plus. La premiére
pp poly g P p
partie est immédiate, La seconde sera démontrée en note au n° 10.
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I1 vient alors
X ? kg
lE:r(a—i-x)Zcia a£ (z—u)y"(z—u— ki) f(u)du;
0

et enfin, en posant @ — u =«et,

X —a

4 €
' T 'y —
Ie:l‘(oc—*-'l)EC[/A‘ 1 (t— k)2 f(x — et)dt.
0 .

Remarquons que cette relation vaut encore pour « = o. En effet,

r—a

o » T
o(x, t)dt = C,-f t f(x — kit) de,
[ 2o

ce qui donne, en faisant dans le coefficient de C; le changement de
variable £,¢| ¢,

r—a

» =
ZC,-] ! f(x — et) dt.
[}] ’t"

Il s’agit d’établir la convergence de L. Prenons d’abord /f(z)=1, el
soit J. l'intégrale obtenue. Si / est un nombre compris entre £,
— Qa

el Z

» on peut écrire

T—a

€

C ! 121) Ci(t— k) d
- > —(f — LI & (2 )% dt.
S D) 2(:L,L (= k)R ‘)fl :

[l résulte des relations (10) que J. a une limite J pour ¢ =o. En cffet,
slo=r,

P
Y Ci(t— ki)

0

est nul; dans le cas contraire, le développement en ¢=' donne,

pour ¢t >k,

J!

j=r4+t 0

M. 3

» j=w . p
‘-12 Ci(t — ko= 1=~ 2 (— 1)/ (e —1).. :(a—'/ +I)t‘12 k{:Ci.
0
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De plus, on voit qu'il est possible de choisir / assez grand de maniére
que, pour 21, cette fonction conserve un signe constant — si elle

n’est pas constamment nulle.
En résumé I'intégrale

I w0
}MZWEB[

est nulle ou infiniment petite avec /~'.
Ceci posé, revenons a I.. La différcnce I.— f'(a) J. sécrit

p
t—lz C,(t— k) |dt
0

1A
r(al+ T)Z C'fh Tt — k) f(z —et) — f(z)]dt

rT—a

€ P
- r(a‘-H)f = ZCz(t-—kz)“[f(x—st)—f(x)]dz.
t ¢

Pour / assez grand le module du second terme est, dans tous les cas,
au plus égal a

2M e
Lla+1)J,

de< 2M

p
quwwmizmﬁﬁwm

xr—a
€

a condition que surpasse /. [ M désignele module maximum de f

dans (a, a,). |

Soit alors v; un nombre positif aussi petit qu'on veut. On fixera / de

vy 2M e, . K] . . .
maniére que g———s 4(1) soit inférieur & - Si f est continue a gauche

au point x, on pourra prendre e assez petit pour que le module du
. L . » 7

premier terme soit inférieur & - -

Ainsi I, a pour limite J. f(). Le raisonnement suppose > a. Si
/ (x) est continue dans (a, a,), la convergence est évidemment uni forme
dans tout intervalle (a', a,), a < a'.

Reste & calculer J. Pour cela il suffit de marquer que cette limite est
indépendante de fet de . En prenant /'=¢', a=— =, il vient

,)
J.ex :f (ot 2 C,exh! dt.
0
0
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Cest-a-dire
J=y(x).
La relation (14) est donc vérifiée quels que soient

azo, a< xla.

Quand f(a)=o0 on peut supposer «<x<a,, le second membre se
réduisant a zéro pour z = «.

10. En remplacant /(x) par f, ., ,(x), on a évidemment dans tout
Pintervalle

y(a)f,+1~a(x):f % gy (2, £) dt.

Toutes les fois qu'on pourra légitimer r— 1 dérivations sous le
signe f du second membre, on en déduira l'existence de la dérivée
d’ordre «, et son expression par (8). Clest ce qui aura lieu si I'inté-
grale

< (. g)zfvt—“*’cp(x, t)dt

esl uni formément convergente.

Comme ¢ (z, ¢) fait intervenir les valeurs de / a gauche du point z,
el que, en fail, f(x) esl définie seulement dans («, @, ), je supposcrai
la convergence uniforme dans un intercalle (a', a,) intérieur a (a, a,).
De plus je me placerai d’abord dans I'hypothése ot f(a)=o.

Posons

G(z, s):f t=""g, (x, t)dt.

La fonction f(x), prolongée par zéro a gauche de a, esl continue
dans (— o, a,). Par suile

P
(T‘),._“(.Z‘, t) :2 cnfr*+1(x — k,t)

admel, par rapport & x, des dérivées entiéres jusqu’'a l'ordre r—+1
inclus, continues par rapport a 'enscmble des deux variables, dans le
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. vaLay .. - , 9. cex
domaine ! o {3 ce sont : 9,, ..., o. 1l en résulte I'égalilé

r<+1

&z, e) = —d——G(a:, €).

daxr+t

Car les intégrales peuvent étre réduites a l'intervalle (s, ‘ﬂ_k—_ﬁ>,
0

en dehors duquel tous les f,(@— £,7) sont nuls. On a donc
G(z, &) =17"g(x, &) +P,(z; @', ¢),

ou P, désigne un polynome de degré r au plus. Mais il résulte de I'hy-
pothese faite sur g(x, ¢) que 194" g(2, ¢) converge, dans (', a,), vers
I;*" g(x), en désignant par g(x) la limite de g(z, ). On peut donc
écrire

I:ir_noG(x, §)=G(z)=I{"Vg(z)+ lsi__r_r(l)P,(zc; a, €).

Or cette derniére limite ne peut éire quun polynome, comme le
montre la formule de Lagrange, soit : P, (x, «').

Entin f ¢tant continue, g(x) Uest aussi, a cause de 'uniformité de
la convergence. De la relation précédente, on déduit alors que :

J(x) admet dans (a', a,) une dérivée continue f'* (x)=D% f(x)
donnée par (8) — et par conséquent, pour ' < x<a, des dérivées con-
tinues jusqu’a Uordre o [n° 4 |.

St () a été choisie de maniére que y(«'), «'< « ne puisse s’an-
nuler, par exemple si §(¢) est de la forme (13) les dérivées sont con-
tinues dans tout I'intervalle (¢, a,). Le second théoréme de la moyenne
permet, en effet, d’affirmer la convergence uniforme, dans (¢, a,), de

l’intégl‘alcf ¥ o (a, )dt|n° 9] ().

0

(*) Voici la démonstration annoncée en note au n° 8.
Supposons $(¢) d’ordre n. On a

d(o)=...= Y= (0) = o, $M(0)7Zo.

Posons
Py () =274 () —P(20), o1(2, t) =2"¢(z, t)—o(z, 2¢).

dy (¢) est au moins d’ordre 2 + 1. D’antre part si ¢(x, ¢) est identiquement nul,
il en est de méme de ¢,(x, ¢). f(z) admet donc des dérivées continues jusqu’a
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11. Les conclusions précédentes subsistent en partie quand on ne
suppose pas la convergence uniforme, & condition que g(z, ¢) reste
borné, quels que soient e et «'<2x L«,. Dans ce cas, d’aprés un théo-
réme de M. Lebesgue, 14" ¢(2, ¢) a encore pour hmite I,;*" g(x). Le
raisonnement se poursuit comme plus haut. Mais de la relation

(15) G(z)=1,"g(z) + P, (= a').

on peut seulement conclure que [ admet une dérivée d’ordre a,
« presque partout » dans (@', a,). Cette dérivée est d’ailleurs bornée.

Les dérivées d’ordre inférieur & « sont continues dans l'intervalle
ouvert a gauche. Les conclusions du n® 4 subsistent cn effet siFv+" (),
bornée, est la dérivée d’ordre r+ 1 de F(x), sauf peut-étre aux points
d’un ensemb le de mesure nulle.

Enfin, comme précédemment, si y(«'), «’< «, ne peul s’annuler,
les dérivées D f(x) sonl continues dans tout (o', a,). Car d'une

relation
l/ oL, L) dt
9
on déduit par le second théoreme de la moyenne

&
, Lo (e, t)dt < 2Ae%%,
“u

12. Si Pon veut assurcr la continuité jusqu’en a, il faudra faire
une hypothése supplémentaire, car D est en général infinie pour
xr=da.

I'ordre n inclus. Mais

o(x, l)_ECf(l—kt)_ "Zk”Cf“”(x—th) (o< B < 1).

D’ou
£imt,—"cp(x, t)y =4 (o) fin)(x).
=0

Et, par suite, f (z) =o. Ce qui achéve la démonstration.
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L’intégrale g(z, ¢) s’écrit

¥ —a T —d

ke

[ r
g(x, e)_—_f ’ =g (x, t)dt +Z C‘f % fe—k,t)dt,
< ) *

X -t

A

avec
a+hkpelxla,.

Je vais montrer que s, quels que soient x et ¢ satis faisant @ ces iné-
galités, la premiére intégrale est uniformément convergente, et si, de
plus, (x — a)™ f(x) tend vers zéro asec x — a, toutes les dérivées, jusqu’a
Pordre o inclus, sont continues dans (a, a,), et nulles en a.

Les conclusions du n° 10 subsistent quel que soit a'< a. Comme
g(a)=o, il suffit d’établir que g(x) tend vers zéro avec & — a, car
on pourra ensuite faire tendre a’ vers a dans la relation (15), et utiliser
les résultats de la fin du n° 4.

On a

T—a r—n

Ap
g(x)= /I (= o (., l)a’t—-}-z th t= ' fle — k t)dt.

Par hypothése, f t*'o(x, t)dt, pour a—+ k,e<x, tend vers zéro

avec <. Il en résulte qu(‘ le premier terme de g (ar:) a pour limite zéro,
pour z =a. Eva * f(x) tend vers

Z€ro, on a une megdhtc d.e la forme
| f(x)S(z— a)nu(x—a),

7, désignant un infiniment petit ¢u'on peut supposer non décrois-
sant ().
Oun en déduit
(i f(x—kt)S(x—kt—a)n(x—At—a)S(z—a)n(r—a)
et

r % I
EC,f 1'““’f(.v—k,t)dt’§(x—a)“n(.t-—a V]C ]f % de.

J"—-Il

Ry T

(") Voir n° 7, note (').
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Ce qui achéve la démonstration.

13. Revenant aux hypothéses des ns 10 et 11, nous allons nous
débarrasser de la restriction /(a) =o.
Posons

fle)=/(z)—f(a),

et soit g(z, ¢) le résultat obtenu en substituant, dans g(x, ¢), / & f;

f étant de plus supposé prolongée par zéro a gauche de a, dans g.
On a

xXx—a

kp pﬁ _
g (@, ¢) =f o N C[F (@ — kit) + f(a)] de

Xr—a

p

ki _
—1—2 Cifx_a e[ F (@ — kit) + f(a)] dt.

%

P
C’est-a-dire, puisqueZ Ci=o,
0

x—a

- 7 =
g(x, 8):g(1‘,8)—|—f(a)2 Ci[ =1 dy.

Ky

Lie dernier Lerme esl égal a

. P P
(z—a)? o - . (z—a) Q0
Ja) E=2 N (k- k) Ci= f(@) 22— ¥ kG

0
Quand « est entier, cette expression est nulle (10); dans le cas
contraire elle est égale a

(o S =t

On a donc, quel que soit «,
g(z, &) =g(, &) +y(x) D f(a).

Si g(x, €) est uniformément convergente, ou bien seulement con-

vergente et bornée, dans (a’, a,), il en est de méme de g(x, ¢).
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Comme f(a)=o0, 0n a
glz)=y(a){ D@ F(z) + D@ f(a)}=y(a) DYf(z).

14. Les résultats précédents conduisent naturellement au théoréme
suivant :

La condition nécessaire et suffisante pourque la fonction f(x), con-
tinuedans(a,a,), admette, dans cet intervalle ouvert @ gauche, des dérivées

continues D', jusqu’a lordre o inclus, est que l'intégrale f t>'o(x, t)dt
€

soit uniformément convergente dans tout intervalle (a', a,) intérieur a
(a, a.).

La condition est suffisante, d’aprés les n>* 10 et 13. Reste 4 mon-
trer qu’elle est nécessaire.

Donnons-nous «’ et prenons un nombre a” compris entre a et «'.
Si DY f(x)= f'®(x) est continue sauf peul-étre pour xr=w«, on
a(n°4)

Sf(2) =IF f () + p(2),

ou p(«) désigne une fonction ayant des dérivées entiéres de tous les
ordres pour «”"<x<ay. Il résulte du n° 9 que I'intégrale

» P
[ e Bl e — k) —p(w — )] de

est uniformément convergente dans (a', a,), si 'on suppose f—¢
nulle & gauche de ¢”. 1l en est évidemment de méme lorsqu’on ne fait
pas cette restriction.

D’autre part, en tenant compte des relations (10), le développe-
ment de Taylor donne

2 )+t p’
N Cip(z—kit)= E—r)% 1t B R G (w — kL) (o< O<1),
0 [}

valable s1 " < x — k1.

- a'—a'
En prenant ¢'Sx<a, k,t<

> les quantilés  — £,;0¢ resteront
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14 "
. a 4+ a \ . , . ,
dans 'intervalle (——2 > a,), ou ¢+ reste borné. L'intégrale

P
t=* Y C,p(x — kit)dt
JmZe

est donc uniformément convergente dans («', «,) et, par suite,

aussl f ' o(x, t)dt. C. Q. F.D.
€

15. Ainsi, toutes les fois que la dérivée est continue, on peut la consi-
dérer effectivement comme une intégrale d’ordre négatif, et écrire

D =] -1 ’ —a—1 (. .
D f(z) =159 f (=) y(a)fot o(x. tydt

Ceci explicite la variation de la dérivée avec I'indice. On voit faci-
lement que cette variation est continue.

Supposons DY f(x) continue dans un intervalle (¢, a,), a<a"
et choisissons ¢/(¢) de la forme (13), de telle maniére que y(«,) ait un
sens. Dans ces conditions la relation précédente a lieu lorsque « el x-
appartiennent respectivement aux intervalles (— o0, «,) et (@, a,), ce
dernier intérieur a (@”, a,).

L’intégrale f t=*"o(xz, t)dt cst uniformément convergente dans
€

(«', a,). On peut donc écrire

13
f 12— oz, t)dt
0

ou (&) désigne un infiniment petit non décroissant, indépendant de ..
On en déduit, comme au n° 7,

€
f =1 g(x, t)dt
0

Soient maintenant « et o’ deux.valeurs appartenant a (— o, a, ). La
différence

Sn(e),

S2n(e)  (asa).

0= ¥t odt — [ t*1ode

o o
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) :f t—*—1odt —/ t~*=todl +f [2=%—1] -2t g dt.
0 0 3

aq—~

MDY bl 7 7 . 2 An
Cette derniére intégrale se réduit a f
€
Supposons «’'>> o et, ce qui ne diminue évidemment pas la géné-
e G —a . \
ralité, ’k < 1. Le second théoréme de la moyenne donne alors
0

s’écrit

ay—r

ko . v
f [ ¢ '°"~~l]t—“"‘q)dt:[e“—“'——x]/ 2 lodt (e <<li<<).
€ £

On a done, en définitive,

|8 <ha(e) + 4a(x)[ea*—1].

D’ot 'on déduit que f =" o(x, t)dt, et parsuite DY f(x) [ puisque
0
la fonction continue y(«) ne s’annule pas], est, pour x constant, une

Sonction continue de o dans (— o, a,). On voit de plus, que la famille
des fonclions de « ainsi obtenue lorsque z reste dans un inter-
valle (a", a,), intéricur & celul dans lequel D f(x) est continue,
posséde I'égale continuité de Arzela ().

Ce résultat est encore valable pour a,= o0, si f est continue [n° 9.
On en déduit que I} f(x) a pour limite /(&) quand « tend vers zéro
par valeurs positives, ce qui n’esl pas immédiat comme la continuité
par rapport & o, pour « positif.

Remarquons enfin que si I'on suppose D seulement bornée, la
continuité peut n’avoir licu que pour « < «,. Elle est encore égale.
En effet D) o, < 2, est une fonction continue de x [n° 4].

16. L’étude précédente montre qu'il y a un lien trés étroit entre la
dérivation et 'opération :

o — 1 ”—:x— .
wz‘f(x)—y—(;;fot tg(a, £) dt;

mais il 0’y a pas identité.

(*) On peut méme démontrer que D(® f(«) est une fonction analytique de o.



FONCTIONS DE VARIABLES REELLES. 27

@Y f(z) fait intervenir seulement les valeurs de f a gauche de z;
ce ne pourrait donc étre qu'une dérivation a gauche. Or, il est facile
de montrer, par un exemple, que @Y peut avoir un sens en un point;
sans que la dérivée a gauche existe en ce point.

Prenons ¢« =—1. Soit f(x) une fonction continue représentée

dans (— I, — ;— » par un arc de courbe (C) dont les extrémités sont
alignées avec'origine, et dans les intervalles successifs (— 27!, —27%),
(—22, —27), ..., par les arcs (C,), (C,), ..., obtenus, & partir
de (C), par des homothétics de centre commun & 'origine, et de rap-
ports 27*, 27, .. .. Enfin on posera

S(o)y=o.

On a évidemment

f(=20)=2f(—10), [f(—b)=4f(—0).

Prenons
o(x, t)y =2 f(z—1t)—3 f(xz—2¢)+ f(z—4¢).

Les relations (10) sont vérifiées par r =1. On a
¢(0, t) =o.
L’intégrale f 17 o(o0, t)dt est donc convergente. Or, f n’a pas de
€

dérivée a gauche a 'origine.
Néanmoins; on peut affirmer que si la dérivée a gauche d’ordre
entier r existe en un point x, B f(x) est définie en ce point et égale
a f;”(x). Pourle démontrer, remarquons que, par hypothése, f/ admet,
dans un certain intervalle (x — A, ), A > 0, des dérivées conlinues
jusqu’a lordre »— 2 inclus, et une dérivée [0~ satisfaisant a la
relation
i LN —=0) — f1
t=0 —t

= fi"(x) (t>o0).

Posons

I: :f "oz, t)dt.
€
Cette intégrale s’écrit
g

P . » «
IE:ZC,-f t""“f(x—-/:lt)dt:s-"E /f,"C,f T f(e—et)de,
0 € o A,
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ou encore

r kp 4 P
I.— s—"z /f{C,-]é 7 f(r — et)yde +e" 2 k{Cif 1t f(a —er) dt.
0 ¢ 0

kp

Le dernier terme est nul, en vertu de (10). Il reste
L4 kp .
L= k;‘Cif et f(o—et)dt (V).
0 i

Transformons le coefficient de C;. Si e est assez petit, on peul inté-
grer r — 2 fois par parties, ce qui donne

p "2 P p—rag b
- ‘)r_ —1 e —2 |
i fk (=2 fU0) (@ — et) dt.
En portant dans I, il vient
r—2 . P
o= 2 %(/{,,e)‘"”fm(x — k,,s)Z/\-;c,-
0

+2 (TI')_' 2/., Culhiey ™+ fU) (@ — kye)

+(___rx)" —t _1Zkrcf (fUD (z—et) dt.

Le premicr terme est nul. Je vais montrer que le second tend vers
zéro. Pour cela écrivons-le

E—Z (—l) S_Iﬂf’v(e)

)4
pi(e) = Dk G f 9 (= hie).

(*) Observons, en passant, que Ic dépend uniquement des valeurs voisines du
point z, et & gauche, ce qui n’a pas lieu pour un indice non entier.
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#,(2) admet, dans (o, €) des dérivées, jusqu'a l'ordre r—j—1,
continues, sauf peut-étre pour la derniére. Ce sont

i z)——(—x)nZk“"c fUEm (2 —kit)  (n=o0, ..., r—j—1).

Ces dérivées sont nulles pour ¢ = o, en vertu des relations (10). On
a donc, d’aprés la formule de Taylor,

Er«j~1

P
by (&) = (— 1) DG (@ — kibye) (0 <8;<1),

(r—j—n!
0
Ce qui peut encore s’écrire

gr—j—1

I-"j(s):(—l)"_ji_“(,._/ By
P
car 2 k7' C;=o. Il vient alors

0

Zk’ G (@ — 86— [0 ()],

_ (=t co LT (5 — ki, 8) — £ ()
(r—-x)'zezk ki8¢

Le coefficient de 6, a pour limite
14
—-Ek;‘cifg‘>(x) =o.
[
J; tend donc bien vers zéro. Remarquons enfin que si »=1, ce terme

n’existe pas.
En définitive, 1l reste a chercher la limite du troisiéme terme

(_; 1)"_’ P hp
H,= — E k;-‘C,-e—if 2 fir-1(x —et) dt.
! - A

Pour évaluer, observons que si /=" est constante, H, est nul. En

effet,
P kp P
k;c,f rdi =¥ k' Ci— k7' Y A Ci=o. [(10)]
Sue [ eufurei
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On peut donc écrire

P 1,
H, — (=0 Ek,_.ci Ky f(r.“(w-—Et)_—f('—”(x)t—’dt.
r! : .
0 3

— et

S (2 —et) — fU 0 ()

Lorsque ¢ reste dans (4;, £,), le quotient —

tend uniformément vers /(). D’ou

r P '/'P
lim H, = (:,+) Zk;:cif fu(@). e de
P 5

(="

ri

=/§(@)
=(n).fP(@).

Ce qui achéve la démonstration.
On obtiendrait la méme proposition pour la dérivée a droite, en
considérant

P
2 ki Ci[log kp,— log k]
o

(—'l)" .

y(r) J,

g (x, — t)dt.

uons qu’il n’est pas possi éfini é-
A ce propos remarquons qu'il n’est pas possible de définir une opé
ration analogue & M'*, pour « non entier, qui soit une dérivation a
oite, sans faire intervenir les variables imaginaires. Cela tient 2
droite, sans faire intervenir 1 ables imaginaires. Cela tient a ce
que I'¥' n’est réel, pour « non entier, que six est au moins égal a «.

CHAPITRE II.

DIFFERENCES ET DERIVEES D'UNE FONCTION D'UNE VARIABLE REELLE.

IV. — Propriétés des différences.

17. Pratiquement le théoréme du n° 14 servira surtout 4 établir
I'existence des dérivées. Il sera d’une application immeédiate toutes les
fois qu’on aura pour ¢(z, t) une inégalité de la forme

]?(xr l)l§£(£)$
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e(z) désignant un infiniment petit d’ordre connu. Jusqu’ici nous
avons laissé aux fonctions associées ¢ (z) et ¢(x, t) toute leur
généralité, les démonstrations ne s’en trouvant pas compliquées. Nous
allons maintenant prendre pour ¢(x, ¢) une différence, ce qui per-
mettra, dans I'’hypothése précédente, de supposer la fonction seule-
ment bornée, et de mesurer aisément la continuité des dérivées. Nous
retrouverons, en la généralisant, une proposition obtenue par M. P.
Montel ('), comme conséquence des propriétés de ’approximation.
Enfin pour terminer I'étude des relations entre les différences et les
dérivées, nous donnerons, sous une forme un peu différente, un théo-

réme dt & M. LL.-E.-J. Brouwer (?).

18. L’ordre infinitésimal de la différence
Mf() =f@+ k)~ " (o n—in)+ T p(e v =R —

considérée comme fonction de 4, dépend de . Pour avoir une quantité
indépendante de cette varLable, il scra utile de généraliser la notion
dénommée par M. de la Vallée Poussin (*) module de continuité.

Je considéreral uniquement des fonctions définies et bornées dans 1'in-
tervalle (o, 1). Soit f() une Lelle fonction. Désignons par w,[¢, f(x)],
et plus briévement par w,(2), la limite supéricure de |A} /()| pour
I’ensemble des valeurs de x et de A satisfaisant aux conditions

o<x<i, o<z +nh<t,  |h|<A<L.
- - - - - n

C’est une fonction de ¢, positive, non décroissante et bornée, définie

. 1 , v . 1
dans I'intervalle (o, ;)- Pour les valeurs supérieures a — on posera

1
0, (0) = v, (-;) >

(') Mémoire cité, p. 163.
() Over differentie quotienten en differential quotienten (K. Ak. v.
Wetensch. te Amsterdam, juin 1908, p. 38-45).

() Legcons sur Uapproximation des fonctions d’une variable réelle,

p. 7 (Gauthier-Villars).
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w,[8, f ()] ne change évidemment pas, par la substitution (x|1 — x);

par suite, pour calculer w,, on pourra se borner aux valeurs positives
de A.

Si f(«) est continue, w,|c, f(«)] est son module de continuité.

19. L’étude des propriétés des fonctions w, demande quelques
calculs préliminaires.

A. Soit k un entier positif. On a

1 h—1
Wwf(@)= Y, ALf (@ -+ ik),

=0

1=hA— J=h 1 1k—1
A (@) =AMl X Af @+ i) =¥ ¥ AL ALf (@ + ih+jh),
=0 1=0 =0
c’est-a-dire
k—y j=A—}

At (@) = Z N Aif(a +ih+jh).

=0

De proche en proche, on obtient

y=k—1 13—=Ah—1 ty=h—1
Saf@= 3% e X Ak T ),
=0 1, =0 Ip=0
ou encore
i=(k—)n
A (@)= D) ALsbif(@+ ),
=0
en posant
A—1 A—1

1=k ~1in

2 Z 2z1‘+z,+ “”"—[l—i-— —+. +ZA-1 n— Z A”ka.

1=0

Les coefficients A} , sont tous positifs, et leur somme est égale a k".
Donc, st pour i=o, 1, ..., (k—1)n, |7}, f(x+ ih)]| reste inférieur ou
égala u, ona

[A%S () [ S km. e
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B. Calculons maintenant la différence A}, — 4" A}. Elle peut s’écrire

t=th—tjn J=1—1
N ALLARf (i) — AR F(@)] = X AL Y AR F(x - ).
1=0 l 7=0

Ce qui donne

1=(h—1in—1

wnSf(x)— L AR f(z) = 2 LaBRT flx + k),
en posant =

k(—1in 1=thk—1)n—1

2 A l+5+.. .+ 37 )= 2 B, 2.

=1

Les coefficients Bj,, sont tous positifs. Leur somme est la dérivée,
pour z=o, de [14s5+...4 3" ']", elle est égale a n (k2 1) et
Doflc, st pouri=o0, 1, ..., (k— O)n—1, |A;"" f(x+Th)| reste infé-
rieur ou égal avy, ona

| Afaf () — kv Agp(ay | < LA

k"y

C. Solent enfin w(?) une fonction positive, non décroissante et
bornée dans (o0, + ), et r, a, k des constantes positives, la derniére
supérieure & I'unité. Nous allons évaluer une limite supérieure de la
somme

Zk”w(alr') (n et p enliers quelconques, n > p).

p+1

On peut écrire
k“w(a/{"‘):f Mo (ah—Hdu < B [ k'tw(ah=*) du.
1—1 -y

11 vient alors

?< / k'“w(ak ") du.

P+

Le changement de variable, ak~“=1, donne enfin

" s ak—p
(16) 2/\“«)((1/\"')<a' lo/\gﬁf "V w(t)dt.
ak—n
P+t
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De la méme maniére, on aurait

n—
1 _— ak—p

. k
(17) Zkrfm(ak—1)> a’m - (L) dt.

»
On voit que la série Zk"‘w(ak"i) et I'intégrale f "' w(t)dtsont
0

convergentes ou divergentes en méme temps.

De la convergence de l'intégrale précédente, il résulte que le
quotient ¢~"w(8) est infiniment petit avec ¢. En effet, soit ¢ 'entier
défini par les inégalités

k—1—1<d < k9,
Ona

3" w ()L ha+rgy (k—1) < /grz kriw (k=)

q
-—~k” fk_”‘t—r-t (tydt< e e
< logk J, ® logh J,

Ce qui donne, en prenant 4*= 2,

(:8) a~r~w(a)<fo";;f- rrto()de (V).

20. Nous pouvons maintenant étudier les propriétés des fonc-

tions w,[ ¢, f(x)].

(*) Il faut remarquer que si I'on ne suppose pas w(¢) non décroissante, I'inté-
grale peut converger, sans que 3w (d) tende vers zéro ou méme reste borné.
Pour le voir, prenons, par exemple,

w(t)=1t"+1(2),

ol Y (¢) est définie de la maniére suivante : dans (2=, 2~), n=o, 1, ...,
G (¢)=r1 sauf sur un intervalle partiel, placé au milieu, de longueur 2=, ou
la fonction est représentée par les cotés d'un triangle isoscéle, dont le sommet

est sur la courbe 1 4 ¢-2,
2—n
. 5 .
ty(t) n'est pas borné. D’autre part u{;(t)a’t:s—) 27", ce qui prouve la
2——"—1

convergence de I'intégrale.
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Soit £ un nombre naturel. Si /cb"g%, on a, quel que soit | 4|<3,

AR f(2) | S k" .max | A f(x +ih) | Sk*.w.(8)  [n°19, A]
D’ou 'on déduit
wn (k) Skt . w™(9).
. 1
Si k6>~ ona

w, (kd) = c.)n<%>_<__ ko, (Exﬁ>§ k*w,.(9).

La relation précédente est donc générale.

Soient &' un nombre positif non entier, £ — 1 sa partie entiére. On
peut écrire
wn(k'0) S0, (k) S A w,(0) < (K +1)"w,(9),
wp(k'0) < (K 4+ 1) w,(0).

Cetteinégalité est vérifiée a fortiori si k' est entier. Faisons-y k'c =1,
il viendra
wn(1) < (1+498)".07"w,(3).

D’ou il résulte que w,(8) ne peut étre d’ordre supérieur a n sans étre
identiquement nul. Nous verrons plus loin (n° 29), que f(x) se réduit
alors a un polynome de degré n — 1 au plus.

On voit que si 87w, (3) est borné, w,(3) est exactement d’ovdre n.
Il est d’ailleurs facile de montrer que, dans ce cas, 6" w,(d) tend infé-
rieurement vers une limite bien déterminée.

21. On a évidemment w,.,(6)<2w,(3). Je vais montrer que,
inversement, on peut borner w,(8) au moyen de w,.,(d) et du module
maximum M de f(x), et plus généralement de w,(3), n > r.

Soit 0 << £<8. Ona[n° 19, B]

. . . r . .
I q—(i+1)r g‘*—ihf(-”) —_ 2_”.A£‘]lf(x) | g ; 2=, (2’6).

D’ou, en faisant i=o, 1, ..., p—1, et en ajoutant,

r—1 0
| 2P A f(2) — 5 f(@) |2 20,0 (370) =2 ) 2ty (249).

[} —p+1
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Ce qui donne, d’aprés (16),
a1 2p8
| i f (@) [ €247 | M f (@) |+ ot [ (o) d
B

loga

Cette inégalité est valable pour p2o, a condition que z + r2/2 ne
surpasse pas 1. Déterminons 'entier p par les inégalités

A ro St — o < 2P+ Q.
On a alors
2rd
1—x

11—z 1
<

‘).—P"<< <1

~

\ P

)’ 270<
D’autre part |A},, f(x)]|est au plus égal a 2’ M. Il vient donc
4,- r , ror—1 . 1 S

— Mar+ longJ; t W, (2) de,

~ 1—x . . , .
avec 6S ——; car p est au moins égal a o.

8l <(

il est facile d’obtenir une relation indépendante de x. Sup-

1 N I
posons oSx < -» on aura pour 6 < —,
- =2 —2r

.. s A, T2
| A%/ ()| <(8r)"M.o"+ Toga ° f; .
En posant f,(x) = f(1 — &), on aurait dans les mémes conditions
[ ) )
la méme inégalité pour f,, Mais
|ALfi(z) | =| Ay fO1—a —rh)|.
Or, si - < @<1, 1— x — rh est inférieur & L.
2 - 2

l.a relation précédente a donc lieu pour o S <1. Il en résulte I'iné-
galité

w,(9) < 6’.[(8")"M + e f T ore (8) dl] )
3

loga
. - I
valable sio< ~.
= ar

On se débarrasse facilement de cette derniére restriction. Sup-
posons 8 S1. On a

o

@,(9) g(zr)"wr(;?»)'
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Ce qui donne en appliquant a (o,.(—2—r> la limitation précédente,

0g2

vor-1 1
wr(8) < 6"[(8r)"M -+ ’12— f z—r—im,.ﬂ(e)dc].
3

7

~ . R . A ~
Faisons le changement de variable t‘ 5, In remarquant que

f () dEe < 2"""Mf =iy = 2t M,
1 1

r

nous obtiendrons, en définitive,

S
[I7AN
—
N’

w(0) < A(r).a’[M _‘_f’t "‘—‘m,,.,,,({)dt] (
(19) ' ’

( avec A(I‘)<(l+@)(8l‘)".

37

Il est aisé maintenant d’avoir, de proche en proche, unc limitation

en fonction de w,(s). On a .

1 1 1 1
f l""o)r+,(t)d£<A(1'+l)[Mf dt +f dt[ u""'-’w,.,v_,(u)du].
B & [ Ji

Si, dans la derniéreintégrale, on intervertit I’ordre des intégrations,

il vient
1 ol sl
f u"-r—zw,.+z(u)du/ dt <j Uty (@) du.
5 3 s

En portant dans (19) on obtient
w,(0) < A(r).é"%M ~+ A(r +1) [M +f t—r—1 w,.+,(t)dt] !
5 \

<[t+A(r)]|t+A(r+1)].0" [M —i—‘/; l""to,_,_,(t)dt].

On apercoit la relation générale

n-—1

w0 (8) < HL‘ + A(D)].6 [M +[ t'—"--'o)n(t)dt],
[
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dont la vérification est immédiate. En définitive, on peut écrire

-

N 1w, () dt|,

(20) w,(0) <<B(n).0 [M+£ t W, () ]
r=i1,2, ...,n—1; 0<1;

ou l'on a posé

B(n):H[x+A(z')].

Un calcul facile donne

B(n) < (2, 5)"1.(8n)7.
22. Sidans (20) on fail r =1, il,vient
w1(5)<B(n).6[M +fl£‘2wn(t)dtJ.

D’ou il résulte que st w,(0) tend vers séro avec 5, f(x) est continue
dans (0,1). On a, en effet,

[
[

1 i 1
ft—zcon(t)dt_f_(o,,(l) fz—=dz<a‘-’.m,,(1);

1
2

i

e wn(t) dt§ wn(aé)fayt—z dt << 0! .&)n(a'%’)v
8

~ no
0 o*

8/‘1< m,,(a%) “+ 6%&)”(1).
8

De la relation (20) on peut encore tirer un résultat intéressant
relativement 4 la maniére dont varie I'ordre de w,(3) avec n.

et, par suite,

(8
(%;—), (r<n),

S’tl existe un nombre positif e, tel que le quotient

sott borné, w, (8) est nécessairement d’ordre r.

Pour le démontrer, il suffit de remarquer que d'unc égalité de la

forme w,(6) < k.3%, ou a est un nombre positif non entier la rela-
tion (20) permet de déduire

w,(0) < k.o% ou w,(0) < k.o,
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suivant que « est inférieur ou supérieur a r. (La lettre £ désigne
indifféremment toute quantité indépendantede 8. )

Il résulte de 'hypothése que w,(8) est au moins d’ordre ¢, par suite
aussi ,(8). Alors ®,(8) est au moins dordre 2¢, par suite
aussi ©,(0), .... On finira par trouver pour w,(8) un ordre supérieur
a r, sans jamais ’égaler, si 'on suppose, comme c’est évidemment
possible, que e n’est pas une partie aliquote de . On arrivera donc &

w-0) << k.d".

23. Dans les applications on n’aura pas toujours w,(¢) mais une
inégalité de la forme

| A5 f(2)[<e(9).
Si e(3) est non décroissante, on a nécessairement
wn(0)Se(d).

En effet, soit v un nombre positif, aussi petit qu'on veut. Etant
donné 8, on peut trouver des valeurs de x et de h, avec o < <8,
telles que | Ay /()| surpasse w,(6) — 7. Or on a
: [A% f(x)|Se(h)<e(d),
d’ou

0, (0) <e(d)+m. C. Q. F. D.

24. Pour terminer 1'étude des fonctions w,[3, f(x)], je vais donner
une proposition qui nous sera indispensable pour l'extension des
résultat de ce Chapitre aux fonctions de plusieurs variables.

11 s’agit d*évaluer le module maximum de f(x) uniqguement en fonc-
tion de w,[8, f(x)], sachant que la fonction s’annule, dans (o,1), sur
un ensemble de n points. 11 suffira d’ailleurs de considérer des points
équidistants, comprenant o et 1.

I . IN £t N
—— 2 /=g, et désignons par £,(¢,), la plus grande des

valeurs de |A; f(J 8,) |, o1 j est un entier positif ou nul tel que

Posons

JOp+ ndp<i.
On a, évidemment,
Szr(ap) g’”r(ap)
Q,(d) =0
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Par un calcul analogue & celui du n° 21, je vais évaluer Q, en fonc-
tion de Q,,.

Etablissons d’abord une formule de récurrence. Comme dans le
calcul cité, on pourra se borner a la premiére moitié de I'intervalle;
c¢’est-a-dire supposer

J 8,< é ’
ce qui donne
JE(n—1)a2rt,

On voit alors que j peut se meltre sous la forme

J = 2P T P T Oy g2+ O,

ot les & sont des entiers inférieurs a 7. (Si 'on distingue par v le nombre

pair égal & n—1 ou & n, «, est le reste de la division de j par v, «,_,
— a,
2

celui de la division de’-

par v, et ainsi de suite.) Dans ces condi-

tions, on a
JOp==ot; 01 Aty Qg+ ..+ ap Op.

Posons enfin
— — — S
Zo:= o0, x,= o, 0y, ceey Xp=Xp_y—+ &, 0,,
et évaluons la différence

®;= 070y A, fl@iy) — 67" Mg, f(z))
2" 87 [ A, f(@iey) — 27 Db, fl@ia) |+ 07| A, f(@iy) — Af, f(2)];
x;—, est un multiple entier de ¢,. e module du premier terme cst done
[n° 49, B au plus égal & '; g; "Qr'(2,). D’autre part, comme
xi= 2;_+ a;8i,

le module du second est au plus égal a

oAy 6:1‘ 9,.,,_, (61) g (Il —_— l) 67"9,.._,_,(6[).
On a donc
|®,] < <’5 A ;) 07" Qs (8)).
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Mais
p
_ 1
6‘0_, Aé«»f(xo) - 6/” Aau f(xp) =2©‘
1

et
A5, () = Q,(8,) =o.
11 vient done

2N AT =2 o Y o 2
Q(8p) § =85 D67 Qi (8,).

............................

Ce qui donne

2 2

r 2
N 27— 1 21 O L, R
Q,(8,)< 3,,26,*20,-&23(0,):
1 1
s s . : , .
c¢’est-a-dire, en intervertissant 'ordre des somimations :
4

P
2R — 1 27 ¢ O A, A LN\
86 271 25, B 0,00, Do
J

1

Or

” v
1 2
E 0= — 22—t 2 =20,.
n—i n—:1
J

On obtient donc
'3
Q,(8,) < é(zn —1)(2n) 3, 3,87 (3,).
1
On apercoit la relation générale

Q,(8,) < %(zn—l)(m). c(2nr—3)8, 3819, (3),
1

M.
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dont la vérification est immédiate. En définitive, il vient

y)
Q,(8,) < é(zn—— D(2n). .. (3n—3) 3, 33 R,(3).

U'n calcul facile donne
(2n—1)(2n)...3n—3)<1,3[2,5 x (n—1)]* .

Soit maintenant x une valeur quelconque de (o,1). Ecrivons la
partie fractionnaire de (n — 1) dans le systéme de base 2. On aura

h
n—u

IV A

+ By 01+ BeOs+.. .,

ou A est enlier, et les 3 sont égaux & o ou 1. Si f est continue on peut
écrire

(=7 (25) = s Yo,
1

ou encore
N » P
A2 1< 22025 (n— )P D18, 30! 24(8).
1 1
D’oti, en remplacant Q.(2,) par ®,(2,), qui lui est supérieur, et en
mtervertissant I’ordre des sommations :

| /(@)1 <1,3[2,5X (n = )] D wa(3).

Si enfin on suppose convergente l'inlégrale /\t“' w,(t)dt, f est
Jo
continue [ n> 49, C, et 22], et, d’apreés (16), on a
1

—_

n—1
[ flx)|<1,3[2,5 < (n—1)]"! lo; n _I_ 1] ' w,(t)dt.
[

Les calculs supposent n>1. Sin=1o0na
| f(z)| <o (1),

pourvu que f's’annule en un point. Ce qui donne, d’aprés (18),

2 1 1
2 — 2 [, L
.,‘”(a:)|<]0{_;2f0 t 0)1(t)dt_log2[z wl(zz‘,)dt<l foz w(¢)de.

0g2
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Dans tous les cas on peut écrire

1
| f@) | <Cm) [ e wn(e) e
0
(21) avec (r21),
Cin)< 3(2,5)" nn—2

sous la seule condition que f(x) s’annule sur l'ensemble &, des n points
équidistants ayant pour extrémes les porntsoet1. Sin=1, &, comprend
un seul point, d’ailleurs quelconque.

Gréace a I'identité de Lagrange, on étend facilement la proposition

a un ensemble quelconque. On obtient alors le théoréme suivant, dont
nous n’aurons pas a faire usage :

St f(x) s’annule sur un ensemble de n points distincts ou non, Uordre
de chacun d’eux étant au plus égal a p, on a

1
| flz) ] < Ef P w,(t)dt,

ot K désigne une constante qui dépend seulement de l'ensemble ().

V. — Existence et continuité des dérivées.

25. Nous allons chercher 4 déduire de la connaissance de
w8, f(z)]
le plus de renseignements possible sur les dérivées de /().
Supposons convergente I'intégrale f " w, () dt, « < n.
S(x) est continue [n* 19, C, et 220] D’autre part, en prenant :
Y(t) =et(1—e )"

o(z, t):f(x—z)—f:-f(x—zz)—a- n—(nz—!_—')f(x—-Bt)——...,

(') Lorsque l'ensemble contient des points multiples, .la démonstration fait
intervenir les résultats du n° 28.
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on peut appliquer le théoréme du n®14. [J.a convergence est non
seulement uniforme, mais absolue.] Par suite, f(x) admet des déri-
vées continues, jusqu'a lordre o-inclus, pour o < x<1. La substitu-
uon & |1 — « permet d’aller jusqu’a l'origine, en ce qui concerne les
dérivées entiéres. Nous verrons [n° 28] comment on peut prolonger f
de maniére & assurer aussi la continuité des autres en ce point.

26. La condition précédente n'est pas, nous le savons | n® 14}, une
condition nccessaire. Néanmoins si elle n’est pas vérifiée, c’est-a-dire
s167%w,(¢) est un infiniment petit d’ordre insuffisant pour assurer la
convergence de 'intégrale /‘t"“”'m,,(t) dt, la dérivée d’ordre « peut

ne pas exister. Je vais le montrer par un excmple, qui nous fera voir
également, que I'ordre fourni pour w,(2), par la relation (20), peut
étre atteint.

Soit e(¢) une fonction positive non décroissante. Considérons la
fonclion continue

f(x) :Z 27'eg(27¢)sin2'x

el évaluons w, |2, f(x)] et ws| s, f(x)].

On a, quel que soit 0 < h<s,
| A, f(z)]|<dmax 4 2"1 +2|i )
h = dx

1 n+1

d’on

o),(a)géze(Q—’) +ae(2" ')22—'.

n+1
Ce qui doune, en utilisant I'inégalité (106),

m|(5)§ 0 f' t lE(l) dt + 4.2_"—l€(2_"‘1),

log2

n

Si maintenant on détermine n par les inégalités

- by —
o~ N l§0<2 n,
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il vient

1
0y (8).< l—o%'i fa ety de+ 4 d¢(9).

On voit immédiatement que le premier terme du second membre est
infiniment grand par rapport au second. Je vais montrer que w,(2)
est effectivement de 'ordre de ce premier terme. Formons :

J(3) = flo) == f(8) =8 D e(a~) (2 3) " sin2t 8 + .

n+1

Si n est déterminé comme précédemment, on a dans la premiére
somme
. . I
(2¢0)'sin(2!d) 2sin1 > 5

[l vient donc
n 6 n
33> 5 2
1 1

et, d’aprés (17) :

nw ) 2 ) ;
— —1
0 2 > SToss Togs f— 1: s(t)dt>2|0g2‘/a‘t e(¢)de.
: 2

®

>

n+41
I’ordre annoncé.

Pour w,(¢), on écrira

Comme est comparable & s¢(¢), on voit que «,(2) est bien de

n
i)

4z
dx? 2

1

»

>

n-41

| A} f(z) <62 max

+ 4 (o << R 9),

d’oti I'on déduira, comme précédemment :

1
02(3) < l:gzaZfs -t e(0) dt+ 88 £(3).

Ceci posé, prenons pour ¢(¢) un infiniment petit faisant diverger

l'intégrale ft“' e(t)de. Alors 5" | f(¢)— f(0)] est infiniment grand;

0
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f(«) admet donc une dérivée infinie, a D'origine, et par suitc aussi
en tout point j2~'x, 7 et j désignant des entiers. D’autre part, on voit
comme au n° 22 que ¢~' w,(¢) tend vers zéro.

Prenons maintenant e(¢) =1.

w,(3) est de 'ordre de@logs, ce qui est bien I’ordre fourni par (20),
en prenant w,< A. ¢, inégalité & laquelle se réduit la précédente
Sle=1I.

27. Revenons a 'hypothése du n°23. La dérivé /= (x) =D f(x)
est donnée par la relation

f‘“’(z)/ tote~l(1— e t)rdt
0

= ”t"““’[f(x———t)—C’,If(x—~2t)+...]dt *).

0
On aurail pu prendre aussi bien
Y(t) = (1— e*)1— (1 — e=2¢)",

ce qui aurait conduit a

Fo@) [ = ey — et de
:f £o-1[A", f(a) — Aty f()] dt.

On peut séparer les deux intégrales. Mais

®

f o (1 — ety dt —= 2°‘f 2t (1 —e ) dt,
Al ] 0

J et AL, f(z) dt =2 f ot AL f(z)dt.
0

I

I1 vient alors, en divisant les deux membres par (1 — 2%) :

(22) f(a)(x)fmt—aq(‘_e‘z)n dt:fwt—“" A", f(x)dt.

(') f est prolongée par zéro a gauche de I'origine.
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Par exemple, si n =2, 2 =1, la formule devient

fila)= f A f(@) — 2 f(z — t) + flx —at)]dt,

2log2

etsin=1,a<1:

4

(23) rere) = gt [ L@ — Sz — 0]

(1—a)

28. Occupons-nous maintenant de la continuité a l'origine des
dérivées non entiéres. Il va falloir, pour cela, évaluer le module de
continuité des dérivés ordinaires.

Observons d’abord qu'on peut supposer n—1Sa<n. Soit, cn
effet, r la partie entiére de «. Il s’agil de montrer la convergence de

I'intégrale fz—“*'w,_,_,(t) dt.
On a, d’apreés (20) :
- 1
0 w4 (8) < B(n) e lM+f u““":wn(u)du] :

I suffit d’établir que

1 1
f v dtf Wt o, (u) du
& ¢

reste borné. Or, en intervertissant ’ordre des intégrations, il vient :

1

1 w 1
-—p—2 71— —%—1
»[a u wn(u)du‘/; t dt</————'+l—a\/6‘ ¢ w, (L) dt.

Supposons donc n=r—+ 1. f'(x) étant continue, on a

f () = lim - As f(x).
d=0

D’autre part le n° 19, B, permet d’écrire

(20" 83 f(@)— 37 88 f(2) | £ 2377 0,0 (9).

7 e . ) N —
Dans cette inégalité remplagons successivement 3 par 27'8, 2725, ...



48 A. MARCHAUD.

et ajoutons. Il viendra

®

|67 85 (@) — £ (@) [$ 287 P ot w1 (a775).
1
On obtient de méme :

o

|6 88 fla +8) — O (@ + )| L5 Do 0, (2 9).

1
On en déduit :
[ O (@ +8) — f ()| <07 wps(8) + 1 6—’22"w,+,(2~‘6)§r6—’2;

1 0
c’est-a-dire, en utilisant (16),

P

20
" — (g 727 -1,
0@+ 0= O @) < ot [ ey ae

Cetle relation est valable si &+ »+ 12<1. La substitution x |1 — 2

montre qu'il en est de méme si 0<x — r+16. Mais lorsque ¢ est au

plus égal & ————1"une ou I'auire de ces conditions est satisfaite. On
\

1
-+ 1)
a donc )
ra” :
w1 6 f<r>(x)]<—f L, (8 de
’ logz A 14 b

puisque le second membre croit avec c.

On se débarrasse de la restriction ¢ < ?(—rl———_l_l) en opérant comme au
n® 21. Un calcul facile donne
3
(24) w,[ﬁ,f"’(x)]<6r’2’f Lt wey () dt.

0

Considérons maintenant /. La différence
r
—_ xl
F(@) = f(@) =35 [ (0)
o
admet des dérivées entiéres continues jusqu'a l'ordre r, nulles a I'ori-

gine. Je dis que x—*f(x) cst infiniment petit avec x. Il suffit de
montrer que x'~* /) (z) lest.
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wr=2 |70 (@) |= 27| f0 (2) — S (o) |
< 6r2ar x"“\/“ T @ () de,

L]

. ©
x| (2)| < 6r? zrf %1 w4, (8) dt.
0

Et cette derniére intégrale tend vers zéro.

D’autre part, w,,,[0, f(x)] est évidemment égal & w,,,[8, f(x)].
Par suite [n° 12], la dérivée D® f(z) est continue dans tout (0,1).

Si maintenant on prolonge f(«), a gauche de I'origine par le poly-

t

i ZE g
nome Z 71/ @y OD aura :
- i

r

D& f(#) =D F (@) + D& ¥ T fil
0

[carj_f =0, pour <0 |. Ce qui montre que la déricéc d’ordre o, prise
avec a = — 1, estcontinue danstout (o, 1), lorsque f est convenablement
prolongée.

29. En résumé, on a le théoréme suivant :

Soit f(x) une fonction bornée dans (o, 1). St l'intégrale

fl‘“"w,,(t)dt

converge, la_fonction admet, dans tout l'tntervalle, des dérivées continues
Jusqu’a Uordre o inclus. Si t—*w,(t) est supposé seulement infiniment
petit, la dérivée d’ordre « peut ne pas exuster.

Nous n’avons pas, dans cet énoncé, reproduit la restriction x < n.
Elle est, en effet, inutile. Sil’on avait « 2 n, il résulterait de ’hypothése
que w,(8)=o0 [n>* 19, C, et 20]. En prenamt r = n — 1, on déduirait
alors de (24) que f () seréduit a un polynome de degré n — r au plus.

M. P. Montel (') a démontré que si le quotient 5-*w,(3) reste

() Mémceire cité, p..183.
M. 7
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borné, les dérivées d’ordre inférieur & « existent et sont continues a
Pintérieur de l'intervalle. D’autre part, M. H. Weyl (') a établi la
méme proposition pour n = 1. La méthode de M. P. Montel utilise
les propriétés des polynomes d’approximation : c’est pourquoi elle
ne permet pas de conclure pour les bornes de l'intervalle; celle de
M. H. Weyl est directe, et revient au fond & metire la dérivée sous la
forme (23); elle vaut pour tout l'intervalle.
Du théoréme précédent et du n° 20, on déduit le corollaire :

- ooy On(8) . o5 né ,
St le quotient 0, (8’ [r<n,e>o0] reste borné, f(x) admet toutes

les dérivées continues d’ordre inférieur a r+ c.
Enfin, une conséquence immédiate de la relation (24) est la suivante :

St 67"w,(0) reste borné, la dérivée f—"(x) salisfait @ une con-
dition de Lipschitz d’ordre 1, alors, d’aprés un théoréme de M. Lebesgue,
la dérivée [ (x) existe presque partout.

30. Jevais compléter le théoréme, en évaluant le module maximum
et le module de continuité de la dérivée D /(). Il sera commode de
passer par I'intermédiaire du cas ot l'on a « <1.

Supposons convergente l’intégrale/t—“*' w,(t)dt. On a
<0

24

DEF (@) = g | P @) —Fle— o]
0

(1—a)
¢*w, (8) est infiniment petit[n° 19, C], par suite

2= f(z) = x~*[ f(z) — f(0)]

tend vers zéro avec . La relation précédente est donc valable dans
tout (0, 1) [n> 12 et 27].

Remarquons que, dans I'intervalle (— o0, 1—0), IAg]’(w)l est au
plus égal & w (3). Clest évident lorsque.x et x + ¢ sont d’'un méme
coté de l'origine. Dans le cas contraire, on a

[AL f ()| =F(x+ 8)|Swi (2 + 8) <wy ()

(*) Bemerkungen zum Begriff des Differentialquotienten gebrockener
Ordnung (Vierteljahrsschrift in Zirich, 1917, p. 297-302).
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On déduit alors de I'expression de la dérivée

3

[AsDE® f(2)| < r(_lf—T) [zfo t—a—im,(e)dz+2fa z—«-—lw,(a)dc],

et, a fortiort,

-8
(25) lAéDi)“’f(x>|<z[af t'“”’wi(l)dt—l—ﬁ—“mi(é)].
Cette relation peut se simplifier. On a [(18)]

~

a+1 28 o
0%, (9) < l%r—if e ORES 2 f oy, (2t) dt
e} 0 0

082

~

4 20
< / %16, (t) dt.
0

log2

IA&D&%}7<w>i<z(n+—"—>f 1, (0)

et, le second membre étant croissant avec 3,

)

(26) w3, Dg,wf(x>]<14[ e (O de (a<1).

0

Passons maintenant au cas général.
On a, puisque z—* f(x) tend vers zéro,

D f (@) =D f) () [n° 4]

Appliquons 4 cette derniére dérivée I'inégalité (25). 11 vient
8DPF ()| <2 amr) [ 02 L 7@ e e [5, T (]
Comme J ¥ () = £ () — /")(0), on a (24)
[ ¢, f ()] <61"2”‘[lu‘"—" @ () du.

1
a"—“wil—a; o (1’)] < 6r22’f U@, (u) du.
0
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D’ou

¢ 8 t
(a—r)f <6r’2"(o<—r)f z"““—’dtf u "W (u) du
[ 0 0

3 3
= 6r:a(a— r)f a""’w,._,_,(u)duf tr—e—t d¢
. 0 0
o
< 61”2"[ U@y (u) du,
0
ce qui donne, en définitive,

(27) oil8, DT @) ] <abrtar [ et (0 at

]

Comme Dy f () s’annule & 'origine, on a aussi

- 1
(28) D7 (@) | <abrie [ oo d

31. En résumé, on voit que si 'on pose

pla) =14 + 24a%2%,
on a, dans tous les cas,

3
(29) oi[8, D ()] < pla) [ e (1) ey
0
1
(30) ]Dg“’f(x)]<p(oc)f %, () dt,
0
ou r désigne la partie entiére de o, & condition que f et ses dérivées
entiéres d’ordre au plus égal a o s’annulent a ["origine.

De plus
Sf(z2)=1¢D§ f(=x).

Dans le cas ot I'on connaitrait seulement w, (n>>r- 1), ces rela-
tions et (20) fourniraient les limites. On obtiendrait

8
{0, D f(2)] < pu(n, a)[M 6"+‘“°‘+f t—“—’m,;(t)dt] ,
| D f(x) | < pu(n, @) [M +f1t—°=—tm,l(t)dt] ,

i, (n, o) désignant une fonction de n el « seuls.
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32. Je vais compléter cette étude par une proposition réciproque :
chercher 1'ordre minimum de ,,, dans ’hypothése ou la fonction
donnée admet une dérivée d’ordre « soit bornée, soit continue. Pour
simplifier, je supposerai les dérivées D™ f(z) (oSa'Sa), nulles a
l'origine. Ceci revient a retrancher de f(«) une expression indéfini-
ment dérivable pour > o [n° 4]. On aura alors

f@) =1¢ D f(),
[ (2) =D /() =Dg= " ().

Supposons d’abord f®(x) bornée, et soit M, son module maximum.
Dans le cas ol « =r, on déduit de I'identité

x+8 tr+0 t,+8
Agf(x):f dt,f dtpy... Tty de,,
x 1, t

2

®ra[0, f(2)]£2M,67.

Lorsque o n’est pas entier, il est commode de passer par le cas
intermédiaire 7 = o. On a alors

31) flz+9d)—f(x)= I%a){_/; [(z 40— t?a—aﬂ_(x—t)a—l]f(ﬁ)(t)dt
+f (x+6—t)°""f(°"(t)dt}.
Le module de la premiére intégrale est au plus égal a
Maf.)‘[(x—t)“”-—(x-l-&— £)*—1] de
R S AT
celui de la seconde a
x+8
Maf (240 — )%t de = %‘[(m—{» 3 — ) ]5 = %aa.

I1 vient donc

w8, flz)]< ﬁ%a«« 4 My 0%,
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Supposons maintenant 3£ 0. On a

x+8 t.+90 t;+6
(32)  AF' f(=) :f dt,f dt,_y.. / (£ (6 + 8) — f0) () dty.
z &b A
Mais
SN &) =D f (x).
On obtient alors, d’aprés ce qui précéde,
| SO (84 08) — f(4) | < b Mg 0%,
d’ou enfin
“)r+|[67 f(x)] < 4 Mg 9%,
Relation vérifiée a fortiori si o = r.
33. Il nous reste a traiter le cas o /*(x) est continue. Soit ¢(¢)

son module de continuité.
Si o= r, on tire de (32)

wr[3, f(@)]<8e(d).

Passons au cas 7= o, qui servira, comme plus haut, a traiter le cas
général.
Le changement de variable zj — ¢ donne, a partir de (31),

(o) A f(z) _—_fl [(t+ )1 —a1] f@) (z— 1) dt +fa (t+ d)*1t flalz—1) dt.
0 —

Remplagons @ par « + ¢. Il viendra
T(x) A} f(z +0)
x+8 0
:f [(t+0)r—'—¢> ‘]f(“?(x—i-a—t)dt—l—-f (L4 0)* 1 fla) (2 43 —2) dt.
[ —3
En retranchant, on obtient
() A§f(x) :fr [(t+ 0)— 1 — 1] [f¥ 2z + 0 —¢t) — fi¥(x—1¢)]dt

z+0
-!—f [(t40)—t— 2] fO (2 + & — ¢) dt

+fo(‘+6)“"‘[f‘°"(w+3—t)—f‘“’(w——t)]dl-
.}
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Dans la seconde intégrale,  + ¢ — ¢ reste compris entre o et d.
Comme/® (o) est nul | /(@ -+ & — t)] est au plus égal a(3). Ona
donc

x+8 0
|1‘(0()A§f(‘z)|<s(¢3)g\fo [t"“i-—-(t—i-t3)"““](1t-I--'/_\a(t-’.-6)°“‘1 dt}

= s—(? 3 20— [(z+20) (2 + 0] | < 24D o,

) o

D’ou I’on tire
0
ws[8, f(2)] < :lf((a)) 8% < 3% ¢(9).

En raisonnant comme plus haut, on arrive, dans le cas général, a
(34) w,42[ 0, f(2)] < 46%e(9).

Lorsque « est différent de 7, on ne peut espérer avoir une inégalité

de la forme
0121 (8) < k3% €(3).

s

Car f©®(x) peut satisfaire a une condition de Lipschitz d’ordre
supérieur a 71— a, ce qui conduirait & un ordre plus grand que
7~ 1 pour w,.,.

On peut montrer cependant que 6~*w,,,(¢) est infiniment petit
avec 0. La relation (20) donne

0t (0) < B(r+2)0+! [M +fiz-r—2l.t°‘e(z)o't] .
B
Il s’agit d’établir que
6'+1—°°f1 1*-r-2eg(t) de
5
tend vers zéro avec o. Posons
r+1—o=2_3,

B est positif. Comme ¢(¢) est non décroissante, on peut écrire

flrﬁ—ie(z)dt:[62¢~ﬁ—1e(t)dt+f; t—ﬁ—’e(t)dt<e(6"l)6%#~&—c‘:(1)6B .
3 8 &

wlw
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