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PREMIERE THESE

SUR UNE

GENERALISATION DES CORRESPONDANCES PONCTUELLES
QUI KTABLISSENT L’APPLICABILITE PROJECTIVE

M. LUCIEN FERAUD

Ancien Eléve de I'Ecole Normale Superieure

INTRODUCTION

1. Le probléme de I'applicabilité projective a été formulé et étudié pour
la premiére fois par M. FUBINI dans son mémoire : « Applicabilita proiettiva
di due superficie » paru dans les Rendiconti del circolo matematico di
Palermo, t. XLI, 1916. M. CARTAN dans les Annales de I'Ecole Normale,
t. XXXVIII, 1920, a repris la question, montré en particulier 'existence de
surfaces projectivement applicables non identiques, et obtenu leur degré de
généralité. Ce probléme a été ensuite naturellement étendu a des variétés
a p dimensions d’un espace & n dimensions et l'on a été également amené
4 considérer non seulement l'application du second ordre mais des appli-
cations d’ordre quelconque 4. Nous empruntons & M. Cartan {') I'énoncé du
probléme général de la déformation projective anquel on a été ainsi conduit.

(!) Sur le probleme général de la déformation. Comptes rendus du Congrés Interna-
tional de Strasbourg, sept. 1920
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Deux variétés a p dimensions s et S d’un espace projectif & » dimensions
sont dites déformées l'une de l'autre d’ordre / silon peut établir entre ces
variétés une correspondance ponctuelle telle que deux morceaux infiniment
petits correspondants des deux variétés puissent étre amenés en comncidence,
aux infiniment petits prés d’ordre 2 -+ 1, par un déplacement projectif con-
venablement choisi (et variable avec le morceau considéré).

Nous pouvons dire qu’aprés le déplacement les deux surfaces ont aux
points homologues amenés en comcidence une application d’ ordre h ou encore
un contact analytique dordre h en employant le langage de M. Fubini. Ce
dernier réserve le nom de conzact géométrigue a celui qui se définit tout natu-
rellement [par 1'égalité des termes jusqu'a 'ordre A dansle développement
de z == f(xy) p. ex.] et que nous appellerons simplement contact car il ne
risquera pas d’étre confondu avec application (*).

2. Le probléme que nous avons étudié peut d’abord étre considéré comme
une généralisation de celui de I'applicabilité projective. Nous verrons plus loin
qu’on peut encore le rattacher a un probleme plus ancien. Nous nous sommes
imposés d'avoir, aux points homologues amenés en coincidence, non seulement
une application d'un certain ordrc 4 mais encore un contact d’'un ordre 4.
De la maniére la plus générale nous considérerons des couples (s, S) de variétés
@ p dimensions d'un espace & n dimensions entre lesquelles on pourra établir
une correspondance ponctuelle permettant par un déplacement projectif con-
venablement choist d'amener un point A quelcongue de S sur son homologue a
de s de telle sorte qu’au point commun les deux variétés aient aprés le déplace-
ment une application d’'ordre h et un contact d'ordre k.

Il ressort de cet énoncé méme que nous sommes conduits a trois études
différentes. Nous pouvons d’abord considérer les variétés entre lesquelles
peuvent exister les correspondances définies. Nous pourrons ensuite en nous
placant au point de vue cinématique chercher les propriétés du déplacement
projectif (& un ou plusieurs paramétres) qui améne S sur s. Enfin nous por-
terons notre attention sur les correspondances elles-mémes. II sera alors
commode de désigner d’une maniére abrégée par C,; une correspondance
ponctuelle qui permet d’obtenir aux points homologucs en comcidence une
application d’ordre 4 et un contact d’ordre 4.

(*) Pour les définitions de contact géometrique et de contact analytigue voir Fusmn et
Ceca. Lezioni di Geometria proiettivo-differenziale, Bologne, 1926.
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Remarquons que A ne peut jamais étre inférieur a /4 et qu'une Cpy, est
établie deés qu’il v a application d’ordre A, ce que nous rappellerons en la
désignant par Cp.

3. La méthode du repére mobile sera également appropriée a 1'étude des
trois questions que nous venons de définir.

Cette théorie, généralisation de celle de Darboux et aboutissement géo-
métrique de la théorie de la structure des groupes continus d'une part, de
celle des systémes de Pfaff en involution d’autre part, est comme ces der-
piéres presque entiérement I’ceuvre de M. Cartan. On me permettra d’asso-
cier ici & cet hommage & mon cher Maitre, I'expression respectueuse de ma
profonde reconnaissance pour tout l'intérét avec lequel il a dirigé mes
recherches et pour les précieux conseils qu’il m’a prodigués.

Nous représenterons par w(w;) les composantes du déplacement infini-
tésimal du repére attaché a chaque point de s et par Q les quantités ana-
logues pour S. D'une maniére générale nous utiliserons les notations du
mémoire : « Sur la déformation projective des surfaces ». Annales de I'E. N.
S. 1920, au premier chapitre duquel nous renvoyons, pour I'exposé de la
méthode du repére mobile dans I’espace projectif (*). L’application du pre-
mier ordre est toujours possible entre deux variétés quelconques elle s’écrit :

Qpy = Wy, Qo = Wgp «neee Qo == Won.

Les conditions d’application du second ordre — d’existence d’une C, — sont
données dans le dernier mémoire que nous venons de citer pour le cas de
deux hypersurfaces d'un espace & » dimensions. Nous aurons dans l'espace a
4 dimensions & les généraliser pour des surfaces (V,) et & écrire encore dans
le méme cas les conditions d’existence d'une C;. Les conditions d’application

I3

s’exprimeront toujours par un systéme d’équations linéaires entre les w et
les Q.

Nous allons montrer maintenant que la méthode qui consiste a particula-
riser de proche en proche le systéme de référence conduit naturellement a

(*) Voir encore pour cette méthode : M. E. Carta~. La structure des groupes de transforma-
tions contenus et la théorie du triedre mobile. Bulletin de la Socicte Mathématique, 1910 ;
M. Lavran. Thése. ch. [, Gauthier-Villars, 1924,

Nang nong harmasrang & ranraduire lac formn
NCUSs nsus tornerons 2 reproguire les Iorm

dont il sera fait un usage constant :

wlij = [wiowoj] + [mi‘m’j] T -+ [win(‘)nj] (67 = 0,1, .... n.).
Féraup.
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des équations capables d’exprimer qu’un contact d’un ordre donné est réalisé.
Elle introduit en effet des formes différentielles d’ordre de plus en plus élevé
qui sont précisément celles qui figurent dans les équations réduites de la
variété ('). Le contact d’ordre £ s’exprimera en écrivant que toutes les formes
différentielles d’ordre inférieur ou égal a /£ sont égales sur les deux surfaces.
Remarquons que ces formes doivent bien étre égales deux a deux et non seu-
lement proportionnelles car nous supposons toujours une application du pre-
mier ordre au moins.

Mais ces formes différentielles s’expriment & I'aide des expressions de
Pfaff nouvelles qui s'introduisent en particularisant le systéme de référence
et le contact d’ordre A s’écrira par I'égalité des expressions de Pfaff qui figu-
rent dans tous les systémes successifs que 1’on rencontre dans la particula-
risation jusqu'au 4™ ordre inclus. En résumé nous saurons écrire par un
systéme d'équations linéaires entre les w et les Q@ — ce sera un systéme de
Pfaff par rapport aux variables indépendantes — les conditions exprimant &
la fois 'application d'ordre A et le contact d’ordre £.

4. La méthode dont nous venons de donner les grandes lignes rattache
directement notre probléme a celui de la détermination d’une variété par des
formes différentielles. Ce dernier remonte & Gauss et a fait I'objet des recher-
ches de MM. Pick, Blaschke, Radon en géométrie affine et de M. Fubini en
géométrie projective. M. Cartan s’est également placé a ce point de vue dans
plusieurs mémoires et dans des géométries trés diverses (affine, conforme,
projective).

Le probléme classique de la caractérisation, d'une variété par ¢ formes
différentielles revient a la recherche des variétés qui peuvent avoir entre elles
une G,q (*). C'est donc bien un cas particulier du probléme que nous étu-
dions. De plus le probléme classique n'a un sens qu'autant que les formes
différentielles que 1'on considére sont susceptibles d’étre normées, c¢'est-a-dire
définies d’'une maniére intrinséque, indépendante de I'arbitraire qui reste dans
le choix du systéme de référence, tandis que I’¢tude des Cpyx 2, comme nous
T'avons montré, une signification qui ne dépend aucunement de formes diffé-
rentielles qu’il ne sera méme pas nécessaire d’écrire.

5. Pour traiter la premiére des trois questions auxquelles nous avons pré-

. E. Cantan. Sur les formes différentielles en géométrie. C. R., 1924,
‘est une G, si ’'on se propose de déterminer une surface par ses deux formes de Gauss.

-~
o=



SUR UNE GENERALISATION DE L’APPLICABILITE PROJECTIVE 5

cédemment ramené notre probléme nous considérerons dans le systeme qui
donne les conditions de Cpz les w comme des quantités connues les Q étant
des inconnues.

La solution générale de ce systéme de Pfaff déterminera (3 un déplacement
projectif prés) les variétés S qui correspondent a une variété s donnée. Lors-
qu’il sera complétement intégrable ou en involution (') nous connaitrons le
degré de généralité de S. Nous rencontrerons des cas ou le systéme ne sera
pas en involution mais ou nous pourrons en lui joignant le systéeme qui définit
le repére attaché a s, particularisé jusqu'a l'ordre %, en former un autre qui
sera en involution. Le degré de généralité de sa solution sera celui des couples
(s S) de variétés pouvant avoir entre elles la G,y considérée.

Dans le deuxiéme probléme le déplacement qui doit amener S sur s s’étu-
diera par la comparaison des formules de Frenet pour les deux repéres. Les ©
sont les composantes du déplacement qui améne le repére » attaché a s d’'une
position initiale 7, & la position infiniment voisine »,. Les Q font passer de
méme de R; a R,. Si nous supposons R, confondu avec r, les Q sont les com-
posantes du déplacement absolu (sur S) les v celles du déplacement relatif
(sur s) et les Q;-w,; seront les composantes du déplacement d’entrainement.
On peut encore dire que ce déplacement d'entrainement est la différence du
déplacement qui améne R, sur r, et de celui qui améne R, sur 7. Les condi-
tions de Gxr annuleront un certain nombre de composantes Q; — wy, on en
déduit immédiatement des propriétés du déplacement d’entrainement. Il
pourra se faire que d'une manic¢re réciproque il suffise d’imposer certaines de
ces propriétés au déplacement d’entrainement pour qu'une correspondance
ponctuelle supposée établie entre les variétés soit une Cp, déterminée.

Le dernier probléme, 1'étude de la Cpy elle-méme, est celui qui pourra étre
poussé le plus loin et conduire dans certains cas & une interprétation géomé-
trique de la correspondance. On suppose le repére attaché a s particularisé
jusqu’a 'ordre £ inclus on écrira toutes les équations qui en résultent et 'on
fera de méme pour S. En vertu des conditions d’application il pourra se faire
que des particularisations supplémentaires sur s entrainent les mémes réduc-
tions pour S. On considérera toutes les nouvelles relations qui s'introduisent
comme satisfaites. Pour écrire toutes les conditions de Cy;, il sera alor$ néces-

(!) Pour les systémes de Pfaff en involution voir : M. E. Cartax. Annales E. N. S., 1901
et 1904 et encore Bulletin Soc. Math., 1916 et 1917.
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saire et suffisant de prendre certaines des conditions d’application d’ordre £
qui ne dérivent pas des précédentes. Ge sont ces équations qui établiront la
Crr et Iétude de leur systéme donnera le degré de généralité de la corres-
pondance.

6. Les résultats que nous avons obtenus dans I'espace & 3 dimensions sont
relatifs aux surfaces développables. Nous donnerons une interprétation géo-
métrique de C,, et de C,, qui ne se distinguent pas I'une de I'autre. La consi-
dération de la cubique osculatrice & 'aréte de rebroussement nous permettra
de définir C,,. Quant & C,, clle n’est pas possible entre deux surfaces quel-
conques ; nous considérerons le cas particulier ou les génératrices de la déve-
loppable appartiennent 4 un complexe linéaire. La correspondance s’établit
alors par une relation homographique entre deux parameétres projectifs apres
avoir,développé — ayant ainsi défini une certaine connexion projective — les
arétes de rebroussement sur une cubique gauche.

A partwr du chapitre II nous ne considérerons plus que des variétés de
lespace a 4 dimensions. Nous sommes amenés dans celui-ci a établir pour les
surfaces développables les conditions d'application du deuxiéme ordre ainsi
que celles du troisi¢éme ordre. Nous obtenons ensuite le degré de généralité
des diverses correspondances que nous interprétons par des remarques géo-
métriques tout & fait analogues a celles que nous avons faites pour les déve-
loppables de E; (*).

Le chapitre III est consacré aux surfaces réglées. La particularisation
conduit & les séparer en trois classes faciles a définir géométriquement (). Les
correspondances ne peuvent s'établir qu'entre surfaces de la méme classe. Le
degré de généralité de C,, dépend de la classe a laquelle appartiennent les
surfaces — celui de C,, n'en dépend pas.

Le chapitre IV se divise en deux parties. La premiére cst une étude des
propriétés géométriques des surfaces les plus générales de E,. Elles admettent
deux familles de caractéristiques formant un réseau. On considére’ particu-
licrement les cas ou les caractéristiques sont hyperplanes ou planes qui cor-
respondent par dualité & ceux ou les focales sont dégénérées. Nous serons
ainsi amenés a porter notre attention surles suites de Laplace et sur la maniére

(*) J'ai donné les principaux résultats relatifs aux surfaces développables (de E; et de E;)
dans les Comptes rendus, 184, 1927, p. 1630.

(?) Cette classification est due a M. Ranum. Gf. Transactions of the American Mathema-
tical Society. Vol. XVI(1915). American Journal of Mathematics. Vol. XXXVII (1913).
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dont elles peuvent s’arréter. La deuxiéme partie est réservée a 1'étude des
correspondances : Gy, C,, G, Cs. Les résultats différent en général
suivant que les surfaces ont deux, une ou aucune famille de caractéristiques
planes.

Gy n’est possible qu’entre surfaces admettant deux droites focales (ce sont
alors des surfaces de translation) elle s’établit simplement en passant en géo-
métrie affine.

Pour une C,; entre surfaces sans caractéristique plane on détermine le
degré de généralité des couples (s S), on étudie comme exemple un couple
particulier et on donne une interprétation géométrique d’une relation qui
existe nécessairement entre deux surfaces de I'un quelconque de ces couples.
Pour qu'une C,, soit possible entre des surfaces avec une famille de caracté-
ristiques planes (w, == 0), il faut et il suffit que s, (') soit dégénérée ou bien
que s, se réduise & une droite. Dans le cas ol toutes les caractéristiques sont
planes il faut de plus qu'une au moins des transformées de Laplace soit une
droite (C,; dépend alors d’une fonction d'un argument); si cela a lieu pour les
deux la correspondance dépend de 4 constantes arbitraires, et s’établit par
des relations linéaires & coefficients constants entre des paramétres naturels
définis sur les caractéristiques.

Nous avons donné pour chacun des cas que l'on rencontre dans l'étude
de C,, les propriétés cinématiques dudéplacement qui améne S sur s et nous en
avons déduit d’'une maniére réciproque des conditions suffisantes auxquelles
ce déplacement doit satisfaire pour qu’une correspondance donnée soit C,,.

A la fin de ce chapitre nous nous sommmes demandés quel pouvait étre 'effet
d’une C,, établie entre s et S sur les surfaces qui s’en déduisent par une
transformation de Laplace (du méme coté).

Dans le chapitre V nous nous occupons des surfaces qui ont leurs carac-
téristiques confondues et par conséquent une famille d’asymptotiques. Il ne
reste que C,;, G, et Gy car G,y ne peut exister sans qu’il y ait identité. Dans le
cas de C; le systéme de Pfaff qui donne les couples (s S) doit étre prolongé
plusieurs fois avant d’arriver a I'involution.

Dans le dernier chapitre nous considérons les hypersurfaces engendrées
par des plans. Ce sont les transformées par dualité des surfaces réglées et

(*) On désigne par s; et so les deux transformées de Laplace de s.
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comme nous 'avons fait pour ces derni¢res au chapitre Il nous les divisons en
trois classes (a, 6, c¢). Il est intéressant de remarquer que pour ces hyper-
surfaces les correspondances que nous avons définies peuvent encore avoir un
sens (dans le cas de Gy, et de C,;) alors que celles qui établissent 'applica-
bilité projective ont cessé¢ d’exister {entre hypersurfaces distinctes).




CHAPITRE PREMIER

Surfaces de ’espace projectif &4 3 dimensions.

7. Nous nous servirons des correspondances que nous avons définies
pour énoncer sous une autre forme quelques-uns des résultats établis par
M. Cartan dans son mémoire fondamental « Sur la déformation projective des
surfaces » ().

Surfaces non réglées.

1° Toute C, est d’elle-méme Cy,;

2° Les surfaces S qui peuvent correspondre avec C, & une surface s donnée
peuvent aussi le faire avec Cy; et Gy, — C,; nécessite Uidentité;

3° Les surfaces S qui peuvent correspondre a s avec C,; peuvent aussi lui
correspondre avec C,. Il faut remarquer que ces résultats comprennent en
particulierle théoréme de M. Fubini sur I'applicabilité projective des surfaces
et sa réciproque. En définitive si I'on prend une surface s projectivement
déformable (elles dépendent de 6 fonctions arbitraires d’un argument) toute
surface S de la famille peut avoir avec elle une C,,.

Surfaces réglées non développables.

Il existe pour une surface s quelconque une famille de S dépendant d’une
fonction arbitraire d'un argument chacune d’elles pouvant correspondre a s
avec C,,. Ce sont ces Gy, qui sont étudiées dans le mémoire cité ci-dessus.

(1) Annales E. N. S., 1920 (loc. cit.).
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Surfaces développables.

8. Cy;. Nous supposerons effectuées des particularisations sur le repére
mobile attaché en chaque point de s de telle sorte que I'on ait les équations :

(1) wy=0 (2) w; =0, wy =0, (3) W =10, g 4 wy; — 2wy, = 0.

La surface sera rapportée a un repére du troisieme ordre et les équations
précédentes entrainent immédiatement :

, a
(4) Wy == AW, Wy Wya == 3 W4 + bw,.

Nous supposerons encore que les relations (1), (2), (3) sont vérifiées si I'on
vy remplace les w par les Q (pour le repére attaché & S) et que 'on a encore :

Q) == Aw,, Qyy — Qp —% ©; + Bw,.

Pour simplifier nous dirons par la suite que les équations (1), (2), (3), (4)
sont satisfaites pour s et que I'on a pour S des relations analogues mais il
faudra prendre garde a remplacer dans (4) a et 6 par d’autres paramétres
A et B qui ne sont pas toujours égaux aux premiers.

La C,, sera établie par Q, = w,, Q, = w, qui donne par dérivation exté-
rieure

[wI(QM — Qy — wy woo)jl 4 [we(gﬂ — wzH)J =0
[0(Qay — Qpy — Wy + wy)] = 0.

On a un systéme en involution dont la solution générale dépend au plus
d’une fonction arbitraire de deux arguments. I/ en résulte qi’il est possible
d’établir une C,, entre deux surfaces développables quelconques et que ces cor-
respondances dépendent d’une fonction de deux arguments.

9. Gy, et C;5. On prend pour s les équations (1), (2), (3) :

1

(4) Wy == W, Wy — Wy == O
:

. 5 (4
(DI) 2(000 — Wy — Wy == C(.Og 3(!)30 —_— 2(1)!1 prmened —2— Wy + d(l)z

et des équations analogues pour S (C et D au lieu de ¢ et ). On exclut ainsi
le cas des cones ou w,, = 0.
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Le systéme dérivé de : @, = w,, Q, = w, s'écrit :

[m,(Q“ — Qp — wyy + "’00)1 -+ [“’2(921 — ‘-‘Jzi).-i =0,
[(1)2(()“ — Qp — vy + woo)j = 0.

Les C,, peuvent exister entre deux surfaces quelconques elles dépendent de
deux fonctions arbitraires d’un arqument.
On obtient le méme résultat pour C,,. Il faut alors partir des équations

(1), (2), (3), () :

() 2wp — Wy — Wy = 0 3wy — 2w, =0

(6") Wy = ';’i—ml -+ ew, Wyy == _éwx + [,
et des équations analogues pour S.

Si deux points P et p sont homologues dans une correspondance telle qu’il
existe un déplacement qui améne P en p, S ayant alors au point commun avec
s une application du premier ordre et un contact du quatriéme on pourra
trouver un déplacement (pas nécessairement le méme que le premier) qui
permettra d’obtenir aux points homologues amenés en coincidence en plus
des conditions précédentes le contact du cinquiéme ordre. Nous résumerons
en disant que toute C,, peut étre considérée comme une C,;. Nous allons
donner une définition géométrique des C,,. Soit y 'aréte de rebroussement
de s. M(¢) le point qui décrit cette courbe coincidera avec A,. Le point A
sommet du tétraédre de référence sera défini sur la génératrice passant par M
par A = M'(¢) + uM(¢). Sur S 'aréte T sera engendrée par

M) et A = M@ + uM(z).

Avec ces notations la correspondance considérée est établie par les formules :
- — u
(7 (=) =g old)

f(t), ¢(t) étant les deux fonctions arbitraires dont dépend la correspondance.
La premiére formule montre que 'on ¢tablit d’abord une correspondance
ponctuelle arbitraire entre y et I'. Interprétons la deuxiéme.
Considérons sur une génératrice de s les 4 points M M, P, P,. M, étant un
point infiniment voisin de M correspondant & la valeur ¢ + /4 duparameétre ¢.
DD o k|

P,P, correspondant respeciivement aux valeurs u, et w, du parameéire u

MM,P,P,) = (¢, t + h, uy, us).
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La transformation y== —— transforme ce dernier rapport anharmonique
dans le suivant :

1 1-— Ay
<+ WD, 7 ?)”vg>:1—le’

c’est-a-dire aux infiniment petits du second ordre prés 1 + A (v, — v,).
Prenons sur la génératrice correspondante de S les points homologues des

précédents soient M M, P, P,. On aura encore (M M, P, P,) =147 (v,—w,),
or ¢ + h = f(t 4 h) et par suite & = Af'(¢) et cn se servant de la deuxiéme
relation (7) qui lie entre eux v, et v, d’'une part, v, et ©, d’autre part on trouve

immédiatement v, — v, =— v—’*/%)v—’-il. en résulte (M M, P, Fﬂ) =MM, P, P,).

Il suffit de remarquer maintenant qu’a l'aide de la fonction (¢) qui
figure dans (7) il est possible de faire correspondre une courbe quel-
conque (C) de S a une courbe donnée (c) de s (par exemple le lieu de P, a
celui de P,, ces deux courbes étant arbitraires). Avec cette hypothése
la correspondance résulte sur deux génératrices homologues, de
M M, P, P) = (M M, P, P), M étant le point sur 'aréte de rebroussement,
M, le point infiniment voisin.

P, le point ot la génératrice coupe (¢) choisie arbitrairement.

P un point quelconque de la génératrice et les points MM, P, P étant
définis d’'une maniére analogue.

Application du deuxiéme ordre. C,; et C.,.

10. C, est étudiée dans le mémoire de M. Cartan (') dans lequel il est
montré que deux surfaces développables sont toujours applicables 'une sur
Vautre, la correspondance ponctuelle qui réalise 'application dépendant de
3 fonctions arbitraires d'un argument, et ou cette correspondance est définie
géométriquement d'une maniére trés simple. On voit immédiatement que
cette correspondance peut aussi étre une C,,.

Cy;. Pour la surface s on prend (1), (2), (3), (4), (8") et des équations analo-
gues pour S.

(1) dnnales E. N. §., 1920 (loc. cit).
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La correspondance s'établit en écrivant :

Q=0 Q=0 Q, =,

®) )

Q) — Qg == 3y — Wy Q,, — Qy = w,, — 0.

On peut supposer que I'on fait ¢ — 0 dans (5') et de méme C =0 ce qui
donne la premiére des équations (6") et son analogue pour S.
Le systéme dérivé de (8) se réduit alors a :

(B — e)[w0,] + [05(Qy — wy,)] == 0.

Gy peut exister entre deux surfaces quelconques ; elle dépend d’une fonc-
tion arbitravre d'un arqgument. Il suffit pour lobtenir d'établir une corres-
pondance ponctuelle arbitraire entre les arétes de rebroussement v et I de s et
de S.

C,;. Nous donnerons d’abord unc expression analytique dune C,, établie
entre s et S. Nous supposerons vérifiées pour s les équations (1) (2) (3) et
encore :

W9 = W, 20y — Wy — Wy = 0.

Elles auront pour conséquences :
1 4
Wy — Wgp ==73 0y + bw, Wao == 3 Wy + ew,.

Des équations analogues auront lieu entre les Q. Remarquons d’abord que
I'indétermination qui reste dans le choix des repéres nous permet de dis-
poser des quantités : eq, €, s, €51, Eooy Eayy Ego, Egy.

Nous allons montrer qu’il suffit alors pour établir C,, d’écrire :

Q,— w, Qpp — Q) = Wy — W

Ces équations entrainent en effet : Q, = w, -}~ Aw, dans laquelle on peut
réduaire A & 0 (a 'aide de E,, — e,,). En dérivant aprés avoir effectué cette
réduction on a:Q,, = w,, + ww,; ou l'onpeut encore en disposant de E;, —e,,
faire p. — 0. Il suffit de remarquer que l'on peut encore réduire 4 a 0 a

) 2 ) N . . . . "
Taide de ey, — 3 € et que la méme réduction est possible pour la quantité
correspondante B pour pouvoir affirmer que toutes les conditions de C., sont
réalisées.

Désignons par P(2) le point (qui décrit I'aréte de rebroussement y, nous
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pouvons nous servir de I'indétermination qui subsiste dans le choix durepére
attaché & s pour prendre simplement :

A, = P,

A = P 4+ uP.

Ay, = B(P" + AP").
Ay == y(P" + AP").

On détermine les w en écrivant de deux maniéres différentes les formules
de Frenet et en identifiant. On obtient ainsi :

w, = (4 — h)ydt , w, :%f ,  wy=0,
w, = adt , -_——Ci:——- udt , w,=0 |  w,;=—0.
w0y = %3_+ (h—kydt o :%d:.
oy = i’/“’— A (k — m)de.
en écrivant Pv ++ mP" 4 ..... = 0 la relation qui détermine P'v 4 l'aide de

P, P!, P", P,
On peut alors écrire les relations que 'on suppose vérifiées entre les w.
Elles donnent :

‘\‘/;‘:ps o == h:ég“‘_% k:u_*_?_;’__.

Tous ces calculs peuvent étre répétés pour S. Nous surlignerons les
lettres qui se rapportent & cette surface. En tenant compte des résultats
précédents les conditions @, = w, Qyy — Qg =wy — w,, que 'on a montré
étre suffisantes pour établir une C;, conduisent & :

T8 T 3 6 B 3 6
On en tire : t = A B=8f@
w ——1—m
— 4= 4 3 1M
CTIMT T 2 e
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Cette derniére équation s’écrit encore :

()

v = —_

v
7/ 9

o

fll
en posant : u L= etu——m=—u.
P : i gm=v
En résumé une correspondance arbitraire étant établie entre les arétes de
rebroussement par ¢ = f(t) la correspondance sur deuz génératrices homolo-
gues est complétement déterminée et peut étre définie par :
= v 3 f
V=5 —3 f—, .
! 2 f
Cette formule montre que cette correspondance (sur deux génératrices
P
homologues) est parfaitement déterminée si I'on connait, pour 3 points infi-
p > p

niment voisins, celle qui lie les points sur les arétes de rebroussement (c’est-
a-dire P, P, étant infiniment voisins de P sur y si l'on connait leurs homolo-
gues P P, P, sur I'). On peut alors la définir par des opérations purement
projectives. Désignons par ¢ la cubique osculatrice & y en P et par C la
cubique osculatrice 4 I' en P. Nous établirons une correspondance homogra-
phique entre les points Q de ¢ et les points Q de G en posant
(PP, P, Q)= (ﬁ P; P, 6) et nous passerons de cette correspondance entre
Q et Q 4 une correspondance entre M et M sur deux génératrices homologues
en remarquant que l'on peut lier M et (Q d'une maniére biunivoque. Il
suffit pour cela de prendre pour Q le seul point de contact, différent de P
des plans osculateurs a la cubique, issus de M.

11. G,;. Les équations (1) (2) (3) (4) (5) (6') seront vérifiées pour s et pour S.
Si on veut: établir cette correspondance avec le systéme (8) on voit qu’il
n’est pas possible de le faire entre deux surfaces quelconques, on doit avoir
la condition e = E (*).

Les surfaces S qui peuvent correspondre a une s donné avec C,, dépendent
d'une fonction arbitraire d'un arqument.

Un cas intéressant est celui ow les génératrices appartiennent & un com-

(1) Cette condition a une signification géométrique simple : lorsque S a, en un point
commun avec s, applicalion du 2é ordre et contact du 3¢ les aréles de rebroussement ont
en général aux points homologues en coincidence un contact du 3¢ ordre seulement; la
condition e = E exprime que ce dernier contact est au moins du 4¢ ordre.
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plexe linéaire. Avec les repéres choisis il suffit que l'on ait w,, = 0 ce qui

s T 4 e
entraine e = 0 c’est-a-dire w,, = —w,. Ces surfaces forment une famille

3
dépendant d’une fonction arbitraire d'un argument. Ce qui précéde montre
qu'une G,; est possible entre deux surfaces de la famille. Elle dépend en
général de trois constantes arbitraires. Elle s’obtient en effet par le systéme
complétement intégrable : @, = o, Q, = v, Qyy — Qyp = Wy — Wy,

Nous allons donner une interprétation géométrique de cette corres-
pondance.

Considérons d’abord une surface développable ayant pour aréte de
rebroussement une cubique gauche. Le repére R qui lui est attaché sera par-
ticularisé jusqu'au cinquiéme ordre; les équations (1),(2), (3}, (4), (8) seront
vérifiées. On devra avoir encore :

Wy, = 0 @y, :—::—; w, Wy = 0

etsil’on donne w, et w, tous les w seront alors déterminés al’exception toute-
fois de 1'un des w;;. D'autre part si I'on particularise autant qu'il est possible
le repére attaché a une cubique gauche il restera toujours un wy; arbitraire. Il
en résulte que se donner w, et w, d'une part, les équations (1), (2), (3), (4)
et (8) d’autre part revient 4 se donner le déplacement d'un repére mobile
dont le sommet décrit une cubique gauche (al'indétermination prés quirésulte
du choix qui reste encore arbitraire de w,, p. ex.). Nous pouvons considérer
maintenant le repére R comme attaché au point A, sur 'aréte de rebrousse-
ment y de s. Soit R, une position initiale, R, le repére infiniment voisin.

Nous appellerons (D) le déplacement infiniment petit d'un repére satis-
faisant aux conditions suivantes :

1° Il aura les mémes w, w, que le déplacementde I};

20 Les équations (1), (2), (3), (4), (8) resteront satisfaites:

3¢ Il restera attaché a une cubique gauche. )

Ce déplacement D appliqué & R, 'ameénera en R/, qui correspondra a R,.
Nous pourrons ainsi faire correspondre & chaque position du repére R une
position R’ du repére attaché a une cubique gauche. Le repere R' sera défini
en se donnant un parametre projectif 7 sur la cubique (défini & une transfor-
mation homographique preés).

Nous dirons que nous avons dézveloppé la courbe v sur la cubique ou encore
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que nous avons défini une connezion qui raméne y & une cubique gauche.
Nous pourrons développer de méme I' sur la méme cubique et la correspon-
dance s’établira en liant les deux parameétres naturels ¢ et T qui s'introduisent
sur la cubique par une relation homographique a coefficients constants. La
correspondance ponctuelle entre y et T' étant établie celle que 1'on veut

réaliser entre s et S en résulte en procédant par exemple comme pour C,.




CHAPITRE II

Surfaces développables de l'espace & 4 dimensions.

Nous allons continuer I'étude descorrespondances ponctuelles précédentes
en les supposant maintenant établies entre deux surfaces (V,) développables
de E,. Nous présenterons les résultats d’'une maniére différénte : nous préci-
serons d’abord la généralité des diverses correspondances ce qui nous per-
mettra de les classer et nous donnerons ensuite une interprétation géomé-
trique pour chaque groupe.

Les diverses correspondances.

12. Cy, C,,, Gy, C,s. Nous prendrons pour s :

1) w, == 0 w, = 0
(2) Wyg = Wy Wy, = U wy = 0 Wy, = €
(3) Wy — 0 Wy == W, Wey = Wy — 2w, =0 et
) Wy = ‘%(’% 3wy — 3wy 4 wy = cw, + aw,
Wy = W — Wy — Wy == bw,

qui résultent des précédentes. On aura pour S les mémes relations entre les
Q avec dans (4') A, B, C, pour remplacer a, b, c.
Cy, s’établira par : @, — », Q, = w, ce qui donne :

(0 (Qy — Qy — w4y + 0)00)] =0,
[0o(Qay — Qpy — Wy + @)] =4 [0,(Q); — ©y5)] = 0.

Les Cyy peuvent s'établir entre deux surfaces quelconques et dépendent
d’'une fonction arbitraire de deux arguments.

Cys. ‘Supposons vérifiées, entre les w, les équations (1), (2), (3) et :

(4) wy=uy, 3wy — 3wy 4 Wy, = Wy, Wy g — Wy — gy = 0,
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nous aurons de plus :

2wy — Wy — 0y == dw,, 3w, — 20, — 20, = ew; — dwv,,

(5)

Wy — Oy =50, Joq.

Les mémes relations existant entre les Q et D, E, F, la correspondance C,,
Sétablit par : @, = v,, Q, = w, entre deux surfaces quelconques elle dépend
de deux fonctions d'un argument.

Cy,. Le repére attaché & chacune des surfaces sera complétement particu-
larisé jusqu’au cinquiéme ordre, il satisfera donc a :

2y — Wy, — gy == 0, 3wy — 20, — 20, = 0,

1):(2),(3), (4), )

Wiy 7 Wy == 5 Wy
et (ﬁy) 3wy — vy = 3w, + gy, 20y + 20, — 3w, = Aoy,
Wgp — Wy = 10y —F Gy,

et des relations analogues pour S. Le résultat est le méme que pour C,,.
C,,- Désignons par :

(6) 3wy — wy =30, 2wy + 2w, — 3w, =0, ©;—w,=29,

et (7) 0y, = kw,, Wy == lw,, W,y = Mw,; 4+ kw,.

Si 'on rapporte s & un repére du sixiéme ordre on a les équations (1), (2),
(3), (4), (8), (6) qui entrainent (7'), et des équations analogues pour S.
Etablissons alors la correspondance Gy, en écrivant : @ — w,, Q, = o,

qui donnent par dérivation extérieure en tenant compte des relations qui
existent entre les w et aussi entre les Q :

[0uQ — Qy — vy + wy)] =0, [(‘)2(911“ — Q — g - )] =0,

d’ott 1 Qu — Qpp== wy; — wy.
La correspondance C,, s'obticndra donc en écrivant :

Q, = w, Q, = w, Q,, — Qp = vy — Wy,

I'ERAUD. 4
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systéme complétement intégrable dont la solution dépend de 3 constantes arbi-
traires. Cest le degré de généralité de la correspondance étudiée qu'il est
possible d’établir entre deux surfaces quelconques.

Il est facile de voir qu'une correspondance C,, ne peut pas exister entre
deux surfaces projectivement distinctes.

Application du second ordre.

13. Les correspondances qui réalisent I'application du second ordre (sans
autre condition) s’obtiennent par le systéme :

Q, = w, Q, — w, Q, = w, Q, — w,

(8) Q) = vy Qo =Q,, Q=0 Qy=wy
Qpy — Qpy= wy — w0y Dy — Qg = Wy — Wy
Q= vy, Q,, = wy,

Ce résultat qui est valable pour deux surfaces.- quelconques (pas néces-
sairement développables) s’obtient par la méthode de M. Cartan qui donne
la condition d’applicabilité projective dans l'espace ordinaire ().

Elle revient & écrire que deux points M’ P’ respectivement infiniment voi-
sins de deux points homologues M et P supposés en coincidence occupent la
méme position, aux infiniment petits du troisiéme ordre pres.

Ces équations (8) peuvent encore se déduire de celles qui réalisent 'appli-
cation du premier ordre (%) c’est-a-dire de :

9 Q == Wy, O, =, Q, —w, Q) == w,

(en supposant w; = w, = 0) que 'on dérive extérieurement. Dans les équa-
tions que l'on obtient ainsi figurent huit expressions de Pfaff nouvelles que
Yon égale 4 0 et qui constituent alors avec les équations (9) le systéme (8).
De la méme maniére nous obtiendrons les conditions d’application du troi-
siéme ordre en partant de celles du deuxiéme.

(1) Annales E. N. S. 1920. p 268 (loc. cit.).
(2) E. Cartan. Sur le probléme général de la déformation. Comptes rendus du Congrés
International des Mathematiciens, Strasbourg, 1920 (loc. cit.).
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Surfaces développables projectivement applicables et C.,,.

14. Considérons de nouveau deux surfaces développables rapportées a
un repére du second ordre, c’est-d-dire pour lesquelles on suppose vérifiées

les équations (1) et (2) qui entrainent : w,, = pow, Q,, = Pu,.
En supposant p — 0 si I'on veut réaliser 'application du second ordre on
devra avoir P = 0 d’ou 1'on déduit w,, =— aw, Q,, = Aw, et la corres-

pondance qui réalise cette application s’obtient er écrivant :

(10) 3 Q = wiﬂ Q, = w, Qy = vy,

Q) — Q== Wy — Wy Q,y — Qup == Wyy — Wy,

S [0,(2Q,, — Q — 20y, + wa)] + [ 2(9)0 — wy)] =10
qui donne { [w,(Q,, — wm)] + 2[w,y(Qyy — wy)] =
[(Qm - Qm) [“’1( 32 w32)] - 0'

Elle dépend de trois fonctions arbitraires d'un argument et peut exister
entre deux surfaces s et S quelcongues.

Ce résultat est conservé si I'on étudie les Cy. Il suffira en effet de supposer
vérifiées les relations (1), (2), (3) et (4) aussi bien pour s que pour. S et les
correspondances seront encore données par le systeme (10).

15. Gy~ Cy;. Gy Nous partons des équations (1) (2) (3) (4) (8') satisfaites
a la fois pour s et pour S les correspondances C,, seront définies par le sys-
téme (10) qui donne par dérivation extérieure : '

[(Q1p — ©ye)ws] + [0(Qyy — wy5)] =0 [(Q,, — w,0),]1 = 0.

Gy est possible entre deux surfaces quelconques et dépend de deuz fonc-
tions arbitraires d'un argument.

Si l'on ales équations : (1) (2) (3) (4) (8) (6') le systéme dérivé de (10) se
réduit a : (v, (Q; — wy,)] = 0.

C,, est possible entre deuz surfaces quelconques dépend d’une fonction
arbitraire d'un argument.

Pour l'étude de C,; on supposera (1) (2) (3
bien pour s que pour S. Pour établirla corres
qu’il nécessite que /£ qui s'introduit dans (7') soit égal a K qui lui correspond
pour S. C’est la condition pour qu'une ,; puisse avoir lieu entre s et S; on

( ( ) (7'} satisfaites aussi
an rYs [4l1n\n4]nwvn‘4

nec \+Vv) vyl vl Yyule
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montre facilement que les surfaces S qui correspondent & une s donnée
dépendent de deux fonctions arbitraires d’un arqument. La condition £ =K
entraine 1’égalité de deux invariants en deux points correspondants des
arétes de rebroussement, les invariants donnés devant en méme temps étre
égaux on voit que la correspondance est en général bien déterminée. 11 y a
exception dans le cas ot £ —=K = 0 elle dépend alors de trois constantes
arbitraires.

16. Application du troisitme ordre. Comme nous l'avons indiqué précé-
demment [13] cette application s'obtiendra en joignant aux équations (8) les
suivantes :

Qs — wy,, =0 Qup — Wy =— 0 Q —w,,=0

11
(11) Qyy — Q) — gy + w0y, —0 Qyy — wy =0 Qy — wy, = 0.
ce sont égalées a 0 les expressions de Pfaff nouvelles qui s'introduisent dans
le systéme obtenu par dérivation extérieure de (8).

Pour réaliser cette correspondance supposons d’abord vérifiées pour les

deux surfaces les équations (1) (2) (3) et (4). Nous devrons avoir dans (4')

@ = A que nous prendrons égaux & l'unité. La dérivation de w, = w, fait
intervenir 2w,, — w,, — w,, qui sera égal 4 2Q  — Q,, — Q,;, et que nous

réduirons a 0. Il s’introduit alors 3w,, — wy, = 3w, + gw, dont le premier
membre cst évidemment le méme pour les deux surfaces et l'on prendra
g = G = 0 ce qui donnera enfin :

4wy, — 6w,y — 3w,y =— Mmw,, AQy, — 6Q,, — 39Q,, = Mo,.

En résumé on aura pour s les équations (1), (2), (3), (4') avec a = 1.

2(’)00 —wy — w, =0 Bty — Wy == 3w,

4wy, — 6w, — 3w, = Mo,

et les équations analogues pour S.
C, s’établira dans ces conditions par

00 — Wy — (1)00

Wyo Qy = wyy Qyy == Wy

Q, = w, Q, =uw, Q,—Q

Qpy = Wy, Qo
qui donne par dérivation extérieure

[(Qy) — wyo)wy] =0 [(Qg9 — wye)ws] + [0,(Q4y — wy3)] = 0.
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G, est possible entre deux surfaces quelconques et dépend de deux fonc-
tions arbitraires d'un argument:

17. Cy,. C4,. Gy Le repere attaché & chacune des surfaces pourra étre
choisi de telle sorte que U'on ait (1) (2) (3) (4)

1
2040 — Wy — Wy =10 Wy — Wy == Oy
3w, — vy — 3w, W, =10 g =0
et toutes les équations analogues pour S.
C,, s’établit alors en écrivant :
Q= w, Q, — w, Qy —Q— wy,y + w,, =10

systéme qui est complétement intégrable.

Cy, est donc possible entre deux surfaces qguelconques et dépend en général
de trois constantes arbitraires. On voit immédiatement que le méme résultat
est vérifié pour Cy. Une Gy, peut toujours étre reqardée comme une Cy,.

Pour que C,; puisse exister il est nécessaire que si l'on considére (7') et
le systéme analogue pour S on ait A= Ket/=L.

Les surfaces S qui correspondent a une s donnée dépendent d’une fonction
d’un argument.

La correspondance est en général complétement déterminée par 1’égalité
de deux invariants. Dans le cas particulier ot k=K —= [ =L = 0 elle dépend
de trous constantes arbitraires.

Interprétation géométrique des correspondances
du paragraphe précédent.

18. Nous avons montré qu'une correspondance prise parmi C,, C,; Cy, C,
pouvait étre établie entre deux surfaces quelconques et dépendait de deux
fonctions arbitraires d'un argument. On a ainsi mis en évidence les différen-
tes propriétés que posséde wune correspondance unique qui peut étre repré-
sentee par :

t=/(1) U=+ % (0)

¢t étant un parameétre qui définit le point M (¢) sur l'aréte de rebroussement
vdes;
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u étant un autre paramétre qui définit la position du point A sur la généra-
trice passant par M
A=M + M

/() et o(t) étant les deux fonctions arbitraires. Le raisonnement qui a donné
la définition géométrique de C,, dans E, peut étre repris; on est conduit &
un résultat identique qui s’énonce dans les mémes termes.

Cy; dépend d'une fonction arbitraire d’un argument, elle est complétement
définie si I'on se donne une correspondance ponctuelle entre les arétes de
rebroussement. La correspondance sur deux génératrices homologues se défi-
nit géométriguement par un raisonnement analogue & celui qui a été fait pour
G, de E, [10]. On considére en m la quartique gauche normale (¢) qui a avec
v un contact du 4° ordre et de méme en M la quartique (Q). On établit une
correspondance homographique entre les points de (¢) et ceux de (Q) et 1'on
passe de 1a a la correspondance ponctuelle entre génératrices homologues
en remarquant qu'il est possible de faire correspondre d’'une maniére biuni-
voque les points de (¢) & ceux de la génératrice tangente en M & v. Par un
point P quelconque de cette génératrice on peut mener 4 hyperplans suros-
culateurs a (¢) mais un seul des points de contact sera distinct de m soit = ce
point. La correspondance (p. =) est bien univoque.

Cys Cyy Cy5 dépendent également — entre deux surfaces quelconques — de
trois constantes arbitraires. Reportons-nous au chapitre précédent [11).

Nous pourrons ici développer vy sur une quartique normale (q) (Pour C,, par
exemple en se donnant les équations (1) (2) (3) (4) (8) (6)). On définira ainsi
sur (¢) un paramétre naturel ¢. En développant également I' sur (¢) on aura
un autre parameétre naturel T et la correspondance s’obtiendra en liant 7 et T
par une relation homographique a coefficients constants.

Si pour les deux surfaces s et S on a £ —= K== 0 (dans les équations (7') et
les analogues) toute C,, est ausst une G,,.

La condition £ = K ¢’interpréte aisément. En effet lorsqu’en un point
commun s ¢t S ont une application du premier ordre et un contact du
sixiéme ordre il en résulte pour les arétes de rebroussement aux points
homologues confondus un contact du quatriéme ordre en général. Ce dernier
contact est du cinquiéme ordre si & — K et il est du sixiéme si I'on a de plus
[—=L.Si1Tonaki=K=/{=L =0 toute C,, est d’elle-méme C,,.



CHAPITRE HI

Les Surfaces réglées

Propriétés géométriques.

19. On particularise le repére attaché a s de telle sorte que I'on ait :

w, = 0 w, =0 Wy == ©, gy =0 Wy = ©,
(1) Wy == W, Wy =10 Wy = 0 Wy — 20, =0

Woo —+ Wy — Wy — w,, =0 Wyo -+ Wy — 20, =0

wy == 0 Wy = Wy Wy, = Wy
5%
(2) Wyp = Wy == '%2‘ 2040 — 20, — wy, = 2w,

La génératrice est alors la droite AA,. Le point A, décrit une courbe y que
M. Bompiani (') appelle la quasi-asymptotigue et dont la tangente est la
droite A;, A 4 A,. Le plan osculateur en un point A, de cette courbe est
contenu dans 'hyperplan tangent (AA,A,A,) & la surface réglée le long de
la génératrice AA,. Le plan tangent & s au point A, a pour droite caractéris-
tique A,A, qui reste tangente & une courbe o.

Nous savons alors d’aprés un théoréme démontré par M. RANUM (*) que la
droite A;, A — A, est la zransversale (on appelle ainsi une droite qui rencontre
trois génératrices infiniment voisines de la surface).

Nous pourrons encorc considérer la surface comme engendrée de la
maniére suivante : on se donne une courbe <, sur chaque tangente a cette
courbe on prend un point A; et par ce point dans le plan osculateur & o au

(!) Bompranmx Alcuna proprieta prolettivo diff etc. Rend. del Circ. Mat. dr Palermo,
t. XXXVI, 1914, p. 305.
(2) Transactions of the American Mathematical Society, t. XVI, 1945,
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point de contact de la tangente considérée on meéne une droite quelconque
qui sera Ja génératrice A,A.

Nous désignerons comme M. Ranum par surfaces de la classe a celles qui
appartiennent au cas le plus général.

Les sous-classes de a qu’il considére se présentent lorsque y est hyperplane
ou que ¢ se réduit 4 un point ou bien encore lorsque ces deux particularités
se produisent en méme temps. Le degré de généralité résulte toujours immé-
diatement du mode de génération de la surface. La courbe » ne peut pas
étre plane. Remarquons encore que la surface transversale (engendrée par
A,, A—A,) appartient toujours a la méme sous-classe que la surface con-
sidérée; elles sont en effet définies & partir des mémes courbes vy et o.

Nous dirons que la surface s appartient a la classe b lorsque v comncidera
avec ¢ qui sera alors une vraie asymptotique. La surface peut étre engendrée
de la manieére suivante : on méne par chaque point d’'une courbe ¢ une
droite dans le plan osculateur a la courbe en ce point. Elle doit donc
dépendre de 4 fonctions arbitraires d’'un argument; ¢’est ce que 'on vérifie
en considérant le systéme qui les définit qui se compose de (1) et de :

(3)
La surface transversale est alors la développable qui admet pour aréte
de rebroussement o (les 3 droites
A, A, , A, A+ A , A, A —A,

sont confondues).

Dans le cas plus particulier ou I'asymptotique v sera une droite D on
dira que s est de la classe ¢. Elle sera engendrée de la maniére suivante :

On considére une V, développable engendrée par des plans qui passent
par la droite D, on établit une correspondance homographique cntre les
plans générateurs de la V, et les points de la droite et par chaque point on
méne dans le plan correspondant une droite qui sera la génératrice. Ces
surfaces dépendront de 3 fonctions d’un argument. Nous les caractériserons
en remarquant que le systéme qui se déduit de (3) par dérivation s’écrit dans
le cas d'une surface de la classe &

Wy =0 Wy — Wy == W, wy, =0

g9 =0 20,9 — 2w, — y; = 0.

4o
W, == 0, wy = P, + 5

(4)

— 3% h e
Wy —= Wy = YO = W, Wyy == 0W; - By
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dans lequel « peut se réduire & 0 pour une surface de la classe ¢. (3 1 pour
une surface de la classe ).
La surface transversale se réduit alors a la droite D elle-méme.

Etude des correspondances.

Application du second ordre C,,.

20. Les surfaces S qui auvont avec s une correspondance ponctuelle éta-
blissant I'application du second ordre seront données par :

[ Qy = wy Q, = w, Q, = w, Q, = o,
() Q) = (914 Qy = wy, 913 = Wy Qyy == Qy,
Q“ == QOO =Wy — Wy Qm — Qoo == Wgyp — Wy,
l\ Qp = vy Qg == wy,

En supposant s rapportée 4 un repére du deuxiéme ordre la dérivation
extérieure de (3) donnera :

[o,(Q — Qy — y, + wy)] + [wi(Qa’» — wy)] =0
l_wi(gu — Qp — v, + wza)] =0

[wi(gas — Q — wy (;)“)] + [wa(Qm — was)} =0
[wi(gas — @43)] =0

6
©) (0(Qy — 204, — gy + 20,0)] 4+ [w,(Q4) — Qpp — w4y + wy)] = 0.
[w1(9w — O —wy wﬂo)] - 2{052(5320 - weo)] =0

[04(Qun — w39)] + [0o( Qs — Qo — w4 + ;)] =0
[‘1)1(941 — Qg — wyy + w‘zo)] =0

ou figurent 9 expressions de Pfaff nouvelles qui s’expriment de la maniére la
plus générale & l'aide de 10 paramétres. Le sysiéme est en involution et les
surfaces S correspondant ¢ s dépendent d’une fonction arbitraire de deux arqu-
ménts ce qui est aussi le degré de généralité de la C, que 'on peut établir entre
deux surfaces réglées quelconques.

Le résultat est encore le méme pour les C,;. Les repéres étant particularisés
jusqu’au troisiéme ordre elles s’établissent en écrivant : Q, = w, Q, — w,.

Correspondances C,,.

21. Les surfaces S qui correspondent a une s donnée s’obtiennent par le
systeme :
F&ravn. 3
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Q, — w, Q, = w,
Q5 = Wy, Q,, = w,, Q) = wy, Q,, == oy,
Qe + Quy — 29, == 0y + 033 — 20y,
(9> Qog 4 Qpy— Qg — Qyy =z 1y ‘}‘ Wy == Wy — Wy,

Q, == wy, Qs == gy Q,, — 20,, = w,, — 2w,
Q= vy, Qg = gy Qpp — Qy = 0y — wy,

2Q,, — 20, — Qy = 20, — 2w, — Wy Qg = Wy,
Q, = w, Q, = w,

1° — classe a. — En supposant, que s appartient a la classe a et est rappor-
tée & un repére du quatriéme ordre, on obtiendra par dérivation extérieure :

[(Qy — w40, 1 =10
[(‘)1(Qoo — gy, — g + waz)] =0
{(01(900 — Qy — wy L')“)} =0
[((')u) - ('):uxQoo — Qyy — g - (‘)11)} + [(Q2 — “’12)(‘020 - ..w,,,)]
(10) + 2{")1(930 - wso)] + (‘Oz(gw - ‘%o)] =0
[(("m - 2"’4«2,\,’(1300 — 8y — wy + (')“ﬂ + \[(912 - (!)12)(“)20 + 2“".1)]
F {04 {Qup — w30)T + [300,( Q) — )] =10

[(Qy — wy)Jo, + [(Q — 0)(205 — ©)] =0
H {(')2<£!22 — Qoo — )y, + (')oo)jf + [wi(le - wii)i =0
M fwmin ] canivrand o
(jur se resoud suivailv .
( Q — v, = wou,
Q,—Q —w, 4+ o, =uw,
(11) QL — Qpy — o, + Wy = (Bu + dSw)w,
Q— wy, = vw, + (— 3u — 8w,
4 4
Qg — 0y = v, + (— 5 1 — 2w)o,

olt Pon peut réduire w a 0 grace a E,— ¢, et qui donne alors :
C{Q — wp)e, =0
fo{du + w(wg — w,))] =0
[y {de 4 v(wg + 0y — 204))] — Jwy(du + u{w, — wy,)),

(12) —+ 612w 0, | = B[00, ] — [0,(Qy — w4, ] =0

% [w,{dv =4 3v(wg, — wyy))) — g— [wo{du + u(Bwgy — 20, — wy))]

l — 2['—;—3 (Q — ‘049)] + 21 wy,0,] —-—g 1 wyw,] + g ulw,w, ] =10
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Les w de s satisfont au systéme dérivé de (2).

Wy == %0
.
2Wgp — Wy — Way = B0,
%+ 2
— 0, —
(13) Wy == TWy 3 W2
“ 30 -+ »u
Wy == 00y —= =
56 — 3y
Wy Wyy — Wy — Wyg == 7w, ———-—{ 0,

dans lequel nous pourrons supposer « réduit a 0 grace a ¢, ce qui entrainera

d’ailleurs [w,w,] = 0. On obtient comme conséquence des derniéres équa-
tions (12} :

— 8lon{du - u(wy, — w;))] — Adwy(205 — 0y — wy)] + 32 0.0, ]
— 162[00,5] — 2{wy(Qy; — w,5)] — 61 wyw, | =0
et en résolvant alors (12} :
Q, — wyy == (160 — 3u3 — g o, du 4= u{wy,, — v,,) == g,
Par dérivation :
- 3”[(”1(6[?’ —+ i@((')on - "')u)ﬂ - 4!‘”1(""/ -+ 29(“)00—' (~J“>)] =0
[wy(dg 4+ g{we — wy))] + u[ww,] =0

qui entrainent avec u = 0

— 3o (d3 4 Bog — o)) + op =0

la dérivée de la 2° équation {13) donne d'autre part :
o, (d 4+ Bww — o)) —1—% 0,7 = 0

ces deux derniéres équations présentent une incompatibilité. Si nous suppo-
sons « = 0 le systéme (12) se réduit i:
¢

[(Qiy — o43)0] =0
[(Q — 05w, =0 & qui donne :

[t')i(dv -+ 30((')00 - "’“)):; =0

I~

dv ~+.3v(w,, — vy,) = rw,

N
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Comme la premiére équation ne donne rien par dérivation, nous obtenons un
systéme en involution. A toute surface s correspondent des surfaces S qui
dépendent d’une fonction arbitraire d'un arqument.

En réduisant w,, a 0 le point A, lui-méme décrit la courbe ¢. On montre
facilement que si o n’est pas distincte de X les surfaces correspondantes s
et S sont identiques. Remarquons de plus que les plans osculateurs et méme
les hyperplans osculateurs a s et T se correspondent. Si l'on considére le
déplacement & deux parameétres qui ameéne S sur s dans les conditions im-
posées par C,,[21] les vitesses d’entrainement de tous les points du plan
osculateur a T sont nulles.

Les deux surfaces s et S appartiennent toujours & la méme sous-classe
de la classe a. En particulier lorsque o se réduit & un point il en est de
méme pour I, les plans A A, A, ne sont plus osculateurs a une courbe gauche
mais ils passent par un point fixe et engendrent une hypersurface dévelop-
pable. Dans ce cas on peut encore dire que dans le déplacement qui améne S
sur s les vitesses d’entrainement des points de ce plan A A, A, sont nulles.

2¢ — classe b. — On a entre les v les équations (1) (3) et (4), d’our .

[0:Q(s0 — wy)] = 0.

[0,(Qg — Q) — wy, + wy,)] = 0.

[_wz(gzz —Q — vy + (000)] + [0,(Qp — 0] = 0.
2[0)1(930 - wao)] + ["-’a(geo — W) = 0.

[,maﬂ(gao - (”ao)J + 3[0’2(940 - (‘)40)] = 0.

[(Qp — ©g)03] + 2[(Qyz — )00, ] = 0.

(18)

et par suite :

QM —_— Wy = 0.
Qi — Qy — vy + ©, == UL,
Qp — Qp — oy + Wy = — % ©, + Vw,.
(16) 0 5
Q, — v, = pw,.
)
Q) — Wy == g, + }?wz-

La premiére relation donne, en supposant w,, 7 0, la condition v = 0.0n
peut en se servant de E,,—¢,, réduire p a 0; on obtient alors[w,(Q; — ) ]=0
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en dérivant la troisiéme et w — 0 en dérivant la quatriéme (car « % 0).
Il reste a la fin :

[0,(Q — wyy)] = 0.
[wi(dg + g(wy + @2 — 2wy,)] — [©s(Qia — w43)] =0

Ce qui montre qu’a toute surface s de la classe b correspondent (avec Cy;)
des surfaces dépendant de deur fonctions arbitraires d'un argument.

On remarquera que dans le déplacement qui ameéne S sur s les vitesses
d’entrainement de tous les points de la génératrice A A, sont nulles. La
correspondance ponctuelle entre les deux génératrices est projective. De
plus S et s ne peuvent sans étre identiques avoir comme asymptotiques la
méme courbe.

3o — classe C. — On a de plus w,; == 0 ; I’équation obtenue en dérivant la
premiére équation (16) est vérifibe d’elle-méme. Le systéme dérivé de (16)
introduit 4 expressions de Pfaff nouvelles gui s'exprimeront de la maniére la
plus générale a 'aide de 4 parameétres. I/ est possible d'établir une C,, entre
deux surfaces quelconques appartenant ¢ la classe C; ces correspondances
dépendent d’une fonction arbitraire d'un argument.

Correspondances C;.

22. Les surfaces S seront données par :

Q, — w, Q, = w, Q= w, Q, — w,.

Q= wy, Qy, == Wy, Qpy == yy Qyy == Wy,
17) Q) — Q) = v, — Wy, Qpy — Q= @y — v,

Q) = wyy Qyy = 0y, Qg = wyy Q= wy.

Qi = Wy Qy — 20, = 0y, — 20,,.

qui conduit & :

Q) — ©,, = aw, Wyy — Wy = — AW,
(18) { Q,, — wy; = buw, Qp — Wy, = €W, + aw,.
Q, —w,=(b+ ¢)u, — avw, Qg — wy = fuw, — bw,

dans lequel nous pourrons réduire a et 6 a 0 & l'aide des indéterminées
E,, — e, et E,, — ¢,,. Nous supposerons s rapportée a un repére du 3° ordre
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c’est-a-dire les équations (1} entre les w et de plus v,, = 0. On obtient alors
par dérivation extérieure de (18) (aprés réduction).

(D — ), = 0 [(Qyy — wyy) w1 = 0.
(19) [(’)t(dc + 2¢{wy — ")11))] + [{ Qo — ©34) w] = 0.
[w,(de + 2¢c{wy, — ©,4))] 4+ {(Q,y — ;)] = 0.
foldf + floy, + o

0y — Wyg) — Bew,a) | 4 [{Q) — ©y)w,] = 0.

qui donne par résolution :

Q0 — wyy =0 Q) — Wy == 20,.
(20) de —+ 2(}((000 —_ (c)“) f— ?’")1
df -+ /(woo T Wy — Oy — ")3,;) — 200, = Yy — 00y,

En remarquant que s est rapportée & un repére du troisieme ordre on a
wy, = bw, ; la dérivation de la premicére équation (20) ne donne donc rien. On
a alors un systéme en involution dont la solution dépend aw plus de trois
Jonctions arbitraires d'un arqument. C'est le degré de généralité des sur-
faces S qui peuvent correspondre a une s donnde dans une Cyy. Ce résultat ne
dépend pas de la classe & laguelle appartient la surface s dont on est parti :
les surfaces S sont toujours de la méme classe ue s (elles peuvent ne pas
étre de la méme sous-classe de a). St lon prend deux surfaces quelconques
de la classe ¢ la Cyy que lon peut établir entre eiles ne dépend que de con-
stantes arbitraires. G, ne peut exister sans entrainer l'identité des deux
surfaces.




CHAPITRE 1V

Les surfaces les plus générales.

Etude géométrique.

23. C. Segre () a montré qu'une surface admet en général deux familles
de courbes caractéristiques qui constituent le seul réseau qu’elle contient.
Nous n’étudierons dans ce chapitre que les surfaces S pour lesquelles les
deux familles de caractéristiques sount distinctes. Les tangentes a une famille
de ces courbes engendrent les hypersurfaces les plus générales parmi celles
dont I’hyperplan tangent dépend de 2 parameétres. On peut encore dire que
ces droites déterminent une congruence qui peut étre décomposée de deux
maniéres différentes en une simple infinité de surfaces développables (2).

Nous désignerons par D, la congruence formée par la premiére famille
de tangentes caractéristiques de S. D, admettra comme focales S et une autre
suriace 3,. D, sera formée par la deuxieme famille de tangentes caracté-
ristiques de S et aura pour focales S et S,. Nous remarquerons que les deux
familles de développables de la congruence D, par exemple découpent sur
chaque focale de D, le réseau unique que porte cette surface. La congruence
D, permet ainsi de passer du réseau de S au réseau tracé sur S, c’est-a-dire
définit une transformation de Laplace qui pourra en général se prolonger
dans les deux sens et donner une suite de Laplace de réseaux ct de con-
gruences.

Le repére mobile attaché a .

Nous attachons en chaque point de S un systéme de référence caracté-
risé par :

(1) Atti della R. Accademia. Torino : 1907.
(2) M. Lavran. Thése (loc. cit.).
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(1) ; wy=w, =0

W, = O, gy = 0 wy, =0 Wy, == O,
Les deux formes asymptotiques sont alors réduites a
F,=uw? F, = w,’.

La premiere famille de caractéristiques est définie par w, = 0 et la
deuxiéme famille par v, = 0.

Nous effectuerons une premiére particularisation du systéme de référence
qui laissera encore indéterminés : e,, €y, €;,, €0, €41, €as, €t qui entrainera :

Wy + 0y — 20, = aw, Wy, + Wi — 20, = Bo,
(2) wy = 0 Wy, =0
{ W,y == AWy Mg, == bh)]

Une particularisation plus compléte permettra en annulant e, et e,, de
réduire o et § a 0. Et nous pouvons encore grace a l'indétermination qui
subsiste sur e,, et e, réduire a et b & I'unité dans le cas général ou a 0 dans
des cas particuliers. Les surfaces les plus générales seront données par le
systeme obtenu en joignant aux équations (1) les équations (2) dans lesquelles
Ay fatt o ] 0N 3

onfaito =2 = 0 ¢t ¢ = & = 1. On vérifie que ce systéme est en involu-

7 I3

tion ct que sa solution générale dépend bien de deux fonctions arbitraires de
deux arguments.

Les surfaces qui ont une famille de caractéristiques planes.

24. Un premier cas particulier se présente lorsque a peut étre réduit non
pas a l'unité mais & 0. Nous devons maintenant remarquer qu’'avec le systéme
de référence choisi sur chaque tangente caractéristique de S : AA, par
exemple les points focaux sont précisément A et A;. Le point A, décrit la
focale S,; de méme A, décrit S,.

L’hyperplan osculateur a la courbe w, == 0 de S, est déterminé par les
points A, dA,, d*A,, &’A,. On voit que c’est I'hyperplan A,AA A, et la condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'il reste fixe lorsque A, se déplace sur la
courbe w, = 0 s’obtient en écrivant qu’il contient encore dA, ce qui entraine
en tenant compte de (2) w,; = 0 c’est-a-dire @ == 0. Le cas particulier que
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nous étudions est donc caractérisé géométriquement par la propriété pour
les courbes w, = 0 de S, d’étre hyperplanes.

Si nous cherchons & exprimer que les courbes w, = 0 de S sont planes
nous écrirons que le plan osculateur de I'une d’elles A, dA, d2A qui est le plan
AAA, est fixe ce qui aura lieu aux conditions v,; = hw,, w,;==0. Ce qui mon-
tre que les courbes w, = 0 de S ne peuvent étre planes que dans le cas étu-
dié ou les courbes w, = 0 de S, sont hyperplanes. Réciproquement, si « =0
dans les équations (2) on en déduit par dérivation cxtérieure la condition
w,; = hw; qui permet d'affirmer que les courbes w, = 0 de S sont planes. En
résumé lorsque a se réduit a 0 les surfaces S ont leur famille de caractéristi-
ques w, = 0 formée de courbes planes. Les courbes v, = 0 de S, sont alors
hyperplanes et c'est le seul cas ol cette derniére propriété peut avoir lieu.

On pourra encore particulariser le systeme de référence en se servant de
I'indéterminée ¢, et réduire % 4 0 ce qui revient & prendre A, sur la tangente
en A, & la courbe w, = 0 de S,.

Les surfaces & une famille de caractéristiques planes seront données par
le systéme formé par les équations :

(1) (2) avec o =8=a=0 et b=1

auxquelles on joindra w,, =0.
On obtient par dérivation extérieure.

3wy (wy — wy)] + [ww, =10
3lwy(wyy — )] + Tow,] =0
3) [wyw,] =0 (0,0, ] =10
(003} 4= [wy055] = 0
[©3a05] 4 [04(gy + w5 — ) — ©4,)] =0

qui montrent que le systéme est en involution et que sa solution générale
dépend au plus d’'une fonction arbitraire de deux arguments.

Les hypersurfaces H 4 une focale dégénérée.

La transformée par dualité d’'une surface S quelconque est une hypersur-
facc H dont I'hyperplan tangent dépend de denx parameétres (elle appartient
la méme famille d’hypersurfaces que D, et D,). Une développable de la con-

ruence H est Ja transformée des oo plans tangents 4 S le long d'une courbe
Féraup. 6

(s R~
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caractéristique. Dans le cas qui vient d’étre étudié ou les courbes w, =0
de S, sont hyperplanes les plans tangents & S le long d'une courbe v, = 0
sont contenus dans un méme hyperplan (ce sont en effet les plans oscula-
teurs & la courbe w, = 0 correspondante de S,). La propriété corrélative de
celle-la est la suivante : la développable w; = 0 de H sera engendrée par des
droites concourantes, ce sera un cone. Une des focales de H cessera d’étre
une surface mais sera dégénérée en une courbe. Ces hypersurfaces H & une
focale dégénérée correspondent par dualité aux surfaces S qui ont une
famille de caractéristiques planes; elle sont le méme degré de généralité ;
elles dépendent encore d’'une fonction arbitraire de deux arguments.

La transformée de Laplace S, dans le cas ou les courbes w, = 0 de S
sont planes.

25. Nous allons maintenant en supposant les courbes w, = 0 de S planes
étudier la surface S, et la congruence D,. Cette derniére admet une famille
de développables qui se réduisent & des plans. Ces plans dépendent d'un
paramétre. Ils envelopperont en général une surface développable qui sera
précisément S; et sur laquelle on aura les génératrices en prenant la famille
de courbes définie par w, = 0. Avec les particularisations effectuées ces
génératrices ne seront pas autre chose que les droites A,A.. Réciproquement
S, ne peut étre développable que si elle admet seulement o' plans tangents
et il est alors nécessaire que les courbes w, = 0 de S soient planes. Remar-
quons encore que les plans de ces courbes engendrent une hypersurface
développable dans laquelle C, est contenue toute entiére.

Il pourra se faire que la focale développable S, se réduise & un cone.
Les génératrices A,A, devront alors passer par un point fixe. Nous parti-
rons ici du systéme (1) et (2) avec @ = 0 b =1 et nous supposerons effectuée
la particularisation qui donne v, = 0.

Par dérivation extérieure on a :

fo,(do. 4 a{wy; — wyy) = 3w — 0g)] - [0gwy] =0
[wa(dR 4 B(we — ©3;) + (w3 — ;)] 4+ [0,04] =0
(4) [wyw,] =0 Wi, ] =0

[w0,] + [Wy] =0

[@50,] 4 [@y(g 4 4y 4= 0 — gy)] = 0.
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Si nous posons maintenant w,, = uw, il est facile de montrer qu'a 1'aide
de ¢,, qui reste indéterminé il est possible de réduire u & 0 ce qui revient &
prendre A, comme point caractéristique de A;A,. Pour que cette génératrice
passe par un point fixe il est alors nécessaire et suffisant que A, soit fixe ce que
I'on exprimera en joignant aux conditions précédentes »,, = 0. Les équa-
tions obtenues en annulant les covariants bilinéaires de w,, et de w;, sont
vérifiées d'elles-mémes. Il suffira de fairec w,, = w,, = 0 dans le systéme (4).
On voit qu’il est en involution et que sa solution générale dépend encorc
d’une fonction de deux arguments. Dans ce cas la congruence D, est contenue
toute entiére dans un hypercone.

La focale S, pourra cesser d’étre une surface développable pour dégéné-
rer en une courbe si w; = Jw,. Nous supposerons le systéme de référence
attaché a S choisi de telle sorte que l'on ait le systéme (4) avec de plus
w,, = 0. Nous devrons alors avoir v, = 0 et I’on voit immédiatement que S,
se réduira a la droite A,A,. C'est d’ailleurs le seul cas ou S, peut étre dégé-
nérée en une droite. En effet il suffira pour que S, soit une courbe que
wy, = Aw,. Si nous supposons effectuée seulement la premieére particularisa-
tion qui conduit a (1) et a (2) il sera possible avec l'indéterminée e,, de
réduire A & 0.S5i P'on veut que la courbe en laquelle est dégénérée S, soit une
droite ce ne pourra étre que A,A, et cela aura lieu si 'ona w,; = w,, = w,,=0.
Nous retrouvons bien toutes les conditions obtenues qui nous avaient conduits
aux équations (4) dans lesquelles on prend w,, = w,, = 0. Ces deux derniéres
relations ne donnent par dérivation extérieure que des équations vérifiées
d’elles-mémes et 1'on voit que le systéme que 'on déduit alors de (4) est en
involution. La solution générale dépend encore d’une fonction de deux argu-
ments. Dans ce cas la congruence C, est contenue toute entitre dans une
hypersurface développable de la classe de celles dont le plan générateur
passe par une droite fixe.

Les cas corrélatifs des précédents.

26. Si nous supposons maintenant les courbes w, = 0 de S hyperplanes
il est presque évident que si S, est dégénérée ce ne peut étre qu’en une
conrhe plane. Ce cas est corrélatif de celui que nous venons d’étudier ot les
courbes w, = 0 de S sont planes et S, est dégénérée en une droite. En effet
les courbes w, = 0 de S étant planes une focale de H est dégénérée; S, étant
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dégénérée les plans tangents le long d’une courbe w, = 0 de S passent par
un méme point et par suite les développables w, = 0 de H sont hyperplanes.
La propriété de la focale dégénérée de H de se réduire a une courbe plane
s’obtiendrait encore en transformant par dualité le résultat précédemment
obtenu : la réduction de S, & une droite. Nous allons montrer que récipro-
quement S, peut étre dégénérée en une courbe plane seulement si comme
nous ’avons supposé les courbes w, = 0 de Ssont hyperplanes. Pour cela nous
considérerons une hypersurface H qui aura une focale f, dégénérée. La
transformée par dualité sera une surface a courbes w, = 0 planes. Si /] est
une courbe plane les hyperplans qui contiennent les courbes w, = 0 de S,
enveloppent une droite. Les plans caractéristiques de ces hyperplans con-
tiennent les courbes w, = 0 de S. Ces plans devront donc passer par une
droite fixe, la congruence D, devra étre contenue dans une hypersurface
développable dont les plans générateurs passent par une droite fixe ce
qui ne pourra avoir lieu que si S, est dégénérée en une droite. Mais alors
les développables w, = 0 de H sont hyperplanes et il en est de méme pour
les courbes w, = 0 de la deuxiéme focale f, de cette congruence, ce qui
démontre la réciproque énoncée.

Le raisonnement que nous venons de faire va nous permettre de trans-
former dualistiquement une surface S a courbes w, = 0 planes pour laquelle
S, se réduit & un cone Dans ce cas les plans des courbes w, = 0 passent par
un point fixe. Mais ce sont les plans caractéristiques des hyperplans qui
contiennent les plans tangents & S le long de w, = 0. Ces hyperplans
passent donc par un point fixe. La transformée de S sera une hypersurface H
dont la focale dégénérée f, sera hyperplane.

Comment une suite de Laplace peut se terminer d’un coté.

27. Nous allons pouvoir le déduire des résultats qui précédent.

En partant d'une surface S & deux familles de caractéristiques gauches la
suite de Laplace purra se terminer de I'une des maniéres suivantes :

a) La premieérc transforméc de S dégénére en une courbe gauche.

6) La premiére transformée de S dégénére en une courbe hyperplane.

En partant d'une surface S qui admet une famille de caractéristiques
hyperplanes et en prolongeant la suite du coté de ces caractéristiques nous
aurons les cas suivants :
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¢) La premiére transformée de S est dégénérée c'est alors une courbe
plane.

Si cela n'a pas lieu cette premiére transformée a une famille de caracté-
ristiques planes et nous distinguerons :

dj La deuxiéme transformée de S est une surface développable a aréte
de rebroussement.

e) Cette deuxiéme transformée est un cone.

/) Cette deuxiéme transformée est dégénérée en une droite.

Nous avons montré que ces cas se correspondent deux & deux par dualité

a) a d)
by a e)
6 b f)

De plus I'étude des degrés de généralité qui a été faite pour certaines
classes de surfaces nous permet d’énoncer : le degré de généralité de chaque
surface et de chaque congruence de la suite de Laplace la plus générale qui
se termine d’un coté est le méme quelle que soit la mani¢re dont la suite se
termine. Chacune de ces variétés dépend au plus d’'une fonction arbitraire de
deux arguments. Remarquons que 'on peut trouver au voisinage de la ter-
minaison des variétés (par ex. des surfaces développables) dont le degré de
généralité est stirement inférieur a celui de la suite. Dans les résultats trés
généraux qu'a obtenus M. Tzitzeica (') sur la terminaison des suites de Laplace
dans un espace projectif quelconque les cas (a) (6) (c) (/) sont dits de Laplace,
le cas (d) de M. Goursat et (¢) le cas mixte.

Les surfaces qui ont toutes leurs caractéristiques hyperplanes.

28. Nous avons rencontré différentes classes de surfaces qui étaient carac-
térisées par des propriétés de leurs courbes caractéristiques ou de leurs trans-
formées de Laplace. Pour continuer cette étude nous chercherons d’abord
toutes les surfaces pour lesquelles les deux familles de caractéristiques sont
hyperplanes. Ce sontles transformées dualistiques des congruences H qui ont
leurs focales non dégénérées mais qui prolongées donnent immédiatement de

(!) Géomeétrie différentielle projective des reseaux, Paris, Gauthier-Villars, 1924
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systéme de référence défini par (1) et (2). On pourra conserver ces relations
en considérant H comme une congruence de foyers A; et A,. A A, étant la
deuxiéme tangente (4 w, = 0) caractéristique sur la focale /, lieu de A, et
AA, la deuxiéme tangente (& w, — 0} caractéristique sur f, lieu de A,.
Nous remarquons qu’il est possible en se servant de e, et de e;, qui sont indé-
terminés de réduire w,, a 0 ce qui revient & prendre A, comme point carac-
téristique des oo' tangentes A, A, en tous les points d’'une courbe w,=0 de f,.
La transformée de Laplace de f, se réduira & une courbe si A, est fixe pour
v, ==0 c’est-a-dire si I'on a v, =5w,. De méme la transformée de Laplace de /,
(autre que f;) sera dégénérée a la seule condition w,, = pw, (si l'on a d’abord
réduit v, a 0). Nous partirons du systéme (2) ot nous prendrons pour sim-
plifier a == 6 =1 et nous lui ajouterons :

w,; = 0 w, = 0 W, == ), Wy, = POy

Nous obtiendrons par dérivation extéricure :

[og(do 4+ a{wy — wy) + 3w, — wg)] 4+ [Wewy] + [00,] = 0
[og(dB + Blwey— wae) + 3wy — wy)] + [0, ] + [ww,] =0
[wo(tg, + gy — @y — )] =0 [wyw,] = 0

[ (wg, + ©y — vy — wg)] =0 [,] = 0

(2) fo,,) 4+ Nw,e,] —0

tco4o(~),] + wlow,] =0
(o (dh 4 Nwgy — wi) — o )]
[wddy + oy, — ©5) — )]

=0
=0
La solution générale de ce systéme dépend de 10 fonctions arbitraires d'un

argument. C'est le degré de généralité des congruences H considérées et aussi
des surfaces S qui ont leurs deux familles de caractéristiques hyperplanes.

Les surfaces dont les deux transformées de Laplace sont dégénérées.

29. Les surfaces ayant une famille de caractéristiques planes et l'autre
famille formée de courbes hyperplanes ne pourront étre rencontrées que
comme focales d’'une congruence & dcux familles de développables hyper-
planes. Les deux focales d’une telle congruence appartenant a la fois a la
classe de surfaces que l'on vient d’indiquer. Cette congruence sera la trans-
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formée par dualité d’une surface dont les deux transformées de Laplace sont
dégénérées (surface enveloppe de deux familles de cones). Cette surface s'ob-
tient en faisant dans les systémes (1) et (2) : v, == 0 wy = 0.

Ces deux derniéres équations donnent : (w0, ] = 0, [vw,] = 0 et les
surfaces considérées dépendent au plus de 8 fonctions arbitraires d'un argu-
ment (').

Les raisonnements que nous venons de faire permettraient la résolution
des problémes qui consistent & chercher les surfaces dont les transformées de
Laplace, des deux cotés, présentent 4 un certain rang une des particularités
que nous avons étudiées. Nous nous bornerons i remarquer que les surfaces S
a caractéristiques v, = 0 planes et a transformée S, dégénérée s’obtiennent
en faisant dans (2) : ¢ =0, h=1, 2=8=0 et o,= o, =0. Elles
dépendent de 7 fonctions arbitraires d'un argument et leurs transformdes
dualistiques H sont des congruences de la méme nature que D, qui joint

Sas,.

Les surfaces qui ont toutes leurs caractéristiques planes.

30. Il nous reste maintenant a étudier les surfaces S qui ont leurs deux
familles de caractéristiques planes. Ce sont les dualistiques des congruences H
qui ontleurs deuxfocales dégénérées. Le degré de généralité de ces variétésest
celui del’ensemble de deux courbes gauches ¢’est-a-dire 6 fonctions arbitraires
d'un argument. Elles s’obtiendront en prenantdans (2) .o =0 =—=a =6 =29
et en joignant aux équations ainsi obtenues w,, = w;, = 0. Il sera maintenant
facile d’obtenir les congruences & deux focales dégénérées pour lesquelles
une de ces focales ou les deux sont des courbes planes ou hyperplanes. Le
degré de généralité de ces congruences pourra étre prévu en remarquant que
ce sera celui de I'ensemble des courbes focales et de plus :

qu’une courbe gauche dépend de 3 fonctions de 1 argument;

qu'une courbe hyperplane dépend de 2 fonctions de 1 argument ;

qu’une courbe plane dépend de 1 fonction de 1 argument.

Si les deux focales de II sont des courbes gauches les deux transformées
de Laplace S, et S, de la surface S dualistique de H sont des développables
a aréte de rebroussement. Lorsqu'une focale de H sera hyperplane une des

(') Ce résultat est indiqué dans la thése de M. Lalan.
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transformées de S se réduira & un cone; il faudra pour les obtenir ajouter au
systéme que I'on vient d’indiquer w,; = w;,, = 0.

Pour qu'une focale de H soit plane il sera nécessaire et suffisant qu'une
des transformées de S se réduise & une droite. Le systéme qui donne ces sur-
faces s’obtient en prenant dans (2) 1@ = b6 =2=7 = 0 et en ajoutant w,, = 0
ce quientraine d’ailleursimmédiatement w,,= 0. Les deux focales de H seront
planes lorsque les deux transformées de S seront des droites ; il faudra ajouter
aux conditions précédentes : v,, = w,, = 0 et I'on obtient alors par dérivation
extérieure les deux seules relations : {w,wg ] = 0, [wyw,] = 0.

L’hypersurface H, qui a pour focales deux coniques.

31. Dans ce dernier cas ou les deux focales de H sont planes on peut
remarquer que lorsque ces courbes se réduiront & des coniques leur ensem-
ble sera complétement déterminé c’est-a-dire ne dépendra que de constantes
qui fixeront sa position dans I'espace projectif. Il en sera donc de méme pour
la congruence H, admettant pour focales deux coniques. Nous considérons
une congruence rapportée a un repére du troisiéme ordre avec (') :

w, =0 Wy, = Wy = 0, Wy, =0
Wy + O — g — == 0 Wy == by Wy == Wy
Wy == 2w, Wy, = 2w,

La congruence H, sera donnée par :

Wy = 4w, Wy == Wy S O

=0

Wy == W) == gy == Wy == Wy == Wyy == Wy, == Wy

systéme qui est completement intégrable et dont la solution ne dépend hicn
que de constantes arbitraires.

Les formes w,, w,, w;, w, restent alors seules indépendantes. La con-
gruence H, admet un sous-groupe, & 4 parameétres, du groupe projectif qui la
laisse invariante. En annulant «,, et en posant :

w, = du, — u,du,
0y = du, — u,du;
Wy == a’u3

(*) Dans le chapitre VI nous reprendrons ce systéme de référence attaché en chaque
point d’une hypersurface et nous donnerons sa signification géométrique.
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les formules de Frenet s’intégrent directement et donnent comme équation
finie : 2z,(1 — 2%) = x," — 2, + (2® + 22z,
Nous ferons encore le changement de variables :

2z, = X, z, = — 2X, I, — Z, = X, z; + x, = X,

et I'équation de H, s'écrira : (1 — 4X.)X, = X,X; — (X;* + X 2)X,.

Cette hypersurface est coupée par son hyperplan tangent X, = 0 suivant
XoX;
Xy? -+ Xo?
considérée comme engendrée par le déplacement du conoide de Plicker de
Vespace projectif. Ce qui permet de définir ce conoide comme la section
de H, par un hyperplan tangent quelconque. D’'une maniére plus géomé-
trique si nous considérons deux coniques f, et f, une génératrice quelconque
BB, qui les joint soit B,T, la tangente a /, en B, et B,T, la tangente a f,
en B, nous obtiendrons le conoide de Pliicker en prenant toutes les droites

s’appuyant sur /, et f, et contenues dans I'hyperplan T,B,B,T,.

une surface X, = qui est un conoide de Pliucker. Elle peut étre

La surface S,

32. La transformée dualistique de cette congruence H, sera une surface

S, qui admettra rapportée & un repére du troisiéme ordre pour formules de
Frenet :

dA = wpA - 0, A J- A,

dA; = w A+ w,A,

dA, = wuA, + wap;'.

dA; = wyA,

dA, = w, A,

les w,; étant encore liés par les relations :

o = Hwyy + wy)

W3 — wy — 3oy,

I

Wiy = — 3wy — Wy,

Les formes indépendantes sont w, w,, w,, o,. S, admet un groupe a
4 paramétres qui la laisse invariante. En posant o, = dw,, v, = du, et en
«1‘12 o «1'22
2

annulant v, et w,, on trouve comme équations finies z, = 5 X, ==

FErAup. 1
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Cette surface S, admet deux familles de caractéristiques qui sont des
coniques, ses deux transformées de Laplace sont deux droites (AA; et A,\,)
On obtient facilement les équations finies de son groupe :

X, = a, + a2,
X, = o, + %z,
as 5 3
X3 =9 + @,z 4~ a’z,
%? 2
X,' = 5 4 g%, - 0%,

ol @y, a,, %, %, sont les 4 paramétres.

Les correspondances Cy.

33. C,;. Considérons une surface s dont aucune des familles de caracté-
ristiques n’est composée de courbes planes. Rapportée & un repére du troi-
sitme ordre elle est définie par :

( W, = W; = O
©) Wy == W, gy = 0 Wy, =0 Wy, == ),
Wy + W53 — 200y, == Wy Wy — 209, =0
Wy == 0 W =10 Wy == Wy Wy = W,

Nous obtiendrons toutes les surfaces S qui correspondent a une s donnée
avec Gy, par le systéme

Q, =0 Q, =0

Q=w, Q= Q,=0 Q= w,
(7 Q4+ Q —20, =0 Q,4 9, —20,=0

Q=0 Q,=20 Q= W, Q= w,

Q =w Q = w,

Il est en involution et il existe quelle que soit la surface s dont on part
une famille de surfaces S qui lui correspondent et qui dépendent de 8 fonc-
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tions d'un argument. SiYon se donne d’'une maniére convenable s et Sla Gy,
que l'on peut établir entre elles ne dépend que de deux constantes arbi-
traires.

Prenons maintenant une surface s avec une famille de caractéristiques
planes. Elle sera définie par le systéme (6) dans lequel on remplace w,; = o,
par w,, = 0. Les surfaces S qui ont avec s une C,; appartiennent & la méme
catégorie (elles ont aussi une famille de caractéristiques planes) et dépendent
encore de huit fonctions d'un arqgument. La correspondance que ’on peut éta-
blir entre deux surfaces convenablement choisies dépend de trois constantes
arbilraires.

Dans le cas des surfaces qui ont toutes leurs caractéristiques planes on
montre qu’il est possible d’établir une C,; entre deux quelconques d’entre
elles et que cette correspondance dépend de deux fonctions arbitraires d’un
argument. On pourrait encore définir les surfaces & caractéristiques planes
comme celles qui peuvent avoir avec S, [32] une C,;.

34. Cy,. Nous commencerons par supposer que s est une surface a deux
familles de caractéristiques planes. Elle sera définie par les équations (1) et (2)
avec « = = a = b = 0 et les suivantes que l’on obtient aprés dérivation
extérieure et particularisation nouvelle du systéme de référence :

S 0, =0 Wgy == 0

Wy = dw, Q0 =dw,

—
°]
S

d/

( 0y == ew, + (d’ — -§-> W, Wy, = (d — —;) ©w, + €'w,
Dans ce systéme il sera encore possible de réduire d et @ a1 oua 0.
Les Q des S qui peuvent correspondre a s avec C,, sont donnés :

1° par les équations (1) et (2) telles qu’elles existent entre les v mais olt
on remplace les w par les Q.

20 par :

Q,, = Wy, Oy = Wy, Q,,

€
@
s

o~

O
a~
-

= Wy,

= Wy Q,

[
<
-

Q, = w,

&~
o

e systtme formé par toutes ces équations donne par dérivation exté-
rieure.
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[ [04g{ Qg — Qi — 00y + 04y)] F [04(Qgg — wy)]

[(930 - (-)30)0)1] + {(’)31(914 — Qg — vy 4+ (l)ss)] =10
[(Qgp — 0g0)0,] + [55(Qps — Qgy — w35 - ©y3)]
[(’)20(900 — Oy — Wy + (’)32)] + [("2(940 - w“)] —0
[(on —_ wao)w;:] -+ [‘Dn(gan — Q,, — wyy - (1’4'.)] =0
[(940 — wao)wi] =+ [(o“(Q“ — Q —wy + ")M)] =0
[(’)1(911 — Qp — v, + W) | =0

(0 Qay — Qpy — 0y - W) ] =0

En comparant entre elles la premiére et la deuxiéme des équations de ce
systéme on trouve pour qu'il puisse étre vérifié les conditions

d d'
(10) A2d — ) =0 p(2d—F)=0
cun ayant posé pour résoudre les deux derniéres équations (9)
(11) Q) — oy = Q) — we + Ay, Q, — Wy, = Q) — Wy, + pw,

Supposons d’abord d = d' = 0.

On tire de (9) et de (1) Qup = gy Q,, = w, qui donnent
wlwgw,] =0, Mwyw,] = 0. En comparant avec les équations dérivées des
deux premiéres équations (8) on arrive & w,, = w,, = 0. Enfin en dérivant (11)

{(”1(60\ + )‘(woo - m“))] =0, [(")E(dp' + P‘(woo - (‘)2?))} =0

On peut conclure que si I'on est parti d’une surface s définie par rapport
4 un repére du troisiéme ordre et telle que l'on ait :

Wy == Wy == Wy == Wy == Wy == Wy == Wy == W, == 0

il existe une famille de surfaces S qui lui correspondent avec C,,, dépendant
de deux fonctions d’'un argument. Les surfaces s que 1'on vient de considé-
rer ont déja été rencontrées dans le paragraphe précédent [n° 30]; ce sont
celles qui ont leurs deux transformées de Laplace dégénérées en droites et
I'on a trouvé leur degré de généralité : deux fonctions arbitraires d’'un argu-
ment. Nous énoncerons : On peut établir une Cy, entre deux surfaces quel-
conques parmi celles qui ont leurs deux transformées de Laplace dégénérées
en droites. Celte correspondance dépend en général de deux constantes arbi-
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traires. Elle peut s’interpréter géométriquement par le raisonnement qui
suib :

Considérons V'hyperplan A,, A,, A,, A, qui contient les deux droites
focales, supposons-le rejeté & l'infini. La premiére caractéristique dans le
plan A, A,, A, a une équation de la forme z, = f(x,) et la deuxiéme dans le
plan A, A\, A, z, = g(2,). Ces deux équations définissent la surface qui est de
translation. Les caractéristiques se déduiront de I'une d’elles par des trans-
lations. Si je considére maintenant la surface s rapportée i son repére en
géomeétrie affine (affinités générales) w, = do, est I'élément d’arc affine pour
la premiére caractéristique et w, = do, pour la deuxié¢me.

La correspondance sera définie par : do, = dI,, do, = d%, c’est-d-dire
par:o, =23, 4+ Gy, 0o = I, 4 (,, I, 3, étant les arcs affines des caracté-
ristiques de S, C, C, étant deux constantes.

Ceci tombe en défaut si lune des caractéristiques est une parabole (par
exemple la deuxiéme). On aura encore : o, = ¥, + C, a laquelle il faudra
joindre T = f(¢), ¢ étant un paramétre quelconque qui définit I'origine du
repére sur la parabole, T un parameétre analogue sur S. On aura une corres-
pondance ponctuelle arbitraire entre les caractéristiques qui seront des para-
boles. Il est facile de vérifier que dans ce cas la C,, dépend d’'une fonction
d’'un argument.

Toutes les caractéristiques ne peuvent étre des paraboles que pour S,.
Cette surface ne peut correspondre avec G, qu’a elle-méme. La correspon-
dance dépendrait de deuz fonctions d’un argument.

Revenons maintenant au systéme (10) en supposant que d et d' ne se
réduisent pas a 0 tous les deux. Comme ils peuvent toujours étre ramenés
4 0 ou a 1 on aura nécessairement X\ := 1 = 0 et on montre aisément que 1'on
ne peut obtenir ainsi aucune surface S distincte de s et lui correspondant
avec Cy,.

Si I'on part d'une surface s qui a une seule famille de caractéristiques
planes on aura par exemple wy = w;, w;; = 0. Dans le systéme (8) on
obtiendra w;, = — ad'o, au lieu de wy; = 0 et une équation de plus
Swy, = b'w, + @'w,. Pour établir C,, il faudra une condition supplémentaire
Q,, = w,, qui entraine A = u = 0 et par suite l'identité de s et de S.

Si nous prenons enfin pour s une surface n’ayant aucune famille de
caractéristiques planes nous aurons Q,, = w; et s et S ne seront pas dis-
tinctes.
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En résumé les surfaces qui admettent deux droites focales sont les seules
pour lesquelles il puisse y avoir une C,, — entre deuz surfaces distinctes,
lexception toutefors de S,.

35. C,. Deuz surfaces sont toujours projectivement applicables du second
ordre ; lorsqi’elles sont données la correspondance dépend encore d'une fonc-
tion arbitraire de deur arquments.

C,, entre surfaces n’ayant pas de caractéristiques planes ().

36. Les surfaces S qui correspondent avec (,, & une s donnée s’obtiennent
en écrivant :

Q, = w, Q, = v,

Q== wy, Q,, = y, Q,, = w, Q,, == wy,
(12) Q, + Qs —2Q, = oy, + wy — 20,

Qg + @y — 20, =0, + w0y — 2wy,

Q= wy, Q= )y, Qy = oy Qy = oy

Q,, = v, Qyy = 0y, Q, = w, Q = w,

systéme qui conduit en supposant que s n'a pas de caractéristiques planes et
qu'elle est rapportée & un repére du troisiéme ordre a :

=0

) ]
(13) (“w — )0, ] 4 [Ul( Yy, — )] = 0

) 1] = 0. [(932 - w.xz)"%] = 0.
] 0

= 0. [0y( Q4 —w40)] = 0.

qui se résout suivant :

Qy) — Wy = A, Qi — Wy, == a'w,.
(14) Q, — v, = — aw, Q,, — Wy = — a'w,.
QM — Wy = 6‘91 Qu _— )y, = g(-)f.

dans lequel on peut encore réduire a et o' 4 0.
Cette réduction effectuée on aura par dérivation :

(1) Pour les résultats de I’étude des C,3 entre deux surfaces (quelles que soient les parti-
cularités de leurs caractéristiques), voir Comptes Rendus, 185, 1923, p. 692.
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[(’)2(940 - (.040)] =0 :wn(gso —_— 0?30)1 =0
(18) { Qi — wyp)0, ] + [0 =10 [(Qs0 — ©350) 5] + glw,00,} =0
Lo, (de + c(wep — wyy))] =0 [wy(dg + g(@e— w4)] =0
puis :
Qpp — w,) == — (W, Q) — Wy =— guw,

dg + g(we — wy,) = fw, de + c(weo — y5) = ew,

Si l'on dérive les équations qui donnent s rapportée d un repére du
3e ordre on obtient :

By, = aw, + Puw, Bwyy = Plu, 4 o¢'w,.
) W, = — AW, YO, Wy == — a'(,)1 —+ ']/'(02.
(17) Wy == 6, — YW, W,y = 8w, — Y'o,.

~f
- 7]

Q a 1\ 1
Wy == Nw, + (b' 3 +'§)w27 Wyy == <° — 73 + '3:)“)1 + n'w,.

En dérivant les deux premiéres équations (16) on aboutit, a I'aide
de (17), a:

gy 40 o — o) = (6 — g2 — o
( de + c(")oo - ‘033) = (95 —C% — g)(v),.

Lorsque les équations dérivées de (18) seront vérifiées nous aurons des
surfaces correspondant & une s donnée avec C,,. Elles dépendront de deux
constantes arbitraires. Nous pouvons encore chercher le degré de généralité
des couples (s, S) de surfaces correspondantes. Nous réunissons (17) et (18),
nous obtenons ainsi un systéme en involution dont la solution dépend de
10 fonctions d'un argument.

En résumé il existe une famille de surfaces s dépendant de 10 fonctions
arbitraires d'un argument entre lesquelles il est possible d'élablir une Cy,.

Les caractéristiques du systéme en involution qui définit les couples (s,S)
sont les courbes w, = 0, v, = 0, et de plus celles qui sont définies par
(')1(931 - “’31) = 0’2(942 - ’(’-’w)~

37. Si nous portons notre attention sur le déplacement qui ameéne S surs
nous pouvons faire les remarques cinématiques suivantes :

I° Dans le déplacement & deux parameétres qui améne a chaque instant
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S sur s les vitesses d’entrainement de tous les points du plan tangent & S
sont nulles.

20 Si l’'on reste sur une caractéristique (w, = 0 par exemple) le dépla-
cement qui améne S sur s n’est plus qu'a un parameétre et dans ce déplace-
ment les vitesses d’entrainement des points du plan osculateur a l'autre
caractéristique (v, = 0) sont nulles. En supposant s rapportée a un repére
du 3°ordre il est facile de montrer que cette remarque est une conséquence
de la précédente.

3° Dans le déplacement & 2 parametres qui améne S sur s les vitesses
d’entrainement de tous les points du plan osculateur & une caractéristique
sont situés dans ce plan osculateur (dans le déplacement d’entrainement ce
plan glisse sur lui-méme).

Ces trois remarques nous conduisent a la réciproque suivante.

8%l existe entre deux surfaces s et S une correspondance ponctuelle telle
qu’il soit possible par un déplacement a deux parameétres d’amener a chaque
instant en coincidence : 1° un point de S avec son homologue de s ; 2° aux
points homologues confondus les plans tangents, les tangentes caractéristi-
ques, les plans osculateurs aux courbes caractéristiques et si de plus ce
déplacement posséde les propriétés énoncées dans la premiére et la troisieme
des remarques précédentes la correspondance ponctuelle que l'on considére
est Cg,.

38. Nous nous proposons maintenant de pénétrer plus avant dans I'étude
des couples (s S) entre lesquels peut exister une C,,. Nous commencerons
par donner un exemple simple. Considérons les surfaces définies par (1) (2)
(avec o == B =10 a =54 =1) et les équations (17) ou l'on prend :

Q0
Il
2
I
—

et pour 7. n' des constantes; elles dépendent de 2 constantes arbitraires.
Entre deux quelconques de ces surfaces il est possible d’établir une C,; (elles.
forment un couple (s S)). Il suffit d’écrire : Q, = w,, Q, = w,.

Cette correspondance dépend de 2 constantes arbitraires. Ces surfaces
peuvent encore se définir comme celles qui peuvent avoir une C,, avec V.

V, étant celle qui correspond a v, = 7/ = 0.

Cette surface particuliére V, posséde les propriétés remarquables sui-
vantes :
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1° La suite de Laplace que l'on peut former en partant de cette surface
se ferme aprés avoir décrit un pentagone.

20 Cette suite de Laplace se transforme en elle-méme par dualité.

Nous reprendrons ici I'étude du cas général.

Nous définirons d’abord le repére que nous avons utilisé. A, et A, sont
les transformées de Laplace, A, A, et A, A, les tangentes aux caractéristiques
sur ces transformées; A A, A, est le plan normal projectif en appelant ainsi
le seul plan, non en incidence avec le plan tangent, qui peut étre défini d'une
maniére intrinséque en partant des éléments des trois premiers ordres de la
surface.

Les équations réduites de la surface rapportée & ce repére s’écrivent avec
les notations précédemment définies :

1 1 { ¢ S,

Ty =5 &t A z’ +— 57 (— 3nx,* + Aozbx, - Aoz, 4 Bayt).
] 1 4

&y =g 22— - T ‘24 (——-341, + ddxSz, - Adzar + Pl

De ce qui précéde [n. 36] il résulte immédiatement qu'une condition
nécessaire pour quil existe une C,, entre deux surfaces est que les invariants
a8 o338 soient égaux pour s et S; ce qui montre que lorsque la corres-
pondance existe elle est en général bien déterminée ().

On peut donner une interprétation géométrique de cette condition néces-
saire. Rapportons s et S & un méme repére déterminé comme nous l'avons
indiqué plus haut, en partant de 1'une ou l'autre des surfaces. Soient s, et S,
leurs projections (de sommet A,) sur hyperplan A A, A; A,, elles se coupe-
ront suivant une courbe qui aura un point quadruple avec quatre tangentes
confondues suivant A A,. Une propriété analogue s’énoncera sil’on considére
les projection s, et S; sur 'hyperplan A A, A, A,.

C,; entre surfaces ayant une famille de caractéristiques planes.

39. Nous partirons toujours du systéme (12) mais nous supposerons pour s
0y, = 0 au lieu de w3 = w,. On obtient les systemes (13) et (14) (avec dans
ce dernier a = a' = 0) mais (15) devient alors :

(') Elle peut dépendre de 2 constantes arbitraires, au plus, dans des cas particuliers.
Féravo. 8
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[wy(Q4y — 4)] == 0. [0,(Q4 — wy)] = 0.
(19) 7 [(Quw — ww)w,] = 0. [(Qg — wyo)w,] 4 glww,]=0.
( [w,(de + c(wy, — wyg))] = 0. [o{dg + glw,, — w,)] = 0.

qui se résout suivant :

Q) —w, =20 Q) — vy = — gw,.

(20) % dg + glwy, — wy) = fu, de + clwg — wy) = ew,.
La premiére de ces équations donne par dérivation extérieure :
(21) Glwawy] = 0.

I. Nous supposerons d’abord g = 0.

On obtient alors c[w,w, ] = 0 et par suite en laissant de coté le cas ¢ =0
qui conduit & l'identité des deux surfaces : [w,w ] = 0. Comme Pon peuit
supposer que 'on a réduit dans s, v, a 0 les surfaces que 'on rencontre ici
ont déja été étudiées [n. 29]; ce sont celles qui ont leurs caractéristiques
w, = 0 planes et de plus leurs transformées s, dégénérées en des courbes.
Elles dépendent de 7 fonctions arbitraires d'un argument. A chacune d’elles
correspond avec Cy; une famille dépendant d'une fonction d’un arqument de
surfaces S.

Nous pourrons dans ce cas faire les remarques cinématiques suivantes :

Dans le déplacement & deux paramétres qui ameéne Ssur s :

1° Les vitesses d’entrainement des points du plan tangenta S sont nulles.

2° Les vitesses d'entrainement des points du plan A A, A, — qui contient
la caractéristique plane — sont nulles.

3° Le déplacement d’entrainement est une é/ation instantanée de centre
le point A, qui décrit la focale dégénérée S,.

4° Les vitesses d’entrainement des points du plan A A, A; osculateur a la
caractéristique gauche sont situées dans ce plan.

Nous en déduirons une condition suffisante pour qu'une correspondance
ponctuelle entre deux surfaces de cette catégorie soit une C;;. Elle s’énoncera
comme celle qui a ét¢ donnée plus haut [n. 37} mais les conditions auxquel-
les le déplacement doit satisfaire sont ici indiquées par la premiére et la
quatriéme des remarques ci-dessus.
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II. g # 0.

On aura d’apres (21) Tw,my ] = 0.

Si ’on réduit encore w,, & 0 on aura de plus : vy, = w,; = 0.

Ce cas est celui ot la transformée de Laplace s, est dégénérée enune droite.
Pour une telle surface le systéme dérivé de (2) (oalonprend: o =P =a =0
et b = 1) s’écrit :

(04w — wy)] = 0 — B[wawp] + {wm,] =0

@0y ] + [0 = 0 [0g05] + B[65,w,,] = 0

(22)

On voit que les couples (s S) de surfaces quise correspondent sont donnés
par le systeme obtenu en joignant a (1) et (2) les équations (12) et que ce sys-
téme est en involution. Par dérivation on aboutit en effet en partant de ce
systéme & (22) et au systéme dérivé de (20). Dans 'ensemble de ces 8 équa-
tions figurent 8 expressions de Pfaff nouvelles qui s'expriment a l'aide de
8 paramotres.

Les couples (s S) dépendent de 8 fonctions d'un arqument.

On montre facilement que pour une surface s convenablement chosie les
surfaces S correspondantes ne dépendent que d’'une constante arbitraire.

Nous pourrons faire les mémes remarques cinématiques que dans le cas
général (ou iln’y a pas de caractéristiques planes) et la 7éceproque s'énoncera
de méme. Toutefois il sera suffisant que la troisiéme condition ait lieu pour le
déplacement du plan AA,A; osculateur & la caractéristique gauche (elle sera
en effet toujours satistaite pour A\,A, qui contient la caractéristique plane).

Cy, entre surfaces a caractéristiques toutes planes.

40. On pourra encorc écrire (12), (13) et (14). Ce dernier donnera apres
dérivation et résolution :

(23) gy — wy = 0 Qup— e =0
de + ¢(w,) — wg) = ew, dg 4 g(we — wy,) = for.
qui conduit & : g[w,0,,] =0 Loy ] == 0.

Nous laisserons de coté le cas : ¢ = ¢ = 0 pour lequel les surfaces s et S
ne sont pas distinctes et nous étudierons seulement les deux autres cas.

[.g=0 c = 0.

Ty = 0. Une des transformées de s est dégénérée (en une droite) et (23)
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montre alors qi’a toute surface s correspondent des surfaces S qui dépendent
d'une fonction arbitraire d'un argument.

II. ¢ =0 c = 0.

On a: [ww,]=0, |ww;]=0quimontrent que les deux transformées
de Laplace sont pour une de ces surfaces réduites a des droites. I/ est possible
d’établir une C,; entre deux quelconques de ces surfaces (*). Cette correspon-
dance dépend de 4 constantes arbitraires. Nous allons I'interpréter géométri-
quement en envoyant comme nous l'avons déja fait [n. 34] 'hyperplan des
deux droites focales & l'infini. On peut alors définir dans la géométrie
admettant le groupe des affinités générales un arc sur chaque caractéristique.
Pour cela on considere la parabole osculatrice & cette caractéristique et I'on
prend sur cette parabole un parameétre naturel qui sera défini & une substi-
tution linéaire prés a coefficients constants.

La C,; sera établie sil'on suppose les arcs affines 5, et o, sur<, liés a =, et 5,
que I'on peut définir d’'une maniére analogue sur les caractéristiques de S par:

o, = K3, + K s, = K"S, + K”

K K' K" K” étant les 4 constantes arbitraires dont dépend la C,;.

Lorsqu'une seule transformée de Laplace est dégénérée en une droite
(par ex. s;) dans le déplacement & deux paramétres qui améne S sur s.

1° Les vitesses d’entrainement des points du plan tangent sont nulles;

2" Les vitesses d’entrainement des points de AA,A, (osculateur & v, = 0)
sont nulles;

3" Le déplacement d’entrainement est une élation instantanée de centre le
point A, qui décrit s,.

La condition suffisante pour qu’entre deux de ces surfaces une correspon-
dance ponctuelle soit C,; s'énonce en imposant au déplacement la premiére
seulement des propriétés qui viennent d’étre énoncées.

Si la surface admet deux droites focales on pourra dire encore que les
vitesses d’entrainement des points du plan tangent sont nulles et réciproque-
ment que cette condition imposée au déplacement & deux paramétres suffir a
rendre une correspondance C,;.

41. Considérons de nouveau une C,, établie entres et S dans le cas général

(*) On peat en particulier prendre pour l'une d’elles la surface Sq[n. 32].
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ouil n’y a pas de caractéristiques planes nous allons chercher quelle corres-
pondance résulte, entre s, et S, de la précédente. Nous pourrons supposer que
dans le systtme (17) on a réduit a I'aide de e, et de e,, y et y'a 0 il en
résulte que les caractéristiques se correspondent aussi bien entre s, et S,
qu'entre s, et S,. [1y a entre s, et S, une C,; et il en est de méme entre s, et S,.

Il y aura une G, entre s, et S, si de plus @, — w,, = 0 qui entraine :
C=0 Qy, — wy, = 0 la correspondance est alors C,; (c’est la méme que
celle qui existe entre s et S). Le systéme (16) sera remplacé par :

(24) Q — gy == — g, . Qp—w,=10

dg + g((')oﬂ — (-)M) = fwz

d'ott : glwywy] — glwiw,] = 0 cest-d-dire en tenant compte de (17)
(6 — 1) [wy,] = 0.

En laissant de coté le cas ¢ = 0 pour lequel s et S ne sont pas distinctes :
5=1 Wy == Wy,

En supposant cette condition vérifiée la dérivation de la premiére (24)
conduit a :

(25) dg + g(on — ou) = Fo,

F s’exprimant 4 V'aide de ¢ et des parameétres qui interviennent dans (17) :

La dérivée de cette derniére équation (25) étant supposée vérifice ; a une

surface s convenablement choisie les équations qui précédenf feront corres-

pondre une famille dépendant d’'une constante arbitrairve de surfaces S. Les

couples (s S) s'obtiendront en joignant (18) et (25); ils dépendront de neuf
fonctions arbitraires d'un argument.

Si nous supposons maintenant que s peut avoir une ou bien ses deux
familles de caractéristiques planes le seul cas ou il existe une transformée
qui est une surface a caractéristiques (pour des surfaces admettant entre elles
une Cy,) est celus ow s, est une droite. Dans ce cas les couples (s S) dépendent
de huit fonctions d’'un arqument. 11y a alors entre s etS, une C,, et il ne pour-
rait exister une correspondance plus étroite entre s, et S, qu'avec g = 0, ce
qui entrainerait I'identité de s et S (en supposant s, et S, non dégénérées).




CHAPITRE V

Les surfaces qui ont une famille d’asymptotiques.

42. Siles deux familles de caractéristiques d’une surface s sont confon-
dues elles constituent une famille d’asymptotiques. On pourra alors rappor-
ter s 4 un systéeme de référence choisi de telle sorte que I'on ait :

(1) W, = O w, = 0

(2) Wy == ), gy = () Wy, = ), Wy = W,

(3) 3 Wog + Wyy — 2(')41 = O Wo + Wy == )y — Wy = 0
Wy == Wy Wy == Wy Wy — 2 Wy == O

sil'on exclut les surfaces réglées qui ont été étudiées au chapitre 111.

U est facile de vérifier que ces surfaces dépendent d’une fonction arbi-
traire de deux arguments. Leurs transformées dualistiques sont des hyper-
surfaces V dont 'hyperplan taugent dépend de 2 paramétres et qui sont
précisément engendrées par les tangentes asymptotiques d’une telle sur-
face s (*). En résumé en désignant par C la congruence des tangentes asymp-
totiques de s on peut dire que la transformée dualistique V de s est de la
méme espéce que C. Il est presque évident que la famille d’asymptotiques
de S ne peut étre composée de courbes planes. Il est aussi impossible qu’elle
soit formée par des courbes hyperplanes. En effet I’hyperplan de l'une de
ces courbes ne pourrait étre avec la particularisation effectuée que AA.AA,
et cet hyperplan n'est jamais fixe quand on se déplace sur la caractéristique
w, = 0 si la surface n’est pas réglée. On en conclut pour V que ses dévelop-
pables ne peuvent se réduire 4 des cones c'est-d-dire qu'elle ne peut pas
avoir sa focale dégénérée en une courbe.

(1) VM. Lalan, These (loc. cit.)
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43. Cy. Gy ——. Cyy S'établit entre deux surfaces quelconques par
Q, = w, Q, = w,. Elle dépend de deux fonctions d’un argument.
Pour établir C,, on joint au systéme qui donne S correspondant a s avec

Cy; les équations :

Q,, == v, 20, — Q== 20, — W,
G, 4+ Q) = 0w, + w, 20, — Q= 2t,, —
Qg == Wy Qp — Q= 0 — vy

On obtient par dérivation :

{ [(01(900— ")oo)} =0 [wi(gw - (')12)] ”“% [("2(900 - woo)] =0
[0( Qs — 013)] =0 3[(Q4— 010)0,] + 5 [ (2043 — ©20)( Qo — 000) ] =0
L

% (04 + ©1)( Qo — ©o)] + [(Q4 — wig)] = 0

+ [(2wy =+ dwyy + ©0y) (@1 — wy,)] = 0
- 1 ’
[(Qgy — )0, ] — 3 [©33( Qoo — g9)] =+ [(2wgs — ©5y)(Q1y— wy,)] == 0

{ (01 — ©50)(Qoo — )] = 2[0,(Qyp — w30)] + [00,(Qey — wy,)]
F[(Q1y — W) (s — 2w4)} =0

On en tire Q, — w,, = 2w, Q, — v, = — —;‘- w, ou 'on peut réduire « a 0
aJaide de I'indétermination qui subsiste pour E,, — e,,. Aprés cette réduc-
tion (8) conduit & : Q) — Wy = Q) —w, =Q, — v, =Q, — v, =0 qui
entrainent encore Q,, — w, = 0 et par suite I'identité entre s et S. C,, ne
peut exister entre deux surfaces distinctes.

44. C,. Le repére attaché a s sera tel que les w vérifieront les équa-
tions (1) (2) et (3).

Pour les @ on aura seulement (1) (2) et :

Q,, + Q4 — 29, = Fo, 4 B,
QOO + Qy— Qy — Q= A(')I

o
Qi
<
—

H
Q,; = Eou, + o,

? Q,, — 29,, = Cow, 4+ Aw,
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On pourra encore prendre :

<
Wy = 0y — 20y, == w, Q, + Q, — 20

Wy — W — Gy == Py, Q,—Q — Q

3 == Ws

Pow,

[
t

qui permettent de poser :

0y — 204, 4+ 0 = 20, + S,

et Q — 2Q,, + Q, = 90, + Bo,

Avec ces hypothéses G, s’établit en écrivant :

-

), = w, Q,=w

Q“ — Qoo = Wy — Wy, Qﬁ, == )y,

qui donne par dérivation :

[0 (Qyy — 20 — vy + 20,)] 4 [0y(Q — Q) — 0, F w,)] =0
[(Qu — Qup — w4 - Wy)wy] 4 [0y(Q — )| == 0

ou en se servant des équations précédentes.

— 2[w,(Qy — Qs — Wy + wy)] 4 (f.’:—— Bw,w,] + (P —-p)lbwgu)‘] = ()

(g — Qg — Wy + 043)0,] + [0, (8 — wg)] = U
dans lequel ne figurent que deux expressions de Pfaff nouvelles.

On voit qu'une C, est possible entre deux surfaces quelconques et qi’elle
dépend de deux fonctions arbitraires d’un arqument.

45. C,y. Les couples (s §) de surfaces pouvant se correspondre avec Gy,
s’obtiennent en partant d'un systéme formé :

1° par les équations (1) (2) (3);

20 par les équations qui donnent S correspondant & s avec Cy;;

3° par : Qﬂ, =, Q“ _ Qoo =0, — Wy Qﬂ — Qoo = W,, — W,.

On dérive ce systéme et on le résout de la maniére la plus générale. On
peut alors effectuer de nouvelles particularisations et éerire :

< ®, + o, — 2(.)22 = w, Wy — Wy — W, == €O,
(1) w,, + o, = do, 2w,, — 2wy — Wy == ew, — 2co,
i
. e . c+d
4 0, = fo© — 3w, Wy T W, = JO, — g,
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et
i Q) = wy, Q, =, Q= w,
(72) ; Qy = 0y == Q5 — )y,
{ Q,—o, = Do Q,, — v, = Eo

Nous allons prolonger le systéme ainsi obtenu.
Nous obtenons (8,) dans lequel 7 expressions de Pflaff :

s’expriment a 'aide de 8 parameétres :
Py Qs Ty eenienn etc. et

Q — v, = l)o)l —+ E(.)ﬁ
8) Qg — Wy == o, + Do,
%)) dE + 2E(w,, — o) = B,
dD + D{wy, + 0 — 0, — wy) — 2Gw,, = yv, — g,

En dérivant (8,) on obtient :
3=D — 2«
puis une expression de y a 'aide de o et des :
Ps @5 Ty oev... elc.
La dérivation des deux derniéres équations de ce systéme conduit a :
(9,) do. = Uw, + Vo,
U et V s’exprimant a l'aide de D, E,

des d.c.e ... etc,

des p.q.7r ... etc,
des A u.v..... etc.

Nous avons préalablement remarqué que le systéme (9,) obtenu par déri-
vation de (8,) permet d’exprimer les huit expressions de Pfatf :

dp, dq, dr ...... ete.

I"ERAUD. 9
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a l'aide de 9 paramétres :

~ &
Ay By V... ete.

On peut déja pressentir que le systéme ainsi prolongé est en involution.
‘n dérivant une fois de plus on est conduit & (10,) dans lequel 9 expres-
sions de Pfaff nouvelles :

di, dp, dv ...... ete.

s’expriment a I’aide de 10 paramétres :

La dérivée de (9,) donne une relation entre :

dh. dy. dv ete.

qui permet de réduire d'une unité le nombre de ces derniers paramétres.

Il suffit alors de vérifier — ce qui ne présente aucune difficulté — qu'un
certain déterminant n’est pas nul, pour pouvoir affirmer qu’il y a involution
et que la solution générale du probléme posé — la détermination des cou-
ples (s S) — dépend de 9 fonctions arbitraires d'un argument.

Du point de vue cinématique nous pourrons faire les remarques sui-
vantes :

Si 'on convient d’abord de rester sur 'asymptotique w, = 0 dans le mou-
vement & un parametre qui améne S sur s les vitesses d’entrainement de
tous les points du plan tangent & S sont nulles ; le déplacement d’entraine-
ment est alors une élation de centre A dans laquelle les points du plan tan-
gent & S restent fixes.

Silon considere le mouvement & 2 paramétres qui ameéne Ssur s :

1° les vitesses d’entrainement des points de la tangente AA, & I'asympto-
tique sont nulles ;

20 le dépl'acement d’entrainement du plan tangent a S est une élation de
centre A ;

3¢ les vitesses d’entrainement de tout point lié a la surface rencontrent la
tangente AA, a ’'asymptotique.

Ces trois conditions sont celles qu'il faut imposer aw déplacement pour
qu’une correspondance ponctuelle donnée soit C,,.



CHAPITRE VI

Les hypersurfaces engendrées par des plans.

46. Ce sont les transformées dualistiques des surfaces réglées. Elles peu-
vent étre définies de la maniére suivante : on considére une courbe G et par
chaque tangente a cetle courbe on fait passer un plan qui sera le plan géné-
rateur d’'une hypersurface H. En général ce plan ne sera pas contenu dans
Ihyperplan osculateur & G au point de contact de la tangente correspon-
dante et les H dépendent de 5 fonctions d’un argument.

Leur étude se fait facilement en les rapportant & un repére du quatrieme
ordre par rapport auquel elles sont définies par

(1) W, = 0
(2) ©y, = 0, Wy == ©, wy, == 0
(3) (o, 4 0y —w, —w,=0 Wy == gy = 0
é Wy == W)y My == 2(02
(4) ( =10 D =t = () Wyy == ),
! W, — 0y, =10 Wgy - ©)) — Wy — Wy ==
Wy = W, = P,
1
Wy, — Wy == 50, =+ yw,

25 o 1
Wy = _di 0, 4 ow, 4 T O

Wyy = ©y — 2y = B, + KL, 4= Yoy

La courbe G est alors décrite par A,.

A A, est sa tangente, .

A;, A, A, + A, son plan osculateur.
Le plan générateur de H est A;, A,. A.
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L'hyperplan formé par les deux plans précédents est A, A, \,, A,

Le plan caractéristique de cet hyperplan : A, A,, A, et enfin le plan
transversal (') est A,, Ay, A — A,.

Si 'on choisit le plan générateur dans I’hyperplan osculateur a la
courbe G au point considéré on obtient des hypersurfaces qui ne dépendent
plus que de 4 fonctions d’'un argument. Elles forment la classe 4. Elles
satisfont encore a (1) (2) (3) et (4) mais il faut remplacer la premiére équa-
tion (8) par w,, = 0. L’hypersurface transversale (lieu du plan transversal)
se réduit a I'hypersurface développable engendrée par les plans osculateurs
a G.

Un cas plus particulier se présente si I'on a en méme temps w,, = w,, = 0.
La courbe G est alors plane et il suffit pour engendrer H de mener par
chacune de ses tangentes un plan générateur. Les hypersurfaces dépendent
alors de trois fonctions d'un argument et appartiennent a la classe ¢. L’hy-
persurface transversale se réduit au plan qui contient G. Nous signalerons
encore le cas ot dans (3) on a w,; = 0 au lieu de v, = w,. On obtient alors
une hypersurface I, de la classe ¢ pour laquelle G est une conique et qui
admet une famille doublement infinic de génératrices (?).

Correspondances établies entre deux des hypersurfaces précédentes.

y. -
ad.

M. Cartan (*) a montré que deux hypersurfaces distinctes non déve-
loppables n’admettent entre elles aucune C,. On voit facilement qu'il peut
exuster une C,, entre deux hypersurfaces h et B quelconques et qu’elle dépend
d'une fonction de deux arguments.

48. Cy,. Les hypersurfaces H qui correspondent a une 4 donnée s’obtien-

nent par

Q, = w, Q,, = w,, Q,, == vy, Q,, ==
( ( — ¢ J— = — J—

(6) Q, + Q. Q,, Q= ©yy 4 oy oo Wy
Oy == y, Quy = )y, Q,, == @y Qg = Wy,
Q, = w, Q, = w, Q = wy

(1) Cest ce que devient par dualité la droite transversale [n. 19] Voir M. Ranum 7ran-
sactions of the Amer. Mat. Soc., t. XVI, 1915 (loc. cit.) ou I'on trouvera en particulier la
classification de ces hypersurfaces qui correspond & celle des surfaces réglées.

(2) M. Lavan. Thése (loc. cit.).

(%) Annales £. N. § . 1920, ch. VII (loc. cit.).



SUR UNE GENERALISATION DE L'APPLICABILITE PROJECTIVE 63

En supposant 4 rapportée & un repére du quatriéme ordre on déduit par
dérivation de (6) un systéme qui pourra par des particularisations nouvelles
se réduire a

Quy == Wy Qyy — Q= Qpy ==y — ;- oy
Qyy — Qpy = ;) — )y, Qg + Qpy — Qyy — Qyy =, + w0y, — Wy, — ),
Qyy — gy = [,
Qy — Q) = v, — v, + Po,
Qyy — Q) == w0y — Wy,
Q; — w3 == Row, 4+ Puw,
En dérivant de nouveau on obtient R = P = 0 et un systéme qui se

résout suivant :

Q== wy, Qg == Wy
Q?o == Wy, + YWy
Q== Wy + Sw,

dt 4 £ (055 g — 2wy5) == gy = Wy — 20, - Sw; - RW, - Yoy,
Ce dernier conduit a

oidy + 20,y — o)) = 0

i-(')z(da + 38((;)“ _ (022) —_— "'L')i.')):l — 0

{(v)i((,l,"?) —i— 33(0)0 — u)“/ — 7w /] jL (u.') —‘-I— l‘.(-( —L- 'lql\ \ 4 Bt — 1)0 )]
(t — 1

+ [oy(dy 4 2y(0g, — )] —

yui montre que les Aypersurfaces 0 que correspondent @ une h dépendent
de trots fonctions d'un argument. La correspondance entre deux hypersurfa-
ces h et H convenablement choisies est en général bien déterminée (en écrivant
I'égalité de certains invariants) mais peut dans des cas particuliers dépendre
de deux constantes arbitraires au plus.

Deuz hypersurfaces qui se correspondent appartiennent & la méme classe.
On peut en particulier définir celles de la classe ¢ comme les hypersurfaces
(ui peuvent correspondre avec C,; & Hy [n. 46].

Dans tous les cas si 'on considére le déplacement d trois paramétres
jui améne H sur 4 on peut remarquer ce qui suit:

1o les vitesses d’entrainement des points du plan générateur sont nulles
(la correspondance entre les plans générateurs est projective).
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2° Les vitesses d’entrainement de tous les points de I'hyperplan tangent
a H vont rencontrer la droite AA,. Ces deux conditions sont celles qu'il faut
imposer au déplacement a trois parameétres qui améne H sur 4 si l'on veut
énoncer une propriété caractéristique des Cy,.

On arrive aux résultats suivants par I'étude du contact qui peut résulter
entre les courbes G et ¢ de Gy, :

Ce contact est en général du troisitme ordre. Il est du quatriéme ordre
siy =0, H dépend alors de deux fonctions d'un argument. Sil'on a de plus
8 =10 H ne dépend plus que d'une fonction; les vitesses d’entrainement
(dans le déplacement & trois parameétres) des points du plan osculateur a G
sont nulles; le contact entre G et ¢ sera du cinqui¢me ordre si les hyper-
surfaces appartiennent & la classe a, du sixiéme ordre si elles sont de la
classe & et les deux courbes seront identiques siles hypersurfaces font partie
de la classe c. I/ résulte de la que les seules hypersurfaces qui peuvent sans
étre identiques se correspondre avec C,, et avoir de plus la méme courbe G
sont celles qui appartiennent & la classe c¢. Pour des hypersurfaces de la
classe & se correspondant avec C,, le contact le plus élevé qui peut exister
entre G et ¢ sans entrainer l'identité de H et de /4 est du sixiéme ordre.
Pour la classe @ ce contact n'est que du cinquiéme ordre.

On montre sans difficulté que C,, ne peut exister entre deux hypersurfaces
dustinctes.






