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PREMIERE THESE

Sur les équations algébriques contenant
des paramétres arbitraires.

Introduction.

M.Landau a donné!?) le premier exemple de la détermination
d’une région du plan complexe contenant toujours une racine d’une
¢quation algébrique, indépendamment de la valeur des paramétres
arbitraires qui y figurent.

M. Montel, dans son mémoire ,Sur les modules des zéros des
polynomes“ 2) a développé une théorie dont le point de départ est
le probléme posé par M. Landau; il a mis nettement en évidence
la liaison étroite de cette partie de I'Algébre avee le théoréme de
Picard-Landau dans la théorie des fonetions. Nul doute que
dans lavenir cette liaison ne s'affermisse davantage encore et que
Vétude algébrique conduise o des propriétés importantes des fone-
tions entiéres et méromorphes, entre autres & une démonstration
d’un caractére réellement algébrique du théoréme de Picard-Lan-
dau, peut-étre méme de celui de M. Julia?).

Ce sont différents problémes du type de celui traité par
M. Landau que je tiche de r¢soudre dans ce travail, en me bor-

1) Annales Scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure, 3¢ série, t. 24 (1907)
pp. 179201

1) Ibidem, 3¢ série t 40 (1923) pp. 1—34.

3) On consultera a ce sujet d'intéressantes suggestions de M. André Bloeh
dans son livre: ,Les fonctions holomorphes et méromorphes dans le cercle unité*
de la collection: Mémorial des Sciences Mathématiques, pp. 43—45.

1



2 M. Biernacki: |642|

nant dailleurs au cas ol les paramétres entrent linéairement dans
I'équation.

Un de mes buts principaux a été de développer, ou au moins
d’amorcer, le plus grand nombre possible de methodes pour traiter
les problémes de ce genre nouveau. C’est pourquoi je me suis con-
tenté, dans quelques cas, d’esquisser les démonstrations ou méme
simplement diindiquer les énoncés, tandis que, dans d’autres cas, je
n’ai point hésité a développer plusieurs démonstrations d'un méme
théoréme.

Le premier Chapitre a été écrit sous Dinfluence de la lecture
du mémoire déja cité de M. Montel et se trouve en liaison étroiter
avec ce travail. J'y étudie d’abord I’équation

14+ 4a a2+, .4 a0 =0 (p<<my <<..<my)

Je montre qu’elle a p racines de module inférieur ou égal &

A
n—p" e p’

Si l'on remplace 14 z” par un polynome arbitraire de degré p,
ayant tous ses zéros dans le cercle unité, on a une limite supérieure
de module de p racines en supprimant le radical dans l'expression
précédente. Je précise un résultat de M. Van Vleck!?), en indi-
quant une limite supérieure analogue dans le cas ol la suite des
coefficients donnés est discontinue. J'entreprends ensuite une étude
détaillée de I'équation trinome en retrouvant les résultats obtenus
antérieurement par M. Herglotz par une méthode différente 2).
Je termine ce Chapitre par un examen comple! de I'équation qua-
drinome en m'occupant non seulement des modules des racines, mais
aussi de leurs arguments. Dans certains cas. jc parviens . délimiter
les secteurs circulaires de sommet origine qui sont les plus petits
possibles contenant toujours une racine de l'équation.

Dans le deuxiéme Chapitre, Jamorce I'é¢tude des équations du
type

a, Piy(x)4...4a, P(x)=0

ou les polynomes P,(z).... P, (x) ne sont plus complétement déter-

1) Bulletin de la Société Mathématique de France. Décembre 1925.
?) Leipz. Berichte t. 74. (16 janvier 1922),
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minés comme dans le Chapitre précédent; on ne suppose connus
que leurs degrés et les régions R,,... R,, qui contiennent respecti-
vement tous leurs zéros. Le principal résultat obtenu est le suivant:
Si un polynome P(x) de degré p a tous ses zéros contenus dans le
cercle de rayon P, un polynome ()(x) de degré q>> p a tous ses zéros
contenus dans le cercle concentrique aw piécédent et de rayon Q, cha-
que polynome P(x)—-aQ(x) a p zéros dans le cercle concentrique aux
précedents de rayon égal au plus grand des nombres

0 et PYTL

q—Pp

la limite pouvant étre effectivement aticinte.
Comme application jobtiens I'énoncé: un polynome de degré n
qui prend p fois une valeur au point a el qui ne prend cette
valeur en aucun autre point du cercle x—a <R est nécessairement

’

p-valent dans le cercle |x—a << : .R; le coefficient f est le plus

grand possible.

Je termine le Chapitre en établissant la proposition: Le produit
de k polynomes de la forme b,a* + a,x™ (i=1,2,.. k) resp. p,, Py Ps
valents dans le cerele x <R est (p, +p, ...+ p.) valent dans le
méme cercle.

Le troisiéme Chapitre est consacré & l'étude des relations qui
existent entre les zéros des polynomes et des fractions rationnelles
et ceux de leurs dérivées.

J'établis d’abord des lemmes fixant les limites supérieures exactes
des modules de tous les zéros des expressions

P(x) P’ (x) — 2P%(x) et P(x)P"(x)— P'*(z)

lorsqu’on sait que tous les zéros du polynome P(x), de degré donné,
sont contenus dans le cercle unité.

M Szegd a démontré') le théoréme suivant: Si un polynome
P(x) de degré n a tous ses zéros dans le cercle unité, les racines
de I'équation P(x) -+ aP’(xr)==0 sont contenues, ou hien dans le
cercle unité, ou bien dans le cercle x -+ na <1 En m’attachant
systématiquement & formuler des énoncés daus lesquels les valeurs

1) Mathematische Zeitschrift t 18 (1922) Cette proposition a été généralisée
depuis.
1‘
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B

des paramétres n’interviennent pas, je suis arrivé & la conclusion
que toutes les racines de I'équation précédente, sauf une au plus, sont

contenues dans le cercle x <2 si n est pair et

; — 1 41
- sg[Vn +Vn+ ].Vg
2Vn
si n est impair, les nombres que j’ai indiqués étant les plus petits
possibles.

M. Kakeya a établi ) une proposition que l'on peut regarder
comme une généralisation d’un théoréme classique de Gauss et de
Lucas. Siun polynome de degré n contient p zéros dans un cercle
de rayon R, le polynome dérivé en contient au moins (p—1) dans
le cercle concentrique au précédent et de rayon o (n, p). K. M. Ka-
keya a dailleurs établi- que

1

¥ (n2) =

sin
n

Jai étudié.en détail le cas de p=mn— 1" et j'ai abouti & I'iné-
galité

ponn—D<|/1+

Pégalité ayant lieu lorsque n est impair. J'aborde ensuite 1'étude des
fractions rationnelles; cette partie de mon travail se rattache aux
travaux récents de M. Walsh?). M. Walsh suppose que les
zéros d'une fraction rationnelle sont contenus dans un domaine eir-
culaire C, que les pdles sont contenus dans un autre domaine cir-
culaire K et il délimite alors les régions contenant les zéros de la
dérivée. Je me suis proposé de résoudre dans quelques cas simples
le méme probléme. en supposant toujours que les zéros de la fraction
sont contenus dans un cercle C, mais en ne faisant aucune hypo-
thése sur la situation des pdles dont le nombre seulement et évent.
les ordres de multiplicités restent fixés. Dans ces conditions, il est
visiblement impossible de délimiter les régions contenant tous les
zéros de la fraction dérivée, mais on peut se proposer de recher-

1) The Tohoku Math. Journal t 11 (1917,
?) Transactions of the American Mathematical Society t. 22 (1921).
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cher les rayons de cercles C,, (,,. . concentriques & C qui en con-
tiendraient toujours un certain nombre. Il est curieux que, dans
certains cas du moins. le cercle C lui-méme contienne un certain
nombre de ces zéros.

Eu terminant ce Chapitre, je démontre un lemme qui sera peut-
étre susceptible d’applications algébriques. Etant donnés » points dis-
tincts, tous sur la périphérie ou a Dintérieur d'un cercle, 1l existe
toujours une transformation conforme du cercle en lui-méme, telle
que le centre de gravité des transformés des points considérés oc-
cupe une position arbitrairement choisie & l'intérieur de ce cercle,

Je suis heureux de pouvoir exprimer ici mes sentiments de re-
connaissance & M. Emile Borel qui a bien voulu sintéresser
a mon premier travail scientifique. Je remercie ausst MM. Jacques
Hadamard et Henri Lebesgue de I'accueil bienveillant qu’ils
ont fait a mes notes (résumant les résultats de ce travail) en les
présentant & I'Académie des Sciences. Mais je tiens surtout 4 ex-
primer & mon cher maitre. M. Paul Montel, ma profonde grati-
tude pour tout ce que je lui dois et, en particulier, pour les conseils
trés précieux qu'il m’a prodigués et l'effort qu'il n’a pas hésité
a me consacrer.

CHAPITRE L
Les théorémes de M. Montel et leurs analogues.
1. Le théoréme de Landau: L’équation
l4+rxr+ax"=0

a toujours une racine de moduale inférieur ou égal & 2, cette limite
n’étant atteinte que pour lI'équation

(1-{-;)’:0

— a été généralisé par différents auteurs parmi lesquels il faut citer
particuliérement MM. Montel, Fejér. Herglotz et Van Vleck.
MM. Montel et Fejér ont établi, indépendamment I'un de autre,
que I'équation & (k-4 2) termes:

l4+r4az+4...4a,x* =0 (n, <mg <...<my)

a toujours une racine de module ne dépassant pas (k1) et que
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cette limite est atteinte. M. Fejér a démontré en méme temps que
V’équation:

14+2+ao+.. fax=0 (p<n <<myg<l...<m)

a toujours wune racine de moduale ne dépassant pas

14 — ——————
m n Tro e
e - < YCiy. .
IS
M. Montel a établi que I'équation:
14-224a, 2"+ ... 4 a,x=0

a toujours deux racines de module ne dépassant pas J/Cip, et il a dé-
montré de plus que l'équation générale:

142 +4a, 2+ ... 4 a2r=0

a toujours p racines dont les modules ne dépassent pas un nombre
qui ne dépend que du nombre des termes de l'équation. 1l a ajouté que

7
cette limite est probablement égale a ) C:,. Nous appellerons dans la
suite ‘ce théoréme: ,le premier théoréme de M. Montel“.
M. Montel a généralisé davantage encore en faisant voir que
I'équation :

l14aq24...4a,2°4a, vt 4. Fa,  2rH-1 =0
(@0 p <y <o < )

dans laquelle a,,... a, sont des nombres fixes a toujours p racines
dont le module est inférieur &4 un nombre fixe @(ay,..., a,, k) ne
dépendant que de ay, a,,..., a, et du nombre des termes du polynome?).

Nous appellerons cette proposition ,le deuxi¢éme théoréme de
M. Montel“.

La lecture du mémoire de M. Montel contenant les résultats
cités?) a été lorigine d'un travail de M. Van-Vleck, inséré au
Bulletin de la Société Mathéinatique de France (Décembre 1925).
Dans ce travaill. M Van Vleck a établi ,le premier théoréme de
M. Montel* dans le cas particulier ot la suite p, n, n,,.. #, ne

1) M. Montel a d7ailleurs établi un théoréme encore plus général dont nous
ne nous occuperons pas dans ce travail

?) Annales Scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure, janvier 1923, pp. 1—34.
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présente pas de lacunes (elle se réduit done & p, p+1,..., p+ k).
Il a attiré lattention sur l'existence de théorémes analogues lorsque
1a suite des coefficients donnés n’est plus une suite continue:
a,, a,... a,, mais est de la forme: a,, ay,... @,y @pr (@ F 0) 1)
il a établi notamment l'existence, dans ce cas, d’'une limite supé-
rieure du module de p racines ne dépendant que des coefficients
donnés et du degré de 1'équation Cependant, en réalité il y a ici
aussi une limite ne dépendant que des coefficients donnés, de m
et du nombre des termes de Véquation 2).

Dans ce Chapitre nous nous occuperons d’abord des trois pro-
positions qui rentrent respectivement dans l'ordre d’idées du pre-
mier et du deuxiéme théoréme de M. Montel et du probléme posé
par M. Van-Vleck,

Aprés avoir esquissé la démonstration de ces théorémes géné-
raux, j'étudierai en détail Péquation trinome

14224+ ax"=0
<t 'équation quadrinome
142" +ay 2"+ a2 =0 (p<<ny <<mny)

en précisant encore davantage l'énoncé de la premiére proposition.
2. L'équation 14 z* a4 ...+ axr=0 (p<n, <.<ny)
a toujours p racines de modules me dépassant pas le nombre

r

l/ n, ng L VCT_< k1)
n—p ng—p Tu—p S )

Nous verrons, en étudiant Péquation trinome 1 2?4 ax"=0,
«que cette équation a toujours p racines de modules ne dépassant

n - . y o .
Ppas l/ et que ces racines varient d’'une maniére continue lors-
n—p

que a décrit, dans son plan, une demi-droite passant par l'origine

1) Cependant M. Montel a aussi établi un théoréme dans cet ordre d'idées.
«Cf, le mémoire cité p. 7.

2) On peut I'établir par la voie indiquée par M. Montel; cf. p. 21 de son
Mémoire cité.

3) .JI’ai énoncé cette proposition duans une Note présentée a 1’Académie des
#Bceiences de Paris le 3 Décembre 1923.
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ou, en d’autres termes, que le cercle

n
<)

contient p régions simplement connexes, n’empiétant pas l'une sur
Iautre, chacune d’elles correspondant, en vertu de ’équation

14+t ax=0
biunivoquement au plan des a découpé suivant une certaine demi-
droite passant par l'origine. La limite est atteinte pour p équations-
et pour p seulement qui ont une racine double

x=cbl/:z:(d)’=—~—l)

et (p — 1) racines de module moindre. Les autres racines ont leurs
modules supérieurs.
Supposons démoiitré que l'équation:

142 4a, 4. F a1 =0 (p<<n <...<m_)

ait toujours p racines de modules ne dépassant pas
?

", My

n—p "k—l“‘P,
variant continfiment lorsque, si a,=a,+ia,’ (s=1,2,... k—1) le
point M (a;, a;'.... a,_;, @,,) décrit une demi-droite passant par l'ori-
gine de 'espace & (2k — 2) dimensions des coefficients a,. a, et fai-
gons voir que l'on peut remplacer (k— 1) par k.

En posant a, = ¢ ¢4, 1 réel, nous allons considérer les courbes
I' décrites par les rucines de I’équation

@ fle)=14x"~4a, r"4...4a,a2=0
lorsque, a,,... @,_, restant constants, 4 ne prend que deux valeurs:
déterminées: 4 et 4 4 7 et ¢ varie arbitrairement (o > 0).

En posant « = ¢¥ égalant & zéro la partie réelle et imagi-
naire dans I'équation (1) et en éliminant g, on obtient 'équation des
courbes I' en coordonnées polaires:

P(r,0,4,a,... q,",) = sin [(n, —p) 0 4 X| * + sin [n, 4 4] +
@ +Z r{agsin [(n,—n) 6 4 2] — a.’ cos [(n,— n,) 0 4 4]} = 0.

=1
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D’aprés le théoréme de M Montel, si a, a; a,_;, 4 restent fixes
et 81 ¢ varie de 0 & 4 oo, 1l y a p racines qui restent en module
plus petits qu'un nombre fixe K (ne dépendant que de k) et décri-
vent des ares de courbes continus allant des affixes des racines de
Péquation

14z 4az+...4ax1=0

& Yorigine. Pour quelles valeurs de ay, a,,... a,_; les modules de ces
racines sont-ils les plus grands possibles?

Regardons pour un moment 4 et 6 comme fixes. L'équation (2)
définit alors le module » des racines comme une fonction bien dé-
terminée dans l'espace (2k — 2)-dimensionnel des paramétres a;, a;™.
a,_;, a,_; tant que l'on ne traverse pas I'hypersurface A=0 obtenue
en élimmant r entre P=0 et aaf): 0. Ces fonctions alteignent leurs
plus grandes valeurs (celles au moins qui nous intéressent) sur
Uhypersurface A= 0.

En eftet, si l'on avait un maximum pour », on devrait avoir

al
gj; = .%1? =...= ;;f): =0 ce qui n’est pas possible. Il n’est pas
possible non plus gu’une telle valeur soit approchée lorsque le point
de coordonnées (a3, aiy .. a,.,) s'éloigne indéfiniment sur une courbe
me coujant pas 4, car il existerait alors un maximum relatif sur

Ihypersphére:

A—1
2' gt = R,

tam]

On devrait avoir

P . P .
a—dda,-{—...-{—é?r—da,,,_,__

k—1

en tenant compte de

ayday+...+a;_day ;=0 e . d
1
9P 3P ap \/ oo
s s VA
a,  a a_, R :
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L’équation (2) devient alors:

8in [(n,—p) 0 +2] r*—-sin(n, 0+2) & Rrm) 1 720 4 y¥ a0 =0,

égalité impossible si »>>1 et K suffisamment grand.
Ainsi. les plus grandes valeurs de » sont atteintes lorsqu’on

. @ . .
a aussi - = 0. Revenons aux ecourbes décrites par les racines,
r

lorsque a,, ay,... @,_,, 4 sont constants et que ¢ varie de O & +-o0;

. 0
sl z{;:f: 0 nous aurons un point ordinaire de la courbe avee % =0

P
26
a un point multiple de la courbe 1) et ceci entraine f/(r)=0.

En définitive, les plus grandes valeurs des modules sont at-
teintes pour les x satisfaisant 4 une des équations:

qui ne peut évidemment pas fournir un maximum. Si =0 on

1

®) Qo =14+ Y a2 =0
feml

k—1

@) Yo @=nf@)—zf' @) =n+(n—p)z"+ I (n.—n)a,z" =0

et ces deux équations ont toujours, d’aprés I'hypothése, p racines
de modules non supérieurs au nombre

P
nmn—p n—p

L’élimination de x entre ¢,_,(x)=0 et ¢, ,(x)=0, resp. ¥,_,(x)=0
et @, ,(x) =0 définit dans Pespace (2k — 2) dimensionnel des para-
meétres réels a;, a;'.....a,", une multiplicité & (2k —4) dimensions que
nous appellerons D, ;. Soit M le point représentatif du systéme des
valeurs des paramétres a;,a;,...a; ;. pour lequel le maximum du
module de p racines est atteint et supposons d’abord que le seg-

1) Nos courbes ont des propiiétés analogues aux courbes , trajectoires* étn-
diees par M. de la Vallée Poussin (Annales de la Société Scientifique de
Bruxelles 1902) Par un point multiple d'ordre n il passe toujours n branches

K
de la courbe se coupant sous des angles tous égaux a e
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ment reetiligne OM (ouvert en O, fermé en M) ne contienne aucun
point de D, ,. La racine x de module maximum est, d’'aprés ce
qui précéde. en méme temps racine de l'une des équations (3) et
(4). Déplagons M vers Porigine sur le segment OJ. A chaque po-
sition de .M correspond une racine commune de l'équation étudiée
f(x)=0 et de (3) resp. (4) qui décrira un arc continu et d’autre
part restera i l'intérieur du cercle (), de rayon K. Il s'ensuit que
Parc en question aboutira 4 une des racines de I'équation 1 -+ x*=0
resp n, - (n,— p)xr’ =0 et pénétrera par conséquent. a partir d’'un
certain moment, dans le cercle C, de rayon R Au contraire, les
racines de (3) resp. (4) ne faisant pas partie du systéme de p ra-
cines défini p. 548 sont siirement en debors de C,. si M est suffisam-
ment rapproché de l'origine. Done, notre racine x fera partie du sys-
téme des p racines dont il a été question. Il ne pourrait pas y avoir,
pendant le trajet de .M, d’échanges entre les différentes racines puis-
que OJM ne contient pas de points de D, ;. On en conclut done,.
conformément & I'hypothése que. méme dans sa position primitive,
la racine x a son module moindre que R.

Supposons maintenant que OM contienne des points de D,
Soit N le point de 1),y situé sur OJ et le plus éloigné a lorigine.
Nous déplacerons M jusqu'a la position N et nous remarquerons
que a satisfait alors & l'une des équations ne contenant plus que
(k — 2) paramétres:

(5 Pra(®) =My Puy (X)) — 2P, () =
—2
=nm+ (ma—p) @+ Y —n)aa=0

=]
6 Y o(X) = m 1 Py () — 2P, (%) ==
x—2
=mmy 4 (n—p) s —p) 27 Y ne—n) (e —n) aa"t = 0.

1=1

Nous considérerons maintenant le point N’ de P'espace & (2k— 4)
dimensions qui correspond au systtme des valeurs (aj,a;...a,
vérifiées aussi au point N, et nous supposerons encore d’abord que
je segment ON’ de cet espace ne contient aucun point de la mul-
tiplicité D, qui s’obtient en éliminant x entre @, ,(x)=0 et
@ro(x) =0 et entre P, ,(r) =0 et y, ,(x> =0.

On déplacera alors N’ vers Porigine, en déterminant a4 chaque
instant a,_; et a, de maniére que @, ;(r) =0 resp ¥, ,(xr)=0 et
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f(x) =0 soient vérifiées. La racine x décrira encore un arc con-
tinu restant 4 l'intérieur de C, et pénétrant & partir d'un certain
moment dans C,. On voit done en répétant deux fois le raisonne-
ment précédent que. d’abord dans la position correspondant au
point N (ou ') et puis, méme dans la position correspondant au
point M, le module de . ne dépassait pas R ).

On voit clairement comment on continuera, en aboutissant au
besoin & l'espace des parameétres aj, a’, & deux dimensions seule-
ment. Or nous verrons directement en étudiant l'équation trinome
que lorsque le point (aj. ai’) décrit dans la direction de l'origine
une demi-droite passant par l'origine rencontrant ou non D, qui se
réduit & un nombre fini de points, la racine augmente indéfiniment,
si primitivement son module était supérieur a K.

La marche de nos raisonnements montre que les p racines de
modules moindres que K varient contintiment lorsque le point M
de coordonnées aj. ay, ... a;, a, décrit une droite passant par
Porigine

Remarquons encore qu’il résulte des raisonnements qui précédent
et de 1'étude de l'équation trinome que dans le cas particulier out il
n’y a pas de lacunes (n,= p -4 i) une seule racine au plus parmi
les p premiéres (les racines étant numérotées dans l'ordre des mo-
dules croissants) peut atteindre la limite qui a été déterminée qui

V
se réduit dans le cas particulier considéré a VC:‘,,H.
St Ton considére les degrés », cumme arbitraires, la limite

P

l/ " "y
n—p M—p

atteint sa plus grande valeur pour le systéme n,=p—+1,.. ,n,=p-+ &

P
et se réduit alors & JCx, <<k-1%).
P

Nous aHons voir que la limite l/(",’:+l est toujours atteinte pour p
polynomes et pour p seulement.

1) On suppose la proposition déja établie non seulement pour (k—1) para-
métres mais aussi pour (k — 2), (k — 3),.. paramétres

?) M. Walsh a établi dans une Note du t. 176 des C. R. que I'équation a toujours
p racines moindres en module qu'un nombre g (k- 1) indépendant de p.

On a donc ¢ (k) =*k.
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Au lieu de commencer par établir l'existence des polynomes
pour lesquels la limite est effectivement atteinte, j’admettrai par
contre a priori cette’ existence, j'en déduirai les propriétés et la
forme nécessaire de ces polynomes et je vérifierai ensuite que, pour
eux, la limite est bien atteinte.

Jappellerai, dans la suite, le polynome de la forme

14 a4 ay 2?4 ... 4 a2t

P
dont le p-éme zéro a [/ C},, pour module le ,polynome au module
maximum“ et je le désignerai par P, ,(x).

Si une racine x atteint la limite elle sera aussi. d’aprés ce qui
précéde, une racine de 'équation ¢, ,(r) = (p+k) f(®) —x f'(x) = 0.
En reprenant le méme raisonnement avec ¥, ,(x) on voit que x
doit élre aussi une racine de

Yo(@) =(p+k— DY, @)—ap,,(x)=0...

... et ainsi de suite. Par conséquent x doit étre une racine (k -} 1)-ple
(mais nou pas (k - 2)-ple) de I'équation. En combinant ce résultat
avec la remarque de la p 552 on voit que le polynome au module
maximum [’ , (x) doit avoir les propriétés suivantes:

P
1l existe une racine (k- 1)-ple de module V();H, les (p —1)
racines restantes ont leur module moindre. Ceei posé, on voit bien
maintenant que I'équation y, ,(x) = 0 doit étre elle-méme, aprés le

changement de variable
x = ‘/p _lt_ k .u

la ramenant & la forme canonique, une ,équation au module ma-
ximum“. Nous obtenons par conséquent la relation suivante:

x , ; ’ k
) P, (x) — m P.(x)=F,, (l/m x)

qui, conjointement avec la condition P,,(0) =1 détermine sans am-
biguité P,,(x) si 'on conmnait P,, ,(x).

Dailleurs dans le § consacré & I'équation trinome nous verrons
quil y a p et p seulement P, ,(x) et nous les calculerons facile-
ment. L’'équation différentielle (7) permet de former les relations
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de récurrence entre les coefficients des P, ,(r) successifs. Le coeffi-
cient de la plus haute puissance x*** n’est pas donné par ces for-
mules; mais il est aisé de le calculer directement.

Aprés avoir ainsi formé P,,(x), P, {(x),... je me suis apergw
que la forme générale des P, ,(x) doit étre la suivante:

x \*F , x?
Pp,,(x)=(1~a~)a’) [ + Ch+1 ~¢+ (’2+~ *2‘p$+
C z
.- + CH—s &° + + xl:}”—l (;,p—-l q)p—l]

P
On a posé ici @ = J/ C,,, & désigne une racine p-éme de (—1)%).
La vérification est immédiate.
Les coefficients de «, x% ..., x*! doivent &tre nuls, celui de x”
égal & l'unité en vertu des relations connues entre les coefficients
binomiaux. Si V'on pose

'EA —

op

le polynome entre crochets devient:
14 Clyu— Cipu® +... 4 Ot u

Ce polynome en u i coefficients positifs et croissants a, d’aprés
un théoréme de M. Kak éya, tous ses zéros moindres que 1 en
module. Done le polynome entre les crochets a tous ses zéros moindres-

v
que VC;_H en module.
On peut aussi considérer dans I'équation
14+2r4aqyzn4 ...+ a2=0
les degrés n, comme fixés et se demander si la limite

v
l/Jl m
ny -—p n,— p

est toujours atteinte? Il en est bien ainsi dans le cas de I'équa-
tion trinome, mais déja dans le cas de ’équation quadrinome nous

1) Cette forme de P, x(x) a été obtenue par une voie différente dans I'article
cité de M, Van Vleck.
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verrons des exemples ol la limite exacte est inférieure. D’ailleurs,
on peut voir indirectement que cette limite ne peut pas étre atteinte

dans tous les cas, de la mani¢re suivante: M. Montel a démontré
le théoréme:

L’équation

1 + x’ + a, xprte + ... + a,_, P t—1e —

a toujours p racines dont le module ne dépasse pas un nombre
fixe indépendant du ¢ et du nombre des termes du polynome lors-
que ¢ ne divise pas p.

Le produit infini

n Ny
m—p my—p "

étant divergent dans le cas actuel, on voit bien que ce théoréme
est incompatible avec I'’hypothése suivant laquelle notre limite serait
toujours atteinte.

Jignore la valeur exacte de la limite dans le cas général: pro-
bablement il y a beaucoup de cas & distinguer suivant la largeur
des lacunes et peut-éire aussi les propriétés arithmétiques de la

suite des n, La proposition qui suit sera probablement utile dans
la recherche de cette limite.

Remarquons d’abord que, si la limite

p___..—‘—..
H=l/ e S
n—p N—0p

est atteinte, on est en présence d’une racine (k—1)-ple de module
R de V'équation proposée. (On le voit exactement comme a la page
553). Au contraire, si la limite exacte de module, soit ¢, est in-
férieure & R il n’y a plus de racine (k- !)-ple de module @, car
on vérifie sans peine qu'une telle racine est nécessairement de mo-
dule R. On peut cependant montrer que:

Si Q est la limite supéricure exacte des modules de 1,2,...(p—1)
ou p racines de l'équation

I'4x*+a, "4 ... +a,2 =0 (p<n <...<n)

lorsque les a, sont arbitraires et les degrés m, fixés, il existe toujours
une équation de cette forme pouwr laquelle la limite est atteinte et qui
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a au moins (k4 1) racines de module Q1), & moins que, pour une
telle équation, U'on ait a,=02%.

Supposons le contraire et d’abord, pour simplifier I'exposé, que
les racines z,, x,,..., 2., (¢ == 0) de module ¢ soient toutes distinctes
Considérons en outre ¢ autres racines quelconques z,_ . ;,... o, ;, &
Si le déterminant:

était différent de zéro on pourrait résoudre le systéme des équations:

l 142t daan+ ...+ a2p=0

®)
l 142t 4 a0+ ... 4 a,xp =
par rapport aux a, et I'on pourrait donc imprimer aux =z, z,,..,2, ,
de petits déplacements de manidre que || > @, ... [z, | > Q: la
limite serait plus grande que .

Ce déterminant est donc nécessairement nul.

Il faut en plus que le rang » de la matrice:

1425 ... xh
(M) .o
1427 xp ... xp

soit inférieur & %, autrement le systéme (8) foarnirait des valeurs
infinies pour certains coefficients a,, 'équation proposée aurait done %,
racines nulles au moins. ce qui n'est pas le cas. Alors les » pre-
miéres équations (8) p. ex. entrainent les (k— ) suivantes, quelles
que soient les valeurs des a,. D’ailleurs les matrices:

Zy ... xpe IR 7 L L
@ ... ... et (N) ...
Tt ... A l T ... X

sont aussi de rang 7 3), il existe done une équation en y de la forme:

1) Les racines sont comptées avec leurs degrés de multiplicités.
?) La proposition pourra vraisemblablement &tre complétée, cf. page 579,
3) Cf. Kowalewski, Déterminants,
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D(y) = x,x“ l=0 I<mm<..<u<k
| Y™ Yy

qui n’est pas identiquement nulle. Cette équation a au plus
{»,, —m —s k) racines différentes de 0 et de u,... z,. Or Péquation
étudide

1424 a4+ ...+ a,z%=0

a (n,—k) de telles racines et n, — k> n, —mn, —k. Il existe donc

une; racine x,, |x;| 5= ¢, de cette équation telle que D(z)=0.
Alors la matrice:

14 af apr ... ofr
14?7 ar... a
147 ap ... 2

(B)

est de rang (r + 1). Le systéme

14254 aap 4 ... a2 =0
{9) . "

422 4a 204 ... 4+ a2z =0,
14+ arta,2 4 ... 4 a2fx =0
est résoluble par rapport aux a,: on peut imprimer aux z, de petits
déplacements arbitraires et déterminer les a, correspondants variant
d’une maniére continue. Nous pourrons alors, en maintenant fixées
les racines z,, x5, . , r, (et par conséquent aussi x,.,...2,) déplacer
continfiment x, vers la circonférence |x| = @ en évitant les racines
de D(y) =0 et en déterminant & chaque instant les a, correspon-
dants par le systéme (9) de maniére qu'ils varient aussi d'une ma-
niére continue Si pendant ce déplacement une autre racine x, ac-
quiert le module ¢ nous nous arréterons la, dans le cas contraire
nous ne nous arréterons que lorsque |x,| = @ De toute fagon nous
obtenons une équation pour laquelle la limite est également at-
teinte et pour laquelle le nombre ¢ est diminué d’une unité. En
répétant au besoin l'opération oun arrive au cas ¢ =0 et enfin au
cas ou il y a (k- 1) racines de module Q.

2
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Les raisonnements sont & peu prés les mémes si quelques unes
des racines de I'équation étudiée sont multiples, il faut seulement
remplacer un groupe de ¢ équations identiques correspondantes 4 une
racine multiple z, d'ordre i: 1 4 a7+ a, 2+ ... + a, 2» =0 par
cette équation & laquelle on adjoint ses (i — 1) premiéres dérivées:

142+t a o+ ... faae=0
px,"—-}—n,a,a::l—{—,..+n,‘a,x:u=()

pip—1) ... (p—i4-2)xr 4 n(n, —1) ... (n, — i)} 4 .. -
+n(n,—1)...(n,—i 4+ 2a.xx=0.

Il semble d’ailleurs probable qu'en général le nombre des ra—

cines de module ¢ est précisément (k-4 1); cependant il peut lui
&tre supérieur: tel est le cas de l'équation

1424 a, 284 gyt =0,

Le résultat que nous venons d'obtenir permet de démontrer
presque immédiatement le premier théoréme de M. Montel dans le
cas particulier ot il n’y a pas de lacunes'). Je me contenterai d'in-
diquer rapidemeunt le principe de cette méthode qui s’apparente
a4 celle de M. Van Vleck de prés et qui est, comme cette der-
niere, impuissante & établir la proposition dans le cas plus difficile
ot il y a des lacunes. L’élimination des a, entre les (k 1) équations:

142t 4aap ... 4 a2 =0
P T S T |x1|= lx,l =.. =‘xg+l{=0
1+2in+a sy + .o oy, =0

fournit
1ap... ap R R
. .. + @y 2. 2gy)” .. |=0.
1 x;},_,...:c:f‘_l 1 x;fg’x:_‘;_;"

En divisant le 1* membre par le déterminant de Vander-
monde, il vient:

(10)  F(2yy oy ..oy Tuya) + (&g, Ty ooy Bigy)? . P2y, Zgy oovy Xagg) =0

1) Cette locution signifiera toujours dans la suite: il n’y a pas de lacunes
aprés le terme z?,
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F étant une forme homogéne de degré

=1

ot @ une forme homogéne de degré

[2", ng — k(k—;_~1~)—-—-kp ]

{1

Si, en particulier, n, =p—+1,...n,=p-+ k @=1, F est de
degré kp. Appelons S,(x,,,,...,#,) la fonction homogéne symétri-
que compléte de degré p de x,,x,,..., x5, dont tous les coefficients
sont égaux i 1, posons par ailleurs S, =1, S,=0 si > 0. Si
p. ex. k=2 il vient:

S, (@1, @3) Sy (@1, 2)
Sp—l(xla "'2, xs) Sr(‘rh 13” xl) '

p(p+41)
2

F(x,, 25, x5) =
On voit immédiatement que chacun des .(p 4 2) termes

de S, (%, x,) . S, (w,, 24y 73) est représenté aussi parmi les

CEANCE SN

termes de S, (xy, %) . S, (%, @,. x:s) donec F contient

(r+ 1)2 (r+2)

termes dont tous les coefficients sont égaux 4 1 et ol chaque va-
riable entre avec la puissance p au plus (p. ex. si

p=1 F=1u,a; + 2, x5 + ; ).
Done,

IF|<C@® o Q<VCim

De méme 'on a généralement:

Sy (Zyy Xs), Sﬂ—t 9 Sp—l—*——l {-76‘:, 5)
Sp-—l (.’L‘,, L3y xs): Sp (xla Ty .Z‘,), vy Sp+k(xn Zgy xt‘)
F@n oy = N

Sy ipr (Trye ). Sp sy @1y Zagy) oo Sp(@yy -+ Tayy)

Cest une forme homogéne de degré kp ol chaque variable entre
avec la puissance p au plus et ol tous les coefficients sont 1. On en
2*
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tire comme précédemment

'.—
Q<VcCi,..

S'il y a-des lacunes. @ contient effectivement des variables et
I'équation (10) peut s’annuler pour des systdémes de variables a5
satisfaisant aux conditions |z,|=|z,| = .. = |z, | = @, Q étant
aussi grand que l'on veut la méthode ne peut donc donner aucun
résultat ).

La proposition du début de ce § entraine évidemment immé-
diatement quelques conséquences pour les fonctions transcendantes ?).

Ainsi, la fonction entiére transcendante

ay+a, 2"+ a, x4 a,,x"+ ... p<<n <<n, <..)
. v !
ot a,5 0 et la somme 3, - conver ge et a la valeur S, prend toute

el
\

valeur ¢ p fois au moins dans le cercle de centre & lorigine et de
P ——— — ——
c—a
rayon le = a| Pt 5,
|a,|

3. La méthode de démonstration exposée au § précédent per-
met aussi d’obtenir un résultat dans l'ordre d’idées du ,deuxiime
théoréemne de M. Montel“ (ef p. 546). I1 résulte d’un théoréme
plus général qui sera établi au Chapitre II de ce travail que,
si tous les zéros d’un polynome de degré p: P(a) sont contenus dans
le cercle unité, le polynome P(x) 4 ax™ (p < n) a toujours p zéros

dans le cercle |x|<{———. Remarquons seulement qu’ici aussi, les
n—p

p zéros varient d’une maniére continue lorsque @ décrit une demi-
droite dans son plan de 0 & co. En effet, il résulte de la démons-

. . . . . . n
tration du chapitre cité que, si z déerit la circonférence |z| = p—

P(x) }
— tourne
x

dans le sens dfrect arg {P—;f)} déeroit sans cesse et {

1) Le travail de M Pellet inséré au t. 48 du Bulletin des Sciences Mathé-
matiques contient d’intéressants rapprochements entre les équations possédant des
lacunes ¢t celles qui en sont dépourvues,

?) Pour p=1 elles ont été signalées par M. Fejér.
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/]
W
Fig. 1.

donc (n — p) fois autour de l'origine constamment dans le sens né-
gatif en décrivant une courbe C. Si le point d’affixe a décrit une
demi-droite en partant de l'origine le nombre de fois que la courbe
C Yentoure ne peut que diminuer c. a. d qu’il y a des racines

n
Des lors, pour trouver une limite supérieure de module de p ra-
cines de l'équation

P@)+ax+ ayam+ ..+ ax=0 (p<<m<<ng<..<m)

ol tous les zéros de P(x) soient contenus dans le cercle unité, on n'a
qua reprendre les raisonnements du § précédent.
Si

. n . .
qui entrent dans le cercle |r| = mais aucune qui en sorte.
—-p

f(x)= P(x) +a, x4 ... 4+ a, ™
on formera donc l’équation
mf(x) —zf'(®) =0
qui sera de la forme:
[ P(x) — x P 2)] 4 a,2™ ... 4 a,_ 2%1=0.
Une transformation homographique permet de constater que tous

les zéros de n, P(x) —x P’ (z) ne dépassent pas ~"*_ en module,

Dés lors on procéde par induction et I'on obtien’ékle rzsultat suivant:
L’équation:
ot a2+ oo 4 0,2 da, 2+ . a2 =0
(@F0,p<<n <..<mn)
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a toujours p racines dont le module ne dépasse pas le nombre

ny ng n,
ny—p ng—p —p

<R.C,

o R est module de la racine du plus grand module de Véquation

ag+a, x4 ... fa,2"=0.

(Si p>1 et k> 1 aucune des limites de 1’énoncé n’est atteinte).
Ceci est & rapprocher du résultat de M. Van Vleck:
L’équation:

a+az2+...+tar+ta, 07+ a,2=0 (a, 5 0)

a toujours p racines dont le module ne dépasse pas la racine positive
de Péquation :

C2lap| + O @y | 4 .. A Oy ay ] 2 — |y 2 = 0.
La proposition que nous venous d’obtenir permet d’énoncer un
résultat relatif a la théorie des fonetions entiéres transcendantes:
Une fonction entiére transcendante de la forme

ag+ ay x4 a, & 4 ... (ny <<mg < ...)

oo

s 3 1 L .
ol la série 5 . converge prend, une infinité de fois, toute valeur
-1

(c. 4. d. ne posséde pas la valeur exceptionnelle de M. Picard)?).

Soit ¢ une valeur quelconque et m un entier positif arbitraire-
ment grand. Choisissons un indice s assez grand pour que n,>m.
Si R désigne la himite supérieure du module des racines de I'équation:

—c+a+ax+. . Fa, =0

et P la valeur du produit infini convergent

_Metn  Msyr  Mays
Rgy1—Ns Ngyg — g Ngizg—MNg

1) 11 résulte des recherches de MM. Borel et Lind el sf que,.si
lim Nigr
1= ny

>1

le cas d'exception de M Picard et méme celui de M. Borel ne se présentent
pas Notre condition est plus générale Il y alieu aussi de rapprocher cet énoncé
de quelques résultats récents de M. Saxer.
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une équation de la forme:
f[ay—cHd a4 ...+ agx"s | Fa, 21 ...+ a, 2 =0

aura m racines au moins de module non supérieur & RP, quelle
que soit la valeur de k. En faisant augmenter % indéfiniment on
conclut & lexactitude de l'énoncé.

4. M. Van Vleck a démontré, dans le mémoire cité au § 1,
{a proposition suivante:
L’équation :
1462 +au vt + a2+ 2 a2 L
+a,2°=0

@ toujours p racines dont le module n'est pas supérieur aw nombre

-
70’: 21O et cette limitc est d'arlleurs atteinte.

Je me propose de préciser cette proposition :

1° en faisant voir que la limite ne dépend que du nombre des
termes de I'équation, de p et de m et non pas du degré n,

2° en indiquant une limite supérieure moins élevée lorsqu’il
y a des lacunes.

En reprenant notamment avec quelques modifications de détail
la méthode de démonstration du § 2, on obtient I'énoncé suivant:

L'équation:
14a,2+a, 270+ Fa 2™+ by 2 ...+ byxts Pt M+

e+ ...+ ex=0 ’
p<m < <. <@G<pt+m<n <n <..<mn)

«a toujours p racines de module non supérieur au nombre:

(p+m)—9, (p+m)—qs (ptm)—gs 7 —(p+m) n.—(p+m)\
< ch;p Crma<<(k+1Dl2p .

Si m < p on considére U'équation:

1462 +b a4 ..+ b2 + 27"+ ¢, 2" -z .. a2 =0

1) ef. le renvoi !) de la p. suivante.
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et la limite est
pt+m
P G qs n,

"
N | R . s <
m (ptm)—q  (pt+m)—gs mi—(p+m)  n—(p+m)
A N —
<V Chmn <3k+1)m.
En particulier, si tous les coefficients c, et b, sont nuls on ob-

tient la proposition suivante:
L’équation:

a+ a2+ a2+ ..+ a. 2"+ a2t =0
r<pt+1<..<m<Im-+p

ot |ag| =|a,4n| a toujours p racines de modules non supérieurs & um
et elle a aussi toujours p racines de modules non inférieurs & un?).

La derni¢re proposition peut d’ailleurs aussi étre établie trés
simplement & l'aide de la régle suivante indiquée par M. Cohn %)
dont nous nous servirons encore i plusieurs reprises au cours de
ce travail. Posons

f@)=a,+a,z+ ... 4+ a,z",

;(x) =a,+a,,2+...4+ @ 2"+ gyx" (a désigne le nombre con~
jugué de a)); alors, si |a,| <<|a,|, 'équation f(x)=0 a & l'intérieur

1) Les derniéres limitations sont indiquées uniquement & cause de leur sim-
plicité et pourraient étre facilement améliorées. Il est intéressant que Ia limite
ne dépende que de p et du nombre k des termes qui suivent zrtm,

2) Pour p = 1 I’énoncé est banal.

3) Mathematische Zeitschrift t, 13 (1922). Je profite de 'occasion pour faire re-
marquer que la démonstration du lemme du N° 4, § 2, Chapitre I du travail de
M. Cohn peut étre simplifide: il s’agit de montrer que, si £ > 0 est assez petit
le polynome p¢(xr) = ¢ (x) — Ex ¢'(x) a autant de zéros & Umntérieur du cercle
unité que le polynome ¢(x). Soit o un zéro d’ordre » de (x) situé sur la péri-
phérie, posons avec M. Cohn ¢(x) = (xr —a)¥ ¥ (x), w(a):—_',:O ot

pg(r) = (@ — )~ 1h(x).
h(x) est une fonction de . et de £ qui s’annule pour £ =0, 2 = a. Pour étudier
h
les variations des racines de h(x) =0 il suffit d'écrire g;da'—l—g—é d§ =0. En
Yy posant £§=0, .=« et en supprimant le facteur nom nul w(«) il vient:
dx
« = »d§, ceci montre immédiatement que, si df > 0 la »-éme racine se trouve

a I'extérieur du cercle unité.
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du cercle unité une racine de plus que I'équation de degré (» —1):

+
a,f_(.ﬂ#;_ggf(_x) == 0; si |ay| > |a.| Véquation f(x) =0 a autant de

racines & lintérieur du cercle unité que I’équation de degré (n — 1):

ﬁof(x)—a,,;(x) =0. M. Cohn donne aussi une régle pour le cas
|ag|=]|a.| mais elle est plus compliquée et nous n’en aurons pas besoin.

On peut évidemment supposer g, =a,,, =1 et se borner a la
premiére partie de la proposition, la deuxiéme résultant de la substi-

tution x = }1— Posons dans ce but = ¢¢ ol ¢ est un nombre fixe
> 1 et d'ailleurs trés voisin de l'unité. 1.'équation dévient:
fO) =14 aptr 4 a, ,t°* + ...+ apt™ + goT P =0,
on est ici dans le premier cas de la régle de M. Cohn indiquée
ci-dessus: f(£)==0 a autant de racines A lintérieur du cercle
It <1 que
+
i) —7)=te@)
@(t) étant un polynome, donc p au moins; il en résulte que I'équation

t+a,z+ ...+ a,z”+2"t* =0

N

& p racines au moins & l'intérieur du cercle [x| < g¢; ¢ élant aussi
voisin que l'on veut de l'unité, la proposition est donec démontrée.
Moyennant un changement de variable, on en déduit eucore:

L’ équation:

a4 +a,2 4 ...+ a, 27+ a,a* =0
n—
. . \ jay . ,
a p racines de modules non supéricurs a — et aussi p racines de
a,
modules non inférieurs a ce nombre?')

5. L’équation trinome.
Nous commencerons par l'équation

1424 az"=0 (p<n, nous supposons aussi p premier avec n).

—
) On peut remarquer que l/‘;o‘ représente la moyenne géoméirique des

modules de toutes les racines.
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Le premier travail ol cette équation ait été étudiée, a notre point de
vue!), semble étre celui de M. P. Nekrasoff ) qui a établi que, si

n—r

.4 Pt 4
|a] <P '_(E%pL" I'équation a toujours p racines de module ne

14

dépassant pas l/" " p; il a en outre eftectué une division du plan

2n . R . .
en n secteurs égaux d’ouverture (qui commencent a lorigine
n

mais dont la pesition dépend de ’argument de a) dont chacun contient
une racine de Péquation. Parmi les travaux plus récents. citons celui de
M. Kempner3) qui, par une méthode nouvelle, délimite également
des secteurs contenant une racine de l'équation4) et avant tout
Pétude approfondie de M. Herglotz?).

En étudiant la correspondance biunivoque établie par I'équation
entre le plan simple des x et la surface de Riemann & » feuillets
étalée sur le plan des a, M. Herglotz divise le plan des z en
2pn régions telles que, la valeur de a étant fixée, on peut indiquer de
suite n d’entre elles contenant chacune une et une seule racine de
I'équation 8). Si on range les racines dans l'ordre de module crois-
sant: |x,| <|r,| <...<|x,| et que a varie. cet ordre ne change
pas tant qu'aucune racine ne quitte pas les n régions dont il a été
question, en d’autres termes si |x,| = |x,| les racines x, et x, sont
sur les frontieres des dites régions Il1 est clair que les limites géo-
métriques de celles des régions qui restent & distance finie donnent
les limites exactes de module de 1. 2,.., p racines de I'équatiomn.

Nous retrouverons, par une méthode assez différente, les limites
de modules des racines indiquées par M. Herglotz; jinsisterai
en outre un peu plus que ne P’a fait cet auteur sur le probléme
de la détermmation des secteurs contenant toujours une racine de
I'équation.

1) c¢. a. d. celui de M. Landan.

3) Recueil de la Société Mathématique de Moscou, Tome 11, Fasc. I (1883)
Mathematische Annalen t 29 (1887).

3) Math. Annalen t. 85 (1922) pp. 49—59.

4) Citons aussi une note récente de M. Sergesco (C. R., 23 novembre 1926}
qui traite un probléme dont nous ne nous occuperons pas ici.

8) Uber die Wurzeln trinomischsr Gleichungen. Leipzig. Berichte B. 74 (16 Jan-
vier 1922).

¢) En supposant que les modules des racines sont tous différents.
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La limite de module de p racines restant a distance finie s’ob-
tient, je crois, le plus rapidement & I'aide du ,principe de variation
de Fargument“ dont nous nous servirons encore plusieurs fois dans
ce travail. Il est évident que, si x décrit dans le sens direct une

1+

. \ . \ L2
circonférence |x|= L ol R soit trés grand. Pargument de - p

varie toujours dans le sens négatif. Un caleul élémentaire montre
14

. ‘s n
tout de suite que cette propriété se conserve tant que K > " 7

4
____ 1
et qu'elle cesse d'étre vraie pour R = l/;’_"?; ). On voit immédia-

n
n—p

la courbe décrite par

ne peut

r

P

tement que, si I >l/ 1_]::”

enlourer aucun point plus de (n —p) fois dans le sens négatif.
Dés lors il suffit d’écrire I'équalion sous la forme:

z [!j'i’m — (——a)] —0

x"

pour apercevoir qu'elle a toujours p racines de module non supérieur
»

n

n—p

Une étude un peu plus approfondie sera nécessaire pour montrer
que cette limite est atteinte et pour indiquer les limites exactes
des modules de 1, 2,..., (p— 1) racines.

Posons & ==7r¢Y a = pe'4, étudions les courbes I' décrites par
les racines de l'équation lorsque 2 ne prend que les valeurs dé-
termindes 42 et 4 4 7 et ¢ varie arbitrairement.

Leur équation s’écrit:

sin (4 + n6) + r?sin [ + (n — p) 6] = 0.

Une courbe I' ne coupe done qu'en un seul point une demi-
droite issue de Yorigine, & moins qu’elle ne se confonde avec cette
demi-droite, ce qui exige que 'on ait: A4+ n8=0 et 1+ (n—p)0=0

»
n
') En les seuls points x = V —~--— .®, ® étant une racine p-éme de — 1.

n—p
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(mod. z), d’ou 0=k—n, k entier. Les points doubles des courbes I7
r

g'obtiennent en éliminant a entre 1 4 x* 4 az" =0 et sa dérivée,
P

ilssont r=]/ —— . ®, @ désignant une racine p-¢tme de —1. Si
n—p
I’ v’a pas de points doubles, ses branches doivent évidemment ou

Fig 2.

bien partir de l'origine et y revenir aprés avoir passé par un point
@ ou bien s'étendre de l'origine & linfini. Si 1 est égal & largu-

n
n—p
demi-droite passant par l'origine et @. Les deux autres branches
%1, Vs, issues du point double!), doivent nécessairement aboutir
a lorigine car ¢ = |a| commence par augmenter le long de ces
branches et elles ne peuvent passer par un autre point double, les

2p nombres @™ et — @ " étant tous distincts. Elles doivent d'ail-

P
ment de @, I" a le point double x =l/ . ®, elle contient la

. . .. . N
leurs en aboutissant & lorigine faire des angles égaux a = avee
g n

0®: autrement on serait en désaccord avec la propriété des I' de
n’étre rencontrées que par une seule demi-droite issue de lorigine,
En vertu de la méme propriété elles doivent & lorigine tourner
leur coucavité du coté de la demi-droite 0® %) et rester constamment

1) Orthogonalement & la demi-droite.
2) Cette propriété appartient d'ailleurs 4 tous les segments de I' dont les

: . . . b -
tangentes a l'origine font un angle moindre que — avec le segment 0.
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4 lintérieur de l'angle 4 de sommet A lorigine, d’ouverture —i?

ayant 0@ comme bissectrice. Je dis qu'elles restent aussi dans le

1 4
Y
cercle |z| << I/; s En effet, autrement il existerait en dehors
de ce cercle ou sur sa périphérie un point de y, ou y, ot l'on

., ar . . .
aurait d—6=0, ceci serait manifestemment en désacord avee la

+=?
-

propriété de l'argument de ! pe

signalée p b567. y,, y, délimitent

une région R qui, étant munie d'une coupure s’étendant du point @&
au point double de I est représentée conformément par 1'équation
14 2*+ ax" =0 sur le plan des a coupé suivant la demi-droite
de Pargument de &

Nous aboutissons donc a préciser de la fagon suivante la pro-
priété établie p. 567:

Construisons p secteurs circulavres de sommets & l'origine, dou-

2
verture —: , Symétriques par rapport aux p segments 0@ respective-

r

ment et limités par les arcs de la ciiconférence |x| =I/

n

n—p
L’équation 1 4 x* 4 ux" =0 a toujours ume racine au moins dans

D

27
chacun de ces secteurs. Dans cet énoncé U'angle
n

ne peut pas étre rem-

4

placé par un plus petit®); il en est de méme avec le nombre l/ L

n—p

Il est évident aussi que la limite de module de p racines ne

peut étre atteinte que si une racine se trouve au point double de I,
donc pour les p équations suivantes:

Za
n— P
&) Lo 4 POPT 0
@ est une racine p éme de — 1.

1) Abstraction faite, bien entendu, du point double.
) Clest évident.
3) D'aprés une remarque de M, Montel, le coefficient de x* ne dépend que

de % et, pour n trés grand, il est égal asymptotiquement & —’—’;T.
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Il est aisé de montrer que pour ces p équations la limite est
effectivement atteinte. Nous aurons évidemment, outre la racine

4 e
double, x = l/"‘ ’LI; .@ (p—1) racines de module moindre que

P

_7_1,; situées dans (p — 1) régions analogues & R. Les autres
n_—

racines doivent se trouver sur les branches infinies de /'; or ces
4

. n
branches ne coupent la circonférence [xr| = V" » qu’en un seul

14

point forcément différent des p points de la forme I/;-—-

voit immédiatement qu’en un tel point le module |a| = ¢ =) —7—

est supérieur & sa valeur dans I'équation (1), il est a fortior: supé-
rieur & cette valeur aux points des branches infinies de I’ situés

L4 PR
4 lintérieur de |x| << V’T% Ainsi done les racines restantes ont

14

effectivement leurs modules supérieurs a l/v——.

n—p
On pourrait aussi se poser le probléme: indiquer un angle de
sommet origine contenant toujours une racine au moins de l'équation
de quelque fagon quon le tourne autour de lorigine.
Il résulte immédiatement des propriétés établies ci-dessus des

) . 4w, .
courbes I' qu’en tout cas le secteur douverture angulaire Jouit
n

bien de cette propriété Ceci résulte d’ailleurs aussi des résultats de
M. Nekrasoff cités p. 566,

Cherchons maintenant la limite exacte de module de 1,2,..,(p—1Y¥
racines de Péquation. Dans ce but nous étudierons les courbes X,

. : , . 1 P |
trajectoires orthogonales des /. définies par —;—'x i = Canst., leur
équation peut s'écrire, en posant maintenant |a| = a:
Q(r, 0) = a®1>»—r* — 2cos(pf) . r»—1 =0.

On trouve 1 AY

3 9 = na2r* ' — pr*¥!' —peos(p6)r~'. En posant
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r=1et Q=0 %g—_:o il vient:
a?— 21+ cos(p8)]==0, na*—p[l-} cos(pd)]=0.

Ceci entraine ou bien 2= P ce qui est impossible, ou bien
n q p )

1+ cos(p®)=0 et a=0.
s 142 . .

Done largument de - o verie toujours dans le méme sens lors-
que z déerit la circonférence |xz{=1. On constate facilement,
d’aprés ce qui précéde, qu'il existe une seule courbe I: 3, passant
par les racines doubles. Cette courbe 2, délimite p régions entou-
rant les p-8mes racines de (— 1) ou les courbes 3 entourent aussi
ces racines, une région contenant ’origine ol les courbes 3 entou-
rent Porigine et une région extérieure ou les courbes 2 entourent
4 la fois I'origine et toutes les racines p-8mes de (—1) Quelle que soit
la valeur de |a|, il existe une courbe 3 de la 1-re ou de la 2-éme
catégorie correspondante.

Soit N une racine p-éme de (— 1), BMA un arc d’'une courbe X

Fig 3.

quelconque, coupant la circonférence 2| = 1 en B et A. (Les cour-

} 4

bes Y extérieures a I, restent & Pextérieur du cercle |z <C nl p)'
Lorsque z décrit la courbe fermée ANBMA, a =— — Lj;p dé-

crit une courbe fermée A'N'B’M’'A’ de la forme ci-contre. B'M’A’
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”l
A’ Ml s
A‘@l'
MI
A 8
Fig. 4.

est un arc de cercle de centre au point N’. Les angles curvilignes

aux points 4’ et B’ sont aigus!). 5i l'on prend N’ pour lorigine

l'argument du point décrivant A’N’ ou N'B’ varie constamment

dans le méme sens. Il en résulte immédiatement que la variation

de l'argument de a le long de l'arc BMA dépasse 7 (cf. la Fig. 4).
Posons

0.n=1,, n=T, 2n="T,..(p—1)n=T,,(mod. p)
OST<(—1 [(k=01,..(p- 1)

n et p étant premiers entre eux, on constate sans peine que la
suite 7y, T',..., T,_, est une permutation de la suite 0, 1,...,(p—1).
Faisons dans I'équation proposée successivement les p substitutions:

x==¢"y, ol e:ezf‘k=0. 1,...,(p—1). 1l vient:

2) IL+yitaehyi=0.

La variation de a le long de l'arc BMA dépassant 7, il est clair
que E (—g)e) des équations (2) ont une racine sur cet arc. BMA

étant contenu dans un secteur de centre & lorigine d'ouverture

1) Ils le sont certainement pour les courbes X voisines de celles qui sont tan-

gentes 4 la circonférence || =1 et d’autre part ils ne peuvent pas &tre droits,
car l'on aurait Q@ =0, %Q =0 en un point de cette circonférence.
p

?) E(x) désigne la partie entiére de x.
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2-1—?, il g'ensuit que P’équation proposée a K (g) racines de module

inférieur 4 1.

Ainsi: La limite exacte de module de E (%) racines de I'équation

est égale & un, elle west attewnte que pour 1 + x*=0.
Il reste 4 déterminer la limite exacte R,, de module de m ra-

r ——
<ines lorsque E(%) <m < p. Lonal<<R,<< V”ZP
Considérons encore les arcs des courbes X symétriques par rap-

A' B
Fig. b,

yport aux segments 0@, @& étant une racine p-éme de (— 1), posons

nel
@ = e* pour fixer les 1dées. une circonférence |zr|= R, B> 1, un
arc ANB de cette circonférence et un arc BMA d'une courbe 3|

. . 27
<ot arc est toujours compris dans le gecteur d’ouverture 7 de som-

3
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met & origine, symétrique par rapport & O@. Si la variation de

Pargument de —a =1-1;"£p le long de I’arc BMA est V, on voit

. V .
exactement comme précédemment que l'équation a E(%}Z) racines
de module ne dépassant pas R. Si done R =R, il faut évidemment

qu’il existe un arc BMA de X tel que lon ait ZZ =m c.a d

V= 2n.'; et d’autre part que pour R > R, un tel arc n'existe

plust). Ces conditions sont aussi suffisantes. Or, en appelant v

Pangle que fait 04 avec ON ( ogngg) un calcul élementaire-
fournit la relation:

4 . V]
sin [mp—- —2——‘

sin l(n———;)_tp——g—].

R =

Supposons V fixé et égal & 2n./’;’ ; pour ¥ =0 la formule précé-
dente fournit R =1, si ¢ croit, R commence par croitre puis dé-
croit pour s’annuler si tp::'%%; il est facile de voir quil y a un

seul maximam de la fonection

sin mp~—m n]
. P

P

. — -
sim|(n—p)Yy——m=n
[( Y —, ]

dans Yintervalle nggﬁ.m En définitive, il vient:

Si E(%) <m<p

4 T m ]

smjnyYy——.x

R, = Max. L P 1 (0<¢<%.n)-.
sin {(n —p)tp———% n]

3)*Pour une courbe X déterminée V augmente avec R.
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On peut remarquer encore que, si ¢, correspond au maximum, 'on

—p)RZ? 4+ n . .
aura: cos «\pwo)=(n —p) K _—t—, géométriquement cette relation

(2n—p) Rz,
signifie que lorsque la limite est atteinte la courbe 3 correspon-
dante coupe orthogonalement la circonférence |z| = R,,..

Voici maintenant une démonstration d’'un caractére moins géo-
métrique du fait que équation 1 + x”+ az" =0 oi m n'est pas
un multiple de p a toujours une racine ne dépassant pas en module 1 *).

Appliquons la régle déja mentionnée de M. Cohn.

Si |a| =1 la propositiou est évidente, supposons done |a| < 1.

G 1)1 4ot ot oot ot o
fl(x) = f(x) — a?(x) =1— !a|2+ P —ax .

Si n<2p l'on a n— p < p et la proposition est évidente; si n>2p
il faut supposer |a| <1—|a|% en continuant d’appliquer la régle
on forme:

fi(@)=(1— a?) £i@)+a , @ =A{(1 — la*)* — a2} + (1—la]?)2? + az.

Si n<3p l'on a n—2p <p et le théoréme est évident; si n>3p
on suppose la] << (1 —|al?)*—|a|® et l'on continue le procédé. On
obtient généralement des fonctions de la forme:

fi@) = i+ B.o’ + Ca™ ™.

Je dis que tant que n > kp I'on a 4,> 0 et |B,| > 4,, ceci étant

exact pour k=1, supposons que ce soit vrai pour (¥ — 1), l'on a done

fl—l(x) =4, , +:Bk-—1 z? + Cy gz (I 011_1 <A< lBk—ll)’
Puisque n — (k— 1)p > p l'on trouve:

+ —
/i ,(:c) = A, /i Al(x)_' Cerli 1(37) =A4; , —] Cis l 44, B, 2*—C,_,B t—lx-—*'r

d’oit immédiatement A, > 0, 4, <|B,| Il existe un entier s tel

‘que sp < n < (s 1)p: nous pousserons au besoin les calculs jus-
qu'a former f,(x) = 4.+ B,x"+ C,z" ™, puisque n—sp <p et
A,<|B, léquation f,(x) =0 a bien une racine dans le cercle unité
et I'équation proposée aussi.

1) M. Szegs dans son article de la Math, Zeitschrift t 13 (1922) indique
aux §§ 7 et 9 des régions contenant une racine de I'équation trinome. Sa méthode
ne semble pas conduire au résultat dont nous nous occupons. Cf. aussi le travail
de M. Fejér. Jahresberichte d. deut. Mat. Ver. t. 26 (1917).

8*
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Si n est multiple de p, » = mp, la limite exacte de module de

1a plus petite racine est évidemment /2 ; ainsi done les limites des
modules des racines peuvent dépendre non seulement des largeurs des
lacunes entre les degrés mais encore des propriétés arithmétiques des
degrés.

Etudions encore l'équation trinome 1 4 ax® -+ 1™ =0, cas par-
ticulier de I'équation considérée par M. Van Vleck. Nous suppo-
serons p et m premiers entre eux. Si d’abord m > p nous sommes
dans un cas particulier du théoréme de la p. 564: la limite exacte de
module de 1,2,....p racines de U'équation est égale « un. Ce résul-
tat peut étre obtenu soit a laide de la régle de M. Cohn, comme
4 la p. B6D, soit par une méthode géométrique identique & celle
développée ci-dessous dans le cas m <p On peut remarquer que
1a racine du plus petit module n’atteint cette limite que dans le
cas de V'équation 1 4 z"t™ = 0; en eftet, le produit de modules des
racines est 1, donc toutes les racines doivent étre de module 1:
ceci est impossible si a == 0.

Si m < p le résultat est différent:

Léquation 1-+ax*~+a2T" =0 a toujours p racines de module ne

ptm
dépassant pas I/Z et cette limite est effectivement atteinte.

Le ,principe de variation de l'argument“ permet de montrer
immédiatement, comme & la p. 567. que la limite ne saurait dé-

passer ce nombre et que les p racines de module moindre que
mtp

5@ varient continiment lorsque a décrit une droite passant par

Porigine de son plan.
Pour examiner si cette limite peut &tre atteinte et dans quelles
conditions, nous nous servirons des courbes 3:

|14 2t
!

1
| J— —_—
= Const. = a.

Il y a encore une seule courbe ¥:3, ayant des points doubles:

ptm
x=l/%.g,

{ étant une racine (p 4 m)-dme de - 1. Leur équation en coor-
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données polaires s’écrit:
Q(r,0) =1+ 2™ cos(m -+ p) 0 4 ™t — a2/*=0.

On en déduit immédiatement que les seuls maxima et minima des
rayons vecteurs le long de ces courbes se trouvent dans les di-
rections des racines (p -+ m)-¢me de (— 1) et de ({4 1). 3, partage

le plan en une région intérieure contenant lorigine, située tout
m

entiere dans le cercle |z| << Z (p + m) régions contenant les

ne
racines (p + m)-émes de (— 1) (sur la figure e»+) et une région
p+m

extérieure située complétement en dehors du cercle |x| << I/p .

m
11 est clair que les courbes 3 contenues dans les (p - m) ré-

Fig. 6.

gions peuvent seules nous intéresser; considérons un arc BMA4 d'une

pm

courbe coupant aux points 4 et B la circonférence |z|= fn Quand on

suit cette circonférence du point double P au point double @ 'argument

14 xrtm . . .
de a:—( +T’ ) varie toujours dans le méme sens, on voit

d'ailleurs immédiatement pour des raisons de symétrie que cette

. .m .
variation est égale & --——.2n. Donc, la variation de cet argument

m—+p

le long de l'arc de cercle AN/3 est moindre que

m
— .2xn La
m—+p

variation totale le long de la courbe fermée ANBIMA étant évi-
demment égale a 27, 11 s’ensuit que le long de l'arc BMA Plargu-

ment de a varie toujours dans le méme sens de plus de P 2n.

mtp’
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Dés lors on n’a qu'a reprendre les considérations de la p. 572; en
y remplagant n par p et p par (m - p) pour apercevoir que, si la
limite est atteinte les racines ne peuvent étre situées sur une telle
courbe 3. Elles sont donc nécessairement situées sur 3,. La varia-

. 2n
tion de l'argument de a sur l'arc PR est exactement m_vao.p; on

voit comme précédemment que, pour que la limite puisse étre at-
teinte, il est nécessaire qu’une racine vienne au point double P ou ¢.

S'il en est ainsi, l'équation n'a que (p— 1) racines de module
p+m

moindre que P et une racine double de ce module. Les autres
14

racines ont leurs modules supérieurs, car un nombre de la forme

2n

——=—.pk ol k est un entier variant de 1 & ( m—1) ne peut
mip P (Pt P

pas étre un multiple de 27 La limite n’est atteinte que pour les
(p + m) équations suivantes:

1— —mg.L‘l— 2Pt =0
g"' prte. mmte
{ étant une racine (p -+ m)-éme de - 1.

Il est clair que la détermination de la limite exacte de module
de 1,2,....(p--1) racines de 'équation par la méthode de M. Herg-
lotz ou bien par la ndtre ne présentera pas de difficultés. Sans
m’arréter 4 cette question. je remarque seulement quil résulte im-
médiatement du théoréeme de la p. 564 que I'équation a toujours m
racines de modules non supérieurs & un.

En ce qui concerne le probléme de la détermination des angles
ou des secteurs contenant toujours une racine de l'équation. la mé-
thode de M. Nekrasoff (mémoire cité) fournit le résultat suivant:

Chacun des (p + m) angles de sommet, origine, d’ouverture pij—tm

et symétriques par rapport & la droite joignant lorigine i une des
racines (p -~ m)-és de (— 1) contient toujours une racine de l'équa-
. . . 7 s

tion. Dans cet énoncé, V'ouverture angulaire —~ -~ ne peut évidem-

p+m

ment pas étre remplacée par une autre plus petite. Au contraire,
un secteur fini contenant toujours une racine de l'équation devra

. R . .27
étre évidemment d'une ouverture angulaire supérieure ou égale a —,
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6. L'équation quadrinome.
L’équation quadrinome

1424 a2t a,22=0 (p<n <mn)

©st & ma connaissance beaucoup moins bien étudiée jusqu'a présent
que P'équation trinome. D’ailleurs le nombre des différents cas pos-
sibles et la complication du probléme sont déja beaucoup plus con-
sidérables. M. Kempner a appliqué sa méthode, dans le travail
cité au § B, pour délimiter dans quelques cas les angles contenant
‘toujours une racine de l'équation.

Sans prétendre en faire une étude compléte, je tAcherai d’indi-
quer les méthodes qui permettent, dans certains cas, de délimiter '
avec une assez grande précision des régions contenant des racines.

La limite supérieure des modules de p racines

sfirement atteinte lorsqu'il n’y a pas de lacunes, peut &tre atteinte
ou non dans le cas ou il y a des lacunes. Ainsi, p. ex., elle est
atteinte pour

14+ z+4a,22 4 a,24=0 et 14 2?4 a, 234 a,2° =0,

<ces équations ont alors une racine triple de module B; elle est aussi
atteinte pour I’équation

l14+z+ta a3+ a2zt =0
dont les quatre racines ont alors le module B; au contraire pour

142>+ a2t 4 a,25=0
1a limite R n'est pas atteinte.
Le théoréme général de la p. 555 peut étre, dans le cas de
Y'équation quadrinome, précisé de la manitre suivante:
Lorsque la limite exacte ) de module de 1,2,...,(p—1) ou p
racines de Udquation 1 4 o - ay 2+ ayxm =10 (p <<ny,<n,) est
atteinte il y a nécessairement trois racines au moins de module Q )’

1) Les racines comptées avec leurs degrés de multiplicité.
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Supposons qu’il n’y en ait que deux: z,, #, et d’abord distinc-
tes. Si

xpt ap

+0

xgt g
on pourra résoudre la systéme:
1+ +ay2p +apapr =0
1+ﬂ+mw+%w=0}

par rapport aux a, et imprimer & ces variables des petits acrois—
sements tels que l'on aurait [z, | > @, |2,| > @: la limite serait done
plus grande que Q. Si

a)

i T afe

=0

' x5

il faut supposer aussi
1ot o
| 148 ap
car autrement le systéme (1) fournirait pour a, et a, des valeurs
infinies, P’équation aurait », racines nulles au moins. L'on a donc

— ¥

L s S L
15 a2y ap

il en résulte que la premiére équation du systéme (1) entraine la
deuxiéme, quelles que soient les valeurs de a, et a,.

Maintenant fixé p. ex. a, donnons A4 a, un acroissement da,,
en posant

fle) =142 + a, " + a, x™,
on aura:
[/ (xy) dzy + a2day =0
{ [ (w) dzy + afrda, =0
d’u Von tire:
z, ' (z,)] (dz, xy [ (x4)] (dy
N ER
Si lon n’a pas:

3) arg{a{‘-g%@}:mg{%f—,(ﬁ’)}-{—n

x5t

on pourrait choisir dz|, dx,, satisfaisant 4 (2) et tels que B (%—1) >0,

1
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dx,
R( )>01) Ton aurait done |z, 4 day| > Q, |z, + dxy| > Q, ce

qui est impossible; 'équation (3) doit étre vérifiée. Or, on trouve
que, si f(x)=20

—xf(x) = n, 4 (n, — p)a® - (n, —ny) ayg 2™,
‘donc (3) peut s’écrire tout aussi bien sous la forme

n + (n, — p)ag

(3 x"! + (”1 o ”2) a2
: 4 <0.
”ny - (77;2—— p)x}§ + (1, — ng) a,

Nous pourrons cependant déplacer a, arbitrairement (dans un
cercle suffisamment petit autour de la valeur primitivement donnée)
et déterminer a; de maniére gue l'équation

1+ af + a2 + ayap =

et par conséquent aussi

o+ ay 2y + ayxpr =0

reste constamment vérifiée. On voit done qu’'il serait nécessaire que
(38’) subsiste pour toute valeur de a, voisine de la valeur primiti-
vement donnée, done la fonction linéaire de «, figurant au premier
membre de linégalité (3') devrait se réduire 4 une constante néga-
tive. C’est cependant impossible car pour a, infini cette fonction
a la valeur 1.

Supposons en second lieu que lorsque la limite ¢ est atteinte
il y ait une racine double « de module @, nous aurions les deux
équations:

@1 (2) = m f(@) — & f (@) =, + (1, — P)a” 4 (m, — m)ay @ =0

@5 () = 1y f(2) — 2 f7 (1) = ny + (1, — p)2* + (ny — my)a, 2 =0.
Réciproquement d’ailleurs: @, (x)=0, @,(x)=0 entraivent, si x50,
f(x)=0 et f'(x) = 0. On voit immédiatement qu'en donnant aux
a, et a, des petits accroissements convenables on aurait une équation

ayant une racine double de module plus grand que ¢: la limite
serait plus grande que Q.

'y R(x) désigne la partie réelle de .
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Avant d'aborder notre sujet faisons encore quelques remarques
d’un caractére général.

Powr que l'équation ait deur racines symétrigues par rapport & la
droite joignant lorigine & une racine p-éme de (—1): @ il faut et
il suffit que lon ait: a, & = réel, a, @" = réel.

En faisant le changemet de variable r = @&z, il vient:

1—224-a,0"2" 4 ag™2z™ =0

la condition est donc assurément suffisante. Elle est aussi nécessaire
car, si @, ¥, sont les racines symétriques on pourra poser: T, =@z
x, = @2, 2 étant conjugué de 2z et I'on aura:

l 1—2r 2™ ; 2n 1 —2r

3P 3w s —

@ oM — 1—zr 2z, " — 2" 1—2°

1 N lz"‘ 2" | ? - Ziam]
1§n| "‘n,[ 511. En'

Le rapport des déterminants est évidemment réel.

La condition a; @™ = réel, a, @™ = réel entraine évidemment
celle-ci: a} = réel, a} = réel ).

Il résulte de ce qui précéde que si l'dquation a deux racines
symétrigues pur rapport o la droite joignant Vorigine & @, toutes les
racines sont symétriquement disposées par rapport & cette droite.

M. Herglotz a démontré, dans le mémoire cité au § D, que st
Véquation trinome 1 4’ 4 ax"=0 (p<n) a deux racines de méme
module, l'on a nécessairement a* = réel.

Celte propriété ne se généralise pas pour I'équation quadrinome,
du moins dans ce sens que l'équation quadrinome peut avoir trois
racines de méme module, sans que l'on ait nécessairement af = réel,
ag = réel. Exemple:

1421 +efx?) =1+ = 4 9x® 4 928

ou 6 réel == 0 (mod. n). Il existe cependant une propriété analogue
4 celle signalée par M. Herglotaz:

Si léquation 1 42"+ a,z+a,a» =0 (p<<n,<n,) a 3 racines
de méme module dont les argquments sont en progression arithmétique
lon a nécessairement a% = réel, aj = réel.

') Mais non pas réciproquement
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Soient z,, zy;25 les 3 racines: en éliminant a,, a, il vient

R o

|1 agap oy | =0
| 14 2§ a5t a3
en posant r, = fx,, ¥ =tz,, t =1 ceci peut s'écrire:
111 |
— | Lt
1gmim
A="Triv
tr t"‘t"'l
Ty

done % est réel; si 5 > 0. on posera x = {2, { étant une racine
p-eme de 1, si 25 <0 = @2, & étant une racine p-éme de (—1)
et on conclura comme p. 582 que les expressions a, ™, a,{™, éven-
tuellement a, ®™, a, @™ sont nécessairement réelles; il s’ensuit que
a% et af sont nécessairement réels.

Nous commencerons par le probléme de la détermination du plus
petit cercle de centre origine contenant toujours une racine de
I'équation. Nous avons trouvé au § D, en employant la régle de
M. Cohn, que l'équation 142"+ ar"=0 (n==0 mod. p) a toujours
une racine dans le cercle unité. En essayant d’étendre cette méme
méthode, nous obtiendrons un énoncé analogue:

Léquation 14 a4 a, 0" 4 a,22=0 (p<<n,<n,<2p) a toujours
une racine de module ne dépassant pas un (limite évidemment atteinte
pour a, = a, = 0.

Posons

fle)=1+a"+ a,z” + a,2™

done

+

fl@®)=a, + @™ 4 z"* | a™
Si 'a,' == 1, la proposition est évidente, on suppose done a,|<<1
et 'on forme

+
fi(x)=f(z) — a f(x)=[1— a,*]—a,a, 2™ —ayr"=~" +2a* + a,2™
et I'on poursuit le procédé. Etudions d'abord les exposants de x qui
figurent dans les fonctions f,(r) successives. Nous les écrirons & coté
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des f,(x) correspondantes dans Pordre croissant sauns nous inquiéter,
pour le moment, de la valeur des coefficients. On trouve &ainsi:

/1(@) { 0, ny — 0y, ny — p, p, 7,
+

f1()

Si p < 2n, — ny on formera f,(x):

0,n, —p, n, — ny +p, 20, — 0y, n,.

12 () { 0, 7, —my,y — py... p, 2ny —my

+
fo@) | 0,20, — ny —p.... 0y — 0y -+ p, 3n, — 2n4, 2n, — n,.
Si p <<3n; — 2n, on formera fifx):
fi@) | 0, ng—mny, 20, —mn, —p,..., p, 30, —2n,

+
fa(2)

... et ainsi de suite. Il existe un entier s tel que:

0,31, —2n,—p,..., n,—ny+p, 4dn, — 3n,, 3”1“‘2”3:_

sy —(— 1)y <Kp<< (85— Dmy — (s — 2)m,,

on poussera alors les caleculs jusqu'a former £, , (z):
foi@) [ 0.y —my, (s—2) 0y —(s—3)ng—p,..., p, (s—1)n; — (s— 2)n’
+ 0,s—1)n, —(s—2)ng —p,...,
fn—l(x) -

ny— Ny +p, sy — (§—1)ny, (s—1)n; — (3_‘2)”2:

La derniére fonction formée sera f£,(x):
f.(®) | 0,.., p

Désignons maintenant par ¢ le plus grand exposant qui figure dans
chaque fonetion f,(x) et posons généralement:

fiw)=A,+...+ Ba"+...4 D™ +4...4 Ca®
A,\= e, B, = B, D= 6&, Cl=n.
Il faudra distinguer deux cas:

I

w'est pas un entier.
Ny — My

On aura;

sy — (s —Dng <p<<(s—1)n, — (s —2)m,.
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En supposant, bien entendu, y, << @, |[i=1...., (s — 1)] l'on constate
de suite que les A, sont tous positifs: car 4,—=al, — 72, et 4,>0.
Je dis que l'on a ¢, <8, 2 =1,2,. ., s). En effet, si

fo@) =4, +...4+ B2 +...+ Dz ...+ C 20,

il vient ]
+ — ——
/:-1 (.’E) = 0.....1 + cew + A‘_,x“

et

— +
fil@)= A fiy(x) — Cosy fi1 (®) =
=, —Yia+..+B A 2+ Dy A2+ - Cat

[pi p ni (mg—mn,;) ne figurent pas dans les exposants des }";(x):
4=12,...,(s—1)] L'on a done D,= 0,4, ,, B=B_ 4,,
a=A'=a® —:5; 81 q,_,< B, l'on a, a fortiori, & ;—y? ,<B_ &,
e. & d. @ <B, or évidemment o; <.

Ainsi done dans f,(x) le coefficient de la plus haute puissance
de x c. 4. d. de 2* est plus grand, en module, que le terme constant.
L’équation f,(#) =0 a done nécessairement une racine dans le
cercle unité et I'équation proposée aussi.

I "2 7P st un entier.
Ny — My

Nous aurons maintenant:
sy —(s—D)ny =p < (s—)n, — (8 —2)n,.
Dans ce cas lexposant p figure aussi bien dans f,_,(x) que

+
dans 7, ;(x): il sensuit que le coefficient B, de »” dans f,(z) n'est
plus égal & B, 1 4, , mais 4 4, | B, , —C,, D, ;.

Pour établir la proposition il suffit de faire voir [en supposant,
bien entendu, @,>y, i=1,2,..., (s—1)] que @, <8, ¢. 4. d. que
|4, B, —C, D,y >a, —y:,. 1l suffit d’établir que

Gy By — Ve 1004 > “?—4 — ¥
nous ferons voir que I'on a généralement:
“) afi—ré6>a —y [p=12..,(6—1)]

Pour i =1 ceci s'éerit:

[1—ja P — a,?<1—a;|*— a,|*|ay]
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ou
I— G <l— at+(1— a) ap

ce qui est évident, puisque a, <C1. Supposons démontré que:

4) a; 4 7.0, <y 4 a.p
et faisons voir que ceci entraine
) @y Vi1 Oy < Vo1 + @ B

tant que (-} 1) ne dépasse pas (s —1).
Dans ce but je démontrerai d’abord I'inégalité:

(6) i, <ea—+y [i=12,..,—1)]

Je m’appuie sur les formules de récurrence:
(1) Ayy=4?—9, B, = AB, Cyy=—CD, D, =DA,
valables tant que (i< 1) ne dépasse pas (s — 1).

Pour ¢+ =1 (6) s'écrit:

ajag << 1—Ja, *+ ay e a d
I —la+ a1 —[a]) >0

ce qui est évident, car |a,| < 1. Supposons établi que J, <Ca, -}y, et
faisons voir que ceci entraine d,,, < @, + 7., [tant que (i-4-1)
ne dépasse pas (s —1)] En vertu des formules de récurrence I'iné-
galité & établir s’éerit: d,¢, < a? — y! 4 7,0, ou d,(a,—y,) < a? — 92 ou,
puisque y, < «@,, J, < ,+ 7,. L'inégalité (6) est donc établie. Pour
établir I'inégalité (4) qui démontre la proposition, substituons dans
(®) les valeurs (7). il vient: (e )2+ @.y.0! <702+ a.f. (@} — )
ou al+yi+ ay0i+apyi<p0 4 alf-2aly? ce qui peut s'éerire:

(af —yi)a@i+y.0) + 7.0yl d) < (ol — ) (vi+a.B) -+ .0 (i . 6)-

L'on a par hypothése a?>—y,0,<<y*-tea,8,. d’autre part I'inégalité
J, < @, -+ 7, entraine la suivante: d(a, —y,) < a? — ! c. a. d.

¥i 4 @0, < af + y.6..

Nous aboutissons donc bien & l'inégalité voulue.

Il est clair que, si n, ou n, est’un multiple de p, la limite exacte
de module de la plus petite racine est supérieure a un. mais cette
circonstance peut se présenter méme dans le cas ol ni », ni ny
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ne sont des multiples de p. Considérons par exemple Péquation

14224 a, 28} a,25=0;

la limite doit élre nécessairement supérieure & wun, car si elle était
égale 4 l'unité, elle serait atteinte pour l'équation 1 -4 z?2=0. en
contradiction avec le théoréme de la p. 579; d’ailleurs, on peut vé-
rifier directement, & I'aide de la régle de M. Cohn que l'équation
1d-a24-par3-tqr’=0 ot %< ¢g<p<C1 a toutes ses racines
extérieures au cercle unité.

On peut s'attendre i ce que les énoncés du genre de celui de la
p- 583, étendus aux équations & un nombre quelconque de termes
et convenablement développds, pourront conduire, au point de vue
de la théorie des fonctions entiéres, 4 établir de nouveaux cas
d'impossibilité de P'existence de la valeur exceptionnelle de M. Pi-
card ou, cette fois-ci, les propriétés arithmétiques des exposants
entreront en jeu (cf. I'énoncé de la p. H62).

En joignant lorigine aux p racines p-émes de (— 1) par des
segments de droites, et en prolongeant ces segments 4 l'infini nous
obtenons p demi-droites: L,, L,,..., L,. Je pose le probléme suivant:

Quel est le plus petit angle A formé par deux demi-droites issues
de Uorigine, ayant comme bissectrice une droite L., et conienant toujours
au moins une racine de Uéquation 1 -} z* -+ aya™ + a, ™ = 0.

. . 27 (. .
Nous allons voir que: si n, = _n, 4= (amm done, tant que

2 ny
ng == §n, 'adjonction du terme a,z™ n’exerce aucune influence sur
la limite correspondante de lI'équation trinome 1+ a* - a,a™ =0

qui est précisément 27?).
1
2z,

1
il suffit de prendre a, =0, |a,| trés grand et un argument de a,

convenablement choisi, pour démontrer que si n3_>$#n,, l'on a aussi

<

A<C  '; nous aurons besoin d’étudier les courbes I' décrites par
iy

les racines de I'équation lorsque a, est fixé et 'argument de a, reste
constant ou, plus exactement, lorsque cet argument est congru
a4 A(mod. ), 2 étant constant. Elles sont définies par la relation

{1 -+ I:,j_ a, x"’}

Il est d’abord évident que l'on a dans tous les cas 4=

arg = A(mod. ) (a, fixe).
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On constate immédiatement que, abstraction faite de O et oo,
elles n'ont de points doubles que pour des valeurs particuliéres
de 4; nous nous placerons dans le cas général ou elles n'en ont
pas. Le long d’une branche de I'!a,| varie constamment dans le
méme sens, & moins qu’il ne s’annule ou ne devienne pas infini.
A Yorigine l'on a évidemment |a,| = oo, & linfini |a,| =0. Par
chacun des n, zéros de 142"+ a,x™ il passe évidemment une
branche de I" et une telle branche doit nécessairement aboutir des
deux cdtés a lorigine. Cependant, dans le voisinage de l'origine
arg=1 +24a =

£"?

. 1. .
se comporte comme celui de ., il y a donc 25, segments de I’ issus
z

de lorigine et dont 2, proviennent des branches passant par zéros
de 14 2°+ a,z™. Les “2(n, —n,) autres doivent nécessairement
s'étendre & linfini. Il n'y a évidemment pas d’autres branches des
courbes 1.

En résumé, nous avons done », branches finies K, ,K,,..., K, issues
de lorigine et y retournant aprés avoir passé par un zéro 0 de
14-2*+a,x™ et 2(n,— n,) branches infinies: M,. M,,..., M, ., issues
de l'origine et aboutissant & I'infini !). En posant x= re'?, a,=te¢'* on
obtient facilement P’équation des courbes I’ en coordonnées polaires,
sous la forme suivante:

(8) sin (ng@—-+A)+r* sin [(ng—p) p-+1]+tr™sin[(ny —n;) p+4—pu]=0.
On en déduit une propriété de ces courbes fondamentale pour
nos déductions: wune demi-droite issue de lorigine ne peut couper
Vensemble des courbes I' qu'en deux points aw plus & moins qu'elle
ne se confonde elle-méme avec une branche de I
@ étant argument de la demi-droite, ce dernier fait exige que

Yon ait n,¢ 4+ 2=0 (mod. n), (n, —p)p + 4 =0 (mod. x) done
kn kn,

= —1; et ls?—. 7 (mod. ), k étant un entier. Les directions
asymptotiques des branches infinies font entre elles les angles tous

/2
égaux & ——.
ny — ny

1) En réalité les M; ne sont que des »demi-branches«; il nous sera cependant
plus commode de conserver la nomenclature du texte.
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11 est évident enfin que, dans le voisinage de l'origine, nos cour-

bes se comportent approximativement comme celles qui sont définies
par la relation

arg {%f} == / (mod. =),

or ces derniéres étaient étudiées dans le § consacré & Iéquation
trinome. On en déduit que les branches dont les tangentes & l'origine

font un angle mowndre que % en valeur absolue avec le segment 0,

@ étant une racine p-dme de (— 1), tournent toujours, dans le voisi-
nage de Uorigine, lewr concavité vers ce segment.

) 2n -
Pour démontrer que 4 = - nous supposerons que A est choisi
n

de maniére que I’ n’aient pas de points doubles (outre 0 et co)
Ny 7 . .
et que A== *}:— (mod. 7), k entrer. Ces restrictions ne diminuent

évidemment pas la généralité du résultat.

Si ny > 2n, la démonstration est trés simple.

ni
Soit @ une racine p-éme quelconque de (— 1) p. ex. @ =e*

Tragons des demi-droites [);, D, issues de lorigine et faisant des

Fig. 7.

angles %ﬁ -+ & (¢ > O arbitrairement petit) avec OL,. Les angles
2
que font entre eux les segments de I" issus de l'origine étant tous

égaux A nﬁ les angles L, 0D, et D,OL, contiennent chacun au moins
2

deux de ces segments; d’ailleurs, en vertu de I'hypothése faite au sujet
de A, aucun d’eux n'est tangent & OL,. L'on a ny,>2n, > 2p,

4+
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done 2 - e<= si £ est assez petit: il en résulte que les segments
Ny r

en question tournent leur concavité vers L,. Examinons en parti-
culier les deux segments ON,, ON, les plus rapprochés de L, (Fig. 7).

L,

0
Fig. 8.

8i ces deux segments se réunissent dans une branche K|, cette branche:
est contenue tout entidre dans l'angle D, OD,: autrement on serait
en contradiction avec la propriété fondamentale des courbes I, celle
de n’étre coupée qu'en deux points au plus par une demi-droite
issue de lorigine, appliquée p. ex. & la tangente O7 au segment
ON, de I. On en déduit que I'équation proposée aurait une racine
dans Pangle D, OD,.

Supposons en second heu qu'un des segments ON,, ON, p. ex.
ON, se réunisse en une branche finie K, au segment voisin du coté

L

0,

opposé & L, (Fig. 9). En appliquant la propriété fondamentale aux:
tangentes OT ou OT’ on constate encore que la branche K, doit
étre contenue tout entiére dans langle D, OD,.

Il p’est point possible que le segment ON, se réunisse en une
branche finie K, 4 un segment non voisin dans le voisinage de-
Torigine. comme l'indique la figure 10 ci-contre ou bien la fig. 11,
car K, contiendrait & son intérieur une autre branche finie K, et
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Fig. 11

en considérant la tangente OT & K, on arrive de nouveau i une
contradiction.
1l ne reste donc plus qu’a examiner '’hypothése suivant laquelle

D, L‘_ M T 0,

Fig. 13.

les deux segments voisins de L,: ON,, ON; donnent naissance aux
branches infinies M, soit M, et M,. Je dis que ces branches M, et
4%
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M, restent complétement dans l'angle D, OD,: la supposition con-
traire n'est point compatible avec la propriété fondamentale, comme
le montrent de suite les fig. 12 et 13 ci-contre. Or les deux bran-
ches M, M, étant voisines dans le voisinage de l'origine, elles cor-
respondent visiblement aux valeurs de l'argument de qa, différant
de 7; done, 'équation considérée a assurément une racine dans P, OD,,
& étant arbitrairement petit, nous arrivons donc i la conclusion:
AgMax{4n. 22}, done si ny, = 2n,, A = 2——” On constate de
ny Ny n,
plus que cette limite ne peut étre atteinte si a, et a, sont finis.
La méthode de démonstration s'dtend au cas §n, < n, < 2a,.
Nous allons considérer maintenant les droites OFK,, OK, faisant des

angles ::1 -+ & (¢ >0 et arbitrairement petit) avec L,, L’on a d’aprés

«

Yhypothese 2. > " > 3.

s My~ 2 ny
4 segments de [ issus de Dlorigine, qui tournent tous 4 l'origine leur

, langle E,OFE, renferme donc 3 ou

. 7 2 .
concavité vers L, car 1—1—1+e<;, si € est assez petit. S'il y en

avait 4, on voit immédiatement que chacun des angles £, OL, et
L,OE, en renfermerait deux; on raisonnerait exactement comme
dans le cas n, == 2n, déja examiné,

Nous supposerons done quil y a 3 segments de I issus de l'ori-
gine dans langle £, OF,; dailleurs chacun des angles E,OL, et

Fig. 14.

E,OL, renferme au moins un segment: done il y en a deux dans
un de ces angles p. ex. L, OF, et un seul dans E,OL,; nous ap-
pelons encore ON,. ON, ceux qui sont les plus rapprochés & L,.
En raisonnant exactement comme tout & I'heure on voit que ON,
ne peut se réunir pour former des branches K, finies qua des
segments voisins et que, dans ce dernier cas, ces branches K, seraient
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complétement intérieures & K, OF,. cet angle renfermerait donc une
racine de l'équation. S1 ON, donne naissance & une branche infinie
M,, on voit encore comme précédemment que cette branche M, doit

rester tout entiére dans l'angle E, OE,. Dailleurs E, OE, > in
1

donc nous savons. daprés les résultats relatifs & 1'équation trinome,
que 1 -4 2° 4 a, 2™ a certainement un zéro dans K OK,. donc une
branche finie K, y doit pénetrer. Si le"’zéro en question, représenté
par le point O, se trouve sur une branche finie K, contenant un

L,

‘M,

Fig 15.

des segments OP, ou ON, issus de lorigine et voisins de ON,, la
partie OP, O’ resp. ON, O’ de la branche K, reste entiérement (en

L /M

Fig 16.

vertu de la propriété fondamentale appliquée & OE, ou a OE,)
dans l'angle E, OE,.
Or si, lorsque la racine de I'équation parcourt la branche M, l'ar-
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gument de a, reste constamment égal & 4, & I'arc OP, 0’ resp. ON, 0’

correspondra visiblement 'argument 4 | n: de toute fagon il y a bien
une racine dans K, OFL,.

Il ne reste & examiner que le cas ol la branche finie K, passant

M

Fig. 17.

par O ne contient ni ON; ni OF,: or on se rend compte immé-
diatement, en appliquant la propriété fondamentale & OK, ou 4 OF,,

L

que les segments OF, ou ON, doivent donner naissance & une nou-
velle branche infinie M, et que cette branche M, doit rester comme M,
4 Dlintérieur de E,OFE, Or les arguments de a; correspondants aunx
branches M, et M, difféerent de 7 de nouveau nous avons une ra-
cine dans F,OF,

La proposition est done démontrée

Si n, < $n, nous remplacerions dans les raisonnements de tout
4 T'heure Plangle K, OF, par langle F,OF,, L,OF, et L,OF, étant
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3 ..
d’ouverture P -+ € et nous aboutirions au résultat:
]
27 w1l
A< 3. =
n, NS S n, ?

mais la recherche de la valeur exacte de A parait plus difficile:
2n?)
"

Je me bornerai & étudier complétement, par une méthode dif-
férente, I’exemple simple de l'équation

14 2+ a2+ a, 2t =0.
D’aprés ce qui précéde nous avons ici 120°<C A4 < 135°% En

réalité A = arc cos (— i) — 26, (4= 125°15'52"),

V3

On peut évidemment, en posant 7c=3—1/, étudier, & la place de

nous verrons d’ailleurs sur un exemple que dans certains cas 4>

1'équation proposée, celle aux inverses:

as +ay +y* 4yt =0.

Les racines y,, ¥, ¥s, ¥, de cette équation vérifient les deux re-
1ations:

(9) 2?/1———_1

te=1

(10) D un=0

Jekx

ot réciproquement, & tout systéme des y, vérifiant (9) et (10) cor-
respond une équation du type étudié. En éliminant y, entre (9) et
(13) il vient:

11) w4+t vt+nve+nys+yvys+y+yv:.+y =0.

1) En supposant toutefois 7y > 3 p
3) 11 convient aussi de faire remarquer que pour p=1 et p=2 l'on a évidem-

. . 27
ament, méme pour 1'équation & un nombre quelconque de termes A <—I_’_; dans

Je cas de I'équation quadrinome ce résultat subsiste, d'aprés ce qui précéde, pour
2 =238 et p—=4. Peut-étre est-il vrai généralement.
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A chaque systéme de valeurs y,, y,, y, vérifiant (11) correspond
une équation du type considéré ayant y,, y,, y; comme racines.
Nous allons démontrer successivement:
1° 4>286,
Tragons symétriquement & l'axe réel deux demi-droites OD,, 0D,
faisant des angles égaux & 6 ol 60° <C 0 < 6, avec laxe réel né-

D

D2
Fig. 19,

gatif. Je conmstruirai une équation du type étudié n'ayant aucune
racine & l'intérieur de langle D, 0D, ainsi formé. Dans ce but je
poserai y; =y, =2, y; = w 2z et w étant situés respectivement sur
OD, et OD,. Pour qu’il existe une équation ayant z comme racine
double et w comme racine simple il faut et il suffit que w et 2
vérifient la relation:

(119 B4+ wh 422w+ 224 w=0,

ou en posant z2=—Z¢™, w=—We (Z=|2|, W=|w|) que
les deux relations:

(12) BZ* 4 W2 cos260-++2ZW — (2Z+ W)cos0=20

(13) (64t — Wt)cosO+ W —-2Z=0
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soient vérifiées. En éliminant entre (12) et (13) successivemeut Z!
et W?* on obtient un systéme équivalent

—4cosfcos20W?2—(1—4cos20) W
4 =
a4 ‘ z 2(—1+42cos0 W)
__ —12cosfcos 2022 — 2(1—4cos26)Z’
(15) l W= iz
Dans le plan (W,Z) (14) représente une hyperbole avec les di-
rections asymptotiques: W==0 et Z= — cos26 W, (15) une hy-
Z .'
!
'
1
i
)
! f4/
1 Vs .
o W
Fig. 20.
perbole avee Jes directions asymptotiques Z =0 et Z =—-——§-cl—o—sﬂ w.
1

Or, puisque 8 < 6,, |cos 20| < On g’assure aisément que

[Boos26|
1

‘pour W > Seosd le deuxidme membre de (14) reste constamment

positif; de méme pour Z > 4(%87) le deuxiéme membre de (1D) reste

constamment positif; ainsi donc les hyperboles (14) et (15) se cou-
pent certainement en un pont (W, Z) avee W > 2c<1)A30’ Z>;z}’g~é,
Pon aura done 2Z4-W)cosO >1 ¢c a d. R2z+4w)<<—11).

La quatriéme racine de Péquation y, se détermime par la re-

lation (9):
nhtvetytyo=—1,

1) R(x) désigne la partie réelle de .
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on aura donc
Ys = —1— (22 + w),
il s’ensuit R (y,) > 0 ce qui établit visiblement notre assertion.
20 4<26,.

Nous poserons maintenant § = 6, + ¢, £ > O arbitrairement pe-
tit et nous allons voir que I'équation a nécessairement une racine
dans l'anglé D, OD,. Supposons au contraire qu’il existe une équa-
tion de la forme

@G t+ay+y+yt=0

qui n’ait aucune racine dans cet angle. La relation (9):

4
2'.74=“‘1

montre, en tout cas, qu'il y a nécessairement une racine dans le de-

D E,
%
o
0
s
D, E,
Fig. 21,

mi-planffgauche R(y) <01!). Soit [y, une telle racine; s&'il y en
a plusieurs nous désignerons par y, celle dont I'écart angulaire avec

1) R(«) désigne la partie réelle de x.
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Taxe négatif est le plus petit. En supposant, par exemple Y(y,)>01)
nous poserons

, , T
?/1=—"Y13 0 (lei%n 06 <§

Ainsi l'angle E,OE, symétrique par rapport 4 l'axe réel, d’ouver-
ture 2 6'. ne contient aucune racine & son intérieur.

Considérons encore une autre racine quelconque y,, les deux re-.
lations:

ayt+ant+4i+y=0 aatayp,+p+y=0
permettent de calculer a, et «,, il vient:
aw=—(p+nn+r+vr+vn + ...+ 4,
as =y Y+ 9+ 4+ vy, + il

(Ces relations subsistent méme pour y,=y,). Fixons y, et ramenons y, vers

E.
Fig 22.

OE, suivant une courbe continue queleconque (Fig. 21), en ayant toutefois
soin de faire éviter les racines de 'équation en ¢: 24-(14y,) t+¥,+y}=0

1) Y («) = coefficient ¢ dans z.
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et l'origine, en déterminaut & chaque instant a, et a, correspondants,
a, ne sera jamais nul, Véquation n’aura jamais de racine nulle,
Si, au cours de cette opération, une autre racine (y; ou y,) vient
sur OFE, ou sur OF| pnous nous arréterons li; en tout cas nous
aboutirons finalement & une équation ayant la racine y, sur OE,,
une autre, soit y,, sur OFK, ou sur OF, et aucune a l'intérieur de
langle E,OL,. Ceci posé nous déplacerons maintenant simultanément
y, et y, vers l'axe imaginaire (Fig. 22), en maintenant leurs modules
constants, en ayant soin que les droites OF,, OE, passant toujours
par y, et y, restent symétriques par rapport i I'axe réel et en dé-
terminant de nouveau & chaque instant a, et a, par les formules
déja écrites. Or 6> 60°, il s’ensuit. en posant |y,|=Y:

(Y24 Y3 |cos26 | > Y, 1,
Ryi+vi+uviy+vi+y)<<0

par conséquent a, ne peut s'annuler au cours de cette opération et

donc

Fig. 23.
aucune racine ne peut donc pénétrer dans K, OE, par lorigine. 1}
4

est cependant nécessaire, d'aprés la relation 5 #i=— 1 qu’une ra-

=]
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cine pénéire effectivement dans cet angle avant que OFE; et OFE,
viennent & coincider avec l'axe imaginaire. Donc nous aboutirions

nécessairement 4 un angle E,OF, d’ouverture 26" ( 0, << 0" < —275)

{Fig. 23) tel qu’une équation du type considéré aurait sur une des
demi-droites OL,, OF, par exemple, deux racines, soit y, et y; et
sur l'autre OF, une au moins: y,; ou bien qu'elle aurait trois raeci-
nes yi,Ys, ¥y au moins sur OF, par exemple. Nous allons cependant
voir que ceci est impossible. Dans le deuxiéme cas en effet il est
manifeste que la partie réelle du l-er membre de l'équation (11):

2;/?—!— 2‘?/,3/*4—2%:0

[} I =k =l
est négative.
Dans le premier cas posons

Hn=—YX o, Yo == — Y’ee",' Ys— — Yte_—‘a"
et égalons & zéro la partie réelle du 1-er membre de (11), il vient:

(YiI+Yi+4-Yi4Y,Y,)e0820"4-Y, Y, + Y, ¥, —

(16) — (Y, + Y, + Yy cos 87 =0,

En considérant Y,, Y, Y, comme coordonnées rectangulaires dans

Tespace il est aisé de constater que (16) représente ( sif,<<6'<C 7—;)

un ellipsofde réel passant par lorigine et tangent au plan
Y,+ Y,+ Y;=0. En examinant les intersections de Tellipsoide
avec les plans coordonnés on constate quil ne pénétre point dans
Poetant: Y, >0 Y, >0 Y,> 0. Ceci ¢tablit notre assertion,

En supposant de nouveau n, > §n, et en désignant par £ un

nombre positif arbitrairement petit je dis maintenant quil existe un
. . . 27

secteur circulaire fini S de I'angle au centre " -+ & de sommet
1

4 lorigine, symétrique par rapport & la droite joignant une racine
p-eme de (— 1): @ a Vorigine et contenant toujours upe racine de
. . 27
Téquation. Nous savons en effet que I'angle 4’ douverture . + &

1
dont les cotés coincident avec les rayons frontiéres du secteur con-
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tient toujours une racine. Si notre assertion était inexacte, il existe-
rait nécessairement une suite infinie de couples de valeurs

(@, o k=1,2..)

telle que le module de la racine a{¥ de l’équation correspondante,
contenue dans A’ augmenterait indéfiniment pour k= oco. De la
suite (a{®. af®) on pourrait extraire une autre telle que les argu-
ments de a{¥ et a{® tendraient vers des limites déterminées, et que
de méme les modules |a{¥|, |a{"’| tendraient vers des limites finies
ou augmenteraient indéfiniment. Si a{¥, a{® tendaient vers des limi-
tes finies d,, d,, 'équation 1 4 x* 4 a4, 2™ -+ d, x™ = 0 n’aurait au-
cune racine dans A’, ce qui est impossible. Done |[a{’| ou |af}
augmente indéfiniment. Il est visible que dans ces conditions
I’équation
14+ a2+ a? a4+ aP 2 =0
peut s'écrire pour de grandes valeurs de |x|:

aP 2™ = (1 + &%) af 2™

ol &® tend vers O pour % infini ou encore

S n L) ai.)

x”“:(l—{—ﬁ.“).@.
Puisque la racine x{" augmente indéfiniment, la derniére équatiom
. . . ad? . .
a une solution, on en tire }lr:: o = 0. On voit, de plus, que si

une autre racine x{ augmentait indéfiniment eu module, on au-
O

. . . . \
rait nécessairement lim 2= {, § étant une racine (n,— m,)-éme-
k=00 1
. s .. . x
de l'unité. Drailleurs { 3= 1. En effet, en posant E-_—_tl l'on trouve:

A=+ 0—aa,
B —T)ap ’

a’ —

done, si £, > 1 et |x,| augmente indéfiniment |a{| tend vers zéro-
kw08
et par conséquent |af’| aussi, ce qui est impossible. Il en résulte-

que (n, —n,) racines de I'équation au plus augmentent indéfiniment.

1) Je supprime pour simplifier 1'écriture des indices ¥ dans -’-C(;), J‘S_f},--.
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en module, les n, autres restent i distance finie; on peut d’ailleurs
supposer (en extrayant au besoin une nouvelle suite partielle)
qu’elles tendent vers des limites déterminées. Ces limites ne peuvent
8tre que nulles: en effet, si 2{ p. ex. tendait vers une limite finie
pon nulle et |r{"| augmentait indéfiniment. la formule:

) ap — —(LE 2 ap+ap ot 4 ap

5. Ty — X3t

L2

montrerait que a{" tendrait vers une limite finie, donc af’ vers zéro,
ce qui n’est pas possible. Ainsi donc il est nécessaire de supposer
que n, racines de l'équation tendent vers zéro. Cependant, dans

le voisinage de Dlorigine ’équation peut s’écrire: (h cause de la re-.

e U o
= an
Or, une telle équation a nécessairement une racine dans l'angle
A’y si & est assez petit. Nous aboutissons donc & une contradiction.
Examinons maintenant dans quelles conditions la limite supé-
rieure ¢ de module de la racine de l'équation située dans l'angle

Q)
lation lim "%:o) an
a;

) 2n . .
A’; d’ouverture P - & pourrait étre atteinte?
1

Il existe une suite a, af telle que la racine du module le plus
petit parmi celles qui sont situées dans A’ tend vers un nombre z,
de module ¢. On peut supposer que af’, a¥ tendent vers des li-
mites finies ou non. Counsidérons d’abord le cas ol |a¥| ou |af}
augmente indéfiniment. On voit, exactement comme tout & I'heure,
qu'il n’est pas possible qu'une racine x, de l'équation augmente in-
définiment en module pour k¥ = oo. On peut donc supposer que
toutes les racines tendent vers des limites finies et déterminées.

La formule (17) ou la formule analogue
1t —ay + wfxpt — iy

(18) aft =

ayap — p oy

ot z,, x, sont des racines quelconques de 1'équation montrent d’ail-
leurs que les limites différentes de zéro sont toutes distinctes: au-
trement on verrait, en y divisant les numérateurs et les dénomina-
teurs par (r; —x;) que o et a® tendent vers des limites finies;
pour la méme raison le nombre de ces limites ne peut pas dépasser
(#y—n,): donc »n, racines de I’équation tendent vers zéro. Enfin en



64 M. Biernacki: 16044

formant d’aprés (17) et (18) le quotient %, en y supprimant au nu-
1
mérateur et au dénominateur le facteur commun (x, — z,) et en

supposant que || est trés voisin de ¢ et |z,| trés petit 'on cons-

o) .

tate que lim %%5: 1. Dés lors l'équation peut s'écrire dans le
k=oo j

. .. — (14 ¢ .
voisinage de l'origine sous la forme z™ .—=--%(T)-—"l etl'on aboutit
1

alors, comme & la p. 603, & une contradictioun. Il faut done supposer
que a a? tendent vers des limites finies d,, ¢, et il est clair que
Péquation

14 o+ da" 4 dyam=0

réalise la limite de module ¢. Cette équation que j'écrirai:

fy=1~+42"+ a;2" + a2 =0
a nécessairement deux racines de module @, dans 4’. Dans le cas
contraire, en effet, on pourrait en choisissant convenablement unm
aceroissement de a, par exemple et en déterminant I'accroissement
correspoudant dr, de @, (Jx,|= () par la formule
[’ () dz, + ai'da; =0
faire en sorte que le pomnt x,-}dx, reste en 4’ et que |z, 4-dz,|>Q.
Mais il y a plus,I'équation doit avoir au moins 3 racines de module Q.
Supposons le contraire, et d’abord que les deux racives z, et x,
de module @ soient distinetes. Lies formules (17), (18) montrent alors
immédiatement qu’il est nécessaire de supposer ar™ = air™; a, et a,
étant finis, on en déduit
(19) Ll SO I o
1425 o3 ap

Fig 24

Si z, et 2, ne sont pas sur les frontidtres de 4’ on n'a qua rai-
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sonner comme pp. 580—581 pour aboutir & une contradiction. Si
ane des racines z, et z,, r, par exemple serait sur la frontiére de
A’, observons que I'on déduit de (19):

142 142
i s e L Y
:8:‘ (U

g

quil existe une équation trinome de la forme 1 4 2° 4 ba™ =0
&Al

%)

Fig. 25.

ayant des racines 2, et x,. D’ailleurs

n o, e =W
mt2<p
#i £ est assez petit et |1 4 27| =|1 4 3|, done z; et x, devraient

&tre situdes toutes les deux sur la frontitre de A'.
En se rappelant la disposition des courbes I' relatives & I'équa-

tion 1 -+ 2 + bz™ = 0, définies par la relation' arg b = 4 (mod =),
de celles notamment ,pour lesquelles 4 = arg (&™) et dont une
b5
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n

n, —p
qu’aucune de ces branches ne coupera les frontiéres de l'angle

P
branche. a le point double a::-l/ .® on constate aisément

T

A’ si 6> 0 est assez petit (si £+ ¢ < ‘) Il en résulte im—
n, ' 2 Tn—p

médiatement que les régions hachurées et les régions laissées em
blane de l'angle A’ sur la figure 26 ci-contre correspondent & deux
demi-plans complémentaires du plan des b, donc z, et .c, ne peuvent
pas étre racines d’une méme équation de la forme 1+ z*4bam=0.
Si I'équation avait une racine double de module @ il n’y a qu'a
répéter le raisonnement de la p. 581

En m’appuyant sur les résultats qui viennent d’étre obtenus je
vais démontrer maintenant que le nombre @ ne peut pas dépasser

£> 0 étant arbitrairement petit nous aboutissons done a Pénoncé
suivant qui constitue évidemment une précision du théoréme général
de la p. 547:

Considérons les p secteurs circulaires, dont chacun contient une racine

p-éme & de (—1) et ;ui sont limités d’une part par la circonférence
P

|z| = I/n—nl? . n—&“;—o et d’autre part par les 2p demi-droites issues
1T t A

.. . , , T ..
de Uorigine et faisant des angles égauxr & — avec des segments joi-
g g ) "y 9 J

gnant lorigine aux p racines @. Si ny == §n,, l'équation
142"+ a2+ agzm=0

(p<<n,) a toujours une racine au moins dans chacun de ces secteurs.
»

Dans cet énoncé ni — ni l/ "™ e peuvent pas étre rem-
ny Ny —p Mg —Pp
placés par des mombres plus petits ).

1) Cf. Iénoncé analogue relatif 4 1’équation trinome p. 569. Notre énoncé
n'est- évidemment nullement en contradiction avec le fait que la limite de module
14

de p racines peut étre inférieure a l/_ﬁl . _"1~‘
ny—p fyg—pP
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Pour quiil existe une équation du type étudié ayaut 3 nombres
donnés x,, x,, z, comme racines il faut et il suffit que ceux-ei
vérifient la relation

1+ of 2y 2y
A= |1t a5z o3| =0,
1+ of a3 a3

Nous donnerons & cette condition une forme un peu différente;

z .
dans ce but posons ;’ =1t et calculons le coefficient a, par les
2

dquations:

1454 ayap 4 a2p =0 et 14 -t aas+ agapr=0.

Il vient ainsi:

(20)  auar= t";.gtﬁ_fl 2 [tf:f_ll — (= x’i)] = 9(t).

Si x, == 24 la fonciion de £ qui figure au second membre doit
prendre la méme valeur pour deux valeurs différentes de ¢:¢, et #,.
Réciproquement, si ¢(¢,) = @(¢;) on pourra construire une équation

. Z, E51
ayant des racines x,, ¥, = o T=
2 3

Etudions maintenant la variation de ¢(f) lorsque ¢==¢* parcourt

. 2 .
dans le sens direet 'are O < Bgn—n—{—s de la circonférence |¢|=1.
1

Je dis que:

L4 VS —
si ]J"l! > " Ny aarg ¢(t)

n—pn,—p 96

>0

dans Vintervalle O <C 6<C Znn + e
1

Nous avons d’apres (20):

darg o(t) _ darg i (" —1) darg(tmn —1
@) —3 = aa{ - } “57{;-:::—1-(~ﬁ)}-

On voit immédiatement que le premier terme du 2° membre de

Ny

21) a la valeur constante *—L (on suppose bien entendu que
5 pp q

t n’annule pas ¢ — 1); nous allons voir que le maximum de la
b*
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valeur absolue du deuxiéme terme du 2° membre de (21) est, dans

L. A . n
le cas ol il est négatif, moindre que =

2_ P Remarquons d’abord

que, dans lintervalle 0 <T BQ%I—T le module de y(f) = ———tf‘l"q——ll
va constamment en décroissant, c'est évident dans l'intervalle
m%%<w<%ﬁ

car [t — 1| y déeroit et |[£ — 1| croit; dans Ogﬂg;ﬁ%
il faut faire voir que 5 dlog |_t"_~_l_] < dlog ]t.‘—'—ao_l—’ c. a d.
que %cotg(n; )<n,_2 { 1 —p)8 }; ceci résulte de ce que
z cotg x est décroissante dans lintervalle o << z<C g

D’autre part 'on a toujour: —~r§;’94(t2 P pour t=0 tp(o)--—n1 >

et la tangente & la courbe décrite par (¢) fa1t un angle droit avec oz:

lorsque 6 décrit l'intervalle O << OQ?n—n,tp(t) déerit donec un are
1

restant & l'intérieur du cercle |z | ori-
h 2“ 3 ? p ’
gine pour 6="-"-, la tangente fait alors l'angle 7 <. vec I'axe po-
(Gt 1

sitif. On peut remarquer encore que l'arc en question est convexe.
En effet

n—p

t
W) =GPt —mf+m—pl

m{—ﬁf—}—n

g (t"l—f__l)' -

et d’autre part

rdlog
2

2
é‘b@‘a‘rg[?t"“‘”xt"i'”l_}’]: lptﬂ—”lt""—nl ‘PI-
1l suffit donc de faire voir que

P
—a—rlpt"—nlt’-l—n, —~ppp>0 ecad
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que

(n—p)8 [(p +n,) sm

—p)b
2 2

— (n, —p) sin

(m+p)0
—?—F”

Le premier facteur est assurémeunt positif dans lintervalle
0<H< 2"—”, d’autre part (ﬁ‘—;—j—@ 0 < 2=; si (—”lj;—f)—g == le crochet
1
; (m + PO _

est manifestemment positif;on voit qu'il en est de méme si *

en remarquant que S—I;E déeroit dans l'intervalle (o, 7).
Nous supposons d’abord », > 2p. Alors l'arc décrit par w(¢)

. 2x .
lorsque @ parcourt Pintervalle o<0<7 reste toujours dans le
1

premier quadrant. D’autre part (— a%) reste dans le secteur infini R
B L N
(7, —p) (ny —p)’

demi-droite qui fait I'angle — (’; i + s) (moindre que § en valeur
1

limité par la circonférence |x| = l'axe positif et la

absolue) avec l'axe réel positif (fig. 27).

Pour t =0 () vient au point A d’affixe . Si Pon avait

n—
= n, . Ny
—pP M—p
(affixe du point B) l'on aurait
dar nyg—
s W)+ at=—"7P

2

Pour toute autre ‘pesition de (— %) dans R et de w(f) sur lare

AMON cette quantité est plus grande que — ”’;p . Si M désigne

le point ol la tangente & la courbe C décrite par (f) est horizon-
tale, il est clair que la quantité étudiée ne peut pas étre négative
que si le point P d'affixe y(f) se trouve sur 'arc AM de C. Ap-
pelons @ le point dont l'affixe est (- 23), @ 'angle de la normale PN
en P i la courbe C avec PQ, 8 l'angle de PN avec PV, prolonge-
ment de OP, ¢ l'argument de [w(¢) + 23].
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On constate aisément que si g%< 0 les angles @, 8 sont aigus
et a >4 (PV et PQ sont du méme coté par rapport & PN) et

Fig 27.

__OP cosa p 04 p  ny—p
|~ PQ'cosf’2 ~4AB'2- 2

Si n, << 2p la démonstration précédente est insuffisante, car la
tangente & l'origine & la courbe C fait un angle obtus avec l'axe

positif et l'ouverture angulaire du secteur R peut également sur-

) . . |de
Yon trouve de suite: !d—o

passer g Si ¢ augmente de dt, (¢) déerit I'arc ds = |y’(t)dt| II

est clair que |dp| est moindre ou égal & dg’ 0 étant la plus petite

distance de P & un point de la circonférence |x| =~£‘—.l’—~,
_ "H—p ny—pP
| 4
ainsi done %%g‘t}p%t)l et il suffira donec de démontrer que
|

}ﬁ_ﬁg@ <n_’:2:£ pourt_—:e‘e Ogagi—n—}—e‘)
1

1) Si », > 3p cette inégalité. .n'est pas toujours véritide.
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Pour 6 =0 on trouve précisément

(tp'(t) _ ny—p

B

6|—2’

il faut donc démontrer l'inégalité:

8 [#2qp72() | 2n

BO= iy o <HO (<0< +4)
En y substituant la valeur
é= e t)
n—p n.—p — vt

il vient

H(6)= p*+ni—pn, —pn,cos(n, —p) 6+p(r,—p)eosn,6—n, (n,—p) 003]39

(_—7232_0 [n, ny sin __Z_Pljo_ — (1 —p) (n, — P)‘ sin “L° t]

sin?

1l faut montrer que H(0) << H (o) =(—”——2—2;)—i Dans ce but remar~
L —

quons d’abord que H(6) est une fonction décroissante de n,; il
suffit donc de poser m, =— p et d'établir que

np* H(0) = H, () =
__pHni—pn,—pn, cos(n,;—p)0+-p(n,—p)cosn, @ - n,(n,—p)cosph

<
sin4 ’( ,——p)B}
2n‘p
< Hl(o) =T\ p)z
Or
2ni 20} ;
() =— " H < H0)Y.

=sin’ (pn) sm:{(”l _P)"}\2(n —pr
n

D’autre part, si pour une valeur de  la fraction H,(6) est maximum
ou minimum, elle est égale au quotient des dérivées du numérateur
<€t du dénominateur:

1) 11 est clair que le résultat final s’étend & I'intervalle 2"-—-—" <L ?”2 + e, sie
1 1

o8t asses petit, 4 cause des majorations de la p. 610.
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o) )

H,(0) = Hy(0) = 4pn, . . ’
1(0) IH,(B) bn; Bin{(n—‘:éﬂ} 51!]("1——}’)0

2
H, (0) est une fonetion décroissante de § dans l'intervalle o<TO<C _u;

il suffit de remarquer pour cela que

olog| (%0) P, (P0) (m—p) . (n—p)8
[ £ _\"" - 1
0| . (n—p0 ‘2°°tg(2) g e <0
simn ————
2
sin 6
dlog 2 _m n, 0
90 |snm, —p)o|— 2 % (—*2 )*-(nl—P)cotg(n.——p)o-go

car "‘—;—}—’gg, n— p < % et z cotgx décroit dans l'intervalle

e<Cz<Cn Or H,(o)= H,(0), notre assertion est donc établie.

1 4
Supposons pour un instant que @ >l/——n’—.-7i'~—. Lorsque la.
Ny—p Ny—p
limite est atteinte il y a 3 racines xz,;, x,, #; de module @ et contenues
dans le secteur S. Si z, = xy = x; on trouve directement
™ Ny
0= n—p ny—p’

Il n’est pas possible non plus qu’il y ait une racine double &
car nous pourrions, en prenant au besoin la solution symétrique par
rapport 4 la droite joignant & & Porigine poser z,=ux, = 2§, la
courbe décrite par ¢(f) lorsque ¢ parcourt lintervalle f=—¢¢

2n . . .
o<0<;‘1— —+ & aurait un rebroussement ce qui n’est pas possible.

Il y a done 3 ou davantage racines distinctes z;, z,, *; de mo-
dule . =z, et z, correspondent aux points d'intersection de la
courbe 2 décrite par () avec elle méme. Cependant la conditiom

aarag;p(g > 0 entraine, quelle que soit la maniére dont les branches.

de 2, en nombre quelconque, se coupent ou se touchent en un point
M, le fait suivant:
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Maintenant x; fixé, diminuons un peu |ag| de maniére que la
quantité a, zj* (cf. formule (20) de la p. 607) qui a été représentée
par le point M le soit maintenant par un point M’ situé sur la
demi-droite passant par lorigine et 1/ et tel que OM' << OM. Ala
nouvelle valeur de a, x7* I'équation ay xp*==q(t) fera correspondre un
certain nombre de solutions en ¢ voisines des solutions primitives (en
pombre égal au nombre des branches de 2 se coupant en M) mais elles
seront toutes de module <{1. En d’autres termes, on pourrait cons-
truire une équation ayant les racines z, telles que |z,|= @, |x,|> @,
|zs| > @ (éventuellement |z,| > @, |xy| > @ ...). Un nouveau dé-
placement des paramétres a,, a, suffirait pour que lon ait:
2| > @, |23] > @, |25] > @ ce qui est impossible. On a donc bien:

L4

n, my
<l/ B M
0< an —p m—p

Il est bien évident que dans 'énoncé de la p. 606 langle nﬁ,

pe peut pas étre remplacé par un plus petit: on n’a qua poser

1 .
p- ex. a,— 0 a, =sei“3”: &> 0 et trés petit.
1 4
. ye A 7 ny
Pour voir qu’il en est de méme avec le nombre l/ —r 2
n—p B—pP

considérons I'équation particuliére qui a la racine triple

=/ "
n—p ng—p
elle s'éerit:
22 n_y » o e
(1 l!—x’-l- p (n,— p)? _ (s —p)* o PM—p) (:e,jp)' 1a,;'--;o.
(”z e 711) nx; ﬂs; - a™ (”! - ”1) ”l;:”l ;—1 ™

Si d’abord ny < 2n, considérons les courbes I' décrites par les
racines de l'équation lorsque a, reste fixé et arg(a,)= 4 (mod. ),
A est fixe et choisi de maniére qu'elles aient uu point triple, qui est
précisément la racine triple de I'équation (22). En supposant, pour

Fd
fixer les idées @ ==¢'7, une discussion facile montre que les bran-
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ches de ces courbes situées dans l'angle limité par les demi-droites

o
Fig. 28.

n 2= n , 2xn
=—-—-" et ¢g=—-+— ont la forme de la figure 281); en
v p Ry ? p Ny g )

particulier la demi-droite ¢ —_——.% appartient & I'. O’ désignent les

racines de 1 4 x* 4 a,r™ =0 ol a, a la méme valeur que dans

. 2 . .
(22). D’ailleurs gg r{} et Pon constate immédiatement, que dans le
1 2

. . 2r . .. .
secteur circulaire d’ouverture . indiqué sur la figare, 1'équation
1

L1t

»

. " . . _ n, ny ;
(22) n’a que la racine triple x~l/ny~p'n,—~p'e

Si n, > 2n, il parait plus commode d'envisager les courbes I
décrites par les racines de l'équation lorsque a, reste fixe et que
Pon a: arg{e,}=pu (mod 7m), u étant fixe et choisi de manijére qu'el-
les aient comme point triple la racine triple de l'équation (22). La
disposition des branches de ces courbes situées dans I'angle compris

. . T on L 1 .o
entre les demi-droites ¢ = — — — et @ = — -} — est indiquée sur
p 7y P n

la fig. 29 ci-contre.
Les points O’ désignent maintenant les racines de 1-}-z°4a, 2=
ol a, a la méme valeur que dans I'équation (22). Les angles MOA

et MOB sont égaux & ;? Pour justifier notre assertion, il suffit de
1

1) Sur la figure on suppose m, > 2p; la discussion reste i peu prés la méme
dans le cas n, < 2p.
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faire voir que le secteur OAMB ne contient d'autres branches de

V¢

Fig 29.

I" que celles qui sont dessinées. Or les I” possédent comme les I”
la propriété de n’étre rencontrées qu'en deux points au plus par
toute demi-droite issue de l'origine; nous allous voir qu’aucune bran-
che ne coupe pas l'arc de cercle AMB (sauf au point M) Il est
impossible qul y ait d’autres branches dans OA4MB, car elles de-
vraient étre fermées ou bien pénétrer et ressortir par 04 ou OB,
ce qui ne peut avoir lieu?)

Il reste donc & faire voir que [ ne coupe pas les arcs AM et
MB, MB pour fixer les idées.

L’équation des courbes I'' gécrit, en posant

x=re% a, =te*, ay = @€
in (i, @ +#) 7 8in [(m,—p) @ -+ u] + @7 sin [(n, —ny) @+ p— 4] =0.

En posant

p.——-—-—————-—
= )/ M T
q)_P+w’ 4 l/nﬁp ny—p

1) 8i I” avait des points doubles autres que M dans OAMB on pourrait les
faire disparaitre en déplacant infiniment peu a,, @, et on aboutirait encore a une
<contradiction.
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on obtient pour nos courbes I'” particuliéres:

n,

—2sin [(n,—p) ] —

Ry—pP
I i W
(ng—mn,) (ny— p)

n
F(yp) = —si —
(v) sin (5, ) + p
sin [(ny — 1,)9] =0
Or nous allons voir que F(y) >> 0 dans lintervalle 0 < gnf.

1

Considérons d'abord l'intervalle 0 <<y << 3 d )’ nous écrirons:
1

(ny —

Fip = [P S0)

ny,—p ny
4+ ™p [ﬂ”l —p)y sin(n,— ”1)"’]_
ny—p " —p By — My

Puisque n, — p <ny—mn, et sj-:;ﬁ décroit dans Pintervalle 0 <Cr< =

les deux crochets sont certainement positifs.

. " - L2 .
Je dis que dans lintervalle 2(":“"1)<¢ <”1 Ton a:

(23)

T (p) = — sin (n, ) + ;:j—l:}) . ”:Z » sin [(n,—p)p|> (T__,z“)“n(l“"n,_“;,‘) ’

il en résulte manifestemment que #(w) > 0 dans cet intervalle.

Pour ¢ = I'inégalité (23) vient d’étre établie. Pour

T
2(ny —mn,)
P :Zx (23) se réduit a: — > sin (%£)>n” P o

1 1 St 01

ny {(n,—p)n} P
81n .
“m—p ™ = Ry— My

Si #, Z>2p on utilisera la premi¢re forme de I'inégalité: puisque
P77 51 suffira d’établir que —2— 2. P%~ P o qui
n <5t suffira d’établir que —p >n,——'n, ce qui se vé-
rifie immédiatement.

Si n, << 2p, @i;_}l)_g<7_2z’ on utilisera la deuxi¢me forme de
1

Pinégalité: il suffira de faire voir que
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n, 2 (m—p)n ~ P
m—p ' n hy—ny
ce que l'on constate de suite.
Il reste & constater que l'inégalité (23) subsiste pour une valeur
n

T
—ry) ¥

¥ = ¢, rendant 7'(y) minimum dans Pintervalle
Or

”2;‘1’ T’ (@) = — (ny, — p) cos n, P + n, cos (n,— p)y;

1

on en déduit que 7" () >0 si ¢ < done

T

2(n; — p)
T n

T —p) " S

”ln_l_p =m,, n,n—:p=m, et cos (1, ) = — &

(0 <3< 1), il vient

En posant pour abréger

008 (n, — p) Wy = — m% ot T(po) = K(d) = m, fmi—8 —)T—&,

les radicaux étant pris avec le signe 4. On constate immédiate-

. mi — mj
tement que K(J) décroit dans l'intervalle (O< 6<I/—WE-:_—]—) et

s ——1
croit dans Dintervalle (I/tn_rlnz ?2<d <1), il suffit donec d’établir
-

que o
”}? - m%\) pny
K(l/ mi—1 = (ng—n,) (ny—p)

ce que I'on vérifie sans difficulté.

Lersque n, < § n, nous n'obtiendrons plus des résultats aussi
précis, faute surtout de la connaissance de la valeur exacte de
Pangle 4.

Je vais montrer cependant que la méthode qui vient d’étre ex-
posée peut encore nous renseigner sur la situation des zéros dans

des cas étendus.

Sing>4§p l'on a A<§£<21—;E, les p angles 4 n’empidtent

Ny
done certainement pas les uns sur les autres. La démonstration des
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pp- 602—603 subsiste sans modification et montre qu’il y a p sec-
teurs finis S, d'ouverture angulaire 4’ = A -+ & contenant toujours
une racine de I'équation. Il n'y a encore rien 4 changer dans la
démonstration des pp. 603—60H jusqu’a la conclusion que z, et x,
doivent étre tous les deux sur la frontiére de A’ (en bas de la p. 605).

A partir de ce point il n’y a qu’a remarquer que xp ™ = 3™, on
. . 2k . o
devrait donc avoir: 4’ = n . k étant entier positif, or actuel-
et 1
lement A’ <C + < < 2n
ny nyg—my

En supposant dorénavant »n, > 4p, je montrerai que le rayon
P

de p secteurs S ne saurait dépasser ,/l‘——: = Ala place de
Ry—p Nyg—pP
Pexpression (20) de la p. 607 nous allons considérer l'expression:

tr?—1{tr—1
(201) — @ :t,l,1 = T | [tn'—-p_‘ 1 - (— x‘l’ ] = wl(t)

dont I'étude est d'ailleurs parfaitement analogue & celle de l'ex-

. . . . 4
pression (20). Nous envisageons maintenant lintervalle 0 <C 0<;§,
]

t = ¢'°. L’argument de 9,(t) = ¥

v —1

croit sans cesse dans cet in-

tervalle 1), le module décroit dans l'intervalle 0 < 6 < Jusqu 'a 0,

eroit de 0 & oo dans 2n <0< ~—~~~, décroit pour 2n
ny Ny—p Ny —

jusquad 0. On s'assure ensuite que la pente de la tangente 4 la

courbe C, décrite par y,(f) varie d’'une fagon monotone dans l'inter-

valle 0 <6< ;;2% Pour 6 =0 la tangente a la direction de I'axe
o—

. _— 2n - . P ,

imaginaire, pour f = - elle fait I'angle aign - T avec I’'axe po-

2 2

sitif. Pour 0=l—2—n— la courbe C, &'éloigne indéfiniment dans la

—

direction faisant I'angle aigu " _’_) p.n avec P'axe négatif. La bran-

1) En faisant bien entendu abstraction des racines de M —1=0 et
t?.~1=0 ol il saute brusquement de z.
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se trouve

che de C, correspondante & l'intervalle 2n <<
Ny By—pP
toute entiére entre l'axe réel négatif et la demi-droite passant par

Porigine et faisant Pangle —P_ 7z avec cet axe, car autrement on
n

2
serait en désaccord avec le fait que l'argument de ,(f) croit sans

cesse. Dans l'intervalle

<0< A7 1 courbe C, a un point
Ne—1p Ny

d’inflexion et un seul. Le coefficient angulaire de la tangente com-
mence. par décroitre, puis il croit. La branche correspondante de
C, se trouve toute entiére dans Pangle formé par deux demi-droites

passant par lorigine et faisant respectivement des angles .

et ig. 7 avec l'axe positif. Pour 6 =/;;€, C, aboutit a l'origine, la
2 2
. 2 .
tangente y fait 'angle -;’3. 7t avec l'axe positif.
2

Nous pouvons supposer d’autre part que le point d’affixe (—=%)
se trouve dans le secteur infini R limité par la circonférence
n, ny
m—p ny—p’

— (§ 2 4 -+ e) avec cet axe (fig. 30).

|| =

laxe positif et la demi-droite qui fait l'angle

Nous allons établir maintenant que l'on a dans lintervalle con-
o Parg @y () b —
sidéré — W t;'::P___—l
trer que Von a:

> 0. En posant o,(¢) = il suffit de mon-

3 arg[p,(t) + =3] nm—p
29 > ( 2 )

Soient [, [/, ["" les arcs de la courbe C; correspondants respec-
tivement aux intervalles

on 2 2
0<f< 2B 2P g 2% 27 4 47
ny ng n,

Ng—p Ny—pP
1¢ Sur [ le raisonnement est identique & celui des pp. 608—610
ol on remplace n, par n,.

20 Sur /[’ on a constamment m_[%;_(;)ixﬂ > 0.
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En effet [ constitue avec [ et la demi-droite L paralléle a I'axe
imaginaire (marqude en pointillé sur la fig. 30) une courbe con-
vexe I limitant un domaine A. Si un point de R est dans 4 on

' Fig. 30,

ne peut mener par ce point aucune tangente a Z; g'il est en dehors
de 4 on voit d’aprés la figure que les deux tangentes &4 3 touchent
cette courbe au point & linfini et en un point de /. Il suffit done
9_’1{8(%“)—*—“"{]
26

;1) =0, ce que l'on constate immédiatement.

3° Sur [ considérons le point S’ ol la tangente est parallzle
a la direction asymptotique et les deux points R et 7 ol elle est
parallele & Paxe des z. On constate immédiatement que la tangente
a4 [ sur la partie qui sétend du point 7' a4 I'nfini ne peut pas
rencontrer la région R, il en est encore de méme sur lare con-
vexe OS'R qui peut étre complété (comme lindique le pointillé)

que l'inégalité > 0 ait lieu pour 0=2n—nc.ﬂ.d. 8i
2
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de maniére 3 contenir la région R & son intérieur; sur tous ces arcs de /"

on a done visiblement 3 0 arg [¢,(t) + %] > 0. 1l reste 4 examiner
le segment RT de [”!). Soient P et @ les points d'affixes ,(f)
et (—a%), nous avons d’aprés la figure 30
OP _OP _NO 1 Ny—P 7T Ng—P
PSP < e = <2 E.g=
PQ =PS T NS sin( P n) pn 2 2p
ny—p
Dés lors on n’a qu’a reprendre les raisonnements des pp. 609—610:
dg _OFcosan m—P P_"—P [ sfft done

|d |~ PQcosf 2 2p 2° 4
TP "R o 5 A nytp <2 or n>

4 2 S C e 4 15 1y Z=§n,,
il suffit donc de constater que n, -+ p <4mn, c i d. n, > 3p. On

achéve la démonstration comme aux pp. 612—613.

Enfin le raisonnement des pp. 613—614 s'applique et montre que le
»

il vient?)

de faire voir que

nombre l/ TP e peut pas étre remplacé par un plus petit.
ny—p Ny—p

En définitive nous avons I'énoncé suivant (cf. I'énoncé de la p. 606):

Si ny << §mn,, maisn, =4p chacun des p secteurs circulaires con-

tenant une racine p-éme & de (—1) et qui sont limités d'une part par la

LG

t 4
circonférence (x| = —2=_ et dautre part par les 2p demi-

droites issues de Uorigine et faisant des angles égaux & é‘:@i avec des
2

segments joignant lorigine aux p racines @ contient toujours une ra—

cine de Uéquation 1 4 x*— a2 - a,x=0. Dans cet énoncé le

r

nombre l/ L B peut pas étre remplacé par un plus petit.
ny—p ny—p

1) Dans certains cas ce segment peut ne pas exister. Sur R7 la tangente
. 7 e
dirigée fait un angle compris entre 3 et 7 avec J’axe positif: autrement elle se-

rait verticale en un point de RT cee qui est impossible car —- |¢l( )’ <0 et

—
—56 -

1) cf. de nouveau la fig. 27.
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CHAPITRE II
Les polynomes multivalents.

1. M. Montel a introduit la notion de fonction p-valente. Une
fonction f(x) est dite p-valente dans un domaine D si elle ne prend,
dans ce domaine, aucune valeur plus de p fois et sl existe des
valeurs qu'elle y prend effectivement p fois. Si I’équation f(x)—a=0
a une racine multiple d’ordre s en un point de D la valeur a est
considérée comme prise s fois en ce point. Nous nous proposons
d’établir quelques propositions permettant de délimiter des régions.
ol les polynomes de degré n ne sont que p-valents (1 <{p < #)ec. . d.
se comportent, & un certain point de vue, comme les polynomes de
degré p seulement. Une des propositions les plus remarquables de
ce genre a été donnée par M. Kakeya?l). L'on sait que si une
fonction est univalente dans D sa dérivée ne s’y annule pas, mais
cette condition n’est pas suffisante. Toutefois, si la dérivée d'un po-
lynome de degré n ne s’annule pas dans un cercle de rayon R,
M. Kakeya a établi que le polynome est univalent dans le cercle

. . .
concentrique de rayon R.sm; (ce rayon est d’ailleurs le plus

grand possible si n > 1).

Nous donnerons au Chapitre III une proposition tout & fait ana-
logue & celle-ci; pour le moment nous allons résoudre quelques cas
particuliers du probléme suivant: sachant qu'un polynome de degré »
ae prend, dans un domaine D), que p fois une valeur particuli¢re a —
éventuellement dans certaines conditions déterminées — délimiter
des régions intérieures & D ol le polynome est nécessairement
p-valent.

2. Nous obtiendrons un résultat de cette nature comme consé-
quence simple de la proposition suivante:

P(x) étant un polynome de degré p dont tous les zéros ne dépas-
sent pas en module P, Q(x) un polynome de degré q(q > p) dont tous
les zéros me dépassent pas en module Q, l'équation P(x)—+aQ(x)=0

1) On zeros of a polynomial and its derivatives. The Tohoku Math. Journal
Tome 11 (1917) p. 5 et suiv. M. Szegs a démontré d’une fagon différente cette
proposition. Mathematische Zeitschrift t. 13 (1922).
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a toujours p racines dont le module ne dépasse pas Max{ Q, ILQ;_*-—;E}
et cette limite supérieure est atteinte.

Remarque. * Le méme nombre

I_’g._::t_;f est aussi, d’aprés

M. Walsh, la limite supérieure des modules des zéros de la dé-
P(zy

Qx)’
g

du rapport y:.—-l—), dont il est une fonction décroissante tendant

rivée de la fraction rationnelle: Ce nombre ne dépend que

vers P pour u tendant vers oo.
Démonstration. Faisons voir d’abord que I'expression

Max{ 0 pQ+qP}

T g—p
est effectivement une limite supérieure des modules de p racines de
I'équation P(x) + aQ(x) = 0. Posons & cet effet

P = Je—a), 0= Jfc—b.

1e=]

Supposons que x décrive une eirconférence [z| = R (R > P, R >Q)
dans le sens direct, on posera done x = R¢®. Le maximum de

%{mg P(x)} lorsque les e, varient dans les cercles |a,| <C P, = res-

tant fixe, est visiblement atteint lorsque les p points e, se confon-

dent au point de la circonférence |a,| = P le plus rapproché du
point d’affixe = et sa valeur est alors IgofP De méme on trouve

aisément que le minimum de aao(arg Q(x)) est atteint lorsque les ¢

points 8, se confondent au point de la circonférence [8,|=Q le
plus éloigné du point d’affixe .

[En désignant par 4 le point d'affixe x, par O Dorigine et
par M le point d'affixe 8 avec |f|= B, en posant enfin l'angle
MOA = ¢ Yon trouve

R 2 o R—Bcosgp
2 51?{108’“"_‘9‘ y=£. R* 4 B*—2RBecosg
6“

2 g — )=
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et cette expression décroit sans cesse, lorsque cos@ décroit. Il faut
donc que M vienne en M’. Si on fait varier maintenant B dans l'in-

Fig. 81.

tervalle O<CB<< @ l'on constate immédiatement que c’est la va-
leur B= @ qui donne le minimum]. Ce minimum est donc égal
qR . qR PR qP+pQ
a —-— . Si done c.a.d R >ZI— , Pon a tou-
£4-0 R+Q 9—P
. 9 P(x) . - 3
Jours o arg{ 0 (:c)} < 0. Par conséquent, si x déerit la circonfé-

?

Fig. 82.

rence |x|=R dans le sens direct, 'argument de A=) décroit sans

Q@)

cesse et le point ayant pour affixe cette expression entoure (¢—p)
fois l'origine dans le sens négatif. Il est dés lors évident qu'un

point quelconque, d’affixe a, ne peut pas étre entouré par e plus

(=)

de (¢ —p) fois dans le sens négatif. Notre équation peut cepen-

dant s'écrire:
Q() [Z_)ﬁ — ] =0.
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Si x déerit la circonférence |z| = R dans le sens direct 'argument
de Q(r) augmente de 27:¢, celui du crochet diminue au plus de
(g—p) . 27, donc Pargument du 1* membre augmente de 27:p au
moins,

Ceci établit la proposition. Lorsque Q}pg—-_l_zP (on a .d’ail-

leurs toujours P<Z—’§Q-+;_—z£) la limite supérieure @ est évidem-

ment aussi la limite exacte.
P
pO+eP
q9—>P

effectivement atteinte. Il résulte de la démonstration précédente que
ceci ne peut avoir lieu que si tous les points @, sont concentrés en
un seul point de la circonférence |x| = P et tous les points §, con-
centrés au point diamétralement opposé de la circouférence |z|= Q.
L'on peut doanc se borner & considérer I’équation

(@ + Py 4 a(@— @y =01,

Nous allons voir que la limite n’est atteinte que pour une valeur
unique de a et que la racine de module maximum est en méme
temps une racine double de Péquation. Etudions & cet effet la dis-

4
position des courbes: %ig:—q = ¢ (¢ = constante).

En posant x=r¢? et L=r?-}-2Pcos -+ P2, M=r2—2( cos 6-}-Q*?

leur équation s'éerit: '

S(r,0)=L*— a* M*=0.

Pour obtenir les extréma des rayons vecteurs de ces courbes il faut

la limite

Il reste & établir que, si Q<p(q')—i—*g‘l‘)

y joindre l'équation o5 _ 0. En éliminant «? entre S=0 et

26
a8 .
%zO il vient:
oL oM
P29 21730 =0 ou r.sinf.[pPM+4¢qQL}]=0
L M

Or L, M sont les carrés des distances du point z au point @
et au point (—P) respectivement, done L 2> 0, M >0 et d’ailleurs
on ne peut pas avoir & la fois L =0, ¥ = 0. Le crochet est done

1) Nous faisons abstraction des équations qui se déduisent de celle-ci par
des rotations sur le point .
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toujours positif. Les extréma sont donc déterminés par I'équation
sin 6 =0 c. 4. d. se trouvent sur l'axe réel. Les points doubles de
nos courbes s'obtiennent en éliminant a entre l'équation proposée
(x+ P)*4 a(x— Q)*=10 et sa dérivée. On obtient ainsi la valeur
PO+ 9P

g—p
un point double, nous I'appelons I'. Puisque sur le segment (—P, @)
a croit sans cesse, une courbe quelconque coupe ce segment en un
seul point.

La régle de Descartes permet d’affirmer de plus que nos
courbes coupent aussi en un seul point le segment (@, 4 co) tandis
que le segment (— oo, — P) est coupé en 2 ou en O points. On
obtient ainsi la disposition des courbes indiquée approximativement

unique: r = — Il existe donc une seule courbe ayant

Fig. 33.

sur la figure ci-contre (qui correspondrait au cas P=4 Q=5 g=4p).
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Il est facile de constater que K= ON <C OM. Car soit N le
point symétrique de N par rapport & Porigine (ON’> @). La valeur
(R— Py (B+PY
& F QP E— QP
grande que la précédente. Donc N’ est plus prés de @ que M. Il
s'ensuit que, lorsqu'un point 7' déerit la branche de la courbe I'
qui va de N & M, le rayon vecteur OZ7 croit sans cesse. Si nous
dounnons maintenant au paramétre a la valeur a, correspondante au
point double N c. &. d. si nous considérons l'équation:

de @ au point N est celle au point N’ est plus

1 Py 4 (— 1y P (—ql”" )” —Qr=0

e @+ By 4 (= () @ g

on voit bien que toutes les racines sont sur I. La variation de
@@+ Py

Pargument de est de p.2m lorsque x décrit la branche

(x—@Q)
NHKN (dans le sens de la fleche) et de — (¢g—p). 2% lorsque
décrit la partie restante de I'. Puisque le rayon vecteur O T varie
d'une fagon monotone lorsque T' décrit /7 ne traversant pas l'axe
réel, I'équation (1) a (p — 1) racines de modules inférieurs & B, une
racine double de module I, tandis que toutes les autres racines
ont leur module plus grand. C'est d'ailleurs (4 des rotations autour
de l'origine prés) la seule équation du type P(x) -+ aQ(x) = O réa-

lisant le maximum de module du p-éme zéro: en effet, si |x|=R
Jdarg (x-—{—-P)’}
5 e =) <
s8i x n’est pas négatif, donc aucun point d’affixe @ 3=a, ne peut
pas étre entouré par ((fc;gl; plus de (g —p) fois dans le sens
négatif.

3. En revenant & l'ordre d’idées du § 1 nous allons maintenant
démontrer la proposition suivaute:

Supposons qu'un polynome de degré n s’annule p fois (1<p <<n)
a Vorigine et quwil ne sannule plus en aucun autre point du cercle
[x| <1. Le polynome est nécessairement p-valent dans le cercle

p
aw|<§.

Dailleurs, les polynomes x*(x - 0"~ (8 réel arbitraire) qui sa~
disfont aux conditions de Uénoncé me sont plus p-valents dans aucum
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cercle [x|<£+£ quelque petit que soit €>0. Tous les autres
polynomes de la classe considérée sont p-valents dans un cercle de
centre origine et de rayon, supérieur & %:1).
Notre polynome est de la forme
fl@)=a"+ a,,, " 4 ...+ a.2";
on aura en outre
%: 14+ae 2+ ...+ a,22*F0 pour |2|<<1.

En posant x=; on en déduit que le polynome:

@t tay+ ..t any Ty

a tous ses zéros inférieurs ou égaux 4 1 en module. Considérons
maintenant les équations de la forme

@ oty + ..t oy Tt ay =0

a étant quelconque. Pour obtenir la limite supérieure de module de
(n—p) racines de cette équation, il faut appliquer le théoréme du
§ 2, en posant p=n—p, g=mn, P=1, @=0. 1l s’ensuit que
Yéquation (2) a toujours (»—p) racines de modules ne dépassant

n . .
pas —. Done I'équation aux inverses x*+a,,, 2"+ ...-+-a,2°4a=0
p

a toujours (n— p) racines de modules supérieurs ou égaux a ﬁ,
n

donc p au plus de module moindre que ﬁ et ceci démontre la pro-
position. En se reportant au polynome réalisant la limite supérieure
de p zéros de P(x)+aQ@(x) =0 on trouve que le polynome

x* (x4 1y prend au moins (p + 1) fois la valeur: (—I)PE(E;‘—”)‘—:

dans tout cercle de centre origine et de rayon supérieur & %

1) Je n’ai établi primitivement cette proposition que dans le cas p = 1. M. Mon~
tel m'a suggéré de la généraliser. Pour p=1 I'énoncé se trouve aussi, sous
forme différente, dans le travail de M. Alexander. Annals of Mathematics, 2%
aérie t. 17 (19156).
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4. Si en particulier p=1 on obtient un énoncé présentant quel-
que analogie avec le théoreme de M. Kakeya signalé au § 1. Il est
4 remarquer que la condition de M. Kakeya (non annulation de
la dérivée) donne un rayon d’univalence plus grand que la ndtre
(univalence par rapport & une valeur particuliére). Je me borne
a signaler le probléme de déterminer le rayon d’univalence lorsqu’on
suppose les deux conditions remplies a la fois?).

Il ne sera peut-étre pas inutile d’exprimer la proposition du §
précédent sous la forme suivante: un polynome de degré » qui
prend p fois (1 <Cp <<n) la valeur b en un point a et qui prend
d’autre part (p + 1) fois une valeur ¢ dans le cercle |z —a| << R

) . . n
reprend nécessairement la valeur b en un point du cercle ]x—a|<;).R.

En particulier, un polynome de degré = qui prend la valeur b en
un point a et dont la dérivée s'annule en un point du cercle
|z —a|] << R reprend nécessairement cette valeur 4 en un point du
cercle |x —a| <nR
La derniére conclusion peut étre facilement retrouvée par des
considérations toutes différentes et d’ailleurs connues: Laguerre
a en effet démontré?) que tout cercle passant par les points x et
»_ (@)
1'(x)
de f(x) c. a. d. que, ou bien il y a au moins un zéro & lintérieur
et au moins un zéro & l'extérieur du cercle, ou bien tous les zéros
sont sur la circonférence méme. Récemment M. v. Nagy 3) a re-
marqué que si & est le point du cercle [x—a| << R tel que f'(§)=0,
on trouve, en appliquant la proposition précédente aun polynome

, f(x) étant un polynome de degré n, ,sépare les zéros

g(w)_—_—[‘;ﬁ);;—lé et au point x=§ que tout cercle passant par

E(EFa) et §4 (n—1)(§—a) contient & son intérieur un point
ou le polynome reprend la valeur b qu'il a au point a. On n'a qu'a

1) En tout cas, on constate facilement que ce rayon est supérieur (et non
pas égal) au rayon de M. Kakeya et, d’autre part, qu’il tend vers zéro pour »
augmentant indéfiniment.

2) Oeuvres., Tome I, pp. 133—136. Cette proposition n’est qu'un cas parti-
culier.

3) Ingéré comme exercice dans le livre de P6lya et Szego: ,,Aufgaben und
Lehrsitze aus der Analysis®. Tome II, Livre 5. Exerc 115.
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prendre, en particulier, le cercle ayant le segment [&, £4-(n—1) (§—a)]
comme diamétre pour retrouver notre proposition.

5. On pourrait maintenant se poser le probléme suivant: Un
polynome de degré n ne prend, dans un cercle de rayon E, que p
fois (1 <Cp <<n) la valeur qu’il a au centre. Dans quel cercle con-
centrique est-il nécessairement p-valent?

Pour p =1, le probléme vient d’étre résolu; pour p=n—1
il a été résolu par M. Szego sous une forme différente !): Si » est

. . R . S
pair, le rayon cherché est alors g s n est impair, cest

T
2cos on

La recherche de la limite exacte dans le cas général semblant con-
duire & des calculs assez compliqués, il ne sera peut-étre pas in-
utile d’indiquer un procédé qui permet d’obtenir rapidement tout
au moins une limite inférieure du rayon du cercle cherché.

En supposant que le cercle dont il s’agit est le cercle jz| <<1 et la
valeur que le polynome ne prend que p fois est la valeur O, l'on.
peut écrire

f@=az+a2*+4... 4 a,z"
L’équation
a,+ayz+ ...+ a7 =0
n'a done que (p — 1) racines dans le cercle |z| << 1, elle en a done
(n —p) dans le domaine |x| > 1.
Done ’équation aux inverses:

atay+..+ay =0
a (n — p) racines de module ne dépassant pas 1 et (p — 1) de mo-
dule supérieur. Op peut donec écrire:
a4t a1y ...+ ay = Py). By),

P(y) étant un polynome de degré (n— p) dont tous les zéros sont
dans le cercle |y|<C1 et R(y) un polynome de degré (p — 1). Nous
allons voir que, dans ces conditions, '’équation

P@y).R(y)+by"=0

1) Mathematische Zeitschrift, Tome 13 (1922). Théoréme 12’. Plus exactement
M. Szeg® résout un probléme légérement différent. un polynome de degré m

prend, au plus, (n — 1) fois dans le cercle |x| < R sa valeur au centre. Dans
quel cercle est-il (n — 1)-valent?
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a toujours (n—p) racines qui ne dépassent pas en module un
nombre fixe K qui ne dépend que de n et de p. En revenant a la
variable x on en conclut que Dl'équation f(x)-+b=0 a toujours

{n—p) racines de module supérieur ou égal hll{ donc p au plus

de module inférieur a 11(, ce nombre ;f résout donc le probléme

posé au début. Nous allons déterminer une limite supérieure du
nombre K.

Supposons pour un moment (je remplace maintenant la variable
y par x) que les zéros de R(r) [au nombre de (p —1)] se divisent
en un groupe de s zéros de module ne dépassant pas 1(0<Ts<Cp—1)
et un groupe de (p—1-—s) zéros tous supérieurs 4 un nombre
R > A. Soit S(x) le polynome de degré s qui a les s zéros du pre-
mier groupe, appelons @,, @,... @, , , les zéros du deuxiéme groupe.

L’équation étudiée: P(x) B(x) -} bz"= 0 peut s’écrire sous la forme
suivante:
r—1—S8

Pl S(x) II (% _ ;)

x" e —b = (px)—b]=0.

Supposons maintenant que x = Re¢® décrive la circonférence
|#| = R dans le sens direct, x étant fixé; quelle est la valeur maxi-

mum de 9% {arg p(x)}?
On voit comme au § 2 que les zéros de P(z) et de S(x) doi-

vent 8tre tous concentrés aux points des circonférences |z| =1 et

|x| = 4 respectivement qui sont les plus rapprochés du point d’af-
fixe . Quant au produit

p—1-—8

(-3

i=1

Yon peut remarquer que i déerit la circonférence de rayon .Ili_

dans le sens négatif et que ‘i‘! <11—g’ done Von a toujours
p—1—8

s I (-3} <0

i=1
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L’on voit done que:

ae{arg P )} << p)R + R z —@m+s+1—p)

A étant fixé, si R est assez grand le deuxiéme membre de la
derniére inégalité est négatif et dans ce cas, on constate immédia--
tement, comme tout-a-I’heure, que l'équation proposée a, quel que
soit b, au moins (n — p -+ s) done a fortiori au moins (» — p) racines
de module non supérieur a R.

Ceci posé, cherchons d’abord une valeur simple de R (B> 4)
pour laquelle on aura stirement:

n—pR
DR S s t1-p <0

L’on constate sans peine que l'on peut prendre p. ex.

R=6s+1)A4n+1—p

Supposons d’abord que s=0: on trouve alors directement la
valeur de R que nous appellerons Ry=n -} L — p. Si done le cercle
x| <R, ne contient pas (n —p) rvacines de léquation proposée
il faut que l'un au moins des zéros de R(x) soit inférieur ou égal
4 R, en module. Supposons donc que s=1 et 4 = R,. Si le cercle
|| <R, ot Ry,=2R,+n-+1—p ne contient pas (n — p) racines
de I'équation proposée, il faut que deux au moins des zéros de R(z)
soient inférieurs ou égaux 4 R, en module, nous posons done s = 2
A = R, et nous obtenons le rayon R, = 3R, 4+ » -+ 1 — p. Nous con-
tinuons le procédé: Si le cercle |x| < R, ; ne contient pas (n— p)
racines de I'équation étudiée il faut que (p—1) c. & d. tous les zé-
ros de R(x) soilent inférieurs ou égaux & K, , en module, dans ce
dernier cas nous aboutissons au nombre

B =pR o+ n+1—p

Ainsi nous sommes certains que I'équation proposée a toujours (n—p)
racines de module ne dépassant pas R, ;. On aura R,<CR; en
posant: R, =3R,, R,= 4R, R;=050R;,..., B, =(p-+1 R

Puisque Bo=n -+ 1—p il vient R, _ (n +_~_____1 —p)(p+ 1)'

En définitive, nous aboutissons a la proposition suivante:
Si un polynome de degré n ne prend, dans un cercle de rayon R,
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que p fois la valeur qu'il a aw centre du cercle il est nécessairement

au plus p-valent dans le cercle concentrique de rayon —— 2

— — ., R.
(PN n+1—p)
Assurément cette limite est (si p > 1) notablement trop petite 1):
il parait méme vraisemblable que la limite exacte est (comme dans

le cas particulier étudié au § 3) une fonction croissante de p.

6. Passons & des problémes d'un type différent. Supposons que les
polynomes P;(), Py(z),..., P,(x) soient respectivement p,, p,,..., p,-valents
dans un domaine; que peut-on-dire au sujet du nombre des fois qu'une
valeur arbitraire peut étre prise dans ce domaine, ou dans une de
ses parties, par un autre polynome ,fonction“ des polynomes P,(x)?3%).

On peut établir la proposition suivante:

Considérons k polynomes P, (x) de la forme P, (x) = b, -+ a,x™
O<<p<<n) i=12,.., k et supposons que chaque polynome P,(x)
soit prvalent dans le cercle |x| < R. Le produit P(x).Py(x).... P(x)
est (py+ ps + .. + pu)-valent dans le méme cercle.

Pour qu'un polynome de la forme: z -} az” soit univalent

dans le cercle |x|<<1 il faut et il suffit que l'on ait |a|<%.
(C’est nécessaire 3) puisque la dérivée 1 4 nax"™ a ses zéros moin-

dres 4 1 en module si |a]>$. Cela est suffisant, puisque

(2t aa))— (@ + axs) = (@, — xp) [1 + a (@] 2122, + ... + 237V

et si I'on suppose |x,| <1, |xp| <1, @, F 2, |a| <% il vient
la(@i '+ 2722y + ...+ o3 M| < 1

le ecrochet ne peut done pas sg’annuler.

Cette remarque peut étre généralisée: pour qu'un polynome de
la forme x* -+ ax” (p <<m) soit p-valent dans le cercle |x| <<1 il

faut et il suffit que l'on ait |a|<C %t)

1) Cependant la limite exacte doit étre inférieure a % R.

3) On doit mentionner ici le , théoréme de composition® des deux polynomes
univalents de M. Szeg . Loc. cit. Théoréme 21.

3) Cela est nécessaire méme dans le cas général: x -+ a,x2 4 ... 4 aa 2™

4) Cette condition exprime que les zéros du polynome dérivé, autres que O,
ont leur module => 1.
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La propriété d’étre p-valent peut, en effet, étre exprimée sous
la forme suivante: L’équation a"4 ax” =25 doit avoir, quel que
soit b, (n—p) racines de module supérieur ou égal 3 1. En posant

1 . . Y .
x=—y— ceci revient 4 dire que l'équation a 4 y"*=by" a (n—p)
racines de module ne dépassant pas 1; en divisant par a et en po-

sant t='% I'6n voit que ceci équivaut a ce que l'équation

Va

14 t* 4 bt* =0 ait toujours (quel que soit b) (n—p) racines de
modules ne dépassant pas ;—_lp—. Or, on sait!) que la limite (atteinte)
Vial

des modules des (»— p) racines de la derniére équation est égale

Donc il faut et il suffit que I'on ait:»
"
:1,~->l/1‘ b d |o<Z.
Vial
Cela posé, considérons le produit des %k polynomes de la forme:
P Faxs (0 <<p<<m i=1,2,..., k) ou |a] <%:') qui sont done

respectivement p,-valents dans le cercle |x|<C1. En posant z =1r¢¢
nous allons étudier la variation de l'argument de ce produit lors-
que z décrit la circonférence |x| =1 dans le sens direct. Nous
«pouvons écrire:

9;90’: arg II(x"- + a,zM); = 2])‘—}— 2;5 arg (a:"t—" -+ %‘)

1=1 =1 =1

D’aprés une formule générale:

d _ 1 r
ﬁarg(z‘ "+;‘)'—-§‘

1) Cf. Chapitre I.
1) Cette condition est naturellement inutile si p;=m,.
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Evaluons le minimum de la derniére expression lorsque x parcourt
la circonférence |x| = 1. Nous ponvons évidemment supposer, pour
fixer les idées:

La derniére expression s'écrit:

r 2(n,—p,) [Pl Ry*—ri—1 cos (n,— }).) 0]

2 %) L RE—2Rr—" cos (1 — p;) 0

En y posant » =1 l'op trouve:

(n,—p,) [1 — Becos(n,—p,) 0]
14+ R*—2Rcos(n,—p)0

Le minimum de cette expression, lorsque § varie, est atteint pour

cos(n,—p)0@ = —1, il est done égal & — %:,_pl" puisque B> %;
- (]
ce minimum est == — %—_p‘ = —p,. On en conclut done, d’aprés
i
——1
P

la formule de la page 634:

k k k
‘a% arg ]I (@ + az) > 2‘ pi— zp =0.

Ainsi done, lorsque x déerit la circonférence |x|=1 dans le
sens direct l'argament du produit ne va jamais en décroissant.
D’ailleurs, aprés le tour complet, cet argument augmente de
(pp+p.-+...+p). 27 11 est clair qu'aucun point du plan ne
peut pas étre entouré par la courbe décrite par le produit plus de
(py + ps =+ -.. + p;) fois dans le sens positif; le théoréme est donc
démontré.

7. La proposition précédente est sans doute susceptible de gé-
néralisations. Cependant le théoréme général suivant: le produit
des k& polynomes z* + a, @41 + ... 4 a, 2% (0<<p<nmi; i=1,2,..,k)
respectivement g-valents (p,<Cg¢,<(n,) dans le cercle |x|<C1,
(c’est & dire que le nombre de fois qu’une valeur peut étre prise
dans le cercle x| <C 1 pourrait étre supérieur au nombre relatif
a un cercle treés petit de centre x = 0) est (¢, + g5 + ... + q,‘)-valelit
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dans le méme cercle, est certainement inexact, comme le montre
Yexemple simple:

P@) =z 4o (p>1), Pya)=ux.

Le polynome x4 x** est au plus (2p — 2)-valent dans le cercle
|z| <1, tandis que P,(z) Py(z) = «* + 2* n’est (2p — 1)-valent que

dans le cercle |z | < 31— n,
Ve
La question reste posée, de savoir si I'énoncé pourrait subsister
dans le cas particulier ¢, =1p, =1, 2,..., k).

CHAPITRE IIIL
Les zéros de la dérivée.

1. Les zéros d’un polynome ou les zéros et les pdles d’une frae-
tion rationnelle déterminant cevx de ses dérivées on a, il y a long-
temps, déja établi plusieurs théorémes exprimant directement cette
dépendance. Abstraction faite du théoréme de Rolle, le premier
résultat général de ce genre semble étre celui publié par Ch. Lu-
cas®): les zéros de la dérivée d'un polynome sont des positions
d’équilibre dans le champ de masses égales, placées aux zéros du
polynome et répulsives (ou attractives) en raison inverse de la di-
stance.

Récemment, M. Walsh a repris ces considérations mécaniques
et a obtenu plusieurs propositions concernant les dérivées des poly-
nomes et des fractions rationnelles 3).

Je ne citerai qu’un cas extrémement particulier de ses résultats:
P(x)
Q(x)
ainsi que tous ses g(g > p) podles sont contenus dans le cercle
|#|<1, tous les zéros de la dérivée sont contenus dans le cercle

9+p
x| <
Il\q_p

Si tous les zéros, en nombre p, d’une fraction rationnelle

, cette limite est d'ailleurs atteinte pour une fraction

convenable,

1) Cf. le Chapitre I.

3) C, R. t. 67 (1868) et t. 106 (1888). Le théoréme se trouve aussi, sans dé-
monstration, dans les oeuvres posthumes de Gauss. QOeuvres t. 3 p. 112 et t. 8
P. 52,

%) American Math. Soc. Trans, t. 22, 1921.
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Je vais montrer comment cette limite s’abaisse lorsque P(z) et
Q(x), au lieu d'étre indépendants, sont liés par certaines relations fone-
tionnelles. Ces propositions particuliéres nous serviront comme lem-
mes pour en établir d’autres, d’un caractére plus général.

2. Lemme. Q(z) étant un polynome de degré n dont tous les zé-
ros sont contenus dans le cercle |x|<C 1, tous les zéros de la dérivée

. Q(x)
de la fraction: ey @+ = 0@

sont contenus dans le cercle:

— .
lxl<V1+rz+l st n est pair,

Vo —14n 43
x| < QV;

Ces limites ne sont atteintes que pour les polynomes?).

si n est impair.

Q(x) = lx’—— 2 l/n+ ! x -+ 1] lorsque n est pair,

T i S

dorsque n est impair.

Remarques. Tous les zéros du numérateur @’(x) sont contenus dans
le cercle |«|<C 1, en vertu de la proposition de Lucas. On voit
immédiatement qu’il en est de méme des zéros du dénominateur, il
suffit pour cela de remarquer que ce dénominateur est la dérivée
de zQ(x) et d’appliquer le théoréme de Lucas?). De&s lors, on
peut appliquer le théoréme de M. Walsh, en posant p=(n—1),¢=n,
on obtient ainsi la limite (22 —1). Nous allons voir que la limite
exacte est beaucoup plus petite, qu’elle décroit réguliérement lors-
que n croit, en tendant vers 1 pour » infini.

Démonstration.

L'équation qui donne les zéros de la dérivée s'éerit:

Q@) Q"(x) —2Q¥x)=0 ou (si |x|]>1)

1) Je fais abstraction de ceux qui s'en déduisent par des rotations antour de
Yorigine
%) Je dois cette remarque 4 M. Montel.
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2[0'(3’)]'_ %('%2 = 0, en posant toujours @Q(z)= M:c — a)

Q(x) =1
“, = 1 il vient:
r—a,
n [ -
2 Ju| -2 Fuu=0 cra Fut+ Fuu—o
1=l 4k =1 1tk

(1a deuxi®éme somme est étendue & toutes les combinaisons deux & deux
des indices 1,2, ..., #). On peut supposer, sans nuire & la généralité,

. . 1 .
« positif, 1 homographie u = ——— fait correspondre alors au cercle
xr—z

|2| <<1 un cercle C symétrique par rapport & I'axe réel, le coupant

-
Xy X=s

Fig. 84.

anxpointsxj_l et xil’ de centre d=m’i1 et de rayon

R= o Les u, sont dans C. Nous sommes done conduits & cher-

cher le minimum de module de la forme

F = Zuf—}— 2'u,u,,
il 2%k
lorsque les #, parcourent C. Il est évident que, si = est trés grand
F ne peut s’annuler; il est évident aussi que le minimum que nous

cherchons n'est sirement pas atteint lorsque tous les u, se confondent
en un seul point u car alors

_nmn+41) . . n(n+41) 1 nn 41) 1
F=" 5 ut et |F|>=> 5 .G+l)z> B (Vm)’
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(on peut poser x<CJ/2, car si z > |2 langle @ de la fig. 34 est
inférieur & 45° et F' ne peut s’annuler).

Pour faire les calculs plus commodément, nous introduirons en-
core les variables », par la substitution u,— »,+ d Les », varient
donc dans le cercle: |»|<C R La forme F devient:

F=2n‘v-2+ 2‘v,v.+(n+1)d§'v‘+ﬂz§ﬂdi.

=1 iR

Le premier résultat que nous obtenons est le suivant: Les #,
doivent se reunir en 3 pownts auw plus Supposons uniquement que
notre systéme de valeurs des », corresponde au contour de la ré-
gion décrite par # lorsque les w, décrivent |»|<C R (» restant fixe).
Les », doivent se trouver évidemment sur la circonférence |7»|= R.
Faisons varier p ex. »,. dans son voisinage, intérieur a |»|= R,
en maintenant fixes les autres », (certains de ces », peuvent d’ail-

iy

Fig 35.

léurs occuper la méme position que »,). En désignant par d» et
0F les déplacements normaux resp. au cercle C et au contour de

. OF .
la région décrite par F Pon a 6F = ‘;— 67, 1). En appliquant la
1
méme remarque aux ¥, occupant d’autres positions nous avons done

oF oK ok
st (5, 0m) =g (5, o) = = wrg 5, 00
ou

oF OF oF
arg(é.’_,_l'pl) =arg(a~’zy’) =...=arg(~§;—'v.\,.

’

F
1) On constate facilement que les 2. ne s’annulent pas
v
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En y substituant les valeurs des g% et en posant pour abréger:
i

s=2v,+(n+l)d

=1

il vient
(1) arg{m(, + o)} = arg (v + o)} =... —arg {(n.vu + o)}
En remarquant que
8| =n+1)d—nR (d > R)
posons ‘encore |s| = uR (u> 1) Etudions la variation de

A = arg[v(v-}s)] lorsque s reste fixe, par exemple positif, et que »
déerit la circonférence |¥| = R. En posant » = R¢, on a:

2
sa_ R E"CTIT 51 3ucesp

02 sl 1 2ucosf fu

Le dénominateur de la derni¢re fraction est toujours positif

(car u > 1), le numérateur ne s’annule que pour cosf = %(‘u—{—-’%)

L’expression —13(“—}—%) n’a quun seul minimum pour u =J2, elle
est égale & 1 pour u=1 et u=2. Sidonec =2 on a constam-
ment 3320 et I'égalité (1) n’est possible que si tous les », se con-
fondent : cas déja exclu. Il faut done supposer 1 << u <C 2, lorsque

0 varie de —7 4 = gi; change deux fois de signe et A(f) qui,

P

5 8w

Fig. 36.

pendant ce temps, augmente de 27, varie de la fagon indiquée surla
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fig. 361). Il en résulte immédiatement I'impossibilité des égalités (1)
de la page précédente lorsque les », ne se réunissent pas en 3 po-
sitions seulement. Il suffit done d’étudier la forme & 3 variables:

F= 2”‘ (n,+ 1)+ ‘22'117 v, v, + 2(n— l)dzvn,v, ~+ n(n4-1)d®

21§k i=]

(ry + 1y + ng =mn).

En utilisant la notation introduite: s -:zwn"u.t + (n+41)d il vient:

i=1

3
F=st +2,‘ nv:— (n + 1)d.

i=1
Avant de poursuivre notre recherche, remarquons que l'on peut
déduire immédiatement de cette expression de F' une limite supé-
rieure des zéros de la dérivée de la fraction, limite déja assez ap-
prochée: en effet, puisque |»,|=R, [s|=uR et F=0 on a:
(mn 4+ 1)d* << (n + u?)R? en se rappelant que u <2 et que

d=x 1

—~ _ R=———_ on trouve
zrt—1° rt—1"

3
x 14—
Nous distinguerons maintenant deux cas, suivant que n est pair
ou impair.

I. n pair.

Nous supposerons dorénavant que les », figurant dans I'expres-
sion de F ne sont pas nécessairement des entiers, mais que ces
quantités peuvent prendre toutes les valeurs satisfaisant aux condi-
tions: n, =0, ny, =0, ng =0 n, 4+ ny + n, = n et nous chercherons
le minimum de module de la forme F' ainsi généralisée, que nous
appellerons F, lorsque les w», parcourent le cercle |v!<C R et les
n, les valeurs indiquées ci-dessus. Nous allons voir que, dans ces
conditions, les », doivent se réunir en 2 points. Nous avons d’abord,

1) La courbe de la fig. 36 est symétrique par rapport aux droites 6 =0 et
1 2 ~
A==.0na cosa.—-g(,u—i—;); cow=g,
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d’aprés ce qui précéde:

(2) arg{r (v )} =arg{v; (v, + 5)} == arg {r; (v; |- s)} = A =arg F
(mod. 7).

Supposons, pour fixer les idées, les variables n, et n, indépendantes.
Si notre assertion était inexacte, tous les n, seraient 4= 0 et IFI se-
rait aussi minimum par rapport aux variables n, ou n, seules.

Si n,, par exemple, décrit le segment 0 < n, << n—mn, K déerit
un are de courbe et I'on doit avoir

arg (dF') = arg F + g (mod. 7).

D’autre part dF =(§£_ — %—?) dn,, on aura donc, puisque
1 3

gfzi; = »,(», + 23):

(8) arg{v;(v; 4-25) — w3(vy | 25} = arg (y(v, + 25) — %,(v; + 28)} =
=arg F -—}—7—; (mod. m).

Soit 4, le point d’affixe #,(», -} s), B, celui d'affixe »,(v, 4 23),

Fig. 37.

la distance 4,B, = |sv,| = Is| R = uR* est indépendante de lindice i.
D’aprés (2) 4,, 4,, 4, se trouvent sur une méme droite passant par
Yorigine et d'aprés (3) B,, B,, B, se trouvent sur une droite perpen-
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diculaire & celle-ci. Marquons encore dans le plan le point d’affixe

N. & s
; n--'\s

Fig. 38.

(—s) et posons &, = |», -} s, qu:arg{y f{—s}' L’angle que fait la

direction 04, (fig. 37) avec A, B, = arg est aussi égal

(ool
1’.(1"-*"3)
4 @, Nous avons:

OM = 0A,+ A M = R|v,+s| + AB,cosp, = RO, + uR3cosg,.
D’autre part (fig. 38) R2= 6?4 uR*— 2uRJ, cos ,, donc

—1)R* _20M
A

cette quantité doit étre indépendante de lindice i (i =1, 2,3).
En se reportant & la courbe qui représente la variation de Par-

H(s) = 36+ ¢

<P

<Kl ol 5

Fig. 39.

gument de 4= arg{¥(» + s)} dessinée sur les fig. 36 et 39 [sur la
fig. 39 on désigne par 0 la différence entre les arguments de » et
de (—s), le point N correspond au cas ou ces deux arguments sont
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les mémes] et en remarquant que la fonation

R2(u2—1)

H() =36+ -5

RYur—1
- Vg——

4 laquelle correspond 6, [cos 0, = % (;4 -+ 2)] on constate immé—

n’a qu’un seul minimum qui correspond 4 la valeur 6 =4, =

diatement limpossibilité de la relation H(d,) = H(J,) = H(dy)
a4 moins que I'argument A n’ait pas la valeur qui correspond aw
point N. Mais dans ce dernier cas nous trouvons, si J, p. ex. cor-
respond 4 0=0, 6, & (+6) et & & (—O): 6 = Ru—1),
6, = 03 = R. Done H(6,)=2R(2u—1) et H(d,) = H(d,) = R(u*-+42).
On devrait donc avoir 22u—1)=pu?+ 2 c.a.d. pg=2. Or u<2Z
(p. 640).

11 est done bien démontré que les »,se réunissent en deux points seu-
lement?). En considérant toujours », et n, comme variables indépendan-
tes nous définirons la fonetion @(n,, n,) de la fagon suivante: D(ny, 1,) =

== min, }F[ [le minimum de if«‘) lorsque 1, et n, restent fixes et que les
», parcourent le cercle |v| < R|. On peut envisager @(n,, n,) comme
définie dans le triangle: n,>0, n,=0 #n, + n, <Cn et l'on pose,
comme auparavant, n, = 7 — n; — ngy. Ceci posé je dis que si D(n,.ny)
est maximum ou minimum par rapport ¢ ny Uon a n, = ny, si elle
est maximum on minimum par rapport a n, Uon a ny,= ng?).
Considérons, par exemple, le premier cas. Puisque |F|[=>®(n,, ny)
. ) . 2k 1 . 5
on doit avoir aussi o = O (on considére maintenant dans ¥ les

2, comme fixés) et ceci entraine, nous l'avons vu, 'égalité entre le-
1o et le 3°m membre de D'égalité (3) de la p. 642 et partant la
relation H(d;) = H(d;). Supposons, en premier lieu, que 'argument
A p’ait pas la valeur correspondante au point N de la fig. 39, mais
qu’il soit, par exemple plus petit. Les abscisses #,, #; correspondan-
tes aux J,, 0y doivent étre disposées comme l'indique cette figure-

1) On pourrait, dans le cas de #» pair, achever les caleuls plus rapidement
& partir de ce point. Je préfére introduire la discussion qui suit, car elle sera.
utile & I'étude du cas plus difficile ot # est impair.

%) On suppose ici n, resp. n, a lintérieur de l'intervalle dans lequel ces va~
riables varient. On suppose aussi @(n,n,) > 0.
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(car si J, correspond & la 3¢ abscisse possible §, on a nécessaire-
ment H(d,) > H(d,), H(6,) > H(J;): en effet H(d) est une fonction
paire de f# et H(J) n’a qu’un seul minimum au point § =4,). La rela-

w1
tion H(d,) = H(d;) peut s'écrire aussi: d, 0y = 02 (Jo = EK[&% 1).

Eecrivons maintenant que l'argument A est le méme au point #,

Fig. 40.

situé i la distance 8, de (—s) qu'au point 2, situé & la distance
a3,
és S _6: .

A=arg{y,(v,+s)} = 0, — @, +arg(—s)+arg(s) = 6;—@,+arg(—s)+arg (s).
Donc cos(f,— ¢,) = cos(0;— @;). D’autre part, puisque || = Ru
nous avons généralement:

02= R2(1 4 u*—2pucosf), R2= R*u?-| 6}—2Rud,cosq,
et en outre: sing,:sinf,= R:d;; ces formules nous permettent
d’exprimer

cos (6, — @,) = cos 6, cos @, + sin f, sin ¢, =

sin @,
sin 0(

= cos @, cos §; + (1—cos?f).

en fonction de J,. On trouve ainsi:
1
2u* R cos (0, — ;) = 3 [(#2—1) B4 (u2 4 2) R? 61— 61].

En écrivant que la derniére expression ne change pas lorsqu’on

2(p2 1
y substitue 4 =R (ga——-) 4 la place de 4, on aboutit finalement
1

& T'équation
[B&—(u*— )R =0
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2
qui montre que 6, = d,, donc J, =§'9= , = 0,, », et »; doivent
se confondre. Mais alors on pourrait 'faire varier arbitrairement n,
sans changer la valeur de |I7’| et les conditions qui expriment que
|#| est minimum ou maximum seraient toujours remplies: on ne
serait donc pas en présence d'un véritable minimum ou maximum.
Il nous reste & supposer que l'argument A ait la valeur cor-

respondant au point .V de la fig. 39. Il est alors nécessaire de sup-
poser s positif. Remarquons d’abord que, puisque cos(§=% et
#>1,langle § c. i d. la différence entre les arguments de », et

(—s) ou de (—s) et de », est moindre que 60° Il en résulte que
I'hypothése R(s)<(0') se trouve écartée immédiatement, en verta

Fig. 41.

3
de la définition de s: s = Zn.a"—{-—(nf{-— 1)d (@d>0) car le 2¢

]l

Fig. 42.

1) R(x) désigne la partie réelle de x, I(x) le coefficient de s dans 2.
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membre de cette égalité se trouve dans les régions marquées ci-

contre & la fig. 41. Supposons donc R(s) > 0 et, par exemple,

I(s)> 0. appelons o l'argument de s. En projetant la relation
3

s= nv, n-+ 1)d sur la droite OL perpendiculaire & Os,
2 +( perp )

te]

il vient:

) (13 —mn,)Rsin + (n 4 1)d sino = 0.

| #| étant minimum par rapport aux variables », on a d’autre part
(p- 639):

arg F—arg A }-n=arg (v,(v, }5)}-+ n=arg (—s) J-arg (s) + n==args®.
D'ailleurs (p. 641)

3
F—g =2 nv: — (n-}1)d2

1e]

Projetons cette relation sur la droite OM perpendicalaire & Os?,

il vient:
) (ny —n,)sin28 . R* 4 (n 4 1)d*sin20 = 0.

Si n, =n, 'égalité (4) fournit: 6 =0. Si n, Fn,; une compa-
d cos ¢ donc, puisque d>> R,

R
6 < 0. Dans ce cas cependant on constate immédiatement sur la

raison de (4) et de (D) donne: cos § =
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4 3
figure 42 que I(Zn,v‘) < 0 et Pégalité s=2 ny, + (n+41)d

fm=]1 te=]
est encore impossible. Done s est positif. Mais alors la formule qui
vient d'étre écrite montre immédiatement que n, — n; car autre-

-3

<
| o,
<o

“

Fig 44.

ment la partie imaginaire du 2°"° membre ne serait pas nulle.
L’assertion de la p. 644 est donc démontrée.

Revenons au probléme de la recherche du minimum de |¥|. Nous
avons vu que les #, se réunissent en deux points On peut done
supposer p. ex. n, = 0; d’autre part nous devons avoir un mini-

mum par rapport a n,, done n, = n; = n étant supposé pair

n
27
nous obtenons en méme temps le minimum cherché de la forme
primitive |F|. En revenant aux variables », nous obtenons:

4F = n(n+2) (i + u3) + 2n2u, ug; u, = dAHcosé—f—zIx’siné,

w C
N0, B-
—9—-,..,& p——
4y
Fig. 45.

ty=1,; calculons 6:

s=Ru = Invtnt1)d=nv+nyu+d=

=1

=g(u,+u,)+d=n(d—3.’§‘)+d,
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d’ott ’—;_—_ cos = %1——21)—);, en substituant cette valeur on trouve
finalement:

Pl = ;g [0+ 1) — (1 2) B

d’ot immédiatement (puisque %=x) la limite cherchée:

xr = 1+;ql_—1.

IL. » impair.
Le calcul précédent montre que la limite cherchée est inférieure

& l/1+n_-+l_—_1 Nous allons étudier la fonction @D(n,,n,) déja dé-

finie (p. 644) dans le triangle ot n, et =, varient (n, =0, 2, >0,
ny+ ng << m, sur la fig. 46, n =09).

Menons les droites AE :n,=n,, CD:n,=ny BF:n,=n;. On

A b n,
/ B -
N
X N’
LAY 7 T
- / -
LAY nf‘?
Fro ' (3
’22
Fig. 46.

voit toat de suite que changer un point N en son symétrique N’ par
rapport 3 AE revient i échanger », et n,, ce qui ne change pas

la valeur de @(n,,n,). De méme, changer N’ en N (PN’ = PN")
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revient & échanger n, et n; et changer N en N’ (QN" = QN'")
revient 4 échanger n, et n;. Nous pouvons done nous borner & con-
sidérer le triangle F'CH. D’aprés le résultat préeédent les points F
ou E fournissent le minimum absolu de @(n;, n,). On voit done,
en considérant le segment I'E que la ligne HC est le lieu de ma-
ximum de @(n,, n,), par rapport 4 la variable »,. Les seuls points
qui puissent fournir le minimum cherché sont donc situés sur les
segments CF et I'H. On voit cependant que les valeurs de @(n,, n,)
sur F'H sont plus grandes que celles sur FK (en comparant les
points de la méme ordonnée): il suffit donec de econsidérer le seg-
ment AC ou & cause de symétrie AF. Le point /' étant le seul sur
AC od @(n,, ny) est minimum par rapport & n, c'est évidemment
le point B (ou R’) qui donne la solution cherchée?).

n—1

2

En résumé, il suffit de considérer le cas: »n, ==0, n, = »

n

ng = c. a. d. la forme:

1
2
Fe=(n—1) i+ (0 + 3) s + 2 (n— 1)ty g = (10— 1) (g )+ il
En posant:
L, = W_‘ 1 (uy + us) + 2 i
L, = V”_l (us + ug) — 2iug
Yon a F=1L,.L, Si F sannule, L, ou L, doit s’annuler, il suffit
donc de chercher le minimum de |L,| et |L,|.
Lorsque u, et ug déecrivent le cercle C, L, et L, décrivent des

régions symétriques par rapport a l'axe réel. Il suffit donc de s'oc-
cuper, par exemple, de

Li=ln—=142)u,+ n—1.u,
On voit sans peine que, lorsque w; décrit le cercle C de centre
z=d, y =0 et de rayon R, l'expression (J/n — 1 + 2i)u; déerit un
cercle de centre x = [n— 1d, y = 2d et de rayon J/n 4 3. R; lors-

1) Nous avons supposé implicitement que @(n,,n,) et ses dérivées partielles
sont continues, Or la deuxiéme propriété pourrait ne pas subsister le long de cer-
taines lignes du plan (n,,n,). 1l n'est cependant pas difficile de compléter la dé-
monstration en remarquant que l'assertion de la p. 644 n’exige nullement, en ce
qui concerne le minvmum, I’hypothése de l'existence des dérivées de la fonction
D(n,, n,).
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que u, décrit C, Vn —1u, décrit un cercle de centre z =|n—1 d,
y =0 et de rayon Jn — 1. R. 1l est donc clair que L, déerit un
cercle de centre x=§¢=2|n—1d, y=75=2d et de rayon
o= ()n+34)n—1).R. Le minimum de |L,| est égal a

VeFm—e=2Vn.d — R(YnF34Va—1)

ou, en remplagant d et R par leurs valeurs d = x’il , R=z’_1_1 a
2Vnz— (Vnt+3+)n —1)
x?— 1 )

. 3 n—1
Cette expression ne peut s’'annuler tant que x > V”+ +V -

2Vn

3. Nous établirons encore un autre lemme dont I'énoncé et la
démonstration ressemblent beaucoup aux précédents:

P(x) étant un polynome de degré n, dont tous les zéros sont com-
tenus dans le cercle |x|<C1, tous les zéros de la dérivée de la fraction
Pl
}7((:)) sont contenus dans le cercle:

|2| <<V2 si n est pair,

|x[<yn-‘12_:/—l ”+1.V§ si n est impair.
n

Ces limites ne sont atteintes (en faisant abstraction des rotations
autour de Uorigine) que pour les polynomes:

P@) = (z* — |22 + 1)é lorsque n est pair.

P{z) = (x_ V;t-—i-—lyzf_z;;il/rv] )"%‘ (z = 1Vq2:_nlyn .| ).%._1

lorsque n est impair.

Je me bornerai & signaler, dans le canevas de la démonstration
du théoréme précédent, les particularités propres au probléme con-
sidéré. L’équation qui donne les zéros est:

P(z) P (x) — P2(x)=0.
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A la place da la forme

F =2u‘u? +2u, U,

=1 1%k

on trouve la forme G = Suf.

i=1

En nous rappelant que sin a==i— (cf. la fig. 47), on constate

Fig. 47.

immédiatement que, si > |/2 @ < 456° et G ne peut s'annuler.

Si n est pair tout calcul est inutile: 'annulation de G sera ob-
tenue, de toute évidence, lorsque x devient égal a J/2; il faut pour
cela que la moitié des u, occupe le point de contact M et la moitié
restante le point de contact N. On trouve ainsi 'exemple cité dans
I’énoncé.

Le cas de n impatr est plus délicat. Il faut alors reprendre les
considérations de la p. 639 et suivantes Dans 1'équation (1) de la

p. 640 il y a lieu de remplacer s par d(d>0, on a donc iei

u = % = z), il en est de méme dans les équations (2) de la p. 642 Les

considérations des pp. 646---648 (démonstration du fait que s est
positif) deviennent évidemment inutiles. La conclusion de la p. 644:
si ®(n,, n,) est maximum ou minimum par rapport & =, l'on
a m, = ng etc. résulte ici simplement de ce que arg G = arg d*
c. &.d. G>0. Or G=mn,15+ ny1; + nyui(ug >0 et wuy=4u,).
La forme qui correspond a l'expression de F écrite p. 650 est iei:

G=m—1)u3+ (n+ 1)u3;
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on la décompose en facteurs lindaires: G = L, . L, ou

Li=Vn—Tuy+ilnF1uy, Ly=)n—1u, —ifn+ Lu,.

En écrivant que L, ou L, s’annule on trouve la limite donnée dans
I’énoncé. )

4. Remarque. La proposition bien connue de Grace sur les
équations apolaires peut s'énoncer sous la forme suivante !): Consi-
dérons I'équation F(z,, z,...., x,)=0, F étant symétrique et linéaire par
rapport & chaque variable séparément c. 4. d. une combinaison linéaire
des fonctions symétriques élémentaires de x,, x,,..., r,. Si les points
d’affixes z,, «,,..., z,, vérifiant F'= 0 appartiennent & un domaine
circulaire C (c. a. d. soit I'intérieur d’un cercle, soit l'extérieur d’un
cercle, soit un demi-plan), il existe aussi une solution de la forme
r =x,=...=ux,=1, ¢ appartenant aussi & C. L’étude des para-
graphes précédents nous a montré que cette proposition ne subsiste
pas lorsque l’expression symétrique est quadratique par rapport aux
variables. Cependant, dans les exemples considérés

n

(F=x§ ot F= Y —|—2xm)

i=1 ik

il existait une solution de la forme ) =z,=...=a, =1,
Ly =X, =...=2x,=, t et » appartenant 4 C. On peut se
demander si ce fait ne correspond pas & une proposition générale.
L’exemple de I'équation

(z+y+2) (@wy+yz+2x) —dryz+5=0

qui a un systéme de solutions =1, y = &, 2 = @* ol @ est une
racine cubique non réelle de 1 et qui n’a pas de systéme de so-
lutions de la forme: =y =1, 2=, |#|<C1, |#|<<1 montre qu’il
n'en est rien. Il est cependant probable que la propriété signalée
subsiste pour des classes étendues d’expressions symétriques qua-
dratiques.

1) Kakeya. On algebric equations having the roots of limited magnitude.
Proc. of the phys. math. Society of Japan. Série 3. t. 3 (1921).

Walsh., On the location of the roots of certain types of polynomials. Trans.
Amer. Math. Society t. 24 (1922).

8
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5. M. Szegt a établi le résultat suivant!):

Si tous les zéros d'un polynome FP(x) de degré n sont contenus
dans le cercle |x|<C1, tous les zéros de P(x)-}aP’(x) sont contenus
ou bien dans ce méme cercle ou bien dans le cercle |z +na|<1.

En utilisant la méme méthode, c. 4. d. en appliquant le théoréme-
de Grace sur les équations apolaires;, MM. Kakeya et Walsh
ont généralisé ce résultat 2), en démontrant la proposition suivante:

Si tous les zéros dun polynome P(x) de degré n sont contenus
dans le cercle |x| < 1, tous les zéros du polynome

R@) = P@ + a, P @) + ...+ a. PO (@)

sont contenus ou bien dans le méme cercle, ou bien dans les r cercles
Cy, C,,..., C,, tous de rayon 1, et dont les affixes des centres sont
les racines de Uéquation :

x4+ na x4+ nmn—1)az2~+...4+n@m—1)...(n —r -+ 1)a, = 0..

Ils y ont ajouté le complément suivant 3):

Chaque région connexe composée de k cercles C, et extérieure au
cercle |x| <1 et aux (r —k) cercles C, restants contient exactement
k zéros de R(x); chaque région connewe composée du cercle |x| <1
et de k(kZ=0) cercles C,, extérieure aux (r—=k) cercles C, restants, en
contient exactement (n — r - k).

Nous pouvons déduire de ce résultat:

R(x) a toujours (n—r) zéros dont le module ne dépasse pas (2r-1)4).

Le cas particulier du polynome P(x)-4 aP®(x) semble intéres-
sant. Nous constatons tout de suite:

P(x) + a P (x) a toujours (n—r) zéros de module ne dépassant pas 3.

Cependant le nombre 3 ne donne pas la limite exacte. Je me
propose de déterminer la limite exacte dans le cas le plus simple
du polynome P(x) -} a P’(x). Nous obtiendrons le résultat suivant:

Si tous les zéros d’un polynome P(x) de degré n sont contenus
dans un cercle de rayon R, tous les zéros d'un polynome de la forme
P(x) 4 aP'(x), a Uexception d’un seul au plus, sont contenus dans le

1) Math. Zeitschrift t. 13 (1922).

3) Dans les travaux cités p. 653.

3) Pour l'obtenir on fait coincider les racines de P(x)=0.

4) Car chaque région connexe composée du cercle |2/ -<<1 et de k cercles
C; est située dans le cercle |z, <2k+l.
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cercle concentrique au précédent et de rayon:
V2R si n est pair,

[ Vn _ 12-'}/-;'/71 +1 J V2.R si n est impair.

La limite west atteinte que dans les cas suivants '):

P@ =@ —V2r 1 a="V2 i u et pain

o x_Vn—{—lIFinT——i T Va1 Fila L\

P@) = Van )* (= Von )

(Y t14)n—1) ?j/(Vn+l—Vn—L)
ny2n

a=—

si m est impair.

6. En éliminant a entre l'équation P(x) 4 aP’(x)=0 et sa
dérivée P'(x) -+ aP”’(x) =0 on obtient l'équation déja étudiée au
§ 3: P(x)P’(x) — P’*(x)=0. Nous avons vu que, si tous les
zéros de P(x) sont contenus dans le cercle || <C1, tous les zéros
de P(x) P”(x) — P’*(x) sont contenus dans les cercles: |x|<V§

. . n—1 n—41 . . .
si » est pair, |x|<[l/-—2:'/tk:—t—] /2 si n est impair, et que
n
d’ailleurs ces limites sont effectivement atteintes.
(Remarquons que la limite indiquée pour le cas de n impair est

plus petite que J2; si » croit de 3 i linfini, elle croit réguliétrement
A partir de —2VV1 et tend vers /2 pour » infini).

La limite que nous cherchons ne peut évidemment pas étre plus
petite que ces nombres. Il nous reste & voir qu'elle ne peut pas
étre plus grande non plus. Lorsque la limite supérieure du module
de (n— 1) zéros de l'’équation proposée est atteinte. il y a évidem-
ment au moins deux zéros x, et x, qui ont ce module. En suppo-
sant x; =2, nous aboutirons & une contradiction: ceci suffit pour
établir notre assertion.

1) On suppose que le cercle ait été réduit au cercle x!<1 et I'on fait
abstraction des rotations autour de l'origine et des multiplications par des cons-
tantes réelles.

8*
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Je dis d'abord que, si Pon désigne par a,, @,,.... @, les zéros
de P(x) tous ces zéros doivent étre situés sur la périphérie [z|=1
du cercle unité. L'équation proposée peut s’écrire en effet:

n n

1 2 1
——7=a, _—:a,
Zx,—a‘ Xy — O

i=1 i=1

d’oti en retranchant

2‘[ 1 1 ]:0.
T —a xr,—a

=1

"En supposant x,5x; et en divisant la derniére équation par (x;—z;)
il vient:

c 1
E= =0.
g (2, — @) (2 — @)

Supposons p. ex. @, & lintérieur du cercle unité Nous pouvons
considérer £ =0 comme une relation entre @, et z,, par exemple.
Elle établit une correspondance biunivoque entre certains voisinages
(éventuellement & plusieurs feuillets) de x, et de «,. Par un dépla-
cement convenable de @, nous pourrions augmenter le module de x,,
sans changer celui de x,. Par un déplacement ultérieur des e, nous
pourrions ensuite faire sortir x, aussi en dehors du cercle C défini
primitivement par la relation |r|=|x,|=x,|; en choisissant con-
venablement a on pourrait alors construire une équation du type
considéré ayant deux zéros en dehors de C. Cela est cependant
impossible par hypothése.

Ceci posé, nous allons distinguer deux cas:

1° Le nombre §=x1-:£—'ﬁ a son module > 1.

2° Ce nombre est de module <C1. Nous supposerons d'ailleurs,
ceci ne restreint évidemment pas la généralité du résultat, que £ =0

Remarquons d’abord que le premier cas seul peut se présenter
lorsque le degré » du polynome P(x) est pair. En effet, il faut sup-
poser alors |z;| = |z,| = R > V2. si £<<1 x, et x, devraient se
trouver respectivement dans deux régions R, et R, marquées sur
la fig. 48. En désignant généralement par I(x) le coefficient de ¢
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dans le nombre complexe x on aurait done I(z,) > 1, I(z,) << —1.

Fig. 48.

Ceci entraine visiblement (puisque |a,|=1) I (E_LE) <O et
s — %
1(”—*1—) > 0. Légalité: 2-' Wl orait impos-
z, — @ ’ g "_1 x,—a‘_fx,—a, P
sible.

1° Soit donc d'abord > 1. En différentiant I'équation £ =0
nous obtenons:

OF 3E oK
ﬁdx, +§5;d172 —!—Za—&«da,:(),

f=1 ¢
on constate sans peine que toutes les dérivées de E sont finies et
que ok ne sannule que si ¢,=0, cas que nous avons déjh exclu.

da;
Je dis qu’il est nécessaire de supposer:

JE oK oK
arg (a, 3&7) = arg | e, 5‘?2) =...=arg (“' b-a_) =4

et aussi:

oE oE
arg (ac1 9—2;) = arg (ac, 5;;) =4+ =
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En effet, si p. ex ar al arg | e, ~— oF on pourrait trou-
p- g 3 g da, P

ver des déplacements da,, da, dmgés vers lmténeur da cercle

unité, satisfaisant &4 la relation: e da, +;E d @, =0, nous aurions
@y

donc une équation avec |x,| = |z,| = R et un @, & Puntérieur du cercle
unité, ce que nous savons impossible. De méme si

v

ok OF
arg (.70l Z);) = arg (x, 5;)
1 2

on pourrait déplacer x, et x, vers l'extérieur du cercle |z| = R,
sans changer les @, Enfin la relation dEuler:
‘a .+ ’ax"'z _“2E=°

1=1

O 2K OF o
montre que arg|., o = arg |z, 9.507> = arg|a, Fr +m, z=_\-\-1,2,...n.
1 2 ‘

(L'une des quantités z, m—, 3 ~— peut s’annuler mais non les
oz, %,
deux & Ia fois).
En effectuant les calculs, on trouve:

1( aE> . e (L — ay

2\ 9 y — @) (x, — a,)?

et d’autre part

x, (r; — @) s (2, — @)
x 5 5 .
1 9.7:1 (,— @)} (zy—a,)?’ e 9:1: (x,—a)}(xs—a,)?

On doit vmblement avoir

oF oK
arg (xl ow, X, 51‘-2) =4 (mod. 7;

arg{z (= ~ %) & }E A (mod. =).

ceci 8’éerit:

o (2, - @)%(xy — @)?

Or (z, — z,) est purement imaginaire, done:

S JC—a) 1
a8 {2(-7‘1 — a,)’(x, —a,)? l arg{% [ (=, _aat)’(xsa_‘a’] ) E—:‘j}=
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C’est ici que nous aboutissons & une contradiction car les quan-
tités entre crochets ont toutes leur argument égal & 4, tandis que

les multiplicateurs I a ont tous leur partie réelle positive, puis-

que § > 1. Ainsi 'hypothése x; &= x, est inadmissible.
2° Lorsque le degré n est impair il y a lieu d’envisager aussi
le cas § < 1, nous pouvons d’ailleurs toujours supposer que =z, =

V241
Vs -
Posons x, = Ré'?, x, = Re™*? ¢ > 0,:d’od { = Rcos p et a,=¢*.
Je dis que I < 1 >< I < 1 ): cette inégalité rend évidemment
:—Q, x,—a,

impossible que l'on ait & la fois:

joe| = R>

\ 1 i ]
250',_a,+“=° et a__a‘-;-a__o.

=] =]
L’'inégalité en question s'éerit:

sin @ — Rsin g < 8in 8 |+ Rsin g
R4} 1—2Rcos(0—¢@) ~R:+41—2Rcos(8-+¢)

ou, les dénominateurs étant positifs, en tenant compte de ce que
sing >0: B2+ 1—2Rcosfcosp—2sin2 >0 c a. d. en posant
cos=1¢: 2¢2— 2Rcosp .t + R?— 1> 0. Le discriminant de ce
trinome en ¢ est égal 4 52+ 2 —2R2 si <1 ot B> V est

négatif. Or, on vérifie sans peine que L+1 >V

Remarque. Si 'on savait d’avance que 1orsque la limite est at-
teinte, les zéros de P(x) sont réunis en deux points seulement du
cercle unité, la démonstration s’achéverait trés rapidement & l'aide
du théoréme de Grace. L’équation proposée s'éerit en effet dans

eo cas: Lo Lu—a (la|<1, (BIS L ptg=n) Ende
signant par z, et z, les deux racines de cette équation du 2=
degré: |z,| = |x,| = R, on en tire:
{ alz, +x,—a—f]=n
alz,z, —af]=pf+qa
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d’ol, en éliminant a:

z,t‘z,—a—g n .
X7, — af pB+qe o

L’'équation obtenue est symétrique et bilinéaire par rapport & x,
et x,, done, d’aprés le théoréme de Grace, elle a une solution de
la forme: z, =x;, =2, |2| = R; il est done possible de eonstruire
une équation du type considéré ayant une racine double de mo-
dule = R.

~ Cette méthode de démonstration semble pouvoir difficilement
s'étendre au cas général.

0.

7. Le théoréme bien connu de Lucas:
»Si un cercle contient tous les n zéros d’un polynome, il contient
aussi les (n— 1) zéros de sa dérivée“ a été généralisé comme suit !);
51 un cercle de rayon R contient p zéros d'un polyvome de
degré n, un cercle concentrique de rayon w®(n, p). R contient au
moins (p —1) zéros de la dérivée“.
M. Kakeya a dailleurs calculé, dans le travail cité, la valeur
1
. )
sin —
n

exacte de @(n, 2) =

Je me propose d’étudier en détail le cas p=n—1. En rem-
plagant, pour la commodité des notations, » par (n - 1), désignons
par P(x) = ” (x — ;) un polynome dont tous les n zéros e, sont

=]

1) Kakeya. ,On zeros of a polynomial and its derivatives®. The Tohokw
Math, Journal t. 11 (1917).

7) Ce résultat a été auparavant signalé comme probable par M. Alexander
dans les Annals of Mathematics, 2¢ série t. 17 (1915). On en trouvera une démons-
tration nouvelle dans le travail de M. Szeg §: ,Bemerkungen zu einem Satz von
I. H. Grace“ Math. Zeitschrift t. 13 (1922). M. Kakeya a aussi indiqué une
méthode, d’ailleurs fort compliquée, pour le calcul de (s, p) dans tous les cas.
Signalons aussi dans cet ordre d’idées un résultat récent de M. Sergesco: La
dérivée d’un polynome de 3¢ degré s’annulant aux points O et 1 a un zéro de mo-
dule non supérieur i —1§ et un zéro de module non inférieur 4 ce nombre. Dans

un exemple particulier Jes deux zéros ont leur module égal a —1*4

£)
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contenus dans le cercle unité. Il s’agira d’étudier I'équation:

@) ina,+xla=0

a étant quelconque et, en particulier, de donner des renseignements
sur la limite supérieure de module de ses (n — 1) zéros.

La proposition de Grace donne immédiatement quelques indi-
cations: en effet, I'équation en question, mise sous forme entiére,
est symétrique et linéaire par rapport aux e,, donc pour obtenir la
région de la variabilité des racines il suffit d'y poser @, —=a,=...—= a,=a.

11 vient ainsi:

Les racines de (1) sont situées ou bien dans le cercle unité ou bien
dans le cercle I' de centre };:*72;—1' a et de rayon " _1}_ 1
I est extérieur au cercle unité il contient une seule racine de (1), les
(n—1) autres sont contenues dans le cercle unité.

Si le cercle

On en déduit immédiatement l'inégalité: @ (n, n —1)<<1 +§
Cependant, nous verrons que, en réalité, w(n, n —1) < 1—|—%.

Si n est impair, on a méme exactement w(n, n —1) =l/1+;;
si » est pair :

Vn—24Vn+2 l/ 1
2V;;ji <¢("7 7Z—l)< 1+?_4’

il est d’ailleurs trés probable que dans ce cas

Vn—24 VT2
2"72—1 ’

Yn,n—1)=

Reprenons 'équation

On voit d’abord immédiatement, comme & la p. 656, qu'on peut se
borner au cas ou tous les @, sont sur la périphérie du cercle unité:
nous poserons done @, = ¢'%, 6, réel. I.’équation ne change pas si 'on
fait tourner x, a et les @, d'un méme angle, on peut donec supposer,
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sans nuire & la généralité, que a est positif. L’équation peut d’ail-
leurs s'éerire: x P’ (x) + P(x) — aP'(x) = 0.

Tous les zéros de xP’(x) + P(x) sont contenus dans le cercle
unité: cect résulte de I'énoncé de la p. 661, ou l'on fait a =01Y).
Si on laisse fixes les @, et que I'on fasse parcourir &4 a, I'axe posi-
tif, de O & Vinfini, les racines de P'équation décrivent des courbes
qui commencent aux » racines de xz P’ (x) + P(x)=0 et dont (n —1)
branches aboutissent aux racines de P’(x)=0, la derniére par contre
s’éloigne & l'infini. Pour obtenir leurs équations en coordonnées po-
laires, écrivons la proposée sous la forme:

1

x4+ —————a=0.
v 1
1m] ;:-7&‘
En posant
n 1 Py
Stal-s
il vient

= xr— @ _
Sx-}—zm—z—aS—O.

el

En posant x=1r¢? et en égalant a zéro le coefficient de 4, on en tire:

. . 7 sin @ — sin 6,
T(r, e, 6,,...,0,)=_Srsin g +2r=+ 1 —Zr oo (9 —0) =0.

iml

1l est bien clair, d’aprés Pénoncé de la p. 661, que toutes les

Fig. 49.

1) Ou bien du théoréme de Lucas appliqué au polynome z P(z).
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branches de la courbe 7’=0 se trouvent, soit dans le cercle unité,

soit dans la bande infinie d’épaisseur qui s’étend & droite

2
n-4+1
de ce cercle, symétriquement par rapport & l'axe positif. Je dis qu’il

existe un nombre K, tel que, si |z|> K,, on a toujours 3%;3&0,

en un point de la courbe 77=0 (nous verrons plus loin que 37_'> O),
C

tandis que, si [z| = K,, g: peuat s’annuler. Si Pon a g—:— 0, %;Z_’ 0
I'équation a une racine double au point considéré: nous verrons que

cela est impossible si |x| dépasse une certaine limite, ne dépen-
dant que de n. Supposons 3%7:{:0, alors au point considéré M de
dr

la courbe 7'=0. dg = 0. Eecrivons 'équation étudiée sous la forme:
'ﬂ;ﬂ—(_gl)—(—x):a. On voit que x=re'? déerivant la circonférence

|x|=r tangente au point M & la branche considérée de 77=0 on
devrait y avoir

9 {M}_: 0.

9™\ P(a)

Or, tous les zéros de xP’(x)-} P(x) et de P’(x) sont contenus

dans le cercle unité; on trouve done ,,a— arg{x P'(x)+ P(x)} =

1
et % arg {P’(x)}< — donc
2 xP’(x)+P(x) n n—1
5—arg{ P’ (x) >r—|-1 r—1
Or
n n— .
s r—1>0 si r>2n—1.

Il est d’ailleurs clair que la limite des modules de (n — i) ra-
cines que nous cherchons ne peut pas dépasser K,: il suffit d’appli-
quer ,le principe de variation de l'argument“ exposé en détail
dans l’étude de léquation P(x) 4 a@Q(x)=0 (Chap. IL. § 2). Cher-

1) Cf pour le détail des calculs le § 2 du Chapitre 1.
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chons maintenant dans quelles conditions la limite K, pourrait étre
atteinte. On constate que:

1° Ou bien on devrait avoir au point simple M de la courbe
7=0 un ,maximum maximorum“: aucun changement des 6, ne
pouvant augmenter la distance O,

20 Ou bien la limite serait atteinte en un point multiple de la
courbe 7'=0.

39 Ou enfin elle serait atteinte lorsqu’un ,maximum‘ cesse de

I’4tre en devenant un point d’inflexion avec ‘%1=O

do
Il est facile de voir que le cas 1° ne peut pas se présenter si
. . oT oT
r>1. On devrait avoir. en effet, 9<p=0 et o = 0. En déplagant
T
) dr 26, , . .
les 6, nous obtenons d'autre part — ' et l'on aurait aussi
de,~ a1
ar
orT )
5—‘0‘ =0 (2=17 2,...,7‘).

Posons pour abréger

op—0,=v9, r*+1—2rcosp, =D, (D,>0s r>1),

il vient done:

_Srsmq)_{_zvrsm(p—smo —0

i=1

et?)

r cos @ — cos 0,
+Zao_5’°°“”+2 ‘qp—“‘ =0

=1

d’oli:
~ n
sing.7}cosp. [‘%_g,{_zg ]_Sr+2‘r— cos g _
i=1

=1

La derniére égalité est évidemment impossible si » >1, car S>>0
et les D, > 0.

1) On s’appuie sur la relatlon ,, —+— 5 3 0‘-—- O, évidente géométriquement.
=1
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Supposons en second lieu que la limite K, soit atteinte en un
point multiple de la courbe 7= 0: I'équation proposée aurait une
racine double en ce point, qui vérifierait les relations:

zP'(x)+ P(x) —aP'(x)=0, cP"(x) + 2P'(x) — aP"(x) = 0,
d’oli, en éliminant a: R(x) P(z) — 2P'2(x) = 0. Nous avons déjr
étudié au § 2 cette équation; nous avons vu que toutes ses racines

1
n—+41

si n est impair et que d’ailleurs ces limites peu-

ne dépassent point en module I/1—|- si m est pair et

Vn—1+Vn+3
2}
vent étre effectivement atteintes.

1l reste & examiner la circonstance 3° de la p. 664. Il parait
difficile d’établir directement qu’elle ne puisse pas se présenter ).
Elargissons notre probléme primitif en remplagant I'équation étudiée
par la suivante:

p‘202p‘=n2). On s’assure d’abord aisément que toutes les
=1

propriétés établies jusqu'ici subsistent pour cette équation plus géné-

rale. La courbe

" - - . 6
T—=Srsing —ﬂ—Zp‘.mD—su}—‘ =0
€
i=1
(on pose maintenant

S=} "lx_f;miz.—_[éwp..r—*;—?iﬂ]z—i—[Zp.. silll):p‘]‘z)

l i=1 =1

est toujours comprise, soit dans le cercle unité, soit dans une bande

infinie d’épaisseur : done, si |z|>1, op a en un point de

2
n—41
cette courbe cos ¢ >0d>>0, 6 étant fixe. En s'appuyant sur ce fait

1) D'ailleurs dans certaios problémes analogues elle se présente effectivement.
2) On peut interpréter les p; comme des masses de points attirants placés
aux racines a, de P(x) =0.
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-~

. T .
on constate sans peine que 56 > 0 st r est assez grand, quelle que

soit la distribution des 6, dans lintervalle 0 <C 6,<(2n. Il existe
donc toujours un nombre K,(p,, ps;..., p.) jouissant des propriétés
du nombre K, de la p. 663. On constate immédiatement que la
circonstance 1° de la p. 664 ne se présente pas. Quant aux racines
doubles, il résulte de nos démonstrations antérieures du § 2 qu’elles

sont, quels que soient les p,, inférieures & I/ 14 en module.

+1

Ce maximum est d’ailleurs atteint p. ex. en posant

n .
pizp’=é, p?‘:p‘:_..:pnzo.

Je me propose de déterminer la valear maximum de K, (p;,ps,...,04)
soit K, pour toutes les valeurs des p, dans le triangle:

ptpt..+p=n p=0
Nous allons voir que ce maximum K est égal & l/

1
1 + m .
Si la limite K était supérienure 3 l/1+ P c'est que, d’aprés

ce qui précéde, elle serait atteinte, pour un systdme convenable
des p,, dans les circonstances décrites sous 3° p. 664; c. &. d. que
la courbe 7= 0 aurait un point d’inflexion z = r¢'? avec % =0
et r = K. En posant pour abréger

V_Zp‘(r—costp‘), W—Zp‘ smzpi 1)

=1

et en écrivant que 77=20 g—g_ 0, il vient
T=(V+rS)sing ++ Weosp =0
—g% [ +r g»b——-—W]51nq>—|-[V+rS+ ]costp——-—o.

En éliminant sing et cos@ on aboutit &4 la condition:

1) On & W24 V2= 52
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H(y, Wyyeuos Yoy Prs Pasevny Py 7) = (V4 7S) (V+ rS—I—-%—Z) +

v R
wlw—2_ _r22)=0
+ ( o 9¢)

nécessaire et suffisante pour qu'il existe une solution du systéme

T'=0 g%—O D’aprés ce qui précéde H == 0 quels que soient les

¥, réels et les p, du triangle: p,=> 0, 2})‘=n si r est assez grand.

=1

2T cosgp.H or
e Sr LV Or nous avons vu quew>0

si r est assez grand, en outre cosp >0, S> 0, V> 0 donc aussi
H>0. Si r=K on doit avoir H=0 pour un systéme conve-
nable de valeurs de vy, 4,, ..., ¥, p,,psy..., Pa, cette fonction con-
tinue et dérivable tant que r > 1 doit donc présenter un minimum
aussi bien par rapport aux variables 1, que par rapport aux p, ).
On aura done

D’ailleurs si 77— 0

9H QH oH

2 e /= —— l
(2) o m o
oH OH oH

3 —_— e = ,,, — = 0.
@) 5y, oy, .

En remarquant que
oV P sm v, W < [(r2+41) cosp, —27]
gy e W 3 (s

i=1 i=1

on_voit que les équations (2) seront de la forme

@) A.“i‘ll)""+B.(’ 1‘;°S“’*)+c sinyg g {(”4—1)(15)0281#.—21' s

(= 1,2,...,')1)

1) Je suppose dans ce qui suit que (p,,P,,..., Pa) Treprésente un point -

n

térieur du triangle Zp‘=n, Pt}O; g'il n'en était pas ainsi on n’aurait qu’a
=1

considérer le triangle 4 un nombre moindre de dimensions et i raisonner comme

dans le texte,
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A4, B, C, D ne dépendant pas de l'indice i, quant aux équations (3)
elles pourront s'écrire:

, 2 (sin e, d (r—ecosy, 3 ?EILP!
@) A‘9¢.(T)+B'9¢‘( D, >+C‘9—¢,< D?)+

+D‘§%}_‘{(ri+ 1) %)st«—2r}=0 (=1,2,...,n).

En multipliant (2’) par D? et en posant cosey, — x. sing, =y on
obtient, en considérant 4, B, C, D, 2 comme des constantes, I’équation
d’une conique. Les , correspondent aux points d’intersection de la
conique avec la circonférence x>+ y2 = 1. Les équations (3") expri-
ment que de plus la conique est tangente & la circonférence
2%+ y? =1 aux points correspondants aux o, Il en résulte immsé-
diatement que les o, et donc aussi les racines de P(x) =0 doivent
se réunir en deux points au plus.

Le cas ou elles seraient réunies en un seul point s’élimine im-
médiatement, on trouve d’ailleurs que dans ce cas les courbes
T =0 sont des droites paralléles 4 Oz; nous supposerons done
qu'elles se réunissent en deux points distinets. L’équation proposée
prend la forme:

’ P Pe 1 —
@ —a, + r—a + =0

x , | X —a

(|a,]=|a2|=1, a,=¢é%, p,>0, p,>0, p, + p, =n)

On peut mettre dans ce cas l'équation des courbes 77=0 sous
la forme suivante:

(n+1)r*cos 2 —r((p, + 1) cos(p + 6) +
=+ (ps + 1) cos (¢ + 6,)] +-cos (6, + ),
T —nr cos @ - p, cos §; - p, cos 6,
(n 1) ¥ sin 29 — r[(p, + 1) sin (p + 6, +
—+ (p2 + 1) sin (¢ + 6,)] +-sin (6, +- 6,),
— nr sin @ - p, sin 6, -} p, s8in 6,

En supposant que r>>1 et en posant cos ¢ =z, sin ¢ =y nous
obtiendrons une équation de la forme:

(n+ 1)r*(p, sin 6, + p, sin 6,) (2? — y*) —
— 2(n 4 1)r2(p, cos 6; +} py cos 6,)xy -+ un terme linéaire en z, y =0.



1669] Equations algébriques 129

Le diseriminant 4 de cette conique est:

4= — (n+1)*r4[(p, cos 6, +- p, cos 6,)* 4~ (p, sin 6, + p, sin 6,)*]
il est donc négatif, &4 moins que l'on ait

prcos 0, 4 p,cos 6, =0 et p,sinb, + p,sinf, =0

auquel cas la conique se réduit & une droite. Si 4 << 0, la conique
représente soit une hyperbole équilatére, soit un systéme de deux
droites non paralléles. En aucun cas elle n’a de point d’intersection
triple avec la circonférence x* -4 y?=— 1. Ainsi notre hypothese,
d’aprés laquelle la courbe 7'= 0 présente en un point de la circon-

férence |z| = K linflexion avec ﬂ =0 est inadmissible.

de
Done K = l/l—{— —1—
n—+41
Remarquons encore que, si Pon savait a priori que, lorsque la
limite est atteinte, les zéros de P(x) se réunissent en deux points
on pourrait appliquer le théoréme de Grace & I'équation (1’), de
la maniére indiquée pp. 669 —660 et obtenir immédiatement, en se
servant du résultat du § 2 de ce Chapitre, les limites de l’énoncé.
En résumé nous obtenons le résultat suivant:
Si les (n—1) zéros d'un polynome de degré n sont conienus dans
un cercle de rayon R. le polynome dérivé a au moins (n—2) zéros

dans le cercle concentrique de rayon |/ 1 + . R.

Si n est impair, cette limite n’est attemte 1) que pour le polynome:

(x’——?l/—:x—{- 1) ¥ (x V”(" + 1)) dont la dérivée a (n— 3)

—1
2éros de module 1 et la racine double x=l/1 +%

1
Si n est pair, la limite exacte est inférieure l/ 1-{—;; et supé-

| 7/—}-'/71 +2 Si l'on suppose que, lorsqu’elle
2ln—1
est atteinte, 'équation considérée ait une racine double, elle serait

rieure ou égale a

égale précisément & V 27[_‘_ Vrll'+£ et ne serait atteinte !) que
n —

pour les polynomes:

1) Je suppose que le cercle est le cercle unité et je fais abstraction des
rotations et des multiplications par des constantes réelles.
9
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=
[x _nlfn—24-Vn+t2)
2 —1)n—1

RN =)

' 2(n — 1)l/n —1
dont la dérivée a (n— 3) zéros de module 1 et une racine double
o Vr—2+4Vnt2
2)n —1 ’

Si Pon a des renseignement supplémentaires au sujet des zéros
de P(x) contenus dans le cercle |x|<C1, on peut obtenir des limi-
tations plus préeises. En voici un exemple:

Si (n—1) zéros d’un polynome de degré » sont les sommets
d’'un polygone régulier de (» — 1) cOtés, inserit dans le cercle
|z|=1, le polynome dérivé a (» — 2) zéros de modules ne dépassant.

n—1

pas V";z On aboutit en effet & une équation de la forme:
14at—2 4 1 =0
n—1

qui a toujours (# — 2) racines de modules non supérieurs & Jn—2.

8. Nous étudierons maintenant les limites supérieures des zéros

des dérivées des fractions rationnelles, en nous bornant d’ailleurs
b

a quelques cas simples; nous utiliserons dans cette étude les résul-
tats de M. Walsh?).

P(x)

Considérons d’abord la fraction 7 R ol a est quelconque,

et P(x) un polynome de degré n_>s dont tous les zéros sont con-
tenus dans le cercle unité. Les zéros de la dérivée sont les racines
de I'équation:

1) (x —a) [(x—a) P'(x) —sP(z)] = 0.

Si, au lieu d’'un pole unique d'ordre s, la fraction avait s pdles
trés rapprochés les uns des autres, la dérivée aurait évidemment
(s—1) zéros dans le voisinage immédiat des s pdles. Il parait done
naturel de considérer, dans (1), le péle a comme une racine (s— 1)-ple
de la dérivée. En adoptant désormais cette convention, on établit
la proposition suivante:

1) Transactions of the American Math, Society t. 22 (1921).
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Si s<Cn<<2s, la dérivée de la fraction (xpixl), a toujours (s—1)

2éros de modules non supérieurs a 1

Si n=2s, elle a toujours s zéros de modules non supérieurs a 1.
Dans les deuc cas, les nombres respectifs (s — 1) et s ne peuvent pas
étre remplacés par des nombres plus grands.

D’aprés M. Walsh, les zéros de la dérivée (différents de a)
sont contenus, ou bien dans le cercle unité, ou bien dans le cercle

na 8

I' de centre ——— et de rayon .
n—s n—s

Nous distinguons maintenant trois cas:

1° s<<n<<2s
Si |a| <1, la proposition est évidente; d'autre part, si |a| > 1,
le cercle I" est complétement extérieur au cercle unité, donc ce
dernier contient (n — 1) zéros de la dérivée.
Pour voir que le nombre (s-— 1) ne peut pas étre remplacé par
un nombre plus grand, posons P(x)=x"—1 et a=0, il vient
(x — a) P'(x) — s P(x) = (n — 8)z" +s. Le module des racines de la

dérivée différentes de O est done — I/”_S_s> 1
20 n=u3s
Si |a|<<1, la proposition est évidente, supposons done |a| > 1.
L’équation qui donne les zéros de la dérivée autres que a s'écrit
ici: xP'(x)—nP(x)— aP'(x)=0. Je dis que cette équation, de
degré (n — 1), a ses (» — 1) racines dans le cercle unité'). Supposons

. P
en effet le contraire: on aurait xr — Z};(%) =a avec |z| > 1, |a|>1.
Or x — i})l,z(:)) est le ,point dérivé“ de & de Laguerre qui a établi
que chaque cercle passant par x et x — ”P{i(‘f)-) sépare les zéros de

P(x). En contruisant un cercle convenable on aboutirait donc & la
conclusion que /’(r) a un zéro de module plus grand que un. Voici
encore une autre démonstration qui m'a été indiquée par M. Mon-
tel: notre équation peut s'écrire

1) Cest évidemment une généralisation du théoréme de Lucas.
g+
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Plz) o1 _n
P(x)__zl‘x—aﬁ_x—-a’

@, étant les zéros de P(x). Or, si || > 1 on a d’aprés M. Walsh:

1 n
Za:—a,:x-—a’ e} < 1

=1

done a= ¢ et |a| <1 contrairement & I'’hypothése. On a donc bien
2] <1.
30 n_>=2s

Si |a] > 1, le cercle I' est complétement extérieur au cercle
unité, ce dernier contient donc (n-—1) zéros de la dérivée. Suppo-
sons donc |a|<C1, 0<Ca<C1 pour fixer les idées. Ceci entraine
immédiatement l'existence de (s— 1) zéros de la dérivée, tous égaux
4 a, dans le cercle unité; faisons voir que @(x)=(x—a) P'(z)—s(x)
y a aussi un zéro: nous aurons donc bien, en tout, s zéros au moins
daps le cercle unité. Si notre assertion était inexacte, tous les zéros
de @(x) devraient étre situés & lintérieur d'un polygone convexe,

Fig. 60.

ABCDMLA, inscrit dans le cercle I', M et 4 désignant les points
d’intersection de I’ avec |x|=1, L le milieu du segment AM. Les
zéros des dérivées successives de @(r) devraient donc étre aussi
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situés & Dintérieur ou sur les cotés du polygone, le coté ML A
étant cependant exclu.

Or, ¢¥(x) = (x —a) P**V(x): on devrait donc avoir: a > OL.
En effectuant le calcul on trouve cependant: 0L=n——-—~————((:’+l)_‘28,

2(n—3s)a
dolt a<C OL

11 reste & établir que le nombre s ne peut pas étre remplacé
par un plus grand.

Il nous sera commode d’employer le langage de la mécanique: si
T'on suppose que I'on a placé aux zéros de P(z) les masses attirantes,
en raison inverse de la distance. toutes égales, et au pdle a une
masse s fois plus grande et répulsive suivant la méme loi, les zéros
de la dérivée de (xpifi‘j‘ sont des pcints d’équilibre. Supposons les
zéros de P(x) tous réels et distincts, mais trés rapprochés les uns
des autres et que le pole a n'est pas réel, p. ex. que sa partie ima-
ginaire est positive.

L'interprétation mécanique ci-dessus montre immédiatement

Fig. b1.

qu’il n’y a aucun zéro de la dérivée dans la bande infinie mar-
quée sur la fig. 1 ni sur ses frontitres, sauf au point a qui compte
comme une racine (s— 1)-ple de la dérivée.

11 est clair d’autre part qu’il y a (n—1) zéros de la dérivée dans
le voisinage immédiat des n zéros de P(x). Comme le nombre total
des zéros de la dérivée est (n4-s—1), on copstate quil n’y en a qu'un
seul dans la partie du plan située au-dessus de la bande. Dés lors
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il est clair que I'on peut tracer un cercle contenant tous les zéros
de P(x) et ne coutenant en tout que s zéros de la dérivée.

Nous avons eu l'occasion de constater, i plusieurs reprises, que
lorsque les zéros des équations contenant des paramétres atteignent
le maximum de leurs modules, on est en présence de racines doubles?).
11 en est ainsi pour équation P(x)-+a@Q(x)=0, P(z)-}+aP'(x2)=0,
zP'(x) + P(x) +aP’'(x) =0 (du moins si le degré du polynome
P(z) est impair), 142"+ ax*=0. Dans le cas de lI'équation traitée
par M. Montel

l1+z+4 a2+ ... 4 ax=0

on a une racine (k- 1)-ple.

En est-il toujours ainsi, ou du moins peut-on affirmer qu’il en
soit ainsi dans ,la plupart des cas?

L’énoncé de la p. 671 nous permet de répondre par la négative.

Reprenons en effet la fraction ;i(—x)t—l
n de polynome P(x) soit —=>2. L’équation qui donne les zéros de

la dérivée s'éerit:

2) zP’'(x) — P(x) —aP’(x) = 0.

, en supposaut que le degré

En supposant que tous les zéros de P(x) sont contenus dans le
cercle unité, il est bien clair que (2) a (r —1) zéros restant a dis-
tance finie. Or, nous avons vu qu'un seul zéro de la dérivée reste
constamment dans le cercle unité. donc les limites supérieures de module
de 2, 3,..., (n—1) zéros sont certainement supérieures & 1; on peut
. o s 2 . .

ajouter qu'elles sont inférieures & 1 4+ , 7 ©estune conséquence

. —

immédiate des résultats de M. Walsh. Or, supposons que (2) ait
une racine double; en éliminant a entre les deux équations:

zP'(z) — P(x) —alP'(x)=0
zP"(x) —aP"’(x)=0

on obtient: P(x) P”(x)=0. Donc il n’y a jamais de racine double
en dehors du cercle unité.

1) Plus précisément, nous supposons qu'il s’agit de déterminer le plus petit
cercle de centre origine contenant toujours m racines de l'équation si m est le
nombre maximum des racines qui restent toujours a distance finie.
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(Il est remarquable que ce résultat ne se généralise pas si l'on
considére, au lieu des masses égales, des masses quelconques placées

aux zéros de P(x): en d’autres termes, I'équation _p 1

r—a, xz—a

=1

»

la )<<, p, =0, 27p,=n peut avoir des racines doubles exté-
=1
rieures au cercle unité. Eremple: n=3, o, =1, ¢, = a; = —1,

Pr=4%, pr=ps=5%, a=3§(/10+-1). La racine double est 4+6V10>1‘)).

En comparant ce résultat & celui qui vient d’étre rappelé & pro-
pos de léquation z2'(x) + P(x) + al”’(x) = 0 nous constatons
qu’'un simple changement de signe peut entrainer des modifications
profondes dans la maniére dont le maximum du module est atteint
par les racines.

Drailleurs il est aisé de former des exemples précis dans les-
quels la limite est atteinte lorsqu’il y a plusieurs racines de méme

2
7§

module et distinctes. Soit § un nombre fixe compris entre 1 et

et considérons |'équation
1 — 38z + 3p22% 4+ ax® =0,

a étant un paramétre variable. On constate immédiatement que les
deux racines de 1 — 38z 4 38222=0 et les racines doubles de
Péquation sont moindres que 1 en module. L'équation a d’ailleurs
4videmment deux racines restant i distance finie, quel que soit a.
Or, si Uon prend a = — 8% + (82— 1)"?] (a < 0), l'équation corres-
pondante a deux racines de modules supérieurs a 1.

Quand on a des renseignements supplémentaires au sujet des
zéros de P(x) (situés dans le cercle unité) on peut obtenir des
P(z)
(z—a)’

Supposons p ex. que s=1. n>2 et que les zéros de P(x) soient

limitations meilleures pour les zéros de la dérivée de

1) Ceci explique pourquoi la méthode employée pour le calcul de w(n, n—1)
me peut pas fournir la limite exacte de module de (n—1) zéros de la dérivée de
Pz

da fraction ) .
x—a




136 M. Biernacki: 1676}

les sommets d'un polygone régulier inserit dans le cercle unité;
on trouve alors facilement que la dérivée a toujours (n—1) zéros
dans ce cercle.

La recherche de la limite exacte de module de 2, 3,... (n—1)
zéros dans le cas général parait difficile. L’étude précédente nous
permet seulement d’affirmer que (je suppose pour fixer les idées
s=1):

10 Ces limites sont supérieures &4 1 et ne dépassent pas

1+n—l

20 Lorsqu’elles sont atteintes il y a deux racines de méme
module ou davantage, mais elles sont toutes distinctes.

3° Lorsquelles sont atteintes, les zéros de P(x) se confondent
certainement en un nombre déterminé de points, mais ce nombre
ne peut pas étre inférieur & 3: en supposant en effet que les zéros
de P(x) se confondent en deux points seulement on pourrait re-
prendre la méthode indiquée pp. 659—660. L’application du théo-
réme de Grace combiné avec le résultat de la p. 674 conduirait.
alors 4 la conclusion que la limite cherchée est égale a l'unité.

9. Il est clair que les propositions du § 8 doivent pouvoir
g'étendre, du moins en partie, lorsqu’on remplace le pdle unique @
d’ordre s par s poles. On peut s'attendre p. ex. i ce qu'il existe deg
énoncés du genre suivant: ,Si tous les zéros du polynome P(x) de
degré n sont contenus daus le cercle unité et si n > 2s, la dérivée
de la fraction _ P= a toujours s zéros dans le cercle unité“.

(z—a,)...(z—a,)
Je me bornerai & 'étude de quelques cas trés particuliers.
Si P(x) est un polynome du 2¢ degré dont tous les zéros sont
P(x)
(x— a) (x—b)

contenus dans le cercle unité, la dérivée de la fraction

a un zéro dans ce cercle.

1) On pourrait ajouter qu’elles ne dépassent pas le maximum de module de

tous les zéros de
Pt pilpi—1) +2‘ Y /7 .

pry (r—a )2 (#-—a)(z—a)

od |@]<C'1 et les P, parcourent tout le triangle: p; =0, 2! Py =mn.
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Car on peut considérer la fraction (x——;)(g——_—b—) ou, en retran-

. — P(x
chant une constante, une fraction de la forme Z — ¢ ou enfin @) :
P(z) xr—c

on est ramené & la proposition déja démontrée.
Si P(x) est un polynome du 3° degré dont tous les zéros sont de
P(x)

module un, la derivée de la fraction @—a)(®—b) (x—c)

a un zéro

de module wnférieur ow egal a un.

On voit comme tout & '’heure qu'il suffit de démontrer la méme
P(z)
@—a)(@—b)’
aussi que la limite (finie) de module de deux zéros de la dérivée de
P(x)
@—a) (@—1b)

proposition dans le cas particulier P(x)= x%—1.
Counsidérons & cet effet un systéme de la forme:

e { gy Uy — A (g + wyus + ugug) + By(u, +uy-F ug) + C, =0
Uy Uy s - Ag(tytty + w0 = s utg) 4 By(uy 4 s 4 u5)+ C, =0
(B, = B,).
Si u,, u,, us; sont les racines de I'équation:

) o5+ azt 4 fr 4y =0.

T équivaut au systéme:
—y+4,8—Bea+C =0
— 7+ 48— Ba+ C,=0.

On en conclut que la condition nécessaire et suffisante pour que
les racines d’une équation du 3¢ degré vérifient (7') est que cette
équation puisse étre ramenée a la forme:

2 D(x, f) = (B, — B,) (x — u;) (x — tg) (x — ) =

= M(x) 4+ 8 N(x) = [(B, — B))x* 4 (C; — C,))x* + C, B, — B, G, +
+ 8((4, — 41)x* + (By — B))x + B, 4, — 4, B,] =0

8 étant arbitraire.

proposition relativement a la fraction Remarquons

3
est == /2 (p. 671). Je dis qu'il suffira d’établir la

Si (7) a un systtme de solutions de la forme:

u1=u2=
3
® N

<t

(2) a une racine double x =1 pour une valeur convenable 8= @, de .
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On a done
M(#)+ B, N(t) =0;
M’(t) + 8, N'(f) = 0 et par conséquent

M@ _ N
M@~ N’

Il s'ensuit que l'équation:

D, (z,8) N'(x)__ 2(Ay—A)x 4 B,—B,
&(x,f) N(x) (Ady,—A,)2*+(B,—B,)2+ B,4,—A4,B,

a la racine x = ¢ quelle que soit la valeur de g.

Réciproquement d’ailleurs, si une équation de la forme (4) a, pour
une valeur 8=y, de 3, une racine ¢ de module inférieur i un,
il existe une valeur § =, pour laquelle (2) a une racine double,
done (7°) a un systeme de solutions de la forme (3).

Svit & une racine cubique de l'unité et supposons établi que
I'équation

@

1 1 1 1 1
s—iTe—6T s "s—a T

r—a® r—a x—b

ait une racine de module inférieur & un, quelles que soient les va-
leurs de a’ et de b’; considérons une équation de la forme:

ol
lw =1 (=1,2,3) et wu, Fu, u F u;, uy 3F 1.

Nous pouvons choisir 4,, 4,, B,. B, de maniére que le 2° mem-

. . 1 1 .
bre de (4) soit identique & et et ensuite C;,C, de

maniére que les u, vérifient (7') 1). Il existe une transformation homo-
graphique du cercle unité en lui-mé&me: x —_—1:-__1;?9;, telle que u,,

uy, u; correspondent aux 1, @, &2 En substituant dans (7') les

1) On peut supposer B,=B, si a et b n'ont pas des valeurs particuliéres;
cette restriction ne nuit pas a la généralité du résultat.
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valeurs u,=fig;‘ on obtient un systéme (7”) en u, u;, u; de

la méme forme que (7'). (On peut supposer que les coefficients du
produit u;u,u; dans les équations de (7’) ne sont pas nuls). Il est
clair que la propriété de (7') qui consiste & posséder un systéme
de solutions de la forme (3) se conserve dans cette transformation.
Les valeurs w; =1, u; = @, u3 = &? satisfont a (7”). D’aprés notre
hypothése I'équation analogue & (4) mais dérivant du systéme trans-
formé (7’) a, pour une valeur particuliére de B, une racine de
module inférieur & un. Il gensuit, d’aprés la remarque déja faite,
que (7') a un systéme de solutions de la forme (3). Il en sera
donc de méme avec (7). Donc, I'équation (4) aura, quel que soit 3,
une racine de module inférieur & un. Il résulte cependant de notre
choix des constantes 4,, B,, C; que.l'équation considérée:

3

1 1 1
2x~u‘_x—;v;+z-—b

i=1

est bien de la forme (4).

Il reste & établir la proposition pour P(x)=x%*—1. Nous nous
servirons dans ce but de la régle de M. Cohn ). L’équation qui donne
les zéros de la dérivée s’écrit:

f(x)=a2*+ 2ax® + bx* 4 22 + a=0.

Si |a| <1 Péquation a évidemment une racine de module infé-
rieur & 1; si |a|>>1 posons x=g¢t, ¢ est un nombre fixe (0<Tg9<<1)
et appliquons la régle 2).

P(t)=q't* + 2aq’t3 4 bg*t* 4 2qt +-a

a autant de zéros de module inférieur & 1 que

Y(t)=ap(t — q‘g(t) =2¢a2 — ¢*]t* ...+ [at — ¢°

1l est clair que, si ¢ est suffisamment voisin de 1, ¢(f) a un
zéro de module inférieur & un, donc f(x) aura bien un zéro de
module inférieur a ¢.

1) Mathematische Zeitschrift t 13 (1922). L'application de la régle de M. Cohn
dés le début conduit 4 des calculs a4 peu prés inextricables.
2) Cf. Chapitre I pp. 564—565.
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P(x)
O(zy
degré n et s respectivement, n > s. Nous supposerons que tous les
zéros de P(x) sont contenus dans le cercle unité.

Si Q)=+ C,_,o '+ ...+ C,, les zéros de la dérivée sont
donnés par I'équation:

Considérons maintenant une fraction

P(x) et Q(x) étant de

21z P’ (1) — s P@)] 4 Coy a2 [z P (@) — (s-- 1) P(@)] +
®) |4 Coyz (2P @) —(s—2) P@)]+ ..+ C [ P'(2) — P(a)l+
+ G, P’ (z)=0.

La méthode de ’homographie montre immédiatement que, si n>2s
tous les zéros des polynomes:

zP'(x) — sP(x), xP'(x)-- (s — 1)P(x),..., xP’'(x)— P(x), P'(x)

sont contenus dans le cercle unité. Au contraire, si s << n < 2s, on
trouve, en posant P(x) =z" — |, que les zéros de z P’ (x) — sP(x)

S

ont leur module égal & l/” — s> 1.

Nous allons prouver la proposition suivante:

Si la dérivée de la fraction g%; ot P(x) est un polynome de
degré n dont tous les zéros sont contenus dans-le cercle unité et Q(x)
un polynome de degré s <<n a une racine (s— 1)-ple, celle-ct est né-
cessairement plus petite ou égale & un en module V).

En dérivant s fois I'équation (5) et en éliminant C,, C,,. ., C,_,
on obtient un déterminant qui est. on le voit facilement, un poly-
nome de degré (n —1)(s+1). Je dis qu'il se réduit, & une constante
pres, a [P(x)] . P“™(x); ceci établit évidemment la proposition.

Effectuons I'élimination d’'une maniére un peu différente.

Posons
P(x) :H(r —ea), Q(x) =H(.I' —B)

=1 im]
et ensuite:

|
x—a,

Y = G=12,...,m), w,=

=012, .9

1
x—f,

1) Dans le cas particulier 8=1 cette proposition a été déja démontrée p. 674.
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I'équation considérée pourra s'écrire:

Eu,: Sw“:d,

i=1 =1
et les équations obtenues en la dérivant:

n s
E u;’) == l,()‘2 = 0”

=1 f=]1

n s

S utli = witl = 0,,,.

i=1 =1
Les w, satisfont & une équation de la forme:
Wb Wty .+ b WH+b=0
et les u,, en vertu des égalités écrites, & une équation de la forme:
U 46,0+ bU2 4. 4+ 00—+ d Ut ...+ d,=0.

Les formules de Newton, appliquées successivement aux deux
équations donnent:

6y +b0,4...4+b,0,=0
6.+ b0,+...+ bo -t—(s 4+ 1)d,,, =0.

On en tire: d,;, = 0. Or

dyy = + Su‘,, oty

la somme étant étendue a toutes les combinaisons (s1) & (s41)
P+ ()
P(@)

Ainsi done, le déterminant provenant de l’élimination des cons-
tantes de I'équation (D) était bien de la forme:

des u,. Ceci est égal, & un facteur pres, a

K . [P(x)]". PtV ().
En tenant compte de son degré on voit qu’il est de la forme:

K.[P(x)). PV ().
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10. La méthode suivie au § 9 (pp. 677—679) semble indiquer
que le lemme suivant pourra, peut-étre, faciliter les démonstrations
des théorémes analogues & ceux de ce paragraphe.

Etant donnés n points distincts') sur la périphérie d'un cercle, il
existe towjours uile transformation conforme du cercle en lui-méme
telle que le centre de gravité des transformés des points considérés
occupe une position arbitrairement choisie a Uintérieur du cercle.
Soient x,, &y, ..., x, les affixes des points considérés; étudions
le lieu déerit par le centre de gravité £ des transformés, lorsqu’on
effectue l'ensemble de toutes les transformations possibles du cercle
en lui-méme. On peut supposer qu’il s’agisse du cercle unité.

1° Je dis d’abord que ce lieu est nécessairement une couromne
circulaire de centre origine et dont le plus grand rayon est égal @ un?®).

Supposons z;, s, ..., x, numérotés dans l'ordre ou ils se trouvent

Fig. 52.

)
sur la circonférence et soit & leur centre de gravité. Choisissons
sur larc x,x, qui ne contient pas d’autre point x,. un point quel-
conque y. Il existe une suite continue des transformations hyperbo-
liques maintenant fixes x, et y et déplagant z, vers r, dans le sens
indiqué sur la fig. 52, & une distance inférieure a4 & de ce point.
Pendant ce temps, les points x,, x5, .... x,_; se déplacent nécessaire-
ment dans le méme sens que x,: autrement, il existerait entre u,
et x, ; un troisiéme point invariant z Le centre de gravité £ déerit
une courbe continue y qui aboutit évidemment aussi prés que l'on
veut du point r,. En effectuant encore des rotations autour de l'ori-
gine on voit bien que toute la couronne comprise entre les circon-

1) Si les points ne sont pas distincts la proposition cesse d’étre exacte.
2) Je dois cette remarque a M. Nikodym.
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férences || =|&| et |x|=1 peut étre recouverte par le centre
de gravité,

Le théoréme est évident pour n = 2 et » = 3; nous procéderons
donc par induction, en le supposant déja établi pour (n—1).

La couronne dont nous avons établi l'existence, comprise entre
les circonférences |z|=1 et |x|=1r (0<Tr < 1), est évidemment
aouverte“ du coté de la circonférence |x| = 1.

20 Je dis qu’elle est, au contraire, ,fermée“ du coté de la circon-
férence (ou point) |x|=r c. & d. qu'il existe des transformations ra-
menant le centre de gravité £ en des points de la périphérie || =r.

La forme générale des transformations est:

x’=e'9.135;:, la] <1, 6 réel.

Choisissons uune suite de points: &, &,,..., &, ... tendant vers un

Fig. 53

z—a,
‘1—a.zx
bri¢vement (a,, §,) la transformation ramenant le centre de gravité
en §,. De la suite (ay, 8,), (a3, 8),..., (a,, 6,),... on peut extraire
une autre telle que e, et 6, tendent, pour k= oo, vers des limites
déterminées, soit a et 6 (Jai<T1).

Si |a| << 1. il est clair que la transformation (a,f) rameéne le
centre de gravité au point M. Je dis que le cas: |a|=1 ne peut
pas se présenter. En effet. la proposition étant établie pour (n —1),
il existe une transformation telle que z;+4 ..z, =0, on a alors

point M de la circonférence |x|=1r et soit z' = ' oun

x, 1 .
&= "’ donce r<S - Or, 8si a|=1,xz=Fa et que a,—> a on trouve

que
x“a_"___)eie‘ £r—a

9
‘e“'lwa‘x 1—ax

=—aqe®.
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Si done aucun des points x, ne coincide pas avec a, £ tendrait

évidemment pour k infim vers — ae®, en contradiction avee
1
rgz.

Si I'un des points z, coincide avec a toutes les n expressions
&'o 1x‘__;f;‘ (i==1, 2,..., n) tendraient pour k infini vers —ae® sauf
peut-étre une seule, donc &, tendrait vers un nombre de module
=1— % Ce n’est cependant pas possible car 7%< 1 ——% si »>3.

39 Faisons voir que r =01).

Supposons #>0. Il existe une transformation telle que le centre
de gravité des » transformés soit: x;, x,,..., &, occupe une posi-
tion M sur la périphérie |x|=r.

Effectuons maintenant une nouvelle transformation infinitésimale:

o= —da
1 —_— daxl
ou
2" =2’ + ('*da — da) + termes de degrés supérieurs en da, da.

On en déduit:

2

& =¢ 4+ ‘—"1—n—% — da |-+ termes de degrés supérieurs en da, da.

En posant
o
A=
n 4
le crochet peut s’écrire: (qg—%——l) da. En supposant d’abord que

<n

S

=1

c. & d. |g| <1 on constate immédiatement que si da déecrit un
petit cercle autour de l'origine, le crochet tourne aussi autour de

1) Dans le cas particulier # =4 on peut le démontrer directement un peu
plus simplement.
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Lorigine: en choisissant convenablement 'argument de da I'on aurait
done {£”| <C», ce qui n’est pas possible.
Il faudrait done supposer

=
Ceci exige cependant que tous les points x;2 soient confondus ec. 4. d.
que tous les points z; soient confondus en deux positions au plus,
Ce n’est pas possible car les points «; sont tous distincts et » > 2.

Notre démonstration s'étend facilement au cas ol fous les points
x; sont intérieurs au cercle unité.

Il est d’abord évident que le lieu des £ est une couronne cir-
culaire; on ne voit plus immédiatement que son rayon extérieur est
égal & un. Cependant la troisitme et la deuxiéme parties de notre
démonstration s'étendent immédiatement au cas actuel, dans la deu-
xiéme partie il devient méme superflu de faire appel au principe
de Pinduction.

Le cas ol les points considérés x,, x;,..., x, sont en partic & Uin-
térieur, en partie sur la périphérie du cercle unité parait un peu plus
compliqué. .

Si n=2 le lieu des £ est évidemment le cercle unité ,troué
4 Yorigine.

Si n > 2, ce lieu est toujours une couronne circulaire; la troi-
sitme partie de notre démonstration montre que c'est nécessairement
une couronne jouverte?; enfin en faisant de nouveau appel & I'in-
duction les raisonnements de la deuxi¢me partie montrent que c'est

. 2 A . .
un cercle ouvert: |z| < @ ou 1 - " <L @ << 1. Une discussion plus

approfondie serait nécessaire pour compléter Pénoncé dans ce cas.
De toute fagon nous obtenons l'énoncé suivant:
. Si Végquation x"+a, "' +-...+a,=0(n>2) a p racines de modules
moindres que R et m —p racines de module E ') il existe toujours

o+ By

une transformation de la forme: x = v+ by telle que les racines de

l'équation transformée: Y Fary ..+ a, =0 satisfont aux mémes
conditions et que a;=70.

1) Les racines sont supposées toutes distinctes.

10



