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PREMIERE PARTIE

SUR LES CAVITATIONS SOLITAIRES
DANS UN LIQUIDE INFINI
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PREFACE

L’étude des phénoménes qui se rattachent aux surfaces
libres des liquides présente, dans le cas général, des difficul-
tés qui ne peuvent pas étre surmontées actuellement. On
peut chercher les surfaces libres en partant de différents
points de vue. Les surfaces stationnaires de glissement for-
ment une classe étendue de surfaces libres. Les problémes
qui s’y rattachent ont ¢té l'objet de beaux travaux de Hel-
mholtz, Levi Civita, Villat et de plusieurs autres savants ().
Tous ces problémes concernent le mouvement plan et ont
été résolus moyennant la méthode de la représentation con-
forme. Nous ne connaissons qu'un exemple de surfaces de
glissement dans ’espace (*).

On peut envisager aussi les surfaces libres qui se défor-
ment. Les surfaces de cavitations appartiennent a cette classe
de surfaces libres. L’étude de ces surfaces est encore moins

(!) On trouvera la bibliographie dans 'article de M. Villat, Quelques
récents progres des théories hydrodynamiques. Bulletin des Sciences
mathématiques, t. XLII, février-mars 1918, et dans le troisieme volume
du 7raité de mécanique rationnelle par P. Appell.

(?) J. Weingarten. Ueber particulire Integrale der Differentialglei-
chung : AV = O. Nachrichten von der Konigl. Gesellschaft der Wis-
senschaften zu Geettingen, 1890, s. 312-335.
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avancée que celle des surfaces stationnaires de glissement.
Cependant malgré toutes les difficultés une étude systéma-
tique de ces surfaces serait trés nécessaire. Nous espérons
que la présente étude pourra peut-étre un peu remplir cette
lacune, en donnant un exposé général du probléme des
cavitations et en développant les méthodes qui s’y ratta-
chent. ‘

Soit T un corps solide plongé dans un liquide infini. Sup-
posons qu'a un instant déterminé le corps T disparaisse et
que, par conséquent, une cavitation se produise dans le
liquide. La surface libre de la cavitation commencera a se
déformer. Le probléme général des cavitations consiste en
I’étude de ce phénomene. M. Riabouchinsky (*) a donné un
procédé général pour résoudre ce probléme. Nous y revien-
drons dans le Chapitre II.

Le cas le plus simple est celui ou le corps T est une
sphére. Ce probleme appartient & Besant (*) et a été résolu
par Rayleigh (*). Il vient d'étre l'objet de recherches de
M. Riabouchinsky (*). On les trouvera dans le Chapitre Ier.
Nous y exposons aussi quelques considérations sur la stabi-
lité des cavitations et les appliquons ensuite & 'étude de sta-
bilité des cavitations sphériques.

(1) Riabouchinsky. Comptes rendus, t. CLXXXII, 31 mai 1926,
pp. 1325-27.

(2) Besant. Hydrostatics and Hydrodynamics, § 188, 1859.

(®) Rayleigh. On the Pressure developed in a Liquid during the Col-
lapse of a Spherical Cavily. Phil. Mag. August 1917, pp. 94-98.

(*) Riabouchinsky. Bulletin technique du Service Technique de I'Aé€-
ronautique, f. 17 avril 1924, p. 25.

Riabouchinsky. Comptes rendus, t. CLXXVI, 1923, p. 1278; t. CLXXXII,
1926, p. 1325 et t. CLXXXIV, 1927, T mars.
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Le deuxiéme Chapitre est consacré a 1'étude des cavita-
tions ellipsoidales. Nous y donnons une méthode générale
relative aux surfaces de cavitations et démontrons ensuite
I'impossibilité d’existence permanente d'une cavitation ellip-
soidale. Dans le dernier paragraphe nous appliquons le pro-
cédé de M. Riabouchinsky et obtenons une solution appro-
chée.

Dans le Chapitre III nous traitons par des méthodes élé-
mentaires quelques problémes se rattachant a celui des
cavitations planes. Nous supposons que le liquide est pesant
et, en adoptant ’hypothése du parallélisme de tranches, nous
étudions le mouvement du liquide dans des tubes cylindri-
ques.

Les recherches que nous exposons ici sont loin de traiter
le probleme des cavitations dans toute sa complexité. Nous
serons heureux si ces essais peuvent un peu éclaircir des phé-
nomeénes si complexes et faciliter le choix des voies pour de
nouvelles recherches & ce sujet.






CHAPITRE PREMIER

CAVITATIONS SPHERIQUES

§ 1,1. — Cavitations sphériques (*).

Imaginons dans un liquide infini une cavité sphérique,
engendrée par la dilatation ou la contraction d'une enveloppe
sphérique. Le mouvement du fluide étant entiérement symé-
trique autour du centre de la spheére, le potentiel des vitesses
a la forme

A
(1) =
ol
r = \/x§+y§—1— z%,
Désignons par a le rayon de la sphére. A la surface de la
sphere on a :
29 . A -
(3—7'_>r —a @ a
o da . o e
ol g =—r.0n obtient ainsi :
) A=—aa® ¢=— “;}2.

(1) Rayleigh. On the pressure developed in a liquid during the col-
lapse of a spherical cavity: Phtlosophical Magazine, vol. 34, 1917,
pp. 94-98.

D. Riabouchinsky. Comptes rendus, t. CLXXVI, 1923, p. 41278.

D. Riabouchinsky. Bulletin technique du Service Technique de I'Aé-
ronautique, f. 17 avril 1924, p. 25.
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Le mouvement considéré n’étant pas permanent, I’équa-
tion des pressions sera

p_ 4 e\ 2% __p
3) s (R)+5=2

ol p, est la pression a l'infini et o la densité du fluide. La
pression & l'intérieur de la cavité étant nulle, on obtient
I'équation

1 /292 o9 __ P
(4) E(E)r:a_*_(-a—l‘)r:a— P
ou en substituant les formules (2)
3 Po .
(5) ad+-—2-a2+—o-—0.
Intégrons une premiére fois cette équation. On obtient
g p q
— 2P (a’
(6) @ = 3 po ( aox )

ol a, est le rayon maximum de la cavité. De cette formule
il s’ensuit :

.

() a=— 2
p a

On voit, que la vitesse de contraction a ainsi que I'accéléra-
tion deviennent infinies au moment ol la cavité disparait en
se contractant complétement. Aprés avoir atteint le rayon
maximum a,, la cavité commence & se contracter. La durée T
d'ane contraction compléte de la cavité dea ==a,a a = 0
sera d'apreés la formule (6) :
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ad . ..
ol 3z =— O On obtient ainsi
0

—7T

®) T=ay/ & )z ) —0,91468 \/__
moE)

Ramenons maintenant I’équation (6) a la forme canonique
de Weierstrass. En supposant

_ &
= Via
on obtient
_alde \/2 Po.
T Yiaois =1
d’otr
du % /2
(9) E;:—f\/‘s’:'dt T = pu.
Mais

L= hp* — p* =6p* — p* —2p* = pp" — p* — 2p’.
L’équation (9) prend la forme :

pp' — Pt T P AW
( o ——2p>du——-— 35 dt.
En effectuant l'intégration, on trouve
p __ N \/ 2 o
(10) e + 20u = a (¢ +¢)
Qo ___ 33
< = VApu.

L’énergie cinétique de tout le fluide est
(1) T ~—27tpf ( )r%l; = 2mpata® =

4
=g npo(a; — a).
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On remarquera, que 1'énergie cinétique ne dépend pas de la

densité p. A l'instant ou le rayon de la cavité s’annule, un
. . C . . 4

choc a lieu, et une perte d’énergie cinétique égale a 3 TG

s’ensuit.

Pour éviter les vitesses infinies et la discontinuité, on peut
supposer que la cavité est remplie de gaz, dont I'équation
caractéristique est

(12) p = @)

‘équation de pression donne

ai’z+%éﬁ+%—-@=o

d’ou
adada -+ % atatda -+ —%’l a*da — —f((:—a) atda = 0.
En intégrant, on obtient

(13) g @@ + 5 (@ —al) — 3 [F(@) — F(a})] =0

ou F(z) est la fonction primitive de f(z).

Si le gaz suit la loi de Mariotte, on a F(z) = ajp, g z, ou p,

est la pression du gaz 4 l'instant oll @ = a,, et la formule (13)
donne

‘e 2p, <a03__ ) 2p1 ao® (42
@=(F—1) T Tl

Le mouvement devient périodique, le rayon ¢ variant entre
a, et a,.
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Si le gaz se dilate adiabatiquement (ce qui a lieu, par
exemple, dans le cas d’explosion d'une mine) on a (*)
3y
F(z) = —Lmop 2t
et I'équation (13) prend la forme

o= (B ) e (2]

Les cavités sphériques jouissent d'une remarquable pro-
priété. Leurs surfaces libres se confondent avec des surfaces
équipotentielles. Démontrons avec M. Riabouchinsky, que
les cavités sphériques et cylindriques circulaires sont les seu-
les qui jouissent de cette propriété (*).

Soit

¢ = o(t)

la surface équipotentielle qui se confond avec la surface de
pression nulle

(14) P +32 P

ou
- D? 2 z)c‘p 2 3_?— 2
r=()+ () +GE)
Puisque cette surface est une surface liquide, on a
. 2 )
(18) ¢+ 5 =5

sur ¢ = ¢. Les équations (14) et (15) donnent :

() Lamb. Mathematical Theory of fluid motion, § 6, pp. 69-T4. A
Collective Work ; « The mechanical properties of fluids », 1923.
(%) Comptes rendus, t. CLXXXII, 31 mai 1926.
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Done sur la surface ¢ = ¢(¢), on a

dy

5, = ¢ = const.

La formule de Green

o=z Sea (5) -7 &l

=cC

donne la forme générale du potentiel ©» dans le cas consi-

déré :
—— 4 (%
¢ = 4 u[ f r "
p=c

On voit, que le potentiel © est le potentiel d’une simple
couche dont la densité est constante. La recherche de la
forme de la surface © = ¢ est équivalente au probléme élec-
trostatique suivant : quelle forme doit avoir le conducteur
pour que la distribution d’électricité sur lui soit uniforme ?
Les seules solutions de ce probléme sont la sphére et le

cylindre infini. D’ou s’ensuit le théoréeme de M. Riabou-
chinsky.

§ 1, 2. — Cavitations cylindriques circulaires.

Les raisonnements du paragraphe précédent peuvent étre
appliqués dans le cas du mouvement & deux dimensions.
Supposons, que la surface S de cavité soit une surface cylin-
drique circulaire infinie. Le mouvement étant entiérement
symétrique autour de I'axe du cylindre, le potentiel des
vitesses a la forme :

e=Algr,
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A la surface du cylindre » — a on doit avoir.
29 -
(3;) =2 @
d’olt
(16) A=aa o=uaalgr.

La pression sur la surface » — a étant nulle, I'équation
de pression sera

1 a?a?

(17)1;--1-5 — + (aa + a?) lgr:—i—d’—l—(ad—kd’)lg a.

Il s’ensuit de cette équation, que la pression p a l'infini
devient infiniment grande ou que, si la pression a l'infini
est finie, la cavitation ne se contracte qu’avec une vitesse
infiniment petite. Pour éviter cette difficulté, supposons avec
M. Riabouchinsky ('), que le liquide soit limité extérieure-
ment par une membrane. Désignons par 4 et p,, le rayon de
cette membrane et la pression sur la surface limite. L'équa-
tion de pression (17) donne

/1 . 2 .
7 <1—ibl-,-> + (aa + aﬂlg%:——
ou

a*a da (1 — Z:) + lg%d(a’d’):Q{—“ a da.

En prenant en considération, que b = aa, et en inté-
grant, on obtient

Doz _ 8\ __ 9.9 _ﬁ
T(ao a’) = a*a’ Ig — .

(1) Conférences. Année scolaire, 1925-26, Sorbonne.
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La durée T d’une contraction compléte de la cavité de
a= a,d a = 0 sera d’apres cette formule

— 0
D= [0 \gt—Tga.
\/P a0 ‘/aoz__az\/g ga

T est fini pourvu que p, et & le soient. Sila valeur de b est
trés grande, on a approximativement

gTN Vs —a\Ig5.

Si p, est de méme grandeur que lg b, la durée de contrac-
tion est finie.

§ 1, 3. — Sur la stabilité des cavitations.

Nous donnons ici quelques considérations générales sur la
stabilité des cavitations et les appliquons ensuite a la
démonstration de la stabilité des cavitations sphériques.

Soient o(M, 1) et f(M, £) == 0 le potentiel des vitesses et
I'équation de la surface S de la cavitation a l'instant . Les
fonctions ¢ et f sont des fonctionnelles qui dépendent de la
forme de la cavitation & 'instant initial, caractérisée parl’équa-
tion /(M) = f(M, t,) = 0, et de la distribution initiale des
vitesses donnée par le potenticl des vitesses o (M) = o(M, ¢,).
Ce fait mis en évidence, on peu? écrire

(18) ¢=@(|oy /o |, M,8) [f=F(|¢s/f],M1)

La question de la stabilité des cavitations est liée directe-
ment & la question de la continuité des fonctionnelles F et @,
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La fonction harmonique ¢ et la fonction / doivent satisfaire
aux équations

>2 3
q

(19) +

I
li

-6
—ol?

o] =~
<
~

e (f=0)
(20) ggrad f + 57 =0

ou
->2 2 2 2
=)+ )+ )

Ces équations nous montrent, que les fonctionnelles F et ¢
ne peuvent étre continues qu’en considérant le voisinage uni-
forme du premier ordre dans les champs fonctionnels /, et o,.

Nous dirons, que la cavitation S est stable, si la fonction-
nelle F' est continue dans le point f;, o,, et qu’elle est instable,
si le cas contraire a lieu. Désignons par o et ¢f les varia-
tions des fonctionnelles ® et F qui correspondent aux varia-
tions 3¢, et ¢f, des conditions initiales. Supposons : 1° que les
modules des fonctions 8o, et ¢/, ainsi que les modules de
leurs premiéres dérivées partielles soient des quantités infi-
niment petites ; 2° que les fonctionnelles F et ® ainsi que leurs
premiéres dérivées partielles par rapport a z, v, z, / solent
continues.

Les fonctions ¢ + do et f 4 &f qui correspondent au mou-
vement perturbé satisfont aux équations :

, 4> > > P 2 a9
(19) 5 ¢ +99¢+ 599 +*5;+—;,7?'=z;1

’ 3 5
(20) g grad f4-q grad 8f4-3¢ grad f4- a_:: :»D zf 0
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ou en négligeant les quantités infiniment petites de deuxiéme
ordre

" d 1 > -> >
0
(20)" - (gg[‘ddf—}--a—t> 8n+ggrad 8f+

%ggd/‘+—°§t£=0

ou 7 est la normale extérieure a la surface S et
—_ of
- a]“ 2 3/‘ 2 3,“ Pl
VEE) + )+ ()

Les équations (19)" et (20)" sont linéaires par rapport a
3¢ et of.

Si on pouvait trouver une solution du systéme (19)"-(20)"
telle, qu’elle tende ainsi que ses dérivées partielles du pre-
mier ordre vers zéro avec 8o, et 6f,, nos hypothéses seraient
justifiées, et on pourrait affirmer que la cavitation est stable.

Appliquons les raisonnements précédents a I'étude des
cavités sphériques.

§ 1, 31. — Stabilité des cavitations sphériques (*).

Dans le cas d’une cavité sphérique on a :

(21) ?z_d“’ fema—r gq=2%.

r r2

(1) Ce paragraphe a été I'objet d’une communication & ’Académie
des Sciences (Comptes rendus, t. CLXXXIV, S¢ance du 30 mai 1927).
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Introduisons les coordonnées polaires », 6, 4. L’équation
(19)" prend la forme

1 2¢% o 20
- ;){ oa+—w—at8a+qoq+——?-—0 (r=a)
ou en substituant les formules (21)
(22) 022420 L Ba=0 (r=a).

L’équation (20)" se simplifie aussi et prend la forme

a o cada 3y | dda
(23) 270a+a7—-—3—'_ -Tt-:o (T:a)

Pour simplifier nos raisonnements, supposons que le mou-
vement perturbé soit symétrique par rapport a ’axe polaire,
c’est-a-dire que les fonctions co et 6a ne dépendent pas de la
variable 4. Développons ces fonctions en séries de fonctions
sphériques

0
(24) o-z" L 2 (O)Xa(cost), Ba=—=N fulr, H)Xn(cos )

n 41

n=>0

ou X,(cos 0) sont les polynomes de Legendre. Substituons ces
expressions dans les formules (22) et (23) et identifions & zéro
les coefficients des X, (cos ).

En désignant fn(a, ¢) par y.(¢), on obtient
() _gy—0 (@) Yeig,=0
ol

(2) pP=—t=Ps ()

e a’

Soit ¢, un moment quelconque qui précéde le moment de

la contraction compléte de la cavitation. Les coefficients a,
DEMTCHENKO 2
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et i étant réguliers dans l'intervalle 4, ... #,, o, 4 ¥, sant
aussi réguliers dans cet intervalle. Désignans par 2% ef )
les valeurs que prennent z, et %, a l'instant initial. Les inté-
grales z, et y, du systéme (22)-(23)’ satisfont aux inégalités

(26) .l’i \—‘T +(n i_])1j?129 l/i<—?—y?ﬁ+(n+1)8xﬂf
ou (n+ 1)Set (n+ 1) I sont les limites, supérieure et infé-

rieure, du quotient (—%"-)2

_ bt __pay’
(27) S = 2p, I= 2pyag®

En effet, d’aprés (22)-(23/ on a

{-z (%) zodx, + [ Ynldyn=0.

D’oli on obtient facilement les inégalités (26).
D’apres les séries (24) on a

0
H1 o et 2
Mg |o=["" (9, _, dp =Yg o)

—1 n=10
+1 v
M(a[t):/ 1(6@'6@:%2’2”:4% (v = cos 0)
n=20
+1 aaq, 1 &2 1y
< l )—f )r ***“?7220 2n 41 x:l

En substituant dans ces formules les inégalités (26), on
obtient

" M(p | £) < M(p | 2) 425 M(a | 4)
Mia | ) <T(5) Mafn) + M3t m).
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On voit que 8 et 8a tendent en moyenne vers zéro avec

<D§f°>r :aet (8a);=1. Par conséquent, 32 et 3¢ ne peuvent
avoir une valeur finie que sur I'ensemble de points dont la
mesure tend vers zéro avec les variations initiales. Nos hypo-
théses sont justifiées. Qu'il nous soit permis d’en conclure
quil y a lieu de considérer |es cavitations sphériques comme
stables.



CHAPITRE II

CAVITATIONS ELLIPSOIDALES (%)

§ 2,1. — Surfaces des cavitations.

Le probléme traité dans le chapitre précédent est un cas
particulier d'un probléme beaucoup plus général. Ce pro-
bléme consiste en la déterminaison de la forme et du mou-
vement d'une surface S de pression nulle a l'instant ¢ con-
naissant la forme et le mouvement initial de cctte surface.
M. Riabouchinsky (*) a donné une méthode générale pour la
solution du probléme posé.

La surface de pression nulle

->2 P ->2 2 » \2 2

O I AR )

étant une surface liquide, on obtient

@ 20 @ LZ_o @ Lr_o

de de
avec
d 2 2 p D 2z D + 3
dt — dx x dy oy z 2z | oL

(1) Ce chapitre est I'objet d’un article qui vient de paraitre dans le
Journal de I’Ecole Polytechnique, 1921.

(3) Comptes rendus, t. GLXXXII, 31 mai 1926, pp. 1325-27.
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Développons le potentiel © en série de la forme

8) o=+ olt—1) + 3ot — ) + .

Les équations (2), (3) ... nous permettent de calculer de
proche en proche les coefficients de ce développement. En
effet, connaissant le mouvement et la forme de S a I'instant ¢,
on peut calculer la fonction ¢,. L’équation de pression (1)

nous donne les valeurs initiales de—— sur S et, par consé-
¢
quent, la fonction ©,. Ensuite, d’aprés 1'équation (2), on

obtient les valeurs initiales de %zt% sur S
2 - >
(2 bis) Yo W ol

et, par conséquent, la fonction z,. L’équation (2)' nous donne
’ T

hisy 2P dg gy " % | v
@bis) m=—\w) —arsr— 1 d¢2 +dt o T
d’ol1 on trouve o, De la méme maniére on calculera de proche
en proche les fonctions o, ©,, o,... La série (3) que l'on
obtient ainsi satisfait formellement aux conditions du pro-
bléme, mais il faudra démontrer dans chaque cas particu-
lier sa convergence.

Le procédé de M. Riabouchinsky a l'avantage d’étre tres
général. 1l peut étre appliqué méme dans le cas des cavita-
tions produites par le mouvement de solides dans un liquide.
Mais il est purement théorique, et il serait difficile d’en obte-
nir des exemples de surfaces de cavitations.

En partant d’'un autre point de vue, nous donnerons ici
quelques considérations générales sur les surfaces des cavi-
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tations et les appliquetohs enshite & 14 déthotistrdtion d'fm-
possibilité d’existence d’une cavitation ellipsoidale.

Soit

(A) fzy, 5,0) =0
la surface dé la cavitation. La vitesse normale de la défor-
mation de cette surface est égale a (1).

_x
B) § = of \2 3:-1 2/ \2
VEE+ () + ()

Sio(z, y, 2, ¢) est le potentiel des vitesses du liquide, sur
la surface (A) on a alors :

¢ d
3) o=

ot n est la normale & la surface {A). Nous arrivons ainsi aun
probléeme de Neumann. La fohction v étant déterminée, la
pression p est dohnée par 1'expression
pooAT/w\r  fap\e 2%\, % __ M
W S [+ + )]+

dx 2y 7 p

ol p est la densité du liquide et p, la pression & linflni, La
pression doit étre nulle sur la surface (A), et par conséquent,
on obtient la condition :

1 g \2 29 \2 29 2] % o
®)  s[(E)+(G)+GE) =k
Si cette condition n’est pas satisfaite, la surface (A) he peut

pas étre une surface libre.
Supposons maintenant quie nous ayons une famille de sut-

(*) Hadamard. Lepons sur fa propagntion des otdes, 1903, p. 104,
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faces & k parainbtres v; u, ... a; pour lesquelles nous puis-
slons rédoudre le problemie de Neumann: Soit

(6) f($, Y, Z, Ay, ay ...ap) =20

I'équation de ces surfaces. Introduisons les coordonnées cur-
vilignes de Gauss p et v et écrivons I'équation (6) sous la
forme paramétrique :

6) z=x(n,v,a), y=y(p,v, @), s=z(,v,a) t=1,2... k.

Si une surface de famille (6) se déforme, la vitesse nor-
male § de la déformation est alors égale a

of - of . of

(7) b D—(lla1+m "+5d—kdk
- of NP, (of ¢, [}
V) =5+ 6
oll @ = % . Le potentiel des vitesses du liquide qui entoure

la surface (6), a la forme

(8) ?:?,d,+cpgag+ ceo = Drap

ou les fonctions harmoniques ¢, satisfont, a la surface (6),
aux conditions :

of
- 5,

RN a7
D’aprés (8) on a

&g-
)

!.

(5)

U

k k
> 29, - -
(10) 3= 2 (b + ¥ s wa)
1=1 )=1
avec
. d?az
a,=
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Si la surface (6) est une surface libre, alors I'équation (5)
doit étre satisfaite, et par conséquent, on a sur la surface (6)
une identité de la forme :

R

k R
(11) ¥ ¥ Aaa+ Y A,a,zif} )
1=1)=1 1=1
Supposons maintenant, que les coefficients A, et A, pus-
sent étre développés a la surface (6) en séries de puissances
par rapport aux coordonnées curvilignes w et v.

(12) A,j: Z Z A;""}L"‘V" A= Z Z Az"m}x’"v".
m=0 n=0 m=0 n=0
Puisque 1'équation (11) est une identité par rapport a w et
v, on obtient

ke k
¥ ¥ Avag + Y AXe, =1
=17=1 1=1 e
R k
Z Az'ma'a]_}, 2 A:Ymal:() m,n:0,1,2...oo

1=1)=1 1=1 ’n:n¢0

I1 est évident qu’il est impossible dans le cas général de
satisfaire a toutes ces équations qui sont en nombre infini.
Mais si les coefficients A, et A, sont des polyndomes ou des
fractions rationnelles en v et v, le nombre des équations (13)
est dans ce cas fini. Si le nombre des équations indépendan-
tes est plus petit que £ ou égal a £, le systéeme (13) admet
alors en général des solutions, et par conséquent, parmi les
surfaces de la famille (6)il y a des surfaces de cavitations.
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§ 2, 2. — Impossibilité d’existence d’'une cavitation
ellipsoidale.

Appliquons les résultats du paragraphe précédent au cas
particulier ou les surfaces (6) sont des ellipsoides. Nous uti-
liserons les notations employées par P. Appell (').

Introduisons les coordonnées elliptiques ¢, v, v (181] :

(14) z=nRMN, y=h~RMN, z=—~RM,N,.
L’équation (6) a la forme

(15) f(l‘, Y, 2, @y, Gy, aa) =

xt y?
o — a? + 0, — &2 +

zl
o—a 1=0
o

P

ou

@ = g — o = [Ry(p,) = (Ri)’
(16)
ay=p} — b*=(R})* a;=p; —c*= (R

Nous avons d’apres la formule (7)

Xt - yr - e
Za+Lra+ =a
az U + adt + a7 @

A7) 6 —

J e
N wxtoxt o

ay® as?

Mais il est aisé de voir que [124)

(18) u? y? s 1

a? (122 032 - lokloﬁgoﬂao

(!) P. Appell. Traité de mécanique rationnelle, vol. 1V, 4921.
Ci-dessous les chiffres entre crochets renvoient aux formules de ce Traité.
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ot [164]

2 1
(19) b= =

En substituant les expressions (18) et (14) dans (17), on
trouve facilement

3
(20) b= ZURIR Y AeMeNy LB

D’autre part on a [167]

dgo dy dp dy  [hR;°RyOR,°
& e
La foriiule (3) donmneé
3
(22) ( ) - %Z 2MzNz 218 % dlo az .

Pour calculer 3 il faut développer M2N2 (2 =1, 2, 3) en
produits de Lamé. En introduisant les fonctions M;, Ny, N,
N; de Lamé [182], on trouve

("’ ) M,N, = wy? — m’(yﬁ +v?) + o2,

MING = pov? — a*(p 4 v*) + o
Donc on obtient
(24) (4 — o)MIN? = (2 — a?)M,N, — (of — a)M,N; +
+ (e —o) (2 — @) (¢ —a?)
et les formules analogues pour MiN2 et M;N3 :
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(0 o )MENE = (00— 65)M,N; — (& — 6)M,N, 4
(24) + (e —a') (0 —6) (& = 6%).
(@ — oa)M2N3 = (ot — &)MyNy — (o — ¢)M;N,; +
(8 — o) (o — ) (of == ¢7).
D’aprés ces formules on a

(25) (gg)o —— s Y 18 % [0 — a?)MNy—
— (' — a®)M:N; + (o — OL) (d.—ag) (' —ar)].

Le potentiel des vitesses s’obtient immédiatement d’aprés
les regles générales [173]

(26) o= AMN,S, + AMN,S, + A S,

ol A, A' et A, sont des constantes :

. Po i lg ay
A= e e e )
I ___ PO d ]gn ’
(2‘7) A - 2(&-——(4')3' (@(‘) 2 lli dl ‘ ( - az)

—_— 25’ Z h: d lg a. aE) {of 2 aa)

Ss, Sy et S, sont les fonctions de Lamé de deuxiéme espéce
et 8, 8%, S, leurs dérivées. Nous voyons, que ¢ est un poly-
nome de deuxiéme degré par rapport a u* et v*.

Si T'ellipsoide (15) est une surface libre, la condition (8)
doit alors étre satisfaite. Cette condition prend la forme [128]:

1 / dyp 2 1 /o9p)\2 ¥ Do
&) gF &)+ m G - E) =T
Nous avons désigné par 3 la densité du liquide. o, 3, y sont
donnés par les expressions :
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0l — pot (42 — po?) (v* — 00%) ge — ) (po® — 1)
99 - Ri2R 2R 2 M 2M,2M 42
( > 2 __ Moo —¥?) (W2 —?)
Y= N.2N,?N,?

L’équation (28) se transforme facilement comme suit :
2(2) RiBgRem (v — ) 42 (25) MIMSMSeiv* (o3 — v7) +
(30) + 2 (3% ) NaNgNgol 2wt — o) +

+ ottt —) (W — ) O —pd (R — 2 ) =0

C’est une équation symétrique de septiéme degré par rap-
port a p*v’ et de quatriéme degré par rapporta p? et v? séparé-
ment. On obtient donc onze équations de la forme (13). Puis-
que dans ce cask —3, on ne peut pas satisfaire simultanément
a toutes ces équations, 4 moins de circonstances exceptionnel-
les. qui en fait ne se produisent pas, et par conséquent, les
surfaces (13) des ellipsoides ne pourraient étre des surfaces
de cavitations. Si a l'instant initial la cavitation a la forme
d’un ellipsoide, & D'instant suivant elle cessera d’avoir cette
forme.

§ 2, 3. — Cas d’un ellipsoide de révolution.

Nous examinerons maintenant le cas d’un ellipsoide de
révolution. Remarquons d’abord, que si la surface de la cavi-
tation est au moment initial une surface de révolution, elle
restera en se déformant toujours une surface de révolution.
Dans ce cas les formules du paragraphe précédent se simpli-
fient beaucoup. Le nombre des équations (13) se réduit a
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trois, mais le nombre des parameétres étant égal a deux, les
résultats négatifs que nous avons élablis restent en vigueur.

Supposons que a — b, c'est-a-dire que ’ellipsoide soit un
ellipsoide allongé de révolution autour de Oz. Les formules
(14) prennent la forme [158] :

(31) z—=r,sinflcosw y—=r, sinfsinw z=r,cosh
ou

(32) 7‘1:\/92—a2 7'2:\/92—02 sinQ:\/‘f:_f_

at —¢2
Nous transformerons avec Lamb (') ces formules comme
suit :
33) z=0ocosw y=wsinw z=kcoshn cos—==4Alp
ou

“:/csin&sinv,:/,cv/f__?\/ce_l P-:COSQ
{=coshn k=\a*—¢ sinhw.—_:\/’ﬂ—“2

az — c?

(34)

¢, » et w sont les nouvelles coordonnées elliptiques. L’élé-
ment linéaire a la forme

35 ds? — o2dp? + B2dC 2(fe?
5 +v
B36) o=k {5 B =k G =R - — 1)

Les surfaces des elhpsol'des sont { = ¢, ou

2 2
(37) f(x,y,z;/c,zo):,c,coshz + ¥ 1.

k2 sinh? 90
On trouve sans difficulté
, = e
(38) b=k —{—/f Eﬂ?—q .

(!) Lamb. Hydrodynamique, § 103.
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D'autre part on a :

dy 1 dp 4 TI1 dp

PRy T VA g B 2
Diol

d_ﬁ“ J— £Yd) ut

D’apres cette formule (voir Lamb § 104) le potentiel des
vitesses a la farme

(39) o = AX(YA(5) + BY,(9
ol A et B sont des constantes

o ¢t _ &kk
(40) A o dY'ﬁ(co) (‘go2 - 1) B= Y’ C0) +

ke, . 4 )
Y G = 1) (C" 3

Nous désignerons par X,(u)les polynomes de Legendre et par
Y,(%) les fonctions sphériques de deuxiéme espéce qui leur
correspondent :

X—-—-—3 1 ___ C+1
) B —1)  Y() ey

c4+1

Y, = ;(3?— 1y 18’5—_7—;,-?;

La condition (5) se réduit a

irs 2V 422 B

@ gz G ) =S

ou d’apres les formules {36)
1 29 \1 2 \2

wla—w () +@—v(E)]+

+ 26— ) (F— L) =0

(43)
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C’est une équation de deuxjéme degré par rapport a pe.
Elle a la forme

(44) At + A+ A, = 0.

Puisque cette égalité doit étre une identité par rapport a p,
on obtient trois équations

(45) A=0 A=0 A, =0.

Nous avons seulement deux parameétres arbitraires £ et C.
On pourrait démontrer que les équations (45) sont indépen-
dantes et, par conséquent, ne sont pas compatibles. Donec
'ellipsoide allongé de révolution ne pourrait étre une sur-
face libre.

Indiquons un cas particulier d'une simplicité remarqua-
ble. Si l'ellipsorde se déforme en restant homothétique a
luf-méme, alors {' == 0 et par conséquent

(46)  A=0 B = — LG~ 1),

Le potentiel » ne dépend pas de p :
¢=BY,(0) HF=tM ()=

ot
— [ (f2 — 2 y 4 1 .
— Co(so 1) (/ﬁ’ + kk ’) lg \/.E%%I
L’équation (42) prend la forme

4 2
(18) (L)@ —+2a—w)(E—2)=o0.

Cette équation est linéaire par rapport & p2. Nous obte-
nons deux équations :

ol 0 1 29 \? 2 .
W)  F-D=0 H(E)G—n=0

ou d'apres les formules (47)

(47)
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1 \ L B
Q‘Co(g?; —1) lgéoi: (k™ + A" +-%0-—0
(50)

Ch (G —1)=0.

Les solutions de ces équations sont

1°/=0 Fk=const. p,=0

(51) 207 =1 po —= 0.

La premiere solution donne comme surface de cavitation
un ellipsoide immobile a condition que la pression & l'infini
soit nulle. Cette solution est évidente et reste valable
pour une surfacequelconque, comme le montrent les équa-
tions (13). La seconde solution ne présente pas plus d’in-
térét. Remarquons, que lellipsoide {, — 1 se réduit a un
segment de longueur 24. La cavité peut étre considérée
comme un tube infiniment mince de longueur 24 qui varie
arbitrairement.

Le cas d'un ellipsoide aplati (6 — ¢) peut étre étudié de
la méme maniére. Indiquons ici quelques formules (voir

Lamb, § 107) :

z=kecoslsinhn —=/Apl, y=osinw, z—=0ocosw

(52) { =—sinh ¢ ®w=cosf ® = £ cosh 7 sin 6.
o dj G »r Cog w2
(83) () =hhG+RT 55 e=Apwail) + B
ou
plp) =5 (B + 1) () = arcetg ¢
(54 1

g2(%) = 5 (38 + 1) arcctg L — _i_ Z.

La solution {, = 0, p, =0 correspond a la solution 2° (51).
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La cavitation a la forme d'un disque infiniment mince de
rayon £ qui varie arbitrairement.

§ 2, 4. — Solution approchée.

Les résultats négatifs que nous avons obtenus montrent,
que le probléme d’une cavitation qui a, a I'instant initial, la
forme d'un ellipsoide, est loin d’&tre résolu et présente de
grandes difficultés. Nous pouvons seulement indiquer une
solution approximative, en suivant le procédé donné dans
le § 2, 1.

Nous supposons, que le liquide est au repos a l'instant
initial. Le premier terme du développement (3) est, par con-
séquent, une constante qu'on peut supposer égale a zéro
(9, = 0). L’équation de pression (1) nous donne

%N\ __ Do
(68) (zv)o‘"a‘
d’ou on obtient
(56) b= e Silp)

D’apres I'équation (2 bis) on a : 9, = 0. L’équation (2" bis)

donne la valeur de <33—?>0 sur S. On obtient

hits
3\ fdg .\t /> 29 \?
(5),=—2 %)= —2emd 3}),
ou d’'apres (56)
a2 Y s R e R K
(87) <3t3 )o— 2< o )o a7 (gt —po?) (P —po?)

ou
K — 2PoS (po) (Ri)2 (Ry0)? (Rg%)? ,

FSo(po)po*
DEMTCHENKO 3
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On calculera la fonction ¢, en développant cette expres-
sion en série des fonctions de Lamé.

D’apres la condition (2)" on trouve facilement que o, = 0.
Donc le développement de la fonction ¢; = a la forme
suivante :

(58) Po = po :.ﬁ(t_to)_K (1 = o)

6(u2 — pg®) (v* — po%) -+
+ (t—1)°0

ou () reste fini pour ¢t = ¢,

Si l'instant ¢ est infiniment voisin de l'instant initial = ¢,,
on peut négliger dans le développement (58) les termes
d’ordre supérieur. On obtient alors

(59) o =53 Soe) (¢ — t,)-

Cette formule nous donne la distribution des vitesses an
commencement du mouvement. Nous voyons, que les vites-
ses sont normales a la surface de lellipsoide initial et
qu’elles sont constantes sur cette surface, tandis que les sur-
faces équipotentielles sont des ellipsoides homofocaux.



CHAPITRE Il

SURFACES PLANES LIBRES D’UN LIQUIDE PESANT

§ 3, 1. — Mouvement dans un tube.

Dans le premier chapitre, nous avens ¢tudié les cavita-
tions sphériques et cylindriques circulaires En passant & la
hmite, on abtient les cavitations planes. Nous supposerpps
dans ce qui suit, que le liquide est pesant, et pons traiterons
d’une fagon approchée quelques problémes se rattachant a
celui des cavitations planes.

On étudie le mouvement d'un liquide pesant dans un vase
en linéarisant Je probleme, c'est-a-dire en supposant les
mouvements tres petits. Le probléme ainsi posé se raméne a
une équation intégro-différenticlle (') qui présente de gran-
des difficultés. On arrive a des résultats trés compliqués
méme dans les cas les plus simples. C’est pourquoi il neus
parait intéressant de donner ici une solution élémentaire
d’'un cas du mouvement du liquide pesant en’adoptant I'hy-

(*) Hadamard. Sur les ondes liquides. Comptes rendus, T et 21 mars
1910.

Bouligand. Sur les singularités & la paroi dans le probleme des endes
liguides. Bulletin des scienres mathématiques, mars-avril 1926.

Bouligand. Sur les équations des petits mouvements de surface des
fluides parfaits. Bulletin de la Societe Mathématique de France, 1912,
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pothése du parallélisme des tranches dans certaines régions
occupées par le liquide, quoique cette hypothése puisse
éveiller de grandes objections et quoique les solutions ainsi
obtenues soient loin de présenter exactement les phénome-
nes réels. Mais en méme temps cette restriction nous permet
d’étudier les mouvements finis et d’obtenir les solutions
complétes en fonctions elliptiques.

Les raisonnements qui suivent ont été en grande partie
suggérés par M. Riabouchinsky, a qui nous devons la plus
grande reconnaissance.

Prenons pour unité de densité la densité du liquide, diri-
geons 'axe Oz vers en haut et faisons coincider le plan Ozy
avec le plan de charge. Soit T un tube cylindrique d'une
section normale quelconque plongé verticalement dans un
liquide infini. Désignons par / la longueur de la partie du
tube au-dessous du plan de charge. Nous supposons : 1° que
cette longueur soit grande par rapport a la plus grande des
dimensions de la section normale du tube; 2° que le liquide
se meuve dans le tube par tranches horizontales, et que, par
conséquent, la surface libre dans le tube soit toujours un
plan; 3° que la surface libre du liquide extérieur reste au
repos, ¢’est-a-dire que le plan de charge soit immobile.

Soit z = a I’équation de la surface libre dans le tube. Le
da
dt
et ol la fonction w(z, y, z) ne dépend pas du temps. Dans le

tube, on a, d’aprés nos suppositions

1) w(z,y,z) =z -+ h
ou A est une constante. Sur la surface libre du liquide exté-
rieur qui est au repos, w(z, ¥, z) est constante. On peut tou-

potentiel de vifesse a la forme ¢ = aw(z, y, z), ol a =
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jours admettre que cette constante soit nulle. Il est facile de
désigner la limite inférieure de la constante 4. Le potentiel
w(z, y, 3) correspond au cas ot a = 1, c¢’est-a-dire quand le
liquide coule dans le tube. Sur le bord inférieur du tube ce
potentiel prend la valeur — / 4 /4 qui doit étre plus grande
que sa valeur sur la surface libre extérieure. Done, on a

(2) — I+ h>0 h > 1.

Si on néglige le gradient du potentiel le long de la surface
extérieure du tube, on pourrait admettre que h = /.
L’équation de pression donne

1 dw \2 2w \2 2w \ 2 .

®) p+g e [(52)+(5) +(5) ]+ avlwy,2) + g2=0
ou g est laccélération de la pesanteur et a = %ig . D’apres (1)
dans le tube cette équation prend la forme :

(4) p—i——;—d?—f—a(z—{-/l)-}—gz:o.

Sur la surface libre z — @ la pression doit étre constante.
Nous la supposons nulle. On obtient ainsi I'équation

) a4 ala+ h)4ga=0

qui détermine le mouvement de la surface libre dans le tube.
On obtient immédiatement la premiére intégrale de cette
équation :

(6) a@(a + h) 4 ga* = ge*
ou c¢* est une constante déterminée par les conditions ini-

tiales :

(7) gct — ga; + dﬁ (a, + A)
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a, et z = a, étant la vitesse et I'équation de la surface libre
a 'ifistant ¢ = ¢,. Ecrivons I'équation (6) sous la forme
(a + h)da
&) ot )@=
D'aprés (2) le facteur a -+ A est positif. Donc le facteur
¢* — a* doit étre aussi positif, et par conséquent, la vitesse
initiale @, doit satisfaire a la condition

) gc® = ai (a,+ k) + ga3 << ghe.

Pendant la durée du mouvement ¢ varie entre + ¢ et — ¢,
et par conséquent, le mouvement est périodique.

Pour ramener I'équation (8) & la forme canonique de
Weierstrass faisons le changement de variable

1
a = — ? h.
On a alors
N (.1: + 3 k) dx _
(10) =3 \gd
\/4;83 — g2x — g3
ou

1 8
(11) 92:4<02+§‘h2> gs=xh (02——;—/&)_
Les racines qui correspondent a cette forme canonique sont :
1
(12) e, =¢ +‘gh 6’2:"—0—{—%/1 33:—_25'}1.

La variable z varie entre e, et e,. Introduisons maintenant

largument elliptique «, en supposant x — pu. Léquation
(10) prend la forme

(13) 2i<pu + —3— /z)du = dt\y



SURFACES PLANES LIBRES D'UN LIQUIDE PESANT 89
d’ou
— . 4.
(14) Vg ¢ =21 (4 — Cu) + 5 ih (4 — )
en prenant pour instant initial 'instant olt « = w, c’est-a~

dire quand la surface libre atteint sa limite supérieure. Les
formules (14) et

(1) 4= pu—=gh
donnent la solution du probléme. Puisque 'argument # a la

forme u — t2 4+ w, « étant une variable réelle, 1a for-
mule (14) se transforme comme suit

— s 1 ia 4
(16) Vgt =—2i(Kin + 3 il >,-_~3-/m

Plu — €

D'dpres ces formules la demi-période du mouvement est
égale &

(17) t = — By + g i,
Pour caleuler les éléments du mouvement il faut savoir

le module ¢ qui c¢orrespond aux racines e,, &, e, (12). Ce
niodule est donné par le développetnent (*)

5 13
(=5+2(3) +15(5) +150 (g> +
ol
:.f/el“es_:‘vel—:j
Vei —es + Ver—e

dans le ¢ag ol g, > 0 et

[

4 4
vey — f3 — yEy — &3
EM& 3 %
vée, — e + \/32-‘-“03

dans le cas ou g3 < 0.

(') Halphen. Tracte des fonctions elliptiques, 1 vol., p. 270-271 (1886),
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On calcule les demi-périodes w et ' ainsi que 4 et v/ immé-
diatement a I'aide de formules connues.

Comme nous l'avons déja remarqué, le mouvement que
nous avons obtenu est périodique, ce qui est en contradiction
avecl'expérience. Ce fait tient & notre supposition a ce, qu'au-
cune perte d’énergie ne se produit. Cependant, en réalité
le mouvement du liquide dans le tube fait naitre des ondes
sur la surface libre extérieure qui se propagent dans tontes
les directions, a4 I'infini. La formation de ces ondes entraine
une grande perte d’énergie du liquide intérieur, et le mou-
vement s’éteint déja aprés une ou deux oscillations.

Supposons maintenant que le tube T soit infini et qu’il soit
plongé tout entier dans le liquide qui remplit seulement sa
partie supérieure. Soit / la distance entre le bord supérieur
du tube et le plan de charge. En raisonnant comme dans le
paragraphe précédent, on obtient sans difficulté les mémes
formules (5), (8), (10) et (11). Le facteur @ 4 4 étant négatif
(h <), on ac* < a’ La constante ¢* peut étre dans ce cas
aussi négative, mais si la vitesse a, est positive, alors pour
que les formules (8) et (10) soient valables pendant toute la
durée du mouvement, il faut que ¢* > %% La coordonnée a
variant entre @, et — o, le mouvement est progressif. La

variable z varie entre e; — — ¢ 4 %h et —oosic® >0, et
entre e, :———g—h et — w si ¢ < 0. Les formules (14)-(17)

restent valables si l'on suppose dans le cas ¢* < 0, que
o = v, + w,, v, et v, étant les demi-périodes imaginaires
conjuguées,



SURFACES PLANES LIBRES D'UN LIQUIDE PESANT 4t

§ 3, 2. — Cas d’un gaz qui suit la loi de Mariotte.

On peut modifier les conditions du probleme de § 3, 1 en
supposant que la partie supérieure du tube soit fermée et
qu’elle contienne un gaz qui suit la loi de Mariotte. Dési-
gnons par /' la longueur de la partie du tube au-dessus du
plan de charge. La pression du gaz a l'instant ¢ sera donnée
par la formule :

J
(18) p=g—g k=p—a)

a

oll p, est la pression a l'instant initial. En substituant cette
formule dans I'équation de pression (4) on obtient

(19) l,—f—a+1§ai+a(a—|—/z)+ga:0.

C'est I'équation du mouvement de la surface libre dans le
tube. La premiére intégrale s’obtient immédiatement

(20) a(a—|—h):i—\/g(a+/z)(62——02+ loll'j;lo)
ol
9t = gai + aﬁ(a'0 =+ h).
L’équation
I'—a

¢t — a2-+—%k—lg——_—_-0

l,—-*ao

a deux racines comprises entre /et — o . La coordonnée a
variant entre ces deux racines. le mouvement est périodi-
que. Si a l'instant initial @, = 0, on détermine le signe devant

le radical (20) comme suit. Développons lg [l,’ _: en puis-
- o
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sances de @, — a et négligeons les quantités infiniment peti-
tites d'ordre supérieur. On obtient ainsi :
s 2k l'—a 2
¢~ a4 gm:(“o—a)(“o-{—“-i'-gﬂ
Done si p, > — a,g, alors a < a,, et on doit prendre le signe

minus ; sip, < — a,g, alors a > a,, et il faut vetenir le signe
plus, ce qui est évident au point de vue physique.

§ 3, 3. — Mouvement dans deux vases cylindriques (‘).

Examinons maintenant un probléme plus général, quand
le liquide se meut dans deux vases T, et T, cylindriques
verticaux qui communiquent entre eux. Soient S, et S, les
sections normales de ces vases (S, << 8,). Prenons pour le
plan Oxy la surface libre dans les vases, quand le liquide
est en équilibre, et dirigeons I'axe Oz vers le haut. Soient
z = a, et 5 —= a, les équations des surfaces libres dans les
vases 4 l'instant 7. On a évidemment

@1) a, — — ka, =gt

Le potentiel de vitesses a la forme o, — a,(z, + ¢,) dans le
vase T, et la forme ¢, = a,(z, + ¢,) dans le vase T,, ou ¢, et
¢, sont deux constantes, qui vérifient I'inégalité suivante.
Désignons par /, et /, les longueurs des parties de vases T,
et T, au-dessous du plan Ozy, ot le mouvement s’effectue

(1) Ce probleme vient d'étre traité par Mazet, Sur les oscillations d’tih
liquide en vases communicants. Rendiwconti della R. A. dei Linces,
Roma, vol. I, série 6a, 1926.
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par des tranches horirontales. Alors il est aisé de voir que
(22) ¢ + ¢t > 1, + LA

En effet, supposons pour fixer l'idée que a, << 0(ay > 0),
c’est-a-dire que le liquide coule du premier vase dans le
second. On a alors

d1(“' L +c) < dg(— I, + cm)
d’oul on obtient immédiatement I'inégalité (22). Remarquons,
que d’aprés (21) et (22)

(23) athiin -,

Les pressions p, et p, dans les vases sont liées par 1'équation

B 1 -. - 1 -
24) p +§ ai + a(z + ¢,) + gz = ps +§a§+

4 ay(z, 4 €;) 4+ 93,.

Sur les surfaces libres py — p,, 5, — @, 3, — a,. On obtient

ainsi I'équation du mouvement des surfaces libres dans les
vases :

,1 . . . .-
(25) 3 (@ — af) + a,(a, + ¢,) —aa, — ¢) +
+ g(a, — a;) = 0.
En substituant la formule (21) on obtient

26) L@ (1= ) + aa(l — k) + ae, + k) +

+ag(l +4)=0

et en effectuant 'intégration
27) dya + k) == \/ 2 V/ (@ + h) (& — a3)
ou

(28) h= C;-{;C;Zf g =gag + (1 — &) (ay + h)ad.
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L’équation (27) montre, que la coordonnée a, varie entre - ¢
et — ¢, car le facteur a, 4 A est positif en vertu de (23). La
vitesse initiale a,, doit satisfaire a la condition

ga + (1 — A*) (a0 + h)afo < gh*.

Le mouvement est par conséquent periodique. L'inversion
d'intégrale elliptique (27) s’effectue comme dansle § 3,1.On
obtient ainsi

(29) a,:pu—:—ih \/T—g—/ﬁt: 2i(n — Qu) +
-}-gih(u——w).

Si les sections des vases sont égales (2= 1), | équation (26)
prend la forme

(30) a,(c, + ¢) + 2ga, = 0

et les oscillations deviennent harmoniques.
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PREFACE

Dans cet Ouvrage nous traitons de quelques exemples rela-
tifs 4 l'influence des bords sur le mouvement des corps
solides dans un liquide. Nous avons taché de répondre seu-
lement a des questions précises et limitées, sans nous occuy-
per de la théorie générale ('). C'est en étudiant des proble-
mes simples qu'on peut se rendre compte des phénoménes
complexes qui se présentent en réalité. L'influence des bords
sur le mouvement d'un solide dans un liquide est une ques-
tion d'un grand intérét pratique. Dans l'aviation elle a
une importance particuliére, étant liée directement aux lois
d’atterrissage et d'envol des avions. 11 était donc intéressant
d’étudier cette question au point de vue de la théorie clas-
sique du mouvement des corps solides dans un liquide (*).

(!) Cette derniere a été développée dans notre nete : Forces perturba-
trices agissant sur un corps qui se meut dans uyn liquide prés d'une
paroi. Comptes rendus, 1927, 28 novembre.

(?) Dans ce qui suit nous laissons tout a fait de coté les problemes sij
importants dans ’aviation de V'interaction du sol sur les ailes d'un aéro-
plane et de l'interaction mutuelle des ailes d’un biplan ou triplan,
Voir & ce sujet Maurice Roy, Sur la théorie des surfaces portantes (Scien-
tia, 1922), ainsi que les travaux de Prandtl, Betz et Munk On trouvera
des recherches expérimentales du méme sujet dans le Bulletin Techni-
que de Service Technigue de I’ Adronautiqus, no 19, 1924. Toussaint,
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Mais le probléme ainsi posé ne pourrait pas étre abordé avec
succes & cause de sa généralité, car les cas méme les plus
simples présentent plusieurs difficultés, comme nous le ver-
rons dans ce qui suit. Nous nous contentons d’étudier le pro-
bléme des perturbations dans le mouvement d'un cylindre
de révolution sous 'influence d une paroi cylindrique circu-
laire ou plane. Ces problémes ne sont pas nouveauy, mais ils
ont été traités d'un autre point de vue et non dans toute leur
généralité. Dans le § 1,1 on trouvera des indications biblio-
graphiques a ce sujet.

La question de I'influence d'une paroi plane étant la plus
importante au point de vue pratique et en méme temps la
plus simple, nous nous permettons de donner ici un bref
aper¢u des résultats que nous avons obtenus relativement a
ce probléme.

La présence de la paroi (') se manifeste par des perturba-
tions du mouvement du liquide et du cylindre. 1l serait diffi-
cile de donner dans le cas général une interprétation simple
de la variation du champ des vitesses exprimée par les for-
mules des §§ 3, 2 et 3, 21, qui représentent le développement
du potentiel en série des puissances négatives de la distance
a du cylindre de la paroi. Mais en supposant que cette dis<
tance soit trés grande par rapport au rayon 4 du cylindre, on
obtient une suite de conclusions importantes :

1° La perturbation du mouvement acyclique étant de
deuxieme ordre, est négligeable par rapport a la perturba-
tion du mouvement cyclique qui est de premier ordre.

Contribution a Uétude experimentale des lois de similitude en aéro-
dynamique, chapitre V, p. 66.
(') Dans ce qui suit nous supposons, que la paroi est horizontale,
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2 La premiére variation du champ des vitesses est égale
au champ des vitesses d’'un courant liquide qui entoure le
cylindre »— 6 supposé immobile et qui a) vient de l'infini

. X ’ . . .
avec la vitesse .— , x étant la circulation autour du cylin-

dre, 6) est paralléle a la paroi et ¢) a le méme sens que
la circulation.

3° La deuxiéme variation se compose de la variation du
mouvemeni cyclique et de celle du mouvement acyclique.
La variation du mouvement acyclique est égale au champ

des vitesses d'un courant liquide qui entoure le cylindre sup-

L. . - . . . 1 67
posé immobile et qui vient de I'infini avec la vitesse — + — U,

ﬁ étant la vitesse du cylindre. La partie de la deuxiéme
variation relative au mouvement cyclique est égale au champ
des vitesses d'un courant hyperbolique qui entoure le cylin-
dre immobile et dont la distribution des vitesses sur I'asymp-

tote est égale a 8:?7" 7 étant la distance de la particule

fluide au centre du cylindre. L'asymptote de V’affluence
forme avec la verticale descendante 'angle + 15°, si » > 0,
et — 45°, si x < 0 (voir les figures VI et VII, p. 105).

On pourrait interpréter les variations d’ordre supérieur de
la méme maniére.

L’interprétation précédente n'est valable qu'a la distance
finie du cylindre. Prés de la paroi la premiére variation est
égale au champ des vitesses non perturbées. Par conséquent,
fa présence de la paroi double les vitesses primitives.

l.a masse additive du cylindre est la méme dans le mouve-
ment horizontal et dans le mouvement vertical. Elle croit

constamment ainsi que 1’énergie cinétique du liquide, quand
DEMTCHENKO.
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1a distance du cylintre 4 la patroi diminue. 8a valeur maxi-
mum est 2,28. . fois plus grande que la valeur non perturbée
et est atteinte, quand le cylindre heurte la paroi.

Quand le cylindre se meut dans un liquide infini, il est
assujetti & deux forces : force d’inertie de la masse additive
et force de Joukowsky. La présence de la paroi fait appa-
raitre encore d'autres forces perturbatrices au nombre de
quatre que nous désignons par F,, I,, F; et F,.

La force F, est la force d’augmentation dinertie de la
masse additive du cylindre.

La force F, est due a la variation de la masse additive.
Sa valeur absolue est égale a la dérivée de la masse addi-

tive par rapport au rayon-vecteur du centre du cylindre

> .. .
(—%— UZ%%—)A Cette force dintinue la composante horizdntale

de la vitesse, si le cylindre monte, et 'augmente, si le cylin-
dre descend. Sila pente de la trajectoire est plus petite que
45°, elle attire le cylindre vers la paror et le repousse dans
le cas contraire. Nous voyons que Deffet produit par la
force F, peut étre nuisible aux avions. Cet effet duninue
vite avec l'accroissement de la distance entre le corps et la
paroi. Mais pres de la paroi la force F, est considérable

surtout, sila vitesse ?J est grande, et méme théoriquement
elle devieht infini¢ au moment ou le cylindre touche la
paroi.

La force F, représente la variation de la force de Jou-
kowsky. La présence de la paroi augmente la valeur absolue
de cette force. Cette augmentation est d’autant plus grande
que le cylindre est plus pres de la paroi. La force perturbée
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de Joukowsky s'obtient de la force initidle en la multipliant

par le coefficient L

vaz — b2 -’

La force I, est la force d’attraction par la paroi; elle est

2
due uniquement & la circulation et est ¢gale &I—,p_—;_———z'a oft
TVac —

e est la densité du liquide. Elle croit, quand le cylindre
s'approche de la paroi, et devient infinie, ainsi que les for-
ces Iy et F,, quand le cylindre heurte la paroi.

Quand la distance a est treés grande, les forces F, et Fj,
qui sont de deuxitme ordre, et la force I, qui cst de troi-
siéme ordre, sont négligeables par rapport a la force F,, qui
est de premier ordre. Cest cette force, par conséquent, due
ala circulation, qui perturbe le plus le mouvement du cylin-
dre, si celui-ci se trouve a une distance suffisamment grande
de la paroi. Dans ces conditions on peut prendre pour la

. 1 #2
valeur de cette force l'expression —
- in a

Le caractére des forces perturbatrices qui vient d’étre
déerit détermine complétement les perturbations dans le
mouvement du cylindre dont les trajectoires non perturbées
sont des cercles Si la distance @ est grande, en négligeant
les forces Iy, Fy et Iy, on obticnt une cycloide comme tra-
jectoire du cylindre. Mais prés de la paroi le mouvement est
plus compliqué. Si le cylindre ne heurte pas la paroi, le
mouvement est périodique. La trajectoire du cylindre est
comprise entre deux droites horizontales et est tangente a

ces droites. Elle est symétrique par rapport aux verticales
qui passent par les points de contact. Si la composante hori-
zontale de la vitesse s’annule, la trajectoire a des points
doubles ou, dans le cas limite, des points de rebroussement
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sur la droite supérieure. Si cette composante ne s’annule
pas, la trajectoire n'a pas de points singuliers.

Tout ce que nous venons de dire de la paroi plane se géné-
ralise facilement pour une paroi cylindrique circulaire.
Nous traitons dans ce qui suit seulement le cas ol le cylin-
dre mobile se trouve a lintérieur du cylindre immobile.
Mais il est facile de voir, que les formules obtenues sont
applicables aussi sous une certaine réserve dans le cas des
cylindres extérieurs. On pourrait étudier ainsi l'influence
mutuelle de deux corps se mouvant dans un liquide. Notre
probléme est susceptible aussi d’antres généralisations. On
peut en déduire une infinité, en effectuant des transforma-
tions conformes du domaine occupé par le liquide (par exem-
ple la transformation de Joukowsky) ('). Limage de lin-
fluence des bords dont nous avons parlé restera la méme
dans ses points essentiels. Il serait nécessaire d’entrepren-
dre une étude spéciale de quelques cas importants donnant
des profils d’ailes.

(*) Dans le cas du mouvement stationnaire cette méthode a été appli-
quée par J. Bonder, Mouvement de deux cylindres circulaires dans un
liquide parfait avec application au vol d'un aéroplane & proximité du
sol. Société Polytechnique de Varsovie, . IV, 1. 1925 (en polonais).



CHAPITRE PREMIER

MOUVEMENT D’UN CYLINDRE DE REVOLUTION
DANS UN VASE CYLINDRIQUE CIRCULAIRE

§ 1, 1. — Introduction.

La théorie classique de mouvement des corps solides dans
un liquide, donnée par Kirchhoff ('), bien qu’on ne doive la
considérer qu'en tant que premiére approximation, ne donne
une solution compléte que dans des cas trés particuliers et
peu nombreux. Ce sont ceux dans lesquels un corps solide
ayant la forme d'une sphére, d’'un ellipsoide ou d’un cylin-
dre elliptique, se meut dans un liquide infini (*). Cependant
ces cas présentent relativement moins d’intérét, car I'inertie
additive correspondante est constante. Le probleme de mou-
vement de deux corps solides dans un liquide infini, méme
dans le cas le plus simple de deux sphéres, ne peut étre
résolu qu'approximativement (*). La présence d’une paroi
fixe rend le probléme encore plus difficile (*). C'est pourquoi

(1) Kirchhoff. Mechanik. 19 Vorlesung.

(2) Encyclopédie des Sciences Mathématiques, t. IV, vol. V, fasc. 2
1914, pp. 125, 131, 132.

() et (*) L ¢.a., pp 132-133. Mouvement de deux sphéres, de deux
cylindres de révolution et d’'une sphére au voisinage d’'un plan fixe a été
surtout étudié par Hicks.
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le probléme dont nous donnons ci-dessous la solution pré-
sente un intérét particulier. Un cas limite de ce probléme
a été étudié déja par M. Riabouchinsky dans sa these ().
M. Riabouchinsky envisage le mouvement d’un cylindre cir-
culaire qui se meut parallélement & une paroi rectiligne en
utilisant la méthode de Schwarz et Christoffel quni permet de
résoudre le probléeme uniquement dans le cas o le mouve-
ment est stationnaire (*). Nous traitons un probléme plus
général (°) et donnons une solution compléte, en employant
la méthode directe de développement en séries trigonomé-
triques. Les résultats que nous avons obtenus ont une forme
tres simple et sont susceptibles d’'une interprétation mécani-
que directe.

Ce probléeme a été déja traité dans le cas du mouvement
acyclique par Hicks (*) par une méthode tout a fait différente
de la notre. Quant au mouvement cyclique Hicks a étudié
seulement quelques questions particuliéres qui s’y ratta-
chent (°).

Cependant ce mouvementala plus grande importance quand

(Y D. Riabouchinsky. Sur les équations génerales du mouvement de
corps solides dans un liguide incompressible, 1922. Paris, pp. 112-184.

(3) Voir aussi J. Bonder, L. ¢. a.

(3) Ce probleme nous avait été indiqué par M. Métral.

(*) Hicks. Cn the motion of iwo cylinders in a fluid, pp. 113-140,
193-219. The Quarterly journal of pure and applied mathematics,
1879, vol. XVI. Dans ce mémoire Hicks calcule directement 1’énergie
cinétique du liquide sans calculer le polentiel des vilesses et applique
ensuite les formules recues & Pinterprétation du mouvement acyclique
du cylindre.

(°) Hicks. On the condition of steady motion of two cylinders in a

fluid, pp. 194-202. The Quarterly journal of pure and applied mathe-
matics, 1881, vol. XVIL
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on veut mettre en évidence l'influence des bords sur le mou-
vement, comme nous le verrons plus loin. En méme temps
c'est le mouvement cyclique qui joue le plus grand roéle dans
les problémes pratiques de I'hydrodynamique.

Posons le probléme suivant. Considérons un vase cy],in-
drique circulaire limité latéralement par deux plans paral-
leles et perpendiculaires aux génératriges du cylindre. Dans
ce vase rempli de liquide, considérons un autre cylindre de
révolution qui se meut orthogonalement a ses génératrices
et parallélement aux parois planes du vase. Nous suppase-
rons que le mouvement du liquide soit le méme dans toutes
les sections normales du vase, et raménerons ainsi notre pro-
bléme & un probléme plan.

§ 1, 2. — Probléme élémentaire.

Avant d’aborder le probléme posé rappelons la salution
d’un probléme élémentaire qui peut étre considéré comme
un cas limite ou le rayon du cercle immobile devient infini.
Nos raisonnements peuvent paraitre un peu longs, mais ils
seront justifiés par ce qui suit.

Soient 6 le rayon du cercle et O, son centre que nous pre-
nons pour origine de coordonnées polaires r et §. Si le cer-
cle tourne avec une vitesse angulaire o autour d'un pole
tixe O, le potentiel des vitesses ¢, et la fonction du courant
Y, qui correspondent & ce mouvement ont la forme :

- 9
(@) ¢ = — wab? S': . Y, = — wab® 50%(1

i

s—a

fi = o1+ iy = — wab?

ol a est le segment 00, et £ — a = re®.
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. , . . da
Si le cercle se déplace avec une vitesse a =— dans la

>
direction 00,, la distribution des vitesses dans le liquide se
détermine comme suit

(b) o = —ap? 288 g pesin®

Te r V2 r

fo= 0+ iy = — at?
ol ¢, et 4, sont le potentiel des vitesses et la fonction du

courant correspondant & ce mouvement.

Désignons par o et ¢, le potentiel des vitesses et la fonc-
tion du courant du mouvement cyclique. On a

6
(c) 90 =—5= %—T

fo=g0+ i} =5 1g (s —a)
ou x est la circulation.
I’énergie cinétique du mouvement acyclique est égale &

(d) 26 =m (@ + @)  m = prb?
ou ¢ est la densité du liquide.

Quant au mouvement cyclique, I'énergie cinétique corres-
pondante est infiniment grande.

Soient X et N la projection radiale de la pression du fluide
sur le cylindre et son moment autour du pole O. D'apreés le
théoré¢me de Kutta-Joukowsky on a

(e) X = — ma + maow* + naw
d . .

() N:-—mm(a%))—-naa
ol J
. 2

(9) m=mwb%, n = px, a:?ﬁag—.
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Dans ces formules m est la masse additive du cylindre et n

la composante de la force de Joukowsky relative a l'unité
de vitesse.

Les équations du mouvement du cylindre prennent la
forme :

(k) Ma — Maw*® — naw =0, M% (a*w) + naa — 0,
M = m 4 =b%,
ol p, estla densité du cylindre.
Les premiéres intégrales de ces équations sont
() @ + a0 = h? Mato + %a’ =T.

Les constantes /i et I' se déterminent d’aprés les condi-
tions initiales. Soient a,, w,, @, — 0, w, les coordonnées et

les vitesses du cercle & 1'instant initial. Alors
2

n
3 G-

(7) h=ajwi T =Maiw, +

n 2
——2
(F 2")

M2q?

Les équations (¢) donnent

) a*=h*—
ou en intégrant

(m) a’:——Acos%l—+~A+a§
avec

A = 3 (I*M: 4 Tn).
La deuxiéme équation (i) prend la forme :
. 1——n(A+K(;:)—2F+cos%t

n

©=g AT ap
A

n
__C p—
oth
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ou en intégrant

(n) tg’ w = N T or ) - l.
ot oo — (ao s ) POs 5
Les équations (m) et (n) sont les équations paramétriques
du cercle en coordonnées polaires. Le rayon du cercle est
égal a

1 or|__ M.,
g o — | =5 o

Ces résultats sont évidents a priori. Ils nous seront utiles
pour étudier l'influence des bords sur le mouvement du
cercle.

Revenons maintepant au probléme général.

§ 1, 3. — Représentation conforme sur une couronne
circulaire.

Soient O le centre de la section normale (L) du vase et O,
le centre du cylindre mobile (L,). Désignons par ¢ et 4 les
rayons de ces deux sections et par @ le segment OO,. Pre-
nons O pour origine d’axes de coordonnées, dirigeons I'axe Ox
vers O, et posons

3 =2x 1y t=x—1iy.
Ecrivons I'équation du cercle L sous la forme :
(1) £z =¢?
et celle du cercle L, sous la forme :

(2) 35 — a(z + z) + a* = b*.



Fig. 1.
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Représentons d'une fagon conforme le domaine z occupé
par le fluide sur la bande annulaire { comprise entre deux

cercles concentriques de rayon 1 et ¢ < 1. Les équations
de ces cercles ont la forme

(1y =1 2y C=¢
ol
=&+ in, {=EFE—in.

La représentation conforme du plan z sur le plan 7 est
donnée par la transformation homographique suivante

k- k2
3) =i — #) s=Try-

ou % est une constante & déterminer. La formule (3) donne

(5) '(f — 2k — chlz + 2) + 2z )
k2ce — ch(z + 2)+ ¢
Sur le cercle L zz — ¢* ou d’apres (5) & —1, c’est-a-dire
que nous obtenons le cercle extérieur de la couronne. Pour

que le cercle intérieur de la couronne corresponde au cer-
cle L, il faut satisfaire 4 I'équation

o Ok —ckiz +3)+ ¢
ktge —ch(z + £) + ¢

ou
S — ig?) — ch(1 — ¢*) 5 + 3) + c*(* — ) = 0.
En substituant maintenant 1'équation (2) nous obtenons
I'identité

(3 + ) [alt — k") —ck(1—g?)] +
ek — ) — (@t — b7) (1 — rg?) =0
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d’olt
(6) a(l — k*¢®) — ck(1 —¢*) =0
0 Cle— g7) — (@ —b) (L —kg) =0.

Ces deux derniéres équations déterminent ¢ et 4. En intro-
duisant les fonctions hyperboliques : sin % log ¢, sin A log £,
cos h log ¢, cos hlog A, donnons & ces équations la forme
suivante :

8) ashlghqg—=cshlgq

9 c’sh lg-g = (6> —a?)shlg kq.

De ces équations on tire successivement :
2 g2 — b2 D

(10) chlgk =SFL=P (1q) ohlg h=— Y2
2 __ g2 4 b D

(12) chlg ¢ =" (13) shlgg=—4
2 g —p2 D

(1) chlghg="=2=0  (15) shlghg=— 1>

. —ar—h— YD
(16) kg = 2ab
ou

(17) D=(c*+a*— b*)*—4da’c’ =
=(@+b+c)a—b+c)a+b—c)a—b—c).

Cette quantité est toujours positive en vertu de l'inégalité
c>a-+tb.

Nous prenons devant le radical dans les formules (11), (13)
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et (15) le signe plus, c'est-a-dire nous choisissons pour &
et ¢ les valeurs moindres que un.
11 est aisé de voir que

a a-+b
(18) -z</c<———

c
Nous voyons aussi que d'aprés 1'équation (9)

k<q si a<<b
k>gq si a>b.

La constante £ a unhe interprétation géométrique simple ;
c’est I'abscisse du point 0 dans le plan {. La position des
points G et C’ dans le plan ? résulte immédiatement de
I’équation (3), quant aux points A et B, il n'y a pas non plus
de difficulté, car il est aisé de vérifier que

(19)

_ rh—a—0b _ ck—a-+b
7= kla+b)—c ™  Fkla—b)—c

(20)

On peut aussi facilement démontrer qu’au sens direct de
la rotation dans le plan { correspond le sens direct de la
rotation dans le plan z. Donc la formule (3) qui donne la
représentation conforme du plan z sur le plan { satisfait &
toutes les conditions nécessaires a la solution de notre pro-
bleme. Les constantes A et ¢ jouent un grand role dans ce
qui suit. Elles sont des fonctions du rayon ¢ du vase.
D’apres les formules (10) et (12) on trouve facilement que
%}ci < 0, %g < 0 ¢est-a-dire que £ et y diminuent constam-
ment quand ¢ croit. Quand c est égal & « + b (sa valeur
inférieure) A et ¢ sont égaux & un. Quand ¢ devient infini,
k et ¢ tendent vers zéro. Ainsi l'influence de la présence du
vase sur £ et ¢ est bien simple
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§ 1, 4. — Potentiel de vitesse dans le cas de la rotation.

Supposons, que le cercle L, tourne avec une vitesse angu-
laire ® autour du centre O. Cherchons la distribution des
vitesses dans le liquide, en supposant le mouvement acycli-
que. Sclon 1'usage introduisons les notations /,(z) = o,(z, y)
+ W, (z, y) o ¢, est le potentiel de vitesse et ¢, la fonc-
tion du courant. Nous avons (*)

(21) dﬂ:_—; w (2 + 'I/Q>:-——37LOZE

sur le cercle L, et ¢, — const. sur le cercle L. D’apres la
formule (4) nous avons sur le cercle L,

S e (1—4Ar)( —gY
(22> 2z=¢ [1- l+‘2/cqcosb+q’k‘]

en supposaht
(23) [ =qe.
En négligeant les constantes additives, nous obtenons

pour la valeur de la fonction ¢, sur le cercle L, I'expres-
sion

S 1t . =i —¢Y)
(24) 4‘_§ we g + 2kq cos 8 + kWi 7
Sur le cercle | {| = 1, ¢, est constante. Donc nous

sommes ramenés au probléme de Dirichlet pour I'anneau.
La méthode de Villat (2) nous fournit immédiatement ’ex-
pression pour f,() sous la forme d’'une intégrale définie.

() Lamb. Hydrodynamucs, 1916, § 72.
(3) Villat. Probléme de Dirichlél dans une aire annulaire. Rendiconti
del Circolo mathematico dv Palermo, t. XXXIIIL, 1912, pp. 134-175.
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Mais le calcul de cette intégrale serait assez compliqué : il
faudrait développer les fonctions ¢, et {, en séries et au
fond faire les mémes calculs qu'en employant la méthode
directe. C’est pourquoi nous n’utiliserons pas les formules
de Villat, mais développerons directement I'expression (21)
en série de Fourier.

Nous avons
1 — g - 1 1
4+‘2q/€COS’J+q2/C‘———1+4+qkelﬁ+li_qk.—zﬁ
Mais
(28) — =14 — 1)ngrhreind
1+ qk‘e2 ngl
1 x R
s = X (e,

n=1

Donc nous obtenons le développement suivant

(26) 4, = — 2wacshlgk Z (— 1)rkng™ cos nf
n=1
car d’aprés la formule (8)
=k —qy shlgkshlgq
P g = 2 R = — Rk g k.

La fonction harmonique ¢, qui s’annule sur L et prend
les valeurs (26) sur L, est égale a
2 1
(27) &, =—20acshlgk 2_‘1 (—1)n "“‘:(;Tn (Tn' — rn) cos nf.
Le potentiel des vitesses ¢, se détermine d’'apres les for-
mules :

. PR 4 %9 v
(28) or T b r6 o "
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Nous obtenons

(29) 9,=—2wacshlgk 2 (—1)n % (7-_1;,——1- r") sin nf,

n=1

Les expressions (27) et (29) donnent

(30) fi=o + =
— — 2oiacshlg k Y (— 1) foL0 (g=n — ¢n),
n=1

Nous donnerons a cette série une autre forme, en utilisant
quelques transformations dues a Villat (*). Puisque ¢ < 1,
nous pouvons écrire :

1= qzn 2‘ q‘lnp

D’apres ce développement on a

i (_] )ndlfiqz (C n____Cn : 2_: Z“ __1 nAn 2pn, C—n Yn'):

ot qln
- gk qhi—1
- }_: [rFmm — mhmrer | =

= 3 0% 1g{(1 + gAY (1 + 2K~ )= g = 1gS(0, %, q)
p=1
ou

*)

(31)  S(v, £, ¢)= [ (1 + ¢%hL) (1 + ¢%hZ=1)  {=e2miv,
p=1

On obtient donc finalement pour f, 'expression

(32) fi_—:—m——shl /t——l S(v, &, ¢).

(Y) Villat, ibid., page 63.
DEMTGHENKO 5
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La fonction S(v, £, ¢) est une généralisation des produits
I(v) de Weierstrass ('). Dans le cas A = 1 elle se réduit a
,(v) & quelques facteurs preés et dans le cas k= g, & Z,(v).
Le produit infini (31) converge uniformément a l'intérieur
ducercle | £ | =1etsurle cercle lui méme, carh < 1, g<<1.
Ce produit peut étre facilement développé en série des puis-
sances de 4 :

(33) S(v, k, q) = 2 Ak
v=>0
olt
(31) Ay=1 A, =(+ ) 4j{q2

I q ¢ —1\2 qz
A=t G+ s+ 1]
avec la formule de récurrence

A, = [Av—f- i(§ + g—l) + Av—:QJ

(12v

Indiquons encore les développements

) S,k g)= (1+ X k) (1 + 3] o)

=1 =1

)=1
7
G —=
je 1—q%
_ (—4)n+1 .
(36) 1g8(v, 4, ¢)= Qn*i — kr 608 no.

{!) Tannery et Molk. Eléments de la théorie des fonctions ellipti-
ques, p. 18, t. II, Paris, 1896.
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Il est aisé de voir qile

(37) S(o + 1, k ¢)=S(v, k, )
1+ &
S(v+77l€7 q) = 11—_ Q;A»- S(v, &, q) T:'——l"q

Quoique les propriétés de la fonction S(v, £, ¢) soient ana-
logues aux propriétés des fonctions de troisiéme espece de
Hermite, elle ne se reduit pas en général a ces fonctions.

§ 1, A1. — Potentiel des vitesses daiis 18 cd§ du thouvement
radial.

Supposons que le cercle L, se déplace avec une vitesse
a—= dt dans la directioni de I'axe Ox. Désignons par o, et ¢,

le potentiel des vitesses et la fonction du courant correspon-
dant & ce mouvement radial. Sur le cercle L, nous avons :

(38) by=ay—= E’% (z—72)a.

Mais d’apres la formule (4) on a

2w g(1 — k?)sm 6

E T R T ogkcos b | g7kt

Donc la fonction du courant ¢, prend sur le cercle | { | =¢
les valeurs suivantes :

(39) (b —_— acq(l —_ /L‘2) sin 6
T 1+ 2gkcos b 4 g2




68 SUR L’INFLUENCE DES BORDS

Développons maintenant cette expression en série de Fou-
rier. Nous avons d’aprés la formule (25) :

2iqk sin 0 1 1

14 2qkcos 6 + @*hk* | | ghe— T + qhketd

——2i ¥ (—1)ygrkn sinnf

n=1

et par conséquent
(40)  dy=—ac(1 —#) 3 (—1)rgnhn =" sin b,
n=1

La fonction harmonique ¢, qui s’annule sur L et prend les
valeurs (40) sur L, est égale a

—_ qun

(1) dy=—ac1—k) ¥ (— 12"

— (%——r“) sin n0.
i 1__q 7

n=1
La formule (28) nous donne le potentiel des vitesses ¢, qui
correspond & cette fonction du courant
k-n—l 2n
(42) o= ac(1 — k?) Z (— 1 T (7 + ) cos n.

n=1
On déduit immédiatement de ces formules I'expression
pour f,=1¢, +t,:

43) fimaot— ) 3 (— ) FEET @+ o).

n=1

Nous faisons subir & cette expression une transformation
tout a fait analogue a celle du paragraphe précédent. On
obtient aisément

fr=—ac(l — k) Z [+ +q2w + 4:2;‘2:”;2—‘]‘
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En introduisant la fonction S(v, £, ¢) (31), on peut écrire
(44) fo=—ac(1— k) =1gS(v, k, ).

En comparant cette formule avec la formule (32), on remar-
quera que f, fait intervenir la dérivation par rapport a v et
/. la dérivation par rapport a 4 de la méme fonction S v,%,¢).
Ainsi la fonction S(v, £, ¢) caractérise complétement la dis-
tribution des vitesses dans Je liquide.

La formule (44) peut étre écrite sous une autre forme, en
utilisant une nouvelle fonction

S,(v,/c (] H /1'1-:—/;;;];?—1 { = e2miv,

Alors on a
f2: lec (1_ke)d 1g‘S(Uﬁ‘q)
La fonction S,(v, £, ¢) a la propriété

Si(v + 1, k, q) =S,(v, &, ¢)

1
Sl(v + <, &, 9) :L(i T kg (1 F ke— 1) St(v, k, Q)

1:~—%lgq.

Indiquons le développement

Ig Sy(v, k, ) =21 Z ﬂ 1fﬂqun sin nv.

n=1

§ 1, 5. — Influence des bords sur la distribution des vitesses
dans le liquide.

La comparaison des formules (a) et (6) avec les formules
(27), (29), (30), (41), (42) et (43) nous permet d’étudier l'in-
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fluence des bords du vase suc la distribution des vilesses dans
le liquide. Supposons, que le rayon ¢ du vase soit trés grand
par rapport au rayon 4 du cylindre et au rayon-vecteur a.

- 1 . -

Des1gnons; par ¢ et considérons cette quantité comme une
quantité¢ infiniment petite de premier ordre. Développons
k et g en séries des puissances par rapport a c. En négligeant

les termes d’ordre supérieur, on obtient d’apres les formules
(10)-(17) :

(7y VD :% [1— (@ + 6°) — 2etarh?)
(10) chlgh=2EAE=0)
’ . 1 — e(a? 4 6%) — Bebath?
(11) shlgh—=— o
’ 1 — (a2 — b2
(12) chlgg=2=2r =)
i . 1 — e2(a? + b2) — 2%ta2h?
(13) shlgg=— o
D'ou
(45) k=a:(1 + e*b?)
(46) g =0be(1 + *a®).

La transformation homographique (3) prend la, forme.
3) C=¢[z —a + *a(z* — az — b?)).

Calculons maintenant £, et £, en négligeant les termes
d'ordre supérieur a deux. Substituons les formules précé-
dentes dans les développements (30) et (43). 11 est évident
que c'est seulement les termes en ¢, {~! et {2 qu'il nous
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faut, Aprés quelques calculs faciles, mais un peu longs, on
trouve en négligeant les termes constants :

1+ e

(30) fi = iwab(— ———=+ ¢*2)
(43 fr=abi(— 1;1_% — ).

D’ol1 on obtient

(20) gy =walkt[— (1 + k) T2 —ersing |

42) 0, = ab? — (1 + =252 M—sercose .
] L r

Comparons ces formules avec les formules correspondan-
tes relatives au mouvement d’un cylindre dans un liquide
illimité [voir § 1,2 form. (a) et (b)]. Nous voyons que la
variation du potentiel due a I'influence des bords est égale &

(47) 39, = wab?|—<* 0L cap in )

(48) 8, == ab*— <h* c—o:f—e —c¢’reos ).

>

Désignons par V, la vitesse du cylindre. D’apres les for-
mules (47) et (48) la variation du potentiel est égale au poten-
tiel d'un courant ftuide venant de l'infini avec la vitesse

——Voeﬂb2 et entourant le cylindre immobile.

On obtient ainsi le théoréme suivant :

La perturbation du champ des vitesses du mouvement
acyclique due a la présence des bords du vase est égale an
champ des vitesses d'un courant liquide qui venant de l'in-
fini avec la vitesse — \—ie‘l/ﬂ entoure le cylindre » = b sup-
posé immobile,
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On remarquera que cette perturbation est de deuxiéme
ordre.

§ 1, 6. — Mouvement cyclique (*).

Supposons que le cercle L, soit immobile et que le liquide
circule autour de ce cercle. Supposons en outre, que la cloi-
son qui rend le domaine occupé par le liquide simplement
connexe, coincide avec le segment BC. Soient o et ¢, le poten-

Yo

c & g ¢

B B A L& B B
Fig. 3.

tiel de vitesse et la fonction du courant correspondants. Le
plan f, = o, + Y, est donné par la figure III. Les points qui
correspondent entre eux sont indiqués sur les plans z, g, /,
par les mémes lettres. Si x estla circulation et 7, le flux &
travers la coupure BC, on a alors dans le plan f,

AB=2  BC=—,.

(1) Nous suivons dans ce paragraphe les raisonnements de M. Riabou-
chinsky, voir 'hése, p. 124, 1922, Paris.
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Nous représentons d'une facon conforme le plan f, sur le
plan ¢ en supposant

fi=0C1gt+ Gy
ot C; et G, sont deux constantes qu’on doit déterminer. On

peut toujours supposer, qu’au point A dont l'affixe est

{ =ge™ on ait £, =0, c’est-a dire que

0 —=C, lg ¢ + =C, + C,.

Au point B dont I'affixe est g ona f, = % .D'ou

—g-:: C,lg g + C,.

Ces équations nous permettent de calculer C, et C,. 0{1
trouve

Clz—;—:; C,:—%lgq—}--;—.

On obtient ainsi

(49) fi=algl+ 5 — 5 lgyg
p=—g0+tg h=glsT

Pour calculer le flux 7, remarquons qu’au point G dont

l'affixe est {—=1, on a f, = i[—— t7,. La formule (49) nous

9

donne

(50) Yo = é‘; Ig q.
L'énergie cinétique du mouvement cyclique est égale &

(1) 2K = — pxy,
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En substitnant I'expression (80), on obtient

(52) 2K =— 2 Igg.

La comparaison des formules (49) avec les formules (c)
nous permet de trouver l'influence des bords sur le mouve-
ment cyclique dans le cas ou le rayon du vase est assez
grand. En substituant la formule (3)" dans 'expression (49)
et en négligeant les termes constants, on obtient :

fo=—g [l (e —a) + 2z — 72 ) |
s 220

vo 2n b 214 r

(49)'

Done la variation du potentiel cyclique est égale &

2 . in®
Spo—=— ;: <7‘s1n0—|—bﬂil—:——>.

On obtient ainsi le théoréme suivant :

La perturbation du champ des vitesses du mouvement
cyclique due a la présence des bords du vase est égale au
champ des vitesses d'un courant liquide qui entoure le cylin-
dre » — b supposé immobile et qui 1° vient de U'infini avec la

vitesse

=2 . . .
°;: , 2° st perpendiculaire a la ligne des centres 00,
et 3° a le méme sens que la circulation.

En substituant la formule (46) dans I'expression (32) on

trouve
(52) 2K = — 2= [Igb + g < + <),

L'énergie ocinétique du mouvement cyclique augmente
infiniment comme — lg .
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§ 1, 7. — Energie cinétique dans le mouvement
de rotation.

Désignons par &, I'énergie cinétique du liquide dans lg
mouvement plan acyclique qui correspond a la rotation du
cercle autour du centre O, Nous avons

26, =— ¢ [ o= —¢ [ o Grdb’

o p est Ia densité du liquide. Mais d’aprés (26) et (29) on a
sur le cercle L,

(83)  dy,=2uwqcshlgk Z (— 1)rnk g™ sin nhdbh

n=1

(34) @y= —2acshlgk Z (= 1)mfmgm . q:: sin mH.

En multipliant ces deux séries et en remarquant, que
[ sin b sin mbdy =0 nz=m
0

nous obtenons

(35) 26, = dmpw’caht Ig & Y nkmgn

n=1

4 g
1 —gite”

Transformons cette expression. On a

oo
K “F‘i“ Z : H—q”"
)k-in n Azn an —
1

2?1,_ 2 dlc

n=1

n=
d O k2qrp+1) ko492 | kg +
% pz [1 — k%P TRy ko +2) | T (1 — kig?)

2o

N\ k2q?®
+ Zpg‘z——;;ﬁ(i_kzq .
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Cette transformation nous permet d’écrire 'énergie ciné-
tique sous la forme

hlgk
28, — —muﬂa c? Zquk P(%, 9)
ol
4 o =) /MI_k_.jq-—-1 2
66 Phg=1+23 [T
p_——

Mais d’aprés les formules (11) et (15) on a
(87) bsh lg kg = csh lgk.
Donc nous obtenons finalement

(58) 2%, = mpwa*P(£k, q).

§ 1, 71. — Energie cinétique dans le mouvement radial.

Désignons par ©, l'énergie cinétique qui correspond au
mouvement radial. Nous avons

Wy =—p fo o1 o2 db.
D’apres les formules (40) et (42) on a sur le cercle L,

(59)  dYy=— ac(l — &?) 2 (—1)"ngnk — 1 cos nbdl.
n=1

(60) oy = ac(1 — A?) 2 (— )mhm = tgm 1 EI cosm

et par conséquent

(61) 23, = smarc*(1 — k)2 2 nkin = qﬂni—éiq’-zfn-.

n=1
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Mais il est aisé de voir que

3 , 14 g2 1 4 1+ g2
2n 2,20 -2 f— Rl 2ny2n —
Z nk 9 1 —q¢> 7 22k dk 1= g

n=1 n=1

o kg k2qee
S [(l —tog 2 E - /ﬂq”)’]
L’expression (61) prend la forme

. . 2 l —_ k-z 2
28, — pra’c Z’l(—_k]?,}—gp(kv q)

ou d’apres la formule (57)
(62) 2@, = pra6?P(k, q).

En comparant les formules (58) et (62) nous voyons que la
masse additive du cylindre dans le mouvement radial est la

méme que dans le mouvement de rotation. Désignons-la par
m. Elle est égale a

(63) m = wpb*P(£, q).

§ 1, 72. — Energie cinétique dans le mouvement général.

On obtient le mouvement général en superposant le mou-
vement acyclique et le mouvement cyclique. Le potentiel des

vitesses et la fonction du courant dans ce mouvement géné-
ral sont :

64) o=, ++o b=d+d+

Pour calculer l'énergie cinétique T dans le mouvement
général rappelons, que I'énergie totale est égale a la somme
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des énergies cinétiques du mouvement ¢yelique et du motive-
ment acyclique &

Mais
2% — —pj: (?, + ‘?g) d(% + *{/:) -

=— P];,?id¢1 —¢ [ g — o f{%d% — ¢ [ el

Les deux derniers termes disparaissent en vertu de (53),
2

(84), (59), (60); car /; cos nfl sin mlds = 0. Par conséquent

(66) & =26, + G,.

Eti rappelant que la masse additive du cylindre est égale a

. . . N [ feg —k—1g—-1\2
(67) m = mpbP(k, q) = mplr[1 + 2 ) (;?q‘p‘:;r—??‘p)]
p=2
on obtient finalement
(68) 26 = (a*® + a*)m
(69) I = (a2® + d?)m — % ontlg g.
La compardison de ces formules avec lés formules (d) ious

donne la variation de la masse additive due a la présetice dés
bords du vase dans le eas général :

O 72 O kq—k—1¢g—1 ]2 __
(10)  m = 2mph p%g[m] —

= Imph*(1 — ke 2 (Tg—p—;—;")

p=2
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8i le rayon du vase est trés grand, ot a alors, d'aprss les
formules (45) et (46)

(70) 8m =2mpb'e* [1 4 *(2a® + %) + <4(a* + b2)2...]

Pour se rendre compte de la variation de I'énergie cinéti-
que il est nécessaire d’étudier les propriétés de la fonction
P(%, ¢) qui joue un grand role dans ce qui suit.

§ 1, 8. — Btude de la fonction P(k, g).

La fonction P(£, ¢) (67) peut étre présentée sous une
autre forme, si 'on introduit les fonctions hyperboliques :
<[ sk (¢4 8) 72
(70) P(]"? Q) =1+2 2d2 [3/) (y [)3) —
gy

0.

=1+2(1 mz\X[ (ﬂ’“:q?pg

ou
a—=Ilgk <0 B=Igg <.
Calculons les dérivées de o et  par rapporta c. D’aprés les
formules (10) et (12), on obtient sans difficulté
de _ cothB d38 _ cothe
(1) rrimbar T o
D’ou

dx b ch

Si ¢ prend sa valeur inférieure, c’est-a-dire si ¢ — a + b,
on a alors d’aprés cette formule

(13) lim A0
c=a4+p 89 @
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On obtient maintenant facilement la valeur de la fonction
P(k, q) pour c =a + b.

On a
_ S SNEE AN
P(1,1) =1 + 211mp;2<;m)
d’olr
(74) P =1 +2 Y (555
pP=2

Quand ¢ devient infini, ¢ et £ tendent vers zéro et, par
conséquent, on a

(75) P(0,0) = 1.

Démontrons que la fonction P(4, ¢) diminue constamment,

gnand ¢ augmente de ¢ + b a oo. Calculons la dérivée
dpP

— - On a d’aprés les formules (71)

ap 1
(76) =+ (cotht 3 + cotha a(3)

I'équation (70) donne :

o O sh(a+ B)sh(p —1)8
LY g <O

—=
;‘2

77) ap o sh(

( 33(5 4p}; jlfu_w [(p — L)shachach(p + 1)3 +

+ ch*a(pshipchpB—chBshpB) + sh*a(pchBshp3 — shichpB)).

En remarquant que
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shpB = Y, CshBchr =3 n=1,3,5..
) chp = EC»— chr—n+18shr—1%  n =1,3,5...
ou
G — "(p—n(iy)t_(ﬁ_n“) S
on a

pshBchpp— chBshpp— 2‘ (n—1) Cp , ,shpchr=n+18 <2 0

(78) n—1,3,5
pehBshpp — shBchpB =Y, (p —n)Cy , ,cho—r+1Bsh"8 < 0
n—1,3, 5...
car

pCt — Gy = (n — )Gy, pCO; — Gt =(p —n) G

p+1°

D’aprés ces formules la dérivée % est positive. Mais la
ieoa 2P P
dérivée — étant négative, nous ne pouvons pas encore con-
oz
D
clure que% < 0. En substituant les formules (78), (78)" et

(77) dans l'expression (76), on trouve

4N she+8) (1
(79) e 2;‘ g 1o [Sh(p — 1)Beh —
B

—(p—1) chrach(p + 1)BshB]— ch*acothaS, —sh’acotbaS%

DEMTGHENKO 6
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ou S, et S, sont les sommes (78)'. Remarquons, que d’aprés
(78) on a :

sh(p—1)BchB — (p—1)chPach(p+1)8shE >
> sh(p—1)2chB—(p—1)eh(p—1)3sh3 > 0.

D’ou il s’ensuit, que % ~Z 0.

Donc la masse additive m du cylindre diminue constam-
ment, quand ¢ augmente. Elle atteint pour ¢ = a + b son
maximum qui est égal a p=b?P(1,1), et pour ¢ = oo son mini-
mum qui est égal & prb2.

Dans ce qui suit il nous sera nécessaire de connaitre, com-
ment varie la masse additive, quand elle est considérée
comme fonction de la coordonnée a du cercle mobile. Cette
coordonnée varie entre 0 et ¢ — b. D’aprés les formu-
les (10)-(13) pour e —= 0O on a :

b b 24 pe
80 k=0 g¢=% P(0,¢)=55%

Les formules (10) et (12) donnent

de ch(e 4+ p) dg 1

&) T=E——mr > mm—wm o
Donc 4 et ¢ augmentent avec a. La fonction P(%, ¢) reste
dans l'intervalle 0 < a < ¢ — 6 toujours finie, positive et
plus grande que un. Démontrons qu’elle croit constamment

< e dP . -
avec a, c’est-a-dire que sa dérivée 7o est toujours positive.

On a

dP A [P chlatB)
(82) 7(1-"—_?[37 Shp +‘Fa/m]
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ou d'apres les formules (77)

BN k) (g e
(82)' da ¢ p‘:‘Q sh* (a4 p3) ; shB [S/l(p 1)@6[&(0& +8) —

— (p — 1)chach(p + 1)BshB] — chacothaS, — shaS, g
Remarquons que d’apres (78) on a

ship — 1)Bch(a+3) — (p— V)chashich(p + 1) >
> sh(p—1)pch(a+8) — (p — V)sh(a 4 B)eh(p +1)8 >
> sh(p — 12ch(o+B) — (p —1)sh(z2+B)ch(p —1)E > 0.

D’ou on trouve facilement que la dérivée —'0172 reste toujours

positive.
La fonction P(4, ¢) envisagée comme fonction de a est paire
d’apres les formules (10)-(13) et (70). Done

dpP
(83) (%>a:0: 0.
On pourrait aussi démontrer que
[ dp A
1 <%>a:c -b %
ap [P | P da B
90 (Zﬁ");i:c—b“[ﬁJr S 3@']3:0_5—0 o).

Nous sommes maintenant en possession de toutes les pro-
priétés nécessaires de la fonction P(£, ¢).

(8%)

(1) Cette dermiére formule est évidente, si on remarque que la fone-
tion P(k, ¢) envisagée comme fonction de B est paire, « étant une
fonotion impaire de 8.
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§ 1, 9. — Expression du flux relatif & travers la coupure.

Nous aurons besoin encore d'une expression pour le flux
relatif a travers la coupure qui rend le domaine occupé par
le fluide simplement connexe. Nous supposerons, que cette
coupure coincide, entre la paroi du solide et la paroi du vase,
avec le segment BC. Calculons le flux du mouvement acy-
clique a travers BC dans le sens positif de la circulation.
Désignons ce flux par ' Ona
= [ (et g)de=— [ Tt d)dr =—[ (4 + ).

Mais d’apreés les formules (27) et (41) on a
($1)e = ($a)e = ($2)a=0.

La formule (26) donne :

($0)o=— 2wacshlgh ¥, (—1)hngn=
n=t
(8) - ke . shlghk
= 2wacshlg kTT—qFJ = mac‘;l——g—jgk—q 1—kg)=
Donc le flux ' est égal a
(86) oy =— wab(1 — kq).

Soit %" le flux d’entrainement a travers la coupure BC.
On trouve facilement :

(87) b :fc wzdr = g [t — (a+ b)].
a+b ’
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D’aprés ces formules le flux relatif y — ' — " est égal &
(88) 4= — (¢ — a* — 6" — 2abhy)
ou d’apres la formule (16)

(89) L =— % VD = bewsh 1gq.



CHAPITRE II

INFLUENCE DES BORDS SUR LE MOUVEMENT
DU CYLINDRE DANS LE PROBLEME PRECEDENT

§ 2, 1. — Pression hydrodynamique sur le cylindre.

Dans le chapitre précédent. nous avons signalé mainte fois
Pinfluence des bords du vase sur le mouvement du liquide
et sur son énergie cinétique. Nous abordons maintenant I'im-
portante question de linfluence des bords du vase sur la
résultante des pressions hydrodynamiques et sur le mouve-
ment du cylindre lui-ménme. Nous étudierons le cas général
quand il y a circulation. Nous arriverons ainsi au probléeme
du mouvement de corps autour desquels le fluide est animé
d’un mouvement cyclique. M. Riabouchinsky (*) a démontré
que les équations de Thomson (*) peuvent étre appliquées
aussi dans ce cas, quand la coupure est variable. Cette
importante généralisation nous permet de résoudre comple-
tement notre probléme. Formons avec M. Riabouchinsky ()
la fonction

(!) Riabouchinsky. 7hése, p. 110.
(2) Lamb. Hydrodynamics, 1916, p. 188,
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(1) 2R =28 — 2K + 2pxy.
D’aprés les formules (52), (68) et (891 on a
(2) 2R = (a* + @) m + S— lg g+ 2bc§>xw$h Igg.

Soit X la projection de la résultante des pressions sur 1'axe
mobile Oz. Cette projection est donnée par l'expression (1)

. d 2R 2R d
N=—r e a +‘37::*71?<am> +

2 le
‘3 %’ﬁ --{; (a*m) + % _f%%_f{ + beprach 1g q ﬁff—'a

D’apres la formule (81) on a

ch{%

bcchlgq-g-g =—b

— acoth@.

On obtient ainsi

d w? d x2 dl
3)X=— 3 - (atm) + L= T(a¥m) + L= Sl cuwa cothf.
Supposons, que la vitesse radiale du cylindre soit nulle.
Alors a =0, et l’équation (3) donne :

dlgq

(4) X=2 2 (aﬂm) + «L—— —

— prwa cothB.

‘Cette expression peut étre positive, nulle ou négative.
Donc le cylindre peut étre attiré vers la paroi ou repoussé
vers le centre O. Si le cylindre est en repos, alors

et dlgg
(5) X =~

et par conséquent X > 0. Donc le cylindre est attiré vers la
paroi, ce qui est évident, car les vitesses sur la coupure BC
sont plus grandes que sur le segment AC'. Si maintenant le
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cylindre commence a se mouvoir dans le sens négatif (w < 0)
et si x est positif, alors ce mouvement diminuera les vites-
ses sur BC et augmentera les vitesses sur AC. Quand ces
vitesses deviendront égales, la composante X sera nulle. Si
maintenant | » | augmente encore, les vitesses sur AC/
deviendront plus grandes que sur BC, et par conséquent le
cylindre sera repoussé vers le centre O. L’augmentation con-
tinuelle de la valeur absolue de la vitesse » provoquera
bientdt un effet inverse, et I'on obtiendra une deuxiéme.
valeur de  qui annulera X. Or, I'expression pour X (4) étant

.y Y ) , . .
de deuxieéme degré en —, I'équation X — 0 a deux racines

qui donnent les valeurs limites du quotient—:—. Ces deux

racines sont négatives ce qui est évident au point de vue
physique.

Supposons maintenant, que © = o et que a = a, = const.
Alors

_a* dm | px*dlgqg  dlggq a® dm px?
6) X=—G @+ FL=CE S m+ )

D’apres les formules (81), (83) et (84) on a dans le centre
X = 0 et prés de la paroi X— + ». %%"— étant positif, la

formule (6) montre, que la vitesse @ diminue la résultante X
des pressions hydrodynamiques.

Soit N le moment des pressions hydrodynamiques autour
du centre 0. On a

(M N=-— gt_—i% = — % (a*wm) + aapx cothp.
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Sia = o, alors

(8) N = — a'mo

c'est-a-dire la pression du liquide
empéche la rotation du cylindre.

Si w = o0, alors

9) N = adox cothB.

X
a s/ \

Dapres cette formule N est négatif ©
si x et a sont posmfs C’est évident, w
car le mouvement du cylindre vers la
paroi diminue les vitesses relatives
au-dessus de I'axe Ox et augmente les

vitesses au-dessous de l'axe Ox (voir
la figure 4).

Fig. 4.

§ 2, 11. — Influence des bords sur la pression
hydrodynamique.

Etudions maintenant les formules (3) et (7) au point de
vue de l'influence des bords du vase. Comparons-les avec les
formules (¢) et (f) du premier Chapitre. On obtient facile-
ment les variations de la composante radiale de la pression
et de son moment autour du péle O. Nous écrirons ces varia-
tions sous la forme suivante :

8XZX1+X2+X3+X4

(10) N—=N, + N, + N,
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ol
X, = — adm + aw*dm
1 X= g (w0 — @) G
) X, = — naw(1 + cothp)
%% dp
X” i da
N,=—adm g?(a’w)
. da
(12) N; = — a’wa —dg—

N, = naa(coth3 + 1)

La variation 7 de la masse additive du cylindre est don-
née par la formule (70) du premier Chapitre. D’aprés les
formules précédentes l'influence des bords du vase sur le
cylindre se manifeste par quatre forces. Ce sont les forces
suivantes :

1o La forme X,, N, qui est due & Vaugmentation de la
masse additive du cylindre qui nous est bien connue.

20 La force X,, N, dont I'origine est dans la variation de la
masse additive du cylindre Cette force repousse le cylindre
du pole O, si la trajectoire du centre O, du cylindre coupe

T
le rayon-vecteur OO, sous un angle plus grand que -, et

attire vers le pole O dans le cas contraire. Elle devient infi-
nie, quand le cylindre touche le bord du vase.

3° La force X;, N; qui représente la variation de la force
de Joukowsky. On remarquera, que la présence des bords
du vase augmente la valeur absolue de cette force. La foree
perturbée s’obtient de la force initiale en la multipliant par



INFLUENCE DES RORDS SUR LE MOUVEMENT DU CYLINDRE 91

le coefficient | coth3 | > 1. Elle augmente avec a et devient
infinie, quand le cercle touche le bord du vase.

4° La force X,, N, = 0 qui attire le cylindre vers la paroi
du vase et qui est due uniquement a la circulation du liquide
autour du cylindre. Cette force devient aussi infinie si le
cylindre touche la paroi.

Examinons maintenant le cas ol le rayon ¢ du vase
devient tres grand. Les formules (10)-(13), (52) et (70)
nous donnent :

X, == 2mpbte?(— a+ a(»‘l)
X, == dnpb*eta(a2w® — a?) [1 + X(a® + 6°) +...]

(13) X, = 2e%naw [1 4 Ra2 + 62) +...]
X, =E% a2 [1 + (a’ +6) 4+ (a* 4 B + hatb?) +..]
N, = — 2rpb's L (a0)

(14) N, = —8npb*e‘a3w('z (1 + e(a® + 6°) +...]
N, = — 2¢?h%naa [1 + 222 + 0°) +...]

On remarquera tout de suite, que la force X,, N, étant de
quatriéme ordre est négligeable par rapport aux autres
forces qui sont de deuxieme ordre. Mais quoiqu'il y ait
trois forces de deuxiéme ordre, leur importance n’est pas la
meéme. Les forces 1° et 3° sont constantes. En outre elles
représentent de simples variations des forces constantes du
mouvement non perturbé. Elles ne peuvent pas, par consé-
quent, essentiellement changer le caractére du mouvement.
C’est tout & fait différent quand il s’agit de la force X,. Cette
force qui repousse le cercle du pole O et qui est proportion-
nelle a la distance a change tout a fait le caracteére du mou-
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vement du cylindre, comme nous le verrons plus loin. C'est
une force nouvelle due exclusivement a I'influence des bords
du vase. Elle dépend uniquement de la circulation et dispa-
rait avec celle-ci.

Nous pouvons annoncer la proposition suivante :

Au pomnt de vue de l'influence des bords, c’est le mouve-
ment cyclique qui joue le plus grand role dans le cas limite.

§ 2, 2. — Equations du mouvement du cylindre
et leurs premiéres intégrales.

Désignons par T, la force vive du cylindre. Si g, est la den-
sité du cylindre, alors

(15) 2T, = =p,b%(a® + a’w?).
Soit
(16) M =m + =p,b°.

Formons la fonction
(17) 2R + 2T, =M(a® + a’w?) + %:—lg q + 2pxbewshlg q.

Les équations du mouvement du cylindre sont

d 2
d 2 3

Ces équations déterminent les accélérations du cylindre.
L’équation (18) donne immédiatement la premiére intégrale
du mouvement

(20) Ma*w + oxbesh1g ¢ =T
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ou I' est une constante. Si w, est la vitesse angulaire initiale,
alors

(21) I = Myadw, + oxbe sh 1g gq,.

Donc on obtient

: 1
(22) w = (T — bexpsh 1g q)
(22) &= —g [aioM, — prbe(sh 1g g — sk 1g 4,)]

On peut former une autre intégrale premiére en utilisant
le théoréme des forces vives. D’aprés les formules (69) et
(1) on a

(23) 2T +2T,=M(@ + a0?) — 3L lgg =W

ol /' est une constante. En tenant compte de 'équation (22),

on obtient :
., 1 *20
(24) M+ — (T —xpbeshlg g)* — 5= 1g % =h
ou
(25) h=(a} + ajwd) M,.

On a donc finalement
. 22
(26) @M =#h — E*ilv'f (I —xpbeshlg q)? ?Tf- lg ¢/4o.

1
aM

(26) @M =h— ooy [aiM,0, — bexp(shlg g —shlg gu)]* +

2
32 189/40.
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§ 2, 3. — Cas ou les vitesses initiales sont nulles.

Supposons, que @, = &, = 0. Alors les formules (22) et
(26)' prennent la forme

(22>" w e %xi%lf (S/L lg g _ S/l 1g (]0).

(26) @M =— "0 (shlg g—shlg 9,0 + 32 g g/,

Développons shlg g — shlg g, en série. Alors

¥ - xph 1
27) o= — apmf g q/q,(chlg g+ g sh1g9.lg glg +...).

. 1 b2c?
(28) aM=w"1g 9/ 0| 50 — ooy 18 0/g0lchIg g0 + .. )2].

La derniére équation montre que lgg¢/¢, doit étre positif,
c’est-a-dire que le mouvement se produit entre le cercle
g=¢q, et la paroi. D’apres la formule (27) la‘vitesse angu-
laire a le signe contraire a celui de x. Sur la paroi on doit
avoir :

a2 [ 1800 i
(29) a“"Ms:——pm?[ 89 —I— Z)2M sh? lgqo]

2mp

ou M; est la valeur de M sur la paroi. Cette valeur est don-
née par la formule (74) du chapitre précédent. Examinons

maintenant 1'équation

1 b2c
(30) f(%):@j;lg% (———,,)TMVL lgg,=0.

Désignons par A la racine de cette équation comprise entre

b
90:1 et 90:—6".
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Cette racine est unique. En effet, on a

dqo fi(qf’)
ou
b2c?
filgo) = u,,,P + o=y, 218 9
La dérivée / - étant posmve I'équation Yo _pna qu'une

dg,
racine entre qo =1letg,— -c— . Par conséquent, I’équation (30)
ne peut avoir d’autres racines que ¢,=4, g,=1,

La fonction /(¢,) est positive quand ¢, <2, et négative
quand A < ¢, << 1. Sig, > ), alors le second terme de 1'é. ua-
tion (29) est positif, et par conséquent, le cercle heurtera la
paroi. Mais si ¢, <A, le mouvement du cercle sera alors
régulier et périodique. Soit ¢'la racine de I'équation :

1
(31) EE lgqg/q,— a2M (a/z lgg—shlgq,)*=0.

Onal>¢' > ¢, car f(g,) > 0. La trajectoire du centre O,
est comprise entre les cercles g =—g¢ et g —=¢'. Cette trajec-
toire est tangente au cercle ¢' et a des points de rebrousse-
ment de premiére espéce sur le cercle ¢,. Dans le cas limite,
quand ¢,=2A on a ¢'=1. Remarquons, que le cercle ¢ =X
ne dépend pas de la circulation x. Si le centre O, du cylindre
est placé a l'instant initial entre le cercle i et la paroi, le
choc sera imminent.

§ 2, 31. — Cas ou la vitesse radiale n’est pas nulle
4 l'instant initial.

Supposons que w,=0, a, # 0. L'équation (22)" reste inal-
térée, et I’équation (26)” prend la forme :
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. N 2,2 1
(32) @M =F(g) = @M, + o™ [;;; 1g g/q, —

b2
_— ,Cw (shlgg — shlg q,)? ]
D’ou 'on obtient :

(33) a= /10

Devant le radical on doit prendre le signe plus, si a, > 0,
et le signe moins, si a, < 0. Supposons, que a, < 0. Le cer-
cle commence & se mouvoir vers le centre O. Deux cas peu-
vent se présenter. Supposons, que I'équation F(g) = 0 ait

. b
une racine entre ¢ = ¢, et ¢ = - (la valeur de ¢ au centre O).
Soit ¢" cetle racine. La trajectoire de O, est tangente au cer-
cle ¢ = ¢”. Le centre O,, aprés avoir touché le cercle ¢”,
revient sur le cercle ¢, avec la vitesse positive — a,. Nous
sommes ramenés & étudier le cas ou do > 0, c’est-a-dire
celui ou le cercle se meut vers la paroi.

Sur la paroi, nous avons

(34) F(1) = aM = a3M, — p%2f(q,)

ou /(q.) est donné par la formule (30). Si ¢, > ), alors
f(g,) < 0 (voir le paragraphe précédent), le second terme de
I’équation (34) est toujours positif, et par conséquent, le choc
sera imminent. Mais si ¢, << A, alors /(g,) > 0 et par consé-
quent le cercle heurtera la paroi si :

(35) g > L2l

et aura un mouvement régulier et périodique si

(36) oy < 2l
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Dans ce dernier cas qui présente un intérét particulier,
I’équation F(¢9) = 0 a une racine entre ¢ — ¢, et ¢ = 1.
Soit ¢’ cette racine. La trajectoire du centre O, est comprise
entre les cercles ¢ — ¢' et ¢ — ¢"; elle est tangente a ces
cercles et symétrique par rapport aux rayons vecteurs des
points de contact. En outre elle a des points doubles, car la
vitesse angulaire © change toujours le signe sur le cer-
cle ¢ = q.

Si I'équation F(g) = 0 n’a pas de racines entre ¢ — ¢, et
q :—g , la trajectoire de O, passera par le centre O. Le mou-

vement sera périodique, si la condition (36) est satisfaite, et
irrégulier dans le cas contraire.

§ 2, 32. — Cas ou la vitesse angulaire n’est pas nulle
& l'instant initial.

- Si a,= 0 o # 0, les équations (22)" et (26)" prennent la
forme :

37) © = [aMyo, — xpbe(shlg g — shlg ¢,)]

. - 02M0 .
(38) @M = ®(g) = a:M, (1 — “a—M) w? +
ay*M,

+ 2xpbew o Shlg g —shlg q) +

s ,1 b2.2
+ g [mlg 9/90— oz (sh 18 ¢ — sk lg qo)‘]-

Pour déterminer le signe d’accélération ¢ au commence-
ment du mouvement, examinons 'accélération ¢ au voisi-

nage du cercle ¢,, c'est-d-dire considérons lg ¢/¢, comme
PEMTCHENKO
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une quantité infiniment petite de premier ordre. Alors on
obtient, en développant en séries :

da>*M ox?
(39) @M=2(q)=lgg/gvt (g ), + 5=

Mais d’apres les formules (12) § 2, 3 et (16) on a

+ 2wpxch 1g g,].

a* =00+ ¢ —2bcchlgq, M=m +=b%,.
Donc

1 wy? [ da? . 2
®g) = 3 18 9/00[ - (Tins ), + Tiemtbeshlg g, + 5 +

+-wwpbe ch lg qo].
On obtient finalement
1

‘Y d
(40)  aM=(q)=glzq/g,(“AT) (Xo+J,)

ou X, est la composante radiale des pressions hydrodynami-
ques sur le cylindre (§ 2, 1 form. 4) et J, la force centrifuge
due & la rotation w,.

.10: nbﬂp,mgao.

SiX,+J, <0, alors ¢ < ¢, et le cercle se meut vers le
centre 0. Ce résultat est évident. Supposons, que I'équation
®(¢) = 0 ait une racine entre ¢ =— ¢, et ¢ = &/c. Désignons
cette racine par ¢". La trajectoire du centre O, reste toujours
comprise entre les cercles g — ¢" et ¢ = ¢,, et le mouve-
ment est, par conséquent, toujours périodique.

SiX, +J,>0, alors ¢ > ¢, et le cercle se meut vers la
paroi. Sur la paroi, nous avons

@) @M= (1)=aM,[1 -(T%]o‘)g_

(1021“0

— 2xpu')0bc shlg 9o m - XQPQf(?O)-
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Le deuxiéme terme de cette équation est une forme qua-
dratique par rapport a » et w,. Les coefficients de o2 et de
2w, sont toujours positifs. Soient £ = <%‘i>/ et k' — (—"’;"—)N les

racines de I'équation

¢ ' 3 _ a,2M, w, \2 a2V, ;,,0
(42) M| 1 — ~_)=W]<_> —2bepshlg o2 2 —

_ —0*f(g0) =0
Le mouvement sera périodique si

(48) K<<k

Un choce se produira, si cette inégalité n’est pas satisfaite.
Si g, > A, les racines A’ et £” sont négatives, et par consé-
quent, les vitesses w et » ont des signes inverses. Si ¢, << 2,
alors £ < 0 < k" et par conséquent, le quotient%‘i peut étre
positif ou négatif. Quand l'inégalité (43) est satisfaite, 1’équa-
tion ®(¢) = 0 a toujours une racinc entre g =g, et g — 1.
Désignons cette racine par ¢'. La trajectoire du centre O, est
comprise entre les cercles ¢ = ¢' et ¢ = ¢, et est tangente &

ces cercles.
Désignons par ¢ — p la racine de 'équation

(44) aMyw,— bexp(shlg g — shlg g) =0.

Cette racine est unique. Si ¢/ > u > ¢,, la vitesse w change
le signe, et la trajectoire a des points doubles. Mais si
P> g’ oup << ¢, alors la vitesse © ne s’annule pas, et la
trajectoire n’a pas de points singuliers. Le cas limite ¢, = p.
a été déja étudié dans le § 2, 3. D’aprés la formule (38) il est
impossible, que p = ¢, 1g ¢'/¢, étant positif.
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§ 2, 33. — Interprétation du mouvement dans le cas général.

Dans le cas général, quand w, % 0a, = 0, I'interprétation
du mouvement que nous avons donnée dans les paragraphes
précédents, reste la méme. Le mouvement est périodique, si

u a,*M
(43) M, + a2M, [1 — T, ]m% —
agM, -
—2 bC Sh lg qo '(b—_i‘?)(;y—i; (J)XP —_ Xgpgf((lo) < 0.

Un choc se produira dans le cas contraire. Si le mouve-
ment est périodique, c'est-a-dire si I'inégalité (45) est satis-
faite, 1'équation

(46) h — o (T — bepush 1g q)* + 52 1g g /g, = 0
a deux racines ¢’ et ¢" telles que 1 >> ¢' > ¢, > ¢". Si
7" < %, la trajectoire du centre O, est comprise a l'inté-

rieur du cercle ¢’ = ¢. Si ¢" >g , la trajectoire du cen-
tre O, est comprise entre les cercles g = ¢" et ¢ = ¢". Elle
est tangente a ces cercles et symétrique par rapport aux
rayons vecteurs des points de contact. Si ¢ = p est la racine
de I’équation

(47) I'—xp beshlgg =0
alors la trajectoire a des points doubles, si ¢' > p > ¢, et
des points de rebroussement de la premieére espéce sur le
cercle ¢ = ¢, si . = ¢". L'équation (46) montre que la tra-
jectoire ne peut pas avoir de points de rebroussement sur le
cercle ¢ = ¢, ¢ étant plus grand que ¢,. Si % > ¢' ou < ¢,
la trajectoire n'a pas de points singuliers.
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Nous voyons, que la trajectoire du centre O, ressemble a
une épicycloide,

§ 2, 4. — Influence des bords du vase
sur le mouvement du cylindre.

Aprés avoir interprété géométriquement le mouvement du
cylindre, nous pouvons main-
tenant I’examiner au point de
vue de l'influence des bords.
En comparant les résultats
obtenus avec ceux du § 1, 2
nous voyons, que le caractére
du mouvement est entiérement
changé par la présence des
bords. Cela est du aux forces
F,, F,, F, et F, données par les
formules (11) et (12). Ces for-
ces provoquent de grandes
perturbations dans le mouve-

mentdu cylindre, quon peut

facilement prévoir a l'avance.
Soit ADBE la trajectoire du
centee du cylindre dans le mouvement non perturbé (voir
tigure 5). D’aprésle §1, 2, on a
M
Al

0A — | o, | a, ooizaop_%u‘)o‘.

La force I, augmente la masse du cylindre et, par consé-
quent, diminue la courbure de la trajectoire. L. effet produit
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par la force F, = ! (@ + a0?) dam

2 da
Cette force repousse le cylindre du podle O, quand il se
trouve sur F,BF, ou sur C,AC,, et l'attive vers O sur F,EC,
et F,DC,. En méme temps elle augmente la valeur absolue

est plus compliqué.

de la vitesse angulaire du cylindre sur une des demi-circon-
férences ADB ou AEB et la diminue sur I'autre. Elle déplace
la trajectoire dans le sens de la rotation du cylindre autour
de O,, augmente la courbure de F,BF, et diminue celle de
C,AG,.

La force I, augmente la force de Joukowsky et, par con-
séquent, la courbure de la trajectoire. Mais cette augmenta-
tion n'est pas constante. Elle est plus grande prés de la
paroi du vase et plus petite prés du pole O. Par conséquent,
la courbure de I'arc DBE devient plus grande que celle de
Parc EAD.

La force F, est une force centrale de répulsion qui croit
avec 00,. Donc elle augmente la courbure de 'arc EBD et
diminue celle de I'arc EAD.

Ces remarques nous donnent une image sommaire du
mouvement perturbé.

§ 2, 5. — La trajectoire du cylindre
dans le cas ol le rayon du vase devient trés grand.

Déterminons la trajectoire du cylindre, en sipposant le
rayon du vase trés grand par rapport a a et 5. D'aprés les
formules (63)'§ 1, 6 et (71)' § 1, 72 les équations (20) et (23)
prennent la forme
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(20) oM + g oxa® =T
(23) (@" + @M — 5= e'at = h.

Ces équations peuvent étre facilement ramenées a la
forme (7) § 1, 2. La substitution

w:cé-l—ﬂ
ol

g2

0=—5

donne

(23)" (&4 %)M =H' H = h*—2rQ

(‘20)" Ma?c? + a? (-% px% + MQ) =T,

Dans ces formules, d’aprés (71)° § 1, 72, M est une cons-
tante. En intégrant et en supposant @, = 0, on obtient les
formules (m) et (n) du § 1, 2 dans lesquelles on doit substi-
tuer

n=px + 2MQ, T= aiM (0 — ) +a} (5 ¢x + MQ).
Il s'ensuit, que la trajectoire du cercle est une épicy-

cloide ().

(1) Haton de la Goupilliere Etude géom itrique et dynamique des rou-
lettes planes ou sphériques. Journal de I'Ecole Polytechnique, 1914,
cahiar XV,



CHAPITRE III

INFLUENCE D’UNE PAROI RECTILIGNE SUR LE MOUVEMENT
D’UN CYLINDRE CIRCULAIRE

§ 3, 1. — Calcul des éléments fondamentaux.

Considérons un cylindre circulaire qui se meut orthogo-
nalement & ses génératrices et parallélement & une paroi
plane, et supposons, que le mouvement du liquide soit le
méme dans toutes les sections normales a I’axe du cylindre.
Soit O, le centre de la section normale du cylindre. Désignons
par 6 le rayon du cylindre et par ala distance entre O, et la
paroi. Prenons O, pour origine d’axes de coordonnées, diri-
geons l'axe O,z vers la paroi et 'axe O,y orthogonalement a
I'axe du cylindre (voir les figures 6 et 7).

Le probléme envisagé est un cas limite du probléme étudié
dans les Chapitres précédents. Pour ne pas répéter nos rai-
sonnements nous utiliserons les formules obtenues antérieu-
rement et les appliquerons a ce cas limite.

Supposons, que les longueurs du rayon ¢ du vase et du
rayon-vecteur a du centre O, dans le probléme du premier
Chapitre croissent infiniment. Soient

(n a=1s c:—:-l- a,
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ol a, reste fini et ¢ est une quantité infiniment petite. Substi-
tuons ces expressions dans la formule (17) § 1, 3. On obtient,
en supprimant l'indice de a, :

_ 9 —
(2) yD=-n n=vya*— b

Les formules (10)-(13) donnent
3) chlgk=1 (4) shlghk=—cen

— /2 P2
(5) chlgg=1 (6) shlgg=—7 n=ya —b
D’ou
— b
(7) k=1 (8) qzabn:a+n'

La constante ¢ qui joue un grand role dans ce qui suit est
une fonction de la distance @ du ecentre O, & la paroi. La
formule (5) nous donne

(9) dlgqg 1 1

“da ~ bskizqg  n°

Donc la, fonction ¢ diminue quand a croit. Elle est toujours
moins que un, est égale a un, quand @ — b, et tend vers
zéro, quand a tend vers l'infini.

La représentation conforme du domaine z occupé par le
fluide sur la bande annulaire { comprise entre deux cercles
concentriques des rayons 1 et ¢ < | s'effectue par la for-
mule (3) § 1, 3. Faisonsle changement des coordonnées

Z:Z,-’r%.

Substituons cette expression dans la formule (3) § 1, 3.
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En passant 3 la limite et en supprimant lindice de z,, on
obtient

s—a-4n
(10) b=~
avec

n = \a* — b

Il est facile de vérifier, que cette formule donne la repré-
sentation cherchée. Dans les figures 6 et 7 les points qui se
correspondent sont indiqués par les mémes lettres.

§ 3, 2. — Influence de la paroi rectiligne
sur la distribution des vitesses dans le liquide.

Sapposons, que le eylindre se meuve parallélement a la
paroi avec une vitesse v. On obtient la distribution des vites-
ses du liquide quicorrespond & ce mouvement, en substi-
tuant les expressions (4) et (7) dans les formules (27) et (29)
du §1, 4 et en remarquant, que v =—lim aw. On a

ed

(11) ¢, =2wn Z (— 1) T%Q—nqv(inw r") cos nb

r
n=1
n

Ll qg
(12) Py = 2uvn nzi (— 1)”'1———@;

1 .
(W + 1”) sin nf.
D’ou

(13)  fim==o + iY =2ivn Z (— 1)n1—.§:;ﬁ (= — ¢,

n=1
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On peut faire subir a cette expression des transformations
analogues a celles du § 1, 4. On obtient ainsi

1 d ’
(14) /1:;‘-—’071%18' S(’U,q)

S(v', q) = n (1 4 gwe2m?) (1 4 gwe—2m) 7 — g2mv',

p=1

La fonction S(¢/, ¢) ne difféere de la fonction J,(v') de
Weierstrass que par un facteur.

Si le cylindre se meut orthogonalement a la paroi avec
la vitesse u — — a, = a, le potentiel des vitesses o, et la
fonction du courant Y, correspondants sont donnés par les
formules (41) et (42) du § 1, 41. En passant 4 la limite, on
obtient

— p N n qm_ i n\ gy
(15) ng_—zunn—i(——l) 4_q2n(,,n—7’>5m"9
o N qm_ 9 (A o
(16) ?Q—Junn;‘( 1) L (5 + ) cos nf.
D’ou
& 2n
1) fi=2un Y (- 1)n%ﬁ (Gr + g=m).
n=1

Cette formule peut étre écrite encore sous la forme

1 .
(18) fr=r~ tun diu Ig S,(v', q)
ou
, ® |} gwe2mv’ ,
Si(v, q) _ H qu;eééw Z: emy’,

p:1
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Les formules (13) et (17) nous permettent de mettre en évi-
dence l'influence de la paroi rectiligne sur la distribution des
vitesses dans le liquide. Si la paroi n'existait pas, la distri-
bution des vitesses serait donnée par les formules

(13Y [i—= — b1

a7y fi=—ub’z—1,

Transformons ces expressions. D’aprés les formules (8) et
(10) on a

1 _q 14+¢

(19 14
ou en développant en série des puissances de { et en effec-
tuant quelques calculs faciles

1 M >
=% X e

Substituons cette expression dans (13)" et (17)". En négli-
geant les térmes constants, on obtient

(13)" fi=2wn i (_1>nq2n1—n
n=1

<17)" f’ — Qun 5: (___ 1)nq2nc— n,
n=1

Comparons ces formules avec les formules (13) et (17).
La perturbation des vitesses dans le liquide due a la pré-
sence de la paroi est donnée par les expressions suivantes :

8f, = 2ivn Z (— 1) q2 (@ —1¢™)
(20) net

2]

3= 2un X (—1)" T (@ + )

n=1
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Donc l'influence de la paroi se manifeste par 'apparition
des puissances positives de { et par I'augmentation du module

de chaque puissance négative de 7 dans le rapportT_-_—q—,; .

Prés du cylindre c’est la variation des coefficients des puis-
sances négatives de 7 qui joue le plus grand role. Au
contraire prés de la paroi ce sont les puissances positives
de { qui ont la plus grande importance et qui caractérisent
la perturbation des vitesses.

Supposons maintenant, que la distance @ du cylindre soit
trés grande par rapport au rayon 4 du cylindre. Désignons

1 s e .
— par ¢ et considérons cette quantité comme une quantité

infiniment petite de premier ordre. Développans ¢ en série
des puissances par rapport & ¢. On obtient d'aprés la for-
mule (8)

(21) n=_ (1 — et — g b — e s — 1)
(22) g =g eb(l + 3 gt 4 L)

La transformation homographique (10) prend la forme

A 3———1—51)2—%231)4——... . ‘
7\::5 ; 1 1 :Tl2+§-€(zs—“bg)+
(23) 1— g (5 + ?Ebz—f— g—eabk‘—i—...)

+ 3O (2 4 b — B) 4 ]

Substituons ces expressions dans les formules (20). Aprés
un caleul long mais qui ne présente pas de difficulté au point
de vue théorique, on obtient les séries suivantes ;
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b2

e [, b ? he
1 e R L
e e IR

1 3 b 2 s
Sh=— gt + S p e LT[ B+

e
<

+ b2 (z +§>]+—i— [z-‘ +§+ lf’(z2 +g—>] + %

- ofy = %—i‘ve?b’ iz —_

(24)

(23)

Désignons paPTJ la vitesse du cylindre. D’aprés les for-
mules précédentes on peut conclure, que :

1° La perturbation des vitesses du mouvement acyclique
due a la paroi est de deuxiéme ordre.

20 La premiére variation du champ des vitesses est égale
au champ des vitesses d'un courant liquide qui, venant de

) . . 1 > .
Vinfini avec la vitesse — o-¢**U, entoure le cylindre sup-

posé immobile.

3° La deuxiéme variation est égale au champ des vitesses
d’un courant hyperbolique qui entoure le cylindre immobile
et dont 'asymptote de 'affluence fait avec I'axe Oz 'angle w
donné par 'expression

tg o — —uEVETT
v

La distribution des vitesses sur l'asymptote est dunnée
par la formule

1
7 — —
V= ‘Ul vy e3her
V étant la vitesse d’'une particule fluide.

On pourrait de la méme maniére interpréter les variations
d’ordre supérieur.
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§ 3, 21l. — Importance du mouvement cyclique
au point de vue de l'influence des hords.

Si le cylindre est immobile et si le fluide circule aatour,
le potentiel des vitesses et la fonction du courant correspon-
dants sont donnés par les formules (49) du § 1, 6 que nous
rappelons icl :

I

e % % % q iz 4 x
(26) ?0”‘—%'6+?’ Yo _ﬂlg7v fo‘—Tz_,,'lgF"}"z
L’énergie cinétique du mouvement cyclique est égale a

2
(27) 2K = — %—lg q.
La fonction f, relative au mouvement non perturbé étant
égale a
kg i 14¢
=g lgs=—5-189/6 5=

on obtient, en négligeant les termes constants

e

) =g le =5 X 0 (=)

Supposons, que la distance du cylindre a la paroi soit
trés grande. En développant (26") en série des puissances

de ¢ :—4- , on obtient

~ b 1 ., % { bs
(26)"of = ixe [z——:; + Ze(z-—-?) + Qﬁ(z’——:;a) + ]

On peut interpréter cette formule de la méme maniere que
les formules relatives au mouvement acyclique. On remar-
quel‘a, que :
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1° La perturbation des vitesses dans le mouvement cycli-
que due i la paroi est de premier ordre. Par conséquent, le
mouvement acyclique est négligeable par rapport au mou-
vement cyclique qui est le plus important au point de vue de
I'influence des bords.

2° La premiére variation est égale au champ des vitesses
d'un courant liquide qui entoure le cylindre » — 6 supposé

RE

7 0) est
paralléle a la paroi et ¢) a le méme sens que la circulation.

3° La deuxiéme variation est égale au champ des vitesses
d’un courant hyperbolique qui entoure le cylindre immobile

et dont la distribution des vitesses sur l'asymptote est donnée
par la formule

immobile et qui @) vient de I'infini avec la vitesse

xg2
V= 5 T

L'asymptote de l'affluence forme avec 'axe Oz langle
+ 48°, six > 0, et — 45°, si x < 0.

La formule (26)” n’est valable qu’a la distance finie du
cylindre. Pour obtenir la distribution des vitesses prés de la
paroi, il faut revenir & la formule (26) et (23). Substi-

tuons z =z, + is dans la formule (23). On obtient

14 szi—%;’bﬁ—-é—sab’ —_

(23) C= =1 + 2ez, + 2%z} + ...

1
1—ezy — 3 ezb’—-g e3h% — ...

La formule (26) nous donne, si on néglige les termes
constants

(26)" 3fo= 2 (65, + ...)

DEMTCHENKO 8
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olt les termes non éecrits sont de I'ordre supérieur a deux. On
remarquera, que :

1° La perturbation du champ des vitesses prés de la paroi
est de premier ordre.

2° La premiére variation est égale au champ des vitesses

d’un courant liquide paralléle ala paroi etayant la vitesse —;—2— :

Mais dans le mouvement non perturbé on a
ra 4
fi=5-lgs = (ez; + ...) + coust.

Par conséquent, la présence de la paroi double la vitesse du
courant liquide dua a la circulation.

L’énergie cinétique du mouvement cyclique augmente infi-
niment avec a, car on a d’apres les formules (22) et (27)

@7y 2K=—L"]lg (% eb) el

pr?
I

§ 3, 3. — Variation de l'énergie cinétique du liquide.

Nous ne répéterons pas ici les raisonnements du Chapitre I.
La formule (69)§1, 72 s’applique immédiatement et donne
la valeur de I’énergie cinétique du mouvement acyclique :

(28) 26 = (u* 4+ vY)m
ou m est la masse additive du cylindre. Cette masse est don-
née par 'expression

(9) m = wpbPlg)

avec
0

. —qg—1\* \ shtl
(30) Pg)=1+2 X(L=1=) "—1+2p§23ﬁ5%%'

p:?
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La variation de 'énergie cinétique due & la présence de la

paroi est égale &
N \ sh?lg q P 5 . \ gp—1 \2
p=2 p==2

La fonction P(g) étant un cas particulier de la fonction
P(%,9) du § 1, 8, on conclut que

1° La fonction P(g) diminue constamment avec a. Elle est
égale a un pour @ — % et prend pour a — 6 la valeur

g| 8

(31) Po=1+2Y =1+
p:Qp

On voit, que la valeur maximum de la masse additive est
plus de deux fois plus grande que la valenr minimum.

2° La dérivée% est négative. La fonction P(¢) envisagée

comme fonction de a est paire d’aprés les formules (6) et (8).
Done

dpP
(32) (%) =0.
On pourrait aussi démontrer, que
/ dPp
(32) (—J;) e
quoi qu’il y ait
dP
@2 (@7 )o ==

puisque la fonction P(¢) envisagée comme fonction de 1g ¢
est paire.

La fonction P(g) et sa dérivée % jouent un grand role

dang 1'étude de notre probléme. 1l serait utile d’indiquer ici
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quelques séries qui permettent de calculer les éléments fon-
damentaux (*). En considérant ¢ comme module d'une fonc-
tion elliptique, on peut écrire [p. 404]

B 1 »
(33) P(g) = — 1 + 8shtlgq (:z*z%)
On calcule le produit nw d’aprés la formule [p. 265]
, LR PP ENE =T 1 5"(0)
(33) O i g 3¢ + B¢ — Tg2 + ... 12 5i(o)
Pour calculer la dérivée %: B%— 7737{11—5’7 on peut se

servir de la formule [p. 321]

daw 2w { .
digq —?[ 2—'4?92“’]
ou le produit ¢,»* est donné par la formule [p. 283]

LIRSS 1 n
Fow=(3) Eum+m) =5 (3) @ +a+a).

On peut développer la fonction P(g) en série de puissan-
ces négatives de a :IT En utilisant les formules (22) et

(29)’, on obtient pour la variation de la masse additive la

série suivante :
. 1 1 15
(34)  Sm =g mpbte(l 4 5 2Bt + o etbt + ).

Si le cylindre se trouve loin de la paroi, il suffit de pren-
dre le premier terme de ce développement.

(1) Halphen Traite des fonctions elliptiques, vol. 1, Paris, 1886.
Ci-dessous les chiffres entre crochets renvoient aux pages de ce Traité:
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§ 3, 4. — Forces perturbatrices.

Comme nous l’avons vu dans le § 1, 2, quand le cylindre
se meut dans un liquide infini, il est assujetti & deux forces :

1° force d’inertie de la masse additive ;

20 force de Joukowsky.

La présence de la paroi fait apparaitre encore d’autres
forces perturbatrices que nous étudierons maintenant.

La fonction R du § 2, 1 qui donne les expressions pour les
composantes de la pression hydrodynamique prend la
forme :

(35) 2R = (w2 + v*)m + 2= 1g g + 2opxb shlg q.
Soient X et Y les projections de la pression sur les axes

Ozy. Ces projections sont données par les expressions sui-
vantes :

d "R 2R dm
26 X——W—a—u—*ﬁ:——um———-@e—’tg)ﬁ——
(‘ ) px? 1 Al
T i bshlgq_vpxmt g9
(37) Y:——% Da—{;: —om + uv‘;—’:; + pxrucothlg q.

Nous voyons, que le corps est assujetti & uatre forces
perturbatrices. Ce sont les forces suivantes :

(38) X,=—=— udm Y, ——dm
1, ., . d d
(39) X,=—g (0 —u) o0 Y.=u» 2%
(40) X, =—rwpx(1 + cothlgq) Y, =wupx(1 4 cothlgyq)
. pr? 1 4 ex?
M) Xi=— G Jilgg — 7 &



118 SUR L'INFLUENCE DES BORDS

Dans le § 2, 11 nous avons déja interprété ces forces.

1° La force F, est la force d'inertic d’augmentation de la
masse additive.

2¢ La force F, est due a la variation de la masse additive.
Elle attire le cylindre vers la paroi, si la vitesse fait avec
celle-ci un angle plus petit que 45°, et le repousse dans le
cas contraire. Elle diminue la valeur absolue de la vitesse
paralléle a la paroi si le cylindre s’¢loigne, et 'augmente si
le cylindre s’approche de la paroi. La valeur absolue de cette
dam
da ’

3° La force F, est la variation de la force de Joukowsky.
On remarquera, que la présence de la paroi augmente tou-
jours la valeur absolue de cette force. Cette augmentation
est d’autant plus grande que le cylindre est plus pres de la
paroi. La force perturbée de Joukowsky s'obtient de la force

. 1
force est égale a 3 U?

initiale en la multipliant par le coefficient L.
n

% La force F, est la force d’attraction par la paroi; elle
-ef—
brn °
Elle croit, quand le cylindre s’approche de la paroi, et
devient infinie ainsi que les forces F, et F;, quand le eylin-
dre heurte la paroi.

Les forces perturbatrices F,, F,, F, et F, peuvent étre
développées en séries de puissances négatives de la dis-
tance @ du cylindre & la paroi. En prenant en considéra-
tion les formules (21), (22), (34), on obtient les développe-
ments suivants :

est due uniquement a la circulation et est égale a F, =
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! = — 1 2 272 15 4
~38) F1.._———2— mpbe(1 + e[; +Tée‘b + )

(89 | B, | =1 Tmpbe’(t + b 4+ Dapt 4 )

2
(40) | Fy| =7 | Ul + Feut + 36 4+ ..)
T IRTN IS PR R RO S

ou ? est I'accélération et U la vitesse du cylindre.

Ces formules sont remarquables. On voit, que si le corps
est loin de la paroi, les forces F,, F, et F; sont négligeables
par rapport i la force F,. Cest cette force, par conséquent,
due a la circulation, qui perturbe le plus le mouvement du

cylindre. Mais si la vitesse du cylindre est assez grande pour
-

que le quotient %—b soit du méme ordre de grandeur que }—1— ,
alors l'influence des forces IF, et F, n’est plus négligeable, et
ce serait une faute de ne pas en tenir compte. La force F,
peut méme avoir un role dominant, si la vitesse est trés
grande (ou si la circulation est petite).

§ 3, 5. — Les trajectoires perturbées du oylindre.

Le caractére des forces perturbatrices qui vient d’étre
décrit détermine complétement les perturbations dans le
mouvement du cylindre On pourrait les déduire a priort.
Pour obtenir I'équation de la frajectoire du cylindre utilisons
les résultats du chapitre précédent. Les intégrales (22) et
(26) du § 2, 2 donnent :
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(12) W =L (T4 ) (42) L= (g M, + px(n —ny)]

(43)  M#*=h— o (T + pen) + 52 Ig g /g,

(43) Mat=h— 5 [y M, + px(n — no)t + 5= lgg/q,.

Dans ces formules z et y sont les coordonnées du cen-
tre O, par rapport aux axes immobiles dont J'origine est le

point C et qui sont paralleles aux axes mobiles, ¢’est-a-dire

dy
v_.—gt—etam——a‘

L'interprétation du mouvement est immédiate d’apres ce
que nous avons dit dans le chapitre précédent. Supposons;
que la paroi soit horizontale et que le cylindre se meuve
au-dessus de cette paroi. Le cylindre heurtera la paroi si :

My, — pxn, x2
(4g) h— Mozl e, 0.
nb’(p,—p-}— P)

Dans le cas contraire le mouvement est périodique. La tra-
jectoire du centre O, du cylindre est comprise entre deux
droites horizontales ¢ —=¢' et ¢ = ¢” (¢’ > ¢, > ¢") et est
tangente a ces droites. Elle est symétrique par rapport aux
verticales qui passent par les points de contact. Si la vitesse v
s'annule, la trajectoire a des points doubles, ou, dans le cas
limite, des points de rebroussement sur la droite supérieure
g — ¢". Si la vitesse » ne s’annule pas, la trajectoire n’a
pas de points singuliers. Les valeurs limites ¢’ et ¢” de ¢
s'obtiennent comme racines de l’équation

(48) h— 5 (T — pxbsh1g ) + 521 /g0 =10.
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Cette équation a toujours une racine entre g — g, et ¢ — 0
et, si l'inégalité (44) n’a pas lieu, une racine entre ¢ = ¢, et
q = 1.

Déterminons la trajectoire du cylindre dans le cas limite,
en supposant la distance a du centre a la paroi trés grande

par rapport au rayon 6 du cylindre. En substituant dans les

formules (21) et (22) -:- = i — z, et en négligeant les termes
€1

d’ordre supérieur, on obtient :

1 @b
n=—mt g (S M=)t
Les formules (42) et (43) donnent
(42)" My—=T —pxz
(43)" Mz — _T:'l (F— pxx)! — if;:- €.

On a supprimé ici les indices de z, et de ¢,. Intégrons ces
¥quations, en supposant que z, = z, = ¥, = 0. On obtient

*p , M N M
.T——ACOS—M—t'T‘A A————P—x_l/o—rnp‘

-2 in <2
y=1z/+Asingt.

C’est I'équation d'une cycloide. Le rayon du cercle géné-
eM

rateur est égal a Tmr

, la distance entre deux horizontales

limites est 2A — 221(1} — 4—1), la vitesse de roulement est

—;—f— . Cette perturbation du mouvement circulaire primitif est

due uniquement a la force perturbatrice F,.
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