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PREMIÈRE THÈSE

SUR LES PIQURES D'ÉQUILIBRE RELATIF
D'UNE MASSE LIQUIDE EN ROTATION

INTRODUCTION

L'étude des figures d'équilibre relatif d'une masse liquide homogène, en
rotation uniforme, a fait l'objet de nombreuses recherches, en ce qui concerne
les masses soumises à l'action des seules forces nèwtoniennes. Ces théories et
celle des masses hétérogènes en rotation ont été appliquées à l'étude de la forme
des corps célestes.

En plus de ce problème astronomique des grosses masses, pour lesquelles
l'attraction newtonienne est seule à considérer, il existe le problème physique
des petites masses, pratiquement soumises à la seule tension superficielle, et
le problème théorique des masses supposées soumises simultanément à une
tension superficielle et à une attraction entre leurs particules obéissant à une
loi newtonienne.

Au problème physique dont nous venons de parler* * se* rattache la célèbre
expérience de Plateau, sur la masse d'huile tournante, expérience décrite par
de physicien, dans son Mémoire sur les phénomènes que présente une masse
liquide libre et soustraite à faction de la pesanteur (mémoires de ïAcadémie
royale de Bruxellesi tome XVI).



4 ANDRÉ CHARRUEAU

Nous étudions, dans ce travail, ces deux problèmes, physique et théorique,
en y supposant que la masse liquide est homogène.

L'historique de ces questions est facile à faire, car les auteurs qui s'en sont
occupés, au point de vue mathématique, se sont bornés aux généralités du
sujet ou à des cas très particuliers (voir les traités sur la Capillarité, de
Henri Poincaré et de M. Rouasse, les thèses de Doctorat d'Université et d'Etat
de Globa-Mikhaïlenko et le chapitre II de la première partie des Compléments
au tome III du cours de physique mathématique de M. Boussinesq).

Le présent mémoire est divisé en trois parties.
Dans la première, nous étudions les masses liquides en rotation uniforme,

sans axe matériel de rotation. Nous laissons de côté les masses cylindriques,
dont nous signalons seulement que l'étude relève de la théorie des fonctions
elliptiques, car l'équation différentielle de leur section droite est identique à
celle de la courbe élastique plane à pression normale uniforme. Nous ne parlons
ici que des masses de révolution, en rotation uniforme autour de leur axe géo-
métrique de révolution et nous discutons complètement ce problème. Nous
déterminons, en particulier, la vitesse limite de la masse et la vitesse pour
laquelle les deux pôles viennent se confondre. Cette dernière figure est la
figure de départ des anneaux. Nous faisons aussi l'étude de la stabilité de
l'équilibre. Dans les conditions qui sont précisées dans notre mémoire, les
figures, stables à partir de la sphère, cessent de 1 être quand la vitesse décroît à
partir de la vitesse limite, le rayon équatorial continuant à croître.

Dans la deuxième partie de ce mémoire, nous considérons le cas concret
de l'expérience de Plateau, où la rotation s'effectue autour d'un axe matériel.
Nous donnons les formules exactes qui s'appliquent à une masse centrale
entourant un axe matériel et celles qui s'appliquent à un anneau. La discussion
de révolution d'une telle masse centrale pourrait être faite, à l'aide des formules
exactes correspondantes, en calculant certaines intégrales hyperelliptiques par
des méthodes approchées ; mais cette discussion peut être remplacée, de façon
très suffisante, par celle donnée dans la lere partie, pour le cas où il n'y a pas
d'axe matériel, car, dans les expériences de Plateau, cet axe était de petit
diamètre (1 mm. 5), pour une masse qui avait 3 centimètres de rayon quand elle
était sphérique, de sorte que la présence de l'axe ne changeait que fort peu'
l'allure des phénomènes. On constate que la discussion de la 1ers partie est en
accord avec les résultats de Plateau. Une des expériences de ce physicien
conduit, en effet, à la transformation d'une masse centrale, sans anneau, en un
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anneau unique, sans masse centrale, comme l'expose Plateau, dans son mémoire
précité, au § 11, et par la fig. 3. Comme l'indique encore Plateau, vers la fin
de son mémoire, au § 21,ce n'est que par un jeu expérimental assez compliqué,
qu'il est parvenu, dans une autre expérience, à réaliser le fractionnement de la
masse en une partie centrale et en un anneau, en plaçant le disque hoirzontal qui
entraîne la massse, dans la partie inférieure de celle-ci et non plus dans son
plan équatorial et en donnant à ce disque un petit diamètre et une très grande
vitesse, toutes dispositions qui rendent la vitesse angulaire extrêmement
variable, dans l'étendue de la masse. De sorte que le fractionnement ne relève
point de la théorie des figures d'équilibre relatif. 11 n'en reste pas moins que
l'anneau formé par fractionnement, lorsque la vitesse angulaire des particules
y est devenue partout la même, s'identifie avec un anneau provenant de l'évo-
lution d'une masse centrale de Plateau. Négligeant, comme nous l'avons dit, la
présence de Taxe matériel mince, nous connaissons, d'après la première partie
de notre mémoire, cette évolution de la sphère jusqu'à la figure aux deux
pôles confondus. Puis, la masse devient annulaire et nous étudions l'évolution
de cet anneau, qui présente une section d'abord piriforme, puis partout convexe,
puis sensiblement elliptique et tend vers un tore infiniment long et infiniment
délié correspondant à une vitesse infiniment petite. Nous étudions aussi la
stabilité des anneaux de Plateau.

Enfin, dans la troisième partie, nous considérons des masses soumises
simultanément à une tension superficielle et à une attraction, entre leurs
particules, obéissant à une loi newtonienne.

Nous tenons à remercier ici, de tout cœur, M. Boussinesq, professeur
honoraire à la Sorbonne, membre de l'Institut, qui nous a suggéré l'idée de
recherches sur le sujet de la première partie ; M. Villat, professeur à la Sor-
bonne, membre correspondant de l'Institut, et M. Véronnet, professeur à la
Faculté des Sciences de Strasbourg, qui ont bien voulu s'intéresser à nos
recherches et encourager nos efforts, avec une bienveillance dont nous leur
sommes profondément reconnaissant.



PREMIÈRE PARTIE

Sur les masses liquides de révolution, non annulaires,
homogènes et soumises à la seule tension superficielle,
en équilibre relatif dans une rotation uniforme s'effec-
tuant autour de leur axe de révolution et sans axe
matériel de rotation.

CHAPITRE PREMIER

DÉTERMINATION DU MÉRIDIEN D'UNE MASSE LIQUIDE DONNÉE
SOUMISE A UNE ROTATION DONNÉE

1. Enoncé du problème. — Prenons une masse liquide homogène, à tension
superficielle, sans pesanteur et sans attraction entre ses particules, libre et
d'abord immobile dans un milieu à pression uniforme. Nous savons qu'elle
affecte une forme sphérique. Considérons ensuite, dans le même milieu, cette
masse, tournant sur elle-même, sans axe matériel de rotation, avec une vitesse
uniforme donnée. Nous nous proposons de déterminer la figure de révolution
qui est une figure d'équilibre relatif, pour cette masse et pour cette vitesse de
rotation. A d'autres vitesses uniformes, correspondront d'autres figures d'équi-
libre et, dans cette première partie du mémoire, nous étudierons seulement
celles qui sont fermées et d'un seul tenant et qui ont des points sur Taxe de
rotation et de révolution. Le liquide est supposé incompressible, mais nous ne
supposons pas que sa fluidité soit forcément parfaite.
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2. Equation différentielle du méridien. — Soient &, a) et /, la densité du
liquide, la vitesse angulaire de rotation en radians et la valeur de la tension
superficielle. Dans un plan méridien quelconque, prenons pour axe des ?/, Taxe
de révolution et de rotation et pour axe des xy une perpendiculaire menée au
précédent, en un point encore indéterminé. Nous considérerons la masse
comme en équilibre absolu, après avoir appliqué à chacune de ses particules,
une force égale à la force centifruge. Pour une particule distante Je x de l'axe
de révolution, la force centrifuge, par unité de masse, est égale à CÜ2X et dirigée

vers l'extérieur. La force centrifuge dérive donc de la fonction de forces —g- . On

déduit facilement des équations de l'hydrostatique que la pression, dans la
masse, reste la même sur tout cylindre, de révolution autour de Taxe de
rotation f et qu'elle est égale à

sur le cylindre de rayon x> pQ étant la pression le long de l'axe- La pression
dans la masse, juste à l'intérieur de la surface libre, est encore égale à

(2) Pi +

où p1 est la pression extérieure uniforme ; r, le rayon de courbure du#méridien ;
|0, le second rayon de courbure principal de la surface, c'est-à-dire le segment
de normale compris entre la surface et Taxe de révolution. Nous devons1

regarder r et p, comme positifs quand, les parcourant de la surface vers les
centres de courbure, on pénètre dans le liquide, au départ de la surface, et
négatifs dans le cas contraire. Nous avons donc, sur toute la surface libre

d'où

(3)

Mais, si y' et yv sont les dérivées première et seconde de l'ordonnée y du
méridien par rapport à l'abscisse xy on a

M
J
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et, de"plus,
1 à f xy'

Si Ton prend la partie, située du côté des x positifs, d'une courbe quelconque,
on vérifie facilement, quel que soit le côté de la courbe vers lequel on compte
positivement x et p, que les produits y'y" et pz ont le même signe, en chaque
point, et, par suite, que

Supposons maintenant que, le long de cette partie de courbe, la tangente se
déplace avec continuité ; en un point quelconque de la courbe, choisissons
arbitrairement un côté vers lequel nous compterons positivement r et p et que
nous appellerons le côté positif ; prenons, en ce point, le signe convenable
dans (4) ; si nous conservons, par continuité, le côté positif, nous verrons sans
peine que le signe est à changer dans (4), en tous les points à tangente paral-
lèle à Taxe des y, qui ne sont pas des points d'inflexion et là seulement.

Compte tenu de (4), l'équation (3) s'écrit

et, intégrée, devient

(5 bis) ± - Xy = Po~Pi x* -h ^ x* -h Constante.
v/1 -h y'2 2f 8J

Comme, par hypothèse, les masses liquides que nous considérons ont des
points sur Taxe des ?/, l'équation précédente doit être satisfaite pour x = 0 ;

y'donc la constante est égale à zéro, puisque j=L== n'est jamais infini ; et cette

constante reste nulle, lorsque le signe est à changer dans (4) et, par suite,
dans la dernière équation, puisque c'est en un point où y' passe de + oo à
— oo , ou inversement et, par conséquent, le membre de gauche, compte tenu
du changement de signe nécessaire, ne présente, en ce point, aucune discon-
tinuité.

Donc, après division par x, nous avons

(6)
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Prenons, sur notre contour fermé, le point A, le plus éloigné de Taxe de
révolution et choisissons, pour axe des x, la perpendiculaire menée par A à
Taxe de révolution.

Posons

k% est une donnée, qui a pour dimensions L~3, L désignant la longueur
et, par suite, Ka est un nombre.

Au-dessus de Taxe des x, dans la région convexe avoisinant le point A, il
est clair qu'en comptant r et p positivement du côté du liquide, la valeur

- - h - s'obtient en prenant le signe—, dans (4), et, pour le point A, où

y =z — oo , l'équation (6) donne :

Portant cette valeur dans (6), on a :

± "Y — ̂ —^ ~ H- i

Posons

II vient

± - r - 3 ^ = )/t (1 - K2 H-

/ _ ^Z = ± y f ( J _
J " dx ^ __ ̂ i ,_

^ , l - K
J 2 /1 /(i

3. Discussion de l'équation précédente.
Posons :

f(t) = 1 — R2 -h K2*, v(i) s i - l (

Y(Ê) est un polynôme du troisième degré en t.
On démontre facilement que :

pour K < 2, W (t) = 0 n'a que racine réelle, + 1 î
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pour K ^5 2, W (t) =z Ö a ses trois racines réelles et positives, la racine double

+ r et la racine simple + i ;

pour K > 2, W (t) = 0 a ses trois racines réelles et positives,
-f- 1 et deux autres nombres compris entre zéro et -f- 1.
Toutes les figures d'équilibre qui nous occupent ici, satisfont à l'équation

différentielle trouvée» II convient de voir ce que représente cette équation,
pour toutes les valeurs de K, et de retenir les intervalles de. K correspondant
réellement à des figures d'équilibre.

K < 2

0 n*admettant que la seule racine réelle i = + 1 , nous ne
contrerons, entre le point A le plus éloigné d&l'a&e êi G§t axg; aucun point à
tangente verticale, autre que A, et y' est réel dans tout l'intervalle zéro à a, de
x. Partant du point A, avec le signe + i d'une part, et le signe —, d'autre part,
nous atteindrons donc Taxe de révolution, après avoir décrit deux branches de
courbe,

et

symétriques, par rapport 4 Taxe de^ 5̂ et dont Tordonnée reste partout finie,
puisque 1 est la seule racine réelle de W(t) = 0 et qu'elle est racine simple.

. Profitant de la symétrie, nous étudierons la partie de courbe dirigée vers le
haut, au départ de A,'pour laquelle

(8) / - _

9 * (<).

.K'Q'

r ^ 2 Ji 7 l - f(i - K* + K'W - " 5J4 ^
d ( '

Nous reviendrons sur ce cas, après avoir intégré (10), pour K <; 2

2̂  cas. K = Ï 2
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W(t) = 0 admet la racine double t = -f- 7 , tandis que <!>(£) est différent de zéro et

d'ailleurs négatif, pour öëtte valeur de t. L'intégrale donnant l'ordonnée qui

correspond à t — + r est égale à — 00. Il n'y a donc pas de figure d'équilibre
finie pour K — 2 •

3e cas. & > 2

= 0 a ses trois racines réelles et positives, fr, H et 1, avec 0 < h < i% < 1.
Entre tx et &, y' est imaginaire. A lintervâïîe de h à I ne correspond pas un
anneau, parce que, si Ton tient compte d'une identité qui sera donnée plus
loin, après (18), on voit, êïl i*ïiltégrant de h à 1, que la courbe comprise dans
cet intervalle ne peut se fermer que pour un volume renfermé qui serait nul.
Reste l'intervalle de zéro à tu qui donné bien une courbé fermée, de fayon
équatorial au mais elle entre daîiâ le cas I (k2al < 4)» puisqu'il n'y a pas de
point à tangente verticale entre zéro et ai.

L'intervalle de K, de zéro à 2, reste donc seul à considérer.

4. Intégration de l'équation (10) pour K < 2.
Nous supposons que 0 < K < 2

W(t) «s 0 n'ayant que la seule racine réelle + 1̂  on peut écrire

= K*(l — t)[(t —

où fA et v âoïit des nombres réelà, tels que

Posons

(11) 1 _ t = Xtg^

avec X positif et tel que
W = ( i — ji)* -

Posons aussi

• " " 2 X

et remarquons que la quantité appelée ù2 est toujours positive et inférieure à 1.
Il vient

(12)
V/(1 — t) [{t —
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et

Posons

intégrale elliptique de première espèce de Legendre ;

— c2 sin2 cp df =.
VO

intégrale elliptique de deuxième espèce de Legendre.

La diflérentiation de tg ^ . \/l — c2 sin2 <j> conduit à

f*tù t g 2 — dep

| - I = 2 t g ï V I — c" s i n " * •+• F(c»?) — 2E(c,cp).
*/0 \ / l — ca sin2 <p 2

Donc

F(c.7)

On trouve facilement que

(13)

(14)

^ [ "L
où

Tg -çy varie entre zéro et x
K

2K2
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F(r; 9) E(c 9)
D'après ce que nous verrons plus loin nos (10 et H,) — ^ et '* sont

t g | tg ï

encore des fonctions continues de y, pour <p voisin de zéro ou égal à zéro

et, pour (p suffisamment petit, si l'on pose tg -k = w, on a ;

= 1 - I V + *•) + £(1 + 6c> - 2c*)...

Nous donnerons, aux. n08.10. et i l , les termes généraux de ces séries et,
y

au n° 12, le développement / a = en série entière en u.

On calculera ?/, pour les petives valeurs de ii (par exemple, jusqu'à 0,1),
à l'aide de cette dernière série et avec une excellente approximation. Au delà
de la valeur de u sus-indiquée et bien que ce développement soit valable dans
tout l'intervalle 0 < u < 1, on emploiera les tables d'intégrales elliptiques de
Legendre qui seront alors plus commodes que la série.

Désignons par b le demi axe polaire. Posons :

(16) *8 K
2 \/i -h 2K2

Nous avons :

b

• * •

— ca sin2 cp0 =
F- K2

(17) /1 + 2K^ - 1 F(^yo) + E(c,cp0) t

2\/l -H 2K2
 ig9o t f fîo

l g 2 g 2

Pour effectuer l'intégration, nous avons supposé que 0 < K < 2.
Or, pour K = 0, c'est-à-dire pour l'équilibre absolu, on voit, en tenant

compte des vraies valeurs de -^~p- et de - ^ - î ) , pour ç = 0, que (15)

;
 t g l l g I

devient y = ya 2 — £2, équation d'une circonférence. C'est à quoi conduirait
l'intégration de (10), après v avoir fait K = Ô, confirmant le résultat bien connu
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que la sphère est la figure d'équilibre absolu. Il s'ensuit donc que (15) reste
valable pour K =; Ö et s'applique dans tout l'intervalle 0 < K < 2.

La facilité d'emploi des formules précédentes résulte de ce que ('ordonnée
du méridien Ê%ëxpHme à l'aide des Seules intégrales elliptiques de première espèce
et de deuxième espèce de Legendre.

5. Forme générale de la courbe méridienne •
1° K < 1. Reprenons (8), (9) et (10) qui correspondent au quart du

méridien dirigé Vers le haut, à partir de Téquateur. L'équation (8) montre

que, pour K ^ i , y' =± ̂  décroît oontinuellemëttt, de zéro à . ** ÔO , qtiand t

croît de zéro à 1. Le méridien est donc partout convexe*
2° K > 1. yr nulle au pôle, prend d'abord des valeurs positives crois-

santes, lorat|Uföü suit le méridien en partant du pôle ; la dérivée de y' par

rapport à t s'annule pour t = •, en passant du positif au négatif» A éette

Valeur de t correspond dofte ün point d'inflexion du méridien. Enfin, y' ^s 0,

pour t = —^j- i , ainsi qu'on le voit sur (8). Le méridien affecte îa forme de

la figure 1.

Fig. 1.

Nous verrons (n° 7) que - est positif pour K2<2,32 fenvirott, s'âtmulë pour

une valeur de K2 voisine de 2, &2 et reste négatif dans l'intervalle de 2,32 à 4. hm
figures pour lesquelles b est négatif, présentent, considérées en entier, deux
points doubles situés sur l'axe des &>. Elles ne peuvent constituer dés figure*
d'équilibre, car l'arc BHA continue bieftà être un contour d'équilibre pour
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liquide placé au-dessous de BHA, mais la courbe entière n'enveloppe plus ce
liquide.

Les figures d'équilibre non annulaires sont donc ou partout convexes, ou
concaves aux pôles? comme celle dek figure 1, la figure extrême de ce dernier
type étant celle où les deux pôles sont confondus et qui correspond sensible-
ment à K - \ / ^ 3 l - 1,52.

6. Équation exprimant l'invariabilité du volume.

Soit ^ TTR3 le volume invariable de la masse liquide. AB étant le quart de
o

de méridien situé dans l'angle xoyt nous avons

f x
Compte tenu de (9), il vient

(18) gR3 =

Mais on a identiquement

dt 2
v - \-j v - w

Intégrant enlre 0 ot 1, tenant compte de (18) %i de la valeur de- qu'on

tire de (10)» il vient :

— 1 = — 2K2 — — (1 — K2) -

et la rdation fondamentale.

(19) 2k%* = 1 **» (1 — K « ) ^

Si r0 est le rayon de courbure du méridien aux pôles, lesquels sont des
ombilics de la surface, (3) montre que

(20) . i=p-*ir-
Compte tenu de (7), on a

(21) ' iT = i~'
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et la relation (19) prend la forme suivante

(22) Zfc*R8 = 1 — %-.

L'équation (19) nous servira seule pour l'exécution des calculs. C'est une

équation transcendante en K2, où - est la fonction de K2 définie par (17).

7. Étude de la courbe X = K2, Y = 1 — (1 — K2) ^

Nous avons:

et nous savons que

f)L\ ï—ï F ^ = i f1 1 — K» + KH ,
v ' « - 2 Jo y/W) 2 Jo v/1 - 1(1 - K' -h K»*)1 '

La dérivée, par rapport à X = Ka, de la fonction sous le signe d'intégration,
est égale à

t — 1

dont le dénominateur contient le facteur (1 — t)a.
Considérons les deux intégrales

X* 1 „ K 3 + K!( f1 t — 1
=^dt et I — jdt.

\/i — i(i — K2 -h &'2t)2 Jo [1 — t[l — K2 H- K2/)2]*

Après division par 1 —:. t, du numérateur et du dénominateur, dans la seconde,

on voit que, dans Tune et l'autre, 4 — t figure au dénominateur avec l'expo-

sant - . De plus, si nous supposons 0 < K < 2, il n'existe aucune racine du

dénominateur, autre que 1, entre zéro et 1. Donc, ces deux intégrales ont un
sens pour toute valeur de K, telle que 0 < K < 2. On peut facilement démon-
trer que la deuxième intégrale représente la dérivée de la première, par rapport
à X, dans tout l'intervalle considéré (voir GOURSAT, Cours d'Analyse mathéma-

tique, t. I, 1917, p. 237).
Ainsi, pour 0 ^ K < 2, nous avons

(t - i)di
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Pour K = 0, (24) et (25) donnent, par une intégration élémentaire:

Remarquons tout de suite que ̂ j est toujours négatif, quel que soit K, compris

dans l'intervalle considéré, l'élément différentiel de (25) étant toujours négatif.
Pour K ;zf 0, si <p, <p0, X et c ont le même sens qu'au N° 4 et si l'on pose

A = v/1 — c2 sin2 <p, Ao = y/1 — c2 sin2 <p0, d2 = r 1 — c2 ,

o n a :

• 6
d

-et l'on arrive à :

,b

( 2 6 ) ^ =

Cette expression est calculable à l'aide des tables de Legendre. Pour K
petit» Temploi de (26) n'est plus possible, pratiquement, car certains termes
tendent vers une forme indéterminée ; on emploiera alors le développement

4
(n° 14) de J J , eji série entière en K3.

Par (23), nous aurons ensuite ^ .

Remarquons que pour K = 2, l'intégrale donnant - devient égale à — oc,

puisque (n° 3) l'ordonnée du méridien, correspondant à t = + -,, est égale à — ao

et qu'en outre, l'élément diiierentiel de (24) est négatif, pour cette valeur de K,

dans tout l'intervalle de t compris entre 0 et y *

Le tableau suivant indique les valeurs de - , de ^ , de Y et de ~^^ pour

quelques valeurs de K2 :



— K2

0
1
1,5

5

s2
2,32
2,5
3
3,5
4

b
a

-H 1

-h 0,431
+ 0,259*

~+- 0,2062

4- 0,1032
0

— 0,056
— 0,236
— 0,518

SX
— 1

— 0,322

— 0,314

00

1 8 ANDfcÉ

Y = I- (I -K.) | -S=j-(i-K«)af
0 -h 2

+ 1 -h 0,431
-4-1,1295 -1-0,098

-4-14375 —0,003

-h 14032
-4-1
-h 0,916
-+-"0,528.
— 0,294
— oo . —oo

D'où les courbes suivantes de - et de Y, en fonction de X == K2 (fîg. 2 et 3).

Nous allons démontrer que la concavité de la courbe fX , Y^ est partout diri-
gée vers le bas.

Nous avons déjà vu que, pour 0 < K2 < 4, on a, quelque soit K

On montre qu'on peut dériver (28), par rapport à X> sous le signe d'inté-

d>l
gratioïi et Ton trouve que l'élément différentiel de -^ est positif, au moins dans

l'intervalle
0 < K 2 < l ,

donc que, dans cet intervalle au moins, on à :

On montre encore qu'on peut dérive? (25), une nouvelle fois, par rapport

à X, sous le signe d'intégration ; on trouve que l'élément différentiel de ^ p e s^

négatif, dans tout TintervallB

0 < R2 < 4,
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et que, par suite, dans tout cet intervalle,

a

ax*1

Fig. 2 et 3.

En dérivant (23) par rapport à X, on a :

Pour K2 = X < 1, on a bien - ^ < 0.
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Supposons maintenant

1<X<4.

Nous savons que j p décroît continuellement d'une valeur positive à — <x> $

K
quand X croît de 0 à 4, puisque -ĵ â est négative, dans tout l'intervalle 0 < Ka < 4,

b dl d*\
et que, pour X tendant vers 4, - et par suite -TE et -rn tendent vers — oo .

ffi\ d*b-
Soit Xj la valeur de X pour laquelle ^ p s'annule et au-dessus de laquelle ^ 2

est toujours négative ; Xx ne peut qu'être supérieur à 1, d'après ce qui a été dit

sur le signe de - r p pour X inférieur ou égal à 1. Et l'on voit que, pour

on a bien

II ne reste donc à considérer que l'intervalle de X,

h

dans lequel W2 es^ positive.

Comme j p est positive,et toujours décroissante dans cet intervalle, on a,

pour toute valeur de X de cet intervalle,

b

et

On a donc, dans l'intervalle considéré,

dh-
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Le maximum du membre de droite aura lieu pour la valeur Xx qui corres-
b

b
pond au maximum de ^ et à un point d'inflexion de la courbe de - en fonction

de X. Par quelques applications numériques de (26), pour des points de la

région de cette inflexion, on s'assure que le maximum de ^ - e s t inférieur

d\
à — 0,25. D'autre part, on peut calculer, toujours par (2*1), la valeur de — ^

cf2Y
pour X = 1 ; elle est inférieure à + 0,40. Donc, le maximum de - jp est infé-
rieur à — 0,25 x 3 + 0,40 = — 0,35.

Donc ^ 2 est bien partout négative le long de la courbe de la figure 3.

Des valeurs numériques données précédemment, on déduit, par interpola-

tion, que JY s'annule et que, par suite, Y est maximum, pour K2 = 1,662 ; ce
maximum est égal à + 1,1375.

Remarquons aussi que, pour

R2 = l et K2 = 2,32, on a Y = - + - 1 .

C'est pour K2 = 2,32 ..., qu'on a^ = 0 et pour K 2 >2 ,32 . . . , -Q est négatif,

d'après la remarque faite sur le signe de -r^. D'après ce qui a été dit n° 5, les

parties en trait continu des figures 2 et 3 correspondent seules à des figures
d'équilibre.

8. Résolution de l'équation transcendante en K2.
Nous avons trouvé l'équation'(19)

(19) ^

où - est, d'après (17), une fonction connue de K2. Nous avons là une équation

transcendante, d'où nous pourrons tirer K2, puisque k2 et R sont des données
du problème.

Menons, sur la figure 3, une parallèle à OX, d'ordonnée égale à + 2&2R3.
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L'abscisse d'un point d'intersection de cette parallèle et de cette courbe est une
valeur de K2 répondant au problème. 11 y a :

Une solution si 2/c3R3 < 1 ;
Deux solutions si 1 < 2/c2R3 < 1,1375 ;
Une solution limite pour 2/c2R3 = 1,1375.

Il n'y a plus de solution pour 2ft2R3 > 1,1375.
Nous reviendrons plus loin sur cette discussion (n° 17). En traçant la

courbe de la figure 3, à une échelle assez grande, on peut déterminer K2 gra-
phiquement avec une erreur absolue d'un ou deux millièmes. Cette première
valeur pourra suffire le plus souvent. Si Ton a besoin de plus de précision, on
partira de cette valeur de K2, pour résoudre (19), par approximations succes-
sives, à l'aide des tables de Legendre. De la valeur de K2, on déduira facile-
ment a, puisque K2 est égal à k2as et que k2 est donné.

Si &2R3est très petit, cette méthode ne peut plus être pratiquement employée,

car il faudrait calculer numériquement la fonction - , avec une approximation

que les tables de Legendre ne permettent plus d'atteindre. Cette difficulté ne
commencera à se faire sentir dans les calculs que pour &2R3 < 0,1. Or, nous

az

donnerons au n° 16, des développements de K2 et dé g-3, en séries entières
en &2R3, qui résolvent alors la question.

9. Tracé du méridien. — Ayant calculé K2 et a, on pourra, à l'aide de (15),
calculer l'ordonnée de tout point du méridien dont on se donne l'abscisse.

Au n° 4, nous avons indiqué, au sujet de (15), une méthode de calcul de

_—'-11 e t de * , pour <p petit, qu'il convient de justifier. C'est l'objet des nos 10
\çr X ter ?

et 11 ci-après.

10. Développement de F(c,ç) en série entière en tg | .

Posons, comme au n° 4, tg % = u.
Alors

2u j 2da
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OÙ

a = 2c â—1, avec c2 < 1.
Posons : z = u2.

1
On sait développer i _ _ r y en série entière en z. On trouve (1)

(27)

où Pn est le nième polynôme de Legendre relatif à a :

Pn = — — [(«* — l)n],

avec

(n -h i)P»+i = (2/i +• l)aPB — nP„_f

En nous reportant à la théorie de la formule de Lagrange (2), nous voyons
que, pour a réel et | a \ < j , ce qui est le cas ici, (27) est valable pour | z \ <C i.

Ici, u et z sont, réels et positifs.
Par suite, pour 'u < 1, on a :

(28)
v/1 — 2aû  -h M4

En intégrant (28), terme à terme, on obtient, pour u

et, par suite, dans le même intervalle,

(29) ^ = 1+^.+,..+^,,*.+ . . .

Cherchons une limite de Terreur qu'on commet ' en s'arrêtant au terme'
en uZn, ce terme étant pris.

D'après une formule donnée par Jacobi,

' 4 r * ' • • _ _ _ _ _ :
ï>n __: i (a -f- ^/a2 — 1 cos <p)»d<p.

f1) GOURSAT. — Cours d'analyse mathématique, t. I, 1917, p. 465 et 466.
(2) GOURSAT Cours ctanalyse mathématique, t. I l , 1911, p . 121 à 124.
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Ici, a est réel et tel que | a | < 1 ; donc, ici,

| (a -f- y/a2 — 1 COS cp)n | = (\/a2 sin2 <p -+- CO82 ç)« < 1,

et, par suite, ici
| P » | < 1 .

Si Sn est Terreur qu'on commet, en s'arrêtant dans (29) au terme en u2n,
ce terme étant pris, on voit que

En calculant les polynômes de Legendre, par'la formule classique de récur-
rence et en se rappelant que a = 2c2 — 1, on trouve facilement

formule indiquée au n° 4.

11. Développement de E(c, 9) en série entière en tg 1.

E(c, 9) = I v/1 — c2 sin2
 ? c/?

Jo

H v /1 — « s i n 2 <p atp = = ——r- T «cp = v — du.
2 v T Y 2v/l — ca sin^ ?

 T y/1 — 2««a •+• «4

Nous savons que, pour u < 1,

En outre, pour u <L 1, la formule du binôme conduit facilement à

_ ( 1
4 ^" ' = 1 - 4c2u2 + 8c2u* h (— l)^4(n -h ljc'u2^1)

Posons

avec la convention Ao = 1.
Les deux séries précédentes sont des séries entières en u, absolument con-

vergentes pour u < 1. En les multipliant, on obtient une série absolument
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convergente dans le même intervalle et Ton a, en groupant les termes de même

degré en u,

ĵ
( 1 ^ " I L = 1 -h « 2 (P i — 4c2) -+- u*(P 2 — 4 c 2 P , -+- 8c2) - + - . . . + B „ K S « H

V/1 2*Ua - h U4

OÙ

ï et ƒ prenant toutes les valeurs entières, positives ou nulles, telles que

Après intégration et division par uy nous avons

En calculant les polynômes successifs de Legendre et en se rappelant

que a = 2c2 — 1, on trouve facilement

2 a

formule indiquée au n° 4.

12. Développement de l'ordonnée de la courbe en série entière en tg 1-

Ce qui a été dit aux hos 4, 10 et. 11 montre que l'emploi de (15) est général,
grâce aux tables de Legendre, si <p n'est pas très petit et grâce à (29) et (31), si qp
est petit.

Mais, dans ce dernier cas, on simplifiera beaucoup les calculs, en utilisant
la série que nous allons donner.

Au n° 4, nous avons trouvé que

1 _ '
2K\A./0 \ / l-c2sin2cp

D'où :

a R2y/X Jo v/1 — 2<*ua -f- u4•VX

(32) l = 4
 i > • I L=^^^T^^ du,

a K\/ l -4- 2F9 n JK — 'y""1 -1- "4

où K est supposé ditFérent de zéro.
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Tenant compte de (28), remarquant que la série du membre de droite
de (28) est absolument convergente pour u <Z 1, on peut, après multiplication
de cette série, terme à terme, par 1 — u2\/i + 2K2, grouper les termes de
même degré en u et l'on a :

\ / l — 2^u2 -f-

valable pour # < i ; par intégration, il vient :

i= u

a K\/l-+-2R2

qui s'écrit encore :

+_ 2K»)

( 3 3 )

valable pour it < 1,
Cette formule, qui n'a pas été établie pour K = 0, se réduit, dans ce cas,

qui est" celui de l'équilibre absolu, à y = \/a2 — 3?, équation d'une circonfé-
rence ; (33) reste donc valable pour K = 0, puisqu'on sait que la figure d'équi-
libre absolu est la circonférence.

Pour toutes les figures d'équilibre relatif d'un seul tenant, à points sur
Taxe de révolution, nous savons (n° 5), que

0 < K 2 < 2 , 32;
d'où, entre ces limites de K,

V/l -4- 2K*

11 s*ensuit que (33) est valable pour tous les points de toutes les figures d'équi-
libre ayant des point sur Vaxe de rotation et de révolution,

. Cherchons une limite de Terreur qu'on commet en s'arrêtant au terme
en u2n de (33), ce terme étant pris.

D'après la formule de Jacobi sur les polynômes de Legendre (n° 10), on a,
ici, a étant réel et | a | < i,

_ _ _ _ _ _ A r-K _ _ '

Pn — P „ _ I V / 1 - H 2 K 2 = ^ I (a-hiy/1 — a2 COS f)»-'^—

où i =\/— 1.
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On vérifie que

» | a - h i\/i — a2 COS <p | = \/OL2 sin2 <p -h cos2 y < 1 :

i a _ y/i -H 2K2 -h îv/r=T» cos cp | < v/(« — y / r r i K 5 ) 2 -+-1 — «2 ;

D'où
(a — ̂ /l -+- 2K2)2 -4- 1 — a2 = K2.

quel que soit n*

L'erreur commise sur i, en s'arrêtant au terme en u2n de (33), ce

terme étant pris, est, par suite, inférieure à

(34) 1 K



CHAPITRE II

ËTUDE SPÉCIALE DU CAS DE K PETIT

13. Cas où les termes de l'ordre de K4 sont négligeables devant 1.
On déduit facilement de (33) que le méridien est alors une ellipse*

4
14. Développement de ^ en série entière en K2

Partant de (25) et posant
il vient :

(35)
dh-

a l dv
— = = — i _ _ ,
]L Jo [1 + R2(l __ va) (2 — KV)]1

Par des calculs fort longs que nous ne pouvons reproduire ici, on arrive à

/ ,6 .

<36,

30 317 R l t

série alternée valable pour 2K2 < 1, avec

n 7 ï M —(- i M » - n V o n - m 1 - 3 - 5 - - ( 2 m — 1) (n — m + l)(fl —ff*-4-2) . . -w
Kos) i « p — { -i) ^ z /o„ . o w o „ + _ 5 j . . . ( 2 p - h i ) ' 1 . 2 , 3 - . - m .

où m et n prennent toutes les valeurs entières, positives où nulles, telles que
m + ^ = /?, 0 < / n <*ƒ&, p > 1 et où chacun des facteurs frationnaires est à
prendre égal à 1, pour m = 0,
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On démontre que :
M

1° Quel que soit p, on a ~jyj > - ;
M P

2° Les quantités -^ forment une suite croissante convergente^
IM !

3°. » ̂ | ' tend vers 2 quand p tend vers l'infini.

Ces propriétés servent pour calculer certaines limites d'erreurs.

15. Développement de - et de X2 = &2R3 en séries entières en K2.

Intégrant (36) par rapport à X et remarquant que - = l, pour X = 0, il

vient

^K 1 0 — 4
21 77

série alternée valable pour 2K2 < 1.
De (19) et de (38), on tire :

(39)

série alternée valable aussi pour 2K2 < 1.

a3

16. Développement de ^ en ssrie entière en K̂2.

L'inversion de la série (39) donne :

(40) K = ^ + A * + - j i b + 3 g j t ^ 525^10 + 5775^ 2 4-'875875"X ^ ' ^

Nous avons fait l'étude détaillée de cette sérié ; nous ne pouvons la repro-
duire ici, faute de place.

Divisant les deux membres de (40) par $2, il vient :

g* + f*- + ^X.. *



CHAPITRE III

DISCUSSION DU PROBLÈME

17. Discussion du problème dans le cas d'une pression extérieure mille
Dans la masse liquide en rotation, c'est le long de l'axe de révolution et de

rotation qu'on a la plus faible pression, pQ, d'après (1).
Nous avons montré que, dans le cas général d'une pression extérieure

uniforme, px quelconque, on a la relation (7) qui peut s'écrire

Si p± = 0, il vient

/>0 = f(l-K*).

Gomme, par hypothèse, le liquide ne peut résister qu'à des efforts de
compression, il faut que

donc que
K < 1 .

Ainsi, dans le cas d'une pression extérieure nulle, K reste compris entre
zéro et 1.

Nous avons déjà vü (ïiö S) que, pour 0 < K < 1, la courbe méridienne est
partout convexe,

En outre, compte tenu de (19), et puisque est positif et que, pour K = 0,

- — 1, on a, dans ce même cas d'une pression extérieure nulle
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Nous avons déjà dit (n° 8) qu'il n'existe alors qu'une seule figure d'équilibre.
Le cas de K = 1 est un cas extrême ; comme, pour K3 = k2a? = 1 , l'équa-

tion (19) donne

on voit que, dans ce cas extrême,

(42) a = R\/2.

Tenant compte de la définition de k2 donnée au n°2, on voit que la vitesse
limite «o, pour une pression extérieure nulle, est déterminée par

d'où

(43) a>;= '4j^--

18. Discussion du problème dans le cas d'une pression extérieure non nulle.
Nous allons montrer que de nouvelles figures d'équilibre deviennent alors

possibles.
La condition po > 0 s'écrit ici

(44) Pi -f- H-f(l — K2) > 0

c'est-à-dire

R^l-Hf.

Les figures d'équilibre possibles alors comprendront donc :
1° Les figures convexes en tout point» correspondant aux valeurs de K

inférieurs ou égales à 1 ;
2° Les figures correspondant à des valeurs de K supérieurs à 1, par suite

concaves aux pôles (fig. 1) et satislaisant à l'inégalité précédente.
Compte tenu de (21), l'inégalité (44) peut d'ailleurs s'écrire

Pour les figures concaves aux pôles, r0 est négatif et nous verrons plus tard
A A

(n° 31 ) que la valeur minimum de — est, pour ces figures, égale à T oi ^ n > o u R
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est toujours le rayon de la sphère ayant un volume égale à celui de la masse
liquide. Si donc, on a

Pi — 1,27 x R '

on n'aura pas de cas limite dû à la pression extérieure.
Dans la discussion qui va suivre, nous supposerons que pt est assez grand

pour satisfaire à cette condition.
Considérons une niasse liquide donnée, dans des états permanents d'équi-

libre relatif, correspondant à une vitesse de rotation d'abord nulle, puis à des
vitesses de rotation de plus en plus élevées.

Dans la quantité k2 = -g ƒ , « sera la seule variable.

La quantité 2A;2R3 prendra des valeurs successives croissantes, à partir de
zéro et, tant que 2&2R3 sera inférieur à 1, la forme d'équilibre, d'abord sphé-
rique, s'aplatira de plus en plus, en restant partout convexe ; nous avons, en

effet, remarqué au n° 7, un peu après la formule (25), que la' dérivée de - par

rapport à K2 est toujours négative et, d'autre part, le long de Tare O A de la

courbe de la figure 3, K2 et &2il3 croissent ensemble ; donc - décroît bien
quand 2&2R3 croît de zéro à 1.

Lorsque 2/c2R3 dépasse 1, K2 prend une valeur supérieure à 1, comme le
montre la figure 3 et nous savons qu'alors, la surface de la masse liquide devient
concave aux pôles. Lorsque 2/c2R3 atteint la valeur 1,1375, pour K2 = 1,662,
on est arrivé au point limite B ^fig. 3). Si l'on parcourt ensuite Tare BC, en
faisant décroître 2&2R3 et par suite «, on a une nouvelle suite de figures d'équi-
libre ; et, nous montrerons plus tard (n° 38) que ces dernières figures sont
instables. Enfin, les deux pôles de ces figures se touchent pour une valeur de K2

voisine de 2,32.
Calculons la vitesse limite G^, correspondant à lasvaleur 1,1375 de 2/c2R3 ;

nous avons :

2 | ^R 3 = 1,1375 ;
d'où

Le carré de la vitesse limite est donc proportionnel à la tension superficielle
et inversement proportionnel à la masse du liquide en rotation.
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19. Remarque relative aux figures d'équilibre correspondant à une même

valeur de K2 = £2R3.

Considérons différentes masses liquides de révolution, de natures, de
volumes et de vitesses de rotation quelconques, telles que, pour toutes, l'expres-
sion k2Rz ait la même valeur.

Nous avons vu au n° 8 qu'à une valeur de A;2R3 correspond une valeur ou
correspondent deux valeurs de X — K2. En outre, toutes les figures d'équilibre
relatives à une même valeut de K2 sont semblables : en effet, dans toutes ces

figures, à une même valeur de t=(-) , correspond, d'après (10), une même

valeur d e - , les notations étant celles des nos 2 et 3 ; si donc, toutes ces figures

sont placées de manière que les axes de révolution et les centres soient confon-

dus, elles sont toutes homothétiques à l'une quelconque d'entre elles, par rapport

à leur centre commun.

On en déduit immédiatement, en se reportant aux nos 8 et 18, que, si pour
différentes masses liquides, animées de différentes vitesses, &2R3 a la même
valeur, toutes ces figures d'équilibre sont semblables, si 2A2R3 <C 1 et se décom-
posent en deux groupes de figures semblables, si 2&2R3 ̂  l.

20. Remarque relative aux figures correspondant à une même valeur de a.

Il s'agit donc des figures ayant un même rayon équatorial.
Dans (10), supposons a donné et faisons varier X = K2, de 0 à 2,32.
En dérivant (10), sous le signe d'intégration, par rapport à X, on voit,

d'après le raisonnement fait au n° 7, que

'^a = l f* (t~l)dt
dx 2Jt [i __ ((i — K2 -h K2/)2]* '

quantité négative puisque l'élément différentiel est toujours négatif. Ainsi donc,

pour a et t donnés, la dérivée de y par rapport à X est toujours négative ; ce

qui prouve que y décroît quand X croît.

Considérons maintenant deux courbes de même rayon équatorial, a, et

correspondant respectivement aux valeurs Xi et X2 de X, avec X2 > X r On

aura, pour la différence y2 — yx entre deux ordonnées de ces courbes, corres-

pondant à une même abcisse x = a\Jt,

— yt 1 / *2 ,v f1 (/ —
« ^JX, Jt [1 „ /(l _
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Pour Xx et X2 donnés, on yoit qu?à chaque valeur de X correspond une
intégrale en t, toujours négative et d'autant plus petite,, en valeur absolue,
que t est plus voisin de 1.

Donc, y% — yx est toujours négatif et décroît constamment, en valeur abso-
lue, quand t croît de zéro à 1. •

Par la remarque du n° 19 et par ce qui précède, on arrive à la conception
suivante de la résolution du problème. Supposons construites, une fois pour
toutes, dans une certaine circonférence, toutes les courbes ayant pour rayon
équatorial le rayon de la circonférence, pour centre celui de la circonférence*
'pour axes de symétrie deux diamètres rectangulaires de la circonférence et
correspondant à des valeurs de X variant, par exemple, de 0,1 en 0,1, de zéro
à 2,32 ; chacune de ces courbes contient en entier la suivante, d'après ce que
nous venons de dire. Avec la courbe de la figure 3 ou avec l'équation trans-
cendante (19), on déterminera X, pour une masse de volume, de nature et de
vitesse de rotation donnés. 11 n'y aura plus qu'à choisir parmi les courbes types,
ou à déterminer par interpolation, celle qui correspond à la valeur X trouvée
ou les deux qui correspondent aux deux valeurs X trouvées. Puis, on agrandira
la courbe ou chacune des deux courbes, homothétiquement à elle-même par
rapport à son centre, et dans un rapport convenable, facile à calculer, pour
avoir le méridien cherché.

21. Remarque sur l'intersection de deux méridiens convexes.
Considérons deux quarts de méridien, partout convexes, de mêmes axes

de symétrie, correspondant aux combinaisons suivantes des paramètres a etX :

(I) «i, X,,
(II) «2, X2,

avec a% = (1 + a)at, a étant positif.
Considérons la courbe

(III) de paramètres <z2, Xt.

D'après le n° 19, elle est homothétique à (I), par rapport au centre commun
et (I) est tout entière dans (III).

Pour que (IL) soit aussi intérieure à (III), il faut, d'après le n° 20,
q u e X 2 > X r

Supposons qu'il en soit ainsi et qu'en outre, les quarts considérés des
courbes (I) et (II) se coupent en un point P.
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Je dis que ces quarts des courbes (I) et (II) ne peuvent pas avoir d'autre
point d'intersection.

En effet, soit m la différence entre l'ordonnée de (III) et celle de (I), corres-
pondant à une même abscisse, x(\ + a). Si y(x) est l'ordonnée de (I) correspon-
dant à l'abscisse x, on voit facilement, sur une figure, que

m — (1 -f- ot)y(ac) — y(x H- ax)

y(x + ax) étant la valeur de la fonction y{x), quand on y remplacer par x + ax.
O n a ^ s • • .

où j/'(x + ax) est la dérivée de y{x) par rapport à ^, où Ton a remplacé # par
x + â c. Sur nos méridiens convexes, y'{x) décroît quand x croît de zéro à a.

Donc, toujours, ~ > 0. Par suite, m9 qui est d'ailleurs toujours positif ici,

décroît quand ^décroît de à à zéro. Mais, d'aprèsle n° 20, la quantité /z, positive,
dont l'ordonnée de (III) surpasse celle de (II), de même abscisse, croît constam-
ment quand x décroît de a à zéro. En dehors du point P, où m — n, il ne pourra
donc pas y avoir de point où cette égalité se reproduira.

Ainsi donc, le quart du méridien (II), extérieur au quart du méridien (î),
auprès de Téquateur,le traverse en un point unique et reste ensuite à l'intérieur
du quart du méridien (I), jusqu'à l'axe commun de révolution.

La démonstration précédente reste valable quand (II) devient concave aux
pôles, (I) restant partout convexe.

Nous ne parlerons pas du cas de deux méridiens concaves ajix pôles,
parce que nous n'aurons à utiliser, dans la suite, que ce qui précède.



CHAPITRE IV

PROPRIÉTÉS DIVERSES DES FIGURES D'ÉQUILIBRE

22. Courbare, développée et rectification du méridien.
Nous renverrons, sur ces points, à notre mémoire inséré dans les Annales

scientifiques de TEcole normale supérieure, 1926, p. 129 à 176.
Nous rappellerons seulement (p. 156 de notre mémoire précité) que, si test

le rayon de courbure du méridien, en un point distant dex de l'axe de révolution
et r0, le rayon de courbure du méridien aux pôles, on a :

(46) ! = !-+- 3k*x\

où k2 est toujours égal à -QJ-

23. Aire d'une section méridienne.
Nous avons calculé dans notre mémoire précité, à la page 170, Taire du

quart complet de la section méridienne, à Taidedes deux premières intégrales F
et E de Legendre.

Ajoutons qu'à l'aide de ces seules intégrales F et E et de fonctions élémen-
taires, on peut exprimer Taire d'une partie de section méridienne, comprise
entre Taxe équatorial de symétrie et une parallèle à cet axe.

A
On peut aussi développer 1 ( oùA est Taire du quart complet de la section

méridienne et a le rayon équatorial, en série entière en X = K2, pour 2Ka < \*
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On procède à peu près comme au n° 7, en calculant d'abord ^ , par

une dérivation, sous le signe d'intégration, par rapport à X, de

(47) A - l T v ^ - K J
• a* Vo y/i - «(1 -

'G) .
On trouve

(48)
[1 _ t(l - K?

On arrive aux séries alternées

(49)

et

(50) £ i = = ! ( i _ :

valables pour 2K2 < 1 et dans lesquelles

n\\\ N V ( — 1 ) p + l 3.5...(2n -*-" 1) n(n — ! ) - • ( » — m + 1).
(Dlj i\p = 2a—o^i 7TÓ Ti V7) m :—'

où

(52) Jo
(2n-k l)(2n — ! > . . . ! TE 1-3-5.-.(2m 4 - 2 n - f 1),

(2m 4- 1) (2m + 3)-. .(2m -+- 2n -h,!) 22.4-6. -12m -h 2n -h 2)f

m et n prennent toutes les valeurs entières positives ou nulles, telles que

m -+- n = p, m < n, ƒ> ̂  1 ;

— 1T2)." m e s Prendre égal a 1 pour m = 0. *

24. Sur quelques propriétés géométriques des figures d'équilibre
Appelons Ç un angle analogue à l'anomalie excentrique de l'ellipse

cosÇ = -*
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Nous l'avons utilisé, pour certains développements, dans une note des
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, à laquelle nous renvoyons (-1).

Dans une autre note^2),nous avons indiqué, des. propriétés intéressantes
de la courbure des surfaces d'équilibre, de leurs lignes géodésiques et de leurs
lignes a s y m p t o t i q u e s . , , a

Nous renvoyons aussi, pour les lignes géodésiques, à notre mémoire
précité des Annales scientifiques de'l'Ecole normale supérieure (pages 165
à 169).

(*) Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, t. 184, 1927, p. 1043.
(2) Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences^t.. 182f 1926, p . 1601a 1603.



CHAPITRE V

CALCUL DE L'ÉNERGIE TOTALE DE LA MASSE LIQUIDE EN ROTATION

25. Aire de la surface libre de la masse liquide.
Le calcul de cette aire a été fait d'ans notre mémoire précité (p. 1Ö3).
Avec les notations des nós 3 et 4, on a pour cette âirê ù t

(53)

(54)

KV 1 •+• 2K2

On peut développer y ^ en série entière en K2.

D'après la formule (v38) du mémoire précité,

ù I f 1 dl
0 y i _ t(\ — Ka

 -

En posant, comme au n° 14, 1 — t = p3, oti trouve que

et Ton arrive à la série

valable pour 2K2 < 1 et dans laquelle le coefficient de K> s'obtient par une for-
mule analogue à (37).

Mais, de (41) on tire

(57) • a? = R 2 ( l - t -g3 i 2 +g3î* +•••)•
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Partant dans (56), cette valeur (57) de a2 et la valeur (40) de K2, on trouve

(58) Q = 4*R2(1 4 - ^ 3 V * . . . ) -

On remarque l'absence d'un terme en 3i2s

26. Moment d'inertie de la masse liquide par rapport à son axe.
Le calcul de ce moment d'inertie, J, a été fait dans notre mémoire précité

(p. 171 à 173).
Nous avons trouvé

où V est le volume connu de la masse liquide.

27. Développement de J en séries entières en K2 et en 3Ca.
D'après la formule (SI) de notre mémoire précité,

En raisonnant comme au n° 7, on voit que

JJ \
s/ i f 1 (t — i)i*dt

— - = K I ' :

^ Jo [1 — /(i _ K2 -h
[1 — /(i _ K2 -h K2*)2f

o ù X = K2.
Si Ton pose I — ï = v2, on parvient à développer l'intégrale ci-dessus en

série entière en K2 ; puis ori arrive à :

(62) J = ^^8(1 - K̂  + f K* - . -. + f - ^

avec
tao\ p _ V (— l)p+13-5---(2n H- l ) » ( » - l ) . . . f n - f f » + l ) t

^ ; t v— ^ j ^ = 1 . 2 . . . « 1.2...m nmî

où m et /? prennent toutes les valeurs entières, positives ou nulles, telles que

m H- n = /ï, m < /Î, p > 1.

, n(/i — 1). - .(n — m -4- 1) . , , , , , . rt â ,
ou Vyŷ —— ^ est a prendre égal a 1 pour m = 0 et ou

i _ 2 n - f 4 2n + 2 2a 2 1
2m H- 1 2m -h 3 2m -h 5 " '2m -f- 2'i -+- 3 2m -+- 2n -^ 5 '
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De (40), (41), (57) et (62), on tire :

(65) J = ~^ ? g

28. Force vive de la masse liguide en rotation.
Si m et ç sont la massé et la vitesse d'une particule quelconque, là force

vive de la masse liquide est

jy mu2 == Jto2 ;

d'où, d'après (59)

Pour K = 1, r0 est infini et

(67)

29. Energie totale deanasse liquide en rotation.
La masse liquide est, pour le moment, supposée sans pesanteur, comme

dans tout ce qui précède.
Il n'y a donc pas d'énergie potentielle de pesanteur.

L'énergie totale, %% à considérer comprendra donc seulement l'énergie

actuelle ou cinétique ^ 2 i m ( ; 2 e^ ^^ner&^e potentielle de la surface libre, qui est

égale à /û (voir BOUSSINESQ, Cours de Physique mathématique, t. III, 1921, p. 188
à 196).

Tenant compte de (66), il vient

(68) • ,

Pour K = l , g = ^ .



CHAPITRE VI

VARIATION DES DIVERSES QUANTITÉS

RELATIVES A UNE MÊME MASSE LIQUIDE

ET STABILITÉ DE L'ÉQUILIBRE

30. Courbe de variation du rayon équatorial a en fonction de la vitesse
angulaire « de rotation.

Soient, à nouveau, b, le demi-axe polaire ; <?, la dénsilé ; ƒ, la valeur de la

tension superficielle ; ôTrR3» le volume de laimasse liquide* Rappelons que nous
avons posé (n° 2)

Nous avons montré au n° 4 que - est une fonction de la seule variable K2,

définie par (17). Posons

La formule (19) s'écrit

2/c2R3 = 1 — (1 — K2) .e(K2).

Elle définit k en fonction de K :

(69)

Donc
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Ainsi k et a sont définis en fonction d'unç même variable K3, qu'on fera
croître de zéro à 2,32 (voir fin du n° 5). On pourra donc tracer la courbe de
variation de a en fonction de A:.

Au n° 7, nous avons étudié la courbe :

X = K2, Y = 1 — (1 — K2) .e(K2).
On voit que

(71) k ^ ^ ;

(72) a3 = R 3 ^ .

On déduira donc facilement Içs coordonnées k et a, de X et Y.
Mais, pour que la courbe (a, k) soit la même pour toutes les masses

liquides et représente directement la variation de a, en fonction de c*>, nous
ferons correspondre à chaque masse liquida'un système d'unités tel que

Alors k2 et co2 sont exprimés par le même nombre et nous avons, pour (71)
et (72)

On en tire

3 2X

Y — X —
d d\.'~l Y2 •'•

et

(73) *> = \/T -

(74) a = ^ :

y-i .j dco , . , dY
CM co.rf ĝwe dX a 5 ^ w e ^e j \ •

Pour 2 j , si Ton a 0 < X < 2,32, on a Y > 0 et ^ décroissant continuel-

lement pour X croissant (n9 7), on voit facilement que
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'Donc 5x > 0, pour X > 0.

En outre, pourX petit, la série (41) qui s'écrit icr

et qui donne

(75)

montre que

(76)

4
a3 = 1 - h ü)2 - h | o>*

5

a = 1 + x w*

da

A jv

De la yaleur précédemment donnée de y-j et vu que -TJ —•• 2, quand X —• 0

(n° 7), on voit que, pour X = 0,

da

da

1
' 3 '

j

aTL est touJours positive.

On déduit facilement de tout ceci que le signe de -r^ est toujours celui ^

Des résultats donnés dans le tableau du n° 7, on tire ceux qui figurent
dans les trois premières colonnes du tableau ci-dessous ; nous y avons ajouté

les valeurs de £, x0, Q, J, g, qu'on tire des formules (17), (21), (53), (59) et (68).

0

1

1,5
1,662

(figure limite)

co
l 

v

2

2,32

(en

1

0
0

0

0

1

radians)

0

= 0,707

,751
,754

,754

,743

= 0,707

a

1

1,260

1,385
1,430

1,431

1,536

1,67

0

0
0

0

0

6
a

1

,431

,259
,208

,206

,103

0

0,

0,

o,

o,
0,

6

1

543

359
297

295

158

0

\
—

—

—

1

+
+
2,
2,

2,

1,

1,

oo

oo

770
160

146

536

27

*

2

2
2

2

3

ï-n

2

,23

,50
,62

,95

,4

0

0

0
0

0

1

J

,267

,44

,57
,62

,77

.0

0

0

0
0

0

0

g
2-K

,25

,39

,47
,50

,58

,67

da
Revenons au rayon équatorial a ; pour w = 0, pn a, d'après (76), -T- = 0,
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et la tangente à la courbe (<*>, a) est, en ce point, parallèle à l'axe des 6). On
verrait facilement qu'en ce même point, le rayon de courbure de cette courbe

3
est égal an*

Pour w = 0,754,

3X =

-jY est fini et, par suite, j ~ est infini.

3X =

1,260,

o m
IS N

d c»
Fig. 4.

La figure 4 représente la courbe de variation de a, en fonction de w, pour
une même masse liquide.

31. Variation de b et de r0, en fonction de M.

Connaissant w, en fonction de X et, d'autre part, - et a, et par suite è, en

fonction de X, on pourra tracer la courbe de b en fonction de <o.

Démontrons d'abord que w est toujours négatif.
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D'abord, d'après le n° 21, pour 0 < X < 1 » on a ^ < 0 et, comme ^ est

toujours positif (n° 30j, w est toujours négatif dans cet intervalle.

Supposons maintenant X ]> 1 ; on trouve facilement que

i È_ =
 dJâ + 1 b 1 _̂  1 67 _ 1 dY\.

a dX. dlL 3 ci X 3 a \ Y dX/

- et Y sont des fonctions décroissantes de X ; et — v JV e s t une fonction crois-
tl A. I UA

santé de la même variable, car sa dérivée par rapport à X est égale à

1
~3X2 dl) J

d2Yqui est toujours positive, puisque (n° 7), -^p est toujours négative.

,b Ah

a a
On sait (n° 7) calculer j ^ e^ l ° n Peu^ s'assurer que toujours ^ < — 0,25 ;

en considérant successivement deux intervalles, de 1 à 1,662 et de 1,662 à 2,32,

on trouvera, pour chacun d'eux, une borne supérieure négative dé - ^ .

Donc j£ est toujours négatif.

Il en résulte, comme ^ a toujours le signe de -T^ (n° 30), que ^ CL toujours
jy

un signe opposé à celui de j v . On voit tout de suite l'allure de la courbe de b
en fonction de w.

Considérons maintenant la variation du rayon de courbure r0 du méridien
aux pôles, en fonction de w. On tracera aisément cette courbe, puisque r0 et co
sont des fonctions connues de X. D'après (21) et (74),

T 3 _ 2X
Xo ~ Y(l— X)3*

Y
Pour X << 1, cette formule, où ^ et 1 — X décroissent quand X croît,

montre que T0 croît avec X.
Pour X > 1, on peut montrer facilement que

1)

Ya(l — X)4
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est toujours largement positif. Donc, sauf une discontinuité pour X == \^ pour
laquelle r0 passe de + oo à — oo , T0 croît-• constamment. avec X. Ceci et la
valeur — 1,27 de r0, pour X = 2,32 (voir les résultats numériques du n° 30)

justifient une indication donnée au n° 18, un peu après (44). Comme w a le

A d Y % 'ir dz<> i • J d Y n A>A • ••

signe de ^ , on voit que —̂ a aussi constamment le signe de j*>. On en déduirait
immédiatement l'allure de la courbe de T0 en fonction de wr

32 Démonstration de la formule ^ — -~*

Reprenons, pour ce numéro> un système quelconque d'unités.
Soient di et dQ, les différentielles de J et de Û, pour une même masse

liquide, lorsqu'on passe d'un état d'équilibre relatif correspondant à la vitesse w,
à un état d'équilibre relatif infiniment voisin, correspondant à la vitesse w—(- cfo).
Nous allons démontrer, par des considérations générales, que

(77)
d±-U.

Considérons notre masse liquide, tournant avec une vitesse angulaire uni-
forme w, et un système d'axes rectangulaires comprenant Taxe de révolution
et de rotation de la masse liquide et tournant aussi, autour de ce dernier, avec
la vitesse GO.

On sait que l'on obtient les équations de l'équilibre relatif d'un point, en
Considérant les axes -mobiles comme fixes et en écrivant qu'il y a équilibre
entre lés forces directement appliquées et la force centrifuge.

La masse peut donc être regardée comme en équilibre absolu sous l'action
des forces suivantes, si on la suppose débarrassée de sa couche superficielle de
masse négligeable :

1° la force centifuge appliquée à chaque particule ;
2° la pression due à la couche superficielle ;
3° la pression extérieure que transmet la couche superficielle et que nous

supposons toujours uniforme.
Le liquide, qui est parfait ou visqueux, peut être supposé parfait pour

notre démonstration ; car s'il est visqueux et en équilibre, il sera encore en
équilibre si sa viscosité disparaît, puisque les équations de l'hydrostatique
sont les mêmes pour les liquides visqueux ou non. Par suite, la démonstration
peut être faite en regardant le$ liaisons comme exprimées par ce fait que le
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liquide est homogène, incompressible et sans frottement. On sait que, pour un
déplacement virtuel quelconque* le travail de la force centrifuge est égal à

où le signé â indique une variation.
Celui de la pression due à la couche superficielle est égal à

(BOUSSINESQ, Cours de physique mathématique, U III, 1921, p. 192 à 194).
Celui de la pression extérieure uniforme p1 est

c?V étant la variation du volume.
Pour un déplacement virtuel respectant les liaisons, <JV- == 0.
Parmi les déplacements virtuels respectant les liaisons, choisissons celui qui

déforme la masse de manière que sa surface libre devienne celle qui corres-
pond à la vitesse 6) + dw. Nous reportant à la définition de di et de d£l9

indiquée au début de ce numéro, nous voyons que, pour ce déplacement
virtuel, le travail des forces directement appliquées est égal à

La condition d'équilibre est, d'après le principe du travail virtuel, que le
travail des forces directement appliquées soit nul, pour tout déplacement
virtuel compatible avec les liaisons. Donc

et la relation (77) est démontrée.
Cette démonstration reste naturellement valable pour des masses annu-

laires.

33. Vérification de la relation ^ = ^ sur les formules particulières à
notre problème actuel.

Nous avons procédé à cette vérification ; elle exige des calculs pénibles
que fcous ne reproduirons pas.
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34. Signe de jy*

Nous allons démontrer qu'on a toujours

Pour 0 < X < 1, la remarque faite au n° 21, sur l'intersection de deux
méridiens dont l'un au moins est partout convexe, montre que deux quarts de
méridiens correspondant aux rayons équatoriaux a et a + da (avec da ]> 0)
se coupent en un seul point et puisque, ici, le volume total est conservé, dJ est
forcément positif, puisqu'un volume de liquide, de l'ordre de da, passe de la
région de Taxe à celle de l'équateur. Donc, dans l'intervalle 0 < X ^ 1, il est

démontré que j - > Ö ; d'où, puisque ̂  est toujours positif (n° 30) et d'après (77),

il est bien établi que w est toujours positif, dans cet intervalle, sauf pour co = 0,

où il est nul, comme le montre (77).
Pour X > 1, il faut recourir au calcul. On parvient à la formule :

idY

On démontre par dérivations de (54) sous le signe d'intégration, que

est toujours positive. Donc — ^ — est une fonction de X toujours

croissante, ̂  est toujours décroissante, et l'on a vu (n° 31) que —Y 3X es*

toujours croissante.

On peut, à l'aide de (54) tracer la courbe de ^—2 en fonction de X, qui

présente un minimum unique, puisque la dérivée seconde est toujours positive.

d(JL\
T-v * * 27T0t2 / , • , , dQ n . • * * nn\ dû , t

Des que —J\~~ es^ superieure a zero, o n a JV > "» puisque (n° Si)) -w est tou-

jours positif. Il restera à partager l'intervalle entre 1 et la valeur de X rendant

minimum ?j—j, en 3 ou 4 intervalles partiels, dans chacun desquels on saura
déterminer une borne inférieure des trois produit figurant au membre de

7
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droite de (78), donc une borne inférieure de ^—â JY-

borne est partout largement positive. Donc, toujours,

d X > 0 >

'(as?)
Dans ce qui précède, on calcule -—Jl par la formule

constate que cette

Tf 2 A r
IV X I K(c,cp0)

1-f-K2

~*~K2(1 -4-2R2)'

qu'on obtient en dérivant, par rapport à X, la valeur de s—à qu'on tire de (§3),

et dans laquelle les notations sont les mêmes qu'au n° 7.

35. Courbe de variation de 12 en jonction de a.
Nous avons tracé la courbe de la figure S, en portant, en abscisses et en

I&
I

1 1.260 -a.

ig. 5.

Q
ordonnées j les valeurs de a et de K- correspondant à des valeurs de X .=== K!

croissant continuellement 4e zéro à 2,32;.De même que la courbe de la figurei,
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celle de la figure 5 est valable pour toutes les masses liquidés, à la condition
d'adopter, pour chacune d'elles, le système d'unités défini au n° 30.

Pour co =: 0, la courbe ( ^ , a] est tangente à Taxe des abscisses. En effet,

avec notre système spécial d'unités, (58) s'écrit

(79) 0 = 4 ^ ( 1 -H£gu>* H )

dQ

et, tenant compte de (75), on voit bien que T- = ~j- = 0, pour w = 0.

dto

La courbe de û en fonction de a est partout croissante ;

dû dQ dX.

d'après le n° 34, le premier facteur est toujours positif; il en est de même du

second (n° 30). Donc la croissance continue de Q, est établie.

36. Courbe de variation de J en fonction de 0.
Supposons encore qu'on ait pris le système spécial d'unités indiqué au

n° 30- Nous avons porté en abscisses et ordonnées les valeurs de ^ et de ^ f cor-

respondant à des valeurs de X s= K2 croissant continuellement de zéro à 2,32.

12 croît constamment avec X, car -TV est toujours positif (n° 34) et, par suite,

J croît aussi avec Xt d'après (77).
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La série (65) s'écrit ici

(80) j = ^ * ( . n - ! « » + ! * » * + . . .)

et nous avons déjà écrit (79).
La tangente à la courbe, au point de départ A, lequel correspond à w = 0,

n'est donc autre que Taxe des ordonnées.

Je dis que la courbe de la figure 6 présente un point d'inflexion I. corres-
pondant à la vitesse limite wi = 0,754.

En effet, d'après (77), le coefficient angulaire -y^ de la courbe est toujours

positif et décroît de -f- c© à -T—a, quand w varie de zéro à la vitesse limite

coi — 0,754, puis croît quand w décroît jusqu'à la valeur 0,707 (fig. 4), valeur
pour laquelle les deux pôles de la surface se touchent.

d2J
II s'ensuit que -T̂ a, d'abord négatif de A en I, s'annule en I, pour devenir

° . , d2j

positif au delà du point d'inflexion I. -g^ représente la dérivée seconde de J

par rapport à û , J étant regardée comme la fonction de Q, obtenue par l'élimi-

nation de la variable commune X.

37. Courbes de variation, en fonction de «, de l'énergie cinétique de
l'énergie de surface et de l'énergie totale de la masse liquide en rotation.

Conservons encore le système spécial d'unités du n° 30-
1

L'énergie cinétique est K JG)2.

L'énergie potentielle de surface, ƒ£}, est ici égale à g.

1L'énergie totale, g, est égale à « Jw2 + /û. •

Les résultats numériques contenus dans le tableau du n° 30 nous donnent
les trois courbes suivantes

On démontre, sans peine, qu'au point OJ = 0, les 3 courbes ont leur tan-
gente parallèle à Oc*).

Pour w croissant de zéro à 0,754, puis décroissant jusqu'à 0,707 (figure
aux. pôles confondus), û croît constamment puisque X croît constamment (n° 30)

et que ̂ > 0 (n° 34).

Il en est de même de Jco2 d'après (66), compte tenu de la croissance de Q
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et en remarquant que croît aussi constamment, comme on peut le déduire

dun°31.

•Ji

4

S

0

3

-
s?

O.fOf

0,33

té

Fig. 7. Fig 8,

Fig. 9.

La croissance continue de Jw2 et celle de Q entraînent celle de l'énergie
totale, B, pour w variant toujours de 0 à la vitesse limite 0,754, puis décroissant
jusqu'à 0,707, vitesse correspondant à la figure aux deux pôles confondus.

38. Etude de la stabilité de Téquilibre.
Si nous considérons toutes les courbes d'équation (10) ou (15), elles consti-
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tuent une famille de courbes dépendant de deux paramètres a et h* les notations
étant toujours celles du n° 2.

Prenons maintenant celles de ces courbes qui correspondent à une même
masse liquide; la condition de l'invariabilité du volume s'exprime par une
relation (19) qui, en tenant compte de (17), est une relation entre a et k. Nos
courbes méridiennes relatives à une même masse liquide constituent donc une
famille à un paramètre, a,

(81) <p(#, y, a) = 0,

et la connaissance dû seul rayon éqtiatorial a définit la forme de la courbe ; par
suite, le moment d'inertie correspondant et Taire de la surface correspondante
sont ainsi des fonctions i(a) et Q(a) de a.

En adoptant toujours le même système d'unités propre à la masse liquide
édudiée, la courbe de O(a), en fonction de a, est évidemment celle de la figure 5

(au facteur ~z près) et la courbe donnant 3(a) en fonction de Q(a) est naturelle-

ment celle de la figure 6.
Nous supposons toujours que notre fluide est soumis à une pression exté-

rieure uniforme.
L'étude de la stabilité va être faite, en ne considérant, comme surfaces

déformées possibles, infiniment voisines, que des surfaces de révolution autour
du même axe, avec une courbe de la famille (81) comme méridien.

Supposons, comme au nG 32, notre masse en équilibre absolu, après avoir
appliqué, à chaque particule, une force égale à la force centrifuge. D'après ce
qui a été dit dans ce n° 32, sur le travail produit par une déformation de la
masse, la fonction de forces U, correspondant à la force centrifuge et à la
tension superficielle est telle que

SU = ~ôj—/.ÔQ;

d'où

U = -g-J — fQ -+- constante.

Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit, d'après le principe des travaux
virtuels, que la variation première de U soit nulle, pour toute déformation infi-
niment petite, respectant lès liaisons, c'eât-à-dire conservant le volume. En
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particulier, il faut, si l'on considère comme surfaces déformées infiniment voi-
sines, des surfaces de révolution de. la famille (81) que

& U K ' q ) _ y dJ(q) fdû(a)

C'est, au fond, le résultat (77) déjà trouvé.
Nous admettrons que des forces dissipatives agissent toujours dès que le

liquide se meut et que l'équilibre est stable, si U est maximum et instable,
dans le cas contraire (1).

Le fait de n'admettre comme surfaces déformées infiniment voisines que
des surfaces de révolution dont le méridien satisfait à (81) revient à dire que
l'équilibre est stable, si la dérivée seconde, par rapport à a, de la fonction

> • -

(83) tI(«ü>a) = ^ : ï ( a ) - / . O ( a )

est négative, pour les valeurs OJ et a de la position d'équilibre considérée, c'est-
à-dire si, pour ces valeurs,

ôa2 ^ U

et que l'équilibre est instable, si, pour ces valeurs

Remarquons que toute position d'équilibre (w, a) devant satisfaire à l 'équa-
tion (82), la courbe de la figure 4 n'est autre que la courbe correspondant à
cette équation.

Nous poserons
ö2U(

a =

et nous dirons que oc est le coefficient de stabilité.
Prenons d'abord le cas de w — 0.
C'est le cas connu de l'équilibre absolu. La masse liquide est alors sphé-

rique. Les séries (75) et (79) permettent de calculer a = ~r[* ' ? P o u r w = 0.

(x) Voir l'analogie avec le cas de l'attraction newtonienne dans APPELL, Traité de Mécanique
rationnelle, t. IV, 1921, p. 254.
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On le trouve égal à F- TT, nombre négatif. L'équilibre est donc stable, comme
on le savait.

Passons au cas de co ;z£ 0.
Alors (n° 35)

On a identiquement

öa 2 da •* da

öa2 ~~ 2 ^
d25

où T^2 e s t la dérivée seconde de J, par rapport à Q, J étant regardée comme

fonction de û, par élimination de la variable commune a.
Il s'ensuit, d'après (77), que, pour les valeurs w, a, d'une position d'équi-

libre, on a

Donc,

La courbe de la figure 6 n'est autre que celle de J(a), en fonction de û(a),
ainsi que nous l'avons déjà dit. Donc, en tenant compte de la fin du n° 36, nous
voyons que :

1° Lorsque la vitesse w croît de zéro à la vitesse limite, le point figura-

tif (co, a) de l'équilibre parcourant Tare a|S de la courbe de la figure 4, ^ ^ es^
négatif, a est négatif et l'équilibre est stable ;

2° Lorsque le point figuratif parcourt l'arc |3y de cette même courbe,

TT^ est positif, a est positif et l'équilibre est instable.
En fait, cette démonstration revient à déterminer, par rapport à la

courbe (w, a) de la figure 4 et d'équation

aU(o>, a) _ n
ba ~ U >

et tout le long de cette courbe, le côté où — - 1 — est positif.

La stabilité s'est changée en instabilité au passage du point limite j3 (fig. 4).



DEUXIÈME PARTIE

Application de la théorie précédente à l'expérience de Plateau,
étude des masses annulaires et discussion de cette expé-
rience.

CHAPITRE PREMIER

SUR LES FORMULES APPLICABLES AUX MASSES CENTRALES

ENTOURANT UN AXE MATÉRIEL DE ROTATION

ET SUR LES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES MASSES ANNULAIRES

39. Formules applicables à une masse liquide de révolution, soumise à la
seule tension superficielle, entourant un axe matériel et en rotation avec cet axe.

Supposons encore, jusqu'à nouvel ordre, que la masse liquide est sans
pesanteur et qu'elle est placée dans un milieu à pression px uniforme.

L!axe matériel est supposé cylindrique et de révolution autour d'un axe
géométrique, lequel est Taxe de rotation. Soit a', le rayon de Taxe matériel.

Conservons les notations du n° 2 de ce mémoire, en signalant que* ici, p0

ne sera plus qu'une simple constante, d'ailleurs positive ou négative, sans avoir
le sens mécanique du n° 2, où elle représentait la pression, dans la masse, sur
l'axe géométrique de la rotation, alors que la masse n'a plus, ici, aucun point
sur cet axe géométrique.

Nous poserons toujours
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et nous poserons en outre

Po — Pi __ A

Les axes des coordonnées seront, pour les y, l'axe géométrique de rotation
et de révolution et pour les x, la droite perpendiculaire au précédent, menée par
le point du méridien le plus éloigné de Taxe géométrique de rotation.

Nous appellerons encore a, la distance de ce point à cet axe.
Ici, (3) s'écrira

(86) - 4- - = 4/c2x2 + 2A

et, pour le quart de méridien situé dans l'angle xoy, on a, d'après (4), où il
faut prendre le signe —,

L'équation (5 bis) s'écrira donc, ici, pour le quart de méridien considéré

(88) — . Xy „ = kW •+• Ax* + B,
v/1 •-+- y2

d'où

(89)

où B est une constante non nulle ; donc y' = - / est toujours de signe opposé à

celui de fcV + Aa;2 + B et Ton a

y = ^ = _ _ ^ g ^
d* six1 — (/c2o;4 B)2

Remarquons que \ = s ( ^ ^ = ) est égal à

et, d'après (86)

(92) !
v p ac

Nous admettrons que la surface libre de la masse liquide se raccorde tan-
gentiellement avec la surface cylindrique de Taxe matériel, ce qui est sensible-
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ment vrai dans l'expérience de Plateau ; nous supposons, de plus, que le liquide
mouille Taxe matériel.

Il s'ensuit que
pour x = a!, on a ƒ = — GO ;

et, d'ailleurs, pour x = a, on a aussi y' = — oo .
Donc

a'—<feV H- Aa2 - f B ) = 0 -
a'— (fcV*"-+-Aa'2 + B ) = 0.

D'où.

(93) " A = ^ - * > { < « • + Û*).

(94) B =* ~^—, + kW\
a -\~ a

Ainsi, B est toujours positif, avec .nos hypothèses, pour une masse
attenant à Taxe.

Gomme k2x* 4- Ax2 + B est positif, pour x = a' et pour x = a, on aura
zéro ou deux points à tangente parallèle à 0^, selon que k2x* + A#2 -j- B = 0
aura ou non ses deux racines en x2 réelles et comprises entre a2 et a2. La discus-
sion de la forme du méridien est aisée.

Le volume de la masse liquide est donné par l'iiitégrale

1* f^ fet +-(95)

Elle est hyperelliptique, comme celle qui donnerait l'ordonnée du méri-
dien.

Etant donnés w et le rayon a' de Taxe matériel, on pourrait déterminer
par des tâtonnements, le méridien d'une figure d'équilibre renfermant un volume
donné et correspondant à la vitesse donnée. On se donnerait a ; on calculerait
A et B, par (93) et (94), puis, par une méthode approchée, l'intégrale hyperel-
liptique (95); on ferait varier a et l'on arriverait, par des interpolations, à
déterminer la valeur qu'il faut lui donner pour que (95) soit égale au volume
donné. Ces calculs seraient naturellement assez pénibles. Il n'est heureusement
pas utile d'y procéder, lorsque a' est .-petit,, ce qui est le cas de l'expérience de
Plateau.

En effet pour a' petit, B est de l'ordre de a', d'après (94) et A ne diffère

que d'une quantité voisine de -g, de sa valeur pour a! == 0, d'après (93), Or, les
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équations du présent numéro ne diffèrent des équations correspondantes de la
première partie du mémoire que par ce que a! est, là-bas, à prendre égal à 0,
dans les valeurs (93) et (94) de A et de B et que, ici, a' est différent de zéro.
On voit donc qu'en prenant Taxe matériel assez fin, c'est-à-dire a7 suffisamment
petit, on aura A et B aussi voisins qu'on le voudra de leurs valeurs pour a' = 0
et l'on se rapprochera autant qu'on le voudra du problème de la première
partie. Le raccordement de la surface libre avec Taxe matériel s'atténue de
plus en plus, quand a' est pris de plus en plus petit, car, d'après (91), (93)
et (94), la valeur de r, pour x = a', est voisine de — a', pour a' petit. Or, dans
l'expérience de Plateau (1)) a' = 0 cm. 075, alors que a, pour la masse attenant
toujours à Taxe matériel, varie de 3 à 5 centimètres environ ; a' est
donc relativement très petit. Rappelons que, dans cette expérience, la masse
est soustraite à l'action de la pesanteur, par immersion dans un liquide de
même densité et nous montrerons plus loin (n° 54) que le problème correspon-
dant à cette expérience est, mathématiquement, le même que celui du présent
numéro, où la pression extérieureest supposée uniforme et la masse non
pesante.

Les résultats expérimentaux étant assez imprécis, pour différentes causes,
comme nous l'indiquerons aun° 55, nous admettrons ici, comme approximation
suffisante, que les résultats de la première partie de ce mémoire peuvent servir
à la discussion de l'évolution de la masse centrale de Plateau, jusqu'au moment
où celle-ci devient annulaire.

Il ne restera donc ainsi qu'à étudier les figures annulaires, pour pouvoir
faire une discussion de l'expérience de Plateau.

40. Formules applicables à une masse annulaire de révolution, en rotation
uniforme autour de son axe de révolution et soumre à la s u le tension
superficielle.

Soient a' et a, les rayons équatoriaux, intérieur et extérieur. La masse
est toujours supposée non pesante et la pression extérieure, uniforme.

Les formules (86) à (92) du n° précédent sont encore applicables.
On a encore, ici, y' = — oo, pour x = a, mais, par contre, pour x = a\

C1) PLATEAU. — Mémoire sur les phénomènes que présente une masse liquide libre soustraite à
l'action de la pesanteur. Mémoires de l'Académie royale de Bruxelles, t. XVI.
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y' = -f- oc. Comme nous savons, d'après (90), que fó4 + A&2 + B est de signe

opposé à celui de y\ nous avons

a — (A V -h Aa2 -+- B) = 0,
a ' +_ (ftV* -h Aa'* --h B) = 0.

On en tire

(96) A = ^L_7-/c2(«2+-a'2),

(97) B = ^ + t W » .

Comme &2;r4 + A#2 + B es^ négatif, pour x = a' et positif, pour x — a,
d'après les formules dont nous avons tiré A et B, nous voyons que
k2x* + A#2 + B = 0 n'a qu'une racine en x2 comprise entre a'2 et a2. Chaque
quart de section méridienne de l'anneau ne présente donc qu'un seul point à
tangente parallèle à O#. On constate aisément que c'est at% qui sépare les deux
racines de l'équation précédente ; de sorte que le point à tangente parallèle h Ox,

correspond à la plus grande de ces deux racines et, par suite, son abscisse, xH

est

A l'aide de (91), (96) et (97), on trouve, pour les rayons de courbure du

méridien aux sommets, intérieur, A' et extérieur, A,

(99) T = «'(«-«') ^ 1 _
A a-h a' 1 — 2k\a — a')V

(100) xA =
 a(*~f i _+_ 2k2[a _ aya

Pour a' petit, rA' est sensiblement égal à a'.

En prenant a' suffisamment petit, on a B aussi petit qu'on veut et» par

suite, l'anneau correspondant est aussi voisin qu'on veut de la figure aux deux

pôles confondus, étudiée dans la première partie de ce mémoire et qui corres-

pond à B"= 0 et à A = ^ — tfa2 = 1 ~ *'a > , avec k2az = K2 = 2,32 (no 5),

41. Sur le tore infiniment long et infiniment déliée de vitesse infiniment
petite.

4
Soit QTTB3 le volume de la masse liquide.
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Supposons c*) infiniment petit et cherchons à satisfaire aux équations du
problème par un tore dont nous désignerons par a' et a, les rayons intérieur et
extérieur.

On a, d'abord, en ce qui concerne lé volume

,.. . _,x,. _,» 16R3
(101)

(102)

(103)

Le tore doit aussi satisfaire à (140), avec TA = —5—. Ce qui donne

De (1U1) et (102), on tire exactement par division

a ~ a' 1 a'1
a - a

et de (102) et (103), il vient

— 16/c2K3)*

Comme OJ est supposé infiniment petit, k est infiniment petit de l'ordre
de 6) et Ton pourra écrire

(105) « ' ^ Ï B F H T - -

Cherchons maintenant à vérifier si le tore ainsi déterminé satisfait à
Téquation différentielle d'un méridien d'équilibre, que nous prendrons sous la
forme (91) et que nous écrirons

Î L = ^ = 2 = 3fc»(a - « V + 1 - n « 2 H- «'2)(« - «') ~ ~ g f f l '

Il suffit de s'assurer que, pour x variant de a' à a, le membre de droite reste
constant, à des infiniment petits près, car, pour notre tore, r est constant et

égal à -—£— et par suite, le membre de gauche est constant et égal à 2 ; et

nous savons, en outre, que l'équation est déjà satisfaite, exactement, pour
. 1 .

x = a. On voit sans peine que les termes en x% et —̂  varient chacun d'une
quantité de l'ordre de k2 seulement. L'équation est donc satisfaite dans les
conditions envisagées.

Pour ce tore, on trouve, par (96) et (97), que

A = •+• Op Çt • . J J = —
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On montre facilement que son moment d'inertie, J> par rapport à I^axe de

rotation, est infini ; que son énergie cinétique, « Jco2, est égale aussi à + oo et

qu'il en est de même de son énergie potentielle de surface, /O. Son énergie

totale, 2 J^2 + /û» e s t donc aussi égale à -f- <x> .

42. Relation entre J, £ï, w, a et a! pour une masse annulaire.
Posons x2 — Z. ; .
Le moment d'inertie d'une masse annulaire, de densité (?, par rapport à

Taxe de révolution et de rotation est

( 1 0 6 ) J = TCÖ
'• '• «

L'aire de la surface libre est

Le volume de la masse liquide est

(108) ¥ = 271:, , _ ._ . _ _ . .

En outre, puisque la section est fermée, on a

Mais,

AI

Intégrant entre a'2 et a2, on a, en tenant compte; de (106), (107), (108) et
(109), i

Q 5 J , 2 3AV

D'où

(W0) J = W ^ — 3AV>'

(111) j
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En plaçant O, dans le premier membre, on a encore

(112)' Q

(113) Q = ^ + 3 V [ ^ - k\a* + a'*)]

4
Avec un système d'unités spécial à la masse considérée et tel que V = ^ rt,

&=l, / = J, (113) devient
(114) Q = lOJto2 -+-4*A.

43. Démonstration de cette relation par des considérations générales.
De même que pour la formule (59) de la première partie, nous donnerons

plus loin, dans la troisième partie, au n° 61, une autre démonstration de la for-
mule (111), comme application particulière d'un théorème général applicable
aux masses soumises à l'attraction newtonienne et à la tension superficielle.

44. Energie cinétique, énerg.e potentielle de surface et énergie totale de
l'anneau.

L'énergie cinétique est KJW2, c'est-à-dire d'après

(115) ^Jco2 = ~ (̂Q

L'énergie potentielle de surface est /Û.
L'énergie totale % est

(116t S = \ Jw2 -h fQ

OU

(117) g=^(7Q — 6AV).

avec A donné toujours par (96),
Avec le système spécial d'unités défini au n° 42, on a

(118) g ^

(119) gr



CHAPITRE II

VARIATION DES DIVERSES QUANTITÉS
RELATIVES A UNE MASSE ANNULAIRE ET STABILITÉ

DE L'ÉQUILIBRE DUNE MASSE ANNULAIRE

45. Sur une propriété d'homothétie des anneaux.

Soit V = QTTR^ le volume invariable de la masse liquide considérée, ici
annulaire.

Prenons le système spécial d'unités indiqué au n° 42 et pour lequel

Nous avons alors k2 = w2.
Considérons une autre surface annulaire satisfaisant à l'équation différen-

tielle du problème, pour une vitesse wx, et renfermant un volume Yx égal
àVX3.

Je dis qu'en dilatant cette surface, homothétiquement à elle-même, par
1 -• ,

rapport à son centre, et dans le rapport ^, on obtient la figure d!équilibre qu affecte
notre première masse de volume V, pour la vitesse w égale à

Considérons, en effet, l'équation différentielle du problème, par exemple,
sous la forme (90), avec A et B définis par (96) et (97) et, ici, avec ft2 = w2.

On vérifie, sans peine, que si la figure de volume Vx satisfait à (90), pour
la vitesse wx, la figure homothétique de celle-ci, par rapport à son centre et

1

dans le rapport y, satisfait à (90) pour la vitesse w telle que w2 = wïX3. La pro-

position est ainsi démontrée, Remarquons que, pour ces deux surfaces homo-

thétiques, w2a3 a la même valeur.
9
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Ceci établi, donnons-nous une vitesse de rotation c*̂  et cherchons à déter-
miner une figure d'équilibre annulaire, qui lui corresponde, sans nous imposer,
pour le moment, aucune condition de volume.

Nous donnerons plus loin une méthode par développements en séries, qui
s'applique dans une grande partie du problème et qui donne des résultats immé-
diats. Mais, pour la partie du problème où cette méthode des séries ne
s'applique pas, il nous faut recourir à des tâtonnements, en nous donnant une
valeur de a et en essayant différentes valeurs de a', jusqu'à ce que, par inter-
polation, nous en ayons trouvé une, telle que

(120)
j (o>2œ+ •+- Ax2 -h H)dx -

A et B étant déterminés par (96) et (97), avec, ici, k2 = w2.
Le calcul de cette intégrale hyperelliptique sera fait par une méthode

approchée classique, permettant d*âvoif Une limité de Terreur commise. Auprès
des sommets équatoriaux de la section, une disposition spéciale de calcul s'im-
pose, parce que l'élément différentiel de (120) devient infini, en ces sommets ;
mais, on peut, pour chacun d'eux* à l'aide de (91), calculer les rayons de cour-
bure du méridien, aux deux extrémités d'un petit intervalle partant du sommet
considéré et assimiler le méridien, dans ce petit intervalle, à un arc de circon-
férence de rayon égal à la moyenne des rayons de courbure aux deux bouts.
On peut aisément déterminer unelimite de Terreur commise, dâiiâ chacun des
deux intervalles à considérer. Pour le reste de Tiütervallé (û!, <z), pas de
difficulté.

Ayant ainsi calculé a! et a, pour une vitesse wx, calculons le volume ren-

xy dx, par une méthode approchée, et

nous obtenons un Volume V± qui^ généralement^ différera de V =̂= ~n et sera

égal à V)A D*après une remarque précédeïïtej la figufe trouvée, dilatée dans

le rapport >-» sera la figure d'équilibre de notre masse de volume ô7r, pour îa

Vitesse w^c^X¥«

Nous aurons ainsi, pour une vitesse connue co, les ordonnées a' et a, des

courbes (GO, a') et («, a) correspondant à nôtre masse liquide de Volume inva-

riable 7̂T.
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Nous pourrons déterminer autant de points que nous le voudrons. La déter*
mination de chacun de ces points est évidemment assez laborieuse, quoique des
considérations analytiques qui vont suivre (n° 46), la facilitent singulièrement,
mais il faut remarquer qu'avec la système d'unités spécial à chaque masse,
les courbes (w, a') et (w, a), une fois tracées, sont valables pour toutes les masses

liquides, quels que soient leur volume et leur nature.
On peut aussi calculer le moment d'inertie, J* de la masse, par rappoH à

Taxe, toujours par une intégration approchée, en calculant 4TT ƒ y$?dx. On en
Ja'

déduit, par (119), l'énergie totale, S, de la masse.

46. Etude analytique du problème.
Conservons le système d'unités défini au n° 42.
Grâce à la propriété d'homothétie signalée au n° 45, la difficulté de la

question se ramène à trouver des courbes fermées satisfaisant à l'équation diffé-

rentielle hyper elliptique (90).

Considérons donc l'intégrale

Ça — («pi

Ja' 'six' ̂ -.
B)dx

• -4- \x* -h B)a

avec

A = 1 , — a>2(a2 - h a'2),

f

B = ; H- u)2a2a'2.
a — a

II s'agit de trouver, pour w et a donnés, les valeurs de a' rendant cette
intégrale nulle.

Posons :

et, comme dans la première partie,

On voit facilement que l'intégrale ci-dessus est égale à
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avec

— ^

Considérons, maintenant, dans l'intervalle 0 < £ < 1, la famille de courbes.
doïit les coordonnées sont | et yj, avec

n& X) =

Posons

Nous avons,, par un calcul facile,

Sx Vy/ïfTrïp

Or

avec

et, par suite,

g = x; - *;(! H- ç«) + ï'. = - (1 - *:)(x; - V).

Mais,
, ; - * . • = (i _ *;)(*ï -¥).<?{x,,l,X),

avec

?(x„ î, X) = x2x:

97
On montre que, pour 0 < X < ^ , on a y ^ , S, X)>0, pour 05^£< 1, quel

27que soit # r Pour X > -^, nous n'aurons à considérer ici, pour chaque valeur

de X, que des valeurs de £ assez voisines de 1, pour qu'on ait

4 - X ( l + S ) ( l - ^ ) > 0 ,

ce qui exprime qu'on a encore f(xv S, X) > 0, quel que soit xv
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On a

Considérons l'intégrale

r
Elle a un sens et est uniformément convergente, pour chacune de ses

limites £ et 1 fies cas £ — 0 et § — 1 réservés), car elle est comparable soit à
Xt—, soit à une intégrale / ' ̂  . , où M ' est un

nombre fini.

Il s'ensuit que l'intégrale (121) est égale à &n l K d'après le principe de
la différentiation sous le signe d'intégration.

Or, (121) est toujours positive, puisque son élément différentiel est tou-
jours positif. Donc, toujours,

(122)

Ainsi donc, pour § donné, vj croît constamment

Cette propriété n'a pas été démontrée pour £ == 0, mais elle est encore
vraie alors, car, pour S = 0, B = 0 et Ton verrait facilement que yj(O, X) est
identique à la fonction — 0(X), où 0(X) est la fonction définie au n° 30 et il a
été démontré, au n° 7, que

e'(X) < 0.

Donc, pour S = 0, on a encore

Nous allons maintenant démontrer que toutes les courbes de la famille
£, Y}(£, X^ sont tangentes à Taxe des rim

Posons

(123) fetf = '•
II vient

(124) • r,(î,X)= * f-—-— * A
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avec ty(t, £, X) >> 0, pour 0 <t < 1, et où $ est toujours la fonction
Xx] + Atxl + Bij mais dans laquelle on a remplacé x% par sa valeur en t, tirée
de (123).

Par un calcul facile, on trouve que :

*(«. Ç. X) = *(/, 0, X) — Ç(l — O H - ^2X(2 - W — 0-
où

*(«, 0, X) « (1 — X)£ -h Xi2.
Posons :

6(«t S, X)**X(2-{• )«<! -0-

On a donc, en désignant par N(£, £, X) le dénominateur de (124)

1 J ~ 2 j 0 N(«f £, X) + 2 j 0 N(i, S, X) 2 J o N(t, «, X) f

On voit facilement que, pour £ infiniment petit, la première intégrale reste
finie, à cause de la présence au numérateur du facteur t> ce qui permet de
diviser, par yfî, le dénominateur et le numérateur et l'intégrale ainsi obtenue est

1bien finie. Au facteur — n près, et à une quantité près égale à £ multiplié par

un nombre fini (1), elle est d'ailleurs égale à la fonction

De même» la troisième intégrale est finie.
Quant à la seconde, elle tend vers une valeur infinie, quand S tend vers

zéro, car elle est comparable à

J y/\* + (1 _ P)ty/t y/i _ ? l 2(1 - ?2) V 1 ~ ?M

à prendre entre 0 et 1, et qui est égale à + o°, pour S = 0.
Donc,

^ ( ^ X) — Ti(0, X) > n

l imite J11 —j— / = -+- oo. pour ç —> U.

Autrement dit,

(125) &Tl(^ x ) _ + 00f p o u r ç ' _ o. quel que soit X.

( ) 11 est facile, en effet de démontrer que | / *(*, 0, X ) L ( < , x — ^ Q̂  x j j ^ tend

vers une quantité finie quand \ tend vers zéro.
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Par des calculs à peu près analogues, sur lesquels nous aurons d'ailleurs
à revenir au n° 48, on peut démontrer aussi que,,

(126)

(127)

(128)

) pour i = 1 et quel que soit X.

Ainsi donc, toutes les courbes, de la famille passent par le point S = 1,
y? — 0, y sont tangentes à Vaxe des £>ety tournent leur, concavité vers le bas-

Ces remarques faites, considérons la courbe (§, yj) correspondant à X = 2,32.
D'après la première partie de ce mémoire, yj(O, X) = — 0(X) — 0, pourX = 2,32.
Quelques intégrations approchées décèlent une partie positive de la courbe, au

départ du point 5 = 0, où l'on aait, d'ailleurs, que ^ = + o>, d'après (125),

et, tenant compte de (126), (127) et (128), on voit que l'ordonnée yj deviendra
négative près de 2 = 1 , pour s'annuler au point £ == 1, où la courbe devient
tangente à Taxe des S.

On en déduit que pour X =̂ 2,32, la courbe (S, Y}) affecte la forme de la
figure 10.

On voit donc ainsi apparaître, pour X = 2,32, deux racines de v? = 0,
l'une cx, nulle ici, l'autre ê2, voisine ici de 0,90 (*).

f1) Et, quel que soit X, il n'existe pas de racine entre ?t et Ça. Il serait assez malaisé de
démontrer de façon absolument rigoureuse ce dernier point, mais il devient évident, lorsqu'on
procède, comme nous avons eu à le faire, au tracé des courbes (£, r,), pour des valeurs X variant
graduellement entre 2,32 et sa valeur minima voisine de 0,9.
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Pour résoudre notre problème, il nous suffit, maintenant, de suivre ces
racines £x et de £2, par continuité, quand X varie.

D'après (122), quand X décroît, pour | constant, y) décroît, quel que
soit S. Il s'ensuit donc que pour X décroissant à partir de 2,32, Sx croît conti-
nuellement et £2 décroît continuellement, jusqu'au moment où <zx = £2, pour
une valeur minima de X, au-dessous de laquelle il n'y aurait plus de racine.
Par contre, pour X croissant à partir de 2,32t y? croît, la racine ^ n'existe plus
et la racine £2 croît continuellement.

Dans notre problème de physique mathématique, pour X = 2,32, nous
avons la figure aux pôles confondus (n° 5), correspondante £x = 0. La racine | 2

qui part de zéro, pour X = 2,32, correspond donc aux formes annulaires qui
suivent la forme aux pôles confondus et, par suite, à la solution du problème,
jusqu'à ce que X ait atteint sa valeur minima. A ce moment, X va croître
nécessairement et nous aurons encore une solution du problème, en suivant
maintenant la racine £2, qui est égale h év pour le minimum de X, et qui va
maintenant croître continuellement pour X croissant.

La partie de droite des courbes (£, yj) devient donc seule intéressante
pour X > 2,32. Par la suite, la partie de gauche devient d'ailleurs imaginaire,
dans un certain intervalle de Ç, mais sans qu'on ait à s'en préoccuper.

Soit 51(2. la fonction continue de X, identique à la racine £lT pour X décrois-
sant de 2,32 jusqu'à son minimum, et identique à la racine | 2 , pour X croissant
ensuite indéfiniment à partir de son minimum.

Posons

(129) W(X)=, ;

avec, toujours

(130)

(131)

Si nous considérons la figure de volume égal à q n et de rayons équato-
riaux a et a, 'avec a = aSi)2, nous voyons que

et, si l'on pose encore

a ^
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on trouve facilement que
4

d*où

et

(133)- w2 = _ J i L _ .

Nous avons donc ainsi exprimé a et w, en jonction de la seule çariable X.
Nous avons

(135) '

Nous allons faire quelques remarques sur p(X) et </(X).

Pour X =-2,32, — y J = — 0'(X) a une valeur finie et égale à — 0,31 ,

environ, d'après la formule (26) de la première partie.
A une variation dX du premier ordre, à partir de 2,32, correspond donc,

pour y;(0, X), une variation négative et du premier ordre. Gomme la courbe (2,7?)
est toujours tangente à Taxe des vj, au point § = 0, il s'ensuit que la fonc-
tion £1)2, ici égale à £lt varie à partir de zéro, d'une quantité du second ordre ;
de sorte que

(136) T r = 0 ' p o u r x = 2<32.

Si, d'après (129), on regarde v(X) comme une fonction de X, par l'inter-
médiaire de Slf2, pour une part, et par X, directement, pour une autre part,
on a

Donc, d'après (136), et comme -̂ — est fini pour 21)2 = 0 (*•), on a :

uf(X) = ~ , pour X = 2,32,

(x) II sufïit, pour le voir, de raisonner à peu près comme après (124), mais, ici, la présence

de rrr? au numérateur fait que le rapport - ^ — — = ! tend vers une quantité finie, quand £

tend vers zéro, pour X constant.

10



74 ANDRÉ CHARRUEAU

Ŷ représentant la dérivée de l'intégrale (129), par rapport à X, après qu'on y

a fait £1>2 = 0.
Mais, si Ton se reporte à la définition de f(X) et à la formule (74) de la

première partie de ce mémoire et si Y on compare (74) à (132), on constate que.
quel que soit X, . •

Y
v(X)=7££9 pour 5,ïS = 0

Y(X) étant la {onction de X étudiée au n° 7.
D'où, pour £lj2 = 0 et quel que soit X.

XrfY Y

On en déduit que, pour X = 2,32, on a, d'après (134) et (138), sur la
courbe (w,a) des anneaux

^ ) _ Sa^ - 2 V' Y X foöa
~dK~ 2

Ce sont les valeurs trouvées pour les masses non annulaires, juste avant
(73), pour X quelconque compris entre 0 et 2,32.

On en déduit tout de suite qu'au point de départ des anneaux, pour X .= 2,32,
la courbe (w,a) relative aux anneaux est tangente à la courbe (w,a) relative aux
figures à points sur l'axe de révolution, étudiées dans la première partie de ce
mémoire,

//Y

Pour cette valeur X = 2,32, on a (n° 7) Y = 1 et, environ, ^ = — 0,40 ;
on trouve, d après (137) et (138), que

(139) ^ = -4-3,8, ^ = - 0 , 2 0 , pour X = 2,32.

47- Remarques sur la variation des rayons équatoriaux a et a' en fonc-
tion de w.

D'après ce qui vient d'être dit, la courbe {(,),a) des anneaux est tangente à

la courbe (w, a) des masses centrales, aupoint &>=-!___ 0,707, a = 1,67, pour
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lequel X — e*)2a3 = 2,32 et qui est le point de départ des anneaux (voir tableau
de résultats numériques de n° 30). Comme le long de l'évolution dé la masse

centrale X croissait continuellement de 0 à 2,32, tandis que, pour les anneaux,
X décroît d'abord en partant de 2,32 (n° 46), on voit que les courbes (o>,a) delà
masse centrale et de -l'anneau sont tangentes au point de départ des anneaux en

y formant à elles deux un rebroussement ; en effet, d'après (137) et (138), vala-
bles en ce point, pour les deux courbes, le changement de signe de dX entraîne
celui de da et de dw.

De (139), .on déduit facilement que le coefficient angulaire de la tengente

1commune au point w = — = 0,707 et a = 1,67 est égal à :
v2

Considérons maintenant le petit rayon équatorial, a', de l'anneau. On a,

d'après le n° 46, la relation écrite après 131),

(140) a1 = a^ii2

Mais pour X — 2,32, on a §lj2 = 0 et aussi, d'après (136), ~j^ = 0.

SÖ e^ ~cLÔ ^ a n t finis, d'après (139), pour X == 2,32, on a donc, au point de

départ des anneaux,

c'est-à-dire que la courbe (ri,a) est tangente à l'axe des w, au point

a = -L = 0,707,
v2

Remarquons aussi que Çlj2 = — croît continuellement pendant que X dé-

croît de 2,32 jusqu'à son minimum et pendant que X croît ensuite de son mini-

mum jusqu'à -f- oo (n° 46). Ainsi donc — croît continuellementlorsqu'on parcourt

la courbe d équilibre (M, a) des anneaux, en partant de la figure aux deux pôles
confondus et en se dirigeant vers le tore infiniment long et délié.

Il est intéressant d'étudier la section méridienne quand qU2 se rapproche
de 1. C'est ce que nous allons faire dans le n° suivant où nous désignerons | l j 2

par ^, sans indice, pour simplifier récriture.



76 ANDRÉ GHARRUEAÜ

48. Etude de la surface» par développements en séries, quand ^ est suffi-
samment voisin de 1. *

Nous savons déjà (il) que, pour w infiniment petit, 1 ——est un infi-

niment petit de Tordre de w2 et que la surface d'équilibre est, aux infiniment

petits d'ordre supérieur près, un tore infiniment long et infiniment délié.
Cherchons à déterminer une surface beaucoup plus approchée, utilisable

a ' f • • • • J Apour - = c moins voisin de 1.

Posons
1 —Ç = g.

Reprenons l'intégrale en xx du commencement du n° 46, en lui donnant xx,
comme limite supérieure, et posons

3 = /**' -(Xsî+A.sî'-t-Jpds".,
7 1 J\ <Jx\ — [Xx\ -+- A.xî + Ü,)2

avec, toujours,.

(144) A, = j - ^ g _ X(l + {») = \ - X - X(l - %)\

(145) ï , = H — ̂ —t, + Xî )== — I H- 1 + X(l — g)2.

Remarquons que

On trouve facilement que

(146)

Le dernier facteur de (146) est égal à

(147) , X2xJ + [ Ç - X2 - X2(l —%
Posons

(148) T^T
D'où

ar4 — £ = gt, a;, -H- Ë = 2 — è(2 — 0.

œ i = 1 — g(l — t)

— Xi = 8(1 — /), 1 + x, = 2 - 8(1 — <)•
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X'expression (147) est égale à p D r avec,

D4 = [— 1 -h X8(l — g)]2" H- [2X — êXa — 82X(1 — &)']&x\ -h

= 1 — 2êX(l — x*) -h g*[2X -+- X 2 ( l — x\y\ - 283X2(1 — x\) -

= 1 -h 282X(— 1 -H 20 -h 2ê3X 1 — 02 — 48*XÎ\1 — /)/ -h 2ê5X2(l — t)t(3 — 2/)

-h S6X2(1 — i)a /^ — 2).

Considérons^îiainte^ant

(1 - x\) (xl - Ç«) = 48a«(l - 0 [1 - | ( 1 - 0] [1 - | (2 - I)].

Nous poserons

D» = [1 — | d — «)] [1 — | ( 2 — 01

Passons enfin à X#î + A\xl + Bi qui est égal à

Xx\ - h ( l — X— Bt)x\ H- B,

= aî; —xœî( i—«;) -+- B «( i — *!)
= 1 + (1 — xj)(— 1 + B, — Xœî)

= 1 + ( 1 - arî)[ — | - 2BX -4- 82X + X(l — xjj]

- j»
avec

N = g + (î — «)[2g — S2(l — 0] | — 1 - 2gsX -h B3X -h X(l — 0[2ga — ̂ 3(1 — 0] j
—0(3 —20 —g8X(l —0*/(2—O-

Nous avons, en tenant compte de (148)

(1491 = - - f

et nous savons, d'après le n ° 4 l , que pour w infiniment petit, £ et £2X ;= a

sont tous deux infiniment petits de l'ordre de OJ2.

Nous allons développer

en une série entière en S et a.

On a
[ = _ po(i — 21} 4- B2(l — 02 ~ 4a8(l — t)t

H- 2a82i(l — 0(3 — 20 — «ê3(l — 02(2 — O-
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Passons à D±

Dt = 1 + 2«(— 1 H- 20 + 2aS(l — 02 — 4a2(l - 0*
-h 2ûtfê(l — 0 (̂3 — 2/) -h «2g2(l — 0s*(/ — 2).

Par la formule du binôme, il vient

r * = 1 — «(_ 1 H- 20 — «8(1 - 01 + -2" [3 - »(1 — 0]

-h .«S(l - 0 [ - 3 4- 2/(3 - 2t)

- g ( - 1 - H - 2 0 C 5 - 8^(1-0]

Passons à D2

Par la formule du binôme, il vient

r 4 =[ i •+- \ a - o + èg 2 ( 1 ~

(152)

— l - h | ( 3 - 2 0 + ^ ( 1 9 —24/4-8^)4-^(63 —114i-h72^—16/3).

La méthode de développement de D ^ e s t valable à la condition que,
dans tout l'intervalle 0 < t< 1, la quantité Dx — 1 soit inférieure à 1» en
valeur absolue et qu'il en soit de même de la somme des valeurs absolues de
ses cinq termes^ afin que les groupements de termes opérés pour obtenir (151)
soient légitimes.

Pour D2, le développement est toujours valable, puisque S < 1.

Effectuons le produit ND1~
2D2"% en multipliant entre elles les séries (150),

(151) et (152), toutes absolument convergentes dans tout l'intervalle 0 < t < 1.
i i fii

Multipliant le produit ND1"
YD2~ * par —.===== et intégrant entre zéro

et t, on obtient y1 sous la forme suivante, dont la validité est facile à montrer :

( yt = P,g H- P28
2 -h P3c*g 4- P4B3 4-

(153) ] -h P7g* 4

où les P sont des fonctions de t> qu'on obtient toutes par des intégrations élé-
mentaires, quel que soit le rang de P.
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Tous les termes de (153) renferment S, car tous les termes de N le con-
tiennent.

Pour xx donné, différent de 1, les P varient avec S, car la limite superieure
des intégrations dépend de g, d'après (148). Mais, pour xx = 1, on a t = 1,
quel que soit 8, et les P deviennent tous des constantes, Pi, indépendantes de S.

Comme le méridien se ferme, on doit avoir

(154) PJ8»

d'où l'on peut tirer le développement de 8 en série entière en a ,ou inversement.
On trouve

D ; * D ; * = 1 _ «(-- 1 4 - 2 0 + 1 (3•— 20 4- gj (19 - 241 •+• 8t»)

(155) 4* jkö (63 — 114* -+- 72*« — 16t3) «g2 ,5 — 20

4- =^ (— 15 4- 42* — 40i« -+- 16*3)

. _ *d ( _ 5 + 18* — 24*2 4- 16*3).

(156)

>7' « — 8(1 — 20 -h | - — ag + 32 (5 — 21)

4- ^ (5 — 60 4- 2 «*H- 1 -H 2*)

4- - ^ (13 — 80 + | ( - 3 + 8 l - 80

3 — 24* f-16*2)

(_ 5 + 16* — 16*2)

D'où
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t(5 - 2t)dl _ f, _ P, •
=J)- 2" 32 '

•*(13 — St)dt __ Pj 9Pj

et 1 on a, pour t = 1,
7Tp i A p i 'L

pi ^ pi .. ^

2 5 6 ' 8 — 3 2 ' 9 — 1 6 w '
pi 3TT

La relation (154) s'écrit, après division par 8,

, , , - , S a ê2 ag. 9ês 1 e, 9 2G 3 ,
(157) _ g + 5 _ Î B _ - 4 . _ _ + _ a g a _ Ï S a ' g + 5«-..

Les termes non écrits sont d'ordre égal ou supérieur à 4.
On en déduit que

(158) 4*:= g + ê2 -+-g5£3 —

Et, comme a = X&2, on peut en tirer que

(159) X =

Pour 8 infiniment petit, on a donc, à des infiniment petits près d'ordre
supérieur

(160) . ê = SX-

Ce résultat est en accord avec les formules (103) et (105) relatives au tore
infiniment long et délié.
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Si Ton porte dans (153) cette valeur (158) de a, puis, si Ton y remplace
les P par leurs valeurs en t, on a :

(161) y, = %y/t(l - t) - gSy*(l -t) + ^ g ( - 19 -+- Qt)sjt(l - i)

où l'on remarque l'absence d'un terme en g2.
On déterminerait, dans chaque cas, une limite de Terreur commise sur yx,

en déterminant une limite du reste de la série (153), ce qu'on peut faire en
calculant une borne supérieure, dans l'intervalle 0 < t < 1, de l'erreur commise

_ i i

sur chacun des facteurs N, Dt % D2 % puis sur ys, en s'arrêtant aux termes d'un
certain rang.

On voit, sur (161), que la courbe méridienne de la surface d'équilibre,
pour S petit, ne diffère du premier terme de son développement

que d'une quantité du 3e ordre en g.
Or %\lt[\ —t) représente l'ordonnée de la section méridienne du tore,

ayant les mêmes rayons équatoriaux 1 — ê et 1.
Verreur commise en assimilant la surface d'équilibre à un tore, pour 8 petit,

est donc de Vordre dt ê3.
Si nous conservons les termes du 3e ordre, nous avons, avec une erreur

du 4e ordre,

A

équation d'une ellipse dont le rapport des axes est égal à I — R^2-

V erreur commise en assimilani la section méridienne de l* anneau, à une
ellipse, pour S petit, est donc de Vordre de%k.

On trouverait, par des calculs analogues, le développement en série entière
en 8, a, de la fonction v du n° 46, puis son développement en série entière en g,
en tenant compte de (157).

On trouve
7t / 3 3 \

\ iv^iJ U T I r •© • Jj[XÇ> "~ "7 ö —+— OO£0 • • • I

4 v^ 4 /
(163) y = £g2(l— | . . . ) .

De la même manière, on peut développer en séries entières en 8, a, puis
il
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en série entière en &, le moment d'inertie de la masse annulaire de rayons
équatoriaux 1 — S et 1.

On trouve que ce moment d'inertie est égal à

(164)

ou à

(165)

En pratique, on calculera v et le moment d'inertie à des quantités du
5e ordre près, en considérant la masse comme ayant une section elliptique,

1dont le rapport des axes est 1 — Ö S2. Le volume et le moment d'inertie de la

masse sont ceux du tore de mêmes circonférences équatoriales, multipliés
1par 1 — g g2. Ayant c, on calculera a3 par (132), puis X par (159), puis w2

par (133).

49. Résultats numériques et courbes (w, a) et («, a) pour les anneaux.

X = W2fl3

2.32

1.75
1,00
0,9

( ui i ni ui urn approximatif)
1.00

CO

0
0

0

a'
a

0

,054
,31

,63
1

s .

0,
0,

0,

a

1

846
69

37
0

1,

1,
1,

"2,

+

67

48
47

0
00

0
0

1

H

a'

0

,08
,46

,26

0
0

0

M»

1

.54
,31

125
0

0,707

0,734

0,56

0,35
0

J
27C :

1,0

0,71
0,74

2-71

3,

2,

•2,

+

4

89
85

00

Energie
2ic

0,67

0:55
0,47

+ ûO

Les nombres de la première ligne correspondent à la figure aux pôles
confondus étudiée dans la première partie de ce mémoire. Ils résulteat donc de
calculs elfectués à l'aide des intégrales elliptiques de Legendre.

Ceux des 2e et 3e lignes ont été calculés à l'aide d'intégrations appro-
chées.

Les autres résultent de l'application de notre méthode de développements
en séries, La section de la surface annulaire y a été assimilée à une ellipse.
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Ceux de la dernière ligne correspondent au tore infiniment long et infini-
ment délié de vitesse infiniment petite.

La partie a]3y de la courbe (w, a) de la figure 11 est relative aux masse
centrales (n° 30 de la première partie).

Nous avons tracé en pointillé, les courbes X = 1 et X = 2,32.
D'après ce qui a été dit au n° 47, la courbe (w, a) des anneaux se raccorde

tangentiellement, au point y, avec la courbe («, a) des masses centrales et ces
courbes forment, à elles deux, un rebroussement ; et la courbe (/*), q,') est tangente
à l'axe Ow, au point 03 = 0,707.

Pour a) tendant vers zéro, les deux courbes (co, a) et (w, a') des anneaux
tendent asymptotiquement vers Taxe des 0a.

La courbe (w, a) des anneaux est tangente à une courbe X — constante ;
cette constante est voisine de 0,9 ; au point de tangence, on a, puisque X est
minimum,

(166) ? = -§^-
x du* 3ti>

50. Formes successives des anneaux.
La figure correspondant au point y de la courbe (w, a) est pointue d'un

bout, arrondie de l'autre, si Ton considère la moitié de la section méridienne de
la masse centrale aux deux pôles confondus.

Ensuite, pour a' très petit, on a une section piriforme, avec deux points
d'inflexion dans chaque quart de méridien. D'après (91), ces points d'inflexion
sont déterminés par les abscisses x telles que

(167) 3ü)aa;* -h Aœ2.— B = 0,

c'est-à-dire telles que

Si le long de la courbe d'équilibre de la figure 11, on étudie la réalité de la
quantité (168), on voit que les inflexions disparaissent vite, leurs abscisses
devenant imaginaires.

Déjà, pour a! = 0,08, a ' = 1,48, w = 0,734, la figure est partout convexe.
Ile aife cte la forme de la figure 12, déterminée par des intégrations approchées.
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Puis, - croissant toujours, la figure continue à s'arrondir.

Pour a' = 0,46, a = 1,47, co = 0,56, on a la forme de la figure 12 bis.

Fig. 12 6is.'

Pour cette figure, 8 = 1 = 0,69. Nous sommes déjà très près d'une
section elliptique.

Et nons savons (n° 48) que la section- diffère de moins en moins d'une

ellipse, au fur et à mesure que, w décroissant, — tend vers 1.
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51. Courbes de variation du moment d'inertie J, en fonction de M et de
Taire O de la surface libre.

La figure 13 représente la courbe de J, en fonction de 03, pour une masse
liquide donnée. La partie inférieure est relative aux masses centrales et la partie
supérieure, aux figures annulaires. Le système d'unités est toujours le système
spécial à la masse considérée.

Fig. 13. Fig. 14.

Le moment d'inerÜe d'une masse annulaire de rayons équatoriaux a' et a
est égal à

J — 7t

et, en reprenant les notations du n° 46, employées entre (129) tt 132), on a :

J\ Vxi — (Aa"i -+- A , x ; - h B , )

et, en regardant 2, Ax et B1, comme des fonctions deX et en désignant par /(X)

rintégrale précédente, on a .

En raisonnant sur/(X), comme on Ta fait pour c(X), au n° 46, après (136),
on voit que la courbe (w, J) des anneaux est tangente à celle des masses cen-
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traies, au point de départ des anneaux et que ces deux courbes y constituent un

rebroussement.

La figure 14 représente la courbe (O, J) pour une même masse liquide*
La partie AIR est relative à une masse centrale ; c'est la reproduction da la
figure 6 de la lre partie. La partie RIJF^S est relative aux massesannulaires.

La formule -77. — ~4, qui s écrit -77; = y—%9 dans notre système d'unités, est

valable pour les masses annulaires comme pour les masses centrales (n° 32).
Cette relation et le rapprochement des figures 13 et 14 permettent de cons-

tater que la courbe (Q, J) des anneaux forme un rebroussement R, avec la partie
de courbe AIR relative aux masses centrales, puis présente une inflexion lj
correspondant à la vitesse maxima des anneaux, puis un autre rebroussement
Rx correspondant aux minima simultanés de J et de Û, puis croît avec une
tangente dont le coefficient angulaire va en croissant^ puisque co décroît.

On a donc,

entre R et Ix, - ^ > 0 ;

entre lx et R r T^S < 0 ;

à partir de Rx, vers S, ^ 2 i> O.

52. Etude de la stabilité de l'équilibre des anneaux.
Raisonnant comme nous l'avons fait au n° 38, pour les masses centrales,

nous voyons encore que le coefficient de stabilité a peut s'écrire

où a est le rayon équatonal extérieur de l'anneaut

Si a est négatif, nous disons que l'équilibre est stable ; si a est positif,
l'équilibre est instable.

c/âJ
D'après ce qui a été dit au n° 51, sur le signe de T^2 , on voit que :

1° Les anneaux sont instables, entre R et lx de la figure 14 ;
2° Les anneaux sont stables, entre lx et Rx de la figure 14 ;
3° Les anneaux sont instables, à partir de Rx, vers S, de cette même

figure.
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Les anneaux sont instables, depuis leur vitesse de départ oo — 0,707,
jusqu'à leur vitesse limite voisine de 0,74.

Ils deviennent stables, entre leur vitesse limite et la vitesse qui rend
minimum le moment d'inertie de la masse et Taire de la surface libre et qui
est voisine de 0,66.

Ils deviennent instables pour OJ compris entre 0,66 et 0.

53. Courbe de variation en îonction de M de l'énergie totale & de
1 anneau.

La figure lo représente la courbe de variation de 8 en fonction de la
vitesse de rotation w.

Fig. 15

La partie inférieure est relative aux masses centrales ; c'est la reproduction
de la figure 9 de la première partie. La partie supérieure s'applique aux
anneaux.
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La courbe (w, J) et, par suite, la courbe («, Q), présentant un rebrousse-
ment (n° 51), au point de départ des anneaux, il en est de même de la courbe
(M, ê), puisque . K

Comme nous l'avons dit au ri0 41, S tend vers l'infini, quand w tend vers zéro.



CHAPITRE III

DISCUSSION DE L'EXPÉRIENCE DE PLATEAU

54. Les théories précédentes sont applicables au problème de cette expé-
rience.

La théorie de la première partie de ce mémoire, sur les masses centrales
et la théorie précédente des anneaux supposent que la masse est sans pesanteur
et que la pression extérieure est uniforme. De plus, en ce qui concerne les masses
centrales, la théorie suppose qu'il n'y a pas d'axe matériel de rotation.

Mais, sur ce dernier point, nous avons déjà montré au n° 42, que la pré-
sence du petit axe, fin, de l'expérience de Plateau pouvait être négligée, comme
ne changeant pas sensiblement les phénomènes d'évolution de la masse cen-
trale.

Il reste à considérer ensuite le fait que la masse est pesante, dans l'expé-
rience tle Plateau. Mais, comme elle est immergée dans un liquide de même
densité, on voit, en écrivant les équations du problème, dans ces conditions,
qu'elles sont identiques à celles du n° 2 de la première partie, avec la seule
diiïérence que pQ et p± représenteront ici les pressions, dans la masse en rota-
tion et dans le liquide environnant, au pôle supérieur de la masse en rotation.

Enfin, en ce qui concerne la pression extérieure, il faut d'abord remarquer
que la relation (77) reste valable, dans le cas présent d'une pression extérieure
qui est fonction linéaire de la profondeur, à la seule condition de choisir, comme
surface déformée, pour la démonstration du n° 32, une surface de révolution
du genre qui y est indiqué, mais ayant-même plan équatorial que la surface
initiale ; car, le travail dû à la pression extérieure, dans une telle déformation,
conservant en outre le volume, est encore nul, comme celui de la pesanteur,
et les conclusions du n° 32 subsistent, valables, comme nous l'avons dit, pour
les masses centrales et pour les anneaux.
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II s'ensuit que nos conclusions restent également applicables à l'expérience
de Plateau — la présence de luxe négligée — en ce qui concerne la stabilité.

Pratiquement, on peut, d'ailleurs, supposer que la pression est uniforme,
autour de la masse en rotation, dans l'expérience de Plateau, car cette masse
a, tout au plus, quelques centimètres de hauteur, d'où une variation de pression
qui est de quelques grammes seulement par cm8, sur une pression qui,.compre-
nant déjà la pression atmosphérique, a une valeur supérieure à 1 000 grammes
par cml

Disons tout de suite que le cas limite dû à la faiblesse de la pression exté-
rieure, et signalé au n° 18, n'est pas à craindre dans l'expérience de Plateau,
car la pression extérieure est considérablement supérieure à la limite infé-
rieure fixée au n° 18. Avec les notations de ce numéro, si Ton écrit, dans le
système C. G. 5.. ƒ — 551 R = 3, on trouve, pour cette limite inférieure,

1 2 /
9811 27 y R = ^ ' ^ ? r a m m e P a r c m 2j alors que px est supérieure à 1 000 gr./cm2.

55. Les résultats expérimentaux de Plateau.
En se reportant à son « Mémoire sur les phénomènes que présente une

masse liquide libre et soustraite à l'action de la pesanteur (1) », on voit que
Plateau faisait tourner dans un mélange d'eau et d'alcool, une masse d'huile
d'olive qui, au repos, affectait la forme d'une sphère de 3 centimètres de rayon.
Il introduisait dans cette sphère un petit disque métallique de 1 cm. 7S de rayon,
qu'il faisait tourner sur lui-même, au moyen d'un axe, le traversant perpendi-
culairement et en son centre ; l'axe avait 1 millimètre 1/2 de diamètre. Le
disque était placé de manière à avoir son centre confondu avec celui de la sphère
et le disque, en tournant, entraînait l'huile par son adhérence avec elle.

En faisant tourner la masse d'huile, on constate quelle s'aplatit aux pôles
et se renfle à Téquateur, puis se creuse en dessus et en dessous (§ 11 du mémoire
de Plateau), en s'étendant dans le sens horizontal, pour arriver à la figure aux
deux pôles confondus, lorsque le disque tourne à la vitesse d'un tour par
seconde environ. Puis, si Ton porte la vitesse du disque à une valeur supé-
rieure, on obtient un anneau qui, dans son état de complet développement,
semble avoir pour section génératrice un cercle, et dont le diamètre moyen est
compris entre 9 et 10 centimètres (§ 11 du mémoire de Plateau), On arrête
ensuite le disque. L'anneau se maintient pendant quelques secondes dans le

[l) Mémoires de l'Académie royale de Bruxelles, t. XVJ.
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même état, puis revient peu à peu sur lui-même et se transforme de nouveau
en onduloïde, autour du disque et de son axe (§ 11) Comme le fait remarquer
Plateau (§ 16), il y a une grande différence de vitesse angulaire entre les por-
tions qui avoisinent Taxe et celles qui avoisinent l'équateur (1).

56. Les résultats théoriques et discussion de l'expérience de Plateau, en ce
qui concerne Tcvolution dune masse.

Il faut d'abord constater que la Lhéorie nous a exactement donné toutes les
figures réalisées expérimentalement, d'abord partout convexes, puis concaves
aux pôles, puis ayant leurs pôles confondus, puis annulaires. L'anneau auquel
aboutit Plateau a un diamètre moyen de 9 à 10 centimètres, pour une sphère
initiale de 3 centimètres de rayon. En adoptant le système d'unités spécial
à cette masse, le rayon moyen de l'anneau, qui peut être pris égal à 4,9 cm.,

4 9à pour mesure -g- = 1,63 ; d'après notre figure 11, on voit que cet anneau a

sensiblement pour petit et grand rayons équatoriaux

a' = 1,26, a=% '
soit en centimètres,

a' = 3,8 cm., a — 6 centimètres,
avec

S = 1 — £ = 0,37

et, d'après la théorie du n° 48, sa section est sensiblement elliptique, avec un
g2

rapport des axes voisin de 1 — -g- = 0,98, donc très arrondie, comme on le
constate dans l'expérience.

Donc, au point de çue de la forme des figures affectées par la masse liquide,

au cours de son évolution, il y a aocord complet entre la théorie et Vexpérience.

Pour ce qui est des vitesses, les résultats expérimentaux de Plateau ne
renferment aucun renseignement précis. D'abord, comme l'a reconnu Plateau
lui-même, la masse ne tourne pas tout d'un seul bloc, bien qu'il ny ait pas, en
ce qui concere les formes successives de la masse et d'après ce qui précède, de
différence^ signaler entre l'expérience et la théorie. Mais, il faut bien se garder
d'attribuer à la vitesse angulaire de la masse en rotation, dans les formules
théoriques, la valeur de la vitesse angulaire du disque. Cette dernière serait
beaucoup trop grande, car le disque n'entraîne la masse que par flottement

(x) Nous prendrons,, erv G. G. S . , . / == 55 (huile-eau alcoolisée) et, pour la densité de l'huile,
8 = 0,915.
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sur l'huile et sur une faible surface; et cette action d'entraînement devient
très faible quand on arrive aux figures aplaties, très étendues dans leur plan
équatorial et pour lesquelles la plus grosse partie de la masse est loin de
Taxe et du disque ; elle décroît encore, au fur et à mesure de la croissance du
rayon intérieur de l'anneau et devient nulle, quand ce rayon dépasse celui du
disque.'On voit donc que la vitesse du disque ne représente pas du tout la
valeur à donner, dans nos formules; à la vitesse de la masse.

C'est ainsi que Plateau fait tourner le disque à raison de 1 tour par seconde,
pour obtenir la figure aux deux pôles confondus; en prenant le système d'unités
propre à la masse considérée, cette vitesse d'un tour par seconde est égale
à 1,49, au lieu de la valeur théorique 0,707 (pour notre masse, l'unité de temps
dans ce système spécial, est égal à 0s,237).

Ce qu'il faut con idérer, c'est que le disque, par le frottement produit sur
le liquide, communique à la masse, de l'énergie qui se trransforme soit en
énergie cinétique, soit en énergie potentielle de surface et qui, pour une part,
est absorbée par le travail de frottement de la masse sur le liquide environnant
et par les frottements intérieurs provenant de la déformation de la masse.

Lorsqu'on va, avec une vitesse variant, avec continuité, de la sphère à la
figure aux pôles confondus, on constate (n° 37 et fig. 9) que l'énergie totale de
la masse croît continuellement, par suite de l'apport d'énergie que lui fait le
disque et qui surpasse le travail de frottement de la masse d'huile sur elle-
même et sur le liquide extérieur. A partir du monent où la masse devient annu-
laire, son énergie totale décroît, en théorie ((\g, 15), si Ton suppose que la masse
prend successivement toutes les figures théoriques d'équilibre. Son rayon équa-
torial décroîtrait avant de croître (fig. 11)". Plateau n'a pas signalé cette décrois-
sance. 11 est probable qu'elle ne se produit pas, et que, pour la raison donnée
plus loin, on passe, dans l'expérience, d'une forme d'équilibre précédant le point
fi de la figure 11, à une forme annulaire d'équilibre située au delà du point <p,
par dès formes intermédiaires qui ne sont que des états successifs parcourus
par la masse pendant sa déformation, mais qui ne sont pas des figures d'équi-
libre. Et, se reportant à la courbe de la figure '15, on comprend ainsi que, dans
l'expérience, l'énergie totale de la masse puisse croître continuellement, ce qui
paraît vraisemblable, puisqu'on fournit du travail à la masse, en même temps
que cette croissance de l'énergie est accompagnée de celle du rayon équatorial,
les deux pointes des courbes des figures i l et 15 paraissant être remplacées par
un trajet plus direct.
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Ce passage d'une forme d'équilibre précédant |3 (fig- H) a une surface
annulaire d'équilibre située au-delà de ®, par une suite d'états de déformation,
peut fort bien être due à la force vive radiale que la masse acquiert dans
l'expérience et à la différence des vitesses angulaires dans lu masse, lorsqu'elle
devient très étendue dans son plan équatorial. En etïet, nous avons trouvé que
la masse tourne, d'après la théorie, à une vitesse angulaire de Q,7o7, en jS,
tandis que, dans l'expérience, -le disque tourne à une vitesse de 1,49, 11 en
résulte que, la masse étant très plate, toute s$ partie centrale comprise dans le
cylindre ayant pour directrice le bord du disque, tourne beaucoup plus vite que
le reste de la masse, et il faut penser que cette partie centrale sera rejetée loin
de Taxe et le disque mis à nu, par l'effet de cette forte vitesse angulaire du
disque. Et, avant que le reste de la masse ait atteint la vitesse correspondant à
la forme |3, on aura obtenu une ligure aux pôles confondus qui, sous l'influence
des vitesses radiales, se développera en anneau, par des états de déformation,
pour reprendre ensuite la série des figures annulaires d'équilibre relatif, quand
le rayon intérieur de l'anneau sera supérieur à celui du disque et quand la
vitesse angulaire se sera uniformisée dans la masse, l/anneau d'équilibre auquel
aboutit Plateau et dont les rayons équatoriaux sont indiqués au début de ce
numéro, correspond sensiblement, dans notre système spécial d'unités et
d'après la figure H , à une vitesse de 0,35, soit à peu près un quart de tour par
seconde. D'après la même figure 11, on peut voir que le disque, dont le rayon

lcm 75 *
a pour mesure oCm = 0,58 dans notre système d'unités, continue à agir sur
les anneaux, mais de moins en moins, tant que le rayon équatorial intérieur a'
est inférieur à 0,53, c'est à-dire (fig. H) jusqu'à la vitesse de 0,32 environ. La
masse ne pourra affecter une véritable figure annulaire d'équilibre qu'après
s'être séparée du disque et après que sa vitesse angulaire se sera uniformisée ;
la force vive radiale que possède la niasse lorsqu'elle se sépare du disque lui
permet d'atteindre un état final d'équilibre relatif, dont l'énergie totale sera
celle qui correspond à y = 0,35, sur la figure 15; la partie de cette force vive
radiale que les résistances n'auront pas absorbée, se sera transformée en
énergie cinétique de rotation ou en énergie potentielle de surface.

L anneau tournant seul, maintenant, sans recevoir d'énergie et en perdant,
par le travail des résistances passives, revient sur lui-même, pendant que 8
décroît (fig, 15) et rencontre le bord du dique, pour w — 0,52, avant que 8 ait
atteint son minimum (fig. 15) ; la masse s'étend alors sur le disque en passant
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des états qui ne sont par des figures d'équilibré, pour reprendre au-dessous
dé jS (fig. 11), la série des figures d'équilibre, et continue à perdre de son
énergie totale, par l'effet des résistances intérieures et des frottements sur le
liquide extérieur, sur l'axe et le disque maintenant immobiles, pour arriver à
son état initial correspondant à une vitesse nulle et à la Valeur minima de son
énergie totale.

57. Sur le fractionnement d'une massé de Plateau. •
Pour ce qui est de l'évolution d'une masse de Plateau, on peut donc, en

continuant à admettre, pour le calcul, que la massé tourne tout d'une pièce,
dans la plus grande partie de celte expérience, concilier les résultats de la
théorie et de l'expérience ; l'accord est complet, en ce- qui concerne la lormê
des surfaces d'équilibre.

Pour ce qui est du fractionnement d'une masse dé Plateau, la théorie de&
figures d'équilibre est insuffisante à expliquer ce phénomène, si l'on conserve
l'hypothèse d'une masse tournant tout d'un bloc, puisqu'on ôbUrnt ainsi l'ëvo*
lution et non le fractionnement d'une masse.

Fig. 16.

Pour réaliser ce fractionnement, Plateau a, d'ailleurs, comme nous le
signalions dès l'introduction de ce mémoire, employé un jeu expérimental assez
compliqué, assurant une très grande inégalité des vitesses angulaires dans la
masse : petit disque, placé au-dessous du plan équatorial, près du pôle inférieur
de la sphère d'huile et très grande vitesse de rotation de ce disque (15 tours,
environ, par seconde, § 21 du mémoire précité de Plateau).

11 faudrait donc avoir une première idée de la loi des vitesses angulaires,
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dans la masse, pour entreprendre l'étude'de ce fractionnement. Mais, ce serait
encore insuffisant, pour une partie, au moins, du phénomène. En effet, si Ton
supposait qu'on puisse parvenir au fractionnement par une suite continue de
figures permanentes, on arriverait à un moment à une surface ayant la forme
de la figure 16> avec un parallèle double.

Pour que la partie de droite AC pût servir de figure de départ à des figures
annulaires permanentes, il faudrait qu'elle-même en fût une, pour qu'on pût
s'attendre à en avoir d'autres infiniment voisines. Or, la partie AC, supposée
isolée n'est pas une figure permanente, des forces GF devant être ajoutées pour
équilibrer les efforts de la tension superficielle sur le parallèle G.

Le fractionnement de la masse de Plateau nous paraît donc exiger, pour
son étude, non seulement l'hypothèse d'une loi de vitesses angulaires variables
dans la masse, mais aussi, au moins pour une partie du phénomène, l'assimila-
tion du problème à celui d'un mouvement de déformation d'une masse.

Par contre, nous pensons avoir donné du phénomène de l'évolution, où
les vitesses restent assez faibles et assez uniformes dans la masse, une théorie
qui s'accorde bien avec les faits expérimentaux.



TROISIEME PARTIE

Sur les masses fluides en rotation, soumises simultanément
à une tension superficielle et à une attraction entre leurs
particules obéissant à une loi newtonienne.

CHAPITRE UNIQUE

58. Equation intégro-difîérentielle de la surface.
Considérons une masse quelconque, de révolution ou non, à tension super-

ficielle, avec attraction newtonienne entre ses particules. Nous la supposons
d'un seul tenant, libre dans un milieu à pression uniforme et en équilibre
relatif dans sa rotation uniforme autour d'un axe géométrique fixe.

Soient :
X» la constante de Newton ;
©, la densité du liquide ;
ƒ, la valeur de la tension superficielle ;
&>, la vitesse angulaire de rotation ;
#i> *a pression extérieure ;
R t et R2, les rayons de courbure principaux de la surface libre, en un

p> int distant de x de l'axe de rotation, rayons comptés positivement quand le
centre de courbure correspondant est situé du côté du liquide ;

P, le potentiel dû à la masse liquide! P = XS — j .

13
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Si p est la pression, en un point de la masse liquide, distant de x de Taxe
de rotation, l'équation de l'équilibre relatif s'écrit

(169) ^ =

d'où

(170) p — s / p -4- ̂ ~) 4- constante.

Sur la face intérieure de la couche superficielle, d'épaisseur négligeable,

on a

D'où, sur la surface libre,

1
TO\ ~2~) "̂  c o n s t a n t e = Pi

Autrement dit, la surface libre satisfait à l'équation intégro-différentielle

(171) (W^)*-/(^ + i nnconstante.

59. Théorème étendant une formule de Poincaré.
En plus des notations du numéro précédent, désignons par Uo, la valeur

constante, pour une surface d'équilibre, du membre de gauche de (171) ;

W, l'énergie potentielle de la masse (W = Xs ~!~J\ ;

J, le moment d'inertie de la masse par rapport à Taxe de rotation ;
V, le volume de la masse ;
Û, Taire de sa surface libre.
Ajoutons à notre masse liquide une couche quelconque, infiniment mince

du même liquide et soient c?W, <?Q, JM et t?V, les variations correspondantes
de W, Q, J et V. Nous supposons que la nouvelle surface libre et la surface
libre primitive sont deux surfaces infiniment voisines d'une même famille
continue de surfaces.

Soient de, un élément de la surface primitive 0 et e, l'épaisseur, en cet
élément, de la courbe liquide ajoutée, épaisseur comptée positivement à partir
de l'élément d<? et vers l'extérieur de la masse liquide primitive.

On démontre que
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intégrale s'étendant à toute la surface primitive (voir APPEL, Traité defhéêànique
rationnelle, t. IV, 1921, p. 95, où la densité est supposée égale à 1.)

On démontre aussi que

(voir BOUSSUSESQ, Cours de physique mathématique, t. III, i_921, p. 192 à 194).
Si x est encore la distancé d*une particule à Taxe de rotation, on sait que

SJ = r W / X2.e>d<J.

Enfin

8V =

Donc

Mais d'après (171), cette dernière intégrale est égale à

Donc,

(172) 5W— /.Su H- — SJ = U0-SV.

Considérons maintenant un accroissement spécial, infiniment petit, tel
que la nouvelle masse soit horiiöthétique à la première, le centre d'homothétie
étant sur Taxe de rotation. Toutes les distances linéaires, y compris les dis-
tances des particules à Taxe de rotatîoîï, Sont multipliées par4 1 + &» o ü ê es^
un infiniment petit.

Dans W et J, chacune des masses élémentaires, égale à la densité ro,
multipliée par un élément de volume^ devient (1 + ë)3 fois plüë grâïïde': On en
déduit facilement que, en négligeant les infiniment petits d'ordre ëtipêfiöür
à l .

W H- 8W = W(l -f- 8)5 = W -h BSW,
J + SJ = J(l -h S)5 = J -h 58J,
V -+- 8V = V(l 4- S)3 = V + 3SV,
P -+- 80 = 0(1 -h S)2 = il -+-
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D'où

5WB — 2jü% -f ^ 5JS = 3ÜOVB,

et, par suite, en divisant par 3&,

Cette formule est une extension de celle qu'a donnée Poinearé, pour les
masses sans tension superficielle (1).

60. Sur une application de ce théorème aux massés non annulaires
soumises uniquement à la tension superficielle.

Considérons une masse de révolution, non annulaire, à points sur l'axe et
sans attraction entre particules, comme dans la première partie de ce mémoire.

Ici donc
^ _ (̂  yy __ Q9 p — (X

Soit toujours r0 le rayon de courbure du méridien aux pôles.
La valeur constante Uo, de la fonction (171), sur la surface libre, calculée

aux pôles, après y avoir fait P = 0, est égale à

Donc (173) s'écrit

3 ~2~ 3 ~~ ~~ ̂ ~
et

G*est bien la formule (59) déjà établie sur les formules particulières au
problème.

61. Sur une application du même théorème aux masses annulaires sou-
mises uniquement à la tension superficielle.

Calculons Uo sur la surface libre de l'anneau, en choisissant, pour faire ce
calcul, un point de la circonférence equatoriale extérieure de rayon a.

(x) Voir APPEL, Traité de mécanique rationnelle, t. TV, 1921, p. 96 où les notations sont diffé-
rentes des nôtres et où les unités ne sont pas quelconques.
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Reprenant les notations du n° 40, on a, sur la circonférence equatoriale
extérieure

~ + 1 = 4/cV ~h 2A,

d'après la formule (86) valable pour les anneaux, comme il est dit au n° 40.
Donc, d'après (171)..

Mais (

Donc

D'où,

y 39)

(173) s'écrit

k'

= - 2Aƒ.

et

C'est bien la formule (111) déjà établie sur les formules particulières des
anneaux.

62. Sur la figure d'équilibre, de révolution, d'une masse en rotation, sou-
mise à une tension superficielle et à une attraction entre ses particules obéis-
sant à une loi newtonienne, dans le cas ou w4 est négligeable.

Dans les nos 58 à 61, nous avons désigné la densité par nr, au lieu de â em-
ployé précédemment, pour éviter des confusions dans ces numéros, avec le
signe â indiquant une variation.

Nous recommencerons maintenant à désigner la densité par â,
4Soient donc q ÎTR3, le volume d'une masse liquide tournant autour de son

axe de révolution, sans axe matériel de rotation; X, â et ƒ, la constante de
Newton, la densité du liquide et sa tension superficielle. La sphère est la figure
d'équilibre absolu.

Dans un travail antérieur (x) nous avons déterminé, pour de petites valeurs

(!) Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, t, 184, 1927 p. 961 à 963 et 1140.
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de la vitesse de rotation &), et en négligeant les quantités d'ordé égal ou supé-
rieur à 4 en co, la surface de révolution voisine de la sphère, qui est une figure

d'équilibre relatif, pour notre masse liquide soumise simultanément à des actions
newtonienne et superficielle et à une pression extérieure uniforme.

Nous nous bornerons à rappeler que cette surface d'équilibre de révolution
correspondant à la petite vitesse w se confond :

1° avec le maclaurin correspondant à la même masse liquide* supposée sou-
mise uniquement à Vaction newtonienne et à une rotation OJX, telle que.

c^K* -f- 15/'

2° avec la figure d'équilibre de la même masse, supposée uniquement soumise
à V action superficielle et à une rotation ooztelle que

(175) „., — ,.A/ ibJ

63. Sur la figure d'équilibre de révolution, d'une masse en rotation, sou-
mise à une tension superficielle et à une attraction entre ses particules obéis-
sant à une loi newtonienne, lorsqu'on ne néglige que les termes en M6.

Nous allons étendre le résultat précédent et déterminer une surface de
'4 \

révolution renfermant un volume égal à celui de ]a masse ( Ô?CR3 ) et satisfai-
sant à (171), le tout aux quantités près de Tordre de c*)6.

Gousidérons la surface de révolution dont le méridien est défini par
(176) ~ = a cos <p, , -̂ = b sincp -h c sin3 tp,

Taxe des y étant Taxe de révolution et de rotation et a, è, c étant de la forme

a =
(177) ] b =± 1 +

I c =
Posons

On voit, par une intégration facile, que l'équation du volume s'écrit exac-
tement

(178)
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' 1 1
On démontre ensuite qu'au degré d'approximation considéré, ^- -f- ^- est

un polynôme du second degré en sin2 y. En effet, si %' et y' sont les dérivées
de x et y, par rapport à <p, on a

1 1 = 1 d f xy>
Ri K2 xx' dcp \_sjxn -+-

Calculant x' et ?/', on trouve

xT

_ rr=r — a sin cp = — (1 -h ait**2 + a 2 w 4 ) sin 9

= 6 cos cp -f- 3c s in 2 cp cos <p

= (1 - h èjto*2 -+- è2a)4 -4- 3c2w4 sin2 cp) cos cp

v'2

~h [2(0! — &AH H- (aj — b; -f- 2a2 — 262 H- 6c2)^] sin2 9
— 6c2w

4 sin4 cp.

Développant (x'2 + y'2)"1 p^ r l a formule du binôme, effectuant les opérations
et dérivations, on trouve

(179) H- | ( a i __ ^ ^ + (2tti
2 — Sftib, -f-36; + a2 —

— 18 j c2 -f-
 (fll ~ 6l)2 ] o>< sin4 cp].

Nous aurons besoin du potentiel de notre masse, sur sa surface libre d'équa-
tion (176). Nous vérifierons, à la fin de nos calculs, que ar > 0, bx•< 0, c < 0 ;
nous avons donc a ~>~ b, puisque 63 est petit, et comme, de plus, c <C 0, nous pou-
vons calculer le potentiel, sur notre surface, dû à l'ellipsoïde qu'on obtient en
faisant c = 0 dans (176), en partant des formules qui donnent le potentiel à
Vintérieur d'un ellipsoïde de révolution aplati.

Posons Z2 = a% ~ b2 ; d'après (177) l2 est de l'ordre 032.

On a, pour le potentiel dû à l'ellipsoïde, à l'intérieur de sa surface, et à
une constante près

P 2 p ' 2

- 2x* ~ 2*>
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avec

P' = 2TtXS i ^ t J 2 (21 — 2 arc tg I),

2P -+- P' = 4«x3.

Limitant leurs développements à leurs termes en li, on a

Aux quantités en w6 près, on trouve

6t)ü>2 H- [(at — 6t)
2 H- 26? — 2a1fc1 4- 2a2 —

f* = 4(a4 — 6t)
2

et, tous calculs faits, on parvient, à une constante près, pour le potentiel dû à
' l'ellipsoïde considéré, sur la surface (176), à l'expression

\ lia, -

Nous allons maintenant calculer le potentiel, sur la surface (176), dû à la
mince couche qu'il faut ajouter à l'ellipsoïde précédent pour obtenir la sur-
face (176). Aux termes en. G)6 près, l'épaisseur de cette mince couche ellipsoï-
dale, mesurée normalement à l'ellipsoïde est égale à

(181) Ç = CjRa)* sin* ?

C et le potentiel à ajouter à celui de l'ellipsoïde ont le signe de c2.
Avec des erreurs d'ordres supérieurs ou égaux à 6, en w, on peut successi-

vement :
1° Remplacer, en un point de la surface (176), le potenfiel dû à la couche

d'épaisseur Ç, par celui d'une simple couche, d'épaisseur nulle, répandue sur
l'ellipsoïde, et de densité superficielle égale à lÇâ;

2° Remplacer, en un point de la surface (176), le potentiel dû à la simple
couche ellipsoïdale, dont la densité superficielle est Çâ, au point x = àR cos <pt
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y = bu sin <p, par le potentiel dû à la couche sphérique de rayon aR dont la
densité superficielle est Ç$, au point x = aR cos <p, y = aR sin y ;

3° Remplacer le potentiel de cette couche sphérique, au point # = aRcos<p,
2/ — bu sin y + cR sin3 y de la surface (176), par le potentiel de cette même
couche sphérique, au point x = aR cos 9, y = aR sin 9.

Nous avons donc, en somme, à calculer sur la sphère de rayon aR, le
potentiel d'une simple couche répandue sur cette sphère et de densité superfi-
cielle égale à c2Rc?w4 sin4 <p.

Posons sin cp = t et raisonnons d'abord sur une sphère de rayon 1.

Si Yo(«) = 1, Y,(0 = ^ 3 - ^ , Y4(i) = — J « _ J l £ Sont les polynômes

de Legendre de degrés 0, 2 et 4, on a :

* * = 5Y« + 7Y«-+-35Y" .

Nous avons ainsi développé^4 en une somme de fonctions sphériques de la
seule variable t = sin 9 et, par suite, d'après une formule classique (x), le poten-
tiel cherché, pour la couche de rayon aR, est égal à

et, tous calculs faits, égal à

/1 8 16

II est à ajouter à (180) pour donner le potentiel P, qui figure dans l'équation
intégro-différentielle (171) de la surface libre.

Tenant compte de (179), (180) et (182), on parvient, pour l'équation (171),
à la forme suivante :

6.) - Ç -+- 4/(a4 - 6,)]
ƒ 2 Q r\ Q

(183) ' ; V 2 1 1 0 ° 3o lj

— |R»8o, -+-4/(2^ + 3 6 ? — 5a,b, -I- a2 - bt + 3<s,)]

o4 s in 4 <p P — ^•Kyj>*R3c2 — 1 8 / ! c2

^) APPELL. — Traité de mécanique rationnelle, t. IV, 1921, p. 117.

14
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Cette équation devant être satisfaite quel que soit y et quel que soit w
petit, chacun des coefficients de Q2 sin2 ^, 034 sin2 '*?, G)4 sin4 f devra être nul.
D'où 3 équations entre les 5 inconnues a1; ô2, &2, 52Î c2.

Mais, l'équation (178) du volume s'écrit, en tenant compte de (177) et
après quelques simplifications :

(184) 5(2flt -+- K)^ -+- (5< -H lOa^ -+- 10a, -+- 562 + 3c2K = 0,

qui devra être satisfaite quel que soit w petit, ce qui exige que les coefficients
de G)2 et de fo4 soient tous deux nuls.

D'où 2 nouvelles équations entre les S inconnues a19 blt az, b21 cz. Nos
5 équations résolues donnent :

^ } _ -~5 __ 5(74Q*2 -+• 16 548aj3 -H 59 535 P9)
* ~ 4(2a H 15P) ' a2 — 448i2a + 15p)3 (4a -H 81S) '

h = 5 i ~ 1 2 8 Q g 8 + 11046ap -H 246645g2) __ —18225^
2 896[2a+ 15P)3 ( 4 a + 816) ' c% "" 128(2a H- 15|̂ )2 (4« -h 816/
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