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PREMIERE. THESE

SUR LES FIGURES D’EQUILIBRE RELATIF
D'UNE MASSE LIQUIDE EN ROTATION

INTRODUCTION

L’étude des figures d’équilibre relatif d'une masse liquide homogéne, en
rotation uniforme, a fait 1'objet de nombreuses recherches, en ce qui concerne
les masses soumises a 'action des seules forces newtoniennes. Ces théories et
celle des masses hétérogenes en rotation ont été appliquées a I'étude de la forme
des corps célestes. : . »

En plus de ce probléme astronomique des grosses masses, pour lesquelles -
. I'attraction newtonienne est seule a considérer, il existe le probleme physique

des petites masses, pratiquement soumises A la seule tension superficielle, et
le probléme théorigue des masses supposées soumises simultanément & une
tension superficielle et & une attraction entre leurs particules obéissant a une
loi newtonienne.

Au probleme physique dont nous venons de parler, se.rattache la célebre
"expérience de Plateau, sur la masse d’huile tournante, expérience décrite par
ce physicien, dans son Mémoire sur les phénoménes que présente une masse
liguide libre et soustraite & Uaction de la pesanteur (mémoires de UAcadémie
royale de Bruxelles, tome XVI).
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Nous étudions, dans ce travail, ces deux problémes, physique et théorique,
en y supposant que la masse liquide est homogéne.

L’historique de ces questions est facile a faire, car lesauteurs qui s'en sont
occupés, au point de vue mathématique, se sont bornés aux généralités du
sujet ou a des cas trés particuliers (voir les traités sur la Capillarité, de
Henri Poincaré et de M. Bouasse, les théses de Doctorat d'Université et d'Etat
de Globa-Mikhailenko et le chapitre II de la premiére partie des Compléments
au tome I11 du cours de physique mathématique de M. Boussinesq).

Le présent mémoire est divisé en trois parties.

Dans la premiére, nous étudions les masses liquides en rotation uniforme,
sans axe matériel de rotation. Nous laissons de c6té les masses cylindriques,
dont nous signalons seulement que I’étude releve da la théorie des fonctions
elliptiques, car 'équation différentielle de leur section droite est identique &
celle de la courbe élastique plane a pression normale uniforme. Nous ne parlons
ici que des masses de révolution, en rotation uniforme autour de leur axe géo-
métrique de révolution et nous discutons complétement ce probléme. Nous
déterminons, en ‘particulier, la vitesse limite de la masse et la vitesse pour
laquelle les deux péles viennent se confondre. Cette dernitre figure est la
figure de départ des anneaux. Nous faisons aussi I’étude de la stabilité de
I'équilibre. Dans les conditions qui sont précisées dans notre mémoire, les
figures, stables & partir de la sphére, cessent de 1'étre quand la vitesse décroit a
partir de la vitesse limite, le rayon équatorial continuant a croitre.

Dans la deuxiéme partie de ce mémoire, nous considérons le cas concret
de T'expérience de Plateau, ou la rotation s'effectue autour d'un axe matériel.
Nous donnons les formules exactes qui s’appliquent & une masse centrale
entourant un axe matériel et celles qui s'appliquent & un-anneau. La discussion
de Yévolution d'une telle masse centrale pourrait étre faite, & I'aide des formules
exactes correspondantes, en calculant certaines intégrales hyperelliptiques par
des méthodes approchées ; mais cette discussion peut étre remplacée, de fagon
trés suffisante, par celle donnée dans la 1¢e partie, pour le cas ou il n’y a pas
d’axe matériel, car, dans les expériences de Plateau, cet axe était de petit
diamétre (1 mm. B), pour une masse qui avait 3 centimétres de rayon quand elle
était sphérique, de sorte que la présence de I'axe ne changeait que fort peu’
Iallure des phénoménes. On constate que la discussion de la 1¢™ partie est en
accord avec les résultats de Plateau. Une des expériences de ce physicien
~ conduit, en effet, a la transformation d'une masse centrale, sans anneau, en un
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anneau unique, sans masse centrale, comme 1'expose Plateau, dans son mémoire
précité, au § 11, et par la fig. 3. Comme l'indique encore Plateau, vers la fin
de son mémoire, au § 21,cen’est que par un jeu expérimental assez compliqué,
qu'il est parvenu, dans une autre expérience, a réaliser le fractionnement de la
masse en une partie centrale et enunanneau, en plagantle disque hoirzontal qui
entraine la massse, dans la partie inférieure de celle-ci et non plus dans son
plan équatorial et eén donnant a ce disque un petit diamétre et unetrés grande
vitesse, toutes dispositions qui rendent la vitesse angulaire extrémement
variable, dans I’étendue de la masse. De sorte que le fractionnement ne reléve
point de la théorie des figures d’équilibre refatif. 1l n’en reste pas moins que
I'anneau formé par fractionnement, lorsque la vitesse angulaire des particules
y est devenue partout la méme, s’identifie avec un anneau provenant de 'évo-
lution d’une masse centrale de Plateau. Négligeant, comme nous 'avons dit, la
présence de I'axe matériel mince, nous connaissons, d’aprés la premiére partie
de notre mémoire, cette évolution de la sphére jusqu'a la’ figure aux deux
péles confondus. Puis, la masse devient annulaire et nous éfudions 1'évolution
de cet anneau, qui présente une section d’abord piriforme, puis partout conveze,
puis sensiblement elliptique et tend vers un tore infiniment long et infiniment
délié correspondant & une vitesse infiniment petite. Nous étudions aussi la
stabilité des anneaux de Plateau. '

Enfin, dans la troisieme partie, nous considérons des masses soumises
simultanément & une tension superficielle et & une attraction, entre leurs
particules, obéissant & une loi newtonienne.

Nous tenons & remercier ici, de tout cceur, M. Boussinesq, professeur
honoraire a la Sorbonne, membre de I'Institut, qui nous a suggéré l'idée de
recherches sur le sujet de la premiére partie ; M. Villat, professeur a la Sor-
bonne. membre correspondant de I'Institut, et M. Véronnet, professeur a la
Faculté des Sciences de Strasbourg, qui ont bien voulu s’inléresser a nos
recherches et encourager nos efforts, avec une bienveillance dont nous leur
sommes profondément reconnaissant.



PREMIERE PARTIE

Sur les masses liquides de révolution, non annulaires,
homogénes et soumises a la seule tension superficielle,
en équilibre relatif dans une rotation uniforme s'effec-
tuant autour de leur axe de révolution, et sans axe
matériel de rotation. _ '

CHAPITRE PREMIER

DETERMINATION DU MERIDIEN D'UNE MASSE LIQUIDE DONNEE
SOUMISE A UNE ROTATION DONNEE

1. Enoncé du probléme. — Prenons une masse liquide homogeéne, a tension
superficielle, sans pesanteur et sans attraction entre ses particules, libre et
d’abord immobile dans un milieu 4 pression uniforme. Nous savons qu’elle
affecte une forme sphérique. Considérons ensuite, dans le méme milieu, cette
masse, tournant sur elle-méme, sans axe matériel de rotation, avec une vitesse
uniforme. donnée. Nous nous proposons de déterminer la figure de révolution
qui est une figure d’équilibre relatif, pour cette masse et pour cette vitesse de
rotation. A d’autres vitesses uniformes, correspondront d'autres figures d’équi-
libre et, dans cette premiére partie du mémoire, nous étudierons seulement
celles qui sont fermées et d'un seul tenant et qui ont des points sur I'axe de
rotation et de révolution. Le liquide est supposé incompressible, mais nous ne
supposons pas que sa fluidité soit forcément parfaite.
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2. Equation différentielle du méridien. — Soient &, w et f, la densité du
liquide, la vitesse angulaire de rotation en radians et la valeur de la tension
superficielle. Dans un plan méridien quelconque, prenons pour axe des y, I'axe
de révolution et de rotation et pour axe des z, une perpendiculaire menée au
précédent, en un point ‘encore indéterminé. Nous considérerons la masse
comme en équilibre absolu, aprés avoir appliqué a chacune de ses particules,
une force égale a la force centitruge. Pour une particule distante de z de 'axe
de révolution, la force centrifuge, par unité de masse, est égale & w?z et dirigée

R L. . . . . w2x?
vers l'extérieur. La force centrifuge dérive done de la fonction de forces —5 - On

déduit facilement des équations de I'hydrostatique que la pression, dans la
masse, reste la méme sur tout cylindre, de révolution autour de l'axe de
rotation, et qu’elle est égale a

2m2
1 ‘ P——PO"'"EQQE8

sur le cylindre de rayon z, p, étant la pression le long de l'axe. La pression
dans la masse, juste & l'intérieur de la surface libre, est encore égale a

) oS3 )

ou p, est la pression extérieure uniforme ; 7, le rayon de courbure du,méridien ;
p le second rayon de courbure principal de la surface, c’est-a-dire le segment
de normale compris entre la surface et P'axe de révolution. Nous devons
regarder 7 et p, comme positifs quand, les parcourant de la surface vers les
centres de courbure, on pénétre dans le liquide, au départ de la surface, et
négatifs dans le cas contraire. Nous avons donc, sur toute la surface libre

P +f(_%—l——>-‘po+92—bm,
d’on '
. — 2§
(3} EO ,f pi + (‘;T m2

d|;a.

+

O | =

Mais, siy' et ' sont les dérivées premiére et seconde de l'ordonnée y du
méridien par rapport & ’abscisse z, on a

i I yVI

I=|

!

= |l

(1_,_},'2):_.]‘1"’3 \/1—|—y '
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et, de plus,

!

_d_( J )+ 14 _1_d_<____4_a:y’ \.
&\ Ty ol vy ada\JT+y?)

Si 'on prend la parﬁe, située du coté des z positifs, d'une courbe quelconque,
on_vérifie facilement, quel que soit le c6té de la courbe vers lequel on compte
positivement 7 et p, que les produxts y'y" et pr ont le méme signe, en chaque
point, et, par suite, que

(4)

Supposons maintenant que, le long de cette partie de courbe, la tangentese
déplace avec continuité ; en un point quelconque de la courbe, choisissons
arbitrairement un c6té vers lequel nous compterons positivement z et p et que
nous appellerons le c6té positit ; prenons, en ce point, le signe convenable
dans (4) ; sl nous conservons, par continuité, le coté positif, nous verrons ‘sans.
peine que le signe est & changer dans (%), en tous les points a tangente paral-
lele a 1'axe des y, qui ne sont pas des points d'inflexion et 1a seulement.

~ Compte tenu de (4), I'équation (3) s’écrit

41 d< my’ _Po— P, @,

et, intégrée, devient

(5 bis) =+ 7i zy ‘,2 —Po —2‘—/,‘01 x? 4 w8—;f).‘ z* 4+ Constante.
+Y

Comme. par hypothése, les masses liquides que nous considérons ont des

points sur I'axe des y, 'équation précédente doit étre satisfaite pour z = 0 ;
(

donc la constante est égale a zéro, puisque 1; et cette

v+
constante reste nulle, lorsque le signe est a changer dans (4) et, par suite,
dans la derniére équation, puisque c’est en un point ot 3’ passe de + oo &
— o, ou inversement et, par conséquent, le membre de gauche, compte tenu
du changement de signe nécessaire, ne présente, en ce point, aucune dlscon-
* tinuité,

Done, aprés division par z, nous avons

Y  _Po—ps w?3
(6) i\/i_—f—syﬁ 5 x+8j 8,
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Prenons, sur notre contour fermé, le point A, le plus éloigné de I'axe de

révolution et choisissons, pour axe des z, la perpendiculaire menée par A 2
I’axe de révolution.

Posons

OA—a, K= “g K? = ol

k? est une donnée, qui a pour dimensions L-3, L désignant la longueur
et, par suite, K? est un nombre.

Au-dessus de 'axe des z, dans la région convexe avoisinant le point A, il
est clair qu'en comptant z et p positivement du c6té du liquide, la valeur

=+ g— s'obtient en prenant le signe —, dans (%), et, pour le point A, ou
Yy = — o, I'équation (6) donne :

. . Po_p‘~1__k2a3

) T e

Portant cette valeur dans (6), on a :

&= _;y'_ =1 = k*a? A k*as,
Y a

Posons

Il vient

+ L = yi(1 — K2 + K2,

Y
_ Vi — K2 K2

oy
= vIi—ul — K* + K¥)?
1 — K? + K2

a
2yT =1 = K + Koy

3. Discussion de 1'équation précédente.
Posons : ‘
s =1 —K>+ K%  w)=1— (1 — K> -+ K.

Y(¢) est un polynox;le du troisiéme degré en ¢.
On démontre facilement que :
pour K < 2, ¥ (¢) = 0 n'a que racine réelle, +1 ;
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pour K =2, ¥ (t)=0 ases trois racines réelles et positives, la racine double
+ 7 et la racine simple + i ;
pour K > 2, ¥ () = 0 a ses trois racines réelles et positiveé,
-+ 1 et deux autres nombres compris entre zéro et - 1.
Toutes les figures d’équilibre qui nous occupent ici, satisfont & 1'équation
différentielle trouvée, Il convient de voir ce que représente cette équation,

pour toutes les valeurs de K, et de relenir les intervalles de K correspondant
réellement a des ﬁguxjes d'équilibre.

1.rcas, K <7 2

W(t) = 0 n’admettant que la seule racine réelle ¢ = + 1, nous ne rencon-
contrerons, entre le point A le plus éloigné de l'axe et cet axe; aucun point a
tangente verticale, autre que A, et y est réel dans tout l'intervalle zéro  a, de
x. Partant du point A, avec le signe -, d'une part, et le signe —, d’autre part,
nous atteindrons donc l'axe de révolution, aprés avoir décrit deux branches de

. a (ol)dt
:lz‘«:-—e-a\/t, yq—i‘ﬁgv/‘lf:(ﬁ

courbe,

et

- ) “ ()
z = ay/t, y=+§£¢Tthdt,

symétriques, par rapport a4 l'axe des z et dont 'erdonnée reste partout finie,
puisque 1 est la seule racine réelle de W(t) = 0 et qu'elle est racine simple.

. Profitant de la symétrie, nous étudierons la partie de courbe dirigée vers le
haut, au départ de A, pour laquelle '

8 r— Vil — K+ Ky . ei
«( ) Y VI — (1T — K - K¥)2 = VATON

9 dy = — 2 1=K+ K% —— 2
S W= =R K VNI
(10) ym— AR Kk (e

2hVi—ii =k kg 2 et
Nous reviendrons sur ce cas, aprés avoir intégré (10), pour K <« 2-

" neecas. K =2
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¥(¢) = 0 admet la racine double ¢ = 71;’ tandis que ®(¢) est différent de zéro et
d’ailleurs négatif, pour cette valeur de ¢. L’intégrale donnant l'ordonnée qui

correspond &t = -+ 1% est égale 4 — . Il n'y a donc pas de figure d’équilibre
finie pour K = 2
3ecas. K>2

W(¢) = 0 a ses trois racines réelles et positives, 1. tz et 1, avee 0<ti<<te<<1.
Entre 11 et t2, 3y est imaginaire. A Pintervalle de z2 & | ne correspond pas un
anneau, parce que, si l'on tient compte d’une identité qui sera donnée plus
loin, aprés (18), on voit, an l'intégrant de z» a 1, que la courbe comprise dans
cet intervalle ne peut se fermer que pour un volume renfermé qui serait nul.
Reste l'intervalle de zéro a #1, qui donne bien une courbe fermée, de rayon
équatorial a,, mais elle entre dans le cas I (k'a: << 4), puisquil n’y a pas de
point a tangente verticale entre zéro et ai. |
L’intervalle de K, de zéro a 2, reste donc seul a considérer.

4. Intégration de I'équation (10) pour K < 2.
Nous supposons que 0 << K < 2
¥(z) = 0 n’ayant que la seule racine réelle + 1, on peut écrire

w(t) = K¥L — )[(t — )® + 2]
ou u et v sont des nombres réels, tels que

_K*—2
P= K3

. 1
H2_ITV2=W.

b
- Posons
(11) 1—t=rrgd,
avec A positif et tel que
' A= (1 = p)? 4 2
Posons  aussi
¢ —= -‘—-———1 — )\,
2h

et remarquons que la quantité appelée ¢* est toujours positive et inférieure a 1.
11 vient '

V(T = [t — w)? + v T VA1 — ¢ sin? ¢
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[ L,
——= = 0 40
IERUCT) K?\/)\ V1 — c’sin®o

? d‘?
0 1 —¢?sint g

et

Posons
= F(e.q9),

intégrale elliptique de premiére espéce de Legendre ;

?
7 /; Vi — ¢ sin? ¢ dp = E(c.9),

intégrale eliiptique de deuxiéme espéce de Legendre.
La diflérentiation de tg 2. y1 — ¢* sin’  conduit &
g tgt Ede 0 '
-2 =21tgt /1 —¢*sin? v + F(e,0) — 2E(c,9).

0 VT — o s 85 V1 — ¢Fsin® o + Fleyg) (¢:9)

Done * ' ‘
Yo@dt

‘ \/\If(_t) Ky

[F(e,9) — KE)\{2 tg % V1 — ¢ sin? ¢ + F(e,9) — 2E(0,<9);J,

- L 7
y \/)\[—— tg % V1 —¢sin? ¢ — KQKz)\ ! Fle, ?) + E(C"P)]

On trouve facilement que

(13) _ x:»_—l_ikf—‘“,

1 2 + K2
14 $ __
(14) ‘ 2+4\/1+2K“

15 —=va* — x| — /1 2 8ins ¢ — e ih &y
( ) .)’-—\/ acl \/ ¢ sin? ¢ 2\/1‘——2[‘2‘ ¢ ¢ t lgf l
g2 2

ou

i MWi-%

Vi Y1+ oK

_L_
V1 + 2K?

Tg = 5 varie entre zéro et
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D’aprés ce que nous verrons plus loin nos (10 et 11,) —F((—'Z) (c Z)
. tg D) tg 5

encore des fonctions continues de ¢, pour ¢ voisin de zéro ou égal a zéro

sont

et, pour 9 suffisamment petit st I'on pose’t<r<—2PI= u, on aj;

% F(j;‘P) —1— _(1 — 26 + (1 — 6e? + 6cf)...
% E(‘; 9 _ 1 — —5(1 -+ 2¢?) - —5—(1_—+-‘6c2 — 2c‘)-~

Nous donnerons, aux n° 10. et 11, les termes généraux de ces séries et,

aun® 12, le développement \/—2:},:—4 en série entiére en u.

On calculera y, pour les petives valeurs de u (par exemple, jusqu'a 0,1),
a l'aide de cette derniére série et avec une excellente approximation. Au dela
de la valeur de u sus-indiquée et bien que ce développement soit valable dans
tout I'intervalle 0 << uw << 1, on emploiera les tables d'intégrales elliptiques de
Legendre qui seront alors plus commodes que la série.
' Désignons par b le demi axe polaire. Posons :

(16) tg?—zozr—K——:‘
V1 + 2K?
Nous avons :
b T —awmrg, — \/;Z 2K“2K— 1 Flews) , Elea),
—+ 2K? Po Po
8y 83
B 1
l—etsin?ppee v,
, Vi—e RV wrw T (' ‘
an b1 I 1 Fleg) | Eeord),
a V1 + 2K? + K2 WT+2K2 |, %o t
‘ 82 g%

Pour effectuer I'intégration, nous avons supposé que 0 << K < 2.
Or, pour K = 0, c’est-a-dire pour 1'équilibre absolu,. on voit, en tenant

compte des vraies valeurs de —— e, ?) et de B cp) , pour ¢ = 0, que (15)
. 5y 183

devient y =\/a® — z2, équation d'une circonférence. C’est & quoi conduirait

lintégration de (10), aprés y avoir fait K = 0, confirmant le résultat bien connu
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que la sphére est la figure d’équilibre absolu. Il s'ensuit donc que (15) reste
valable pour K = 0 et s'applique dans tout I'intervalle 0 < K < 2.
La facilité d’emploi des formules précédentes résulte de ce que l'ordonnée

du méridien s'exprime 4 U'aide des seules Lntegrales elliptiques de premzere espéce
et de deuxiéme espéce de Legendre.

5. Forme générale de la courbe méridienne. -

1o K < 1. Reprenons (8)y (9) et (10) qui correspondent au quart du
méridien dirigé vers le haut, & partir de I'équateur. L'équation (8) montre
que, pour K <1, ' = % décroit continuellement, de zéro & =- e, ¢quand ¢
croit de zéro 4 1. Le méridien est donc partout convexe.

2° K> 1. 3, nulle au pdle, prend d’abord des valeurs positives crois-
santes, Iorsqu’on "sdit le méridien en partant du péle ; la dérivée de y’ par
rapport a ¢ s’annule pour ¢ = K—;—I%—l , en passant du positif au négatif. A cette
valeur de ¢ correspond donc un point d'inflexion du méridien. Enfin, 7/ = 0,

pour ¢ = Ksz 1 ainsi quon le voit sur (8). Le méridien affecte la forme de

la figure 1.
¥
1 v p
3 __,%x/' =2
- +=K_.é ‘
=0 \‘ K?
N
. a " x
0
¥
: Fig. 1.

Nous verrons (n° 7) que g est positif pour K2« 2,32 environ, s’annule pour

une valeur de K2 voisine de 2,32 et teste négatif dans!'intervalle de 2,324 4. Les
figures pour lesquelles b est négatif, présentent, considérées en entier, deux
points doubles situés sur 'axe des z. Elles ne peuvent constituer dés. figures
d’équilibre, car 'arc BHA continue biena étre un contour d’équilibre pour notre
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liquide placé au-dessous de BHA, mais la courbe entiére n’enveloppe plus ce
liquide.

Les figures d’équilibre non annulaires sont donc ou partout convexes, ou
concaves aux poles, comme celle de la figure 1, la figure extréme de ce dernier
type étant celle o les deux poles sont confondus et qui correspond sensible-
ment:‘iK:\/mz 1,52. '

6. Equation exprimant I'invariabilité du volume.

Soit % nR? le volume invariable de la masse liquide. AB étant le quart de

de méridien situé dans I'angle zoy, nous avons

g 7RI = 2nf x3dy.
o/ AB

Compte tenu de (9), il vient

b g [0l
(18)  gR=e | S

Mais on a identiquement:

g\/‘?(T)=_3v_I(j (1) 1 —K? o(t)
t

2VRE 2 Ve
Intégrant entre 0 et 1, tenant compte de (18] et de la valeur de —2 qu’'on
tire de (10), il vient : ' '

~1:—2K21i:—-(1_K2)§
a a
et la relation fondamentale. '
(19) UPR® = 1 = (1 — K?) z,

Si 7, est le rayon de courbure du méridien aux poles, lesquels sont des
ombilics de la surface, (3) montre que “

(20) : Ll _p—p

T

<
&

Compte tenu de (7), on a

Q) B et S
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et la relation (19) prend la forme suivante

(22) QR = 1 — 2.

To
L’équation (19) nous servira seule pour l'exécution des calculs. C'est une

équation transcendante en Ké, ou g est la fonction de K2 définie par (17).

7. Etude de 1a courbe X = K2, Y =1 — (1 —K?) Z'
Nous avons:
. 2°
dY b a
(23) x=a— - K g

et nous savons que

b4 [Tedt 1 {1 1 — K2 + K2t
( —_— = —_——— = A S ————————— dt.
24) a ZL VI 2y VT — (1 —K¥+ K%)?

La dérivée, parrapport a X = K2, de la fonction sous le signe d’intégration,
est égale a '

1 —1 ﬂ
[ — (1 — K 4 Ko

oje

dont le dénominateur contient le facteur (1 — ¢)*.
Considérons les deux intégrales

1 1 — K2 4+ K d "1 t—1 ‘
L et J Sdt.
0 V1 — (1 — K? + K2)? 0 [1 — 1 — K2+ K2)?]*

Aprés division par 1 — ¢. du numérateur et du dénominateur, dans la seconde,
on voit que, dans 'une et l'autre, 1 — ¢ figure au dénominateur avec I'expo-
1

sant 5 De plus, si nous supposons 0 = K <C2, il n’existe aucune racine du

dénominateur, autre que 1, entre zéro et 1. Donc, ces deux intégrales ont un
sens pour toute valeur de K, telle que 0 = K << 2. On peut facilement démon-
trer que la deuxiéme intégrale représente la dérivée de la premiére, par rapport
a X, dans tout I'intervalle considéré (voir Goursar, Cours d'Analyse mathéma- -
tique, t. 1, 1917, p. 237).
Ainsi, pour 0 = K << 2, nous avons
\ G g

(25) X = 2 j] ,

[1— (1 — K*+ Koyt
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Pour K =0, (24) et (25) donnent, par une intégration élémentaire :

Remarquons tout de suite que d_)% est toujours négatif, quel que soit K, compris

' dans l'intervalle considéré, I'élément différentiel de (25) étant toujours négatif.
Pour K 2 0, si ¢, ¢,, A et ¢ ont le méme sens qu’au N° 4 et si I'on pose

A=yl —cEsintg, A=yl —ctsinqy, di=1—2,

ona:
b .
iij__.._ 1 ’ f-%cosid
4 kot Jo AP
-et 'on arrive a:
db
a1 (e, 40) | & —d _ e —disin2g, | 2sing,
O8) % = = e gkl B T B ) — S S SR

Cette expression est calculable a I'aide des tables de Legendre. Pour K
petit, 'emploi de (26) n’est plus possible, pratiquement, car certains termes

tendent vers une forme indélerminée ; on emploiera alors le développement
: b _ )
(n° 14) de d—;, en série entiére en K2

Par (23), nous aurons ensuite g -
- g s by oo N
Remarquons que pour K = 2, lmtegrale donnant _ devient égale & — oo,
puisque (n° 3) I'ordonnée du méridien, correspondanta t = 4 %, est égale d — oo
et qu'en outre, I’élément différentiel de (24) est négatif, pour celte valeur de K,

dans tout l'intervalle de ¢ compris entre 0 et %E

b . B
e b g, a dy
Le tableau suivant indique les valeurs de 2 de {[%l de Y et de JX¢ pour

quelques valeurs de K2:
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ab Fi
b a b dY b a
0 1 —1 ' 0 + 2
1 + 0,431 o1 + 0,434
1,5 +0,259-  — 0,322 —+ 1,1295 40,098
% +0,2062 — 0,314 + 1,4375 — 0,003
2 ~+ 0,1032 : -+ 1,1032
2,32 0 _ +1
2.5 — 0,056 + 0,916
3 — 0,236 - + 0,528
3,5 — 0,518 T —0,29%
A —w — @ — , —®

D’ou les courbes suivantes de g et de'Y, en fonction de X = K2(fig. 2 et 3).

Nous allons démontrer que la concavité de la courbe (X, Y) est partout diri- -
gée vers le bas.

Nous avons déja vu que, pour 0 = K2 < 4, on a, quelque soit K

a®

x <O
On montre qu’on peut dériver (25), par rapport a X, sous le signe d’inté-
@l
gration et 'on trouve que I'élément ditférentiel de ﬁ% est positif, au moins dans
I'intervalle '
' 0=K<1,

donc que, dans cet intervalle au moins, on a :

P

.‘ﬁ;@>0.

On montre encore qu’on peut dériver (25), une nouvelle fois, par rapport
: , s ‘ b
a X, sous le signe d’intégration ; on trouve que 1'élément différentiel de ‘ﬁ: est
négatif, dans tout l'intervalle

0=K*<<4
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et que, par suite, dans tout cet intervalle,

Pl
a
X <O
b
a
Al
0.63
0259
2062
01032
02232 5 ¢ 3 3[57 ). X
0 1 %5 © 1 T
L R~ i
0238~ |
2 ~ |
’ ~y-0518
\
\
\
AY
\
\
\
___.?._.?
) A Tiegs M5 qan ¢
/ E 1> N0s10
o | N
! N
| \oEee
] l\\
! |
A
/ 20 : N 35 4 X
) g M5 8 2 K232 3 N\
3 \!
{-0.294
\
\
\
“ \,
Fig. 2 et 3.
En dérivant (23) par rapporta X, ona:’
b b
ey 9 L
o =2 oo X — 1) 505
=2+ )axe

“Poun K2 =X=1, on a bien g-;g; < 0.

19
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Supposons maintenant

1<X<h4.
v
Nous savons que 37(% décroit continuellement d’une valeur positive &4 — 0,
. , & b
quand X croit de 0 & 4, puisque ﬁ% est négative, danstout I'intervalle 0 <K% < 4,
ab @b

et que, pour X tendant vers &, g et par suite E)% et HY‘: tendent vers — o,
| d? b ) d? '1
Soit X, la valeur de X pour laquelle CTX% s’annule et au-dessus de laquelle (—{r‘:

est toujours négative ; X, ne peut qu'étre supérieur a 1, d’aprés ce qui a été dit

b
a2
sur le signe de HYa? pour X inférieur ou égal a 17 Et I'on voit que, pour
X=X, >1,
on a bien
d*Y
< 0.
11 ne reste donc & considérer que I'intervalle de X,
1 < X < Xiy
L
dans lequel K‘-; est positive.

a2

a oy . . . .
Comme 4y est positive et toujours décroissante dans cet intervalle, on a,

pour toute valeur de X de cet intervalle,

R QU B RN .
ﬁ dX: dX _Jx dX_Ix=1

: a a

X =D l< Lix )y~ Laxdx =1

On a done, dans I'intervalle considéré,

et

b b b b
e —2§+(&—1)d—3§<3§—-[i§]
dX: — “dX ‘ dXz ~ “dX dXJx=1"
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Le maximum du membre de droite aura lieu pour la valeur X; qui corres-

db

" pond au maximum de ﬁ et 2 un point d'inflexion de la courbe de ]2 en fonction
de X. Par quelques applications numériques de (26), pour des points de la

b
, d>
région de cette inflexion, on s'assure que le maximum de Z)% est inférieur

b
d>
a — 0,25. D’autre part, on peut calculer, toujours par (26), la valeur de — 3)%

PAYA
pour X =1 ; elle est inférieure & - 0,40. Donc, le maximum de Z_X\E est infé-

_rieura — 0,28 x 3 4+ 0,40 = — 0,35.
d? . . .
Donc JXE est bien partout négative le long de la courbe de la figure 3.
Des valeurs numériques données précédemment, on déduit, par interpola-
tion, que % s'annule et que, par suite, Y est maximum, pour K? = 1,662 ; ce
maximum est égal a - 1,1375.

Remarquons aussi que, pour

K2=1 e K2=232, ona Y=+1.

QLo

C'est pour K2=2,32 ..., qu'on a g =0 et pour K2>>2,32 ..., - est négatif,

b
2b :
d’aprés la remarque faite sur le signe de cﬁz' D’aprés ce qui a été dit n® 5, les

parties en trait continu des figures 2 et 3 correspondent seules a des figures
d’équilibre.

8. Résolution de I’équation transcendante en K2
Nous avons trouvé I'équation (19)

(19) WRS =1 — (1 — K2)g

. b . V .
ou _ est, d'aprés (17), une fonction connue de K2. Nous avons la une équation

transcendante, d'ou nous pourrons tirer K2, puisque %? et R sont des données
du probléme. )

Menons, sur la figure 3, une paralléle & OX, d’ordonnée égale & 4 2K2R3.
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L’abscisse d'un point d’intersection de cette paralltle et de cette courbe est une
valeur de K2 répondant au probléme. Il y a :

Une solutlon si 2k2R3 << 1
Deux solutions si 1 << 2k2R3 << 1 137:),
Une solution limite pour 2k*R3 = 1,1375.

Il n’y a plus de solution pour 2k*R® > 1,1375.

Nous reviendrons plus loin sur cette discussion (n° 17) En tracant la
courbe de la figure 3, & une échelle assez grande, on peut déterminer K* gra-
phiquement avec une erreur absolue d’un ou deux millitmes. Cette premiére
valeur pourra suflire le plus souvent. Si I'on a besoin de plus de précision, on
partira de cette valeur de K2, pour résoudre (19), par approximations sueces-
sives, 4 l'aide des tables de Legendre. De la valeur de K?, on déduira facile-
ment a, puisque K2 est égal & k%a® el que k? est donné. A

~ Sik®R3esttres petlt cette méthode ne peut plus étre pratxquement employée,

b
car il faudrait calculer numériquement la fonction _, avec une approximation

que les tables de Legendre ne permettent plus d’atteindre. Cette difficulté ne
commencera & se faire sentir dans les calculs que pour k?R® < 0,1. Or, nous

. 3 .
- donnerons au n°® 16, des développements de K2 et de I%' en séries entiéres
en k*R®, qui résolvent alors la question.

9. Tracé du méridien. — Ayant calculé K2 et g, on pourra, & 'aide de (15),
calculer I'ordonnée de tout point du méridien dont on se donne I'abscisse.
Au n® 4, nous avons indiqué, au sujet de (15), une méthode de calcul de
F(cw:) et de E(e, ‘P)
%3 8 ]

et 11 ci-apres.

, pour ¢ petit, qu” il convient de justifier, C’est I’objet des n** 10

10. Développement de F(c,9) en série entiére en tg %
Posons, comme au n° 4, tg i =
Alors
. 2u 2du
e = m v = m’

F(c' 9) _ f _.f
= 2 \/1 —_ (‘2 51n‘ \/1 —— 21114 - u‘
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ou ,
a = 22 —1, avec e << 1.
Posons : z = u?.
On sait développer \/1——42 = en série entiére en z. On trouve (1)
— AT
1
27) Wﬁ;i+?iz+"'+l)"zn+"’,

ol Py est le niéme polynome de Legendre relatif & o :

1 d»
Pr =g i 1@ — 1]
avec . :
2_1 3
Pozly Pi=°‘y P2.=3a2 » P3=5‘1 23a7' *y

(n + )P,y = (2n + 1)aP, — nP,_,.

En nous reportant a la théorie de la formule de Lagrange (2), nous voyons
que, pour ¢ réel et | « | << 1, ce qui est le cas ici, (27) est valable pour |z | << 1.

Ici, u et z sont réels et positifs.

Par suite, pouru << 1, on a :

1

28 e ————————
(26) V1 — 2au? + u*

=1 +Pu+ ... +~Pu 4 ...

En intégrant (28), terme a terme, on obtient, pour u < 1,

F(""?)__ ; & 3 n
T T UHE g WA e T

w4 L.,

et, par suite, dans le méme intervalle,

Fle, ) P, .
(29) . " —?+—u2+~~-+mu2+-

Cherchons une limite de l'erreur qu'on commet en s’arrétant au terme
en u?, ce terme étant pris.
D’aprés une formule donnée par Jacobi,

) .
P,,:-i f (@ 4+ /2> —1 cos 9)dyp.
TJo

(1) Goursat. — Cours d’analyse mathématique, t.1,-1917, p. 465 et 466.
2) Goursar _.'CoursAd"analyse mathémalique, t. 11, 1911, p. 121 3124,
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Ici, o est réel et tel que || << 1; done, ici,

(@ 4+ va® —1 cos ¢)"| = (va® sin® ¢ -+ cos? ¢)n << 1,
et, par suite, ici

[Py < 1.

Si 84 est I'erreur qu'on commet, en s’arrétant dans (29) au terme en u®:,
ce terme étant pris, on voit que

. w2 e 1
(30) Il <gar—w

En calculant les polynomes de Legendre, par la formule classique de récur-
rence et en se rappelant que o = 2¢® — 1, on trouve facilement

AEOE) g %) 4 L (1= 60t 4 66 e,

formule indiquée au n® 4.

11. Développement de E(c, ¢) en série entiére en tg %.

¢ -
_E(c, ¢) =]0 Vi—c?sin? ¢ do

1 heu?
1 —c?sin? g (e

—_— =’ du.
2/1T — c*sin* o ? V1 — 2au® + ot *

%\/1 — ¢?sin? gdyp =

Nous savons que, pour u << 1,

1

—_— =14+ P+ ... 4 P"ué"‘—l—...
V1 — 2au? + u*

En oufre, pour u < 1, la formule du bindme conduit facilement a

4cu? :
— 1 — 4c2u2 -+ 8c2u4 —_— e (__ 1)»1—14(" 4+ 1)c2u2(n+l) + ...

'@ wp

Posons
Appy = (— 1)»H4(n + 1),

avec la convention A, = 1.
Les deux séries précédentes sont des séries entiéres en u, absolument con-
vergentes pour u <<'1. En les multipliant, on obtient une série absolument



SUR LES FIGURES D EQUILIBRE RELATIF D'UNE MASSE LIQUIDE EN ROTATION 2D

convergente dans le méme intervalle et I'on a, en 0rroupant les termes de méme
degré en u,

q— be?u?

‘\/1_% 1 -+ wi(Py — 4e) + u¥(Ps — 4e'P, + 80?) + 4.+ 4 Byt
— X0 4+ U

ol

B, = SPA,,
i et j prenant toutes les valeurs entiéres, positives ou nulles, telles que
z—l—J = n. »
Apreés intégratidn et division par u, nous avons

1 E(c,qa)_ - ut un

(31) D) =1 +§(P1 — 4¢?) +§(P2—4C2P| + 8¢?) +---+Bnm*}----
En calculant les polyndmes successifs de Leaendre et en se rappelant
‘que «. = 2¢® — 1, on trouve facilement
LE(e, 9)

& .
e 1—%2(1+2c?)+%(1_+6c2—2c‘)...,

formule indiquée au no 4.

12. Développement de I’ordonnée de la courbe en série entiére en tg %-

Ce qui' a été dit aux n° 4, 10 et 11 montre que I'emploi de (15) est général
- -graceaux tables de Legendre, si ¢ n'est pas tres petit'et grace a (29) et (31), si ¢
est petit. ‘

Mais, dans ce dernier cas, on simplifiera.beaucoup les calculs, en utilisant
‘la série que nous allons donner.

Au n° 4, nous avons trouvé que

el — ?
a \/\lf(l) 2K2y/X. Ty \/1 —*sin’g ¥

" D'ou :
y 1 {“" 1 —Kaar
) — ——— du,
a  KiYiJo v1 — 2au® 4 u*
’ ' 2 Pl
(32) % 1 ., " - u?y/1 + 2K® u,

K\/1 + 2K2J0 VI — 2aa® + u*

ol K est supposé dilférent de zéro.
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Tenant compte de (28), remarquant que la série du membre de droite
de (28) est absolument convergente pour u <Z 1, on peut, aprés multiplication
de cette série, terme & terme, par 1 — u?/1 + 2K?2, grouper les termes de
méme degré en u et l'ona :

3/%_% :—.1+ag(Pi-—\/1+2K2)+...+u2n(pn._Pn_i\/1+2K2)+”;,

. valable pour u <<1; par intégration, il vient :

un

Y. n , B 2
a K\/1+2K3[ +3( — VI 2K+ .. +2n+1( pn_(\/1+2K) 1
qui s *écrit encore : ‘
J - 1 1+ P, —v1 K2
(33) g\/a’*—-—gﬂ \/1+2K2[ 3(1 \/ +2 )+
2n B
' + 2nu+ 1 (Pn - Pn,_}\/i + 2K2) -+ ']v

valable pouru < 1.

Cette formule, qui n’a pas 16 tablie pour K = 0, se réduit, dans ce cas,
qui est celui de l'équilibre absolu, 2 y = \/a* — a2, équation d’une circonfé-
rence ; (33) reste donc valable pour K = 0, puisqu’on sait que la figure d’équi-
libre absolu est la circonférence. :

Pour toutes les figures d’équilibre relatif d'un ‘seul tenant, & points sur

-I'axe de révolution, nous savons (n° 5), que
0==K2 <2, 32;
d’ou, entre ces limites de K,
i< K
V1 + 2K*
11 s’ensuit que (33) est valable pour tous les points de toutes les figures & équi-
libre ayant des point sur U'axe de rotation et de révolution.
. Cherchons une limite de l'erreur qu'on commet en s'arrétant au terme
en u* de (33), ce terme étant pris. ‘
D’aprés la formule de Jacobi sur les polynomes de Legendre (n° 10), on a,
ici, o étant réel et | a | << 1,
i1

Pa— P VT 9KE =1 | (2 iyT=a* cosg)r!(a— y1 2K + iy/T ¥ cos o)de,
0 .

1y
ot =\/—1.
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On vérifie que

o | @ 4 1y/1 — a? cos = \/a?sin? ¢ + cos? 9 << 1;
¢ ¢ ¢
{a—\/’l—i—2K2—i—i\/1——a“cosq>|S\/(a——_\/1——i——'7K§)2+’l—a2;
' (a——\/r—i— 2K2)2—f—1—a2:'K2.

D’out .
o | P, — P,_ T+ 2K | <K,
quel que soit n.

L’erreur commise sur \/—;L;, en s’arrétant au terme en u® de (33), ce
ac—x

terme étant pris, est, par suite, inférieurea -

'1 u?n+2 K
VI + 2K 2n + 31— u?’

(34)




CHAPITRE II

ETUDE SPECIALE DU CAS DE K PETIT

13. Cas ou les termes de 1'ordre de K* sont négligeables devant 4.
On déduit facilement de (33) que le méridien est alors une ellipse.

b
d2
14. Développement de 3;( en série entiére en K2
Partant de (25) et posant
1 —t=v?,
il vient : ’

(35

S
x‘ale-

f1 dv
DR — @ — Ky

Par des calculs fort longs que nous ne pouvons reproduire ici, on arrive a

b .
b
‘ a 21 60,5 365y,
6) } =K — PR TR —OPK
386 30317 5 ]
R gt o MR A

série alternée valable pour 2K% < 1, avec

el o+t S, 1.3.5...(2m — 1) .(n—m+1)(n—m—+-2)...n’
(37) Mp,=( t)e 14‘2 (2n+3)2n +5)---(2p + 1) 1.2.3...m.
ol m et n prennent toutes les valeurs entiéres, positives o nulles, telles que

m+n=p,0=m=<'n, p=1 et ou chacun des facteurs frationnaires est &
prendre égal a 1, podr m =0,
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On démontre que :

1° Quel que soit p,on a M{\ﬁi‘
14

20 Les quantités 7? forment une suite croissante convergente;

> 2
3o M ; \f;Jri I tend vers 2 quand p tend vers l'infini.
»

Ces propriétés servent pour calculer certaines limiles d’erreurs.

15. Développement de 3 et de :2 = k2R3 exi séries entiéres en K2,
Intégrant (36) par rapport & X et remarquant que f—: =1, pour X = 0, il

vient

(38) Z=1——K2+K‘—_K6 PR L2 4331 -

7o A5y, 3., 4930, 4331, My s
7 Ko =g K g K1 — g Kb e =2 K0P

série alternée valable pour 2K2 < 1.
De (19) et de (38), on tire :

R — K2 — K* 4 GK" 6?1{3 @K“’ 359[@2 4+ 1_1é9Ku 4+
(39) 35 21 717 143
' 1 Mp—2 Mp—i 2
+ 2(‘)_1_ r )K P4

série alternée valable aussi pour 2K2 <1,

. 3
16. Diveloppement de % en s‘rie entiére en K2
L'inversion de la série (39) donne :

7136,.,, , 1481176

27 193 e
57750 + gi5875

4
(40) K? = %* 4+ K+ +; Ko 55w R 4

l" ..
g5 A+ pon K+

Nous avons fait I’étude détaillée de celte sérié; nous ne pouvom la repro-
duire ici, faute de place.

Divisant les deux membres de (40} par X2, il vient :

(41) %3_,_1+3“+ b 2 s | 4930 T1364.,, | 1481176

2 .o
35 595 5775 875875 o+



CHAPITRE III

DISCUSSION DU PROBLEME

17. Discussion du probléme dans le cas d'une pression extér.eure uulle

Dans la masse liquide en rotation, c’est le long de I'axe de révolution et de
rotation qu'on a la plus faible pression, p,, d’aprés 1.

Nous avons montré que, dans le cas général d’'une pression extérieure
uniforme, p, quelconque, on a la relation (7) qui peut s'écrire

Po— pr = %fﬂ — K?).
Si p; =0, il vient _
| Po= %f(i —K2).

°

Comme, par hypothése, le liquide ne peut résister qu'a des efforts de
compression, il faut que ’
donc que
' K=1,

-Ainsi, dans le cas d'une pression extérieure nulle, K reste compris entre
zéro et 1. ' '

Nous avons déja vu (n® ) que, pour 0 << K << 1, la courbe méridienne est
partout convexe.

En outre, compte tenu de (19), et puisque g est positif et que, pour K = 0,

|

=1, on a, dans ce méme cas d’une pression extérieure nulle

0 < 2KR® << 1.
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Nous avons déja dit (n°® 8) qu'il n’existe alors qu'une seule figure d'équilibre.
Le cas de K = 1 est un cas extréme ; comme, pour K? = k2¢® =1, Péqua-
tion (19) donne
2k*R? =1,

on voit que, dans ce cas extréme,

(042) _ a:Ri/i.'

Tenant compte de la définition de k* donnée au n°'2, on voit que la vitesse
limite ¢y, pour une pression extérieure nulle, est déterminée par -

(.000 .
2ER =1,
d’ol
(43) 0! =4 L.

18. Discussion du probléme dans le cas d’une pression extérieure non nulle.

Nous allons montrer que de nouvelles figures d’équilibre deviennent alors
possibles.

La condition po = 0 s’écrit ici

(44) i+ — k=0
c’est-a-dire

aPt
2 < o

Les figures d’ equlhbre possibles alors comprendront donc :

10 Les figures convexes en tout point, correspondant aux valeurs de K
inférieurs ou égales a 1; :

20 Les figures correspondant a des valeurs de K supérieurs a1, par suile
concaves aux poles (fig. 1) et satistaisant a I'inégalité précédente.

Compte tenu de (21), I'inégalité (44) peut d’ailleurs s’écrire

Pour les figures concaves aux péles, 7, est négatif et lous verrons plus tard

1
031 =
(n°3 )que la valeur minimum de 5 est, pour ces figures, égale a T 27 x TR o R
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est toujours le rayon de la sphére ayant un volume égale a celui de la masse

liquide. Si donc, on a
2f
L= 137 x R

on n’aura pas de cas limite di a la pression extérieure. ‘

Dans la discussion qui va suivre, nous supposerons que p, est assez grand
pour satisfaire a cette condition.

Considérons une masse liquide donnée, dans des états permanents d’équi-
libre relatif, correspondant a une vitesse de rotation d’abord nulle, puis & des
vitesses de rotation de plus en plus élevées.

) ®?d .

Dans la quantité k% = B/ o sera la seule variable. N

La quantité 2k2R3 prendra des valeurs successives croissantes, & partir de
zéro et, tant que 2k2R® sera inférieur a 1, la forme d’'équilibre, d’abord sphé-
rique, s’aplatira de plus en plus, en restant partout convexe ; nous avons, en

effet, remarqué au n° 7, un peu aprés la formule (25), que la dérivée de f—: par
rapport a K? est toujours négative et, d’autre part, le long de I'arc OA de la

courbe de la figure 3, K? et k*i® croissent ensemble ; donc g décroit bien
quand 2%%R2 croit de zéro a 1. ' '
Lorsque:2k?R3 dépasse 1, K2 prend une valeur supérieure 2 1, comme le
montre la figure 3 et nous savons qu’alors, la surface de la masse liquide devient
concave aux poles. Lorsque 24%R? atteint la valeur 1,1375, pour K? = 1,662,
on est arrivé au point limite B (fig. 3). Si I'on parcourt ensuite I'arc BC, en
faisant décroitre 242R3 et: par suite », on a une nouvelle suite de figures d'équi-
libre ; et, nous montrerons plus tard (n° 38) que ces derniéres figures sont
instables. Enfin, les deux poles de ces figures se touchent pour une valeur de K?
voisine de 2,32. '
Calculons la vitesse limile »,, correspondant a la valeur 1,1375 de 24?R?;

nous avons :

( ' 2“5‘;33 =1,1375;
d'ou
o
9 v =450

Le carré de la vitesse limite est donc proportionnel d la tension superficielle
et inversement proportionnel & la masse du liguide en rotation.
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19. Remarque relative aux figures d’équilibre correspondant & une méme
valeur de K2 = A*R®.

Considérons différentes masses liquides de révolution, de natures, de
volumes et de vitesses de rotation quelconques, telles que, pour toutes, I'expres-
sion k2R3 ait la méme valeur.

Nous avons vu au n° 8 qu'a une valeur de A*R® correspond une valeur ou
correspondent deux valeurs de X = K2. En outre, loutes les figures d’équilibre
relatives &4 une méme valeur de K2 sont semblables : en effet, dans toutes ces

2
figures, & une méme valeur de ¢ = (g) , correspond, d’ apres (10) une méme
valeur de 'g-, les notations étant celles des n° 2 et 3 ; si donc, toutes ces figures

sont plécées de maniére que les axes de révolution et les centres soient confon-
dus, elles sont toutes homothétiques a Uune quelconque d’entre elles, par rapport
a leur centre commun.

On en déduit immédiatement, en se reportant aux n° 8 et 18, que, si pour
différentes masses liquides, animées de différentes vitesses, k*R® a la méme
valeur, toutes ces figures d’équilibre sont semblables, si 2k2R? < 1 et se décom-
posent en deux groupes de figures semblables, si 24°R® = 1.

20. Remarque relative aux figures correspondant 4 une méme valeur de a.

11 s’agit donc des figures ayant un méme rayon équatorial.

Dans (10), suppdéons a donné et faisons varier X = K2, de 0 a 2,32.

En dérivant (10), sous le signe d’intégratlion, par rapport a X, on voit,
d’aprés le raisonnement fait au n® 7, que -

Y
1 f’ (=Dt
"X b1 — (1 — K2 + K2 ]'
quantité négative puisque | 'élément différentiel est toujours négatif. Ainsi donc,

pour a et ¢t donnés, la dérivée de y par rapport & X est touJours négative ; ce
qui prouve que y décroit quand X croit.

Considérons maintenant deux courbes de méme rayon équatorial, a, et
correspondant respectivement aux valeurs X, et X, de X, avec X, > X,. On
aura, pour la différence y, — y, entre deux ordonnées de ces courbes, corres-
pondant 4 une méme abcisse z = avz,

—yl _} dxf (L= 1)dt !
Xy C[— (4 — X + XO]¥
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Pour X, et X, donnés, on voit qu'a chaque valeur de X correspond une
intégrale en ¢, toujours négative et d’autant plus petite, en -valeur -absolue,
que ¢ est plus voisin de 1. ‘ —

Donec, y; — ¥, est toujours negatlf et décroit constamment en.valeur abso-
lue, quand ¢ croit de zéro a 1. S

Par la remarque du n° 19 et par ce qui précéde on arrive d la conception
sutvante de la- résolution du probléme. Supposons construiles, une fois pour
toutes, dans une certaine circonférence, toutes les courbes ayant pour rayon
‘équatorial le rayon de la circonférence, pour centre celui de la circonférence,
pour axes de symétrie deux diametres rectangulaires de la circonflérence et
correspondant 4 des valeurs de X variant, par exemple, de 0,1 en 0,1, de zéro
a4 2,32 ; chacune de ces courbes contient en entier la suivante, d’aprés ce que
nous venons de dire. Avec la courbe de la figure 3 ou avec I'équation trans-
cendante (19), on déterminera X, pour une masse de volume, de nature et de
vitesse de rotation donnés. Il n’y aura plus qu'a choisir parmi les courbes types,
ou i déterminer par interpolation, celle qui correspond  la valeur X trouvée
ou les deux ui correspondent aux deux valeurs X teouvées. Puis, on agrandira
la courbe ou chacune des deux courbes, homothétiquement i elle-méme par

rapport a son centre, et dans un rapport convenable, facile & calculer, pour
avoir le méridien cherché.

21. Remarque sur l’intersection de deux méridiens convexes.

Considérons deux quarls de méridien, - partout convexes, de mémes axes
de symétrie, correspondant aux combinaisons suivantes des paramétres o et X
(l) ‘ aiy, Xi
(II) Ay XZ’! ’
avec gy = (1 + «)ay, « étant positif.

Consxderons la courbe

(111) de paramétres a;, X,.
' "-l‘)."aprés le n° 19, elle est homothéﬁque a (Iy, parvrappo.rf, au centre commun
et (I) est tout entiére dans (II1). ' "
Pour que (II) soit aussi intérieure & (II1), il faut, d’apiés le n° 20,
que X, > X,. o

Supposons qu il en. soit ainsi et qu'en outre, les quarts considérés des
courbes (I) et (II) se coupent en un point P
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Je dis que ces quarts des courbes (I) et (II) ne peuvent pas avoir d’autre
point d’intersection. '

En effet, soit m la différence entre I'ordonnée de (I11) et celle de (I), corres-
pondant & une méme abscisse, z(1 + «). Si y(z) est I'ordonnée de (I} correspon-
dant a I'abscisse z, on voit facilement, sur une figure, que

m = (1 + a)y(z) — y(z + o)
y(z 4 ax) étant la valeur de la fonctiony(x), quand on y remplace z par z + az.
Ona L N : :

M — (1 + @)y(@) — ¥l + )]

ol y'(x + ax) est la dérivée de y(z) par rapport a z, ot 'on a remplacé x par
x -+ ox. Sur nos méridiens convexes, y’(z) décroit quand x croit de zéro a a.

Done, toujours, %g > 0. Par suite, m, qui est d’ailleurs toujours positif ici,

décroit quand z décroit de @ & zéro. Mais, d’aprésle n® 20, la quantité n, positive,
dont l'ordonnée de (111) surpasse celle de (1I), de méme abscisse, croit constam-
ment quand z décroit de @ azéro. En dehorsdu point P, ot m = n, il ne pourra
donc pas y avoir de point ou cette égalité se reproduira. .

Ainsi donc, le quart du méridien (II), extérieur au quart du méridien (I,
aupres de I'équateur, le traverse en un point unique et reste ensuite a 'intérieur
du quart du méridien (I), jusqu’a I'axe commun de révolution. ’

La démoustration précédente reste valable quand (1) devient concave aux
poles, (I} restant partout convexe.

Nous ne parlerons pas du cas de deux méridiens concaves aux poles,
parce que nous n’aurons a utiliser, dans la suite, que ce qui précede.



CHAPITRE IV

PROPRIETES DIVERSES DES FIGURES D’EQUILIBRE

'22. Courbure, développée et rectification du méridien.
Nous renverrons, sur ces points, & notre mémoire inséré dans les Annales
sciehtiﬁques de I’Ecole normale supérieure, 1926, p. 129 4 176.
Nous rappellerons seulement (p. 156 de notre mémoire précité) que, si 7 est
le rayon de courbure du méridien, en un point distant dex del'axede révolution
et 7,, le rayon de courbure du méridien aux pbéles, on a :

|

“6) 2=2 4 aww,

a

0

N . . w?
ol £? est toujours égal a &

23. Aire d’une section méridienne.
Nous avons calculé dans notre mémoire précité, a la page 170, l'aire du

quart complet de lasection méridienne, a I'aide des deux premieres intégrales I/
et E de Legendre.

Ajoutons qu'a l'aide de ces seules intégrales F et E et de fonctions élémen-
taires, on peut exprimer l'aire d'une partie de section méridienne, comprise
entre 'axe équatorial de symétrie et une paralléle a cet axe.

On peut aussi développer (%, ou A est 'aire du quart complet de la section

méridienne et ¢ le rayon équatorial, en série entiére en X = K2, pour 2K? <y
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4(2)
On procéde & peu prés comme au n° 7, en calculant d’abord —<—, par

une dérivation, sous le signe d'intégration, par rapport & X, de

A1 VI — K4 Kd

(47)_ a2 9 0 \/1 — t(l — K% + K% 3
On trouve
A ! B
d(:?é) 1 (M (L — 1) idl
(48) X =2),

[t — o1 —K? + K42

On arrive aux séries alternées

P 9 39 3 ke . 4 NK® ...
(49) X =z(—1+7;K—gK+5K + N, K 4 )_
et
A 9 13 325 ¢ s No—igos 4 .0,
(50) =71 — Ko+ gkt — FKo st )

valables pour 2K? < 1 et dans lesquelles

CN(— 1)t 3.5, (20 +~ 1) a(n — 1)...(n — m + 1)
G1 N> Z om T.2..n T2..m T

ou

T
by . ::f2sin’"‘ L.cosnt? {.d

(2n + 1) (2n — 1).. m1.3.5...(2m + 2n + 1)
(2m+1)(2m+3) (2m+2n+1)224b A2m + 2n + 2)°

(52)

m et n prennent toutes les valeurs entiéres positives ou nulles, telles que
m-+ n=p, m<n, pz=1;

—1}...(n -
n{n 1)1'2§"'.m m+1) a prendre égal & 1 pour m = 0. .

24. Sur quelques propriétés géométriques des figures d’équilibre
Appelons ¢ un angle analogue a4 l'anomalie excentrique de l'ellipse :

cos § ==
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Nous I'avons utilisé, pour certains développements, dans une note des
Comptes rendus de I’Aicadémie des Sciences, a laquelle nous renvoyons (*).

Dans une autre note (%), nous avons indiqué des propriétés intéressantes
de la courbure des surfaces d'équilibre, de leurs lignes géodésiques et de leurs
lignes asymptotiques., . * ) ! ,

Nous renvoyons aussi, pour les lignes géodésiques, a notre mémoire
précité des Anrales scientifiques de I'Ecole normale supérieure (pages 165

2 169).

() Comptes rendus des séances de I'Académie des Sciences, t. 184, 1927, p. 1043.
(%) Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,;t. 182, 1926, p. 1601' & 1603.



CHAPITRE V

CALCUL DE L’ENERGIE TOTALE DE LA MASSE LIQUIDE EN ROTATION

- 25. Aire de la surface libre de la masse liquide.

Le calcul de cette aire a été fait dans notre mémoire précité (p 163).
Avec les notations des n* 3 et &, on a pour cette aire Q :

(53) " 0= 2% ¥l
Ky{/1 + 2K*

On peut developper Tra? €D série entiére en K2,

D'aprés la formule (38) du mémoire précité,

o 1 ' dt
54 e 1 )
( )/ 7 uA-41ta2A 2f\/1k_ t('l . K‘g + Kzt)‘z

En posant, comme au n° 14, 1 — ¢ = ¢*, on trouve que

e o dy
(55) . ,
VO [1 + Ki(1 — u2) (2 — K2t)]?

bmaz T

et l'on arrive & la série
e 2y 13 ‘
(56) I < A L .
valable pour 2k? < 1 et dans laquelle le coefficient de K? s’obtient par une for-
mule analogue a (37). ’
Mais, de (41) on tire

, 2 19
(57) Co at = RA(L + 3Rk o ),



40 ANDRE CHARRUEAU

Partant dans (56), cette valeur (57) de a® et la valeur (40) de K2, on irouve
(58) Q = 4nR*}(1 + /}—%J\,‘ <)

On remarque 'absence d’un terme en K2,
q

26. Moment d'inertie de 1a masse liquide par rapport & son axe.
Le calcul de ce moment d'inertie, J, a été fait dans notre mémoire précité
(p- 171 2 173).
Nous avons trouvé
: __A4&f s - 3V
(9) I=55(e=%)

To .
ou V est le volume connu de la masse liquide.
27. Développement de J en séries entiéres en K* et en %2,
Draprés la formule (31) de notre mémoire précité,

(69) J M e — K+ Kende
a2 Jo y1T — 41 — K? K“"t)z'

En raisonnant comme au n° 7, on voit que

)
1) d(m) ___gf‘ (t — 1)iede
X200 1 — gt — K2 - KeoppE

ou X = K2 « :
Si l'on pose 1| —t = ¢?, on parvient & développer l'intégrale ci-dessus en
série entiére en K*; puis on arrive a :

9 15 . P

8 . ]
(62) - = gma 8(1—K1+‘7K‘f--»-+§ P KT ),
avec . : o
- (— 1P+ 3.5...2n + 1) n(n—1). . .(n —m + 1)
(63) PP‘—’}: om 1.2...n 1.2...m Lom,

ou m et n prennent toutes les valeurs enliéres, positives ou nulles, telles que

) m+n=p, m=<n, ﬁ21,
‘m,ln(n——i)...(n——m—i— 1)

est & prendre égal a 1 pour m = 0 et ol

1.2...m
(64) Lo o= 2n + 4 2n + 2 2n 2 1
" Om 41 2m +3"2m +5"7 %m 4+ 21 +32m + 20 + 5
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De (40), (41), (57) et (62), on tire :

(65) I = f5 Roa(L -+ 2+ 3250 1),

28. Force vive de Ia masse liquide en rotation.
Sim et ¢ sont la masse et la vitesse d’une particule quelconque la force

vive de la masse liquide est
va2 = Jw?;
d’ou, d’apres (59)

(66) N = (9 — %’)

Pour K =1, 7, est infini et
(67) va2 4f 2,
La

29. Energ.e totale de\ﬁassé liquide en rotation.

l.a masse liquide est, pour le moment, supposée sans pesanteur, comme
dans tout ce qui précéde.

Il n’y a donc pas d’'énergie potentielle de pesanteur.
L’énergie totale, &, a considérer comprendra donc seulement l'énergie
actuelle ou cinétique % 2772(}2 et I'énergie potentielle de la surface libre, qui est

égule a fQ (voir Boussingsq, Cours de Physz,que mathemauque, t. 111, 1921, p. 188
a 196).

Tenant compte de (66), il vient

(68) “  s={(7e _fi’)

To
Pour K=1, § = 'L°-



- CHAPITRE VI

VARIATION DES DIVERSES QUANTITES
RELATIVES A UNE MEME MASSE LIQUIDE
ET STABILITE DE L'EQUILIBRE

- 30. Courbe de variation du rayon équatorial a en fonction de la vitesse
angulaire » de rotation.
Soient, & nouveau, b, le demi- -axe polalre d, la densilé ; f, la valeur de la

tension superficielle ; gnR'“*, le volume de lamasse liquide. Rappelons que nous
avons posé (n° 2) '

w2

k= 87 ’ Kz ‘;:'.nk?aaﬂ.-

N . b . .
Nous avons montré au n°® 4 que ; est une fonction de la seule variable K?,

définie par (17). Posons

RO

= O(Kg).
La formule (19) s’écrit
2R =1 — (1 — K?).8(K?).
Elle définit % en fonction de K :
' T— (= K). 6K
(69) P VEES R JILUN

Done

3 2K‘2
(70) o =R\ [ — KK




SUR LES FIGURES D EQUILIBRE RELATIF D UNE MASSE LIQUIDE EN ROTATION 43 ~

Ainsi k et a sont définis en fonction d’'une méme variable K2, qu'on fera
~ croitre de zéro 4°2,32 (voir fin du n® 5). On pourra donc tracer la courbe de
variation de ¢ en fonction de k.

Au n° 7, nous avons étudié la_courbe :

X=K?) Y=1—(1— K?.6(K?.
On voit que

Y
(71) = g
(72) @ = R4

On déduira dong facilement les coordonnées k et a, de X et Y.

Mais, pour que la courbe (a, k) soit la méme pour toutes les masses
liquides et représente directement la -variation de a, en fonction de ®, nous
ferons correspondre &4 chaque masse liquide, un systeme d'unités tel que

R=1, 3=1, [f=g.

Alors k* et ©® sont exprimés par le méme nombre et nous avons, pour (71)

et (72)

v @2=§, a3:2—Y)-§.
On en tire
g, 40 _ 1dY
dX = 24x’
dY
3a2§‘1—2Y:Xﬁ
X =4y
et - .
@) w:vg,«_
. RY) ¢
(74) o aﬂvv.

On voit que Z—% a le signe de % '
da .. 92.32 i '
Pour OT%, silonal <X=232, onaY>0et % décroissant continuel-

~ lement pour X croissant (n° 7), on voit facilement que

v>4x
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Done 22 > ¢ 0
onc 4% > (), pour X > 0.
En outre, pour X petit, la série (41) qui s'écrit ici-

a3=1+w2+§w‘+...
et qui donne

(75) a=1+gm-+...
montre que
(76) da _2 ., ..

do — 3

De la valeur précédemment donnée de ;l(—(; et vu que % — 2, quand X — 0

(n° 7), on voit que, pour X = 0,

S8
[
+

d . o
Donctﬁ est toujours positive.

. . . . . ., dY
On déduit facilement de tout ceci que le signe de Z—:‘) est toujours celui de x -

Des résultats donnés dans le tableau du n° 7, on tire ceux qui figurent
dans les trois premiéres colonnes du tableau ci-dessous; nous y avons ajouté

les valeurs dé.g, 0 Q,J, 8, qu'on tire des formules (17), (21), (53), (59) et (68).

T

. w b Q. J S
X = K2 (en radians) “ a b %o 2% Im ax
0 0 1 1 1 1 2 0,267 | 0,25
1 +
1 — = 0,707 | 1,260 | 0,431 2,23 0,44 0,39
V2 0,543 g T
1,5 0,751 1,385 | 0,259 | 0,359 | — 2,770| 2,50 0,57 0,47
1,662 0,754 1,430 | 0,208 | 0,297 |— 2,160| 2,62 0,62 0,50
(Ggure limite) .
: 0,756 | 1,431 | 0,206 | 0,295 | — 2,146
2 0,743 1,536 | 0,103 | 0,158 | — 1,536] 2,95 0,77 0,58
. 1
2,32 7-2'—:0,707 1,67 0 0 — 1,27 3,4 1,0 0,67

Revenons au rayon équatorial ¢ ; pour w =0, on a, d’aprés (76), di: =0,
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et la tangente a la courbe (w, a) est, en ce point, parallele A I'axe des &. On
verrait facilement qu'en ce méme point, le rayon de courbure de cette courbe

est égal & -g—’
Pour w = 0,754,

dY dw
aX == 03 aX = O’
da fini it da t infini
aX est fim et, par suite, 4o est infini.
’ ¥ 67
.
1_1’%#30
1.280/
o i
1
|
|
|
o
|
|
|
|
|
1o o
¥ ()
N &
[ nTe]
NN
ca
Fig. 4.

La figure 4 représente la courbe de variation de a, en fonction de w, pour

une méme masse liquide.

31. Variation de b et de 7,, en fonction de w.

Connaissant », en fonction de X et, d’autre pari. g et a, et par suite b, en
fonction de X, on pourra tracer la courbe de b en fonction de . '

Démontrons d’abord que j% est toujouré négatif.
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. ' d
D’abord, Q'aprés le n° 24, pour 0 =<X =1, on a Z% < 0 et, comfne d_;{ est
toujours positif (n° 30), ((;l_)b{ est toujours négatif dans cet intervalle.

Supposons maintenant X > 1 ; on trouve facilement que

b
1dv_“a 161 1b.< 1dY).
adX = dX T3aX " 3a —YJX>’

b 1 . .. 1°dY g .
; et g sont des fonctions décroissantes de X ; et — ¥ Zx est une fonction. crois-

sante de la méme variable, car sa dérivée par rapport a X est égale &
1 dazy dY 2
Y+ (ﬁ) |
. . " . dzyY Y. T
qui est toujours positive, puisque (n°®7), 4xz est toujours négative.
d-z _ ' d 2
On sait (n°7) calculer 75 et I'on peut s’assurer que toujours 75 << — 0,25;

en considérant successivement deux.intervalles, de 121,662 et de 1,662 42,32,

T . .1 db
on trouvera, pour chacun d'eux, une borne supérieure négative de . oy

D db - ;s
onc gx est toujours négatif.
len v dw . e de 4 /e 30 db .
enrésulte, comme Jy a toujours le signe de 7x (n° 30), que ;- a toujours
un signe opposé a celui de % On voit tout de suite 1'allure de la courbe de b

en fonction de o. .

Considérons maintenant la variation du rayon de conrbure 7, du méridien
aux poles, en fonction de w. On tracera aisément cette courbe, puisque 7, et @
sont des fonctions connues de X. D’aprés (21) et (74), A

s 2X
CEYT =X
Pour X << 1, cette formule, ouvY{etl — X décroissent quand X croit,
montre que 7, croit avec X. | '
Pour X > 1, on peut montrer facilement que
oY 4 2xx — 18 ¢ axy
d(x3) _ ax
dX T V({1 — Xy
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est toujours largement positif. Donc, sauf une discontinuité pour X =1, pour
laquelle 7, passe de + oo a4 — o0, 7, croit constamment avec X. Ceci et la
“valeur — 1,27 de z,, pour X = 2,32 (voir les résultats numériques du n® 30)

justifient une indication donnée au n° 18, un peu aprés (44). Commeé—% ale

.

signe de dY, on voxt ue = d a aussi constamment le signe de 4 aY On en déduirait
8 dX 1 g X"

immédiatement 'allure de la courbe de 7, en fonction de w,

32 Démonstration de la formule ﬂ ij:
Reprenons, pour ce numéro, un systeme quelconque d’unités. A
Soient dJ et dQ, les différenticlles de J et de Q, pour une méme masse
liquide, lorsqu’on passe d'un état d’équilibre relatif correspondaht a la vitesse o,
aun état d'équilibre relatif infiniment voisin, correspondant a la vitesse o+ dw.
Nous allons démontrer, par des considérations générales, que -
dJ
(77) W
Considérons notre masse liquide, tournant avec une vitesse angulaire uni-
forme w, et un systéme d’axes rectangulaires comprenant l'axe de révolution
et de rotation de la masse liquide et tournant aussi, autour de ce dernier, avec
la vitesse w. '
On sail que P'on oblient les ‘équations de I'équilibre relatif dun pumt ‘en
considérant les axes mobiles comme fixes et en écrivant qu'il y a équilibre -
“entre les forces directement appliquées et la force centrifuge. ' _
La masse peut donc étre regardée comme en équilibre absolu sous 'action
des forces suivantes, si on la suppose débarrassée de sa couche superficielle de
masse négligeable : ' V :
1° la force centifuge appliquée a chaque particule ;
. 20 ]a pression due a la couche superficielle ;
30 la pression extérieure que transmet la couche superfimelle et que nous
supposons toujours uniforme.
~ Le liquide, qui est parfait ou visqueux, peut étre supposé parfait pour
notre' démonstration ; car s'il est visqueux et en équilibre, il sera encore en
équilibre si sa viscosité disparait, puisque les équations de I’hydrostatique
sont les mémes pour les liquides visqueux ou non. Par suite, la démonstration
peut étre faite en regardant les liaisons comme exprimées par ce fait que le
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liquide est homogeéne, incompressible et sans frottement. On sait que, pour un
déplacement virtuel guelcongue. le travail de la force centrifuge est égal a

ol le signe @ indique une variation.
Celui de la pression due a la couche superficielle est égal a

(Boussinesq, Cours de physique mathématique, t. 111, 1921, p. 192 a 194).
~ Celui de la pression extérieure uniforme p, est

— puedV,

&'V étant la variation du volume.

Pour un déplacement virtuel respectant les liaisons, 0V = 0.

Parmi les déplacements virtuels respectant les liaisons, choisissons celui qui
déforme la masse de maniére que sa surface libre devienne celle qui corres-
pond a la vitesse » + dw. Nous reportant a la définition de dJ et de dQ,
indiquée au début de ce numéro, nous voyons que, pour ce déplacement
virtuel, le travail des forces directement appliquées est égal a

w?

5 d) — f-de.

- La condition (i'équilibre est, d’aprés le principe du travail virtuel, que le
travail des forces directement appliquées soit nul, pour tout déplacement
virtuel compatible avec les liaisons. Don¢

Ol — f.do=0

et la relation (77) est démontrée.

Cette démonstration reste naturellement valable pour des masses annu-
laires. ' A

2f

- . . dl
83. Vérification de la relation 6=

notre probléme actuel.

Nous avons procédé a cette vérification ; elle exige des calculs pénibles
que nous ne reproduirons pas.

sur les formules particuliéres a



SUR LES FIGURES D EQUILIBRE RELATIF D UNE- MASSE LIQUIDE EN ROTATION 49 -

34. Signe de o

Nous allons démontrer qu'on a toujours
dQ
X > 0.

Pour 0 << X << 1, la remarque faite au n°® 21, sur l'intersection de deux
méridiens dont I'un au moins est partout convexe, montre que deux quarts de
méridiens correspondant aux rayons équatoriaux a et a -+ da (avec da > 0)
.se coupent en un seul point et puisque, ici, le volume total est conservé, dJ est
forcément positif, puisqu'un volume de liquide, de l'ordre de da, passe de la
région de I'axe & celle de I'équateur. Donc, dans l'intervalle 0 <X <1, il est

démontré que Z-Z > 0; d’ou, puisque %ax est toujours positif (n® 30) et d’aprés (77),
il est bien établi que %2( est toujours positif, dans cet intervalle, sauf pourw =0,

ou il est nul, comme le montre (77).

Pour X = 1, il faut recourir au calcul. On parvient 4 la formule :

(78) 1 de :Vd(z"?a2> 42 1,2 ¢
. 2ma® dX dX 3 2mat X ' 3 2ma?

2 sz( 1dY)

On démontre par dérivations de (54) sous le signe d’intégration, que

) i52)

\ 2

—xi— est toujours positive. Donc - a&“ est une fonction de X toujours

croissante, % est toujours décroissante, et l'on a vu (n°® 31) que — % Z% est

toujours croissante.
On péut, a l'aide de (b4) tracer la courbe de 27%2 en fonction de X, qui

présente un minimum unique, puisque la dérivée seconde est toujours positive.
0 v
2ma?

Dés que — x—= est supérieure & zéro, on a 5—% > 0, puisque (n° 30) ad% est tou-

jours positit. Il restera & partager I'intervalle entre 1 et la valeur de X rendant

minimum 5, en 3 ou 4 intervalles partiels, dans chacun desquels on saura

déterminer une borne inférieure des trois produit figurant au membre de
7
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. 4 e 1 deo "
droite de (78), donc une borne inférieure de 5—; 7% . On conslaie que cette

borne est partout largement positive. Donc, toujours,
de
axX > 0.
Q
4(gra)

. R
Dans ce qui précéde, on calcule ’—Z[XL par la formule

Q
iﬁgﬁc&_?) ___ (1 4+ 3K?)-Fe, ¢0) - K2 —1 i [E(c, %) _ Fle, %) __ sin ¢, o8 zp,,]
| qx ‘ 2K3(1 + 2K?)% 8K(1 + 2K3)% c*d? c? Ayd?
1+ K2

+ KN 2Ky
qu’on obtient en dérivant, par rapport a X, la valeur de 2—:3? qu’on tire de (53),
et dans laquelle les notations sont les mémes qu’au n° 7.

35. Courbe de variation de  en fonction de a.
Nous avons tracé.la courbe de la ﬁgure 5, en portant, en abscisses et en

Q

2en

295
\A@ .

o
@
o
®
o

«

~

-
0 7260 . -Aa

™ MW
@ -
i
Fig. 5.

. ordonnées, les valeurs de a et de'i% correspondant a des valeurs.de X = K?

. croissant continuellement de zéro a 2,32. De méme que la courbe de la figure 4,
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celle de la figure 5 est valable ~pour toutes les masses liquides, a la condition
d’adopter, pour chacune d’elles, le systéme d’unités défini au n® 30.

Pour » = 0, la courbe (%, a) est tangente & I'axe des abscisses. En effet,

avec notre systéme spécial d'unités, (58) s’écrit

(79) Q = 4=(1 -+-ZI§5»w‘—+~...)
do
t, tenant dompte de (75 it bi 4@ _do _ 9, pour 0 = 0
et, tenant"compte de (75), on voi 1enque‘—ia——§_ , pour w = 0.
dw
La courbe de Q en fonction de a est partout croissante :
de _de dX
da— dX ' da’

d’aprés le n® 34, le premier facteur est toujours positif; il en est de méme du
second (n° 30). Donc la croissance conlinue de Q est établie.

86. Courbe de variation de J en fonction de Q. _
Supposons encore qu’on ait pris le systéme spécial d'unités indiqué au

o
.emn

°
<t

0.267

JL

223 250282 295 % - § ]

~

" Fig. 6.

. . Q J

n° 30. Nous avons porté en abscisses et ordonnées les valeurs de o et de s €OT=

respondant a des valeurs de X == K2 croissant continuellement de zéro a 2,32.
A Q . s ' .

Q croit constamment avec X, car gX est toujours positif (n° 34) et, par suite,

- J croit aussi avec X, d’apreés (77).
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Lu série (65) s’écrit ici

8 2 32
(80) J=ﬁﬂ(1+§w2+@w‘+...)

et nous avons déja écrit (79).

La tangente a la courbe, au point de départ A, lequel correspond a w =0,
n’est donc autre que I'axe des ordonnées. '

Je dis que la courbe dela figure 6 présente un point d'inflexion 1, corres-
pondant d la vitesse limite w1 = 0,784,

En effet, d’aprés (77), le coefficient angulaire gg de la courbe est toujours
positif et décroit de 4 <« a -[‘—1—;;, quand w varie de zéro a la vitesse limite

@ = 0,754, puis croit quand w décroit jusqu’a la valeur 0,707 (fig. 4), valeur
pour laquelle les deux pdles de la surface se touchent. A
2 ' ' ,
Il s’ensuit que glelg, d’abord négatif de A en I, s'annule en I, pour devenir
e 2
positif au dela du point d’inflexion I. g—g'; représente la dérivée seconde de J

par rapport a Q, J étant regardée comme la fonction de Q, obtenue par 1'élimi-
nation de la variable commune X.

37. Courbes de variation, en fonction de «, de l'énergie cinétique de
I'énergie de surface et de 1'énergie totale de la masse liquide en rotation.
Conservons encore le systéme spécial d'unités du n° 30.

L’énergie cinétique est % Ju?.
L’énergie potentielle de surface, fQ, est ici égale & %
L’énergie totale, §, est égale a % Ju? 4 fQ.

Les résultats numériques contenus dans le tableau du n° 30 nous donnent
les trois courbes suivantes

On démontre, sans pgine, qu'au point w = 0, les 3 courbes ont leur tan-
gente paralléle a Ow.

Pour o croissant de zéro & 0,754, puis décroissant jusqu'a 0,707 (figure
aux péles confondus), Q croit constamment puisque X croit constamment (n° 30)

et que g{ > 0 (n° 34).

Il en est de méme de Jw® d’aprés (66), compte tenu de la croissance de Q
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. - 1 . .
et en remarquant que — — croft aussi constamment, comme on peut le déduire
- 0 .

du n° 31.
4 A
a1 in w? % m
)
q-
3
0,33
g, - ﬁ'{ 5
gl ol‘f. } - < >
: g..a W 0 0307 0% <
} S
" Fig. 7 Fig 8.
k3
in
7z
e d
o/CT .
0,50 -
P o,&s/ '
0'15«4_/__//
W
o N2
&R
<
Fig. 9.

La croissance continue de Ju? et celle de Q entrainent celle dé I'énergie
totale, &, pour w variant toujours de 0 a la vitesse limite 0,754, puis décroissant
jusqu'a 0,707, vitesse correspondant a la figure aux deux péles confondus.

38. Etude de la stabilité de 1'équilibre. o
Si nous considérons toutes les courbes.d’équation (10) ou (13), elles consti-
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tuent une famille de courbes dépendant de deux paramétres g et %, les notations -
étant toujours celles dun° 2.~

Prenons maintenant celles de ces courbes qui correspondent 4 une méme
masse liquide; la condition de l'invariabilité du volume s’exprime par une
relation (19) qui, en tenant compte de (17), est une relation entre a et k. Nos
courbes méridiennes relatives 2 une méme masse liquide constituent donc une
famille & un parametre, a,

(81) ?($, Y (1-) =0,

et la connaissance du seul rayon équatorial ¢ définit la forme de la courbe ; par
suite, le moment d’inertie correspondant et l'aire de la surface correspondante
sont ainsi des fonctions J(a) et Q(a) de a.

En adoptant toujours le méme systéme d’'unités propre i la masse liquide
édudiée, la courbe de Q(a), en fonction de a, est évidemment celle de la figure §

(au facteur iiﬁ pres) et la courbe donnant J(a) en fonction de Q(a) est naturelle-
ment celle de la figure 6. \ '

Nous supposons toujours que notre fluide est soumis & une pression exté-
rieure uniforme. ‘

L’étude de la stabilité va étre faite, en ne considérant, comme surfaces
détormées possibles, infiniment voisines, que des surfaces de révolution autour
du méme axe, avec une courbe de la famille (8-5) comme méridien.

Supposons, comme au n® 32, notre masse en équilibre absolu, aprés avoir
appliqué, & chaque particule, une force égale a la force centrifuge, D’apres ce
qui a été dit dans ce n° 32, sur le travail produit par une déformation de la

masse, la fonction de forces U, correspondant a la force centrifuge et a la
tension superficielle est telle que

, ot
aU = —2-8., —f.&Q;
o
. 52 o
U= %—J — J@ —+ constante.
Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit, d’aprés le principe des travaux

virtuels, que la variation premiére de U soit nulle, pour toute déformation infi-
niment petite, respectant les liaisons, c’est-i-dire conservant'le volume. En
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particulier, il faut, si I'on considére comme surfaces déformées infiniment voi-
sines, des surfaces de révolution de.la famille (81) que

(82) 3U(w, a) — w? dJ(a) ]dQ(a)

oa

C’est, au fond, le résultat (77) déja trouvé. .

Nous admettrons que des forces dissipatives agissent toujours dés que le
liquide se meut et que 'équilibre est stable, si U est maximum et instable,
dans le cas contraire (1).

_Le fait de n’admettre comme surfaces déformées infiniment voisines que
des surfaces de révolution dont le méridien sétisfait a (81) revient a dire que
I'équilibre est stable, si la dérivée seconde, par rapport a q, de la fonction

>(83) B o U(w, a) = w{ J(a) ——-‘[.Q(va)

esl négative, pour les valeurs » et a de la-position d’équilibre considérée, c’est-
* a-dire si, pour ces valeurs, ‘

et que 'équilibre est instable, si;, pour ces valeurs

2*U(w, a)
e = 0.

Remarquons que toute position d'équilibre (», a) devant satisfaire al'équa-
tion (82), la courbe de la figure 4 nest autre que la courbe correspondant a
cette équation.

Nous poserons

»®U(w, a
)

et nous dirons que « est le coefficient de stabilité.

Prenons d’abord le cas de w = 0. ‘

C'est le cas connu de 1'équilibre absolu. La masse liquide est alors sphé-

rique. Les séries (75) et (79) perméttént de calculer &z = — l-i-;%(zi), pour w = 0.

i
B

(*) Voir I'analogie avec le cas de l'attraction newlonienne. dans Aeeery, Traité de Mécamque
rationnelle, t. 1V, 1921, p. 254.
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On le trouve égal a — %4 7, nombre négatif. L’équilibre est donc stable, comme

on le savait.
Passons au cas de o 2 0.
Alors (n° 35)
do 0
da =0
‘On a identiquement
W _ widl dQ
2a 2da” Yda
U ‘*’dsz(dJ of
7 da\de@ uT’)
zﬂU W dm dJ o), wdg 2 2]
) da?’

’ @ T 2 da2 de 2 da
. N
ol ‘;—;5 est la dérivée seconde de J, par rapport & Q, Jétant regardée comme

fonction de Q, par élimination de la variable commune a.
11 s’ensuit, d’aprés (77), que, pour les valeurs v, a, d'une position d’équi-

libre, on a :
»U w?/dQe\2d?]
(84) s = 5{ia ) G
Done,
- w2/ dQ\?d2J
®) | «= 7@) o

La courbe de la figure' 6 n’est autre que celle de J(a), en fonction de Q(a), -
ainsi que nous l'avons déja dit. Donc, en tenant compte de la fin du n° 36, nous
voyons que :

10 Lorsque la vitesse w croit de zéro a la vitesse limite, le point figura-

tif (w, a) de I'équilibre parcourant I'arc «3 de la courbe de la figure 4, 32—9113 est

négatif, o est négalif et I'équilibre est stable ;

4 20 Lorsque le point figuratif parcourt l'arc 37 de cette méme courbe,

Z;{ est positif, o est positif et I'équilibre est instable. ‘
En fait, cette démonstration revient a determmer par rapport 3 la

courbe (w, a) de la figure 4 et d'équation

oU(w, @) _

da ’

U( ,a)

et tout le long de cette courbe, le coté ou —;>— est positil.

~ La stabilité s’est changée en instabilité au passage du point limite 3-(fig- 4).



DEUXIEME PARTIE

Application de la théorie précédente a expérience de Plateau,
étude des masses annulaires et discussion de cette expé-
rience.’

CHAPITRE PREMIER

SUR LES FORMULES APPLICABLES AUX MASSES CENTRALES
ENTOURANT UN AXE MATERIEL DE ROTATION
ET SUR LES PROPRIETES GENERALES DES MASSES ANNULAIRES

39. Formules applicables 4 une masse liquide de rivolution, soumise i la
seule tension superficielle, entourant un axe matériel et en rotation avec cet axe.

Supposons encore, jusqu'a nouvel ordre, que la masse liquide est sans
pesanteur et qu'elley est placée dans un milieu & pression p, uniforme.

L’axe matériel est supposé cylindrique et de révolution autour d’'un axe
géométrique, lequel est I'axe de rotation. Soit @', le rayon de I'axe matériel.

Cénservons les notations du n® 2 de ce mémoire, en signalant que; ici, p,
ne sera plus qu'une simple constante, d’ailleurs positive ou négative, sans avoir
le sens mécanique du n° 2, ou elle représentait la pression, dans la masse, sur
I'axe géométrique de la rotation, alors que la masse n'a plus, ici, aucun point
sur cet axe géométrique.

Nous poserons toujours
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et nous poserons en outre

g

Les axes des coordonnées seront, pour les y, I'axe géométrique de rotation
et de révolution et pour les z, la droite perpendiculaire au précédent, menée par
le point du méridien le plus éloigné de 'axe géométrique de rotation.

Nous appellerons encore ¢, la distance de ce point a cet axe.

fci, (3) s’écrira

(86) 4 - == 4kz® + 2A

A
O |-

et, pour le quart de méridien situé dans 1'angle zoy, on a, d’apres (4), ou il
faut prendre le signe —,

@) L. % =1 d(Hi_y_)

L’équation (5 bis) s’écrira donc, ici, pour le quart de méridien considéré

88 — mf—:k%‘—i—Aw“—{—B,
( ) \/1 +y/2 .
d’ou’ ‘

_ Yy 2.3 l}
(89) Vidyi x "‘A””"'m’

ou B est une constante non nulle ; donc ' = ((% est toujours de signe opposé a
celui de %%zt +- Az® +-Betlon a

dy Kzt 4+ Ax? 4+ B

9 ’=—-=——'—_::—__.__~_.____- .

(90) Y dx Va2 — (k' & Az? + B)?
Rem@rquons que % = %(\71—-—_,__)')7:2\) est égal a

oy | B

-
v

> =3k 4 A —
x
et, d’apres (86)

(92) B

= k®z2 + A + =5
X

O >

Nous admettrons que la surface libre de la masse iiquide Se raccorde tan-
gentiellement avec la surface cylindrique de I'axe matériel, ce qui est sensible-
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ment vrai dans I'expérience de Plateau ; nous supposons, de plus, que le 11qu1de
mouille I'axe matériel.

Il s’ensuit que

pour zx=ud, ona "y =-— oo;
et, d’ailleurs, pour z = ¢, on aaussiy' = — .
Donc
a — (k%* + Aa® +B)=0.
. a — (ka* -+ Ad® + B) = 0.
D’olt '
' 1
(93) A= g — e+ ).
/
(94) B—_% .+ k2a%a’.

a-+a

Ainsi, B est toujours positif, avec .nos hypothéses, pour une masse
attenant a I'axe.

Comme A%z* + Az® -+ B est positif, pour 2 = a’ et pour z = g, on aura
26ro ou deux points 4 langente paralléle & Oz, selon que K%z + A + B =0

aura ou non ses deux racines en 22 réelles et compmses entre o2 et.a®. La discus-
sion de la forme du méridien est aisée.

Le volume de la masse hqulde est donné par I'intégrale

o) o [*_z(ke* 4 Ax? | Bz
. - o \/:1;2 — (kzwa 1+ Ax? + B')_zi.

Elle est hyperelliptique, comme celle qui donnerait 'ordonnée du méri-
dien. ' o

Etant donnés w et le rayon o’ de l'axe matériel, on pourrait déterminer
par des tatonnements, le méridien d’une figure d’équilibre renfermantun volume
.donné et correspondant & la vitesse donnée. On se donnerait a ; on calculerait
A et B, par (93) et (94), puis, par une méthode approchée, I'intégrale hyperel-
liptique (95); on ferait varier a. et I'on arriverait, par des interpolations, a
déterminer la valeur qu'il faut lui donner pour que (93) soit égale au volume
donné. Ces calculs seraient naturellement assez pénibles. 11 n’est heureusement
pas utile d’y procéder, lorsque o est.petit,. ce qui est le cas de I'expérience de
Plateau.

En effet pour o’ petit, B est de 'ordre de o/, d’apréS (94) et A ne differe

A

que d’une quantité voisine de (%, de sa}.{gleeui' pour Jaf' =0, d’apres (93). Or, les
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équations du présent numéro ne different des équations correspondantes de la
premiére partie du mémoire que par ce que a’ est, la-bas, a prendre égal a 0,
dans les valeurs (93) et (94) de A et de B et que, ici, o’ est différent de zéro.
On voit donc qu’en prenant 'axe matériel assez fin, ¢’est-a-dire o’ suffisamment
petit, on aura A et B aussi voisins qu’on le voudra de leurs valeurs poura’ =0
et V'on se rapprochera autant qu'on le voudra du probléme de la premiére
partie. Le raccordement de la surface libre avec 1'axe matériel s’atténue de
plus en plus, quand o’ est pris de plus en plus petit, car, d’aprés (91), (93)
et (94), la valeur de 7, pour z — a/, est voisine de — «’, pour @ petit. Or, dans
I’expérience de Plateau (1), @’ = 0 cm. 075, alors que a, pour la masse attenant
toujours a l'axe matériel, varie de. 3 a 5 centimélres environ; o est
donc relativement trés petit. Rappelons que, dans cette expérience, la masse
est soustraite a l'action de la pesanteur, par immersion dans un liquide de
méme densité et nous montrerons plus loin (n° 34) que le probléme correspon-
dant a cette expérience est, mathématiquement, le méme que celui du présent
numéro, oit la pression extérieure est supposée uniforme et la masse non
pesante.

Les résultats expérimentaux étant assez imprécis, pour différentes causes,
comme nous l'indiquerons aun® 55, nous admettrons ici, comme approximation
suffisante, que les résultats de la premiére partie de ce mémoire peuvent servir
a la discussion de I'évolution de la masse centrale de Plateau, jusqu'au moment
ou celle-ci devient annulaire. |
- Il ne restera donc ainsi qu’a étudier les figures annulaires, pour pouvoir
faire une discussion de I'expérience de Plateau.

40. Formules applicables 4 une masse annulaire de révolution, en rotation
uniforme autour de son axe de révolution et soumise a la s.ule tension
superficielle.

Soient a' et a, les rayons équatoriaux, intérieur et extérieur. La masse
- est toujours supposée non pesante el la pression extérieure, uniforme.

Les formules (86) 4 (92) du n® précédent sont encore applicables.

On a encore, ici, ' = — o, pour z = @, mais, par contre, pour z = a’,

(*) Prateau. — Mémoire sur les phénoménes que présenle une masse liquide libre soustraxto 3
Yaction de la pesanteur. Mémoires de I’Académie royale de Bruxelles, t. XVI.
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Y= -+ . Comme nous savouns, d'aprés (90), que k2z* + Az? + B est de signe
opposé i celui de ', nous avons

a — (k?a* + Aa® + B) =0,
a' + (K%'* + Aad'* -+ B) = 0.

On en tire
(96) A= k(e ),
(97) B= "2 kg,

a — @

Comme k2% 4 Az? + B est négatif, pour z = a’ et positif, pour z=a,
d’aprés les formules dont nous avons tiré A et B, nous voyons que
K?z* + A2z + B = 0 n'a qu’une racine en z® comprise entre a” et o®. Chaque
quart de section méridienne de I'anneau ne présente donc: qu'un seul point a
tangente pa"ralléle a Oz. On constate aisément que c’est a” qui sépare les deux
racines de I'équation précédente ;de sorte que le point a tangente paralléle a Oz,
correspond a la plus grande de ces deux racines et, par suite, son abscisse, xs
est

— A AY — 4B
(98) = \/ +yh

-A l'aide de (91), (96) et (97), on trouve, pour les rayons de courbure du
méridien aux sommets, intérieur, A’ et exlérieur, A,

( _ a'(a — a) 1

(99> WE i d T— 2k*(a — a')%d
__ala—ad") 1 »

(100) TA == a -+ a ,1 4 2’&'2((1 — ar)ga

Pour o’ peut zu' est sensiblement égal a o ‘
En prenant o’ suffisamment petit, on a B aussi petit qu'on veut et. par
suite, 'anneau correspondant est aussi voisin qu’on veut de la figure aux deux'
poles confondus, étudiée dans la premiére partie de ce mémoire et qui corres-

ponda B=0etd A =% — a® = 1 —akeas, avec k2a® = K2 = 2,32 (n° 9).

41. Sur le tore mﬁmment long et infiniment dehee de v1tesse mﬁmment
petite.

~Soit grcRs le volume de la masse liquide.
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Supposons  infiniment petit et cherchons a satisfaire aux équations du
prebléme par un tore dont nous désignerons par ¢’ et a, les rayons intérieur et
extérieur. ‘

On a, d’abord, en ce qui concerne le volume

' ne — 16R?
(101) . (@ +a)(e —a) =3
Le tore doit aussi satisfaire & (140), avec 7, = %—a‘. Ce qui donne
(102) 2k%(a? — a'%)a = 1.
De (101) et (102), on tire exactement par division
a—ad a __ 32K°R?
- (103) ‘ — =1 TaT %

et de (102) et (103), il vient

; 9n?
(104) @ = BRI Br — 16RRY)

Comme o est suppose infiniment pelit, k est infiniment petit de lordre
de o et l'on pourra écrire

(105) : @ = 3

Cherchons maintenant a vérifier si le tore ainsi .déterminé satisfait a
I'équation différentielle d'un méridien d’équilibre, que nous prendrons-sous la
forme (91) et que nous écrirons
a—ad

! 9= 30 — et 1 — K@+ at)(a— @) — 0L Bt — )

T

I1 suffit de s’assurer que, pour z variant de o’ & ¢, le membre de droite reste
constant a des mhmment petits prés, car, pour notre tore, 7 est constant et

égal al

et par suite, le membre de gauche est constant et égala 2 ; et
nous ‘'savons, en oulre, que léquatlon est deJa satisfaite, exactement, pour
x = a, On voit sans peine que les termes en z* et ; varient chacun d'une

quantité de l'ordre de kzseulement L’équation est donc satisfaite dans les
conditions envisagées.

Pour ce tore, on trouve, par (96) et (97), que

A=+ et B=-—oay
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On montre facilement que son moment d'inertie, J, par rapport a I’axe de
" rotation, est infini ; que son énergie cinétique, %sz, est égale aussi a + @ et .
qu’i] en estde méme de son énergie potentielle de surface, fQ. Son énérg_ie

totale, % Jo? + fQ, est doné aussi égale & 4 oo .

42. Relation entre J, Q, », a et @' pour une masse annulaiie.
Posons z? = t. - '

Le moment d’'inertie d’une masse annulaire, de densité ¢, par rapport &
I'axe de révolution et de rotation est

108w [t - Axt Bide. . (. R0+ AL+ B)dl
(106) F=12 ), Vot = (ot + Aa? = B 2 ) VIlT — (B0 & AL+ BiF)

,L’éi}'re de la surface “li‘bx"e est

107) 2 —4r [ LS - u
MO @ =dr | = Gee & Ae® + By o2 VIl —= 6 + AL+ B)F]

Le_volume de la n_iasse liquide est

108 . V=2r ¢ ekt - Aw® + Byde C ke 4 AL - Bl
W) V=2 ), Vo= Rt B Jon VilT— (R + AL+ BT

En outre, puisque la section est fermée, on a

. pa L[ (e 4 Al Byt
. dy = = =Y
(109) f Y =3 f Vi[t — (P& —+ At + B)7] ¢

Mais,

d ., _ 2 — (k2 + Al —+ B)(5k® + 3AL + B)
— It ~— (k2 + At B)?| ¢ = — .
dt%.\/[ (8 + +.).'J; S 2yt — (B - AL+ B)F]

Intégrant entre a® et a2 on a, en tenant compte de (106), (107), (108) et
(109), R ' ' '

o 5] 3AV
0=9=3¥ =

D’ou
(110) = R)OF(Q — 3AV),

(111) J = 54_({2(9 — 3AV).
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En plagant Q, dans le premier membre, on a encore

5Jw?

(412) Q= %G -+ 3AV,
P 5Jw? 1 ,
(113) Q=I(;)—+3V[m ___.k2(02+a2)]_

Avec un systéme d'unités spécial a la masse considérée et tel que V = 37,

d=1, f:é, (113) devient
114) 0 = 10Jw? 4 4mA.

43. Démonstration de cette relation par des considérations générales.

De méme que pour la formule (59) de la premiére partie, nous donnerons
plus loin, dans la troisieme partie, au n® 61, une autre démonstration de la for-
mule (111), comme application particuliére d'un théoréeme général applicable
aux masses soumises a l'attraction newtonienne et a la tension superficielle.

44. Energie cinétique, énerg.e potentielle de surface et énergie totale de
Ianneau. ’
L'énergie cinétique est %Jaﬁ, c’est-a-dire d'apres (111),
(115) Lywr =% (0 — 3av).
2 5
L'énergie potentielle de surface est fQ.
L’énergie totalé & est

(116) ‘ 8= gJu? + [0
ou '
(117) 8 =1 (70 — 6AV).

avec A donné toujours par (96).
Avec le systéme spécial ‘d’unités défini au n® 42, on a

1
118 & = 75(7Q — 8rA)

(119) § = 7 (Tu? + 2A).



CHAPITRE 1I

VARIATION DES DIVERSES QUANTITES ’
RELATIVES A UNE MASSE ANNULAIRE ET STABILITE
DE L'EQUILIBRE D'UNE MASSE ANNULAIRE

45. Sur une propriété d’homothétie des anneaux.
Soit V = %TIR3, le volume invariable de la masse liquide considérée, ici
annulaire.

Prenons le systéme spécial d'unités indiqué au n° 42 et pour lequel

R—1, fzé, Py

Nous avons alors k? = 2,

Considérons une autre surface annulaire satisfaisant a I'équation différen-
tielle du probléme, pour une vitesse w,, et renfermant un volume V, égal
avis, . :

Je dis qu'en dilatant cette surface, homothétiquement a elle-méme, par

rapport & son centfe, et dans le rapport %, on obtient la figure d'équilibre qu’ affecte

" notre premiére masse de volume V, pour la vitesse » égale d wlk;.
Considérons, en effet, I'équation différentielle du probléeme, par exemple,
sous la forme (90), avec A et B définis par (96) et (97) et, ici, avec k2 = 2. )
On vérifie, sans peine, que si la figure de volume V, satisfait a (90), pour
la vitesse w,, la figure homothétique de celle-ci, par rapport 4 son centre et

dans le rapport %, satisfait & (90) pour la vitesse o telle que w* = w2 La pro-~

position est ainsi démontrée. Remarquons que, pour ces deux surfaces homo-
thétiques, w?s® a la méme valeur.
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Ceci établi, donnons-nous une vitesse de rotation w, et cherchons a déter-
miner une figure d’équilibre annulaire, qui lui corresponde,‘ sans nous imposer,
pour le moment, aucune condition de volume. .

Nous donnerons plus loin une méthode par développements en séries, qui
s’applique dans une grande partie du probléme et qui donne des résultats immé-
diats. Mais, pour la partie du probléme ou cette méthode des séries ne
s'applique paé, il nous faut recourir i des tdtonnements, en nous donnant une
valeur de a et en essayant différentes valeurs de «’, jusqu’a ce que, par inter-

polation, nous en ayons trouvé une, telle que

~a

(w2x* + Ax? + B)dx
1 - — = (),
( 20.) .}a’ \/:1:2 —_ (w2.'1;‘ e Azx? —+ B)2 O

A et B étant déterminés par (96) et (97), avec, ici, k? = o?.

Le calcul de cette intégrale hyperelliptique sera fait’par une méthode
approchée classique, permettant d’avoir une limite de 'erreur commise. Aupres
des sommets équatoriaux de la section, une disposition spéciale de calcul s’im- N
pose, parce que I'élément différentiel de (120) devient infini, en ces sommets ;
mais, on peut, pour chacun d’eux, a I'aide de (91), calculer les rayons de cour-
bure du méridien, aux deux extrémités d’un petit intervalle partant du sommet
considéré et assimiler le méridien, dans ce petit intervalle, & un arc de circon-
férence de rayon égal a la moyenne des rayons de courbure aux deux bouts.
On peut aisément déterminer unelimite de 'erreur commise, dans chacun des
deux intervalles & considérer. Pour le reste de l'intervalle (d', a), pas de
difficults. ‘ o
Ayant ainsi calculé o’ et @, pour une vitesse t,, calculons le volume ren-

a .
fermé par la surface, en intégrant &x f xy dz, par une méthode approchée, et
a

‘nous obtenons un volume V; qui, généralement, difféerera de V =‘§rz et sera
‘égal a V)8 D'aprés une remarque précédente, la figure trouvée, dilatée dans
le rapport %, sera la figure d'équilibre de notre masse de volume %rc, pour la

3
vitesse w = w ¥, »
Nous aurons ainsi, pour une vitesse connue w, les ordonnées a’ et a, des
courbes (o, a’) et (», a) correspondant & notre masse liquide de volume inva-

riable %T(.
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"Nous pourrons déterminer autant de points que nous le voudrons. La déter-
mination de chacun de ces points est évidemment assez laborieuse, quoique des
considérations analytiques qui vont suivre (n® 46), la facilitent singuliérement,
mais il faut remarquer qu'avec le systéme d'unités spécial & chaque masse,
les courbes (w, a’) et (w, a), une fois tracées, sont valables pour toutes les masses

liguides, quels que soient leur volume et leur nature.
On peut aussi calculer le moment d’inertie, J, de la masse, par rappott a

. a
I'axe, toujours par une intégration approchée, en calculant 4n f ya*dz. On en
. _ u

déduit, par (119), I'énergie totale, &, de la masse.

46. Etude analytique du probléme.

Conservons le systéme d’unités défini au n° 42.

Gréce a la propriété d’homothétie signalée au n° 45, la difficulté de la
question se raméne d trouver des courbes fermées satisfaisant & Uéquation diffé-
rentielle hyperelliptique (90).

Considérons donc I'intégrale

fa — (w?z* 4 Ax? 4 B)dac_.‘
d Vot — (wizt + Az? + B)?

avec
1 22 2
A=t e,
a-—a
!
aa
B=_ '+ m‘laﬂalﬁ.
a—a :

Il s’agit de trouver, pour w et a donnés, les valeurs de ¢’ rendant cette

intégrale nulle.

Posons :
!
a . x
2 ¢ Y 2
a 2 a 1
et, comme dans la premiére partie,
X = w?.

On voit facilement que 'intégrale ci-dessus est égale &

f (Xm + A’ + B,)dz,
Ve — (Xay + Axy + B,)
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avec

Aiir_i__&_xu + 8),
B, = t(— 171_—5 &+ XE).

Considérons, maintenant, dans lintervalle 0 << £<< 1, la famille de courbes.
dont les coordonnées sont £ et ), avec

: 1 4 2
,n(e’ X) — I_Z(X.’Eq —*-‘4 Az} 4: Bi)d.’l)qz .
¢ var — (Xzy + Az) + B))

Posons
& = Xz} + A:z] + Bi.

Nous avons,, par un calcul facile,

a( — @ .._g;f?i;_;
(=)= -
@ ey
Or
o g 0A, oB,
_ X T o TR
avece
N —— 1 +e),
B, '
X =
et, par suite, :
oq) 4 2 2 2 2 2 2y
?X_—:x‘—-3:.(14.—2)—{—2.::—(1«-.1:,)(1:,—E).

- Mais,

o} — @ = (1 — al)(@l — )97, &, X),
avec

o(x,, &, X) = X"z} + [1_2_)(__2 — X1 + Eg)] 2+ <_ 1—1:?; + Xg)z.‘ :

On montre que, pour 0 =X < 2_7’ ona ¢(z,, &, X) >0, pour 0 =<Z<1, quel .
que soit z,. Pour X = 2?;7 , nous n'aurons a considérer ici, pour chaque valeur

de X, que des valeurs de & assez voisines de 1, pour qu’on ait -

4—X(1 + 81 — &) >0,

ce qui exprime qu’on a encore ¢(zy, £, X) > 0, quel que soit z,.
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On a .

LYY S =} .
x(~ =) === ), & X"

Considérons I'intégrale

’ 1 zldx '
121 S e —— .
(121) ﬂ: V(T — i) (@] — &)z, & X)J

Elle a un sens et est uniformément convergente, pour chacune de ses
limites £ et 1 (les cas £ =0 et £ =1 réservés), car elle est comparable soit a

Mdz, 1 Mdz,
————, soit & tégral -
= sol une intégrale \/ P p—

oq(§, X)
X

une inte’grale

———, ou M est un
nombre fini.

Il s’ensuit que I'intégrale (121) est egale a—

, Q'apres le principe de
la différentiation sous le signe d'intégration. o

Or, (121) est toujours positive, puisque son élément dxfférentlel est tou- ;‘
jours positif. Donc, toujours,

(122) mEX) > o,

Atinsi done, pour § donné, n croit constamment avec X.

Cette propriété n’a pas été démontrée pour £ = 0, mais elle est encore
vraie alors, car, pour £ = 0, B = 0 et 1'on verrait facilement que 7(0, X) est
identique & la fonction — ©(X), ot O(X) est la fonction définie au n° 30 etil a
été démontré, au n® 7, que ’ ’ ‘

o'(X) < 0.

Donc, pour £ = 0, on a encore

Nous allons maintenant démontrer que toutes les courbes de la famzlle
g, n(&, X) sont tangentes a U'axe des 7
Posons
2 z
(123) s =t

1_52—: .

Il vient

) 1 1 . Pdt
194 7t X) = — - : ‘
(124) (& X) 2£ VE + (T =52yl — )yt £ X)




70 ANDRE CHARRUFAU

avec Y(t, & X) > 0, pour 0 <<t = 1, et ot ® est toujours la fonction
Xz; 4 Az} 4 B., mais dans laquelle on a remplacé x, par sa valeur en ¢, tirée

de (123).
Par un calcul facile, on trouve que:
®(L & X) = o1, 0. X) — §(1 — t) + 2X(2 — £l — 1),
e, 0, X) = (1 — X)l + X£.
Posons :
' o(t, &, X) = X(2 — &)(1 — ).

On a done, en désignant par N(¢, £, X) le dénominateur de (124)

o (. 0, X)dt 3 2 et E,
(& X)—i-zfo sx> fN(t, 5 X 'ifo NG, € X>

On voit facilement que, pour £ infiniment petit, la premiére intégrale reste

finie, 4 cause de la présence au numérateur du facteur ¢, ce qui permet de
diviser, par /i, le dénominateur et le numérateur et I'intégrale ainsi obtenue est

bien finie. Au facteur — % prés, et a une quantité prés égale a £ multiplié par
un nombre fini (1), elle est dailleurs égale a la fonction
(0, X) = — o(X).

De méme, la troisi¢éme intégrale est finie.
Quant 3 la seconde, elle tend vers une valeur infinie, quand £ tend vers
zéro, car elle est comparable &

1 5 LI é.jt g
SN S 75 W RN — S0
VE - (T—8uyvt yI—¢g t (1—9) \/ =t

a prendre entre 0 et 1, et qui est égale & - o, pour £ = 0.

Done,
limite n. X) _E- (0. X) = 4 ® pour ¢ —0.
Autrement dit,
(125) b_“(i_»gl(_) = + oo, pour E.='0, quel que soit X.
1 ™M ! 1
() N est facile, en effet de démontrer que I ’0 ®(¢, 0, x)lN(i, £X) ‘— N, x)]dt teéd

vers une quantité finie quand § tend vers zéro.
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Par -des caleuls & peu prés analogues, sur lesquels nous aurons d’ailleurs
" & revenir au n° &8, on peut démontrer aussi que,

(126) Ak, X) =0 )
b”l(gz,x;l .

(127) ok T > pour (=1 et quel que soit X.
(6, X) =

(128) 4 T T T

Ainst done, toutes les courbes de la famille passent par le point & =1,
n = 0, y sont tangentes & U'aze des & et y tournent leur. concavité vers le bas.

Ces remarques faites, considérons la courbe (&, v) correspondant & X = 2,32.
D’aprés la premiére partie de ce mémoire, (0, X) = — 0(X) = 0, pour X = 2,32.
Quelques intégrations approchées décelent uné partie positive de la ‘courbe, au

départ du point £ = 0, o Von sait, d’ailleurs, que 2;’ = 4 oo, d’'aprés (125),
et, tenant compte de (126), (127) et (128), on voit que 1'ordonnée » deviendra
négative prés de £ = 1, pour s’annuler au point £ = 1, ou la courbe devient

tangente a I'axe des £.

"

4

vl -

0 £ ‘ ] §2V
Fig. 10.

On en déduit que pour X = 2,32, la courbe (&, 1) affecte la forme de la

figure 10. :
On voit donc ainsi apparaitre, pour X = 2,32, déux racines de n = 0,
I'une £, nulle ici, I'autre &,, voisine ici de 0,90 (*).

(1) Et, quel que soit X, il n'existe pas de racine entre ¢, et %,. Il serail assez malaisé de
démontrer de fagon absolument rigoureuse ce dernier point, mais il devient évident, lorsqu’on
procéde, comme nous avons eu A le faire, au tracé des courbes (Z, v), pour des valeurs X variant
graduellement entre 2,32 et sa valeur minima voisine de 0,9..
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Pour résoudre notre probléme, il nous suffit, maintenant, de suivre ces
racines £, et de &,, par continuité, quand X varie.

D’aprés (122), quand X décroit, pour Z constant, n décroit, quel que
soit £. 11 s’ensuit donc que pour X décroissant a partir de 2,32, £ croit conti-
nuellement et Z, décroit continuellement, jusqu'au moment ou & = &,, pour
une valeur minima de X, au-dessous de laquelle il n’y aurait plus de racine.
Par contre, pour X croissant & partir de 2,32, » croil, la racine £, n’existe plus
et la racine &, croit continuellement.

Dans notre probleme de physique mathcmalnque pour X = 2,32, nous
avons la figure aux péles confondus (n°-3), correspondant & £, = 0. La racine £,
qui part de zéro, pour X = 2,32, correspond donc aux formes annulaires qui
suivent la forme aux péles confondus et, par suite, a la solution du probléeme,
jusqu’a ce que X ait atteint sa valeur minima. A ce moment, X va croitre
nécessairement et nous aurons encore une solution du probléme, en suivant
maintenant la racine &,, qui est égaie 4 £, pour le minimum de X, et qui va
maintenant croitre continuellement pour X croissant. '

La partie de droite des courbes (b. n) devient donc seule intéressante
pour X > 2,32, Par la suile, la partie de gauche devient d’ailleurs imaginaire,
dans un certain intervalle de £, mais sans qu’on ait & s’en préoccuper.

Soit &, ,,. la fonction continue de X, identique a la racine &;, pour X décrois-
sant de 2,32 jusqu’a son minimum, et identique & la racine &,, pour X croissant
ensuite indéfiniment & partir de son minimum.

Posons

. ) 1 2° 4 9
(129) ‘ o(X) = z}(Xz; + Az} + B,)dz,

JeaVEl — (Xal + Azl + By

avec, toujours

(130) A= X(1 2,

AZ

N (131) B‘ = .,1,2(——' /_'[’—__1—?2 ‘+“ XE{,?).

. ‘1 . s 4 .
Si nous considérons la figure de volume égal 4 57 et de rayons équato-

riaux @' et a, avec 4’ = aZ,,, nous voyons que

¥ (w?z* 4 Ax? + B)dx

T = 27r s
o' V2P — (wPz* + Az® + B)

QoL

et, si l'on pose encore

X .
szl’ X: m2a3,
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on trouve facilement que

g—ﬂ. = a? .211:v(X),
d’ou ‘
' . 2
¢ : J— .
(132) al = %)
et
(133)- wr = 2R,

Nous avons donc atnsi exprimé a et v, en fonction de la seule variable X.
Nous avons

| da?) _ o ada _ 20(X)

(134) IX = 30X = < 5 ax)
(s d I

(135) ) —gule — %[v(}\) + Xo(X)].

Nous allons faire quelques remarques sur ¢(X) et ¢'(X).

Pour X = 2,32, @%%‘—\—) = — &(X) a une valeur finie et égale 3 — 0,31,
environ, d'aprés la formule (26) de la premiere partie.

A une variation dX du premier ordre, a partir de 2,32, correspond donc,
pour %(0, X), une variation négative et du premier ordre. Comme la courbe (&, )
est toujours tangente a l'axe des v, au point £ = 0, il s’ensuit que la fonc-

tion £, ,, ici égale a &, varie & partir de zéro, d'une quantité du second ordre ;
de sorte que

(136) %’X—’ =0, pour X =232

Si, d’apres (129), on regarde ¢(X) comme une fonction de X, par l'inter-

médiaire de &, ,, pour une part, et par X, directement, pour une autre part,
on a

ver o dha
o

Donc, d’aprés (136), et comme % st fini pour & ,=0 (), ona:

v'(X)= 5; ,  pour X =2,32,

() Il suffit, pour le voir, de raisonner & peu prés comme aprés (124), mais, ici, la présence

. X
de z{ au numérateur fait que le rapport oz, X) — (0, X) tend vers une quantité finie, quand §

tend vers zéro, pour X constant.

10
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5)% représentant la dérivée de l'intégrale (129), par rapport a X, aprés qu'on y
a fait &, 2=0. v
Mais, si 'on se reporte a la définition de ¢(X) et & la formule (74) de la

premiére partie de ce mémoire et sil’on compare (74) & (132), on constate que
quel que soit X,

Y .
v(X) = 3X° pour 8 o=0

Y(X) étant la fonction de X étudiée au n° 7.
D’ou, pour &,,, = 0 et quel que soit X.

) _dY \
) WX?X Y
X T 3xr

On en déduit que, pour X =2,32, on a, d’aprés (134) et (135), sur la
courbe (w,a) des anneaux

. Yy %Y
, da®) o ,da _  20(X) _ dx
137) dX 3“2—x" == W(x) =2y
' » d{ w? . 1dY
(138)‘ ((;x) = 20 ‘X [UKX) + Xo'(X)] = 5% -

Ce sont les valeurs trouvées pour les masses non annulaires, juste avant
(73), pour X quelconque compris entre 0 et 2,32.

On en déduit tout de suite qu’au point de départ des anneaux, pour X = 2,32,
la courbe (w,a) relative aux anneaux est tangente & la courbe (,a) relative aux
figures & points sur 1'axe de révolution, étudiées dans la premicre partie de ce
mémoire.

Pour cette valeur X = 2,32, on a (n® 7) Y =1 et, environ, ‘%‘é = —0,40;
on trouve, d aprés (137) et (138), que
. R ) :
(139) gf(i%? = -+ 3,8, 4%%—) = — 0,20, pour X = 2,32,

47. Remarques sur la variation des rayons équatoriaux « et o’ en fonc-
tion de w. ,
D’apres ce qui vient d’étre dit, la courbe (,a) des anneaux est tangente

la courbe (w, @) des masses centrales, aupoint ) = i_z__ = 0,707, a = 1,67, pour
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lequel X = w%?® = 2,32 et qui est le point de départ des anneaux (voir tableau
de résultats numériques de n® 30). Comme le long de 1'évolution de la masse

centrale X croissait continuellement de 0 4 2,32, tandis que, poiir les anneaux,
X décroit d’abord en partantde 2,32 (n® 46), on voit que les courbes (w,a) dela
masse centrale et de I'anneau sont tangentes au point de départ des anneaux en
y formant a elles deux un rebroussement; en effet, d'apres (137) et (138), vala-
bles en ce point, pour les deux courbes, le changement de signe de dX entraine
celui de da et de dw. l .

De (139), .on dédult facilement que le coefficient dngulalre de la tengente

- commune au point o = \7 = 0,70T et a = 1,67 est égal &:
da
do =" 3.2.

Considérons maintenant le petit rayorn équatorial, ¢’, de 'anneau. On a,
d’aprés le n° 46, la relation écrite aprés 131),

(140) a’ = a€| 9
da' da d&, 2 dX -
(141) _ dw — =&, 2w 74X do- )
Mais pour X = 2,32, on a &, , = 0 et aussi, d’aprés (136), T2 — 0.

ja et ZX étant finis, d'aprés (139), pour X = 2,32, on a donc, au point de

départ des anneaux,
da'

(142) ©=0

c’est-a-dire que la courbe (w',a) est tangente a laxe des w, au point

0 = \/2_9707

Remarquons aussi que &, 2:a— croit continuellement pendant que X dé-

croit de 2,32 jusqu’a son minimum et pendant que X croit ensuite de son mini- ‘

mum jusqu'a 4 oo (n°® 46). Ainsi done 4 Croit continuellement lorsqu’on parcourt
la courbe d'équilibre (w, a) des anneauz, en partant de la figure aux deux poéles
confondus et en se dirigeant vers le tore infiniment long et délié.

Il est intéressant d’étudier la section méridienne quand &, , se rapproche
de 1. C’est ce que nous allons faire dans le n° sulvant ou nous désignerons &, ,
par &, sans indice, pour simplifier I'écriture.
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48. Etude de la surface, par développements en séries, quand g est suffi-

samment voisin de 1.

: !
Nous savons déja (41) que, pour  infiniment petit, 1 — % est un infi-
/ ) a

niment petit de 'ordre de w? et que la surface d'équilibre est, aux infiniment
petits d’ordre supérieur prés, un tore infiniment long et infiniment délié.

Cherchons a déterminer une surface beaucoup plus approchée, utilisable
!
Coa P . .o .
pour ; = £ moins voisin de 1.

Posons
1—t=¢8.
Reprenons l'intégrale en 2, du commencement du n® 46, en lui donnant x,,
comme limite supérieure, et posons
— Xz} 4+ A,z? + B,)dx,
Vzi — (Xzi + Azt -+ B,)*

Zy
(143) =
avec, toujours,. ’ )

(144) A= 1_i_§ — X1+ 8) = % —X — X(1 — 8),

145)  B= s<_ I E— xg)—_— — 41+ XU — 8

Remarquons que A
Ag, -+ Bl = '1 — X. '

On trouve facilement que

21— (Xa! -+ A2t 4 B,) =(1 — (el — £) {Xal [ 22— Xo(1+8) ol
(146) ' 1 '
Lo oxe)
Le dernier facteur de (146) est égal a
U47) . X! + [% — Xt — Xt — gt ot 4+ [— § + Xt — s-:)r.
Posons . . '
» | o —
(148) =t
" D'ou -
po— P8, @ =2 — B2 — 1),

T =1 — 81 —t)
1 —2, =801 —1t), 1+ax=2—81—1),
1 — =281 — 1) — 831 — 1)
- dzy = &dt.
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L ion (147) est égale & D
-L'expression (147) est égale & 5; D,. avec,

Dy =[— 1 + X8(1 — &) + [2X — 8X* — 62X(1 — 8):]6z} + §2X%a!
= 1+28X(—1+x}) +62(2X + X® — 2X?x} — X?z}) — 283X2(1 —2}) + X284 (1 — =)
=1 — 28X(1 — 2?) + 822X + X2(1 — 2?)?] — 28°X2(1 — =}) + &X3(1 - })
=1 + 28°X(— 1 + 20) + 263Xi1 — f)® — 48'X31 — t)¢ + 28°X>(1 — )3 — 21)
+ 88 X2(1 — £t — 2).

Considérons maintenant R ~
(1 — o) (af — 8) = 48%(1 — D [1 — o(1 — ][4 — 5 (2 — 0.
Nous poserons
D,=[1— o — ][t — 52— 1)
2= 3 2 !
Passons enfin-a Xzi + A.z! + B, qui est égal &
Xz! + (1 — X — B,)z! + B,
=z} — Xz}(1 —z}) + B,(1 — z})
=1+ (1 —2})(— 1+ B, — Xa?)
— 1+ (1 — o)) — & — 26X + &'X + X(1 — 23)]
1 .
=g N
avec
N =8+ (1—0)[26 —&x1 —)]§ —1 — 28°X + &°X + X(1 — 0)[26* — (1 — 0)]{
== — §(1 — 20) + 82(1 — t)* — 483X4(1 — 1)+ 26" X4(1 — £)(3 — 2t) — &KX (1 — )22 —1).

Nous avons, en tenant compte de (148)

1 ¢ Ndt )
(149) == 1[ Vil — 1) yD; yD,’

et nous savons, d’aprés le n° 41, que pour  infiniment petit, & et &X = «
sont tous deux infiniment petits de 'ordre de ?.

Nous allons développer

ND, D, *
en une série entiére en & et «.

On a

= -—0 — 2’--“12-— 18 —_—
(150) N (1 — 20) + 821 — 1)* — 4aB(1 — i)t

-+ 22821 — 1)(3 — 2t) — 2831 — )22 — 1),
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Passons 2 D,

Dy =1 + 2o(—1 + 20) + 2a8(1 — 1)> — 4o2(1 — 1)t
+ 20%8(1 — U3 — 2) + 621 — )l — 2).

Par la formule du bin6me, il vient

gD‘—%;i — a(—1 + 2t) — aB(1 — t)2+f§[3—81(1 — 8]
(151) + azg(i — [~ 3+ 2¢3 — 2t ]
( — % (— 1"+ 2[5 — 81 — )]

Passons a AD2
Par la formule du binéme, il vient

D=+ 2u—p+d ey g4 — O+ ]

-+ 128

[1+4(2—t)+3s2(2—c) B2 — 0 ]

+128
——1+4\3 2t)+ (19 24t+8t2)+128(63—114t+72t2—1613)

(152)

....................................................................

La méthode de développement de DIT;— est valable & la condition que,
dans tout l'intervalle 0 << ¢ << 1, la quantité D, — 1 soit inférieure a1, en
valeur absolue et qu'il en soit de méme de la somme des valeurs absolues de
ses cinq termes, afin que les groupements de termes opérés pour obtenir (151)
soient légitimes.

"Pour D,, le développement est toujours valable, puisque & < 1.

Effectuons le produit ND,~ D d , en multipliant entre elles les séries (150),
(151) et (152), toutes absolument convergentes dans tout I'intervalle 0 < << 1.

Multipliant le produit ND,~ ”D ar — — et intégrant entre zér
phant produl 1 * par - NG \/—Tw'l) t g r 0
et ¢, on obtient y, sous la forme suivante, dont la validité est facile & montrer :
‘ y1 = P& + P,82 4+ Pyaf + P83 - P%ag? -+ P8
(153) + P8 - PyaB® + Pyx28® + P8 + .. -
ot les P sont des fonctions de ¢, qu'on obtient toutes 'par des intégrations élé-
mentaires, quel que soit le rang de P.
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Tous les termes de (133) renferment 8, car tous les termes de N le con-
tiennent. V

Pour z, donné, différent de 1, les P varient avec 8, car la limite supérieure
des intégrations dépend de &, d’'aprés (148). Mais, pour 2, =1, on at =1,
quel que soit 8, et les P deviennent tous-des constantes, P, mdependantes de &.

Comme le méridien se ferme, on doit avoir

(154) O=P!& + Pi8* 4 Plag + .-,
d’ott I'on peut tirer le développement de & en série entiére en o ,ou inversement.
On trouve
ot & 82 ;
DIID,T =1 — a(— 1 +2) + 7 (3 — 20) + 55 (19 — 24t + 8¢%)
"f+2 (3 — 8t -+ 822)
(155) + m (63 — 114t + 7268 — 16%) ~— - 2— \5 — 21)
+ 28 (— 15 + 420 — 4o + 168)
=% (= 5 4 181 — 246* + 168).
N "%D*% 82 8 o
NDTID,T = — 8(1 — 20) + 7, — a8 + g5 (5 — 20) '
%6 —60+3 a28(-—- 1+ 20)
° — J— 2
(156) 128 (13 81) + 32 ' (— 3 + 81— 8)
+ :{2;‘3 (— 5 + 160 — 1602
D’ou
1 ‘(1 —2dt _ o —h
= = e =l — ¢
rt dt

Py = 8 \/—T—,—) é arc sin 2t —1) — 16

Py = — 4Py,
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p.—_ L (t6=20d_ Py P,
=g ) Vi = 2 32

_ 1 (e —6nd_ 3, P
T8 it — ) - 4 )+ 2P

177
Ps=+?3f(1 20dt _ 3
4 (U

P

Vit — ¢ 2
1 [*13—8ndt _ P, 9P,
P, =g~ R
et l'on a, pour { =1,
P! =0, p;=—§, P;_’z?,
T 4,___7_'5 1
Ph—_E' Ps—- A Ps—-Oa
A 911 1 _’Tf 1 o 9_
Pr=—gs P=m P=-g"
P:o=§l:3, ..............................
La relation (154) s’écrit, apres division par 8,
8 2 8 8. 98* 1 ., 9 . 3.
_ (157) _g‘*“j""m——[;—m—i—gja% ———Razg-}—za’..._o_

Les termes non écrits sont d’ordre égal ou supérieur a 4.
On en déduit que '

(158) 4a=8+g2+§_g83...
Et, comme o = X8, on peut en tirer que

- 11 29
(159) X=,(g+1 +ﬁs>

.

Pour & infiniment petit, on a donc, & des infinimeént petits prés d’ordre
supérieur

: 1

(160) ) &=y ‘

Ce résultat est en accord avec les formules (103) et (103) relatives au tore
infiniment long et délié. ’
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Si l'on porte dans (153) cette valeur (158) de «, puis, si 'on y remplace
les P par leurs valeurs en t, on a : ' ‘

R b

(161) 3, = VAT — 1) — §EVIT—1) + g (— 19 + B)VAT— 1 -,
ol U'on remarque I'absence d’'un terme en §2.
On déterminerait, dans chaque cas, une limite de I'erreur commise sur y,,

en déterminant une limite du reste de la série (153), ce qu'on peut faire en’
calculant une borne supérieure, dans l'intervalle 0 << ¢ << 1, de l'erreur commise

sur chacun des facteurs N, D} %, D%, puis sur y,, en s’arrétant aux termes d'un
certain rang.

On voit, sur (161), que la courbe méridienne de la surface d’équilibre,
pour & petit, ne différe du premier terme de son développement

eVl — 1),

que d'une quantité du 3¢ ordre en §.

Or 6Vi(1 —t) représente 'ordonnée de la section méridienne du tore,
ayant les mémes rayons équatoriaux 1 — & et 1.

L’erreur commise en assimilant la surface d'équilibre @ un tore, pour & petit,
est donc de Uordre de &°.

Si nous conservons les termes du 3¢ ordre, nous avons, ‘avec une erreur
du 4¢ ordre,

yi =8/l —1) (1 - %82>

D
L'erreur commise en assimilany la section méridienne de l'anneau, ¢ une
ellipse, pour & petit, est donc de U'ordre de &". ’
On trouverait, par des calculs analogues, le développement en série entiére
en §, %, de la fonction ¢ du n° 46, puis son développement en série entiére en &,
en tenant compte de (157).

On trouve

_équaticn d'une ellipse dont le rapport des axes est égal & { —

(162) v=Z<§Sé—2a8—28%+3a82...> :

8

(163) U=st(1—§...).

De la méme maniére, on peut développer en séries entiéres en &, «, puis

11
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en série entiere en &, le moment d'inertie de la masse annulaire de rayons
équatoriaux 1 — & et 1. '
On trouve que ce moment d’inertie est égal a

. n2 /582 15 5
(164) 7(—4—‘ — al — g— 83 —+- 2 “gz .. -)SA
ou a
282 3
(155) =58,

8
En pratique, on calculera ¢ et le moment d'inertie & des quantités du
5¢ ordre prés, en considérant la masse comme ayant une section elliptique,
1 . .
dont le rapport des axes est 1 — g 6 Le volume et le moment d’inertie de la
masse sont ceux du tore de mémes circonférences équatoriales, multipliés

par 1 — é— 82, Ayant o, on calculera a® par (132), puis X par (139), puis w? )
par (133). ‘

49. Résultats numériques et courbes (», a) et (v, ¢’) pour les anneaux.

X = w23 %' & =1 —Z[ a a - w? [~% 2_:;: 2%: EL;%E
2,32 0 1 | 167] 0 | 2 [0,707]1,0 |34 |0,6
1,75 0,054 0,846 1,48 | 0,08 | 0,54 (0,734} 0,71 | 2,89 { 0,55
1,00 0,31 0,69 1,47 | 0,46 | 0,31 {0,56 | 0,74
0,9

(minimum approximati)

1,00 0,63 0,37 2,0 1,26 10,125(0,35
w 1 0 { +w | 4w 0 0

Les nombres de la premiére ligne correspondent & la figure aux poles
confondus étudiée dans la premiére partie de ce mémoire. Ils résultent donc de
calculs eftectués a 'aide des intégrales elliptiques de Legendre.

Ceux des 2¢ et 3¢ lignes ont été calculés a 1'aide d’intégrations appro-
¢hées. .

"Les autres résultent de 'application de notre méthode de développements
en séries, La seclion de la surface annulaire y a ¢té assimilée a une ellipse.



SUR LES FIGURES D'EQUILIBRE RELATIF D UNE MASSE LIQUIDE EN ROTATION 83
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Fig. 11.
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Ceux de la derniére ligne correspondent au tore infiniment long et infini-
ment délié de vitesse infiniment petite.

La partie a3y de la courbe (», a) de la figure 11 est relative aux masse
centrales (n° 30 de la premiére partie). ,

Nous avons tracé en pointillé, les courbes X = 1 et X = 2,32,

D’aprés ce qui a été dit au n° 47, la courbe (v, a) des anneaux se raccorde
tangentiellement, au point 7, avec la courbe (», a) des masses centrales et ces
courbes forment, a elles deux, un rebroussement ; et la courbe (w ¢’) est tangente
a I’axe 0w, au point w = 0,707.

Pour » tendant vers zéro, les deux courbes (», a) et (», a’) des anneaux
tendent asymptotiquement vers l'axe des Oqa.

La courbe (co a) des anneaux est tangente & une courbe X = constante;

cette constante est voisine de 0,9 ; au point de tangence on a, puisque X est
minimum,

da’ 2a
(166) To= " 3o’

50. Formes successives des anneaux.

La figure correspondant au point 7 de la courbe (w, a) est poinlue d’un
bout, arrondie de I’autre, si 'on considére la moitié de la section méridienne de
la masse centrale aux deux péles confondus.

Ensuite, pour o trés petit, on a une section piriforme, avec deux points
d’'inflexion dans chaque quart de méridien. D’aprés (91), ces points d'inflexion
sont déterminés par les abscisses z telles que

(167) ' 3wizt 4+ Az? — B =0,

c’est-a-dire telles que

(168) ) —AEvET 12B0?

Si le long de la courbe d’équilibre de la figure 11, on étudie la réalité de la
quantité (168), on voit que les inflexions disparaissent vite, leurs abscisses
devenant imaginaires.

Déja, pour o’ = 0,08, a'= 1,48, v = 0,734, la figure est partout convexe.

lle alfe cte la forme de la figure 12, déterminée par des intégrations approchées.
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0,38 .

1,48 x

Fig. 12.

R . . \ .
Puis, — croissant toujours, la figure continue & s’arrondir.

Pour o' = 0,46, a = 1,47, » ='0,56, on ala forme de la figure 12 bis.

0,433

0,432 tr

y B

0.4
0,26

044"

\ N
ou6ldus [ - -8
0 0459 2

Fig. 12 bis,

Pour cette figure, & = 1 —-% = 0,69. Nous sommes déja trés prés d'une
section elliptique. ' '

Et nons savons (n°® 48) que la section dilféere de moins en moins d'une

f
: Iy , . a
ellipse, au fur el 4 mesure que, » décroissant, 2 tend vers 1.
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o

51. Courbes de variation du moment d’inertie J, en fonction de m et de
I'aire Q de la surface libre.

La figure 13 représente la courbe de J, en fonction de o, pour une masse
liquide donnée. La partie inférieure est relative aux masses centrales et lapartie
supérieure, aux figures annulaires. Le systéme d'unités est toujours le systeéme
spécial & la masse considérée.

3 J

m ur

B

Fig. 13. Fig. 14.

Le moment d’inertie d'une masse annulaire de rayons équatoriaux o’ et a
est égal 2 o

P f at(wixt 4+ Az + B)dz
a %acz»—'(w?x“ + Ax? + B)?

et, en reprenant les notations du n° 46, e‘mployées entre (129) €t 132), ona :
! é':lef + A,r} + B,)dez,
¢t Vz; — (Xa| + Azl + B,

J = nat

et, en regardént E, A, et B,, comme des fonctions de X et en désignant par j(X)
l'intégrale précédente, on a '

) = ma’ J(X).

En raisonnant sur j(X), comme on I'a fait pour ¢(X), au n° 46, apreés (136),
on voit que la courbe (w, J) des anneaux est tangente a celle des masses cen-
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trales, au point de départ des anneaux et que ces deux courbes y constituent un
rebroussement.
l.a figure 14 représente la courbe (Q, J) pour une méme masse liquide-
La partie AIR est relative a une masse centrale ; c'est la reproduction de la
figure 6 dela 1t partie. La partie RI;R;S est relative aux masses.annulaires.
La formule %Jz = (2712, qui séerit j—i = Ze%" dans notre systéme d’unités, est
valable pour les masses annulaires comme pour les masses centrales (n° 32).
~ Cette relation et le rapprochement des figures 13 et 14 permettent de cons-
tater cque la courbe ({2, J) des anneaux forme un rebroussement R, avec la partie
" de courbe AIR relative aux masses centrales, puis présente une inflexion I,
correspondant & la vitesse maxima des anneaux, puis un autre rebroussement’

R, correspondant aux minima simultanés de J et de Q, puis croit avec une
tangente dont le coefficient angulaire va en croissant, puisque » décroit.

On a donc,
2
enire Ret I, - g—ggz>0;
2
entre [, et Ry, S—Qi < 0;
s . ) . d2J -
a partir de R,, vers S, Jor = 0.

52. Etude de la stabilité de ’équilibre des anneaux.
Raisonnant comme nous l'avons fait au n°® 38, pour les masses centrales,
nous voyons encore que le coefficient de stabilité « peut s’écrire

w? 'dQ}? dz‘]
a=—2-<371 do?’

ol a est le rayon équatorial extérieur de 1'anneau,

Si o est négatif, nous disons que l'équilibre est stable ; si « esl positif,
Péquilibre est instable.

D’aprés ce qui a été dit au n° 31, surle signe de g-é‘i, on voit que :

1° Les anneaux sont instables, entre R et I, de la figure 14 ;

2° Les anneaux sont stables, entre |, et R, de la figure 14 ;

3° Les anneaux sont instables, & partir de R,, vers S, de celte méme

figure.
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Les anneaux sont instables, depuis leur vitesse de départ o = 0,707,
jusqu’a leur vitesse limite voisine de 0,74.

Ils deviennent stables, entre leur vitesse limile et la vitesse qui rend
minimum le moment d'inertie de la masse et l'aire de la surface hbre et qui
est voisine de 0,66. 7

Ils deviennent instables pour o compris entre 0,66 et 0.

53. Courbe de variation en fonction de « de l'énergie totale & de
T'anneau. .

La figure 15 représente la courbe de variation de & en fonclion de la
vilesse de rotation o).

£

in

0,9

' 0'% 0.50 7
. 7 N
¢ o’wf 0,%
0 "; P4 ¢
i J ) w

Fig. 15

0,707
0.75%

.. La partie inférieure est relative aux masses centrales ; c’est la reproduction
de la figure 9 de la premiére partie. La partie supérieure s'applique aux
anneaux. '
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La courbe (», J) et, par suite, la courbe (», Q). présentant un rebrousse-
ment (n° 51), au point de départ des anneaux, il en est de méme de la courbe
(m, 8), puisque

1 Q
g—iJ(ﬂz—*—g.

Comme nous 'avons dit au n° 41, & tend vers l'infini, quand o tend vers zéro.



CHAPITRE 111

DISCUSSION DE L’EXPERIENCE DE PLATEAU

54. Les théories précédentes sont applicables au probléme de cefte expé-
rience. ' '

La théorie de la premiére partie de ce mémoire, sur les masses centrales
et la théorie précédente des anneaux supposent que la masse est sans pesanteur
et que la pression-extérieure est uniforme. De plus, en ce qui concerne les masses
centrales, la théorie suppose qu’il n’y a pas d’axe matériel de rotation.

Mais, sur ce dernier point, nous avons déja montré au n° 42, que la pré-
sence du petit axe, fin, de I'expérience de Plateau pouvait étre négligée, comme
ne changeant pas sensiblement les phénoménes d'évolution de la masse cen-
trale.

Il reste & considérer ensuile le fail que la masse est pesante, dans 'expé-
rience ‘de Plateau. Mais, comme elle ‘est immergée dans un liquide de méme
densité, on voit, en écrivant les équations du prebléme, dans ces conditions,
qu’elles sont identiques & celles du n° 2 de la premiére partie, avec la seule
différence que p, et p, représenteront ici les pressions, dans la masse en rota-
tion et dans le liquide environnant, au pble supérieur de la masse en rotation.

Enfin, en ce qui concerne la pression extérieure, il faut d’abord remarquer
que la relation (77) reste valable, dans le cas présent d'une pression extérieure
qui est fonction linéaire de la profondeur, & la seule condition de choisir, comme
surface déformée, pour la démonstration du n° 32, une surface de révolution
du genre qui y est indiqué, mais ayant-méme plan équatorial que la surface
initiale ; car, le travail dit a la pression extérieure, dans une telle déformation,
conservant en outre le volume, est encore nul, comme celui de la pesanteur,
et les conclusions du n° 32 subsistent, valables, comme nous l'avons dit, pour
les masses centrales et pour les anneaux.
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11 s’ensuit que nos conclusions restent ¢galement applicables a I'expérience
de Plateau — la présence de l'uxe négligée — en ce qui concerne la stabilité.

Pratiquement, on peut, d’ailleurs, supposer que la pression’ est uniforme,
autour de la masse en rotation, dans I'expérience de Plateau, car cette masse
a, tout au plus, quelques cenlimétres de hauteur, d’oli une variation de pression
qui est de quelques grammes seulement par cm?, sur une pression qui,.compre-
nant déja la pression atmosphérique, a une valeur supérieure a 1 000 grammes
par cm?. :

Disons tout de suite que le cas limite dd 4 la faiblesse de la pression exté-
rieure, et signalé au n® 18, n'est pas & craindre dans l'expérience de Plaleau,
car la pression extérieure est considérablement supérieure a la limite infé-
rieure fixée au n° 18. Avec les notations de ce numéro, si l'on écrit, dans le
systteme C. G. S.. f = 55, R = 3, on trouve, pour cetle limite inférieure,

L9

9BI12TXR = 0,03 gramme par cm?, alors que p, est supérieure a 1 000 gr./cm?.

55. Les résultats expérimentaux de Plateau.

En se reportant & son « Mémoire sur les phénomeénes que presente une
masse liquide libre et soustraite a I'action de la pesanteur (*) », on voit que
Plateau faisait tourner dans un mélange d’eau et d’alcool, une masse d’huile
d'olive qui, au repos, affectait la forme d’une sphére de 3 centimétres de rayon.
Il introduisait dans cette sphére un petit disque métallique de 1 eny. 75 de rayon,
qu’il faisait tourner sur lui-méme, au moyen d'un axe, le traversant perpendi-
culairement et en son centre ; I'axe avait 1 millimetre 1/2 de diametre. Le
disque était placé de maniére 3 avoir son centre confondu avec celui de la sphére
et le disque, en tournant, entrainait 'huile par son adhérence avec elle.

En faisant tourner la masse d'huile, on constate qu'elle s'aplatit aux péles
et se renfle a I'équateur, puis se creuse en dessus et en dessous (§ 11 du mémoire
de Plateau), en s’étendant dans le sens horizontal, pour arriver a la figure aux ‘
deux péles confondus, lorsque le disque tourne a la vitesse d'un tour par
seconde environ. Puis, si I'on porte la vitesse du disque & une valeur supé-
rieure, on obtient un anneau qui, dans son élat de complet développement,
semble avoir pour section génératrice un cercle, et dont le diamétre moyen est
compris enire 9 et 10 centimétres (§ 11 du mémoire de Plateau), On arréte
ensuite le disque: L’anneau se maintient pendant uelques secondes dans le

(Y) Mémoires de I Académie royale de Bruzelles, t. XVL
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méme état, puis revient peu & peu sur lui-méme et se transforme de nouveau
en onduloide, aulour du disque et de son axe (§ 11) Comme le fait remarquer
Plateau (§ 16), il y a une grande différence de vitesse angulaire entre les por-
tions qui avoisinent I’axe et celles qui avoisinent 1'équateur (*). '

56. Les résultats théoriques et discuss'on de 'expérience de Piateau, en ce
qui concerne I'cvolution d'une masse.

" 1i faut d’abord constater que la théorie nous a exactement donné toutes les
figures réalisées expérimentalement, d’abord partout convexes, nuis concaves
aux poles, puis ayant leurs poles confondus, puis annulaires. L'anneau auquel
aboutit Plateau a un diameétre moyen de 9 & 10 centimétres, pour une sphére
initiale de 3 centimétres de rayon. En adoptant le systéme d'unités spécial
A cette masse, le rayon moyen de I'anneau, qui peut étre pris égal a 4,9 cm.,

i

s 4 . A .
& pour mesure —3- = 1,63 ; d’aprés notre figure 11, on voit que cet anneau a
sensiblement pour petit et grand rayons équatoriaux
) a = 1,26, a = 2,
soit en centimeétres,

ad = 3,8 cm., a == 6 cenlimélres,
avec

6 =1——=20,37
a

_et, d'apres la théorie du no 48, sa section est sensiblement elliptique, avec un

a

rapport des axes voisin de 1 — 88 = 0,98, donc tr¢s arrondie, comme on le
constate dans I'expérience.

Donc, au point de vue de la forme des figures affectées par la masse liguide,
au cours de son évolution, il y a aocord complet entre la théorie et I'expérience.

Pour ce qui est des vitesses, les résultats expérimentaux de Plateau ne »
renferment aucun renseignement précis. 1)’abord. comme I'a reconnu Plateau
lui-méme, la masse ne tourne pas tout d'un seal bloc, bien qu’il n’y ait pas, en
ce qui concere les formes successives de la masse et d'uprés ¢e qui précede, de
différence-a signaler entre 'expérience et la théorie. Mais, il faut bien se garder
d’attribuer & la vitesse angulaire de la masse en rotation, dans les formules
théoriques, la valeur de la vilesse angulaire du disque. Cetle derniére serait
beaucoup trop granle, car le disque n’entraine la masse que par froltement

(1) Nous prendrons,_ew C. G. 8., f = 55 (huile-eau alcoolisée) et, pour la deunsité de I’huile,
3 = 0,915. ’
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sur I'huile et sur une faible surface; et cette action d’entrainement devient
tres faible quand on arrive aux figures aplaties, trés étendues dans leur plan
équatorial et pour lesquelles la plus grosse partie de la masse est loin de
l'axe et du disque; elle décroit encore, au fur et & mesure de la croissance du
rayon intérieur de I'anneau et devient nulle, quand ce rayon dépasse celui du
disque. On voit donc que la vitesse du disque ne représente pas du tout la
valeur & donner, dans nos formules, 4 la vitesse de la masse.

C’est ainsi que Plateau fait tourner le disque a raison de 1 tour bar seconde,
pour obtenir la figure aux deux poéles confondus; en prenant le systéme d’unités
propre & la masse considérée, celte vitesse d'un tour par seconde est égale
A 1,49, aulieu de la valeur théorique 0,707 (pour notre masse, I'unité de temps
dans ce systéme spécial, cst égal 5 0%,237).

Ce qu'il faut con-idérer, c'est que le disqhe, par le frottement produit sur
le liquide, communique a la masse, de I'énergie qui se trransforme soit en
énergic cinétique, soit en énergie potentielle de surface et qui, pour une part,
est absorbée par le travail de frottement de la masse sur le liquide environnant
et par les frottements intérieurs provenant de la déformation de la masse.

Lorsqu'on va, avec une vitesse variant, avec continuité, de la sphére a la
figure aux péles confondus. on constate (n° 37 et fig. 9) que I'énergie totale de
la masse croit continuellement, par suite de I'apport d'énergie que lui fait le
disque et qui surpasse le travail de frottement de la masse d’huile sur elle-
méme et sur le liquide extérieur. A partir du monent oti la masse devient annu-
laire, son énergie tolale décroil, en théorie (fig. 15), sil’on suppose que la masse
prend successivement toules les figures Lhéoricques d'équilibre. Son rayon équa-
torial décroitrait avant de croitre (fig. 11). Plaleau n'a pas signalé cette décrois-
sance. 1l est probable qu’elle ne se produit pas, et que, pour la raison donnée
plus loin, on passe, dans 'expérience, d'une forme d'équilibré précédantle point
£ dela figure 11, 4 une forme annulaire d’équilibre située au dela du point g,
par des formes intermédiaires qui ne sont (ue des états successifs parcourus
par la masse pendant sa déformation, mais (ui ne sont pas des tigures d’équi-
libre. Et, se reportant a la courbe de la figure 15, on comprend ainsi que, dans
I'expérience, 1'énergie totale de la masse puisse croitre continuellement, ce qui
parait vraisemblable. puisqu’on fournit du travail & la masse, en méme temps
que celte croissance de I'énergie est accompagnée de celle du rayon équatorial,
les deux pointes des courbes des figures 11 et 15 paraissant étre remplacées par
un trajet plus direct. ‘



94 ‘ ANDRE CHARRUEAU

Ce passage d'une forme d'équilibre précédant 3 (fig. 11) & une surface
annulaire d'équilibre située au-dela de g, par une suite d'états de déformation,
peut fort bien étre due 4 la force vive radiale que la masse acquiert dans
I'expérience et a la différence des vilesses angulaires dans la masse, orsqu’elle
devient trés étendue dans son plan équatorial. En effet, nous avons trouvé que
la masse tourne, d'aprés la théorie, & une vitesse angulaire de 0,757, en ﬁ,
tandis que, dans l'expérience, le disque lourne a une vitesse de 1,49. 11 en
résulte que, la masse étant treés plate, toute sa partie centrale comprise dans le
~ cylindre ayant pour directrice le bord du disque, tourne beaucoup plus vite que
le reste de la masse, et il faut penser que cette partie centrale sera rejetée loin
de 'axe et le disque mis & nu, par l'effet de cette forte vitesse angulaire du
disque. Et, avant que le reste de la masse uit alteint la vilesse correspondant a
la forme f3, on aura obtenu une tigure aux péles confondus qui, sous l'influence
des vitesses radiales, se développera en anneau, par des états de déformation,
pour reprendre ensuite la série des figures annulaires d’équilibre relatif, quand
le rayon intérieur de l’anneau sera supérienr a.celui du disque et quand la
vitesse angulaire se sera uniformisée dans la masse, |’anneau d'équilibre auquel
aboultit Plateau et dont les rayons équatoriaux sont indiqués au début de ce
numéro, correspond sensiblement, dans notre systéme spécial d'unités et
d’apres la figure 11, & une vitesse de 0,33, soit a peu prés un quart de tour par
seconde. 1)'aprés la méme figure 11, on peut voir que le disque, dont le rayon
a pour mesure 1—0;;,35 = 0,568 dans notre systéme d’uniiés, coniinue & agir sur
les anneaux, mais de moins en moins, tant que le rayon équatorial intérieur o’
est inférieur a 0,68, c'est-a-dire (fig. 11) jusqu’a la vitesse de 0,52 environ. La
masse ne pourra affecter une véritable figure annulaire d'équilibre qu’apres
s'élre séparee du disque et uprés que sa vitesse angulaire se sera uniformisée ;
la force vive radiale que posséde la masse lorsqu’elle se sépare du disque lui
permet d’atteindre un état final d’équilibre relatif, dont I'énergie totale sera
celle qui correspond a w = 0,35, sur la figure 15; la partie de cette force vive
radiale que les résistances n'auront pas absorbie, se sera transformée en
énergie cinétique de rotation ou en énergie potentielle de surface.

L’anneau tournant seul, mointenant, sans recevcir d'énergie et en perdant,
par le travail des résistances passives, revient sur lui-méme, pendant que &
décroit (fig. 15) et rencontre le bord du dique, pour w = 0,52, avant que & ait
alteint son minimum (fig. 15); la masse s'étend alors sur le disque en passant



SUR LES FIGURES D EQUILIBRE RELATIF D UNE MASSE LIQUIDE EN ROTATION 95

par des états qui ne sont par des figures d'équilibre, pour reprendre au-dessous
de 8 (fig. 11), la série des figures d’équilibre, et continue 4 perdre de son
énergie totale, par leffet des résistances intérieures et des frottements sur le
liquide extérieur, sur l'axe et le disque maintenant immobiles, pour arriver a
son état initial correspondant & une vitesse nulle et a la valeur minima de son
énergie totale. -

57. Sur le fractionnement d'une masse de Plateau. .

Pour ce qui est de 1'évolution d'une masse de Plateau, on peut donc, en
continuant & admeltre, pour le calcul, que la masse tourne tout d’une piece,
dans la plus grande partie de celte expérience, concilier les résultats de la
théorie et de I'expérience; l'accord est complet, en ce: qui concerne la torme
des surfaces d’équilibre. '

Pour ce qui est du fractionnement d'une masse de Plateau, la théorie des
figures d’équilibre est insuffisante & expliquer ce phénoméne, si 'on conserve
I'hypothése d’une masse tournant tout d’'un bloc, puisqu’on obtient ainsi 1'évos
lution et non le fractionnement d’une masse.

P

B C/\A

Fig. 16.

Pour réaliser ce fractionnement, Plateau a, d’ailleurs, comme nous le
signalions dés l'introduction de ce mémoire, employé un jeu expérimental assez
compliqué, assurant une trés grande inégalité des vitesses angulaires dans la
masse : petit disque, placé au-dessous du plan équatorial, prés du péle inférieur
de la sphére d’huile et trés grande vitesse de rotation de ce disque (15 tours,
environ, par seconde, § 21 du mémoire précité de Plateau).

11 faudrait donc avoir une premiére idée de la loi des vitesses angulaires,
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dans la ma’sse, pour entreprendre 1'étude de ce {ractionnement. Mais, ce serait
encore insuffisant, pour une parlie, au moins, du phénomeéne. En effet, si I'on
supposait qu'on puisse parvenir au fraclionnement par une suite continue de
figures permanentes, on arriverait & un mowment a une surface ayant la forme
de la figure 16, avec un paralléle double.

Pour que la partie de droite AC pit servir de figure de départ a des figures
annulaires permanentes, il faudrait qu’elle-méme en fit une, pour qu'on piut
s’attendre & en avoir d’autres infiniment voisines. Or, la partie AC, supposée
isolée n’est pas une figure permanente, des forces CF devant étre ajoutées pour
équilibrer les efforts de la tension superficielle sur le parallele C.’

Le fractionnement de la masse de Plateau nous parait donc exiger, pour
son étude, non seulement I'hypothése d’une loi de vitesses angulaires variables
dans la masse, mais aussi, au moins pour une partie du phénoméne, I’assimila-
tion du probléme a celui d'un mouvement de déformation d’une masse.

Par contre, nous pensons avoir donné du phénomeéne de l'évolution, ou
les vitesses restent assez faibles et assez uniformes dans la masse, une théorie

qui s’accorde bien avec les faits expérimentaux.



" TROISIEME PARTIE

Sur les masses fluides en rotation, soumises simultanément
a une tension superficielle et a une attraction entre leurs
particules obéissant & une loi newtonienne.

CHAPITRE UNIQUE

58. Equation intégro-diftérentielle de la surface.

Considérons une masse quelconque, de révolution ou non, & tension super-
ficielle, avec attraction newtonienne entre ses particules. Nous la supposons
d’un seul tenant, libre dans un milieu & pression uniforme et en équilibre
relatif dans sa rotation uniforme autour d’un axe géométrique fixe.

Soient : _

X, la constante de Newton ;

w, la densité du liquide ; A

f, la valeur de la tension superficielle ;

», la vitesse angulaire de rotation ;

p1, la pression extérieure ; , :

R, et R,, les rayons de courbure principaux de la surface libre, en un
p. int distant de z de 1'axe de rotation, rayons comptés positivement quand le
centre de courbure correspondant est situé du c6té du liquide ;

P, le potentiel di a la masse liquide(P =z ?)

13
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Si p est la pression, en un point de la masse liquide, distant de z de I'axe
de rotation, I'équation de I'équilibre relatif s’écrit

1 w?x?
(169) Lap— d(P + 25,
d’ou
(170) p= m(P -4 mZﬁ) -+ constante.

Sur la face intérieure de la couche superficielle, d'épaisseur négligeable,

.

on a -
1 1
p=p ""f(R“, + R})'
D’ou, sur la surface libre,

wx?

w<P —+ 5 > -+ constante = p, —{—f(i%— —+ Ri)
1 2

Autrement dit, la surface libre satisfait a I’équation intégro-différentielle

w2x? 1

(A7) (P + T>m —f{ + 1) = constante.

59. Théoréme étendant une formule de Poincaré.

En plus des notations du numéro précédent, désignons par U,, la valeur
constante, pour une surface d’équilibre, du membre de gauche de (171) ;

W, l’énergie potentielle de la masse (W = /X "%%) ;

J, l¢ moment d’inertie de la masse par rapport a I'axe de rotation ;

V, le volume de la masse ;

Q, laire de sa surface libre.

Ajoutons a notre masse liquide une couche quelconque, infiniment mince
du méme liquide et soient dW, dQ, dJ et d'V, les variations correspondantes
de W, Q, J et V. Nous supposons que la nouvelle surface libre et la surface
libre primitive sont deux surfaces. infiniment voisines d'une méme famille
continue de surfaces. '

Soient dg, un élément de la surface primitive Q et e, I'épaisseur, en cet
élément, de la courbe liquide ajoutée, épaisseur comptée positivement a partir
de I'élément do et vers I'extérieur de la masse liquide primitive.

W = mfPedcr,
Q

On démontre que
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intégrale s’étendant atoute la surface primitive (voir Aprer, Traité de mécanique
rationnelle, t. IV, 1921, p. 95, ol la densité est supposée égale 2 1.)
On démontre aussi que

oQ :ﬁ(ﬂi‘ +‘-li—z>edc

(voir Boussinesg, Cours de physique mathématigue, t. 111, 1921, p. 1924 194).
Si x est encore la distance d’une particule A 'axe de rotation, on sait que

8J =mfac2.e.dc.
Jo
SV-;—fedc
Q

®? - r 1 1 w2x?
W — f.8@ + o 8J ——]Q[ESP — f(E -+ R;)+ o p) ,]edc.

Enfin

Donec

Mais d’apres (171), cette derniére intégrale est égale a

Uof;dc= U,.9V.

172) W — f.30 4 %2 8] = U,.4V.

Done,

Considérons maintenant un accroissement spécial, infiniment petit, tel
que a nouvelle masse soil homothétique & la premiére, le centre d’homothétie
étant sur I'axe de rotation. Toutes les distances linéaires, y compris les dis-
tances des particules & I'axe de rotation, sont multiplides par 1 4 &, ou & est
un infiniment petit.

Dans W et J, chac‘une des masses élémentaires, égale a la densité w,
multipliée par un élément de volume, devienit (1 < &)? {ois plus grande: On en
déduit facilement que en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur
ail,

W 4 8W = W(1 + §)> = W + 58W,
J + 8] =J(1+8y=17J -+ 58],

V + 8V = V(1 -+ 8)* = V 4 38V,

Q 4+ 86Q = 9(1 —+ 8)9 = O -{- 280,
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D’ou

5WE — 2/8 - 2 536 = 30, Ve,

et, par suite, en divisant par 38,

5 2
(173) 3 (W + 2’2_ ) — 5 /e =VU,

Cette formule est une extension de celle qu'a donnée Poincaré, pour les
masses sans tension superficielle ().

60. Sur une application de ce théoréme aux masses non annulaires
soumises uniquement a la tension superficielle.
Considérons une masse de révolution, non annulaire, & points sur l'axe et

sans attraction entre particules, comme dans la premiére partie de ce mémoire.
Ici done

% =0, W =0, P=0.

Soit toujours 7, le rayon de courbure du méridien aux pdles.
La valeur constante U, de la foqction (171), sur la surface libre, calculée
aux pdles, aprés y avoir fait P = 0, est égale &

2/
. TR
Donc (173) s’écrit
bwts 2. 9f
szl —af=—
et
4 3V
I=gm(e %)

(C’est bien la formule (59) déja établie sur les formules particulieres au
probléme. '

61. Sur une application du méme théoréme aux masses annulaires sou-
mises uniquement 2 la tension superficielle. ,

Calculons U, sur la surface libre de I'anneau, en choisissant, pour faire ce
calcul, un point de la circonférence équatoriale extérieure de rayon a.

(*) Voir Arrer, Traité de mécanique rationnelle, t. 1V, 1921, p. 96 ot les notations sont diffé-
rentes des ndtres et ol les unités ne sont pas quelconques,
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Reprenant les notations du n° 40, on a, sur la circonférence équatoriale
extérieure
| Lol ka0
R, K= a* - ,

d’aprés la formule (86) valable pour les anneaux, comme il est dit au n® 40.

Donc, d’apres (171)..

2,2
Uy = 25w — [(4k%* + 2A).

2
Mais (n° 39)
s 0B
k? = 5
Done
U= —2Af.
D’ou, (173) s’écrit
5 w? 2. _
37 —3/=—20Y

et

4
J = 5:—0):(9 — 3AV),

Clest bienla formule (111) déja établie sur les formules particulieres des
anneaux.

62. Sur la figure d’équilibre, de révolution, d’'une masse en rotation, sou-
mise 3 une tension superficielle et & une attraction entre ses particules obéis-
sant & une loi newtonienne, dans le cas ou »* est négligeable.

Dans les n°s 58 &4 61, nous avons désigné la densité par @, au lieu de ¢' em-
ployé précédemment, pour éviter des confusions dans ces numéros, avec le
signe ¢ indiquant une variation. -

Nous recommencerons maintenant & désigner la densité par d\

. 4 . ..
Soient donc 3 nR?, le volume d'une masse liquide tournant autour de son

axe de révolution, sans axe matériel de rotation; X, ¢ et f, la constante de
Newton, la densité du liquide et sa tension superficielle. La sphere est la figure
d’équilibre absolu.

Dans un travail antérieur (*) nous avons déterminé, pour de petites valeurs

(*) Gomptes rendus des séances de UAcadémie des Sciences, t, 184, 1927 p. 961 3 963 et 1140.
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de la vitesse de rotation ®, et en négligeant les quantités d'orde égal ou supé-
rieur & 4 en v, la surface de révolution voisine de la sphére, qui est une figure

d’équilibre relatif, pour notre masse liquide soumise simultanément d des actions
newtonienne et superficielle et & une pression extérieure uniforme.

Nous nous bornerons & rappeler que cette surface d'équilibre de révolution
correspondant d la petite vitesse »» se confond :

1o avec le maclaurin correspondant a la méme masse liguide, supposée sou-
mise uniquement i Uaction newtonienne et & une rotation o, telle que,

2my 2R3
(174) Wy = m\/Qﬂxb:lé: —+- 15/

20 qpec la figure d’éguilibre de la méme masse, supposée uniquement soumise
d Paction superficielle et a une rotation wa.telle que

(175) w,-m\/zﬂ)@w sy

63. Sur la figure d’équilibre de révolution, d’'une masse en rotation, sou-
mise & une tension superficielle et 4 une attraction entre ses particules obéis-
sant 4 une loi newtonienne, lorsqu’on ne néglige que les termes en °.

Nous allons étendre le résultat précédent et déterminer une surface de

" . . A .
révolution renfermant un volume égal a celui de la masse h nRs) et satisfai-
c

sant & (171), le tout aux quantités pres de 'ordre de °.
Cousidérons la surface de révolution dont le méridien est défini par

(176) —E =acos g, . 1-};; = b simg -+ ¢ sin® o,

I'axe des y étant I'axe de révolution et de rotation et a, b, ¢ étant de la forme
V a=1 + a0 + aw*
A77) b= 1 - bw? + byt
¢ — v cowt.

Posons

a = 7y, ﬁ:R3_

On voit, par une intégration facile, que 1'équation du volume s’écrit exac-

tement

o ofb=g) =1
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On démontre ensuite qn’au degré d’approximation considéré, B1 +F§ est

un polynome du second degré en sin? 4. En effet, si 2" el 3’ sont les dérivées
de z et y, par rapport & ¢, on a

L rdf =y .
“1 Rg‘—wmlzp \/x"& -+ y’2

Calculant 2’ et ', on trouve

= —asin ¢ = — (1 + a;0? + aw*) sin ¢

R, 8

|

R' = b cos ¢ -+ 3c sin® ¢ cos o

= (1 + bjw? + byw* -+ 3cyw* sin® ¢) cos ¢

=1 4 2bj0® + (b] + 2b,)w*

—+[2(a, — by)w? + (a} — b} -+ 2a, — 2by + 6co)w* ] sin® ¢

— Beyw® sint o.

a'? + y'?

Développant (22 4 y_’2)“§ par la formule du binéme, effectuant les opérations
et dérivations, on trouve '

—R%+Ri2:—£ﬁ[23~l+(—a(+b1)w2+( % +3b L+ 2a,b, ——a2+b2)w‘2
(179) +} (s — by)o? -+ (20} — Buyb, ~+ 3b} + @y — by - 3ea)w® { h sin? o
( a; — b)) o,
_18302+(—1—2——1—)§w sm cpJ.

Nous aurons besoin du potentiel de notre masse, sur sa surface libre d’équa-
tion (176). Nous vérifierons, & la fin de nos calculs, que a;, > 0, b, << 0, ¢ < 0;
nous avons donc a > b, puisque o est petit, et comme, de plus, ¢ << 0, nous pou-
vons calculer le potentiel, sur notre surface, difi & Pellipsoide qu’on obtient en
faisant ¢ = 0 dans (176), en partant des formules qui donnent le potentiel &
Uintérieur d’un ellipsoide de révolution aplati.

i ; d’apres (177) {2 est de I'ordre w?.

e
Posons 2 = 52 '
On a, pour le potentiel di & I'ellipsoide, & l'intérieur de sa surface, et a
une constante prés
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1412 arc te [ — l
B (cg 1+l2>'

2
P’ = 2myd L—I:—l (2l — 2 arc g 1),

2P P' = 4myd.

P =2mys

Limitant leurs développements & leurs termes en [*, on a :

P = 2nz$(% _ 2k -+ 21&) )

315 " 3H
o af2 /._tf__lkl‘
P'= 21‘!L0<3— 4 15 3~5)

Aux quantités en 0 prés, on trouve

B = 2(a, — b)w? + [(a, — b,)? + 2b! — 2a,b, + 2a, — 2b,J*
It = 4(ay — by)w* :

et, tous calculs faits, on parvient, & une constante prés, pour le potentiel da a
'ellipsoide considéré, sur la surface (176), a 'expression

( ﬂx_ORz[ 3 ng(al —_ bl)wz —+ (11'.40—501: — 130—25a161 _— 34*51)1
(180)
—+ éa, —_ ﬁ,,bg w §sin? o — écgw‘ sin® « |.
1572 15 1 3 v

Nous allons maintenant calculer le potentiel, sur la surface (176), di a la
mince couche quil faut ajouter a I'ellipsoide précédent pour obtenir ia sur-
face (176). Aux termes en o pres, 'épaisseur de cette mince couche ellipsoi-
dale, mesurée normalement a I'ellipsoide est égale &

(181) { = c;Rw* sin® o

C et le potentiel a ajouter a celui de I'ellipsoide ont le signe de c,.
Avec des erreurs d'ordres supérieurs ou égaux & 6, en v, on peut successi-
vement : ; _

" 1° Remplager, en un point de la surface (176), le potentiel dfi a la couche
d’épaisseur &, par celui d’'une simple couche. d’épaisseur nulle, répandue sur
I'ellipsoide, et de densité superficielle égale a £0';

2° Remplacer, en un point de la surface (176), le potentiel di a la simple
couche ellipsoidale, dont la densité superficielle est {d', au point z = aR cos ¢,
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y = bR sin ¢, par le potentiel dfi & la couche sphérique de rayon aR dont la
densité superficielle est £d', an point z = aR cos ¢, y = aR sin ¢; :

3° Remplacer le potentiel de cette couche sphérique, au point z = aR cos ¢,
y = bR sin ¢ + ¢R sin® ¢ de la surface (176), par le potentiel de cette méme
couche sphérique, au point z = aR cos ¢, y = aR sin ¢.

Nous avons donc, en somme, a calculer sur la sphére de rayon alR, le
potentiel d'une simple couche répandue sur cette sphere et de densité superfi-
cielle égale a ¢,Rdw? sin g,

Posons sin ¢ = ¢ et raisonnons d’abord sur une sphere de rayon 1.

SiYy(t) =1, Yy(t) = & , Y, (1) = 3544 _—%Qf +3 sont les polynomes
de Legendre de degrés 0, 2 et k,ona:
_ 1 4 8
=g Y, + 5 Y, + 35

Nous avons ainsi développé i* en une somme de fonctions sphériques de la
seule variable ¢ = sin ¢ el, par suite, d’aprés une formule classique ('), le poten-
tiel cherché, pour la couche de rayon aR, est égal a

a2 (§ Y+ 55+ 55 )

et, tous calculs faits, égal a

1 . 16
(182) 4y uc, Rt (9 sin® ¢ —+ “),) sin? ¢ + ‘105>'

11 est & ajoutera (180) pour donner le potenticl P, qui figure dans 'équation
mtegro différentielle (171) de la surface libre.

Tenant compte de (179), (180) et (182), on parvient, pour I'équation (171),
a la forme suivante:

ot sinte | & e Ro(a, — by — B2 - 4@ — b))
5 22 by 2 2 8
(183 \—f—w‘ sin? o[4nyd2R? (51 } - 10‘)0,[)1 — 35 15a2 1552 -+ 10,)0;)
L / ‘

- %R"Bq, - 4f(22} + 36 — 5a,b, 4 ay — by + 3c,)]

, paee
4- w* sin® ¢ [',_ 3"7.623302 — 18 ; o — (_‘h___rbtl : ] = (.

(*) AepeLL, — Trailé de mécanique rationnelle, t. IV, 1921, p. 117.
N 14
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Cette éqnation devant &tre satisfaite quel que soit 2 et quel que soit o
petit, chacun des coeflicients de »? sin? 2, »tsin? g, ol sin® 4 devra étre nul.
Dot 3 équations entre les 5 inconnues ay. b, a,. b,, ¢,.

Mais, l'équation (178) du volume s’écrit, en tenant compte de (177) et
apres quelques simplifications : -

(18—’.‘:) 5(2511 -+ b1)U)2 -+ /\\F)(lf -+ ‘106!1\]71 -t 10!12 -+ 5b2 ~+ 302)(!)A = O,

qui devra étre satisfaite uel que soit o) petit, ce qui exige que les coefficients
de w? et de w? soient tous deux nuls.

D’olt 2 nouvelles équations entre les 5 inconnues a;, by, @, by, ¢,. Nos
5 équations résolues donnent :

5 b =5 5(7402 -+ 16548a% + 595356%)

o) . o s
M 8+ 158) 422 +158) 7T T 4482x & 158) (4 + 815)
b, - B(— 12802* + 1104628 + 2466458°) — 182255
2 = —_— I ERTA

896(2% + 158)° (4a + 818) © 2 12825 & 150)° (b= + 81%)



TABLE DES MATIERES

PREMIERE THESE

Pages
INTRODUGTION . . ot ettt sttt ittt e e et ee et ee e e ie e ee e e e vesaas s eeraneneanans 3
PREMIERE PARTIE
SuR LES MASSES LIQUIDES DE REVOLUTION, NON ANNULAIRES, HOMOGENES ET SOUMISES A LA
SEULE TENSION SUPERFICIELLE, EN l:JQUlLlBRE RELATIF® DANS UNE ROTATION UNIFORME
AUTOUR DE LEUR AXE DE REVOLUTION ET SANS AXE MATERIEL DE ROTATION:
CHAPITRE PREMIER
Déterminaticn du méridien d’une masse liguide donnée
soumise & une rotation donnée
1. Enoncé du probleme. .. .. ... ... .o ittt i it 6
2. Equation différentielle du méridien,.................... e e 7
3. Discussion de Véqualion précédente............. ...l 9
4. Intégration de 'équation (10), pour K << 2., ... ... iiiiiiiiniiiiinninnnnnns 11
5. Forme générale de la courbe méridienne. ........ e e 14
6. Byuation exprimant l'invariabilité du volume............. ... ... ccoiiiiiann.. 15
b .
7. Etude de la courbe X = K2, ¥ =1 — (1 — KZ)_E ............... Ceestenasssaan 16
8. Résolution de I'équation transcendante en K2, .. ............eeeeeenrnnnnenannns 21
9. Tracé du méridien. ...........iuiiiiiiiiine it ittt e 22
. A 2. BN @

10. Développement de F(c, ©) en série entiére en tg IR REE R R TR PRRE T TR .22
11. Dé\reloppement de K(c, ¢) en série entiére en tg cf ............................. 2

12. Développement de 'ordonnée de la courbe en série entiére en tg 3 ..... cenamnaes 25



108 TABLE DES MATIERES

13.

14.
15.

16.

17.
18.
19.

20.
21.

22,
23.
24,

25.
26.

27.
28.
29.

30,
31.

‘ CHAPITRE II
Etude spéciale du cas de K petit

Cas od les termes de I'ordre de K* sont négligeables devant 1

al '
Développement de 7)? en série entiére en K2

. b . . .\
Développement de % et de 1%, en séries entieres en K2

ad® N
Développement de R en série entiere en J?

CHAPITRE III
Discussion du probléme

Discussion du probléme dans le cas d’une pression extérieure nulle.............
Discussion du probléme dans le cas d'une pression extérieure non nulle.........
Remarque relalive aux figures d’équilibre correspondant & une méme valeur de

R = J2R3
Remarque relative aux figures correspondant & une méme valeurde a..........
Remarque sur l'intersection de deux méridiens convexes.......................

CHAPITRE IV
Propriétés diverses des figures d’équilibre

Courbure, développée et rectification du méridien
Airve d’'une section méridienne

¢ CHAPITRE V
Calcul de Uénergie tolale de la masse liguide en rotaticn

Calcul de Yaire de la surface libre de la masse liguide.........................

Calcul du mioment d’inertie de la masse liguide par rapport & son axe de révo~
Iation

Développement de J en séries entidres en K2 et en h*
Force vive de la masse ligniie enrotation. ............c.o i iiiiiineunnnennns
Euergie tolale de la masse lignide en rotation

CHAPITRE VI
Variation des-divirses quantités relatives d une méme masse liquide
et stabilité de Uéquililre

Courbe de variation du rayon éguatorial «, en fonction de la vilesse w de rofation.
Viriation de b et de =y, en fonction de w

.....................................

Pages

28

28
29

29

30
31

33
33

o
b

36
36
37

39

40
40
41
41

42
45



TABLE DES MATIERES 109

32. Démonstration de la formule ar = ?f ....................................... 47
. [739] w?

aj ’
33. Vérification de la formule o= %’2 sur les formules particuliéres & notre probléme. 48

34. Sigoe de gg\g ............................................................... 49
35. Courbe de variation de Q én fonction de @ . ... ...c.oviiit it iieiieonnronannanns 50
36. Courbe de varialion de Jen fonction de 2. ... ... ... . ... v iiiiiinn e 51
37. Courbes de variation, en fousclion de w, de U'énergie cinétique, de I’énergie de
surface et de I'énergie totale de la masse liguide en rotation ................. 52
38. Etude de la stabilité de I'équilibre ..., . ... ... it ees 53

DEUXIEME PARTIE

APPLICATION DE LA THEORIE PRECEDENTE A L’EXPERIENCE DR PLATEAU,
ETUDE DES MASSES ANNULAIRES ET D!SCUSSION DE CETTE EXPERIENCR

CHAPITRE PREMIER

Sur les formules applicables aux masses centrales entourant un axe matériel
de rotation et sur les propriétés générales des masses annulaires

Formules applicables & une masse liquide de révolution soumise & la seule tension

39.

superficielle, entourant un axe matériel et en rotation avec cet axe............ 57
40. Formules applicables & une massec annulaire de révolution, en rotalion autour de

son axe de révolution et soumise & la seule lession superficielle.......... e 60
41. Sar e tore infiniment long et infiniment délié de vitesse infiniment petite....... 61
42. Relation entre J, Q, w, a et a’, pour une masse annulaire. .................. ... .63
43. Démonstration de cette r lation par des considérations générales, ............... - B4
44, Energie cinétigue, énergie potenticlle de surfuce el énergie totale de I'anneau. ... 64

CHAPITRE 1I

Variation des diverses quan'ités rclatives & une masse annulaire
et stabilité de Uéquilitre d’une masse annulare

45. Sur une propriété d’homothétie des anneAUN. .. .. ...oiie et it iiee e 65
46. Etude analytique du probléme . ....... PN PO cose 67
47. Remarque sur la varialion des rayons équalorisux a’ et a, en fonction de w...... 74

48. Etude dela surface par développements en séries quand % est suffisamment voisin

T et eeaeree 76
49. Résu'tats numériques et courbes (w. a) et (w, «)........coovo.. B, 82
50. Formes succesgives des anneaux........................ B . 84

51. Counrbes de variation du moment d'inertie J. en fonction de w et de 1'aire Q de la
surface libre..........co i il i heereneetiesacasasaae ety 86



110 TABLE DES MATIBRES

Pt‘:ges
52 Etude de la stabilité de 'équilibre des anneaux...........covveeveiinvinnnen. 87
53. Courbe de variation, en fonction de w, de ’énergie totale & de 'anneau.......... 88

CHAPITRE III

Discussion de Uexpéricnce de Platean

54. Les théories précédentes sont applicables & cette expérience....... et . 90
55. Les résnltats expérimentaux de Plateau...........c.cieiieiiiiiiiiieennneens 91
56. Les résultals théoriques et discussion de I'expérience de Plateau; en ce qui con-

cerne 'évolution Q'UNE MASSE. . .eovuuvueeneereneeneunnnn.ns Ceeienaan. veee 92
57. Sur le fractionnement d’'une masse de Platean............ ceneeanns Ceeeeeeana. 95

TROISIEME PARTIE

SUR LES MASSES FLUIDES EN ROTATION, SOUMISES SIMULTANEMENT A UNE TENSION SUPERFI-~
CIELLE RT A UNE ATTRACGTION ENTRE LEURS PARTICULES OBEISSANT A UNE LOI NEWTONIENNE

CHAPITRE UNIQUE

58. Equation inlégro-différentielle de la surface. ......ouoiviiiiniiniininenns 97
59. Théoréme étendant une formule de Poinearé. ... ... ... oiriiiiiniinenanonnn. 98
60. Sur ane application de ce théorgdme anx masses noun annulaires soumises unique—

ment a la tension superficielle. ... .. ... .ol 100
61. Sur une application de ce théoréme aux masses annulaires soumises uniquement

4 la tension superficielle. .. .. ... ..eeeeniieeiineiitiiereiiiaaeaiaieeeiaei. 100
62. Sur la figure d’équilibre, de révolution, d'une masse en rotation, soumise & une

tension superficielle et & une aitraction entre ses particules, obéissant & une loi

newtonienne, daus le cas ol vt est négligeable............. ..o ol 101
63. Sur la figure d’équilibre, de révelution, d’une masse en rotation, soumise & une

tension superficielle et 3 une atlraction entre ses particules, obéissant & une

loi newtounienne, lorsqu’on ne néglige que les termesen «.®................ 102

DEUXIEME THESE

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE....... e A & §





