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PREMIERE THESE.

COMPLEMENTS AU THEOREME DE M. JULIA.

InTRODUCTION.

1. Dans un mémoire classique M. Prcarp a démonteé qu'une fonction méromorphe
1) prend toutes les valeurs sauf peut-étre deux *). Son théoréme a &t Porigine d’une
théorie extensive que les recherches de MM. Borer, Scmottky, Laxpav, MoxTerL,
Vaurow, Jus, Ostrowski, NEVANLINNA et MitLoux ont amené 4 un haut degré de
précision. Les résultats peuvent étre divisés en deux classes, ceux d’une nature quantita-
“tve comme les énoncés de MM Boret, Vaviroy, Nevantivva et MiLLoux et ceux
d’une nawre qualitative comme les résultats de MM. MoxteL, Juuma, et Ostrowski,
et qui sont remarquables par leurs simplicit¢ et ¢légance.

M. Borew fut le premier 4 généraliser le théoréme de M. Prcarp en démontrant
que ™), 5i f(z) est une fonction méromorphe dordre p ¢f g(x) une fonction méromorphe
quelconque dordre inférieur @ p, Vexposant de convergence des zéros de f(2) — g(3) est
dgal & p sauf peut-dire pour deux fonctions g () et g,(2).

Pendant la derniére décade beaucoup d'interét se manifesta dans les tentatives pour
trouver des régions de plus en plus restrictives pour lesquelles on peut dire que la
fonction f(z) prend toutes les valeurs sauf peut-étre quelquesunes. En employant la

1) E. PrcArD, Mémoire sur les fonctions entires [Annales Scientifiques de I'Ecole Normale Supé-
rieure, 2° série, t. IX (1880), p. 147-166).

%) E. BoreL, Legons sur les fonctions méromorphes (Paris, Gauthier-Villars, 1go3). Le résultat pour
les fonctions entitres avait été donné dans un mémoire: E. BOREL, Sur les zéros des fonctions entiéres
[Acta Mathematica, t. XX (1896), p. 357-396]. Voir aussi E. Borer, Legons sur les fonctions entidres,
2 tdition (Paris, Gauthier-Villars, 1921).

Witeians, 1



Y] DAVID R, WILLIAMS.

théoric des familles normales de M. Moxter, M. Juuia a douné les propositions sui-
vantes °):

1. Soient () wne fonction entitre on wne fonction méromorphe ayant une valewr
asymlotique, ot D' le domaine balayé par un cercle C dont le centre 7 décrit un chemin
L donné aboutissant aw point & Uinfini, et dont le rayon est iz}, o ¢ est un nombre
positif : il existe un domaine D, qui sz déduit de D' par une rotation convenable auntour
de Torigine, et dans lequel la fonction f(2) — a Sannule une infinité de fois pour tou-
les les valeurs de a savf denx au plus.

2. De plus, soit 5 un nombre de module supériewr & 1 et & un nombre positif ar-

bitraire. IV existe un point 7, de module compris entre 1 et 6 te) que, dans Pensemble
des cercles C .y n =1, 2, ... de centres 7 6" et de rayons <|¢"), o fonction f(7)—a
Sannule wne snfinitd de fois pour toutes les valewrs de a sauf dews an plus.

Ces propositions découlent immédiatement des résultats obtenus par M. Mizzoux.
En s'appuyant directement sur le théoreme de M. Sciorrky, il a démontré Uexistence
d'une suite infinie de cercles {C(r,, f)} #) dont les centres ont 7, pour modules,
croissant indéfiniment avec n, et tels que dans C(r , f) la fonction f(7) prenne toute
valeur de module inférieur 4 9(r,) sauf au plus des valeurs qui peavent &we enfer-

I o s
mées dans deux cercles de rayons At 9(r) étant une fonction croissante indéfini-

1,
ment avec r °). M. Mictoux a donné 4 ces cercles le nom de cercles de remplissage
parce que la fonction Z'=f(7) remplit des régions de plus en plus érendues du plan
des Z lorsque le centre de C(r,, f) ‘s’éloigne 4 Vinfini, Dans un mémoire récent %)
M. Vauwox a précist les résultats de MM. Juua et Mizoux sur le rayon des cer-
cles de remplissage et dans le cas d'une fonction ordre fini la borne supéricure ob-
tenue est la plus précise possible 4 un facteur constant prés.

Dans une monographie, parue dans le Mémorial des Sciences Mathématiques, M.
Vaurox a fait remarquer que le théoreme de M. Juuia peut se généraliser au cas ol

3) G. JuLa, Sur quelgues propriétés mouvelles des fonctions entiéres et méromorphes [Annales Scien-
tifiques de I'Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. XXXVI (1919), p. 93-125; t. XXXVII (1920),
p. 165-218; t. NXXVII (1921), p. 165-182).

4) Pour la britveté nous désignerons une infinité dénombrable d'entitds 4,, 4,,..., 4,, ...
par %A,j et une infinité non-dénombrable d’entités 4 par {A%

5) H. Miwroux, Le théoréme de M. PicARD, suites de fonctions holomorphes, fouctions méromorphes
et fonctions entifres (These) [Journal de Mathématiques pures et appliquées, §¢ série, t. Il (1924),
p. 345+ ; Sur le théoréme de M. Picaro [Bulletin de la Société Mathématique de France, t. LI
(1925),9 8217,

8) G. Vawrow, Compléments au théoréme de Ptcnn Juua (Bulletin des Sciences Mathématiques,
t 51 (1927), p. 167831,



COMPLEMENTS AU THEOREME DE M. JULIA. 3

la constante @ cst remplacte par un polynome ou par une fonction encore plus géné-
rale 7). Ce sont ces généralisations dont il s'agit dans le présent mémoire.

Nous bornerons notre attention aux fonctions entiéres. Pour notre but nous au-
rons besoin d’une ingalit¢ relative aux fonctions f(z) holomorphes ¢t ne prenant pas
les valeurs zéro et un dans le cercle-unit¢. D'aprés un théoréme de M. SchorTky on
sait que chaque fonction d'une telie famille est bornée dans le cercle ] £ < 1 par

une fonction de f(0) et . M. Vaciroy a donné une expression explicite pour cette
fonction, 4 savoir ®)

1+

P | -0
V@& <[4+ 417,
A4 éuant unc constante absolue, et dont nous donnerons une démonstration. On- peut
¢rendre cet inégalité au cas ob f(z) ne devient pas égale 4 deux fonctions holomor-
phes dans ;] < 1.

Prenant d'abord une fonction entiére f(z) et un polynome P(3) de degré £ p,
et en s'appuyant directement sur le théoréme de M. Scorrky, nous nous proposons
de démontrer qu'il existe un cercle dans lequel f(z) — P(z) 2 au moins un zéro pour
tous les polynomes P(7) sauf peut-¢rre ceux voisins d'un certain polynome, et alors
qu'il cxiste une suite de cercles JC } de centres s'¢loignant indéfiniment tels que dans

C, les fonctions f(z) — P(z) sannulent pour tous les P(3) de degré £ p(C,) sauf
~ceux d'un certain ensemble {P} dépendant de C,. Etant donné

=6t it ot ol

et en représentant les p 4 1 premiers coefficients dans p 4 1 plans, on peut définir
un domaine D des p 4 1 plans dans lequel les coefficients ¢, ¢, ..., ¢, peuvent
varier sans que les nouvelles fonctions obtenues cessent de s'annuler dans C_ . Le rap-
port du rayon de C, 4 la distance r, de son centre de origine décroit lorsque 7,
tend vers infini, d'oll résulte immédiatement un théoréme analogue 4 la premitre pro-
position énoncée ci-dessus de M. Juwia.

Ensuite nous démontrerons que ces résultats s'étendent au cas ou P(z) est rem-

placé par une fonction rationnelle R(z), ou une fonction entiere d'ordre nul dont la
densité des zéros vérific inégalivé

n(r) < (log )",

ol f est un nombre positif mais aussi petit que lon veut, en supposant dans le se-
cond cas que la fonction f(z) donnée soit d'ordre positif.

7y G. VaLiroN, Fonctions entiéres et fonctions méromorphes d'une variable (Mémorial des Sciences
Mathématiques, fasc. II), (Paris, Gauthier-Villars, 1925).

8) G. VaLirow, Sur les fonctions méromorphes sans valewr asymplotigus [Comptes rendus hebdo-
madaires de I'Académie des Sciences, t. 182 (1926), p. 1266-1269].
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La méthode employée exige que ¢(z) soit dordre pul, mais on peut se demander
si les résultats restent vrais quand lordre de g(3) est positif mais inférieur 4 celui de
f@)

Il me reste pour terminer cette introduction, 4 exprimer toute la reconnaissance
que Jai contractée envers M. FrEcuer, le Directeur, et envers MM. les Professeurs
de Plnstitut de Mathématiques 3 Strasbourg, et & remercier tout particuliérement
M. Vawroy qui a bien voulu orienter mon travail et prés de qui J'ai trouvé une aide
constante.

CHAPITRE 1.

Quelques théorémes préliminaires.

9, L'inégalité de Lanpau-Vauiroy.—Pour la démonstration de cette inégalité nous
avons besoin de quelques résultats de la théoric de la fonction modulaire. Désignons
par v le rapport des deux périodes o et v, de la fonction elliptique @(z) de Werer-

strass. Nous supposerons que la partie imaginaire de @ soit positive, ce qui est loisible.
La fonction modulaire

3
Jo)=—f
828 3
ol g, et g, ont leurs sens usuels, reste inaltérée quand on effectue sur w une substi-
tution du groupe modulaire arithmétique. En prenant une nouvelle variable

2T

g=¢

on peut obtenir le développement suivant:

1

(O y=l@=gplitatart =g Fo

la fonction F(g) étant holomorphe pour |g| < 1. La formule (1) nous montre que
J (w) est holomorphe dans le domaine qui correspond 4 la couronne o < Jgf < 1 au
plan des ¢, c'est-d-dire dans le domaine défini par les inégalités

e I(w) < M,

ol I(w) désigne la partie imaginaire de o, ¢ est arbitrairement petit et M est arbi-
trairement grand.

La fonction J(w) prend une fois et une fois seulement toute valeur dans le
triangle curviligne défini par les égalités et les inégalités

Di ——<RWLT, W>1 @ oLRWLL, W=1
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R(w) étant la partie réelle de w. Il suffit de connaitre la fonction J(w) dans D pour
la connaitre dans tout le demiplan positif. La fonction inverse w(y) de J(w) est une
fonction multiforme possédant une infinit¢ de branches. Dans notre discussion nous

considérons la branche w(y) de w(y) qui correspond au domaine fondamental de
J(w). Soit f(z) une fonction qui est holomorphe et qui ne prend pas les valeurs o

et 1 dans le cercle ;] <1, et soit f(0) = ¢, # o. En employant ces propriétés de la
- fonction modulaire M. VaLirox a démontré, daprés M. Lanpau, que linégalité ©)

log () < ¥ (f(0) .
est valable pour | £ r < 1, ob

I
I ((» (x))

K désignant le module maximum de ¢/ (w) pour Jg| = ¢7**.
En faisant une modification legére dans la démonstration de M. Vauwox on
aura

o g0 < 10) L

avec

WM=MPMW+ ]+mm

o) = 2z[1(m(x)) + m] +logK.

De l'inégalité (2) nous déduirons une autre qui donne une borne supérieure pour
|f(z)| trés utile pour les applications. Cette inégalité a ét¢ déjd énoncée sans démon-
stration par M. Vatron ),

Soit

S0)=a, 40 —J0) + -

le développement dans le voisinage du point y = f(0) de la branche de la fonction
a(y) qui correspond au domaine fondamental D. En remplagant dans cette série y par
f(z) nous aurons le développement

1Q=0() =0, +af )1+

9) G. VALIRON, Lectures on the General Theory of Integral Fonctions (Deighton, Bell and Co.,
Cambridge, 1923), Chap. 6. Nous reaverrons le lecteur 4 plusieurs reprises 4 ce livre sous le titre de
« Lectures »,

19 ¢ §)
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qui est valable dans le cercle [y| < 1. J() étant Pinverse de w(y), la fonction ()
est égale 4 | (g(()), et par conséquent au point ¢, dans le plan de J(w) correspond

un point w(c,) dans le triangle fondamental D du w plan.
Il s'agit de trouver maintenant une borne supérieure du nombre g(c) lorsque le

point w(c,) se trouve dans D. De la géometrie il résulte que

I 2

LIS

I(a(e) ~ 13

- Pour considérer le terme I(u(c,)) il est commode de diviser D) en deux régions

sclon que [ (a(co)) ZK,ou>K, K éunt un nombre que nous allons définir.

D'abord, de la formule (1) on déduit que le produit ¢(w) est régulier pour g < 1
et

(3)

) I
q](m)»K"—;ﬁg

lorsque ¢ tend vers zéro, C'esta-dire lorsque I(w(x)) tend vers infini
Soit K un nombre tel que 'inégalité

- 7] () > K;
ait liew pour 1w (x)) > K, En particulier nous aurons pour I(a(s,)) > K,
9] () = lglk) > R,

e_znlﬁ(ro\) I‘C I > Kz’
0 0

et ensuite

dot il résulte que

4) 281(0(e)) <log| — 2log K, < log 5| +- K,
K, une constante bornée.
Considérons I'inégalité (2) pour le cas ot

) L I(E) LK.

Nous autrons

wwm<[(<»

147
ng]—-——r

(())

et par suite, en tenant compte des inégalités (3) et (5)

mww<&x+f+ ]““

[~=7
= (og )} L1,
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4, une constante bornée; par conséquent

1+7

© Q<4
Diautre part si I(u(c,)) > K,, les inégalités (3) et (4) nous donnent

log f (1)l < [IOg k) + % +logK + Kz] i-:_t—':

= gl KL
et donc
) Q)< (46

4, éant une constante bornée. En combinant (6) et (7) nous aurons Iinégalité

1+7

Q| <[4, + 4]

ce qui est valable pour I (w(c,)) quelconque dans la région fondamentale D, et par
conséquent pour toute valeur de ¢, differente de o, 1, et o qui sont en effet les va-
leurs exceptionnelles de f(z) dans x| < 1. Dans le second membre 4, et 4, sont des
constantes absolues. En désignant par 4 un nombre plus grand que les trois nom-
bres 1, 4, et A, nous aurons le théoréme suivant de M. Vatirow.

TrEorEME 1. — i la fonction f(3) est holomorphe dans le cercle de centre Fori-
“gine et de rayon un et me prend pas les valeurs o et 1 dans ce cercle, Uinégalité

1+r

® fQI<[4lf©) + 4

a liew pour

W L1 L1y A dtant wne constante absolue supérienre & 1.
En faisant une transformation de variable M. VaLizoN a remarqué que les termes
fQ®) et f(o) dans (8) sont permutables, C'est-d-dire que nous avons aussi

1+r

(%) O <[4 + 4™
pour jff L7 <1 ")
Des inégalités (8) et (8) nous pouvons en déduire d’autres ot la constante A
n'apparait plus, ces derniéres n’ayant lien que pour certaines valeurs de f(0) et f(z).
Si, par exemple, |[f(0)] > 1 nous aurons de (8)

141

() QI <[24If )] .

¢S
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Soient 7, un nombre positif < 1, et « un nombre, évidemment positif, tel que

1+14

FOF N (24)7™° .

141,

Désignons Dexpression (2 A);“_’T" par C(r,, 2). Alors si o <r < et [f(0) est
A C(r,, ) nous aurons

) QI <If(e)

D’une méme maniére si |f(;)| est supérieur 4 1 on a de (8%)

T+1 a
I-r
.

I+

(5") <4~
ot si [f(z)| est supérieur 4 un certain nombre posiif C(r,, «) il résulte que

1+r

0" FOIKIQT, KHLr<n<s 1>
Plus précisement, si |f(0)] > 24, on déduit immédiatement de (9)

f@I< O

ce qui est valable pour | L1 £ —:—, et si [f(0) > 44’ cette inégalité a lieu pour
Rkl £r < 1. Encore, si [f(z)) >24 on a

(10) ORI

pour {| L1 L %, inégalit¢ qui nous sera utile plus tard, et si |f(z)| > 44° on a

(10) valable pour ft| L1 < 1.
Les inégalités (9') et (9™ sont utles quand les valeurs de |f(o)] ou de |f(3)|
sont grandes. Nous trouverons des inégalités analogues pour le cas ol |f(0)| ou

If(z)] sont petits. On remarque que la fonction f_(lz—) vérifie les mémes conditions que
f(x), Cest-d-dire elle est holomorphe et ne prend pas les valeurs o et 1 dans le cercle

k<1

Supposons que [f(0)| soit petit et par conséquent V—(Io—)l sot grand, par exemple
> C,. En un point 7, pour lequel [z | =r, et

rl
1—1

£rr, <1

I : : -
on aura T(K—){ > I; car sinon, en appliquant leethéoréme de ScHoTTkY au cercle 4
1
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centre 7, et de rayon 1 — r,, d'aprés (8) nous aurons pour f —z| L1,

T <eA =K
et par conséquent
1
| < K(r).
o) <F0
Il ne suffit que de prendre C, égal 4 2K(r)) pour arriver 4 une contradiction,
Alors 1/,( 3 dtant supérieur 4 1, Iinégalit¢ (9™) nous donne
<[4
o <[l
ou
() o) <= 4O

valable pour |z | L1, £ —— + —— 1 <1, <L

D'autre part, si [f(z)] est petit on a d’une méme fagon

1-r

) Ol < 24(FQ) ™

inégalité valable pour [f| £Lr < r, < 1.

Si |f(o)] est infériear 4 un certain nombre C (x) el que |f(o)[* > 24, «
étant nécessairement positify on a de (11)

-1y

F&) < IfEF 1<.1=n.4,—;’r—,,

et si |f()] est inféricur 4 un certain nombre C (2) on a daprés (11%)

FOI<IQ ", HLr<n<

En mettant dans ces deux derniéres inégalités r = % o= —2—, on déduit que
l'inégalié |
Q< e

a lieu dans le cercle [z < —;—, pourvu que |f(o)| soit inférieur 4 un certain petit

nombre C,, et lingalité
ORI

Wirenans.
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a lieu dans le cercle ¢ <—;—-, pourva que |f(z)| soit inférieur 4 un certain petit
nombre C,.

3. Une généralisation du théordme de LaxDAU-VaLRoN. — Nous donnerons main-
tenant une généralisation de Théoréme 1. En employant sa théorie fertile de familles

normales et de familles quasi-normales M. MonTeL a démontré le théoréme suivant **).
Soient

f=a,tezt -, g=btbzt e, b= tete,

trots fonctions holomorphes dans le cercle [z| < R. Supposons que les équations

[—g=0 f-h=0
waient pas de racines el que

bl <M, <M

dans o cercle. Alors, si b, £ ¢, on a Vinégalité
Iﬂ <¢(“o ) bo—‘o’ M, 0)
valable dans e cercle | <OR, @ ne dépendant que de a, — ¢, b, —c,, M et 0.

o) Yo

Nous considérerons des cas spéciaux et nous donnerons des valeurs explicites pour
fa fonction ®. Supposons que b soit identiquement nul et que les fonctions f, g, f—g

w'aient pas de zéros, tandis que [g| < M dans le cercle ] < 1. La fonction / 8

holomorphe et ne prend pas les valeurs o et 1 pour [y < 1. Par conséquent le théo-
reme 1 s'applique, et nous aurons pour i L1 <1

0) =
[ l<[ ﬂ0+A]’
dotl le théoréme suivant:

TutorEME 2. — Soient f(3) et g(x) deux fonctions holomophes et ne S annulant.
pas dans le cercle 7| < 1. Supposons que I'équation

fQ—gk) =0

wait pas de racines dans ce cercle, ef que Jg(z)| < wm certain nombre posiif M. Alors
dans le cercle | L1 <1 on 4

1+r

(1) s <H[4f 4]

13) P, Mowtex, Sur les familles complexes ef leurs applications [Acta Mathematica, Bd. 49 (1926),
Pp. 115:161].
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D'une maniére plus générale soient f — g, ¢ — b, f — b des fonctions holomor-

phes et ne s'annulant pas dans | < 1, et soient {g(z)| <M, |h(x)] <M. La fonction
f -

est holomorphe et ne prend pas les valeurs o et 1 dans le cercle-unité, et nous

voyons facilement que ['inégalité

l+1

g <np o JOLER 1"

est valable pour [z| £ 7 <1.

CHAPITRE 2.

Généralisations des théorémes de M. Juuia,

4- Un théordme de M, Vatiro. — Dans un mémoire récent ) en s'appuyant
directement sur le théoreme de M. Schortky, M. Vaviron a précisé les résultats de
M. Mmroux sur le rayon des cercles de remplissage. J'indiquerai brévement ses ré-

sultats parce que nous en avons besoin de quelques-uns et la méthode employée nous
sera utile.

Soit f(z) une fonction entiére ayant une singularité essentielle 4 infini. (M. Va-
LIROX a considéré le cas un peu plus général ol f(z) est holomorphe au  voisinage
du point 4 Iinfini qui est un point essenticl). Il existe une suite infinie de cercles de
rayons croissants indifiniment sur lesquels la fonction f(z) prend des valeurs inférieurs
4 1 en module. Sinon, nous voyons que pour r supéricur 4 un certain nombre , la
fonction —— f( ] serait bornée, ce qui contredit le fait que f(z) 2 une singularité essen-
tielle 4 Dinfinie.

Alors soit [z = r une circonférence C sur laquelle i y a un point au moins ol
If@) £ 1, et soit 7, un point de C en lequel

f&)=M (1’, )]

M(r, f) désignant le module maximum de f(7) sur la circonférence C. Il sagit e
tudier la fonction f(z) dans la couronne circulaire:

I or(i=20) <RI <r(1 4 29)

. . I .
oll « est une constante positive < 7 ou une fonction convenable de r. Supposons

1319
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que la fonction f(z) ne prenne pas les valeurs o et 1 dans le cercle

k=1l <zar.
De inégalité (10) il résulte que
Q1> MG, £
pour 7 4 lintérieur et sur la circonférence du cercle
l( - (1‘ é ar.

Soit 7, un point ol cette circonférence traverse la circonférence C. Si f(z) me
prend pas les valeurs o et 1 dans le cercle [y — 7| < 22r il résulte que

QIS V> M, )P

pour | —z,| £ ar. Continuons ce procédé du point z,. Si nous ne rencontrons
aucun cercle dans lequel f(z) prend I'une des valeurs o et 1 nous déduisons que la
fonction f(3) vérifie linégalité

(1) Q> Mer, ff

dans le domaine formé par la suite de cercles de rayons ar et ayant les mémes cen-
tres que les cercles employés dans le procédé, et par conséquent dans une couronne

r(t—o) LR Lr(1 4 )

ol «' est un certain nombre < a, et le nombre m figurant dans (13) est donné par
linégalité

(14) m< 1+ il pat

arc sin —
2

Lei nous supposons que le second membre de (13) soit supérieur 4 un certain
nombre C pour que l'inégalité (10) puisse ére appliqué.

1

Mais si 7 est suffisamment grand M(r, f)" est supérieur 4 1, et nous arrivons
4 une contradiction avec le fait que f(7) prend une valeur de module inférieur ou
égal 4 1 sur la circonférence C. Par constquent il y a au moins un cercle y de centre
%, dans la couronne T' dans lequel f(5) prend lune des valeurs o et 1.

En appliquant le théoréme de M. Scrorrky au plus grand cercle

k=t <z (<2

dans lequel f(z) ne prend pas les valeurs o et 1 M. VAuRON 2 & amené au théo-
réme suivant:



COMPLEMENTS AU THEOREME DE M. JULIA, 13

Soient f(7) une fonction entibre ayant une singularité essenticlle & Pinfini, K un
nombre supérienr & une constante absolue, e « un nombre positif fixe ou une fonction
convenable de r. Alors il existe des cercles C(f)

n r
(15) k—2(f) <1226 KW
avec
(1 — 20) R(N <r(r 4 22),
dont les centres §'éloignent indefiniment, tels que dans C(f), f(z) prenne toute valewr Z
de module inférienr & o(K) sauf peut-éire des valeurs qui pewvent étre enfermées dans

un cercle de rayon o
5 (E)

Vindgalité (14) et Téquation suivante

du plan des Z, m et o(K) dlant donnés respectivement par

L
5

x
®=(57) -
A point 7, et au centre du cercle C(f) nons avons Vindgalité

(18) f@I> ¢

5. Distribution des racines de f(z) — P() oi P(z) est un polynome. — Nous allons
considérer la distribution des zéros de f(z) — P(z) ol f() est une fonction entiére
donnée et P(z) un polynome quelconque de degré £ p, et nous démontrerons qu'il
existe des cercles possédant des zéros de f(;) — P(y) sauf peattre pour certains po-
lynomes, ces polynomes dependant des cercles considérés,

En employant les mémes notations que dans le numero précédent on sait qu'il y
a dans T un cercle de remplissage y de rayon

n r
R< 1246 Kl“—__ogM(r, ik
tel que 4 son centre 7,

(16) f@I> ¢

Soient x le point dans y ol f(7) prend Iune des valeurs o'et 1, y, et v, les cercles
de centre x et de rayons R et 2R respectivement.

Soit '
PQO=Ci+ - +q¢

un polynome de degré £ p tel que la fonction F,(7) =f(x) — P (x) n'ait pas de
zéros dans le cercle y,. Pour les polynomes P(z) qui différent sensiblement du poly-
nome P (7) nous démontrerons que la fonction f(;) — P(z) posstdera un zéro au
moins dans y,. Car supposons que le contraire soit vrai pour un polynome

PRQ=c¢+ e nLh



14 DAVID R, WILLIAMS,

Si g est le plus grand des nombres + et u et si les coefficients {¢} des polynomes
$PQR)} considérés sont tous inféricurs 4 K, K étant une constante ou une fonction
convenable de 7, nous aurons pour {| L7 et r> 1

P.QI£L g+ 0K,

e

(1) P — (I £ 2(¢ + DK,

Le cercle y, et par conséquent le point x se trouveraient dans la couronne
r
- <ki<zr

si
2ar 4 2R < %

Clest-d-dire si

(18) 4a[l + IM6MBg_MK(r,—f)]<I'

Nous supposerons pour le moment que cette inégalité ait liew, donnant plus loin
les valeurs de « et K pour quelle soit satisfaite.
Au point x nous avons

F, () 2.3+ 1109
) O ko

En donnant une borne inféricure au premier coefficient de P(z)— P, (%) on peut
trouver une borne inférieare pour [P(z) — P (1)} En effet on a

PR—PQI=bL 407 1 4,
avec 6 £ g, et || < 2K, et alors

P =PRI B~ bt e b

ou

o 2K 1
() PO~ PI> K=
pourvu que z| =7 > 1. En prenant '
@) P

et supposant 7 > 3, le dernier facieur du second membre de (20) sera supériéuré

{
—. Alors nous avons
4

P@) - PQI> K7,
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. et par suite

g-1

ROETAGN

en remarquant que x| > (1 —22) > —:— sl « <% . Les fonctions F (z), P()— P )

et F (z) = [P(x) — P,(2)] sont holomorphes et ne s'annulent pas dans y,, et donc
la fonction

F&)
P -2

est holomorphe et ne prend pas les valeurs o et 1 dans ce cercle. En appliquant I

. I
négalité de Lapav-VaLmon et mettant r = < dans la formule (12) nous aurons

|Fl(()| < [Max de [P(z) — P, (z)| dans Y;][A\p(xl)fol)’L@ + A]’

valable pour tous les points dans le cercle y,, et en tenant compte de (17), (19) et
(22) il résulte que

IF, (@ < CK ™

et ensuite
R < C K

C et C, bant des constantes. Si nous prenons

(1) K, <K21
nous avons

1
H+7

I e 20"

cette inégalité ayant liew pour le point 7=1; en particulier. Dautre part pour ce
point on a d’apres (16)

&> ‘K’ .

¢t donc nous arrivons 4 une contradiction si
7
rye
&> Cr '’

K=4(p+ logr
r ttant supérieur 3 C.

11 nous reste 4 choisir « tel que l'inégalité (18) ait lien, En effet f(z) étant une
fonction entiére on sait que la fonction log M(r, f) est une fonction convexe et crois-
sante de log 7, d'aprés un théoréme de M. Hapawaro. Par conséquent le rapport de

et donc si
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logr 4 log M(r, f) tend vers zéro lorsque r croit indéfiniment: alors, « érant fixe, m
est fixe et 1
n n og 1
126 =126"4(p+1
G = 2+ Dl <

pour r > un certain nombre r,. En prenant a<—8- nous voyons que l'inégalité (18)
est vérifie.
Interprétons maintenant L'inégalité (21) ce qui devient, en tenant compte de (23)

N 2
(%) bl > =
r* ’
Par définition ¢ est le plus grand des nombres ¢ et n, et o est le degré de
P(z) — P (z). Quatre cas se presentent:
1 §i n=1t=q =1 nous avons e (21")

i 2
|GI - cl\ > It
rl
Alors on deduit que la fonction f(z) — P(z) s'annule dans y, pour tous les polyno-
mes P(z) pour lesquels

n=t e \c,-—c;[>il.

H
r
PSin=t=¢>cona

(=0 pour  gNi> e
e 2
ka = cal > T
r!
Alors la fonction (1)~ P(z) s'annule pour tous les polynomes P(z) de degré n=t
dont les premiers n — o coefficients sont les mémes que ceux de P (3) et

= el>=
N r ’
3° Si 1> t Vinégalitd (21°) devient

U>2,

r

et on voit que la foncuon f@)—- P(() sannule dans y, pour les polynomes de degré

inférieur 4 ¢ si |r,) > —
r
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17
£S%inltona

> =

r

Par conséquent i le premier coefficient de P () est > —2'— la fonction f(7)— P(x)

2

r
s'annule dans y, pour tous les polynomes de degré n <t.

I est bien entendu que les coefficients des polynomes considérés sont inférieurs
'%
i'? en module. En rassemblant tous les résultats on ale théoréme suivant:
TrtorEme 3. — Soient f(z) une fonction entitre donnée et

PO =ed 6. 07+ +4,
un polynome de degré £ p et tel que lo) < K. Soit =1 (> un certain nombre 1)
une circonférence sur laguelle il y @ au moins un point ot |f(z)| L 1. Dans la couronne

(1= 22)r <R < (1 429,

, 1o, .
o étant un nombre fixe < T il existe un cercle de remplissage y de rayon
og M(r, f)’

(H une fonction de p et o) possédant la propriété suivante: ou bien la fonction f()—P(2)
sannule dans y pour tous les polynomes P(3) pour lesquels

R=H(p, a)l_llﬂg’

L
3

r
K<—
1< 2 H
ou bien parmi les polynomes de cette famille il existe un

PR=dai4a."+ +4

el que Ta fonction f(z) — P (z) ne Sannule pas dans v, tandis que f(z) — P(2)
Sannule dans y pour tous les polynomes P(3) pour lesquels on a

2
Pon=tod f—o>,

2
r

, . 2
2 om=t oo o= pour tNIDe o o, —0|>—,
;
R 2
o>t 1>,
2

f

Winxs.
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et pour les polynomes de degré < t pourvu que

>

r

On doit remarquer que le polynome P (1) peut dépendre du cercle de remplissage
" considéré. En outre, plus le cercle de remplissage y est éloigné plus est étendu Pen-
semble admis des polynomes P(7).

Pour les fonctions entiéres dordre fini il existe des couronnes r < jt| <kry &

un nombre fini, dont les rayons croissent indéfiniment dans lesquelles f(z) prend I'une
des valeurs o et 1 et telles que

g M(kr, f) < blog M(r, ),
b &ant un nombre fixe ™). Cette propriété nous permet d'exprimer la quantité R en
fonction du module de Iaffixe du centre de y. En prenant « tel que 1 —22> —;—

des calculs faciles nous ameénent au théoréme suivant:
TutorEME 3,. — Soient f(7) une fonction entitre donnée d'ordre fin of -

PR=c¢l+e "+ F¢, L

un polynome quelconque. 11 existe une suite infinie de cercles {C, (f)} d'équation

_ H(f, D)k, (Nllog I, (f)]
k=1 < oM ()]

H(f, p) étant un nombre ne dépendant que de f(7) et p, possédant la propriété suivante:

ou bien la fonction f(7) — P(z) Sannule dans C,(f) pour chaque P(z) de Vensemble
de polynomes pour lesquels

<Rl

I (i=0,1,2...,8),

ou bien parmi cet ensemble i1 y a un polynome
PR=6+a. "+ +5 4#q

tel que f(z) — P,(x) ne Sannule pas dans C,(f) tandis que f(7)— P(2) s'annule pour
tous les polynomes P(7) de degré m =1 si

= >—,

L
1

40

19 1.c9),
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d =y 0w de degré n <t si
k(AN

ousic,=c pour tNi >0 e, —c|>

ou de degré n <t si

Si P () est un polynome tel que f(z)— P, () ne S'annule pas dans C,(f) nous
Pappellerons un polynome exceptionnel pour C,(f), et si f(x)—P,(z) ne sannule pas
dans aucun cercle de ensemblé {C, (f)} nous dirons que P, (z) est exceptionnel pour
cet ensemble. Le polynome peut étre exceptionnel dans chacun des cercles C,(f) sauf
pour un nombre fini dentre eux: dans ce cas nous dirons qu'il est exceptionnel au
sens large pour la suite {C, ()} A partir d'un certain cercle de rang assez grand le
polynome devient exceptionnel au sens étroit.

Nous ferons une comparaison de ce dernier théoréme avec celui de M. VaLiroy
¢nonct au §-4. Dans une suite de cercles {C,(f)} de centres s'éloignant indéfiniment
la fonction f(7) prend toute valeur Z de module inférieur 4 un certain nombre ¢ sauf
peut-trre quelques-unes; ce qui veut dire que i

f=a40z+al+

on peut faire varier le premier coefficient dans une région déterminée D(C,, f) du
plan des ¢,, sins que les nouvelles fonctions obtenues cessent de s'annuler dans le
cercle C,(f), cette région dépendant de f(7) et du cercle C,(f) et devenant plus
grande quand le cercle s'¢loigne de Lorigine.

Représentons le coefficient ¢, (0 £ £ n £ ) du polynome P(z) dans un plan
P,. Nous allons définir des domaines A7 comprenant des régions dans les plans P,
" tels que Vo peut faire varier les coefficients de P(;) dans A7, sans que la fonction
fR) = P() cesse de sannuler dans C,(f). Soit f,(f)] =1, Tragons dans chaque

2

) iy f
plan Py 0 LiZp, un cercle D, avec lorigine pour centre et de rayon -2“— Le

nombre + désignant le degré et ¢, ..., ¢ les coefficients d’une fonction exception-
nelle (= ¢/ = o s'il n'y a pas de fonction exceptionnelle) traons dans le plan P,
od 0 £i Lt le cercle d; d'équation

h=4>=,

1
rV
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et dans le plan des P,y t <1 £ p, les cercles d; déquation

>

4

]

L'extérieur des cercles D, et lintéricur des cercles 4, seront dits des régions exclues.

+ Nous définirons le domaine 47 de la fagon suivante: il ne contient que les
centres des petits cercles d; dans les plans P,y 6 <i £ p; les points non-exclus dans
le plan P; et les points 4 intéricur des cercles D, dans les plans P, ot § 6. A
chaque domaine A7 correspond une famille de polynomes P(z) de degré n. A tous
 les domaines 47 (s =10, 1, ....,, p) correspond un ensemble de polynomes de degré
Zp et pour ces polynomes la fonction f(7) — P(7) sannule dans le cercle C,(f).
On voit que # = si s N\ ¢ et de plus si 5% 0 et le cercle d, contient Porigine il
est évident que les polynomes admis sont de degré N\ f.

Soit

JR=0t0x+alt Falt ot

L'addition de — P(z) 4 f(z) est la méme chose que le changement des - 1
premiers coefficients de f(z). En faisant jouer au point a; (t < £p) le rdle de Po-
rigine dans le plan des ¢, et au point 4, — ¢ le réle du point ¢ dans le plan des
¢, (i £ 1), nous pouvons définir des domaines /I;U analogues aux A7 . Le théoréme 3
nous montre que st nous faisons varier le point 4, 4,, ..., 4, dans un quelconque
des domaines K;ﬁ toutes les fonctions correspondantes s'annulent dans le cercle C (),
ces domaines dépendant de f et de C,(f).

6. Maintenant nous démontrerons qu'il o’y a qu'un polynome qui est exceptionnel
pour ensemble de cercles {C, (f)}. Supposons que

PQ=ci 4 +¢

soit un tel polynome exceptionnel. Soit

PR=50 4+

un autre polynome quelconque: alors f(7)— P(z) s'annule dans un cercle de la suite
§C, ()} assez éloigné. Supposons que le contraite soit vrai.
Prenons une suite de circonférences | =, (r, <,y i=0, 1,...) telle que

sur chacune il y 2 un point au moins ot |f(z)| £ 1. Alors il existe une suite de
cercles 4C,(f)} de rayons

- r,logr;
R=H(p, “)W -

logr,

log M{r,, f)

Désignons par ¢; le rapport
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D'apres le théoréme de M. Hapawaro cité préctdemment on voit que ¢, tend vers
zéro lorsque # tend vers infini,

Soit p le plus grand des nombres ¢ et n et prenons X le plus petit entier tel que
I
0+10<z=
4

Soient K, le plus grand des modules des coefficients de P(z) et P,(z), & le plus petic
entier tel que

"

r
K 1 < —2& )
et L le plus petit entier tel que
2
o> =
T

Les polynomes P (z) et P(z) n'étant pas identiques, pour au moins une valeur
de 1 nous avons ¢, — ¢; # 0. Soit K le plus grand de ces nombres i et prenons M
le plus petit entier tel que

> =

Désignons par N le plus grand des nombres & p, L et M. De la fagon du choix de
N et des calculs de § 5 il résulte que la fonction P(z)—P () ne s'annule pas dans
Cy(f)- Evidemment le méme résuliat a liea pour les cercles Cy, (f), Cy,,(f)y -+

Finalement le rayon du cercle Cy(f) est égal & H,(2)fey 7y, 0d H () ne dé-
pend que de a. La distance du centre de Cy(f) 2 Lorigine est inférieure & ,3__2@ et

par suite le rapport du rayon de Cy(f) 4 la distance de son centre 4 origine tend

vers zéro lorsque N croit indéfiniment. Nous pouvons énoncer le théoreme suivant:
ThEOREME 4. — Etant donnée une fonction entibre f(3) il existe une suite de cer-

dles Cy‘(f) de centres 7, ([ |=r,) $éloignant indéfiniment et de rayons d,r,, d, tendant

yoy) Ty

I o
vers 7o ave —, telle que Péquation

fR=PR)=0

possbde une infinité de racines dans Vensemble des cercles pour tous s polynomes P(Y)
sauf un au plus.

En faisant usage d'un raisonnement de M. Vauwox ') on déduit immédiatement
un résultat qui généralise la premiére proposition de M. Juuia énoncte dans lintro-

15) 1. c. 9), Chap. V1.
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duction. Soit L une courbe continue procédant de lorigine 4 linfini, et franchissant
chaque cercle de centre Lorigine en un point seulement. On peut la représenter par
I'¢quation

=F (f)

avec F(r) une fonction de r continue et uniforme pour toutes les valeurs de r. Sup-
posons que F(1)=19 . En faisant tourner L awour de lorigine par un angle
¢ (0 <9 < 27) on obtient une courbe L, d’équation

b=F()+e
Une telle courbe et une scule passe par chaque point du plan. Soient L(v) la
‘courbe qui passe par le centre du cercle C,(f) et x,=¢™ le point o L(v) franchit
le cercle fz|=1. La suite infinie de points {x,} a au moins un point limite, soit X = ¢*.

La courbe qui passe par le point X = ¢* se déduit de L par une rotation 4 travers
un angle b — B et par conséquent est d’¢quation

0: F(f)—'eo-*-\ll.
Puisque le rapport du rayon de C,(f) 4 la distance de son centre 4 Lorigine tend

vers zéro lorsque v tend vers infini il est évident que la bande comprise entre les deux
courbes

b=F(N—=0+¢—c e O=Fr)—0+i+¢

¢ étant positif et arbitraire, contient une infinit¢ de ces cercles. Le théoréme précédent
s'applique 4 cet ensemble de cercles et nous avons la proposition suivante:

TutoREME 4,. — Soit L un chemin continu procédant de Torigine & infini, o
wayant gw'un point commun avec chaque cercle de centre Torigine, et B une bande bg-
layée par L en le faisant tourner autowr de Torigine & travers un angle d'ouverture
aussi petit que Pon veut. Etant donnée une fonction entibre ( ) existe une bande B,
dérivée de B par une rolation autour de Porigine, dans laguelle Tn fonction f(7)—P(3)
sannule une infinité de fois pour tous les polynomes P(3) sauf peut-dire un.

Nous ferons quelques remarques qui geénéralisent un peu les théorémes 3-4,.

1° Il est évident que si f(3) n'est pas holomorphe dans un cercle 7 < C on ne
change rien dessentiel dans les caleuls de § 5 pourvu que Pon ne considere que la
région 4 Vextérieur de ce cercle. Alors les théoremes 3-4, restent vrais si au lieu d’une
fonction entiére f(7) nous prenons une fonction F(z) qui est holomorphe 4 Uextérieur
de |z < C sauf 4 Iinfini ol elle possede une singularité essentielle.

2° Au liew d'un polynome prenons une fonction 1(z) holomorphe & Pextérieur

d'un cercle 5} < C sauf 4 l'nfini ou elle possede un pole. Le développement de ﬂ(()
4 Pextérieur de ce cercle est de la forme

R e R e A -k
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Le théoréme 3 s'applique 4 ces fonctions si les coefficients vérifient 'inégalité

2
|c‘.l<-g—, (=t .0y 0, =1,

En modifiant ce ;ésultat dans Pordre des idées de théoréme 4 et en le combinant avec
fa remarque 1° nous avons I'énoncé général: )

TrEOREME 5. — Soient F(3) une fonction donnée holomorphe & lextérienr d'un
cercle [{| < C sauf & Tinfini qui est une singularité essentielle et 1 (3) une fonction ho-
lomorphe & Textérienr d'un cercle g < C, sanf @& Vinfini qui est un pole. Alors il
existe une bande douverture arbitrairement petite dans laquelle T'équation

FR-M@=o0
posséde une infinité de racines pour tous les () sauf un au plus.

7. Les z6ros de f(z) — R(z) ob R(z) est une fonction rationnelle, — Puisque les
fonctions rationnelles n’ont pas de poles 4 Uextérieur d'un certain cercle sauf peut-&re
4 linfini on peut s'attendre 4 ce que la méthode employée dans le” cas d'un polynome
s'étende au cas ot P(g) est une fonction rationnelle. Cest cette extension que nous
nous proposons de considérer dans ce numero.

Soient C; une circonférence sur laquelle il y a un point 7, ol |f(z) L1, et I
la couronne

(1 —20) <R < (1 29), a<—;—. '

Il existe dans cette couronne un cercle y dans lequel f(z) prend I'une des valeurs
oet1et 4 son centreon a |f()>¢". Soient x un point oit f(7) égale 0 ot 1, y, et

Y, deux cercles de centre x et de rayons R et 2R et R (3) et R, (%) deux fonctions
rationnelles:

RO=gd, RO=y3,

avec

| Q=00 4o, 0 4 4,
M@ =0, " +e, 7+ Fa,
N@R=b 1 +b, ot b,
NQ=b 248, o7 4

Nous supposerons que le numérateur et le dénominateur de R,(;) (i=1, 2)
- naient pas de facteurs communs, et que les nombres m , m, n et n, sont tous in-
férieurs 4 un nombre p. Pour simplifier les calculs nous admettrons que le coefficient
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du terme de degré le plus haut du le dénominateur soit égal 4 1. Si cela n'a pas

lie, il ne suffit qu'une division du dénominateur et du pumérateur par une méme
quantité pour que la condition soit vérifide.

Supposons que la fonction f(z) — R (7) ne s'annule pas dans le cercle y,. Nous
démontrerons que, si les deux fonctions R (1) et R (z) différent sensiblement, Ja fonc-

tion R () w'est pas exceptionnelle pour le cercle y,. Car supposons que le contraire
soit vrai.

Le cercle y, se trouve dans la couronne
Tyl
7 <K <5

si '

(24) 217+2R<—:—. |

Nous supposons pour le moment que cette condition soit vérifie,

Si les coefficients des polynomes {M(z)} et {N (()} sont tous inférieurs & K en
module on a pour g =71\ 1t

o MRILOADES NQIL6 40K
?mwém+om% N, £ (5, DK,
Dautre part

MRS =B, 0 4 b
P4 o)

. K
d e
ou
(26) W> =
s Kl=r>2K 41, et une méme facon on a
(27) N>=
" La diftrence des deux foncions R.(z) et R,(z) peut s mettre dans la forme
: Q)
NN, @
ol

QR =a, ™ (@b, +a, ) s
= (o, 0™+, b Fa, 4 )
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Soit ¢ le dégre de Q(z). On peut le mettre sous la forme
QR =+ 7+ F4

et ensuite
QRIS e 2l = e o -

Quelques calculs faciles nous montrent que la borne supérieure des modules des coef-
ficients {c} est inférieure 4 2(p 4 1) C*. Alors on a pour | =r>1

QN> s — &lilﬂ ..... z@_ljr_TrgK_

200+ 0K 1

k| r—1

> |cq|r’}1 -

et par conséquent

101> —;—]cqqu >+ 1k
si on prend
'
“ > HE5,
r &unt > 3. Nous mettrons

()

o

et alors l'inégalité (28) devient
_;_
(o) > (1)

Maintenant on peut donner une borne inférieure 4 [R,(x) — R, (%)} En effet s

r>2K 41

R0 - R@I> (—Jr”—;f(’jL——l—)

ey . r
La borne inférieure de g —n, — n, est X\ — 2p: alors [x] étant compris entre Y
et 2r il résulte que

R~ RO o e

ou

(30) IR,(x) = R, (<) >

1-2p

2
o FD
cette inégalité ayant liew pour r > 4K, + 2.

WiLLiaxs. ‘

'i"‘"l"'z .
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De plus, d’aprés (25), (26) et (29), nous avons pour jg| =r

lN&4<2m4_ mont
<z20p+ x)r 5
et
RQ-RQI<40+1).

Par conséquent pour un point 7 dans la couronne —:- <kl < ir

o Mo
et
(32) R.(D) — R Q) < 2 (p + I)fp+-;-

Les zéros des polynomes N, (z) et N,(7) sc trouvent i lintérieur du cercle
Rl <14 K,: par suite 4 Pextérieur de ce cercle R (z) et R (z) sont holomorphes
sim Zn, et m £, et sont holomorphes sauf 4 Pinfini i m>netm>n.
Les fonctions f(z) — R, (), f(X) — R,(x) et R,{) — R, (%) sont holomorphes pour
k> 14 K, saf 4 Dinfini,

Le nombre K tant nécessairement N 1 toutes les conditions que nous avons
données pour la borne inférieure de 7 sont contenues dans la condition

4 > 4K| + 2’
ce qui est vérifie si r > 8.
Les fonctions f(z) — R (), f&) — R,) et R,(x) = R (() ne Sannulent pas

dans y, ¢t donc la fonction

J-RQ®

R —R{

est holomorphe et ne pread pas les valeurs o et 1 dans y,. Le théoréme de M.
ScroTTRY s'applique et nous avons pour [ — x| £ R

IF1 < [Max. de [R,3) ~ R Q) dans +) [ ‘11{
+ [Max. de |R (7)) dans y,)

En tenant compte des inégalitts (30), (31) et (32) on a

() —

fQI <be™T
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b éuant une constante. En particulier cette inégalité a lieu pour le centre ¢ du cercle

de remplissage y. Mais daprés (16) on a aussi pour 7 = 7, l'inégalic |f (z)l > et
donc nous arrivons 4 une contradiction si

13
10p+-2
> hr

K> (Iop-{- )]ogr

ou si

pour r assez grand. Prenons
=(10p + 5)logr.
On voit immédiatement que Pinégalit¢ (24) est vérifile pour r assez grand et 1<T'

Alors pour deux fonctions rationoelles dont les coefficients vérifient les inégalités (28)
et (29) il est impossible que les deux fonctions f(z) — R (z) et f(zx) — R,(z) ne
possedent pas de zéros dans y,. Interprétons maintenant la premiére de ces inégalités.
Pour cela nous mettrons une fonction rationnelle dans la forme

(ES] a Hets =1 a
R(,)_ u«-s( + N+~ 1( + + 0

U=

THb 37+ b,

oll s est un nombre entier qui est positif, zéro ou negatif selon que le degré du nu-
mérateur est supérieur, ¢gal ou inférieur & celui du dénominateur. La fonction R (3)
que nous avons supposée exceptionnelle, sl y en a, peut s'écrire

R - :+1\v+!+av+1_1("+‘ l+ ”"+ a:).
W= T+

Nous considérons la famille de fonctions rationnelles pour lesquelles les modules des

1

)

X ) e r

coefficients du numérateur et du dénominateur sont inféricurs 4 (—P—:F—) . Nous
4

supposons que ¢ soit égal au plus grand des entiers m 4-n, et m 4-n , en dautres
termes nous supposons que @, si s =1, Cette restriction est faite pour sim-
plifier I'énoncé du théoreme actuel, apres lequel nous nous en passerons.

1y a trois cas 4 distinguer:

1° Sim, 4 n =m +n, lintgalitt (28") donne

, I
e, —a,|> K

A= ‘ (4P+4)

Alors on déduit que la fonction f(7) — R(Z) s'annule dans y, pour toutes les fonc-

ol

1
3
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tions R(?) pour lesquelles

s=t et

l (e v+tl > K .
2° Sim,4n>m +n linégalitt (28") donne
fi !
la,,.zl > K‘ )
et on voit que la fonction f(7) — R(z) s'annule dans y, pour les fonctions R(z) si
s>t et |anﬂi>7:,:.
3° Sim, 40 <m 4 n lintgalite (28") donne
I
1(1”'!‘ > -K— )

et il résulte que la fonction f(z) — R(x) s'annule dans y, pour les fonctions R@)
ob s <t pourvu que

wm>%-

En rassemblant ces résultats on peut énoncer le théoréme suivant:
TutorEME 6. — Soient f(1) une fonction entitre donnée et R() wne fonction ra-

tionnelle -
R - n+s( . + an+s-xz! e ao
R 2 i GE SR
oi les degrés du mumératenr et du dénominateur sont inférieurs ou dgals & p, et les coef-

ficients sont inférieurs & K en module. Soit |z| = r une circonférence sur Iaquellc ilya
au moins un point o [f(()] Z 1. Dans la couronne

| <<
il existe un cercle y de rayon
n rlogr
R < 2406"(10p + 5) logM(r, )’

o 2 < _;_, etm< , possédant la propriété suivante: ou bien la fonction

arc sm —
2

f(x) — R(x) s'annule dans y pour toutes les fonctions rationmelles R(3) avec

K'<(4Pti-4);’
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ou bien parmi les fonctions de cette famille il existe une

R (,,) v+l(v+' + a'v+t 1 . + + a:,
WETIRLT A,

telle que f(2) — R () ne s'annule pas dans y tandis que f() — R(z) S'annule pour
doutes les fonctions R(z) pour lesquelles

1 os=t s o, —4 .}>(4P+4)3

v4} r

2 s> Iam|>(4p+4)

L
3

Pt g w@>(“+ﬂ

En supprimant la restriction que nous avons faite sur ¢ nos caleuls nous mon-
trent qu'il o'y a qu'une fonction rationnelle qui est exceptionnelle pour une suite in-

finie de cercles s'éloignant indéfiniment. Car supposons qu'il y ait deux fonctions ex-
ceptionnelles

i (3 o
RO=H « MO= g

Prenons une suite de circonférences {C} de rayons 7, respectivement avec 1, < 1,

t+l

lim 7, = oo, telle que sur chacune il y 2 un point ol |f(z)| £
suite de cercles de remplissage {C,(f)} de rayons
n r.logr,
R—u%0w+anvﬂ

Désignons le rapport M ( il par ¢, et soit M, le plus petit des deux nombres

VI: et (1), avec § < 1. Le nombre p éant le plus grand des degrés de My() et

€.
N,(7) (i =1, 2), prenons m le plus petit entier tel que
Iop + j < Mm'
Dans ce cas le rayon R, du cercle C,(f) est inférieur & Hy/s; r, pour iXm, od H

. R, e
est fie, d'olt il résulte que —r-‘— tend vers zéro lorsque 7, croit indéfiniment, D’autre
]

patt pour ¢ N\ m on a

1
3

(41’:‘!-4) >0

une quantité qui croit indéfiniment avec 4. -
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Soit C la borne supérieure des coefficients de R (3) et R,(z). Ces fonctions n’¢-
tant pas identiquement égales il résulte que ~,

QR)=MEN,Q ~ MQON,Q#o

et alors il y anra un entier o tel que Q(()_.co( -}-co_ ‘-|- « ¢, ol ¢, Fo.
Soient K le plus grand des nombres C, l T \ , | ] \, et N le plus perit

nombre > m tel que

Des calculs faits dans la démonstration de théoréme 6 il résulte que R, (1) — R, ()
ne s'annule pas dans Cy(f) et ensuite en employant le méme raisonnement nous ar-
rivons 4 une contradiction en supposant que les deux fonctions R (7) et R,(z) soient
exceptionnelles, d'ou:

TrEOREME 7. — Soient f(3) une fonction entitre donnée et R(7) une fonction ra-
tionnelle de la forme

_nChaL et
A A GRS}

ot le numérateur et le dénominateur w'ont pas de factenr commun. Il existe une suite
infinie de cercles \C, () de centres {34 (g,| = 1,) §'éloignant indéfiniment, et de rayons

d,r.}, d, tendant vers 7éro avec —\I’—, telle que Téquation f(7) — R()=o posstde une

infinité de racines dans Vensemble des cercles pour toutes les R(2) sauf une au plus.

Puisqu’une fonction rationnelle a au plus un pole 4 linfini, on remarque que
dans le cas ou le degré du numérateur de R(z) est supérieur & celui du dénominateur
le théoréme 7 est contenu dans théoréme 4, le polynome P(z) ayant été remplac
par une fonction [(z) holomorphe 4 lextérieur d'un cercle | =, sauf 4 Vinfini
qui est un pole.

Une bande B' construite 4 la méme fagon que dans § 6 contient une infinité des -
cercles C,(f), d'ol on a:

TukorEsE 7,. — Soit f(7) une fonction entitre donnde et R(3) une fonction ration-
nelle definie dans le théoréme précedent. 11 existe une bande d'owverture arbitrairement
petite dans laquelle la fonction f(z)— R(2) @ une infinité de zéros pour toutes les R(2)
sauf une au plus.

Les théoremes 6-7, s'appliquent encore si au lieu Cune fonction entiére on prend

une fonction F(7) holomotphe au voisinage du point 4 I'infini qui est une singularité
essentielle.
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8. Les zéros de f(x) — g () o g(3) est une fonction entidre d'ordre nul, — Nous
allons genéraliser les résultats de § 5 en remplagant P(3) par une fonction entitre
d'ordre nul. Nous ferons d’abord quelques remarques.

Premierement, soient &' supérieur 4 1, N un nombre entier >0 et h un nombre
tel que

G4) h>(=+k)+ 105N 4 1)2.

Soient x, un point de la circonférence [z =r ol le wodule de f(7) prend son maxi-
mum, et L une courbe quelconque de longueur hr qui part de x . En partant de x,
et en cheminant le long de L moyennant des cercles de rayons 227, 4 la fagon em-
ployée dans § 4, nous arrivons au bout de L aprés un nombre d’opérations au plus

eala 1+ %. Si nous supposons quaucun des cercles ne contienne un point ol
{(z) prend T'une des valeurs o et 1 il résulte des calculs de § 4 que linégalité

Q> M(, 17
ol

(35) Q=6 ",

sera valable dans la suite (§') de cercles ayant les mémes centres que les cercles em-
ployés au-dessus et de rayons ar.
Nous prendrons dorénavant
bl
O = ———————
logz M(T, } )
b étant un nombre 4 déterminer. Alors nous autons’

Q _ 6x+;”;log,M(r,ﬂ
= 6.[log M(r, f)]

b
Flog‘

!

= 6.Jog M(, )

si

(36) b =2hlogé.
Par suite, si r est assez grand, on 2

(37 | 1) > dee®
pour 7 dans la suite de cercles (5")



32 DAVID R, WILLIAMS.

Deuxiement, d'aprés un résultat général que M. VaLiox a ¢noncé pour les fonc-
tions méromorphes *®) on peut déduire que:

Etant donnée une fonction entiere dordre positif o fini ou infini, on peut trouver
une suite infinie de nombres \R} croissants indéfiniment ¢ un nombre k' supérienr 4 1,
tels que dans chacune des conronnes

! '
'E,-R:- <R <FR
la fonction f(z) prewne Pune des valeurs o et 1, et en méme temps

1q
MR, N)> 2
ofs & est un nombre positif inférieur 4 p.

Soit £ un nombre supérieur 4 k' et choisissons de la suite {R une autre suite
{R} telle que les couronnes

TR < <HR

ne soient pas empiétantes, ce qui est évidemment possible.

g. Soient f(z) une fonction entiére d'ordre positif et R un des nombres {R}
quelconque. D'aprés le théoreme que nous venons d*énoncer il y a au moins un point
dans la couronne

It R<K<ER

ob f(z) prend Pune des valeurs o et 1. Par conséquent il existe dans I" une portion
d’vn domaine B, comprenant un ou plusieurs domaines simplement connexes, tel que
SUL SON CONtOUT NOUS 4yons

(38) fl=+¢,
et 4 l'intérieur :
(38") @<,

4 éunt un nombre compris entre o ct log M(R, f). D'aprés un principe du module
maximum d’une fonction holomorphe on voit que B ne peut pas former une région
annulaire entourant [origine.

Supposons d'abord que I'un (B)) des domaines constituant B soit contenu dans

16) G. VALIRON, Sur une propriété des fonctions méromorphes d'ordre posifif [Bulletin des Sciences
Mathématiques: 2¢ série, t. L (1926), p. 168-174]. M. VALIRON, avait déja énoncé un résultat analogue
pour les fonctions entires d’ordre non entier dans sa monographie: Fonctions entiéres et fonctions mé-
romorphes d'une variable (1. c. 7)]. Le méme résultat pour les fonctions dordre entier se déduit im-
médiatement des calculs de § 13 Chap. 3 de son livre: « Lectures», L ¢. 9).
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un cercle de rayon O(R) R, §(r) éuant une quantité qui tend vers zéro lorsque r croit

indéfiniment et que nous préciserons plus tard. Ce domaine B est compris dans la
couronne

I . ,
[ -s]r <<t +Han
Alors k étant un nombre supérieur 4 ¥', B, se trouvera dans la couronne

I RH<HR

si R est pris assez grand pour que
) R <5 -
39 B <z=-7-

Si g(z) est une fonction emiére d'ordre nul, dont nous désignons le module maximum
par M(r, g), et 7 un point sur le contour de B,, nous avons

BRI <M(ER, g),

dol il résulte que
),
<
en prenant

(40) 4> log M(kR, g)
D'apres le théoréme de RouchE on voit que les équations

fR=o
fQ—g=0

ont Je méme nombre de racines dans B,. Mais la fonction f(7) posséde au moins un
zéro dans B ; car sinon, la réciproque serait réguliére dans B, et sur son contour; -

par suite W prendrait son maximum sur le contour, ce qui est impossible d’aprés

(38) et (38"™). La fonction f(z) — g(z) @ donc au moins un zéro dans B.

10. Prenons maintenant le cas ot aucun des domaines constituant B n'est con-
tenu dans un cercle de rayon 9(R) R N étant un nombre entier & préciser nous
allons démontrer que dans au moins un cercle (C) de rayon 8(R) Ry & Vintérieur de
la couronne T, il existe N+ 1 cercles dans chacun desquelles f(2) prend Pune des va-
leurs o et 1 et qui sont tels que la distance entre les centres de deux cercles quelconques
soit au moins cgale @ 10« R. Nous choisirons N et 6(r) de sorte que

() to(N4 1) < b(R),

WiLLians,
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Cest-d-dire d’aprés la valeur donnée pour « dans § 9

Nti1< §(R)log, M(R, f) _

1ol

Mais R étant un des nombres {R ], cette inégalité est vérifiée si

7 _CQ(R)IOgR
Ntt=""op

et 4 partic d’une certaine valeur de R si

N__cO(R)logR
T oouk

Prenons

() =2 og ?,

ol B est un nombre positif aussi petic que Lon veut. Alors on 2
N =11 (log R)-*.

Soient A une courbe sur laquelle le module de f(z) prend son maximum, 4 le point
ol cette courbe franchit la circonférence | = R, et L une courbe joignant 4 4 un
point & lintérieur de B. On peut trouver une courbe L de longueur au plus égale 4
(=+F)R. Partons de 4 et cheminons le long de L moyennant des cercles de rayon
24 R. Nous arrivons dans B aprés un nombre d’opérations au plus égal 4

~
[

Q=

k!
2 +‘

et si nous supposons que f(z) ne prenne pas les valeurs o et 1 dans aucun des cer-
cles employés nous aurons Iinégalité

1

(#2) £ > (MR, )

L
valable sur toute la courbe L. Le second membre de (42) étant supérieur 4 [os¥®RM*
cette inégalité sera en contradiction avec (38"°) quand nous arrivons dans B si

) 4= {log M(R, )}

3 étant positf et inférieur 4 —:r— Par conséquent 'un au moins des cercles employés

‘sera un cercle de remplissage (S).
On remarque qu'avec la valeur de 4 dounée en (43) Uinégalité (40) est valable
pour des valeurs de R suffisamment grandes. En effet on 2 4> R”, ol 8¢ > 0.
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D'autre part g(7) étant dordre nul

log M(kR, g) < (kR)",
a fant aussi petit que lon veut si R est grand. Par suite ce que nous avons constaté
devient évident.

Soient , le premier cercle (5) rencontré en cheminant le long de L et y son
centre. 1 peut arriver que vy, est le premier cercle employé; sinon Iinégalité (42) est
vérifie sur I'arc de L joignant le point 4 au centre de y,. Tracons les N4 1 cir-
conférences (B,) d’équations

k— | =10ixR, (=1,2..,N41)

On est assuré que tous ces cercles traversent une région B, qui empiéte sur
v.; autrement i1 y aura un domaine B, qui est compris dans un cercle de rayon
10(N - 1)2R et par conséquent, d'apres (41), dans un cercle de rayon B(R) R, ce
qui contredit notre hypothese actuelle sur B.

Partons du point ol la circonférence B, franchit ou bien la courbe Ay ou bien
la portion de la courbe A 4 lextérieur du cercle j < R, et cheminons le long de B
moyennant des cercles de rayons 2a R. Alors nous sommes assurés que I'un des cer-
cles employés est un cercle (§): sinon I'inégalite

(44) Q> MR NP
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ol

T+ ox(Nr )41

Q,=¢6"

serait vérifie sur toute la circonférence B, et puisque le second membre de (44) est

RS
. 4 ' . .
supérieur 4 ¢"e¥®M" " daprés la premitre remarque de § 9, nous aurions une con-

tradiction avec (38") quand nous arrivons dans B. En appliquant le méme raisonne-
ment 4 tous les (B;) nous voyons qu'il existe au moins N - 1 cercles (S), y, inclu,
dans le cercle (C) de rayon 10(N 4 1)xR. De plus il est évident que la distance
entre les centres de deux cercles (§) quelconques est au moins égale & 102R, et le

“cercle (C) se trouvera dans la couronne %R <RI <kRsiRest suffissmment grand

pour que B(R) vérifie (39), d'od nous avons le résulat énoncé au debut de ce no-
mero.
11. Nous désignerons par #(r) le nombre de zéros de module £ r d’une fonc-

tion entiére g(7) et nous considérerons la famille des fonctions g(z) d'ordre nul pour
lesquelles

n(r) < (log r)“ﬂ.

Soient g(7) et g,(z) deux telles fonctions avec les développements

=0+, 4
—g _X
_mﬂ@ J

Q=8+,

= a;("n (1 - ai,) .
t ’

En mettant [o,] ou [ égal 4 7, le logarithme des modules maxima des produits in-

finis est inférieur 4

Tl )=

<frn—g—cx—)dx+rf%?dx
< 3 (g

pour r suffisamment grand.
Nous supposons que

o) <R 1< (logR)"
@ <R A< (ogR)’,

(45)
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et par suite, B étant < —;— et r )\ R, nous aurons
(0] <o
b0 —g, () < -

En mettant en évidence les zéros de g(z) — ¢,(z) nous avons un développement de

la forme
(R -e@= h‘zﬂ(x —pi)

() "

e

Si n,(r) désigne le nombre des zéros de g(z) —g,(z) de module <r, nous avons
d'aprés la formule de M. Jewsex

[ Doax <o s g - g~ logh s,

r, éuant le plus petit des nombres {8 |1
Supposons que .

log|h| > — log R
(4) logr, > —log R

t < (log R)%.

Alorssir>r NRNr et @(% on a

f,"h,@dxéf,:%ﬁdx<s(logr)"”-

1

Prenons r=7*Y, y > o, et puis

n(r) < 593%1)2—-&(108 )t

2
En choisissant v tel que Pexpression (1) soit un minimum on 2
1

1(r) < 10(logr).

Le nombre des zéros dans le cercle ft| < kR est
n (kR) < 10(log kR)~*

< 11(log Ry

pour R assez grand, et par suite
n,(kR) < N.
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Considérons les N4 1 cercles e remplissage (S) dans le cercle (C) et désignons
les par y, (i=0, 1, ..., N) et soit x; le point dans y; ol f(z) prend Pune des va-
leurs o et 1. Soit y; le cercle d’équation

k= x| <3eR

Il est évident que les N 4 1 cercles {y} n'empietent pas et sont tous contenus dans
Je cercle (C) et par conséquent dans la couronne T. Une fonction entiére ayant au
plus N zéros dans le cercle Jf| < kR ne s'annule pas dans au moins un des {y} et
donc 4 chaque couple de fonctions g(7) et ¢ () correspond au moins un cercle v}
dans lequel g(z) — g,(z) w'a pas de zéros.

Etant donnée une fonction entiére f(3) dordre positif nous proposons de démon- |
ter que f(7) — g(z) sannule das le cercle (C) pour toutes les fonctions g (1)} vé-
rifiant les inégalités (45), saf peutétre quelques-unes. Admettons que la fonction
F() =f() — ¢, () vait pas de ztros dans (C). Nous démontrerons que cela n'ar-
rive pas pour les fonctions de la famille §g (z)} qui vérifient les inégalitis (46). Car
supposons que g(x) soit une autre fonction c\cepnonnc lle dans (C). 11 existe un cercle
7; dans (C) tel que g(x)—g,(z) ne s'annule pas dans ;. Les fonctions F(7), g(x)—g,(2)
et F(2) — [g(x) — ¢,()] sont holomorphes et ne sannulent pas dans ¥!. Les condi-

. 1 [ 2
tions du théoreme 2 sont vérifiées. En mettant r = n dans la formale (12) on aura
pour 7 4 lintérieur du cercle { — x] < 2aR

. ,wguz 128 s

c e*‘mmz—a[lg(x;) 76 + 1};

ol k, est une constante absolue.
1l nous reste 4 trouver une borne inftrieure de lg(x,) — g,(x)|. En mettant en
évidence les zéros de ¢(z) — ¢,(x) qui se trouvent dans le cercle || < 2kR nous

avons
(W-e@=ht [] (‘““;‘) I1 (1-—;-).
# nén‘(sz) L4

< (3kR)

(4

-:5— < -;— Lorsque

Pour le dernier produit — désignons le par G(z) — nous avons

o 1
% est positif et inférieur 4 S o

I—u>e",
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et par conséquent pour f| < kR
c@> T (+-2%)
n>n (2kR) |ﬁ'|

17
>e enY 1L

Mais par un caleul facile on obtient la rélation

5= I __f" nl(x)dx_—n,(sz)

Rt AN AT 4 2kR

et puisqu'on a #,(r) < logr pour r assez grand, il résulte que
“logx ,  log2kR41
S< Ikk?dx = zk‘—R**—- .
Alors pour les points 7 dans la couronne T on aura

(G| > ¢

ol k est une constante bornée.
La fonction g(x) —g,(x) ne S'annulant pas dans le cercle y} on aura pour

n<n(2kR)

et

‘xi - Bu' > ZQR,

« ny(2kR)
> (~,;)

hx logth
> (klog,M(R,‘f))
a

si Tt inférieur 4 1, ce qui a lieu pour R assez grand. Par conséquent

p(x) = 1.(x) > b (»f-)t[rf, log, M(R, f)]owRobe®
ou puisque t;b et b > ;logR
[g(x,.) -4 (x'.)l > r(k"“"(’gR[Al logz M(R, l)]—logziR’

ol 4 = -I;—, et R éunt supérieur 4 k. En portant cette borne inférieure de

lo(x) —g,(x) 4 (47) on a

IF(z) < l1ogR*=P b log MIR flogR

et par suite pour R suffisamment grand

If (0| < ci"";” (R fililogR)?
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En particulier cette inégalité a lieu pour le centre de y,. Mais 4 ce point on a aussi

Q> dest®n’

et nous sommes arrivés & une contradiction si

48 log MR, )j* > [og, M(R, /](lg RY.

.Supposons en définitif que
M (” f )= "Pm

p(r) étant fini si f(7) est dordre fini et croissant indéfiniment si f(z) est dordre in-
fini, On sait que pour r =R,

1

() >0 >0
et par conséquent (log R)* est petit en rapport 4 log M(R, f). Alors (48) a lieu si
p(R)log R> [4 4 =(R)]{log, p(R) + log K],

inégalité qui est valable 4 partir d’une certaine valeur de R, e(r) étant une quantité
positive tendant vers zéro lorsque r augmente indéfiniment.

Il résulte donc que la fonction f(z)—g(z) s'annule dans le cercle y;. En somme
nous avons démontré que la fonction f(7) — g(z) s'annule au moins une fois dans
le cercle (C) de rayon B(R) R pourvu que les inégalités (45) et (46) soient vérifides.

Interprétons la premiere des inégalités (46). Si =1 et a,%4] il résulte que la

fonction f(z) — g(z) sannule dans (C) si
q 1
lal - a?.' > 'R~ .

Sil=b\eta=a,a, =a,,..,0_ =a_ tands que 4,74, il résulte que
la fonction g(z) n'est pas exceptionnelle pour (C) i

1
2

1< (logR)’ e |a,—a§|>—;;.

Si 1<% oul> ) la fonction f(7) — ¢(z) s'annule dans (C) si -

I p 1
|az|>‘R‘ ou l“;.|>‘1‘(
Tespectivement.
Finalement nous avons la proposition suivante:

Theorkye 8. — Seient f(z) une fonction entibre d'ordre positif donnés et g (z) une
fonction d'ordre nul ayant un développement de la forme

f@=o[(1-%) keighl

()
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et telle que la densité des éros vérifie 1inégalité

n(r) < (legr)#

ois B est un nombre positif aussi petit que Pon veut. Nous supposons que
o < C
I
l —
k>

1< (log €Y’
C étant un nombre positif.

IV existe un nombre k> 1 et une suite infinic de nombres {R} croissant indéfini-
ment, R dtant > un certain nombre r_, tels que dans la conronne

<,

il y ait un cercle C,(f) de rayon
Eg@(log k'R,

H(k) étant une fonction ne dépendant que dv k et o un nombre positif inférienr 4
Pordre de f(2), possédant I propriété suivante: ou bien la fonction f(x)—g () &'annule

dans C,(f) pour chague fonciion de la famill: {g (O} pour laguelle C=R,, ou bien
" parmi les fonctions de cette famille il y o une

0= aizxﬂ(l —ai)

{n)

telle que f(z) — g,() ne Sanmule pas dans C,(f) tandis que f({) = g(x) Samnule
pour toutes les g(2) de la famille pour lesqueles

!

, il |
I=2 s lal—a,|>—R—,
v

I=\ ot a=a; powr 1 LiZt—1, " a—aFo si 1<(log R) o |a,—a:|>—11{—,
) : '
| < 25 |a,} > *RT y

I>) i |a1|>7‘a-.

En exprimant le rayon de C,(f) en fonction du module de 'afixe de son centre
on obtient immédiatement le corollaire:

Witeians. [
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Les hypothéses étant les mémes que dans théortme 8, il existe un nombre borné
k> 1 et une suite infinie de cercles {C,(f )} d'équation

=20 < g k0

dont les centres 'éloignent indefimiment tels que, ou bien la fonction f(z) — g(7) San-
aule dans C,(f) pour toutes les fonctions g () pour lesquelles C = |‘”U)l on bien

parmi ces fonctions il y a une g (3) telle que f(z)—g,(x) ne s'annule pas dans C,(f),
tandis que f(7) — g(z) Sannule dans C,(f) pour toutes les a(() verifiant les conditions

(49) R, étant remplacé par 222 k() (f dans chaque incgalité.

Ainsi nous avons défini une suite de cercles {C,(f)} telle que dans C,(f) la fonc-
tion f(7) — ¢ (%) s'annule pour toutes les g(z) vérifiant (49) sauf peut-étre une en-

semble qui dépend de C,(f). D'autre part il n'y a qu’une fonction g(g) qui peut &we
exceptionnelle pour ensemble de cercles {C,(f)} Car soient

0= ol a2+ =ad[](1-2)
) . "
gl (z.) = a;-(" + a;«»l(lﬂ - a:.( H( - M)

(n)

deux fonctions de la famille {g ()}, et supposons que g () soit exceptionnelle pour
Iensemble de cercles {C, ()}

Si 1=), désignons par f le plus petit entier tel que 4,74;. Soit B #o le zbro
de la fonction g(x) — g,(x) qui est le plus proche de lorigine, et désignons par K
I I

Iall \a x\ , I I

, g1
la borne suptricure des nombres |aj, |a), o]’ et ensuite

le plus petit entier tel que

Prenons v le plus perit entier tel que

I<(ogR) e A< (logR)" .

Si N est le plus grand des deux nombres 1 et v il résulte du théoreme 8 que la
fonction g(3) nest pas exceptionnelle pour le cercle Cy(f) ni a fortiori pour les cer-
cles Cy, (f)y Cyou(f)y ... Le nombre k que nous avons introduit en choisissant

la suite de nombres {R,} dépend de f(z) et donc H—@ est une constante qui ne dé-

pend que de f(7); alors nous avons le résultat suivant:
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THEOREME 9. — Soit f(3) une fonction entitre donnée dordre positif et {g (1)} une
famille de fonctions entitres dordre nul pour lesquelles

n(r) < (log )t

ot B est un nombre positif aussi petit que Pon veut. 11 existe une suite de cercles {C ()}
ddquation

k=)= H (Nlosz, () k(M)
H (1) un nombre ne dépendant que de f, telle que Péquation

JR—gR)=o0

ait une infinité de racines dans Pensemble de {C,(f) pour toutes les fonctions {g (0}
sauf peut-éire une.

Le rapport du rayon de cercle C,(f) 4 la distance de son centre 4 'origine tend
vers zéro lorsque v augmente indéfiniment. Alors, en appliquant le raisonnement .
de § 6 on voit quil existe un angle dowverture arbitrairement petite dans laguelle
f@) = g(2) s'annule une infinité de fois sanf pour une fonction g (x) au plus.

Vu et approuvé :

Strasbourg, le 26 mars 1928,
Lt DoYEN DE LA FACULTE DES SCIENCES,

P. TH. MULLER.

Va et permis d'imprimer :
Strasbourg, Je 28 mars 1928,
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Presioent pu ConseiL DE L'UNIvERsiTE,

CH. PFISTER.




