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PREMIÈRE THÈSE.

COMPLÉMENTS AU THÉORÈME DE M. JULIA.

I N T R O D U C T I O N .

I. Dans un mémoire classique M. PICARD a démontré courte fonction méromorpk

ƒ OÙ Prm^ ^cs ^es va^urs mj pMt-ttre deux *). Son théorème a été l'origine d'une
théorie extensive que les recherches de MM. BOREL, SCHOTTKY, LANDAU, MONTEL,

VALIRON, JULIA, OSTROWSKI, NEVANLINNA et MILLOUX ont amené à un haut degré de
précision. Les résultats peuvent être divisés en deux classes, ceux d'une nature quantita-

't;ve comme les énoncés de MM. BOREL, VALIRON, NEVANLINNA et MILLOUX et ceux
d'une nature qualitative comme les résultats de MM. MONTEL, JULIA, et OSTROWSKI,

et qui sont remarquables par leurs simplicité et élégance.
M. BOREL fut le premier à généraliser le théorème de M. PICARD en démontrant

que a ) , si f fa) est une f onction méromorphe d'ordre p et g fa) une fonction méromorphe
quelconque d'ordre inférieur à p, l'exposant de convergence des {êros de f fa) —g fa) est
égal à p sauf peut-être pour deux fondions g:fa) et g2fa).

Pendant la dernière décade beaucoup d'intérêt se manifesta dans les tentatives pour
trouver des régions de plus en plus restrictives pour lesquelles on peut dire que la
fonction f fa) prend toutes les valeurs sauf peut-être quelques-unes. En employant la

*) É. PICARD, Mémoire sur les fonctions entières [Annales Scientifiques de l'École Normale Supé-

rieure, 2e série, t. IX (i88o), p. 147-166].
a ) É. BOREL, Leçons sur Us fonctions mèromorphes (Paris, Gauthier-Viliars, 1903). Le résultat pour

Us fonctions entières avait été donné dans un mémoire: É. BOREL, Sur les léros des fonctions entières

[Acta Mathematica, t. XX (1896), p. 357-396], Voir aussi É. BOREL, Leçons sur les foncions entières,

2t édition (Paris, Gauthier-Viliars, 1921).

WILLIAMS. i
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théorie des familles normales de M. MONTEL, M. JULÏA a donné les propositions sui-
vantes 3) :

i. Soient j ( û une jonction entière ou une fonction mlromorphe ayant une valeur
asymlolique, et D' le domaine balayé par un cercle C dont le centre { décrit un chemin
L donné aboutissant au point à l'infini, et dont le rayon est s |*|, où s est un nombre
positif: il existe un domaine D} qui se déduit de D' par une rotation convenable autour
de l'origine, et dans lequel la fonction ƒ ( ( ) — a s'annule une infinité de fois pour tou-
tes les valeurs de a sauf deux au plus.

i. De plus, soit a un nombre de module supérieur à i et s un nombre positif ar-
bitraire. Il existe un point ^ de module compris entre i et c tel que, dans l'ensemble
des cercles Cn) n = i, 2, ... de centres {0Q

n et de rayons s|<y"|, la fonction ƒ({) — a
s'annule une infinité de fois pour toutes les valeurs de a sauf deux au plus.

Ces propositions découlent immédiatement des résultats obtenus par M. MILLOUX.

En s'appuyant directement sur le théorème de M. SCHOTTKY, il a démontré l'existence

d'une suite infinie de cercles \C(rnJf)\
4) dont les centres ont rn pour modules, rn

croissant indéfiniment avec n} et tels que dans C(rn)f) la fonction ƒ({) prenne toute

valeur de module inférieur à <p(rj sauf au plus des valeurs qui peuvent être enfer-

mées dans deux cercles de rayons ~ y - r , <p(r) étant une fonction croissante indéfini-

ment avec r 5 ) . M. MILLOUX a donné à ces cercles le nom de cercles de remplissage
parce que la fonction Z = / ( { ) remplit des régions de plus en plus étendues du plan
des Z lorsque le centre de C(rn,j) s'éloigne â l'infini. Dans un mémoire récent 6 )
M. VALIRON a précisé les résultats de MM. JULIA et MILLOUX sur le rayon des cer-
cles de remplissage et dans le cas d'une fonction d'ordre fini la borne supérieure ob-
tenue est la plus précise possible à un facteur constant près.

Dans une monographie, parue dans le Mémorial des Sciences Mathématiques, M
VALIRON a fait remarquer que le théorème de M. JULIA peut se généraliser au cas où •

3) G. JULIA, 5m quelques propriétés nouvelles des fonctions entières et méromorphes [Annales Scien-

tifiques de l'École Normale Supérieure, f série, t. XXXVI (1919), p. 93-125; t. XXXVII (1920),

p. 165-218; t. XXXVIII (1921), p. 165.182].

•) Pour la brièveté nous désignerons une infinité dénombrable d'entités A%, A 2 , , . . , A n , . . .

par \A}^ et une infinité non-dénombrable d'entités A par \A\.

5) H. MILLOUX, h théorème de M. PICARD, suites de fonctions klomorphs, fonctions méromorphes

et fondions entières (Thèse) [Journal de Mathématiques pures et appliquées, 9e série, t. III (1924),

p. J45- ] ; Sur le théorème de M, PICARD [Bulletin de la Société Mathématique de France, t. LUI

(1925), p. 181-217].
6 ) G. VALIROM, Compléments au lUorèm de PICARD-JUIÏA [Bulletin des Sciences Mathématiques,

1 5 1 ( W ) > P-
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la constante a est remplacée par un polynôme ou par une fonction encore plus géné-
rale 7) . Ce sont ces généralisations dont il s'agit dans le présent mémoire.

Nous bornerons notre attention aux fonctions entières. Pour notre but nous au-
rons besoin d'une inégalité relative aux fonctions f({) holomorphcs et ne prenant pas
les valeurs zéro et un dans le cercle-unité. D'après un théorème de M. SCHOTTKY on
sait que chaque fonction d'une telle famille est bornée dans le cercle |̂ | Z Ö < i par
une fonction de f(6) et 0. M. VALIRON a donné une expression explicite pour cette
fonction, à savoir8)

A étant une constante absolue, et dont nous donnerons une démonstration. On peut
étendre cet inégalité au cas où ƒ ( ( ) ne devient pas égale à deux fonctions holomor-
phes dans |̂ | <[ i.

Prenant d'abord une fonction entière ƒ(() et un polynôme P({) de degré /rp)

et en s'appuyant directement sur le théorème de M. SCHOTTKY, nous nous proposons
de démontrer qu'il existe un cercle dans lequel ƒ({) — P{{) a au moins un zéro pour
tous les polynômes P({) sauf peut-être ceux voisins d'un certain polynôme, et alors
qu'il existe une suite de cercles jCJ de centres s'éloignant indéfiniment tels que dans
Cn les fonctions ƒ ( { ) ~ P ( { ) s'annulent pour tous les P({) de degré Z / ? ( C J sauf

• ceux d'un certain ensemble \P\ dépendant de Cn. Étant donné

et en représentant les p - f i premiers coefficients dans p -f-1 plans, on peut définir
un domaine D des p - f 1 plans dans lequel les coefficients co) c{) ..., c peuvent
varier sans que les nouvelles fonctions obtenues cessent de s'annuler dans Cw. Le rap-
port du rayon de Cn à la distance rn de son centre de l'origine décroit lorsque rn

tend vers infini, d'où résulte immédiatement un théorème analogue à la première pro-
position énoncée ci-dessus de M. JULIA.

Ensuite nous démontrerons que ces résultats s'étendent au cas où P(^) est rem-
placé par une fonction rationnelle Rfa\ ou une fonction entière d'ordre nul dont la
densité des M O S vérifie l'inégalité

où P est un nombre positif mais aussi petit que l'on veut, en supposant dans le se*
cond cas que la fonction ƒ(?) donnée soit d'ordre positif.

7) G. VALIRON, Fondions entières d fonctions méromorphes à'wie variable (Mémorial des Sciences
Mathématiques, fasc. II), (Paris, Gauthier-Villars, 1925).

8 ) G. VALIRON, Sur les fonctions méromorfks sans valeur asymptotique [Comptes rendus hebdo-
madaires de l'Académie àts Sciences, t. 182 (1926), p. 1266-1269].
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La méthode employée exige que %(() soit d'ordre nul, mais on peut se demander
si les résultats restent vrais quand Tordre de g((j est positif mais inférieur à celui de

M
II me reste pour terminer cette introduction, à exprimer toute la reconnaissance

que j'ai contractée envers M. FRÉCHET, le Directeur, et envers MM. les Professeurs
de l'Institut de Mathématiques à Strasbourg, et à remercier tout particulièrement
M. VALIRON qui a bien voulu orienter mon travail et près de qui j'ai trouvé une aide
constante.

CHAPITRE L

Quelques théorèmes préliminaires.

2. L'inégalité de LANDAU-VAURON.—Pour la démonstration de cette inégalité nous
avons besoin de quelques résultats de la théorie de la fonction modulaire. Désignons
par o) le rapport des deux périodes wr et w2 de la fonction elliptique p({) de WEIER-

STRASS. Nous supposerons que la partie imaginaire de w soit positive, ce qui est loisible.
La fonction modulaire

il - 2li]

où £2 et g ont leurs sens usuels, reste inaltérée quand on effectue sur w une substi-
tution du groupe modulaire arithmétique. En prenant une nouvelle variable

on peut obtenir le développement suivant :

(0 > = / w ^
la fonction F(q) étant holomorphe pour \q\ < i. La formule ( i ) nous montre que
ƒ (w) est holomorphe dans le domaine qui correspond à la couronne o < | j | < i au
plan des j , c'est-à-dire dans le domaine défini par les inégalités

où I(Û>) désigne la partie imaginaire de w, s est arbitrairement petit et M est arbi-
trairement grand.

La fonction ƒ(*>) prend une fois et une fois seulement toute valeur dans le
triangle curviligne défini par les égalités et les inégalités

2 * - • — 2
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J?(o>) étant la partie réelle de w. Il suffit de connaître la fonction /(w) dans D pour

la connaître dans tout le demi-plan positif. La fonction inverse w(j) de /(o>) est une

fonction multiforme possédant une infinité de branches. Dans notre discussion nous

considérons la branche w(j) de w(j) qui correspond au domaine fondamental de

ƒ (w). Soit ƒ ({) une fonction qui est holomorphe et qui ne prend pas les valeurs o

et i dans le cercle |̂ | < i, et soit /(o) = cQ ̂  o. En employant ces propriétés de la

. fonction modulaire. M. VALIRON a démontré, d'après M. LANDAU, que l'inégalité9)

est valable pour \{\Z.r < i, où

K désignant le module maximum de j / ( w ) pour | j | = r ' \

En faisant une modification légère dans la démonstration de M. VALÏROÎÏ on

aura

avec

De l'inégalité (2) nous déduirons une autre qui donne une borne supérieure pour

| /({) | très utile pour les applications. Cette inégalité a été déjà énoncée sans démon-

stration par M. VALIRON I O ) .

Soit

le développement dans le voisinage du point y = ƒ(0) de la branche de la fonction

w (y) qui correspond au domaine fondamental D. En remplaçant dans cette série y par

nous aurons le développement

9 ) G. VALIRON, Udum on the General Tbeory of Intégral Fonctions (Deighton, Bell and Co.»
Cambridge, 1923)» Chap. 6. Nous renverrons le lecteur à plusieurs reprises à ce livre sous le titre de
« Lectures ».

1 0) 1. c . 8 ) .
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qui est valable dans le cercle | { | < i. /(w) étant l'inverse de w(j), la fonction

est égale à J(g(()\ et par conséquent au point cQ dans le plan de /(w) correspond

un point w(co) dans le triangle fondamental D du w plan.

Il s'agit de trouver maintenant une borne supérieure du nombre <p(£o) lorsque le

point d)(co) se trouve dans D. De la géométrie il résulte que

7
• Pour considérer le terme 7(G>(C0)) il est commode de diviser D en deux régions

selon que /(fo(c0)) Z i f , , o u > i f i 5 Ki étant un nombre que nous allons définir.

D'abord, de la formule ( i ) on déduit que le produit qj(j>)) est régulier pour \q\ < i

et

lor^jue q tend vers zéro, c'est-à-dire lorsque i(w(x)) tend vers infini.

Soit Jf, un nombre tel que l'inégalité

ait lieu pour /(<*>(#)) > Kr En particulier nous aurons pour /(w(^o)) > ^

et ensuite

d où il résulte que

(4) »

IT2 une constante bornée.

Considérons l'inégalité (2) pour le cas où

0) R)
Nous aurons

et par suite, en tenant compte des inégalités (3) et (5)

• ' i - r '
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Ax une constante bornée; par conséquent

D'autre part si / («(f0)) > # , , les inégalités (3) et (4) nous donnent

et donc

(7)

A2 étant une constante bornée. En combinant (6) et (7) nous aurons l'inégalité

ii-r

ce qui est valable pour /(w(t0)) quelconque dans la région fondamentale D, et par
conséquent pour toute valeur de co différente de 0, 1, et 00 qui sont en effet les va-
leurs exceptionnelles de ƒ({) dans |(| < 1. Dans le second membre Al et A2 sont des
constantes absolues. En désignant par A un nombre plus grand que les trois nom-
bres 1, Ax et A2 nous aurons le théorème suivant de M. VALIRON.

THÉORÈME I . — Si la fonction ƒ({) est holomorpk dans h cercle h antre fort-
et de rayon un et ne prend pas les valeurs 0 et 1 dans ce cercle, l'inégalité

(8) IKOK VM
a Heu pour \{\ Z f < 1, ii /tó«f «ŵ  wwtó«te absolue supérieure à 1.

En faisant une transformation de variable M. VALIRON a remarqué que les termes

ƒ ( 0 et ƒ(°) ^ans (^) sont PermutaWes) c'est-à-dire que nous avons aussi

pour W Z r < 1 " >
Des inégalités (8) et (8bis) nous pouvons en déduire d'autres où la constante A

n'apparaît plus, ces dernières n'ayant lieu que pour certaines valeurs de ƒ (0) et
Si, par exemple, |/(o)| > 1 nous aurons de (8)

(9)
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Soient rQ un nombre positif < i, et x un nombre, évidemment positif, tel que

Désignons l'expression (2 Af1"") par C(r0, a). Alors si 0 < r < r0 et |/(o)| est
\C(r0, a) nous aurons

00
D'une même manière si \f((j\ est supérieur à i on a de (8bls)

(9va) i/(o)i<[2ii/(0!r
et si |/({)| est supérieur â un certain nombre positif C(roJ a) il résulte que

Plus précisément, si \j(o)| > 2 A) on déduit immédiatement de (9)

Î

ce qui est valable pour |{| Z r Z —, et si |/(o)| > 4 / cette inégalité a lieu pour

|{| Z f < 1. Encore, si [/({)| > l A on a

pour |(| Z r Z —, inégalité qui nous sera utile plus tard, et si |/({)| > $A* on a

(10) valable pour | ( | Z r < 1.
Les inégalités (9') et (9'bis) sont utiles quand les valeurs de |/(o)| ou de |/(^) |

sont grandes. Nous trouverons des inégalités analogues pour le cas où |/(o)| ou

!ƒ (^)j sont petits. On remarque que la fonction -r— vérifie les mêmes conditions que

f(()y c'est-à-dire elle est holomorphe et ne prend pas les valeurs 0 et 1 dans le cercle

kio-
Supposons que |/(o)| soit petit et par conséquent r r p - soit grand, par exemple

C,. En un point ^ pour lequel |{ = rl et

on aura
/(O

> 1 ; car sinon, en appliquant Iet théorème de SCHOTTKY au cercle à
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centre ^ et de rayon i — r 1, d'après (8) nous aurons pour |{ — {J Z rt

i
<(2A)>-'=K(r)

et par conséquent

ƒ(•)
D ne suffit que de prendre Cl égal à 2K(r0) pour arriver à une contradiction.

Alors étant supérieur à i, l'inégalité (9 ) nous donne

X'
Ko)

00

valable pour |{J Z r, Z •

D'autre part, si \f(()\ est petit on a d'une même façon

inégalité valable pour k| Z f < r0 < 1.
Si |/(o)| est inférieur à un certain nombre C,(a) tel que [ / ( o ) | " a > 2 i ,

étant nécessairement positif, on a de (11)

et si |/(^)| est inférieur à un certain nombre C^a) on a d'après (nb i s)

En mettant dans ces deux dernières inégalités r = —, « = y , on déduit que

l'inégalité

1/(01 < LW
a lieu dans le cercle | { | < —, pourvu que |/(o)| soit inférieur à un certain petit

4
nombre C t , et l'inégalité
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a lieu dans le cercle | ^ | < — , pourvu que \f(()\ soit inférieur à un certain petit

nombre Ca .

3. Une généralisation du théorème rfa LANDAU-VALIRON. — Nous donnerons main-

tenant une généralisation de Théorème 1. En employant sa théorie fertile de familles

normales et de familles quasi-normales M. MONTEL a démontré le théorème suivantIa)*

Soient

trois fonctions holomorphes dans le cercle \{\ < R. Supposons que les équations

n'aient pas h racines et que

, \h\<M

dans ce cercle. Alors, si bQ^cQi on a l'inégalité

valable dans le cercle \{\ < 9 Jî, <l> ne dépendant que de ao — co1 b0 — co) M et 1

Nous considérerons des cas spéciaux et nous donnerons des valeurs explicites pour

la fonction <t>. Supposons que h soit identiquement nul et que les fonctions /, g} f—g

n'aient pas de zéros, tandis que W < M dans le cercle k | < 1. La fonction ~ est

nu
holomorphe et ne prend pas les valeurs 0 et 1 pour | ^ | < i . Par conséquent le théo-

rème 1 s'applique, et nous aurons pour \{\Z.r<^i

KO
d'où le théorème suivant:

THÉORÈME % — Soient f($ et g({) deux fonctions holomophes et ne s'annulant

pas dans le cercle | f | < i. Supposons que l'équation

n'ait pas de racines dans ce cercle, et qu |^(()| < un certain nombre positif M. Alors

dans le cercle |(| / r < 1 on a

(u)

u ) P. MONTEL, Sur Us familles cmfiêxes et buts applications [Acte Mathematica, B i 49 (tp6)f

pp. 1x5-161].
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D'une manière plus générale soient ƒ — £, g — b} ƒ — h des fonctions holomor-

phes et ne s'annulant pas dans \{\ < i, et soient

{ — - est holomorphe et ne prend pas les valeurs o et i dans le cercle-unité, et nous
b-g
voyons facilement que l'inégalité

1+r
i-r

est valable pour \{\Z.r < i .

CHAPITRE 2.

Généralisations des théorèmes de M. JULIA.

4. 'Unthéorème ée M, VALIRON. — Dans un mémoire récent l3) en s'appuyant

directement sur le théorème de M. SCHOTTKY, M. .VALIRON a précisé les résultats de

M. Miîioux sur le rayon des cercles de remplissage. J'indiquerai brêvement ses ré-

sultats parce que nous en avons besoin de quelques-uns et la méthode employée nous

sera utile.

Soit f({) une fonction entière ayant une singularité essentielle à l'infini. (M. VA-

LIRON a considéré le cas un peu plus général où ƒ({) est holomorphe au voisinage

du point à l'infini qui est un point essentiel). Il existe une suite infinie de cercles de

rayons croissants indéfiniment sur lesquels la fonction ƒ({) prend des valeurs inférieurs

à 1 en module. Sinon, nous voyons que pour r supérieur à un certain nombre r0 la

fonction jr-r serait bornée, ce qui contredit le fait que ƒ({) a une singularité essen-

tielle à l'infinie.

Alors soit \{\ = r une circonférence C sur laquelle il y a un point au moins où

I/OÙI ^ h et s°ü li m point de C en lequel

1/(01 = M(r, n,
M(r, ƒ) désignant le module maximum de ƒ (() sur la circonférence C. Il s'agit d'é-

tudier la fonction ƒ(() dans la couronne circulaire:

T: r ( i -

où « est une constante positive < — ou une fonction convenable de r. Supposons

L c . 6 ) .
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que la fonction ƒ (() ne prenne pas les valeurs o et i dans le cercle

De l'inégalité (10) il résulte que

pour { à l'intérieur et sur la circonférence du cercle

Soit ^ un point où cette circonférence traverse la circonférence C. Si ƒ ( $ ne
prend pas les valeurs o et i dans le cercle |( — ^| < n r il résulte que

pour fc — î , | Z « r . Continuons ce procédé du point ç2. Si nous ne rencontrons
aucun cercle dans lequel f{() prend Tune des valeurs o et i nous déduisons que la
fonction j(() vérifie l'inégalité

j —

03) - fto>H(r,ff
dans le domaine formé par la suite de cercles de rayons a r et ayant les mêmes cen-
tres que les cercles employés dans le procédé, et par conséquent dans une couronne

où a' est un certain nombre < a, et le nombre m figurant dans (13) est donné par
l'inégalité

(14) »<i + - - .
arc sin —

2

Ici nous supposons que le second membre de (13) soit supérieur â un certain
nombre Ct pour que l'inégalité (10) puisse être appliqué.

j_

Mais si r est suffisamment grand Mfc, f) est supérieur à 1, et nous arrivons
à une contradiction avec le fait que ƒ({) prend une valeur de module inférieur ou
égal à 1 sur la circonférence C. Par conséquent il y a au moins un cercle y de centre
{ dans la couronne F dans lequel ƒ({) prend l'une des valeurs 0 et 1.

En appliquant le théorème de M. SCHOTTKY au plus grand cercle

dans lequel ƒ (() ne prend pas les valeurs 0 et 1 M. VALIRON a été amené au théo-
rème suivant:
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Soient ƒ ( ( ) une fonction entten ayant une singularité essentielle à f infini, K un
nombre supérieur à une constante absolue, et a un nombre positif fixe ou une fonction
convenable de r. Alors il existe àes cercles C(f)

avec

dont les centres s'éloignent indéfiniment, tels que dans C ( / ) , f(() prenne toute valeur Z
de module inférieur à f(K) sauf peut-être des valeurs qui peuvent être enfermées dans

un cercle de rayon -~j~~ du plan des Z, m et ®(K) étant donnés respectivement par

l'inégalité (14) et l'équation suivante

Au point (T et au centre du cercle C{f) nous avons l'inégalité

00 1/(01 ><*•
5. Distribution des mines de ƒ(;() — P{{) où P({) est un polynôme,—Nous allons

considérer la distribution des zéros de f[{) — P({) où ƒ({) est une fonction entière
donnée et P({) un polynôme quelconque de degré Zzp) et nous démontrerons qu'il
existe des cercles possédant des zéros de / (^ ) — -P(O s auf peut-être pour certains po-
lynômes, ces polynômes dépendant des cercles considérés.

En employant les mêmes notations que dans le numero précédent on sait qu'il y
a dans Y un cercle de remplissage y de rayon

log M ( r , / ) >
tel que à son centre ^

Soient s le point dans y où f(j) prend l'une des valeurs o et i, y, et y, les cercles
de centre x et de rayons R et 2R respectivement.

Soit

un polynôme de degré Z.p tel que la fonction F{(() = ƒ ( { ) — f , ( 0 n'ait pas de
zéros dans le cercle y2. Pour les polynômes P((j qui différent sensiblement du poly-
nôme P,(() nous démontrerons que la fonction f({)-~P({) possédera un zéro au
moins dans ya. Car supposons que le contraire soit vrai pour un polynôme

.. «



DAVID R. WILLIAMS,

Si q est le plus grand des nombres i et n et si les coefficients \c.\ des polynômes
\P(l)\ considérés sont tous inférieurs kKl)Kx étant une constante ou une fonction
convenable de r, nous aurons pour |{| Z r et r > i

et

(17)

Le cercle ya et par conséquent le point x se trouveraient dans la couronne

c'est-à-dire si

(18)
L l°g%/)J

Nous supposerons pour le moment que cette inégalité ait lieu, donnant plus loi»
les valeurs de a et K pour qu'elle soit satisfaite.

Au point x nous avons

En donnant une borne inférieure au premier coefficient de P(^)—P,(O on

trouver une borne inférieure pour \P(() — P ^ ) ) . En effet on a

avec ff Z f, et |>.| < iK0 et alors

2K. 1
ou

(20)

pourvu que |{| = r > 1. En prenant

et supposant r > 3, le dernier facteur du second membre de (20) sera supérieur à

—. Alors nous avons
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<x par suite

ta remarquant que |x| > f(i - n ) > — si a < —. Les fonctions F, (ç), P ( $ - P
2 4

« F^l) — [ P ( 0 - P,(^)] sont holoraorphes et ne s'annulent pas dans y2, et donc
la fonction

est holomorphe et ne prend pas les valeurs o et i dans ce cercle. En appliquant ïï-

négalité de LANDAU-VÂLÏRON et mettant r = — dans la formule (12) nous aurons
22

|F,(0| <[Maxde |P(0-PM)\ i™ ï ^ j ? ( S ^ ( x î + ^

valable pour tous les points dans le cercle y , , et en tenant compte de (17), (19) et
(22) il résulte que

et ensuite

C et C{ étant des constantes. Si nous prenons

(23) *,<7

nous avons

cette inégalité ayant lieu pour le point {= (x en particulier. D'autre part pour ce
point on a d'après (16)

et donc nous arrivons â une contradiction si

et donc si

r étant supérieur à C2
2.

Il nous reste à choisir a tel que l'inégalité (18) ait. lieu. En effet ƒ({) étant une
fonction entière on sait que la fonction log M(r, f) est une fonction convexe et crois-
sante de log r, d'après un théorème de M. HADAMARD. Par conséquent le rapport de
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log r 1 log M(r, ƒ) tend vers zéro lorsque r croit indéfiniment: alors, a étant fixe, m
est fixe et

126. = ] 2
l o g M ( f J )

pour r > un certain nombre r0. En prenant ft^y nous voyons que l'inégalité (18)

est vérifiée.
Interprétons maintenant l'inégalité (21) ce qui devient, en tenant compte de (23)

f2

Par définition y est le plus grand des nombres f et «, et c est le degré de
— ^ , (0 - Q u a t r e cas se présentent:
i° Si M = t = q = c nous avons de (2ibis)

Alors on déduit que la fonction ƒ(ç) — P(() s'annule dans y2 pour tous les polynô-
mes P({) pour lesquels

2° Si n = I = y > ç on a

c, = c|. pour y \ i y n}

Alors la fonction ƒ ( ( ) - P ( ^ ) s'annule pour tous les polynômes P(() de degré n—t
dont les premiers » — s coefficients sont les mêmes que ceux de P((^) et

2

30 Si »>/l ' inégalité (2ibis) devient

fa

« on voit que la fonction / ( ( ) - P ( ^ ) s'annule dans y2 pour les polynômes de degré
2

inférieur à t si |cj > —.
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4° Si n < t on a
2

2

Par conséquent si le premier coefficient de Pt{(j est > — la fonction / ( 0 —
1

s'annule dans y2 pour tous les polynômes de degré « < f.
II est bien entendu que les coefficients des polynômes considérés sont inférieurs

JL
2

â — en module. En rassemblant tous les résultats on aie théorème suivant:
2

THÉORÈME 3. — Soient ƒ({) une fonction entière donna et

im polynôme de degré Z.p et tel que \ct\ < Kl. Soft |(| = r ( > «n «rtoi» «omîr^ r0)
une circonférence sur laquelle il y a au moins un point où | / ( { ) | Z i . Dans h couronne

a étant un nombre fixe <C -«-, il existe un cercle de remplissage f de rapn

(H une f onction de p et a) possédant la propriété suivante: ou tien la fonction j'(^)—
s annule dans y pour tous les polynômes P{() pour lesquels

ou bien parmi les polynômes de cette famille il existe un

tel que la fonction f({) — P , ^ ) ne s'annule pas dans y, tandis que
s'annule dans y pour tous les polynômes P(() pour lesquels on a

i° n = t et \ c t - c ] y ~ )

~%

2° » = * tt f. = f) pour t\i>o tt (fa —«i|>"7!

r1

? n>t a K
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ü pour les polynômes ie degré < t pourvu que

On doit remarquer que Ie polynôme Pt((j peut dépendre du cercle de remplissage
considéré. En outre, plus le cercle de remplissage y est éloigné plus est étendu l'en-
semble admis des polynômes P(().

Pour les fonctions entières d'ordre fini il existe des couronnes r <[ |{| <[&r, k
un nombre fini, dont les rayons croissent indéfiniment dans lesquelles ƒ({) prend Tune
des valeurs o et i et telles que

l o g M ( A r , / ) < M o g M ( r , / ) ,

h étant un nombre fixe I4). Cette propriété nous permet d'exprimer la quantité R m

fonction du module de l'affixe du centre de y. En prenant a tel que i — 2* > —

des calculs faciles nous amènent au théorème suivant:
THÉORÈME 3 , . — Soient f (() une fonction entilre donna d'ordre fini et

un polynôme quelconque. Il existe une suite infinie de cercles |C v ( / ) j d'équation

* ^ i°g %(ƒ)!,ƒ)

# ( ƒ , p) étant un nombre ne dépendant que de f(() et p) possédant la propriété suivante:
ou bien la jonction / (^) — P(^) s'annule dans Cv( / ) pour chaque P{() de hnsembk
de polynômes pour lesquels

ou bien parmi cet ensemble il y a un polynôme

tel que f(() - Pt((j ne s'annule pas dans Cv(f) tandis iueffy—Pfâ s9 annule pour
tous les polynômes P({) de degré n ~ t si



COMPLÉMENTS AU THÉORÈME DE M. JÜLIA.

ou si c. = c'. pour t \ i > 0 et \c0 — ca\> r , ou de degré n < t si

k»(/f
m de degré n<^t si

M>-Lr
MAI'

Si P^O est un polynôme tel que /"(^)—P( (^) ne s'annule pas dans Cv(/)nous
Fappellerons un polynôme exceptionnel pour Cv(/), et si ƒ(:() — P t (O ne s'annule pas
dans aucun cercle de l'ensemble JCV(/)| nous dirons que ?,({) est exceptionnel pour
cet ensemble. Le polynôme peut être exceptionnel dans chacun des cercles Cv(/) sauf
pour un nombre fini d'entre eux: dans ce cas nous dirons qu'il est exceptionnel au
sens large pour la suite |CV(/) | . A partir d'un certain cercle de rang assez grand le
polynôme devient exceptionnel au sens étroit.

Nous ferons une comparaison de ce dernier théorème avec celui de M, VALIRON

énoncé au § 4 . Dans une suite de cercles |C V ( / ) | de centres s'éloignant indéfiniment
la fonction ƒ {{) prend toute valeur 2 de module inférieur à un certain nombre <p sauf
peut-être quelques-unes; ce qui veut dire que si

on peut faire varier le premier coefficient dans une région déterminée D(CV, ƒ) du
plan des co1 sans que les nouvelles fonctions obtenues cessent de s'annuler dans le
cercle Cv(/), cette région dépendant de f({) et du cercle Cv(/) et devenant plus
grande quand le cercle s'éloigne de l'origine.

Représentons le coefficient c. { o / . i Z . n Z . p ) du polynôme P({) dans un plan
P.. Nous allons définir des domaines A^ comprenant des régions dans les plans P.
tels que l'on peut faire varier les coefficients de P(() dans A ŵ sans que la fonction
ƒ 0 0 ~~ ^ ( 0 cesse ^e s'annu'er ( i a n s Cy(/)- Soit j{v(/)| = rv. Traçons dans chaque

plan P. , o Z * Z j > , un cercle Di avec l'origine pour centre et de rayon —. Le
2

nombre t désignant le degré eu 0 ' , ..., c\ les coefficients d'une fonction exception-
nelle (t = c\ = 0 s'il n'y a pas de fonction exceptionnelle) traçons dans le plan P 0

où 0 Z i Z t, le cercle d. d'équation
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et dans le plan des P. , t < i Z p , les cercles à. d'équation

L'extérieur des cercles D. et l'intérieur des cercles d. seront dits des régions exclues.
* Nous définirons le domaine tf de la façon suivante: il ne contient que les

centres des petits cercles d. dans les plans P., <s<^i/_p\ les points non-exclus dans
le plan Pg ; et les points à l'intérieur des cercles D. dans les plans P. où j < <x. A
chaque domaine tf correspond une famille de polynômes P({) de degré n. A tous
les domaines H° (<r = o, i, ..., p) correspond un ensemble de polynômes de degré
Z_p et pour as polynômes la fonction ƒ ({) —P({) s'annule dans le cercle Cv(/) .
On voit que n = a si Q \ i et de plus si t^ o et le cercle dt contient l'origine il
est évident que les polynômes admis sont de degré \ U

Soit

L'addition de — P({) â ƒ(() est la même chose que le changement des n -f-1
premiers coefficients de ƒ((). En faisant jouer au point 0. (J <CiZp) le rôle de l'o-
rigine dans le plan des cn et au point al — c\ le rôle du point c\ dans le plan des
ci O ' ^ O ? nous P o u v o n s ^Mr des domaines â̂ M analogues aux A* Le théorème 3
nous montre que si nous faisons varier le point ao, al} . . . , a dans un quelconque

des domaines 1° toutes les fonctions correspondantes s'annulent dans le cercle Cv(/) ,
ces domaines dépendant de ƒ et de Cy(/).

6. Maintenant nous démontrerons qu'il n'y a qu'un polynôme qui est exceptionnel
pour l'ensemble de cercles jCv( /) | . Supposons que

soit un tel polynôme exceptionnel Soit

un autre polynôme quelconque: alors ƒ ( 0 — P ( 0 s'annule dans un cercle de la suite
|C V ( / ) | assez éloigné. Supposons que le contraire soit vrai.

Prenons une suite de circonférences j( = r. (r. < r.+ l , i = 0, 1 , , . , ) telle que
sur chacune il y a un point au moins où | / ( ( ) | Z 1 . Alors il existe une suite de
cercles | C . ( / ) | de rayons

l

Désignons par e. le rapport
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D'après le théorème de M. HADAMARD cité précédemment on voit que e. tend vers
zéro lorsque i tend vers infini.

Soit p le plus grand des nombres f et « et prenons l le plus petit entier tel que

Soient if, le plus grand des modules des coefficients de P((j et P ^ ) , p le plus petit
entier tel que

et L le plus petit entier tel que

Les polynômes P ^ ) et P(() n'étant pas identiques, pour au moins une valeur
de i nous avons c. — c\ ̂  o. Soit K le plus grand de c^ nombres i et prenons M
le plus petit entier tel que

2
r# "~ CK\

Désignons par JV le plus grand des nombres \ p, L et M. De la façon du choix de
R et des calculs de § 5 il résulte que la fonction P( î )"- -P, (O ue s'annule pas dans
Cx(f). Evidemment le même résultat a lieu pour les cercles CAr+!(/j, C ^ + 2 ( / ) , . . . .

Finalement le rayon du cercle CAr(/) est égal à ^ ( « J ^ f ^ , où flt(a) ne dé-

pend que de a, La distance du centre de CN(f) à l'origine est inférieure à - i - ^ et

par suite le rapport du rayon de C iV(/) à la distance de son centre à l'origine tend
vers zéro lorsque JV croit indéfiniment. Nous pouvons énoncer le théorème suivant:

THÉORÈME 4. — Étant donnée une fonction mtien f[(j il existe une suitt de ctr-
ch CJJ) de centres (v ( |{J=rv) s éloignant indéfiniment et de rayons i yr y , Jv tendant

vers {éro avec —, teik que f équation

possïde une infinité de racines dans ïensemhle des cercles pour tous les polynômes
sauf un au plus.

En faisant usage d'un raisonnement de M. VÀLÏRON I S ) on déduit immédiatement
un résultat qui généralise la première proposition de M. JULÏA énoncée dans Tintro-

«*) L c. 9), Chap. VI.
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duction. Soit L une courbe continue procédant de l'origine i l'infini, et franchissant
chaque cercle de centre l'origine en un point seulement. On peut la représenter par
l'équation

0 = F(r )

avec F(r) une fonction de r continue et uniforme pour toutes les valeurs de r. Sup-
posons q u e F ( i ) = û0. En faisant tourner L autour de Forigine par un angle
o (o < <p < 2ff) on obtient une courbe L^ d'équation

Une telle courbe et une seule passe par chaque point du plan. Soient I ( v ) la
courbe qui passe par le centre du cercle C v( / ) et x v = ^ v le point où I ( v ) franchit
le cercle |̂ | = i. La suite infinie de points |xv | a au moins un point limite, soit X—â.
La courbe qui passe par le point X = â se déduit de I par une rotation à travers
un angle A — 60 et par conséquent est d'équation

Puisque le rapport du rayon de Cv(/) à la distance de son centre à l'origine tend
vers zéro lorsque v tend vers infini il est évident que la bande comprise entre les deux
courbes

ô F ( ) 8 + * - s et e = F ( r ) -

s étant positif et arbitraire, contient une infinité de ces cercles. Le théorème précédent
s'applique à cet ensemble de cercles et nous avons la proposition suivante:

THÉORÈME 4fl. -Soit L un chemin continu procédant de ïorigine à l'infini, tt
n ayant quun point commun avec chaque cercle de centre l'origine, et B une bande h~
layée par L en k faisant tourner autour de l'origine à travers un angle d'ouwrtuft
aussi petit que l'on veut. Etant donnée une fonction entière ƒ({) il existe une bande B\
dérivée de B par une rotation autour de l'origine, dans laquelle la fonction f'($—?({)
s'annule une infinité de fois pour tous les polynômes P{{) sauf peut-être un.

Nous ferons quelques remarques qui généralisent un peu les théorèmes 3-4^
i° II est évident que si ƒ(*) n'est pas holoraorphe dans un cercle |{| <^ C on ne

change rien d'essentiel dans les calculs de § 5 pourvu que l'on ne considère que k
région à l'extérieur de ce cercle. Alors les théorèmes y ^ restent vrais si au lieu d'une
fonction entière ƒ({) nous prenons une fonction F(i) qui est holomorphc â l'extérieur
de \{\ <^ C sauf à l'infini où elle possède une singularité essentielle.

2° Au lieu d'un polynôme prenons une fonction fl(^) holomorphc à l'extérieur
d'un cercle |̂ j < C sauf à l'infini où elle possède un pôle. Le développement de
à l'extérieur de ce cercle est de la forme f
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Le théorème 3 s'applique â ces fonctions si les coefficients vérifient l'inégalité

(« = « , . . . , 0 , - 1 , . . . ) .

En modifiant ce résultat dans Tordre des idées de théorème 4 et en le combinant avec
la remarque i° nous avons l'énoncé général:

THÉORÈME 5. — Soient F(() une fonction donnée holomorpk à l'extérieur d'un
cercle \{\ < C sauf à l'infini qui est une singularité essentielle et 11 (() une fonction ho-
lomorphe à l'extérieur d'un cercle \{\ < C, sauf à l'infini qui est un pôle. Alors il
existe une bande d'ouverture arbitrairement petite dans laquelle l'équation

possïde une infinité de racines pour tous Us \\({) sauf un au plus.
7. Les zéros de ƒ(;().— R{{) où R({) est une fonction rationnelle, — Puisque les

fonctions rationnelles n'ont pas de pôles à l'extérieur d'un certain cercle sauf peut-être
à l'infini on peut s'attendre à ce que la méthode employée dans le' cas d'un polynôme
s'étende au cas où P[(j est une fonction rationnelle. C'est cette extension que nous
nous proposons de considérer dans ce numero.

Soient Co une circonférence sur laquelle il y a un point ^ où |/({o)j Z 1, et F
la couronne

Il existe dans cette couronne un cercle y dans lequel ƒ (() prend Tune des valeurs
0 et 1 et à son centre on a | / ( ( ) |>^ A ' . Soient x un point où ƒ({) égale 0 où 1, yt et
y2 deux cercles de centre x et de rayons R et 2R et Rt((j et i?2({) deux fonctions
rationnelles:

avec

Nous supposerons que le numérateur et le dénominateur de ]?•(() ( i = I, 2)
n'aient pas de facteurs communs, et que les nombres mo « 2 , nt et nt sont tous iû-
férieurs à un nombre p. Pour simplifier les calculs nous admettrons que le coefficient
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du terme de degré le plus haut du le dénominateur soit égal à i. Si cela n'a pas
lieu, il ne suffit qu'une division du dénominateur et du numérateur par une même
quantité pour que la condition soit vérifiée.

Supposons que la fonction ƒ({) — R{(() ne s'annule pas dans le cercle y2. Nous
démontrerons que, si les deux fonctions Rtfc) eti?2(() différent sensiblement, la fonc-
tion R2(() n'est pas exceptionnelle pour le cercle y2. Car supposons que le contraire
soit vrai.

Le cercle y2 se trouve dans la couronne

si

(24)

Nous supposons pour le moment que cette condition soit vérifiée.
Si les coefficients des polynômes \M({)\ et \N(()\ sont tous inférieurs à Kt ea

module on a pour \{\ = r \ i :

D'autre part

t[ K/>
r — i

oo

Ç
si |̂ | = r > 2Kt -f i, et d'une même façon on a

(27) ra>

La différence des deux fonctions Rt($ et Rfâ peut se mettre dans k forme

g(0
où
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Soit q le dégrc de Q((). On Peut 'e mettre sous

et ensuite

Quelques calculs faciles nous montrent que la borne supérieure des modules des coef-
ficients \c.\ est inférieure-à i(p -J-1) C \ Alors on a pour \{\ = r > i

T •— aO + 0*?
Kk'

> W
et par conséquent

Kl

si on prend

(28)

r étant > 3. Nous mettrons

et alors l'inégalité (28) devient

(28')

Maintenant on peut donner une borne inférieure à [Rfâ — Rtfjf ^n e^et s'

La borne inférieure de q — nx — nt est \ — 2p : alors |JCJ étant compris entre —

et 2 r il résulte que

IW-̂ WI>
OU

(30)

cette inégalité ayant lieu pour r > 4 ^ - j - 2.
WILLIAMS.
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De plus, d'après (25), (26) et (29), nous avons pour \{\ = r

«r«,+j-

€t

Par conséquent pour un point { dans la couronne — < |̂ j < i -
2 2

00

Les zéros des polynômes AT,(O et N , ( 0 se t r o u v e n t i l'intérieur du cercle
1 -f ̂ , • par suite à l'extérieur de ce cercle Rfy et iJ2(() sont holomorphes

si tnï Zznl et m% Z wa, et sont holomorphes sauf à l'infini si nl > », et » , > » , .
Les fonctions f((j — ̂ ( ^ ƒ(() — Rfy et 52({) — Rfy sont holomorphes pour
k| > 1 + Ks sauf à l'infini.

Le nombre Kx étant nécessairement \ 1 toutes les conditions que nous avons
données pour la borne inférieure de r sont contenues dans la condition

ce qui est vérifiée si r > 8.
Les fonctions f({) - R ^ f($ - Rz((j et Rz((j - Rfâ ne s'annulent pas

dans y2 et donc la fonction

f(û-Kl)

est holomorphe et ne prend pas les valeurs 0 et 1 dans ya. Le théorème de M.
SCHOTTKY s'applique et nous avons pour |( — x\ Z R

x. de m-Rt(0\ dans

+ [Ma.de|«,(O|dansYj
Eu tenant compte des inégalités (30), (31) et (32) on a
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h étant une constante. En particulier cette inégalité a lieu pour le centre ^ du cercle
de remplissage y. Mais d'après (16) on a aussi pour ( = ^ l'inégalité \f(()\ > / , et
donc nous arrivons à une contradiction si

OU SI

pour r assez grand. Prenons

On voit immédiatement que l'inégalité (24) est vérifiée pour r assez grand et a < ( — .
8

Alors pour deux fonctions rationnelles dont les coefficients vérifient les inégalités (28')
et (29) il est impossible que les deux fonctions ƒ({) — ^ , ( 0 et ƒ({) —i?2({) ne
possèdent pas de zéros dans y2. Interprétons maintenant la première de ces inégalités.
Pour cela nous mettrons une fonction rationnelle dans la forme

où s est un nombre entier qui est positif, zéro ou négatif selon que le degré du nu-
mérateur est supérieur, égal ou inférieur à celui du dénominateur. La fonction R (A
que nous avons supposée exceptionnelle, s'il y en a, peut s'écrire

Nous considérons la famille de fonctions rationnelles pour lesquelles les modules des

coefficients du numérateur et du dénominateur sont inférieurs à I —-— 1 . NousW + 4/ '
supposons que j soit égal au plus grand des entiers mî-\-ni et ^ - f ^ , en d'autres
termes nous supposons que an+i ^ a'ut si s = t. Cette restriction est faite f our sim-
plifier l'énoncé du théorème actuel, après lequel nous nous en passerons.

11 y a trois cas à distinguer:
i° Si mî - f nt = mt - f n% l'inégalité (28') donne

OÙ

Alors on déduit que la fonction f({) - R({) s'annule dans y, pour toutes les fonc-
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tîons R(fy pour lesquelles

s z z t et \&' t —• av t \ y

2° Si m% \ ni > ml - j - »a l'inégalité (28') donne

et on voit que la fonction ƒ({) — R({) s'annule dans y2 pour les fonctions I ( ç ) a

O« « KJ>f-
30 Si », + « , < » , + », l'inégalité (28') donne

K\>rt>
et il résulte que la fonction ƒ(() — R(() s'annule dans y2 pour les fonctions
où r < f pourvu que

En rassemblant ces résultats on peut énoncer le théorème suivant:
THÉORÈME 6. — Soient f(() uni jonction tnliïu ionnie et JJ(^) une fonction ra-

tionndk

U ) "

où les degrés iu numérateur et au dénominateur sont inférieurs ou égals à p, et les coef-
ficients sont inférieurs à K% en module. Soit \{\ = r une circonférence sur laquelle il y a
au moins un point où \f(()\ Z i. Dans la couronne

il existe un cercle y de rayon

ï %
où a < Y fet m *C > possédant la propriété suivante: ou bien k fonction

arc sin —
2Z(0 "" ̂ ( 0 fwnuk dans y ̂ wr toutes les fonctions rationnelles R(() avec



COMPLÉMENTS AU THÉORÈME DE M. JULIA.

ou bien parmi les fonctions ie cette famille il existe une

telle que ƒ({) — Rfâ ne s'annule pas dans y tandis que ƒ({) - R((j s'annule pour
toutes les fonctions R({) pour lesquelles

2°

f • « - KJ
En supprimant la restriction que nous avons faite sur q nos calculs nous mon-

trent qu'il n'y a qu'une fonction rationnelle qui est exceptionnelle pour une suite in-
finie de cercles s'éloignant indéfiniment. Car supposons qu'il y ait deux fonctions ex-
ceptionnelles

J M A Ö et R(t)y&

Prenons une suite de circonférences \C.\ de rayons r. respectivement avec r^r^tt
l imr = oo, telle que sur chacune il y a un point où \f({)\ Z i. Alors il existe une
suite de cercles de remplissage \C{(f)\ de rayons

Désignons le r a p p o r t . — — ^ - 7 - par e. et soit M. le plus petit des deux nombres6 r r log.M(r.,/) l

4= et ( r . / , avec S < 1. Le nombre p étant le plus grand des degrés de M.(î) et

(I = ï, 2), prenons m le plus petit entier tel que

Dans ce cas le rayon R. du cercle C.(/) est inférieur à H / s . rf. pour i\m, où F

«st fixe, d'où il résulte que -ï- tend vers zéro lorsque r. croit indéfiniment. D'autre

part pour i \ m on a

>

une quantité qui croit indéfiniment avec u
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Soit C la borne supérieure des coefficients de
tant pas identiquement égales il résulte que

et Rfy. Ces fonctions n'é-

et alors il y aura un entier G tel que Ô ( O r =

Soient K le plus grand des nombres C, -j—r, -r-p- et pj- , et N le plus petit

nombre > m tel que

Des calculs faits dans la démonstration de théorème 6 il résulte que R2[(j — J ? ^ )
ne s'annule pas dans CK(f) et ensuite en employant le même raisonnement nous ar-
rivons à une contradiction en supposant que les deux fonctions Rfâ et R2(() soient
exceptionnelles, d'où:

THÉORÈME 7. — Soient f ((j une fonction entière îonnit et R(() une jonction ra-
tionnelle de k forme

où le numérateur et le dénominateur nont pas de facteur commun. Il existe une suite
infinie de cercles {Cv( /) | de centres |(v | ( |{v | = rv) s'éloignant indéfiniment) et de rayons

tendant vers %éro avec —, telle que l'équation f ( 0 — i?(^) = 0 posstdt une

infinité de racines dans lfensemble des cercles pour toutes Us R(() sauf une au plus.
Puisqu'une fonction rationnelle a au plus un pôle à l'infini, on remarque que

dans le cas où le degré du numérateur de R{() est supérieur à celui du dénominateur
le théorème 7 est contenu dans théorème 4, le polynôme P({) ayant été remplacé
par une fonction l l (() holomorphe à l'extérieur d'un cercle |{| = ro sauf à l'infini
qui est un pôle.

Une bande B' construite à la même façon que dans § 6 contient une infinité des
cercles Cv(/) , d'où on a:

THÉORÈME ]a. — Soit f(() une fonction entière donnée et R(j) une fonction ration*
mile définie dans le théorème précédent. Il existe une bande d'ouverture arbitrairement
petite dans laquelle la fonction f{() — R({) a une infinité de {éros pour toutes les R(%)
sauf une au plus.

Les théorèmes 6-7a s'appliquent encore si au lieu d'une fonction entière on prend
une fonction F ( ( ) holomorphe au voisinage du point â l'infini qui est une singularité
essentielle.
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8. Les zéros def(()—g(û où g(() est une fonction entière (fordre nul. — Nous
allons généraliser les résultats de § 5 en remplaçant P(() par une fonction entière
d'ordre nul. Nous ferons d'abord quelques remarques.

Premièrement, soient k' supérieur à 1, N un nombre entier > o et h un nombre
tel que
(34) *>(* + *•)+IO*(A7+I)«L

Soient x6 un point de la circonférence \{\ = r où le module de ƒ (() prend son maxi-
mum, et L une courbe quelconque de longueur hr qui part de x0. En partant de xo

et en cheminant le long de L moyennant des cercles de rayons 2%^ à la façon em-
ployée dans § 4, nous arrivons au bout de L après un nombre d'opérations au plus

égal à 1 - j — . S i nous supposons qu'aucun des cercles ne contienne un point où

ƒ({) prend l'une des valeurs 0 et 1 il résulte des calculs de § 4 que l'inégalité

où

(35) Ö = é I + l ,

sera valable dans la suite (S') de cercles ayant les mêmes centres que les cercles em-
ployés au-dessus et de rayons ar .

Nous prendrons dorénavant

flt su
log, M(r,/)

b' étant un nombre à déterminer. Alors nous aurons

= 6.[logM(r,/)fOg<

= é.[log M{r,f)f
à

Par suite, si r est assez grand, on a

(37)

pour 1 dans la suite de cercles (S').
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Deuxièment, d'après un résultat général que M. VALIRON a énoncé pour les fonc-
tions méromorphes l 6) on peut déduire que;

Etant donnée une fonction entière d'ordre positif p fini ou infini, on peut trouver
une suite infinie de nombres \R\\ croissants indéfiniment et un nombre l'supérieur à if

tels que dans chacune des couronnes

h fonction ƒ (^) prenne f une des valeurs o et i, et en mime temps

où c est un nombre positif inférieur à p.
Soit k un nombre supérieur à ï et choisissons de la suite \R\\ une autre suite

\Rt\ telle que les couronnes

ne soient pas empiétantes, ce qui est évidemment possible.
9. Soient ƒ(( ) une fonction entière d'ordre positif et R un des nombres jJ?,}

quelconque. D'après le théorème que nous venons d'énoncer il y a au moins un point
dans la couronne

r: jR<\i\<h'R

où f({) prend l'une des valeurs 0 et 1. Par conséquent il existe dans r ' une portion
d'un domaine B) comprenant un ou plusieurs domaines simplement connexes, tel que
sur son contour nous ayons

(38) t 1/(01 = ^
et à l'intérieur

À étant un nombre compris entre 0 et log M ( # , ƒ ) . D'après un principe du module
maximum d'une fonction holomorphe on voit que B ne peut pas former une région
annulaire entourant l'origine.

Supposons d'abord que l'un (Bo) des domaines constituant 5 soit contenu dans

l 6 ) G. VALIRON, Sur une propriété ks fonctions méromrphes d'ordre positif [Bulletin des Sciences
Mathématiques: 2e série, t. L (1926), p. 168-174]. M. VALIRON, avait déjà énoncé un résultat analogue
pour les fonctions entières d'ordre non entier dans sa monographie: Fonctions entières et fonctions mi-
fomorphes d'une variable [1. c. 7 ) ] . Le même résultat pour les fonctions d'ordre entier se déduit im-
médiatement des calculs de § 13 Chap. 3 de son livre: «Lectures», 1. c. 9 ) .
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un cercle de rayon 9(i?) i?, Ô(r) étant une quantité qui tend vers zéro lorsque r croit
indéfiniment et que nous préciserons plus tard. Ce domaine Bo est compris dans la
couronne

Alors h étant un nombre supérieur à k\ BQ se trouvera dans la couronne

si R est pris assez grand pour que

(39) ^<J~T'

Si #(;() est une fonction entière d'ordre nul, dont nous désignons le module maximum
par U{r) g \ et { un point sur le contour de Bô1 nous avons

d'où il résulte que

KO
en prenant
(40)

D'après le théorème de ROUCHÉ on voit que les équations

ont le même nombre de racines dans Bo. Mais la fonction ƒ (() possède au moins un
zéro dans Bo; car sinon, la réciproque serait régulière dans 5 0 , et sur son contour;

par suite -jp- prendrait son maximum sur le contour, ce qui est impossible d'après

(38) et (38bls). La fonction f ({) — g({) a donc au moins un {êro dans B.
10. Prenons maintenant le cas où aucun des domaines constituant B n'est con-

tenu dans un cercle de rayon Ô(i?) R, N étant un nombre entier à préciser nous
allons démontrer que dans au moins un cerch (C) dt rayon Ü(j?) i?, à f intérieur de
la couronne F, il existe N - j-1 cercles dans chacun desquelles ƒ({) prend ïune des va-
leurs 0 et 1 et qui sont tels que k distance entre les centres de deux cercles quelconques
soit au moins égale à ioa J?. Nous choisirons N et 8(r) de sorte que

(41)

WILLIAMS.
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c'est-à-dire d'après la valeur donnée pour % dans §

^ ioi'

Mais 5 étant un des nombres jJ?,j, cette inégalité est vérifiée si

i o i '

et à partir d'une certaine valeur de R si

C8(J?)logJ
n b'

Prenons

où p est un nombre positif aussi petit que Ton veut. Alors on a

Soient A une courbe sur laquelle le module de ƒ (() prend son maximum, A le point
où cette courbe franchit la circonférence j(| = ij, et L une courbe joignant A à un
point à l'intérieur de B. On peut trouver une courbe L de longueur au plus égale à
(1:-[-£')& Partons de A et cheminons le long de L moyennant des cercles de rayon

. Nous arrivons dans B après un nombre d'opérations au plus égal à

et si nous supposons que ƒ ({) ne prenne pas les valeurs 0 et 1 dans aucun des cer-
cles employés nous aurons l'inégalité

valable sur toute la courbe L Le second membre de (42) étant supérieur à
cette inégalité sera en contradiction avec (j8bls) quand nous arrivons dans B si

(43) A = HM(R,f)f

S étant positif et inférieur à —. Par conséquent l'un au moins des cercles employés
4

sera un cercle de remplissage (S).
On remarque qu'avec la valeur de A donnée en (43) l'inégalité (40) est valable

pour des valeurs de R suffisamment grandes. En effet on a A > $ 7 , où ! U > o ,
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D'autre part g(() étant d'ordre nul

ÎI étant aussi petit que Ton veut si R est grand. Par suite ce que nous avons constaté
devient évident.

Soient y0 le premier cercle (S) rencontré en cheminant le long de I et y son
centre. II peut arriver que y0 est le premier cercle employé; sinon l'inégalité (42) est
vérifiée sur Tare de L joignant le point A au centre de y0. Traçons les N -f-1 cir-
conférences (£.) d'équations

On est assuré que tous ces cercles traversent une région Bo qui empiète sur
y o ; autrement il y aura un domaine Bo qui est compris dans un cercle de rayon
i o ( N ~ | - \)%R et par conséquent, d'après (41), dans un cercle de rayon 9(i?) ]?, ce
qui contredit notre hypothèse actuelle sur B.

Partons du point où la circonférence Bi franchit ou bien la courbe Ay ou bien
la portion de la courbe »\ à l'extérieur du cercle \(\ < i?, et cheminons le long de Bt

moyennant des cercles de rayons 2ai?. Alors nous sommes assurés que l'un des cer-
cles employés est un cercle (5) : sinon l'inégalité

(44)
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OÙ

serait vérifiée sur toute la circonférence 5 . , et puisque le second membre de (44) est

supérieur à e{k^M{R)^ , d'après la première remarque de § 9, nous aurions une con-
tradiction avec (38bis) quand nous arrivons dans B. En appliquant le même raisonne-
ment à tous les (JS.) nous voyons qu'il existe au moins N -f-1 cercles (S), y0 indu,
dans le cercle (C) de rayon io(N-j~ 1)%R- De plus il est évident que la distance
entre les centres de deux cercles (S) quelconques est au moins égale à 10xi?, et le

'cercle (C) se trouvera dans la couronne — R < |(| < kR si R est suffisamment grand

pour que 9(5) vérifie fy), d'où nous avons le résultat énoncé au début de ce nu-
méro.

I L Nous désignerons par n(r) le nombre de zéros de module Z.r d'une fonc-
tion entière g(() et nous considérerons la famille des fonctions %($ d'ordre nul pour
lesquelles

Soient g({) et gt((j deux telles fonctions avec les développements

En mettant |*j ou \t[\ égal à rn le logarithme des modules maxima des produits in-
finis est inférieur à

pour r suffisamment grand.
Nous supposons que

(45)
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et par suite, p étant < — et r \ i?, nous aurons

En mettant en évidence les zéros de g({) - g fa) nous avons un développement de
la forme

Si nfa) désigne le nombre des zéros de £ ( O — £ , ( O ^e module < r , nous avons
d'après la formule de M. JENSEN

étant le plus petit des nombres {|(JJ}.
Supposons que

l o g | / ; J > - l o g J ?

(40
l o g r 0 > - l o g J ?

Alors si r > r, ^ R \ r0 et § < — on a

Prenons r = rj+ r , y > 0, et puis

En choisissant y tel que l'expression • •• soit un minimum on a

Le nombre des zéros dans le cercle |{| < kR est

pour R assez grand, et par suite
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Considérons les iV-f i cercles de remplissage (S) dans le cercle (C) et désignons
les par y: ( i = o , i, ..., N) et soit x. le point dans y. où ƒ({) prend fune des va-
leurs o et i. Soit y) le cercle d'équation

II est évident que les N - f 1 cercles |y!j n'empiètent pas et sont tous contenus dans
le cercle (C) et par conséquent dans la couronne r. Une fonction entière ayant au
plus N zéros dans le cercle |(J <[ hR ne s'annule pas dans au moins un des |y!| et
donc â chaque couple de fonctions g fa) et £,({) correspond au moins un cercle y!
dans lequel g fa) — £, fa) n'a pas de zéros.

Étant donnée une fonction entière ƒ fa) d'ordre positif nous proposons de démon-
trer que ffa) — gfa) s'annule dans le cercle (C) pour toutes les fonctions \g($\ vé-
rifiant les inégalités (45), sauf peut être quelques-unes, Admettons que la fonction

Ffa)=ffa)~g!(\)
 n'a^ Pas ^e ^ros ^;lIls (O* Nous démontrerons que cela n'ar-

rive pas pour les fonctions de la famille \gfa)\ qui vérifient les inégalités (46). Car

supposons que g fa) soit une autre fonction exceptionnelle dans (C). Il existe un cercle

y! dans (C) tel que f ( 0 ~ ^ i ( 0 ne s ' a n n u l e Pas dans y!. Les fonctions F(0> £ ( 0 ~ £ j ( 0

et F(() — [g fa) — #f (()] sont holomorphes et ne s'annulent pas dans yj. Les condi-

tions du théorème 2 sont vérifiées. En mettant r = — dans la formule (12) on aura

pour { à l'intérieur du cercle |{ — x{\ < 2 a R

(47)

I

î+^

où kt est une constante absolue.
Il nous reste à trouver une borne inférieure de [£(*.) — £,(JC.)|. En mettant en

évidence les zéros de K O ~ ^ U ) ^ se trouvent dans le cercle |(| < 2iJ? nous
avons

Pour le dernier produit — désignons le par G fa) — nous avons

u est positif et inférieur à — on a
P.

< — . L o r s q u e
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et par conséquent pour | ( | < h R

-M l -U

Mais par un calcul facile on obtient la relation

et puisqu'on a « 1 ( f ) " \ ' ° g f Po u r r assez §ran^) •'

ogx l o g 2 U + i

ûR

Alors pour les points { dans la couronne r on aura

|C(0 | > fiMR

où Jo est une constante bornée.
La fonction £ ( 0 — £ , ( 0 ne s'annulant pas dans le cercle y! on aura pour

et

si -r- ^ t inférieur à i, ce qui a lieu pour R assez grand. Par conséquent

ou puisque t \ o et |AJ>r l o g K

où ^, = - T - ) et i? étant supérieur à i En portant cette borne inférieure de

et par suite pour J? suffisamment grand
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En particulier cette inégalité a lieu pour le centre de y.. Mais à ce point on a aussi

1/(01 >
et nous sommes arrivés à une contradiction si

(48) [log M(R, f)f

Supposons en définitif que

f(r) étant fini si ƒ(() est d'ordre fini et croissant indéfiniment si f({) est d'ordre in-
fini On sait que pour r = R.

et par conséquent (logJJ)2 est petit en rapport à log M(J?5 ƒ). Alors (48) a lieu si

inégalité qui est valable à partir d'une certaine valeur de J?, e(r) étant une quantité
positive tendant vers zéro lorsque r augmente indéfiniment.

Il résulte donc que la fonction ƒ({)-— g{() s'annule dans le cercle y!. En somme
nous avons démontré que la fonction / (^) — ̂ ( 0 s'annule au moins une fois dans
le cercle (C) de rayon 6(J?) R pourvu que les inégalités (45) et (46) soient vérifiées»

Interprétons la première des inégalités (46). Si l = l et &ffcdx il résulte que la
fonction f{() — g ( 0 s'annule dans (C) si

Si l = l et at = 4 , al+l = 4+1 > • • • ? fl/-i = flLi
la fonction g($ n'est pas exceptionnelle pour (C) si

et K - « ; I > | .

Si I < X ou 1 > X la fonction ƒ({) — g(() s'annule dans (C) si

Kl>j ou K|>-i
respectivement.

Finalement nous avons la proposition suivante:
TKÉORÈME 8. — Soient f({) une jonction entilre d'ordre positif donna et g(() une

fonction d'ordre nul ayant un développement de la forme
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et telle que k iensiti des {éros vérifie ïiné^aïii

où ? est un nombre positif aussi petit que l'on veut. Nous supposons que

C étant un nombre positif.
Il existe un nombre h y i et une suite infinie de nombres %] croissant indéfini*

ment, Rï étant > un certain nombre r0, tels que ans k couronne

il y ait un cercle C v ( / ) de rajon

H(k) étant une fonction m dépendant que di h et a un nombre positif inférieur à
l'ordre de ƒ(;(), possédant k propriété suivante: ou bien k fonction ƒ ( { ) — # ( ( ) s*annule
dans C v ( / ) pour chaqut fonction de kfamilh \g({)\ pour laquelle C = R^ ou bien
parmi les fonctions de cette famille il y a une

(«O

telle que / f t ) — £ , {{) ne s'annule pas dans C v ( / ) tandis que f({) - g{$ iannule
pour toutes les %(() de k famille pour lesquelles

i
— \ 5f U — VI \ —

7 ï '

(49)

si K|>i-.

En exprimant le rayon de C y ( / ) en fonction du module de l'affixe de son centre
on obtient immédiatement le corollaire:

WlUHHS.
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Les hypotheses étant les mêmes que dans théorème* 8, il existe un nombre krni
h y i et une suite infinie de cercles |CV(/)} d'équation

dont les centres s'éloignent indéfiniment tels que, ou bien la fonction f(Û — g({) s'an-

nule dans Cv(f) pour toutes les fonctions g({) pour lesquelles C = ^ — ou bien

parmi ces fonctions il y a une gt((j telle que ƒ({)—gXÙ ne s'annule pas dans C v ( / ) ,
tandis que ƒ({) — g{() s'annule dans Cv(/) pour toutes les g($ vérifiant les conditions

(49) i?y étant remplacé par -^— dans chaque inégalité.

Ainsi nous avons défini une suite de cercles \Cv(f)\ telle que dans Cv(/) la fonc-
tion f(() — g((j s'annule pour toutes les g{(j vérifiant (49) sauf peut-être une en-
semble qui dépend de Cv(/). D'autre part il n'y a qu'une fonction g((j qui peut être
exceptionnelle pour l'ensemble de cercles {Cv(/)j. Car soient

a u x fonctions de la famille {*({)], et supposons que gfâ soit exceptionnelle pour
l'ensemble de cercles jCv(/)}.

Si / = ), désignons par t le plus petit entier tel que a t f a \ . Soit { J ^ o le zéro
4e la fonction g($ — ^ ( ( ) qui est le plus proche de l'origine, et désignons par K

la borne supérieure des nombres |aj, |4I, r ? ' M I ' i M"> *et H et ensu^te ^

le plus petit entier tel que

Prenons v le plus petit entier tel que

Si N est le plus grand des deux nombres jx et v il résulte du théorème 8 que k.

fonction g((j n'est pas exceptionnelle pour le cercle CN(f) ni a fortiori pour les cor*

d® Ctf+i(A Q + a ( A ••• • ̂ e nom')re ^ ( îu e nous avons >mt0^t en choisissant

la suite de nombres \RV\ dépend de ƒ(() et donc -^ est une constante qui ne dé-

pend que de•ƒ($; alors nous avons le résultat suivant:
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THÉORÈME 9. — Soit f(() une fonction entilrt année d'ordre positif tt \i((j\ um
famille de fonctions entières d'ordre nul pour lesquelles

ou p est un nombre positif aussi petit que l'on veut. Il existe une suite de cercles \Cv(f)\
d'équation

Ht(f) un nombre ne dépendant que de ƒ, telle que l'équation

ait une infinité de racines dans ïensemble de jCv( /)} pour toute* les fonctions
sauf peut-être une.

Le rapport du rayon de cercle C v ( / ) à la distance de son centre à l'origine tend
vers zéro lorsque v augmente indéfiniment. Alors, en appliquant le raisonnement.
de § 6 on voit qu'il existe un angle d'ouverture arbitrairement petite dans laquelle

_ £ ^ s'annule une infinité de f ois sauf pour une fonction ^(^) au plus.

Vu 4 approuvé :

Strasbourg, le Î 6 mars 1928.

LE DOYEN DE L ^ FACULTÉ DES SCIENCES,

P. T E MULLER.

Vu et permis d'imprimer:

Strasbourg, le 28 mars 1928.
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