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INTRODUCTION

II est bien connu que la solution d'une équation de Fred-
holm — dans le cas où cette solution existe et est unique —
s'obtient sous la forme d'un rapport de deux transcendantes
entières. En particulier, le dénominateur de ce rapport — géné-
ralement désigné par l'expression le dénominateur D(A) de
Fredholm — joue dans la théorie des équations intégrales à
limites constantes un rôle remarquable.

L'importance de ce dénominateur est d'autant plus grande
que, dans les problèmes relatifs aux membranes vibratoires
les zéros de la fonction D(X) correspondante — à ces problèmes
— se rattachent aux harmoniques en nombre infini, des mem-
branes dont on étudie le mouvement. Ainsi, l'étude de l'exis-
tence et de la distribution asymptotique de ces zéros — d'un
côté — et celui du dénominateur D(X) — d'un autre côté —
ont été l'objet de nombreuses recherches.

Depuis que, vers la fin du siècle dernier Schwartz, M. Picard
et Poincaré ont démontré successivement l'existence de la pre-
mière, de la seconde harmonique et d'une infinité d'harmoni-
ques, ces questions n'ont jamais cessé d'avoir, dans les colon-
nes des périodiques mathématiques,, une certaine actualité.
Et, sans essayer nullement de donner une bibliographie
complète des mémoires qui leur ont été consacrés, nous rap-
pellerons néanmoins que la découverte de Fredholm leur a
donné un essor nouveau. M. Picard (*) a montré avec quelle

(1) Voir E. PICARD, Sur quelques applications de l'équation fonction-
nelle de Fredholm. Rendiconli del Circolo matematico di Palcrmo,, t. 22,
1906.
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2 INTRODUCTION

élégance la théorie de Fredholm permettait de retrouver les
résultats — concernant ces questions— connus antérieurement.
De même, M. Herman Weyl en utilisant habilement les sin-
gularités et les particularités que présentent les noyaux affec-
tés aux problèmes de la physique mathématique a étudié Ja
distribution asymptotique des valeurs caractéristiques relatives
à ces problèmes. Plus récemment M. R. Courant a complété
les résultats obtenus par M. Weyl (1).

D'autre part M. Torsten Carleman (2) a démontré que le
dénominateur D(X) relatif à un noyau continu, ou plus généra-
lement tel que la théorie de M. Hibbert lui soit applicable, est
au plus de genre un. De même M. Carleman (*) a indiqué un
noyau continu pour lequel Tordre réel du dénominateur D(Xj
est égal à deux, par excès.

Dans le présent travail nous nous proposons de faire une
étude aussi complète que possible de la croissance du dénomi-
nateur D(À). Cette étude se rattache manifestement aux recher-
ches que nous venons d'indiquer si brièvement.

Il est à remarquer que, l'équation de Fredholm joue, dans
la démonstration de l'existence des solutions d'une classe
importante de problèmes de la physique mathématique, un
rôle fondamental. D'autre part, la transcendante D(Â) de F red-

(*) Voir pour la bibliographie des travaux de MM. Courant et Weyl con-
cernant ces questions :

R. COURANT et D. HILBERT, Methoden der Matfiematischen Physik, I,
p. 380, Berlin, 1924.

A ajouter : R. COURANT, Uber die Anwendung der Variations rerhnung
inder Theorie der Eigenscfnvingu7igen, etc., Acia Maihematica, 49, 1926.

(2) Voir T. CARLEMAN, Sur le genre du dénominateur D{1) de Fredholm.
Arikv for mathemat ik astronomi och fysik. Bd. 12, n<> 45. 1917.

T. CARLEMAU. Zur Theorie der Linearen Integralgleichungen. Mathe-
matische Zeitschrift, t. 9, 1921.

(3) Voir T. CARLEMAN : Uber die Fourier kœffizienten einer steligen
Funktion. Acta Mathematica, t. 41 , 1918.

Nous désignerons ces trois derniers mémoires respecthement par A, B
etC.
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holm n'est presque jamais utilisée, dans l'étude des valeurs
caractéristiques auxquelles conduisent ces mêmes problèmes
de la physique mathématique. L'explication de ce fait nous
semble être donnée par les difficultés que présentent l'étude
du dénominateur D(X). Et c'est pourquoi nous avons estimé que
des recherches dans cette direction ne seraient pas dépourvues
de tout intérêt.

Dans notre travail nous nous proposons aussi de chercher,
étant donné un noyau arbitraire — mais choisi de manière que
la théorie classique des équations intégrales à limites constan-
tes lui soit applicable — lequel de ses attributs détermine
Tordre du dénominateur D(X). Et, si pour éclaircir cet énoncé
du problème, une comparaison nous était autorisée, nous
reviendrons sur la dépendance — bien connue — qui existe
entre l'ordre réel et l'ordre apparent d'une fonction entière.
Dans ce travail, nous montrons que — mutatis mutandis — il
existe une dépendance, dont la nature sera précisée plus loin,
entre Tordre de grandeur des coefficients de Fourier du noyau
donné — ces coefficients étant calculés par rapport à une série
arbitraire de fonctions normales et orthogonales — et Tordre
réel du dénominateur D(X) qui correspond à ce même noyau
donné.

Ce mémoire est divisé en deux parties.
Dans la première partie, nous envisageons plus spécialement

les noyaux obtenus d'un nombre fini de noyaux donnés, à
Taide de l'opération de composition de seconde espèce — selon
la terminologie de M. Vito Volterra. Nous y étudions les par-
ticularités que présentent de tels noyaux, du point de vue
de la croissance du dénominateur D(X). Nous y obtenons un
résultat qui contient un théorème de M. J. Schur ainsi qu'un
théorème de M. Carleman.

Les noyaux de compositions sont évidemment des noyaux
assez particuliers. Dans la seconde partie de notre travail,
nous montrons l'intérêt que présente la considération de ces
noyaux pour Tétude du dénominateur de Fredholin relatif à
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des classes plus étendues de noyaux. Nous montrons ainsi, que
les résultats exposés dans la première partie, ont une portée
assez générale. Nous en déduisons plusieurs conséquences
concernant la transcendante de Fredholm.

Enfin, dans une note qui termine ce mémoire, nous mon-
trons sur un cas particulier la différence qui existe entre une
fonction entière d'ordre entier et de la classe inférieure et une
fonction entière de la première classe, au sens de M. Valiron.
Nous démontrons aussi une proposition concernant les fonc-
tions entières du genre zéro. Cette proposition se trouve en
rapport avec une autre proposition démontrée par M. Serge
Bernstein.

Les résultats contenus dans ce travail ont formé l'objet de
plusieurs notes présentées à l'Académie des Scjences (Séances
du 4 avril 1927, 30 mai 1927 et 26 mars 1928).

Nous nous faisons un agréable devoir d'exprimer ici l'hom-
mage de notre reconnaissance très respectueusement dévouée à
M. Edouard Goursat, Membre de l'Institut et Professeur à la
Sorbonne ainsi qu'à M. Jacques Hadamard, Membre de l'Ins-
titut et Professeur au Collège de France qui ont bien voulu
nous encourager dans nos recherches et nous faire plusieurs
remarques fort utiles pour la rédaction de ce mémoire.

Nous tenons aussi à exprimer l'hommage de notre profonde
reconnaissance au T. R. Père Créchet, Prieur de l'Ecole Saint-
Dominique et Lacordaire qui a bien voulu nous confier une
fonction dans son école et nous donner ainsi la possibilité de
continuer notre travail, possibilité qui nous était refusée partout
ailleurs.



GÉNÉRALITÉS

Pour donner plus de clarté aux considérations qui vont sui-
vre et afin d'éviter des renvois incessants à d'autres mémoires
nous commençons par énoncer les principales propositions de
la théorie des fonctions entières d'ordre fini, que nous aurons à
utiliser par la suite.

Nous rappelons aussi certaines généralités concernant
l'équation de Fredholm.

I. Soient
f(z) — a0 + atz + ... + anzn + ...

une fonction entière et

0 < ri é,T2Ûr*û ••• <=k*nû •••
les modules des zéros de cette fonction (On suppose ces modu-
les, rangés par ordre de grandeur non décroissante). Soit M(r)
le maximum du module f(z) sur le cercle \z\ — r.

On appelle ordre apparent de la fonction f(z) le plus petit
nombre a- teL que si petit que soit e, à partir d'une certaine
valeur de r, on a

M(r) < er

L'ordre de grandeur des modules des coefficients de la fonc-
tion fyz) dépend de l'ordre apparent a-. En effet, aussi petit que
§oit le nombre positif e, on peut déterminer un nombre N tel,
que pour n > N, on ait (1).

m
(') Voir E HOUEL, Leçons sur les fonctions entières. Paris, 4926, p. 63.
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On déduit de là, que
Pour

on a
L 1

l in in^oo n* \an \n = 0.

Il est plus commode, pour les applications que nous allons
en faire, d'énoncer cette proposition de la manière suivante :

Si pour a' << a on a

-
^ «, n | an |

 n = 0

,^1
-— a

II. On appelle ordre réel de la fonction f(z) le petit nombre p

00

y _Li
n = 1 n

V convergente, aussi petit que soit le nombre positif t.
Si, la série

n = 1 n

converge, nous dirons — d'après M. Borel — que Tordre réel
de la fonction f{z) est égal à p par excès.

Si Vordre apparent a- est un nombre entier, on a

P ~ 0>-

Si r ordre apparent o- nest pas un nombre entier, on a

Soit p le genre de la fonction f[z). Supposons que la diffé-
rence p —p est positive et non nulle. Supposons de plus, que
la série (S) converge. Dans ces conditions :
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Aussi petit que soit le nombre positif s, on peut déterminer
un nombre R tel, que pour r > R, on a

Ou, avec les notations de M. Landau, on a

logM(r) = o(rp).

Rappelons ces notations. Si l'on a

y 1 f(x) 1 .

A étant une quantité finie, M. Landau écrit l'égalité

f{x) = O [g(x)].

De même M. Landau désigne l'égalité

par la notation
f(x) = o [<7(;r)].

III. Considérons maintenant un produit canonique

n = 1

de genre /;. Posons

Zn\ — rn (n= 1,2, ...)

soit o- l'ordre (réel et apparent) de la fonction G(z). M. Hada-
mard a démontré qu'étant donné un nombre positif s, arbitrai'
rement petit, on peut trouver une infinité de cercles de rayons
indéfiniment croissants sur chacun desquels on a l'inégalité

Ce théorème a été complété par M. Lindelof de la manière
suivante (2) :

0) BOREL, toc. cit., p. 56-62.
(2) Voir K. LINDELOF, Mémoire sur la théorie des fonctions entières de

genre fini. Acta Soc. se. Fennicœ, t. 31, 1902, p. 11.
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Si la série
00 4

y —

converge, étant donné un nombre s arbitrairement petit, on peut
trouver une infinité de cercles de rayons indéfiniment croissants
sur chacun desquels on a l'inégalité

IV. Nous aurons aussi à faire usage, dans notre travail, d'un
théorème établi par M. Valiron. Voici ce théorème.

Si l'ordre apparent <r de la fonction f(z) n'est pas un nombre
entier, la condition nécessaire et suffisante pour que la série

converge est que Vintégrale

ait une limite finie, pour R infini.
Si l'ordre apparent a- de la fonction f(z) est un nombre entier

et si l'intégrale I(R) a une limite finie, pour R infini, la fonc-
tion f(z) est de genre <r — 1.

M. Valiron a distingué parmi les fonctions entières d'ordre o-,
les fonctions de la classe inférieure pour lesquelles l'intégrale
I(R) converge et les fonctions de la classe supérieure pour les-
quelles la même intégrale diverge.

V. Considérons l'équation de Fredholm

»{x) = \Cl£(x, s) o(s) ds + f(x).
Jo

Nous dirons que le noyau K(r, y) est un noyau (A) s'il est
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réel, s'il est à carré sommable — c'est-à-dire si l'intégrale, au
sens de M. Lebesgue

C [\K(X, y)Y dxdy
Jo Jo

existe — et, si l'une au moins des intégrales, au sens de
M. Lebesgue

f [K(x, s)]* ds ou f [K(s, x)Y ds
Jo Jo

est bornée pour 0 ^ x ^ 1. De même, nous dirons que le
noyau K(x, y) est un noyau (B) s'il est (A) et si — de plus —
l'intégrale, au sens de M. Lebesgue

f K(*,
Jo

ds

existe.
Ceci dit, passons à la relation fonctionnelle qui existe entre

les dénominateurs de Fredholm relatifs à un noyau donné et
aux noyaux itérés.

Posons

KW(s, >/) = f K(s, s) K(s, y) ds,

K<3)(>, y) = f K(x, s) KW(s, y) ds,
Jo

K>)(>, y) = f K(x, s) lH«-V{s, y) ds,
Jo

Soient D(A) le dénominateur de Fredholm relatif au noyau
K(#, y) et D<n)(X) le dénominateur de Fredholm relatif au
noyau K(n)(#, y), co étant une racine primitive de l'équation
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on sait (*) que, pour tout noyau *K(x, y) bonté et sommabte,

on a

Remarquons rapidement, que cette relation fonctionnelle est
encore vraie pour tout noyau (B) ou, plus généralement, pour
tout noyau CL carré sommable tel, que l'intégrale au sens de
M. Lebesyue

f'
t/O

s, s)ds
'o

existe. A cet effet, nous nous contenterons de montrer que les
différentes séries entières, qui interviennent dans la démons-
tration, ont un rayon de convergence non nul. Cela suffît pour
nous assurer, que l'identification terme à terme, qu'on effectue
dans le cas des noyaux bornés et sommables, est encore per-
mise.

Posons

n = f K^{s, s) ds
Jo

et déterminons JM de manière à avoir

ƒ W s) ds
Jo

et

C f W , l/)Y dxdy é M2.
Jo Jo

En appliquant l'inégalité de Schwartz, on trouve

(n=.l,2, ...).

(1) Voir GOURSAT, Cours d'Analyse Mathématique, t. llï, p. 382, Paris,
4923. Nous désignerons ce traité par G.
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Donc, laverie

A, + A 2À+.. . + A A n - 1 + ...
est convergente polir

Soit, maintenant

D(X) = 1 + Ci\ + c^ + ... + cn\" + ... -
On sait (*), que les coefficients cn s'expriment au moyen des

traces A„ du noyau K(x, y). De plus, on a

Donc la fonction D(X) a un rayon de convergence au moins

éga l à -TT- .

On démontre de la même manière, que le rayon de conver-
gence de la fonction D(n (̂X) est au moins égal à la même quan-
tité. La démonstration de la relation fonctionnelle, que nous
avons en vue, s'achève ensuite, comme pour les noyaux bornés
et sommables.

VI. Dans le cas particulier où le noyau K(x, y) est un noyau
de composition, le dénominateur de Fredholm prend une forme
remarquable. Cette forme a été indiquée par M. Carleman (2).
Nous allons la reproduire.

Soient
KiOz, y), Kjftf, y), ..., Kp(x, y)

p noyaux à carré sommable. Posons
ri ri

K(x,y)=l ... f Ki(x,si)Ki(6usi)...Kp(sp-.

et

(t = l , 2 , .

(1) Voir G, p. 436.
(s) Voir B, p. 213.
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' Avec ces notations le dénominateur D(X) relatif au noyau
K(x, y), ainsi défini, peut s'écrire

D(X) = 1 + 2 j 7 ^ ! ) F " / *•• / K i ( (9) (ï) (S
n = l v ' « /O c 0 VS1 6 2 •*• Sa

M. Garleman a obtenu cette expression de la transcendante de
Fredhohn, relative aux noyaux de composition, en utilisant une
identité due à M. Landesbcrg (l). Voici cette identité.

Soient

fonctions sommable?, ainsi que leurs carrés. On a

r- r
ri ri ri

ƒ ?» ^ t * ƒ ?n <]>2 ds .. ƒ ç n 6 n
v/O v/O ./O

(*) Voir À. LANDESBERG, Theorie der Elementartheiler Linearen Inté-
gralgleichun gen. Mathematische Annalen Bd. 69, 1910, p. 231.
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SUR LES NOYAUX DE COMPOSITION

CHAPITRE PREMIER

SUR LES NOYAUX ASSOCIÉS DE SCHMIDT

§ 1. Dans ses travaux, bien connus, concernant l'équation de
Fredholm, M. Erhardt Schmidt a introduit deux systèmes
orthogonaux de fonctions, associés à tout noyau K(#, y) donné.
Pour M. Schmidt les fonctions z>t(x) et $i(x) forment un couple
de fonctions fondamentales associés, si Ton a les relations

ot(.r) = [ij I K(.r, s) ifi{s) ds

• ( » )

jjL; étant une constante et si, de plus, les relations (Torthogona^
lité à savoir,

X1 / r , / N , / x / ^ p ° u r î = k

Oi(s) <ùh(s) ds= f i<b(s) ùh[s) ds = j
Jo (o pour i ^ A

sont vérifiées.
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En éliminant successivement tyt(x) et ot(x) entre les dent
égalités (1) on obtient

ri

= ^ ƒ K(x, s) <pt(s) dsz,t(x) ^ ƒ
J

f\i(x, s)
Jo

où on a posé

K[^7y)^ f\i(x, s) 1%, s) ds
Jo

K(x, y) = / K(y, x) li(s, y) ds.

On appelle les noyaux K(x, y) et K(̂ r, y) noyaux de Schmidt
associés au noyau K(x, y). Ces noyaux sont symétriques. Si Je
noyau K(x, y) est lui-même symétrique les deux noyaux de
Schmidt sont identiques au premier noyau itéré.

Pour tout noyau (A), les noyaux associés de Schmidt sont
sommables et l'un au moins de ces noyaux est borné à Tinté-
rieur et sur le contour du carré

0£x ^ 1 et 0 ^ y ^ 1.

Supposons, pour fixer les idées, que c'est le noyau K(#, y)
qui possède cette propriété. Ce noyau étant borné et sommable,
l'existence des constantes ^ et des fonctions ot(x) résulte de la
théorie classique de Fredholm. Les fonctions >]J,(X) sont ensuite
déterminées, par la seconde relation (1).

Remarquons maintenant, que les dénominateurs de Fred-
holm relatifs aux noyaux K(x, y) et K(x, y) sont identiques
terme à terme. En effet, ces noyaux étant de$ noyaux de com-
position, on peut utiliser l'expression donnée, par M. Carle-
man, pour la transcendante de Fredholm relative à de tels
noyaux (Voir VI). On obtient ainsi, que le dénominateur de
Fredholm relatif aux noyaux K(x, y) et K(x, y) peut s'écrire
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II nous sera utile de connaître le genre de D(X). Ainsi, nous
nous proposons de démontrer que

Le dénominateur de Freàholm relatif aux noyaux de Schmidt
associés à un noyau (A) est de genre zéro.

Si l'un des noyaux K(x, y) ou K(«r, y) est continu notre pro-
position n'est qu'un cas particulier dïm théorème général,
démontré par M. Mercer, relatif aux noyaux positifs et conti-
nus (1).

Pour établir la proposition, que nous avons en vue, nous
devons d'abord démontrer plusieurs lemmes.

LEMME A. L'ordre apparent de la fonction entière D*(X) est
au plus limité.

Posons

f [Kn(x, s)]2 ds = k(x)
Jo

D'après nos hypothèses, on peut choisir une constante posi-
tive M de manière à avoir

A (.2') ^ M
pour 0 ̂  x ^ 1.

En vertu d'un théorème de M. Hadamard, on a

Donc, on a aussi

dxi ... dXndf/i ... dyn
Vi ••• Vn/J

4, i ... ƒ (A(^) + A(xt) + ... + k(xn)]
n dxt ... dxn ^

Jo Jo

(*) Voir J. MERGER, Phit. Trans. London, t. 209 A, p. 415-446, 1909,
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Ou, encore

Cette inégalité démontre le lemme énoncé.

LEMME B. K(X, y) étant une fonction telle, que l'intégrale au
sens de M. Lebesgue

f f [K(.r, y)]* dxdy
J 0 c/0

existe, et s étant un nombre positif, arbitrairement petit, on
peut déterminer une fonction continue F(x, y) de manière à
avoir

f C[K(x, y) - F(x, y)Y dxdy < e.

Soit
^(ar, /y), Q2(x, y), ..., ^( . r , y)

une suite fermé de fonctions continues, orthogonales et norma-
les. Les relations d'orthogonalité deviennent maintenant

/ 1 T1 / N / x / 7 i1 pour i = A
/ *t(^» y) */Ï(^> v) dxdv = 1 . ,

. W o /opour z ^ A.

Posons

cx = / / K(^, y) $,(3?, y

et
r»

/p(ar, y) = ^ c t <K(.r, y ) ,
i = î

La suite des fonctions <ï>,(#, ?/) étant fermée, on a

Donc, on a aussi

Ç{K{x,y)-fv{x, y)Jd.vdy= £ cf.
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Or, la série Se*} étant convergente, on peut choisir l'entier
N de manière à avoir

QO

i = N +1

N étant ainsi déterminé, la fonction
F (^ y) = M*, y)

satisfait aux conditions exigées par notre énoncé.

LEMME C. Soient
X,(;r), X%(x), ..., Xn(x)
Y,(y), Y2(y), ..., Yn(y)

2n fondions sommables, arbitraires.
Le noyau K(x, y) étant un noyait (A) on a

ai r m / T ""*1 /»1

[K(*, y) - 2 S î ^ i - 1 tórfy ̂  / f [K(x, y) -
l - 1

m < n.
Dans le cas des noyaux continus, ce lemme a été démontré

par M. Schmidt (*). Sa démonstration s'applique aussi, sans
aucune modification, aux noyaux (A).

Lemme D. Le noyau K(x, y) étant un noyau (A), on a

j

Dans le cas des noyaux continus, ce lemme aussi, a été
démontré par M. Schmidt (2). Nous allons en déduire que le
même lemme est vrai pour tout noyau (A).

(x) Voir E. SCHMIDT, Zur Theorie der linearen und nicht tinearen Inte-
gralgleichungen. Mothemalische Annalen, t. 63, p. 468-470, 1907.

(2) Voir E. SCHMIDT, loc. cit., p. 471-472.
La démonstration de M. Schmidt peut être ainsi résumée :
On démontre d'abord que l'on a :

la série du second membre étant uniformément convergente par rapport à
GHEORGH1U 2
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e étant un nombre positif, arbitrairement petit, soit Fe(ar, y)
une fonction continue telle, que l'on ait

[K(x, y) - F,(*, y)f dxdy < \ .

Nous avons démontré (voir lemme B) qu'il existe des fonctions
continues vérifiant cette inégalité.

Soient
X4(*), X2(*), ..., Xn(x), ...
Y , ( y ) , Y . f o ) , ..., Y n ( y ) . ...

les fonctions fondamentales de Schmidt, associées au noyau
F£(#? y). Ces fonctions satisfont aux égalités

i(tf) = y* T F , ^ , 5) Yt(s) ds,

Yi{y) = vf r F t ( 5 , y) Xt(5) c& (i = 1,2, ...)
v/0

où les v; sont les constantes caractéristiques de Schmidt, relati-
ves au noyau Fg(#,y).

Or, on a :

chacune des variables x et y. On démontre ensuite, en tenant compte de
la continuité des fonctions fi(x), que la même série est uniformément con-
vergente pour Yensemble des deux variables x et y. Ce point établî  il
résulte que l'on a

ri ri ri <» r*i 2 / „ \ oo

Jo Jo Jo i=i<Jo A i = i A
Le raisonnement par lequel M. Schmidt démontre l'égalité

n'est valable que pour les noyaux continus. Ce raisonnement ne peut pas
être appliqué à tout noyau (A).
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Notre lemme étant démontré pour les noyaux continus, il
s'ensuit qu'on peut déterminer l'entier n de manière à avoir

D'autre part, on a

f />(* , y) - £ WM^dsdy é 2 f / W y) -

Ft{x, y))* dxdy + *££[¥.{*, y) - | Xl{x\Ji{y) J dxdy

OU

En tenant compte du lemme C, il résulte que pour
a aussi

£ £ [K(x, y) - J
ou encore

X1 r1

Conclusion :

ƒ ƒ [K(x9 y)Y dxdy = li
Jo Jo

4

c,

Si, d'une manière plus générale, au lieu de supposer que le
noyau K(x, y) est un noyau (A), on suppose seulement que
l'intégrale au sens de M. Lebesgue

T f\K(x, y)? dxdy

existe, les lemmes C et D sont encore vrais, mais, à condition
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d'avoir démontré — au préalable — l'existence des fonctions
cpt(#) et tyt(x). Cette démonstration peut être donnée. Mais elle
nous entraînerait à des développements peu en rapport avec les
questions étudiées dans ce travail. Et, c'est précisément pour
les éviter que nous nous bornons, dans ce mémoire, à considé-
rer uniquement des noyaux (A).

Après cette digression, revenons à la fonction entière D*(X).
Les zéros de cette fonction sont les quantités

On déduit du lemme D que l'ordre réel de D*(X) est au plus
égal à un, par excès. D'autre part, son ordre apparent étant
au plus égal à l'unité (voir lemme A) il résulte que cette fonc-
tion admet un développement de Weierstrass de la forme

Pour démontrer, que la fonction entière D*(X) est de genre
zéro, il nous reste à montrer que le coefficient a est nul.

Soient

les traces du noyau K(#, y) (Ces traces s'obtiennent du noyau
K(#, y) de la même manière que les traces A15 A2, ..., An, con-
sidérées au § V, du noyau K(#, y). Pour \\\ ^ vt la dérivée
logarithmique du dénominateur D*(X) s'écrit

i = l i = 1 ' i

OÙ

Bd = f K{s, s) ds— f f [K(x, y)Y dxdy.
Jo Jo Jo

Or, d'après le lemme flona
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Donc
a = 0.

q. e. d.

Remarques. I. Il est à observer que la proposition qui forme
l'objet de ce § a été établie indépendamment du théorème de
M. J. Schur. Du reste le théorème de M. Schur est postérieur
aux travaux de M. Hubert et de M. Schmidt à ce sujet (1).

II. Posons

X i

K[s, x) K(s, y) ds

K\x,y)= ƒ KQE, S) K(S, y) ds = etc.
J o :

II résulte de la relation fonctionnelle rappelée au § V que
les dénominateurs de Fredholm relatifs aux noyaux K*(x, y) et
K*(x, y) sont identiques à la fonction entière

Puisque la série V — converge, Vordre de la fonction entière

A*(X) est an plus égal à —par excès (2).

Soit a l'ordre du dénominateur D*(A). L'ordre du dénomina-

teur A*(X) est j .

(!) Le théorème de M. Schur a été publié en 1908 (Voir J. SCHUR, Ueber
die charakteristischen Wurzeln einer linearen Substitution, etc. Mathe-
matische Annalen Bd 66, 4908). Les travaux de M. Hubert et de M. Schmidt
sont parus en 1904 et 1905 (Voir HILBERT, Grundzùge einer allgemeinen
Theorie der linearen Integralgleichungen. Gœttinger, Nachrichien, 1904
et E. SCHMIDT, Entwicklung wilk. Funktionen, etc. Dissertation Gœttingen,
1905).

(2) Dans cet énoncé nous n'avons pas précisé qu il s'agit de l'ordre appa-
rent ou de l'ordre réel de la fonction A*(X). Mais, à ce sujet, aucune confu-
sion n'est possible, car la fonction A*(X) étant de genre zéro son ordre appa-
rent est égal à son ordre réel.



CHAPITRE II

SUR L'ORDRE DU DÉNOMINATEUR D( ) RELATIF AUX NOYAUX
DE COMPOSITION

§2. Soient

K,(tf, y) et K2(#, y)

deux noyaux (A). Posons

(#, y)= j Kt(a?, s) K2(s, y) ds.

Le dénominateur de Fredholm relatif au noyau G(x, y) peut
s'écrire (voir VI)

2 = 1

où on a posé

_ i f1 fl
K

h .•• Vu

Soient encore

t/i .. yn}A

et

doc dtC dl/ .. • du n •

(Les quantités an et bn sont réelles et positives).
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En appliquant, dans l'expression de gn, l'inégalité de
Schwartz on obtient

\gn\ évMn. (3)
Donc,

Œ |X|". (4)

Les inégalités (3) et (4) nous seront d'une grande utilité.

§ 3. Soient D\(X) et D*2(X) les dénominateurs de Fredholm
relatifs aux noyaux de Schmidt associés respectivement aux
noyaux Kt(x, y) et K8(#, y). Ces dénominateurs peuvent
s'écrire (voir l'égalité (2) du § 1) :

Soient encore, a, et a2 respectivement les ordres des fonc-
tions entières D*t(X) et D*2(X). Ces fonctions étant de genre
zéro (voir § 1) on a

af ^ 1 et a2 ^ 1.

Nous nous proposons de démontrer que
L'ordre apparent T rfg /a fonction entière G(X) vérifie l'iné-

galité

ff=TTT- {5)

«1 «2

Soit a' un nombre arbitraire, inférieur à

2

Déterminons les nombres positifs, non nuls, £4 et ea de
manière 4 avoir

, ^ i r i , i l
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Les fonctions entières D*^) et D*2(X) étant respectivement
d'ordres a4 et a2 on peut déterminer un entier N tel que l'on ait

n

an < \—^—] ai + £l et bn < [—^—1a2 + £2

L (Xi + Si J L K2 + £2 J

pour n > N.
En tenant compte de (3) on déduit que pour n > N, on a

aussi

|gi"< i r - i - A
 + - ^ i

n 2 [ ai + £1 ^ a2 + £2 J

A étant une constante indépendante de n.
Donc, pour tout nombre a' inférieur à

on a

(Voir § 1) • g. e. d.

§ 4. Donnons une seconde démonstration de l'inégalité (5).
Soient/? et q deux nombres positifs, dont la somme est égale
à ï ou

p+q = l.
L'inégalité (4) du § 2, peut s'écrire encore

i r n

an | X | * » P | [ i + ^ ö„ |X|»"9]. (G)
n = 1 n = 1

s étant un nombre positif, arbitrairement petit, on a

aoiz + £

1 + - ' - •

dès que |X| dépasse une certaine quantité R.
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Déterminons maintenant p et q de manière à avoir

pa.x = q*,

25

ou
i 1

«i «a J L a, a2 J

p et q étant ainsi déterminés, en tenant compte des inégali-
tés (6) et (7), on déduit que pour | X| > R on a aussi

<e
| ^ I a l

q. e. d.

§ 5. De l'inégalité (4) du § 2, on déduit

V an |X[n
n= 1

»] (8)

Soient M(r), M*1(r), M*2(r) respectivement les maximums, sur
le cercle \l\ = r, des modules |G(X)|, |D*t(X)|, |D*2(X)|. On a
visiblement

M*a(r) = D%(rci1c) = 1 + £ 6nr^.
n = l

Avec ces notations l'inégalité (8) devient

[ M ( r ) ] 2 ^ M V ) M » \ (9)

Les fonctions entières U*,(X) et D*2(A) étant de genre zéro, on a

log | D \ M | = o(|X|),
log |D- 2 (A)l=o( |X|) .

11 résulte de l'inégalité (9) que l'on a aussi

log |G(X)| = o(|X|). (10)
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Cette égalité montre que la fonction entière G(X) est au plus
de genre un. Nous allons démontrer plus loin que cette fonc-
tion est de genre zéro (Voir § 11).

Supposons, plus particulièrement, que les noyaux K^o*, y) et
K2(#, y) sont identiques, ou

K(a% y) = K^x, y) » Kt(x, y).

D&n& ce cas particulier, le noyau G(x, y) n'est autre que le pre-
mier noyau itéré de K(x, y) ou

G(x, y) = KW(x, y) = f K(x, s) K(s, y) ds

tandis que le dénominateur G(X) est identique à
(Voir§ V).

L'égalité (10) devient maintenant

log|IX*)(X)|=o(|X|). (11)

Soient M(2)(r) le maximum, sur le cercle |X| = ;-, du module
du dénominateur D(2)(X) et M*(r) le maximum, sur le même cer-
cle, du module du dénominateur D*(X) relatif aux noyaux de
Schmidt, associés au noyau K(#, y). Dans ce cas particulier,
l'inégalité (9) devient

M'2'(r) é M*(r).
Autrement dit
Le noyau K(x, y) étant un noyau (A), l'ordre apparent de la

fonction entière D(2)(X) est au plus égal à tordre du dénomina-
teur de Fredholm relatif aux noyaux de Schmidt, associés,

§ 6. Soient

et

0 < r'*> 4, rf 4, rf ... ^ r® £ ...
respectivement les zéros des fonctions entières D*4(X) et D%(X).
Soient encore
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les zéros de G(X). Supposons que l'on a

a4 < 1 ôt a2 <
et que les séries

Sl = 2 (van*, >
n = l L n j

s = y
n = i LrnJ

sont convergentes. Posons

JL + JL '
«i a2

Nous nous proposons de démontrer que /a série

S = s—i—

est convergente.
En d'autres termes
Si les fonction* entières D*4(X) e£ D*2(X) son* respectivement

d%ordres aA e/ a2 /)ar excès, la fonction entière GÇk) es} au plus

d'ordre w par excès.

Les ordres aA et a8 étant supposés inférieurs à un, to est aussi
inférieur à un. En tenant compte du théorème de M. Valiron
(voir § IV) il s'ensuit que la série S est convergente ou diver-
gente suivant que l'intégrale

l
A

a un sens ou non.
L'inégalité (4) du § 2 peut s'écrire aussi

|G(A) | ^ 1 + 2 (an\X\
no) 1

\~2

ou encore

jM(r)J« é f l + 2] fl«r"^l f
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Donc, en posant

<*> nu
i r x — T

I log 1 + Z J anr
 ai

et i :

on obtient en définitive

D'autre part, on démontre facilement les égalités suivantes :

log 1 + yj anm

It = —

et
log mai/-; ^

Or, les séries Si et S2 étant supposées convergentes, il
résulte du théorème de M. Valiron, que les intégrales I4 et I2

sont aussi convergentes. Et, par conséquent, l'intégrale I con-
verge.

q. e. d.
Reprenons maintenant, le cas particulier considéré à la fin

du § 5. Supposons pour cela que l'on a
K(x, y) = K,(*, y) = K2(J?, y).

Soient
À j , À 2 , . . . , À n , . . .

les zéros du dénominateur D(X) relatif au noyau K(#, y). On sait
que les zéros du dénominateur D^(X) (voir § V) sont respec-
tivement

(l) On remarquera que dans ce cas particulier, les X̂  ont le même rôle
que les ç>n du cas général et que l'on a «̂  = x% = w.
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De même, soient
? ' l > ^ 2 ? • • • î ^ n » • • •

les zéros du dénominateur D*(X) relatif aux noyaux de Schmidt,
associés au noyau K(#, y).

Le résultat que nous venons d'établir devient maintenant
Si la série

rn = 1 ' n

est convergente, la série

y
n=ri • A n |

est aussi convergente.
Observation. La démonstration, qui précède, suppose que les

ordres a4 et a2 et que Fexposant a sont inférieurs à l'unité.
Cette restriction est imposée par le fait que l'intégrale I et la
série S, l'intégrale lx et la série Sn l'intégrale I2 et la série S2

sont de la même nature quand co, ax et a2 ne sont pas entiers.
Mais, si par exemple, a4 est égal à un la série Si peut être
convergente, tandis que l'intégrale I4 est divergente. Nous
donnons dans la note II, de la fin, un exemple où cette cir-
constance se produit effectivement.

Le lemme que nous démontrons au § suivant, a pour but de
nous permettre d'éviter les cas où une telle circonstance peut
se produire.

§ 7. Considérons encore le noyau

G{x, y) = / Ki(;r, s) K,(s, y) ds

et soient
ri

G(x, y) = f G(x, s) G(y, s) ds,

KtQg, y) = I Kt(5, x) K4(5, y) ds,
«y o

K^7) = (\{x, s) K,(y, *) «fe.
/
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Nous nous proposons de démontrer le lemme suivant
Le dénominateur D*G(Â) relatif au noyau G(x, y) est identique,

terme à terme au dénominateur de Fredholm relatif au noyau

E(x, y) — ( Ki{x, s) \Q7~y) ds.

On a

G(x, y) = Jo f K^x, st) K2(^, sj K t(y, s,) ds.ds,

ou en posant
^y, x) = K\{x, y)

on a aussi

Q(x,y) = f fKifast)
Jo Jo

^^a, y), öf^^2.

En désignant les différents déterminants de Fredholm res-
pectivement par

K(x19 y,) ... K(xu yn)
. . . Xy

y*

Xi . . . Xn

zl im nW

rw> y n )

yi-yn

y»)

JL \ • • * JLy

et en utilisant l'expression donnée, par M. Carleman, pour les
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dénominateurs de Fredholm relatifs aux noyaux de composi-
tion (voir VI) on obtient

Ji, (i
l • • • sn

ou encore

Or, d'après Fidentité de M. Laudesberg, reproduite au § VI,
on a

Donc, le dénominateur D*G(X) devient maintenant

s\" . . . s *

. D'autre part, on obtient la même fonction entière, pour le
dénominateur de Fredholm relatif au noyau

B(x, y)= Kjjx, s) K,(5, y) ds,
«yo
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§ 8. Soient A*j(X) et A*2(X) les dénominateurs de Fredholm
relatifs respectivement aux noyaux de Schmidt associés, aux
noyaux K4(,z, y) et K2(.r, y). Soient a\ et CL\ les ordres de ces
fonctions entières. On a

(Voir § 1, remarque II).
Soit maintenant a, l'ordre de D*G(X). En tenant compte du

lemme que nous venons d'établir et de l'inégalité (5) du § 3,
on déduit

OU

a2

De plus, si les fonctions entières D*4(X) et D*a(X) sont d'ordres
at et ai^ par excès les fonctions entières A*4(A) et A*2(X) sont aussi,

d'ordres ™ et -~ /?«r excès. Il résulte du § 6, que dans ce cas-là,™ et -~

le dénominateur D*G(X) est, au plus d'ordre

«t a2

excès.

§ 9. Soient

Ki(#, y), K,(ar, y), ..., Kn(x, y)

n noyaux (À). Posons

Gn{x, y)— I ... f Kt(ar, ^) K,^, st) ...

K n (5 n - i , y) dSidSi ... rf5n_ i.

Soient a, a1? ..., anles ordres des dénominateurs de Fredholm
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relatifs aux noyaux de Schmidt associés respectivement aux
noyaux Gn(#, y), K{(x, y), ..., Kn(x, y).

On a

— + — + ••• + — ̂ - (13)

Cette inégalité a été démontrée pour n = 2. (Voir l'inégalité
(12) du § 8.) On déduit ensuite, de proche en proche, que la
même inégalité est vraie pour toute valeur de n.

En tenant compte de l'inégalité (5) du § 3, on déduit de (13)
que cr étant l'ordre apparent du dénominateur de Fredholm
relatif au noyau Gn(x, y), on a

«i «2 ' an

(14)

Observation. Il est à remarquer qu'il existe des noyaux pour
lesquels c'est le signe = qui convient, dans (14). 11 suffit pour
cela, de considérer les noyaux

K,(#, y) = K»(x, y) E= ... -== Kn(x, y) = K{x, y)

le noyau K(x, y) étant symétrique et continu ainsi que ses
dérivées premières à l'intérieur et sur le contour du carré

O ^ ^ ^ l et 0£y£l.

Pour de tels noyaux le dénominateur D(X) de Fredholm se
réduit à un produit canonique de genre zéro, ou

Le noyau K(x, y) étant supposé symétrique, le dénominateur
de Fredholm relatif aux noyaux associés de Schmidt, peut
s'écrire

D*(X) = 5 ( l —-i-V
n — 1 \ V? /
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De même, le dénominateur de Fredholm relatifs au noyau
Gn(x, y) devient, dans ce cas particulier,

Et, il est évident que si a est l'ordre de D*(X), Tordre de Gn(X)
, 2aest—.
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SUR LE GENRE DU DÉNOMINATEUR D ) DE FREDHOLM

§ 10. Le lemme établi ail § 7, va nous permettre de complé-
ter les résultats indiqués au § 6.

Les dénominateurs de Fredholm relatif aux noyaux de
Schmidt associés aux noyaux K,(ar, y) et K2(,r, y) étant, au plus,

d'ordre -^ par excès (voir § 1, remarque II) il résulte que la

fonction entière D*G(^) est au plus d'ordre — par excès (Voir

aussi, § 8). On déduit de là, en tenant compte du § 6, que
La série

est convergente.
En particulier, si les nojaux Kj(#, y) et Ka(#, y) sont identi-

ques, on peut énoncer le résultat suivant :
Pour tout noyau (A), la série

est convergente.
Ce résultat, n'est autre que le théorème de M. J. Schur (1).

§ 11. Il résulte des § o et § 10 que le dénominateur G(X)
admet un développement de Weierstrass, de la forme

G(X) = ^ n ( i - - ) .
V

 w = l V PnJ

Nous allons démontrer que le coefficient a est nul.

(*) Y. J. SCFTUR, Mathematische Anna/en, Bd. 66, 1908.
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Nous avons démontré au § 5, qu'étant donné un nombre
positif e, arbitrairement petit, on peut déterminer un .autre
nombre positif R, tel que pour |X| > R, on a

\G(k)\ < e e | K

D'autre part, nous venons de voir que la série

\pn\

converge. D'après le théorème classique de M. Hadamard', com-
plété par M. Lindelof (voir § III), il résulte qu'étant donné s,
on peut déterminer une suite

0 < R, < R2 < ... < R P < ...

de nombres positifs, indéfiniment croissants et tels, que sur les
cercles

| "X | = R/ (t = V 2 , ...)

on ait
0° / ) \ I

n ( l — - ) h
n = l \ P" /

Donc, quelque petit que soit le nombre positif s, il existe
une infinité de cercles, de rayons indéfiniment croissants, sur
chacun desquels on a l'inégalité

< e

Conclusion

OL - U

O Uh

Le dénominateur G(X) est une fonction entière de genre zéro.
Plus particulièrement,
Le dénominateur D^(X) relatif à un noyau (A) est de genre

zéro.
Il est à peine nécessaire d'ajouter, qu'il résulte de l'inéga-

lité (14), démontrée au § 9, que les dénominateurs de Fre-
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dholm D'n)(X) relatifs aux noyaux itérés K(n)(x, y) où. n ^ 3, sont
aussi de genre zéro.

§ 12. Nous proposons de démontrer à présent, que
Le dénominateur D(X) relatif à un noyau (B) est au plus de

genre un.
Remarquons d'abord, que les considérations qui précèdent,

permettent aussi de démontrer que le dénominateur D(X) relatif
à un noyau (B) est une fonction entière. En effet, la relation
fonctionnelle rappelée au § III, étant vraie pour les noyaux
(B), il résulte que si la fonction D(X) admet [une singularité à
distance finie, Y une au moins de fonctions entières

= D(X) D(— X)
= D(X) D(o>3X) Dfco|X),

admettrait aussi des singularités à distance finie. Ce qui est
impossible. Dans ces dernières égalités con désigne une racine
primitive de l'équation

xn —

Revenons, après cette remarque, à la proposition énoncée.
Nous avons vu (théorème de M. Schur) que Fordre réel de

D(X) est au plus égal à deux, par excès. La fonction entière D(X)
admet, donc, un développement de Weierstrass de la forme

= /W 5 ( î - f ï
n = l >

gÇk) étant une fonction entière, ou



38 SUR L'ÉQUATION DE FREDHOLM

Or, on a

= n (t-^)=D(X)D(-X)
n — 1 \ >n /

Donc, tous les coefficients g%n — d'indices pairs — sont nuls.
De même, en considérant

D*>(X») = 5 (1 - ^ ) = D(X) D(co,X) DfcofX)

K * ) n /"l — —\

on déduit que les coefficients g<$n sont nuls. Et, ainsi de suite...
On obtient, en définitive, que tous les coefficients de g(k) sont

nuls, sauf le premier.
q. c. d.

Il existence des noyaux pour lesquels le coefficient gt est
différent de zéro. En effet/considérons le noyau K(x, y) défini
par les égalités

K(#, y) = F(#, y)r pour x ̂  ?y,
K(a:, y) = 0 pour x < y

F(x, y) étant une fonction bornée et intégrable et telle que la
valeur de l'intégrale

At =• / F(s, s) ds

ne soit pas nulle. Le dénominateur D(X) relatif au noyau K(#, y),
ainsi défini, se réduit à

D(X) = e~Al\

La proposition que nous venons d'établir, a été démontrée,
d'une autre manière, par M. Carleman ('). M. Carleman l'avait
d'abord démontrée, pour les noyaux continus (2).

(!) Voir B.
(2) Voir A.



CHAPITRE IV

SUR LA DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE

DE CERTAINES VALEURS FONDAMENTALES

§ 13. Le théorème établi au § 11 est susceptible d'être uti-
lisé pour la détermination de la distribution asymptotique des
valeurs fondamentales relatives aux problèmes de la physique
mathématique.

Considérons pour fixer les idées, le problème suivant
Chercher la distribution asymptotique des nombres\n pour les-

quels il existe des fonctions un(M), nulles sur un contour C et
vérifiant à l'intérieur de l'aire (D) limitée par ce contour, F équa-
tion

ùmn -f Xn<2(M) unQA) = 0 (E)

On suppose que le contour C est formé d'un nombre fini
d'arcs analytiques. Dans ces conditions, il est possible de défi-
nir la fonction G (M, P) de Green, relative à ce contour. On
suppose de plus, que la fonction a (M) est régulière et positive
pour tout point M, situé sur le contour ou dans l'aire limitée
par le contour C. Posons

0 < a ^ u(M) ^ A

a et A étant des constantes.
Il est bien connu, que les \n sont les zéros du dénominateur

de Fredholm relatif au noyau

K(M, P) = ^G{M, P)o(M).
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On sait, de plus, que ces nombres sont positifs et que le rap-

port — tend vers une limite finie, pour n infini (1).

Le noyau K(M, Pj étant un noyau (À) le théorème du § 11 lui
est applicable.

Soit M(2)(r) le maximum sur le cercle |X| = r, du module du
dénominateur de Fredholm relatif au noyau itéré

, N) = -^ fG(M, P) a(M) G(P, N) a(P) rf<rP

où dvp désigne l'élément d'aire relatif à un point P, du
domaine (D). Soient de même, D1L(2)(V) et m^\r) les maximums,
sur le cercle |X| = r, des modules des dénominateurs de
Fredholm relatifs respectivement aux noyaux

et

• ^ - a 2 f G(M, P) G(N,

On a

Le dénominateur de Fredholm relatif au noyau K(2 (M, N)
étant de genre zéro, son ordre réel est égal à son ordre appa-
rent. Donc, la recherche de la distribution asymptotique des \n

et l'étude de la croissance de Dïl^(r) ou nP\v) constituent deux
problèmes équivalents.

Posons, maintenant

'M, . . .MP \ G ( M t . N , ) . . . G(M,,NP)

N, . . . Np/ G ( M / , , N 1 ) . . . G ( M P , N P )

(*) Voir K. GOUIUNT und D. HILBERT, Methoden der Mathematischen Phy-
sik, p. 349. Berlin, 1924.



SUR LES NOYAUX DE COMPOSITION 4 1

et

le domaine d'intégration coïncidant, pour chacun des points
Mi, ... Mp, N1? ... Np avec le domaine (D).

On a

= 1 + aj + ... + apr'P + ...
où r' désigne la quantité

p' f
4TT2

Pour connaître Tordre de grandeur des coefficients ap il
suffit de remarquer que ces coefficients augmentent quand
on remplace le contour C par un contour G l'enveloppant.
Cette remarque peut être mise en évidence, en utilisant les
propriétés classiques de la fonction de Green. Mais, d'une
manière indirecte elle a été démontrée par M. Herman Weyl.

Considérons l'équation

AM + lu = 0. (E').

Soient

Q(l) Û(D ûd»

les valeurs de X pour lesquelles il existe des fonctions un(M)
nulles sur le contour C et vérifiant dans l'aire limitée par ce
contour, l'équation

n + P n n ( ) = 0

Soient, maintenant

Q(2) (7)

f 2 > • • • > P n >

les valeurs fondamentales relatives à un second contour, C'.
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M. H. Weyl a démontré (') que si aucun point du contour Ü
n'est pas contenu dans l'aire intérieure au contour C, on a

P i ^ P i > P>2 ^- ?2 > • • • • > ?n ^ P / i > •••

Or, on a

i rn i l p j

la somme étant étendue à toutes les combinaisons it i2 ... ip

qu'on peut former avec/; nombres entiers. Donc, en vertu du
résultat démontré par M. Herman Weyl les coefficients ap
augmentent quand on remplace un contour enveloppé, par
un contour enveloppant.

Il résulte, en définitive, que pour connaître Tordre de
grandeur des coefficients ap il suffit de choisir un contour Ct,
intérieur au contour C, et un contour Ce, extérieur au contour C,
de manière que les coefficients ap relatifs aux contours Cj et Gc

puissent être facilement déterminés. Ainsi, on peut choisir
pour contours CL et Ce des carrés ou des cercles.

On retrouve, par cette voie, que nous ne faisons qu'indiquer,
les résultats connus concernant la distribution asymptotique
des valeurs fondamentales relatives aux problèmes de la phy-
sique mathématique.

§ 14. Nous nous proposons d'indiquer maintenant une appli-
cation des considérations qui précèdent, à l'étude des valeurs
caractéristiques relatives aux équations générales du type
elliptique.

Considérons les expressions

(*) Voir H. WLYL, Ueber die Abhdagigkeit der Eigenschwingungen einer
Membranen von deren Begrenzung. J. reine augew. Math., tome 441,
p. M l , 1912.
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et

Mw s ^ + 3 p r — - ^ - K ^ y)M] — ty-t7^' y) ?'J + c ( ^ > y)M-

On suppose que les fonctions a[x, y), 6(#, y) et 6(x', y) sont
continues, ainsi que leurs dérivées des deux premiers ordres,
dans un certain domaine (D) défini par un contour G — formé
d'un nombre fini d'arcs analytiques et par Taire intérieure à
ce contour. On suppose, de plus, que les dérivées du troisième
ordre des fonctions a(x, //), b(x, y) et c(x, y) existent et sont
continues, à l'exception de certaines lignes — contenues dans
(D) — au long desquelles ces dérivées peuvent admettre des
discontinuités de première espèce.

A tout noyau donné on peut associer deux suites de cons-
tantes fondamentales, à savoir : les zéros du dénominateur de
Fredholm et les valeurs caractéristiques de Schmidt. De la
même manière, l'élude de l'équation du type elliptique conduit
à envisager deux suites de valeurs fondamentales.

Considérons les constantes po pour lesquelles il existe des
fonctions ut(x, y) et vt(x, y) nulles sur le contour C et vérifiant
dans l'aire limitée, par ce contour, le système

Lih + piU,(;z, y) = 0, Mvi + pii/iOr, ij) = 0 (S).

Ces constantes sont réelles et on peut supposer qu'elles sont
aussi, positives. De plus, M. Geppert (*) a démontré que le
rapport

tend vers une limite finie, pour n infini.
Considérons aussi, les constantes \[ pour lesquelles il existe

des fonctions iii(x, y) nulles sur le contour C et vérifiant dans
l'aire (D) l'équation homogène

Lu, + \iUi{xj y) = 0. (E)

(!) Voir H. GEPPERT, Uber die Eigenwert problème bei nichtsebbest
adjungierten elliptischen Differentialgleichungen Zweiter Ordnung.
Mathematische Annalen, Bd. 95, p. 519-543, 1926.
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Eu utilisant le résultat établi par M. Geppert, nous allons
démontrer que aussi petit que, soit le nombre positif s, la série

QO

V '

est convergente.
On sait, que d'après nos hypothèses, il est possible de déter-

miner une fonction de Green, généralisée Y[x, y ; \> t\) de la
forme

r(x, ,/, 5, ̂ ) = ^ r

G(j', y; c, r,) étant continue à l'intérieur et sur le contour G et
vérifiant — en outre — les conditions suivantes :

1° Les points de coordonnées xc, yc et £c, riC étant sur le con-
tour G, on a

i \tLç) ' /c ? ^5 'i ) — v j i \ . / / , y , çC7 r]cj — v i .

2° Les points de coordonnées oc, y et £, rj étant dans (D) on a

LstTT(z, y ; £, YI) = 0 Mx, yT(x, y ; Ç, y|) = 0

pour

(«r — i)2 + (y — >i)2 ^ 0.

Dans ces dernières égalités L;, r, et Mx, y indiquent que les dif-
férentiations prévues par les symboles L et M doivent être
effectuées respectivement par rapport aux variables indépen-
dantes ?, 7i et x, ij.

Posons

FiGr, y ; 5, vi) = ƒ ƒ F(<7, T ; £, Y)) r(<r, T ; a:, y) dvd-z
(D)

et

r
2 ( ^ , y ; S, >i) = ƒ ƒ r ( ^ 5 y ; o1» T) r($, rj ; o-, i
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Les fonctions ut et ?>,, qui vérifient le système (S), vérifient
aussi les équations

ut(x, y) = p* ƒ ƒ T^x, y ; 5, ri) MI(5, ri) rfSrfi
(D)

vlÇr, y) = pf ƒƒ r,(#, y ; 5, *'i) vt($> *)) rfÇdri

Donc, les constantes p̂  sont les zéros du dénominateur de
Fredholm relatif aux noyaux de Schmidt associés, au noyau

F(x, /y; ç, 7)).

D'autre part, la fonction i<i(x, y) vérifiant l'équation homo-
gène (E) satisfait aussi à Téquation

ut(x9 y) = Ai ƒƒ r(S, ri ; j ; , y)wt(S, r\)d\di\.
(D)

Et̂  par conséquent, les constantes Xt sont les zéros du déno-
minateur de Fredholm relatif au noyau

Ge dernier noyau est un noyau (A). M. Geppert ayant
démontré que la série

V d

est convergente, aussi petit que soit le nombre positif e, il
résulte du § 6 que la série

) l 1 + £

est aussi convergente. g. e. d.





SECONDE PARTIE

LES NOYAUX A VARIATION BORNÉE

CHAPITRE V

SUR LES NOYAUX DÉRIVABLES

15. — Soit K(x, y) un noyau (A) ayant une dérivée pre-
"VÏi

— -
"VÏi

mière. Soit, pour fixer les idées, —-cette dérivée. Posons

Nous admettons aussi, que le noyau Ki(#, y) est un noyau (A).
Supposons enfin, que l'on a

K(o, y) = 0,

pour o < y < 1. D'ailleurs, cette dernière hypothèse ne res-
treint pas la généralité de nos raisonnements (*).

l1) En effet, il suffit de remarquer pour cela que le dénominateur de
Fredholm relatif au noyau

K(x, y) = f ü ^ , s)K4(5, y)ds + f (y) = L(œ, y) + f (y
./o

est

—X2 H fl^(Sf

où-Di(X) Xj désignent respeethement le dénominaleur de Fre<J-
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Dans ces conditions le noyau K(#, y) est un noyau de com-
position. Car, on a

= [*Kt(s,y)ds (15)

Définissons, d'autre part, la fonction Q(#, y) de la manière
suivante. On a

Q(x, y) = \ pour 0 < y < ,r < l,
Q(#, y) = 0 pour 0 < x < y < 1.

L'égalité (15) devient

K(.r,y)= fo^K^^K* (16)

Le noyau K(.r, y) étant un noyau de composition, nous pou-
vons utiliser l'inégalité (5) du § 3, à fin de déterminer Tordre
du dénominateur D(X) relatif à ce noyau.

Déterminons, pour cela, Tordre du dénominateur de Fred-
holm relatif aux noyaux de Schmidt associés au noyau Q(.r, y).

Les fonctions fondamentales oi(or) et &i(x) et les con-
stantes \K[ de Schmidt relatives à O(,r, y) sont définies par les
équations

©,(#) = jxt ƒ Û(J : , s)^t(s)ds = [Xi / ^ ( 5 ) Ö &

it(x) — pt I Ù(s, x)ot(s)ds = [Kt ( ottyd.>

holm et le premier mineur de ce dénominateur, relatifs au noyau L(œ, y)
On vérifie ensuite que l'ordre apparent des fonctions entières DL(X) et

DL( A J est au plus égal à— — où ad et «s désignent respectivement

«, «g

les ordres des dénominaleurs de Fredholm relatifs aux nojaux de Schmidt
associés aux noyaux D.(JO, y) et Ki(,r, y).

D'une autre manière, on arrive à la même conclusion en remarquant
que « étant un exposant arbitraire, les dénominateurs de Fredholm relatifs

aux noyaux \\(x, y) t ( — J K(œf y) sont identiques terme à: terme.
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ou, en différentiant

o[(x) = ^t(x) et — ty't(x) = Mt(x)

avec les conditions à la limite

<?(<>)= 0, 4(1) = 0 .

On obtient

cpl(ar) = \2 sin (ZTC

tyt(x) = v'2 cos

P-i = «* + y ,

i étant un nombre entier.
11 résulte de là, que le dénominateur de Fredholm relatif aux

noyaux de Schmidt associés à Q(x, y) est d'ordre -^ .
De même, le noyau K4(^, yj étant supposé un noyau (A), le

dénominateur de Fredholm, relatif aux noyaux associés de
Schmidt à ce noyau, est au plus d'ordre 1 (Voir § 1).

En tenant compte de l'inégalité (5) du § 3, nous obtenons
en définitive, que le dénominateur de Fredholm relatif an
noyau lv(x, y) est an plus dordre— .

Dans le cas particulier, où le noyau K(x, y) est symétrique,
ce résultat a été démontré antérieurement par M. Weyl (1).

On déduit aussi, de l'inégalité (12) du | 8, que le dénomina-
teur de Fredholm relatif aux noyaux de Schmidt associés
à K(x, y) est d'ordre— .

§ 16. — Supposons maintenant, qu'à son tour, le noyau
K\(x, y) admette une dérivée

K>(*> y) = Ü
et que le noyau K2(̂ r, y) est un noyau (A).

(j) Voir H. WELY. Das asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenwerte
iinearen partielier Différentiel!gleichunqen, Mat. Ann., Bd. 71, 1912,
p. Ui479

GHEORGHIO 4
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Les résultats que nous avons obtenu précédemment pour le
noyau K(#> y) sont maintenant valables pour le noyau K4(#, y).
Donc, dans ce cas, le dénominateur de Fredholm relatif aux

noyaux de Schmidt associés à K^x, y) est au plus d'ordre — .

Par conséquent, en vertu de l'inégalité (5) du § 3, le dénomi-
nateur de Fredholm relatif au noyau K(x, y) est an plus

d'ordre -g .
o

On déduit, de propre en proche, que si le noyau K(x, y)
admet des dérivées partielles jusqu'à tordre n inclus, ces
dérivées étant des noyaux (A), le dénominateur de Fredholm est
au plus d'ordre .

En particulier, si le noyau Ç(x, y) est indéfiniment dérivable
le dénominateur de Fredholm est d'ordre zéro.



CHAPITRE VI

THÉORÈME GÉNÉRAL

| 17. Le noyau K(x, y) étant toujours un noyau (A), considé-
rons un système complet de fonctions

normales, orthogonales entre elles et bornées dans leur ensem-
ble. Les relations d'orthogonalité sont dans ce cas

l tfx(x) dx—1 et I vt(x) ok(x) dx — 0 pour i ^ ^.
J Q J 0

Nous supposons qu'il existe une constante M, de manière à
avojr

pour 0 ^=zoc ^ l.
Posons

= (

(n = 0, 1, 2, ...).

Nous supposons aussi, que le noyau K(.r, y) est tel qu'il est
possible de déterminer deux constantes positives H et a, cette
dernière étant plus grande que l'unité, de manière à avoir

pour 0 ^ a? ̂  1.
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Dans ces conditions, nous nous proposons de démontrer que
Vordre réel du dénominateur de Fredholm relatif au noyau

K(x, y) est au plus égal à - .

Envisageons pour cela, le noyau symétrique

M.'a, y) = To(*) ?Q(y) +

s étant un nombre positif, arbitrairement petit, tel que l'on ait

a—

Le noyau Me(#, y) est un noyau (A). En effet, on a

OU

n = 1

pour 0 ^ a? ̂  1.
Déterminons maintenant, un noyau N£(a:, y) satisfaisant à

l'équation de première espèce

K(x, y) = f Vor, *) Ne(.ç, y) * (17)
i / O

y étant considéré, dans cette dernière équation, comme un
paramètre.

Les fonctions fondamentales de Schmidt, associées au noyau
Ms(x, y) sont précisément

tandis que les valeurs caractéristiques de Schmidt sont

i i
a — -—£ a—- — s

1, 1, 2 , ..., n
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D'autre part, en vertu de nos hypothèses, la série

n fl(y)
n — \

est convergente, car on a

- , * » * + * •

II résulte de là, en tenant compte d'un théorème de
M. Picard [*), qu'il existe une fonction NVr, y), à carré inté-
grable, satisfaisant à l'équation (17).

La solution N£(x, y), de l'équation (17), peut s'écrire

N.(*, IJ) = ?„(*) /oO/) + I n^-lon{x) fn{y).
n =1

Cette solution est un noyau (A). En effet, on a

K(S, x)f ds = fl(x) +

la série du second membre étant uniformément convergente
pour 0 ^ x ^ 1.

Posons maintenant

= r1
) s) N.(«, 3/) rf».

Les noyaux K(.r, y) et K*(x, y), en tant que fonctions de x,
sont égaux presque partout. Autrement dit, on a

f: *, y) -

pour 0 ^ y ^ 1.
Il s'ensuit que les noyaux K(#, y) et K*(a?, ?/) ont les mêmes

valeurs caractéristiques. Soient en effet \ une valeur caractéris-

(l) Voir E. PICARD, Sur un théorème général relatif aux équations inté-
grales de première espèce (Rendiconti, Palermo., t. XXIX, 1910).
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tique du noyau K(x, y) et p(y) une des fonctions fondamenta-
les relatives à X. jji(y) vérifie l'égalité

= x I K(*> y) K-ç) ds

J 0
et on déduit de l'égalité (18) que Ton a encore,

rty) = A / V ( s , y) pis) ds

ce qui prouve que X est aussi, valeur caractéristique pour le
noyau K*(x, y).

Il résulte en définitive, que l'ordre réel p du dénominateur
de Fredholm relatif au noyau K*(JL', y) est égal à l'ordre réel de
la transcendante de Fredholm relative à K(#, //).

Soit cr Tordre apparent du dénominateur de Fredholm relatif
au noyau K*(x, y). Ce noyau étant un noyau de composition,
d'après l'inégalité (5) du | 3, on a

•= 2a — 1 — 2s -f- 4 « — s

car les dénominateurs de Fredholm relatifs aux noyaux de

Schmidt associés à M£(«r, y) et à Ne(#, y) sont d'ordres 2 d ___ «
et au plus 1.

Or, a- étant inférieur à 1, l'ordre réel de la transcendante de
Fredholm relative à K(x, y) est égal à son ordre apparent
(Voir § II). Donc

'— a — s

Je dis davantage. On a

Supposons pour cela que l'on ait
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étant un nombre positif. On peut alors choisir £ de manière
à satisfaire aux deux inégalités

et

D'autre part, nous venons de démontrer que l'on a

Donc

d'où contradiction. Q. e, d.
Observations. — I. — M. Hadamard a eu l'extrême obli-

geance de nous faire connaître une note de MM. Einar Hille et
J. D. ïamarkin. Et, nous regrettons d'avoir connu cette note
trop tard pour pouvoir tirer un plus grand profit pour la rédac-
tion de ce mémoire

Nous nous bornons à énoncer la proposition suivante, que
MM. ITille et Tamarkin ont établi par une méthode entièrement
différente de celle employée par nous, et dont on remarquera
l'étroite analogie avec la proposition que nous venons de
démontrer.

S'il existe une fonction K0(x, s) et une constante G telles
que

[K(>, s + h) + K(x, s — h ) — 2K 0 (# , s)*]ds < CA2aƒ'
Jo

l'ordre apparent du dénominateur ï)(k) relatif au noyau K(x, y)

e*t au plus égal à •% -

Les travaux de ces auteurs, concernant cette question, ont
été communiquées au Séminaire Mathématique do l'Université
de Princeton (14 février 1928) et à la Société Mathématique
américaine (6 avril 1928).
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IL — L'ordre réel du dénominateur de Fredholm relatif au
noyau

( a

7 1 = 1

est effectivement égal à — .

III. — Si l'on admet a priori que le noyau K(#, y) et les
fonctions 'fo(

r)> ?i(<r)> e^c ? s o n t continues, la démonstration qui
précède devient plus simple. Dans ce cas-là, les noyaux K(#, y)
et K*(#, /y) sont égaux et non seulement égaux presque partout.



CHAPITRE VI I

SUR LES NOYAUX CONTINUS ET A VARIATION BORNÉE

§ 18. — Nous terminons ces considérations en démontrant
une proposition concernant les noyaux continus et à variation
bornée.

M. Cqxleman a indiqué un noyau continu, tel que l'ordre
réel du dénominateur de Fredholm soit égal à deux (1).

Nous nous proposons maintenant de démontrer que :
Vordre apparent du dénominateur de Fredholm relatif à un

noyau continu et à variation bornée est au plus égal à un.
Il est plus commode pour la démonstration, que nous avons

en vue, d'écrire l'équation de Fredholm sous la forme

v(x) = À ƒ K{x, s)*(s)ds + f\x)
J 0

les limites d'intégration étant 0 et 2T: et, non pas 0 et 1 comme
jusqu'à présent.

Supposons que le noyau K(#, y) est continu pour 0 ̂  x ^ 2TC
et 0 ^ y ^ 2T: et, que ce noyau — en tant que fonction de x
— est à variation bornée, pour toute valeur de y appartenant à
l'intervalle fermé 0 ^ y ^ 2TC.

Posons

1 r2lz

ao(x) =j^ / KO, z)ds,

%J o

am(x) = — / K(s, x) cos msds, bm(x) = — / K(y, x) sin msds

{m= 1, 2, . . . ) .

(!) Voir G.
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Le noyau K(.r, y) étant supposé continu et à variation
bornée, il est bien connu, que l'on peut déterminer une
constante positive H de manière à avoir

pour 0 ^ x ^ 1 (L'exposant a, que nous avons supposé au
§ 17 supérieur à un, est maintenant égal à un).

Envisageons le noyau

K(J?, y\ /•)= ao(y) + rla^y) cos x> + bv(ij) sin <rj + ...
-)- vm\am(y) cos mx - j- bm(y) sin m<r] -(-•••

(0 ^ r < 1)

ou

{2it « 2

K(CD, / / ) -j
cos (? — a?) + r2 *

et soit

P(x, y) = linir-^iK^, y ; r).

On sait que l'on a

P(#, y) = K(a;, y) pour 0 < x < 2TT
et

P(#, y) = - i [K(0, y) -\- K(2TT, y)] pour x = 0 et ^ = 2TT.

Il résulte de là, que les dénominateurs de Fredholm relatifs
aux noyaux K(V, y) et P(#, y) sont identiques. De même, les
dénominateurs de Fredholm relatifs aux noyaux de Schmidt
associés aux: noyaux K(x, y) et P(#, y) sont identiques. Dési-
gnons par D*(X) ce dernier dénominateur. Nous allons démon-
trer d'abord, que l'ordre <r de la fonction entière D*(X) est au plus

égal à -̂  . Supposons, pour le moment, que Ton ait
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y] étant une quantité positive. Nous montrerons que cette hypo-
thèse nous conduit aune contradiction.
, Considérons, pour cela, le dénominateur D*(X ; x) de Fred-
holm, relatif aux noyaux de Schmidt associés au noyau
K(x, y ; r). On a

D*(X) = lim r_> 1D*(X;r).

D'une manière plus précise, dans tout domaine |X| ^ R la
fonction entière D*(X; r) tend uniformément vers D*(A) quand
r tend vers 1. En effet, posons successivement

K
.X',

fin

î/i

K(^'i, !Ji\ r) . . . K(J?! , y n ; r

K(ar„, t/r, r ... K{xn, yn\ r)

P ( ^ , y,) ... PÇXi, yn

n, y, *n, Vu)

!/>

'T \ ~\2

\dxi...dxndyl...dyn

(n ! ) Jo 7 o L \ y ! ... yn

Avec ces notations les dénominateurs D*(X ; r) et D*(X) peuvent
s'écrire

(-l)»8n(r)X»,

Soit M une constante telle, que l'on ait

pour
et
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On a

,D*(X;r)| ^

H-

(Voir § I, lemme A).
Donnons-nous, un nombre positif y, arbitrairement petit. On

peut alors choisir l'entier N, de manière à avoir

(-1)»3„(,.)X-
oc

s VI H WnXXn y Y

n=N fi

pour |X| ^ R.
D'autre part, les coefficients on(r) peuvent s'exprimer par des

séries entières par rapport à r, ces séries étant absolument et
uniformément convergentes pour 0 ^ r < 1. De plus, on a

on(r) = Ar,.

Donc, en vertu du lemme d'Abel, on a aussi

limr->i8n(r) = An.

Par conséquent, étant donné le nombre positif y, on peut
déterminer ku tel que pour

et \l\ ^

'on ait
N

71 - t
= 3 *

II résulte, en définitive que pour

1 —r^jji et
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on a

ce qui prouve que, dans tout domaine \1\ ^ R, D(X, r) tend
uniformément vers D(X), quand r tend vers 1.

Ce point étant établi, considérons le noyau
00

M / \ ^ i 1 V c o s n(x, y) „ , ^ A\

n = \ m £

le nombre positif s satisfaisant aux inégalités

1
< 4

et

— s ^ 2

On démontre de la même manière qu'au § 17, qu'il existe
un noyau N£(#, y) à carré intégrable, ou

N£(^r, y) = a<o{y) ~\~ ^d m*.~~z \am(y) cos mx -\- l)m(y) sin nx)

tel,-qu'en posant

K*(̂ r, y ; r) = / M£(^r, s ; r) Ns(s, y) rf-ç
Jo

on a

pour
0 £ y £ 2TC.

Remarquons, en passant, que le noyau Ns(#, y) est un noyau
(A). La remarque II du § 1 est donc valable pour ce noyau.

Remarquons aussi, que les noyaux de Schmidt

K(x, y ; r) = I K(.ç, J1 ; r) K(s? ?/ ; r)
———: ^/0



62 SUR L'ÉQUATION DE FREDHOLM

et

K*(*,y;r) = ( 2 V ( s , y ; r) K*(s, y ; r) ds

sont identiques. Ces noyaux sont identiques au noyau

/*2it /^2-JT

/ K(s, y ; f ) K.*(.9? a? 5 r) ds = / K*(s, .r ; r) K(s, y ; r) ds.
v/0 JO

En effet, on a

I j \ { s , x ; r) [K{s, y ; r) - K*(*, y ; r)] ^

/^2TT /»2 IC

^ I [K(v, x , f)]2 r/.v ƒ [K(s, y ; f) — K*(.s, y ; r)]8 c?5 = 0
J o t/o

On a aussi

r2* r
l K*(s, ̂ r ; r) K*(.9, y ; r) ^ = ƒ K(^ .̂  ; r) K*(s, y ; r) rf5.

y o fc/ o

II résulte de là, que les dénominateurs de Fredholm relatifs
aux noyaux de Schmidt associés aux noyaux K(x, y ; r) et
K*(#, y ; r) sont identiques à D'(X ; r).

Or, d'après le lemmc démontré au § 7, le dénominateur
D*(X ; r) est identique au dénominateur de Fredholm relatif au
noyau

/•2-it

où on a posé n

Me(a?, y ; r) = ƒ M£(s, r̂ ; r) Me(.v, y ; r) rfs
./o

et

J 0

De même, le dénominateur D*(X) est identique au dénomina-
teur de Fredholm relatif au noyau

y ; 1) = H(.r, y ; r) = ƒ Me(j*, 5 ; 1) Ns(.s, y) ûfe.
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Dans cette égalité, le noyau Ms(#, y ; 1) désigne le noyau limite

00

T Tv/i / \ 1 i 1 V cos n(œ — ?/)
7T

7 1 — 1

Ce dernier noyau étant un noyau (A), l'inégalité (5) du § 3
(ou l'inégalité ( 12) du § 8) est valable pour le noyau H:(#, y ; 1).
On obtient ainsi

car, Tordre du dénominateur de Fredholm relatif aux noyaux

deSchmidt associés au noyau Mz(x, y ; 1) est tandis que,

le dénominateur de Fredholm relatif aux noyaux de Schmidt

associés au noyau Ne(#, y) est au plus d'ordre — (Voir § 1,

remarque II).
Nous venons de démontrer que Ton a

d'autre part, nous avons supposé, au début

Et, c'est là, la contradiction que nous avons laissé prévoir
plus haut.

Le dénominateur D*(X) relatif aux noyaux de Schmidt associés

à K(#, y) étant au plus d'ordre -r-, il résulte du § 6, que l'ordre

réel du dénominateur de Fredholm relatif au noyau K(z, y) est
au plus 1. Or, en vertu de la proposition démontrée au § 12,
le genre de ce dénominateur est au plus égal à un. 11 en
résulte, que son ordre appareut est au plus égal à un.
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NOTE I

SUR L'INÉGALITÉ DE SCHWARTZ.

Il est bien connu qu'étant données deux fonctions fx{x) et
f%(x) intégrables, ainsi que leurs carrés, on à l'inégalité

fbMœ)ft(x) dx ^ Çf\(x) dx fflx) dx.
J'à J a J a

On peut espérer qu'étant données n > 2 fonctions fu /2, ...
fn à carrés intégrables, on a l'inégalité

fx ... fndx
rb r*b rb

£ Ifldx f*dz... / fidx.

Les restrictions admises concernant les fonctions ƒ,, /"2, ... fn

sont insuffisantes pour assurer la validité de cette dernière iné-
galité. Pour le voir il suffit de considérer le cas particulier où
les fonctions fu f2, ..., fn sont identiques à une même fonction
f(x)y cette fonction étant telle que l'intégrale

b

f*(x) dx

ait un sens, tandis que l'intégrale

/ f\x) dx (n > 2)

J n
n'en ait pas.

Cette remarque, explique, pourquoi l'inégalité (|4) du § 9 a
été d'abord démontrée, au § 3 (inégalité (5)), pour les noyaux
obtenus par la composition des deux noyaux (A), et ensuite
démontrée, pour les noyaux obtenus par la composition d'un
nombre fini de noyaux (A).

Dans cette note nous nous proposons de démontrer l'inégalité
suivante
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On a

f ft<x) ... fn{x) dx "é f l/,(*)|n tlx ["{MX)]* dx ...
Ja i'a Ja

C\fn{x)\ndx.
J a.

Bans cet énoncé, on suppose que les intégrales qui figurent
au second membre ont toutes, un sens.

On sait, que l'on a inégalité (])
o f k

2i «A
i = 1 U - 1

Considérons nA nombres réels et positifs

On déduit facilement de l'inégalité reproduite plus haut,
l'inégalité suivante

Divisons maintenant l'intervalle d'intégration en k parties
égales et considérons dans chaque division une valeur arbi-
traire pour la variable x. Soient

les valeurs ainsi considérées. Posons

En tenant compte de l'inégalité (À) et en faisant augmenter k
indéfiniment on trouve inégalité proposée.

(4) Voir F. RIESZ, Les systèmes d'équations linéaires à une infinité d'in-
connues, p. 43 Paris, 1913.

GHEORGHIU 5
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NOTE II

SUR LES FONCTIONS ENTIÈRES DE GENRE ZÉRO

| I. Soient f(z) une fonction entière de genre zéro et M(r) le
maximum du module f{z) sur le cercle \z\ = r. Nous nous
proposons de montrer qu'il existe des fonctions f(z) de genre
zéro, pour lesquelles l'intégrale

I
t/1

r) dr

diverge. Ou, autrement dit, il existe des fonctions entières de
genre zéro, d'ordre un et qui ne sont pas de la classe inférieure,
au sens de M. Valiron.

Supposons que les zéros de f(z) sont réels et positifs (Le
dénominateur de Fredholm relatif aux noyaux de Schmidt
associés à un noyau (A), possède bien cette particularité).
Soient

0 < r^r^r^ ... ̂ >n^...

les zéros de f{z). Nous démontrons d'abord que
La condition nécessaire et suffisante pour que r intégrale

I(R) =

ait une limite finie, pour R infini, est que la série

converge.
La fonction f{z) étant supposée de genre zéro, on a

= n ( i_JL\
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D'autre part, les zéros rn étant réels et positifs, on a

M(r)= 5 ( l + f ) .
n = 1 \ rn I

Ceci posé, on trouve facilement

2 ^ log ̂ i ± ^ .

Soit maintenant/;, un entier tel que Pon ait

On a

I(R) > log M(l) - ü£ jp + 2 i log - ^ •

Donc, si l'intégrale I(R) a une limite pour R infini, la série (s)
converge.

D'autre part, on a

vi 1I(R) < log M(l) + >, — log(l + rn).

Par conséquent, si la série (s) converge, l'intégrale I(R) a une
limite finie, pour R infini.

q, e. d.
Considérons maintenant une suite

de nombres réels, positifs, non décroissants et tels que la série

V—converge, tandis que la série {s) diverge. La fonction

entière, de genre zéro

f(z\ = n ( i _ —)
IK J n = l \ ^n /

est telle, que l'intégrale 1(R) diverge.
En particulier, la fonction

?^(log^^)a

considérée par M. Lindelof, jouit de la même particularité.
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§ IL Soit
f(z) = 1 + axz+ ... + anz

n + ...

une fonction entière de genre zéro, k étant un entier positif\
supérieur à un, la condition nécessaire et suffisante pour que
les fonctions entières

fh(z) = 1 + | f l l |
f e z* + ... + |a„|**»» + ...

soient aussi de genre zéro est que la fonction f(z) soit au plus
d'ordre 1 et de la classe inférieure au sens de M. Valiron.

Désignons par Rn le rapport rectifié de \an i| à | an\, au sens

de M. Valiron (1). Il est clair que le rapport rectifié de | a n _ i | k

à \an\
h est R*.

D'autre part, pour que la fonction entière fk(z) soit de genre

zéro, il faut et il suffît que la fonction

gh(z)=fh{ztt) = l + \ai\*z + ...+

soit au plus d'ordre -r par excès. Or, pour cela d'après un

théorème de M. Valiron il faut et il suffît que la série

y ±
n = 1

soit convergente. Mais, la convergence de cette dernière série
constitue précisément la condition nécessaire et suffisante pour
que la fonction f{z) soit au plus d'ordre 1 et de la classe infé-
rieure.

q. e. d.
Arrêtons-nous un instant sur la fonction f*(z).
Soit DK(r) le maximum du module de f%(z) sur le cer-

cle \z\ =x. On a évidemment

(!) Voir G. VALIRON, Bulletin des Sciences Mathématiques, p. 267. Paris,
4921. Voir aussi G. VALIRON, Mémorial des Sciences Mathématiques, fasci-
cule U, p. 7 et 8.
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D'autre part, on a aussi

Donc, pour toute fonction entière on a

Cette inégalité laisserait espérer que le genre de la fonc-
tion ft(z) est au plus égal, sinon inférieur, à celui de f(z). Or,
pour les fonctions entières de genre zéro, d'ordre 1 et qui ne
sont pas de la classe inférieure de leur ordre, fonctions que nous
avons considéré au § 1, de cette note, c'est le contraire qui se
produit : la fonction f (s) est de genre zéro, tandis que la fonc-
tion fz(z) est de genre un.

| III. —On peut rattacher aux considérations qui précèdent,
une proposition démontrée par M. S. Bernstein, concernant les
fonctions entières de genre zéro.

Rappelons d'abord un iemme établi par M. Carloman (1).
Si Sun est une série convergente à termes positifs, la série

converge aussi.
Soit

une fonction entière d'ordre apparent k et de la classe infé-
rieure.

La série

est convergente.

(*) Voir T. GARLEMAN. Les fonctions quasi-analytiques, note V, Paris, 19|(?,
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En effet, la fonction f[z) étant supposée d'ordre apparent k
et de la classe inférieure, la série

est convergente. Et, puisque on a

1
K t , K 2 , -•<> K M

il résulte du lemme, que nous venons de rappeler que la
série (A) est aussi convergente.

La proposition que nous venons d'établir contient une pro-
position de M. Bernstein. Soit

une fonction paire de genre zéro. M. Bernstein a démontré (*)
que la série

2 VIan

converge. 11 suffît de remarquer que, si la fonction paire f(z)
est de genre zéro, la fonction entière

1 + 0,2 + ... + anz
n+ ...

est au plus d'ordre -^ par excès, ou de la classe inférieure,

pour nous assurer que la proposition de M. Bernstein est con-
tenue dans la proposition précédente

(!) Voir S. BERNSTEIN. Leçons sur les propriétés extremales, note II,
Paris, 4926.


