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INTRODUCTION

Il est bien connu que la solution d’une équation de Fred-.
holm — dans le cas ou ceite solution existe et est unique —
s'obtient sous la forme d'un rapport de deux transcendantes
entiéres. En particulier, le dénominateur de ce rapport — géné-
ralement désigné par l'expression le dénominateur D(A) de
Fredholm — joue dans la théorie des équations intégrales a
limites constantes un role remarquable.

L’importance de ce dénominateur est d’autant plus grande
que, dans les probléemes relatifs aux membranes vibratoires
les zéros de la fonction D(A) correspondante — a ces problémes
— se rattachent aux harmoniques en nombre infini, des mem-
branes dont on é¢tudie le mouvement. Ainsi, I'¢tude de 1'exis-
tence et de la distribution asymptotique de ces zéros — d’'un
coté — et celui du dénominateur D(2) — d’un autre coté —
ont été I'objet de nombreuses recherches.

Depuis que, vers la fin du siécle dernier Schwartz, M. Picard .
et Poincaré ont démontré successivement 'existence de la pre-
miére, de la seconde harmonique et d’une infinité d’harmoni-
ques, ces questions n’ont jamais cessé d’avoir, dans les colon-
nes des périodiques mathématiques, une certaine actualité.
Et, sans essayer nullement de donner une bibliographie
compléte des mémoires qui leur ont été consacrés, nous rap-
pellerons néanmoins que la découverte de Fredholm leur a
donné un essor nouveau. M. Picard (') a montré avec quelle

(*) Voir E. Picarp, Sur quelques applications de léquation fonction-
nelle de Fredholm. Rendiconli del Circolo matematico di Palermo, t. 22,
1906.
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2 INTRODUCTION

élégance la théorie de Fredholm permettait de retrouver les
résultats — concernant ces questions — connus antérieurement.
De méme, M. Herman Weyl en utilisant habilement les sin-
gularités et les particularités que présentent les noyaux affec-
tés aux problémes de la physique mathématique a étudié la
distribution asymptotique des valeurs caractéristiques relatives
4 ces problémes. Plus récemment M. R. Courant a complété
les résullats obtenus par M. Weyl (*).

D’autre part M. Torsten Carleman (*) a démontré que le
dénominateur D(A) relatif & un noyau continu, ou plus généra-
lement tel que la théorie de M. Hibbert lui soit applicable, est
au plus de genre un. De méme M. Carleman (*) a indiqué un
noyau continu pour lequel 'ordre réel du dénominateur D(A)
est égal & deux, par excés.

Dans le présent travail nous nous proposons de faire une
étude aussi compleéte que possible de la croissance du dénomi-
nateur D(2). Cette étude se rattache manifestement aux recher-
ches que nous venons d'indiquer si briévement.

Il est & remarquer que, I’équation de Fredholm joue, dans
la démonstration de I'existence des solutions d'une classe
importante de problémes de la physique mathématique, un
role fondamental. D'autre part, la transcendante D(%) de Fred-

() Voir pour la bibliographie des {ravaux de MM. Courant et Weyl con-
cernant ces questions :

R. Courant el D. HiuBert, Methoden der Mathematischen Physik, |,
p- 380, Berlin, 1924.

A ajouter : R. Courant, Uber die Anwendung der Variations rechnung
inder Theorie der Eigenschwingungen, etc., Acla Mathematica, 49, 1926.

(2) Voir T. CArremaN, Sur le genre du deénominateur D(}) de Fredholm.
Arikv for mathematik astronomi och fysik. Bd. 12, no 15. 1917.

T. CarLEmav. Zur Theorie der Linearen Integralgleichungen. Mathe-
matische Zeitschrift, t. 9, 1921.

(3) Voir T. CarLemaN : Uber die Fourier keeffizienten einer stetigen
Funktion. Acta Malhematica, t. 41, 1918.

Nous désignerons ces trois derniers mémoires respectivement par A, B
et C,
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holm n'est presque jamais utilisée, dans 1'étude des valeurs
caractéristiques auxquelles conduisent ces mémes problémes
de la physique mathématique. L’explication de ce fait nous
semble étre donnée par les difficultés que présentent I'étude
du dénominateur D(%). Et ¢’est pourquoi nous avons estimé que
des recherches dans cette direction ne seraient pas dépourvues
de tout intérét.

Dans notre travail nous nous proposons aussi de chercher,
étant donné un noyau arbitraire — mais choisi de maniére que
la théorie classique des équations intégrales a limites constan-
tes lui soit applicable — lequel de ses attributs détermine
I'ordre du dénominateur D(2). Et, si pour éclaircir cet énoncé
du probléme, une comparaison nous était autorisée, nous
reviendrons sur la dépendance — bien connue — qui existe
entre 'ordre réel et 'ordre apparent d'une fonction entiére.
Dans ce travail, nous montrons que — mutatis mutandis — il
existe une dépendance, dont la nature sera précisée plus loin,
entre l'ordre de grandeur des coefficients de Fourier du noyau
donné — ces coefficients étant calculés par rapport & une série
arbitraire de fonctions normales et orthogonales — et 'ordre
réel du dénominateur D(}) qui correspond & ce méme noyau
donné.

CGe mémoire est divisé en deux parties.

Dans la premiére partie, nous envisageons plus spécialement
les noyaux obtenus d'un nombre fini de noyaux donnés, a
I'aide de 'opération de composition de seconde espéce — selon
la terminologie de M. Vito Volterra. Nous y étudions les par-
ticularités que présentent de tels noyaux, du point de vue
de la croissance du dénominateur D(A). Nous y obtenons un
résultat qui contient un théoréme de M. J. Schur ainsi qu'un
théoréme de M. Carleman.

Les noyaux de compositions sont évidlemment des noyaux
assez particuliers. Dans la seconde partie de notre travail,
nous montrons l'intérét que présente la considération de ces
noyaux pour l'étude du dénominateur de Fredholm relatif a



A INTRODUCTION

des classes plus étendues de noyaux. Nous montrons ainsi, que
les résultats exposés dans la premiére partie, ont une portée
assez générale. Nous en déduisons plusieurs conséquences
concernant la transcendante de Fredholm.

Enfin, dans une note qui termine ce mémoire, nous mon-
trons sur un cas particulier la différence qui existe entre une
fonction entiére d’ordre cntier et de la classe inférieure et une
fonction entiére de la premiére classe, au sens de M. Valiron.
Nous démontrons aussi une proposition concernant les fonc-
tions entiéres du genre zéro. Cette proposition se trouve en
rapport avec une autre proposition démontrée par M. Serge
Bernstein.

Les résultats contenus dans ce travail ont formé l'objet de
plusieurs notes présentées a ’Académie des Sciences (Séances
du 4 avril 1927, 30 mai 1927 et 26 mars 1928).

Nous nous faisons un agréable devoir d’exprimer ici '’hom-
mage de notre reconnaissance trés respectueusement dévouée a
M. Edouard Goursat, Membre de I'Institut et Professeur a la
Sorbonne ainsi qu’a M. Jacques Hadamard, Membre de I'Ins-
titut et Professeur au College de France qui ont bien voulu
nous encourager dans nos recherches ct nous faire plusieurs
remarques fort utiles pour la rédaction de cec mémoire.

Nous tenons aussi a exprimer 1’hommage de notre profonde
reconnaissance au T. R. Pére Créchet, Prieur de ’Ecole Saint-
Dominique et Lacordaire qui a bien voulu nous confier une
fonction dans son école et nous donner ainsi la possibilité de
continuer notre travail, possibilité qui nous était refusée partout
ailleurs.
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Pour donner plus de clarté aux considérations qui vont sui-
vre et afin d’éviter des renvois incessants a d’autres mémoires
nous commencons par énoncer les principales propositions de
la théorie des fonctions entiéres d’ordre fini, que nous aurons a
utiliser par la suite.

Nous rappelons aussi certaines généralités concernant
I'équation de Fredholm.

I. Soient
f(z)=a,+az+ ... + az® + ...

une fonction entiére et
o<rn&rLr,L... £

<.

ry £
les modules des zéros de cette fonction (On suppose ces modu-
les.rangés par ordre de grandeur non décroissante). Soit M(r)

le maximum du module f(z) sur le cercle

-
g

On appelle ordre apparent de la fonction f(z) le plus petit
nombre o tel, que si petit que soit e, a partir d'une certaine
valeur de v, on a

== 7.

g4 ¢
M(r) < e”

L’ordre de grandeur des modules des coefficients de la fonc-
tion f z) dépend de I'ordre apparent . En effet, ausst petit que
soit le nombre positif ¢, on peut déterminer un nombre N tel,
que pour n > N, on aut (*).

n
e
la"|<[ a ]+
o+ ¢

(') Voir E Borer, Legons sur les fonctions entiéres. Paris, 1926, p. 63.
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On déduit de 1a, que
Pour

o>z
on a

1 1
lim, y , n2|a, | =0.

I1 est plus commode, pour les applications que nous allons
en faire, d'énoncer cette proposition de la maniére suivante :
Si pour & < 2.0on a

on a aussi

II. On appelle ordre réel de la fonction f(z) le petit nombre p

tel que la série
i 1 .
n=1 7‘%"' :

soit convergente, ausst petit que soit le nombre positif e.
Si, la série

>4 )

converge, nous dirons — d'aprés M. Borel — que l'ordre réel
de la fonction f(z) est égal a ¢ par excés.
St lordre apparent s est un nombre entier, on a

p<Lo.
St lordre apparent = n'est pas un nombre entier, on a
P = G.

Soit p le genre de la fonction f(z). Supposons que la diffé-
rence p — p est positive et non nulle. Supposons de plus, que
la série (S) converge. Dans ces conditions :
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Ausse pelit que soit le nombre positif ¢, on peut déterminer
un nombre R tel, que pourr > R, on a

M(r) < e (V).
Ou, avec les notations de M. Landau, on a
log M(r) = o ().
Rappelons ces notations. Si 'on a

| Ax) |
glx)

A étant une quantité finie, M. Landau écrit 1’égalité
flz) = 0 [g(2)].
De méme M. Landau désigne 1’égalité

x|
9(x) =0

f(z) = o [g(z)]-

II1. Considérons maintenant un produit canonique

limy 5 o

limy o

par la notation

| 2| =17n (7&—':1,2, )

soit ¢ 'ordre (réel et apparent) de la fonction G(z). M. Hada~-
mard a démontré qu'étant donné un nombre positif ¢, arbitrai-
rement petit, on peut trouver une infinité de cercles de rayons
indéfiniment croissants sur chacun desquels on a U'inégalité

|G(z)[ > e_‘:!s+~
Ce théoreme a été complété par M. Lindelof de la maniére

suivante (%) :

(1) Bomew, loc. cit., p. 56-62.
(?) Voir E. LixoeLor, Mémoire sur la théorie des fonctions entiéres de
genre fini. Acta Soc. sc. Fennic, t. 31, 1902, p. 11.
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St la série

e
° 1
3
rn

Il

n

converge, étant donné un nombre ¢ arbitrairement petit, on peut
trouver une infinité de cercles de rayons indéfiniment croissants
sur chacun desquels on a l'inégalité

G(z)| > emelel%,

1V. Nous aurons aussi a faire usage, dans notre travail, d’un
théoréme établi par M. Valiron. Voici ce théoréme.

St lordre apparent s de la fonction f(z) n’est pas un nombre
entier, la condition nécessaire et suffisante pour que la série

i L
n=1 7"3!
converqe est que l'intégrale
~R h
log M(r)
I(R) = [ 250 g
( ) Ja 7,1 +s
(> 0)
ait une Limite finie, pour R infini.

St Cordre apparent s de la fonction f(z) est un nombre entier
et st l'intégrale I(R) a une limite finie, pour R infini, la fonc-
tion f(z) est de genre ¢ — 1.

M. Valiron a distingué parmi les fonctions entiéres d’ordre o,
les fonctions de la classe inférieure pour lesquelles I'intégrale

I(R) converge et les fonctions de la classe supérieure pour les-
quelles la méme intégrale diverge.

V. Considérons I'équation de Fredholm

ola) = [ K(z, 9 ¢ls) ds + flo).

Nous dirons que le noyau K(z, y) est un noyau (A) sil est



GENERALITES 9

réel, s’il est & carré sommable — c’est-a-dire si I'intégrale, au
sens de M. Lebesgue

ffoi[K(r, y))* dedy

existe — et, si l'une aw moins des intégrales, au sens de
M. Lebesgue

fl[K(z, )P ds ou [1[K(s, x)]? ds
0 Jo

est bornée pour 0 £ r £ 1. De méme, nous dirons que le
noyau K(z, ) est un noyau (B) s'il est (A) et si — de plus —
I'intégrale, au sens de M. Lebesgue

1
[K(s, s) ds
/0

existe.

Ceci dit, passons a la relation fonctionnelle qui existe entre
les dénominateurs de Fredholm relatifs & un noyau donné et
aux noyaux itérés.

Posons

1
KOz, y) = { K(z, s) K(s, y) ds,
0

1
K®(z, y) = [ K(z, s) K(s, y) ds,
Jo

)

1
K®(x, ) = J K(z, s) K =1(s, y) ds,
0

Soient D(%) le dénominateur de Fredholm relatif au noyau
K(z, y) et D™(}) le dénominateur de Fredholm relatif au
noyau K™(z, ).  étant une racine primitive de 1'équation

=1
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on sait (') que, pour tout noyau K(x, y) borné et somumabie,
on a

D) = DO)D(wA) ..... D(w® - 1)).

Remarquons rapidement, que cette relation fonctionnelle est
encore vraie pour tout noyau (B) ou, plus généralement, pour
tout noyau a carré sommable tel, que [intégrale au sens de

M. Lebesyue
i
f K(s, s) ds
0

existe. A cet effet, nous nous contenterons de montrer que les
différentes séries entiéres, qui interviennent dans la démons-
tration, ont un rayon de convergence non nul. Cela suffit pour
nous assurer, que l'identification terme a terme, qu’on effectue
dans le cas des noyaux bornés et sommables, est encore per-
mise.

Posons

o
Ap = [ K(s, 5) ds
JO '

l

n=1,2,...)

ct déterminons M de maniére a avoir

1
/K(s,s) ds| M
JO

et
1
f f [(K(z, )] dedy < M.
0Jo

En appliquant 'inégalité de Schwartz, on trouve

[An| £ MP

(') Voir Goursat, Cours d’Analyse Mathématigue, t. I, p. 382, Paris,
1923. Nous désignerons ce traité par G.
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Donc, 1a série
Ay AL+ At
est convergente pour
M <
Soit, maintenant
DA) =14 ch+ el 4 ... + el 4 ..

On sait ('), que les coefficients ¢, s’expﬁment au moyen des
traces A, du noyau K(z, y). De plus, ona

Py A
DO‘) — e—(AnX»{-Az-Q—+... +AnT+ ...).

Donc la fonction D(A) a un rayon de convergence au moins

6gal 4
;g (M.

On démontre de la méme maniére, que le rayon de conver-
gence de la fonction D™(}) est au moins égal 4 la méme quan-
tité. La démonstration de la relation fonctionnelle, que nous
avons en vue, s’achéve ensuite, comme pour les noyaux bornés
et sommables.

VI. Dans le cas particulier ot le noyau K(z, %) est un noyau
de composition, le dénominateur de Fredholm prend une forme
remarquable. Cette forme a été indiquée par M. Carleman (*).
Nous allons la reproduire.

Soient

Ki(z, ), Kz, y), ..., Kp(z, y)

p noyaux a carré sommable. Posons

1 1
K(a‘,?,):/ ...[Kl(x,s,) Ka(s1, 82) oo Kplsp—1, ) dsiss ... dsp 1
0 Jo

et

LTy ... Xy
K,(

Ki(zy, v1) Ki(z, 95) +.. Ki(xy, yn)
YiYz - yn>

Ki(zn, 1) Ki(xn, ¥2) .. Ki(xn, ¥2)
(te=1,2, .., p)

(1) Voir G, p. 436.
(%) Voir B, p. 213.
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- Avee ces notations le dénominateur D(A) relatif au noyau
K(x, y), ainsi défini, peut s’écrire

= shsh L, st
AN=14 Z e j < @5 . S(Q))
. n

LRI SPg(p
, [21792 00 On : 1 (1) ]2 \2)
K, < 503 - M) I ( 0o (1)> dsi) ... dsPds? ... dsy) ...
sPs L. sl sts® L. s
( (
dsiP) ... dsP,

M. Carleman a obtenu cette expression de la transcendante de
Fredholm, relative aux noyaux de composition, en utilisant une
identité due & M. Landesberg (*). Voici cette identité.

Sotent

¢1(8), 0a(8)y ovy @n(s)
71(5)y 92(8)5 vy Pn(s)

2n fonctions sommables, ainst que leurs carrés. On a
1 : Hea(s1) 91(52) -+ 91(5n)
727 LY . . . . . . .
JooJoo [9n(s1) ea(s:) e 9n(sn)

$i(8,) $a(s2) v i)

Pu(s1) n(ss) -+ bnlsn)

1 1 1
[Ml ds [@p ds f ol ds
/O J0 0
R I
f o0 duds f on b ds .. j oun ds

0 0 0

(!) Voir A. Lanpesserc, Theorie der Llementartheiler Linearen Inte-
gralgleichungen. Mathematische Annalen Bd. 69, 1910, p. 231.

ds,ds, ... ds,
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PREMIERE PARTIE

SUR LES NOYAUX DE COMPOSITION

CHAPITRE PREMIER

SUR LES NOYAUX ASSOCIES DE SCHMIDT

§ 1. Dans ses travaux, bien connus, concernant I'équation de
Fredholm, M. Erbardt Schmidt a introduit deux systémes
orthogonaux de fonctions, associés a tout noyau K(z, ¢) donné.
Pour M. Schmidt les fonctions o,(z) et ¥,(x) forment un couple
de fonctions fondamentales associé¢s, si I'on a les relations

o) = j Ko, ) ) s

/ K(s, z) o

w; étant une constante et si, de plus, les relations d'orthogona-=
lité a savoir,

1 1 1 =k
Loy ds = ["al) g ds =3 P
0

Jo opour ¢ # k

(1)

sont vérifiées.
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En éliminant successivement ¢,(z) et o,(z) entre les deux
égalités (1) on obtient

ole) = 3 [ K5 ) 2s)

ou on a posé
1
Kz, ) = f K(z, &) K(y, s) ds
0
1
K(z, y) ::/ K(s, z) K(s, y) ds.
- Jo

On appelle les noyaux m et K(z, y) noyaux de Schmidt
associés au noyau K(z, ). Ces noyaux sont symétriques. Si Je
noyau K(z, y) est lui-méme symétrique les deux noyaux de
Schmidt sont identiques au premier noyau itéré.

Pour tout noyau (A), les noyaux associés de Schmidt sont
sommables et l'un aw moins de ces noyaux est borné a l'inté-
rieur et sur le contour du carré

0Lz L1 et 0Ly<L 1.

Supposons, pour fixer les idées, que c'est le noyau K(z, y)
qui posséde cette propriété. Ce noyau étant horné et sommable,
I'existence des constantes u, et des fonctions ¢,(z) résulte de la
théorie classique de Fredholm. Les fonctions 4 (r) sont ensuite
déterminées, par la seconde relation (1).

Remarquons maintenant, que les dénominateurs de Fred-
holm relatifs aux noyaux K(z, y) et K(z, #) sont identiques
terme a terme. En effet, ces noyaux étant des noyaux de com-
position, on peut utiliser 'expression donnée, par M. Carle-
man, pour la transcendante de Fredholm relative a de tels
noyaux (Voir VI). On obtient ainsi, que le dénominateur de
Fredholm relatif aux noyaux K(z, y) et K(z, ) peut s’écrire

A 1
ry . )\ dry ... dzady,
D) =1 [1 ]
+ ”2_11 (n 1,2 j) L \<g/, y,1> e dya (2)
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oll on a posé
K <-l‘1 e xn>~_ K(.Z“, .7/1) .. Kz, yn)

Yoo IS Kz, 91) oo K@y o)

Il nous sera utile de connaitre le genre de D(A). Ainsi, nous
nous proposons de démontrer que

Le dénominateur de Fredholm relatif aux noyaur de Schmidt
associés a un noyau (A) est de genre zéro.

Si I'un des noyaux K(z, y) ou K(x, y) est continu notre pro-
position n’est qu'un cas particulier d'un théoréme général,
démontré par M. Mercer, relatif aux noyaux positifs et conti-
nus (1.

Pour établir la proposition, que nous avons en vue, nous
devons d’abord démontrer plusieurs lemmes.

Lenne A. L'ordre apparent de la fonction entiére D'(N) est
aw plus lunité.
Posons

/1[1("(;10, $)]? ds = A(x)

D’aprés nos hypothéses, on peut choisir une constante posi-
tive M de maniére a avoir

-

Alz) £ M

pour 0 £ x £ 1.
En vertu d’'un théoréme de M. Hadamard, on a

[K<x, .Tn>
Yi eer Yn

Done, on a aussi

1 LR TR SN L
K dr, ... dx,dy, ... dy,
[o /;[ <?/, yn>_| o Y y

1 ~
Z j j [A(r) 4+ Az2) - oo - A(ea)]" da, ... diy < noMP.
0 0 *

2 n
é n [Kz(xl) 7/1) -+ KQ<$2, l/z) —+ ... 4+ K’('Tn, ?/i)J

i=1

(*) Voir J. Mercer, Phil. Trans. London, t. 209 A, p. 415-446, 1909,
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Ou, encore

Do) 214 )

n=1

Mn ]Aln

Cette inégalité démontre le lemme énoncé.

Lenne B. K(x, y) étant une fonction telle, que l'intégrale au
sens de M. Lebesgue

1 1
f f (K(e, ) dedy
0 0

existe, et < étant un nombre positif, arbilrairement petit, on
peut déterminer une fonction continue F(x, y) de maniére a
avoir

1 1 ]

f )[ (K(z, y) — F(z, y) dordy <.
o Jo
Soit

Dz, y), Bz, ¥), ..., Pn(z, ¥)

une suite fermé de fonctions continues, orthogonales et norma-
les. Les relations d’orthogonalité deviennent maintenant

51 pour : — £

1 1
f Oz, y) Oz, ) dedy = )
/o Jo (@ y) dilr, ) "= pour 7 = 4.

Posons

1 1
o= [ K, y) de, y) dedy
0

0 .
et

/P ..’Z‘ l/ 2‘ G ‘]’1(1' 7/

1=1

La suite des fonctions @ ,(z, %) ¢tant fermée, on a

\1 1 @0
K(z, y)P dedy = Y 2
‘/0 ﬂ[ (z, y))* dedy P}

Done, on a aussi

~/0~|A/:[K($, y) — folz, §)? dedy = 2 e,

1=p+1
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Or, la série Sc? étant convergente, on peut choisir l'entier
N de maniére a avoir

o

Z ;<.

i=N-+41
N étant ainsi déterminé, la fonection
Bz, y) = fnlx, y)
satisfait aux conditions exigées par notre énoncé.
Lemme C. Soient
X,(z), X,(z), ..., Xu(x)
Yi(y), Yaly), s Yaly)
2n fonctions sommables, arbitraires.
Le noyau K(x, y) étant un noyau (A) on a

[ f 1[K(x n—3 D W | dady h f K(z, y) —
V0 Jo T St u? :Jo o ’

n
X Xi{x) Y(y) ] dady
pour m < n. vl
Dans le cas des noyaux continus, ce lemme a été démontré
par M. Schmidt (!). Sa démonstration s’applique aussi, sans
aucune modification, aux noyaux (A).
Lemme D. Le noyau K(x, y) étant un noyau (A), on a

T ©
Kz, y)]* dedy = —.
/0/0[ (z, y)]* dudy ; =
Dans le cas des noyaux continus, ce lemme aussi, a été
démontré par M. Schmidt (?). Nous allons en déduire que le

méme lemme est vrai pour tout noyau (A).

(1) Voir E. Scamior, Zur Theorie der linearen und nicht linearen Inte-
gralgleichungen. Mothematische Annalen, t. 63, p. 468-470, 1907.

(?) Voir E. Scumior, loc. cit., p. 471-472.

La démonstration de M. Schmidt peut élre ainsi résumée :

On démontre d’abord que I'on a :

N i) 9ily)
—— vi il
K(x, y) = Z —_—
i=1 ]
la série du second membre étant uniformeément convergente par rapport a
GHEORGHIU
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e étant un nombre positif, arbitrairement petit, soit F (x, ¥)
une fonction continue telle, que 'on ait

1 1 .
o Jo Bte ) — o, ) dady < -

Nous avons démontré (voir lemme B) qu'il existe des fonctions
continues vérifiant cette inégalité.

Soient
Xi(x), Xy(x), ..., Xp(2),
Yi(y), Ya(y), -y Yaly),
les fonctions fondamentales de Schmidt, associées au noyau
F (z, y). Ces fonctions satisfont aux égalités

Xi{a) = v /‘lFE(z, $) Yi(s) ds,
JO
— v,-fiFs(S, NXi(s) ds  (i=1,2, ..)
0

ou les v; sont les constantes caractéristiques de Schmidt, relati-
ves au noyau F (z,y).
Or,ona:

L & Xit) Yi) |
I [Fa(x, -3 —] daily

=1

— (z, y)]* dedy —

— s
-.“.al -

i=

chacune des variables x et y. On démontre ensuite, en tenant compte de
la continuité des fonctions ¢i(x), que la méme série est uniformément con-
vergenie pour l'ensemble des deux variables x el y. Ce point élabli, il
résulte que 'on a

1 1 1
/ K@, 5) ds :/ / [K(z, )] dedy = f i 2 LQ
Jo 0 0 i=1 =1

Le raisonnement par lequel M. Schmidt démontre l’egahte
1 » M2
{ Ko ds= ¥ / %(:) d
0 i=1v0 #y

n'est valable que pour les noyaux continus. Ce raisonnement ne peut pas
étre appliqué & tout noyau (A).
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Notre lemme étant démontré pour les noyaux continus, il
s’ensuit qu'on peut déterminer 1'entier n de maniére a avoir

1 1 n ;. -
A ﬁ [Fe(x, y) — 2 ———X'(x)ﬁmy) ]2 dzdy <4i.
i=1

D’autre part, on a

J [T 3 o [

Fe(x, y)} dedy + 2 j) ﬂ Fe(z, y) — Z _-MJ dzdy
i=1
ou

/‘f'[K(x,y _ﬁ 2 YDV gy < .

En tenant compte du lemme C, il résulte que pour m > n on
a aussi

/(;i[;[K(x,_ Z My_] drdy < e

1=1

ou encore

f/(K.r, 2dxdy———21<e

i=1 P’l
Conclusion :

1 M m
f £ K(z, )} dedy =limpy o 3, .

i=1 "1

/-

q, ¢, d.

Si, d'une maniére plus générale, au lieu de supposer que le
noyau K(z, y) est un noyau (A), on suppose seulement que
I'intégrale au sens de M. Lebesgue

1 1
j, [ (K(z, 9)]* dady

existe, les Jlemmes C et D sont encore vrais, mais, & condition
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d’avoir démontré — au préalable — 1'existence des fonctions
¢.(z) et 4 (x). Cette démonstration peut étre donnée. Mais elle
nous entrainerait & des développements peu en rapport avec les
questions étudiées dans ce travail. Et, c’est précisément pour
les éviter que nous nous bornons, dans ce mémoire, & considé-
rer uniquement des noyaux (A).

Apres cette digression, revenons a la fonction entiere D*(1).
Les zéros de cette fonction sont les quantités

vi = pf t=1,2,..).
On déduit du lemme D que 'ordre réel de D*(2) est au plus
égal a un, par exceés. D’autre part, son ordre apparent étant

au plus égal a l'unité (voir lemme A) il résulte que cette fonc-
tion admet un développement de Weierstrass de la forme

D0y =" [T (1 ).

Pour démontrer, que la fonction entiére D*(X) est de genre
zéro, il nous reste & montrer que le coefficient « est nul.
Soient

B, B,, ..., B, ...

les traces du noyau K(z, ) (Ces traces s’obtiennent du noyau
K(z, y) de la méme maniére que les traces A,, A, ..., A,, con-
sidérées au § V, du noyau K(z, y). Pour |A| £ v, la dérivée
logarithmique du dénominateur D*()) s’écrit

—mm@%mnw+2 + 7 22+

i=1 i=1 i

:Bi—l—BzT—l—..

B, :/;11{(—5,5 ds :}[;/:[K(L Y)]* dzdy.

Or, d’aprés le lemme D on a

0
=2
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Donce
o=0.
q.e. d.

Remarques. 1. 11 est & observer que la proposition qui forme
I'objet de ce § a été établie indépendamment du théoréme de
M. J. Schur. Du reste le théoreme de M. Schur est postériear
aux travaux de M. Hilbert et de M. Schmidt a ce sujet (').

II. Posons

— i b
K*(z, y) = / K(z, s) K(s, y) ds = /0 K(z, s) K(y, s) ds =

1———- —ee
f K(s, z) K(s, y) ds
0
~
K*(z,y)= /0 K(z, s) K(s, y) ds = ete.

Il résulte de la relation fonctionnelle rappelée au § V que
les dénominateurs de’ Fredholm relatifs aux noyaux K*(z, y) et
K*(z, y) sont identiques & la fonction entiére

A*(x):f[<1 _7’5>

i=1 i
. , . 1 , . .y
Puisque la série Z 7; converge, Uordre de la fonction entiére
A*(X) est au plus égal a —;—par exces (*).
Soit @ 'ordre du dénominateur D*(3). L'ordre du dénomina-

« o
teur A*()) est .

v

(1) Le théoréme de M. Schur a é1é publié en 1908 (Voir J. Scuur, Ueber
die charakteristischen Wurzeln einer linearen Substitution, etc. Mathe-
matische Annalen Bd 66, 1908). Les travaux de M. Hilbert et de M. Schmidt
sont parus en 1904 et 1905 (Voir HiLserT, Grundsuge einer allgemeinen
Theorie der linearen Integralgleichungen. Geettinger, Nachrichien, 1904
et E. Scaminr, Entwicklung wilk. Funktionen, etc. Dissertation Geettingen,
1905). ’

(2) Dans cet énoncé nous n’avons pas précisé qu il s’agit de 'ordre appa-
rent ou de I'ordre réel de la fonction A*(A). Mais, & ce sujet, aucune confu-
sion n’est possible, car la fonction A*(A) €tan! de genre zéro son ordre appa-
rent est égal a son ordre réel.



CHAPITRE 11

SUR L’'ORDRE DU DENOMINATEUR D(») RELATIF AUX NOYAUX
DE COMPOSITION

§ 2. Soient
Ki(z, y) et Ky(z, y)

deux noyaux (A). Posons

G(z, y) :ﬁ Ki(z, s) Ky(s, y) ds.

Le dénominateur de Fredholm relatif au noyau G(z, ) peut
s’écrire (voir VI)

el

GOY =14 3 (— 1)rgan

1=1

ou on a posé

™ ! Ly e Tn\ o e Y\ AT, ... dxpd,
9n=—4.zf "‘/Ka(mz Y KDY ) B BERCYs
@) Jo Jo Y Ys -+ Yn Z Xy oo Tn ooy,
Soient encore

1 ! tr [z o2\ d d
a":W/o£ LK'<?/1-- z/n>J s il e U

et

1 & "1[‘ Ly een Tp ‘V
bn:-—/ . odedy, ... dyy.
(n!)z‘ 0 ‘/0 LK‘<.7/1 yn>— dxi di 7 y

(Les quantités a, et b, sont réelles et positives).
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En appliquant, dans I'expression de g¢n, l'inégalité de
Schwartz on obtient

|gnl £ Vanbn. 3)
Done,
G £ 1+ Y Vaby M, (4)
n=1

Les inégalités (3) et (4) nous seront d’'une grande utilité.

§ 3. Soient D*,(X) et D*(}) les dénominateurs de Fredholm
relatifs aux noyaux de Schmidt associés respectivement aux

noyaux K (z, y) et Kyz, y). Ces dénominateurs peuvent
s’écrire (voir 1'égalité (2)du §1) :

D*‘()\> pum— 1 + Z (— 1)" an)\"

n=1

DB =14 Y (— 1) bAn
n=1
Soient encore, 2, et a, respectivement les ordres des fonc-
tions entiéres D*,(A) et D*()). Ces fonctions étant de genre
zéro (voir§ 1) ona
a £ 1 eta, L1,

Nous nous proposons de démontrer que
Lordre apparent = de la fonction entiére G()\) vérifie ['iné-
galité
2
T T ()
W

o L

Soit o' un nombre arbitraire, inférieur a

171 17
stz
Déterminons les nombres positifs, non nuls, ¢ et e de
maniére 4 avoir

o <%[“1“1|“1 + “:‘:‘52].
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Les fonctions entiéres D*,(}) et D*,()) étant respectivement
d’ordres «, et o, on peut déterminer un entier N tel que 1'on ait

n n

an<[ :; ]d1+€1etbn<|: :L ]a2+52
o € % -+ &2

pour » > N.

En tenant compte de (3) on déduit que pour » > N, on a
aussi

1

n A

n
|g| < 1 1 1
n? [411-{—51 + <12+€2]

A étant une constante indépendante de n.

Done, pour tout nombre o’ inférieur a

[+
lim 5 o n* lgn\%zo

(Voir § 1) q.e.d.

on a

§ 4. Donnons une seconde démonstration de l'inégalité (3).
Soient p et ¢ deux nombres positifs, dont la somme est égale
a'lou

p+qg=1.
L’inégalité (4) du § 2, peut s’écrire encore

60) 21+ X (af g (53 i)
n=1

6O 21+ X a ] [14 X by 2] ©)

n=1 n=1

Or, ¢ étant un nombre positif, arbitrairement petit, on a

o . 5 120+ ¢
L S a e < o

n=1
1+ i by |
n=1

deés que |A| dépasse une certaine quantité R.

212q%: + ¢
2nq < el ‘ (7)
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Déterminons maintenant p et ¢ de maniére a avoir

POy = qo,
ou
1 1

oy oy oy A2
p et ¢ étant ainsi déterminés, en tenant compte des inégali-
tés (6) et (7), on déduit que pour |A| > R on a aussi

2 ..
T 1 T°¢

— +
GO <e™ ™
q.e.d.

§ 5. De l'inégalité (4) du § 2, on déduit
G [t 4+ X a ][+ X balnr] )
n=1 n=1

Soient M(r), M*,(r), M*,(») respectivement les maximums, sur
le cercle [ )| = r, des modules |G(A)[, [D*(2)], |D*(})|. On a
visiblement

M\ () =D \(re) =1 + Y awr,

n=1
MY (r) = D*z(rem) =1} Z bnr™.
n=1

Avec ces notations I'inégalité (8) devient

TM{r)]2 £ M*,(r) M*y(7). 9)
Les fonctions entieres D*,(A) et D*,(A) étant de genre zéro, on a

log |D*,(2)] = of|A]),
log | D5(2)| = of|1]).

11 résulte de I'inégalité (9) que 'on a aussi

log |G(\)| = o(| ). (10)
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Cette égalité montre que la fonction entiére G(A) est au plus
de genre un. Nous allons démontrer plus loin que cette fonc-
tion est de genre zéro (Voir § 11).

Supposons, plus particulierement, que les noyaux K,(z, ) et
Ks(z, y) sont identiques, ou
Kz, y) = Ki(z, y) = K[z, 9).
Dans ce cas particulier, le noyau G(x, ) n’est autre que le pre-
mier noyau itéré de K(z, y) ou

1
G(z, y) = K(z, y) :/{; K(z, s) K(s, y) ds

tandis que le dénominateur G()) est identique a D®().
(Voir § V).

L’égalité (10) devient maintenant

log |D®(2)| = of|]). (11)

Soient M@ (r) le maximum, sur le cercle || = », du module
du dénominateur D®(X) et M’(7) le maximum, sur le méme cer-
cle, du module du dénominateur D*(A) relatif aux noyaux de
Schmidt, associés au noyau K(z, y). Dans ce cas particulier,
I'inégalité (9) devient

M&(r) £ M*(r).

Autrement dit

Le noyau K(x, y) étant un noyau (A), lordre apparent de la
fonction entiere DW()) est au plus égal a lordre du dénomina-
teur de Fredholm relatif auzx noyauz de Schmidt, associés,

§ 6. Soient
o< L VL L)<,
et
0<rPLrP L@ .. L9 L.,

respectivement les zéros des fonctions entiéres D*(A) et D*y(A).
Soient encore

P“ Pz, ey Pn, een
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les zéros de G(X). Supposons que 'on a
o < 1 et o, <1
et que les séries

S,

I

i 1
= T

o0

Nous nous proposons de démontrer que /a série

1
1pil®

=

est convergente.

En d’autres termes

St les fonctions entiéres D*,()) et D*,(h) sont respectivement
d'ordres u, et o, par excés, la fonction entiére G(\) est au plus
d'ordre w par eacés.

Les ordres «, et o, étant supposés inférieurs & un, w est aussi
inférieur a4 un. En tenant compte du théoréme de M. Valiron
(voir § IV) il s’ensuit que la série S est convergente ou diver-
gente suivant que l'intégrale

o)
| :/ ___log M(r) d?“
J rito

a un sens ou non.
L'inégalité (4) du § 2 peut s’écrire aussi

1 nw 1

|G()\)l Z 1+ i <an le%‘)g(bn |)\|a—2>_

n=1
ou encore

nw

Mo 2[4 3 e [+ 2007

n=H» n=1
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Donc, en posant

n=1
1 r1+u)

ot nw
log[l + 2 bur % ]
n=1 dr

plto

@ 30 ﬂ
log [4 + 2 anr * ]
= dr

1

et L=

on obtient en définitive
1 <4 (L +1L).

D’autre part, on démontre facilement les égalités suivantes :

log [1 + S‘ anr"]
« - a [ log My(r)
I‘ .« n=1 dr — 1 g My dr

o /i i+ w [, Pt

L]

et
=2 [ 1og Malr)

[3) Pt

Or, les séries S, et S, étant supposées convergentes, il
résulte du théoréeme de M. Valiron, que les intégrales I, et I,
sont aussi convergentes. Et, par conséquent, l'intégrale I con-

verge.
qg.e. d.
Reprenons maintenant, le cas particulier considéré a la fin
du § 5. Supposons pour cela que I'on a
K(z, y) = Ki(z, y) = Ki(z, ¥).
Soient
PTID SR S
les zéros du dénominateur D(X) relatif au noyau K(z, y). On sait
que les zéros du dénominateur D®(A) (voir § V) sont respec-

tivement
2 82 2 1
Ay Ry ey Aoy o (1)

(!) On remarquera que dans ce cas particulier, les 7\‘,21 ont le méme role
que les pn du cas général et que I'on a oy = «3 = o.
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De méme, soient
Piy Pay eevy Pry one
les zéros du dénominateur D*(}) relatif aux noyaux de Schmidt,
associés au noyau K(z, v).

Le résultat que nous venons d’établir devient maintenant
St la série

( , .
est convergente, la série

est ausst convergente.

Observation. La démonstration, qui précede, suppose que les
ordres o, et a, et que I’exposant o sont inférieurs a l'unité.
Cette restriction est imposée par le fait que l'intégrale I et la
série S, l'intégrale I, et la série S,, l'intégrale I, et la série S,
sont de la méme nature quand o, o, et 4, ne sont pas entiers.
Mais, si par exemple, o, est égal & un la série S, peut étre
convergente, tandis que lintégrale I, est divergente. Nous
donnons dans la note II, de la fin, un exemple ol cette cir-
constance se produit effectivement.

Le lemme que nous démontrons au § suivant, a pour but de

nous permettre d’éviter les cas ou une telle circonstance peut
se produire.

§ 7. Considérons encore le noyau

1
G(z, v) :A Ki(x, s) Ky(s, y) ds

et solent

1
G ) = l G(z, 5) Gly, 5) ds,
Kz, 9) = [ Kis, 2) Kifs, y) ds

Ki(z, v) :/;1K2(x, s) Ky(y, s) ds.
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Nous nous proposons de démontrer le lemme suivant

Le dénominateur D*s(h) relatif au noyau G(x, y) est identique,
terme a terme au dénominateur de Fredholm relatif au noyau

xy)__f](xs

On a
G, ) /‘1 / Ki(

ou en posant

Ky(s, y) ds.

¢17 59)

Ki(y, s.) ds,ds,

Ki(y, z) = K'\(z, y)

on a aussi

xq__ffK,(xe

/1<82, y), dsi([-gg.

Sn 32)

En désignant les ditférents déterminants de Fredholm res-

pectivement par

K(z,,
Ki<.’l,'1 vee l'n> — .(xi. yi) .
K(.I'n, yl) L3

Ki(zy, yy) ...

3/1 e yn

K(zy, ¥n)
K(zm ?/n)

Ki(xu !/n)

A Ki@n, 1) ... K

(Zny Yn)

Yieoo Yn

Ky(zy, v4) ...

Ky(@1, yn)

K’1<x' y1> _
YiooYn

Ko(zn, y4) ..

K'\(zy, o) ...

K,i(xm yi) K

Ky(Zn, yn)
Kli(xh ."/n)

: :K1<~7/“'"’/">
Ly .o. Tn

(Zn, Yn)

et en utilisant ’expression donnée, par M. Carleman, pour les
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dénominateurs de Fredholm relatifs aux noyaux de composi-
tion (voir VI) on obtient

X sy s @)
=1+ 3 L ("')3 f f < s*9> B <s‘13' s‘,i”)

s® .. sf’
K, < > dst) ... dsdsQd ... ds@ds® ... ds®

N
ou encore
=1+ % G [ 1E<S?) U) A s
2 e ) e
2n

R I SN I,
sy .
[ j Kl<s‘2> «-z)> K‘( ) (3)> dsi? ... dsy).
Jo o Jo 2 s s
n

Or, d’aprés l'identité de M. Laudesberg, reproduite au § VI,
on a

j f . s K st LS I
K, ds|! s

5‘2) i s s "

3 3

K s s

T\ @ /"

s sl

Donc, le dénominateur D*;(X) devient maintenant

D=1+ 3 n,)zf / < S(:>

s . s
K, < > ds® ... dsPdsd ... dsP.

.(3) (3
§3) 8y

. D'autre part, on obtient la méme fonction entiére, pour le
dénominateur de Fredholm relatif au noyau

H(z, y) :ﬂiKi(x, s) Ky(s, y) ds.
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§ 8. Soient A%, (X) et A%(2) les dénominateurs de Fredholm
relatifs respectivoment aux noyaux de Schmidt associés, aux

noyaux K,(z, y) et Ky(z, Ky(z, y). Soient o, et o/ les ordres de ces
fonctions entiéres. On a

(Voir § 1, remarque II).

Soit maintenant «, l'ordre de D*;(A). En tenant compte du
lemme que nous venons d’établir et de l'inégalité (5) du § 3,
on déduit

o

IH\

2
1 1
T
ou

1 .
T (12)
™

1 ag

o <

De plus, siles fonctions entieres D*,(A) et D*,(A) sont d’ordres
o, eta, par exceés les fonctions entiéres A* (1) et A*,()) sont aussi,

d’ordres 2 et—pm ezces. 11 résulte du § 6, que dans ce cas-la,

le denommateur D*:(%) est, au plus d’ordre

par exces.

§ 9. Soient
Ki(z, v), Ki(z, v), ..., Ku(z, y)

n noyaux (A). Posons

1 1 .
Gul(z, y) = ﬁ fo Ky(2, 52) Ki(si, 1) -

Kn(sn—1, ¥) ds,dsy ... dsp— 4.

Soient o, a,, ..., o, les ordres des dénominateurs de Fredholm
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relatifs aux noyaux de Schmidt associés respectivement aux
noyaux G,(z, v), K(z, v), ..., Ku(z, ).
On a

T S e (13)

Cette inégalité a été démontrée pour n = 2. (Voir I'inégalité
(12) du § 8.) On déduit ensuite, de proche en proche, que la
méme inégalité est vraie pour toute valeur de n.

En tenant compte de I'inégalité (5) du § 3, on déduit de (13)
que s ¢tant l'ordre apparent du dénominateur de Fredholm
relatif au noyau G,(z, y), on a

5 < 2 : (14)

=1 1 1
Z'*”a‘;-i—...-f-;;

Observation. 11 est & remarquer qu'il existe des noyaux pour
lesquels c’est le signe = qui convient, dans (14). 1l suffit pour
cela, de considérer les noyaux

Ki(z, y) = Ku(z, y) = ... = Ky(w, y) = K(z, y)

le noyau K(z, y) étant symétrique et continu ainsi que ses
dérivées premiéres a I'intérieur et sur le contour du carré

0LzZL1 et 0Ly £

Pour de tels noyaux le dénominateur D(A) de Fredholm se
réduit & un produit canonique de genre zéro, ou
* 2
Dy = fi (1—5-).
( ) n=1 hn
Le noyau K(z, ») étant supposé symétrique, le dénominateur
de Fredholm relatif aux noyaux associés de Schmidt, peut
s’écrire

D*O) = Ii (1 —l>.

<2
n=1 A

GHEORGHIU 3
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De méme, le dénominateur de Fredholm relatifs au noyau
Gn(z, y) devient, dans ce cas particulier,

G = T (1 _i).

p=1 );;
Et, il est évident que si « est 'ordre de D*(X), I'ordre de G,(A)

estﬁ.
n



CHAPITRE 111

SUR LE GENRE DU DENOMINATEUR D(>) DE FREDHOLM

§ 10. Le lemme établi au § 7, va nous permettre de complé-
ter les résultats indiqués au § 6.

Les dénominateurs de Fredholm relatif aux noyaux de
Schmidt associés aux noyaux K,(x, y) et Ky(z, %) étant, au plus,

s 1 N cLe o
d’ordre 5 par excés (voir § 1, remarque IT) il résulte que la
. .. " ) 1 ) .
fonction entiere D*g(2) est au plus d'ordre o par excés (Voir

aussi, § 8). On déduit de la, en tenant compte du § 6, que
La série
i 1
n=1 an ‘
est convergente.
En particulier, siles noyaux K(z, y) et K,(x,'xy) sont identi-

(ques, on peut énoncer le résultat suivant :
Pour tout noyau (A), la série

S
n§1 l )ﬁ I:)

est convergente.
Ce résultat, n’est autre que le théoréeme de M. J. Schur (*).

§ 11. 11 résulte des § 5 et § 10 que le dénominateur G(a)
admet un développement de Weierstrass, de la forme
N 5 &2 )
GA) =e" 1T (1 ——).
0) = e T (1—-1)

Nous allons démontrer que le coefficient « est nul.

(1) V. J. Schur, Mathematische Annalen, Bd. 66, 1908.
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Nous avons démontré au § 5, qu'étant donné un nombre
positif ¢, arbitrairement petit, on peut déterminer un .autre
nombre positif R, tel que pour |A| > R, on a

|G| < e,

D’autre part, nous venons de voir que la série

Z 1

len|

converge. D’aprés le théoréme classique de M. Hadamard, com-
plété par M. Lindelof (voir § III), il résulte qu'étant donné e,
on peut déterminer une suite

0 <R <R <..<Rp< ...

de nombres positifs, indéfiniment croissants et tels, que sur les
cercles

|2 = R; (t=1,2, ..)
on ait

IT (1 —%>l> e— <M,

n=1

Done, quelque petit que soit le nombre positif ¢, il existe
une infinité de cercles, de rayons indéfiniment croissants, sur
chacun desquels on a l'inégalité

lea‘l\l < e2e|7\|.
Conclusion
a=0

ou,

Le dénominateur G()\) est une fonction entiére de genre zéro.

Plus particuliérement,

Le dénominateur D®(X) relatif d un noyau (A) est de genre
z€70.

Il est & peine nécessaire d’ajouter, qu'il résulte de l'inéga-
lité (14), démontrée au § 9, que les dénominateurs de Fre-
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dholm D™() relatifs aux noyaux itérés K™(z, ) od n > 3, sont
aussi de genre zéro.

§ 12. Nous proposons de démontrer a présent, que

Le dénominateur D()\) relatif a un noyaw (B) est aw plus de
genre un.

Remarquons d’abord, que les considérations qui précédent,
permettent aussi de démontrer que /e dénominateur D()) relatif
a un noyau (B) est une fonction entiére. En effet, la relation
fonctionnelle rappelée au § III, étant vraie pour les noyaux
(B), il résulte que si la fonction D(A) admet ‘une singularité a
distance finie, I'une au moins de fonctions entiéres

D) = D) D(— 2
D9() = DY) Dlw,h) DlwD),

() = D) D) +.. Dw=12)

admettrait aussi des singularités a distance finie. Ce qui est
impossible. Dans ces derniéres égalités w, désigne une racine
primitive de I'équation

=1,

Revenons, aprés cette remarque, & la proposition énoncée.

Nous avons vu (théoréeme de M. Schur) que lordre réel de
D(%) est au plus égal a deux, par excés. La fonction entiere D())
admet, donc, un développement de Weierstrass de la forme

Doy =" i (1 ——)i\

n=1 /

9(}) étant une fonction entiére, ou

gO) =gk + g R+ . F gl
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Or, on a
D) = 0 (1 —5)=D0) D=
n=1 !
— IWFI=N (1 _ ﬁ)

n
n=1 )?l
g + g(— 1) = 0.
Done, tous les coefficients ¢y, — d’'indices pairs — sont nuls.
De méme, cn considérant
D) = O (1 ._f’;i) = D(2) D(w;2) D(w2\)

53
n=1 )n

— I+ + g § (1 __}i>
n=1 )\g
on déduit que les coefficients g3, sont nuls. Et, ainsi de suite...
On obtient, en définitive, que tous les coefficients de ¢()) sont
nuls, sauf le premier.
q.e. d.
Il existence des noyaux pour lesquels le coefficient ¢, est
différent de zéro. En effet,-considérons le noyau K(z, y) défini
par les égalités
K(z, y) = F(z, ), pour = > v,
Kz, ) =0 pour z -Jy
F(z, y) é¢tant unc fonction bornée et intégrable et telle que la
valeur de l'intégrale

1
A= [F(s, s) ds
.0
ne soit pas nulle. Le dénominateur D(}) relatif au noyau K(z, ),
ainsi défini, se réduit &

D()\) — G_AO‘.

LLa proposition que nous venons d’établir, a été démontrée,
d'une autre maniere, par M. Carleman ('). M. Carleman l'avait
d’abord démontrée, pour les noyaux continus (*).

(1) Voir B.
(2) Voir A.



CHAPITRE 1V

SUR LA DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE
DE CERTAINES VALEURS FONDAMENTALES

§ 13. Le théoréeme établi au § 11 est susceptible d’étre uti-
lisé pour la détermination de la distribution asymptotique des
valeurs fondamentales relatives aux problémes de la physique
mathématique.

Considérons pour fixer les idées, le probléme suivant

Chercher la distribution asymptotique des nombres h, pour les-
quels il existe des fonctions u,(M), nulles sur un contour G et
vérifiant a lintérieur de laire (D) limitée par ce contour, I'équa-
tion

Awy + Apa(M) 2, (M) =0 (E)

On suppose que le contour C est formé d’un nombre fini
d’arcs analytiques. Dans ces conditions, il est possible de défi-
nir la fonction G(M, P) de Green, relative 4 ce contour. On
suppose de plus, que la fonction a(M) est réguliere et positive
pour tout point M, situé sur le contour ou dans l'aire limitée
par le contour C. Posons

0 <<aLuM) LA

o et A étant des constantes.
Il est bien connu, que les 7, sont les zéros du dénominateur
de Fredholm relatif au noyau

KM, P) = — G(M, P) a(M).

1
2r
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On sait, de plus, que ces nombres sont positifs et que le rap-
port )—r:‘ tend vers une limite finie, pour n infini (V).

Le noyau K(M, P) étant un noyau (A) le théoréme du § 11 lui
est applicable.

Soit M@(r) le maximum sur le cercle |A| = r, du module du
dénominateur de Fredholm relatif au noyau itéré

KoM, N) = 15 [G(M, P) a(M) G(P, N) a(P) do,
JD

oll do, désigne I'élément d’aire relatif & un point P, du
domaine (D). Soient de méme, (1) et m®3(r) les maximums,
sur le cercle |A| = », des modules des dénominateurs de
Fredholm relatifs respectivement aux noyaux

4 1 Al
L AﬂfDG(M, P) G(N, P) ds,
et

L [G(M, P) G(N, P) de,.
[

4

Ona
mA(r) < MA(r) < MA(r).

Le dénominateur de Fredholm relatif au noyau K@(M, N)
étant de genre zéro, son ordre réel est égal a son ordre appa-
rent. Donc, la recherche de la distribution asymptotique des A,
et I'é¢tude de la croissance de M®(r) ou m?(r) constituent deux
problémes équivalents.

Posons, maintenant

GM,, N,) ... G(M,, N)

M ..M,
L e G(MP, Ny ... G(M,, Np)

(*) Voir R. Courant und D. HiLeert, Methoden der Mathematischen Phy-
stk, p. 349. Berlin, 1924.



SUR LES NOYAUX DE COMPOSITION A

1 Mi eee Mp>
ap = — A
P (p’)2f| (N,.. N,
le domaine d'intégration coincidant, pour chacun des points

M,, ... M, N, ... N, avec le domaine (D).
On a

et

2
dGM, dO'MpClG'N1 a’G'Np

Q)IUQ)(T) =1+4+ap + ..+ apr’p -+ ...
ou " désigne la quantité

A2

-—w r.

a—

Pour connaitre l'ordre de grandeur des coefficients a, il
suffit de remarquer que ces coefficients augmentent quand
on remplace le contour G par un contour ! I'enveloppant.
Cette remarque peut étre mise en évidence, en utilisant les
propriétés classiques de la fonction de Green. Mais, d'une
maniére indirecte elle a ét¢ démontrée par M. Herman Weyl.

7

Considérons 1'équation
Au + = 0. (E").
Soient
o, o, L., ol L

les valeurs de A pour lesquelles il existe des fonctions u,(M)
nulles sur le contour C et vérifiant dans l'aire limitée par ce
contour, 'équation

Soient, maintenant

les valeurs fondamentales relatives & un second contour, C'.
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M. H. Weyl a démontré (') que si aucun point du contour (!
n’est pas contenu dans 'aire intérieure au contour C, on a

2 (1) Q) _— A(1) 2
o) <pis o) <y .l < °$z),

Or, on a

tp = Z [P“' . 1)]

u Plz "1)

la somme étant étendue a toutes les combinaisons 7, 2, ... 7,
qu’on peut former avec p» nombres entiers. Donc, en vertu du
résultat démontré par M. Herman Weyl les coefticicnts ap
augmentent quand on remplace un contour enveloppé, par
un contour enveloppant.

Il résulte, en définitive, que pour connaitre lordre de
grandeur des cocfficients «,, il suftit de choisir un contour G,
intéricur au contour (i, ¢t un contour C,, extérieur au contour G,
de maniére que les coefficients @, relatifs aux contours G; et G
puissent étre facilement déterminés. Ainsi, on peut choisir
pour contours C, ct C, des carrés ou des cercles.

On retrouve, par cette voie, que nous ne faisons qu’indiquer,
les résultats connus concernant la distribution asymptotique
des valeurs fondamentales relatives aux problémes de la phy-
sique mathématique.

§ 14. Nous nous proposons d'indiquer maintenant une appli-
cation des considérations qui préceédent, a I'étude des valeurs
caractéristiques relatives aux équations générales du type
clliptique.

Considérons les expressions

2u

312 + 3;/12 + a(‘[7 + l)("c’ 7/)_—' C(I’ :[/)U

Lu =

(") Voirll. Weye, Ueber die Abhiugighkeit der Eigenschwingungen einer
Membranen von deren Begrensung. J. reine augew. Math., tome 141,
p. 111, 1912
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et
My =

b 22 0 bl -
D e — o lale, y) ] — [0l ) €]+ el )

On suppose que les fonctions a(r, y), b(z, y) et ¢(x, y) sont
continues, ainsi que leurs dérivées des deux premiers ordres,
dans un certain domaine (D) défini par un contour G — formé
d’'un nombre fini d’arcs analytiques et par l'aire intérieure a
ce_contour. On suppose, de plus, que les dérivées du troisieme
ordre des fonctions a(z, y), b(x, y) et ¢(x, y) cxistent et sont
continues, a I'exception de certaines lignes — contenues dans
(D) — au long desquelles ces dérivées peuvent admettre des
discontinuités de premiére espéce.

A tout noyau donné on peut associer deux suites de cons-
tantes fondamentales, a savoir : les zéros du dénominateur de
Fredholm et les valeurs caractéristiques de Schmidt. De la
méme maniére, I'élude de I'équation du type elliptique conduit
4 envisager deux suites de valeurs fondamentales.

Considérons les constantes p,, pour lesquelles il existe des
fonctions «,(z, y) et vi(z, y) nulles sur le contour C ct vérifiant
dans l'aire limitée, par ce contour, le systéme

Lu, -+ pvx, v) =0, Mv; 4 pan(z, y) = 0 (8S).
Ces constantes sont réelles et on peut supposer qu’elles sont
aussi, positives. De plus, M. Geppert () a démontré que le
rapport

Dy
n

tend vers une limite finie, pour » infini.

Considérons aussi, les constantes %; pour lesquelles il existe
des fonctions w:(x, %) nulles sur le contour G et vérifiant dans
l'aire (D) I'équation homogéne

Lu, 4+ h(z, y) = 0. (E)
(1) Voir H. Geeeerr, Uber die Eligenwert probleme bei nichtsebbest

adjungierten elliptischen Differentialgleichungen Zweiter Ordnung.
Mathematische Annalen, Bd. 95, p. 319-343, 1926.
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En utilisant le résultat établi par M. Geppert, nous allons
démontrer que aussi petit que, soit le nombre positif e, la série

2]

Y
n=1 I )" |1 +e
est convergente.

On sait, que d’apres nos hypothéses, il est possible de déter-
miner une fonction de Green, généralisée I'(z, y: &, 1) de la
forme

l‘(.l', ,’/v E) TA) — ! !

—_— o A P
P log NI pa— + Glx, y; 8, n)

G(r, y; &, ) étant continue a l'intérieur et sur le contour C et
vérifiant — en outre — les conditions suivantes :

1° Les points de coordonnées x., ¥, et §c, 7. étant sur le con-
tour G, on a

C(xe, ye3 & n) =0, T(r, y; &, n) =0.
20 Les points de coordonnées z, y et &, = étant dans (D) on a

LTz, 58, 4)=0 My I(z, ;& n) =0
pour
(£—82 4 (y — ) = 0.

Dans ces derniéres égalités Lz, , et M , indiquent que les dif-
férentiations prévues par les symboles L et M doivent étre
cffectuées respectivement par rapport aux variables indépen-
dantes &, 0 et a, 4.

Posons '

Lz, g5 & n) = [fT(s, 75§ 0) I(s, 75 z, y) dods
(D)

et

Ly, y; 8 0= [f[T(z, y; e, %) TE n; 0, 1) deds
(D)



SUR LES NOYAUX DE COMPOSITION 45

Les fonctions w, et v, qui vérifient le systéme (S), vérifient
aussi les équations

le(.Z', y) = P? ff P,(.I', y; Ey 7]) Nl(&, Tl) d&dﬂ
(D)

w(r, y) = [f Doz, y5 & 7) vi(§ n) dédn

D)
Done, les constantes ¢} sont les zéros du dénominateur de
Fredholm relatif aux noyaux de Schmidt associés, au noyau
[‘({L‘, 1/7 E~ 7])-
D’autre part, la fonction w,(z, ) vérifiant 1'équation homo-
geéne (E) satisfait aussi a I'équation
wlr, y) ="2n [[ TE n;x, yhu(E, n)dedn.
(D)

Et, par conséquent, les constantes A, sont les zéros du déno-
minateur de Fredholm relatif au noyau

I(z,y; & ).

Ge dernier noyau est un noyau (A). M. Geppert ayant
démontré que la série

SR
Z Pnll +c
n=1

est convergente, aussi petit que soit le nombre positif ¢, il
résulte du § 6 que la série

est aussi convergente. qg.e. d.






SECONDE PARTIE

LES NOYAUX A VARIATION BORNEE

CHAPITRE V

SUR LES NOYAUX DERIVABLES

§ 15. — Soit K(z, ) un noyau (A) ayant une dérivée pre-

2K
miére. Soit, pour fixer les idées, — cette dérivée. Posons

Y
Ki(z, 4) _aK .

Nous admettons aussi, que le noyau K,(z, ) est un noyau (A).
Supposons enfin, que l'on a

K(o, y) = 0,

pour o < y < 1. D’ailleurs, cette derniére hypothése ne res-
treint pas la généralité de nos raisonnements (*).

() En cffet, il suffit de remarquer pour cela que le dénominateur de
Fredholm relatif au noyau

1
K(z,y) = K e, Ka(s, y)ds + 1) = Lz, ) + [y

_[1-7\/‘/3)% Di( —)ﬁff I)L [(s)dsdt

ou-Di(A) et l)l(fl k) désignent respectivement le dénominateur de Fred-

est
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Dans ces conditions le noyau K(z, %) est un noyau de com-
position. Car, on a

K(z, y) = \[Ox Ki(s, y)ds (18)

Définissons, d'autre part, la fonction Q(z, y) de la maniére
suivante. On a

Qz, y) =1 pour 0<y<zr<|,
Qz, y) =0 pour 0 <o <<y<1.

1’égalité (15) devient

Fo)
K(x, y) = JO Q(z, HK,(s, y)ds (16)

Le noyau K(z, %) étant un noyau de composition, nous pou-
vons utiliser l'inégalité (5) du §3, & fin de déterminer 'ordre
du dénominateur D(A) relatif & ce noyau.

Déterminons, pour cela, I'ordre du dénominateur de Ired-
holm relatif aux noyaux de Schmidt associés au noyau Q(z, y).

Les fonctions fondamentales oy(x) et &(x) et les con-
stantes u; de Schmidt relatives & Q(z, y) sont définies par les
équations

slr) = [ G s = p [ 06)ds

. 1 1
o = [ 0 dels)ds = [ o
0 0

holm et le premier mineur de ce dénominateur, relatifs au noyau L(x, y)
On vérifie ensuite que l'ordre apparent des fonclions entieres Di(A) et

DL< ou a, el «, désignent respectivement
y

. , 2
/‘) est au plus égal & T
PR
Jes ordres des dénominaleurs de Fredholm relalils aux noyaux de Schmidt
associés aux noyaux Q(x, y) et Ki(x, y).

D’unc auire maniére, on arrive 4 la méme conclusion en remarquant
que « ¢lant un exposanl arbitraire, les dénominateurs de Fredholm relatifs

aux noyaux K(z, y) | <—§)al\(x, y) sont identiques terme & terme.
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ou, en différentiant

o) = wd(@) et — (2) = me()
avec les conditions a la limite

0(0) =0, (1) = 0.

On obtient
o (x) = \2 sin <in —|—-g-)x,
y(x) = V2 cos (iﬁ + —})x,
B = i + '7;‘ )

¢ étant un nombre entier.
11 résulte de 1a, que le dénominateur de Fredholm relatif aux
noyaux de Schmidt associés a Q(z, 7) est d'ordre —;— .

De méme, le noyau K (z, ) étant supposé un noyau (A), le
dénominateur de Fredholm, relatif aux noyaux associés de
Schmidt & ce noyau, est au plus d’ordre 1 (Voir § 1).

En tenant compte de l'inégalité (5) du § 3, nous obtenons
en définitive, que le dénominatewr de Fredholm relatif au

2

Dans le cas particulier, ot le noyau K(z, y) est symétrique,
ce résultat a ¢té démontré antérieurement par M. Weyl (*).

On déduit aussi, de l'inégalité (12) du § 8, que /e dénomina-
teur de Fredholm relatif aux noyaux de Schmidt associés

noyau WK(x,y) est au plus d'ordre

3 » 1
a K(x, y) est d’ordre T
§ 16. — Supposons maintenant, qu'a son tour, le noyau
Ki(z, y) admette une dérivée
2K
Ky(r,y) = ?;Li

et que le noyau K,(z, ) est un noyau (A).

(') Yoir H. WevLy. Das asymptotische Verteilungsgesets der Eigenwerte
linearen partieller Differentialgleichungen, Mat. Ann., Bd. 71, 1912,
p. 441479

GHEORGHIT 3
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Les résultats que nous avons obtenu précédemment pour le
noyau K(z, y) sont maintenant valables pour le noyau K,(z, ).
Donc, dans ce cas, le dénominateur de Fredholm relatif aux

noyaux de Schmidt associés & K,(z, ) est au plus d’ordre.—: .

Par conséquent, en vertu de l'inégalité (5) du§ 3, /e dénomi-

nateur de Fredholm relatif au noyau K(x, y) est au plus
2

9 o 2

dordre 3 .

On déduit, de propre en proche, que si le noyau K(x, y)
admet des dérivées partielles jusqu’a [ordre n inclus, ces
dérivées étant des noyaux (A), le dénominateur de Fredholm est

2
”
au plus d’ordre T -

En particulier, si /e noyau K(x, y) est indéfiniment dérivable

le dénominateur de Fredholm est d'ordre zéro.



CHAPITRE VI

THEOREME GENERAL

§ 17. Le noyau K(z, y) étant toujours un noyau (A), considé-
vons un systéme complet de fonctions

?O(x)) ?1(1‘)) ey ?71('%)1

normales, orthogonales entre elles et bornées dans leur ensem-
ble. Les relations d'orthogonalilé sont dans ce cas

! t
f 2(z)dr=1 et f
0 0

Nous supposons qu'il existe une constante M, de maniére a
avoir

(z) or(x) dxe = 0 pour ¢ # k.

-G

lon(z)| <M

(n = 1, 2, ...)
pour 0 £ =z < 1.

Posons
1
W)= K, als) ds
[n(x) j; (8, x) on(s) ds

n=0,1,2 ..).

Nous supposons aussi, que le noyau K(r, %) est tel qu'il est
possible de déterminer deux constantes positives H et o, cette
derniére étant plus grande que 1'unité, de maniére a avoir

@) £H, /@) £ 2

pour 0 L z £ 1.
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Dans ces conditions, nous nous proposons de démontrer que
L’ordre réel du dénominateur de Fredholm relatif an noyau
; 1
K(x, y) est au plus égal a — .

Envisageons pour cela, le noyau symétrique
M.z, ) = o) 20y Z 9a(Z) Paly) son(l/)

¢ étant un nombre positif, arbitrairement petit, tel que I'on ait
a—ce>1.
Le noyau M(z, y) est un noyau (A). En effet, on a

" "
/0 [Me(z, 5)]* ds = o¥(x) +Z;§ff_—e))_7,

n=1

ou

ﬂ[Ms(x, St ds £ M [1 + 2::1 ﬁ—i]

pour 0 L x L1,
Déterminons maintenant, un noyau N(xz, y) satisfaisant a
I'équation de premiére espéce

K(z, y) __f M:(z, s) Ne(s, ) ds (17)

y étant considéré, dans cette derniére équation, comme un

parameétre.
Les fonctions fondamentales de Schmidt, associées au noyau

Me(xz, y) sont précisément

2u(), 24(2), -oes oalc), -

tandis que les valeurs caractéristiques de Schmidt sont
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D’autre part, en vertu de nos hypotheses, la série

g

32T ey

n=1

est convergente, car on a

O x o=l SR
Zn rz(y)(\Hng 1+2 *

n=1 n=

Il résulte de la, en tenant compte d'un théoréeme de
M. Picard ('), qu'il existe une fonction N:'z, y), & carré inté-
grable, satisfaisant a I'équation (17).

La solution N:(z, y), de 'équation (17), peut s'écrire

Ne(z, y) = o2,(2) [(y) + X 2" 7  “ou@) fuly)-

n=1
Cette solution est un noyau (A). En effet, on a
1 0 R
[N, @) ds = fif) + 0" i)
n=1

la série du second membre étant uniformément convergente
pour 0 £z £ 1.
Posons maintenant

K*(z, y) :ﬁlMe(x, s) Ne(s, y) ds.

Les noyaux K(z, ) et K*(z, y), en tant que fonctions de =z,
sont égaux presque partout. Autrement dit, on a

J K (s, ) — K5, ) ds = 0 (18)

0

pour 0 £y £ 1.
Il s’ensuit que les noyaux K(z, y) et K*(z, ) ont les mémes
valeurs caractéristiques. Soient en effet A une valeur caractéris-

(!) Voir E. Picarp, Sur un théoréme general relatif aux équations inté-
grales de premiére espéee (Rendiconti, Palermo, t. XXIX, 1910).



B4 SUR L’EQUATION DE FREDHOLM

tique du noyau K(z, #) et u(y) une des fonctions fondamenta-
les relatives a A. u(y) vérifie I'égalité

wy) =x j; K(s, ) w(s) ds

et on déduit de D’égalité (18) que 1'on a encore,

sy =1 Ko, g) pl) ds

ce qui prouve que A est aussi, valeur caractéristique pour le
noyau K*(z, y).

Il résulte en définitive, que l'ordre réel o du dénominateur
de Fredholm relatif au noyau K*(, ) est égal a 'ordre réel de
la transcendante de Fredholm relative a K(z, ).

Soit = 'ordre apparent du dénominateur de Fredholm relatif
au noyau K*(z, y). Ce noyau étant un noyau de composition,
d’apres l'inégalité (5) du §3, on a

2 1
< —
UZ%——I——QE—{—']—' <1

% — &

car les dénominateurs de Iredholm relatifs aux noyaux de

Schmidt associés a M:(z, ) et & Ne(z, ) sont d’ordres
et au plus 1.

Or, ¢ é¢tant inférieur & 1, Pordre réel de la transcendante de
Fredholm relative a K(z, %) est égal & son ordre apparent

(Voir § II). Donc

__t
Qo — 1 — 2

1

Py

V=g —¢ '

Je dis davantage. On a

IN
NES

P

Supposons pour cela que I'on ait

1
p=—+n
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7 étant un nombre positif. On peut alors choisir ¢ de maniére
a satisfaire aux deux inégalités

I — € > 1
et
1 1
— <+
D’autre part, nous venons de démontrer que I'on a
{
° é %« —¢
Done
1
<5 +n
d’ou contradiction. Q. e. d.
Observations. — 1. — M. Hadamard a eu l'extréme obli-

geance de nous faire connaitre une note de MM. Einar Hille et
J. D. Tamarkin. Et, nous regrettons d’avoir connu cette note
trop tard pour pouvoir tirer un plus grand profit pour la rédac-
tion de ce mémoire

Nous nous bornons & énoncer la proposition suivante, que
MM. ITille et Tamarkin ont établi par une méthode entiérement
différente de celle employée par nous, et dont on remarquera
I'étroite analogie avec la proposition que nous venons de
démontrer.

Sl existe une fonction K (x, s) et une constante C telles
que

1
f (K(rys + h) + K(x, s — h) — 2K, (2, 5)*|ds < Ch2x
0
0 <az£d)
Pordre apparent du dénominateur D)) relatif au noyau K(x, y)

est au plus éqal a ~21—2———
T
Les travaux de ces auteurs, concernant cette question, ont
été communiquées au Séminaire Mathémati jue de I'Université
de Princeton (14 février 1928) et a la Société Mathématique
américaine (6 avril 1928).
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II. — L’ordre réel du dénominateur de Fredholm relatif au
noyau

o(@)zoly) + Z s (2> 1)

est effectivement égal a —i— .

[II. — Si I'on admet a prior: que le noyau K(z, ) et les
fonctions z,(z), 2,(x), etc , sont continues, la démonstration qui
préceéde devient plus simple. Dans ce cas-la, les noyaux K(x, )
et K*(z, y) sont égaux et non seulement égaux presque partout.



CHAPITRE VII

SUR LES NOYAUX CONTINUS ET A VARIATION BORNEE

§ 18. — Nous terminons ces considérations en démontrant
une proposition concernant les noyaux continus et a variation
bornée.

M. Carleman a indiqué un noyau continu, tel que 'ordre
réel du dénominateur de Fredholm soit égal a deux (*).

Nous nous proposons maintenant de démontrer que :

Lordre apparent du dénominateur de Fredholm relatif & un
noyaw continu et @ variation hornée est au plus égal a un.

I1 est plus commode pour la démonstration, que nous avons
en vue, d’écrire I'équation de Fredholm sous la forme

2%

o(z) = % / K(z, s)o(s)ds 4 f(z)

Jo
les limites d’intégration étant 0 et 2= et, non pas 0 et 1 comme
jusqu’a présent.

Supposons que le noyau K(z, ) est continu pour 0 Lz £ 2=
et 0 £y < 2= et, que ce noyau — en tant que fonction de x
— est a variation bornée, pour toute valeur de 7 appartenant a
I'intervalle fermé 0 £ y £ 2=,

Posons

27
a,(x) :%f K(s, x)ds,
0
am(x)_—:;— /0 K(s, z) cos msds, bm(x):% /()”K(s‘,x) sin msds
(m=1,2,..).

(1) Voir C.
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Le noyau K(r, ) étant supposé continn et & variation
bornée, il est bien connu, que l'on peut déterminer unc
constante positive I de maniére & avoir

|a2)] < H,
H , H
@) Z90, 1baa)] £

n=1,2,..)
pour 0 £ 2 <1 (L'exposant =, que nous avons supposé au
§ 17 supérieur & un, est maintenant égal a un).
Envisageons le noyau

K(e, ;5 r)= ay) + ria,(y) cos x + b,(y) sin x| 4 ...
= " ap(y) cos mx 4 bp(y) sin mx| + ...
0Lr<1)
ou

1— 72

27
Kz, y;r)= /; K(e, y) T oos (7 —a) 772 do

et soit
Pz, y) = lim, 5 K(x, y; 7).
On sait que l'on a
Pz, y) = Kz, y) pour 0 < z << 2=
ct
P(z,y) ———% (K0, ») 4~ K(2=, »)] pour z =0 et z = 2.

Il résulte de 1a, que les dénominateurs de Fredholm relatifs
aux noyaux K(r, y) et P(z, ) sont identiques. De méme, les
dénominateurs de Fredholm relatifs aux noyaux de Schmidt
associés aux noyaux K(r, ) et P(z, y) sont identiques. Dési-
gnons par D*(A) ce dernier dénominateur. Nous allons démon-
trer d'abord, que l'ordre s de la fonction entiere D*(A) est au plus

seal A -k . Suppos 1 ¢ on ait
eoa a-§ . llpp()bOIlS, pOll[‘ € moment, ({ll() on ail

1
G:2+TA
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7 étant une quantité positive. Nous montrerons que cette hypo-
these nous conduit & une contradiction.
., Considérons, pour cela, le dénominateur D*(2; x) de Fred-
holm, relatif aux noyaux de Schmidt associés au noyau
K(z,y;7).0na
D*(A) = lim, 4 D*(A; 7).
D’une maniére plus précise, dans tout domaine [x]| < R la

fonction entiere D*(%; ») tend wniformément vers D*(3) quand
r tend vers 1. En cffet, posons successivement

K(ey, iy r) oo Koy, ynsr

K(zw, 157 ... K(zn, 90 7-)\
P(z,, y,) ... P(z\, yn)

P(xn, ) -.. P(Lns ¥n)
Ty o Tn

1 27 2% 2
on(r) = —55 (7 Ve dzady, .. dyy
on(7) TR /; fo [h <7 " ...yn>-l dey ... dz,dy y

1 n [2“ 2 A
A\, = — vodzpdy, .. dyy
T (n!)? fo Jo I_P<y1 g/n>] @, Inlilfy - 0

Avec ces notations les dénominateurs D*(%; ) et D*()) peuvent
s’écrire

D) =1 4+ 3 (= pa, (e,

n=1

D) =1-+ ¥ (— 1),

n=1

Soit M une constante telle, que I'on ait

M M
IP(%?/)Iéw, |K(x’y;r>lé@—ﬁ);

(=]
N
8
N
no
gl
<
IIN
<
N
¥

ct 0Lr L1,
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On a

D )| £ 1+ i %Mn‘)\ﬂn’

n=1

ID*(2) | £1 —+—Z —— Mn

n=I1

/\ ]u

(Voir § 1, lemme A).

Donnons nous, un nombre positif v, arbitrairement petit. On
peut alors choisir I'entier N, de maniere a avoir

o0

¥ (=108

n= N1

MR < L
E <o
N +t

n=
@

' ¥ 1)"A,1X’1lé ) MrRe < L

n\z =
n=N+1 +1 ( )

pour [i| £ R.

D’autre part, les coefficients ¢,(r) peuvent s’exprimer par des
séries entiéres par rapport i 7, ces séries étant absolument et
uniformément convergentes pour 0 £ » < 1. De plus, on a

on(r) = A,,.
Done, en vertu du lemme d’Abel, on a aussi

limy s 13a(r) = A,

Par conséquent, étant donné le nombre positif v, on peut
déterminer p tel que pour
1—rZLp et A £R
‘on ait

N

N
N (D3 — N (— 1m0

n =1 n=1

Il résulte, en définitive que pour

1—rZp et I\l £R
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on a
D) =DM £y -
ce qui prouve que, dans tout domaine |%| £ R, D{(A, r) tend

uniformément vers D()), quand » tend vers 1.
Ce point étant établi, considérons le noyau

M(z, y, _ul 1 2‘ cosnac, y) (r <1)

n=1

le nombre positif ¢ satisfaisant aux inégalités
1
g < —4—
et
1 1
2—c¢ < 2 +
On démontre de la méme maniére qu’au § 17, qu'il existe
un noyau N¢(z, v) a carré intégrable, ou
Ne(z, y) = aly) + Z i~ [ap(y) cos mz + bu(y) sin nz)

tel,- qu’en posant

Koe s = [ Ml 530 N, ) ds

on a
/(;Qw[K(-T, y;r)— Kz, y; r)*dz =0

pour

0Ly <2

Remarquons, en passant, que le noyau N¢(z, %) est un noyau
(A). La remarque Il du §1 est donc valable pour ce noyau.
Remarquons aussi, que les noyaux de Schmidt

2%
Kz, y; )= K(s,x:») K(s, y;r)ds

.
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et
27
K'(z,y; )= K(s,y;r)K'(s,y;r)ds

sont identiques. Ces noyaux sont identiques au noyau

27 2
K(s,y;r) K*(s, 3 r)ds :/ K*(s, z; ) K(s, y ; 7) ds.
0 0
En effet, on a

2T 2
K(s, x57) [K(s, 45 ) — K*(s, y; )] ds

0
27 2T
2 [ TR @ s [ TR (s, g5 0) — Koo, i)t ds =0
0 0

On a aussi
or -

/ K*(s, 2 ; ) K*(s, 5 7) ds :/ K(s, z;r)K'(s, y ;7) ds.
0 0

Il résulte de 1a, que les dénominateurs de Fredholm relatifs
aux noyaux de Schmidt associés aux noyaux K(z, y; r) et
K*(z, v ; ») sont identiques a D*(% ; »).

Or, d’aprés le lemme démontré au § 7, le dénominateur
D*(; r) est identique au dénominateur de Fredholm relatif au
noyau

He(z, y;7) :fgnMs(a:, s3 1) Ni(s, ) ds
ol on a posé 0

Wiz, g7 = [ Mads, 5 ) Mt 5 ) s
et .

- 2
Ne(z, y) = j Ne(z, s) Ne(y, s) ds.
0

De méme, le dénominateur D*()) est identique au dénomina-
teur de Fredholm relatif au noyau

27
He(z, y;1)=lim,, ( H(x,y;») :j Me(x, s; 1) Ne(s, y) ds.
1]
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Dans cette égalité, le noyau Me(z, 7; 1) désigne le noyau limite

. 11N —
llm)v‘> 1 1\’15(1‘, y ; 7“) = Er— + —T:'ﬂzi (':‘)—s?-::-l(_iT:y)' .
Ce dernier noyau étant un noyau (A), I'inégalité (5) du § 3
(ou l'inégalité (12) du §8) est valable pour le noyau H.(z, #; 1).
On obtient ainsi
2 1

CEYI 22—

IIN

car, 'ordre du dénominateur de Fredholm relatif aux noyaux

de Schmidt associésaunoyau M:(z, 7; 1) est é-(r!—‘T) tandis que,

le dénominateur de Fredholm relatif aux noyaux de Schmidt
associés au noyau N(z, ) est au plus d’ordreé(Voir § 1,

remarque II).
Nous venons de démontrer que I'on a

1 1
L — < =
cEg—<gtn
d’autre part, nous avons supposé, au début

1
o) :-?"}— 1.

Et, c’est la, la contradiction que nous avons laissé prévoir
plus haut.
Le dénominateur D’(X) relatif aux noyaux de Schmidt associés

a K(z, y) étant au plus d’ordre % , il résulte du § 6, que 'ordre

réel du dénominateur de Fredholm relatif au noyau K(z, y) est
au plus 1. Or, en vertu de la proposition démontrée au § 12,
le genre de ce dénominateur est au plus égal a un. Il en
résulte, que son ordre appareut est au plus égal 4 un.
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NOTE 1

Sur LINEGALITE DE SCHWARTZ.

I1 est bien connu qu’étant données deux fonctions f,(z) et
/,(z) intégrables, ainsi que leurs carrés, on a l'inégalité

l[bfi(f)fg(r> dx ﬂé‘/fff(l’) dx‘flbfg(z) dr.

On peut espérer qu’étant données n > 2 fonctions f,, f,, ..
/a & carrés intégrables, on a l'inégalité

b b b
;//lﬁ dx[f% dx ... / /2 dx.

.

2

‘/;bfi oo [ dx

Les restrictions admises concernant les fonctions £, /s, ... f»
sont insuffisantes pour assurer la validité de cette derniére iné-
galité. Pour le voir il suffit de considérer le cas particulier ol
les fonctions f,, f,, ..., f, sontidentiques & une méme fonction
/(z), cette fonction étant telle que l'intégrale

e

ait un sens, tandis que l'intégrale

[ o s (n>2)

n'en ait pas.

Cette remarque, explique, pourquoi l'inégalité (14) du§9 a
été d’abord démontrée, au § 3 (inégalité (5)), pour les noyaux
obtenus par la composition des deux noyaux (A), et ensuite
démontrée, pour les noyaux obtenus par la composition d'un
nombre fini de noyaux (A).

Dans cette note nous nous proposons de démontrer I'inégalité
suivante
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On a

/bf/x) oo fu(z) dx

n

éf;,ﬁ(xw (lx‘[defg(x)I" dz ...
/:l fulz)" dz.

Dans cet énoncé, on suppose que les intégrales qui figurent
au second membre ont toutes, un sens.

On sait, que I'on a inégalité ()

o ( k _r_ p-t
éSZfam@g.EZlb.w—% (r>1)

k

Z a,b,

i=1 |

1 =1

Considérons nk nombres réels et positifs

Ayy Ay oony Qyp,
bi’ [)27 ey bk-

lh Z?) teey lk'

On déduit facilement de l'inégalité reproduite plus haut,
I'inégalité suivante
k n 3 x 3
[Z @by ... zl] g[Z a’g] [Z b';] [Z 17] (A)
=1 i=1 =1 i=1

Divisons maintenant l'intervalle d’'intégration en 4 parties
égales et considérons dans chaque division une valeur arbi-
traire pour la variable x. Soient

"
;1; EQ, ey Ek
les valeurs ainsi considérées. Posons

a, = Ifi(Ei):; ag:‘fj(g‘_))L veey Ap = Ifj(gk){
/71 = {fz(a)ly ba —_ [fz(gz)!a °y bk: !fz(&k)!

l1 == \fn(&)!, 12 - antga)!a ceey ll{ - Ifn(Ek)l
En tenant compte de I'inégalité (A) et en faisant augmenter 4

indéfiniment on trouve inégalité proposée.

(1) Voir F. Riesz, Les systémes d’equations linéaires ¢ une infinité d’in-
connues, p. 43 DParis, 1913.
GHEORGHIU 5
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NOTE 11

SUR LES FONCTIONS ENTIERES DE GENRE ZERO

§ 1. Soient f(z) une fonction entiére de genre zéro et M(r) le
maximum du module f(z) sur le cercle |z| = r. Nous nous
proposons de montrer qu’il existe des fonctions f(z) de genre
zéro, pour lesquelles l'intégrale

wl M
f M) g,
1

diverge. Ou, autrement dit, il existe des fonctions entiéres de
genre zéro, d’ordre un et qui ne sont pas de la classe inférieure,
au sens de M. Valiron.

Supposons que les zéros de f(z) sont réels et positifs (Le
dénominateur de Fredholm relatif aux noyaux de Schmidt

associés & un noyau (A), poss¢de bien cette particularité).
Soient

N

0<7'1é7'2é7'3_é...ér

e

les zéros de f(z). Nous démontrons d’abord que
La condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale

R
I(R) = f LM gy
1

ait une limite finie, pour R infini, est que la série

2 log 7, (S)
n=1 Tn

converge.

La fonction f(z) étant supposée de genre zéro, on a

o= (1=%)
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D’autre part, les zéros », étant réels et positifs, on a

M(r) = fi (1 +5)-

n=1 Tn

Ceci posé, on trouve facilement

log M(k S R( + )
I(R) = log M(1) — 228 MW 4 3 Elog—r(—n%{—.

n=1
Soit maintenant p, un entier tel que 'on ait

rp = R<rpg
On a

D
I(R) > log M(1) — 222N 4 % ri log 172
n=1

Dong, si l'intégrale I(R) a une limite pour R infini, la série (s)
converge.
D’autre part, on a

I(R) < log M(1) + ¥ —log (1 4 ra).
n=1 "

Par conséquent, si la série (s) converge, 'intégrale I(R) a une
limite finie, pour R infini.

q.e. d.

Considérons maintenant une suite
T R
de nombres réels, positifs, non décroissants et tels que la série
Z ;—converge, tandis que la série (s) diverge. La fonction

n

entiére, de genre zéro

=1, (1=5)

est telle, que I'intégrale I(R) diverge.
En particulier, la fonction

=i 1] (<

log n)*

considérée par M. Lindeldf, jouit de la méme particularité.
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§ I1. Sout
/(z) =1 —|— az 4+ ... + apzt + ...
une fonction entiére de genre zéro. k étant un entier p()szt[if,

supérieur a un, la condition nécessaire et suffisante pour que
les fonctions enticres

fi(z) =14 |a, "zt + ...+ |aq ki L

soient ausst de genre zéro est que la fonction f(z) soit au plus
d’ordre 1 et de la classe inférieure aw sens de M. Valiron.
Désignons par R, le rapport rectifié de

a, 1| ala,|, au sens
de M. Valiron (*). Il est clair que le rapport rectifié de [a, - 1|*
an|* est RY.

D’autre part, pour que la fonction entiére f,(z) soit de genre
zéro, il faut et il suffit que la fonction

By

a

ol

gr(z) = fu(z") =1 4 |a, %z 4 ... 4 |an|fz™ 4 ...
soit au plus d’ordre—}?par excés. Or, pour cela d’aprés un

théoréme de M. Valiron il faut et il suffit que la série
YL
R»
n=1

soit convergente. Mais, la convergence de cette derniére série
constitue précisément la condition nécessaire et suffisante pour
que la fonction f(z) soit au plus d’ordre 1 et de la classe infé-
rieure.
q.e. d.

Arrétons-nous un instant sur la fonction f,(z).

Soit on(r) le maximum du module de fy(z) sur le cer-
cle |z] = z. On a évidemment

m(r)=1 4 |a,|2* 4 . . 4 |ap|"r*" 4 ...

() Voir G. Variron, Bulletin des Sciences Mathématiques, p. 267. Paris,
1921. Voir aussi G. Variron, Mémorial des Sciences Mathématiques, fasci-
cule II, p. Tet8.
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D’autre part, on a aussi

27
() = [ | f(rei®) .
" Jo
Donc, pour toute fonction entiére on a
on (r) < [M(]

Cette inégalité laisserait espérer que le genre de la fonc-
tion /y(z) est au plus égal, sinon inférieur, a celui de f(z). Or,
pour les fonctions entiéres de genre zéro, d’ordre 1 et qui ne
sont pas de la classe inférieure de leur ordre, fonctions que nous
avons considéré au §1, de cette note, c’est le contraire qui se
produit : la fonction f(z) est de genre zéro, tandis que la fonc-
tion f,(z) est de genre un.

§ III. — On peut rattacher aux considérations qui précédent,
une proposition démontrée par M. S. Bernstein, concernant les
fonctions entiéres de genre zéro.

Rappelons d’abord un lemme établi par M. Carloman (*).

Si Zu, est une série convergente a termes positifs, la série

P
Vit sy oovy Un

converge aussi.
Soit

fB) =1+ a:z 4 ... + az" + ...
une fonction entiere d’ordre apparent % et de la classe infé-
rieure.
La série
(A)

3l
n=1

est convergente.

(*) Voir T. CarLEmAN. Les fonctions quasi-analytiques, note V, Paris, 1926,
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En effet, la fonction f(z) étant supposée d’ordre apparent k&
et de la classe inférieure, la série

est convergente. Et, puisque on a

1

lanl = Ra, ..o, B

il résulte du lemme, que nous venons de rappeler que la
série (A)est aussi convergente.

La proposition que nous venons d’établir contient une pro-
position de M. Bernstein. Soit

[(z) =14 a2+ ... 4 a,z* + ...

une fonction paire de genre zéro. M. Bernstein a démontré (*)
que la série

3T

converge. Il suffit de remarquer que, si la fonction paire f{z)
est de genre zéro, la fonction entiére

1+az 4+ ... + apz™ ...

1 \ s e
est au plus d'ordre  par excés, ou de la classe inférieure,

pour nous assurer que la proposition de M. Bernstein est con-
tenue dans la proposition précédente

() Voir S. BernstIN. Legons sur les proprietés extremales, note II,
Paris, 1926.



