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PREMIÈRE THÈSE

LE PROBLÈME DE DIRICHLET
POU H LES

SYSTÈMES D'ÉQUATIONS

DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND OUDRË

INTRODUCTION.

Ou sait en quoi consiste le problème on le principe de Dirichlet :
étant donnée le long d'un contour fermé une succession continue (pour
simplifier) de valeurs, il existe alors une fonction harmonique et une
seule, continue à l'intérieur du contour ainsi que ses dérivées des deux
premiers ordres et qui prend les valeurs données le long du contour. Il
est inutile de rappeler le rôle que jouent en Analyse et en Physique
mathématique les fonctions harmoniques et plus généralement les
équations du type elliptique (1), c'est-à-dire de la forme suivante
(dans le cas de deux variables) :

, Ou . ùu ,
\u * a ~r-~ -4- h — — eu z^~ h / \ ) i

07 (h J

, A à- a . à2 u i ! i T . j

ou Au = -TJ-; + -y-, (H le laplacien de a.

(*) Voir pour les propriétéb générales : E. PICAHU, Analyse, t. Il, p. 1-49 ^
E. GOURSAT, Analyse, t. 111 (3e édition V p. 168-^86. Pour informations biblio-
graphiques complètes, voir G. BOULIGANO, Mémorial des Sciences mathématiques,
fasc. XI. ainsi que L. LICHTENSTEIN. Encyklopddie derMathem. Wissenschaften,
II3.3 et 1P. vi t 8 HelteV 1924,
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Un sait que pour une équation de cette forme, si Ton se donne les
valeurs de la fonction // mr un contour, on peut déduire cette fonction
sous la forme d'une expression intégrale dont le noyau est ce qu'on
appelle la fonction de Green. Donc de l'équation àfu = ƒ, où àf est le
symbole d'une expression différentielle linéaire telle que le premier
membre de (i). on peut tirer inversement « = Sy, S étant le symbole
d'une forme intégrale, ce qui permet dYmisager l'équation considérée,
comme dit H. Poincaré, au même titre qu'une équation intégrale,
comme un système infini d'équations linéaires liant une infinité con-
tinue des variables, ou comme une sorte de transformation linéaire
d'ordre infini qui permet de passer de ƒ à //. Dans cet ordre d'idées, A
et S peuvent être regardés comme les symboles de deux transforma-
tions linéaires d'ordre infini, inverses Vnn de l'autre.

Et cela est vrai non seulement pour l'équation (i), mais pour l'équa-
tion plus générale

i i ' \ \*H tt.grad // f hu (.

où A^u = div (grad//) qui est la correspondante de {i ) pour un continu
riemannien quelconque et se réduit à ( i ) dan^ le cas de l'espace eucli-
dien à deux dimensions (ou l'équation correspondante dans le cas de
n dimensions). En effet c'est un fait remarquable que, dans une multi-
plicité riemannienne d'élément linéaire quelconque, dsx = Hg}(jlxldx}l,
les invariants différentiels : gradient d'un champ scalaire, divergence
et laplacien (paramètre différentiel du second ordre) d'un champ
vectoriel, donnent lieu à dos théorèmes de calcul intégral s'exprhnant
exactement comme lê  formules deGreen-Oslrogradski et Stokes dans
l'espace euclidien, ce qui montre leur caractère amétrique.

On voit, de ce fait même, l'avantage de la notation vectorielle, qui
permet d'opérer sur des formes différentielles beaucoup pins étendues
que celles commençant par

i1) C'est M, Bouligand qui m'a conseille l'introduction delà notation vecto-
rielle, comme étant plus opportune, dans une lettre que les lignes ci-dessus
reproduisent à peu près» exactement.
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Néanmoins, comme dans la plupart des cas, les résultats trouvés vrais
pour un espace euclidien se trouvent, d'après ce qui vient d'être dit,
vrai pour une variété riemannienne quelconque, si l'on s'est donné la
peine de transcrire ce résultat vectoriellemant, nous considérons géné-
ralement des espaces euclidiens. Bien entendu, il s'agit ici des opéra-
tions formelles qu'on effectue sur les expressions considérées.

Après ces considérations préliminaires, revenons à l'objet de la
présente étude.

Je me suis proposé de voir, étant donné un système d'équations
différentielles du second ordre et du type elliptique, soient :

.1)1 T _ j = A ,1 _^, n \ n _} /i H
\ •& ) l ^ t = " U f f ? f 1 1 ^ i • f i ? > r— 111 ^

OX " (J) ().H

, àu9 , , - , ,
i ht> — - - » - . . " / „ / / , . . . ^ L M , , ' K U ; . I i ii = i , »«, . s n)

(h

(pour deux variables ici, pour simplifier) s'il n'est pas possible, comme
dans le cas de l'équation (i) et (i ;), en se donnant ut sur un contour
(par exemple u}=± o ), d'obtenir dans tout le domaine

y) Szt F

Sj étant comme plus haut des expressions intégrales, dont la forme et
les noyaux restent à déterminer.

On résout de pareils systèmes et des systèmes un peu différents
qu'on rencontre en physique mathématique (les équations de l'hydro-
dynamique, de l'équilibre élastique, etc.) de la manière suhante : on
adjoint au système (2) d'une manière plus ou moins arbitraire un
autre système M t(^) eu cherchant à généraliser la formule de Green,
et l'on prend un système de solutions de M;, le] que par exemple ^ ait
une singularité d'une nature bien déterminée dans un point du
domaine, les n — 1 autres solutions vt étant partout régulières, même
en ce point. Et Ton fait n fois cette opération, tour à tour potir chaque
fonction, en obtenant ainsi les expressions des fonctions M,(J?, y).

A notre point de vue, cette manière de procéder, à l'aide des solu-
tions mixtes (c'est-à-dire composées de telle manière qu'une seule
fonction soit fondamentale, les n—^1 autres étant ordinaires), n'est



pas la véritable extension et généralisation de la méthode qu'on
emploie dans le cas de Téqualion (i) ou u ' h Nous nous sommes
attaché au problème suivant : exprimer les solutions du système (2) à
l'aide des solutions fondamentales du système adjoint, nulles sur le
contour, cVst-à-dire a\ee des fonctions de Greeu généralisées pour le
système considéré. Pour cela, ou a du examiner de plus près la méthode
d'adjonction pour les systèmes différentiels du second ordre, et Ton
verra dans la suite le degré de généralité qu'elle comporte.

Le présent travail se divise en cinq Chapiires :

Dans les deux premiers, on donne des théorèmes dVxistence pour
différents types de systèmes d'équations elliptiques à l'aide de la
méthode des approximations successnes de M. Picard.

Dans le troisième Chapitre, on établit l'existence des solutions fon-
damentales (ou élémentaire> ) dans un cas assez particulier et avec des
conditions restrictives (analvticité ) en reprenani une méthode qui a
servi dans le même but pour Féquation (TV

Dans le quatrième Chapitre, je résous effeethement le problème de
Dirichlet pour le système linéaire général du second ordre el du type
elliptique, de deux manières différentes, selon la méthode d'adjonction
adoptée.

Knfin, dans le dernier Chapitre, je considère une équation particu-
lière qui généralise Véquation des membranes vibrantes et qui échappe
à la théorie générale développée dans le Chapitre précédent, comme
Téquation des membranes vibrantes échappe à la méthode de résolu-
tion générale de l'équation (T ).

Pour terminer je ferai la remarque suivante1 : les difficultés qui se
présentent dans Fétude de l'équation 11 ) peinent être groupées en
deux catégories : i° celles parvenant de la nature des coefficients de
Féqualion et 2° celles en liaison avec la nature du domaine pour lequel
on traite le problème de Dirichlet, et particulièrement de la frontière
du domaine et de données sur cette frontière. I/allure de la fonction
et de ses dérivées partielles des deux premiers ordres. lorsqu'on



s'approche de ia frontière du domaine, lient df\s deux à la fois, ou
mieux est à elle seule une difficulté essentielle pour le problème
de Dmchlet. Naturellement ces difficultés se retrouvent entièrement
dans le cas du système (2) que nous considérons. Mais le but du présent
travail iVesl pas de résoudre ces difficultés, tout au plus de les signaler
lorsqu'elles se présentent. C'est pour cela qu'on a considéré, dans cette
première étude du problème, les « cas normaux », si Ton convient
d'appeler ainsi le cas dans lesquels ni la nature des coefficients ni ta
frontière du domaine n'ont l'ait l'objet de considérations spéciales dans
le cas de l'équation (1). Je considère toutes ces questions comme
autant de problèmes distincts, qui n'entrent pas dans l'objet de ee
travail.

Je suis heureux de pouvoir exprimer ici mes sentiments de recon-
naissance à M. Henri Villat, qui a bien voulu s'intéresser a ce truvail.
J'adresse aussi mes vifs remerciements à M. Georges Bouligand.
professeur à Flniversiléde Poitiers, qui a suivi mes rechercbesetclont
les remarques m'ont été ti*ès utiles pour la rédaction, comme j*ai déjà
eu l'occasion de le dire ( ' ).

1 * ) Le principal résultat de ce travail a paru dans une -Note deb Comptes
rendus de fs Académie des Sciences, t. 18H, n° 1, janvier 19^9. p. 3 K
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CHAPITRE PREMIER.

1. Dans ce qui va suivre, nous aurons à nous occuper de domaines
plans ou à un nombre quelconque de dimensions. Pour cela nous
allons préciser les définitions et notations, d'ailleurs courantes, qu'on
emploiera dans la suite.

On appelle domaine un ensemble de points dont tous les points
sont des points intérieurs, la signification de ce mot étant bien connue,
et qui en outre jouit de la propriété que deux quelconques de ses points
peuvent être liés par une ligne polygonale d'un nombre fini de côtés et
dont tous les points appartiennent à l'ensemble. Soient E l'ensemble
des points qui constitue le domaine D, el E' son ensemble dérivé.
L'ensemble (E ;—E) est la frontière F de D. Comme on voit, on
emploie le mot « domaine » pour ce qu'on désigne généralement par
domaine ouvert.

Quand on veut préciser et dire qu'une propriété a lieu dans le
domaine fermé, on dit simplement qu'elle a lieu dans D + F.
SiD, -f- Fi est à l'intérieur de D, alors il s'ensuit que F, est formé par
des points de D ; si Ton dit que D, est intérieur de D, il est possible
que sa frontière F, ait des points communs a^ec F. Les domaines que
l'on considère sont supposés connexes, à connexion simple ou multiple,
mais Tordre de connexion étant fini. Si le domaine est multiconnexe,
il sera formé, par exemple s'il s'agit d'un domaine plan, par l'intérieur
dune courbe fermée C, et l'extérieur commun des courbes Ci}

G2, , . ., Cny toutes intérieures à C et sans point commun. Dans le
même cas de deux variables le domaine sera supposé tracé dans le
plan ordinaire, quoique dans certains cas il n'y aurait pas des diffi-
cultés spéciales si l'on considérait des contours tracés dans le plan muni
de plusieurs feuillets correspondant à une certaine surface de Riemann.

"On dira qu'une fonction, solution d'une équation d'ordre jo, est régu-
lière dans un domaine D si elle est continue, ainsi que ses dérivées
jusqu'à l'ordrep dans D. Nous n'insistons pas sur ces éléments néces-
saires dans ce qui va suivre.



2. Rappelons quelques résultats classiques de la théorie de l'équa-
tion

. à- u 0- u
t I 1 Af/ rZZ — - -r- _ / X. I t

où Ton suppose que j\x< y) est finie continue et bien déterminée,
ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre dans D -+- F et Ton
cherche la solution de ( i ) régulière dans D et nulle sur la frontière F.
Cettp solution est

\'? / / ( / . i ) • = — I f G i a ) , £ , r, \ I i £ . rt d £ d r i *

G{Jt', y\ ç, rj) élaiU la fonction de Green pour le domaine D. De ^2)
on peut obtenir une limitation de u^x^ y) dans D. Supposons que Ton
ait dans ce domaine | ƒ (# , y ) I <̂  K- ( K étant une constante V \lors on
déduit sans difficulté que

1 \i i ait l da \ r x

ôr 1 <h

M et N étant deux constantes qui ne dépendent que de D et tendent
vers zéro avec ce domaine (c'est-à-dire lorsque D est à l'intérieur des
cercles de rayons qui tendent vers zéro).

En effet, puisque la fonction de Green garde un signe constant
dans D on a

f f t x . \ \ ^r — I I G i r ) : £ , n ) d% d r t .
> 77 f /

Mais la fond ion
i / ' / *n , - sY ,

s — ^ ƒ / CTV l- i * ̂  Ojdtdr,

est précisément la solution de Téquation A* + i — o qui s^annule sur
le contour de D.

1 1 ) h. Picard emploie ces limitations dans son Mémoire sur l'approximation
successive dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées de 1890. Voir
aussi II. PoiNGARÉ. Sur les équations de la Physique mathématique ( fiendi-
f-onti del Cire, di Pafarmo, i3g'i. p 64 >
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Or une solution particulière de cette équation est

On a donc que v =. r o + \ , \ étant une fonction harmonique qui
prend sur le contour de D les valeurs de — c0. Mais comme une fonc-
tion harmonique atteint son maximum sur le contour, on en conclut
que si | ?01 <C & o n a u r a | r i <C 2^- Si le domaine D peut être renfermé
dans un cercle de rayon H centré à l'origine et si Ton prend

R- H-

on a alors k< -̂  el M< -,--"D'une manière générale si 'id est la plus
grande distance entre deux points de D, alors on peut prendre
M = * ( ' ) .

On peut trouver une limitation analogue pour JN à laide de rf, mais
ce qui nous intéresse c'est que M et \ sont aussi petits que Ton veut
si D est suffisamment petit, dans le sens que son conloiir s'éloigne très
peu d7un point.

Les inégalités {'\ ) sont fondamentales pour l'établissement de l'exis-
tence des solutions pour nos systèmes.

3. Soient it{Jv, y), vl«#, y), . . ., w{joy y) m fonctions de deux
variables qui satisfont à l'intérieur d'un contour C, qui n'a pas de
points à l'infini, au système suivant d'équation

\t( = f / , I X. y^U -V- bv { .fc', y H* - . . . -r- / l , t ,X'. \ hv -r- A, i ,«. V K

iiiv=zam(,z\ y)tf-^ hm{.t\ tY^ r ~r . . . - / i „ , ( . r . i h r — hm(x% \ i.

On suppose que les coefficients /7,(.r, y ) , 6 / J ? , y), . . . . hi^ac^y),
k,(x, y) sont des fonctions bornées, continues ainsi que leurs dérivées
partielles de premier ordre dans D +- C. Proposons-nous de trouver
dans quel cas un système tel que (i) admettra des solutions régulières
dans D. Pour voir quelles doivent être les données pour que le problème
soit déterminé, remarquons que ( t) est la généralisation immédiate de

( ' > Voir le Mémoire de Poincaré déjà cité.



•— 9 — -

IVquation
Xtf — a{ ,r. v )u -+- h{ .r, y )

et Ton sait que pour cetle équation si Ton se donne?/sur Ie contour,
alors u est déterminé dans C, et cette solution est unique si C est dans
la région a ^> o.

Donc, supposons qu'on se donne u{x} y), V{JL-7 y), . . ., w(-i\ y)
sur le contour C et cherchons si Ton peut trouver des fonctions qui
satisfont à (i) sont régulières dans D, et se réduisent aux valeurs
don-nées sur son contour.

Comme on voit, le problème ainsi posé est l'extension du problème
de Dirichlet, qui est résolu dans le cas d'une seule équation du type
elliptique. Nous commençons par le système (i) qui est le plus simple
dans ce genre.

Pour apporter plus de précisions dans tU^ cas plus généraux, il esl
utile et commode, comme on le fait tant de fois en pareil cas, d'intro-
duire un paramètre et de considérer le système

\(t — À( a, f f \ hx r - r . • • ' / / , s-v ) - t - /< p

1 A i ' = 7| a, f f b, r - . . . - h, <v ) — h ,.

:

et chercher après dans quels cas les sohitions trouvées existent aussi
pour X = T .

Soient

les valeurs données de «, r, . . ., w sur le contour, ,v étant Tare de ( ̂
on le suppose comme étanl des fonctions continues de ,y, quoiqu'on
pourrait aussi considérer le cas d'un nombre fini de sauts, cela
d'autant plus qu'on peut supposer ces valeurs données sur le contour
comme étant prises par des fonctions harmoniques.

En effet on peut se borner au cas de données nulles sur le contour,
car soient «,(.*•, / ) , ^(.r, y) t r , u \ y) des fonctions harmo-
niques dans D et se réduisant sur son contour à ç>r (,y), p2(^)1 • • • 7 £>,„(ƒ).

Si Ton pose
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alors le système (i) se transforme en un système de même forme en L,
V, . . ., W dans lesquels seulement les derniers termes sont changés
et dans ce nouveau svstème les solutions cherchées sont nulles sur la
frontière du domaine.Donc on peut supposer que nous cherchons pour
le système, (2) les solutions nulles sur C.

Tout d'abord supposons que les k}{x,y ) ue soient pas tous nuls iden-
tiquement, c'est-à-dire qu'on n1a pas affaire à un système homogène.

Pour démontrer l'existence des solutions pour le système ^2 )
cherchons ces solutions développées suivant les puissances de A PU
appliquant ainsi les approximations successives. Sçit donc

[ W{JC* y \ ̂ z t v l 3 u , i ) — /. H 1 , x ^ y . ̂ ~ ) 2 i - r 2 , z \ r i - . . . - / . " ( r f t ( a * , y \ - . . . .

S i T o n p o r t e d a n s le s y s t è m e ( 2 ) les expres s ions de //, w . . . . w et
l 'on iden t i f i e les coefficients des m ê m e s pu issances de X, on o b t i e n t
a ins i p o u r d é t e r m i n e r aAx. Y). *\(.r? v ) , . ., ivj^r7y) les é q u a t i o n s

A?/o - - /r, 1 .r. v j , Ar(1 — /r^f.z1. Î t.

6 , * „ , - T - . . .

/ ^ . r , )' ). <H^', y K . ..., sr(.z\ y ) s o n t n u l s s u r (], i l en est d e
m ê m e p o u r

N , \ x, y ). ^,( j ; . > Wf( a \ t» 1 t / o . 1, . . . . / / . . . . » .

Alors on trouve facilement les solutions de (4)* car ces équations
sont de la forme (1) (§ 2) et Ton peut par conséquent appliquer la
formule (2 ) de ce paragraphe. Comme les k^x^y) ne sont pas tous
nuls, alors u01 ç07 . . ., tpfl ne sont pas tous nuls et Ton peut déterminer
successivement ni} vi7 . . ., w^ ; «a, v>2, . . . et ainsi de suite.

Donc les coefficients des puissances de A dans les séries qui
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donnent u{x, y)} v(x, y), . . . . w{œ} y) sont tous déterminés. Il reste
à montrer que ces séries sont convergentes, au moins sous certaines
conditions. Soient pour cela AM B,, . . ., H,? K, des nombres positifs
qui majorent les fonctions

dans le domaine D. Si Fou tieut compte des inégalités signalées au
paragraphe 2 on déduit que

M étant une constante dont la dépendance du domaine a été montrée.
Soit K le plus grand nombre des K,. Si Ton considère les équations
suivantes :

OU H

Donc on déduit, comme tout à l'heure.

« , < t A , - n - B , - . . . ^ H , i K M 2 : v, < i A a - i - B2 — . . . -

vSoit L le plus grand nombre de la suite-

Ki +- ht — . . . — II t i / J = i , >, m \.

On déduit alors que

et ainsi de suite, ce qui donne pour le terme général les inégalités sui-
vantes :

Donc la série
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et le> Maries analogues sont majorées par ia série

K M [ j - > L \ I - ~ > ^ i L M T- . . . - / " t ) M J" . . . |

qui est coin ergente si | À |. L. M <̂  i.
Si le contour C est donné, alors L cl M sont bien déterminés et

Ton ne peut disposer que de A pour satisfaire à la condition de
convergence. Par conséquent pour un contour quelconque1 C on a
un système des solutions formelles si A est suffisamment petit.

Vu contraire, si A est donné [par exemple A — + i pour a\oir le
système (i)] on ne peut assurer la convergence des séries «, K\ . . ., *r
qu'en disposant de M. Mais ona^u la dépendance de M de la forme du
contour, ce qui entraine la condition que le domaine D doit être suffi-
samment petit dans toutes ses directions.

L dépend aussi de D et il ne peut que croître lorsque le domaine
croît. Donc il ne peut pas être question de traiter le problème par
cette méthode, pour un contour quelconque el pour le système (T)
sans paramètre.

S'. Si Ton est assuré d'une manière ou d'une autre de la convergence
des séries //(*#, y), . . . , ir(j?, y) alors on peut constater qu'il en est de
même des séries qui donnent leurs dérivées partielles du premier
ordre. En effet, d'après ce qu'on a dit au paragraphe 2 de ce Chapitre
pour la limitation des dérivées premières des solutions dr l'équa-
tion Au =ƒ(,*% y) qui est

O u d u i x i "

| dr | i d) \

On déduit en appliquant cette limitation aux équations

que
diin dun

<t>un , f . . .

et ainsi pour les autres, en tenant compte dr ce qu'on a établi plus
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haul. On voit par conséquent que les séries

majorées par la même série

et si celle-ci est convergente elle l'est absolument et uniformément,
donc on peut écrire

Oit ^ » - n Ottn 0\\

(), " 2à*" Ji' '"' <h
0 <i

A vrai dire la question n'est pas si simple. Ces considérations ne
sont valables qu'à l'intérieur du domaine D, Lel que D, + F1 soil
compris dant. le domaine D. Il faut pour cela préciser l'inégalité ( i )
qui est la base de ces considérations. Considérons avec M. Gevrey (*)
l'équation

. <)z . (k .
\ > \ Az- a h < z / — o

On sait qu'on peut trouver z comme solution d'une équation inté-
grale, formée pour la première fois par M. Picard, à savoir l'équation

M )
i r rfà(aCj) f)(bG) tA , ,

(} élaiit la fonction classique de (îreen relative au domaine D.
Si Ton itère deuv fois pour que le noyau n'ait plus de singularité et

Ton tient compte des limitations de G dans D, on trouve pour les
dérivées premières de z} en un point P , les limitations suivantes :

( i)
|

' ' ' K> \ - / / J m 4 ( f m -r- ip ) { K - j - K, A d ) d.

i1 ) M. GEVREV Démonstration du thoreme de Pirard-Bernstein {Bulletin
des Sciences inalhétnaticfues. l. L. ic)->6, p . t i 3 ) .
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les Kj étant des constantes numériques, r/étant la plus courte distance
de P à la frontière de D? A, B? F et C les bornes supérieures de ' a i, | b !,
f et c ' dans D, m le maximum de tz, dans ce domaine. En particu-
lier pour l'équation ±n=f(ja, y) on a par conséquent les limita-
tions suivantes :

I du \ Ou A
dr p ()y |p / /

Si Ton applique ces inégalités aux équations

on trouve que

f ^ j , ^ i r -K l / ' \ ï » -« - /,V/.KL«\l«=KL«V!«( ^ \ l + k'd \.

On voit par conséquent que Ton a convergence pour les dérivées pre-
mières dans les mêmes cas que pour les solutions, mais que ces limi-
tations deviennent illusoires lorsque le point P s'approche de la fron-
tière de D.

4. JNOUS avons obtenu u{x\ y), K\JL\ J ) , W{JC, y) développés
suivant les puissances de A, <m séries uniformément et absolument
convergentes dans les conditions précisées. Il faut maintenant montrer
que ces fonctions ainsi obtenues sont bien solutions du système (a)(§ 3).
Pour cela considérons les équations (4) des approximations succes-
sives.

DP ces équations on déduit

J r r.
ç . YÎ » - . . .

' „ , , . . , , _ - I J : ., , . „ - . . .y ) — — / / \(t {' y

•? y\ $, Yj) étant la fonction de Green.
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Si Ton multiplie de deux côtés avec X" on déduit

}.ntt„\.r. v\ = — — ! j ffl^g. r/)/

Si Ton fait la somme par rapport a /? des relations (2) en tenant
compte de ce que

on trouve

«,r~ ~~ i I ia\tl " 1̂ *' + • • • ̂ ~ /'1

et de même pour v—• \\ KV— n\r

De (3^ on déduit, d'après la formule de Poisson,

A i / / // ( , t = / ( a x t t +• / ? j i ' * . . . * A j U ' i ;

mais comme Awn = A1, ( J:*, r ), on voit qu<* u satisfait à Féquation

\a ^z }. \ a, // — h, i* - . . . - /ij tv » — À1,.

De même p,, . . . , w dont les séries

V >"//„ ^'// 'u n

représentent bien un système des solutions des équations px'oposées el
satisfaisant aux conditions aux limites imposées. On voit que si les
coefficients r/,, h,, kt sont analytiques, ij en est de ninne des fonc-
tions //, . . ., U'.

5. Nous avons établi Inexistence des dérivées du premier ordre pour
les solutions du système proposé. En ce qui concerne les dérivées
secondes la question présente le même genre de difficultés.

Rappelons d'abord les résultats connus i1 )pour les dérivées secondes

1 '} L. LicHTENSTKLv Rendiconti delCircolo matemalico dîPalermo, v*semestre,
1909. p. 267 et suiv. Voir aussi le mémoire de M. Giraud cité à la p . 24,
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le l'équation A-s =ƒ<.?•, y h dont la solution nulle sur le contour est

X

avec

s> étant harmonique et régulière dans 1). De cette expression de ,3, on

déduit (Dini) l'expression suivant*1 de y^> \alal>le pour les points
intérieurs de D,

/̂.v étant Télément linéaire de (\ et a Pangle de la normale intérieure

avec O«r. De cette formule on peul en déduire une limitation de -j-g •

.le vais énoncer sous une autre forme le résultat obtenu par M. Lich-
lenstein.

Soient D, + (", un domaine intérieur à D, dont la frontière estC,, et
\l(,r, j ) un point de 1), oVi Ton considère ^ *

Si de M comme centre on décrit un cercle y d<* rayon p et qui soil
tout entier dans D, (donc sans points communs avec C,, qui n'a pas
de points communs avec C) on déduit alors, en décomposant les inté-
grales doubles on deux parties. Tune relative au cercle y, l'autre
à I) — y la limitation suhantr :

K. étant la borne de !ƒ(£, rt)\ dans D, k ' le maximum de j ƒ i, ! -J-

dans O, + C,, Ao et JJL0 deux constantes qui ne dépendent que des con-

lours considérés (par exemple ;J- 0= 4^ )• On en déduit des limitations

analogues pour , et x -
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A Taide des inégalités (3) on peut obtenir des limitations pour les
dérivées secondes de M, V
que D, + Ci soit intérieur à D.

En effet des équations

., w valables dans tout domaine D , , tel

. • • A « ' n = «««„_, -h

on a déduit que

De même on voit que

j
dx ày

< K.N.L"-JM«-J-h k.L"-1 M".L'=K(N +

L' étant le plus grand des nombres

dax dbx

dx dx dx
dat dbz

ây

dans D.
Donc on a

d1 Un
>

d2un

dx dy > d-un
dy"-

ce qui permet d'affirmer l'existence des dérivées secondes pour ?/,
c,. . . .5 sv dans D^ On voit donc qu'on ne peut rien dire lorsqu'on
s^approclie de la frontière du domaine D, ce qui n'est pas pour nous
étonner, étant donnée la complexité de la question même dans le cas
du potentiel.

G. Il s'agit à présent, après avoir démontré l'existence d'un système
des solutions régulières dans D, de voir si ces solutions sont uniques
parmi celles qui satisfont aux mêmes conditions initiales, ou de déter-
miner les conditions dans lesquelles il en est ainsi.

Supposons que le système (i) du paragraphe 3 admette deux sys-
tèmes de solutions, correspondant aux mêmes conditions initiales,
soient pour préciser les systèmes M, P, . . . , w et «', vr, . . . , w1. Alors
leurs différences

U = u — \V = «• —
THÈSE CIORANDSCO
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satisfont au système homogène el sont nulles sur C Donc la question
ost de savoir si lo système homogène peut avoir des solutions nulles
sur C et qui ne sont pas identiquement nulles à son intérieur.

Rappelons que pour l'équation Aw + A ( . r , ty)ft = o la solution est
unique si C est situé dans la région du plan où Ton a A(x? y)<^o.
S'il n'en est pas ainsi, il faut que le contour soit suffisamment petit
pour pouvoir affirmer que la solution est unique. {Voir par exemple
E. PICARD, Analyse, t. II, p. 25,)

Prenons d'abord le cas d'un système de deux équations

(] ) au = au -+ bv, Ae:=rH-w/r,

et cherchons si ce système admet des bolutions différentes de zéro
nulles sur C. Soit pour cela la formule de Green applicable à un
couple de fonction U et Y continues ainsi que leurs dérivées des deux
premiers ordres,

Si l'on applique cette formule à nos fonctions définies par (i ) et par
leurs valeurs sur C, on a

( 3 ) j / ( « A P ' — v A u ) d x dj — ƒ ƒ [ ( a- T d —~ a ) t t v — bv-] d x dj =^ o .

Sous le signe somme on a une forme quadratique en // el v. Si cette
forme est définie, c'est-à-dire si Ton a

(1) (d- «)"-+• 1̂ 6* < o .

il en résulte que u et r sont identiquement nuls dans D. Donc
si C est dans la région du plan définie par ( 4 \ alors la solution est
unique pour le système (i) ou non homogène. Si la condition (/j) n'est
pas satisfaite dans D, alort> il faut que celui-ci soit suffisamment petit
pour pouvoir affirmer que la solution est unique. Pour cela nous allons
suivre la même marche que dans le cas d'une seule équation.

Si l'on multiplie chaque équation du système (i) respectivement
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par udxdy, vdxdy et l'on intègre dans D, on obtient

/ / T— ) -t- [ T- + «w2 — buv dx dj = o.

J D̂ V\dx) \âyJ J

Mais comme a et r sont nuls sur G il en résulte que Ton a quelles que
soient les fondions A(#, j ) , B(a?, / ) continues dans D + C

(6) / / - ^ ^ i H i -

S i T o n a j o u t e les r e l a t i o n s ( 3 ) , ( 5 ) e t {6) o n o b t i e n t

? A2 ] ï̂ 2 4 - ( d — öf -h ^ -h r )
Ó30 )

dx dy = o.

Les quatre premiers termes sous le signe somme sont essentiellement
positifs, tandis que les trois derniers forment une forme quadratique
en u et w

Si cette forme est définie et positive, alors on peut en conclure
que u = o, 9 = o dans D. Pour qu'il en soit ainsi il faut que

(7)
dx

< _ a + 6 + c j2 _ 4 / a _,_ c + ^ __ A2 Vr f - 6 -h ^ - B2 ) < o.

On peut disposer des fonctions A et B, continues dans D, pour que
ces inégalités aient lieu, si ce domaine est suffisamment petit. En effet
si a-\-c^>o dans D, on peut prendre A = o. S'il n'en est pas ainsi,
soit alors — m2 la borne inférieure de a + c dans D. Prenons A fonc-
tion seulement de x, et déterminons-le par Féquation -j A2 = m2.

La seconde inégalité se ramène à une équation de la même forme
pour B. On trouve A = m tang(wx + ot) et Ton voit que A(.r>i reste
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continu si a? est compris entre deux parallèles à Taxe des y dont l'écart
de cet axe est inférieur à — • On peut donc dire que le système homo-
gène a des solutions identiquement nulles si elles sont nulles sur C, si
ce contour C peut être renfermé entre deux droites parallèles, pour
toute direction, et dont la distance est inférieure à un certain nombre S,
qui peut être assez petit.

Il n'est pas inutile peut-être de donner un exemple, pour voir com-
ment on peut arriver à des conclusions fausses si Ton ne tient pas
compte de ce fait.

Considérons le système suivant :

Au = 4 u — 6 v ; AP' = 12 a — 14 *>•

Pour ce système l'expression

donc la condition (4) n'est pas satisfaite et Ton en conclut que pour
un contour quelconque, le système peut avoir des solutions nulles
sur C, sans qu'elles soient identiquement nulles.

En effet on voit que le système admet les solutions

a — cosa? COSJK H~ sin nx sinaj-; v = cos,3? cosj^ -h 2sin2# sin2j'

qui sont nulles sur les côtés du carré

7T • , 7T
- , y=± -
2 - 2

sans être nulles identiquement à son intérieur.
Cela tient au fait que ce carré n'est pas assez petit, car si Ton

applique les conditions (7) on voit qu'on peut prendre A = o et B tel

que -r — B2^> -5. Donc m = 4,7 • . - et le contour qui porte les don-

nées doit avoir sa plus grande dimension inférieure à — = —*—9 ce

qui n'est pas pour le carré considéré plus haut.
Dans le cas du système de m équations les choses se passent de la

même manière. On peut former comme plus haut, à l'aide de la for-
mule de Green 7-^ formes quadratiques en M, C? . . .? \v. Si



quelques-unes de ces formes sont définies dans D, alors on peut conclure
à l'unicité de la solution. S'il n'en est pas ainsi, alors comme dans le cas
de m — 2, on peut introduire dans ces formes quadratiques certaines
fonctions continues arbitraires A (a?, j ) , B(a?? y) et disposer d'elles de
manière que les conditions, pour que la forme soit définie, soient satis-
faites. Ces conditions nous conduisent à déterminer ces fonctions

dk.arbitraires par des équations de la forme -. A2 = m2, ce qui permet

de dire que les solutions du système considéré sont uniques si le
contour est suffisamment petit.

7. Tout ce qui vient d'être dit pour le système (i) du paragraphe 3
peut être appliqué sans aucun changement au système

[ A', u =a±u - H ̂  P -+-. . . -4- h<i \v -+- À*!,

f A'm w = amu-h bmv - h . . . - h hm w -H km,

OÙ
A, à ( d® \ â

Pî(x?y) étant une fonction continue ainsi que ses dérivées de deux
premiers ordres, et qui en outre est toujours positive dans D, sans
s'annuler. En effet ce système peut être ramené à un système de la
forme considérée au début, par le changement de fonctions

U V W

car avec ce changement le système prend la forme (i). Il suffit pour
cela de vérifier que A'-cp devient Acp ~\- ®f(pi) à un facteur près, f (pi)
étant une expression différentielle de pt facile à former. Mais on verra
dans le Chapitre suivant des généralisations plus larges que celle-ci.



CHAPITRE IL

1. Un peut étendre les résultats précédents dans plusieurs direc-

tions.
Considérons toujours des systèmes linéaires à deux variables,

comme dans le Chapitre précédent, mais de forme plus générale, en
introduisant aussi les dérivées premières des fonctions inconnues.

Pour simplifier l'écriture, considérons le cas de deux équations avec
deux fonctions, soit

du du dv dv

. / du 7 du dv 7 dv .
^z A Ct.j ~r— - t - £.> -r 1- Co -T h do -* h ^o H H~ ƒ.\ " ôx " ôy " ôx " ôy

les coefficients a-7 b. s , ., f.7 g étant des fonctions de x et y. finies et
continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, dans
un domaine D.

La méthode du cas précédent peut s'appliquer sans aucune modifi-
cation. Proposons-nous de trouver une solution de (x) telle que
u et v soient nuls sur la frontière de D.

Si l'on pose, comme tout à l'heure,

pour déterminer un et c„ nuls sur C, on a les équations suivantes

_ r

Soient A,, B,, . . . , G2 des nombres qui majorent les fonc-



tions r/,, è,
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., g$ dans D. Comme on a

<GlM; a M ;

dr dx

on trouve en désignant par G le plus grand de deux nombres G, et GL>
et par L la plus grande des expressions numériques,

alors on a immédiatement

«n

àfln

dx dy
.<G.L«.\.

Ici on doit appliquer ce qu'on a dit à la page i5, en ce qui con-
cerne N. Donc si | A |. L < i on a convergence, et l'on tire les mêmes
conclusions que plus haut, car L est suffisamment petit si (C) l'est, et
l'on n'est pas trop rapproché du contour. Il y a donc ici des diffi-
cultés spéciales dues à la présence des dérivées du premier ordre dans
le système et qu'on mettra mieux en évidence dans un cas plus général
(page 3o).

En ce qui concerne l'unicité de la solution ainsi trouvée, si Ton
applique la même marche que dans le Chapitre précédent on voit que
dans le cas ax + c2 = bx + d2 — ° o n arrive, en appliquant la formule
de Green et des intégrations par partie, à la forme quadratique sui-
vante :

C C\{^aï ^ 2 \ 2 (dax dbv ^ . \
J JD L\àx + ~dy ~~ 2 ey M "~ ̂ \dx + lïy ~~c^ J^]in

[de, àdx , \ , 1 . ,
— _- j — — 2 r, U-5 \dxdv = o.

\ d x dy J i J J
Si C est tracé dans la région du plan où cette forme est définie, c'est-

à-dire si l'on a dans C
dct\ db±

dx dy

alors la solution est unique.



Si Ton n"a pas la relation ^,-f-c2 = 6, •+ d<> = o^ on peut s'arranger
pour qu'il en soit ainsi dans tous les cas où Ton a

si l'on fait la substitution

qui change le système (i) dans un système de la même forme.
Dans les autres cas, on déduit que la solution n'est unique que si le

contour C est suffisamment petit.

2. Une autre extension du système considéré, indiquée d'ailleurs
par M. Picard dans le Mémoire cité, est celle des systèmes non
linéaires, cTest-à-dire au système de la forme

Mais, à cause même de la généralité du problème ainsi posé, les
précisions qu'on peut apporter sont plus faibles. Naturellement, on
peut donner un théorème d'existence, pour des conditions assez larges
imposées aux fonctions ƒ,(conditions de Lipscbitz) valables pour des
domaines suffisamment petits.

Mais même pour un système de cette forme générale, l'étude du
système linéaire tangent peut être utile. Par exemple, pour établir les
conditions d'unicité, on peut se servir de ce système.

Comme notre but est l'étude du système linéaire en rapport avec
les fonctions inconnues et leurs dérivées premières, nous ne nous
arrêterons pas plus longuement sur ces systèmes (* ).

3. La généralisation que nous envisagerons de plus près? est celle
des systèmes linéaires de la même forme que ceux du Chapitre précé-
dent et du commencement de celui-ci, mais dans le cas de plus de
deux variables.

( l) ï/étjuation non linéaire du type elliptique a fait l'objet d'une étude récente
dans les Annales scientifiques de VÉcole Normale (t. ft3. 1926) par Georges
GIRAUD, Sur le problème de Dirichiet généralisé.



Supposons que dans l'espace E„ à n dimensions on se donne un
domaine fermé O (à n dimensions aussi) situé à distance finie et de
frontière S. Proposons-nous de trouver m fonctions

, . ^ Xn)

régulières dans £2, qui se réduisent à sa surface S à desAaleurs données
d'avance, et qui à son intérieur satisfait à un système de m équations
différentielles aux dérivées partielles du second ordre et du type ellip-
tique que nous supposons ramenées à la forme suivante :

en désignant par À;icp ou même Acp s'il n'y a pas d'ambiguïté à
craindre, le laplacien dans En,

n ' ~ dry dx^ ' * * d&'jf

étant des fonctions de a?t, x.^ . . ., a7„ finies,
continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre dans £2.

Pour pouvoir appliquer la méthode des approximations successives
comme dans le cas de deux variables il faut obtenir une limitation de la
solution de l'équation

(2) A „ U = / ( # n a?2, . . ., xn)

et qui est nulle sur 2. Et comme la solution de cette équation est

\tl — 2 j

ni:*-
kn= ——-—- étant la surface de l'hypersphère de E/7 de rayon i

(^0
et G(M, P) la fonction de Green relative à D. De cette expression
de U(P) ou pourrait obtenir comme dans le cas de deux variables, une
limitation de | L | et de ses dérivées dans £2.

Mais considérons le cas plus général d'une équation du type ellip-
THESE l TORANESCO,



Lïque à n variables, c'est-à-dire de l'équation

dont (2) est un cas particulier. Les coefficients alk = a/in bn c(JVt)et/(M)
sont des fonctions réelles du point M(J?1? a?a, . . . , #„), finies et con-
tinues dans le domaine (2.

Comme l'équation est du type elliptique dans ce domaine, la forme
quadratique

est définie quel que soit le point M de (2. Alors, et même dans le cas
où cette forme quadratique serait semi-définie, on peut obtenir ( f ) une
limitation de [ u | solution de l'équation (4)? en fonction de ses valeurs
maxima sur la frontière Z de il et du maximum de | / \ M ) | dans (2.

Plaçons-nous dans le cas c(M)<o dans £2 qui nous intéresse et sup-
posons qu'on puisse trouver une fonction positive co, pour laquelle on
ait E(to) <^ o dans 12. Alors une intégrale u de (4) n e peut avoir dans
un point de ù un minimum négatif si ƒ 0 1 ) < o ou un maximum positif
s i / (M)>o. Il en résulte que lorsque ƒ (M)<o toute intégrale de (4)
qui est >o sur S se conserve1 telle dans Ü et s i / (M)>o toute intégrale
de E ( « ) = y ( M ) qui est <o se conserve telle dans Ï2. Si Ton tient
compte de ces faits on déduit facilement que

( <> ) « dans a < ma^siu >] de u -+- H. maximum dans (& - r 2 ) de t ƒ( M ) ,

en désignant par H un nombre non inférieur au maximum d'une fonc-
tion (p(P) non négative dans û et pour laquelle on a E(*p)< — 1.

En effet, soient N le maximum de ]z/| sur 2 ; F celui de j / ( M ) |
dans £2. Si l'on pose c = F. w alors cette fonction v vérifie E(r) < — F.
Posons plus loin

(*!= M — N; r2=u 4- J\.

(3 ) Voir M. PicoNE, Maggiorazione clegli integrali délie equazioni lineari
ellitico paraboliche aile derivate parziali de secunde ordine {Atti d. r, Aca-
demia dei Lincei, vol, Y. fasc. 3, 1927).
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11 en résulte

donc

K( v — P, ) ̂ — F - ƒ -f- r \ < o ; E(— P — r*) ̂  F - ƒ - - ^ ^ o,

car il ne faut pas oublier que nous avons supposé c<o. Mais comme
on a sur X

r — r ^ o et — (t' + r 2 ) ^ o ,

il en résulte que l'on aura dans (i

r — i\ "> o, r — r,>o

d'après ce qu'on a dit plus haut, car on est bien dans les conditions
exigées. Donc de e, <̂  v on en déduit

(5) // ^ 4 - ^ — W + F . ^ ^ m a \ ^ « ' ,+ H.F,

ce qu'il faudrait établir. On peut assigner diverses expressions pour
la constante H (voirla Note citée). Nous prenons la suivante, comme
étant la plus commode et d'ailleurs applicable dans des cas très
étendus.

Si dans [1 on a

ol que la coordonnée xt est en valeur absolue pour tout point de Q
plus petite que o? alors on peut prendre

IV = 2Ô 2 (

car on a bien E((p)<—^Ï. Il s'ensuit qu'on peut prendre H = 202 et
l'on a dans ce cas la limitation suivante pour la solution de (4") nulle
sur S,

( 6 ) î u(M)\^2dt.F.

Pour avoir des limitations pour les dérivées partielles de U nous
allons nous rapporter au Mémoire de M. G. Giraud(1) déjà cité. Soient
toujours l'équation (4) et une hypersphère S de rayon R.Les limita-

( j ) M é m o i r e ci té a la page 24 (xyoir p . I I D - I I J s p é c i a l e m e n t V



tions données par M. Gîraud sont valables à l'intérieur de cette hyper-
sphère et pour un point situé à une distance r du centre. Elles sont
les suivantes :

2Ï\ I
"*" ^ n R — V 0

R=F

(9)

tet < [ ^ J
2R

< ? _ _—. F H- RF'-" - a x s l \ log —
[(R r)2 (R ^)"J ° ^

où p est un nombre positif assez petit F et F' les bornes de | / ( M ) | et
de ses dérivées partielles du premier ordre dans S, T une constante.
Comme on voit, à part le fait qu'elles ne sont valables que dans S,
même celle qui limite j u \ devient illusoire lorsqu'on s'approche de la
frontière. C'est pour cela qu'on lui préfère (6) quoiqu'elle soit appli-
cable à une classe d'équations plus particulière. Néanmoins nous utili-
sons (8) pour avoir des limitations des dérivées premières pour u. Pour
pouvoir rappliquer à notre domaine ù considérons un point P dans ù
et dont la distance à 2 (la plus courte) est d. Alors de P comme centre
décrivons une hypersphère S de rayon d et considérons la solution
de (4) qui prend sur S les mêmes valeurs que u qui est nulle sur Z. Si
l'on admet Tunicité de la solution pour les domaines suffisamment
petits, ces deux solutions doivent coïncider dans S. Alors on peut
appliquer la limitation (8) à u en remplaçant R par d, r=o car on
cherche la limitation en P et max^| u | par max^l u |. On a par consé-
quent

(10)
d« 2FÔ2 '

en posant

Celle que nous avons employée dans le cas de deux variables [Chap. \1

§ 3, form. (3)] est bien de cette forme-ci. De même de (9) on obtient
une limitation analogue pour les dérivées secondes.

A^ec les limitations (6) et (10), on peut procéder comme dans les
cas précédents à la démonstration de l'existence des solutions pour le
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système (i) et même pour des systèmes plus généraux, soit par
exemple :

= i, 2, . . . , n),

(Si étant un symbole différentiel du second ordre.
Si Ton écrit comme toujours

l = i , 2, . . . ,

on voit que Ton a convergence pour uL et leurs dérivées partielles du
premier ordre si l'expression

L étaut la borne supérieure des nombres

1

et M des nombres

et où A*->|aJ|. Cela est possible dès que d^>z, t étant un nombre

positif aussi petit que Ton veut; car d< -; donc pour les domaines Q

suffisamment petits dans toutes leurs dimensions et pour les points
contenus dans O1? tel que Ï^ + Z, soit intérieur à fl, on a conver-
gence. Icij il apparaît une difficulté qn'on doit mettre en évidence.

Comme on voit, dans la condition de convergence obtenue, il entre -^

d étant la plus courte distance du point dans lequel on considère la
solution à la frontière du domaine. Il s'ensuit que sur la frontière du
domaine, on n'a plus,convergence pour les solutions obtenues, ou tout
au moins notre méthode ne permet pas de la montrer. Mais, d'après
les données mêmes, les uL sont supposés finis et continus (par exemple,
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nuls) sur la frontière du domaine. Il y a donc contradiction entre ce
fait et la condition de convergence sur la frontière obtenue plus haut.
Ce fait apparaît même dans l'étude de l'équation

t du . àa
l u -t- a -T—t- o h va = i>{ J \ y )dx ôy

si l'on prend pour la limitation des dérivées premières de l'équation

les expressions données à la page i4 du Chapitre précédent. Dans
l'étude que M. Picard a faite de cette équation dans un Mémoire
de 1890, il prend comme limitation de dérivées premières de *, comme'
on a déjà eu l'occasion de le dire.

tl
ày ;.VF.

et il considère N comme étant fini même sur la frontière du domaine
pour éviter ainsi ce genre de difficultés.

Il y a, par conséquent ici, une grosse difficulté en ce qui concerne
Fallure même des solutions sur le contour, et qui paraît difficilement
surmontable par la méthode des approximations successives.

Je me propose de revenir sur cette question.
On peut remarquer, avant de terminer ces considérations, que, pour

le système (i), qui ne contient pas les dérivées premières des fonc-
tions uh que les solutions existent dans Ü -+• 2, et c'est seulement pour
les dérivées premières et secondes qu'on a les difficultés indiquées plus
haut en ce qui concerne leur allure sur 2.

Enfin, pour terminer, il n'est peut-être pas inutile d'observer qu'on
peut appliquer la même méthode pour démontrer l'existence des
solutions à des équations un peu différentes de celles qu'on a consi-
dérées jusqu'à présent, par exemple, dans lesquelles les dérivées de
second ordre n'entrent pas seulement par le laplacien. Dans ce cas
aussi, on peut établir l'existence moyennant des données convenables
sur le contour pour que les solutions soient complètement déterminées.
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Dans cette catégorie, entrent les équations de l'équilibre élastique

juA«-h(y f - p - ) - j — h p \ = o. . . . .

où
n du èv ÔKV ,. t

ÔT à y dz

L'un des problèmes qui se posent comme Ton sait est de trouver z/,
r, w en connaissant les déplacements à la surface du corps. En
écrivant

OÙ

l
i —n- ->

F-
on arrive à des équations successives qui déterminent les uin r/o wn

toujours par des équations de la forme (2).
En ce qui concerne l'unicité de la solution obtenue, pour un système

tel que (7), ou d'autre forme, on peut obtenir des conditions en appli-
quant toujours la formule de Green au couple des fonctions qui
vérifient le système.

Par exemple, pour le système

on déduit, comme dans le cas de deux variables, que la solution est
unique si Q est dans la région de En définie par

[f/(M)~fl(M)J- + ^()l).c(M)<o.

Dans les autres cas, on en conclut, comme dans le cas de deux
variables, que le domaine doit être suffisamment petit pour quHl en
soit ainsi

4. On peut faire une application immédiate de ce qu'on a établi
pour les systèmes du type elliptique. Soient

ô-u d2dô-u dd
— - -j- — - ,
dx- ôy-



Considérons alors l'équation suivante :

t u \ n it -- pii x. v ) A 7 1 - 1 a — . . . — pn{x. y )u =/{ -v* y )<

qui est d'ordre ^/i et du type elliptique. Les coefficients/;, sont des fonc-
tions continues et bornées, ainsi que leurs dérivées du premier ordre.
On peut écrire cette équation (i) sous la forme d'un système du type
de ceux qu'on a déjà envisagé.

En effet, on peut l'écrire

i A < / = f / | . A « , = ?/9* . . . . A w r t , = ? / „ ,.

| A« n - , -t~ p^lln^i -4-p2««_2 H-. • .-t-pnU =f>

Donc, si Ton se donne sur le contour C de D les valeurs /̂ , «,,, . . . , un_] \
d'après ce qu'on a vu, on peut trouver, si C est suffisamment petit, un
système de solutions et un seul qui satisfasse à (2) dans D et prenne
les valeurs données sur C.

On a résolu de cette manière, pour l'équation (i)? le problème
suivant : « Trouver pour l'équation ( Ï ) une solution "«(a;, y) régulière
dans D et qui se réduit ainsi que les expressions AH, A(2)«, . . . , A"1-1'M
sur la frontière C à des valeurs données d'avance. » On voit que
l'équation (1) joue un rôle particulier dans la classe des équations du
type elliptique et d'ordre 2«. En effet, le problème qu'on pose pour
réquation générale de cette forme est de trouver une solution connais-
saut ses valeurs ainsi que celles de ses dérivées jusqu'à Tordre in — 1
sur C.

L'équation du type (i) , la plus ancienne connue en analyse, est
l'équation bibarmonique Af2)« = o qui intervient dans un problème
d'élasticité. Mais le problème aux limites qu'on se pose pour cette
équation eu est un autre.

Un problème de la nature de celui que nous avons traité et qui
est à l'origine de ces considérations, a été traité récemment par
Cb. Riquier (*) qui se propose de trouver pour l'équation A" u = o
une solution satisfaisant aux conditions suivantes :

(x) GH. RIQUIEBJ Sur quelques problèmes relatifs à Véquation aux dérivées
partielles A"1 u ™ o {Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1926, p. 297).



— 33 —

i° D'être analytique et régulière à l'intérieur et un peu au delà du
contour C ;

2° Sur le contour C les n quantités uy A«, A{rin7 . . . , AinUu doivent
se réduire à n fonctions analytiques et régulières données du para-
mètre qui définit la courbe.

M. Riquier montre l'existence de u avec ces conditions aux limites

en réduisant Féquation &{u)u à la forme )Xn } n ~ o , II est vrai que

nous n'avons pas envisagé F allure des solutions des systèmes étudiés
au delà du contour C, ni la possibilité de prolongement de solutions
trouvées dans C. Mais cela ne change rien à la nature du problème
qui reste le même. D'ailleurs, on verra dans le Chapitre suivant la
forme analytique sous laquelle se présentent les solutions des systèmes
linéaires envisagés (1 ).

On voit donc bien comment l'équation (i) généralise le problème
de M. Riquier et comment on peut Tétendre à plus de deux \ ariables
en considérant l'équation

( • * » x:n « -\-Pi(ù)xr • « - H . . . - 1 - / M M ) « = ƒ( M),

qu'on réduit à un système de m équations. Il en résulte pour (2)
qu'on peut trouver une solution régulière à l'intérieur d'un domaine il
et qui se réduit, ainsi que les expressions Au, Af2)//? . . . ? A

(m ']]u à des
valeurs données.

Nous arrêtons ici ces considérations qu'on pourrait étendre encore
à des systèmes beaucoup plus généraux et non seulement du second
ordre par exemple; car notre but est la résolution effective du pro-

{l ) Des équations du t} pc elliptique à caractéristiques confondues et qui se rap-
prochent de (I)J sont considérées par M. Gevrey dans les Camptes rendus^ t. J\T,)7

p. 1445, où il résout à Taide de la fonction de Green l'équation

et même plu^ généralement en se donnant u ainsi que ses dérhées dep — 1 premiers
ordres.

rbn cionvxrsro.
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blême de Dirichlet pour les systèmes linéaires les plus simples qu'on
peut envisager.

Pour cela, nous avons besoin de solutions autres que celles qu on a
considérées jusqu'à présent et qu'on a appelées régulières, mais des solu-
tions ayant certaines singularités clans D de Tordre àv logr dans le cas

do deux variables et de - ^ pour n variables.

Nous chercherons à montrer Inexistence de telles solutions dans le
Chapitre suivant.

CHAPITRE III.

i. Dans les Chapitres précédents on a montré l'existence des solu-
tions régulières à l'intérieur d'un contour C, pour certaines classes de
systèmes d'équations aux dérivées partielles du second ordre et du
type elliptique, et l'on a vu qu'une équation homogène n'admet pas,
si le contour est suffisamment petit, de solutions régulières, nulles
sur le contour et qui ne soient pas identiquement nulles dans (C).

Proposons-nous de chercher s'il existe des solutions nulles sur le
bord et qui ne soient pas régulières dans tout le domaine D : plus
précisément ces solutions ont une certaine singularité dans D, par
exemple dans le cas de deux variables, elles se comportent au point
P(£, rh) de I) comme Iogr(/ '= PM).

On sait que dans le cas de l'équation harmonique Au — o une solu-
tion qui a ce caractère est la fonction de Green

og y i M , P ) ,

Y étant une fonction harmonique régulière et qui se réduit sur (C)
à (logr)c.

Dans le cas de l'équation

i au , au
[ t ) au -f- a — H~ b -T~ 4- eu ~ o

ox ay

l'existence d'une pareille solution a été signalée d'abord par M. E. Pi-
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card et démontrée ensuite même dans des cas plus générattx par
MM. Hubert, Holmgren? Hadamard? Hedrick, E.-E. Levi ( ' ) , etc.

Cette solution est de la forme Ulog/* + \ , et s'appelle solution
fondamentale (ou bien solution élémentaire comme le propose
M. Hadamard) de l'équation, et sa recherche est indépendante du
contour C. Une solution de cette forme et qui s'annule le long de C
peut s^appeler aussi par extension fonction de Green* par analogie a\cc
la fonction classique de Green #(M, P) .

Nous allons démontrer, en reprenant la méthode que Holmgren a
employée dans le cas de l'équation (i), pour le cas d'un système de
deux équations à cause des difficultés d'écriture, l'existence de solu-
tions fondamentales.

2. Soit le système

T du . au àv , âv
L t a, v ) ™ A a -h a -r h- b -* \- ( ~z i- a — Y- e u ~\~ 1 r =^ o.

à coefficients analytiques.
Proposons-nous de trouver pour ce système de solutions de la forme

suivante

s, =z \ {x. j ] S, Y}) l o g - -t- \ t J ? . j , c, rj),

;, Yj) étant les coordonnées d'un point P intérieur à C, /' = MP,
._(j?? j ' ) avec la condition que U, U', A , V soient des fonctions

régulières de quatre arguments et qu'en plub

(1) Voir par exemple E. HOLMGREX, Mathem. Annalen, 58, 1904, p. 404;
J. HADAMARD, Annales de VÉcole Yormale, 1904, p. 535; HEDRICK, Inaugural
Disertation Gottingen, et E.-E. LEVI, Rendiconti del Cire. mat. di Palermo,
t. XXIV, 1907, p. 275, qui considère le cas de Téquation elliptique d'ordre 2n,
et réduit la reGher&be de solution fondamentale, à une équation intégrale.
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Si Ton substitue ces expressions de u, ç dans (i) on trouve

(3)

avec

L(U, V) ', V')—Fi

i/(L\ V)log--f-L/(U\ V) ç, fl)=o.

^d\y — Y) ) V L

Pour satisfaire à (3 ) déterminons [U, V et U', V par les équations
suivantes :

= o, L ' ( L , \ ) = o;

(II = o .

On déterminera U et \ solutions de (I) de telle manière que les
expressions F, et F2 soient régulières dans D, même au point P? par
rapport aux quatre ^ ariables .r, y\ $, rt.

Rappelons tout d'abord qu'une fonction analytique, réelle en x — Ç,
y — Y] convergente pour [ a; — \ |, |y — r4 j <^ R peut se mettre sous la
forme

(5)

avec

et Pn

(y)

h — ^zzz r cos0, J ~ ri r s i n ^

an polynôme trigonométrique d'ordre n

a(,?22ços(n —
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II en résulte que la série

converge si r<^ R et où

! K \
Inversement une série de la forme (5) représente une fonction ana-

lytique régulière dex^y dans le voisinage de £, r( seulement si \x — \\

Introduisons le changement de variable

x — c. = r cos Ô. y — rt = r sin 5,

c'est-à-dire qu'on prend des coordonnées polaires de centre P. dans
les équations (I) et dans (4). Alors ces équations deviennent

âU . r â\J
Tr ' ' âr" '"•"' V ™ " ^/' ^ -h r 2 ^r-T "+• ̂ r i /" COS Ö -rr Si
dr dr • \ âr

ori r sin 0 -r h cos 9 - ^ -h rr r cos 0 ^ smô - ^
\ <?r dO ) \ dr dB

r sin0 -r 1- cosö -r̂ - J -h r2(ell H-/V ) = o,- r

, /
« r r cosö -T sine -r̂ -\ âr â9

et

deviennent

«4'

i f <?L , . 1
l ~ ~ r [ 2 ^r ^ C0S Sm ^ C0S C SU1 J^

F„= - f ̂  —- -h (r^cos^ 4- &'sin0)U + ( r'cosö + drsin$)\ 1;r L ar* J

cherchons U et V solutions de (E) sous la forme

V=i

car on doit avoir
LT(^, rt\ h n ) =



et L , \ bont supposés réguliers autour du point (£, r\). Alors il
s'ensuit que le& coefficients a,^Ô) et %(§). polynômes trigonomé-
triques d'ordre n, doivent avoir la même forme que P/((6).

En effet si Ton porte les expressions (6) de U et Y dans les équa-
tions (E ) on tmu\ e les équations successives suivantes, qui déterminent
les «„(6) et ^ (6 ) :

-JLL-^ai==o, ^l^pi = 0 et pour /, > i

dloin F , . dun^i ~|
( rJ ) -4- n2 an -î- a01 ( n — i ) otn_x cos0 — sin Q — I

dd- L «0 J
-4- ûtj ( n — > ) art_o cos 9 — sin 9 —^—^ I -^- . . .

L M dd J
i \ • a r dotn-i 1

-*-hK) {n •— i ) a„_ , sin g -h cos 6 fl ^ I
j

{ n — 2 ) oc«_2 sm Ö -i- cos 7 — T ^ I -h . . .

| (/z — i jSft—iCOs^ — s i n $ — ^

•A<

[(

+ fi K « -

["( /i - i )P«_1sin

2 )fîn_3

ct
> ™ j \ ̂ ç c o s v ~~ s i n ) i

— r/'2 [ ( n — 2 ) a n „ 2 cos 0 — . . . ] - h . . . ,

la même forme, seulement les coefficients sont accentués.
Les coefficients an bn . . . , ^, ƒ„ fl^, J^. . . . , / ^ sont ceux des

développement^ des fonctions «, 6, . . . , ƒ , a' ƒ ' sous la forme (4).
c'est-à-dire

a = 2/"««M 0). *



L'intégration des équations (E') introduit chaque fois pour les a,
et fa des constantes arbitraires.

Il s'agit de montrer maintenant que la condition imposée à U, V de
rendre F, et F2 régulières, c'est-à-dire de la forme (4), détermine
d'une manière univoque pour chaque at et [i, les arbitraires qui s'intro-
duisent par intégration.

En effet, si l'on porte les expressions (6) de tT et V dans (V) alors

peuvent être mis sous la forme

avec les expressions suivantes des Q et R :

Qtt_ ô ~ 2 t t a n -h f(r/ cos# -h 6 s i n ö ) 0 a n „ 1

-4- ( a cos9 -h b sinö^öEn-,-*-. . .H- (r/ cosö + /> sin ö )Wml

- - [ { r co^ 6 — d sin 9 )0 Ôn-j

-*- {c cosÖ -f- dsind)i j3„_2-^. . , -t- ( cos6 -f- <i sinÖJ„ j"].

n _ 2 = 2 « p n - f - [ ( a ' cos9 H- 6'sin0)oöen-j

+ ( c ; cos 0 -+- ^ ' sin S)i (3„_2 -h . . . -+- ( r} cos 9 H- ^ sin d V-i

en écrivant comme plus haut

Admettons que ap(6) et ^ (6) sont de la forme (5r), c'est-à-dire que

(9)
\^L2cos(p— 2

on peut alors montrer que Q7l_2 et Rn_2 sont de la forme

' -*- Pn-i cos ( n -
-4- q\?-£ sin( n — 2 ) B -+-

( 1 0 )

-h .ç,;^/1 s i n ( « __ g ) 9 4 - . . . ,
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en tenant compte que les produits cosmQ, cosrcO, etc. peuvent se mettre
sous la forme de somme.

On peut calculer les coefficientspt
k, . . . , $ ƒ si Ton écrit explicitement

la forme des coefficients du système proposé.
On a déjà écrit

Soit plus loin

an( Q ) — a r t ( W c o s n Q H - a / i s7 i s i n w ô - r ffn n >cos( n — r> j 3
H- «rt,« 2 s i n ( n — a ) 6 - h . . .,

( J x ) /^rt( Ô ) = bn>ncobn 6 - h 6 ; i „ s i n n 6 - H 6 / i>f t==i cos{ « — ' 4 ) 0
/ + ^ « , n " - > s i n ( n — 2 ) 0 - 4 - . . . ,

Si Ton tient compte de (9) et (11) on déduit, pour les premiers coef-
ficients de Qn-o(Q) et R«-*Î(9)> les expressions suivantes :

^ - J ) = ^ B J « =4

et des expressions analogues pour r"b~' et sf"~*. Ce que Ton doit retenir
est que à part les premiers termes qui sont A(," , Brt'°? CJf et D,"1 ces
grandes lettres n'entrent dans q"~*, j , " " " - que souh la forme A/l)

; . . .,
D ' un au moins des indices étant inférieur à n.

Mais on veut que Y^ et F2 soient régulières. Donc (7) doit
être de la forme (5) el Q„_,>, R„ 2 àe la forme ( ? ) ; donc on doit avoir
pour tout n > 1 :

—7/i — ' « — ó« —O,

Mais ces conditions déterminent A„" , B/t°, C;" et D," en supposant
dans (12) les quantités correspondantes et d'indices inférieurs connues.
Je dis que ces quatre quantités sont justement les quatre constantes



41 —

arbitraires qu'introduit l'intégration des équations (E'). En effet
admettons que cela soit vrai jusqu'à n — 2 et que pour p<n — 1 a;>(0)
et j3p(G) aient les expressions (9). Montrons que cela est vrai aussi
pour n. En ce cas on voit que les équations (E') sont de la forme

rW

qui, intégrées, donnent

( i 5 ;

\

ce qui montre que si a,, a2? . . ., art_1? |3(, J3a, . . ,? ^ „ , sont de la
forme (9), il en est de même de a„ et J3„ et que A)"', B'f', C,"', DJ'°
sont justement les constantes d'intégration qu'on détermine par les
conditions (i3).

Mais a! et J3, sont bien de cette forme, comme on voit immédiatement
en regardant les premières équations (E'). Donc tous les a,, et [in sont
de la forme (9) et l'on voit en outre que la condition imposée à L et A
de rendre régulières les expressions F, et F2 suffît pour déterminer, au
moins formellement, sans aucun arbitraire, ces deux fonctions.

-i. Il reste à présent à démontrer la comergence des séries (G) qui
donnent l1 et V. Pour éviter les longueurs de calcul, considérons le
système particulier

( 1 ) Af/ + a u H- b v = o, Ar -h eu -f- dv — o.

Dans ce cas on a des simplifications notables. Les équations (E')
THÈSE UÛRANESCO.



sont alors

n^-+ . . .4- «n_8

= — ( c0 a„„2

Si Ton forme p)" y), . . ., s[[l 2) on trouve que les constantes d'inté-
gration doivent êtres nulles dans ce cas

de

on en déduit

Supposons que les séries

convergent pour j ^ j ? | j | <!'* ? 'l/ étant le plus petit de quatre nombres
correspondant à ces séries. Ces séries convergent indépendamment
de £, Y] pour |£|, | Y] | < p si r < R et o + R < r'. Si l'on désigne par A,
B, C? D les bornes supérieures de | a |, \b |, |c | , | rf| dans (c) et RrSR?

alors on sait que

Si l'on tient compte de (2), (3) et (4) on déduit facilement de proche
en proche

A B A B\ AR'/A B BR'/B



car on a augmenté le second membre

ÀR' i 1 f AR' i 1 /AR' i \ /A
11 ""*•'./„ r i l ' . M V ' ' l \ ' P ' I I "/.>«" /T\ ' R ' l "* \ / rt ' ït1' M 9j' ' R / 2

I

B | BR' i_] /B j \
'H « i ) L4< w - 3 ) "*" R" j " \<>* ~~ ÏPV

ou si M désigne le plus grand des A. B5 on a

, , M r MIV

i \ /M
X \ 4 ^ ^ R

et une expression analogue pour | J3;i [.
O s expressions montrent que les séries

1 I fl ! «ft

1

convergent si r <^ R7 indépendamment de Ç et */],
Ainsi se trouve démontrée l'existence des fonctions U et V. Les

fonctions LT/ et V' se déterminent à présent, sans aucune difficulté, à
Faide des équations

car les fonctions F, etF2 sont régulières. Si Ton veut avoir les solutions
fondamentales u et v qui sont nulles sur G on doit imposer à U' et V'
de prendre le long de cette courbe les valeurs (Ulogr)c et (Vlogr) r .
Les solutions fondamentales (ou élémentaires) ainsi déterminées
jouent le même rôle que la fonction de Green, c'est pour cela qu'on
peut les appeler ainsi lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté à craindre. On
^erra dans le Chapitre suivant leur rôle dans le problème qui nous
intéresse.

\. La démonstration antérieure, qui est la transposition exacte de
celle donnée par M. Holmgren dans le cas d'une seule équation, a
l'avantage d'être directe. Mais, à part les difficultés d'écriture qui la
rendent presque inapplicable dans le cas de plusieurs équations et k
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plus de deux variables, elle a le désavantage de supposer l'analyticité
des coefficients qui entrent dans les équations considérées.

C'est pour ce motif qu'on doit recourir pour le cas général à la
méthode de Eugenio E. Levi (* ) qu'il a employée pour le cas d'une
seule équation d'ordre *xn et du type elliptique, en cherchant ses
solutions fondamentales, et en ramenant ce problème à une équation
intégrale de Fredholm. Il montre qu'on peut aussi appliquer cette
méthode aux systèmes linéaires du type elliptique, notamment aux
systèmes de la forme

OÙ

et

Comme on le voit, ce système est beaucoup plus général que ceux
que nous a%ons considérés.

11 se propose de trouver pour ce système des solutions qui dépendent
d'un point paramètre P(£, YJ) et sont finies et continues partout
dans (C), sauf au point P, où leurs dérivées d'ordre k — i doivent avoir
une singularité du premier ordre. Il montre comment ce problème
peut se ramener à un système d^équations intégrales du type de ceux
qui ont été étudiés par Fredholm. En appliquant cette méthode de
E. E. Levi aux systèmes particuliers du second ordre que nous avons
envisagés dans le Chapitre précédent, on pourrait apporter plus de
précision, comme l'a fait M. Gevrey (2) au cas de l'équation unique à
deux et plusieurs variables d'ordre 2 ou in.

Comme ces considérations nous entraîneraient trop loin, je les laisse
de coté pour le moment et nous admettrons, dans la suite, le seul fait
qui nous intéresse pour notre but, qu'un système linéaire de la forme
indiquée a des solutions fondamentales.

( J ) Voir pages 3oj et suivantes du Mémoire cité.
(2) Voir par exemple les Notes des Comptes rendus AcacL Se, t. 171, p. 6io\

t. 173, p. 761 et i443 ; t, 177, p t 371.
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CHAPITRE IV.

1. Si Ton a une équation de la forme

T * au , du ,
(i) L ~ au + a ~. h b-r—h vu — /;

dx ây J

on sait le rôle que joue sou équation adjointe

, , . d(av) â(bp)
M == Ar — -^—- ^—- -t- rv = o

dx ôy

et comment, avec une solution fondamentale (ou de Green) de cette
équation, on peut exprimer la solution de (i) correspondant à une
suite de valeurs données sur (G), par l'expression

' ' ^ ^

et d'une manière analogue pour plus de deux variables.
On verra dans la suite que si Poil cherche à étendre pour les systèmes

d'équations aux dérivées partielles la notion de système adjoint, celle-ci
comporte un grand arbitraire dans le choix possible, arbitraire qui se
manifeste par l'introduction des paramètres dans le système adjoint.

Gette circonstance explique en quelque sorte pourquoi la notion de
système adjoint n'a pas été précisée encore.

On trouve dans ce qui suit la notion d'adjonction traitée de deux
manières différentes, qui présentent, à différents titres, de l'intérêt pour
la théorie. La première, quoiqu'elle ne se prête pas à un algorithme
simple dans le cas d'un nombre quelconque d'équations, peut présenter
certain intérêt dans des cas particuliers. La seconde apparaît comme la
généralisation naturelle de la méthode d'adjonction de Lagrange et
Darbonx.

•2. La propriété qui lie les équations (i) et (2) du paragraphe précé-
dent est que l'expression E = PL — ?*M peut être mise sous la



forme -y- •+ -p- C'est cette propriété qui va nous servir comme défi-
nition du système adjoint et la forme du système adjoint obtenu
dépend du choix des expressions telles que E. Considérons d'abord un
système de deux équations, que nous écrivons dans ce Chapitre sous
la forme suivante :

, 4 du du . âv . âv

T t du du j dv dp .

susceptible d'être appliquée à un nombre quelconque d'équations
de variables. Soit un autre système do la même forme :

a\ec des coeflicients indéterminés pour le moment. On les déterminera
en écrivant qu'une expression telle que E peut se mettre identiquement
sous la forme indiquée plus haut. Dans le choix de E? la seule condition
est que les quatre fonctions «, i\ U et V soient représentées et celle
condition est d'ailleurs suffisante. Par exemple l'expression

UL,—ttMi-t- VLa—?M2

peut se mettre sous la forme envisagée précédemment et engendrer le
système (M^ M2). Mais pour des raisons qu'on ^erra dans la suite nous
prenons l'expression

comme génératrice du système (jVl, M2V II faut mettre F̂  sous la forme
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avec

p T-du d\J ^,du dX dp d\J
dx dx dx dx dx - dx

~ T du à\J ^~du dV , T dp d\j
G = : U U -T h V ^ « ^ h U - r - — V ~r—

dy dy dy dy dy ôy

-h pnll\j 4 - (312 wY ~r- j32) f U -h (322^"V,

les a et [3 comme les A, B, C étant aussi à déterminer. En faisant les
calculs d'identification dans (3'), on trouve

el? pour les coefficients du système adjoint,

^~ b.n

B l s =

dbu

AS2 = — ( a1

6 ) B2 2 =

ce qui donne le système adjoint (iV^ M2) :

^ ' ' ' ' * v ' ) ± i - \~ b .> 2 ) L j —

C i 2 )U — r 1 5 V,

f)y

— ^, , ) L J — ^ [ { r / I S + fla2

àr

n )U J

et; comme on Ta déjà dit, entre les deux systèmes (Ti, L2) et (M,Ma)on
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a la relation

( A ) UL, - «M, \- VLX - «M, +• U L , - vU±= ~ -h ~-
ôx ôy

On peut remarquer que si de (G) on déduit inversement les coefficients
du système ( L, L2^ en fonctions de ceux du système (M, M2) on trouve»
qu'ils sont exactement de la même forme

ffji—— ( ö n i - *>:>i h ^12™ — (i>j-2-^ b22 )

ce qui montre la réciprocité qui existe entre les deux systèmes (L, L2),
(Mj. M 2 \ ce qui pourrait se voir d'ailleurs sur F expression même de E,
qui, à part le signe, se change en elle-même par permutation dé L et M
et des petites lettres et grandes lettres. Donc réciproquement (L,L a)
est le système adjoint de (M, Mo). Comme on a vu d'après la manière
qui nous a permis de trouver le système (M, M2) ce système n'est pas le
seul qu'on puisse adjoindre à (L,L2) . Sans chercher trop loin, si
dans la forme E,, génératrice du système (T); on fait la permutation
circulaire des lettres et indices, on obtient une autre expression E2?

génératrice d'un nom eau système adjoint (M^M!,). On a ainsi

{ J> ) 1 .̂, = l XJ.^ — ( 3 1 , -4- \ L, — il Al., -*— \ JLT — r iil .> === —T— - r -^— j
1 û.r ôy

V et G ayant des expressions pareilles à celles de F et (ï.
On peut écrire immédiatement le système (M^ M',) en changeant dans

le système (M, Ma") le rôlr de U et V, des coefficients a et b et de leurs
premiers indices. Le second système adjoint ainsi obtenu est le sui\ant ;

ôia.^l ) ô{an\ ) ô ô
dv dy- dî:^an (*xx ' ~~ 7)7 ' '""^ f i l 1

et de la même manière on obtient les expressions des coefficients a',A et
t3̂ A qui entrent dans F' et G'.



— 49 —

3. Avant d'aller plus loin remarquons qu'on peut présenter cette
question d'une manière à la fois plus condensée et beaucoup plus
générale, car elle est applicable à un continu euclidien ou riemannien
à un nombre quelconque de dimensions. Pour cela écrivons le sys-
tème (i) sous la forme suivante :

L , = Ai/,-H a^g rad t / j -h 6,. grad u2 -4-- c,, i/, -h e12w2,

L 2 ~ Aw2~f- a-j.gradWiH- 62 .gradw2-]- C ^ M , - ! - c22w2,

où Aç désigne à présent le paramètre différentiel du second ordre (ou

de Beltrami si Ton veut) div(grado) et a, grad9 représente le produit
scalaire

1 dxx "*"
 2 âcc2 " ' v ctev

du vecteur a de composantes aM a2, . . ., av par le vecteur gradç de
composantes - p ( ' ) .

Considérons alors le système

(2 1

M 1 ~ AP4— cliver, \ ^ L H- 62)J — divL^ôt J

f
M 2 ~ Ac2—- divL

-I- c21 — c12 —

div^ étant la divergence de la fonction <p, c'est-à-dire l'opérateur

,. d® â® à®

Le résultat du calcul du paragraphe précédent peut alors s'écrire

(3) ^zdivL^gradw,— ^grad^ -h psgrad^ — MJgrade*-h t̂  grad M,

(1 ) Fotr pour ces définitions pour un continu riemannien à deux dimensions
les Leçons de Géométrie vectorielle de M. G. Bouligand (Vuibert, 1924,
p, 275-284)*

THLSE CI0RANE9C0. 7
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II est valable pour une variété quelconque et indépendant du nombre
de dimensions. On peut écrire de la môme manière le système M u M,

l [( ) J ,, t , tHi\ I i , r/2 | tliv [ ( ' . ( r / , r/2 ) J

et l'on a une relation tout à fait analogue à (3) qui se déduit parla
permutation indiquée.

\. Considérons la relation (A) du n" 2, et supposons qu'on cherche
les solutions du système ( i ) qui sont régulières à l'intérieur d'un
contour fermé (c) et qui se réduisent le long de ce contour à des
fonctions ^données u{s) et r ( j ) . Pour cc4a on procède comme dans le
cas d'une seule équation, donc il faut intégrer ( \ ) dans D. On a

( j ) f f I T K , — / / M , ^ \ h { / / A I , -4- l L , * A I , \ d t d ) = f F r h - U d *

Supposons qiH» u et r soient solutions de L, = / , , L 2 = f2 et l ' , A
soient solutions fondamentales du système M, = o, M 2 = o , c'est-à-
dire de la forme

avec
/ J = « / £ ï- i n )' e l P i £ o ) = H( £, o ) ™ i

les fonctions P , Q, R, S étant régulières par rapport aux qualre argu-
ments dans D, et s'annulant sur C.

Alors, la relation (i ) peut s'écrire, en lenant compte des expressions
de F et G

f [^1 >

r/L , du
dit dn

1 t S'il CObdJ, — 3 t ] (

r// r/)

(h,
//«

- . , . ~t

V dn
— l T ~ ) dsdn J
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-T- désignant, comme d'habitude, la dérivée suivant la normale inté-
rieure à C et Wj, o>2 étant les angles de cette demi-normale avec les
axes. Introduisons un petit cercle y de centre (H, r\) et de rayon p, et
prenons comme contour dans le second membre de (2) C ' = C + y,
et Ton prend ensuite II = G,, V = G2. On constate que les intégrales
de la forme

dX ( -4- (3HCOSCÙ2 ) ds. . . et jG1 —

tendent vers zéro avec 0, et il reste seulement les intégrales de la forme

r dGt ,
I u -—« ds =z — i r. u { r. rM pour p — o.

On obtient de la sorte la relation

Si Ton fait les mêmes opérations sur l'expression (!3) en appelant
J^a?, y\ S, vj), J2(^, ƒ ; Ê, vj) les solutions fondamentales du système
M1, = M', = o7 on obtient comme plus haut

n

Ces deux relations (3) et (4) permettent de tirer w(£, Ï ] ) et p(£, YJ) et
de résoudre ainsi le problème de Dirichlet pour le système (L^Ls).
On en tire

r — J l . ƒ T [ ^1 ^ 2 \ ; ^
G i 1

S7rt/C [_ \ <r/n Ö?/I / dn j

£ï f



et une expression analogue pour *'(£, rj). On voit ainsi la raison pour
laquelle on doit adjoindre au système (L, L2) deux systèmes (M^Ma)
et (M'jMgV Ce môme calcul s'applique au système considéré au n° 3,

V
V7T -

en remplaçant, pour v > 2 . 27; par le nombre (v — 2) :-^-- On

peut obtenir ainsi K^M) et r(M) dans un domaine Q connaissant leurs
valeurs sur sa frontière Z.

5. Avant de considérer le cas général faisons quelques applications
de ce qu'on a déjà obtenu.

Soit d'abord l'équation classique à une seule fonction

(il 1̂  = àu H- ff.grad/v -i- bu ™ ƒ.

On peut la faire rentrer dans le cas envisagé en lui associant l'équation
L2 = AP = o, et considérer le système dégénéré (L , !^) . Donnons-nous
ii quelconque sur la frontière 2 de û , et ^ nul sur cette frontière.
Il s'ensuit que v est nul partout dans Q. Les deux systèmes adjoints
écrits au n° 3 sont dans ce cas :

\ I j s i At'i . = o : XÏ^-^Afv. <iivy (',</) - àiv\(\2a) - è( c, — v>2 ) = u

et

M', = A r , <- \l!t ~= Ar, div\v.2a) *~ bi\x = o.

Si l'on désigne par g CM. ; P) la fonction classique de Green, c'est-à-
dire la fonction harmonique nulle sur S, et ayant une singularité au

point M — P de l'ordre de ,. •_ -,, ou bien de log -̂ jp pour v = 2. Alors

on a? en désignant par G( M; P) la fonction de Green, solution de

VI = Ar (ii\\v.ft) - bv = (K

pour les quatre fonctions fondamentales
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et en tenant compte que G2 et Ĵ  sont régulières même au point M = P,
on retrouve la formule classique qui donne U solution de (i).

De même, comme autre exemple, si l'on considère l'équation du
quatrième ordre et du type elliptique

f 2 i A a u H - a A// + bu z=z r\

qu'on peut écrire sous forme de système, et si l'on ferme les deux sys-
tèmes adjoints (Al^Mo), (M^M!,), on trouve que les solutions fonda-
mentales de ces systèmes s'expriment à l'aide de la solution fondamen-
tale de l'équation

A 2 ^ -i- A( av ) 4* bv — o.

l'adjointe de (2). Enfin, on peut se demander s'il ne peut pas arriver
que les deux systèmes adjoints (M, M2) et (\f}, 3M2) attachés à (L, L2)
se réduisent à un seul. On voit facilement que cela ne peut arriver que
pour le système

\ Li ^ A«t -+- « .grade/, 4- 6.gradw2 -H cux -4- du2=z f{t

' L 2 ^ A t / 2 - &.grai1«, - \a — b) .gv&dii2 — du^-h ( c — d)u*>=f2,

système qu'on peut appeler mono-adjoint, car, pour lui, les deux sys-
tèmes adjoints se réduisent à un seul, à savoir :

^ IVl-t = Aft <liv \ p1 a ) — à\y\ vfi) -h < v^ -h dv2.

' \ I 2 = At 2 -4- div ( f'i £ ) — div l_ r 2 ( 0 — 6 ) |

Pour le système (3)5 on n'a par conséquent besoin que de deux
fonctions de Green, les solutions fondamentales du système (4), ce qui
est remarquable. L'un des avantages de la méthode d'adjonction
adoptée est de mettre en évidence celte classe d'équations. On cher-
chera plus loin à \oir s'il est possible que le système (3) coïncide avec

( 4) et Ton \erra que cela ne peut arriver que si a = o, b = o.

6. Si 1 on considère le cas* général d'un nombre quelconque d'équa-
tions, on voit qu'en restant dans le même ordre d'idées, l'adjonction



peut se faire de bien des façons. Soit le système suivant

f r = i . > ,

Pour adjoindre à ce système (L^) un autre système de la même forme
(Mi1ï), on doit former une expression génératrice analogue à E, et E2

du cas n = 2, composée de termes de la forme

donc, elle est de la forme

et la seule condition requise est que toutes leb fonctions un vk soient
représentées; donc, il faut et il suffit, pour avoir un système adjoint
M,n, que, dans (a), les indices P et k prennent au moins une fois toutes
les valeurs de i à n. on voit ainsi le degré de généralité que comporte
la question, sans parler du fait qu'on peut introduire dans (a) des
paramètres arbitraires Xl/v affectant chaque tenue de la somme. La
manière la plus simple d'j arriver serait la suivante : on forme une
expression E symétrique telle que

qu'on asymétrise en lui ajoutant un terme en plus, soit donc l'ex-
pression

En mettant cette expression sous la forme di\ <v, on a ainsi, comme
dans le cas n = 2, un premier système adjoint (Mz' ). Si l'on connaît
les solutions fondamentales de ce système, en suivant la même marche
que plus haut, on obtient une relation de la formo

2) Av[
= (termes connus en fonctions des données sui le contour et les solutions

fondamentales )
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En faisant les permutations circulaire:-* des indices dans E2, on
obtient n — r autres formes génératrices d'autant de systèmes adjoints
(M;1, M'2

l', . . , , \IJJ) (i = 2, 3, . . . , 4), et Ton a ainsi n — i relations
analogues à (2), qui permettent de tirer les «,(MV

II nous a fallu pour cela ri2 fonctions fondamentales, solutions de n
systèmes adjoints (M**1) au système (L,).

Pour des systèmes particuliers, comme le système mono-adjoint, ce
nombre peut se réduire à n(n—p-\~i), si p des systèmes adjoints
coïncident.

Comme on Ta dit plus haut, ce n'est pas la seule manière de
résoudre le problème, mais seulement une des plus simples, qui peut
présenter quelques avantages dans certains cas particuliers.

Xous allons donner, dans la suite, une méthode d'adjonction uni-
forme et tout à fait générale, et qui est en outre la plus simple possible.

7. Soit pour cela le s>stème (1) du numéro précédent, ou encore,
pour plus de généralité, le système

bfk w j = y, ( / — T . a,

qui se réduit au précédent dans le cas d'un corps euclidien à v dimen-
sions. Comme on l'a déjà dit au n° 3 dans le cas de deux équations, il
y a avantage à écrire les équations du type elliptique sous cette forme,
non seulement à cause des simplifications de calcul, mais en outre elles
acquièrent par cela même un degré de généralité beaucoup plus
grand, car elles sont applicables indifféremment à un espace euclidien
ou riemannien.

Prenons comme l'omis géuératrice l'expression suivante :
ÏL

( o ) K - ~ y >j( i ' , L , — //, M, .
I

leh kt étant drs paramètres arbitraires tous différents de zéro, pour
que E soit complète.

En faisant les mêmes calculs qu'au n° 2 (on peut faire le calcul pour
«simplifier si Ton veut dans le cas euclidien avec v = 2 et traduire le
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résultat vectoriellement, et il se trouve par cela même valable dans les
conditions les plus générales), on trouve que le système adjoint
à (i), obtenu de cette manière, est

n

(3) Mt~div(grad*>,)-h2 j2 j /— !£

et Ton voit qu'entre (i) et (3) on a la relation

= ^ ït div \i>i grad tu — ut grad vt)
i

n

i k

mais comme la dernière somme est nulle, et que par le même chan-
gement des indices on a

et comme on sait que

p div V"-h V".grad p = div

on en déduit que

(4)

2 ^ \^i gradwi— «i grad Vt) H-^] 2 ^ ^a* ̂ ' a'*^ I *
f = l £ = 1 # = l J

C'est cette relation qui va nous permettre de résoudre le problème
d3 Dirichlet, ainsi que d'autres problèmes aux limites pour le sys-
tèmo (i). Avant d'aborder cette question, il n'est peut-être pas inutile
de dire que cette manière d'adjonction, que nous appelons adjonction
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paramétrique, le système M, de (3̂ ) étant l'adjoint paramétrique de (i),
est susceptible d'être appliquée dans le cas des systèmes de nature
quelconque et non seulement elliptique, l'expression E étant celle qui
engendre le système M,-.

La règle de formation est toujours celle de plus haut. Elle s'ap-
plique même à des systèmes dont l'ordre est supérieur à deux, mais
qui sont linéaires. C'est toujours par ce même procédé que Ton arrive
à leur adjoindre un antre système de la même forme et qui contient
des paramètres.

8. iNous avons dit que la relation (4) permet de résoudre, pour le
système (i) du paragraphe précédent, les problèmes aux limites. Soit
en particulier le problème de Dirichlet pour ce s} stème. Supposons
que, dans l'espace euclidien Ev, on se donne un domaine fermé Q de
frontière S, et qu'on se propose de trouver les solutions de (i) régu-
lières dans û et qui se réduisent sur 2 à des fonctions données. Pour
cela on procède avec (4) comme dans le cas classique d'une seule
équation, on l'intègre dans (2, en entourant le point M de Q d'une
petite hypersphère, que Ton fait ensuite tendre vers zéro. En admet-
tant que l'on connaît les solutions fondamentales du système
\1 ( = o ( i — Î ; 2, . . . , n \ soit

car elles dépendent des paramètres X/o on peut alors trouver les solu-
tions du système L,- = </)-. En effet, on trouve ainsi

OU
v

V . 7 T -
2

2 — 2 7: et Â ' v ~ i v — 3 ) — p o u r v)

Cette relation ^1) nous permet devoir la solution du problème consi-
déré. Donnons pour cela aux X,-une suite de a valeurs X?(A=i, 2, ...,71)
dont aucune n'est nulle et telles que le déterminant | | X f | | ^ o . Alors

THbSE CIORÀNESCO.
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on obtient ainsi n relations analogues à (i), soit

et où Ton a désigné par

<Î / / =G I (M.P 'Â/ I . H A;,>

les solutions fondamentales du système adjoint correspondant aux
paramètres \{ (£ = i, 2, ... ? n). Ces zi équations algébriques et linéaires
en M,(!Vn permettent d'obtenir ces fonctions el d'avoir dans la suite la
solution du problème de Dirichlet pour le système L,= /', et le
domaine il.

Mais pour que ceci soit valable, il faut montrer que les fonctions
ainsi obtenues ne dépendent pas du choix des valeurs Af pour les «para-
mètres. Montrons cela dans le cas n = 2, la marche à suivre étant la
même dans le cas général.

Soit pour cela le système

\ L , — A^/, \ fi?, . g r a d f / , - r - /v , . g r a d f/2-i f , , u> ~\- r n u 2 = f\>

et prenant X, = i Xa = A OJI a le système adjoint paramétrique suivant :

M , ~~ A ( j d l \ f ( }a^ s' — / d i \ f',rtü
N -1 f j j ( , -4- ) c2l f 2 rr O.

et en désignant par

<x — G ' M . P / ) et H — K M ; P/)

les solutions fondamentales de ce système, on a
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Donnons à A deux valeurs particulières soit

et soit
G( M ; P/Àj ) = G,. n ( M ; Pfk, ) . - H,

et de m ê m e G 2 e t F T . O n t i re a lors de ( 4 ) w , ( M ) et H , ( M ) . O n a

p a r e x e m p l e :

(5
/ d G, d G.x \

" ! \~dn~ ~~ ~~d^ f

' / . di\{ _ t

Montrons que M2(M) ne dépend pas de At et A2. Pour cela on peut
observer que G, — G2 et X, Ĥ  — X2H2 sont solutions nulles sur S du
système (3) avec A = i? c'est-à-dire que ces fonctions sont solutions
d'un système qui ne contient plus de paramètre. En outre G,— G2 est
partout régulière même au point P = M car le coefficient du ïogr

ou ^ __ est nul dans ce point; A,H1 — AçjĤ  est nul sur ï et a une

singularité au point P = M ou il devient défini comme-—- — ouhien

log ^ pour v = 2 le coefficient de ce terme étant A, — Aa dans ce point.

Il en résulte que les fonctions -i1—^ et ~-L-T
ï—^—- sont solutions du

A, — y.2 '- i— '2

système (3) dans lequel X = i, nulles sur 1 et se comportent au
point P = M de la manière indiquée, seulement le coefficient du
terme ^— ^ ( ou log -==• j est en ce point égal à o pour la première

et égal à i pour la dernière. Il en résulte par conséquent que ces
fonctions sont indépendantes de )v, et A2 car ni le système qu'elles
vérifient ni les données ne dépendent plus de ces nombres. On peut
donc écrire :

A. — A « /1 ~ At,
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ce qui rend évident le fait que u2(yi) est indépendant du choix des
valeurs X,, A2. De ces expressions (6) on déduit immédiatement que G
et H ont la forme suivante par rapport à A :

Si Ton tient compte de ces expressions on voit tout de suite que w,(M
est aussi indépendant de X,. X3.

Dans le cas où n est quelconque la démonstration peul se faire de la
même manière. On met ainsi en évidence certaines combinaisons des
solutions du système adjoint paramétrique qui sont invariantes par
rapport aux paramètres.

En ce qui concerne les autres problèmes aux limites pour le système
L, = ƒ,, c'est toujours la relation (4) du n° 7 qui permet de les résoudre.
Mais comme nous n'avons pas encore envisagé les conditions de leur
existence, nous les laissons de côté pour le moment. Onpeut seulement
remarquer qu'on ne peut pas se donner sur la frontière une relation de
ta forme

car cela équivaudrait à 2 n — 1 relations auxquels doivent satisfaire V, et

-j - f sur 2, ce qui n'est pas toujours possible.

Au contraire si Ton se donne sur 2 les n relations suivantes auquelles

doivent satisfaire les u, et -=-'> à savoir ;
' du

. dut
h {a 1 --»- ki —y— — /( i t = 1. . . n 1,

an

on trouve que les solutions fondamentales doivent satisfaire sur 2 à
des relations de la forme

di\
- — ™ a72 i\ -t- ai2 r2 1- . . . r xlnvn.an

Enfin on peut faire la remarque suivante: dans la première méthode
que nous avons employée pour résoudre le problème de Dirichlet, nous
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avons fait adjoindre au système donné n autres systèmes et avec les
solutions fondamentales de ces systèmes, c'est-à-dire ri2 fonctions ana-
logues à la fonction de Green, on a trouvé la solution de ce problème.
Dans la seconde méthode nous a\on& fait correspondre au système L,
un seul système adjoint, mais qui contient n — i paramètres effectifs
et avec les solutions fondamentales de ce système on a trouvé les fonc-
tions ut. II paraîtrait au premier abord qu'il y a une différence fonda-
mentale entre ces deux manières de résoudre le même problème. Il
n'en est pas ainsi, car on a vu que la résolution du système adjoint
paramétrique revient à la résolution de n systèmes particuliers corres-
pondant aux valeurs numériques À* des paramètres. Néanmoins la
seconde manière d'envisager l'adjonction, en dehors de son degré de
généralité et de simplicité, peut avoir des avantages pratiques sur
la première.

9. On connaît la relation d'échange des arguments entre la fonction
de Green G(M;P) solution de l'adjointe de l'équation

\\\ A a -+- a. g rad a -b b a — c

et H (M; P Ha fonction de Green de (i)

G(M:P) H(P;M)

On peut étendre cette relation aux systèmes que nous avons considérés.
Soient d'abord le système (L, La) du paragraphe 3 de ce Chapitre et
ses deux systèmes adjoints t^\l, M2) et (M', M'2). Kn appelant

I I t f M , P ) , I U M ; I M , G , f x \ l ; P ) G , ( \ 1 , P ) ; J , ( M ; P . J 5 i M ; P i

les solutions fondamentales de ce s}stènu\ on trouve de la même
manière que dans le cas de l'équation (i) les relations suivantes :

Daas le cas du système mono-adjoint que nous avons défini au para-
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graphe 5, ces deux relations se réduisent à

H, ( M : P ) =z G, ( F ; Al ) : H2 « M ; F i - G , ( P ; M ) {
l t.

Dans le cas du système adjoint paramétrique la relation d'échange
des arguments, qu'on obtient connue dans le cas classique, est

De cette relation, en donnant aux A,- les valeurs particulières A'', on
peut déduire n analogues qui permettent de tirer les H,-(P:M) en con-
naissant les G,/,. On peut remarquer que dans l'expression de H,-entrent
justement les combinaissons de G(/i <jui sont indépendantes du choix
des valeurs de ) / .

CHAPITRE V.

1. Le rôle que joue l'équation

( l ) A / / J À A ( , ï . l ' U / r _ o

est très connu dans l'étude des membranes vibrantes et cette étude a
conduit à la notion des valeurs caractéristiques avant la théorie de
Fredholm des équations intégrales.

En effet, c'est Schwarz qui, le premier, a montré l'existence d'une
valeur \() de X pour laquelle l'équalion (i) admet une solution nulle sur
un contour (G) et qui n'est pas identiquement nulle. M. Picard a
démontré peu après que cette valeur Ào correspondait à un pôle et a
établi l'existence de la seconde valeur caractéristique. C'est Poincaré (2)
qui, le premier, a montré que la solution de l'équation (i) qui prend des

l) Dans une Note parue dans les Comptes rendus de I Académie des Sciences
(de Faris). t. 188, p. 878, j'ai considéré pour ce système les variations des fonctions
Gj, G2 pour une déformation du contour, en généralisant une relation fonction-
nelle bien connue, due à M. lladamard.

| - ) Mémoire cité. p. -.
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râleurs données sur un contour est une fonction méromorphe de A (1).
Ces conclusions sont immédiates si l'on ramène (i) à l'équation
intégrale :

t 2 ) u( a\ i I ƒ I Q{ J\ > ; ^. r\ ) A i £. r, ) a \ £. -r\ )d%r/r, = o.

Ceci rappelé je vais montrer une manière de généraliser ce problème
posé par la physique mathématique.

Nous avons déjà considéré(Chap. Il) dés équations de la forme

( 3 ) A '" rt -H p , A t m - ' w {̂  . . . -4= p m tt =f(M)

et l'on a montré en ramenant (3) à un syslème de m é([uations du type
étudié qu'il existe, pour un domaine il suffisamment petit, une
solution et une seule, telle que u7 A//, ..., A(//ï""« se réduisent à des
valeurs données sur la frontière de £2 et que l'équation homogène
n'admet nom* les données nulles sur le contour d'autre solution
que // = o.

2. Considérons, pour simplier, IVquation

i f ) A "' // - u A \ ( \ l | . w = o ,

d'ordre 'ira et à n variables et proposons-nous de voir s'il n'existe pas
des valeurs de X pour lesquelles cette équation ait des solutions
différentes de zéro, lorsqu'on se donne u7 A//, ..., AtV" 1 U nuls sur la
frontière de O.

Pour cela formons l'équation intégrale correspondant à ce
problème, après avoir écrit (i) sous forme de système.

Soit pour simplifier m = 3. Alors Féquation

Ay w + U(M)« = o

peut s'écrire sons la forme suivante :

t1) Pour plus de détails, voir par exemple S. SANIELUVICI, Annales de
l-École Normale, 1909, p. 60 et suiv.).
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Désignons par

Y (M. P ) ~ - ~ J_ GfM, Pi . pour/I =
27T

et

f « -
G(M, Fi pour/i>a,

M, P) étant la fonction classique de Green, relative au domaine
et au point P. On déduit alors de (2)

w ( M ) = / T( M, F) Vf

. P)

Si Ton élimine de (3) f (M) et H ^ M ) , ou obtient que M(M), qui
satisfait aux conditions initiales imposées, est solution de l'équation
intégrale

f(:i (M, P jetant le troisième itéré de F(M,P) . Pour l'équation (1;
on arrive de là même manière pour la solution satisfaisant aux condi-
tions imposées à la frontière de O à l'équation

f F'" ( M,
Q

//'M'J. / f F'" ( M, P)

r t m \ i \ l , P) étant le wlôrae itéré de 1\M, P) .
Maintenant, de (5), il est facile de déduire l'existence d'une infinité

de valeurs caractéristiques pour X. En effet, le noyau de cette équa-
tion est un noyau polaire, car dans

K(M, P) = A(P>F'n (M, P),

r i f f l\M, P) est symétrique, T(M, P ) Tétant. r{fl l\M, P ) a encore des
singularités {ce qui n'arrive pas pour m suffisamment grand), on peut
itérer un nombre suffisant de fois pour arriver à une équation équiva-
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lente à (5), mais avec un noyau sans singularités en M = P. De plus
r<mï(M, P) est positif dans Ü, car T(M? P) Test .comme étant fonction
harmonique nulle sur il et infinie au point M = P. On peut par consé-
quent en déduire que l'équation (5) admet une infinité de \aleurs carac-
téristiques, toules réelles, et que les pôles delà résolvante sont simples

Lorsque A(P) est positif dans ù, alors K(M, P) est un noyau do
Schmidt et toutes les valeurs caractéristiques sont positives. Donc
l'équation (i) admet pour une suite infinie de valeurs de A des solu-
tions non identiquement nulles dans Q*y nulles ainsi que leurs lapla-
crens de m — i premiers ordres à la surface de fî. On peut traiter de
la même manière d'autres problèmes au\ limites pour cette même
équation (i) et même pour des équations plus générales. Par exemple
on aurait pu considérer l'équation

( 6 ) tX>m il - A - A V ( M ) l t — : ( > ,

û?u étant un symbole différentiel du second ordre et du lype elliptique,
et

-i w),

en considérant les coefficients comme constants dans ce passage
de dS)i"'~n à cDun]. On peut réduire de la même manière cette équation
aune équation intégrale, F(M, P) désignant cette fois-ci la fonction
de Green, solution de l'équation (Dv = o.

Nous n'insistons pas plus longtemps sur ces questions qui se ratta-
chent si aisément à la théorie des équations intégrales. Notre but est
seulement d'indiquer les cas qui échappent aux formules de résolu-
tion et à la méthode générale exposées dans le Chapitre précédent.

3. Avanl de terminer montrons comment on peut traiter le problème
de tout à l'heure si Ton ne veut pas faire appel à la théorie des équa-
tions intégrales comme on Ta fait pour l'équation

lu 4- l\u z=o.

On peut établir de proche en proche les propositions précédentes.
Soient, pour simplifier, le cas de deux variables et l'équation

( i ) À'2 u —

UIK&E CIOKAMSLO
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Montrons que les valeurs caractéristiques de A sont réelles. Kcrivons(i)
sous la forme d'un svslème

( • 2 ) Au = s\ Ar ^/.\u,

et soient A = a + i$ une valeur caractéristique et / / = u{-\- iu.À.
v = (,', - j - iw2 les solutions correspondantes.

Alors de {i ) on déduit :

et de ce système on tire facilemenl

( 4 » i r , A " 5 " j A r , i - ( t ^ A ^ / , - / / , A r , ) - V S t ^ - f — / / H » .

l 5 } t //, A t ' j — c , A ' / , i —- \ u2 A r 2 — r ' A/^.2 ' - ^ 5 Î I » ^ — «r i t - t r ^ '~ r î j u

Si Ton intègre dans D ees deux relalions et si Ton applique la formule
de (ireen au premier membre, on trouve

/ r/i * t <iu % (iu± ûs.) Q r r „ .,

t / f " du ' dn r 2 </// ' dn J Ju
 l 1 ~

p r ^/«, th\ /̂«-j <-/*', * , .

e t c o m m e « , , / / o , r , , r a s o n t n u l s s u r (], i l e n î v s n l t e

5 f Ck[u\- u\ \f!.rflyz=r<>

et
/ \t «7 -+- «^ )d.vd)' — / ƒ ( r1- i- (^ )djr(ty,

et comme
/ ƒ A ( f / * - b u l ) ( f . M - ( ( y y ^ i ) %

on en déduit (3 — o, el si Aa un signe constant dans Ö, a a le même
signe. De même pour le cas ni = 'i :

(6 ) A -; u -*- I. \ {,v, y ) u _— o.
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On écrit, comme plus haut, (6) sous forme de système et soit A = a
si [3 a une valeur caractéristique. Si Ton forme les combinaisons

r i

f / / ^ u ' j — tv, A//j ) + ^ A n v , - fïVj A//2 H - ( r , Afv, - r r2Ar> )irr — \ a ( a\ -+- //'^ ),

el si Ton intègre dans D en tenant compte que us, w3, r , , <\>
et fv3 sont nuls sur C3 on déduit alors

ƒ ƒ r J ~ r ff% ! <(•*' (I) ~ <>.

et

./•/[(£)'-(s;oij-(S)'-(^)>rf-
ce qui entraîne JÏ = ÜJ sauf si c=consl. , et comme il est nul sur Cl,
ç==o, et par conséquent « = o, ^ = 0; mais cela est contre Thypo
thèse, car A est une valeur caractéristique. Le raisonnement peut se
poursuivre ainsi pour m quelconque.

4. On peut démontrer que les pôles sont simples en transposant
toujours le procédé employé dans le cas de l'équation des membranes
vibrantes. Soit par exemple l'équation

| J ) ±- il — > .A( M ) / K r o ;

donc le système

et soit Xo une valeur caractéristique, pour laquelle on suppose qu'on a
pour u et i' des pôles d'ordre n. Par conséquent,

rt_7,, «_,(..,, . . . , b-m b__n. i, . . . étant nuls sur la frontière du domaine

comme a et r.
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Mais u et r sont solutions du système intégral suivant :

l

Si Ton substitue dans ces équalions les développements de u et r sui-
vant les puissances de (A — Xt)) du u° 2, on trouve par identifica-
tion des mêmes puissances de (X — Aô  des équations équivalentes aux
suivantes :

\ Aa„„ -= //_ „ ; A<z_H_| '— /; /t ^,,
f ï> )

/ A/̂  „ = ) t ) l Y « «; AA n J . J = \ f f - n + l | A f l . « H -

De ces systèmes on déduit :

( n } l
( [h n^\n „ - tf_„ A &_„_*., 1 — (ô_wAflr_Wil — r< fl ., Aft_« ) = — Art*,,

Si Ton intègre dans Û et si Ton tient compte que 1rs fonctions «, 6
sont nulles sur la frontière de Q, on trouve que

ce qui entraine 6 „ „ ^ o dans 12. Mais s'il en est ainsi, de l'équa-
tion Aa_„ = 6_„ de ( 5 \ on en déduit qu'il en est de même de a_,t;
donc les pôles sont simples. 11 n'y a que des difficultés d'écriture pour
établir de la même manière ce fait pour l'équation générale

De plus, on peut poursuivre la même marche que Schwarz et
M. Picard pour déterminer effectivement les pôles A, ? X2, . . . .

On pourrait même, à la place de l'équation (7) considérer des équa-
tions encore plus générales, de la forme que nous avons considérée au
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Chapitre IJ (§ 4 ) en introduisant d'une manière convenable un para-
mètre A dans l'équation et montrer l'existence des valeurs cai^actéris-
tiques pour les données nulles sur le contour. Mais comme ces consi-
dérations nous entraîneraient trop loin, je me contente ici de signaler
ce problème.

Va et approuvé :

Paris, le vi mars ig^g.

LE DOYEN DE LA FACULTÉ «ES SCIENCES,

C. AI A UR AIN.
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