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LE PROBLEME DE DIRICHLET

SYSTEMES D’EQUATIONS

\UN\

DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE

INTRODUCTTION.

Ou sait en quot consiste le probléme ou le principe de Dirichlet :
étant donnée le long d’un contour fermé une succession continue (pour
simplifier) de valeurs, il existe alors une fonction harmonique et une
seule, continue a I'intérieur du contour ainsi que ses dérivées des denx
premiers ordres et qui prend les valeurs données le long du contour. Il
est inutile de rappeler le réle que jouent en Analyse et en Physique
mathématique les fonctions harmoniques et plus généralement les
équations du type elliptique ('), c’est-a-dire de la forme suivante
(dans le cas de deux variables) :

Ju du

At v = e bh— = fLro
r A J

\ NPu Nu .
oll Au= i & le laplacien de «.

(') Voir pour les propriétés générales : E. Prearn, Analyse. t. 11, p. 1-50:
E. Goursat, Analyse. t. 111 (3¢ édition), p. 168-286. Pour informations biblio-
graphiques completes, voir G. Bovrieaxn. Hémorial des Sciences mathématiques.
fasc. XI. ainsi que L. LicaTeNsTeIN. Encyklopddie der Mathem. Wissenschaften.
3.3 et 113,19 8 Hette'. 1924.
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On sail que pour npe équation de cette forme, i 'on se donne les
valeurs de la fonction «# sur un contour, on peut déduire cette fonction
sous la forme d’une expression intégrale dont le noyau est ce qu'on
appelle la fonction de Green. Donc de 'équation A'u = £, ou A’ est le
symbole d™ine expression différentielle linéaire telle ¢ue le premier
membre de (1). on peut tirer inversemeut u =S f, S étant le symbole
d’une forme intégrale, ce qui permet d'envisager 'équation considérée,
comme dit H. Poincaré, an méme titre qu'une équation intégrale,
comne un systéme infini d’équations linéaires liant une infinité con-
tinue des variables, ou comme une sorte de irausformation linéaire
d’ordre infini qui permet de passer de /' 4 u. Dans cet ordre d'idées, A
et S peuvent étre regardés comme les symboles de denx transforma-
tions linéaires d'ordre infini, inverscs 'un de Pantre.

Et cela est vrai non senlement pour I'équation (1), mais pour ['équa-
tion plus générale

- N
B A u a.gradu . bhu ‘.

ou Ay u = dav (gr:;z] u! aui est la correspondante de (1) pour un continu
riemannien quelconque et se réduit a (1) dans le cas de V'espace euch-
dien a deux dimensions (ou 'équation correspondante dans le cas de
n dimensions). En cffet ¢’est un fait remarquable que, dans une multi-
plicité riemannienne d’élément linéaive quelconque, ds*=2g, dx,dz,.
les invariants difféventicls : gradient d'un champ scalaire, divergence
et laplacien (parameétre différenticl du sccond ordre) d'un champ
vectoriel, dounent lien a des théorémes de calcul intégral s’exprimant
exactement comme les formules de Green-Ostrogradshi et Stokes dans
Pespacc euclidien, ce qui montre leur caractére amétrique.

On voit, de ce fait méme, l'avantage de la notation vectorielle, qui
permet d’opérer sur des formes différentielles beancoup plus étendues
que celles commencant par

14
~ 0% u

1

e g = e e e e

(*) Clest M. Bouligand qui m’a conseille U'introduction de la notation vecto-
rielle, comme étant plus opportune. dans une lettre que les lignes ci-dessus
reprodunisent it peu prés exactement.
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Néanmoins, comme dans la plupart des cas, les résultats trouvés vrais
pour un espace euclidien se trouvent, d’aprés ce qui vient d’étre dit,
vrai pour une variété riemannienne quelconque, sil’on s’est donné la
peine de transcrire ce résultat vectoriellement, nous considérons géné-
ralement des espaces caclidiens. Bien entendu, il s’agit ici des opéra-
tions formelles qu’on effectue sur les expressions considérées.

Apreés ces considérations préliminaires, revenons a l'objet de la
présente étude. -

Je me suis proposé de voir, étant donné un systéme d’équations
différenticlles du second ordre et du type elliptique, soient :

du Ju du.,
2) Li=Aw, - ay—=—  a,—"' I, —
dr N i
du . )
| /),21—2—&— oLy, s =l S Voxo f1=—=1,. . .n)
2

(pour deux variablesici, pour simplificr)s’il n’est pas possible, comme
dans le cas de I'équation (1) ct (1'), en se donnant u; sur un contour
(par exemple u,== 0), d’obtenir dans tout le domaine

udxey) Skl 0 Fyon

S; étant comme plus haut des expressions intégrales, dont la forme et
les noyaux restent & déterminer.

On résout de pareils systémes et des systémes un peu ditférents
qu’on rencontre en physique mathématique (les équations de I'hydro-
dynamique, de I’équilibre élastique, etc.) de la maniére suivante : on
adjoint au systéme (2) d’'unc maniére plus ou moins arbitraire un
autre systéme M, (¢,) cn cherchant a généraliser la formule de Green,
¢t Pon prend un systéme de solutions de M, tel que par exemple ¢, ait
une singularité d’une nature bien déterminée dans un point du
domaine, les » — 1 autres solutions ¢, élant partoul réguliéres, méme
en ce point. Et I'on fait 7 fois cette opération, tour a tour pour chaque
fonction, en obtenant ainsi les expressions des fonctions u, (&, y).

A notre point de vue, cette maniére de procéder, & I'aide des solu-
tions mixtes (c'est-a-dire composées de telle maniére qu'une seule
fonction soit fondamentale, les n — 1 autres étant ordinaires), n’est
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pas la véritable extension et géuéralisation de la wéthode qu'on
enploie dans le cas de Péquation (1) ou (1'). Nous nous sorames
attaché au probléme suivant : exprimer les solutions du systéme (2) &
Paide des solutions fondamentales du systéme adjoint, nalles sur le
contour, ¢'est-d-dire avec des fonctions de Green généralisées pour lv
systéme considéré. Pour cela, on adu examiner de plus pres laméthode
d’adjonction pour les systémes différentiels du second ordre, et 'on
verra dans la suite le degré de généralilé qu’elle comporie.
Le présent travail se divise en cing Chapitres :

Dans les deux preniiers, on donne des théorémes d’existence pour
différents Lypes de systémes d'équations eclliptiques & 'aide de la
méthode des approximations successives de M. Picard.

Dans le troisiciue Chapitre, ou établit Uexistence des solutions fon-
damentales (ou élémentaire~) dans nn cas assez particulier et avec des
conditions restriclives (analvticité) en reprenant une méthode (ui a
servi dans le méme but pour I'équation (1).

Dans le quatrieme Chapitre, je résous etfectivement le probléme de
Dirichlet pour le systéme linéaire général du second ordre el du type
elliptique, de deux maniéves différentes, sclon la méthode d’adjonction
adoptée.

Enfin, dans le dernier Chapitre, je considére une équation particu-
lierve qui généralise Uéquation des membranes vibrantes el qui échappe
a la théorvie générale développée dans le Chapitre préecdent, comme
L'équation des membranes vibrantes ¢éehappe & la méthode de résolu-
tion générale de équation ().

Pour terminer je feral la remarque swivante @ les difficultés gui se
présentent daus I'étude de Iéquation (1) peuvent étre groupdes en
deux catégories : 1° celles provenant de la nature des coefficients de
Uéquation et 2" celles en laison avee la nature du domaine pour lequel
on traite le probléme de Dirvichlet, ot particuliérement de la frontiere
du domaine el de données sur cette fronticre. Lallure de la fouction
et de ses dérivées partielles des deux premiers ordres, lorsqu’on
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s'approche de la frontiére du domaine, lient des deux a la fois, on
mieux est a elle scule une difficulté essentielle pour le probléme
de Dirichlet. Naturellement ces difficultés se retrouvent entiérement
dans le cas du systéme (2) gue nous considérons. Mais le but du présent
travail n’est pas de résoudre ces difficultés, tout au plus de les signaler
lorsqu’elles se présentent. Clest pour cela qu’on a considéré, dans celle
premiére ¢tude du problénie, les « cas normaux », si I'on convient
appeler ainsi le cas dans lesquels ni la nature des coefficients ni fa
frontiére du domaine n’ont fait I'objet de considérations spéciales dans
le cas de Uéquation (1). Je considére toules ces queslions comme
autant de problémes distincts, qui n'entrent pas dans l'objet de ce
travail.

Je suis heureun de pouvoir exprimer ici mwes sentimenls de recon-
naissance a M. Henri Villat, qui a bien voulu s'intéresser a ce travail.
J'adresse aussi mes vifs remerciements a M. Georges Bouligand.
professeur i I'Université de Poitiers, (qui a snivi mes recherches et dount
les remarques m'ont été trés utiles pour la rédaction, comme j'ai déja
en PPoccasion de le dive { ).

')y Le principal résultat de ce wavail a paru dans une Note des Comptes
rendus de " deadémie des Seiences. t. 188, n® 1, janvier 1929. p. 31.



CHAPITRE PREMIER.

1. Dans ce qui va suivre, nous aurons a nous occuper de domaines
plans ou &4 un nombre quelconque de dimensions. Pour cela nous
allons préciser les définitions et notations, d’ailleurs courantes, qu'on
emploiera dans la suite.

On appelle domaine un ensemble de points dont tous les points
sont des pointsintérieurs, lasignification de ce mot étant bien connue,
et qui en outre jouit de la propriélé que deux quelconques de ses points
peuvent étre liés par une ligne polygonale d’un nombre fini de cotés et
dont tous les points appartiennent & ’ensemble. Soient E 'ensemble
des points qui constitue le domaine D, et E’ son ensemble dérivé.
I’ensemble (E'— E) est la frontiére I" de D. Comime on voit, on
emploie le mot « domaine » pour ce qu'on désigne généralement par
domainc ouvert.

Quand on veut préciser et dire qu’une propriété a lieu dans le
domaine fermé, on dit simplement qu’elle a lien dans D+ F.
SiD, + F, est a l'intérieur de D, alors il s’ensuit que F, est formé par
des points de D; si I'on dit que D, est intérieur de D. il est possible
que sa fronti¢re I, ait des points communs avec . Les domaines que
I’on considére sont supposés connexes, a connexion simple on multiple,
mais 'ordre de connexion étant fini. Sile domaine est multiconnexe,
il sera formé, par exemple sil s’agit d’'un domaine plan, par I'intérieur
d'une courbe fermée C, et l'extérieur commun des courbes C,,
C., ..., C,, toutes intérieures & C et sans point commun. Dans le
méme cas de deux variables le domaine sera supposé tracé dans le
plan ordinaire, quoique dans certains cas il n’y aurait pas des diffi-
cultés spéciales si 'on considérait des contours tracés dans le plan muni
de plusieurs feuillets correspondant a une certaine surface de Riemann.

‘On dira qu’une fonction, solution d'une équation d’ordre p, est régu-
liére dans un domaine D si elle est continue, ainsi que ses dérivées
jusqu’a Pordre p dans D. Nous n’insistons pas sur ces éléments néces-
saires dans ce qui va suivre.
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2. Rappelons quelques résultats classiques de la théorie de 1’équa-
tion

Jtu J-u
tr At - =— ) 2o
o.r? Nz

ou l'on suppose que f(a, y) est finie continue et bien déterminée,
ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre dans D + F et 'on
cherche la solution de (1) vréguliére dans D et nulle sur la frontiére F.
Cette solution est

tog° . . .
i wir, ) 1= — ’ /(1{.1 VoZonv [z dEd.

G, y: &, 1) élant la fonction de Green pour le domaine . De (2)
on peut obtenir une limitation de (., y) dans D. Supposons que I'on

ait dans ce domaine | f(z, v)! < K (K étant une constante). \lors on
déduait sans difficulté que

|
(3 wie,y ~ KOV, | rl Q_Hl K.\ ',
{rl’] “h

M et N étant deux constauntes qui ne dépendent que de D et tendent
vers zéro avec ce domaine (c’est=a-dire lorsque 1) est a I'intérieur des
cercles de rayons qui tendent vers zéro).

En effet, puisque la fonction de Green garde un signe constant
dans D on a
ey o [i / lG(l v &, n)dE d.

s

. « N

Mais la fonction
1 RN B
' ::2—1_(// Gieov, &0 n)didy

est précisément la solution de 'équation Av - 1 = o quui s'annule sur
le contour de D.

1) k. Prcard emploie ces limitations dans son Mémoire sur I'approximation
successive dans le Journal de Mathématiques pures et appliquees de 18go. Voir
aussi I1. PoiNcark. Sur les equations de la Physique mathématique ( Rendi-
vonti del Circ. di Palermo, 1894, p 641
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Or nne solution particuliére de cette équation est
2ro-ad
VT ——— const.
|

On a dounc que v =¢,- \V, V étant une fonction harmonique qui
prend sur le contour de D les valeurs de —v,. Mais comme une fonc-
tion harmonique atteint son maximum sur le contour, on en conclut
que si | ¢, |< konaura ¢ < 2k. Sile domaine D peut étre renfermé
dans un cercle de rayon R centré a 'origine et si 'on prend

)

1= = 1" “
| N
R® R ., . . .
on a alors £< o et M< e D’une maniére générale si 2d est la plus
grande distance entre deux points de D, alors on peut prendre
d* .
\l —_ ",: (\l).

On peut trouver une limitation analogue pour N i 1'aide de d, mais
ce (qui nous intéresse c’est que M et \ sont aussi petits que I'on veut
s1 D est suftisamment petit. dans le sens (ue son contour s’éloigne tres
pen d’un point.

[Les inégalilés (3 ) sont fondamentales pour Pétahlissement de 'exis-
tence des solutions pour nos systémes.

3. Soient wu(x, y), (&, y), ..., w(«&, v) m fonctions de deux
variables (ui satisfont a lintérienr d’un contour C, qui n'a pas de
points a I'infini, an systéme snivant d’équation

A=, vy u-+=b (e vie- oo h ey v = Aoy L
(0 Av =, (o v = by (s y)e -t oo = hy iz v+ Ay (e 0
' Av=rp (. 3Vt == by ro v e = o0 gt = A (e

On suppose que les coefficients « (. y), b(x, v), .... h(=, y),

k,(x, y) sont des fonctions bornées, continues ainsi que leurs dérivées
partielles de premier ordre dans D 4 C. Proposons-nous de trouver
dans quel cas un systéme tel que (1) admettra des solutions réguliéres
dans D. Pour voir quelles doivent étre les données pour que le probléme
soit délerminé, remarquons gue (1) est la généralisation immédiate de

'\ Voir le Méwoire de Poincaré déja cité.
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I’équation
Are=ncr. yyuw—bir vy

et 'on sait que pour cette équation si l'on se donnew sur le contour,
alors u est déterminé dans () et celte solution est unique si (. est dans
la région a > o.

Donc, supposons qu'on se donne w(x, v), ¢(x, v), ..., (2. V)
sur le contour C et cherchons si 'on peut trouver des fonctions qui
satisfont a (1) sont régulieres dans D, et se réduisent aux valeurs
données sur son contour.

Comme on voil, le probléme ainsi posé est extension du probléwme
de Dirichlet, qui est résolu dans le cas d’une seule équation du type
elliptique. Nous commencons par le systéme (1) qui est le plus simple
dans ce genre.

Pour apporter plus de précisions dans des cas plus généraux, il est
utile et commode. comme on le fait tant de fois en pareil cas, d'intro-
dwire un paramétre et de considérer le systéme

X =Tta, 0 v byie o0 hpwr Ay

A =Hta, 00 bhyv — o= ey — A
(2) ‘

Av=Titptt = b - o Ny 4 fo.

et chercher aprés dans quels cas les solutions trouvées existent aussi

pour A=r1.
Soient
"=="=q,(s) V=@, (8),
les valeurs données de «, ¢, ... wsurle contour, s étant 'arc de €

on le suppose comme étant des fonctions continues de s, quoiqu’on
pourrait aussi considérer le cas d'un nombre fini de sauts, cela
d’autant plus qu'on peut supposer ces valeurs données sur le contour
comme étant prises par des fonctions harmoniques.

En effet on peut se borner au cas de données nulles sur le contour,
car solent «, (@, y), ,(.r, ¥). .... w,r, y) des fonctions harmo-
niques dans D et s¢ rédwisant surson contoura o, (s), @.(s). ..., z.(5.

SiT’on pose

o=y~ L, —, = Y w—=u, -~ W

"

THESE GLORANESLO.



alors le systéme (1) se transforine en un systéme de méme formeen U,
V, ..., W dans lesquels sculement les derniers termessont changés
et dans cc nouveau systéme les solutions cherchées sont nulles sur la
frontiére du domaine.Donc on pent supposer (ue nous cherchons pour
le systéme (2) les solutions nulles sur C.

Tout d’abord supposons que les £;(.z, y) ue soient pas tous nulsiden-
fiquement, ¢’est-a-dire qu’on n’a pas affaire & un systéme homogéne.

Pour démontrer l'existence des solutions pour le systéme (2)
cherchons ces solutions développées suivant les puissances de 7. en
appliquant ainsi les approximations successives. Soit done

\ 7D R O N Y By A7 R OV A SR VO 7S T R A /2 RO DU LR
(AR IV WS =~ Y SR LR A AN YN U T A Y IY JUE U Y L VN B O S S
. . . B 2
’ I O R B O B O B L N e AL P N L I - M V-

Sil'on porte dans le systéme (2) les expressions dew, v, .. .. w et
'on identifie les coefficients des mémes puissances de %, on obtient
ainsi pour déterminer w;(x. v v, v, L @ (r, v) les éguations
g = kv vy Avy Al
A, = w0, + 0,0, e Dy Avy =, 0, + by vy = by
Auy,=a,u, + by, R IR Ac,=a, 1, ~bye, .= hyw,,
A, =ty + b0y oy, Av,m=a, tpoy+ by 0 (o Ry,
Ay == byl ¥ )+ Aw, =ty 00, .,

Comme ¢, ). ety ¥ ..o w(a. ) sont nals sur Gl en est de
meéme pour )

TR I S R A O S N S P I o 2 Y SR S

Alors on trouve facilement les solutions de (), car ces équations
sont de la forme (1) (§ 2) et 'on pent par conséquent appliquer la
formule (2) de ce paragraphe. Comme les (2, v) ne sont pas tous
nuls, alors u,, ¢, ..., w,ne sont pas tous nuls et 'on peut déterminer
successivement u,, ¢,, ..., i} Uy, ¥y, ... et ainsi de suite.

Donc les coefficients des puissances de % dans les séries qui
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donnent u(x, y), v(x, v), .... w(x, y) sont tous déterminés. Il reste
A montrer que ces séries sont convergentes, au moins sous certaines
conditions. Soient pour cela A,, B,, ..., H,, K, des nombres positifs
qui majorent les fonctions

ale vy, blayy . . htaoa boa. -3 A T 1

/

dans le domaine D). Si on tient compte des inégalilés signalées an
paragraphe 2 on déduit que

", = k,.\] [T l\_,\I. By <L I\,,,\l,

M étant une constante dont la dépendance du domaine a été montreée.
Soit K le plus grand nombre des K,. Si 'on considére les équations
sulvantes :

T P R Py Jr Y G . A ==ttty =~ Dty = o= Ay,

on A

Atg-+ by - hay s @y — by 4. - Iy

<\, « B, ..~ 1T,HKM.,
Donc on déduit. comme tout a ’heure.
Uy <(Ay— By~ = HOKM g, <A, By. .. = HVKME,
Soit L le plus grand nombre de la suite
\, =B, —... <1, (L =1. % ..., m).
On déduit alors que
Qg+ byoy .. =, <A B HHLRM2S KL M®,

et ainsi de suite. ce qui donne pour le terme général les inégalités sui-
vantes :

T AR W R N DU Y U Catro < KLavpe 1,
Donc la série

-
~ .
" __—> ',
A
"



—_ 12
et les séries analogues sont majorées par la ~érie

KMy - 7EM— 740LMy .0 -7 LMy

qui est comvergente sija L LoV <.

Si le contour C est donnd, alors I, ¢t M sont bien détermindés el
Von ne peut disposer que de 7 pour satisfaire a la condition de
convergence. Par conséquent pour un conlour quelconque G on a
un systéme des solutions formelles si7 est suftisamment petit.

\u contraire, si 7 est douné [par exemple 2=— 1 pour avoir le
systéme (1)] on ne peuat assurer la convergence des séries w, o0 ..o
qu'en disposant de M. Mais on a vu la dépendance de M de la forme du
contour, ce qui entraine la condition ue le domaine D doit étre suffi-
samment petit dans toutes ses directions.

I. dépend aussi de D et il ne peut que croitre lorsque le domaine
eroit. Donc il ne peut pas étre question de traiter le probléme par
cette méthode. pour un contour quelconque et pour le systéme (1)
sans parameire.

3'. Silon est assuré d'une maniére ou d une autre de la convergence
des séries u(x, y), ..., w(x, y) alors on peut constater qu'il en est de
meéme des séries qui donuvent leurs dérivées partielles du premier
ordre. En effet, d’aprés ce qu'on a dit au paragraphe 2 de ce Chapitre
pour la limitation des dérivées premiéves des solutions de Péqua-

tion Au = f(.r. y) qui est
du du .
{1 Frik 7)“‘—\\\\.}.

On déduit en appliguant cetie limitation aux équations

7 B 7 /N N 2 L I
vy =ttty s
que
du Jdu
- = N7 S D (U W NI W DY £
or . =

|

et ainsi pour les autres; en tenant compte de ce qu'on a établi plus
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haut. Ou voit par conséquent que les séries

sont majorées par fa meéme Série

’
O -
Z PEIR A K
"

el si celle-ci est convergente elle I'est ahsolument et uniformément,
donc on peut écrive

du y » du, 7 __E./" o,
ML s A .
2y ] o N h
0

1

A vrai dire la question n’est pas si simple. Ces considérations ne
sont valables qu'a l'intéricur du domaine D, tel que D, F, soil
compris dans le domaine D. Il faut pour cela préciser l'inégalité (1)
qui est la base de ces considérations. Considérons avee M. Gevrey (')
Péquation

Jz 0z
”/)I /'()‘ ¢ /=0

ey A- -

On sait qu'on peut trouver : comme solution (’une équation inté-
grale, formée pour la premiére fois par M. Picard, a savoir I'équation

e " aG bG) p .
() Ztr V) o— — / [I)H_J)wd( G l(}lz(i.‘/.i([:(/f‘:l.!;(‘l.)).
b 0z an .

G étant la fonction classique de Gireen relative au domaine D.

Si Lon itére deu fois pour que le novau n'ait plus de singalarité et
Ion tient compte des himitations de G dans D, on trouve pour les
dérivées premiéres de 3, en un poit P, les limitations suivantes :

0z | J:l ks, ;A ;
o \P, ‘7] Iv\( o [ N Y //i)nz Fiem —EFiyh K, A dhd,

7/

(1)

11 M. Geveey. Demonstration diu thoreme de Picard-Bernstein ( Bulletin
des Sciences mathématiques. . L. 1406, p. 1130,
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les K, étant des constautes numériques, « étant la plus courte distance
de P alafrontiérede D, A, B, F et C les bornes supérieures de '« i, b1,
f'et ¢ dans D, m le maximum de  z, dans ce domaine. En particu-
lier pour l'équation Au= /(x.y) on a par conséquent les limita-
tions suivantes :

| Qu du é m — k¥,

H) iy S— <
or'e v o " d

Si P'on applique ces inégalités aux équations

Nvy==vt 10y | by =00 ey,
AWy==ptty o - Dytu .y~ o = Mpwn,
on trouve que

()Ult : ()Il,‘ A n 1 ’ 1 .» 17— " 1 A -
Tl e R L KL= KM (A ),

On voit par conséquent que 'on a convergence pour les dérivées pre-
miéres dans les mémes cas que pour les solutions, mais que ces limi-
tations deviennent illusoires lorsque le point P s’approche de Ia fron-
tieve de D.

4. Nous avons obtenu u(a. y). (2, ), .... w(x, y) développés
swivant les puissances de 7, cn séries uniformément et absolument
convergentes dans les conditions précisées. [l faut maintenant montrer
que ces fonctions ainsi obtenues sont bien solutions du systéme (2) (§ 3).
Pour cela considérons les équations (4) des approximations succes-
sives.

Atz o~ .00 howy, e A= atig = N,

De ces équations on déduit

>

| ' . )
Ut L. V= “//l”ﬂ:.’f:!llu e T~ ...
\ ' 2T

0y
Shvezy i do |Gy s 2w dE d.

o4 . .
Wl xr, ¥vi—= o ’ / [Nm‘;- N Ml Lt —.
{ 1,

= Rt & w87 |G, vy £

"
3
NN
Wy
[
3

G(z, y; E, 7) étant la fonction de Green.
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Si 'on multiplie de deux c6tés avec 27 on déduit

- A ’ - .
P20 AT VY = e — / /[a,(&.n)l"“‘ll,,_,uq. hii -
“)’7?. T

It Ey 1 g (B |Gl v By ) dE d.

Si I'on fait la somme par rapport & n des relations (2) en tenant
compte de ce que

% 7~
;5 N
A N R 2 K7 UV N T T . )::Zl»."w a. oy,
Z PIREA W Y nl .
" “
on trouve
Lo ;
i3y w ae = / [[u,u by s o= how |G, Lo dE d,
27 ' .
. . D

et de méme pour v — vy .. 0 — .
De (3) on déduit. d’aprés la formule de Poisson,

N wgv=Tcuu0 v boe - Lo e

mais comme Au, = k,(.r, v ), on voit que « satisfait a I’équation
A = hivu— by~ o0 = lygwr — k.

De méme ¢,. ..., w dont les séries

N . -
;\- 1, L Z/.”u p

o

représentent bien un systéme des solutions des ¢yuations proposées et
satisfaisant aux conditions aux limiles imposées. On voit que si les
coefficients «,, A, k, sont analvtiques. il en est de méme des fonce-
LONs 1, ..., 4.

5. Nous avons établi 'existence des dérivées du premier ordre pour
les solutions du systéme proposé. Eun ce qui concerne les dérivées
secondes la question présente le méme genre de difficultés.

Rappelons d’abord les résultats connus (') pour les dérivées secondes

", L. Licarexsteis. Rendiconti del Circolo matematico di Palerino, 2t semestre,
1gog. p. 267 et suiv. FPoir aussi le mémoire de M. Giraud cité a la p. 2].



de Péquation Az = f'(.r. v). dont la solution nulle sur le contour est

=/
it I - e
o

avece

j Goao v Zonifoio novdidy.
1]

g étant harmonique et régulicre dans 1). De cette expression de z, on

, . .. R . . )z .
déduit (Dim) Uexpression suivante de ==, valable pour les points

0
intérienrs de D,
oz e
() = / |
<'h

Jd* logr
o

02

Iy

[ v ]

Az v,

.

I
(

i
[z

oT

) 3 e (s ) 0 logr
/ [ion) S dE g l——"—~ / 2

DT e 27 ' 0z

’

coso s,

‘e (]

ds élant I'élément hnéaire de (. et o I'angle de la normale iutérieure
2 i

- R FP .o . 0%z
avec O.r. De cette formule on peul en déduire une limitation de | ==

.
|-

Je vais énoncer sous une autre forme le résultat obtenu par M. Lich-
tenstein.
Sotent D, + €, un domaine intérieur a ), dont la frontiére est (;,, el

2

M(x un point de D, o1 Pon considére %= .
K ’y> l 1 o d Or?

St de M comme centre on décrit un cercle y de rayon ¢ et qui soil
tout entier dans D, (donc sans points communs avec C,, qui n’a pas
de points communs avec (0) on déduit alors, en décomposant les inté-
grales doubles en deux parties, 'ine relative au cerele v, Tautre

a D —~ la imitation suivante :

Y T RN
(3) I R ST (N
. e e S [of1 1|
K étant la borne de i f(&, )| dans D, K’ le maximum de ozl o)

dans D, + C,, %, et v, deux constantes qui ne dépendent que des cou-

/ \
c 1z 40 , . . . .
iours considérés (par exemple v, = *2). On en déduit des limitations

7L [ ds

alld s pour -———— € -
analogues p oy
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A Taide des inégalités (3) on peut obtenir des limitations pour les
dérivées secondes de «, ¢, ..., w valables dans tout domaine D,, tel
que D, + C, soit intéricur a D.

En effet des équations

Aty = gy~ by 9py o= Dy = fr(x ) LA, = At

on a déduit que
[ fn(e, ) [ <K.(LM)m,
De méme on voit que

fn
ox

, % < K.N.Lr= M KL L=t M, L= K (N —+ ML/)( LM yr=

— HK (LM ),

L/ étant le plus grand des nombres

da, b, _ Ok |da,  9b Ok
dx 5“‘; DR Sl da‘ ) W - ‘@ .. "dj:
dans D.
Donc on a
d?u,

< K(7,LM - gy H (LM,

‘ ()Zun I ozllnl

drr |’ |oxoy| o0y?

ce qui permet d’affirmer I'existence des dérivées secondes pour u,
¢,...., wdans D,. On voit donc qu'on ne peut rien dire lorsqu’on
s’approche de la frontiére du domaine D, ce qui n’est pas pour nous

étonner, étant donnée la complexité de la question méme dans le cas
du potentiel.

6. Il s’agit a présenl, aprés avoir démontré I'existence d'un systéme
des solutions réguliéres dans D, de voir si ces solutions sont uniques
parmi celles qui satisfont aux mémes conditions initiales, ou de déter-
miner les conditions dans lesquelles il en est ainsi.

Supposons que le systéme (1) du paragraphe 3 admectte deux sys-
témes de solutions, correspondant aux mémes conditions initiales,
solent pour préciser les systémes u, ¢, ..., o et «', ¢, ..., &'. Alors
leurs différences

U=wu—u' V=y¢—y ce ey W—=g —

THESE CIORANLSCO 3
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satisfont au systéme homogeéne et soni nulles sur C.. Donc la question
est de savoir si le systéme homogéne peut avoir des solutions nulles
sur G et qui ne sont pas identiquement nulles a son intérieur.

Rappelons que pour I'équation Au~ A(x, ¥)u=o la solution est
unique si C est situé dans la région du plan ou 'on a A(x, v)<o.
S’1l n’en est pas ainsi, il faut que le contour soit suffisammenl petit
pour pouvoir affirmer que la solution est unique. (1oir par excmple
E. Picarp, Analyse, t. 11, p. 25.)

Prenons d’abord le cas d’un systéme de deux équations

(1) Au=au+ by, A —=cu + dy,

et cherchons si ce systéme admet des solutions différentes de zéro
nulles sur C. Soit pour cela la formule de Green applicable & un
couple de fonction U el V continues ainsi (uc leurs dérivées des deux
premicrs ordres,

,,
~

. f/l,iy—\/i]i\ds—.~ [0 AN S\ ALy drddy =o.
o\ du du ) J ! 7

Si 'on applique cette formule & nos fonctions définies par (1) et par
leurs valeurs sur C, on a

(3) j/(u Av —rAu)dre d) :/[[u('-‘ o d—ajuy ~be*]drdy =o.
vp b

Sous le signe somme on a une forme (uadratique en iz el 9. Si cette
forme est définie, c’est-a-dire sil'on a

D) (d- a)+ jbe <o,

alors 1l en résulte que « et ¢ sont identiquement nuls dans D. Donc
si C est dans la région du plan définie par (4), alors la solution est
unique pour le systéme (1) ou non homogéne. Si la condition (4) n’est
pas satisfaite dans DD, alors il faut que celui-ci soit suffisamment petit
pour pouvoir affirmer que la solution est unique. Pour cela nous allons
suivre la méme marche que dans le cas d’une seule équation.

Si 'on multiplie chaque équation du systéme (1) respectivement
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par udzdy, ¢ dxdy et I'on intégre dans D, on obtient

ff((du> <%>zm au? -~ bzm] drdy =—o.
dy i
FELT () s =

Mais comme « et ¢ sont nuls sur C il en résulte que 'on a quelles que
soient les fonctions A (a, ), B(x, y) continues dans D + C

(6) ff[()(Au . d<g‘f/‘2):\d‘7cd):o.

Si I'on ajoute les relations (3), (5) et (6) on obtient

: du Jge\? Jv :
SR 2y =(5) (&) (5 )
“‘<a_1—('ﬁ"———‘\“>u—r‘ d —a+ b+ c)ur

(l——b+g§ —B2>c*”]dacd) =o0.

Les quatre premiers lermes sous le signe somme sont essentiellement

positifs, tandis que les trois derniers forment une forme quadratique
en u et .

Si cette forme est définie et positive, alors on peut en conclure
que u=o0, ¢v=o0 dans D. Pour qu'il en soit ainsi il faut que

a+c—§—%-—-A“>o;

ox
(7) JA B
(cl——a—'—b—t—c)2~—4<a——c—l-%——b\z>( -——b—r—-()‘—y——Bz) 0.

On peut disposer des fonctions A et B, continues dans D, pour que
ces inégalités aient lieu, si ce domaine est suffisamment petit. En effet
si a+¢>o dans D, on peut prendre A =o. S'il n’en est pas ainsi,
soil alors — m? la borne inféricure de « -+ ¢ dans D. Prenons A fonc-

. ’ . “, . ([f\. o
tion seulement de z, el déterminons-le par I'équation - A= m.
La seconde inégalité se ramcne a une équation de la méme forme

pour B. On trouve A = m tang(mx + «) et I'on voit que A(x) reste
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continu si & est compris entre deux paralléles al'axe des y dont I'écart
de cet axe est inférieur a ’—7; On peut donc dire que le systéme homo-
géne a des solutions identiquement nulles si elles sont nulles sur G, si
ce contour C peut éire renfermé entre deux droites paralléles, pour
toute direction, et dont la distance est inférieure & un certain nombre ¢,
qui peut étre assez petit.

Il n’est pas inutile peut-étre de donner un exemple, pour voir com-
ment on peut arriver & des conclusions fausses si 'on ne tient pas
compte de ce fait.

Considérons le systéme suivant :

Au=~4u—6v; Av —i12u —140.
Pour ce systéme I'expression
(d —a)*+ 4bc=36>o0,

donc la condition (4) n’est pas satisfaite et I'on en conclut que pour
un contour quelconque, le systéme peut avoir des solutions nulles
sur G, sans qu’elles soient identiquement nulles.

En effet on voit que le systéme admet les solutions

tt = coSx Cosy —+ sin2x sin2)'; © == COSZ COSy —+ 2sin2xsin2y

qui sont nulles sur les c6tés du carré

] Y= -

x—==

vilaA
AR

sans étre nulles identiquement & son intérieur.
Cela tient au fait que ce carré n’'est pas assez petit, car si l'on
apphque les conditions (7) on voit qu'on peut prendre A =o et B tel

dB 8 .
que = — B2> 2. Donc m=4,7... et le contour qui porte les don-
) R
, . . . . P . 2T s
ndées doit avoir sa plus grande dimension inféricure A—=——<—;ce
2,9 ..

qui n’est pas pour lé carré considéré plus haut.
Dans le cas du systéme de m équations les choses se passent de la

méme maniére. On peut former comme plus haut, a 'aide de la for-

m(m —

I . o
mule de Green ) formes quadratiques en u, ¢, ..., sv. Si



— 9 —

quelques-unes de ces formes sont définies dans D, alors on peut conclure
a l'unicité de lasolution. S’il n’en est pas ainsi, alors comme dans lc cas
de m =2, on peut introduire dans ces formes quadratiques certaines
fonctions continues arbitraires A (z, ), B(a, y) et disposer d’elles de
maniére que les conditions, pour que la forme soit définie, soient satis-
faites. Ces conditions nous conduisent a déterminer ces fonctious

o . . dA ; .
arbitraires par des équations de la forme - — A*=m?, ce qui permet

de dire que les solutions du systéme considéré sont uniques si le
contour est suffisamment petit.

7. Tout ce qui vient d’étre dit pour le systéme (1) du paragraphe 3
peut ¢tre appliqué sans aucun changement au systéme

‘ Au —au + b +...+ hyow + &y,

’ Alm W =anl + bp v ...+ hpw 4+ knn

;o d 0& J d9
sv=gz(n52)+ 5 (P 57)-

px, y) étant une fonction continue ainsi que ses dérivées de deux
premiers ordres, et qui en outre est toujours positive dans D, sans
s’annuler. En effet ce systéme peut étre ramené a un systéme de la
forme considérée au début, par le changement de fonclions “

U A% W

U— —» V:-/—__, e W—_=——

Vo VP VPm
car avec ce changement le systéme prend la forme (1). Il suffit pour
cela de vérifier que A’ devient Ao + o f(p;) a un facteur preés, f(p;)
étant une expression différenticlle de p; facile a former. Mais on verra
dans le Chapitre suivant des généralisations plus larges que celle-ci.



CHAPITRE II.

1. On peut étendre les résultats précédents dans plusieurs direc-
Lions.

Considérons toujours des systémes linéaires & deux variables,
comme dans le Chapitre précédent, mais de forme plus générale, en
introduisant aussi les dérivées premiéres des fonctions inconnues.

Pour simplifier I'écriture, considérons le cas de deux équations avec
deux fonctions, soit

/Au } adu b dl(+(‘ 9 - d ()V—%—eu fie)+

(\ — lda; — 10), ' ldx—'- ld) e A &1
1)

- Ou du dv av A
Ap = /.\a2 Frian b, Iy + G5 —i—dg(—); + e, +f._,c) - &as
fi -, f; g étant des fonctions de x et y, finies et
continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, dans
un domaine D.

La méthode du cas précédent peut s’appliquer sans aucune modifi-
cation. Proposons-nous de trouver une solution de (1) telle que
u et ¢ soient nuls sur la frontiére de D.

Sil'on pose, comme tout & I’heure,

£ ]
="y Muy; = E g,
0 0

pour déterminer u, et ¢, nuls sur C, on a les équations suivantes :

Avg— g, (2. 7Y Avy=gu (2. ).
: duy, - duyy 0y, 0V _
A, ==« ()" L+ b, ()" - —%—1“——"——14—(1,7"——' ety =it
2 ¥ 'y’ .
(2) o, Oup_, Mny Ovp_,
, Ap,==a, ar T~y el wre d, v + ety + f~.> gy
x (n21).

Soient A, B,, ..., G, des nombres qui majorent les fonc-
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tions «,, b,, ..., g, dans D. Comme on a

luy | < G M; [t << G,M;

on trouve en désignant par G le plus grand de deux nombres G, et G,
et par L la plus grande des expressions numériques,

(A;+B,+~ G+ D)N+(E,+~F)M (t=1, 2),
alors on a immédiatement

!un s \vlll<G L”-l\I'
du, 9on |
oy ox

o,

7;’ <GL/1

Ici on doit appliquer ce qu'on a dit a la page 15, en ce qui con-
cerne N. Doncsi |7 |.L <1 on a convergence, et 'on tire les mémes
conclusions que plus haut, car L est suffisamment petit si (C) P'est, et
I'on n’est pas trop rapproché du contour. Il y a donc ici des diffi-
cultés spéciales dues & la présence des dérivées du premier ordre dans
le systéme et qu'on mettra mieux en évidence dans un cas plus général
(page 30).

En ce qui concerne 'unicilé de la solution ainsi trouvée, si l'on
applique la méme marche que dans le Chapitre précédent on voit que
dans le cas @, + ¢, = b, + d,= o0 on arrive, en appliquant la formule
de Green et des intégrations par partie, a la forme quadratique sui-
vante :

f <oa, db e af% L,
()x 26, ()(Z,‘ W—-(/j—f—lg 1{43
‘"(%{;1 -+ %(—f' - ’-’f;)vz]d.rc{rZO.

Si C est tracé dans la région du plan ot cette forme est définie, c’est-
a-dire s1 'on a dans C

da, ab, 2 da, 0b, de, od,
(5 + ot + (T G o) (G 5 o) <o

alors la solution est unique.
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Sil'on n'a pas la relation ¢, ¢, = b, -+ d,= o, on peut s’arranger
pour qu’il en soit ainsi dans tous les cas ot 'on a

0 0
—_— e N — (b, \
()‘),(al Cy) Jz (b,+d,

si I’on fait la substitution
wu—=w,U, p=,V,

qui change le systéme (1) dans un syst¢me de la méme forme.
Dans les autres cas, on déduit que la solution n’est unique que si le
contour C est suffisamment petit.

2. Une autre extension du systéme considéré, indiquée d’ailleurs
par M. Picard dans le Mémoire cité, est celle des systémes non
linéaires, c’est-a-dire au systéme de la forme

Au,= fi{e, ¥ wyy Wy oo 1) {(i=1.2.....0"\

Mais, & cause méme de la généralité du probléme ainsi posé, les
précisions qu’on peut apporter sont plus faibles. Naturellement, on
peut donner un théoréme d’existence, pour des conditions assez larges
imposées aux fonctions f,(conditions de Lipschitz) valables pour des
domaines suffisamment petits.

Mais méme pour un systéme de cette forme générale, I'étude du
systéme linéaire tangent peut étre utile. Par exemple, pour établir les
conditions d’unicité, on peut se servir de ce systéme.

Comme notre but est I'étude du systéme linéaire en rapport avec
les fonctions inconnues et leurs dérivées premiéres, nous ne nous
arréterons pas plus longuement sur ces systémes (').

3. La généralisation que nous envisagerons de plus pres, est celle
des systémes linéaires de la méme forme que ceux du Chapitre précé-
dent et du commencement de celui-ci, mais dans le cas de plus de
deux variables.

(1) L'éguation non linéaire du type elliptique a faitl'objet d'une étude récente
dans les Annales scientifiques de I'Ecole Normale (t. ¥3. 1926) par Georges
Girawp, Sur le probléme de Dirichlet généralisé.
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Supposons que dans 'espace E, & n dimensions on se donne un
domaine fermé Q (a4 n dimensions aussi) situé a distance finie et de
frontiére X. Proposons-nous de trouver m fonctions

w(d, oo oo 2y (2 Xy o ) e (@ &y o Ty

réguliéres dans Q, qui se réduiscnt asa surface X a desvaleurs données
d’avance, et qui a son intérieur satisfait & un systéme de m équations
différenticlles aux dérivées partielles du second ordre et du type ellip-
lique que nous supposons ramendes a la forme suivante :

Apu=1[ a,{M)u—+ b,(M)¢ ...~ iy, (M)w] + A (M.

(1) Apv=h ay (M) + by(M)¢ ...+ A, (M) ] -+ £y (M),

Avw=70[a, (MY +b,, (M0 ...~ hy/ M)y | — L, [ M

en désignant par A,o ou méme A¢ s'il n’y a pas d’ambiguilé i
craindre, le laplacien dans E,,
] Py

R ®) b
Jx}

a(M), b(M), ..., k(M) étant des fonctions de z,, x., ..., x, finies,
continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre dans Q.

Pour pouvoir appliquer la méthode des approximations successives
comme dans le cas de deux variables il faut obtenir une limitation de la
solution de ’équation '

(2) A U=f(z,, &y ..., 1)

et qui est nulle sur X. Et comme la solution de cette équation est

1

(3 === ),

j‘(M)G(M. P\;[/'J)'\ly

n

[ e
T <ﬁ -+ I)
R
et G(M, P) la fonction de Green relative & Q. De cette expression
de U(P) on pourrait obtenir comme dans le cas de deux variables, une
limitation de | L | et de ses dérivées dans Q.
Mais considérons le cas plus général d'une équation du tvpe ellip-

étant la surface de I'hypersphére de E, de ravon 1

THLSE (TORANESCO. 4
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lique & n variables, c’est-d-dire de 'équation

(4 E(w)= au(M) L2 + ¥ b) O (M= f(\)

* d N D 0 S o, JARH
1 t

dont (2)est un cas particulier. Les coefficients «,,=a,,, b,, c(M) et f(M)
sont des fonctions réelles du point M(2,, x,, ..., x,), finies ¢t con-
tinues dans le domaine Q.

Comme I'équation est du type elliptique dans ce domaine, la forme
quadratique

it

Z an(M)X,\,

1

est définie quel que soit le point M de Q. Alors, et méme dans le cas
ou cette forme quadratique serait semi-définic, on peut obtenir(') une
limitation de |z ] solution de I'équation (4), en fonction de ses valeurs
maxima sur la frontiére X de Q et du maximum de | f(M)| dans Q.

Placons-nous dans le cas ¢(M) <o dans Q qui nous intéresse ct sup-
posons qu'on puisse irouver une fonction positive o, pour laquelie on
ait E(w) <o dans Q. Alors une intégrale u de (4) ne peut avoir dans
un point de Q un minimum négatif si /(M)<o ou un maximum positif
si f(M)2o. Il en résulte que lorsque f(M)<o toute intégrale de (4)
qui est 2o sur X se conserve telle dans Q et si f(M)>o toute intégrale
de E(u)= f(M) qui est Lo se conserve telle dans Q. Si 'on tient
compte de ces fails on déduit facilement que

() U gann @ < Mavg, y de « -~ H.maximum dans ( — Z)de  f(M),

en désignant par H un nombre non inférieur au maximum d’une fone-
tion «(P) non négative dans Q et pour laquelle on a E(w)<—1.

En ecffet, soient N le maximum de |«| sur £; F celui de | f(M)]
dans Q. Sil'on pose ¢ = F.w alors cette fonction ¢ vérific E(¢)<— F.

Posons plus loin
fo=u—N; f,== 1w -+ N.

(') Voir M. Picone, Maggiorasione degli integrali delle equaszioni lineari
ellitico paraboliche alle derivate parziali de secunde ordine (Atti d. r. Aca-
demia det Lincel, vol, V. fasc. 3, 1927).
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11 en résulte
E(e)=f—rcN; E(vyi=f—rc\,
done

Etyp —o)<—F — f+eN<o; E(-—9¢—¢2)2F - f-—c¢N2o.

car il ne faut pas oublier que nous avons supposé ¢<o. Mais comme
on asur X
P20 et —(v+¢,)%0,

il en résulte que 'on aura dans Q

¢ — 20, - 1,20

d’apres ce qulon a dit plus haut, car on est bien daus les conditions
exigées. Donc de ¢, < ¢ on en déduit

{3 w SN 4+ =W +F.wlmaxy v+ H.F.

ce qu’il faudrait établir. On peut assigner diverses expressions pour
la constante H (voir la Note citée). Nous prenons la suivante, comme
étant la plus commode et d'ailleurs applicable dans des cas trés
étendus.

St dans Q on a
a,(M)2r, b(M)Y2o0

el que la coordonnée x, est en valeur absolue pour tout point de Q 4- X
plus petite que 2, alors on peut prendre

1
w=202— ;(x,-;— 0)?,

car on a bien E(w)<—1. Il s’ensuit qu'on peut prendre H =22 el
Pon a dans ce cas la limitation suivante pour la solution de (4) nulle
sur X,

(6) Fae(M)Yi€2d2 F.

Pour avoir des limitations pour les dérivées partielles de U nous
allons nous rapporter au Mémoire de M. G. Giraud (*) déja cité. Soient
toujours I'équation (4) et une hypersphére S de rayon R.Les limita-

{1) Mémoire cité a la page 24 (voir p. 113-117 spécialement?.



— 98 —

tions données par M. Giraud sont valables & I'intérieur de cette hyper-
sphére et pour un point situé & unc distance » du centre. Elles sont
les suivantes :

2R

. ., I
(7) ci (M) <7 [R*F + maxy u‘]logR—:_’_log;:
du R:F maxy u | 2R . 1
8 —_ —— — ' o O -
(3) 0-1'1! T[R—r+ (R—;‘“)’]I%R—/‘lo"p’
, ’u | R? - o, maxeie!} o 2R x
(9) ()xi()x“< ) [(R——r)zb + RF'- (~R—-r)?] OCR——I’IOC‘Z’

Ky

ol ¢ est un nombre positif assez petit I et I’ les bornes de | /(M) ] et
de ses dérivées partielles du premier ordre dans S, < une constante.
Comme on voit, & part le fait qu’elles ne sont valables que dans S,
méme celle qui limite |« devient illusoire lorsqu’on s'approche de la
frontiére. C’est pour cela qu’on lui préfére (6) quoiqu’elle soit appli-
cable a une classe d'équations plus particuliére. Néanmoins nous utihi-
sons (8) pour avoir des limitations des dérivées premiéres pour . Pour
pouvoir l'appliquer & notre domaine Q considérons un point P dans Q
et dont la distance a Z (la plus courte) est d. Alors de P comme centre
décrivons une hypersphére S de rayon d et considérons la solution
de (4) qui prend sur S les mémes valeurs que « qui est nulle sur X. Si
I'on admet l'unicité de la solution pour les domaines suffisamment
petits, ces deux solutions doivent coincider dans S. Alors on peut
appliquer la limitation (8) & u en remplacant R par &, r=o car on
cherche la limitation en P et maxx|u| par maxg|u|. On a par consé-

quent

| du T, 2Fé
(l()) —d-z <:\[I ([—1— (/ ]
ern pOS&[ll

N =<log~ log%-
Celle que nous avons employée dans le cas de deux variables [ Chap. I,
§ 3, form. (3)] est bien de cette forme-ci. De mé¢me de (9) on obtient
une limitation analogue pour les dérivées secondes.
Axec les limitations (6) et (10), on peut procéder comme dans les
cas précédents a la démonstration de I'existence des solutions pour le
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systtme (1) et méme pour des systémes plus généraux, soit par
exemple :

n -

. R duy,  dur duy
11) Qu;—+ 1 Z alh === a8 4 gk b, u, — f, (M
( ) i N 1y 0$| 1y d.l‘2 - U ()xm y ok fz\ )
1
(i=1,2, ..., n),

(2 étant un symbole différentiel du sccond ordre.
Si I'on écrit comme toujours

L3
U= 27‘/’@-’” (i=1,2, ..., n),
0

on voit que l'on a convergence pour u; et leurs dérivées partielles du
premier ordre si I'expression

LN<d+ 2;'>+ AMSt <1

L étant la borne supéricure des nombres

Z/‘(A{F1 A= AL
1
et M des nombres

(Bi1+Big+"'+Bim) (i:l,2, ce, n),

M k k
et ot Al 2>|aj

. Cela est possible dés que d > ¢, ¢ étant un nombre
positif aussi petit que 'on veut, car d<%; donc pour les domaines Q
-2

suffisamment petits dans toutes leurs dimensions et pour les points
contenus dans Q,, tel que Q,+ X, soit intérieur a Q, on a conver-
gence. Ici, il apparait une difficulté qn’on doit mettre en évidence.

. o . 1
Comme on voit, dans la condition de convergence obtenue, il entre 7

d étant la plus courte distance du point dans lequel on considére la
solution a la frontiére du domaine. Il s’ensuit que sur la frontiére du
domaine, on n’a plus.convergence pour les solutions obtenues, ou tout
au moins notre méthode ne permet pas de la montrer. Mais, d’apreés
les données mémes, les #; sont supposés finis et continus (par exemple,
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nuls) sur la frontiére du domaine. Il y a donc contradiction entre ce
fait et la condition de convergence sur la frontiére obtenue plus haut.
Ce fait apparait mémc dans 1'étude de I'équation

du du
cm b = gl ) )

Au -+« 7 Jy

s1 'on prend pour la limitation des dérivées premiéres de l'équation

s=frr. )

les expressions données a la page 14 du Chapitre précédent. Dans
I'étude que M. Picard a faite de cette équation dans un Mémoire
de 18go, il prend comme limitation de dérivées premiéres de z, comme’
on a déja eu I'occasion de le dire,

ds

5}\"‘<‘\‘F‘ F> /.

et 1l considére N comme étant fini méme sur la frontiére du domaine
pour éviter ainsi ce genre de difficultés. i

Il y a, par conséquent ici, une ‘grosse difficulté en ce qui concerne
I'allure méme des solutions sur le contour, et qui parait difficilement
surmontable par la méthode des approximations successives.

Je me propose de revenir sur cette question.

On peut remarquer, avant de terminer ces considérations, que, pour
le systéme (1), qui ne contient pas les dérivées premiéres des fonc-
tions u;, que les solutions existent dans Q + X, et c¢’est sculement pour
les dérivées premiéres ct secondes qu’on a les difficultés indiquées plus
haut en ce qui concerne leur allure sur X.

Enfin, pour terminer, 1l n’est peut-étre pas inutile d’observer qu’on
peut appliquer la méme méthode pour démontrer Vexistence des
solutions a des équations un peu différentes de celles qu'on a consi-
dérées jusqu’a présent, par exemple, dans lesquelles les dérivées de
second ordre n’entrent pas seulement par le laplacien. Dans ce cas
aussi, on peut établir I'existence moyennant des données convenables
sur le contour pour que les solutions soient complétement délerminées.
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Dans cette catégorie, entrent les équations de l'équilibre élastique

. d9
pAu + (7 Jf—[.z.)()—x-—}—p\:o.

_ du ()‘)J—Qvadix'\.

9_5;*;7_;)7 . 0=

L'un des problémes qui se posent comme |’on sait est de trouver z,
¢, « en connaissant les déplacements a la surface du corps. En

écrivant
o zg'lu,,. ce
[}

=1+ —»

on arrive a des équations successives qui déterminent les u,, v, v,
toujours par des équations de la forme (2).

En ce qui concerne 'unicité de la solution oblenue, pour un systéeme
tel que (7), ou d'autre forme, on peut obtenir des conditions en appli-
quant toujours la formule de Green au couple des fonctions qui
vérifient le systéme.

Par exemple, pour le systéme

Au=aM)u+ b(M)r. Ae=ciM)u—~+d 1 M)p.
on déduit, comme dans le cas de deux variables, que la solution est
unique si  est dans la région de E, définic par
[d(M)—a(M)P+ 56 \M).ctM)Y<<o.
Dans les autres cas, on en conclut, comme dans le cas de deux

variables, que le domaine doit étre suffisamment petit pour qu’il en
solt ainsi

4. On peut faire une application immédiale de ce qu'on a établi
pour les systémes du type elliptique. Soient

A — u . o0u
ozt T )’
d'u dtu v u

AC = A(Au)= ces A =A(A" u).

—_ 4+ 2 ——— —_—
dut drtht Tyt
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Considérons alors ’équation suivante :

K A7 piex. yIAY T e pale =[x, ).

qui est d’ordre 2 n et du type elliptique. Les coefficients p, sont des fonc-
tions continues ct hornées, ainsi que leurs dérivées du premier ordre.
On peut écrire cette équation (1) sous la forme d'un systéme du type
de ceux qu’on a déja envisagé.

En effet, on peut Iécrire

y Au=u,. A, = s, Au, o=, .

/ Aty g =+ Prln_y + Pally 5 ~+. .. —puu = f.

Donc, sil'on se donne sur le contour Cde D les valeurs w, w,, ..., u,_,;
d’apreés ce qu’on a vu, on peut trouver, si C est suffisamment petit, un
systéme de solutions et un seul qui satisfasse a (2) dans D et prenne
les valeurs données sur C.

On a résolu de cette maniére, pour I'équation (1), le probléme
suivant : « Trouver pour 'équation (1) une solution u{x, y) réguliére
dans D et qui se réduit ainsi que les expressions Au, A®'u, ..., A""u
sur la frontiere C & des valeurs données d’avance. » On voit que
["écquation (1) joue un roéle particulier dans la classe des équations du
type elliptique et d’ordre 2n. Eu effet, le probléme qu’on pose pour
I'équation générale de cette forme est de trouver une solution connais-
sant ses valeurs ainst que celles de ses dérivées jusqu’a l'ordre 2n—1
sur C.

L’équation du type (1), la plus ancienne connue en analyse, est
I’équation bibarmonique A« =0 qui intervient dans un probléme
d’élasticité. Mais le probléeme aux limites qu’on se pose pour cette
équation en est un autre.

Un probleme de la naturce de celui que nous avons traité et qui
est a lorigine de ces considérations, a été traité récemment par
Ch. Riquier (') qui se propose de trouver pour I'équation A" u=o
une solution satisfaisant aux conditions suivantes :

(1) Co. Riquies, Sur quelques problémes relatifs a l'équation aux dérivées
partielles A == o (Journal de Mathématiques pures et appliguées, 1926. p. 297 .
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1° D’étre analytique ct réguliére a I'intérieur et un peu au dela du
contour €;
2° Sur le contour C les n quantités u, Au, A, ..., A" "y doivent
se réduire a n fonctions analytiques et réguliéres données du para-
métre qui définit la courbe.

M. Riquier montre I'existence de u avec ces conditions aux limites
9 W
nous n'avons pas envisagé I'allure des solutions des systémes étudiés
au dela du contour C, ni la possibilité de prolongement de solutions
trouvées dans C. Mais cela ne change rien a la nature du probléme
qui reste le méme. D’ailleurs, on verra dans le Chapitre suivant la
forme analytique sous laquelle se présentent les solutions des systémes
linéaires envisagés (').
On voit done bien comment ['équation (1) généralise le probléme
de M. Riquier et comment on peut I'étendre & plus de deux variables
en consldérant I’équation

en réduisant P'équation A™u a la forme =0. Il est vrai que

(=) Al u - py( )i)A,{"“ . oo P M)u = fiM),

qu'on réduil a4 un systéme de m équations. Il en résulte pour (2)
(qu’on peut trouver une solution réguli¢re a I'mtérieur d’un domaine Q
et qui se réduil, ainsi que les expressions Au, A u, ..., A" Uy ades
valeurs données.

Nous arrétons ici ces considérations qu'on pourrait étendre encore
a des systémes beaucoup plus généraux et non seulement du second
ordre par exemple, car notre but est la résolution effective du pro-

() Des équations du type elliptique a caractéristiques confondues et qui se rap-
prochent de (1), sont considérées par M. Gevrey dans les Camptes rendus, 1. 473,
p- 1445, ol il vésout a 'aide de la fonction de Green I’équation

P e gy
Al'/u, Zb/{ Ko S R ()‘l"‘i e = fiM,,

ct méme plus généralement en se donnant u ainsi que scs dérivées de p — 1 premiers
ordres.

o

THFSE CIORANTSCO.



— 34 —

bléme de Dirichlet pour les systémes linéaires les plus sumples qu'on
peul envisager.

Pour cela, nous avons besoin de solulions autres que celles qu on a
considérées jusqu’a présent et qu'on a appelées réguliéres, mais dessolu-
tions avant cerlaines singularités dans D de I'ordre de logr dans le cas

. I .
de deux variables et de s pour 7 variables.

n—32

Nous chercherons a montrer existence de telles solutions dans le
Chapitre suivant.

CHAPITRE II.

L. Dans les Chapitres précédents on a montré P'existence des solu-
tions réguliéres a l'intérieur d’un contour C, pour certaines classes de
systémes d’équations aux dérivées partielles du second ordre et du
tvpe elliptique, et I'on a vu qu’une ¢quation homogéne n’admet pas,
si le contour est suffisamment petit, de solutions réguliéres, nulles
sur le contour et qui ne soient pas identiquement nulles dans (C).

Proposons-nous de chercher s’ existc des solutions nulles sur le
bord et qui ne soient pas réguliéres dans tout le domaine D : plus
précisément ces solutions ont une certaine singularité dans D, par
exemple dans le cas de deux variables, elles se comportent au point
P(% v)de D comme logr{r=P>M).

On sait que dans le cas de I’équation harmonique Au = o une solu-
tion qui a ce caractére est la fonction de Green

2(OM, P =1log I‘ + (M, P),

~ ¢étant une fonction harmonique réguliére et qui se réduit sur (C)
a (logr),.
Dans le cas de I'équation

7}
(1) Au—i-a%—i-b%-{mcu:o

P’existence d’une pareille solution a été signalée d’abord par M. E. Pi-
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card et démontrée ensuite méme dans des cas plus généraux par
MM. Hilbert, Holmgren, Hadamard, Hedrick, E.-E. Levi ('), etc.

Cette solution est de la forme Ulogr—+ 'V, et s’appelle solution
Jondamentale (ow bien solution élémentaire comme le propose
M. Hadamard) de I'équation, et sa recherche est indépendante du
contour C. Une solution de cette forme ct qui s’annule le long de C
peut s’appeler aussi par extension fonction de Green, par analogie axcc
la fonction classique de Green g( M, P).

Nous allons démontrer, en reprenant la méthode que Holmgren a
employée dans le cas de {'équation (1), pour le cas d'un systéme de
deux équations a cause des difficultés d'éeriture, 'existence de solu-
tions fondamentales.

2. Soit le systéeme

L\lu;’):—.Azl—FaQﬁ—b-/) i)~£+: f)—‘;—,—d -()i+eu—+—/s':(>.
. oz Al dr dy ’
i
, o . du , du , o0 , Ot , L
L((h()—A" +a d_fETb -(l_lT( ~d.7+d-(—):)— ‘—Clt—*—./“u,

a coefficients analytiques.
Proposons-nous de trouver pour ce systéme de solutions de la forme
suivante
P I .

u="U(z, y; 'ﬁ)log; + U'(x, 3 &, 0
(2) .

¢ =V (x. )k, -n)log; S M- N SRR D B
(&, 7)) étant les coordonnées d’un point P intérienr & C, » = MP,
M(x, y) avec la condition que U, U'. V. V' voient des lonctions
réguliéres de quatre arguments et qu'en plus

U, n3 & 0=V n:é,n)=1.

(1) Voir par exemple E. Houmerex, Mathem. Annalen, 38, 1904, p. j04;
J. Hapamaro, Annales de I’Ecole Vormale, 1904, p. 335; Heprick, Inaugural
Disertation Gottingen, et E.-E. Levi, Rendiconti del Circ. mat. di Palermo,
t. XX1V, 1907, p. 275, qui considére le cas de 1'équation elliptique d'ordre 22,
et réduit la recherche de <olution fondamentale. 4 une équation intégrale.
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Si I'on substitue ces expressions de u, ¢ dans (1) on trouve

LU, V) log:—‘-f- LU, V)—F(r.3:& n)=o.

(3)
L/(C, V)log’-f + LU V) —F, (x5 3:¢ a)=o.
avec
' I ol ol
X RN _ hded I \
I‘,._’z[z(x g)d;l“ -+ 2() *n)dx +a (r—E%)U
b0 —n)U—+—c(m—--E)V+d(3'——~'n)VJ.

(N ¢

. 1 A , 7A .
}*._,:;3[2(:1?——g)(—); (0 —n\()T +a'tr- 5l

—b'(r — L =i —E)N -d'y —n)\-’J.

Pour satisfaire a (3) déterminons|{U, V et U’, V' par les équations
suivantes :

(D L(t, V)=o, L(U, Vy=o:
() I(US V) —Fiz, 03¢, n)=o. L (U V) —Fy(x, y: & n)=o.

On déterminera U et V solutions de (1) de telle maniére que les
expressions I, et IV, soient réguliéres dans 1. méme au point P, par
rapport aux quatre variables x, y; %, 7.

Rappelons tout d’abord qu’une fonction analytique, réelle en z — &,
y — 1, convergente pour | x — £}, [y — 1| <R peut se mettre sous la
forme

£

(5) Er‘nr)nw).

o
avec
v — & =rcosb, ) —h rsinf

et P,(0) un polynome trigonométrique d’ordre n

(3" P.(9) ==« cosnb + b sinnf

= aft,cos(n —2)8 + b, sin(n — 2)6 +., . ..



Il en résulte que la série

converge si 7<_R et ou
PPl =lay T4 100 el L0,
Inversement une série de la forme (5) représente une fonclion ana-
lytique réguliére de z, y dans le voisinage de &, v seulement si |2 —%|
R
ety —n|<s5-
Introduisons le changement de variable
&£ — £ =rcosH. ¥ —n=rsinf,

c’est-a-dire qu'on prend des coordonnées polaires de centre P. dans
les équations (I) et dans (4). Alors ces équations deviennent

02U gU 2 2:U /rc adU " j()b
T g g (oot Gp —sind 5p
N

+br<rsln6——-+cos6g—>+m</ cos@ﬂ/-—sx 6 — >

. 06 dar 05
(E) oV oV
+dr|rsinf == + cosf 5= )+ r2(eU+ fV)=o,
or 09
2V oV o0V 9 ou 5 718 .
\'7)@4-7 ?)_7—'+"d +a7 I cos —07-—5111 W> =0,
et

Fi(z, y; & n), Fo(xyidon)
deviennent

F, = Ll P oL + (@ cos8 + b sinf)U + (¢ cosF+ d sind)V |,
ri” or

( F,—= ; [2 %;- + (a’cos§ + b'sin§)U + (¢'cosf + d’sinﬁ)\']:

cherchons U et V solutions de (E) sous la forme

(6) %U:1+ra,(0)+r?a2(6)+...—i-»r”oc;,(e)—i—...,

V=14 rB3,(0) +r8,(0 ... 4-rBa(0)+...,

car on doit avoir
Uik, a5 ny=VN(E v Zon) =1,
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et L, V sont supposés réguliers antour du point (%, n). Alors il
s'ensuit que les cocfficients «,(8) et 3,(6). polynomes trigonomé-
triques d'ordre n, doivent avoir la méme forme que P, (0).
Fn effet si I'on porte les expressions (6) de U et V dans les équa-

tions (E)on trouve les équations successives suivantes. qui déterminent
les z, (8) et 3,(0) :

d*a, . d:3, i -
-d—9-,_,—-°—9t1——0. 7 | =0 et pour n>i
L, dio, . doag_.
(K9 2 noy, 4 ay| (n — 1) 2%,_, cosf — sin !
PLE n of ( n—1 G a5

) . pdog
i a,l(n Vo908 9 — sin§ 2 |

d9
. da,
- ""‘(”‘—”ﬁu—lsm@-;-cose 9‘;'(; ]
: dotp,]
+b,[(n—2)an_251;19+c059 dez ..

RP7/{C
ey [(n—113,_,c08§ — sinf ﬁ," ‘]

7
av

dﬁn—ﬂ
db

“+ ¢, | (n—2)B,—,cos0 — sinf “+...

dBny]
b

+dy|(n—1)B,_,sin§ + cosh

= d [ (n—218,,sin% + cosb d%’;"z] 4+

e 0y e Op g0, 3)‘5—(fn,gn-—z“é"fs:371——".“.'““-‘?‘fn )

et
a2 ;3_,,

—75 —c—nz@ﬂ_}-r(’o[(n—ul)a" Lcosh ~si119(—{3‘-;—9:—’J

-, [(n—2)%_,c088 —. .. | +...,

la méme forme, seulement les coefficients sont accentués.

Les coefficients a, b, ..., e, f, a;, b’J. ..., f) sont ceux des
développements des fonctions a, b, ... f. a'..... f' sous la forme (4).
¢ est-a-dire

a:ir"a,,(ﬁ). b:Er"b,,(@). e

0



L'intégration des équations (E') introduit chaque fois pour les 2,
et 3; des constantes arbitraires.

Il s’agit de montrer maintenant que la condition imposée a U, V de
rendre I', et I, réguliéres, c’est-a-dire de la forme (4), détermine
d’une maniére univoque pour chaque «, et 3, les arbitraires qui s'intro-
duisent par intégration.

En effet, si I'on porte les expressions (6) de U et V' dans (4") alors

Fi(z.p;&m) et Fo(z yiton)

peuvent étre mis sous la forme
® “

(7) Fl:z Qn—s(G) rn=2, FZ:E Ry y(Gyrm 2
! 1

avec les expressions sulvantes des Q et R :

Qnes=2no,+ | (@ cosfd + bsinb)yan,
+(acosf+ bsinb) et ,+...+ (cosf+ bsinb)y, ]
—|trcosd —dsing), 8,
w~(ccosf+dsin@),B,,~~...—(cosf+dsinf), .
R,_,=2nB,+4[(a’cosb + &'sinb)etp,
~+ (a’cos0+ b'sinb),ay , -+ ...+ (a’cosB + b'sinf),_, |
(¢’ cosf + d’'sin§),Br—y

\ +(c'cosb+d'sinf) B, +...+ (' cosd 4+ d'sinf),_, ]

(8)

en écrivant comme plus haut

L)
9@ )= (8)ur™.
]

Admettons que «,(0) et B,(6) sont de la forme (5'), c’est-a-dire que

ap(9)=AP cosp i+ B 'sinp§ - AP, cos(p—2)0+Bfysin(p—2)0-+....

(9) i Bp(8)=CJlcospf+DP sinpd+Cll cos(p—2)§-DLysin(p—2)G—....

on peut alors montrer que Q,_, et R,_, sont de la forme

=2

D Qua Y =pii* cosnb + ¢ 'sinn G — p P cosin — 215
> 4 gt sinin —2)0 ...

R, ,(8)=r{" P cosnf +sFsinnf - r ¥ cos(n- 24
( + s sin(n — 2B 4. ..

(10)
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en tenant compte que les produits cosmf, cosnf, etc. peuvent se mettre
sous la forme de somme.

On peut calculer les coefficients p* , . . ., s sil’on écrit explicitement
la forme des coefficients du sy stéme proposé.

On a déja écrit

a :2 an Gy e, b=
0

M

b9 e [=R S
o

Soit plus loin

(n(6) == dy,ncosnf +- '(;,L:,L sinnf — a,, ,cos{n-—o)4
—i—?l,,;n ssin(n —2)8+...,

(11) bt 6)=b, ncosnb + b, ,sinnb + b cO8{ — 218
, 4 bppysin(n —2)0+. ..,

Sil’on tient compte de (9)et (11) on déduit, pour les premiers coef-
ficients de Q,,(9) et R,_5(0), les expressions suivantes :

2i—2 CIRER

1 P 1 -
(=2 ___ (3 —1) 3 n—1 -2
[’un =2n ’\/{ == ;Lﬂo '\;£ - bu })ll{ ]‘5‘ 7;(“1: - bn) A -
I I -
E Nn—2y __. (n {(n—1) n—1\ fn-92
(I)‘) 9 n )—"?an =+ )'[[’nAu ‘4»(1013” )]+ 7‘(0“—1-b”)A,{ )

- f‘(a” b B 2(}1_,1_ =B et )y

et des expressions analogues pour 7,/ et s,”* . Ce quel’on doit retenir
est que a part les premiers termes qui sont AJ', B, C;" et D" ces
grandes lettres n'entrent dans ¢,*, s,/ que sous la forme A", ...,
D un au moins des indices ¢tant inférieur a n.

Mais on veut que F, et F, solent réguliéres. Donc (7) doit
étre de la forme (5) el Q,_,, R, 5 de la forme (5'); donc on doit avoir
pour tout n21 :

H=2 . =2 ., N—=2 o N—2
“3) [’u’ —49n =71, =S == 0.

Mais ces conditions déterminent A, B, C" et D, en supposant
dans (12) les quantités correspondantes et d'indices inférieurs connues.
Je dis que ces quatre quantités sont justement les quatre constantes
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arbitraires qu’introduit l'intégration des équations (E’). En effet
admettons que cela soit vrai jusqu'a n — 2 et que pour p<n—1 ,(0)
et 3,(0) aient les expressions (g). Montrons que cela est vrai aussi
pour n. En ce cas on voit que les équations (E') sont de la forme

n—2 -

d?z,

e ntz,=— E (ppcospl—v,sinphi
0

n—2

B ”2@":2 (ppcospd—-v,sinp),

(1]

qui, intégrées, donnent

n—?2

; . 7 rosp 0 inp§
o, (0)=Acosnf+ B simnb —+—Z ({1/, P, 2P ),
\
0

» ;
n.ﬁ _PZ

n'2-p-
(15)

n—2

, . O cosph , sinp§
3,t0)=Cl" cosnf+ B 5111119+2‘< ! r7 r ),

1L - T
\ ‘I)lepz I)n_’_p_
0

ce qui montre que Sl %, %ay ...y %uoyy 3y, B2y -+, 30— sont de la
forme (g), il en est de méme de «, et 3, el que A\, B/, G, DI
sont justement les constantes d’intégration qu’on détermine par les
conditions (13).

Mais «, et 3, sont bien de cette forme, comme on voit immédiatement
en regardant les premiéres équations (E’). Donc tous les «, et 3, sont
de laforme (g9) et 'on voit en outre que la condilion imposée a U et \
de rendrerégulieresles expressions I, et I, suffit pour déterminer, an
moins formellement, sans aucun arbitraire, ces deux fonctions.

3. Il reste a présent a démontrer la comergence des séries (6) qui
donneut liet V. Pour éviler les longueurs de calcul, considérons le
svstéme particulier

(1) A+~ au + b —o. A+ v - dy = o,

Dans ce cas on a des simplifications notables. Les équations (E')

THESE CIORANESCO. 6



sont alors
d2a, R ) ) .
T e nRtog = — (@ Gy i @ Ay b Uy
o = (By By b Broy+. o+ by
d2p" ! 2/ —. - o
—E 025, = —(Cy g+ €y Oy o .+ Cpy)

— (dyBry+ A\ Bry o dpy).

(n—2)

Sil'on forme pi'™, ..., 5" on trouve que les constantes d’inté-
gration doivent étres nulles dans ce cas

) — — D —
Bi=...=D{"=o.

de

n—2 n-—=:

o cospf  sinpb . , cosp@ sinpf
2"(6)"‘2(“”,12_},2_*_)/'nz_p‘z)’ -6"(9\—20‘17,12__1’,1"_)Pnz__le)’
0 0

\

on en déduit
W) i< mzkgf‘p!*;’pgn Sl <, =20l Y

Supposons que les séries

L -
@ = E anr, o= E rid,
U 0

convergent pour |z |, |y| <7/, 7" étant le plus petit de quatre nombres
correspondant & ces séries. Ces séries convergent indépendamment
de £, npour |£|, || <esir<Ret o+ R <. Sil'on désigne par A,
B, C, D les bornes supérieures de |al, | 6], |¢]|, |d]| dans (¢) et R’<R,
alors on sait que

, A D
(D) |a,,]<PT,.; Idn}<m-

Si 'ontient comptede (2), (3) et (4) on déduit facilement de proche
en proche

A B | 1 [ A B AR /A B BR' /B 1
|“2|<;+'21: |°¢3|<Z-:72 R Y <-—,_’—2 = TR +‘~’I—»-2— = RE)
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car on a augmenté le second membre

P A " AR’ L r AR’ 1 r"_XR'+ 1\ /A 1Y
“"I\ifn——l) hWwn—3) R’ ﬁ(nmﬁ)—+-.f{-7 T\G 2 ﬁ)(ﬁ—}_R”)

B | BR l‘ B l\)
i n | dm =37 TR \2 T RE

ou si M désigne le plus grand des A. B, on a

. 2] M MRS MR

' o <2(n——=1) n—3) R ||in—=m R}
(L V(M
A R/\2 7 R?)’

el une expression analogue pour |53, /.
(Cies expressions montrent que les séries

@K «©
- Y .
[ Z , %y | e, - 2 | ‘3” L pn
i 1

convergent si r < R’ indépendamment de £ et .

Ainsi se trouve démontrée 'existence des fonctions U et V. Les
fonctions U’ et V' se déterminent a présent, sans aucune difficulté, i
I'aide des équations

L(L, V) —F,=o0. L(U.\')—F,=o.

car les fonctions I, et F, sont réguliéres. Sil'on veut avoir les solutions
tondamentales u et ¢ qui sont nulles sur C on doit imposer & U’ et V'
de prendre lc long de cette courbe les valeurs (Ulogr). et (Vlogr)..
Les solutions fondamentales (ou élémentaires) ainsi déterminées
jouent le méme role que la fonction de Green, c’est pour cela qu’on
peut les appeler ainsi lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité a4 craindre. On
verra dans le Chapitre suivant leur role dans le probléme qui nous
intéresse.

4. La démonstration antérieure, qui est la transposition exacte de
celle donnée par M. Holmgren dans le cas d’une seule équation, a
I'avantage d’¢tre directe. Mais, a part les difficultés d’écriture qui la
rendent presque inapplicable dans le cas de plusieurs équations et &
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plus de deux variables, elle a le désavantage de supposer Uanalyticité
des coefficients qui entrent dans les équations considérées.

C’est pour ce motif qu’on doit recourir pour le cas général a la
méthode de Eugenio E. Levi (') qu'il a employée pour le cas d’une
seule équation d'ordre 2n et du type elliptique, en cherchant ses
solutions fondamentales, et en ramenant ce probléme a une équation
intégrale de I'redholm. Il montre qu'on peut aussi appliquer cette

mnéthode aux systémes linéaires du type elliptique, notamment aux
systémes de la forme

o ortu
A+ A, 4. .—i—A,,th,L—{-Z a‘j 7'—’()—)', + b,=o0.
7
ot
s O oty ok
g — PN i (thy ¢ 3 hy _‘f
Ao =23l Dk 470 PES Ak A PV
et
JHI<<h (1==1.2. ...,1).

Comme on le voit, ce systéme est beaacoup plus général que ceux
Jue nous avous cousidérés.

11 se propose de trouver pour ce systéme des solutions qui dépendent
d’un point parameétre P(Z, ) et sont finies et continues partout
dans (C), sauf au point P, ouleurs dérivées d’ordre £ — 1 doivent avoir
une singularité du premier ordre. Il montre comment ce probléme
peut se ramener & un systéme d’équations intégrales du type de ceux
qui ont été étudiés par Fredholm. En appliquant cette méthode de
E. E. Levi aux systémes particuliers du second ordre que nous avons
covisagés dans le Chapitre précédent, on pourrait apporter plus de
précision, comme 1’a fait M. Gevrey (*) au cas de I'équation unique &
deux et plusicurs variables d’ordre 2 ou 2#.

Comme ces considérations nous entraineraient trop loin, je leslaisse
de coté pour le moment ¢t nous admettrons, dans la suite, le seul fait
qui nous intéresse pour notre but, qu'un systéme linéaire de la forme
indiquée a des solutions fondamentales.

(') Voir pages 307 et suivantes du Mewmoire cité.
(%) Voir par exemple les Notes des Comptes rendus Acad. Sc., 1. 171, p. 610;
t. 173, p. 761 et 1445 1. 177, p. 571,
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CHAPITRE 1V.

1. Sil'on a une équation de la forme
du du
(1) L=Au+a-—+ b= w= f,
(1) w—+ e -+ o —+ ¢ /s

on sait le réle que joue son ¢quation adjointe

(ag) d(by)

(2) M= Ae - o i

R X ¢}

et comment, avec une solution fondamentale (ou de Green) de cette
équation, on peul exprimer la solution de (1) correspondant a une
suite de valeurs données sur (C), par l'expression

B e e ! [[G I e 2ot e z -
(3) ~<(zv,)>—;,;fcu%ds—z—ﬁffnemn 2o U n) dEdn

et d'une maniérc analoguc pour plus de deux variables.

On verra dans la suite quesil’on cherche a étendre pour les systémes
d’équations aux dérivées partielles la notion de systéme adjoint, celle-ci
comporte un grand arbitraire dans le choix possible, arbitraire qui se
manifeste par 'introduction des paramétres dans le systéme adjoint.

Clette circonstance explique en quelque sorte pourquoi la notion de
systéme adjoint n’a pas été précisée encore.

On trouve dans ce qui suit la notion d’adjonction traitée de deux
maniéres différentes, qui présentent, a différents titres, de 'intérét pour
la théorie. La premiére, quoiqu’elle ne se préte pas a un algorithme
simple dans le cas d’un nombre quelconque d’équations, peut présenter
certain intérét dans des cas particuliers. La seconde apparait comrme la
généralisation naturelle de la méthode d’adjonction de Lagrange el
Darboux.

2. 1 propriét¢ qui hie les équations (1) et (2) du paragraphe précé-
dent est que l'expression E=¢L —uM peut élre mise sous la



e 46 —~

forme 5t () - Clest celte propriété qui va nous servir comme défi-

nition du systéme adjoint et la forme du systéme adjoint obtenu
dépend du choix des expressions telles que E. Considérons d’abord un
systéme de deux équations, que nous écrivons dans ce Chapitre sous
la forme suivante :

Ju du d¢ a0 .
Li=Au—+ a5 4 @i g “+ b, — Fria bys~— o Coall = G0 = [},
(1) N
due du o
Ly = Av + ay, g Tyt by, o+ b”d-)‘ eyt gy == [y,

susceptible d’étre appliquée & un nombre quelconque d’équations et
de variables. Soit un autre systéme de la méme forme :

al al
> -+ A

f) L=ay o 2%
Y

i)rv

;0

\\1,_Ab¢x gy B o

avec des coeflicients indéterminés pour le moment. On les déterminera
en écrivant qu'une expression telle gue E peut se mettre identiquement
sous la forme indiquéc plus haat. Dansle choix de E, 1a seule condition
est que les quatre fonctions «, ¢, U et V solent représentées et celie
condition est d'ailleurs suffisante. Par exemple I’expression

UL, — «M, + VL, — ¢M,

peut se mettre sous la forme envisagée précédemment ¢t engendrer le
systéme (M, M,). Mais pour des raisons qu'on verra dans la suite nous
prenons I'expression

(3, o= Ul =M, - VE,— M, — UL, oM,
comme génératrice du systéme (M, M,). 11 faut mettre E, sous la forme

oF  0dG
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avec
- du Ju -du ov -0y aU
sr—Lﬂ—lla‘;—r\%’—lt()—‘z:TLd—.T:—“fa;
) ) i 2t U Ao Vg oy ¢ U 0V
9 .
L du oU ~du ov ov oU
’G?LZJF—MZJ—'—FV@—UW—FU&;—(W

+ Bl + B V4 By, 0U 4 B30V,

les 2 et 3 comme les A, B, C étant aussi & déterminer. En faisant les
calculs d’identification dans (3"), on trouve

{2y =a,,— a,: Oyn =0y oay == by -+ by %y, == by,
Bii= i+ ay,: 3n=a: Bo1 == byy = by Ba=10

et, pour les coefficients du systéme adjoint,

A= (b1 -1 by)); A= (b1 by): By=— b, Bi.= -0,
0(b, by O(byy+by)) |
oz 2 ’
DA = (U Uy — by = by ),
90T — (@ Ay — by — byy )5

Co=cn+cun

(6) l
Oy Ayy-— by, —Dyy) oy yy— b, —b,,
Cat_('n ‘<(.-’l- Jp— (@ 21 ‘ 11 21 (&2 _;)), 12 _z))
C d(a;,— b ) ()((I.:v—-b.z)
ay ==y — O ”? . = — )), . 5

ce qui donne le systéme adjoint (M, M,) :

(b, V) 9y, V)
dx ar

) J
M, = Al - '()"'”’I_\bn““ by )L]— ()i;[( b+ byy U] —
ey e U — eV,

9 0 1
(h ¢ M= AV — _d—‘{;,[(all t oty == by — b, )L |~ '()TL( g+ Aoy — 013~ 0y, )U |

7l d .
- %L(au“‘bu AN d_)‘,l.(\“u‘—bu)\]

(0 0oy — Ca— U+ (¢ — 15V,

et, comme on I’a déja dit, entre les deux systémes (1., L,) et (M, M,)on
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a la relation

Jar  odG

(A UL, —uM, - VL, — uM, + UL, — ¢M, = Py Pk

On peut remarquer que si de (6) on déduit inversement les coefficients
du systéme (L, L.,) en fonctions de ceux du systéme (M, M, ) on trouve
qu’ils sont exactement de la méme forme

a,y=— (B, + B, ): a,—=— (B, + By,) e

ce cul montre la réciprocité qui existe entre les deax systemes (L, L),
(M,. M), ce qui pourrait se voir d’ailleurs sur I'expression méme de E,
qui, a part le signe, se change en clle-méme par permutationde Let M
et des petites lettres et grandes lettres. Donc réciproquement (I, L)
est le systéme adjoint de (M, M. ). Comme on a vu d’aprés la maniére
quinous a permis de trouver le systeme (M, M, ) cesystéme n'est pas le
seul qu'on puisse adjoindre a (L, L,). Sans chercher trop loin, s
ans la forme E,, génératrice du systéme (1), on fait la permutation
circulaire des letires et indices, on obtlent une autre expression .,
génératrice d’un nouveau systéme adjoint (M, M,). On a ainsi

JOF G’

ar oy

(B) I,

y= ULy oM, - VL — My — \Ly— ¢ M) =
I' et G ayant des expressions pareilles a celles de I et .

On peut éerire immédiatement le systéme (M M) cn changeant dans
le systeme (M, M,) le role de U ct 'V, des coefficicnts a et & et de leurs
premiersindices. Lesecond systéme adjoint ainsi obtenu est le sutvant :

, . d - Jd . . 0 ) .
My=2AU - D}'_\(‘zl = b,y U+ 7)/“ (90, U4 ()j.l(“n‘f‘(‘n_bn—bn)‘ |

0 ,
=ty — b= D) V] A= VU Ly = c— e — a0 Y
(il - N

R
Jdr v

| A ey U (e =)V,

)

J J
\[QEA\ ;ﬁ[‘flll;"(’zl)\ ]—;);[(,"l:_‘_”.':'\ !

et de la méme maniére on obtient les expressions des cocfficients «, et
8i, qui entrent dans F’ et G'.
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3. Avant d’aller plus loin remarquons qu’on peut présenter cette
question d’une maniére a la fois plus condensée et beaucoup plus
générale, car elle est applicable a un continu euclidien ou riemannien
a un nombre quelconque de dimensions. Pour cela écrivons le sys-
téme (1) sous la forme suivante :

- = — -
] Li=Auy,+ a,.gradu, + b,.gradu, = cg, 4, —+ ¢4, Uy,
(1) > > -
Ly=Au,+ a,.gradu, + b,.grad tt, -+ Coy Uy + Coy Uy,

ou Ao désigne & présent le paramétre différentiel du second ordre (ou

de Beltrami si 'on veut) div(grad ) et a. grad ¢ représente le produit
scalaire

o 99 o ] 4 - a e
1oz, | 0z, "dxv
> -
du vecteur o de composantes ,, &., ....a,par le vecteur grade de

composantes 2 ( ).

Con51derons alors le systéme
- = >
M, = Av,— div] o, (5, + 5,) | — div[ 0,5, |
= {Cpa = Cyy ) Py = Cpa Py,
. — - - =

M,=Ac,— dl\'[(’ L a, - a,— b1 — )] — dlv. 3 (al — 1)]
\ (o Coy— Cra— € ) ¥y =+ (11— €43) 93,
div étant la divergence de la fonction o, c’est-a-dire I'opérateur

divg = ()cp —r——(-)f-—»‘— —l--di

oz,  dz, ' o=z,

Le résultat du calcul du paragraphe précédent peut alors s’écrire

v L — M| + o, Ly — 0, My + o, L, — 0, M,

. — . —> - -
(3) = dlv[ gradu, — u, g ladv + o, gradu, — u, grad oy + v, grad u,
— o s — - - —
wygrade, — wye \ay—a, ) 4 w050, — u, v, (b, - ) - u2cr.zb11.

() Voir pour ces définitions pour un continu riemannien a deux dimensions
les Legons de Géométrie vectorielle de M. G. Bouligand (Vuibert, 1924,
P. 275-284).

THESE CIORANESCO.



Il est valable pour une variété quelconque et indépendant du nombre
de dimensions. On peut écrire de la méme maniére le svstéme M, M,

= A¢, - dn l__t,(a:H b_:)ii - dl\i 1_(r1}|+ a:~l;‘ - /;‘T)=1

L TR 1 5 e N ST B R R TR ST L

FEN

._(}"l s - N
, M,= A, dnl s a, (|H[Vi(ﬂ, r/z)J‘!-/,,sl AT AR I

»

et Uon a une relation tout a fait analogue a (3) qui se déduit par la
permutation indiquée.

4. Considérons la relation ( A) du n® 2, el supposons qu’on cherche
les solutions du systéme (1) qui sont réguliéres a l'intérieur d'un
contour fermé (c¢) et qui se réduisent le long de ce coutour a des
fonctions données u(s) et ¢(s). Pour cela on procéde comme dans le
cas d'une senle équation, donc 1l faut intégrer ( \)dans D. On a

(1) [/ fUL, —w M N M, UL, oM ey //):/ Feh —Geds

L 1] 1

Supposons que « el v soient solutions de L, =/, Ly=/, et U, \
soient solutions fondamentales du sysiéme M, =o0. M,=o0, c¢'esl-a-
dire de la forme

l 1
L =Plog O=Asr v .7 N - Rlog Sz v o va6
/ 7

avecC
1A= g £- ) oy el Pié ny=R(z 7=

les fonctions P, Q, R, S étant réguliéres par rapport aux qualre argu-
ments dans D, et s’annulant sur C.
Alors, la relation (1) peut s’écrire, en lenant compte des expressions

deFet

/ ,[(,.,/1 Gyt Gy, ldedy

[N ']
L du d\ du dl dy \
._L/C‘(u;]?- 1‘—[; b \/174(,/{7_.[(7’;}[[\
— / [toy cosm — 3, conm 1l

L

208wy -, JuY 4. (. )e N ) ds,
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Zi% désignant, comme d’habitude, la dérivée suivant la normale inté-

rieure & C et w,, w, étant les angles de cette demi-normale avec les
axes. Introduisons un petit cercle y de centre (£, 7) et de rayon ¢, et
prenons comme contour dans le second membre de (2) C'= C+ s
et l'on prend ensuite U = G, V = G,. Ou constate que les mtegrales
de la forme

f(oz“coswl—i—ﬁ”cosmz)ds... /G—ds ..

v
i

tendent vers zéro avec g, et il reste seulement les intégrales de la forme

*dG, .
/ H——ds = —7uii. v, pour o0 = 0.
. du ’

On obtient de la sorte la relation

‘ am| 2wk, n) -+ elE u)|
[dG ., 4G d(,,]

ST
( - dr “dn T

C

ds ——//[AG = [,Gy+ £,G,]dz dy.

Si I'on fait les mémes opérations sur I'expression (3) en appelant
Ji(x,¥3 5 1), Jo(2, y; &, 1) les solutions fondamentales du systéme
M = M; = 0, on obtient comme plus haut

‘ wié n>+u’(c,n)]

(lJ_, dJ e
[[ rin “un "dn J s _V/_/D[f‘z'L““f‘-’J?*.fJledxd)"

C

Ces deux relations (3) et (4) permettent de tirer u(&, 1) et ¢(, ) et
de résoudre ainsi le probléme de Dirichlet pour le systéme (L,L,).

On en tire
ulk, ny= / u dG' . 4G, o dG’
“ 57* Jdn dn } - dn

/’ (dJ -~ dl, N aj,
()7- “dan ) T %an cln

g;._"/L{;[‘(Gl"f‘ G,)fi+ G, f,]dz dy

—l-ff[(Jm—Jz)f.‘—ngfi]a’xdy.
T D
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et une expression analogue pour ¢(&, ). On voit ainst la raison pour
laquelle on doit adjoindre au systéme (I., L,) deux systémes (M, M,)
et (M, M)). Ce méme calcul s’applique au systéme considéré au n® 3,
. T 5
en remplagant, pour v> 2. 2% par le nombre (v — 2) — On
r{-—+ 1)
2 /
peut obtenir ainsi u( M) et ¢«(M) dans un domaine Q connaissant leurs
valeurs sur sa frontiére X.

5. Avant de considérer le cas général faisons quelques applications
de ce qu’on a déja obtenu.
Soit d’abord ’équation classique a une seule fonction

> — .
'y ly=An~+a.gradu ~ bu=Ff.

On peut la faire rentrer dans le cas envisagé en lui associant I'équation
L, = A¢v = o, et considérer le systéme dégénéré (L, L, ). Donnons-nous
u quelconque sur la frontiére £ de Q, et ¢ nul sur cette fronliére.
[l s’ensuit que ¢ est nul partout dans Q. Les deux systémes adjoints
écrits au n° 3 sont dans ce cas :

M= A, =0: M, = Ar, ({i\’(:(',:/) - div(. (_,;:) = b, —vy =0
el
M= e, —dis (i) —bog=o: M= Ac, div(e,a) i bry==o.

Sil'on désigne par g(M; P) la fonction classique de Green, c’est-a-
dire la fonction harmonique nulle sur Z, et ayant une singularité au

. 1 . I
point M = P del’ordre de Sp=: ou bien de log w5

on a, en désignant par G(M; P’) la fonction de Green, solution de

poury == 2. Alors

M=Ac dn (¢(;) - by =o.
pour les quatre fonctions fondamentales

Gi=g G=06-g: Ji=g—-G =6



»
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et en tenant compte que G, et J, sont réguliéres méme au point M = P,
on retrouve la formule classique qui donne U solution de (1).

De méme, comme autre exemple, si 'on considére I'équation du
qnatriéme ordre et du type elliptique .

12 A2y +aldu + bu=r.

qu’on peut écrire sous forme de systéme, et si 'on ferme les deux svs-
témes adjoints (M, M,), (M|M,), on trouve que les solutions fonda-
mentales de ces systémes s’expriment a ’aide de la solution fondamen-

tale de I'équation
A2p — Afav) + by =o.

I’adjointe de (2). Enfin, on peut se demander s’il ne peut pas arriver
que les deux systémes adjoints (M, M) et (M|, M,) attachés a (I, L,)
se réduisent a un seul. On voit facilement que cela ne peut arriver que
pour le systéme

> = >
\ L= Au, + a.gradu, + b.gradw, + cu, + du, = f,.
(3 ' > > - -
Lo=Au, - b.gradu, - \a— b).grad uy, ~ duy+(c—d)u,=f,,

systéme qu’on peut appeler mono-udjoint, car, pour lui, les deux sys-
témes adjoints se réduisent & un seul, a savoir :

S M,=A4A¢, dnv (V,_(:) — div'(('_,Z) “+ () - dp,.

(4 . > ' R
/ M,= A¢, -+ dw((*,b) e dl\'l:"l(ﬂ — b)J —dv,+(c—d)v,.

Pour le systéme (3), on n'a par conséquent besoin que de deux
fonctions de Green, les solutions fondamentales du systéme (4), ce qui
est remarquable. Lun des avantages de la méthode d’adjonction
adoptée est de meltre en évidence celte classe d’équations. On cher-

chera plus loin & voir 571l est possible que le systéme (3) coincide avec

. +- *
(4) et I'on verra que cela ne peut arriver que si @« =o, b=o.

6. Silon consdere le cas géneral d’un nombre quelconque d’équa-
tions, on voit qu'en restant dans le méme ordre d’idées, 1'adjonction
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peut se faire de bien des fagons. Soit le systéme suivant

v n
du ou du
- J 2L y Rt ol 222 - —
(BRI L,__Aul—i-z l(l” (7.%, -+ a, ()x/ - al, ()x, Z bauy=1,
J=1 7=1

tr=r. 2. .. no

Pour adjoindre a ce systéme (L,) un autre systéme de la méme forme
(M;"), on doit former une expression génératrice analogue 2 E, et E,
du cas n= 2. composée de termes de la forme

v, Ly — ;M)
donc, elle est de la forme

(e [L:Z(CILA—UA‘\I[' .
1, A

et la seule condition requise est que toutes les fonctions u,, v, soient
représentées; donc, il faut et il suffit, pour avoir un systéme adjoint
M,"”, que, dans (a), les indices ¢ et k£ prennent au moins une fois toutes
les valeurs de 1 a ». On voit ainsi ie degré de géneralite que comporte
la question, sans parler du fait qu'on peut introduire dans (o) des
parameétres arbitraires A, affectant chaque terme de la somme. La
maniére la plus simple d'y arriver serait la suivante : on forme une
expression E symétrique telle que

"
E:Z(Q,LL~ 7
1

qu'on asymétrise en lui ajoutant un terme en plus, soit donc l'ex-

pression
i 1= I, — (’/LL-—— 1“’\1/'

En mettant cette expression sous la forme divw, on a ainsi, comme
dans le cas » =2, un premier systéme adjoint (M,' ). Sil’on connait
les solutions fondamentales de ce systéme, en suivant la méme marche
que plus haut, on obtient une relation de la forme

(2) AJus(M) 4+ wy(M)+ o iy (M) 4+ 20 (M) + wha (M) ..+ un(M)]
— (termes connus en fonctions des donnees sut le contour et les solutions

fondamentales)
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En faisant les permutations circulaires des indices dans E,, on
oblient n — 1 autres formes génératrices d’autant de systémes adjoints
My, M2y oo, M) (i=2, 3, ..., 4), et Uon a ainsi » — 1 relations
analogues a (2), qui permettent de Lirer les «,(M).

Il nous a fallu pour cela n* fonctions fondamentales. solutions de n
systémes adjoints (M*') au systéme (L,).

Pour des systémes particuliers, comme le systéme mono-adjoint, ce
nombre peut se réduire & n(n—p--1), si p des systémes adjoints
coincident.

Comme on I'a dit plus haut, ce n'est pas la seule maniére de
résoudre le probléme, mais seulement une des plus simples, qui peut
présenter quelques avantages dans certains cas particuliers.

Nous allons donner, dans la suite, une méthode d’adjonction uni-
forme et tout a fait générale, ct qui est en outre la plus simple possible.

7. Soit pour cela le systéme (1) du numéro précédent. ou encore,
pour plus de généralité) le systéme

n
> - e
(1y L= div \evad 1,) + E ap-gvad wy — b)) =/ t=1.9, ..., n)
! =3

qui s¢ réduil au précédent dans le cas d’un corps cuclidien a v dimen-
stions. Comme on U'a déja dit au n* 3 dans le cas de deux équations, 1l
v a avantage a écrire les équations du type elliptique sous cette forme,
non sculement a cause des simplifications de calcul, mais en outre elles
acquicrent par cela méme un degré de généralité beaucoup plus
grand, car clles sont applicables indifféremment & un espace euclidien
ou ricmannien.
Prenons comnie forme géuératrice expression suivante

n
. Wl
(21 I'A:Z?,(",L,—u, M, .
|

les 7, étant des paramétres arbitraires lous différents de zéro, pour
que E soit compleéte.

En faisant les mémes calculs qu’au n° 2 (on peut faire le calcul pour
simplifier si 'on veut dans le cas euclidien avee v =2 et traduire le
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résultat vectoriellement, et il se trouve par cela méme valable dans les
conditions les plus générales), on trouve que le systéme adjoint
a (1), obtenu de cette maniére, est

(3) M;= div(grad ¢; )—+—2 [ — —-) dw(v,( a;\,) -~ Tblullk}

L

et 'on voit qu’entre (1) et (3) on a la relation

n
Z 74‘(0,"4 -— u,.\‘]i\

i=1}

E dediv (Vi g;;d uy— u; g;;d v,)

.,_E 2[ ( tir. ,cxad u,()-+—/;lu, le(V,( am)—l

i k
Z 2 [)\z iVt — 7\1 b]\lll L’A]
i k

mais comme la derniére somme est nulle, et que par le méme chan-
gement des indiccs on a

2 Z hrwg div (vkc—t:) —-—‘2 2 hiupdiv (Vi;;)s
ik ik

et comme on sait que

+

- > -
odivV + V.gradp=div (s V).

on en déduit que

4

(4 Exi(ViLt"‘ulhlt)

= div l:z M (vi g-r»f:dui— uig;;d Vi) +2 Z (u;\ via )]

i=1 i=1 k=1

Clest cette relation qui va nous permettre de résoudre le probléme
dz Dirichlet, ainsi que d’autres problémes aux limites pour le sys-
teme (1). Avant d’aborder cette question, il n’est peut-étre pas inutile
de dire que cette maniére d’adjonction, que nous appelons adjonction
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paramétrique, le svstéeme M, de (3) étant I'adjoint paramétrique de (1),
est susceptible d’étre appliquée dans le cas des systémes de nature
quelconque et non seulement clliptique, 'expression E étant celle qui
engendre le systéme M,.

La regle de formation est toujours celle de plus haut. Elle s’ap-
plique méme & des systémes dont l'ordre est supéricur a deux, mais
qui sont linéaires. C’est toujours par ce méme procédé que I'on arrive
a leur adjoindre un antre systéme de la méme forme et qui contient
des paramétres.

8. Nous avons dit que la relation (4) permet de résoudre, pour le
systéme (1) du paragraphe précédent. les problemes aux limites. Soit
en particulier le probléme de Dirichlet pour ce’systéme. Supposons
que, dauns P'espace euclidien E,, on se donne un domaine fermé Q de
frontiére X, et quon se propose de trouver les solutions de (1) régu-
liéres daus Q et qui se réduisent sur X & des fonctions données. Pour
cela on procede avec (4) comme dans le cas classique d’une seule
équation, on l'intégre dans Q, en entourant le point M de Q d'une
petite hypersphére, que 'on fait ensuite tendre vers zéro. En admet-
tant que l'on connait les solutions fondamentales du svstéme
M;=o0(i=1,2,...,n) soit

G, (M; P;)‘l‘ )\.2. Y R

car elles dépendent des paramétres %,, on peut alors trouver les solu-
tions du systéme L;= f;. En effet, on trouve ainsi

d

n n n
) D by M):Z'A,jzui(}’)—‘—{%dap 3o, 'QG,(M; P\ F(P) do.
1 ! 1

ou
v
2K D
2
k=21 et ky=1v — 2) —- pour ¥ > o,

_ T(;—%—l)

Cette relation (1) nous permet d'avoir la solution du probléme consi-
déré. Donnons pour cela aux A;unesuite de nvaleurs 3f (k=1,2,...,n)
dont aucune n’est nulle et telles que le déterminant || A} 5£0. Alors

FHLSE CIORANESCO. 8
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on obtient ainsi n relations analogues a (1), soit

n

n 4
. - S, dG N
it /4,2/.{{1,(\[/ :Z/{ {tl,q]’\ Y oy, Zl{ /G,/fd';)p (J==L.2.....n,
Js n Ja
[

1=

i1
et ou Pon a désigné par

Gy G ML P WL T n

i

les solutions fondamentales du systéme adjoint correspondant aux
parameétres X, (k=1, 2, ..., n). Ces n équations algébriques et linéaires
en 1,( M) permettent d’obtenir ces fonctions el d’avoir dans la suite la
solution du probléme de Dirichlet pour le svstéme L,=/, et le
domaine Q.

Mais pour que ceci soil valable, il faul montrer que les fonctions
ainsi obtenues ne dépendent pas du choix des valeurs %! pour les n para-
meétres. Montrons cela dans le cas n =2, la marche & suivre étant la
méme dans le cas général.

Soit pour cela le svstéme

> -

3 Ly =Au, + aj.grad v, + b gvad uy—~ 10, + e yuy=—f,,

— > IS —
( L, = Auy 1-ay.grad 4+ by gradwy v ooy 04 = /.

et prenant 4, =1 A, =/ on a le systéme adjoint paramétrique suivant :

- ~
SMlEA‘] divig,ay ~ 7 div ey (a6 =7y 8, =0,

3

)y [ . > —> '
'\I_.i:—A(‘.~7dn*;,/zl —— dhy LD, Sty T

et en désignant par

G—=GM.Pf el IF=-H M:P/f?
les solutions fondamentales de ce systéme, on a
Ay hLuy (MY Ty MY]

dG .7 dd o ro
— ) — § — 5 - T ; > — N 4 “p.
_Lu, - {ay /‘ “/(_ - 7y u( I Pidw, A Hf, P duwp
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Donnons & 7 deux valeurs particuliéres soit

ozt d =2y (2 0,
et soit
GIM:P[1) =G, (M PP = 1,

et de méme G, et H,. On tire alors de (4) «, (M) et u,(M). On a
par exemple :
(5 (M ot I /‘u,([i("_‘_‘[("-’x)dg

Vs

kO, =1,  An dn |

cdM, L dly
~./EU?K/1-,—[7{- -1, an )(’[.S‘J

— / Gy - Gy fy oy / (W — 7,11, fodo.
Ja Jq

Montrous que u, (M) ne dépend pas de 7%, et 7.,. Pour cela on peut
observer que G, — G, et %, H, — 7, H, sont solutions nulles sur £ du
systéme (3) avec A=1, c’est-a-dire que ces foncticus sont solutions
d'un systéme qui ne contient plus de parameétre. En outre G,— G, est
partout réguliére méme au point P =M car le coefficient du logr

ou est nul dans ce point; #,H,— 7, H, est nul sur ¥ et a une

ry — 92

. ., . . . Lo . 1 .
singularité au point P = M ou il devient détini c<>1(11ne770ub1en

log : pour » = 2 le coefficient de ce terme étant /., — 7., dans ce point.

. . G, —~G,  MH —3,H,

Il en résulte que les fonctions 7’—'—=,7— el = —5—
T e 2

systeme (3) dans lequel 2 =1, nulles sar ¥ et se comportent au

point P =M de la maniére indiquée, seulement le¢ coefficient du

sont solutions du

) .
lerme T—ﬂ;—j (011 lo ‘;—[%) est en ce point égal a o pour la premiére
et égal & 1 pour la dernicre. Il en résulte par conséquent que ces
fonctions sont indépendantes de %, et 7, car ni le systeme qu’elles
vérifient ni les données ne dépendent plus de ces nombres. On peut
donc écrire :

GG _ponp. _--j—- R M P

6 —
o) by — ks 7, — L
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ce qui rend évident le fait que u,(M) est indépendant du choix des
valeurs 7.,, 7,. De ces expressions (6) on déduit immédiatement que G
et H ont la forme suivante par rapport & 7. :

—

GOLPe T8 ~he BRI, L 2 ok

Sil'on tient compte de ces expressions on voit tout desuite que u, (M)
est aussi indépendant de %,. X,.

Dans le cas ot n est quelconque la démonstration peul se faire de la
méme maniére. On met ainsi en évidence certaines combinaisons des
solutions du systéme adjoint paramétrique qui sont invariantes par
rapport aux parameétres.

En ce qui concerne les autres problémes aux limites pour le systéme
L,= /., c’est toujours la relation (4) du n° 7 qui permet de les résoudre.
Mais comme nous n'avons pas encore envisagé les conditions de leur
existence, nous les laissons de coté pour le moment. Onpeut seulement
remarquer (u’on ne peut pas se donner sur la frontiére une relation de
ta forme

n

’ ~duy
D (v - A ) = UM,

;
\
i

car cela équivaudrait a 2n — 1 relations auxquels doivent satisfaire V, et

r

N ar i n’est pas toujours possible
7’; sur ,Ce qu1n es Pcib )u‘]()llls pOSS e,

Au contraire si ’on se donne sur Xles n relations suivantes auquelles

. . . du, .
doivent satisfaire les u, et T” a savolr :
(2
du
T /\‘,d—n‘::[, it=1...nj

on trouve que les solutions fondamentales doivent satisfaire sur X a
des relations de la forme

ds,
dn

TSty o A by e m gy

Enfin on peut faire la remarque suivante: dauns la premiére méthode
que nous avons employée pour résoudre le probléme de Dirichlet, nous
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avons fait adjoindre au systéme donné n autres systémes et avec les
solutions fondamentales de ces systémes, c’est-a-dire n* fonctions ana-
logues & la fonction de Green, on a trouvé la solution de ce probléme.
Dans la seconde méthode nous avons fait correspondre au systéme L;
nn seul systéme adjoint, mais qui contient n — 1 paramétres effectifs
et avec les solutions fondamentales de ce systéme on a trouvé les fonc-
tions u,. Il paraitrait au premier abord qu'il y a une différence fonda-
wentale entre ces deux maniéres de résoudre le méme probléme. I
n’en est pas ainsi, car on a vu (ue la résolution du systéme adjoint
paramétrique revient & la résolution de n systémes particuliers corres-
pondant aux valeurs numériques 2! des paramétres. Néanmoins la
seconde maniére d'envisager 'adjonction, en dehors de son degré de
géunéralité et de simplicité, peut aveir des avantages pratiques sur
la premiére.

9. On counait la relation d'échange des argunients entre la lonction
de Green G(M:P) solution de I'adjointe de 'équation

> >
(1) Av—+a.gradu +~bu .- ¢

et H(M;P) la fonction de Green de (1)

G(M: Py H(P: My

On peut étendre cetle relation aux systémes que nous avons considérés.
Soient d'abord le systéme (L, [.,) du paragraphe 3 de ce Chapitre et
ses deux systémes adjoints (M, M,) et (M’ M,). En appelant

MM, Py HLOM:PY ., Go(MaPy GoUML Py 3, 0P L J M P

les solutions fondamentales de ce systéme, on trouve de la méme
maniére que dans le cas de I'équation (1) les relations suivantes :

|l (M3 P, = MR, - 2G(Ps M. — Gy(PiM).
[

(2 H M PY ol 0MPy - J P MY oJ, (P M),

Daus le cas du systéme mono-adjoint que nous avons défini au para-
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graphe 5, ces deux relations se réduisent a

H (M:P) =GP\ Hyt M: Py =G (P My ().

Dans le cas du svstéme adjoint paramétrique la relation d’échange
des argnments, qu'on obtient comme dans le cas classique, est

n

NED E LGV PP Ry — 1L P =,

=1

De cette relation, en donnant aux %; les valeurs particuliéres 7/, on
peut déduire » analogues (ui permettent de tirer les H;(P: M) en con-
naissant les (x,,. On peut remarquer que dans!’expression de H, entrent
justement les combinaissons de G, gqui sont indépendantes du choix
des valeurs de 7{‘.

CHAPITRE V.

1. Le role que joue 'éguation

(1) A+ AN viu=—o

est trés connu dans 1'étude des membranes vibrantes et cette étude a
conduil 4 la notion des valeurs caractéristiques avant la théorie de
Fredholm des équations intégrales.

En effei, c’est Schwarz qui, le premier, a montré 'existence d’une
valeur }, de . pour laguelle I'équation (1) admet une solution nulle sur
un contour (C) et qui w'est pas identiquement nulle. M. Picard a
démontré peu aprés que cette valeur 7., correspondait a4 un pole et a
établi 'existence e la seconde valeur caractéristique. C’est Poincaré (*)
qui, le premier, a montré que la solution de1'équation (1) qui prend des

71y Dans une Note parue dans les Comptes rendus de " Académie des Sciences
(de Paris). t. 188, p. 373, j'ai considéré pour ce systéme les variations des fonctions
G,. G, pour une déformation du contour, en généralisant une relation fonction-
nelle bien connue, due a M. Hadamard.

(*) Mémoire cité. p. -.
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valeurs données sur un contour est une fonction méromorphe de 7 (').
Ces conclusions sont immédiates si l'on raméne (1) a l'équation
intégrale :

(2 Wl )y — — /G(.r._»: Loy ACE ko ndidg —o.

Ceci rappelé je vais montrer une maniére de généraliser ce probléme
posé par la physique mathématique.

Nous avous déja considéré (Chap. 11) des équations de la forme

{\3) Amoy . l)lAun——' ot .. _1_/)", " :_:f( M

et 'on a montré en ramenant (3) & un sysléme de m équations du type
étudié qu'il existe, pour un domaine Q suffisamment petit, une
solution et une seule, telle que u, Awu, ..., A" “"'u se réduisent a des
valeurs données sur la frontiére de Q et que I'équation homogéue
n'admet pour les données nulles sur le contour dautre solution

(]llff = 0.
2. Considérons. pour simplier, 'équation
(1) A"+ 3 A (M. =o.
d’ordre 2m et a n variables et proposons-nous de voir s’il n’existe pas
des valeurs de % pour lesquelles cette équation ait des solutions

différentes de zéro, lorsqu'on se donne «, Au, ..., A" ' U nuls sur la
frontiére de Q.

Pour cela formons D'équation intégrale correspondant a ce
probléme, aprés avoir écrit (1) sous forme de svstéme.

Soit pour simplifier 7n = 3. Alors I'équation

A3 +2A MYy =0

peut s'écrire sous la forme snivante :

(2) Ave—=1: A= Ao~ A\w=—o.

(') Pour plus de détails. rvoir par exemple 3. Sanisevicr, Annales de
FEcole Normale, 19og. p. 60 et suiv.).
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Désignons par

F(M.P):*O—LG(M,PL pour n =2

et

I ! i .
(n--mG:‘”“' P pour n > 2,

FeMOoPy--

G (M, P) étant la fonction classique de Green, relative au domaine Q
et au point P. On déduit alors de (2)

u(M)Y= [ T (M. Py V(Pidny:

Q

3 . v(M):[r(u. PAWIP dag:
Q

’ wiM)= —A ql‘(M‘ P)A(P) uiP)dwy.

Si P'on élimine de (3) ¢(M) et w(M), on obtient que u(M), qui
salisfait aux conditions initiales imposées, est solution de 1I’équation
intégrale

4 :L(NI)+”A/I‘“(M,P;A(P)u(}’)dom:u,

YO
' (M, P)étant le troisieme 1téré de I'(M, P). Pour I'équation (1)
on arrive de 1a méme maniére pour la solution satisfaisant aux condi-
tions imposées a la fronti¢re de Q a I'équation

(D u’\I'-L7/‘l“”’(\l\P)\(P)u(l’)dcop:u.
Jo
i (M, P ) étant le m'e itéré de I'(M, P).
Maintenant, de (5), il est facile de déduire P'existence d’une infinité
de valeurs caractéristiques pour %. En effet, le noyau de cette équa-
tion est un novau polaire. car dans

K(M. Py= AT (M, P,
(M, P) est symétrique, ['(M, P) P'étant. I' (M, P) a encore des

singularités ( ce qui n’arrive pas pour m suffisamment grand), on peut
itérer un nombre suffisant de fois pour arriver & une équation équiva-
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lente a (3), mais avec un noyau sans singularités en M =P. De plus
rea (M, P) est positif dans Q, car I'(M, P) I'est .comme étant fonction
harmonique nulle sur Q et infinie au point M = P. On peut par consé-
quent en déduire quel’équation (5) admet une infinité de valeurs carac-
téristiques, toules réelles, et queles poles de la résolvante sont simples.
Lorsque A(P) est positif dans Q, alors K(M, P) est un novau de
Schmidt et toutes les valeurs caractéristiques =onl positives. Donc
I’équation (1) admet pour une suite infinie de valeurs de 7 des solu-
tions non identiquement nulles dans Q, nulles ainsi que leurs lapla-
ciens de m — 1 premiers ordres & la surface de Q. On peut traiter de
la méme maniére d’autres problémes aux limites pour cette méme
équation (1) el méme pour des équations plus générales. Par exemple
on aurait pu considérer 'équation
(6) @7 a ==\ €Myu = o,
@u élant un symbole différentiel dusecond ordre et du type elliptique,

el
@M = DO w),

en considérant les cocfficients comme constants dans ce passage
de @ & @. On peul réduire de la méme maniére cette équation
4 une équation intégrale, I'(M, P) désignant cctte fois-ci la fonction
de Green, solution de I'équation ¢ = o.

Nous n'insistons pas plus longtemps sur ces questions qui se ratta-
chent si aisément & la théorie des ¢quations intégrales. Notre but est
seulement d’indiquer les cas qui échappent aux formules de résolu-
tion et a la méthode générale exposées dans le Chapitre précédent.

3. Avanl de lerniiner montrons comment on peut traiter le probléme
de tout & Fheure si I'on ne veut pas faire appel a la théorie des équa-
tions intégrales comme on I'a fait pour I'équation

Av -+ W\ =o.
On peut établir de proche en proche les propositions précédentes.
Soient, pour simplifier, le cas de deux variables et I'équation

(1) A u— N\t ) u = o,

LHESE CIORAMLSLO y
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Montrons que les valeurs cavactéristiques de 2 sont réelles. Kerivons (1)
sous la forme d’un svsiéme
12) A=y, Ao 22\
el solent 7=« + (3 une valeur caractéristique et w=u,+4-1u,.
¢ ==, v, les solutions correspondantes.
Alors de ( 2) on déduit :

Av =0 Nty =y
I 1 2 2

I Ae, Noogury, -Buye Ava oo\t Bu quy
et de ce systéme on tire facilemen!

-y ce Ay A ciey Xy = Ay v =2 NS - ad

(D) oy vy — o A — G Ay — Ay 2 Nz = e e el

(13

Si I'on intégre dans D ces deux relations et si 'on applique la formule
de Green au premier membre, on trouve

T dv du du edyy | e
2 AP . . . 4
/ Uy = 4 —e 4y e i == s 2 / Ny ujrdedy,
Je du dn n n Ja : -

/‘ du, oy, s iy vy’ /s
O et el e )y —— tly —— | (s
§ Y eln Y idn “ dn “ du

o
2 /‘/‘A\( w?-—udvelrdy - -] /; e etide dy.
. p

b

el conume ., 1y, vy, vy sout nuls sur (i, 1l en résulte

P
.3/ /.\( = uivdrdy=o
’ . ])

P / /' Nt uivdeady = / /'( IS vla oy,

(ST} . LU

et

¢t comme

/ / Nty dy 2 o

oy

on en déduit 3 =o0, et si Aa un signe constant dans D, « a le méme
signe. De méme pour le cas m =73 :

(61 Adu 72\ viu o,
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On écrit, comme plus haut, (6) sous forme de systéme et soit 2 ==z
si 3 a une valeur caractéristique. Si U'on forme les combinaisons

(A= vy Ay )+ 1, Ay -, Ay ) = (0, Ary — 0, A zm B\ (w4 ul)
ol

Cor Aoy Aoy )= 0, Ay - oy vy w00 Ay = e Ay i = N+

el si T'on intégre dans D en tenant compte que w,, Uy, ¢y, ¢y ¥,
et v, sont nals sur C, on déduit alors

5[/ Nt = udvdrdy =o,

AT

et

' 2 . . ] (9% ,__ K_(_)“l o '()‘3\2 ) {)"z)z.
:7/(’ Nt —utyvdedy [/ [<()[> : (()),> -+ (()J,) ! )

ce qui entraine 3= o, sauf si ¢==consl., et comme il est nul sur €,

drdy.

¢ ==0, et par conséquenl u==o0, w==0; mais cela est contre I'hypo
thése, car 7 est une valeur caractéristique. Le raisonnement peut se
poursuivre ainsi pour ¢ quelconque.

4. On peut démontrer que les poles sonl simples en transposant
toujours le procédé employé dans le cas de I'équation des membranes
vibrantes. Soit par exemple I'équation

(1) A2 —2N M. -0
donc le systéme
A . . Av.=h\u.

et soit &, une valeur caractéristique, pour laguelle on suppose qu'on a
pour u ct ¢ des poles d’ordre n. Par conséquent,
2 M [Z AP M
Uy = < -+ - - .o
X (A — 7, (32 -

Hoat M) 7 B
S S N . T

()

Ay Uty v ooy bony by vy - . ¢lant nuls sur la frontiére du domaine
commea i et v,
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Mais # et v sont solutions du systéme intégral suivant :

! Uy — / TiM. Pre(P)dops - o,
)

<L

9y
"

Sty =t — 1) [I‘(.\l. PYN Py Py
" (2

T T ——

— L,[I‘( M, PrA P Pydep = o.
Jo

Sil'on substitue dans ces équations les développements de w et ¢ sui-
vant les puissances de (. —7,) du u® 2, on trouve par identifica-
tion des mémes puissances de (% — 7.,) des équations équivalentes anx
suivantes :

(5 \ Aa_, =l L V7 S / R

AL =\, Ab =N, 0 Nd

De ces svstémes on déduit :

{7 L ¥/ R R VA N N A T
1 (b oy da , —a, Ab_ L V— b A, —a , JAb_ )= — Aa?,

ih)

Si Ton integre dans Q el si P'on tient compte ue les fonctions a, b
sont nulles sur la frontiére de Q, on trouve que

f N2, doy=0: Fof \a?, doy=1| b2, dwy.
Q

Q

&

ce qui entraine b_,==o0 dans Q. Mais s'il en est ainsi, de 'équa-
tion Aa_,=b_, de (5), on en déduit qu'il en est de méme de a_,:
done les poles sont simples. 1l n’y a que des difficultés d’écriture pour
établir de la méme maniére ce fait pour I'équation générale

A7y W \—=o0.

~

De plus, on peut poursuivie la méme marche que Schwarz et
M. Picard pour déterminer effcctivement les poles 7, 2y, .. ..

Ou pourrait méme, a la place de I'équation (7) considérer des équa-
tions encore plus générales, de la forme que nous avons considérée au
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Chapitre 1 (§ 4) en introduisant d'une maniére convenable un para-
métre 4 dans I'équation et montrer I'existence des valeurs caractéris-
tiques pour les données nulles sur le contour. Mais comme ces consi-
dérations nous entraineraient Lrop loin, je me contente ici de signaler
ce probléme.

Vu et approuvé :
Paris, le »1 mars 1gvg.
L Dovex pe LA FacuLri pes ScCIENCES,

. MAURAIN.

.

Vu et permis d’imprimer :
Paris. le 21 mars 1929.
Le Recrevr pE L’AcapiMie pe Panis,
S. CHARLETY.





