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PREMIERE THESE.

SUR

LES FONCTIONS DE CARRE SOMMABLE

LE LONG DES CONTOURS DE LEURS DOMAINES D’HOLOMORPHISME

KT LEURS APPLICATIONS

AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D'ORDRE INFINIL

INTRODUCTION.

L’importante généralisation, bien connue, de la notion d’intégrale,
faite par M. H. Lebesgue, a permis, entre autres, la découverte d’un
théoréme capital sur les systémes de fonctions orthogonales ct nor-
males, ¢’est-i-dire le théoréme de M. Fischer et M. Riesz.

La théorie des fonctions orthogonales et normales a pris de ce fait,
unc plus grande importance dans I’Analyse.

Ainsi, M. E. Picard a obtenu la condition nécessaire et suffisante
pour qu’une équation intégrale de premiére espéce, d'un certain type,
admette une solution.

Ce Mémoire a pour but d’étendre la théorie des fonctions orthogo-
nales et normales aux fonctions holomorphes dans un domaine D, limité
par un contour rectifiable C, de carré sommable le long de ce contour,
puis de faire I'application des résultats obtenus au développement de
ces fonctions en série dans le domaine D, et enfin 4 la résolution des
équations différentielles linéaires d'ordre infini.

THESE GHIKA. 1
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A cet effet, nous avons employé, le long des contours €, uniquement
la notion d’intégrale de M. H. Lebesgue.

Dans la premiére Partie de ce Mémoire, nous étudions les propriétés
de Vensemble Q(C) de toutes les fonctions [ de carré sommable le long
d’un contour rectifiable fermé C (définissant un domaine ouvert D a dis-
tance finie, et un domaine ouvert D' contenant 'infini) telles que 'on
att

I f(=)

/ { J(ro pour z dans D.
. -z = '
AT S Lo pour x dans D'

De méme, nous considérons aussi U'ensemble Q' (C) ayant méme
définition que le précédent, sauf qu’on a remplacé D par D' et I par D.

Dans le premier Chapitre, nous étudions deux ensembles X(C)
et X'(C) de fonctions, ayant mémes définitions que les précédents,
sauf qu'on suppose les fonctions f seulement sommables le long de C.

Nous donnons la condition nécessaire et suffisante pour qu’une
fonction, définie dans un domaine ouvert D, holomorphe dans celui-ci,
tendant presque partout vers une limite sur la frontiere C et sommable
le long de celle-ci, vérifie la condition

ff(:)(/::n.

Ensuite, nous démontrons le théoréme suivant, sur lequel nous
nous baserons constamment dans la suite, & savoir ;

Ktant données une fonction F(z) sommable le long d'un contour

recitfiable fermé C et les fonctions

i “F(z) e — i Jotx) pour x dans D,
AL S 3 - } Jicey pour e dans D'

Uintégrale étant prise le long de C dans le sens positif relativement au
domaine D on «a, presque pour tout point = de G|

F(z)= lim | fotr)— fi(2")].
. re— 'zl
et x' étant sur une normale @ C en s a égale distunce de ce pount.

’ ’

En définissantune convergence en moyvenne plus générale que celle
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de M. Fischer et que nous avons appelée convergence en moyenne
linéaire, nous démontrons un théoreme tout i fait semblable & celm
de M. H. Weyl. Ce théoréme peut du reste encore se généraliser.

A ce sujet, nous montrons qu'une suite de fonctions de E(C) ou
de Z'(C) convergeant en moyenne linéaire le long de G, converge en
moyenne linéaire vers une fonction respectiwement de X(C) ou de X'(Q).
De plus, cette suite converge uniformément dans le domaine d’holomor-
phisme vers cette méme fonction.

Nous montrons aussi que le produit de deux fonctions de %(C) ou
de X'(C), l'une étant holomorphe dans un domaine contenant le domaine
d’holomorphisme, est une fonction encore respectiement de L(C) ou
de Z'(C). On déduit que les fonctions f de Z(C) vérifient I’équation

1./’(@'/::“

et les fonctions [ de X2'(C) (5= o étant dans D) I’équation

ff(:)ﬁ:().
. =

Dans le second Chapitre, nous étudions les fonctions et les suites de
fonctions de Q(C) et de Q'(C). Pour cela, nous rappelons rapidement
quelques résultats connus relativement aux fonctions de carré som-
mable, en démontrant le théoreme de M. H. Weyl a 'aide de notre
théoréme général.

Nous en déduisons qu’une suite de fonctions de Q(C) ou de Q'(C)
convergeant en moyenne le long de G converge en moyenne vers une
Jonction respectivement de Q(C) ou de Q' (C).

Les ensembles de fonctions Q(C) et Q'(C) étant compris respective-
ment dans les ensembles X(C) et '(C), les propriétés des derniéres
fonctions s’appliquent aussi aux premiéres.

Au troisiéme Chapitre, nous définissons des systémes de fonctions
de Q(C) et de Q'(C) orthogonaux et normaux le long de C.

A ce sujet nous définissons deux espéces de fermeture d’un pareil
systéme, & savoir : par rapport 4 I'ensemble dont il fait partie, et par
rapport & 'ensemble dont il ne fait pas partie et que nous trouverons
plus loin équivalentes.
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Afin de mieux étudier les propriétés des fonctions de Q(C) et Q'(C),
nous avons cherché des suites aussi simples que possible, fermées par
rapport a 'ensemble des fonctions dont elles ne font pas partie.

A Paide de ces suites, nous définissons par le procédé, bien connu,
d’orthogonalisation des systémes orthogonaux et normaux fermés
que nous avons appelé les systémes fondamentaux.

Nous en déduisons le théoréme tres important suivant :

Toute fonction F(z) de carré sommable le long de C est égale le long
de ce contour a la somme de deux fonctions f, et f, respectivement
de Q(C) et Q'(C), uniques a un ensemble de points de C de mesure nulle
pres.

On en déduit entre autres que les systémes fondamentaux sont
Jermés aussi par rapport a Uensemble des fonctions dont ils font partie.

C’est la un fait trés important, car ces systémes permettent de dévelop-
per toute fonction de Q(C) ou de Q'(C) en série convergeant en moyenne
le long de C et uniformément et absolument dans le domaine d’holo-
morphisme. Ces séries généralisent les séries de Taylor et de Laurent.

Nous démontrons aussi que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'un systéme @,(3) de fonctions de Q(C) ou de Q'(C) orthogonal et
normal le long de C soit fermé est que l’on ait

__Z(P(z\/ <?n( )Xw( ) ds.

n=0

la série du second membre devunt converger uniformément pour z dans
le domaine d’holomorphisme du systéme et pour « dans le domaine com-
plémentaire a celui-ci par rapport au plan, le contour C étant exclu.

Ces nouvelles conditions nous ont permis de résoudre facilement le
probléme de la fermeture d’un systéme orthogonal et normal de fonc-
tions de Q(C) ou de Q'(C). .

La seconde Partie de ce Mémoire comprend les applications des
résultats précédents aux équations intégrales de premitre espéce d'un
‘type particulier et ensuite I'application de celles-ci aux équations dif-
ferentielles linéaires d’ordre infini.

Nous commencons dans le premier Chapitre par étudier les équa-



tions intégrables de la forme
[ 7K, 2y de=f(),
Je

C étant un contour rectifiable fermé et le noyau K(z, @) étant de la
forme

)

K(t, @)~ Y, palt) ha(@),

n=0

les fonctions p,(z) désignant le systeme fondamental relativement aux
fonctions de Q'(C) et les fonctions A,(x) étant holomorphes dans un
domaine fermé A et telles que la série

2 | ha(2) 1?

soit uniformément convergente dans ce domaine.

Cette équation peut se mettre sous la forme d’'un systeme d’une
infinité d’équations linéaires 2 une infinité d’inconnues. De cette
maniére la méthode de M. Schmidt (*) aurait permis évidemment de
trouver la condition nécessaire et suffisante pour que cette équation
ait une solution de Q(C).

Nous avons préféré pourtant étudier directement cette équation par
le procédé des fonctions orthogonales et normales.

La condition nécessaire et suffisante que nous obtenons est au fond
identique a celle de M. Schmidt, relative au systéme d’équations
linéaires qui lui correspond.

Ce type d’équation nous a été suggéré par la forme qu’on pouvait
donner aux équations différentielles linéaires d’ordre infini

“+

D an(@) (@) = f(x)

n=0

a l'aide de l'application de la formule fondamentale de Cauchy.

(1) Scamior, Rendiconti de Palermo, t. 23, 1908, ou F. Riesz, Les systémes
d’équations linéaires a une infinité d’inconnues (Paris, Gauthier-Villars, 1913).
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Dans le second Chapitre, nous commencons par rappeler et préeciser
quelques résultats fondamentaux obtenus par M. T. Lalesco (') au
sujet des équations différentielles linéaires d’ordre infini, de la forme
précédente.

Aprés avoir tait quelques hypothéses d’un caractére trés général,
nous nous sommes proposé de rechercher les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu’une pareille équation admette une solution
de Q(C) ou une solution entiére d’un ordre inférieur ou égal & un
nombre donné d’avance, et dans le cas ol la solution existe, donner
le moyen de la calculer.

En la transformant en une équation intégrale du type étudie, nous
résolvons le probléme, donnant la solution quand elle existe. Le
domaine ol la solution vérifie I’équation différentielle, que nous
avons appelé le domaine de résolubilité relatif a cette solution, peut
étre de plusieurs tenants.

En supposant que la fonction génératrice

A (. )::2 (a2 Y

n=0

soit une fonction entiére par rapport 4 &, au moins pour & dans une
certaine région et que le domaine de résolubilité soit d’un seul tenant,
nous avons mis I'équation intégrale équivalente sous une forme qui
met en évidence le role de la fonction génératrice.

En utilisant une méthode basée sur la fonction génératrice, nous
donnons une autre forme au théoréme d’existence d’une solution cor-
respondant 2 un second membre quelconque de Q(C).

Ces conditions nécessaires et su jﬁs(mzcs sont que le systéme d ’équ,ation.v

A(é) O)Qo(i) IA(: :d)o(a)~
A8 0) Qu(g) + = ZRE D gy ) =, (),

e e -
A(E 0) Qu(@) + o E2 D Q) 4 TAG ) ) — ),

(1) T. LaLesco, Journal de Mathématiques, v. IV, 1908, p. 195.
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ait un systeme de solutions, Q,(%) étant un polynome de degré n et enfin
que la série

- B
el

n—=u0

*flwy 77 i
PASEs o~ O, — Vo
/( ” ‘/" ¢ i,,(”/)r/‘ du

s01L convergente.

Ces théorémes étant généralement assez difficiles & appliquer, nous
avons donné aussi des conditions seulement suffisantes d’existence.

Pour que 'équation différentielle considérée ait une solution quel
que soit le second membre de (C), nous avons moniré qu’sl suffit
que le systéme d’équations différenticlles

.
1 J"A(c. o B .
- -—(—'———/",,’,‘(:)Z(I’/MC‘
dimad 17! axrn 2
n=~"n

=00 L 9% L. - oc)

admette un systéme de solutions entiéres vérifiant certarnes conditions ou
qice I'équation intégrale

L (R, t)/‘+”(,*('“'§)‘ V(2 o) dsdr = ——
",71'(‘ ; - t Jy [7 . ’ T =

ait une solution de Q (C) par rapport i et vérifiant certaines conditions
ou enfin que l'équation

1 0"A(E o) G &)

— e's
n! da o

n=\u

admette une solution entiére, vérdfiant aussi certaines conditions et que,
de plus, la fonction e*A(&, x) soit fermée par rapport 4 x.
A titre d’exemple, nous faisons l'application de ces théorémes aux
équations différentielles linéaires d’ordre infini a coefficients constants.
En utilisant le développement en série de M. Mittag-Leffler, de la

. . , ers .- n
fonction méromorphe gy hous donnons encore une condition suffi-

sante d’existence.
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Quant aux solutions des équations différentielles sans second
membre, nous ne nous en sommes pas occupé davantage, sauf pour
les ¢quations a coefficients constants. Nous montrons que leurs solu-
tions générales holomorphes sont de la méme forme que celles des
équations de méme espéce, mais d’ordre fini.

Enfin, pour terminer, nous montrons I'usage qu’on peut faire de
Iéquation intégrale du type étudié a la recherche des solutions
de Q(C) des équations aux différences finies.
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CHAPITRE L

FONCTIONS SOMMABLES LE LONG DES CONTOURS
DE. LEURS DOMAINES D’HOLOMORPHISME.

I. — Généralités. Théoréme de Gauchy.

f. DOMAINE DE PLUSIEURS TENANTS A CONNEXION MULTIPLE. — Nous
allons préciser, afin qu’il n’y ait aucune ambiguité, les domaines dont
nous ferons constamment usage dans ce travail.

Nous appellerons domaine I'ensemble des points intérieurs & une ou
plusieurs régions du plan; les points du contour de ces régions
n’appartenant pas au domaine. Nous supposerons aussi que ces régions
sont en nombre fini et limitées par des courbes rectifiables fermées
simples, de sorte que le contour total du domaine ait une longueur
finie. A :

Dorénavant, nous désignerons par D un domaine dont tous les
points sont a distance finie et par D' le domaine formé par I'ensemble
des points du plan complémentaire des points de D par rapport au
plan, le contour C étant exclu.

Un tenant de ce domaine sera dit simplement connexe si son contour
est formé par une seule courbe rectifiable fermée simple.

Deux courbes quelconques unissant deux points de ce tenant
peuvent se réduire I'une & l'autre, par une déformation continue,
sans sortir du domaine.

THESE CHIKA. 2
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Nous dirons qu'un tenant de ce domaine est n-uplement connexe
si son contour est formé de n courbes fermées simples. La courbe qui
enveloppe les n — 1 autres contiendra n — 1 domaines simplement
connexes.

Deux domaines ouverts n'ayant aucun point commun et dont les
contours ontunseul pointcommun, seront toujours considérés comme
distinets, ainsi que leurs contours.

Nous entendrons par un domaine D ou D' un domaine ouvertia moins
d’une mention expresse.

2. Fonerions I)’UNE VARIABLE COMPLEXE SOMMABLES LE LONG B'UN CONTOUR
RECTIFIABLE. — Considérons un domaine D limité par le contour C. Ce
contour étant rectifiable, il admet presque partout une tangente unique.
On pourra donc choisir un sens de parcours bien déterminé.

Nous choisirons le sens positif par rapport 4 la normale intérieure
aD. Sur chaque courbe (considérée comme simple, aprés avoir fait
des coupures aux points multiples) on choisira une origine de mesure
des arcs. De cette facon, s désignant la somme des mesures des arcs
de ces courbes rangées dans un certain-ordre, comptées a partir de
l'origine de la premiére courbe a un point s d’une autre courbe,
permettra de fixer la position de z sans aucune ambiguité. La fonc-
tion 3 = z(s) sera continue, sauf au plus pour un nombre fini de
points. Il en résulte que I'un au moins des nomhres dérivés de = est
borné sur chaque courbe composante.

Par conséquent, «'(s) et ¢'(s) désignant respectivement I'un des
nombres dérivés de «(s) et ¢(s) [2(s) = u(s) + i ¢(s) | seront presque
partout inférieurs ou égaux en valeur ahsolue a 1.

(ela étant, considérons le domaine D et soit S une infinité dénom-
brable d’arcs de courbes rectifiables situés dans le domaine fermé. En
d’autres termes, ils pourront avoir des parties communes avee C ou
méme le couvrir entiérement.

Rangeons-les dans un certain ordre et choisissons sur chacun un
certain sens de parcours. En fixant sur ceux qui sont fermés une
origine et en prenant pour ceux non fermés I'une des extrémités suivant
le sens choisi, un point = sera parfaitement déterminé, quand on con-
naitra la mesure des arcs qui précédent celui sur lequel est situé s et
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la mesure de ['arc que détermine 3 sur celui-ci. La fonction z =z(s)
aura des nombres dérivés presque partout égaux en module & 1.
Cela étant, nous dirons par définition qu'une fonction

flzy=p(u, v)+iqg(u, ¢)

de la variable complexe : = u + i1 est sominable le long des ares S st les

Jonctions plu(s), ¢(s)] et glu(s), v(s)] sont sommables au sens de
M. H. Lebesgue sur l'ensemble de points S et nous écrirons

(svds= | pds ~if ¢ls.
. / !
SR 5 Jg

s

Vu les propriéteés des intégrales prises au sens de M. Lebesgue, les
fonctions | p| et |¢| sont aussi sommables sur S.
On a

[z =\pq* et \pr<ipi+ly
Il résulte donc que le module d'une fonction sommable est aussi
sommable.
Reéciproquement, si | f(z)| est sommable, en vertu des égalites

lpisvpr+q* et g SVpi gt

il resulte que f(z) l'est aussi.
Par conséquent, si une fonction est sommable son module Uest ausst et
(nversement.

Soit
sHsy=u'(s) 19" (s)

l'un des nombres dérivés de z(s). Son module étant presque partout
egal 4 1, on a aussi

/,/(z);'(a) r/s:f(pu’--— g0’ els —+—y (pe'—-qu’)ds
s ] s

et que nous écrirons tout simplement

f_f(:,‘) dz.
s

Si I'intégrale est prise seulement sur un ensemble de points E de S,
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fmsf(z)dz.

3. REPRESENTATION cONFORME. — Nous allons rappeler quelques pro-
priétés de la représentation conforme, utiles dans la suite.

Considérons un domaine D simplement connexe limité par un
contour rectifiable C du plan des z et un cercle y de centre O de
rayon 1 du plan des ¢, définissant intérieurement un domaine 8.

Toute fonction z = ¢(¢) qui fait la représentation conforme du
domaine D, sur le domaine 8, est holomorphe dans le domaine ouvert &
et continue et univoque dans le domaine fermé.

Enfin toute fonction z = ¢,(2) qui fait la représentation de D’ sur 3,
a les mémes propriétés que o(¢), sauf au point ¢= o homologue
de z.=oc, qui est un pole simple.

La conservation de I'angle de deux courbes se coupant a lieu dans
le domaine ouvert D, y compris les points du contour C ou celui-ci
admet une tangente unique. Ces points ont une mesure égale a
celle de C.

Faisons la représentation conforme du domaine D sur le domaine é.

A un cercle v, concentrique 2 y, de rayon < 1 correspondra dans
le domaine D une courbe analytique-fermée C, ayant tous ses points
réguliers.

Cette courbe a pour équation

nous 'écrirons

== q(rt) avec [t{=1.
Soit ¢t = ¢(2) la fonction inverse de la fonction z = ¢(¢). On aaussi
57:(?["4/(5)]
et que nous poserons, pour simplifier I'écriture,
zr==%,(%).
Posons
ds=\|dz' et  ds,=|dzI.

La courbe C, est telle que

lim [ |ds—d[s(s)]|=o.

r=1
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Nous allons montrer qu’on a, de plus,

r=1 N

l1n f] ds —d[z.(z)]| =o.
En effet, soient ’

3 — e ds et dz,— e ds,..

f!dz—dz,.'<f!ds_ds,”ﬂ_‘/‘lelw_ezm,.lds.
C ¢ c

Il suffit donc de démontrer que

Or

lim [ |ei®— el ds—=o.
r=i. Cc

La quantité sous le signe f est bornée quels que soient s et r; par

conséquent, pour que cette intégrale tende vers zéro, il suffit, en vertu
du théoréme de M. Lebesgue, que ¢ — ¢ tende vers zéro presque
partout avec 1 — r.

La courbe C étant rectifiable, elle admet, sauf pour un ensemble de
points de mesure nulle, une tangente unique en chaque point.

Considérons une courbe R du domaine D, qui correspond a un
rayon du cercle y et aboutissant en un point zde C ol ce contour admet
une tangente unique. La courbe R sera normale 4 C en z et a C, au
point 3, correspondant.

De plus, cette courbe admet une tangente unique en chacun de ses
points, y compris le point z. Il résulte que la tangente 4 C, en 3,, qui
est normale & la tangente & R en ce point, varie d'une maniére continue
avec . Par conséquent, quand r tend vers 1, la tangente 4 C, en 3, tend
d’une maniére continue a se confondre avec la tangente a C en z et par
suite la différence ¢ — e™- tend vers zéro avec 1 -—r, presque pour
tout point z de C.

La courbe C, est donc telle que

r=t

lim f ds —d[z.(5)]|=o.
c

4. TugoreME DE Cavcoy. GENERALISATION DE M. Goursat. — Ce théoreme
est le suivant :



— 14 —

Etant donnée une fonction f(z) holomorphe dans un domaine ouvert D
limité par un contour rectifiable fermé (. et ayant en chacun de ses points
une dérivée [inie et bien déterminée, on a

[f(z) ds=o.

Il est essentiel de remarquer qu’il n'est plusbesoin de supposer que
la dérivée soit continue le long de C.

Poar le cas des courbes C possédant de plus une certaine propriéteé,
M. Goursat a montré que le théoréme est encore vrai, sans supposer
Pexistence de la dérivée de f(z) le long de G, pourvu toutefois que la
fonction soit continue dans le domaine fermé D. Dans ces conditions,
x étant un point du domaine ouvert D et s un point de C, la diffé-
rence f(z) — f(x) tend uniformément vers zéro avecz — x.

Nous allons démontrer ce théoréme concernant les courbes recti-
fiables quelconques en utilisant les résultats précédents.

Supposons que le domaine D soit simplement connexe. Faisons la
représentation conforme du domaine D sur le domaine 5, limité par
un cercle v de rayon r et soit G, la courbe de D) qui correspond an
cercle v, concentrique 2 y el de rayon »» <{r.

(iela étant, considérons la différence

8:/'./'(: ds —f/( 3, oz,
Ji ¢,
On peut encore I'écrire

a:/ O = stV ds [ flants ) dl s )~ ds .
v . ¢

Or, quand 1—r tend vers zéro, f[s(z)]| tend uniformément
vers f(z); par conséquent on a

< el,

4'/‘;:‘/‘(5)_‘” 5(3) ]| ds

i

pourvu que 1 — r soit suffisamment petit.
D’autre part, on a

A - - ' N
i/f[_z,./z)lj([z—¢l|_zr(:,‘::l< N’lf‘dz—d[z,.(;)] .
C i t
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M désignant le maximum du module de fdans le domaine fermé D.
Nous avons démontré au paragraphe précédent que la courbe C,
tend uniformément vers C, c’est-a-dire que l'on a

fj//z —dz(3)] <z
(%

pourva que 1 — r soit suftisamment petit.
‘Par conséquent,

[z dz =tz ()1 < M.
Jez

Il résulte donc que la différence o tend vers zéro avec 1 — 7.
Or, la fonction f(3,) étant holomorphe dans le domaine D qui con-
tient C,, en vertu du théoréme de Cauchy, on a

/ flz)yds,=0

LY

[f(:’.) iz = o.
AW

Si le domaine D était de plusieurs (enants & connexion multiple, il
suffirait de considérer chaque tenant en particulier et de le partager
par des courbes rectiliables transversales convenables en des domaines
simplement.connexes.

Les intégrales prises le long des courbes transversales étant prises
une fois dans un sens et une autre fois dans le sens contraire, elles
s’élimineront de la somme.

Par conséquent, le théoréme est vrai pour n’importe quel domaine D
i plusieurs tenants a connexion multiple.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

et, par suite,

Etant donnée une  fonction f(3) holomorphe duns un domaine
ouvert D limuaté par un contour rectifiable C et continue dans le domaine
fermé, on u

/‘./'(:‘y dsz.

it

5. Takorkue GiNersL. — Soit B un ensemble de points de C de
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mesure nulle, contenant les points ou celui-ci n’admet pas de tangente
unique.

Cela étant, considérons les fonctions f définies dans un domaine
fermé D :

1° holomorphes dans le domaine ouvert;

2° telles que 3 étant un point de C ne faisant pas partie de 'en-
semble E et # un point de la normale & C en z intérieure a D, la
différence f(z)— f(x) tende vers zéro avec z — x;

3° et enfin sommables au sens de M. Lebesgue le long du contour C.

Cherchons la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc-
tion f précédemment définie vérifie I'équation

(1) ff(z)dz_—_o.
¢

Supposons que le domaine D soit simplement connexe et consi-
dérons la courbe C, définie au paragraphe précédent.

La fonction f étant holomorphe dans le domaine ouvert D qui
contient la courbe C,, on a, en vertu du théoréme de Cauchy,

l/(;f(z,.) dz.=o.

Par conséquent, la condition nécessaire et suffisante pour que I’in-
tégrale de la fonction f le long de C soit nulle est que la différence

6:fcf(z)dz—/0:f(z,)dzr

tende vers zéro avec 1 — 7.
Pour cela, il faut tout d’abord que ff(z,)d.,, tende vers une limite

quand 1—r tend vers zéro. Enfermons I'ensemble E en un nombre
fini ou une infinité dénombrable d’intervalles I de mesure totale 7
arbitrairement petite.

Soit I, I'ensemble des intervalles de C, qui correspond a ’ensemble
des intervalles I de C. De méme, soient I''ensemble de points com-
plémentaires de I’ensemble I par rapport & C et I, 'ensemble corres-
pondant sur C,.
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On a
b= [ pede— | flanda
Jrd [LAToM
_t_f flz)dz — f(zr) dz,.
ic dC,

La fonction / étant sommable le long de C, on a

| [ rer s

mne i

&)

¢ étant une quantité arbitrairement petite, pourvu que v soit assez

petit. D’autre part, f(3,), 2, étant situé sur I’ensemble I, tend uni-

formément vers f(z). Soit () le maximum de la fonction | f(3,)!

pour s, situé sur I’ensemble I], et quand » varie der, & 1. On a donc
6,:! J(3)ds — f(:r)(/:-,"

[IYTH G,

</‘l‘,'“:‘/‘(a/\-‘/'[:I(:)—Hds_i—“lu'(‘n),/cl‘dz—d[:"(:)];'

On peut donc déterminer r assez voisin de 1 de maniere que 0, < e.

Par conséquent, pour que /v./'(z-,.)d::,. tende vers une limite, il faut et
G T
il suffit que
lim f(zr)ds; =9 (n)

r=1J.¢,

et pour (ue limé = o, il faut et il suffit que

limvy(7n)=—o.
=0
Pour qu'une fonction f, précédemment définie, vérifie I’équation (1),
il faut et il suffit que
lim S(er)dzp=v{7>
=L
et que
lim v (n)=o.
=0
Ce théoreme est encore vrai pour n'importe quel domaine D, 4 con-
dition que le contour total C, tende uniformément vers le contour

VHESE QHIKA. 3
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total C. Pour avoir un contour C, il suffit de construire pour chaque
courbe simple C,, dont est composé le contour C, une courbe C,,
située dans D et tendant uniformément vers C,,.

6. THEOREME. — Etant données une F(s) sommable le long d’un con-
tour rectifiable fermé C et les fonctions

N1 F(2)
fU(JL)—z—ﬂi Y

dx pour x dans D,
ct
Jilxh) = - fﬁdz pour x' dans D',
(

atl Jo 58—
les intégrales étant prises le long de C dans le sens positif relativement
au domaine D, on a, presque pour tout pornt L de C,

lim [fo(2) —fi(2")]=F(2),
L=
@ et ' étant sur une normale a C enZ a égales distances de ce point.

La fonction F[ z(s)] étant sommable dans Uintervalle (o, /), [ dési-
gnant la longueur du contour, il résulte, en vertu d’un théoréme de
M. Lebesgue ('), que la fonction

(I)(c):f [ Fls(s)]—TF[&(a)], ds

admet une dérivée nulle pour s = o, pourvu que o ne fasse pas partie
d’un certain ensemble E de mesure nulle.
Par conséquent, la fonction ®(s) est de la forme

D(s)y=(s—0a)o(s).

la fonction o(s) tendant vers zéro avec s — g, sauf pour les valeurs
de 5 de 'ensemble E.
Il résulte aussi que I'on a

D'(s) =|F[s(s)]— F[Z(a) ]l

(1) U. LesescuE, Lecons sur l'intégration et la .recherche des fonctions primi-
tives, 2¢ édition, p. 192 (Paris, Gauthier-Villars, 1928).
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sauf pour les valeurs de s de I’ensemble E, pourvu toutefois ue ¢ ne
fasse pas partie de ce méme ensemble E.

Soit & I'ensemble des points de Uintervalle (o, /) formé par la réu-
nion de I’ensemble E et de I’ensemble ou le contour C n’admet pas de
tangente unique.

Cela étant, nous allons démontrer que J(o) étant un point de C, tel
que g ne fasse pas partie de I'ensemble &, la différence

~ S P xr—r

0:[[[‘(;) — F(7)] (md;
tend vers zéro avec x — &', « et &’ étant situés sur la normale 2 C en
a égales distances de ce point.

Supposons, en faisant un changement de variables convenable,
que L =0, g =0 et que de plus la tangente 4 C en { soit précisément
I'axe réel.

Posons & — &' = 2v,¢; il vient

/ .
,szfs,lr[u(.e>]_F(o)‘ ('”’

———— ' (s) ds,
$)—+n*

' (s) désignant I'un des nombres dérivés de u(s).

Soit (—, «) un intervalle de C, tel que le minimum de 1a distance
du point { = o aux points de I'intervalle complémentaire par rapport
a C soit égal & a. On a évidemment,

a<so.

Cela étant, calculons une limite supérieure de Uintégrale

(—a .

I—f fF[u(s) ]—F(o)’17<—m——u(s)e/s
Ona
20 21\

/
LT — Flo)l de — .
dz—&—'ﬁ"’,[ [ B[ ()] 1(0)'(,5_(/"’-4—’/1"’

0

<

Cherchons de méme ane limite supérieure de l'intégrale

. 20 .
‘_f VF[w{s)]— F( O):w OFT; L w'(s) ds.
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Pour cela, considérons la différence
o X .
201

0, = VFlu/s)]— Flo)! ———— u'(s)ds
. - (s -+n* !
» A .
)] A\ AP 201 !
- 'Fluts ] —Frorv! - w'(s)ds.
) e
On a
- 1.
1] s
lu‘-’ s J s A
(s) w'(s)ds.

X
O,=2n/( P F[u(s)] — F(o){ 5 =
! fo L] (o) [w3(s) + 7] (s*+n*)

— 1 tend vers zéro avec s; par conséquent, en

Or, la fonction —— ,( )
i dans 'intervalle

appelant o(o) le maximum de la fonction | k (ﬂ

(— =2, 2) et en remarquant que
u*
w0t

ona

3
. . s 27
< ol / IFluls)]— F{o}' - ds.
<ota) [Pt = oy

Cela étant, calculons une limite supérieure de I'intégrale

(19—[ ®'(s) _2h
PR

Hy={ Flu(s)]~F(o)|-
]

o

En intégrant par parties, on a
x 27
f @'(s) 20 gy = F L2 —/ ®(s) ( > ds.
y §2 -k, ds \s*+ 4

20 ) ds,

——/‘ S(?( 3+/>(/S<——'JI(O')/0‘ (]S‘<S2—1————‘l)2

Y(a) désignant le maximum de la fonction | (s)| dans I'intervalle

<— %, a)'
En intégrant encore par partie I'intégrale du second membre de

cette inégalité, il vient

S 2 O ‘an % 0
/ S_<,'—":; ds = — ,—[ - - s
J, o ds\s*+n? N
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et, puisque

AL
i

. 2 7
0 dt T
f]S: —_— -
/ sT4n? u/ e

Q0 0

on a

raw{o)n 20
11 —t (T — — a).
< e T ) 4@
Or, quels que soient « et v réels,

2 ot1)
A (i

par conséquent,
I <o(a)+md(a)
et, par suite,
Ml <lt-+pla)]le(e) +r(a)].

On démontrerait aussi, exactement de la méme maniére, que

|J2‘I:‘f :l*’{_u(x)]—F(o):W%Pifn-gu’(s)ds

<l1-+pla]l—g(—a)+nb(a)].

Par conséquent,

+°“ ? ¢ : ¢ 27 '
f FL() ] = F(0) { s ' (5) s
—a

s)-+n

< s (e,

la quantité j(«) tendant vers zéro avec a.

Choisissons donc « suffisamment petit, de maniere que j(a) <,
¢ étant une quantité arbitrairement petite.

a étant ainsi fixé, il est clair que la quantité

T anM
a2_|_ .n‘l

tend vers zéro avec 7 et, par suite, on peut choisir v assez petit de
maniére que
2nM

(IZ+ ik

A

Il résulte donc que
o)< 2e.

ce que démontre notre proposition.
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Pour achever la démonstration du théoréeme que nous avons envue,
il reste 2 montrer que

. I xr—x'
lhm  — [—-—————,——d::l
=0 2T J, (5 —x) (5 —a)

ou, vu le changement de variable que nous avons fait, que

W/ .
. 201( .
Iunj -ﬂ—i——‘, w(s)yds=omid.
=0, W(s)+ 0

En partageant le contour C comme précédemment, il suffit de mon-
trer que

+ o 0
lim/ ———u'($)ds = .
n=0J_, t(s)4+nN? ()

<3

Vu les résultats précédents, il suffit que

—a
limf —;—n sds = 1.
n=0 —o $* -1

En eftet, on a

et
. / o f*" di
lim e — =T
n=a,) , 1+ ., 1

Le théoréme est donc démontré.

II. — Convergence en moyenne linéaire.

7. Derinitions. — Soit /,,(s) une suite de fonctions sommables dans
I'intervalle réel (a, 6).

Pour simplifier le langage, nous appellerons X(a, b) I’ensemble de
toutes les fonctions réelles ou complexes sommables dans Uintercalle
réel (a, b).

Nous dirons que la suite de fonctions [,(s)de E(a, b) converge en
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moyenne linéaire dans U'intervalle (a, b) st

A b
lim / | fuls) — fu(s) |ds=o.
nam=e o/,
Nous dirons aussi que la suite f,(s) de X(a, b) converge en moyenne
linéaire vers une fonction [(s) de L(a, b) st
b

lim f | f(s)— [uis) ds=0o0.

n==J,

Rappelons aussi la définition de la convergence uniforme en
général de M. H. Weyl (*).

On dit qu'une suite de fonctions converge uniformément en géncral
dans U'intercalle fint (a, b) st a tout nombre e << b — a (b > a) on peut
Jatre correspondre un ensemble A, , intérieur a (a, b) demesure b—a — ¢,
sur lequel la suite converge uniformément.

8. Tutorkme cineral. — Ces définitions étant posées, nous allons
démontrer un théoréme plus général que celui de M. Weyl (*), relatif
a une suite convergeant en moyenne habituelle (*), et cela d’une
maniere tout a fait identique a celui-ci.

THEOREME. — Elant donnée unc suite de fonctions f,(s)de E(a, b)
convergeant en moyenne linéaire dans (a, b), il existe unc fonction f(s)
de X(a, b) vers laquelle une infinité de suites partielles f, (s) contenues
duns la suite donnée convergent uniformément en géncéral. La fonc-

tion f(s) est, a sa détermination sur un ensemble de points de mesure
nulle prés, unique et bicn déterminée.

Appelons ¢, la limite supérieure des intégrales

A

n==m—+1,Mm-+2,..., +o0.

l

lfm(s) — ,/A//,(S) l ds

pour

(1) H. Weyw, Vathematische Annalen, t. 67, 1909.

(2) Ibid., p. 243.

(3) Cest-a-dire on I'on remplace dans la formule de la convergence en moyenne
linéaire | f,(s) — fm(s)| par son carré.
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Etant donné que la suite converge en moyenne linéaire, on a

lim e, = o.
Mm=w
Par conséquent, il est possible, et cela d'une infinité de manieres,
d’extraire de la suite ¢,, une série convergente

Eny Epy ey, (nl<n_,<. RN ITH n,,:oo).
1

poe

Nous allons démontrer que la suite correspondante /, (z) converge
uniformément en général vers une fonction f(s) qui est encore
de Z(a, b).

Soient E'(x«, g) I’ensemble des valeurs de s de 'intervalle (a, b)
pour lesquelles une fonction g(s)de £(a, b) est de module supérieur
a un nombre positif « et m[E'(«, g)] sa mesure,

fg(s)]>o.

En vertu de la définition de 'intégrale de M. Lebesgue, on a

] 9
f lg(s) ds2 / lg(s)lds2am| V(a2 &)
oy

Soient aussi E(«, g) 'ensemble complémentaire de E'(z, g) par
rapport a (a, b) et m[E(«,g)] sa mesure.
Sur cet ensemble, on a
lg(s)lsa

et sa mesure vérifiera donc I'inégalité
] b
m{E(a, g)|20 — a— &f le(s)|ds.
a

Cela étant, soient z,, %,, ..., %,, ... une suite de nombre positifs
tendant vers zéro et o, +—c, + ... + 0, + ... une série convergente a
termes positifs.

Déterminons un indice n, tel que

- »

2 2 sn,, < 0‘/161:«

p=hn

ce qui est toujours possible, aussi grand que soit /4.
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Appelons A, 'ensemble des valeurs de s, telles que pour toute

valeur de p2 A" on ait
ju/,’('g: —‘fnl,(s} §0!h

et A, I'ensemble complémentaire de A, par rapport a(a, ).
Pour déterminer une limite inférieure de la mesure de I’ensemble A,

il suffit, puisque
m(Ap) =0 —a— m(A)).

de déterminer une limite supérieure de m(A}).
A cet effet, soit g, .(s) la fonction égale pour chaque valeur de s
au maximum de la suite des valeurs

|,/'II/,'. ,(3) - ,/.11/,’(5% 1fll].’+,(s) _fnh’(s) l’ T ;,/’/IL('S.) _,/’/l/.'(s> l
et (que nous écrirons

K (8) = max | f,,(s) “.f"/.(s) |
//’g/lgk :
On a ¢évidemment g0, (8)28wi(s). Par conséquent, I'ensem-
ble A, des valeurs de s pour lesquelles gy ,.(s)>a, est contenu
y ’ ’ ’ ’ 0 » ’
dans I'ensemble A, /... Nous allons montrer que I'ensemble formé par
les points contenus dans I'un au moins des ensembles A, ,(k2A") est
précisément 'ensemble A,. En effet, pour une valeur de s de A}, ,, on
a gni($) >, et puisque A, , est contenu dans A, , (A’ 24), on aaussi

Swa(8) > o avec A'2 1.
Par suite, la valeur s fait partie de A, .
Réciproquement, un point de A, fait partie évidemment de 'un au
moins des ensembles Ay, , (k2 4).
D’autre part, on a
e (8Y = T, (OVEL i () — S (8) 0=, 08 ) foun ()05
par conséquent,

k() S uw(8) — Sfu(s) 1+ max | f, (s)— [ (5)]
I'Spgk

0
et, a plus forte raison,

awx(8)S 2| fup(s) — S ()i 20 fuy  (8) = Ju($) 1 Ao 20 fuy o 08) — [ (551,

THESE GIIKA. 4
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I1 résulte donc que

b
[ suats) ds S 2ot )
a
et par conséquent, en vertu de notre remarque de plus haut, on a

—+ -

"

’ I 2 - ~
m(Au’,A)é - ér/L'L(S) ’{Sg - E "u/,§ Op.
%nJ g %

) p=n

et cela indépendamment de 4. 1l résulte que
m(A)2b —a— 3.
Cela étant, dans 'ensemble A;, on a
L, (8) — o, () <204,  pourvu que p, g > A’

sur I’ensemble B, formé des points communs a tous les ensembles As,
Ay Asio, ..., 0n aura done

L p(8) — Ja () < 2ey

aussi grand que soitj > A, pourvu que p, ¢ >;’,j ayant la méme
signification par rapport & j, que A’ par rapport a A.
Il résulte donc que la suite f, (s) converge uniformément sur B,.

Or, on a
m(Br)<b—a — {0+ Ohpy+...)

et, par suite, elle est aussi voisine que 'on veut de b — a, pourvu
que A soit suffisamment grand.

On voitdoncquelalimite de la suite f, (s),que nousappellerons £(s),
est bien déterminée dans l'intervalle (a, 6), sauf au plus sur un
ensemble de valeurs de s de mesure nulle. On pourrait la définir com-
pletement en convenant de lui attribuer en chaque point de cet
ensemble une valeur déterminée arbitraire.

Il nous reste & démontrer que f(s) est sommable dans l'inter-
valle (a, b).

En eﬁ'et., |/2,(s)| converge aussi uniformément sur B, vers | f(s)]
et, par suite, on a

\/.jf(s)ld.s:lim " fr(s)| ds.

p=-=dy,
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La suite f,,(s) étant sommable dans (a, &), on a

| Fop ()L els S | L fm(s) — fa, (8)] s 4-/Blfm(8>!(’s

B By

b
gm+f|huwu
a

pourvu que m < n,, et par conséquent,

h

/1./(~5)|d5<6/;,-|-/' | fi(s) | ds,

ce qui prouve que f(s) est sommable sur B,.
En vertu des propriétés des intégrales de M. Lebesgue, la différence

des mesures
b—a—m(By)

tendant vers zéro quand 4 augmente indéfiniment, la fonction | f(s)|
sera sommable aussi dans (¢, 6)etl'on a

ll,i::fj(s)(/s:fl’j(s)r/s.

De plus, en vertu de la convergence uniforme sur B, de la suitef,,’,(s),
on a aussl

) = Ly ) [ds =i [ 11, (5) = £, ()| ds
)

By
et, par conséquent,

b
h_mf If(s)—f,,,,(.s)lds:o.

,7_00

L) = 14 () ELFCs) — S, (53 1 () — [r ()|

et, par suite,

Or

h
lim f Lf(s)y — fy(s)|ds=o.
q=s

Nous voyons donc de plus que la suite f,(s)converge en moyenne
linéaire vers f(s).

On remarque que le théoreme précédent généralise le théoréme de
M. Weyl, puisque ici nous avons supposé que la suite de fonctions f,(s)
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est seulement sommable et convergente en moyenne linéaire, tandis
que M. Weyl suppose que la suite f,(s) est de carré sommable et con-
vergente en moyenne quadratique.

Toute suite de fonctions de carré sommable convergeant en moyenne
quadratique, converge aussi en moyenne linéaire, mais la réciproque
n’est plus exacte.

TuEOREME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite
de fonctions f,(s) de E(a, b) converge en moyenne linéaire vers une
Sfonction f(s)deZ(a,b), est qu’elle converge en moyenne linéaire dans
Utntercalle (a, b).

La condition est nécessaire. En effet, cela résulte de I'inégalité

b
/.

et nous venons de voir qu’elle est aussi suffisante.

b b
Ef,l(s)—f,,,(s)}dsgf [ J(8)— fm(s)' ds —|—f VI(s) — fu(s) ds

9. RemarQuE. — Plus généralement, on pourrait démontrer d'une
maniére semblable le théoréme suivant :

Etant donnée une fonction A(u) continue, croissante et telle que
A(0) = o0 et si une suite de fonctions f,(s) est telle que

b
lim f AL S(s) — fm(s), {ds=0;

nym=—» ./,

on peut exiraire de cette suite une infinité de suites partielles f, (),
qui convergent uniformément en général vers une fonction f(s), unique
a un ensemble de mesure nulle pres.

De plus, on a

O
lim / AV (8) — Juls)| | ds=o.

n=w

III. — Ensembles X(C) et Z'(C).

10. Dermnitions. — Appelons X(C) lensemble de toutes les fonctions f
définies dans le domaine fermé D :

1° Sommables le long du contour C;
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2° Et telles qu'on ait

—i——' __/(Z) dz =
o Cs~—.’1"~

I'intégrale étant prise le long de C dans le sens positif relativement au
domaine D.

Appelons aussy X' (C) U'ensemble de toutes les fonctions f, ayant méme
définition que le précédent, sauf qu'on a remplacé D par D'et ' par D.

Jlxy pour x dans D.

0 pour .r dans 1)’

En vertu de la propriété 2°, les fonctions de ce dernier ensemble
doivent étre nulles a I'infini.

74 5 p H e
1. TRANSFORMATION 2z = Fa T Soient f(3) une fonction de Z(C)

et « un point du domaine ouvert D.
» . o . o
Nous allons montrer que la fonction /<———> est une fonc-
a {—a

>
L —

)

tion de X'(I'), I désignant le contour ayant pour équation { = —
le point 5 se déplacant le long du contour C.
Supposons pour plus de simplicité que a2 = o, ce qui ne restreint
pas la généralité.
Par définition, on a
x) pour x dans D,
= [ L8 4 = Sy
2T ¢ I =k

I o pour x dans D',
Faisons les changements de variables

et r=—=

i

Y| R

Le sens positif de parcours le long de C relativement a D se trans-
forme dans le sens positif de parcours relativement au domaine A’
limité par I'.

Il vient donc

| R

1 I g) 1/
[ (

Q7L

Uy

) ponr £ dans A’

.

2
7 o pour Z dans A,

AR



ou encore

\,

a‘) pour £ dans A/,
¢

(=) IV =
~
TN
il

1 fa
I fzj<f>(/§:
omi Jp {—F& pour & dans A,

ce qui démontre notre proposition.
De méme, on verrait qu’étant donnée une fonction f(z) de &'(C),

la fonction ;«f<3;> est une fonction de Z(T') (en supposant toujours

que l'origine soit contenue dans le domaine D).

12. Prorprittis pEs Foncrions bE Z(C) et e £'(C). — En vertu de la
propriété 2°, toute fonction fde £(C) est holomorphe dans le domaine
ouvert D.

De méme, toute fonction f de X'(C) est holomorphe dans le domaine
ouvert D’ et nulle a Pinfini.

Dorénavant nous appellerons les domaines D ou D', suivant que f
est de Z(C) ou de X'(C), le domaine d’holomorphisme de la fonction /
et nous le désignerons par H.

En vertu du théoréme du paragraphe 6, il résulte que la différence
f(z) — f(&), o0l z est un point du contour C ne faisant pas partie d’un
ensemble de points de mesure nulle et « un point de H situé sur la
normale en 5 4 C, tend vers zéro avec = — ..

Considérons un domaine D d’un seul tenant simplement connexe.

La condition nécessaire et suffisante pour qui'une fonciton [, définte
dans le domaine fermé D, sommable le long de C, soit de S(C) est
qu’elle vérifie les conditions

ff(:.)(:-a.)"n’;::o (11.:0,1.0,..”%—90).
€ -

De méme, la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc-
tion f, définte dans le domauine fermé D', sommable le long de G, soit
de X'(C) est qu’elle vérifie les conditions

[(—_—‘/—(:—)———clszo (n=0, 1,2, ..., +00),
y, ~

— ))H 1

le point a étant situé dans le domaine ouvert D.
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Soit f une fonction de £(C). On a par définition

i)y = 9%\/‘ '_1-)5—1_(1:.50 pour x dans D'.
o C ~ T

La fonction f,(«) étant holomorphe dans le domaine ouvert D’,

on a
1’)—2 (x )n—H 21"lff( )(*‘_a)nd"

n=0

la série du second membre étant uniformément convergente a 'exté-
rieur d’un cercle y de centre « et contenant complétement le domaine
fermé D. Cette fonction étant identiquement nulle dans le domaine
ouvert D', on a bien

ff(;)(:—a)"d::o (n=o0,1,2,.... +c0).
c

Réciproquement, soit / une fonction vérifiant les conditions de la
premiére proposition. La fonction

fm«)—}_,(, o | 19 G —ards
est égale 4 ’extérieur du cercle vy a

Ji(r)= )—;r—;f:——ff)r(/:

et par conséquent elle est holomorphe dans le domaine ouvert D'. Or
elle est nulle identiquement & I’extérieur du cercle y, par conséquent
elle le sera aussi dans le domaine ouvert D'. On a done

JG)
x

~

G

dz—o pour x dans D/,

ce qui démontre la premiére proposition.
On démontrerait aussi, d’'une maniére semblable, la seconde pro-
position.

Remarque. — Toute fonction holomorphe dans un domaine ouvert D
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quelconque et continue dans le domaine fermé, est une fonction
de Z(C).
En effet, cela résulte du fait que dans ces conditions le théoréme de
M. Goursat s’applique.
De méme, toute fonction holomorphe dans un domaine ouvert D’

quelconque, continue dans le domaine fermé et nulle & infini, est
une fonction de X'(C).

En effet, il suffit de faire la (ransformation z = — —» a étant un
point du domaine ouvert D.

—da

TatoreME. — Toute fonction [ de X(C) ou de X'(C), nulle identique-
ment dans le domaine d’holomorphisme H, est nulle presque partout le
long de C.

Cela résulte du fait que la différence /() — f(2) tend presque
partout vers zéro avec 5 — .

TnroreME. — La somme d’un nombre fini de fonctions de X(C) ou
de X'(C) est respectivement égale a une fonction de £(C) ou de £'(C).

La démonstration est immédiate.
Nous allons donner une condition suftisante pour qu’'une série

de fonctions de Z(C) ou de X'(C) représente une fonction respective-
ment de (C) ou de X'(C).

13. CONVERGENCE EN MOYENNE LINEAIRE DES SUITES DE FONCTIONS DE X( (i)
ou bk X'(C). — Nous dirons qu’une suite de fonctions f, de Z(C) ou de
X(C) converge en moyenne linéaire le long de C st

lim /‘lf,,(z) — ful2) | ds =o, ds=\|ds|.

nam==

Elle converge en moyenne linéaire vers une fonction f, respectivement
de X(C) ou de X' (C), st

Lm || f(z)— fu(3)|ds=o.

n=mw oS

Ces difinitions étant posées, nous allons démontrer le théoréme
suivant :
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Tutorime. — Etant donnée une suite de fonctions f, de X (() ou de
X'(C) convergeant en moyenne lnéaire le long de C, il existe une
infinité de suites partielles f, contenues dans la sute donnée, qui
convergent untformément en général le lono de C vers une fonction [
respectivement de X(C)ou de X' (C), unigue a un ensemble de points
de G de mesure nulle pres.

Arf(r;
dx?

De plus, la suite — f . >c01wer ge uni formément vers la fonction —5——-=

duns tout domaine fm 'mé complétement intérieur au domaine d’holomor-
phusme de la suite donnée.

Supposons, pour fixer les idées, que la suite donnée soit de Z(C).

Cette suite convergeant en moyenne linéaire le long de C, conver-
gera donc aussi en moyenne linéaire dans U'intervalle (o, £), /désignant
la longueur du contour C. Par conséquent le théorcme du paragraphe 8
sapplique aussi & de telles suites.

Soit f(s) la fonction de (o, {) vers laquelle converge aniformément
en général la suite partielle /, (

Posons

1 o=

—_ == s, s
w'(s) et ¢'(s) ¢tant choisies de manitre que I'on ait partout l——l =1
(en supposant hien entendu que le contour C soit formé de plusieurs
courbes simples).
Le point & ¢tant & une distance non nulle v de €, on a

X I !

(=) 77(5) 1 St

Il résulte que < étant une quantité arbitrairement petite et quel que
soit 7, on a

LI Gl gt [ e <

0

pourvu que 2 soit suffisamment grand.
Par conséquent, en excluant du plan le voisinage de la courbhe G,

. 5 S .
la suite -————j'—'(———-,—— converge en moyenne fincaire vers la fone-
(zk.r}q—klx(:) <
s
— l»)![‘?‘l/ ( )

FHISE Giltha. >
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, . a3 .
1l résulte que la suite [—f—‘—)—— dz converge uniformement dans

Jo(z— it
cette végion vers la fonction ( f(z) .
Jelz— .yt
D’autre part, on a
ol /n ,
r / Jniz d;:’ R pour v dans |
R A AR o AR )
! ’ o pour z dans D"

En faisant ¢ =1, on a, pour x dans D',

/' J{z) dz=o.

Jos—

La fonction /(z) n’étant définie que le long de C, & un ensemble de
mesure nulle prés, posons pour x dans D

Il résulte que la fonction / ainsi définic est de T(C).
i f, ()
dx?

n , . difix, .
contverge uniformément vers la fonction —7{—17— dans tout domaine

Il s’ensuit aussi que pour tout nombre tini ou nul ¢, la suite

fermé completement intérieur a D.

St la suite f, était de X'(C), on aurait démontré ce théoréme exacte-
ment de la méme maniére.

I4. Propuit ve pEuX roxcrions DEX((G) ov be X' (C), L'UNE ETANT HOLO-
MORPHE DANS UN DOMAINE CONTENANT LE DOMA(NE H :

Tutonenme. — Le product de dewx fonctions [ et g, toutes les deuwx de Z(C)
ou de X (C), la fonction g étant de plus holomorphe dans un domaine
contenant le domaine H et son contour, cst une fonction respectivement

de Z(C) ou de X' (C).

Supposons, pour fixer les idées, que la fonction / soit de X(C).

Soient D, un domaine de contour C,, de méme nombre de tenants et
connexions que D, contenant ce dernier et son contour (i, et g une
fonction holomorphe dans le domaine fermé D.,.



On a

] Z
f(j(:_
omi,] s —.r

fta) pour x dans D,

0 pour z dans D’

Soit u un point du domaine ouvert D). La fonction g étant holo-
morphe dans le domaine fermé D et par conséquent bornée le long
de C, on a, en vertu de la formule de Cauchy,

1 ol 1 " 3 ] Colzy (s
Py /'9' ) Sz dz dor = —— / #2) (=) oz,
AT A AT ST AT T—u '

¢

Considérons le premier membre de cette équation. Le point .z étant
situé sur C,, c'est-a-dire dans 1), en vertu de I'équation de plus baut,
il sera identiqnement nul. On a done, pour u dans D,,

1 3)f(s)
—_— ——-—Lf {z=o0.
aml Jo s —1

Cette fonction de u étant holomorphe dans le domaine ouvert D', qui
contient le domaine D', sera donc identiquement nulle aussi dans 1Y,
Soit D, un domaine de contour C,, de méme nombre de tenants et
connexions que le domaine 1), complétement intérieur a ce dernier.
Appelons D; le domaine qui reste du domaine I),, quand on supprime

le domaine D, et soit C; son contour. u étant un point du domaine
ouvert D,, on a

] )
— A Al dz e =
aml Jo w—x 07'1

)

La fonction &~=2 “i ) _étant holomorphe dans le domaine fermé D;, on a

.

2(r) e
om//( )T"l'_/‘a’ —-7)(((-—1‘)’/&‘/“'

oo

/ —_— = S
T ey "—"”-——1\ S—u

Par conséquent,

- EAGE / /Z>d-([.1‘:;{</“( $)J(2) ds.

2T u—r 77"[ 2L, S—Uu
CE "



D’autre part,

/ d
s
ARl / (u —‘.'L')(:w r)
. ; .
z) 1 oL g(n
e /__;,___d PERNLIY (N (CI - 1 )
aTe ) e — ) — ) 2T, H—x)'z -z, 53— u

"l

Par suite, on a encore

1 ()
__fc_<_/_ [/( )(L//l_'ﬂ(u)//u)
T U aTi /.
s ¢

It résulte que

e / g(z),/‘(';)([:: { &y [y pour « dans D,
[}

9T s—u l o pour 1 dans D,

ce qui démontre la proposition.

On aurait eu une démonstration tout a fait semblable si I'on avait
supposé que les fonctions /et g étaient de X'(C), la fonction g étant
supposée de plus holomorphe dans un domaine contenant complé-
tement le domaine fermé 1),

15. CowoLraike. — w étantun pointdu domaine ouvert D', la fonction
h(z)=y() (s —u)

est encore holomorphe dans le domaine D,, par conséquent, on a

/‘./‘(5)',5'(:)11310.

Il vésulte que le produit de deux fonctions [ et g, toutes les deux
de X(C) ou de X'(C), lu fonction g étant de plus holomorphe dans un
domaine contenant complétement le domaine H, vérifie la relation

_/c‘f'(ﬂg(:)dz_____a

En particulier, si / est une fonction de X(C), on a

‘[Cf(:)d::'—‘o,



— 37 —

et si f est une fonction de £ (C), on a, en supposant que I'origine soit
située dans le domaine D,
-\
f ‘lg'—i(/: = o0.
AE

16. Decomrosition nes roncrions bE X(C) Er pE X'( Q) RELATIVENENT
A DES DOMAINES DE PLUSIEURS TENANTS A CONNEXION MULTIPLE :

TutoreME. — Etant donné un domaine D d’un seul tenant, limité par le
contour G, composé des courbes rectifiubles fermées simples C,,, G, . . .,

Cypy Ce3 G, désignant un contour wintérienr au contour C toute fonc-
tion f de L(C) est égale dans le domaine fermé D a la somme de p fonc-
wons f, ,de X'(C, ) et d’une fonction f. de £(C,):

Toute fonction f de X' (C) est égale duns le domaine fermié D, ,,, linuté
par le contour C,, ,, a une fonction f,,de X(C,,) et dans le domaine
Jermé D', linnté par le contour C,, a une fonction [. de X'(C,).

Pour démontrer ce théoreme, nous allonscommencer par démontrer
le lemme suivant :

Etant données une fonction ¥ (3)sommable le long d’un contour recti-
Jiable ferme C et les fonctions [, (x) et f,(x) défintes par les égalités

. f F(s) ; y  Sfo(r) pour 1 dansD.
d=—
¢

2T 53— ' — f\71Yy pour x dans D',

st la fonction [, (x) est de Z((C), la fonction f,(x) est de X' (C) et réci-
proquement.

Nous entendons dire que la fonction /,(x) est de X(C) si, qnand
tend vers un point = de C. /, () tend presque partout vers une fone-
tion /,(z) sommable le long de C et telle que 'on ait

I Jo(=

—_— —_—

y Jo' Y pour 1 dans D,
VAR Tl pour o dans D',
Supposons gue la fonction f,(a) soit de Z(C). On aura

I /"Fz /o =
— S Ty a—

)
Tl - L~
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et par conséquent, en vertu du théoréme du paragraphe 6, on a
presque pour tout point-z de C et suivant la normale

“lllf,ﬂl'} =F s -- ,fu s
-7

Par suite
pour . dans D,

A /‘j}(; oz — ©
art S, 5= | fi{r) pour rdans D/,

~

'intégrale étant prise cette fois-ci, le long de C, dans le sens négatif
relativement au domaine D.

La proposition est donc démontrée. La réciproque se démontre
exaclement de la meme maniére.

Cela étant, considérons pour plus de simplicité un domaine D d’un
scul (enant doublement connexe, ¢’est-a-dire limité par deux courbes
fermées simples C; et C,.

Soient D, le domaine a distance finie, limité par la courbe C,
et D, son domaine complémentaire par rapport au plan, le contour C,
étant exclu. Soient aussi D, le domaine a distance finie, limité par la
courbe C,, et D, son domaine complémentaire par rapport au plan,
le contour C, étant exclu.

Le domaine D sera la partie commune des domaines D, et D. et le
domaine D" scra formé des deux domaines D, et D).

On a par définition

) o /' J(=) s ::5 SJrer pour . dans D,
aml ) 3 ) pour . dans D7, -
Or
A SR R

i

e . 3 ! ","‘7'
Pintégrale le long de (, ¢tant prise dans le sens négatif relativement au
domaine D,.
Posons
) [‘ [l ( —fialr; pour . dans D,.
—_ -- s
z } ’

N Jovtr pour e dans Dy

' /‘ /s, p | few -+ pour.r dans D,
J— S s — * .
7 : [ —feif@d pour.s dans DL
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De la relation (2), il résulte que I'on a, pour 2 dans D,,

LY+ [ (Y=o,
pour x dans DD,
./11(1> "’fAl(I =0
et pour 2 dans D,
Joloey+ o = fl1)

La fonction /, ,(2) étant holomorphe dans le domaine D, il résulte
que la fonction £, ;(x) sera holomorphe aussi le long de C, et par con-
séquent elle est de X(C,).

On a
L / E) el
i), s — 1
L /\/kg/ —f 05 ; | o pour ¢ dans D,,
—— — e (3 2L ¢
-ame/, I [ fi.(x) pom v dans D

En vertu du lemme précédent, il résulte donc que lafonetion f,, est
de XC,.

De méme, la fonction /, () étant holomorphe dans le domaine D,
il résulte que la fonction /, ,(x) est holomorphe aussi le long de C, et
puisqu’elle est nulle & I'infini, elle est de X'(C.,).

On a
e _/.L:'.\...~/-‘-1—I.:LZ s
T s -1
. [(z) ~/ii(2) Joo(x) powr ¢ dans D,,
- — U T ldr=
ari,/, Tt 0 pour + dans D,.

En vertu du lemme précédent, il résulte donc que la fonction £, ,(x)
est de Z(C).

La premiere partic dun théoréme est done démontrée, pour le
domaine envisagé.

Pour un domaine d’un seul tenant & connexion multiple d'ordre
supéricur & 2, on démonfrerait cette proposition exactement de la
méme maniére.

Demontrons la seconde partie du théoréme. Pour cela, considérons
toujours le domaine doublement connexe précédemment envisagé.
Soit f une fonetion de X'(C).
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On a par définition
X y o pour .z dans D,

ami 3

ey poar e dans TY.
De cette relation il résulte que I'on a, pour 2 dansD,,
ol == Juyr == [l
Jop ()= fou{or) ==
=S )+ fon ) [l

La fonction /. ,(x) étant holomorphe dans le domaine D,, il résulte
que la fonction /| ,(x) est holomorphe aussi le long de C, el puisqu’elle
est nutle a I'infini, elle est de X' (C,).

On.a done, pour.rdans D,

f P
—— /l L oz == 0.
R I 1

'

D’autre part, le long de C,, on a
— o=l
par conséquent, pour .z dans D;, on a

o /‘JL,@, I S XI5 N
LAY N
,

)“I LS o=
“

pour a dans D,

et pour x dans D,

Tl résulte donc, en vertu du théorcme du paragraphe 12, que la
fonction /, , est nulle presque partout le long de (.. Comme elle est
holomorphe le long de €, elle sera done nulle identiquement le long
de cette courbe.

1l s’ensuit que la fonction /, ,(x) est identiquement nulle dans le
domaine ouvert D, et par conséquent la fonction /() sera aussi
identiquement nulle dans le domaine ouvert D).

En vertu du lemme précédent, il résulte que la fonction /, () est
de X'(C,) et que ia fonction /, ,(x) est de X(C,).

On a donc bien pour » dans le domaine fermé D,,

././'l w’ E./'/.u(" 5

et pour .r dansle domaine fermé D,

S = Loy
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ce qui démonire la seconde partie du théoréme pour le eas envisagé.
On le démontrerait exactement de la méme maniére pour le cas d’un
domaine d’un seul tenant & connexion d’ordre supérieur i 2.

ToEOREME. — Ltant donné un domaine V' d ‘un seul tenant, limité par
le contour C composé des courbes rectifiables [ermées simples G, Gy, .. .,
Cp; toute fonction [ de X'(C) est égale, duns le domaine fermé D', a lu
somme de p fonctions [, de I'(C,).

Toute fonction [ de X(C) est égale, dans chaque domaine V), linnté
pur le contour C,, @ une fonction de 2(C,).

Ce théoréeme se démontre exactement comme le précédent.

THEOREME. — Ftant donnés un domaine V) de p tenants Ty, T,, ..., T,
sanplement ou multiplement connexe, respecticement de contours Gy,
Coy ..y G,y et O son domaine complémentatre par rapport au plan (le

contour G étant exclhey de g tenants T, T,0 .., T',, respecticemnent de
contours G, G, ..., C'[/; toute fonction [ de X(C) est égale, dans chaque

domaine fermé T, a une fonction de X(C,).

Toute fonction fde Z'(C) est égale, dans le domarne fermé T, a une
Sonction de X'(C.)) ou de X(C,,). sutcant qui’ le domarne T, contient ou
won Linfing,

On démontre ce théoréme d'une manicre tout 4 fait semblable au
yremier (héoréme de ce paragraphe.
I g

—> © ——

CHAPITRE II.

FONCTIONS DE CARRE SOMMABLE LE LONG DES CONTOURS
DE LECRS DOMAINES D'ITOLOMORPUHISME.

I. — Fonctions de carré sommable et rappel de quelques théorémes.

I7. Dierxirions. — Nous dirons qu'une fonction f(s)= p(s) -+ 1q(s).
de la variable réelle s, est de carré sommable dans Uintercalle (a, b), st les

THESE OHIKA. 6
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fonctions p*— q* et pq sont sommables dans cet intercalle. On a, en effet,

b b . b
f [f{sy2 s :f [P (8 — (s els = 'z[f pisyogisids.

Nous allons démontrer que les fonctions p(s) et ¢(s) sont de carré
sommable dans (a, b).

En effet, nous avons vu que si une fonction est sommable, son
module I’est aussi, par conséquent | /(s)|* est sommable. Or, on a

S(8) t== p2 gt

La somme ou la différence de deux fonctions sommables est encore
sommable. Il s’ensuit donc que les fonctions

(PP=g*) +(pPqi)==ap* el Pyt - pt—gt) =247
sont sommables.
Réciproquement, si p et ¢ sont de carré sommable, la fonction
J(s) = p + iq est de carré sommable.
En effet p?— ¢* est évidemment sommabhle et, en vertu de l'inégalité
de Schwarz, on a [

"

h

9

q 2 b b
12z rl‘s"l f:f i ds [ o ds.

T
Nous appellerons Q(«, b)) Uensemble de toutes les fonctions
J(Sy==prs) wigis).

de carré sommable dans Uintervalle (a, b).
De méme, nous appellerons w ’ensemble de toutes les suites dénom-

brables
Uy el R

de nombres réels ou complexes, tels que la série

N

¢

L

ty, *

SOUL congergente.
Unefonction de Qqa, ) étant aussi sommable dans Uintervalle (a, 4),
I’ensemble Q(«, b) est contenu dans I'ensemble X(a, b).
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8. SyYsTEMES ORTHOGONAUA ET NokMAUX. — [n systéme de fonctions
20(8),0.(8), .., 0. (8), ... de Q(a, b) est dit orthogonal et normal,
lorsqu’il vérifie les conditions

b

I Vot (0= m\
Yuls w8 ds =
J, o "),

,.(s) désignant la quantité imaginaire conjuguée de o, (s). Remar-
quons, en passant, que o,,(s) fait partie aussi de Q (a, b).

Le systéeme orthogonal et normal est complet ou fermé, s’il n’existe
aucune fonction 4(s) étrangere au systéme, telle que Pon ait simul-

tanément
A b

fq,(\wf:(dﬂ:/v:l el j '!J(?)'C;Q‘;(_?)KIS':LP
il

“

quel que soitn =0, 1, 2, ..., -+,

9. Inecanime or Scuwarz, — Soient deux fonctions réelles f(s)
et g(s) appartenant i 'ensemble Q(a, ). ). étant un nombre réel
quelconque, on a, évidemment,

Al
n’f P Fiosy Tais e
Ca
Le développement de cette intégrale est un(rinome du second degré
en %, non négatif. Or, le coeflicient de 2.* est positif; par conséquent
son discriminant est négatif ou nul.
On a donc

b h M
l/ /ts)msuAJ [ | frshjteds < / [ @tsi]| ds:
* T M

! o

qu'on appelle I'inégalité de Schwarz.
Cette inégalité s’¢tend immédiatement aussi aux fonctions com-
plexes de Q(u«, b). - )
En effet, fos)et g(s) étant deux fonetions quelconques de Q(u, b),

on a

o

Wb

b
Jushgosadyy [ Jusrgusy oy,
‘ Ya
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En appliquant 'inégalité précédente aux deux fonctions réelles! f(s)|

et | g(s) s il vient
Wb ] N Al
i[/ Pleshgns H(/s] </ s Tds < / te(s) ds.
Y - o “Ya

et par conséquent elle est générale.

9

b
l Jusre(s)ls
“u

20. Incaurré oE Brssi. — Soient une fonction /(s) de Q(a, b) et
les quantités

h
,/'u: f f(‘)l?,,(s‘)(/#‘

que 'on appelle les « coefflicients de Fourier » de la fonction /(s), par
rapport au systeme o, (s). De I'identité

Al 7 2 I "
»// ’,/';s) WY ,/.s-:-f FIGRED WA
“ -0 “u

t==u

on déduit

n n
N 19 r 1y N
S s
' o o
qui montre que la suite [, fait partie de 'ensenible w.

21. CoNVERGENCE EN MOYENNE. — Une suile de fonctions  f,(s)
de Q(a, b) converge enmoyenne (quadratique) dans U'intercalle (a, b) st

Al

lim / CLuls) - fu8) Fds==o.
noms s,

Elle concerge en moyenne vers une fonction [(s)de Q(u, b) st

b
lim/ fsY — [uls) 2ds=o0.

n=w "
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Théoréeme de M. Weyl (*). — M. Weyl a démontré son théoreme
relativement aux fonctions réelles de Q(«, 6). Nous allons montrer
qu’il s’étend immédiatement aussi aux fonctions complexes de Q(«,b).
Pour la démonstration, nous utiliserons notre théoréme général du
paragraphe 12.

Tukorin.. — Ktant donnée une suite /,(s) de fonctions de Q(a, b)
convergeant en moyenne, ( existe une fonction f(s) de Q(a, b), vers
luquelle une certaine suite partielle [, (s) contenue dans la suite donnée
converge uniformément en général. La fonction f(s) est, a sa détermi-
nation sur un ensemble de points de mesure nulle prés, unique et bien
déterminée.

La suite /,(s) convergeant en moyenne (uadralique converge aussi
en moyenne linéaire, puisque

[/

NG 2 h

S s, i, //s] b - -//)[ S8y = fmis) 2ds.

4 “a

Par conséquent, il existe une fonction f(s) sommable vers laquelle
une certaine suite partielle /, (s) contenue dans la suite donnée con-
verge uniformément en général.

I nous reste 2 démontrer que fa fonction est de carré sommable:
A cet effet, utilisons les mémes notations qu’au paragraphe 12.

La suite f, (s)convergeant uniformément sur B, vers /(s), il résulte
que la suite | /, (s)[* converge aussi uniformément sur B, vers | /(s)[*.
Cette dernitre suite é¢tant sommable dans (a, 4), on a

‘/‘ P f(s) 12 ds = lim ' I,fﬂ,,(*') 12 dls.

r==dJy,

D’autre part, on a

J./bu,,( $)%ds s "‘f 1 fwls) - ./‘n/,\ sy ods 4 1,/'/):('*‘) 12 dls

By By By,
h

Iae,+2 / L) 2 s,

“

t!) Loc. cut.
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pourvu que m < n,. 1l vient done

» h
/ Jls, tds <z2:p-+2 [ Fo 8, 2.
Yo

¢ By

ce qui prouve que /() est de carré sommable dans (a, b) et 'on a

. N/
b LS s (/s::/ L/ s ).

=~ B

De plus, en vertu de la convergence uniforme de la suite /, (5)
»
sur B;, on a aussi

[ (1(s) — fu,(5) 2 ds =lin / Fl,(8) = Jup () |2 dds

By, 1= Ry,

et, par conséquent,
W h

liny j Sy = (9) s =0
p==J,
D’autre part, on a
/’( §) - /.4/5\\'; :\‘: 2 j: [ - f””\$ !”—f' 2 /’/1,,1‘) —_ '//'\_)‘i 3!

et, par suite,
14

lim j L5t — fy(s) |2ds — 0.

1= J,

11 résulte donce que f, (8) consverge en moyenne vers [(s).

22, Tuegoreme ve M. Fiscuer Er M. Riesz ('), — Du théoréme préceé-
dent, il résulte une démonstration simple d'un théoréme fort impor-
tant de M. Fischer et M. Riesz.

Etant donnée une suite /, appartenant a », la suite

"
-
,/n \):z,/[:?l,{!\;ﬁ

(=0

ou @,(s) représente un systeme orthogonal et normal dans («a, ), con-

1) E. Fiscurr, Comples rendus, t. V4%, 1907. p. 1002 — F. Riygss, 1bid., p. 615.
) / ) 7} > ; P



— 47 —
verge en moyenne. En effet,

1

7"
. R . . N
I / fo s — [ms *ds= lm N |f.'=o (m<<nj.
nym= x4, ! “ s

nym=x
=i

D'apres le théorcme de M. Weyl, elle définit donc une fonction f(s)
de Q(ua, by vers laquelle une itnfinité de suctes particlles conyergent uni-
JSormément en général.

De plus, de I'inégalité

;(l
= L)1l [ s o,
o
il résulte que

h b
/ Jisro,(s) ds=lun Jul8) @un(s) ds = .
o

VEER

On trouve de méme

/

n
’!‘1_111; f 4]'\8/‘1‘(/.8-——\.1’]”— == 0.
~-v “ =0

Il résulte, en particulier, que st 9;(s) st fermé, d loute suite [, de ©
correspond une et une seule fonction de Q(«, b)Y, déterminée a un

ensemble de valewrs de mesure nulle prés et possédant f, comme coeffi-
cients de Fourier relatifs a ¢,(s).

Pour ce systéme on a, quelle que soit f(s) de Q(a, b),

4

[ =N

Remarquons que la suite

"
ks N ok
,i;f(s'):zf ETTEN

=0
ou

13
= f F(5) on(s) ds
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converge aussi en movenne et de plus toujours vers f(s), car on a
I[I)
T3 =tim ¥ ol
p=
=0

Pour un systéme fermé, on a donc ausst

b "
Co <
/‘“/‘.\‘}Iz([.s‘:: I
o

Rappelons ausst la formule de M. Riesz: /(s) et g(s) étant des
fonctions de Q(a, 0) et @,(s) un systeme orthogonal et normal com-
plet, on a

b + 0 -2
. 2 '
[ s as =3 =31 s
“ o0

7=0

La suite /,(s) de Q(«, b) convergeant en moyeune, nous savons
quelle converge en moyenne vers une fonction f(s) de Q(«, b), vers
laquelle converge uniformément en général une certaine suite par-
tielle /, (s). Nous exprimerons cela par le symbole ~v d’équivalence,
emprunté a M. Hurwitz (') et nous écrirons

JOsy o Hm f,,(s).

no_w

23. OpERATIONS SUR LES EQUIVALENGES. — Nous allons démontrer rapi-
dement la possibilité de faire certaines opérations sur les équivalences.

Tueoreme. — Les dquivalences peucent étre addutionnées et multipliées
membre & membre par une fonction de Q(a, 0).

La démonstration est immeédiate.

TutoreMe. — S¢ lon a f(s)~lim f,(s), on a ausst

v N Y
/ 18 ds = lim f s, ds AR}
o n=zJ,

la limte ayant licu uniformément, ¢ est-ia-dire indépendamment de s

dans (a, b).

(YY) Horwire, dnnales de UFeole Normale, 1. ), 1go2. p. 357.
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En effel, cela résulte de I'inégalité de Schwarz. On a aussi plus
généralement

f f(s\)g(s,‘ds-.:]im/ fo sy g(s ds.

T
g(s) étant une fonction de Q(a, 6) el cela pour la méme raison.

TueorEME. — Etant données deux suites de fonctions [,(s) et g.(s) de
Q(a, b) convergeant en moyenne quadratique respectivement vers f(s) et
g(s), la suite f,(s)g.(s) converge en moyenne linéaire vers f(s)g(s).

En effet on a

N
L[ fls,g 5t s, ds
a

-

b N
<18 80— fuis) g s [ fuls) g0, — Fals) gals) | s,
v a

v a

et en appliquant I'inégalité de Schwarz, il vient

b b

1712/ / § - //: s 2(/5/ g(é’)g:ds
[z

2]

Y a
13 ]
=+ [ 808 — ‘erisu,_{{?_/ [ fu(8, 12 s,
g, .

‘n

b
Ol'f | fn(s)|*ds est bornée quel que soit n, par conséquent I, peut

étre rendu arbitrairement petit, ce qui démontre le théoréme.

II. -~ Ensembles Q(C) et Q' (C).

24. Dermvitions. — Toute fonction de carré sommable ¢tant aussi
sommable, appelons Q(C) I’ensemble de toutes les fonctions de Z(C) qui
sont de carré sommable le long de C et Q'(C) Uensemble de toutes les
Sfonctions de X' (C) qui sont de carré sommable le long de C.

25. CONYERGENCE EN MOYENNE DES SUITES DE FONCTIONS DE Q(C) ET DE
Q'(C). — Remarquons immédiatement qu'une fonction de Q(C) ou de

'3

Q'(C), étant respectivement de £(C) ou de X'(C), ne peut étre nulle
p L P

THESE OGHIhA

7



identiquementdans son domaine d’holomorphisme, sans qu’elle le soit
presque partout le long de C.

Nous dirons qu’une suite de fonctions f,(3) concerge en moyenne le

long de C si
i Julz)y = fwm'= tds—=o.
ny T sy

Lille converge en moyenne vers une fonction f(3) respectivement de
Q(Cyoude Q'(C) st

lim ‘j‘ J5)— fuls Hdv=o.
= e Ja

Soit f, une suite de fonctions de Q(C) ou de Q'(C) convergeant en
movenne le long de (. Cette suite converge évidlemment aussi en
moyenne linéaire le long de C et par suite on peut lui appliquer le
théoréme du paragraphe 13.

Soit fla fonction respectivement de X(C) ou de Z'(C) vers laquelle
converge uniformément en général une certaine suite partielle /, .
D’autre part, d’aprés le théoréme de M. Weyl la suite /, étant en parti-
culier aussi de Q(o, /) convergera en movenne vers une certaine
fonction F de Q(o, ), vers laquelle converge uniformément en général
la suite partielle /, . Par conséquent, le long de G, on a presque partout

F(z)=f(s).

Il résulte donc que la fonction f est de Q(C) ou de Q'(C), suivant
I'ensemble auquel appartient la suite donnée.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme semblable suivant :

Etant donnée une suite de fonctions f, de Q(C) ou de Q'(C) con-
vergeant en moyenne (quadratique) le long de C, il existe une infinité
de sudes partielles [, contenues dans la swite donnée, qui concergent
uniformément en général le long de C vers une fonction f respectivement
de Q(C) ou de Q' (C), unique a un ensemble de points de C de mesure nulle

. .ood ) .. , . .
prés. De plus, la suite _r%’/— converge uni formément vers la fonction

dif(x)
dx

d’holomorphisme de la suite donnée.

dans tout domaine fermé complétement intérieur au domaine
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26. Propurr vE pEUX roxcrions ne Q(G) ou e Q'(C), L'UNE ETANT HOLO-
MORPHE DANS UN DOMAINE CONTENANT LE poMAINe H. — [es théorémes du
paragraphe 14 s’appliquent aussi évidemment aux fonctions des en-
sembles Q(C) et Q'(C).

Le produit d’ane fonction bornée par une fonction de carré som-
mable étant cncore une fonction de carré sommable, il résulte le
théoréme semblable suivant :

Le produit de deux [onctions [ et g, toutes les dewx de Q(C) ou de
Q'(CQ), lu fonction g étant de plus holomorphe dans un domaine contenant
le domarne H et son contour, est une fonction respectivement de Q(G) ou

de Q'(C).

27. DecodpostrioN nes roxertons pE Q(C) e oE Q'(C) RELATIVEMENT A
DES DOMAINES DE PLUSIEURS TENANTS MULTIPLEMENT CONNEXES. — Le lemme du
paragraphe 16 est encore valable quand on remplace I'ensemble £(C)
par 'ensemble Q( () et ensemble X'(C) par 'ensemble Q'(CH.

Il résulte que les trois théoremes du paragraphe 16 sont encore
valables quand on remplace 'ensemble X pur [‘ensemble Q et Uen-
semble X' par 'ensemble Q.

CHAPITRE III.

SYSTREMES ORTHOGONAUX DE FONCTIONS DE @(C) ET DE @'(C).

I. — Systémes fondamentaux.
28. SYSTEMES ORTHOGONAUX ET NORMAUX. — Un systeme de fone-
tions @y, oy o vey Duy - .. de Q(C) ou de Q'(C) faisant partie aussi de

I'ensemble de fonctions Q(o, /), [ étant la longuenr du contour C,
nous dirons qu’il est orthogonal et normal le long de C, st l'on a

/

/ ’.Jn{:’(s‘)]é;[ S(S)](/.s:;

R o pour n zm,

! [our 1n—i.



) ) . pour 1 ==m,
In S ’Jlul-', AR oz ==
A . I o ponr n 2 m,
avec
. s
7=

et ©,(2) désignant la quantité imaginaire conjuguée de 2,.(3).
La fonction f étant de Q(C) ou de Q'(C), la suite

Joo oo i ae

sera de w, c’est-a-dire la série
- )
i

AT

i
sera convergeute.

Cn systeme ¢,(3) orthogonal et normal de [fonctions de Q(C) ou toutes
de Q'(C) est fermé ou complet, respectivement par rapport a [’ensemble
des fonctions de Q(C) oude Q'(C), s'tl n’existe aucune fonction 7.(3)
étrangére au systémne respectivement de Q(C) ou de Q' (C), telle que I'on
art stmnultanément

WA
[1

e

WlNds=o WIT=0, 10 2 L 0

-G

avec

La suite

n=0

converge en moyenne le long de C. Par conséquent, en vertu du théo-
réme sur la convergence en moyenne, elle converge en movenne le
long de C vers une fonction F(z) appartenant au méme ensemble que
la suite précédente.
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En particulier, si le systeme «,(z) est fermé, on a presque partout
le long de C

Fez)=/{s).
Le point z étant situé sur C, on peut écrire
-+
/( :)NZ./.II O 5)
n=0

Pour un point @ du domaine ouvert H, on a

)
Jia ;:2 Snon( ).

n==0

la série convergeant uniformément dans tout domaine fermé comple-
tement intérieur a H.

De méme, nous dirons qu'un systéeme ,(z) orthogonal et normal de
Sonctions de Q(C) ou toutes de Q' (C) est fermé ou complet, respectice-
ment par rapport & {'ensemble des fonctions de Q' (C) ou de Q(C), s'il
n'existe aucune fonction 1.(z) respectiverent de Q' (C) ou de Q(C),
telle que U'on avt simultanément

’

j?.(:)?,,(;)l/::() (N==0.1.2. ... 4 2)
c

/V“/.(:)‘-‘//le.
Jo

Il résulte qu'étant donné un systéme 3,(z) orthogonal et normal de
fonctions de Q'(C) fermé par rapport a I'ensemble Q(C), toute fonc-
tion f(z) de Q(C) est développable en série de fonctions 9,(z) /(=)
convergente en moyenne.

En posant

avec

fn = ',/'( 3)ont 3)ds.
I

on aura le long de (.

-z

7 S)NE‘/},‘ Oul )y 15,
On aurait eu la méme proposition, sile systeme g,(z) étaitde Q(C),
fermé par rapport & I'ensemble Q' (C) et la fonction f(5) de Q' (C).
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29. SYSTEMES BIORTHOGONAUX ET NORMAUX. — Etant données deua suites
de fonctions -
Jotsn [y, Sul 30
et
Dol I ) Y (TS e Qut3)

toutes les deux de Q(C) ou de (), nous dirons qu’elles forment un
systéme biorthogonal et normal si l'on a

< L — \ 1 /)()N/‘ == nm.
,/1113/?/11(5“/3:' . P
Je I o pour n Lomy.
St les suites précédentes sont d’ensembles différents, nous dirons
encore qu'elles forment un systéme brorthogonal et normal st Uon a

" { ! pour ==
/ Jut v ot syds = v
X I o ponr nLom.
30. Oxrtroconarisation. — Nous allons appliquer & une suite de

fonctions de Q(C) ou de Q'(C) le procédé, bien connu, d'orthogonali-
sation.

THEOREME. — Ltant donnée une suite de fonctions de Q(C) oude 12’((‘.)
non tdentiquement nulles

NI N ST -5 N -

en nombre fini ou non, on peat toujours orthogonaliser ce systeme,
c’est-da-dire trouver un systéme de fonctions

O3 Y T Lyl 5,

respectivement de Q(C) ou de Q' (Q), qui soit orthogonal et normal et tel
que toute combinatson linéaure des fonctions [, (3) soit une combinaison
des fonctions ¢,(3) et inversement.

En effet, supprimons de la suite des fonctions f,(3) celles quai sont
une combinaison linéaire des précédentes. Nous serons ainsi ramenés
au cas olt les fonctions /., () sont linéairement indépendantes, quand
on considére un nombre fini quelconque.

Supposons qu’on puisse trouver p combinaisons linéaires, ¢,(2),

2.(3) .0y 9 (3)s des fonctions fo(2), fi(2), ...y furi(3); qui
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soient orthogonales et normales entre elles. Nous allons montrer que
si cette proposition est vraie pour p, elle sera vraie pour p + 1.
En effet, soit
Gplar iz g9y (3) Ao gy (2) 0 [(R)

La fonction 9,(z) est évidemment une combinaison des fonctions /(3z),
fi(3), ..., [»(3). Elle sera orthogonale aux fonctions o,(z),
0, (2), ..oy 0, (3)silona

fq,,(: ) cp,—Azj ds = /- (.I,Hffp(_;) ?,/(_z) ds—=o(¢y=o0.1.....p—1)
¢ o

Par conséquent,

p—1
op(z)y=ep) [l 3 mz ;;,,(:)/ Ipis= v;'TW(: Vels
7=0 e

La quantité entre crochets ne peut étre identiquement nulle sans quoi
J»{(3) serait une combinaison linéaire de o,(z), ..., ¢, (3) et par
suite de /,(=), ..., f,i(5), ce qui serait contraire i 'hypothese. Par
conséquent, on pourra toujours choisir ¢, de facon que la fone-
tion 9,( =) soit normale.

l.a proposition étant vraic pour p =1, elle sera par suite générale.
Le théoreme est alors démontré, car les fonctions orthogonales et nor-
males ¢,(z), 2,(3), ..., 2,(z), ... sont nécessairement indépen-
dantes ct non seulement elles sont bien des combinaisons linéaires
des fonctions /,(3), mais les fonctions f,(s) sont aussi des combinai-
sons des fonctions ¢,(s). De plus, on voit que si les fonctions f,(3)
sont linéairement indépendantes, le nombre des fonctions ¢,(s) sera
¢gal & celui des fonctions /,(3); en particulier, s’il y a une infinité de
fonctions £,,(=), il y a aussi une infinité de fonctions ¢, ().

En supposant toujours les fonctions /() linéairement indépen-
dantes, on aura, pour déterminer les fonctions 2,(3), les systémes
d’équations suivants :

3)(,/‘0 -(Tiu)«
20t 3) (./'1 '4--.\ 400z (fi90)-

,\
.

1 “
Z

-

= =
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ainsi que
(D) =1fie) - [(fr20) 7.

ou l'on a posé
(Lo, ):/ St zr0,(3)ds.
"

D'aprés le second systeme d’équations, on voit qu’il subsiste une
indétermination de signe, puisque (f,¢,) n’est donné que par son
carré. Nous prendrons, par cxemple, la détermination positive du
radical.

Remarquons aussi qu'en intervertissant Pordre de quelques fonc-
tions f,(z), le systeme orthogonal et normal 9,(z) change de forme.

31. Surres FerMEES. — Nous dirons qu'une suite de fonctions est fer-
mée ou compléte st le systéme qu on déduit par orthogonalisation est
Jfermé.

Considérons une suite de fonctions de Q(C) ou de Q'(C) fermée
respectivement par rapport aux fonctions de Q'(C) ou de Q(C). Dans
ces conditions, il n’existe aacune fonction A(3), respectivement
de Q'(C) oude Q(C), telle que 'on ait simultanément

(1) f).(mf,ﬂz)d:-:r» (H==0, 1. % ....~00)
Je

avec

(2) /\Z(:)]ﬁ(/s:].

Jo

En effet, supposons qu’il en existerait une. Supprimons de la suite
donnée toutes les fonctions qui sont une combinaison linéaire des
précédentes et appelons f, (3) la suite qui en est restée. On a

P
Sn iz = E (So,Gpropt s, =m0 1.0, L. o)

p=n
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et, par suite, on doit avoir

f).(:.)',o,,(s)d:_—:n (PT=0.1.9, ..., + )
¢

ce qui est impossible en meme temps que la relation (2).
Réciproquement, s’il n’existe aucune fonction 4(z) respectivement
de Q'(C)ou de Q(C), telle que I'on ait simultanément les relations (1)
et (2), le systeme ¢,(z) est fermé.
En effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver une fonc-
tion A(z) respectivement de Q'(C) ou de Q(C) telle que I'on ait

f‘/\(;)q;,,(z)(/: =0 (==0. 1,2, ..., 4 2)
{

avec

Or, puisque les fonctions f,(z) sont des combinaisons linéaires des
fonetions 9,(z), on aurait aussi

Y
/l(:l],,(:,/l::-(» N T T )
J

ce qui ne peut avoir fieu en méme ltemps que fa refation (2).

Par conséquent, la condition nécessaure et suf fisante pour qu’une suite
de fonctions f,(z) de Q(C) ou de Q'(C) soit fermée, respectivement par
rapport aux fonctions de Q' (C) ou de Q(C), est qu'tl n'existe aucune
Jonction A(z). respectivement de Q'(C) ou de Q(C), telle que Uon ait
simultanément

~

/7(:[{,,(:)0’::0 (H==0. T % ..y ~1-20)
<G
asec
/|7.(£)l?([.€.":|.
t/t:
32. RECHERCHE DE SUITES FERMEES SiMpLES. — Nous allons chercher

des suites de fonctions simples fermées, qui nous permettront de
trouver, par le procédé d’orthogonalisation, des systemes orthogonaux
et normaux complets.

I SF GHIRA N



Domaine d’un seul tenant simplement connexe. -— Soient D un
domaine limité par la courbe rectifiable fermée simple (i et « un point
intérieur i ce domaine.

Considérons la suite de fonctions

I, s—a, (58—a). ... (z—al.

qui fait évidemment partie de Q(C).

Remarquons tout de suile quun nombre fini quelconque de ces
fonctions sont linéairement indépendantes.

Nous allons montrer que cette suite est fermée par rapport aux
fonctions de Q'(C).

En effet, soit 7. une fonction quelconque de Q'(C) et supposons que
Pon ait
/.7\(:)(‘:—~(1)"(/::u (n=0,1,2. .... +0).

0

lin posant

1 ; S )
gl )=/t 3
I—a ](3—~ a

les relations précédentes deviennent

i, (o)

P =0 (n=o,1,9, ., ., 4+w®)
»

Par conséquent, la fonction 7 est nulle identiquement a 'extérieur
d'un cercle de centre a et contenant le domaine D.

Il s’ensuit qu’elle est identiquement nulle dans son domaine d’ho-
lomorphisme D’. La fonction 7 étant de Q'(C), on a, pour x dans D

ou dans D/,
f)'(Z] dz=o.
¢ < — X

En vertu du théoreme du paragraphe 6, il résulte que la fonction %
doit etre nulle presque partout le long de C. On a done

~

] VI3) ds=o.
C

ce qui démontre la proposition.
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De méme, considérons la suite de fonctions

1 ] )
- o TTe? RS ] EE_—‘—_K—(-F—"

T -a {3 -a)y

qui fait partie de Q'(C).
Remarquons qu’un nombre fini quelconque de ces fonctions sont
linéairement indépendantes.

Nous allons montrer que cette suitc est fermée par rapport aux
fonctions de Q(C).

En effet, soit & une fonction quelconque de Q(C) et supposons que
: ] . PP ]
Ion ait
’(s)
[(? -((F//ZZO (n=o0.2,2..... 42

dny i

(—{ I

c'est-a-dire

=0 (rn==0.1,9. ..., +c0).

Il résulte que la fonction 7 est nulle identiquement & P'intérieur
d'un cercle de centre « complétement intéricur a C. Elle est donc
identiquement nulle dans son domaine d’holomorphisme D. La fonc-
tion 2 étant de Q'(C) on a, pour 2 dans D ou dans D',

et, par conséquent,

fl'Z(:) 2 ls == 0.
"

ce qui démontre la proposition.

Domaine d”un seul tenant multiplement connexe. — Considérons un
domaine D d’un seul tenant & connexion d’ordre p. Son contour C sera
donc formé de p courbes fermces simples G, C,, ..., C,. AppelonsC,
la courbe qui contient a son intérieur les courbes'C,, C,, ..., C,y.

Cherchons une suite de fonctions /, de Q(C) qui soit fermée par
rapport aux fonctions de Q'(C).

Pour cela cherchons s’il est possible de trouver une suite, telle que
les conditions

‘/‘7‘(:)./},(:)(/;:0 (n=0,1,2,.... 400).
€,
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%(z) étant une fonction quelconque de Q(C), entrainent la condition

AR
/ — ‘di=o pour . dans D.
L

LS e—

Soient [, .(m < p) une suite de fonctions de Q'(C,,) fermée par
rapport aux fonctions de Q(C,,)et £, , une suite de fonctions de Q(C,)
fermée par rapport aux fonctions de Q'(C,).

Nous avons vu précédemment qu'on pouvait former de pareilles
suites.

Considérons la suite

_/'/.'n:,/.l S ,,/./III 1 :‘/.2,'1' LR ,/,::{nﬂj—l :f/',n.
(n=—o0.1,2 (... 4+x).

Nous allons montrer que cette suite est fermée par rapport aux fonc-
tions de Q'(C). En effet, soit 7. une fonction quelconque de Q'(C) et
supposons que 'on ait

f?.(:)j',,(;)/l::r) (n=o0,1.2, ..., +%).
G
On a

/ 702 fpnary(5) el

.

/.'/,::}f,.,nf;,‘:r/:—i—...—:-f 102 fratsidz=0

e, C

/¢
:/ 1z it zyds 4o -
Cy

(n==0,1, 7. ... %0 I'=t.2% ....p)

Or le long de C,, 7(3) est égale 4 unc fonction de Q(C,,) ou
de Q'(C,,), suivant que m < p ou que m = p.

La fonction f,, est holomorphe dans les domaines fermés D,,
Dy ooty Doy Dy o, o, Dy, et nulle & Pinfint dans ce dernier (r<p).

Par conséquent, en vertu du corollaire du paragraphe 15, les
relations précédentes sc réduisent aux relations

/ }'(5/,/'1-,11.(3} dz=—=o0o
(

'

N N N N T A N
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Ea vertu du choix des fonctions £, ,, ces relations sont équivalentes
aux relations

S

SRS
j - ( —ds=o0 pour x dans D,
. ¢

=1, 9. e -
et & la relation

(3 ,
f L—);{I::o pour ¢ dans Dj,.
\ ;
On a donc
7203}
[— 2Lz =0 pour z dans D’
T
et, par conséquent,
/ syt ds=o,
o

ce qui démontre la proposition.

Cherchons maintenant une suite de fonctions f, de Q'(C) qui soit
fermée par rapport aux fonctions de Q(C).

La fonction £, sera égale le long de C,, a une fonction £, , de Q(C,)
ou de Q'(C,,) suivant que 7 < p ou que m = p.

Cela étant, soient f, , , (m <p) une suite de fonctions de Q(C,)
fermée par rapport aux fonctions de Q'(C,) et f, ,, une suite de
fonctions de Q'(C,) fermée par rapport aux fonctions de Q(C,).

Considérons {a suite f, définie par les équations suivantes :

_/1,/'71 :'/.m,"’ f_),/rn —=o0. LR ./’/’:/"' — 01 .

.fl,]!IH—l =0, St =1 0m cees f/l,/m-&-] == 0]

./'I Piey 1= O, ,/I.v,p(nu)—n = 0. RN _//',P(m-t)-i:./un,/l,n
‘n=o0,1.2 ..., -}

Nous allons montrer que cette suite est fermée par rapport aux
fonctions de Q'(C).

Soit 7 une fonction quelconque de Q(C) et supposons que 'on ait

/7.(:)]’,,(:\(/:.—:0 (n=o0,1, 2. .... +00).
L

On a
/‘7."3)/},”_,._, sods=|f b 3, fipnlsds=0
4" G

‘M=—o0.1.2, ..., 400 7r=1.2,....p).
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En vertu du choix des fonctions /,,,, ces relations entrainent

les relations
Y WS
—‘——)-1/: —o0 pour x dans D
53—

Je,

(r=v.2....,p—1j

et la relation

1(3)
[ ( )‘(/:,:o pour .r dans D,
On a done

[-‘-—_ dz—o0 pour & dans 1)

el. par conséquent,
/ [2(3)?ds =o.
G

Domaine de plusicurs tenants multiplement connexes. — Considérons
un domaine D de ¢ tenants T,, T,, ..., T, ayant respectivement pour
contour C,, Cy, ..., C,.

Cherchons une suite de fonctions f, de Q(C) fermée par rapport
aux fonctions de Q'(C).

La fonction /, sera égale,dans chaque domaine fermé T,, & une
fonction /, , de Q(C,).

Soient les suites de fonctions [/, ,(m=1,2.....,¢) de Q(C,)
fermées respectivement par rapport aux fonctions de Q'(C,,).

Cela étant, considérons la suite f, définie par les équations sui-

vantes :
Siqn = fin Joyn —=o. R Jagn =0,
f:,//n 1 == O, Sognis = Jon, ceey f//,r/lH-l =0,
........................ o J N
S g1 = 0. Jaqin- == 0. N S =Sy
(n==0.7.2,.... +x).

Nous allons montrer que cette suite est fermée par rapport aux
fonctions de Q'(C).

En effet, soit 2 une fonction quelconque de Q'(C) et supposons que
I"on ait

8

‘/).(z)f,,(z-;(/::n (n=o0.1,2..... ~
c
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Ona
f).(;)f,,n e (3)dz = /"A( 3) fral3)ds=0
C t G,

(n==o0,1. 2, ..., 420, r=1,2% ....¢).

En vertu du choix des fonctions £, ,, ces relations entrainent les

relations
1(3) -
f _L_)(/::o pour z dans Dj.
(9

I -

Par conséquent, pour  dans D, on a

c 3 z)
/ _( )_(]:__'_O
Je s

et, par suite,

ce qui démontre la proposition.
La détermination d’'une suite de fonctions /, de Q'(C), fermée par
rapport aux fonctions de Q(C), sefait exactement de la méme maniére.
Remarquons que les suites précédemment définies sont telles qu’un
nombre fini quelconque de fonctions appartenant a I'une de ces suites
sont linéairement indépendantes, pourva que x varie dans toute la
région d’hotomoerphisme de la suite considérée.

Remarque. — 1l est essentiel de remarquer pour ce qui va suivre,
que la suite de fonctions £, de Q(C), fermée par rapport aux fonctions
de Q'(C), précédemment définie, est telle qu’étant donnée une fonc-
tion quelconque A(z) de carré sommable le long de C, les relations

~

/‘/(:)j',l(z)d::o (H==0.1.2 .... +)
L

f_l(zi;([: =0
P
pour x dansb'.

De méme, la suite de fonctions f, de Q'(C) fermée par rapport aux
fonctions de Q(C) précédemment définie, est telle que les relations

entrainent la relation

f).(:)f“(:)d::o (n=o0,1,2,..., +0)

C



entrainent la relation

pour @ dans D.

33. SYSTEMES ORTHOGONAUX FONDAMENTAUX. — En prenant pour suites

fermées relatives & un domaine d’un seul tenant les suites (z — a)"
(n=o0, 1,2, ..., +=%) et T:_—:I?)"—*—' (n=0, 1, 2, ..., + o), NOUS
avons vu que l'on pouvait ohtenir des suites fermées relatives a des
domaines de plusieurs tenants multiplement connexes.

Soit f, la suite de fonctions de Q(C) fermée par rapport aux fonc-
tions de Q'(C), précédemment définies.

Appelons m,(z) le systtme orthogonal et normal fermé par rapport
aux fonctions de Q'(C) qu'on obtient par orthogonalisation de la
suite f,, a l'aide des équations

fol3)=m,(2) (o).
It :):m,(;)(/.m.\—krc,(: )(./',7!1)‘

.................................

avec \ ]
(./0./‘0 ) — l (H/o T ) IJ;
ot =m0 P+ 1m0 T

La forme des fonetions =,(3) est particulierement simple. En effet,
c¢’est une combinaison linéaire des fonctions £, f\, ..., fa.
Dans chaque tenant de D), supposé multiplement connexe, la fonc-

tion =,(s) sera donc égale a la somme de plusieurs polvnomes
1

en et d’un polynome enz — «, (*).

I —a,

(') Au moment de mettre sous presse, nous avons pris connaissance d'un
Mémoire de M. G. Szego « Ugber orthogonalen Polynome. die zu einer gegebenen
Kurve der komplexen gehoren » (Mathematische Zeitschrift. 1.9, 1921, p. 218)
concernant les polynomes auxquels se réduisent les fonctions 7, (a). quand D
est d'un seul tenant simplement connexe et certains résultats qui s'en rattachent,



Nous appellerons la suite =,(3) le systome fondamental orthogonal et
normal relati) aux fonctions de Q(C) par rapport awx points a,.

Soit f, la suite de fonctions de Q'(C) fermée par rapport aux fonc-
tions de Q(C), précédemment définies.

Appelons ¢,(5) le systéme orthogonal et normal fermé par rapport
aux fonctions de Q(C) qu’on obtient par orthogonalisation de la
suite /,, a aide des équations

./Io(z )= Pol = ) <,/.u Po)v
/](3):{7»(3)(4/] ;on) + 0,z )<,/‘]P)>'

(/u]u) - l (f..p., ) ‘l .
U =1Chen P TR0 T

avece

Dans chaque tenant de D', snpposé multiplement connexe, la fone-

tion z,(3) sera égale a la somme de plusieurs polynomes en —— ou

-~ 13

a la somme de plusieurs polynomes en

—; ¢t d’un polynome
z L
en z — «, suivant que le tenant considéré contient ou non 'infini

Nous appellerons la suite ¢,(3) le systéme fondamental orthogonal et
normal relatif aurx fonctions de Q' (C) par rapport awx points a,.

3. Turorine GENERAL. — Toute fonction ¥ (=) de carré sommable Te
long d"un contour rectifiable fermé G est égale le long de ce contour
a la somme d’une fonction [,(z)de Q(C) et d’une fonction f,(3) de
Q'(C), uniques aun ensemble de points de G de mesure nulle prés

Flzy=/futs)r= fii=0

Soit =,(3) le systéeme fondamental relatif aux fonctions de Q(C).
Posons

Fy = f Vi) Ts)ds  (ds=\dz)).
C

THESL GIHITRA
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La suite F, , fait partie de w et par conséquent la fouction

P

WUET ¢
,,n‘ G’Nz Foamuts)

"=
appartient a 'ensemble Q(C).

Considérons la différence

Sz =Fis)— fy(z).

(Vest une fonction de carré sommable le long de €. De plus, elle

verifie les relations ' '
j“/',(:m—,,ﬁ‘)ds:o (R==0.1.2, ..., -1-08)
ou cncore '
/‘,m'/__'(:)r:,,(:)(/::n (HZZ0, 0,9, oo+ %)

avee o

ds=vy'tz1ds.

Soit «, la suite de fonetions de Q(C) qui a donné naissance par
qrthogonalisation au systeme =,(3).

La suite z, étant une combinaison linéaire des fonclions =,, on
aura aussi

j‘/',(\:)y"(\:)o:u(z)d: 0 (R==0,1, 2, ..., -00).
¢

Or, en vertu de la remarque du paragraphe 52, il vésulte que ces
relations entrainent la relation

[li———( SAVAl :)r/::o
Jo S S
pour x dans D'.

Il s’ensuit que la fonction

N ARVAIPE
anl . s

¢ '

Q)= pour .r dans D

et

star=fitar41s) pour s le Tong de C

est une fonction de 2(C).
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Le systeme 5,(z) étant fermé par rapport aux fonctions de Q(C),
nous avons vu que toute fonction de Q(C) est développable le long

de € en série convergeanlt en moyenne de fonctions ,(z)7'(3). Par
conséquent,

avee -

On a donc

|
/l( ¢ )'VE,A-'\’n Onl 3)

n.=0

el. par suite, la fonction /, est une fonction de Q'(€).
Il nous reste & démontrer que les fonctions f, et f, sont uniques
a un ensemble de points de € de mesure nulle prés.
iin effet, on a
i iz

—_ ———-(/.':__:‘
ame o ]

Fot.o b pour . dans D,

Fy(r) pour rdans D,

Or, on a aussi

I " F(z) / t f fols) + [t S i Jotx) powr . dans D,
—_ dizm — f (s = ,
Al T aml . §-—.T I'— [i(2) pourx dans D"
Par conséquent, pour v dans D,
Jolri= i),
et pour w dans D',
Jite)y=--Fe).

et, par suite. le théoreme est démontré.

Remargue. — On aurail pu commencer par considérer la ditférence
. T
F(z) "'z l‘],n Pr(%),
n=0
ou

T, ,,:fm N on(2Vy(5) ds.
C
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On voit donc que

. .
Jits )/\JZ Fyyous).
no .0

35. Corortare. — Du théoréme précédent il résulte Ja proposition
trés importante suivante :

" Toute fonction de Q(C) est déceloppable le long de C en sére conver-
gente en moyenne de fonctions [fondamentales w,(z) relatises aux fonc-
tions de Q(C).

Toute fonction de Q' (C) est développable le long de C en série conver-
genle en moyenne de [fonctions [ondamentales ¢, (=) relatives aux fonc-
tions de Q'(C).

Considérons une fonction / de Q(C). Cette fonction étant de carré
sommable le long de C, on a, en vertu du théoreme précédent,

JS(z)=/Lul3) + [i(3)
avec

. Nt
./u‘.‘-:')NZ“/n,n 77n(5)

ez
ct

4%

. N,
Tz D ot ).
1=

Or, & cause de la relation

I A
27l

3)
ds=o0 pour o dans DY,
- ’l‘

il résulte que f,(x)==0, et par suite le long de C, /, (5) est nulle
presque partout.
On a donce

t ®
s ) SO
fﬁ'/'(;);-(“::z|,/l,u,1':—:()
¢ .

[z
ety par sutte,
Sin=0 (I==0.1,9 ..., 4+

Par conséquent,
Jis) Nzt/.u Ton( 3 )

"
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La fonction f étant quelconque, il résulte que le systéme =, () est
complet aussi par rapport aux fonctions de Q(C).

La seconde partie du corollaire se démontrerait exactement de la
méme maniére.

On verrait que le systéme ¢,(z) est complet aussi par rapport
aux fonctions de Q'(C); c'est la un fait général que nous allons
démontrer dans la suite.

36. Propurt vk pevx ronerions pE Q(C) ov ne Q'(C):

TreorEME. — Le produit de deux fonctions de Q(C) ou toutes les deux
de Q' (C) est une fonction respecticement de X (C) ou de X'(C).

En effet, soient / et g deux fonctions de Q((C). On a

PR
. WU
‘/‘:sz ,//177/:(:)

n=u

et, par suite,

En vertu du théoréme du paragraphe 26, if résutte que

T Y el / ‘ Tt ) g(r) pour.r dans D,
— e (1=
ol ), 5 -1 | o pour . dans DY
(n==o0.1.2% .... +00)

Par conséquent,

I *fis)g(s) { for)g(a) pour.r dans D.
"a_n“i_/c e

—Z =
-r I o pour & dans D’

ce qui démontre la proposition.
Le cas ol /et g sont de (C) se démontre exactement de la méme
maniere.

ConoLLARYE. — [tant données deuzx foncuions [ et g de Q(C) ou toutes
les deuax de Q'(C), on a
//: Yg(=dz=o,
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Supposons, pour fixer les idées, que les fonctions / et g soient
de Q(C).

En se reportant a la démonstration précédente, cette proposition
résulte du fait que 'on a

[7:,,(:!3,';(:)1(::() (1 =700 Ly 9% veun | 00,
L

Le cas olt /et g sont de Q' (C) se démontre exactement de la méme
manieére.
De ce corollaire 1l résulte encore le théoréme sutvant :

TurorEME. — fitant données une fonction V(z) de carré sommable le

long de C. et deux [fonctions quelconques g4 3) et g,(3), respeetivenient

de Q(CY et de Q'(C), on a
f[“(;)gu(:)({: == /‘f,( el s)ds
[ vl

/F(:)g,(:)(/:::/A/'U;:)g,(:f(/:.
S Ja

ct

ot [,(z) et [1(3)sont les fonctions, respectivement de QG et de &'(CH.
telles que le long de G
'z );—f'/‘" e I /,( N

Ce théoréme résulte du fait (ue

/ Jolsigtsrds —o
Je

/‘/',( e srds o,
A

Etant donnée une fonction [(3)de Q(C)ou deid' (£),
la fonction [(3)7'(=) l"/"(:) = :—/—s_ ] est égale lelong de G, a une fonc-

tion respectivenent de Q'(CY ou de Q ().

et que

37. TuioreME.

Supposons, soit pour fixer les idées, que lafonction /() de Q).



Le long de C. on a

-+ %
N T .
./‘ s )Nz‘fn‘on(; )'/" |
0o 0
avece
,ffz:ff(; IEINES
G

Par conséquent

-+ %

Gy )NZ,/,‘, out ),

" ]

ce qui démontre le théoréme.

Le cas on /est de Q'(C) se démontre exactement de la méme
maniere.

Remarque.  De ce théoréme il résulte qu’étant donné un systeme
de fonctions ¢, () de Q(C) ou de Q'(() orthogonal et normal le long
de €, le systeme de fonctions 4, (2) égales pour 2 dans H' &

e e
.{,,,(u:.l_./wl)d;
AT 3=

et le long de (i &
'-Pn{5>:?u(5)7‘/(5)

forme un systéme orthogonal et normal le long de ( de fonctions res-
pectivement de Q'(() ou de Q(C).
lin effe(, on a

/q,,,(:ﬁ'ﬁ«_z")yj(s)d::fq,,(:}af,] 3iy(3) ds.
A c
De plus, & cause de la relation
: o -

/9,,(:@,,,1:)'/,’(:)1/; j Dl 3V 300l o,

7y .
il resulte que le systeme 2,(3), auquel on ajoute le systéme 4,(3).
forme encore un systéme orthogonal et normal le long de C.

St le systéme 2,(2) est complet par rapport aux fonctions de 'en-
semble dont il fait partie, le systeme 4, (3) est aussi complet par rap-
port aux fonctions de 'ensemble dont il fait partie.

Dans ce cas, on vérifie facilement que le systétme o,( ). auquel on
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ajoute le systéme 4,(z). forme un systeme orthogonal et normal fermé
par rapport aux fonctions de carré sommable le long de C.
II. — Fermeture d'un systéme orthogonal et normal.
38. CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE DE FERMETURE :

Tugorinr. — La condition nécessaire et suffisunte. pour qu’un sys-
téme o, z) orthogonal et normal le long de Cde fonctions de Q(C) ou
de Q' (C) soit complet; est que Pon ait

+ e
'
I " Qul Z17(35)
— 2 Yal 3 f CARVARE ols.
I —r Je I —a

7n=90

la série du second membre decant concerger uni formément pour = dans le
domaine d’holomorphisme du systéme et pour x duns le domarne compleé-
mentaire a celui=ci par rapport auw plan, le contour G étant exclu.

o,l(:'. VAR d

Les intégrales / zsont prises le long de C, dansle méme

sens que celles des relations d’orthogonalité de ce systéme. Supposons,
par exemple, que le systéme ,(z) soit de Q(C). Alors lafonction 4, (),
telle que pour & dans D', on ait

Ot 337702
'!J,,(J'):f = ’-/‘-—l. s
( ~

sera de Q'(C). On voit de plus que dans cette condition 4, () estle
{

coefticient de Fourier de la fonction et par conséquent la série

+
-
PAEAESL:

"=

-

converge uniformément dans le domaine onvert D' ().
Il résulte que la série

“+ =%

Zq“( ()

n=~0

-7
N RN P . . .
()Y Remarquons ue la série (0u ()1? converge aussi uniformément dans
n=0
le domaine ouvert D et cela pour une raison semblable.
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converge en moyenne par rapport 2 5 le long de € (pourvu que x soit
dans D") vers une fonction de Q(C) par rapport a 5.
Par conséquent, dans cette condition, la différence

-

1
- 1" 'ZQn(Z)'\!le{f)

n=0

est une fonction de Q(C) par rapport & z. La condition du théoréme
étant supposée vérifiée, cette différence sera identiquement nulle,
pour s dans D. Il s'ensuit done quelle est presque partout nulle le
long de C, pourva que 2 soit dans D’ et, par conséquent, on a

el
I \
( L) - r NZ?”(:)"P”(',‘)'
. ' n90

Cette condition cst évidemment nécessaire. En effet, si le sys-
1

teme o,(z) est complet, la fonction qui est de Q(C), pour x

< -
dans D', est développable en série de fonctions 9,(3) convergeant en
movenne le long de C.

Cette condition est suffisante. En effet, supposons pour un instant
que Pon puisse trouver une fonetion 2(z) de Q(() étrangére au sys-
téme donné¢, telle que I'on ait simultanément

(2) f‘/.(z)q;,t(:)'/“’(:)d;:o (n==o0,1,2 ..., +00)
¢

avee

(3) /‘7.(;)7.(:)'/"(.:)([::1 [ds = (=) d=].

G

En multipliant les deux membres de I'équivalence (1) par 2.(3)7/(s)
et en intégrant le long de C, il vient, » étant dans D',

bz

Loz (2)ds — i
f_‘__’_/_H_’[ :2',[,,,(,1-)[/.(:)w,,(;)/,’(;w/: —o.
¢ I - ¢ !

n=—0

Soit () la fonction de Q'( (1), telle que pour . dans D' on ait

/¢

THFSE GHIKA. i0
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Cette fonction étant nulle identiquement dans 1, elle sera nulle
presque partout le long de C.
En vertu du théoréme du paragraphe 36, il vient done
/ Meyutaeydr=nani /7( s )7.7?1/( zyds==0,
L <G
ce qui esl en contradiction avec Uégalité (3).
1l résulte donc que le systéme est complet.

On démontrerait ce théoréme exactement de la méme maniére pour
un systéme o0,(5) de Q'(C).

39, AUTRE CONDITION NECLSSAIRE EY SUPFISANTE DY ¥ERMETURE. — Nous
allons montrer qu’un systéme o,(z) de fonctions de Q(C) orthogonal
et normal fermé est aussi complet dans I'autre sens par rapport &
ensemble des fonctions de Q'( (), ¢’est-a-dive qu’il n’existe aucune
fonetion 7.(z5) de Q'((0), telle que 'on ait simultanément

(4) /7(:‘@/1(:.)’/3:(‘ (n==0, 1,2, ...+ )
o
avec
(5) /7.(:)7.(:)['(;)(/::1.
LS}

Lin effet, supposons pour un instant qu’il existe une fonclion 7(z)
vérifiant ces conditions. De la relation

1
TN At hpi o)
. n=10
on déduit

[
) NI 1 ‘.
ez >u,,|,: Ve— | Tezvusdz o,
N st ST, - !
17l

La fonction 7.(3) ¢tant de Q'(G), elle sera nulle presque partout le
long de C et Pon a

ce qui est en contradiction avec 'hypothese.
Réciproquement, supposons qu'il n’existe aucune fonetion %(3)
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de Q'(C), telle que les relations (4) et () aient lieu simultanément.
Nous allons démontrer que, dans ces conditions, le svstéme 9,(3) est
fermé par rapport aux fonctions de Q(C).

En effet, supposons qu’il existe une fonction u.(s) de Q(C), telle
que I'on ait

(40 f,u.(;)q,,(:)'/"(:)z/::o (=0, 1.9 ..,, oo
.

avee

(5 [{J.(:HJ,(:)'/./(:)//: =1,

¥

Ko appelant v(z) la fonetion de Q'(C), telle que 'on ait, pour @«
dans I/,

CusiycE)
w.ry-= / RV ol
[y (‘

I 1

il vient
/ (vt da ":‘H‘:/f"J.( Sugtziyizrdz—=o.
Je (

En vertu de notre hypothese, il faut done que

] vz tordi=o
¢

el. par conséquent,

v ~
:».7:[/;J‘(:)"u:)‘/"(:)r&;/ (v ) da = o,

G vl

ce qui est en contradiction aveo I’égalité (‘:3'”). Il résulte donc que le
systéme 2, (o) est ferme.

Ondémontreraitexactementde laméme maniérequ'un systéme o, ()
de Q'(CH fermé est aussi complet dans un sens semblable par rap-
port & Uensemble des fonctions de Q(C) et inversement.

Nous pouvons done énancer la proposition suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un systéme 3,(z) ortho-
gonal et normal de fonctions de QC) ou de Q'(C) sott complet est gu'd
n'extste qucune fonetion 1 z), respecticenient de Q(CY ou de Q'(C,
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telle que Uon ait simultanément

8

[7(:)0,,(:)//:"—;.0 (R==0.1 2. ....
q
aeec

/7(:)7(—:.)_'/"(:)(&: .
o/

Remarque. — Soit ,(3) un systeme orthogonal et normal complet
de fonctions de Q(C) ou de Q'(C). On a

—, } 1 (n=—m).
Ol Dyt 2y shds =

Jy o (n—um)
et

-,

Wl N
- ,' = oﬂ(:\)"EJll(‘-l )

n=1

la série convergeant uniformément et absolument pour z dans la
région d’holomorphisme du systtme donné et pour .x dans la région
d’holomorphisme du syvsttme ¢, ().

. . ot
Faisons la transformation 5 = , etr==
gine soit situ¢e dans D. Au contour C correspondra un contour I’ et au
sens de parcours le long de € correspondra le long de T le sens con-
traire. Bn choisissant le long de I' le méme sens de parcours que le

long de C, on aura

2

en supposant que I'ori-

”

ax! R

s .
o

et par suite, puisque ds = '(z)dz, il vient

/"r/ <r/.“ 2 o2 / 5 I (n=m),
= Dy + 1% S o g —
Jrt =/~ Z lo (n £ m)

—~—

et

Posons

et remarquons que cette fonction est précisément le coefficient de

. . . . ] cps o . < 2\

Fourier de la fonction ———, relatif & la fonction 2 .J,l<i:)
> T < 4
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D’autre part, on a

série qui est évidemment uniformément convergente pour { et % res-
pectivement dans les régions transformées des précédentes.

Par conséquent, le systéme ;:;,, <y,>, qui est orthogonal et normal,
sera aussi complet. - -

Nous pourrons donc dire que lu transformation { = a_f, lorigine

ctant située dans D, n'influe pas sur la fermeture d’un systéme ortho-
gonal et normal.

10. FERMETURE b'UN SYSTEME ORTHOGONAL ET NORMAL. — Soil 9,(35) un
systeme orthogonal et normal de fonctions de Q(C) non fermé. On a

I (rn=m),

2)on(s ':5
\/C'(Pn( )C,Jm( )(ls I\() (/L—//-’N)’

I'intégrale étant prise le long de C, dans le sens positif relativement
aD.

Soit &, () la suite de fonctions de Q'(C), telles que pour 2 dans D’
on ail

"'J,L(,I'):/;%__(‘—:;g ds,

Pintégrale étant prise dans le méme sens que celles de plus haut.
. ) . . N . 1
La suite w.(x) étant les cocfficients de Fouricr de la fonction - —
(& élant dans D), la séric

~ - A

o

2 NP

-}

converge uniformément dans le domaine D et par conséquent la série

e

- '
2‘ Unl 3Vt )

n==0

converge en moyenne le long de C par rapport & 5 et uniformément
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pour = dans D. Donce pour = dans D, c¢’est une fonction holomorphe par
rapport & .z dans le domaine 1)'.

Pour fermer le systéme o,(z) of faut et i siffit, évidemment, pousoir
développer la différence

s

R 1
R - 29”1 3) "{Jnf./ )

)

en un systeme de fonctions de Q(CY par rapport @ z, orthogonal et
normal, formant asec le systeme donné un nouseau systéme orthogonal
et normal.

En effet, alors en vertu de notre théovéme du pavagraphe 38, ce
nouveau systeme sera complet.

Domaine d’un seul tenant simplement connexe. — Supposons que le
domaine D soit d’un seul tenant et limité par une courbe rectifiable
fermée simple C. Supposons ausst, ce qui ne restreint pas la généralite,
que 'origine O soit située dans D.

Cela étant, considérons la fonction

i
)N o ] "Z Ouls"EJn,n(l_L

H=0

Bals =40

fan] -

oi Yon a posé

o= 2 1)
£7\E,

Soient I la courbe d’¢quation = ;, 2 se déplacant le long de €, et A
et A’ tes domaines intérieur et extérieur qu’elle définit dans Ie plan
des £, La fonction 3,( 2, %), pour = dans ), est holomorphe par vapport
a Z dans le domaine A et est de Q(C) par vapport & 3, pour & dans A.

Supposons que 2,( 3, 0) n’est pas identiquement nulle dans D, ¢’est-
a-dive que

b} N RN
{ 0, ::/ 0,030 00,03, 0)dds <=0,
t

On a

/ao'\:- “}?11{5)({3:’ ‘f?n(z)dg—“%,u(\(’)-
< C €

. xro(z)ds —_—
Gy n(0)y==lm f ’"( = ~f§3”(s ) els.
Hr=» o ~ ol C

Or




Par conséquent, on a

[6..(: ())’«Pn(:'\rh:n (n—=o 1 >, . -).
<

Il resulte que la fonetion
B4l 3, 0)
)
()1]

ajoutée au systéme ¢,(s), torme avec celui-ci un nouveau systeme
orthogonal et normal. Soit 1, (%) la fonction de Q(IM), telle que pour &
dans A on ait

-
-

) *O,(z. 0) oy
Ml 2 )= / _0'( Y
¢ 0

et considerons la différence

-

N ] Gyl 2. 0) .
0y (2 :)N:_:—""' --ECJ,AI)J{.,“(:) . 0D

I
7=

Nous allons montrer que pour = dans D et pour £ = o, elle est 1den-
tiquement nulle.
En eflfet, dans ces conditions, on a

~ ~ ligl0)
04 o= T ot —_—
r)u
et puisque

(RS
v F N N
Mg 0) ==~ = oly — 2"_‘;0’,,(0) Oopl 2 )ds | =4+ 9,.
v « ¢

n=a

il vient

oz 0)=0
Nous allons voir que si la fonction ﬂ%ﬂ, qui est de Q(C), n’est
pas identiquement nulle dans D, on peut encore appliquer la methode
precédente.
En effet, pour z dans D, on a

do(z.0) N NS
— ~ ~Y " -
——— TT e G e Z) Wy 0 ) —_—— O
0% E:Y't( ) Zo, 5, 0

n=2a

série qut, d'apres notre théoréme du paragraphe 25, est uniformément
convergente.
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De plus, ¥, , (o) (=0, 1, 2, ..., + ») et 7, (0) étant les coeffi-
ctents de Fourier de la fonction — = par rapport au systeme

L 0)
b

. 0, (
ls)e oo ou(a ) 2

Qi 0y

i

la serie précédente converge en moyenne le long de I' et par consé-
16,(3,0

quent 07 ) est bien de Q(C).

Posons

- 06,(z.0)08(5.0)
[ IR — ! L
(o) *f A P s

et soit v, (§) la fonction de Q(I'), telle que 'on ait pour & dans A

v 1 00,(5,0) s
mE=) S T e

f’)a—'(—f’—‘”<pu(s>f/s::~fs<en<s>da—daa,,mo):o,
¢ % ¢

On a

ainsi que

00,(3, 0) 0y(z. 0) /‘ d,(z. 0) ,
— < oty =~ | 5 ———=dds— n,(0)=o.
[ oz % J % o(0)

, , . i 00,(g,,0) . , \

Par conséquent, la fonction —‘—f),i’—z ajoutée au systeme
i 2

0o( =, 0)

Yol &) | (,)IL( :)a au

forme avec celui-ci, un nouveau systéme orthogonal et normal.
Nous avons supposé que 5,5£0: si 5,=o0 on prendrait au lieu
. . Ao,z 0) . . .
de 2,(z, 0) la fonction _‘T)A__)’ ol 4 est le plus petit entier, tel que
cette fonction ne soit pas identiquement nulle dans D.

Remarquons qu'il existe au moins un nombre fini 4, tel que la con-
dition précédente soit vevifice. En effet, dans le cas contraire, 5,(s, 2)
qui est une fonction holomorphe par rapport a £dans A, - étantdans D,
serait nulle identiquement dans un cercle de centre O et de rayon suf-
fisamment petit.

Il résulte qu’elle sera nulle identiquement dans toute sa région
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d’holomorphisme A et par consequent le systéme 3, (z) serait complet,
ce qui est contraire a ’hypothése.

Supposons qu’on puisse faire ¢ opérations successives semblables
aux precédentes et qu’on ait obtenu de la sorte un nouveau systéeme
orthogonal et normal. Appelons 3,,(=) le systtme obtenu, y compris
le systéeme ¢,(=).

Posons

,

— _E :;,:,l(’l ) K’H(,u,u(a)

" "

B(s 8y = ——

et supposons aussi que I'on ait, pour = dans D,

d 0,3, 0) _ 0+ =24,(z, 0)

07 P )1

(6) 0,(z,0)=

|

0.

Nous allons démontrer qu’en posant

A . N . 97k 1o, (2 0) .
(7)) Oy (2, 2)==0,( = :)'—Wﬂt(é)

avec
0=k 6,(z. 0) s
o 62""/-‘ ‘02[—# L - —

(S) /h.(f,):

M

le nombre 4 étant le plus petit entier ou zéro, tet que

. , XA oz 0) 0 Moz 0y,
(o ')-:f A - ds £o.
C

o) tHA— Zi-h—-1
KA 0

on a, pour = dans D,

e )16, (5.
at-ﬂ‘-l(v:; 0)= a H()(E . - = : ()il-i:L(l o)

I

(¢}

et la fonction
1 Jh g, (z o)

0\; ] =1 ,)£/~L—l

3

ajoulee au systéme D2, forme avec celui-ci un nouveau s_\'stémo
orthogonal et normal.
En effet, on a

drh=14,(z,0)

Pz _:IM-—I(,,_{_ /1——-1)"
A

RPN
—_Z Q. n_(:)fZH'L_‘l(l + A — I)' (?L,”(L') ds
"

==

THLS! GUIKA. 11



et, par conséquent,

DAV G020 0) ——
__W_r,?,,/,(:)r[s:o (p=0,1.2% ..., 4-).
o =

La fonction

J k(s 0
o VAN B ):M; -1’ )fOI‘
3 Jz
un nouveau syst¢me orthogonal et normal.
En vertu de nos hypothéses (6), nous avons. pour = dans D, les
identités suivantes :

me donc bien avecle systéeme o, ,(3)

-
N ¥l N ——
0,(I.0)=— 1 -—3 o, 71(3)[91 Wiz dds =0.
H bl O
H==0 “t
"5 s
o (z.0) . —
{ = g ' 9 g fd ! - =
A '*Z‘ﬂa"“’f("p o= s =0,
=0 g

JHh=26,(z,0)

fay
3 N 2, P e —
R =—cth ey A - z)l-——z 9,),,(:)/.:“*——((—/‘-5—9)1<p,,,t(z)cl.s=—.o.
e (

\ H—0

Par conséquent, vu I'equation (), on a aussi

()/'al_r_l(:. O) 1 o '81,(1.0)([/'77:(0) (< i ,,)
e, T T T T i path—2
0z PR gii—h— dzr
et
DRG0z o) A NGz o) 1 de (o)
gzt k1 - )ik - o At A )
z z : =

Pour achever notre théoréme, il reste donc & démontrer que

ar a,(o ;
"’( _) w0 pouroSpSi+h—>
odir T
et que
- d* 'no
01-4/ l:_[’H—A—"(),
g

En effet, on a

). 1Al =
gk ddr ﬂl(O)Z*fZ/’/’l 7 0,32 0) o
¢

Az )z+F=

» - . A=y, (0 [
= | arp TR Nk 1) ds 2 Tﬁu/d',"?t,u(:)d-"
G« = Je

n=0



et, vyu ’équation (9), il vient
gt draio) /’()/‘ 9,(5. 0)
13 -

dzr i

T h—1) ds = o.

g

11 nous reste a faire voir que
Siebh ) ol il 0)
0, =

Pour cela, calculons la fonction

g ! Al (o)
o AR

Kn différentiant les deux membres de U'équation (8) ¢ + £ — 1 fois, 1l
vient '
Stk A b=, (o)

¢ di:-/\—l
. o A9 (5, 0)
- —f:lLK—'I([+A~1)! _"DTTILL—jl—_([x
. 2
= | byt o+ /.--1‘)!|2(/.s'-'-2 fz""“([—i—/c——l)!Q,’n(:)//s
Je "
n—~o

:(51"A")2:

par conséquent, notre théoréme est démontre.

Nous avons vu au commencement de ce paragraphe que ce théo-
reme est vrai pour £ = r; par conséquent, il est général.

I se peut qu'apres un nombre fini d’opérations on trouve une diffé-
rence 2,(z, &) identiquement nulle dans D, £ étant dans'A. Dans ces
conditions le probleme est résolu, puisque alors le systéme est complet.

Supposons qu’on puisse poursuivre ces opérations indéfiniment.
Nous allons montrer que le systéme, qu'on obtient a la limite, est
encore ferme. Pour cely, il suffit de démontrer que, pour = dansD ett
dans A, on a

limo, s Z1z=o.
P

Kn effet, la ™ fonction, formant avec le systeme donné et les { — 1
fonctions trouvées un nouveau systeme orthogonal et normal, n’est
autre que la fonction

1o A=l g (s 0)
a; k=L ()£'1+Au-1
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D’autre part, pour = dans D, on a, en vertu du théoréme précédent,

O++=16,,(z. 0)
'3,+x(5, O)E. == —5?:3\—_-1—
=

Il

0.

Par conséquent, la fonction i (3, 0) atoutes ses dérivées partielles
par rapport a £, jusqu’a I'ordre / — 1 au moins, nulle identiquement
pour £ = o.

Cela ayant lieu quel que soit ¢, on a bien dans ces conditions

Lim 0,(z, £)=o.
1=

On démontrerait que cette méthode s’applique aussi a un systeme
de Q'(C).

Du reste, d’aprés la remarque du paragraphe 39, en supposant que

Y e . . . . .- . 1
I'origine O soit dans D, il suffirait de faire la transformation z = P

1 . N . N “ \ ]
et.r = - qui raménerait le systeme de Q'(C) a un systeme de Q(T").
=
Puis, aprés avoir complété ce nouveau systéme, en faisant la transfor-
mation inverse, on obtient la solution cherchée.

Domaine a plusieurs tenants multiplement connexes. — Considérons
un domaine d’un seual tenant & connexion d’ordre n. Supposons pour
plus de simplicité que n=2. Soient G, et C, les courbes fermées
simples qui définissent ce domaine, la courbe C, contenantia son inté-
rieur C,. Soit aussi¢,(z) un systeme orthogonal et normal non fermé de
fonctions de Q(C) et considérons comme précédemment la différence

+w
N I
Ou( 3, &)rv — ——Z 0u(3) Yu( ).

n==0

Soit «, un point du domaine D, qu'on peut supposer, pour simplifier
les formules, etre I'origine.

Pour x dans D'(D,+ D)) la fonction ¢,(z, x) est une fonction
de Q(C) par rapport a4 z, et pour = dans D une fonction holomorphe
de 2 dans le domaine D’.

D’apres la formule de Cauchy, on a

! ~ 1 Lo(z ! z
bl 2) = -‘-.fﬁ(;)/z;:_‘_.f‘iﬂ—’dwréfﬁﬁd;
2T C.G-‘—'.L' 2T (’.0,5"—:1»' 27t Cl;—;l?

_ -+ —_—
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Appelons 4, () la fonction de Q(C,), telle que l'on ait, pour «
dans D,

I ‘U,z
Yo ()= — e Z1ED) dz
70,0 27T 5—x ’
2T, &

Fig. 1.

0 0y

el %L}J.,,, (%) la fonction Q'(C,), telle que Uon ait, pour x dans D',

R T L,(z)
—'41,//( — = — = d:z.
Fa P 2T ) 5 -

1

\

Puisque, pour 2 dans D, on a
(- Ao( =
/M(/::f fi"(——)'(/::(x
Jo, T4 e, 5

il résulte que pour 2 dans D, on a

.kpn( '/1') = q/ll,n.(‘x )>

1 [ 1
L!/u(-l‘)E ;qJ]JI<—;>'

Posons pour  dans D,
Gu.o( 3y @) =0,(5, v)

| N I ~
;,Ol,u(:: ;)Zou(:‘ l‘)

»
-

et pour x dans T

et pour x dans D

v e . 1 .
En faisant le changement de variables Z = - la fonction 2, (3, £)

sera. pour = dans D, une fonction holomorphe de % dans le domaine A,
de contour I';. Remarquons aussi que le contour I';, qui correspond
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a C,, contiendra I', & son intérieur. On «

-z

N . I N

Oy,0(5. 2) = EEa—— —2 0l 2}y ().
N n=—u

Supposons que
\6“,)‘1_—;/ 0y.0(5. 0)0, (5. 01els 70,

G

. . 0,,4(5,0 . . , \ .
Lafonction —i’%—) qui est de Q(C), ajoutée au systeme donné, for-

1,0

mera avec celui-ci un nouveau systéme orthogonal et normal. Posons

o 10, (35 0)ds
flu(‘l’)—— ) = .
¢ 710

S -

Fig., 2.
(a)
rl
(ay)
T‘O
et considérons la différence
N 1 , Oyl
Oy S0y = P 2 Yul S )'!JI,( ) = "‘\I"" Lig ()
n o

On verrail, comme pour la fonction J, ('), que pour x dans D,

_ , Tyl 0] 2y 2)
et pour & dans I

1 1
'(Uu('l.):_',llm ( - )7
o e

la fonction v, ,(2) étantde Q(C,Y et 7, ,(£) de Q(I')). Par conséquent,
pour £ dans A, et s dans D, on peut écrire

L P T = pe— ~\/";,‘t;);'/ )
: B TT e rret et 0

oo

AN EAN
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Le théoreme précédent s’applique évidemment aussi, et par consé-
quent, aprés un nombre fini ou une infinité dénombrable d’opérations
successives de cette espice, on arrive 4 une différence

(10) d,4(5 2)= o

pour s dans D et £ dans A.

Appelons ¢, ,(5) le.nouveau systéme orthogonal et normal, y com-
pris le systeme o,(z), auquel on arrive ainsi.

Considérons maintenant la différence

-
N I N .
01(37 '[): ”"Z c?r,n(:)'-!h,n(\l‘)A

L—

n=0

On remarque que, pour  dans ), on a

o J I
0,(5. v)= 78,‘,~<:. —-> = 0.

e
Posons
+o
oy - 1 (,. I -
i (304) = =7 — 2, 9 (3) Yapnl
° n-=u\
aVes
1 - .
| L, 03 s
| (', T e [AADSARI
Yonl0=50 ) T
Co

Le théoréme concernant la méthode d’obtention des fonctions ortho-
gonales et normales relatives 4 un domaine simplement connexe s’ap-
plique aussi aux différences

ST €I 1 PR PO -V ) R M (SN A

Par conséquent, aprés un nombre fini ou une infinité dénombrable
d’opérations successives de méme espece, on arrive 4 une différence

Do 1 Zed) =0

pour = dans D et & dans D,.
Appelons 2, ,(3) le nouveau systéeme orthogonal et normal auquel
on est ainsi arrive, lesystéme 2, , (2) n'étant pas compris dans celui-ci.



Considérons.la différence

-+ £

. -l
SR U ) ~z G2V, ().

n=»y

I Y
3z @)= ——— - >
" o

Pour « dans D, et = dans D, on a, par conséquent,
Oy, (2, ) =28,,,(5, £)== 0.
Nous allons démontrer que l'on a aussi, pour x dans D) et 3
dans D,
d.,,(z. )= o.
En effet, I'équation (10) peut s’¢erire

(ro)

1

te

) Yo () Sl=o0
= i ~,J1.u.<~ Cinlz) =0,
37— .

n=zh

(A%

)=

0,.(5,

D’autre part on a, pour 2 dans D,

2 -
L 1
X0, (zor)==0,,,:.2,=

Y z v . - (z
7 -1 UiV aatz) - Yl )Yy, i)

noA n==u

et par conséquent, a cause de I’équation (171), il vient

>

(12)

al‘;’/(':‘- é) ==.

b

f?/,u(_:HJl././:(E)-

n

Supposons, pour un instant, que ¢, ,,(3,%) ne soit pas identiquement
nulle, pour z dans D et < dans \,. Dans ce cas on pourrait appliquer

encore notre méthode précédente de fermeture ot 'on obtiendrait une
différence

b2
~ " - N ;-
01,1 (3 2= 8,0,(5.2) —“z Q1,0 () Uy a,al() = 0.
n—=Q

0...(5) étant un nouveau systéme orthogonal et normal qui formerait
avec les systémes o, ,(3)et v,,(3) encore un systtme orthogonal et
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normal. En vertu de 'équation (12), on a

ER -z
N -~ Y - -
Dy /,/.(:' = ——*Z 9 ,,(Z)’sJi,,',ul:) "“Z (Pl,n(:')'~f’|,/,u( Y=o,
"—0o n=~0
en supposant toutetois que = est dans D et £ dans A,.
Le systeme formé des deux systémes o, ,(5) et ¢, (=) étant ortho-
gonal et normal, il faut que
ba(E)=o0 (R==0.1.2 ...,+0®)
et que .
biaa(E)=o0 (n=o0.,1.9,....4+%).

Par conséquent, on a nécessairement dans ces conditions

61"./(2.}1) = 0.

Il résulte donc que le systéme formé des deux systémes o, (%)
el 2, ,(3) est complet.
Remarquons en passant qu’a cause des identités

Prrn(E) = o

¢ étant dans A, il résulte que la suite 4, () est de Q(GC,).

Supposons que le domaine D soit & connexion d’ordre supérieur i 2,
mais toutefois en nombre fim.

Pour fermer un pareil systéeme, tout revient, comme on le voit sans
peine, a appliquer successivement notre méthode relative & un
domaine d’un seul tenant simplement connexe, a4 chaque tenant de la
région d’holomorphisme par rapport a x de la différence 2(z, ).

Si le systéme o,(s) est de Q'(C), cette région d’holomorphisme est
d’un seul tenant. Dans ce cas, notre méthode relative & un domaine
d’un seul tenant simplement connexe s’applique exactement.

Supposons enfin que le domaine D soit & plusieurs tenants multiple-
ment connexes.

Soit 3,(s) un systéme, par exemple, de Q(C). Alors , () sera
de Q'(C).

Considérons toujours la différence

“+ v

N 1 O

o(z. &)= — ——2‘ on(2) dul2).
n=0

THESE GHIKA. 12
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Dans ce cas, le domaine d’holomorphisme D’ par rapport & x est
composé de plusieurs tenants T, T, ..., T,. La fonction 2(z, x),
pour z dans D, est une fonction holomorphe de .x dans T;. Nous avons
vu que nous pouvons fermer un systéme o,(z) par rapport & un
domaine d’un seul tenant. Par conséquent, en appliquant notre
méthode i cette différence pour ce tenant, nous obtiendrons une dilfe-
rence

s + -

N 1 ;o <% \ \
di‘,( <. 'T): T "Z Dl :)L!Jn("' ) “}d Dl = )‘IJi\,,n(v")

2t noa

qui sera identiquement nulle pour « dans T}.

La fonction ¢, (3, ), pour = dans D, est une fonction holomorphe
de x dans T'. En appliquant encore notre méthode relative & ", on
obtiendra une différence

“+ = “+ = ——

~ I 3 N , N \

Oy (5. 07) = = 2 on(3) () — 2 Grn (3 Qi (1) _E Gt (8) Y (1),
n=0 n=0 n=0o

qui sera identiquement nulle pour a dans .
On démontrerait comme précédemment qu’elle est nulle identique-
ment aussi pour x dans T,.

En continuant de la sorte, on arrive 4 une différence

% =
N R T . N -
()’uvlh"-:"p‘:"'ll): P "‘2 ?/I(G)',I)u(d’) — Z :'fipJ?(:') H’Ji/““("‘)

H=0 n=u

qui sera identiquement nulle fpour 2 dans T, T, ..., T,, ¢’est-
d-dire dans D', Par conséquent, le probléme est résolu.

On aurait ¢videmment une méthode semblable pour le cas ou 7,(3)
serait de Q'( ().

On peut simplifier quelquefois le calcul en laisant une {ransforma-
tion de la forme { = -—-0—-(—’ de maniére que le domaine dholomor-

phisme de la suite 4, (2) contienne si possible un tenant de moins.

%l \UTRE DEVELOPPEMENT EN SERIE DES FOoNeTioNs bE Q(C) BT bR Q'(C).
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Considérons un domaine D d’un <eul tenant multiplement connexe.
Supposons pour plus de simplicité qu’il soit doublement connexe,
¢'est--dire formé par la région comprise entre deux couarbes fermées
simples C, et (i, C. contenant le contour (..

Soit /(z) une fonction de Q(C). On a

J(x)= - ! .f_'—/(—:)—(l;+ ;.fj—(ﬁ—(/:.
A AT J, F

Appelons /() la fonction de Q(C,), telle que 'on ait, pour 2
dans D,.

Seta )= ! . _*/—(.:—)(/:

2T <
¢

et £, ) la fonction de Q'( ), telle que Von ait, pour & dans D',

. 1 ft3)

A T —— =

Jutr Al ) T
“1

dz.

On aura done, pour x dans le domaine fermé D,
Jrer=fota 4 fier.

Soient = .(3) Te svsteme fondamental velatlif aux fonctions de Q(C,)
par rapport i un point «, de D, et z,,(z)le systeme fondamental relatif
aux fonetions de Q'(C,) par rapport au point «, de D,.

Ona

v [

/( o ):z./‘c,uﬂr' //(J“) E“E fx n Pi.n( ! )a

noow 7Ny

la série convergeant uniformément et absolument dans le domaine D,
La série

‘/1.1: Fh_h( )

N

Ji =

cornvergeant en movenne le long de C,vers /, (a) pendan( que la série

UV ,
e ‘/:'.14 Tenl )
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converge uniformément vers /.(x), leur somme convergera évidem-
ment en moyenne le long de C, vers f(x). Elle convergera aussi en
moyenne le long de C,, pour une raison semblable; par conséquent,
elle converge en moyenne le long de C.

On généralise facilement ce mode de développement pour un
domaine d’un seul tenant & connexion d’ordre supérieur a4 2, mais
toutefois fini.

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

Toute fonction de Q(C), le domaine D étant d’un seul tenant a con-
nexion d’ordre q 41, est développable en une somme de séries de Jonc-
tions fondamentales relatives auzx fonctions de Q(C,) et de Q' (C; )
(n==1, 2, ...,¢q), G désignant le contour enycloppant les contours G, ,,
Cioy o ovy Coyy la série ainst formée concergeant en moyenne le long
de C et uniformeément et absolument dans tout domaine complétement
intérieur ¢ D. Toute fonction de Q'(C), le domaine D' étant d’un seul
tenant a connexion d’ordre p, est développable en une sonune de séries
de fonctions fondamentales relatives auzx fonctions de Q' (C,) (n =1,
2y ..., p), la série ainsi formée concergeant en moyenne le long de G
et uniformément el absolument duns tout domarne complétement nté-
rieur a 1),

Comme cas particulier, si le domaine D est doublement connexe
limité par deux cercles concentriques, on retrouve la série de Lau-
rent ().

(1) Les principaux résultats de la premiére Partie de ce Mémoire ont fait P'objet
d'une Communication & I'\cadémie des Sciences (Cumptes rendus, 1806, 1928,
p. 1808).




SECONDE PARTIE.

SUR DE CERTAINES EQUATIONS INTEGRALES DE PREMIERE
ESPECE ET LEURS APPLICATIONS AUX EQUATIONS DIFFE-
RENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE INFINI.

CHAPITRE L

EQUATIONS INTEGRALES DE PREMIERE ESPECE A INTEGRALES
PRISES LE LONG D’'UN CONTOUR FERME.

42. TYPE PARTICULIER D'EQUATIONS INTEGRALES DE PREMIERE ESPECE. —
Dans ce Chapitre, nous allons nous occuper de la résolution de cer-
taines ¢quations intégrales de premiére espéce, qui nous ont 6té
suggérées par les ¢quations différentielles linéaires d’ordre infini.

Considérons I'équation intégrale suivante

f.)'(f)K(l, a)dt=f(z),

Pintégrale étant prise le long d’un contour rectifiable fermé C définis-
sant un domaine D d’un ou plusicurs tenants a4 connexion simple ou
multiple.

Le noyau K(¢, x)est de la forme

k(¢ ) NZ P ) 1),

les fonctions ¢, () désignant le systeme fondamental relativement aux
fonctions de Q'(C) et les fonctions 7,,(x) étant holomorphes dans un
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certain domaine ferme 3, de contour I' ¢t telles que la série

-

Z Tl
.

soit uniformément convergente dans ce dowaine fermé.

Enfin le second membre /'(x) est une fonction holomorphe dans e
domaine fermé A.

Remarquons tout de suite que le noyau K(¢, ), quand r est dans le
domaine fermé A, est une fonction de Q'(C) par rapport i C.

Il résulte que si o, (¢) est un aulre systeme orthogonal et normal
fermé de fonctions de Q'( (1), on a aussi

(¢, ..L)NE Pul Y, (2),

no=0

la série

3 o,

E a2

n—

convergeant dans le domaine ferme A.

Montrons que cette série est uniformément convergente dans ce
domaine.

En cffet, les fonctions v, () sont continues dans le domaine fermeé A
et de plus -

-

+ s
U , , O X
Z‘I/,I(Lz}) _—;[ Nt/ ey 2 ds ':,:Z Pal 202

n=0 v n—a
Par conséquent, sa somme est aussi continuc.

[l résulte done, en vertu du théoreme de Dini, que cetle séric est
uniformément convergente dans ce domaine.

Le probléme que nous allons nous proposer sera la recherche de
la solution générale y (t) de Q(C), telle que I'équation considérée soit
vérifiée pour les points z de A.

A cet effet, rappelons ce que nous entendons par la solution géné-
rale :

Nous dirons qu’une solution est générale si, étant donnée toute autre
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solution, on peut, en donnant des déterminations consenables auzx quan-
tités arbitraires, dont nous supposons (e d("])('m{ la solution générule,
rendre cette devnicre (dentique a lautre.

Remarquons qu’une solution (ui ne contient pas de quantités arbi-
traires ne peut étre générale sans que toute autre solution lui soit
identique.

43. THEOREME GENERAL. — Posons
l’(.l:):/)’(t} K(t, v)dt — f(.r).
¥

La fonction F(x) est holomorphe dans A. Soit A, un domaine limité
par un contour rectitiable I'; complétement intérieur a A, c¢’est-a-dire
dont tous ces points, v compris son contour, font partie de A,

Supposons, de plus, que dans chaque tenant de A, il y ait un tenant
de A,. La fonction F(.r) devaut ¢tre nulle identiquement dans A le sera
aussi dans A, et sur I',.

Supposons qu’on sache résoudre I'équation donnée relativement au
domaine A, et &son contour I',, ¢’est-a-dire savoir trouver une solution
qui vérifie cette équation pour x dans A, et pour presque pour tous
les points .z de I'y. Du veste, il suffit que Uéquation soit vérifice pour
presque pour tous les points de I'y, pour qu’elle le soit pour tous les
points de A,. En effet, cela résulte de ce que la fonction F(.z) fait
partic évidemment de ’ensemble Q(T°)).

La fonction étant holomorphe dans A et identiquement nulle dans le
domaine A, contenu dans A sera identiquement nulle dans tout son
domaine d’holomorphisme.

Nous pouvons donc¢ ¢noncer le théoréme suivant :

) C gy ) . H y e ‘e o g y o 7] ¢ f
Pour résoudre une équation du type envisagé, (l faut et il suffit pou-
vour la résoudre relatécement @ un contour fermé 1y, tel que le domaine A,
qud défindt ait dans chaque tenant de A aa moins un tenant complé-
tement intérieur a celui-ct.

Ce théoréme nous permettra en général de simplifier la recherche
des solutions.
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4%. Equariox sans secoxp Mempre. — Nous dirons qu’une équation
intégrale de premiére espéce est sans second membre si l'on a

/‘(:1;) =o.

Cherchons a résoudre I'équation
(1) f)’(t)l((/,x)dt:o.
[N
Posons comme précédemment
F(a;):fy(t)K(I, x)dt
C

et soit A, un domaine de contour I', vérifiant les conditions de plus
haut.

La fonction F(z) étant de Q(T,), pour qu’elle soit identiquement
nulle dans 4,, il faut et il suffit que I’on ait

fF(w)w,L(a))flo, =0 (n==0,1,2,..., -+ ),
rl

w,(x) étant un systéme orthogonal et normal complet de fonctions
de Q(T",), par exemple le systéme fondamental.
Posons

/.',L(t):/. K(¢ @) on(2)do,.
r,
Cette suite de fonctions fait partie évidemment de Q'(I'). On a

‘/I:"F(.Lr)w,,(.z')(la'l :ly(l)/.,,(l)dl,

et cela puisque le second membre a un sens.

Soit 9,(¢) le systéme orthogonal et normal de fonctions de Q'(C)
déduit par orthogonalisation le long de C de la suite £,(¢).
Les équations

f)f(t)A,L(l)(l/:;o (76=0,1, 2, ..., 4 )
¢
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seront donc équivalentes aux équations

(2) f_)(t)cp,,,(t)(lt:o (n=o,1,2..... +c0).

U

Cherchons une solution générale de ce systéme d’équations, de la
forme
y()==(2) %/ (1),

z(t) étant une fonction de Q'(C).
Supposons que le systéme o,(2) ne soit pas fermé et soit ¢, ,.(2) le
systéme qui le ferme. Toute fonction 6(z) de Q'(C) sera de la forme

+w DN
(1)~ X baon(t) + X, by @1,l0),

n=0 n=0

les suites b, et b, , étant de w. Si le systéme ¢, ,(Z) ne contient qu’un
nombre fini p de fonctions, c’est-a-dire si le systéme o¢,(z) est quasi
fermé, on prendra pourn=p—+1, ..., +

9a(t)=o0.

La sotution devant étre orthogonale aux fonctions ¢,(¢), elle sera de
la forme

-+
(D% (1)~ X, B @ralD 7/(2),

n=y

ce qui peut encore s’écrire

SO ()~ BT () — X bugal8) £/(0).

n=o

Les suites b, et b, , étant des suites quelconques de w, la fonction
b(t) est une fonction arbitraire de Q'(C).

Si le systéme ¢,(¢) est fermé, il est évident que la seule solution
possible sera une fonction presque partout nulle le long de C.

Toute autre solution devant étre de la forme précédente, 5(¢)7/(t)
sera évidemment la solution générale de U'espéce cherchée.

THFSE GHIKA 13



— 08 —

Cela étant, la fonction y(z) de Q(C), telle que'on ait, pour ¢ dans D,

y(”_fz(u),{ (u)du

u—t
sera une solution du systéme (z) puisque

27(1'[)'({)cpn(t)(ll:fz(u)y"(u)q;n(u)du:o.
Y tYe

C’est, de plus, la solution générale. En effet, soit y,(z) une autre
solution. En vertu des résultats du paragraphe 34, il correspondra &
celle-ci une et une seule fonction 5, (¢) de Q'(C), telle que 'on ait

, s (w)y'(u)du
o= [ DL
c

La fonction z,(u)y’ () sera, par conséquent, aussi une solution du
systéme (2), et par suite, elle devra étre de la méme forme que

z(u)y'(u). Il résulte donc que y(¢) peut se réduire a y, ().
Pour ¢ dans D, la fonction y(¢) peut encore s’écrire

) (I)_f b(u)",{_ut)du Zb_"%(’)‘

n=y

[ en(u) y (u) du
%m—fc_?T_.

En appelant «(z) la fonction de Q(C), telle que ['on ait, pour ¢

dans D,
b))y (w)du
t)—= _— .,
a(t) /L

ou

u—t

qui sera, par conséquent, une fonction arbitraire de Q(C), il vient
“+ o
y(t)y=ua(t) ——~Z anba(t)

n=—90

avec

a,,::z,::[;bn(u)(p,,(u)x’(u)du:znijc.a,,(t)¢,,(t)dt,



la série du second membre de y(z) étant uniformément convergente
dans le domaine ouvert ) et convergente en moyenne le long de C (').

45. Avrre metHODE. — On peut procéder aussi d’'une autre maniére.
A cet effet, posons

L(u, z) NE Ta( 1) hn( )

n=0

et

+w

L, x) NE () My ().

n=q

ot m,(u) est le systtme fondamental relatif aux fonctions de Q(C)
et A,(2) une suite de fonctions holomorphes dans A et telle que la
série

-

pARACT

n==0

converge uniformément dans ce domaine.
Supposons que

amidy{r) :fli(,tf 2£) Ta (L) dt.
c

La suite A,(«) vérifiera donc les conditions de plus haut.
Dans ces conditions, on a, évidemment,

(3) K(t, .v):fl‘_(‘;’ x) g (u)ydu
C

u—1

et nous savons qu’il n’existe pas d’autre fonction L(u, x) vérifiant
cette équation.
Cela étant, on a

—_——

j‘.‘) (1) K(¢, .1;)(/[:27?1’/1 (u)LCu. 2)y'(w) du.

A

Il résulte donc que toute solution de 1’équation donnée est une

(*) En vertu de la remarque du paragraphe 37.
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solution de I’équation

f)(ll)L(u a)ylu)ydiu=o

et réciproquement.
Posons

l.(u) :f L(u. z)o,(x) () dr
I‘]

et soit v,(t) le systéme orthogonal et normal de fonctions de Q(C)
qu’on déduit par orthogonalisation de la suite l,,(t)
Remarquons, en passant, que 'on a aussi

Ten(£) f’n<u ) () du

w—1

Soit a(t) une fonction arbitraire de Q(C); la solution générale sera
évidemment

“+ o

(O~ a(t)— N anya(t)

avec
a,L:fa(t) ya( L)y (t)dt.
c

46. EQUATION AVEC SECOND MEMBRE. — Soit l’éqixation
(4) [;»(t)l{(z, rydi=f(x).
Elle sera évidemment équivalente & I’équation
(5) ami [y () T @)/ () du = f ().
¢

Remarquons tout de suite que la solution générale de cette équa-
tion, si toutefois elle existe, serait égale 4 la somme de la solution
générale de I’équation sans second membre et d’une solution particu-
liere correspondant au second membre. En effet, la différence de deux
solutions de D'équation avec second membre est une solution de
I’équation sans second membre.

En vertu de notre théoréme général, nous chercherons une solution
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qui veérifie ’équation presque partout le long d’un contour I';, défini
plus haut.

Conditions nécessaires ct suffisantes d’existence. — Nous allons étu-
dier les conditions que doit vérifier le second membre pour que
I'équation admette une solution.

Nous allons considérer I'équation & noyau transformé, c’est-a-dire
I'équation

znlf) (u)r((;, 2y (uydu= f(x).
("
Posons
r,l(x):fb—(_u, a)ya{w)y (u)du.
C

On a donc ausst

.
mr &) NE m) ra(z).
n=0
En effet, si le systeme v,(u) est ouvert, le systéme v, ,(«) qui le
fermerait est orthogonal au noyau L(u, )7'(«), puisqu’il est ortho-
gonal a toutes les fonctions /,(u).
Posons aussi

3 n:fj () yut)yy' (u)du.
c
L’équation (5) devient

=
1 Wl
rmf(l'> :z;} n "IL(x)‘

n=>0

Les séries

Dol et 21'-n<x>12

n=o

étant convergentes et la derniere quel que soit « dans A, la série du
second membre convergera uniformément et absolument dans le
domaine A.

Pour que I'équation (5) ait une solution, il faut et il suffit que la
fonction f(x) soit développable en série de fonctions r,(z) uniformé-
ment convergente dans un domaine A, et que, de plus, les coeffi-
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cients y, des fonctions r,(x) forment une suite de w. Cette derniere
condition est facile a saisir. En effet, la solution y(z) devant étre
de Q(C) ses coefficients de Fourier relatifs au systéme y,(¢) formeront
une suite de w, c’est-a-dire que la série

EY

Z 1y 2

n=0

converge.
Nous allons préciser ces conditions.
A cet effet, soient

</n7;):f L(w) L)y’ (u)du
¢
et
(]ny—n>:f[n(l-6)'/n(ll)’/‘l(‘l[)({ll.
¢

Supposons que l'on ait (l,L[_”): 0 pour n==s,, §,, ..., s,. Dans ces
conditions, on aura, quelle que soit la fonction y(u) de Q(C),

f)’(l{)[,l( w)yy'(u)ydu=o0 pour n:.:s;]. Siy ooy Sonn
¢

Par conséquent, pour que l'équation admette une solution, il faut
que P’on ait aussi

f":571r—i ﬁj(x) wa(z) i (x)dr=0 POUT 72 == 84, Si5 «+ vy Sune

Or, puisque f(x) est de Q(I',), la suite f, fait partie de w et I’on a
toujours lim £, = o.

Donc, il suffira que les équations précédentes soient vérifiées pour
tout indice fini ;.
Supposons maintenant que I’on ait

(ln-y—u):o pour n==ty, {, ..., t..

Remarquons tout de suite que la fonction

lo(u)=lim | L(u, 2)w.(2)yu(z)de

n=w Jao
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est identiquement nulle pour « dans D, par conséquent,
lim(luty—,,) =o.

On a donc pour tout indice fini 2,
(6) l(u)y=co l(uw)+.. . =yl ()

D’autre part, I'équation (5) est évidemment équivalente au systéme

{7) f‘;'(u)ln(u)x’(u)r/u:./',L (R=0,1.2..... +2).
c

Par conséquent, il faudra que U'on ait aussi pour tout indice fini ¢,
Jo=con ot —cmn o

Ces deux conditions sont aussi nécessaires.

Supposons que ces conditions soient vérifiées et supprimons de la
suite des équations (7) toutes les équations d’indice fini qui sont une
combinaison linéaire de celles qui la précedent, ainsi que celles identi-
guement nulles. Cela étant, considérons le systeme restant. Soient m,,
My, ..., My, ... lesindices, rangés par ordre de grandeurs croissantes,
des équations qui sont restées.

Posons
S

Lp(w, )= ZZ'""( U)®p, ()
n=0

et

Sm(2) :Efm,_mmn(as).

n=>0

Le noyau L,(u, x)y'(u) sera encore de la méme espéce que

L{u, @)y (u).
De méme, la fonction f,(x) est évidemment toujours de Q(T,).
Ce nouveau noyau sera donc, tel que

Ungm)#Z0 et (Lnyym,) Z 0,

quel que soit ~ fini.
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Nous allons montrer que I’équation
(8) f)(t)Lm(u,w)z’(zz)(llz = fu()
C
a une solution. Posons, a cet effet,

r,,,n(w):j Lo(u, 2)ym,(w)y/ (u)du
¢

On a
Uy ()= X 7m0 (Lon, 7,
1=0
et, par suite,
+
(9) Py ()~ 2T, (2) (o Yo )-

Cherchons une suite de fonctions p,(x) de Q(T')) de la forme
pn( J;‘) :I)O,nG’m“( 1) +... +])n,n,wm,.< .’,U)
et telle que

_ —g 1 ((:ll),
./[: "m,(x)Pn(a’)Xl(x)dx_? o (¢2£n).

1

On remarque immédiatement que, pour n <7, on a

f T, (X)pu()y;(£)dr=0.

Posons pour simplifier I’écriture
7= (bnYm,).

Pour déterminer les coefficients p,,, on aura donc le systéme
d’équations suivant :

TooPont+ Topa Pyt o+ TynPnn=—0,
PsaPint oot 1TynPnn==0,

PnnfPnn=1I.

T — (lm‘—')_/::—,> # (8]
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quel que soit ¢ fini; par conséquent le déterminant de ce systéme

O="Try0",1-«TInn

est différent de zéro quel que soit  fini et par suite ces équations ont
une solution unique.

Multiplions les deux membres de I’équation (8) par p,(x)y, (x) et
intégrons le long de T, ; il vient

I !
Ymy ™= —— g Ju( ) pale)y (w) de.

2T

Supposons que la série

soit convergente. Dans cette condition, la fonction

+ »

(1)~ Dy pma10),

n=uo

qui sera par conséquent de Q(C), est une solution.
En effet, on a

—+
fC)'(lt)lJ,n( w, )y (u)du :}:‘)',,,nr,,ln(;v),

n—0

la série du second membre convergeant uniformément dans A, et
méme dans A.
Posons

fl,nL(J;) = 2) m,,/'m,.('r)-

n=~a

La différence /, ,(«) — f.(x) est orthogonale a toutes les fonc-
tions p,(x)(n=o0,1, 2, ..., + 00) par conséquent aussi a toutes les
fonctions @m, () (n=o0,1,2,...,+x). De plus, en vertu des
équations (9), elle est orthogonale aussi aux fonctions qui complé-
tent le systtme @, (x)(n=o,1, 2, ..., +®) c’est-d-dire au sys-

THESE GHIKA. 14
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teme ©,(r)(n=o0,1, 2, ..., + = ) qui est fermé. Par conséquent,
f],m( I‘):fm(,z‘))

et, par suite, notre proposition est démontrée.

Les équations, qui ont été supprimées du systeme (7) étant des
combinaisons linéaires des équations qui la précédent, seront donc
vérifiées aussi par la fonction y(«). On a donc

f)'(u)[,,(u)yb’(u)//u:./'n (=0, 1,2, ..., 4+o00);
C

par conséquent y () est une solution de I'équation ().
La différence f(x)— /, (=) étant orthcgonale au systéme qui
compléte le systeme w,, (), on aura aussi

1 .y ALt
Y=g J e Lo d

Remarquons aussi que la suppression de plus haut, ellectuée sur la
suite 4,(u«), n’a pas modifié le systéme y,(«), puisque c’est méme de
cette maniére qu’on 'obtient. Par conséquent le systéme y,., («) n’est
autre que le systéme v,(«) et 'on a

) 7/71,,( w) =nl ”)

quel que sott n.

La fonction

oo

J (“)NZJ"nn Yal@)

n=0
étant une solution de I’équation (5), on a
-+ =
. Wl
Jir)= Z)',,,,‘I',L(Lz: )
n=—>o0

On voit donc dans ces conditions que la fonction f(x) est déve-
loppable en série de fonctions 7,(«) uniformément et absolument
convergente dans A, et sur I', et que la séric

est convergente.
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En résumé, nous énoncerons les résultats suivants :

Pour que U'équation (5) admette une solution de Q(C), il faut et il
suffit que le second membre f(x) vérifie les conditions suivantes :

1° Que toute fonction de Q(I')) orthogonale le long de T', au
noyau L(u, x) par rapport ¢ x, soit orthogonale le long de T’ a f(x);
2° Et que la série

+»
2 Jlx)ypala) da, - [do,=vy'(2)dx]
n=0 L‘l

soit convergente.

Remarquons que la condition 1° contient nos deux conditions
nécessaires précédentes. En effet, si I'on pose

6.(r) :_(_'(,,,lw,” (F) et 1, @ (1) — @ (L),

la condition (6) est évidemment équivalente & la condition

et, par conséquent, on doit avoir aussi

[ j(@)7T@) do =,
r,

c’est-a-dire
Jo=con S+t o S

47. Avrtre meriobe. — Il nous sera utile, dans la suite, de con-
naitre les conditions nécessaires et suffisantes relatives au noyau K (¢, .r)
pour que I'équation ( 7) ad mette une solution.

La condition 1° dans laquelle on remplace L(«, ) par K(t,x) est
évidemment nécessaire, et cela a cause de I’identité

/)(t)K(t, ;I,‘):Q']Tl'f“)’(u)m, x)y'(w)du.
e c
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Soient
("11.7‘/.:)://t"(/)—]l"__({-)y‘l(l)({[.

(/.,,?92):f/\us‘/)?n(t)z’t/)f"-
(W

Nous avons vu que, pour ¢ dans D', on a

RSV
hul ) = [ ,'L_L__I___.:__;
Je v —

par conséquent, la condition (7,7,) = o entraine (£,k,) = o et inver-
sement. De méme la condition (,y,) = o entraine aussi la méme
relation linéaive des n premiéres fonctions £,(¢) et, par suite, on a
aussi (4,9, ) = o et inversement.

Supprimons des équations

/'}'(t)/.n(t)dlzf" (n=o0,1,2, ..., +00)
v

toutes celles qui sont des combinaisons linéaires de celles qui la
précedent, ainsi que celles qui ont les deux membres identiquement
nuls.
Soit
(10) fy(t.)/lm"(()dl:f,,," (n==0,1,2, .... + )
Cc

le systeme restant.
Posons

-+ o
](/IL( ty X ) NZ /‘m,,( l )wmn('l"))

n=>~0

qui est évidemment de la méme espéce que le noyau K(z, x). Le
systéme (10) est équivalent a I’équation
f‘)'({)K,,,(l, x2Ydt = [ (1),
C

pour laquelle
(/‘m,,z-;l:> # (o] et (/\‘,,,"-(F;;) ;(f 0
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quel que soit n fini. Posons aussi

@)= [ Koty @Yo D17/ .
(A

On a

n

]‘m,,( )= ? Q?/n,.( 4 )(l‘mnﬁ:>
i

=0

et, par conséquent,

-+
S,,,n(.Z') - 2 E',,,”(-T )(]'/711%)-

1=n

On peut donc, comme précédemment, déterminer une suite de
fonctions ¢,() de la forme

Gu(Z) =Gy n®p () +...+ (/n,nmm,,(x)a
telle que

f () ) () de =) ] (i=n),
Sm (X )Yl X )y (X )dr— )
T, o (in)

On verrait aussi que si la suite
;mu:f Julx)gu(x)y, (2)de= fpft 1) qa(z)7) () de
1-‘1 ¢ 1
(n=o0.1.2,.,... +00)

fait partie de I'ensemble w, I'équation

fz(l)x’(l)K(z‘, ‘r)dl:/(&x)
c

admet une solution z(2) de Q'(C) égale &

(1)~ X 5, G ().

n=0

Par conséquent, la solution y(2) de Q(C) de I'équation (4) sera
égale, pour ¢ dans D, a

+ »

. s(u)y/(w)
USRS o
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la série du dernier membre étant uniformément et absolument
convergente dans tout domaine complétement intérieur au domaine D
et convergente en moyenne le long de C.

Nous pouvons donc énoncer le résultat équivalent suivant :

Pour que Uéquation (4) admette une solution de Q(C), il faut et il

suffit que le second membre f(a) vérifie les conditions suivantes :

1° Que tute fonction de Q(I')) orthogonale l¢ long de T, au
noyau K(t, @) par rapport ¢ x soit orthogonale le long de T'y & f(x);
2° Lt que la série

“+

2

n=o0

fpf(xmnw)da,' [do,=v' (x)dz]

soit convergente.

Appelons y,(x) la solution générale de I’équation (4) sans second
membre et y(x) une solution correspondant au sccond membre. La
solution générale de cette équation sera donc

Y(z)=p1(2)+y(®)

CHAPITRE II.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE INFINI.

I. — Généralités.

A8. CONDITIONS QUE DOIT VERIFIER UNE SOLUTION. — Considérons I'équa-
tion différentielle linéaire d’ordre infini suivante :

+»

(1) }:(1"(.1;)‘)"‘(w):f(w).

n=20
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Appelons, avec M. T. Lalesco,

-+

A, )= Z an( . )"

n=>0

la fonction génératrice de l'équation précédente (la série étant
supposée convergente ).

Nous supposerons que les fonctions ¢, (x)(n=o0, 1,2,,.., +®)
et f(x) font partie de I'ensemble Q(C), C étant le contour d’un
domaine D & un ou plusieurs tenants & connexion simple ou multiple.

Le probléeme que nous nous poserons sera la recherche des solu-
tions vérifiant I'équation donnée dans un domaine ¢ contenu dans D
ou identique a celui-ci.

La solution d’une pareille équation doit étre évidemment indéfi-
niment dérivable et telle qu’elle rende le premier membre convergent
dans le domaine . _

Une condition nécessaire pour que la série (1) soit convergente est
(ue ’on ait

(2) Vi) ) < k (A>1)

au moins i parlir de z suffisamment grand.

Nous supposerons essentiellement, dans tout ce qui va suivre, que lu
Sonction génératrice A(&, x) soit une fonction entiére par rapport a &,
quel que soit x dansD.

Rappelons qu’on nomme « ordre apparent » d'une fonction entiére F(£)
le plus petit nombre ¢, tel que Uon ait

q[<‘(£)l<eii|9 :

a partir de & suffisamment grand et celu quelque petit que sout <.

Si

“+ =
1«‘(@:2 Fin,

n—=o

on a

” i
lim \/i F.l(n!)+ez=x0

n=—w



ou encore

a partir de n suffisamment grand.
A ce propos, nous dirons que l'ordre apparent ¢ st par cxces, st a
partir de n suffisamment grand, on a

n 1
Iim \/ F, (n!)? < AL
n—w=
Pour préciser les conditions que doit vérifier la solution y (),
nous allons montrer que lordre apparent de lu fonction A(Z, x) est
égal a la plus grande des limites o(x) de la suite des fonctions réelles

log(n!)
—
ay(2)

S,,(.I ):

o8

Cette suite est évidemment positive a partir de n assez grand. En
vertu de la définition de s(x), on a pour une infinité de termes s,(x)

g(x)—e<<sp(x)<<o(x)-+e.
et seulement pour un nombre fini ou nul de termes
g(e)+ s << s,(x)

Il résulte donc que, pour une infinité de valeurs de », on a

(3) — L < a(e) < ———

(nt)otei—z (nl)7r+e

et seulement pour un nombre fini ou nul de valeurs de n

I 1 ]
— <] ()l

(n!)cu +€

Il s’ensuit que la fonction o(x) est égale pour chaque valeur de n
al’ordre apparent ¢ (') de fa fonction A(&, ).
En effet, en vertu de Vinégalité (3), il résulte, d’aprés le théoréme



de M. Hadamard ('), que l'on a

-t
Z "t ey e’ g :< e te<<e),
n=0n
la derniére inégalité n’avant lieu qu’a partir de » suffisamment grand.
1l résulte donc, en vertu de la définition de I'ordre apparent o(x),
que
o(z)Sa(.e).

D’autre part ¢ 2s(x) — z. En eflet, dans le cas contraire on aurait
¢ < a(x)— = et par conséquent, a partir de n suffisamment grand,
on aurait

1
()< 7

(' n : )’Tr v~

ce qui est contraire aux inc¢galités (3).
Par conséquent,
o(x)—egp(r)Sa(x)

et puisque ¢ est arbitrairement petit, il vient
o(e)=0a(.r).

L’inégalité (2) peut encore s’écrire

h

)" (=)
1

( 7 A\l )Vi ri4-8

L) | ()T <k

Pour qu’elle soit vérifiée, il suffit donc qu’a partir de » suffisamment
grand, on ait
K

< —

n! ——t
(n'y &r+:

e

K étant un nombre fini aussi grand que 'on veut.
Supposons qu’a partir de n suffisamment grand, on ait

);\Iti(m) ]X"
l n' > [P
(" ' ) Gr 2

(1) J. HapaMarp, Journal de Mathématiyues, t. 9, 1893, p. 18o.

THIL.SL GiIKA. 1y
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Alors

‘IW \/ ((”(IM )7:——5

et la quantité du second membre tendra vers Uinfini avec n, puisque
l'ordre apparent de A(%Z, x) est s(&x). Par conséquent, dans ces

conditions, la série
—+ %

2 can( )y ()

n=1

sera divergente,

4. DOMAINE DE RESOLUBILITE. SOLUTIONS PROPRES ET IMPROPRES. —
Soit 2| 5(.x) < @] I'ensemble superficiel des points du domaine D,
ot 'on a

glr)<<a.

Ce domaine ¢, quand il existe, peut étre formé de points isolés de
lignes et de régions et, par conséquent, il n’est plus en général de la
méme espéce que les domaines D.

Nous dirons par définition qu’une fonction est holomorphe dans 2, st
elle est holomorphe dans un domaine ¢, contenu dans D et contenant z,
ayant une mesure superficielle aussi voisine que Uon veut de celle de ¢ et
st possible égale a celle-ci, pourvu que chaque point de 5, possede la pro-
priéeé d’étre le centre a’un cercle, dont tous les points appartiennent a 3,
et les points de sa fronticre étant tels que tout cercle arbitrairement
petit ayant ce point comme centre contienne des points de o, ¢t des points
ne lut appartenant pas.

Avec cette définition, si le domaine ¢ est I’ensemble des points con-
tenus i l'intérieur d’une courbe fermée, le domaine ¢, lui sera iden-
tique.

Cela étant, pour que la fonction y(x) puisse étre une solution de
I'équation (1) la vérifiant dans o[a(@) < al, il suffit que la fonction
Y (x) soit holomorphe dans ce domaine et que 'on ait

ok

K
Il-—'l

(” ! ) «
En effet, dans ces conditions, les fonctions

n!

yUN @) (n=1,2, ..., +®)
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sont aussi holomorphes dans | 5(x) < a ] et puisque dans ce domaine
on a
ltn (’ W = 0.
1=
la série (1) est absolument el uniformément convergente dans
o] 5 () < a|. Par suite elle peut représenter le second membre /()
qui est holomorphe aussi dans ce domaine.
Soit y () une solution holomorphe dans D. On a évidemment dans
un domaine interieur
;%&IJ) <_ .
K étant un nombre suffisamment grand. Il résulte que I'équation sera
vérifice au moins dans le domaine 5[ s(x) < 1].
Cela étant, soient z, un point du domaine s[1<a(x)] et 7, le rayon
de convergence de la série

-

/4
2 V) e
n!

=0

Pour une infinité de valeurs de », on a

n T”_—W ¥
\/“ — > ;
n g+ €

par conséquent, pour ces valeurs de n, on a

I B ]
Vlan( ) inl.

’\In”lz('-v)‘) ") > {«6\

/y-

Si pour ces valeurs de 2 on a aussi

t

\ T ()Tl > (ry-+ ) avee A\ >1.

la série (1) sera divergente el par suite la fonction y () ne vérifie plus

I'équation dilférentielle en ce point.

Soit y(2) une fonction entiére d'ordre apparent p < —

a -1 K” > I)
vérifiant I'équation différentielle au voisinage d’un certain point.
D’autre part, on peut trouver un nombre ¢ suffisamment petit de
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maniéere que

1 I
1 —
p4-€ a

Y

Par conséquent, dans le domaine ¢[s(z)<a], on a
! )

n!

n @
N < K

= A
(nl)e+= (n!l)e

y -

et par suite la fonction y(wx) vérifie 'équation dans 2[s(x) <a].
Cherchons si I’équation différentielle est vérifiée dans le domaine

5 { Lo <o),
en supposant que g > 1.
Soit z, un point de ce dernier domaine. On a, pour une infinité de
valeurs de n | ) '
o ‘)"«” () ’ - Ix"l

n! )
(nl)e+e

En effet, dans.le cas contraire on aurait  partir de » suffisamment
grand

l),ilza(d;‘)) ’< K~
= 1

n! _
(nl)y—¢

et, dans cette condition, y(x) serait d’ordre apparentinférieur d ¢ — &,
ce qui est contraire a I’hypothése.
Pour les valeurs de n qui vérifient I'inégalité (4), on a donc

- T
C VR ) Y () | > K \/i o (2) (n 11)"'_3,

et puisque la fonction

“ oz

2 . )z

=0

roe . 2] - . .
est d’ordre apparent supérieur i ——; il est possible qu’on ait pour

— 1

une infinité de valeurs de 2 précédemment définies

" A
\/}ﬁ,,(.z:o)}(n.")f“—s>i\.— avec A >1.

On voit donc qu’au point @, la série (1) peut étre divergente.
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Etudions aussi le cas limite ot la fonction génératrice A(E, @) est,
pour x dans le domaine D, une fonction entiére d’ordre apparent par
exces égal a 1. Supposons donc que la plus grande des limites de la
.suite '\'/|a,,(ac)| n!soit ¢gale & 4 (z), cette fonction de x étant bornce
dans le domaine D.

Soit y (x) une fonction holomorphe dans le domaine D. La

nfla )|
n!

r() étant le rayon de convergence de la série

plus grande des limites de la suite est égale a

b

[
rea)

2 = (—J‘) u"
: .
”n.

n=0

Soit 2(y) I'’ensemble superficiel des points du domaine D. tel que
pour tout point & appartenant a cet ensemble, on ait

Mae)<<r(r).

Cet ensemble n’existe évidemment pas toujours.

La plus grande des limites de la suite [ a,(x))y" " (2)] étant égale
3 201 resulte que pour que /() puisse &tre une solution de
) jue p que y{(x) puisse cire :

Péquation différentielle considérée, il sutlit que l'ensemble o(y )existe.
En effet, soit 2, un point de D n’appartenant pas & I'ensembla c(y).
Pour ce point #(a,) > k(2,) et par suite la série (1) est divergente.
On voit donc que la fonction y(x) ne peut plus vérifier I'équation con-
sidérée au point z,.

Remarquons que 1’ensemble 2(y) est tel que le minimum des dis-
tances d’un point & de cet ensemble, aux points singuliers de la fonc-
tion y () est supéricur a k(). '

Soit ¢/ 5(.r) = 1] 'ensemble superficiel des points du domaine D,
tel que tout point » de cet ensemble soit & une distance supérieure
a k() des points du contour C.

Si un pareil ensemble existe et contient un domaine ¢, limité par
un contour rectifiable, toute fonction v(a) de Q(C) qui vérifie I'équa-
tion différentielle au voisinage d’un poiht de d,, la vérifiera au moins
dans tout le tenant ol est situé ce point.

Si an pareil ensemble n’existe pas, I'équation différentielle consi-
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dérée peutencore admettre une solution, mais cette fois-ci holomorphe
dans un domaine D, contenant complétement le domaine D. En effet,
dans ce cas ’ensemble &) | o(2)=1] relatifau domaine D, peul exister.
Par exemple, soit 1), un domaine, tel que le minimum des distances
d’un point &x de D, aux points du contour C, de D,, soil supévicur
a k(x). Dans ce cas I’ensemble ¢)[s(x)=1] contient D ou lui est
identique. :

Ces circonstances sont nouvelles et caractéristiques aux ¢quations
différentielles linéaires d’ordre infini, comme ['a judicieusement
montré M. T. Lalesco (*).

Il n’est donc pas suffisant de s’assurer qu’une fonction holomorphe
dans D satisfait au voisinage d’'un point I'équation diflérentielle
linéaire d’ordre infini, pour en conclure qu’elle y satisfait dans tout le
domaine D.

Nous appellerons, avec M. T. Lalesco, une pareille solution, une
solutton impropre relativement 4 D et nous dirons qu’une solution est
propre relativement & 1 si elle vérifie Péquation dans toute cette
region.

Nous appellerons domaine de résolubilité le domaine olt une solu-
tion donnée est propre relativement & ce domaine.

On voitdonc que le domaine de résolubilité dune solution holomorphe
dans le domarne D est au moins égal au domaine [ s(2) < 1.

Dans le cas linate o Cordre apparent par excés s(.x) =t dans tout le
domaine D, le domaine de vésolubilité est au moins égal au domaine
¢'[a(x) = 1] si toutefois ce domaine existe.

Enfin le domaine de résolubilité d’une solution enticre d’ordre appa-

a , \ a , -
rent g < ———ouwd ordre apparent par excés & = st égal au moiny

au domarne ¢ a() < al.

IT. — Résolution des équations différentielles linéaires d’ordre infini.
50. Hyeormises. — Nous allons supposer essentiellement dans tout

ce qui va suivre que dans [e domaine D et sur son contour € il existe

() T Lawwsto, Journal e Hathématiques, 1.9, 1908, p. 195.
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des points de c[s(x) < a] (ou au moins pour de certaines valeurs
de @) et qu’on peut tracer des courbes rectifiables fermées en nombre
fini contenues dans D ou se confondant avec son contour C, telles
qu’elles définissent un domaine d, contenu dans D ou identique &
celui-ci et qui ne contient que des points de 2] o(2) < .

Soit vy, le contour du domaine ¢, et supposons qu’il ne fasse pas
partie de 'ensemble o[ s(z) < «].

51. RECHERCHE DES SOLUTIONS HOLOMORPHES. — Considérons I’équation
différentielle linéaire d’ordre infini

-+

(3) N )y (@)= f(2)

=1

et cherchons ses solutions holomorphes. Nous avons vu que le
domaine de résolubilité relatif aux solutions holomorphes est au moins
égal A o[a(x) < 1] ou si () =1 par excés, au moins & ¢'[s(x) =1].
Plus précisément, nous allons chercher la solution générale y(a)
de Q(C) et qui devra vérifier cette équation au moins dans le
domaine ¢, limité par le contour v, (« =1).
Quelle que soit la fonction y(x) de Q(C), on a, pour a dans D,

. l)
yy=m [ E
€

n (1)
(l )Trlf(t—“l)ll+l t

Par conséquent I’(‘quation différentielle donnée peut encore s’écrire

a,t( vyn! . _
ol f(l . )/H—ldl“_'.f(‘l )‘

n=0

et

Or, pour x dans d,, la fonction génératrice étant une fonction enticie
d’ordre inférieur 2 1 ou par exces égal i 1, la série,
-
Z a{eyn!
(& -api

n=u
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est absolument et uniformément convergente par rapport & x et par
rapport & z, excepté pour les points ¢ du domaine ouvert D. Donc,
pour x dans d,, on a

m

(/,,(Hn L) N ()l
5 — = — ) (¢) 0 |
i c (t—w) (t r)
{ a(xyn! () N\ |0n (z)|n!
> 27l f(' t -l dr| < Zl BY s u."‘H { () ds <
nzam—+1 ¢ Va1 R

et

-+ I DR
T (2 yn! = () n! .
— ¥ e V) < Tyt < 5.
Py ‘)( ) Z E——T— At < Z SR ; ritlds<
‘ _n=m--t n=m i ‘
¢ étant une quantité arbitrairement petite, pourvu que m soit sufti-
samment grand. Par conséquent, I’équation précédente peut encore

s'écrire

+
. 1 O du(xyn! . )
(()) —)Ef ) m(l[__f(l)
n=0
Cette derniére est une équation intégrale du tvpe étudié et dont le
noyau

!
Kit,y=="- % (——‘[”jf_‘:?)ff —

n—=0
est une fonction de Q'(C) par rapport 4 z, quand o est dans d, et une
fonction holomorphe de 2 dans d,, quand ¢ est dans le domaine
fermé D',

[l est hicn évident que toute solution de Q(C) que vérifie I'¢qua-
tion (5) dans «, sera une solution de I'équation (6) qui la vérifiera
dans le méme domaine et réciproquement.

En vertu de notre théoréme général, il faut et il suffit pour avoir
la solution générale de Q(C) vérifiant I'équation (6) dans «,, de cher-
cher la solution générale vérifiant cette équation presque pour fous
les points d’un contour rectifiable fermé v, ,; le contour v, , déli-
nissant un domaine d, ,, tel que dans chaque tenant du domaine d, ily
ait au moins un tenant de ¢, , complétement intérieur a celui-ci. On
pourra prendre, par exemple, un contour formé de cercles, tels que
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dans chaque tenant de /, il y ait un cercle ne contenant que des points
de ce tenant.

Nous avons vu précédemment que les équations intégrales de ce
type, avec second membre, n’ont pas toujours de solution et, dans le
cas ol elles en ont, comment on pouvait les déterminer.

Le second membre f(x) ¢tant supposé identiquement nul, nous
savons calculer la solution. Sachant fermer un svstéme orthogonal et
normal de fonctions de Q(C), nous pouvons évidemment déterminer
le nombre de constantes arbitraires que contient la solution générale.

Nous allons nous occuper plus loin de certaines équations différen-
tielles linéaires d’ordre infini plus particuliéres et donner des condi-
tions suffisantes de résolubilité, plus faciles a appliquer.

22. RECHERCHE DES SOLU1IONS ExTILRES. — Le domaine de résolubilité,

.p . . a ,
relatif aux solutions entiéres d’ordre apparent ¢ < ——— ou d’ordve

apparent par exceés p = —

» est au moins ¢gal & 5[ s(x) < «|. Cher-
chons la solution entiére la plus générale d’ordre ¢ et qui vérifiera
I’équation au moins dans d,,.

A cet ellet, nous allons montrer que toute fonction enticre F(sz)
d'ordre apparent ¢ << ou d’ordre apparent par excés ; = A est de lu
forme

-+ w / )
n le) :71,
F(S):Z r7lo)s"

T
n=0 (n!) +

/i(z) étant une fonction holomorphe au voisinage de l'origine O.
En ellet, soit

—_—
P =31,

"=

En vertu de la définition de I'ordre par excés, on a, & partir de n suffi-
samment grand,

n/ 1

Vo oF, ety < AL

THI ST CHILA 16



— 122 —
Par conséquent, la fonction

+ o ]
/L(;):z F,(n') sn

nz=0

1
est holomorphe dans le cercle de centre O et de rayon -
Il s’ensuit donc que la fonction que nous cherchons est de la forme

(o)t
yir)= —'—('%—T’

n==0 (II,‘) a

la fonction /(z) étant holomorphe au moins dans le voisinage de O,

pas exemple, & 'intérieur d’un cercle de centre O et de rayon 7.
. . 9. . N o -
9 9 ) . — KB - ar ’ )
Posons, pour simplifier écriture, 2 = ——- En remplacant y ()

par cette expression, I’équation différentielle (5) devient

J)y= «a,(x)] hi(0o) + /i—(l—&! re.o 11__(2)_' i ‘]

I+ =
(n'y
I T T T T T T T T TS
A (o)n'! h+r (o) (1+n)
N T @) ),
| te = e
(n'y ! f(n+1n'] !
N
ou encore
5 /7(0)
(o A 2"
2 - [(I,L(.Z')-}—(l,,.._](.(,)-; +. .+ czl.(.z)m]-:f(a"),
n=0 (ll,‘)lk i "

cette derniére série étant absolument et uniformément convergente

dans d,. En effet, dans d,, on a
E"

()1 < )
(')
(uelque petit que soit ¢, pourva que n> N, N étant un nombre suffi-

samment grand. En divisant toutes les fonctions «, () par une cons-
tante suftisamment grande .\, on a, quel que soit »,

fa, (), e

\

(n!)
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Donc le terme général de la série précédente est inférieur &

J_/LLM | 1 L _l_l I_ ! = '_Eﬁ_ < l_./_fi(_(i(ll r| Aen,
oL ! n' ’

St S
n -
n -

vy ARG

(n
lerni¢re quantité étar erme général d’'une série convergente,
la derni¢re quantité étant le terme général d
quel que soit |z | fini.
Nous poserons, pour plus de simplicité,
1 . n _I
Ayt )=~ [u,,( Pty (o )I— - ey ( l‘),“ WIANEN

L’équation différentielle donnée vécrira done

o) «
» T Zal ry.c o

La série

R

O o)
Z 1/1—- 1

v

étant absolument et uniformément convergente par rapport a2 dans d,,,
pourvu que (£ o3 il résulte que I'équation précédente pourra encore
s’ oerive

1 > o 2) -
;—7:—[‘!/"/11/)2 "[7:///-—'/( 1)

==y

v étant un cercle de rayon 7 et de centre O.
Cette équation intégrale est encore du type étudié. Son noyau

- s

T o,
INRARRER - S —”(_; )
2T 14 I

n "

est une fonction holomorphe par rapport & ¢ dans tout le plan, sauf a
I"origine, pourvu que x soit dans d, et une fonction holomorphe par
tapport a x dans d,, pourvu que £ o.

Le probleme revient donc i rechercher la solution générale de Q)
vérifiant Péquation le long d’un contour v, (de méme définition
(ue vy, , par rapport au domaine d, ).
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Si cette équation admet une solution /(2) de Q(+), la fonction

I
O /o) - 7
————l.l"‘ avee oo
[ -
’

ylary=

l/_":(b("! ]

sera la solution générale entiére recherchce.
Si la fonction //(x) a un point singulier sur le cercle v, la fone-
«
« -1

tion y(a) est d’ordre apparent par exces égal & - Au contraire, si
la fonction /i{x) est une fonction entic¢re, son ordre apparent sera

certainement inférieur i

(f— I
Remarquons que si I'équation intégrale n’admet pas de solutions
de Q(v), I'équation différentielle donnée ne peut admettre pour solu-
tion une fonction entiére d'ordre ¢'< ¢, mais en échange pourrait

admettre des fonctions entiéres d’ordre ¢’ > ¢.

Remar Dans ce paragraphe nous avonss 36 que 0 < —
emarque. — Dans ce paragraphe nous avons supposé que o < ——

¢'est-a-dire que « 2 1. Supposons maintenant que o < « <1. Dans ces
conditions, dans le domaine 2[g(a)<«], il pourrait exister aussi
des solutions non holomorphes ou du moins avant dans D) de certains
points singuliers. En effet, pour que la série

Dl ()

n=0

soit uniformément convergente, il suffit que dans 2| o(a) < « ], on ait

* |—a
— < Kr{nl)y .

l),n (1)

On pourrait chercher, par exemple, s'il existe des solutions
formelles développables en série de Taylor divergente autour de
certains points de c[o(a) <« | et dont lordre de divergence (') soit

. ., . N 43
inférieur % —— .
o — 1

(1) Voir a ce sujet M. LE Roy, Annales de (« Furullé des Seiences de Toulouse,
t. 11, rgoo, p. 417.
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Nous allons laisser ce probleme de coté et étudier en éthange la
recherche des solutions holomorphes.

ITI. — Recherche des solutions holomorphes vérifiant 1'équation
dans un domaine d’'un seul tenant.

53. METHODE DES FONCTIONS GENERATRICES. — Considérons I'équation
différentielle linéaire d’ordre infini
-+ %
2 (it (r)y=/(1)
n=>0
ct cherchons la solution générale de Q(C) vérifiant cette ¢quation
dans un domaine d’un seul tenantd de contour rectifiable, ce domaine
taisant partie du domaine ¢| s(x) < 1].
La fonction génératrice

+ 2

A, a) :Z (X))

n=»J0

sera donc une fonction entiére par rapport a &, quand x est dans le
domaine d et une fonction holomorphe de & dans , pourvu que £ soit
fini.

Ce probléme revient & la recherche de la solution générale de
I'équation

(7) = o >2,(“"(’,”’,fH di=/(2)

n==0

la veérifiant pour presque tous les points du contour d’un cercle C,
ayant son centre dans d et de rayon 7 assez petit de maniére qu’il soit
completement intérieur a . Supposons (en faisant au besoin un chan-
gement de variables) que son centre soit & 'origine.

Le noyau de ’équation intégrale précédente

K(t, 0)= — E(“" e

n=0

n . . \ 1 .
est une fonction entiére par rapport & ——, pourvu que x soit dans d.
t—wx
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Considérons I'égalité
n' 1 - (| AL/ "
_— o - [ oo 7) (z ds.
(t— gyt t, X

intégrale du sccond membre ayant un sens, pourvu que lapartie réelle
& . . - ' . . .
de (1 — 7> soit positive, ce qui a lien en particulier si ¢ est sur G
et.r sur G,.
La fonction génératrice A{%, &) étant une fonction entiére d’ordre
apparent inférieur 4 1, pourvu que  soit dans «, on a

-

1 t s ¥
R(oaye L @) (=) \<i, >/
270 (&—a)y! Tl {
n—=o

L’intégrale du second membre de cette égalité est uniformément
consergente par rapport a x dans C, ou sur ce cercle et par rapport
a t dans D’ ou sur C. En cffet, dans ces conditions, on a

i)

quelque petit que soit ¢, pourvu que s soit suffisamment grand. La

R

<% e (g

P R . v e , . L
partie réelle pr <1 — ’Z) de 1 — - étant positive, on peut déterminer ¢

assez petit de maniére que

! /
/}I' 1~ ;. — &' >0
et, ])aI‘ COnSéquent, on a

[ Yol D

quantité arbitrairement petite, pourvu que m soit suffisamment grand.
L’intégrale
s
(}/'A\('-’ .I)

()PI\(t,.Z:): I f (}-(1_7)\ (1.)/'}A\<l', i %~+ e
Jdx’ amit J, I 2 drv _

est aussi uniformément convergente dans les mémes conditions. Pour
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le faire voir, il suffit de montrer que les fonctions

INE @) PAGw) PAE )
().r ’ or? o oxr g

pour x dans C, ou sur ce cercle, sont des fonctions entieres par rapport
a £ d’ordre inférieur 2 1. On a

1 0P A(E, ) \(, (L
N dxr ~ ond B )/""‘

avec 7' > r, le cercle C, étant aussi complétement intérieur a et
de méme centre que C,. Le point  étant situé a Uintérieur du cercle G,
ou sur ce cercle, on a

A )| pl .
A’ S =y [ AL =) | do

,
z=r'e%.

avec
Par conséquent, on a

[or \ (%, 1)

M, e iR
ot

o ¢tant te maximum de Yordre apparent de la fonclion génératrice
quand & est situé sur le cercle C, pourvu que % soit suffisamment
grand; ce que démontre la proposition.

[’équation (7) peut encore s’écrire

(8) 0;“ l t)f I—_ v;\(‘;, .r> ds dt = f(.x).

Sous cette forme on met en évidence la fonction génératrice.
Remarquons que pour x situé i Uintérieur de C, ou sur ce cercle,

on a ausst
4=
Jle)= 2mf’”’f -7) ds dt.

Le systeme fondamental relativement aux fonctions de Q(C,) est

xn
—_— (n=o0,1,2,..., +~w).
ryamnr
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En vertu de la remarque précédente, on a

X 1 s + _(1_;)~ s ‘\ .
(10) /\n(t)_;'———m (;—f—_—_—_—[ e A<2,.r,)ds'd,l,

2\ oqr
Pt ML, 0)
ni\amr agrn

wal s |
1(’211:)—‘.%/0‘ ¢ ‘/L_! (‘> A (-, o>
3 (/'sy—l (fi(_;__ol a2 % (,Y

I

I

: vt ————L s,

da o

Soit 2,(2) le systeme orthogonal et normal de fonctions de Q'(C)
déduit par orthogonalisation de la suite £,(¢).
Ona

(11) I\(t,.x)_—f “("" A( ,>ds~2a<pn(t)sn(1) (l]<r).

n=>0
Remarquons aussi que pour oSi<<n(n=r1,2, ..., +®), 0n a
(12) s (0) =
Posons

®,.(2) :fe’2 o.(t)dt.
c

Remarquons tout de suite que si % est fini, la série

%

AL AR

n=n

est uniformément convergente ('). En multipliant les deux membres
de I’équation (11) par ¢/* et un intégrant le long du contour C, il vient

I

L ("EJ ,,"'('_~> A(—: J>f/sa’l—2‘ Du(2)sn(r)

n=0

(1) En vertu de la remarque du paragraphe 42.
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la série du second membre etant absolument et uniformément conver-

gente pour x dans C, et sur ce cercle et pour toute valeur finie de Z.
En developpant le premier membre de I'équation précédente sous

forme d’équation différentielle et en mettant e'* en facteur, il vient

(13) eFALZ =¥ DulZ) sl 1)

n==4

Cela étant, supposons que

(huh)#Zo et (k,0,) =0,

quel que soit n fim.
Dans ces conditions, on peut déterminer une suite de fonc-

tions l(q” (%) de la forme

1 (I" P!
—Un "):(,)M —_— + A=Yy p —————
7 2 4 L\ 27 /1 71‘1:“41\27:,
telle que I’on ait
1 I 1 (n=1mm
fﬁ‘u‘ I)“’/u("‘)’[l:‘ ),
g LA W) { o {nsfm)

(n,m=o,1, 2 4 00)

Posons encore
p 1 a
Q”m:fp Sl 3 ) da

\ T ‘ , . . 1 1
En multipliant les deux membres de I'équation (13) par —g, (“L>

et en intégrant le long de C,, il vient

[("EA(£~ 1 )’I"/n<'l )(][’:q,"(z)
l(,, f *

En remarquant que
/ ("'5'1"“—I//“K ! )t/l =QM(E)
' s

A, £z

et que pourm > n
()"”(E)EO,

Jn

17

FHLSE GHIKA
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I'équation précédente peut s'écrire

——()A(i'O)”L(?H—...A- L9t AL 0) 2 O (2) =0l

1
Ty OA(Z 01O (T — —
() A2 00 Quizy 1! or v n' dt

On voit donc que les polynomes Q, (%) vérifient le systeme d’équations
différentielles précédent (n =0, 1, 2, ..., 4+ o).

Réciproquement, étant donné le systéme d’équations (14), suppo-
sons qu’il admette un systéme de solutions Q,(5)(n = o, 1,2,..., + ),
tel que Q, (%) soit un polynome de degré n.

Remarquons que 'on a

+ 7~
I I 1
e/ el = - e (),l( )
2 (\1) :27!:/.1‘[ -t s

ar conséquent le systéme d’équations (14) peut encore s’écrire
£ '

j erEA(Eﬂ‘ tz'W%q,L( -:—) dr==®,(.)

G,

(n=o0.1.2 ... %)

En vertu de 'égalité (13), il faut done que

- ' 1 Iy {1 (n=ne).
1o S )— ny{ — {.I,«‘:'_’\
(r2) /(S e (u")( [ o (n=nej
(n.m=o.1.2..... +~2).

Cela étant, supposons que la suite

/l‘
)n*ff( L 7.) e

fasse partie de I’ensemble w.
On voit done, dans ces conditions, que la série

“+ o
—~
2 RN ('1‘)

n==0

est absolument et uniformément convergente dans d.
Nous allons montrer que la fonction f(x) est exprimable en série

de fonctions 5,(x). En effet, = q,, ( ) étantun polynome de degrén + 1
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1 y . ~ . . g ’ .
en —, en vertu des équations (15) et (12), il faut nécessairement que
s, (0) £ o, quel que soit n [ini.

D’autre part, en vertu de I’équation (10), on a

9"K (¢, 0 !
”‘(0)-——/ T )./,,(l)/(l di =1 \ 2mr (/«“f)u .

Il s’ensuit donc que (/.',,.q;;)yéo, quel que soit n fini. Par consé-
quent, on a nécessairement aussi (#,L/;,L) # 0, quel que soit nfini. Par
suite, en vertu de notre théortme d’existence, /() est bien dévelop-
pable en série de fonctions 5,{x).

Nous pouvons donc énoncer le théoreme suivant :

Pour que 'équation différentielle, qui a pour fonction généra-
trice A(%, x), admette une solution de Q(C) quelle que soit f(x) de
Q(C) (lnvérifiant dans d), i faut et ol suffit :

1° Que le systéme d’équations

A(é. 0) (\“(L’) :":(Du(i)i
)\ (Z. .o
Az0) 0, (2) + 2 SE gy =05,
(1())] .................. N ,
i—¢ \{Z-0} ; P &45.0) . R
Z ( (—ﬁ_( "z e L= Ty 2y — I,
( - 0) Qnl ) 1! ox dil2) A w' Jdrt Qi) q’"(")

art un systeme de solutions Qu(£)(n=o0,1, 2, ..., + o), tel que Q, (&)
soit un polynome de degré n
2° Itenfin que la série

/ f(ll)f ev Q,‘( >z/w du
YA

2

II_"

soit convergente.

0. AUTRE FORME DES CONDITIONS- D'EXISTENCE. — Considérons le
systeme d’équations

+
() —I()——Ml,',‘,'( y=®,(:) (M=—0.1.2. .... =)

n dat

n=>0
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St I'équation différentielle donnée admet une solution quelle que
soit /(x) de Q(C), nous avons vu que le systéme Q, (%) estun systeme
de solutions du systéme d’équations (16), et puisque, pour m > n,
Q) (E)=o, il résulte qu’il sera aussi une solution du systéme préce-
dent.

Réciproquement, supposons que le systeme (17) admelte un
systeme de solutions entieres, telles que I'on ait

(18) PUL(E) << Nelfle ().

quels que soient n et £.
Dans ces conditions, les premiers membres des équations (17) sont
absolument et uniformément convergents.

Posons
1 1 1 e e
- “/1( - ) — 0 v L‘,; — ) dy.
e \.1‘ 27’:/.)“ o g

En vertu de I’égalité (13), il faut que

* T I (. (n=m )
/ Spl )=ty = Vdr=
. ) a pe [ (II ;é m )

L

Supposons que la série

o 3 -+ £ \ 2
2 !fwf e 1',,(—‘—> o du ‘
e UJ, U

n—=0
. . 1 1 . ,
soit convergente et que de plus la suite —u,(— ) soit fermée par
2} x P

rapport aux fonctions de Q(C,).
Pour que I’équation considérée admette une solution, il faut et il
suffit que la fonction /(x)soit exprimable en série de fonctions s, ().

La série
-
N,
Z,/n Sn (g’ )

=1

est absolument et uniformément convergente dans le cercle C, et sur
ce cercle. La différence

fla)— Z Susu(2)

n=u
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etant une fonction de Q(C,) orthogonale a la suite fermée ;u,, (;\,
\
on a hien

For=X ot 1)

7=

Par conséquent, pour que I’équation dyfférentiellc considérée admette
une solution quelle que sou f(x) de Q(C), ol faut et ol suffit :

1° Que le systeme d’équations

-

1 " A\(Z o) . -
ZF Jdin La(ir=®u,(2)
n=1u

(m=—o 1 > . )

admette un systéme de solutcons enteéres U, (£, telles que
(L2 << Veltl (1, <1 N

quels que sotens m et %

2° Que la sulte

1 T f
—I—t/ I ‘l,,(j)//"

1)

soit fermee par rapport aux fonctions de Q(C,);

3° Et enfin que la série

o e )
2 f——f( “ f St ¢ ,,(—( ) dsdu
(o J "

n=\u

>

soit convergentc.

55. CONDITIONS SULTISANTES D’EXISTENCE. — Supposons que le systéme
d’équations (17) admette un systéme de solutions entiéres, telles que

= »

(19) Ze TTEN QRIS Y £

n=n

la série étant uniformément convergente quel que soit &.
Cette condition entraine les conditions 1° et 2° du théoréme préceé-
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dent. En effet, on a évidemment

l nl i_) <L M eLE|/n_
D’autre part,

ot \

/(—”)] et L ,,,<i>(/v(/u}'
Jo, «
2 sk
<o 1B [| [ ()|
o s 1o
-+ o
<z[ f(u)* r/yff e Ly (te®) 2 dtde,

u t=

o

ot 'on a posé

u=rc* et v=ILr.
Or
=%
Z e | Uy (le=®) << M-e=lv=10  (i20).
n=u

Par conséquent,

o .
N i< ztl‘\li'/‘\f( wy f/a[ e—ir=70 dt
dd f

“, o
n=u " !

et, par suite, la série du premier membre de cette inégalité est bien
convergente.

Il résulte que pour que Uéquation différentielle considérée admette
une solution quelle que sout f(z) de Q(C), dsuffit :

1" Que le systeme d’équations
sﬁ AL L

‘ ’I ),” m

n=n

(E):(I'm(Z)

(M= 0,1. % ...~ %)

admette un systeme de solutions enteeres telles que

- e

Z e VE U <

n==0

la série étant uniformément consergente quel que sou &
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v It
—f (:_‘L,,(—>l/(‘
e T

[0 N

sout fermée par rapport aux fonctions de Q(C).

2° Et que la suute

Supposons que les conditions du théoréme précédent soient vérifiées.
Soit ¢, () la fonction égale, pour « sur C, a 0,(x)7'(x) et pour x

Yo'l g .
dans le domaine ouvert D, 3 — Mdz. La suite 4, (x) forme
> Tomi,)., s—x Y

un systéme orthogonal et normal de fonctions de Q (C) (§ 37).
En vertu de I'inégalité (19) on peut poser

¢ N\ A
e U<;, .1'> NZ e U ,l<;> G (r),
=0
la série convergeant en moyenne le long de C et uniformément par
rapport a ¢ (¢ >o0), pourva que |u|27r.
D’autre part, si @ est situé¢ dans un domaine D, completement in-
térieur 2 D, on a, en vertu de I'inégalité de Lagrange et Cauchy,

-+ * + =
. ¢ 4 ) “e\ |? -
e l’<l—l,,r> ) (:—‘L,,(I—I>~ > ()
n=z n==n

T.a série

+ =
2 lq/n.('l“) V:

n==0

est bien convergente dans ces conditions, puisque Y, (2) n’est autre
1

que le coefficient de Fourier de la fonction par rapport au sys-

S— &
téme orthogonal et normal 9,(z) /().

Par conséquent, si|«|=r, on a
(20) {(""'I_ (:—;, l>‘<p,‘\i(»_(l_ﬁ) (\(*>()),

Il s’ensuit que 'intégrale

A £ B
/ e~ U < -y J‘) s
A u

est uniformément convergente pour . dans D, et pour |u 2.
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En vertu des résultats précédents, la fonction
V() i# (L) '+w(—"l" Y do du
X v Yl 4 ) — — ’ - v G
. Il( ":Tt(' . " ) - n "
7.0 !

est une solution de I’équation différentielle considérée.

Par conséquent, pour . situé dans le domaine D,, on peut encore
Iécrire
(RN N
V)= —]/L—f e [(—,.1)(($'(///.
2T ., 1 0 \U y,

Or, en vertu de I'inégalité (20), on peut aussi la mettre sous la
forme

, o 1 0 Uo. ) .
{21} .1'(4'):_—277—! ——_?)—T—j (o),
o -

la série étant uniformément convergente dans le domaine D,.

Nous allons chercher encore d’autres conditions suffisantes d’exis-
tence afin de permettre de trouver plus facilement une solution corres-
pondant au second membre.

06, NoYAU rESOLVANT @ THEOREME. — Pour gue U'équation dufférentielle
ayant pour fonction génératrice A(%, @) admetie une solution de Q(C)
(la vérdfiant dans le domaine d), il suffit que 'équation intégrale

1 *Riwu.ty 77 1 -2)s s ) 1
—_— —L——/ 2 ( ’) Al -» .I’) ds dt == "
0 -

caml t t -

/

admette pour presque toutes lesvaleurs |w| = r (le cercle C, étant comple-
tement intérieur & ) une solutton R(u, ) de Q(C) par rapport é x,
telle que la série

+ 2

- .
z‘pil’\(u. Dy () ds

n= 0

9

(ds=\dt])

soit presque partout consergente le long de G, et tntégrable terme a terme.
=,(t) désignant le systéme fondamental relativement aux fonctions de

Q(C).
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Posons

R, u):/ Riw, 1ym,(t)ds.
(9

En vertu de I'inégalité de Schwarz, on a
‘f/(u)ﬁ,,(u)du _</|f( u)l’do'fl R, (w)*de
Cp G, G

doo=du},
par suite, la série

avec

2

o
~ ,
}_‘"[j(u)lﬂ,,(u)rlu

est convergente. Il résulte que la fonction

1 * ; *
- — Ruw,. L~ Th / n
y (1) ’““'{(‘/(u) (1, &) dx Z‘T(l)’/('f(u)ﬂ(u)a’u

n==0

est une fonction de Q(C).

Montrons qu’elle est la solution cherchée. En effet, pour & dans C,,
oh a

j)(/)l\(i. z)dl..:_l— /f(u)j R(u, Oy IN(t. 1) dtdu
v QT[I'(‘, U

=L —/(l—”du:j(l).

2T LL{—* X

Nous appellerons la fonction R(u, x) le noyau résoleant de la
solution.

Remarque. — Supposons que 'équation intégrale
VoK 0 T I A .
—_— [ (e )/ ¢ ( ') ,\<-a.l> dsdt = ¢'*
P A !

admette une solution E(%, ) de Q(C) par rapport i t quel que soit Z
fini et que de plus pour ¢ dans le domaine fermé D, on ait

(22) Bty < el e

THESL GIUK S 18
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De cette inégalité, il résulte que l'intégrale

itz /
Y

/ e~ K — o )dy
J, "

est par rapport 2  une fonction bornée de Q(C), pourvu que |u|2r,
et par rapport a « une fonction bornée de Q'(C,).
Il s’ensuit, comme il est facile de le vérifier, que la fonction

I W=
R(u,d:):—f e I'<—-, L>(((
u 0 [4

vérifie les conditions du théoréme précédent. La fonction

1 fle) 7T as
ray=— | ¥— e E( -y )dvdu
aml J, o J, "

est donc une solution de I’équation considérée.
Cela étant, posons

iz + T .
(¢, v)= ;L/ }:—(Ll)f e (l ’) .\<f, r) dsdt—=e"t.
’ 2T t o ¢

On a
“+ % )"l(u 7\ ()" \(I‘ o)
. Y I ¢ o 3 Wy — ik
(23) P % ()’;” =¢' SN ).
n=>=u

De I'inégalité (22) il résulte que la série

(G, ’)'—2 ’I IEE ) 0" N(E, 0)

3 7 orn

converge uniformément dans le domaine fermé D; par conséquent
J(E, x) est une fonction de Q(C) par rapport a @, pourvu que £ soit
fini.

L’équation (23) peut donc encore s’écrire

1 J { 1_1‘ .
T )/ ) A(G o) dsdr=ctag )

Or, on a

23 e (=1,
—‘—f - f ¢ (] ") A<f, ,r> ds di = eS8 A(E. ).
ame ., 1 o t i
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Il résulte donc que la fonction J(%Z, z) —e™* est une .solution de
I'équation différentielle sans second membre.

07. AUTRES CONDITIONS SUFFISANTES D’EXISTENCE. — Supposons que
I'équation
o
1 o EC w) 9 A(E o P
(2%) 3 ) #ACo) .
n! oEn dxn
n=»>0

admette une solution entiére cn &, telle que 'on ait
iz x), < Beldlr—s

quel que soit z dans le domaine fermé D et de Q(C) par rapport a x,
quand £ est fini.
[l résulte comme précédemment que l'intégrale

-+,
f P‘”E(—’ J>(l0
0

est une fonction bornée de Q(C) cn @, pourvu que |u|2r.
L’équation (24) peut alors s'écrire

+ % , .

2 R drers (. ) J"E(o, ») ot
30 R T P

n=y ;

et, par conséquent, on a

v, E P -+ , \ )
(23) ;/ (—u—é—(wf o= E(—‘ ) .l‘) Ay du = e”s.
AT, u o \

Nous allons montrer que la fonction

‘(1).___’_ 1'_( o ll(—, Y dvdu
AT 42 Ja

est une solution de I'équation différentielle qui a pour fonction géné-
ratrice A(%, ), pourvu que la fonction e*A(%, ) soit fermée par
rapport aux fonctions de Q(C,), c’est-a-dire qu'il n’existe aucune
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fonction 7 de Q'(C,), telle que I'on ait simultanément

~

126 / Morye B \N(E r)de=o.
g,

(27 /‘").(:j'}’,"da:l,
e,

quel que soit £ fini.
En effet posons

o O e — ),
(28) P(%, x)= — /l_(:;'_l_)/ ¢ <I ’) A<;;d:>d§dl
0

2Tl

» » 3 A
et remarquons que l'intégrale

I ek 0 \
- e Pl —s ) de
", "

0

est une fonction de Q(C,) par rapport & &, quand [u|2r et de Q'(C))
par rapport a i, quand « est dans le domaine fermé D.

En effet, dans ces conditions, la fonction e"'E(f—(, x) est bornée
quel que soit ¢2o0.
Par conséquent, en multipllant les deux membres de équation (25)

par
% /5 .
. j ('"'(f_;)si\ (i, ;) ds
2L 0 £
et en intégrant le long de C,, il vient, en vertu de ’équation (28),

13 i
I evs A(E, u v
: “rale v e P =y s ) dy du=cFA(E, 5).
ami ., u A %

On a done

! ' 1 [T 3 s
— | BNz ) - / e le "—Pl— z) | dvdu=o.
aml ), - ".J, "
-

Par conséquent, cn vertu des conditions (26) et (27), on a, pour =
dans C,. et |u|>r,

praee

!f'
“J,

w,J,

\
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et puisque P (E’ s) est une fonction entiére en L ona

Py

iy

Il résulte donc, en vertu e la remarque du paragraphe 56, que
'équation différentielle eonsidérée a pour solution précisément la
fonction y ().

Nous pouvons donc énoncer encore les conditions d’existences sui-
vantes :

Pour que U'équation différentielle ayant pour fonction génératrice
A(%, @) admette une solution de Q(C), u suffic que Uéquation dufféren-
uelle

(29) ﬁ_I_ ()”J.L((_..’I) ()"A(;.O):e,

n' o drn

oy

n=»
att une solution entiére en &, telle que Uon art
(30) [E(E. 7)< Kel®l /=2

quel que sovt x dans le domane fermé D) et de Q(C) par rapport a x,
quand £ est fini(le cercle C, de rayon r étant complétement intérieur
a d), pourcu toutefors que la fonction e'*A (&, x) soit fermée par rap-
port aux fonctons de Q' (C,) de x, quel que soit & fini.

emarquons, en passant, que la condition (30) n’est plus nécessaire,
Rema yenp t la condition (30) n’est pl

quand la fonction génératrice A (&, x) a, par rapport A , un point
singulier sur C, £ étant supposé fini.

58. KQUATIONS DIFFERENTIELLES A FONCTION GENERATRICE ENTIERE D ORDRE
INFERIEUR A T ET DE DEGRE p EN . — Supposons que la fonction généra-
trice soit égale A

AlG )=\ =1 \J(E1+  + (5,
les fonctions A, (£), A, (£), ..., A,&) étant enticres d’ordre inferieura 1.

Les théoremes precédents se simplifient notablement, dans ces con-
ditions.
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Le systéme d’équations (16) se réduit 2 un systéme d’équations
différentielles d’ordre p au plus.
L’équation (17) se réduit & vne équation d’ordre p.
Remarquons que la fermeture d’une fonction F(£, ), par rapport
aux fonctions de Q'(C,) en &, equivaut & ce que l'on ait

gz 0) 44
drn
quel que soit n fini.

~ » 3 . 1

En effet, cela résulte de ce que la suite o (n=o0,1,2, ..., +x)
est fermée.

Par conséquent pour que la fonction e'*A(%, @) soit fermée par

rapport aux fonctions de Q'(C,) en «, il faut que 'on ait

[()ne'E.{\.(;“ 2 )J :/0,
r=0

dat
c’est-a-dire
V() =2V D+ AN (Dl —1) (n—p—1)=£ 0,
quel que soit ~ fini.
L’équation (29) se réduit aussi a I'équation

R )

—e'k,
dxr

AEYE(Q &)+ .+ A2

59). KQUATIONS' DIFFERENTIELLES LINEAIRES D'ORDRE INFINI A COEFFICIENTS
consTaNTs. — Considérons 'équation suivante

o

2 Uy ()= f(u)

n==0

et supposons que la fonction génératrice A (%) soit d’ordre infé-
rieur a 1.

Dans ce cas, le systéme d’équations (16) se réduit & un systéme
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d’equations algébriques. Nous pouvons donc énoncer le théoréme
suivant :

Pour que Ubquation différenticlle, qui a pour fonction géncératrice
A(&) (d’ordre < 1) ait une solution quelle que sort [(x) de Q(C), 1l
Saut et il suffit que les fonctions ®,(%) sotent divisibles par lu fonction
@,(2)
A()

.

génératrice A (%), que les rapports Q, () = sotent des polynomes

respecticement de degré n et enfin que la série

4o -
~ | 1 flu ‘ 12 -
Z ___j -_——.j' )j e ! (\),,(—)(/i'u’il
ot J o, u

n=i

soit conwrgent(' .

Cherchons ce que pourrait donner le théoreme du paragraphe 56.
A cet effet, remarquons que si la fonction A(Z) a des zéros simples
et distribués d’une maniére convenable, la fonction

s (Y, N
/ 2 ( ”) —
[} A l
u
vérifie les conditions du théoréme précédemment rappelé, mais seule-
ment pour |z| <] u|.

Du reste, si la fonction f(x) est holomorphe dans un cercle C,
contenant le domaine D et son contour et si les intégrales

=t [ [0

270!

dv du,

[N

Al —
\

\

AW E):ii <1 —_ ;”’)

n=1

sont des fonctions de Q(C) quel que soit ¢ fini, la fonction y,(x) sera
évidemment une solution.
ok

NG

On peut aussi utiliser autrement la fonction méromorphe
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A cet effet, développons cette fonction en série de M. Mittag-
Leftler (*).

Soient %,, %,, ..., %,, ... leszéros de la fonction A(%).

. ~ 1 . . . . A ) ) .
Soit (x,(, — a,) la partie principale relative au pole «,, c’est-a-dire
34

1 ’ . e Lo
le polynome en .— du développement de la fonction K5 en série
[ alg
de Laurent relative au pole «,.

La méthode de M. Mittag-Leffler consiste a déterminer les polynomes

()P:(E,y x) v . ’ .
— 5 eng de degré ¢, respectivement égaux aux g, premiers termes

dG Al
?-' dans le cercle G, de centre O
et de rayon suffisamment petit, de manitre que la série

+
2

1=

du développement en série entiere de

G, P,

soit convergente, quel que soit £ fini et sauf pour &=, %, ...
%y
De cette maniére les séries

+ [

oG, JP, N
Elw—l--l)——é—] el ZI(_:’,-—{-(\)J

7 t n=|

sont uniformément convergentes, dans les mémes conditions. Le
developpement sera de la forme

N

e’ A

W )—l‘:(i. ) )—4—2 {G,( :—171, ! )+Pz(i> 2 )_‘.
H

e

/

Nous allons montrer que les fonctions G, et P, sont des solutions de
I'équation différentielle donnée sans second membre.
En effet, la partie principale G, relative au pole o, d’ordre p, 41 sera

(1) Voir E. BorgL, Lecons sur les fonctrons méromorphes, p. 8 (Paris, Gauthier-
Villars, rgo3).
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de la forme

n

more
” E AT o m

/ 1 A —
G, — ) )= m=
e, ) 2 (E o,)rt!

=
neN

D’aprés la construction des polynomes P,(%, ), il résulte qu'ils
seront aussi des combinaisons linéaires des fonctions a™ e’ *.

Or, on vérifie sans peine que les fonctions 2" e** (n<p,) sont des
solutions de I’équation différentielle sans second membre; par consé-
quent notre proposition est démontrée.

Pour que ['équation dufférentielle donnée  admetic une  solution

P
'z

e
A(g)
canonique de M. Mittag-Le [fler, telle que la fonction entiére E (& o),

de Q(C)H, 1l suffit de powsowr développer la [onction en série

e s e’ , . ,
différence entre e et cette sére, soit telle que L'on au

- Nl 1
l.‘l:. r) <. |.(..|C|r z

quel que soit & dans D ou sur C.et de plus qu'elle soit une fonction
de Q(C) par rapport i &, quand toute fois & est fini
Kn effet, on a

et, par suite,

Wir [ ' Vs "
o /M) / I (' ’) \(—t)d."lll/.._l":.

e 4 Jo {

60. So1 uTION DE L'EQUATION SANS SECOND MEMBRE. — Nous allons mon-
trer que la solution générale holomorphe dans un cercle €, de
centre O, d’'une équation differentielle a fonction génératrice A (&)
entiere d’ordre inférieur 4 1, est de la méme forme que celle d’une
équation différentielle d’ordre fini a coefficients constants.

Posons

4w
| ]—_:Za,,_) a( ).
n o

THRSR GHIKA 19



En supposant que a, % o, la fonction géneratrice est de la forme

N

A(E)-,u"]:i(l ;:—)

Remarquons tout de suite qu’une solution holomorphe dans un cer-
tain domaine fini sera propre relativement a ce domaine.
I’équation integrale équivalente a cette équation differentielle sera

=

. ) (0 (1 ) \

Fiy ]:_m 1 7~/ 2 t/ [l‘ 1 2”/>(1s(//:()
’ 1

<, Y

R

en supposant que ¢, =1.

Sous cetfe forme, nous avons mis en evidenee les zeros de la fonc-
tion genératrice.

Soient «, ,les coefticients de I'eqnation differentielie d’ordre ¢, quia
pour equalion caractéristique

e 2
el .
R A T 1T st

eh .
’ ¢ oottt

Pequation differentielle qui a pour fonction genéraltrice

l\,(E):i‘i (1 :'").

n~=i+1
On a evidemment
. \1 d"F, ) | .
(31) Yo i gy

n 0

Nous allons montrer que la suite F,|y| converge uniformément
dans C, vers y(x), en supposant toutefois que v(x) est de Q(C,). En
effet, on a '

X ! (¢)
Fifr | uu—;—’/ —

ii (\1 az.::;) v s dt

n—=i+1

=1
3
(-
-
S—
iy
-~
i



14T —
La fonction genératrice A,(2) étant telle que
\iE) < Ael®
quel que soit ¢, 1l résulte que 'integrale

/

o

e,

4'(1 i) \,("-)d; (¢ =r)
\{

converge uniformément pour x dans C,.
Par conséquent, on a

| - Do
bi;] - ua <y /\‘_7[__{\] o { 1
Vi .

U

)a' ll (\1 - 111 )~lidsd7

L'

ou encore

Py =0y <y /.luf—[l]/mk \ |‘i)) [l (/1-«;—5—2\)-—-1 ds d=
S, Ja . ‘nl

n=t-—1

NRERA)

e/ — |tz
I /

pourvu que /e soil suffisamment grand.
$
Or, pour li

o { N .
< le produit infini

[ -)

"
est uniformément convergent; par suite, on a

(5|

\
nooord

[

pourvu que : soit suffisamment grand. 1l résulte donc que
pour lx|<r, on a bien

] o) < Me
pourvu que ¢ soit assez graud. Cela etant, soit y,(x) la solution de
I'équation

W) {Z)~d y ).,y e )=o0

THESE GHIRA. 19,
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Elle est de la forme

7

N .
Vora) = Z CpXhne

n==

les £, étant des nombres entiers ou nuls inférieurs respectivement aux
ordres de maultiplicités des «,. Les constantes ¢, élant arbitraires, il
est évidemment toujours possible de trouver au moins une suite par-
tielle y, (&) contenue dans la suite y,(z), qui converge uniformément
dans C,. Dans ces conditions, on est assuré que la suite y, (x) con-
verge uniformément vers une fonction holomorphe dans C,.
Posons
A= “'"‘"i,.( a2).

)

Toute solution de I'équation
Bl =00

est évidemment une solution de F[y] = o.

Or
ﬂlm: l';/,[ V=)
par consiéquent, la fonction y () précédemment définie est une solu-
tion de I'équation ditférenticlle donnée.
Nous allons montrer que cette solution est générale.
A cet elfet, remarquons que I'équation

(32 Flyvl-- o
est équivalente & I'é¢quation
Fayy=rrh

pourvu que ¢ soit fini et que les constantes arbitraires que contient
y.(@) soient convenablement choisies. En effet, cela résulte immeédia-
tement de U'équation ( 31).

Cela étant, soit z(x) une autre solution de "équation (32).

Le nombre 7, étant fini, elle vérifie, par conséquent. I"équation

Fola] =0
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La solution générale de cette equation sera
)=z, {r)— z,,u( r),
3, () etant une solution correspondant au second membre, qui existe
vu la forme de celui-ci et 3, () une solution de I’équation
Flz =0
in repetant notre raisonnement pour 'équation F, |z, ], comme
nous 'avons fait pour I'equation F[z| == o, le nombre Z, etant fin1, on

devra avorr

Poonlzel =)

la fonction y, , (x) etant une cerlaine solution de I'équation diffe-
rentielle d’ordre ¢, qui a pour equation caractéristique

[
1e-2)
- oy
nooyr
Cette fonction sera evidemment de la méme forme que la solution
trouvee y ().
La solution generale de 'equation precédente sera done

S = DV e Ty U

5y o () etant la solution correspondant au second membre et de
la méme forme que celui-ciet =, ., (&) la solution de 'équation

l ’r’"xL :’»""1] =0

Sotent @), 7,, ..., ¢, ... des nombres positifs bornés, quel que

soit n.
Cela etant, en repetant notre raisonnement précédent indéfiniment,

1 vient
IETUTN R =0
m s \'V " \\ I
" 1 n 1

3%, (@) etant la partie de la solution z(a) qui n’est pas de la forme
n—~o

de v(a) [en exceptant v(x)=o]|.
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Or neus avons vu que

imF | [ »v]=lImF,[y]=3(z):
m=r “’: J===

no

par conséquent
hms | (xri=o.

nm= =z V n

—

noa

Les solutions laissées de coté =, ,, 3, , _,, ..., etant de la méme
forme que la solution trouvée v(z), il résulte que cette derniere est
bien générale. ’

Nous pouvons done énoncer le résultat suivant :

Toute équation différentielle linéadre d ordre nfini a coefficients
constanis sans-second membre, qui « pour fonction génératrice une
Jonction entiere d ordre in férieur a1,

A é):n"Ij (1 — i”‘)

n—-1\
admet toujours une solution holomorphe i Urntérieur d’un cercle de rayon
fini.
La solution générale est de la forme
(&) = lin: ), ()

]I
avec

l,)
. R N An p 72
L),P.(.L)__ Cp 00 e T,
n=>o

kn étant des nombres entiers positifs ou nuls respectivement in férieurs aux
ordres de multiplicité des x,.

61. HQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENCES 1INIES. —  Gonsidérons
I'equation aux différence finies suivantes :

I R I B A e L B B ¥ e A R 7 LA R IR /7 B AL
O a (), a(x), ..., a,(x) et /() sont des fonctions de Q(C), la

courhe € étant fermée simple, contenant U'origine et les points b,
by, ..., b, étant suffisamment rapprochés de I'origine.
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La recherche d’une solution de Q(C) vérifiant cette équation dans
le domaine d’holomorphisme du premier membre revient, en appli-
quant la formule de Cauchy, a la résolution de I’équation intégrale

] ' Ty (ke £ {0
— /_u/)l “(”—*»-» Cld) -——‘—"—(--'—}——](//:‘/(.1 I

VT, t- .r {-a - b =1 by,

Cherchons la région o le noyau, quand ¢ varie le long de C, est une
fonction holomorphe par rapport i a.

Soit b, un des points b,, b,, ..., b, et faisons subir a la courbe C
une translation £,0. Soit C, la nouvelle position de la courbe C et
appelons D, le domaine limité par C,. Dans la région commune a D et
a D, lesfonctions y (&) et y (& + b,) sont par conséquent homolorphes.

Faisons pour chaque point /, une opération semblable & la précé-
dente et sotent D,, D,, ..., D, les domaines ainsi définis.

La région commune a ces domaines y compris D, sera la région
cherchée.

Ce probléme revient donc a la résolution d'une équation intégrale
du type étudié.

> Quand r est dans la région précédente, on voil sans peine (ue
I'équation intégrale est équivalente & une équation différentielle
hmearre d'ordre infini et dont sa fonction génératrice est d'ordre par
exces égal a 1.
Vu et approuvé :
Paris, le 5 janvier 1929.
I.u DovEN DE LA FACULTE DES SCIENCES,

5. MAURAIN.

N

F'u et permis d'imprimer :
Paris, le 5 janvier 1999.
Le RECTEUR DE L'ACADEMIE DE PARis,
S, CHARLETY.
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