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PREMIÈRE THÈSE.

SUR

LES FONCTIONS DE CARRÉ SOMMARLE
LE LONG DES CONTOURS DE LEURS DOMAINES D'HOIOMORPHISME

KT LEUKS APPLICATIONS

AUX ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES DORDRE INFINI.

INTRODUCTION.

L'importante généralisation, bien connue, de ia notion d'intégrale,
faite par M. H. Lebesgue, a permis, entre autres, la découverte d'un
théorème capital sur les systèmes de fonctions orthogonales et nor-
males, ô'est-à-dire le théorème de M. Fischer et M. Riesz.

La théorie des fonctions orthogonales et normales a pris de ce fait,
une plus grande importance dans l'Analyse.

Ainsi, RI. E. Picard a obtenu la condition nécessaire et suffisante
pour qu'une équation intégrale de première espèce, d'un certain type,
admette une solution.

Ce Mémoire a pour but d'étendre la théorie des fonctions orthogo-
nales et normales aux fonctions holomorphes dans un domaine D, limité
par un contour rectiüable C, de carré sommable le long de ce contour,
puis de faire4'application des résultats obtenus au développement de
ces fonctions en série dans le domaine D, et enfin à la résolution des
équations différentielles linéaires d'ordre infini.

THESE GH1KA.



A cet effet, nous avons employé, le long des contours C, uniquement
la notion d'intégrale de M. H. Lebesgue.

Dans la première Partie de ce Mémoire, nous étudions les propriétés
de Y ensemble Q(C) de toutes les fonctions f de carré sommable le long'
(Pun contour recti fiable fermé C (définissant un domaine ouvert D à dis-
tance finie, et un domaine ouvert D' contenant l'infini) telles que Von
ait

pour x dans D.
pour ,r dans D'.

_1_ f /
•2 7T/ J{: S

De même, nous considérons aussi Vensemble iï (G) ayant //terne
définition que le précédent, sauf qaon a remplacé D par D' et D' par]).

Dans le premier Chapitre, nous étudions deux ensembles 2(C)
et Zf(C) de fonctions, ayant mêmes définitions que les précédents,
sauf qu'on suppose les fonctions ƒ seulement sommables le long de C.

Nous donnons la condition nécessaire et suffisante pour qu'une
fonction, définie dans un domaine ouvert D, holomorphe dans celui-ci,
tendant presque partout vers une limite sur la frontière C et sommable
le long de celle-ci, vérifie la condition

ff(z)dz = a.

Ensuite, nous démontrons le ihéorème suivant, sur lequel nous
nous baserons constamment clans la suite, à savoir :

Étant données une fonction ¥(z) sommable le long d'un contour
récit fiable fermé G et les fonctions

i / ' F( z ) ^̂  \ fa {Je ) pour x dans D,

'•iit/*^, z — x " ) ƒ,(. /•) pour x dans D \

l'intégrale étant prise le long de C dans le sens positif relativement au
domaine D on a^ presque pour tout point z de C,

x et x1 étant sur une normale à C en z à égale distance de ce point.

En définissant une convergence en moyenne plus générale que celle
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de M. Fischer et que nous avons appelée convergence en moyenne
linéaire, nous démontrons un théorème tout à fait semblable à celui
de M. H. Weyl. Ce théorème peut du reste encore se généraliser.

A ce sujet, nous montrons qu une suite de fonctions de S(G)o«
de 2'(C) convergeant en moyenne linéaire le long de C> converge en
moyenne linéaire vers une fonction respectivement de S(C) ou de S'(G).
De plus, cette suite converge uniformément dans le domaine d'holomor-
phisme vers cette même fonction.

Nous montrons aussi que le produit de deux /onctions de S(C) ou
de 2'(C), Vune étant holomorphe dans un domaine contenant le domaine
d'holomorphisme, est une fonction encore respectivement de 2(C) ou
de Z'(Cy On déduit que les fonctions f de 2(C) vérifient Véquation

f f(z)fiz~o

et les fonctions f de £'( (] ) (: = o étant dans D) Véquation

Dans le second Chapitre, nous étudions les fonctions et les suites de
fonctions de Ü(C) et de Q'(C). Pour cela, nous rappelons rapidement
quelques résultats connus relativement aux fonctions de carré som-
mable, en démontrant le théorème de M. H. Weyl à l'aide de notre
théorème général.

Nous en déduisons qu'une suite de Jonctions de Q(C) ou de Û'(C)
convergeant en moyenne le long de C converge en moyenne vers une
fonction respectivement de Û(C) ou de Û'(C).

Les ensembles de fonctions Ü(C) et O'(C) étant compris respective-
ment dans les ensembles £^C) et ï \ C ) , les propriétés des dernières
fonctions s'appliquent aussi aux premières.

Au troisième Chapitre, nous définissons des systèmes de fonctions
de Ù{CJ) et de £}'(G) orthogonaux et normaux le long de C.

A ce sujet nous définissons deux espèces de fermeture d'un pareil
système, à savoir : par rapport à l'ensemble dont il fait partie, et par
rapporta l'ensemble dont il ne fait pas partie et que nous trouverons
plus loin équivalentes.



Afin de mieux étudier les propriétés des fonctions de Ù(C) el fi'(C),
nous avons cherché des suites aussi simples que possible, fermées par
rapport a l'ensemble des fonctions dont elles ne font pas partie.

A l'aide de ces suites, nous définissons par le procédé, bien connu,
d'orthogonalisation des systèmes orthogonaux et normaux fermés
que nous avons appelé les systèmes fondamentaux.

Nous en déduisons le théorème très important suivant :

Toute fonction F(s) de carré sommable le long de C est égale le long
de ce contour à la somme de deux fonctions f0 et fK respectivement
de Ù(C) et ùf(C), uniques à un ensemble de points de C de mesure nulle
près.

On en déduit entre autres que les systèmes fondamentaux sont
fermés aussi par rapport à Vensemble des fonctions dont ils font partie.

C'est là un fait très important, car ces systèmes permettent de dévelop-
per toute f onction de £1(0*) ou de Qf(C)en série convergeant en moyenne
le long de C et uniformément et absolument dans le domaine d^holo-
morphisme. Ces séries généralisent les séries de Taylor et de Laurent.

Nous démontrons aussi que la condition nécessaire et suf fisante pour
qu'un système <pn(z) de fonctions de £2(C) ou de O'(C) orthogonal et
normal le long de C soit fermé est que Von ait

la série du second membre devant converger uniformément pour z dans
le domaine d'holomorphisme du système et pour x dans le domaine com-
plémentaire à celui-ci par rapport au plan, le contour C étant exclu.

Ces nouvelles conditions nous ont permis de résoudre facilement le
problème de la fermeture d'un système orthogonal et normal de fonc-
tions de Q(C) ou de O'(G)-

La seconde Partie de ce Mémoire comprend les applications des
résultats précédents aux équations intégrales de première espèce d'un
type particulier et ensuite l'application de celles-ci aux équations dif-
férentielles linéaires d'ordre infini.

Nous commençons dans le premier Chapitre par étudier les équa-



tions intégrables de la forme

fy(t)K(t,x)dt=f(x),
f C

C étant un contour rectifiable fermé et le noyau K(t, cc) étant de la
forme

les fonctions pn(t) désignant le système fondamental relativement aux
fonctions de £2'(C) et les fonctions Xrt(o?) étant holomorphes dans un
domaine fermé A et telles que la série

soit uniformément convergente dans ce domaine.
Cette équation peut se mettre sous la forme d'un système d'une

infinité d'équations linéaires h une infinité d'inconnues. De cette
manière la méthode de M. Schmidt (1) aurait permis évidemment de
trouver la condition nécessaire et suffisante pour que cette équation
ait une solution de Û(C).

Nous avons préféré pourtant étudier directement cette équation par
le procédé des fonctions orthogonales et normales.

La condition nécessaire et suffisante que nous obtenons est au fond
identique à celle de M. Schmidt, relative au système d'équations
linéaires qui lui correspond.

Ce type d'équation nous a été suggéré par la forme qu'on pouvait
donner aux équations différentielles linéaires d'ordre infini

à l'aide de l'application de la formule fondamentale de Cauchy.

(!) SCHMIDT, Rendiconti de Palermo, t. 25, 1908, ou F. RIESZ, Les systèmes
d'équations linéaires à une infinité cTinconnues (Paru. Gauthier-Villars, 1913).
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Dans le second Chapitre, nous commençons par rappeler et préciser
quelques résultats fondamentaux obtenus par M. T. Lalesco ( j) au
sujet des équations différentielles linéaires d'ordre infini, de la forme
précédente.

Après avoir fait quelques hypothèses d'un caractère très générai,
nous nous sommes proposé de rechercher les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'une pareille équation admette une solution
de Û(C) ou une solution entière d'un ordre inférieur ou égal à un
nombre donné d'avance, et dans le cas où la solution existe, donner
le moyen de la calculer.

En la transformant en une équation intégrale du type étudie, nous
résolvons le problème, donnant la solution quand elle existe. Le
domaine où la solution vérifie l'équation différentielle, que nous
avons appelé le domaine de résolubilité relatif à cette solution, peut
être de plusieurs tenants.

En supposant que la fonction génératrice

soit une fonction entière par rapport à £, au moins pour ce dans une
certaine région et que le domaine de résolubilité soit d'un seul tenant,
nous avons mis l'équation intégrale équivalente sous une forme qui
met en évidence le rôle de la fonction génératrice.

En utilisant une méthode basée sur la fonction génératrice, nous
donnons une autre forme au théorème d'existence d'une solution cor-
respondant à un second membre quelconque de O(C).

Ces conditions nécessaires et suffisantes sont que le système d'équations

T. LALESCO, Journal de Mathématiques, t. IV, TgoS, p. 196.
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ait un système de solutions* Q„(£) étant un polynôme de degré n et enfin
que la série

soit convergente.

Ces théorèmes étant généralement assez difficiles à appliquer, nous
avons donné aussi des conditions seulement suffisantes d'existence.

Pour que l'équation différentielle considérée ait une solution quel
que soit le second membre de fi(C), nous avons montré qu'il suffit
que le système d'équations différentielles

^^ i ônA ( £, o ; r _

v m = f > . i . o, -|~ oc )

admette un système de solutions entières vérifiant certaines conditions ou
que Véquation intégrale

ait une solution de il (C)par rapport à l et vérifiant certaines conditions
ou enfin que Véquation

admette une solution entière, vérifiant aussi certaines conditions et que,
de plus, la f onction ex^A(l, x) soit fermée par rapport à x.

A titre d'exemple, nous faisons l'application de ces théorèmes aux
équations différentielles linéaires d'ordre infini à coefficients constants.

En utilisant le développement en série de M. Mittag-Leffler, de la

fonction méromorphe -^ -p nous donnons encore une condition suffi-

sante d'existence.
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Quant aux solutions des équations différentielles sans second
membre, nous ne nous en sommes pas occupé davantage, sauf pour
les équations a coefficients constants. Nous montrons que leurs solu-
tions générales holomorphes sont de la même forme que celles des
équations de même espèce, mais d'ordre fini.

Enfin, pour terminer, nous montrons l'usage qu'on peut faire de
l'équation intégrale du type étudié à la recherche des solutions
de Ù(C) des équations aux différences finies.



PREMIERE PARTIE.
SUR LES FONCTIONS DE CARRÉ SOMMABLE LE LONG DES CONTOURS

DE LEURS DOMAINES DHOLOMORPHISME.

CHAPITRE 1.
FONCTIONS SOMMABLES LE LONG DES CONTOURS

DE LEUKS DOMAINES D'HOLOMORPHÎSME.

I. — Généralités. Théorème de Cauchy.

1, DOMAINE DE PLUSIEURS TENANTS A CONNEXION MULTIPLE. — Nous
allons préciser, afin qu'il n'y ait aucune ambiguïté, les domaines dont
nous ferons constamment usage dans ce travail.

Nous appellerons domaine l'ensemble des points intérieurs à une ou
plusieurs régions du plan; les points du contour de ces régions
n'appartenant pas au domaine. Nous supposerons aussi que ces régions
sont en nombre fini et limitées par des courbes rectifiables fermées
simples, de sorte que le contour total du domaine ait une longueur
finie.

Dorénavant, nous désignerons par D un domaine dont tous les
points sont à distance finie et par D'le domaine formé par l'ensemble
des points du plan complémentaire des points de D par rapport au
plan, le contour C étant exclu.

Un tenant de ce domaine sera dit simplement connexe si son contour
est formé par une seule courbe rectifîable fermée simple.

Deux courbes quelconques unissant deux points de ce tenant
peuvent se réduire l'une à l'autre, par une déformation continue,
sans sortir du domaine.

TH1ÎSK CH1KA.
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Nous dirons qu'un tenant de ce domaine est n-uplement connexe
si son contour est formé de n courbes fermées simples. La courbe qui
enveloppe les n — i autres contiendra n— i domaines simplement
connexes.

Deux domaines ouverts n'ayant aucun point commun et dont les
contours ont un seul pointcommun, seront toujours considérés comme
distincts, ainsi que leurs contours.

Nous entendrons par un domaine D ou D' un domaine ouvert à moins
d'nne mention expresse.

2. FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE SOMMABLËS LE LONG D'UN CONTOUR

RECTIFIADLE. — Considérons un domaine D limité par le contour G. Ce
contour étant rectifiable, il admet presque parjtout une tangente unique.
On pourra donc choisir un sens de parcours bien déterminé.

Nous choisirons le sens positif par rapport à la normale intérieure
à D. Sur chaque courbe (considérée comme simple, après avoir fait
des coupures aux points multiples) on choisira une origine de mesure
des arcs. De cette façon, s désignant la somme des mesures des arcs
de ces courbes rangées dans un certain'ordre, comptées à partir de
l'origine de la première courbe à un point z d'une autre courbe,
permettra de fixer la position de z sans aucune ambiguïté. La fonc-
tion z = z(s) sera continue, sauf au plus pour un nombre fini de
points. Il en résulte que run au moins des nombres dérivés de z est
borné sur chaque courbe composante.

Par conséquent, u\s) et (>'(.y) désignant respectivement l'un des
nombres dérivés de u(s) et r(.v) [z(s) = u(s) -h iv(s)\ seront presque
partout inférieurs ou égaux en valeur absolue à j ,

Gela étant, considérons le domaine D et soit S une infinité dénom-
brable d'arcs de courbes rectifiables situés dans le domaine fermé. En
d'autres termes, ils pourront avoir des parties communes avec G ou
même le couvrir entièrement.

Rangeons-les dans un certain ordre et choisissons sur chacun un
certain sens de parcours. En fixant sur ceux qui sont fermés une
origine et en prenant pour ceux non fermés l'une des extrémités suivant
le sens choisi, un point s sera parfaitement déterminé, quand on con-
naîtra la mesure des arcs qui précèdent celui sur lequel est situé z et
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la mesure de Tare que détermine z sur celui-ci. La fonction z = zÇs)

aura des nombres dérivés presque partout égaux en module k i .
Cela étant, nous dirons par définition qu'une fonction

f(z)=p(u9 v) + iq(u, v)

de la variable complexe z = u -f- iv est sommable le long des arcs S si les
fonctions p[u(s)9 <'(j)] et Ç\.u(s)> K'OJ sont sommables au sens de
M. H. Lebesgue sur l'ensemble de points S et nous écrirons

( /'( - ) f h — ƒ f>ds 4- i( (j ds.

Vu les propriétés des intégrales prises au sens de M. Lebesgue, les
fonctions \p\ et \q\ sont aussi sommables sur S.

On a

II résulte donc que le module d'une fonction sommable est aussi
sommable.

Béciproquement, si | / ( ^ ) | est sommable, eu vertu des égalités

il résulte que f(z) Test aussi.
Par conséquent, si une f onction est sommable son module Vest aussi et

inversement.
Soit

Vxrn des nombres dérivés de-s(.y). Son module étant presque partout
égal à i, on a aussi

ƒ j( v) j ' ( i ) r/.y = f {pu1— qvr) ds -f- if (pv'+ qu')ds

et que nous écrirons tout simplement

Si l'intégrale est prise seulement sur un ensemble de points E de S,
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nous l'écrirons

f f(*)dz.
/(ES

3. REPRÉSENTATION CONFORME. — Nous allons rappeler quelques pro-
priétés de la représentation conforme, utiles dans la suite.

Considérons un domaine D simplement connexe limité par un
contour rectifiable C du plan des z et un cercle y de centre O de
rayon i du plan des t, définissant intérieurement un domaine S.

Toute fonction z =z 9(2) qui fait la représentation conforme du
domaine Ü, sur le domaine 0, estholomorphe dans le domaine ouvert S
et continue et univoque dans le domaine fermé.

Enfin toute fonction z = <p»(0 qui fait la représentation de D' sur 0,
a les mêmes propriétés que <p(*)> sauf au point ï = o homologue
d e ^ = o c , qui est un pôle simple.

La conservation de l'angle .de deux courbes se coupant a lieu dans
le domaine ouvert D, y compris les points du contour C où celui-ci
admet une tangente unique. Ces points ont une mesure égaie à
celle de C.

Faisons la représentation conforme du domaine D sur le domaine â.
A un cercle yr concentrique à y, de rayon r<^ 1 correspondra dans

le domaine D une courbe analytique-fermée C, ayant tous ses points
réguliers.

Cette courbe a pour équation

avec U | = i.

Soit t = ^(^) ' a fonction inverse de la fonction z = <p(t). On aaussi
sr=<p[r+(5)]

et que nous poserons, pour simplifier l'écriture,

zr=zr{z).
Posons

ds — | dz 1 et dsr = | dzr \.

La courbe C,. est telle que

lim ƒ | ds — d[sr(s)]\=z:o.
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Nous allons montrer qu'on a, de plus,

litn / 1 dz — d[zr{z)~\ \ =n= o.

En effet, soient
dz = eltû ds et dzr= eita* dsr.

Or
f\ dz — dsr \< f\ds — dsr,^ f\ e^—e'^ | ds.

Jc Jç Jç

II suffit donc de démontrer que

lim

La quantité sous le signe ƒ est bornée quels que soient s et r\ par
conséquent, pour que cette intégrale tende vers zéro, il suffit, en vertu
du théorème de M. Lebesgue, que eito—eitar tende vers zéro presque
partout avec i — r.

La courbe C étant rectifiabte, elle admet, sauf pour un ensemble de
points de mesure nulle, une tangente unique en chaque point.

Considérons une courbe R du domaine D, qui correspond à un
rayon du cercle y et aboutissant en un point z de C où ce contour admet
une tangente unique. La courbe R sera normale à C en z et à Cr au
po in t s correspondant.

De plus, cette courbe admet une tangente unique en chacun de ses
points, y compris le point z. Il résulte que la tangente à Cr en zr, qui
est normale à la tangente à R en ce point, varie dune manière continue
avec r. Par conséquent, quand r tend vers i, la tangente à C,. en zr tend
d'une manière continue à se confondre avec la tangente à C en z et par
suite la différence ehù — èmr tend vers zéro avec i —r, presque pour
tout point z de C.

La courbe Cr est donc telle que

lim f\dz

4. THÉORÈME DE CAUCHY. GÉNÉRALISATION DE M. GOURSAT. — Ce théorème

est le suivant :
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Étant donnée une f onction f {z) holomorptie dans un domaine ouvert D
limité par un contourrecti fiable fermé G et ayant en chacun de ses points
une dérivée finie et bien déterminée, on a

; — o.

Il est essentiel de remarquer qu'il n'est plus besoin de supposer que
la dérivée soit continue le long de C.

Pour le cas des courbes C possédant de plus une certaine propriété,
M. Goursat a montré que le théorème est encore vrai, sans supposer
l'existence de la dérivée de f (s) le long de C, pourvu toutefois que la
fonction soit continue dans le domaine fermé D. Dans ces conditions,
x étant un point du domaine ouvert D et ; un point de C, la diffé-
rence f {s)—f{&) tend uniformément vers zéro avec z — x\

Nous allons démontrer ce théorème concernant les courbes recti-
Hables quelconques en utilisant les résultats précédents.

Supposons que le domaine D soit simplement connexe. Faisons la
représentation conforme du domaine D sur le domaine o, limité par
un cercle -y de rayon r et soit C, la courbe de I) qui correspond an
cercle -y,, concentrique à y et de rayon /" < i.

Cela étant, considérons la différence

8=ff{z f/z- ff{sr\dzr.

On peut encore l'écrire

d= f \ / ( r ' ~f\ zr(zV\ J dz - ff\ Sr(z)1 ! d\zr{z y | - riz [.

Or, quand i — r tend vers zéro, f[*,(z)\ tend uniformément
vers ƒ(*) ; par conséquent on a

pourvu que i — /• soit suffisamment petit*
D'autre part, on a



M désignant le maximum du module d e / d a n s le domaine fermé D.
Nous avons démontré au paragraphe précédent que la courbe Cr

tend uniformément vers C, c'est-à-dire que Ton a

pourvu que i — r soit suffisamment petit.
'Par conséquent,

Il résulte donc que la différence o tend vers zéro avec i — /.
Or, la fonction/^s, ) étant holomorphe dans le domaine Ü qui ron-

tient C,., en vertu du théorème de Cauchy, on a

et, par suite,

Si le domaine Ü était de plusieurs tenants à connexion multiple, il
suffirait de considérer chaque tenant en particulier et de le partager
par des courbes reetiilables transversales convenables en des domaines
simplement-connexes.

Les intégrales prises le long des courbes transversales étant prises
une fois dans un sens et une autrefois dans le sens contraire, elles
s'élimineront de la somme.

Par conséquent, le théorème est vrai pour n'importe quel domaine I)
à plusieurs tenants a connexion multiple.

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

Étant ({année une fonction J\z) holomorphe dans un domaine
ouvert D Limité par un contour rectifiable G et continue dans le domaine
fermé, on a

.**>. THÉOKÈME ÜKNÉKAL. — Soit E un ensemble de points de C de
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mesure nulle, contenant les points où celui-ci n'admet pas de tangente
unique.

Cela étant, considérons les fonctions ƒ définies dans un domaine
fermé D :

J° holomorphes dans le domaine ouvert;
2° telles que z étant un point de C ne faisant pas partie de l'en-

semble E et oc un point de la normale à C en z intérieure a D, la
différence ƒ (z)—ƒ(#) tende vers zéro avec z — œ\

3° et enfin sommables au sens de M. Lebesgue le long du contour C»

Cherchons la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonc-
tion/précédemment définie vérifie l'équation

X-f(z)dz = o.

Supposons que le domaine D soit simplement connexe et consi-
dérons la courbe Cr définie au paragraphe précédent.

La fonction / étant holomorphe dans le domaine ouvert D qui
contient la courbe Cr, on a, en vertu du théorème de Cauchy,

Par conséquent, la condition nécessaire et suffisante pour que l'in-
tégrale de la fonction ƒ le long de C soit nulle est que la différence

*= ƒ fiz)dz— ! f(zr)dzr
Je Je,

tende vers zéro avec i — i\

Pour cela, il faut tout d'abord que ( f(zr) dz, tende vers une limite
c

quand i — r tend vers zéro. Enfermons l'ensemble E en un nombre
fini ou une infinité dénombrable d'intervalles I de mesure totale YJ
arbitrairement petite.

Soit Ir l'ensemble des intervalles de C,. qui correspond à l'ensemble
des intervalles I de C. De même, soient l'l'ensemble de points com-
plémentaires de l'ensemble I par rapport à C et I,', l'ensemble corres-
pondant sur C,.
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On a

-u f f(z)d*-f f(zr)dZr.
Jim J\ir^>

La fonction ƒ étant sommable le long de C, on a

[z)dz < s.

£ étant une quantité arbitrairement petite, pourvu que rj soit assez
petit. D'autre part, ƒ(*,-), *r étant situé sur l'ensemble I)., tend uni-
formément vers ƒ (s). Soit JJL(Y)) le maximum de la fonction \/(jsr)\
pour z, situé sur l'ensemble I', et quand r varie der0 à i. On a donc

On peut donc déterminer /• assez voisin de i de manière que o, < e.

Par conséquent, pour que ƒ f(zr)dzr tende vers une limite, il faut et

il suffit que
lim f f(zr)cte, = v(n)

et pour que limi = o, il faut et il suffit que

lim v(r,) = o.

Pour qu'une fonction/, précédemment définie, vérifie Véquation ( i \
il /aut et il suffit que

l im v (YI) = o.
r1 =o

Ce théorème est encore vrai pour n'importe quel domaine D, à con-
dition que le contour total C,. tende uniformément vers le contour

IHESB GHIKA.
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total C. Pour avoir un contour C, il suffit de construire pour chaque
courbe simple C,,, dont est composé le contour C, une courbe C,Vi

située dans D et tendant uniformément vers C«.

6. THÉORÈME. — Étant données une ¥(z) sommable le long dJun con-
tour rectifiable fermé C et les fonctions

fb(oû) =: : / —i—i. dz pour x dans D,

fx{x') = —.. f — ) L L L ^ Z pOur x
! dans D',

et

les intégrales étant prises le long de C dans le sens positif relativement
au domaine D, on a, presque pour tout point Z. de C,

lim
t— x'=0

x et x1 étant sur une normale à C en 'C à égales distances de ce point.

La fonction F[^(5")] étant sommable dans l'intervalle (o, /), /dési-
gnant la longueur du contour, il résulte, en vertu d'un théorème de
M. Lebesgue ( ' ), que la fonction

admet une dérivée nulle pour s = a, pourvu que a ne fasse pas partie
d'un certain ensemble E de mesure nulle.

Par conséquent, la fonction $>(s) est de la forme

la fonction o(s) tendant vers zéro avec s — af sauf pour les valeurs
de a de l'ensemble E.

11 résulte aussi que Ton a

(J) H. LEBESGUE, Leçons sur l^ intégration et la recherche des Jonctions primi-
tives, 5e édition, p. nyi (Paris, Gautliier-Villars, T928).



sauf pour les valeurs de s de l'ensemble E, pourvu toutefois que a ne
fasse pas partie de ce même ensemble E.

Soit S l'ensemble des points de l'intervalle (o, /) formé par la réu-
nion de l'ensemble E et de l'ensemble où le contour C n'admet pas de
tangente unique.

Cela étant, nous allons démontrer que £(a) étant un point de C, tel
que a ne fasse pas partie de l'ensemble &, la différence

tend vers zéro avec x — x\ x et x' étant situés sur la normale à C en £
à égales distances de ce point.

Supposons, en faisant un changement de variables convenable,
que £ = o, a = o et que de plus la tangente à G en C soit précisément
l'axe réel.

Posons x— xf = ar,«; il vient

u\s) désignant l'un des nombres dérivés de u(s).
Soit Ç-^oc9 a) un intervalle de C, tel que le minimum de la distance

du point £ = o aux points de l'intervalle complémentaire par rapport
à G soit égal k a. On a évidemment,

a ^ a.

Gela étant, calculons une limite supérieure de l'intégrale

a S F[«(,)] - F(o) | u % * ^ «'(*)A

On a
T-M- / NH ! - / M / 2 7; M

. vi2

Cherchons de même une limite supérieure de l'intégrale
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Pour cela, considérons la différence

«.= j f ! FL"'^] - F ' ° ) : „«-(*)+•«<- " ds

On a

-u'(s)ds.

Or, la fonction v — i tend vers zéro avec *; par conséquent, en
u-{$) "

appelant p^oc) le maximum de la fonction } ,' — i
(— a, a) et en remarquant que

dans l'intervalle

u1

on a

? ( * ) / — F ( o ) ;

,
Cela étant, calculons une limite supérieure de l'intégrale

F|>('Ç)] ~ F(o) I ¥^hs-ch

Or

En intégrant par parties, on a

ƒ ft ! 2 y 5 7 3 OC Cp ( ÖC ) V) C /ft, d ( 2Y) \ ,

.9- -^- */i2 a 2 -J- Yï2 , / ^/f \ 5 2 -f- y}2 /

- C"s (s) '

f|»(a) désignant le maximum de la fonction | O ( J ) | dans l'intervalle
( - a> a ) -

En intégrant encore par partie l'intégrale du second membre de
cette inégalité, il vient

/ s ~r ( ~n ; ds = — ; — /
J tis\S--\-n1J a 5 +Y] 2 J Ss-hTfla

ds
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et, puisque
r' dt

on a

Or, quels que soient a et YJ réels,
2 OCf\

par conséquent,

et, par suite,

On démontrerait aussi, exactement de la même manière, que

| J 2 j =

<

Par conséquent,

x ' J v ' ' i t - ( s ) H - Y ) ' x '

la quantité j ( a ) tendant vers zéro avec a.
Choisissons donc a suffisamment petit, de manière quey(a)< ;£ ,

£ étant une quantité arbitrairement petite.
a étant ainsi fixé, il est clair que la quantité

2 Y] M

a2

tend vers zéro avec YJ et, par suite, on peut choisir YJ assez petit de
manière que

>, Yj M

Il résulte donc que
O | < 2£.

ce que démontre notre proposition.



Pour achever la démonstration du théorème que nous avons en vue,
il reste a montrer que

T f* r' y '

î i m . / — r — dz — i

ou, vu le changement de variable que nous avons fait, que

li,n / -—4^—-u /(s)ds=z2r,i.

En partageant le contour C comme précédemment, il suffit de mon-
trer que

Iim / — u'(s) ds = r.
rt=oj_a (t~(S) -h ?l~

Vu les résultats précédents, il suffit que

1 i t) I f — ds — 71.

En elïet, on a
a

H - , -

f ' I J ƒ ' t t

f /ƒ(' ƒ l

— a tS "̂  ^ _ a T ~̂ ~

et

" dt
= 7 1 .

^2

Le théorème est donc démontré.

II. — Convergence en moyenne linéaire.

7. DÉFINITIONS. — So i t /„ (J ) une suite de fonctions sommables dans
l'intervalle réel (a, 6).

Pour simplifier le langage, nous appellerons S(Ö, b) Vensemble de
toutes les fonctions réelles ou complexes sommables dans Vinteivalle
réel (a, b).

Nous dirons que la suite de Jonctions fn(s) de S(a, b) converge en
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moyenne linéaire dans Vintervalle (a, b)si

Km f \Ms)-fm($)\ds = o.
H, 7 /1= oo J n

Nous dirons aussi que la suite fn(s) de S(a, b) converge en moyenne
linéaire vers une f onction f (s) de 2(a, b) si

lim f \f(s)-Ms)\ds = o.

Rappelons aussi la définition de la convergence uniforme en
généra] de M. H. Weyl(<).

On dit qu'une suite de fonctions converge uniformément en général
dans V intervalle fini (a, b) si à tout nombre £ < è — a (6 > a) on peut
faire correspondre un ensemble A£, intérieur à(a,b)de mesure b — a — z,
sur lequel la suite converge uniformément.

8. THÉORÈME GÉNÉRAL. — Ces définitions étant posées, nous allons
démontrer un théorème plus général que celui de M. Weyl (2), relatif
à une suite convergeant en moyenne habituelle (:!), et cela d'une
manière tout à fait identique à celui-ci.

THÉORÈME. — Etant donnée une suite de fonctions fn(sy^dre^£r(a> b)
convergeant en moyenne linéaire dans (a, b), il existe une f onction f (s)
de £(tf, b) vers laquelle une infinité de suites partielles fn (s) contenues
dans la suite donnée convergent uniformément en général. La fonc-
tion f (s) est, à sa détermination sur un ensemble de points de mesure
nulle près, unique et bien déterminée.

Appelons tm la limite supérieure des intégrales

pour
W = «4 + I , /?* -h 2, . . . , H- 00.

( J ) H. WEYL, Mathematische Annalen, t. 67, 1909,
(2) Ibid., p. 243.
(3) C'est-à-dire où l'on remplace dans la formule de la convergence en moyenne

linéaire \fn(s) — fm(s)\ par son carré.



Étant donné que la suite converge en moyenne linéaire, on a

lim e,?, — o.
lit — oo

Par conséquent, il est possible, et cela d'une infinité de manières,
d'extraire de la suite im une série convergente

s ^ - h £« f lH-- . - H - S«p + . • • / / ? ! < / ! , < . . - ii«» « / y — o o \ .
i V /> ~ -* /

Nous allons démontrer que la suite correspondante fn (z) convergp
uniformément en général vers une fonction f(s) qui est encore
de ï (ö , 6).

Soient E'(a, g-) l'ensemble des valeurs de s de l'intervalle (a, b)
pour lesquelles une fonction g(s) de 2(a, 6) est de module supérieur
à un nombre positif a et m[E'(a, g)] sa mesure.

En vertu de la définition de l'intégrale de M. Lebesgue, on a

Soient aussi E(a, g) l'ensemble complémentaire de E'(a, g1) par
rapport à (o, 6) et /n[E(a,g-)J sa mesure.

Sur cet ensemble, on a
I#(*) IS«

et sa mesure vérifiera donc l'inégalité

Cela étant, soient a,, a2, . . . , a/M .. . une suite de nombre positifs
tendant vers zéro et ^ H- o2 -F- . . . + o,, -h . . . une série convergente à
termes positifs.

Déterminons un indice nh' tel que

ce qui est toujours possible, aussi grand que soit h.
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Appelons Ah l'ensemble des valeurs de s9 telles que pour toute
valeur dep>hf on ait

ƒ ( ) ƒ ( ) ^

vXA^ l'ensemble complémentaire de Ah par rapport à (a, b).
Pour déterminer une limite inférieure de la mesure de l'ensemble Ah,

il suffît, puisque
m ( A A ) i = Z» — a — m ( A/A).

de déterminer une limite supérieure de m(A'A).
A cet effet, soit gv,*0') la fonction égale pour chaque valeur de J

au maximum de la suite des valeurs

et que nous écrirons

On a évidemment g7t',A+i(*)^#v,ft(*)- ^ a r conséquent, l'ensem-
ble A'A-(/f des valeurs de s pour lesquelles gft',k(s)>oLh est contenu
dans l'ensemble A l ^ , . Nous allons montrer que l'ensemble formé par
les points contenus dans l'un au moins des ensembles A^pA(A>A') est
précisément l'ensemble A£. En effet, pour unë^vâîeur de .y de A^;/), on
a gh',k(s) > a/i et puisque A^v, est contenu dans Ah,jk,(k

f>k), on a aussi

^•/i',A'(*)>«// avec /f'^/t.

Par suite, la valeur .y fait partie de A^.
Réciproquement, un point de A'/t fait partie évidemment do l'un au

moins des ensembles A'k.tk(k>ti).
D'autre part, on a

\fnAs) -uw \ $ \ /"*'(*) -uw ; + ; ƒ»/*)+/»*(«o :;

par conséquent,

m a x ! /»«(

et, à plus forte raison,

2 | / n V ( j ) —/H A ( .y) 1-4-a|

THESE GriIKA.
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II résulte donc que

^ a

et par conséquent, en vertu de notre remarque de plus haut, on a

m ( A / ' ' ^ ) ^ — / gh' k{$) as S— ^g f lpSQ/ , .

et cela indépendamment de £. 11 résulte que

Cela étant, dans l'ensemble A/i; on a
!ƒ«,,(* ) — ƒ / / , ( * ) ! < 2«A» pourvu que /?, g > A'.

sur l'ensemble B/t, formé des points communs à tous les ensembles A*,,
A/,+ t» A/,+2j • • '9 on aura donc

aussi grand que soit/ > A, pourvu que jo, q>ftf ayant la même
signification par rapport à y, que h! par rapport à /?.

Il résulte donc que la suite fnj(
s) converge uniformément sur B/t.

Or, on a
m ( BA) g 6 — ff — ( â A + 3A+, + . . . )

et, par suite, elle est aussi voisine que Ton veut de b — a, pourvu
que h soit suffisamment grand.

On voit donc que la limite de la sui te/ (J), que nous appellerons/^),
est bien déterminée dans l'intervalle (a , 6), sauf au plus sur un
ensemble de valeurs de s de mesure nulle. On pourrait la définir com-
plètement en convenant de lui attribuer en chaque point de cet
ensemble une valeur déterminée-arbitraire.

II nous reste à démontrer que J(s) est sommable dans l'inter-
valle (a, 6).

En effet, \/n ( j ) | converge aussi uniformément sur Bh vers | / ( J ) |
et, par suite, on a

f \f(s)\ds = iinx f \fnf,(s)\ds.
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La suite fm(s) étant sommable dans (a9 è), on a

f \f»p(s)\f!s£ f \f»M- U(s)\ds+ f \fm(s)\ds

rb

i£m-h / \fm(s)\ds
J a

pourvu que m < np, et par conséquent,

f \ J { s ) \ d s < B t l t + f \ff/l(s)\ds,

ce qui prouve que f (s) est sommable sur BA.
En vertu des propriétés des intégrales de M. Lebesgue, la différence

des mesures
b — ci — w(B^)

tendant vers zéro quand h augmente indéfiniment, la fonction | / ( ^ ) |
sera sommable aussi dans (a, 6) et Ton a

liru fj(s)ds=f f(s)ds.

De plus, en vertu de la convergence uniforme surB7î de la suite fn (s),
on i

f \f(s)-f*FW\ ds = Mm f \f (s)-f (s)\ds

et, par conséquent,

^ f \f(s)-f»p(*)\ds = O.

Or
I

et, par suite,

im f 1lim
7

Nous voyons donc de plus que la suite j\x($) converge en moyenne
linéaire vers f {s).

On remarque que le théorème précédent généralise le théorème de
M. Weyl, puisque ici nous avons supposé que la suite de fonctions fn(s)
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est seulement sommable et convergente en moyenne linéaire, tandis
que M. Weyl suppose que la suite fn(

s) est de carré sommable et con-
vergente en moyenne quadratique.

Toute suite de fonctions de carré sommable convergeant en moyenne
quadratique, converge aussi en moyenne linéaire, mais la réciproque
n'est plus exacte.

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour quune suite
de fonctions fn(s) de 2(tf, b) converge en moyenne linéaire vers une
fonction f {s) de £(#, b), est quelle converge en moyenne linéaire dans
l'intervalle (a, b).

La condition est nécessaire. En effet, cela résulte de l'inégalité

f \Ms)-fm{s)\ds^f \j(s)-fm(syds+fi\j(s)-fn(s)ids

et nous venons de voir qu'elle est aussi suffisante.

9. REMARQUE. — Plus généralement, on pourrait démontrer d'une
manière semblable le théorème suivant : .

Étant donnée une fonction A(*/) continue, croissante et telle que
A(o) — o et si une suite de fonctions fn{$) est telle que

rb

l im / S.\\M*)— }m(s) t\ds = o\

on peut extraire de cette suite une infinité de suites partielles f„ ( J \
qui convergent uniformément en général vers une f onction f {s), unique
à un ensemble de mesure nulle près.

De plus j on a

Jim f A\\J(s)-Jn(s)\\ds = o.
n - « J a

III. — Ensembles 2{C) et

10. DÉFINITIONS. — Appelons 1(C) l'ensemble de toutes les f onctions f
définies dans le domaine fermé D :

i° Sommables le long du contour C ;
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2° Et telles gu '071 ait

r(z) f(x) pour x dans D.
— or o pour ,r dans D'.

lfintégrale étant prise le long de C rfa/i.v le sens positif relativement au
domaine D.

Appelons aussi 2'(C) V ensemble de toutes les f onctions ƒ, ayant même
définition que le précédent, sauf qiCon a remplacé D par Wet D'par D.

En vertu de !a propriété 20, les fonctions de ce dernier ensemble
doivent être nulles à Tinfini.

l i . TRANSFORMATION Z = « — Soient f (2) une fonction deZ(C)

et a un point du domaine ouvert D.

Nous allons montrer que la fonction -—— /'( ^ ) est une fonc-
n C — aJ \K — aJ

tion de 2'(F), F désignant le contour ayant pour équation £ = -—— >
le point z se déplaçant le long du contour C.

Supposons pour plus de simplicité que a = o, ce qui ne restreint
pasJa généraüté.

Par définition, on a

1 C f(z) ( f(x) pour x dans D,
'ir.i Jc s — ,1 / o pour <v dans D'.

Faisons les changements de variables

a a
z=i el r = r

Le sens positif de parcours le long de C relativement à D se trans-
forme dans le sens positif de parcours relativement au domaine A'
limité par F.

Il vient donc

pour £ dans A',

pour l dans A.
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ou encore

2 7TZjr

Y J \ Y

> pour X dans A,

ce qui démontre notre proposition.

De même, on verrait qu'étant donnée une fonction f(z) de2'(C),

la fonction - fi y ) est une fonction de 2(F) (en supposant toujours

que l'origine soit contenue dans le domaine D).

12. PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS DE 2(C) ET DE 2'(G). — En vertu de la
propriété 2°, toute fonction ƒ de 2(C) est holomorphe dans le domaine
ouvert D.

De même, toute fonction / de 2'(C) est holomorphe dans le domaine
ouvert D' et nulle à l'infini.

Dorénavant nous appellerons les domaines D ou D', suivant q u e /
est de 2(C) ou de 2'(C), le domaine d'holomorphisme de la fonction j
et nous le désignerons par H.

En vertu du théorème du paragraphe 6, il résulte que la différence
f{z) — f(cc), oùz est un point du contour G ne faisant pas partie d'un
ensemble de points de mesure nulle et x un point de H situé sur la
normale en z à G, tend vers zéro avec z — x.

Considérons un domaine D d'un seul tenant simplement connexe.
La condition nécessaire et suffisante pour quhine fonciton f1 définie

dans le domaine fermé D, sommable le long de G, soit de 2(G) est
q if elle vérifie les conditions

De même, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonc-
tion f, définie dans le domaine fermé D', sommable le long de G, soit
de 2'(C) est qu'elle vérifie les conditions

f (-!}%*** d* = ° (»=°> Ï» 2---

le point a étant situé dans le domaine ouvert D.
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Soit /une fonction de 2(C). On a par définition

j \ ( i ) = : / -̂  dz ~ o pour x dans D'.

La fonction fs{x) étant holomorphe dans le domaine ouvert D',
on a

la série du second membre étant uniformément convergente à Texte-
rieur d'un cercle y de centre a et contenant complètement le domaine
fermé D. Cette fonction étant identiquement nulle dans le domaine
ouvert Ü', on a bien

/ ƒ(>) (- — a)"dz = o (n = ot i, 2, . . .. H-oo).

Réciproquement, so i t /une fonction vérifiant les conditions de la
première proposition. La fonction

est égale à l'extérieur du cercle y à

et par conséquent elle est holomorphe dans le domaine ouvert D'. Or
elle est nulle identiquement à l'extérieur du cercle y, par conséquent
elle le sera aussi dans le domaine ouvert D'. On a donc

-^—i- dz = o pour ,T dans D',

ce qui démontre la première proposition.
On démontrerait aussi, d'une manière semblable, la seconde pro-

position.

Remarque. —Toute fonction holomorphe dans un domaine ouvert D
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quelconque ei continue dans le domaine fermé, est une fonction
de ï (C) .

En effet, cela résulte du fait que dans ces conditions le théorème de
M. Goursat s'applique.

De même, toute fonction holomorphe dans un domaine ouvert D'
quelconque, continue dans le domaine fermé et nulle k l'infini, est
une fonction de 2'(C).

En effet, il suffît de faire la transformation z = =-^—* a étant un
Ç -a

point du domaine ouvert D.

THÉORÈME. — Toute fonction f de 2(C) ou de £'(C), nulle identique-
ment dans le domaine d'holomorphisme H, est nulle presque partout le
long de C.

Cela résulte du fait que la différence f(z) — f (cv} tend presque
partout vers zéro avec z — ce.

THÉORÈME. — La somme d^un nombre fini de fonctions de 2(C) ou
deIi\C) est respectivement égale à une fonction de S(C) ou de 2 \C) .

La démonstration est immédiate.
Nous allons donner une condition suffisante pour qu'une série

de fonctions de S(C) ou de S'(C) représente une fonction respective-
ment de Ï(C) ou de S'(C).

13. CONVERGENCE EN MOYENNE LINÉAIRE DES SUITES DE FONCTIONS DE 2^C)

ou DE 5'(Cy — Nous dirons qu'une suite de f onctions fn de S^C) ou de
2y(G) converge en moyenne linéaire le long de C si

Jim f\M*)-Mz) | ds = o, ds = \ dz |.

Elle converge en moyenne linéaire vers une fonction ƒ, respectivement
deZ(C)oudeZf(C\si

«m f\f(z) -ƒ„( = ) |./5 = o.

Ces difinitions étant posées, nous allons démontrer le théorème
suivant :
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THÉORÈME. — Étant donnée une suite de Jonctions f n de Ï (C) ou de
Ü'(C) convergeant en moyenne linéaire le long de C, il existe une
infinité de suites partielles fn> contenues dans la suite donnée, qui
convergent uniformément en général le long de G vers une Jonction J
respectivement de I>(Q) ou de ^'(C), unique à un ensemble fie points
de C de mesure nulle près.

De plus, la suite c^^^~ conveige uniformément vers la fonction • " -:
q
 }

dans tout domaine fermé complètement intérieur au domaine d''holomor-
phisme de la suite donnée.

Supposons, pour fixer ies idées, que la suite donnée soit de ~(C).
Cette suite convergeant en moyenne linéaire le long de C, conver-

gera donc aussi en moyenne linéaire dans l'intervalle (o,/)?/désignant
la longueur du contour C. Par conséquent le théorème du paragraphes
s'applique aussi à de telles suites.

Soit ƒ(.«) la fonction de S(o, /) vers laquelle converge uniformément
en général la suite partielle/,, (^).

Posons

u'{s) et i'\s) étant choisies de manière q̂ uc Ton ait partout -^ ^ j
(en supposant bien entendu que le contour C soit formé de plusieurs
courbes simplcsV

Le point x étant à une distance non nulle r, de C, un a

< ~77'

II résulte que z étanl une quantité arbitrairement petite et quel que
soit Y), on a

pourvu que n soit suffisamment grand.
Par conséquent, en excluant du plan le voisinage de la courbe C,

la suite — ' L—77— converse en moyenne linéaire vers la tbne-
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11 résulte que la suite f l . ^ dz converge uniformément dans

cette région vers la fonction f ƒ( s)

D'autre part, on a

*/{ f c> pour v dait^ D'.

En faisant </ = t, on a, pour x- dans D',

La fonction / ( s ) n'étant définie que le long de C, à un ensemble de
mesure nulle près, posons pour x dans D

11 résulte que la fonction /'ainsi définie est de I(C),
II s'ensuit aussi que pour tout nombre tini ou nul qy la suite

converge uniformément vers la fonction (- ̂  *?• dans tout domaine
fermé complètement intérieur aD.

Si la suite fn était de £'(Q» on aurait démontré ce théorème exacte-
ment de la même manière.

I / i . PRODUIT DE DEUX FONCTIONS D E ^ ( C ) o r DE I ' ( G ) , L'UNE ÉTANT HOLO-

MORPHE DAXS UN DOMAINE CONTENANT LE DOMAINE H :

THÉORÈME. — Le produit de deux f onctions f et g,toutes les deux de%(O
ou de £ ' (G) , la jonction g étant de plus holomorphe dans un domaine
contenant le domaine H et son contour, est une fonction respectivement
de Ï (C) OH de r"(Cl '

Supposons, pour fixer les idées, que la fonction ƒ soit de S(C ).
Soient DPun domaine de contour CU de même nombre de tenants et

connexions que D, contenant ce dernier et son contour C, et g une
fonction holomorphe dans le domaine fermé Dc.
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On a

27T7

f{x) pour x dans D.
o pour j ; dans D'.

Soit u un point du domaine ouvert D'e. La fonction g étant holo-
morphe dans le domaine fermé D et par conséquent bornée le long
de C? on a, en vertu de la formule de Cauchy,

w i j ^ x - u Ï T J J { z — . r C ~ C J ^ r / ' X z — t ( * *'

Considérons le premier membre de cette équation. Le point x étant
situé sur Ce, c'est-à-dire dans l)'? en vertu de l'équation de plus haut,
il sera identiquement nul. On a donc, pour u dans D<>,

Cette fonction de u étant holomorphe dans le domaine ouvert D', qui
rontient le domaine D'^ sera donc idcntiquemenl nulle aussi clans JV.

Soit D, un domaine de contour CM de même nombre de tenants et
connexions que le domaine L), complètement intérieur a ce dernier.
Appelons Do le domaine qui reste du domaine I),,, quand on supprime
le domaine D, et soit Q son contour, u étant un point du domaine
ouvert D,, on a

_L f ^11 JL f Ail ffz^ = _L. fns) _L /• £i£i

La fonction ^^h\ étant holomorphe dans le domaine fermé D ,̂ on a

Par conséquent,

vm Jc u — œ2T.ijcz—x ITZIJ^ z — u



~~ 36 —

D'autre part,

= - -L- f} 4^ d* + -L-. f *\? T ^ = ^ •

Par suite, on a encore

à

11 résulte que

é>{ff)f(ff) p o u r w dans D ,

pour H dans D',

ce qui démontre la proposition.
On aurait eu une démonstration tout à fait semblable si l'on avait

supposé que les fonctions ƒ et g étaient de 2'(C), la fonction g étant
supposée de plus holomorphe dans un domaine contenant complè-
tement le domaine fermé D'.

15. COUOLLÀIRE. — «étaiitunpoiritdu domaine ouvertD', la fonction

est encore holomorphe dans Je domaine De, par conséquent, on a

Il résulte que le produit de deux fonctions ƒ et g\ toutes les deux
del,(C) ou de ̂ ' (C), la Jonction g- étant de plus Jtolomoiphe dans un
domaine contenant complètement le domaine H, vérifie la relation

En particulier, si ƒ est une fonction de ~(C), on a

ff(z)ck = o,
Je



et s i / e s t une fonction de S'(C), on a, en supposant que l'origine soit
située dans le domaine D,

J6 . DÉCOMPOSITION DES FONCTIONS DE 2 ( C ) ET DE I ' ( C ) RELATIVEMENT

A DES DOMAINES DE PLUSIEURS TENANTS \ CONNEXION MULTIPLE :

THÉORÈME. — Étant donné un domaine I) d'un seul tenant, limité par le
contour G, composé des courbes rectifia bles fermées simples GM, C,2, • • • >
Ct/n Cff;C,„ désignant un contour intérieur au contour Ce; joi/re fonc-
tion f de H(C) <?j£ ̂ flfe r/«/i^ fe domaine fermé D ri /a somme de p fonc-
tions f liU de I '(C, j n) et d'une fonction fe de 2 (C e ) :

Toute f onction f de U (JZ) est égale dans le domaine fermé D,j/O limité
par le contour C, „, à //;?<* fonction f, n de Z(C, «) ^/ rA/7?.s /<? domaine
fermé D'eî limité par le contour Ge? /̂ une fonction fe de ^ ' ( C ^ .

Pour démontrer ce théorème, nous allons commencer par démontrer
le lemme suivant :

Étant données une fonction V(z) sojnmable le long d^im contour ircti-
fjable fermé G et les fonctions ƒ»(#) et fs (37) définies^ par les égalités

1 f ^iz) \ fa(r) P0ltr x dansT).
fir.fjtz — r 1 — ƒj f y ) pour x flans D'.

/̂ la fonction f0(x) est de 1(G), la fonction f ^(x) est de ?i\C) et réci-
proquement.

Nous entendons dire que la fonction J0(JC) est de 1(C) si, quand a?
tend vers un point r de G, j\(x) tend presque partout vers une fonc-
tion fjz) sommable le long de G et telle que l'on ait

J__ r /0(r fh_\ . / / ^ pour i «Luis D.
>~ij{ z r ' o poui ./ dans D'.

Supposons que la fonrlion / 0 ( a^ soit de S( C). On aura
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et par conséquent, en vertu du théorème du paragraphe 6, on a
presque pour tout points de C et suivant la normale

IUn ƒ , ' . / • , = F z - ƒ , z .

Par suite
1 f t\iz) \ ° pour ,v dans 1),

'><nijc Z ~— x ( / j f . r ) pour v dans D',

l'intégrale étant prise cette fois-ci, le long de G, dans le sens négatif
relativement au domaine D.

La proposition est donc démontrée. La réciproque se démontre
exactement de la même manière.

Gela étant, considérons pour plus de simplicité un domaine D d'un
seul tenant doublement connexe, c'est-à-dire limité par deux courbes
fermées simples G,- et Ce.

Soient D, le domaine à distance finie, limité par la courbe GM

et D̂  son domaine complémentaire par rapport au plan, le contour G,
étant exclu. Soient aussi Dr le domaine à distance finie, limité par la
courbe Ge, et D̂  son domaine complémentaire par rapport au plan,
le contour Ce étant exclu.

Le domaine D sera la partie commune des domaines D', et Dr et lo
domaine D' sera formé des deux domaines D, et D[,.

On a par définition

t* /(c.) | ƒ( r'» pour.* dans D,
_, __ £f ,̂ ___ <

' — 'r ( o pour ,r dans D . •

Or

rinfégrale le long de (], étant prise dans le sens négatif relativement au
domaine D,.

Posons
, __( ™./MI(^'; pour tr dans D,.

* .// ! 'J' pour r dans D).

f ZJ t \ /*''" 'r ' pour .r dans

z ./''*"/ —.feA(uA pt)ür ./• dans



De la relation (2), il résulte que Ton a? pour x dans D/?

— / i j O -H / , „( /) 220,

pour a1 clans D ^
Jt,(i) - / , , ( / ~ o

et pour j ' dans D,
. / , , ( ' ) + /, „ f / - / ( / )

La fonction/,, (,(^r) étant holomorphe dans le domaine De, il résulte
que la fonction fx ^(x) sera holomorphe aussi le long de G, et par con-
séquent elle est de S( C( ).

On a

IT.l JK Z ~ Z

— f i q i z ) \ o pour * dans T)u

ft \(t) p o i l i ^ dans DJ.

En vertu du lemme précédent, il résulte donc que la fonction ƒ, 1 est
dt-rio.

De même, la fonction /, i(.r) étant holomorphe dans le domaine D],
tt résulte que la fonction j e \x) est holomorphe aussi le long de Ce et
puisqu'elle est nulle à l'infini, elle est de 2'(Ce).

On a

^ _ ^ _ _ § „—_~̂  _—__—.=__ (j ^

> r / J{ z - ̂
I T ƒ ( £ ) -/,,{£) , _ [ liai*) P O m / t l a i l ^ D o

27:1 J z — t ~ j o p o i n J: d a n > D é .

En vertu du lemme précédent, il résulte donc que la fonction/^ n(V)
est de Z{ G).

La première partie du théorème est donc démontrée, pour le
domaine envisagé.

Pour un domaine d'un seul tenant à connexion multiple d'ordre
supérieur à 2, on démontrerait cette proposition exactement de la
même manière.

Démontrons la seconde partie du théorème. Pour cela, considérons
toujours le domaine doublement connexe précédemment envisagé.
Soit/une fonction de £'(C).
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On a par définition
i r f[z \ o pour j' dans D.

— • — , / ™ ftïz ~~~"
'ÏTJ JK z — ,r \ /'',/') pour .r dans D7.

De cette relation il résulte que l'on a? pour,r dans!),,

pour .2* dans D,
Â. (•'•)-+-ƒ,>„ (./) — <>,

et pour x dans D^,

La fonction /,-,„(#) étant liolomorphe dans le domaine D,, il résulte
que la fonction / , ,(,r) est holomorphe aussi le long de C, et puisqu'elle
est nulle à l'infini, elle est de - ' (C, ).

On»a donc, pour .r dans D,,

.—- I •__ — —

D'autre part, le long ck- C,, on :i

par conséquent, pour a? dans ty, on a

Tl résulte donc, en vertu du théorème du paragraphe i2, que la
fonction/, , est nulle presque partout le long de C,. Comme elle est
holomorphe le long de Cf, elle sera donc nulle identiquement le long
de cette courbe.

11 s'ensuit que la fonction j \ , 0(a?) est identiquement nulle dans le
domaine ouvert D(, et par conséquent la fonction / ,(,0?) sera aussi
identiquement nulle dans le domaine ouvert D,.

En vertu du lemme précédent, il résulte que la fonction fe>] (ce) est
de ! ' (C,) et que la fonction f\ 0(j?) est de 2( C,).

On a donc bien pour .r dans le domaine fermé Dn

et pour x dans le domaine fermé D[,,
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ce qui démonire la seconde partie du théorème pour Je eas envisagé.
On le démontrerait exactement de la même manière pour le cas d'un

domaine d'un seul tenant à connexion d'ordre supérieur à 2.

THÉOBÈME. — Etant donné un domaine D' (run seul tenant, limité par
le contour G composé des courbes recti fiables fermées simples G,, C2, . . .,
Cf); toute fonction f de Z'(G) est égale, dans le domaine fermé J)', à la
somme de p f onctions fn de Z'(C?lY

Toute jonction f de Z(G) est égale, dans chaque domaine 1),, limité
par le contour C,,, ri //«f fonction de 2(G„).

Ce théorème se démontre exactement comme le précédent.

THÉORÈME. — Etant donnés un domaine I) de p tenants T,, TJ? . . ., T,,,
simplement ou multiplement connexe, respectivement de contours G,,
C2? , . •, Cj/n et D' son domaine complémentaire par rapport au plan {le
contour G étant exclu) de q tenants T',, T!)? . . ., T^ respectivement de
contours G',, G',, . . ., C' ; toute f onction f de - ( G ) r.y/ égale, dans chaque
domaine fermé T„, à une fonction de X(G„).

Toute fonction f de —'( G) r.v/ égale, dans le domaine fermé Tnn à une
fonction de Ü'(C^) o// r/r Ï(G)H). suivant qui Je domaine Tm contient ou
mm l'infiuL-

On démontre ce théorème d'une manière tout à fait semblable au
premier théorème de ce paragraphe.

CHAPITRE IL
FONCTIONS DE CAHRÊ SOMMABLE LE LONG DES CONTOURS

[)K LEURS DOMAINES D'HOLOMORPHISAIE.

I. — Fonctions de carré sommable et rappel de quelques théorèmes.

17. DÉFINITIONS. — Nous dirons qu'une fonction f (s) =p(s)-+- ùf(s).
de la variable réelle s, est de carré sommable dans C intervalle (a, 6), si les

THbSE GHIKA,



— te —

f onctions p*— q2 et pq sont sommables dans cet intervalle. On a, en effet,

Nous allons démontrer que les fonctions p(s) et r/(s) sont de carré
sommable dans (#, è).

En effet, nous avons vu que si une fonction est sommable, son
module l'est aussi, par conséquent |/(.v)|a est sommable. Or, on a

f (s) 2 = / j 5 - W / j .

La somme ou la différence de deux fonctions sommables est encore
sommable, II s'ensuit donc que les fonctions

sont sommables.
Réciproquement, si p et q sont de carré sommable, la fonction

f (s) =p H- ù/ est de carré sommable.
En effet/)2 — y2 est évidemment sommable et, en vertu de l'inégalité

de Schwarz, on a

ƒ pq dA < I v' th\ (rrh-

Nous appellerons Ll{ a, b) Vensemble de toutes les fonctions
J'(s ) — p[ s ) hiq(s),

de carré sommable dans Vintervalle (a, 6).
De même, nous appellerons ro Vensemble de toutes les suites dénom-

brables
tfu- ft \. t t ^ . . . , tftl< . . .

de nond)res réels ou complexes, tels que la série

soit convergente.
Cnefonction de iï{ a9 />) étant aussi sommable dans l'intervalle (Û, b),

Tensemble Dca, b) est contenu dans l'ensemble 2( a, b).
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18. SYSTÈMES ORTHOGONAUX ET FORMAI\. — Un système de fonctions
?oCO> ? I ( J ) J • • • > ?«(*)> . . . de ö ( a , 6) est dit orthogonal et normal,
lorsqu'il vérilîe les conditions

o // -7± m t.

om(s) désignant la quantité imaginaire conjuguée de oit,(s). Remar-

quons, en passant, que om($) fait partie aussi de Q(a, b).
Le système orthogonal et normal est complet ou fermé, s'il n'existe

aucune fonction ^(s) étrangère au système, telle que Ton ait simul-
tanément

ƒ •! ( s l'i/ ( s ) ^/ç = i tli I f^ ( ç ) (prt ( ç ) f/s — o

quoi que soit /? = o, T, 2, -1- ce.

19. lNKu\LTTh DI; Sru\vAR7. — Soient deux fonctions réelles f {s)
et g(s} appartenant h Tensemhle ù{a. b), X étant un nombre réel
quelconque, on a? évidemment,

t s ) 7 AM

Le développement de cettf intégrale est un Irinomedu second degré
en À, non négatif. Or, le coefficient de A2 est positif; par conséquent
son discriminant est négatif ou nul.

On a donc

qu'on appelle l'inégalité de îM'lrs\arz.
Cette inégalité s'étend immédiatement aussi aux fonctions com-

plexes de il( a9 b ).
En efiet, ƒ( s ) ei g(* ) étant *)enx fonctions quelconques de Q( ti% h),

on a
.A „b

/{ S JAM A') ' A .



En appliquant l'inégalité précédente auxdeux fonctions réelles|/(,y)|

et ; il vient

J J a J a

et par conséquent elle est générale.

C2ü. INÉGALITÉ DE JÎESSKL. — Soient une fonction /(s) de ù(a, b) et
les quantités

*- a

que Ton appelle les « coefficients de Fourier » de la fonction ƒ(s) , par
rapport au système cp,((,y). De l'identité

: A "

<*s=f \f(s) 2 -2 l /«^

on déduit

qui montre que la suite fn fait partie de l'ensemble <o.

21. CONVERGENCE EX MOYENNE. — Une suite de fonctions fn(
s)

de Q(a, b) converge en moyenne (quadratique)dans Vintervalle (fl, b)si

Elle converge en moyenne vers une fonction f (s) de Q(a, b) si

Uni / \f{s) — fn(s)*<ls = o.



Théorème de M. Weyl(*). — M. Weyl a démontré son théorème
relativement aux fonctions réelles de ii(a, b). Nous allons montrer
qu'il s'étend immédiatement aussi auxfonctioiis complexes de Q(«,b).
Pour la démonstration, nous utiliserons notre théorème général du
paragraphe 12.

THEORÈAII,. — Étant donnée une suite /«(*) de fonctions de £}(#, 6)
convergeant en moyenne, il existe une fonction f (s) de ùÇa, b\ vers
laquelle une certaine suite partielle J"n (V) contenue dans la suite donnée
converge uniformément en général. La fonction f{$) est, à sa détermi-
nation sur un ensemble de points de mesure nulle près, unique et bien
déterminée.

La suite /„(.y) convergeant en moyenne quadratique converge aussi
en moyenne linéaire, puisque

\ f J', *; Jmtsi ds\ < ; / , -„ , /" ,ƒ„(*;

Par conséquent, il existe une fonction j\s) sommable vers laquelle
une certaine suite partielle fnj(

s^ contenue dans la suite donnée con-
verge uniformément en général.

Tl nous reste à démontrer que ta fonction est de carré ^orrraraWer
A cet effet, utilisons les mêmes notations qu'au paragraphe 4*2.

La suite fni(
s) convergeant uniformément sur B/( vers ƒ(•*')> il résulte

que la suite !ƒ„,(*) I" converge aussi uniformément sur Bh vers
Cette dernière suite étant sommable dans (//, b), on a

D'autre part, on a

f„{,s)r-l/s,,flrlll(.s'

[ ) Loc. cit.
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pourvu que m < np. Il vient donc

f f(sj - ds < 2*;/I-i- •? / ƒ,„ s; * ris.

ce qui prouve que /(s) est de carré somrnable dans ( a9 h) et l'on a

r r»
\lU) j [J 6t\

2 d s = j I I Aj \ ' r / s .

De plus, en vertu de la convergence uniforme de la suite /„ (s)
sur B/,, on a aussi

et, par conséquent,

Uni / , ƒ ( * ) — y / ( ( 5 ) ^ = 0
/i = » c/r(

D'autre part, on a

et, par suite,

iim (

11 résulte donc que fn{s) converge en moyenne ven j\s).

i 2 . THÉORÈME DE M. FISCHER ET M. RIESZ (h). — Du théorème précé-
dent, il résulte une démonstration simple d'un théorème fort impor-
tant de M. Fischer et M. Riesz.

Étant donnée une suite fn appartenant à <o, la suite

j n S ) =

où <Pt(<y) représente un système orthogonal et normal dans (0, b)> con-

( i ) E. FibCHKR, Comptes tendus, t. 144, 1907. p. 10^2 — F. UJ*>/ ; Ibid., p. 6i5.
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verge en moyenne. En effet,

i>

liui I J'n s —j'm\S mlcfs= Km V | ( A r = o (m<in).

D'après le théorème de 31. Weyl, elle définit donc une fonction ƒ(•>)
de ü(a , b) vers laquelle une infinité de suites partielles convergent uni-
formément en général.

De plus, de l'inégalité

il résulte que

/ ƒ( s ) o^{7) ds = lira / fn(s)^Jjjds=fw.

On trouve de même

11 résulte, en particulier, que si (fi(s) est fermé, à toute suite j n de co
correspond une et une seule fonction de £2(<7» b\ déterminée à un
ensemble de valeurs de mesure nulle près et possédant fn comme coeffi-
cients de Fo urier relatif s à cprt(,y).

Pour ce système on a? quelle que soit /(.s) de îï(a9 6),

rb

/ fi^^ds

Kemarquons que la suite

OÙ
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converge aussi en moyenne et de plus toujours vers /(.y), car on a

Pour un système fermé, ou a donc aussi

Rappelons aussi la formule de M. Riesz : f (s) et g(s) étant des
fonctions de Ll{a, b) et yt(s) un système orthogonal et normal com-
plet, on a

La suite /n(.v) de Q(a, h) convergeant en moyenne, nous savons
qu'elle converge en moyenne vers une fonction J\s) de Q(a, b), vers
laquelle converge uniformément en général une certaine suite par-
tielle fn (.v). Nous exprimerons cela par le symbole rsj d'équivalence,
emprunté à x)L Hurwitz ( ' ) et nous écrirons

J'(s)r\j]hnj'tl(.s).

23. OPÉRATIONS SUR LES ÉQUIVALENCES, — Nous allons démontrer rapi-
dement la possibilité défaire certaines opérations sur les équivalences.

THÉORÈME. — Les équivalences peuvent être additionnées et multipliées
membre à membre par une Jonction de Q{a, b).

La démonstration est immédiate.

THÉORÈME. —Si /'on a J\s)r>ulimfn(s), on a aussi

I f [s) du — lim / / {s/ ds vrf '_ s <fr),

la limite ayant lieu uniformément, cesl-a-dire indépendamment de s
dans (a, b).

( x ) H Ü R W I T Z J Annales de r Ecole Normale ? L. I'). njoa, ]>.



En effet, cela résulte de l'inégalité de Schwarz. On a aussi plus
généralement

l f ( s ) # ( s î d s = \im I fn %\g\$ ch.

g(s) étant une fonction de ù(at b) et cela pour la même raison.

THÉORÈME. — Étant données deux suites de fonctions ƒ„(*) et gn(s) de
Q(a, b) convergeant en moyenne quadi%atique respectivement vers f {s} et
g{s), la suite fn(s)gn(s) converge en moyenne linéaire vers f(s)g(s).

En effet on a

rb
[n— Xf(Sjg s) — tn Sjg»'Sj US

s/ \f's)g{s)-fnWg(rt\ds+ \f,l(s,g!si~fn(s)gn(s)\ds1
* a * a

et en appliquant l'inégalité de Schwarz, il vient

1«S / } s - t„ s ' A / g{s)\
J a J a

b „A

' a

Or ƒ \fn(s)\'2ds est bornéequel que soit n, par conséquent ln peut
J a

être rendu arbitrairement petit, ce qui démontre le théorème.

IL - Ensembles Û(C) et Û'(C;.

24. DÉFINITIONS. — Toute fonction de carré sommable étant aussi
sommable, appelons Û(Q ) l'ensemble de toutes les f onctions de 2(C) qui
sont de carré sommable le long de C et ùf(G) l'ensemble de toutes les
fonctions de S'(C) qui sont de carré sommable le long de C.

25. CONVERGENCE EN MOYENNE DES SUITES DE FONCTIONS DE 12(̂ C) ET DE

Û'(C). — Remarquons immédiatement qu'une fonction de Û(C) ou de
Q'(C), étant respectivement de 2(C) ou de 2'(^)> ne peut être nulle

THESE OHIkA



identiquement daas son domaine d'holomorpliisme, sans qu'elle le soit
presque partout le long de C.

Nous dirons qu'tt?u' suite de fonctions fn{z) converge en moyenne le
long de C si

Iule converge en moyenne vers une fonction f{z) respectivement de
Li(C)ouded'(C)si

Soit fn une suite de fonctions de Û(C) ou de Ü'(G) convergeant en
moyenne le long de C. Cette suite converge évidemment aussi en
moyenne linéaire lo long de C et par suite on peut lui appliquer le
théorème du paragraphe K>.

Soit ƒ la fonction respectivement de -(G) ou de 2'(C) vers laquelle
converge uniformément en général une certaine suite partielle fnr

D'autre part, d'après le théorème de M. Weyl la suite/n étant en parti-
culier aussi de Q{o, l) convergera en moyenne vers une certaine
fonction F de Ï2(o, /), vers laquelle converge uniformément en général
la suite partielle ƒ„ . Par conséquent, le long de C, on a presque partout

F(*) =ƒ(-)•

II résulte donc que la fonction ƒ est de Q(G) ou de Q'( G), suivant
l'ensemble auquel appartient la suite donnée.

Nous pouvons donc énoncer le théorème semblable suivant :

Étant donnée une suite de fonctions fn de Ù{C) ou de Ll\C) con-
vergeant en moyenne {quadratique} le long de G, il existe une infinité
de suites partielles /„ contenues dans la suite donnée•, qui convergent
uniformément en général le long de G vers une f onction f respectivement
de Ù(C) ou de îi'(O), unique à un ensemble de points de C de mesure nulle

près. De plus, la suite —j~— converge uniformément vers la fonction

V ^ dans tout domaine fermé complètement intérieur au domaine
dxff J Â

d'holomorphismc de la suite donnée.



*2G. PRODUIT DE DEUK FONCTIONS DK Ü ( C ) OU DE Ü ' ( C ) , L'UNE ÉTANT HOLO-

MORPHE DANS UN DOMAINE CONTENANT LE DOMAINE II. — L e s t h é o r è m e s d u

paragraphe 14 s'appliquent aussi évidemment aux fonctions des en-
sembles Q(C) etQ'(G)-

Le produit d'une fonction bornée par une fonction de carré som-
mable étant encore une fonction de carré sommai)]*1,, il résulte le
théorème semblable suivant :

Le produit de deux fonctions f et g% toutes les deux de ù(G) ou de
fï'(C), la J'onction g étant de plus holontorphe dans un domaine contenant
le domaine H et son contour, est une fonction respectivement de (2(G ) ou
de Q'(G).

27. DÉCOMPOSITION DES FONCTIONS DE Î2(G) ET DE i i ' ( ^ ) KEÏATIVEMEXT A

DES DOMAINES DE PLUSIEURS TENANTS MULTIPLEMENT CONNEXES. - L e l e m i i i e d u

paragraphe 1(3 est encore valable quand on remplace l'ensemble 2(C)
par l'ensemble ü( G) et l'ensemble «'(C) par l'ensemble O'(CV

II résulte que les trois théorèmes du paragraphe 16 sont encore
valables quand on remplace l'ensemble 1 par C ensemble Q et Ven-
semble "ÏJ par Censé table il''.

CHAPITRE III.
SYSTÈMES ORTHOGONAUX DE PONCTIONS DE û(C) ET DE û ' (C) .

I. — Systèmes fondamentaux.

28 . SYSTÈMES ORTHOGONAUX ET NORMAUX. — On système de fonc-
tions ©o, çpc . . . , ?,i» . . . de ü ( ( ] ) ou de Q ' (C) faisant par t ie aussi de
l 'ensemble de fonctions £ ï (o , / ) , / étant la longueur du contour C,
nous dirons quV/ est orthogonal et normal le long de Ĉ  si Von a

(

pour n ?é m,



ce que nous écrirons encore

/ y« ^ -'M - , / - " - — , ,
J(, * ' o pour n jé. m.

avec

et Qtt\z) désignant la quantité imaginaire conjuguée de
La fonction ƒ étant de Q{ C ) ou de fl'(C), la suite

U / . fn
OÙ

sera de w, c'est-k-dire la série

sera convergente.
l?i système <p/,(<s) orthogonal et normal de f onctions de £2(C) o« toutes

de £2'(C) ^^ fermé ou complet, respectivement par rapport à ^ensemble
des fonctions de £2(C) ou de iï\(])9 s"* il n existe aucune f onction A(^)
étrangère au systèîtie respectivement de £2(0) ou de Q'(C)f telle que Von
a it s im a h a n èm ent

i 7. ( Z ) On ( v X ds rr= O tv tl = o . I . '2 -+- 5O ^

ƒ
La suite

converge en moyenne le long de C. Par conséquent, en vertu du théo-
rème sur la convergence en moyenne, elle converge en moyenne le
long de C vers une fonction F^s) appartenant au même ensemble que
la suite précédente.



En particulier, si le système on(z) est fermé, on a presque partout
le long de C

FU) =ƒ(*).

Le point s étant situé sur G, on peut écrire

Pour un point a; du domaine ouvert H, on a

la série convergeant uniformément dans tout domaine fermé complè-
tement intérieur à H.

De même, nous dirons qu'*//i système ©„(-) orthogonal et normal de
fonctions de 12(C) ou toutes de D^C) est fermé ou complet, respective-
ment par rapport à l'ensemble des f onctions de Q'(C) ou de Q(C), .vV/
TCexiste aucune fonction A (s) respectivement de Qf (C) o/f ^e

/'on fl« simultanément

.{ Z ) O n i Z ) ( l z = Q ( /*—<), I, 2 + 0 0 )

/ ' ) . ( 3 ) (
 1 ((S = I .

II résulte qu'étant donné un système on(z) orthogonal et normal de
fonctions de £2'(C) fermé par rapport à l'ensemble Q(C), toute fonc-
tion f (s) de Û(C) est développable en série de fonctions <p,,(̂ ) / / ( - )
convergente en moyenne.

En posant

on aura le long de C

On aurait eu la même proposition, si le système yn(z) était de _̂x v y ,
fermé par rapport à l'ensemble fl'(C) et la fonction f (s) de Ii ' (C).
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29. SYSTÈMES BIORTHOGONAUX ET NORMAI'X. — Étant données deux suites

de f onctions

/e fi (G) ou e/e Î2'(C), /'o//î> dirons qu'elles forment un
système biorthogonal et normal si Von a

/
L i pour n = m.

t o pour /t /- /tt ).

Si les suites précédentes sont d7ense//ibles différents, nous dirons
encore q vJ elles form en t u n système biorthogon a I et norm a I si Von a

/'* i i nour // = ///.
/ \HKz)^m\z)dz—\

,\ ' f o pour n /-. m.

30. ORTHOGONALÏSÀTJON. — Nous allons appliquer à une suite de
fonctions de O(Cj ou de ii '(C) le procédé, bien connu, d'orthogonalt-
sation.

THÉORÈME. — Etant donnée une suite de fondions dcil(C) ou de iï ({])

non identiquement nulles

en nombre fini ou non, on peut toujou/s orthogonaliser ce système,
c est-à-dire trouver un système de Jonctions

O u { Z ) . O , ( C ) O „ ( Z)< . . .

respectwemeyit de ii^G ) ou de £2'(G), (jui soit orthogonal et normal et tel
que toute combinaison linéaire des fonctions /',t(^) soit une combinaison
des f onctions o r t(^) et inversement.

En efîet? supprimons de la suite des fonctions ƒ«(*) celles qui sont
une combinaison linéaire des précédentes. Aous serons ainsi ramenés
au cas où les fonctions /„(a?) sont linéairement indépendantes, quand
on considère un nombre fini quelconque.

Supposons qu'on puisse trouver p combinaisons linéaires, <po(^)j
? i ( - ) , . . . , ? , _ , (*) ; des fonctions .M-) ,ƒ*(« , ) , . . . » ƒ/,<-•(*);



soient orthogonales et normales entre elles. Nous allons montrer que
si cette proposition est vraie pourp, elle sera vraie pourp -h i.

En effet, soit

La fonction ^(-s) est évidemment une combinaison desfonctions/*0(/),
/ j (s), . . . , fp(z). Elle sera orthogonale aux fonctions oQ(z),
cp, (;?), . . ., cp,̂ , (^) si l'on a

Jti "̂  ''' ~"r// /'+'J^ J/A-; vv ^ ^ — ° —

Par conséquent,

. r , "^ f _ . 1

La quantité entre crochets ne peut être identiquement nulle sans quoi
fp{z) serait une combinaison linéaire de cpo(^), . . ., cp,, ,(^) et par
suite de/„(s) , . . .,ƒ,,„, (^), ce qui serait contraire à l'hypothèse. Par
conséquent, on pourra toujours choisir cp de façon que la fonc-
tion YV(̂ V) soit normale.

La proposition étant vraie pour ƒ> = i, elle sera par suite générale.
i e 4h^miè4ü^^es4^ali)rs^d4nij0iiliïé^car leüJ'uiiclJ ons o r th ogo n al c s et nor-
males Ço(^)j ? i ( ^ \ •••? ^/Ï(^)J ••• sont nécessairement indépen-
dantes et non seulement elles sont bien des combinaisons linéaires
des fonctions/«(^), mais les fonctions ƒ„(-) sont aussi des combinai-
sons des fonctions ®n(s). De plus, on voit que si les fonctions /„{s)
sont linéairement indépendantes, le nombre des fonctions cp,/-) sera
égal à celui des fonctions ƒ«(-); en particulier, s'il y a une infinité de
fonctions /„(-s), il y a aussi une infinité de fonctions <?„(,-).

En supposant toujours les fonctions /„{*•) linéairement indépen-
dantes, on aura, pour déterminer les fonctions cp,,(^)j les systèmes
d'équations suivants :



ainsi que

où l'on a posé

D'après le second système d'équations, on voit qu'il subsiste une
indétermination de signe, puisque (fp<fq) n'est donné que par son
carré. Nous prendrons, par exemple, la détermination positive du
radical.

Remarquons aussi qu'en intervertissant Tordre de quelques fonc-
tions f„(z), le système orthogonal et normal 9«(s) change de forme.

31. SUITES FERMÉES. — Nous dirons ([uune suite de fonctions est fer-
mée ou complète si le système quon déduit par orthogonalisation est
fermé.

Considérons une suite de fonctions de il{C) ou de Q'(C) fermée
respectivement par rapport aux fonctions de O'(C) ou de Û(C). Dans
ces conditions, il n'existe aucune fonction X(^), respectivement
de Q'(C) ou de O(C), telle que Ton ait simultanément

(i J / /( z )fn(z )dz = o {ft = o} r. 'i -h ooj
Je

avec

( 2 ) / | Î . ( 5 ) | V , V = J.
Je

En effet, supposons qu'il en existerait une. Supprimons de la suite
donnée toutes les fonctions qui sont une combinaison linéaire
précédentes et appelons fnt(z) la suite qui en est restée. On a

Jn/ $ * =



— Ti —

et, par suite, on doit avoir

X )\z)of){z)dzz=zo [p = o. ] . v, . . . , -4-00).

ce qui est impossible eu même temps que la relation (2).
Réciproquement, s'il n'existe aucune fonction A(^) respectivement

de (i'(C)ou de 0(C), telle que l'on ait simultanément les relations( 1)
et (2), le système <pn(z) est fermé.

En effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver une fonc-
tion ^(*) respectivement de Û'(C) ou de Ü(C) telle que Ton ait

/
l ( z ) o n { z ) d z - o ( / t - o . 1 , 2 , . . . , + 0 0 )

avec

f \
Or, puisque les fonctions fn(z) sont des combinaisons linéaires des

fonctions o/}(z), on aurait aussi

ce qui ne peut avoir Tîeu en même temps que 1a retatioir(^).
Par conséquent, la condition nécessaire et sufJis ante pour qu une suite

de fonctions fn(
z) de ÎÎ(C) ou de Ü\C) soit fermée, respectivement par

rapport aux fonctions de ù} (C) ou de !2(C), r^ qt fil n'existe aucune
fonction ^(^) , respectivement de Ll\C) ou de Q(C), ^//^ 9//̂  /'on «^
simultanément

j / ( v )ƒ„( ; ) ^ ~ o ( / < = ( ) , T, >.. . . . , -f» oc )

32. RECHERCHE DE snrEs FERMÉES SIMPLES. — Nous allons chercher
des suites de fonctions simples fermées, qui nous permettront de
trouver, par le procédé d'orthogonalisation, dos systèmes orthogonaux
et normaux complets.

t ru SF (IIIIKA
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Domaine d'un seul tenant simplement connexe. — Soient D un
domaine limité par la courbe rectifîable fermée simple G et a un point
intérieur à ce domaine.

Considérons la suite de fonctions

qui fait évidemment partie de Q(C).
Remarquons tout de suite qu'un nombre lini quelconque de ces

fonctions sont linéairement indépendantes.
.Nous allons montrer que cette suite est fermée par rapport aux

fonctions de I2'(C).
En ofïet, soit A une fonction quelconque de ii'(C) et supposons que

Ton ait
I A(z){z — a)ndz = <> ( // = o, i , 2 H- oo).

En posant

• / • i l — ^ — ! = > • ( - ]

les relations précédentes deviennent

r/»)M(o)
' ^ = o (n = o, i. 2, . . , -i-oo)

Par conséquent, la fonction A est nulle identiquement à l'extérieur
d'un cercle de centre a et contenant le domaine D.

[1 s'ensuit qu'elle est identiquement nulle dans son domaine d'ho-
lomorphisme D'. La fonction A étant de Q'(C), on a, pour a: dans I)
ou dans D;,

—— (lz =z O.

En vertu du théorème du paragraphe 6, il résulte que la fonction A
doit être nulle presque partout le long de C. On a donc

ce qui démontre la proposition.



De même, considérons la suite de fonctions

z -a {z- - a y-

qui fait partie de Ü'(C).
Remarquons qu'un nombre fini quelconque de ces fonctions sont

linéairement indépendantes.
Nous allons montrer que cette suite est fermée par rapport aux

fonctions de Q(C).
En effet, soit A une fonction quelconque de Q(C) et supposons que

Pon ait

c'est-à-dire
'Pli") t ,

{hn =0 {n = o. J, '> H- GO).

11 résulte que la fonction À est nulle identiquement à l'intérieur
d'un cercle de centre a complètement intérieur à C. Elle est donc
identiquement nulle dans son domaine d'holomorphisme D. La fonc-
tion A étant de il'(C) on a, pour a- dans D ou dans D',

et, par conséquent,

ce qui démontre la proposition.

Domaine (lun seul tenant multiplement connexe. — Considérons un
domaine D d'un seul tenant à connexion d'ordre/>. Son contour C sera
donc formé de p courbes fermées simples C,, CU, . . . , C,,. Appelons Cp

la courbe qui contient à son intérieur les courbes1 C,, C3, . . . , Gp_,.
Cherchons une suite de fonctions ƒ„ de Q(C) qui soit fermée par

rapport aux fonctions de Ü\C ).
Pour cola cherchons s'il est possible de trouver une suite, telle que

les conditions

f
Je

l{z)ftl(z)(lz = O ( « = 0 , I, 2, . . . . +00) ,
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étant une fonction quelconque de fl(C), entraînent la condition

! — r/z = o pour JJ dans D.

Soient f,/t)fl(m <^p ) une suite de fonctions de f2'(CffI) fermée par
rapport aux fonctions de Q(Cm)et ffJ n une suite de fonctions deQ(Cp)
fermée par rapport aux fonctions de Qf(Gp).

Nous avons vu précédemment qu'on pouvait former de pareilles
suites.

Considérons la suite

(n = o . i, •?. , . .. + oc;.

Nous allons montrer que cette suite est fermée par rapport aux fonc-
tions de Û'(C). En effet, soit X une fonction quelconque de QT(C) et
supposons que l'on ait

/ l(z)fn(z)fh = o O = o} J, oti . . ., +00;,

On a

/ l{z)fpn+r^1[Z)ch
Jc

= f X(-) ƒ,,„( 3jrfc+. . . + ƒ r{z)frtn?z)ftz-+-. . .-4- f lfz)frtn( z)ftz = O
^ < i *7*v »Ay

( / i = o , T . 'j H - 0 0 ; / • = 1. ->. / > ) .

Or le long de C„,, X ( J ) est égale à une fonction de Q{Cm) ou
de U'(C,„), suivant que /// <ip ou que ni = p.

La fonction ƒ, /( est holomorphe dans les domaines fermés DM

D2j . . .? I), 1, 1)/ i9 . . . , f)̂  et nulle à l'infini dans ce dernier (>'<ƒ>)•
Par conséquent, en vertu du corollaire du paragraphe 15, les

relations précédentes se réduisent aux relations



Ma vertu du choix des fonctions ƒ,.„, ces relations sont équivalentes
aux relations

ƒ y j -"

__ * l (Iz = o P o u r x <Jans 1̂ /
1 ( - - - V

' I' = T , ll f) - 1

et à la relation

ƒ / ( z)
—-r/:; —o pour r dans D^.

On a donc
/ „ '1Z-L dz z=i o pour JÛ dans D '

et, par conséquent,

ce qui démontre la proposition.
Cherchons maintenant une suite de fonctions Jn de Q'(C) qui soit

fermée par rapport aux fonctions de Q^CV
La fonction fn sera égale le long de G„, à une fonction ftllttl de ü(^Cm)

ou de (^(C^,) suivant que m <^p ou que in =jo.
Cela étant, soient J\,m,?i (M *Cp) u n e suite de fonctions de Q(C,„)

fermée par rapport aux fonctions de fl'(Cm) et flif)in une suite de
fonctions de Q'(^P) fermée par rapport aux fonctions de fi^Cp).

Considérons ia suite fn définie par les équations suivantes :

J\,pn ^ , / I , I , » J J2jm ^ O. • • • ) J p,/Jfi z==: & '

/l,/m-Hi : = O, Jïjmt-\ :=z./i)'2>/O •••) J/J,f'H-t-l ~~~ ̂  '"

J\>J>(n+1ll O , j lfp(nH)~\ ° ' • • • " J/>,P{r\+tr\ . / 1 , /V*

[ n = o , i . ^ -J- oo ) .

Nous allons montrer que cette suite est fermée par rapport aux
(onctions de Q\C ).

Soit A une fonction quelconque de (2(C) et supposons que Ton ait
r
j l{z)fn(zA(Iz — a ( // = o, T , \ -h oo ) .

On a

[n = o , i . iJ H - oo ; r = i , a , . . . . / > ) .



En vertu du choix des fonctions /,,,.,«> ces relations entraînent
les relations

*" — dz =2 o pour x dans D'r

et la relation
i r/z =2 o pour ,r dans \)pr

On a donc
ƒ ' (IZZ=ZQ pour or dans D

et. par conséquent,

Domaine de plusieurs tenants miiltiplement connexes. — Considérons
un domaine D de q tenants T,f T2f . . . , T7 ayant respectivement pour
contour C,, C2, . . ., C7.

Cherchons une suite de fonctions fn de Û(C) fermée par rapport
aux fonctions de i i ' (C) .

La fonction fn sera égale/dans chaque domaine fermé T,, à une
fonction ƒ,.,„ de Q(Cr).

Soient les suites de fonctions /ffltH(m = i , 2 , y ) de Q(Cm)
fermées respectivement par rapport aux fonctions de Q'(C,„).

Cela étant, considérons la suite fn définie par les équations sui-
vantes :

./i,V« ==zJi.rn . /2 ,v« —= ° - . . . . jq^fn — O ,

J \,t/n-i-i ~ ° > Jî,f/n-hi :=j2,ni • • • ) J'fS/n-i-i — O '

( // = O. I , '2 H- o c ) .

Nous allons montrer que cette suite est fermée par rapport aux
fonctions de £}'(CY

En effet, soit A une fonction quelconque de û ' (C)e t supposons que
Ton ait

fUz)fn(3),h = i ( 72 ==z O , T , ^
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On a

fl(z)f(/nur-i(z )dz=f A( Z )ƒ,,,„( z) dz = O

( / / — o , t . ' i , . . . , -h 30 ; r =. i, >., . . . , <y ) .

En vertu du choix des fonctions ƒ,.,„, ces relations entraînent les
relations

ƒ } ( z )
'=~-(fz = o pour # dans Y)',.

Par conséquent, pour x dans Ü', on a

ƒ -~ dz = o

et, par suite,

ce qui démontre la proposition.
La détermination (rune suite de fonctions fn de Cl'(G), fermée par

rapport aux fonctions de Q(C), se fait exactement de la même manière.
Remarquons que les suites précédemment définies sont telles qu'un

nombre fini quelconque de fonctions appartenant à Tune de ces suites
sont linéairement indépendantes, pourvu que x varie dans toute la
"région d'hötoinorphisme'ïte la 5oite~rori5TTtéréF7"

Remarque. — 11 est essentiel de remarquer pour ce qui va suivre,
que la suite de fonctions ƒ„ deO(C), fermée par rapport aux fonctions
de Cl1 (G)f précédemment définie, est telle qu'étant donnée une fonc-
tion quelconque \(s) de carré sommable le long de C, les relations

ƒ ) ( z)fn{z)dz = o ( n = o . i, M H» oo )

entraînent la relation

pour .x1 dans])'.
De même, la suite de fonctions fn de £2'(C) fermée par rapport aux

fonctions de Ü(C) précédemment définie, est telle que les relations

/ = o, i, 2, . . ., +oo)
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entraînent la relation

pour x dans D.

33. SYSTÈMES ORTHOGONAUX I<ONDAMENTAUX. — En prenant pour suites
fermées relatives à un domaine d'un seul tenant les suites (z — a)n

( n = o, i , 2, . . . , + ^ c ) et ————~ ^/i = o, i , 2, . . . , -hoo), nous

avons vu que Ton pouvait obtenir des suites fermées relatives à des
domaines de plusieurs tenants multiplement connexes.

Soit fn la suite de fonctions de iî( C) fermée par rapport aux fonc-
tions de Û'(C), précédemment définies.

Appelons nn(z) le système orthogonal et normal fermé par rapport
aux fonctions de Ü'(C) qu'on obtient par orthogonalisation de la
suite ƒ„, à l'aide des équations

J , ( Z ) = 7T0 ( Z ) (j , 7T(l W 7T, ( Z ) {J\ 71, ) ,

avec

La forme des fondions -ft( J ) est particulièrement simple. En effet,
c'est une combinaison linéaire des fonctions/0, ƒ, , . . . , ƒ„.

Dans chaque tenant de D, supposé multiplement connexe, la fonc-
tion K„(J) sera donc égale à la somme de plusieurs polynômes

en ~— et d'un polynôme en z — <v, ( ' ) .
Z — fXh

( J) Au moment de mettre sous presse, nous avons pris connaissance dun
Mémoire de M. G. Szegö « U^ber orthogonalen Polynôme, die zu einer gegebenen
Kurve der komplexen gehören » (Mathematische Zeitschrift, t, 9, 1921, p. 218)
concernant le^ polynômes auxquels se réduisent les fonctions 7in(ir). quand D
est d'un seul tenant simplement connexe et certains résultats qui s'en rattachent.
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Sous appellerons la suite ^,*(^) le système fondamental orthogonal et
normal relatif aux f onctions de £1(0) par rapport aux points a,.

Soit ƒ„ la suite de fonctions de £¥{C) fermée par rapport aux fonc-
tions de 12(0), précédemment définies.

Appelons c„(V) le système orthogonal et normal fermé par rapport
aux fonctions de Ï2(C) qu'on obtient par orthogonalisation de la
suite ƒ„, à l'aide des équations

ƒ(>(<=> = Pot-) ( /opo)<

/ ' , ( - ; = put s ) ( j\ p.,) -h p, ( - ) ( ƒ ! p j ) •

avec

J3ans chaque tenant de D', supposé multiplement connexe, la fonc-

tion c,,(V^sera, égale à la somme de plusieurs polynômes en ^ : ou

à la somme de plusieurs polynômes en -̂ ——? et d'un polynôme

en r — at snhTant que le tenant considéré contient ou non Tinlink
Xotis appellerons la suite fn(^) !<*> système fondamental orthogonal et

normal relatif aux fonctions de LI'(C) par /-apport aux points a(.

31. TiiKORCMK (ÎE ÎSRAL. — Toute fonction F (^ ) de carré sommable le
long d un contour rectijiahle fermé C est égale le lojtg de ce contour
à la somme d\tne Jonction J\{z) de il{C) et d'une fonction ƒ, (z) de
lï'(G),, uniques à un ensemble de points de G de mesure nulle près

V[ z)=fn{z)-hf](zu

Soit r.n(z) le système fondamental relatif aux fonctions dr
Posons

I l l l M. (.TJ1KA
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La suite FOj„ fait partie de OJ et par conséquent la fonction

appartient à l'ensemble Ü(C).
Considérons la différence

IM 3 )—/„(s ).

(Vest une fonction de carré souim-able le long de C. De plus, elle
vérifie les relations

/ ƒ,( C )T~JTj(is = O (/* = O , I . ? , . . . , - 1 - 0 0 )

ou encore

avec
ch^z'/i z )dz.

Soit a/t la suite de fonctions de £2(C) qui a donné naissance par
«ylhogonalisation au système r^(sV

La suite a/f étant une combinaison linéaire des fonctions rh/i, on
aura aussi

/ fi ( Z ) Z \ C ) a«( - v — O ( « = : O , I , ' i h 00 ).

Or, en vertu de la remarque du paragraphe ">2? ii résulte ([ue ces
relations entraînent la relation

f1

pour x dans D'.
Il s'ensuit que la fonction

»[.r)= : ƒ ^—-—— dz pour ,r dans L)

et
»( z ) = j \ ( ; ) yj{ z ) pour z le long de C

est une fonction de £2( C).
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Le système prt(3) étant fermé par rapport aux fonctions de O(C),
nous avons vu que toute fonction de Q(G) est développable le long
de 0 en série convergeant en moyenne de fonctions p,,(j )//(,-). Par
conséquent,

avec *

/ , ( z ) y j { z ) p n

On a donc

et. par suite, la fonction J\ est une fonction de Ü\C) .
Il nous reste à démontrer que les fonctions / 0 et ƒ, sont uniques

à un ensemble de [joints dv G de mesure nulle près»
\ïn elFet, on a

t Ç \:\ z \ \ Vn[./ ) \nnir .ï' <laiih I ) ,

^7ïtJi z - t " ~ ) K , ( r ) p o u r /' (luns D' .

Or, on a aussi

j ƒ" F(ro _ t rj\Ajj±±J\}JJf{__\ ./ol^') pour ./• dans D,
°' ~f 'A " ~~ J' " 9 '^ ' t/c s " x " ( ~ /'i (**) pour ^' danb 13'.

Par conséquent, pour x dans D,

et pour JJ dans l)7,

et, i>ar suite, le théorème est démontré.

Remarque. — On aurait pu commencer par considérer la différence

oti
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On voit donc que

35. COROLLAIRE. — Du théorème précédent il résulte la proposition
très importante suivante :

' Toute fonction de £2(C) est développable le long' de C en série conver-
gente en moyenne de fonctions fondamentales Tin(z) relatives aux f onc-
tions de Ï2(C).

Toute f onction de £2'(C) est développable le long de C en série conver-
gente en moyenne de fonctions fondamentales çn(z) relatives aux f onc-
tions de &'

Considérons une fonction f de £2(C). Cette fonction étant de carré
sommable le long de C, on a, en vertu du théorème précédent,

avec

et

Or, à cause de la relation

. / iLLL_r/- —o pour ,r dans 1)',

il résulte que /,(O;)EEEO, et par suite le long de C,/, (^) est nulle
presque partout.

On a donc
t «s

ot, par suite,

Par conséquent,
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La fonction ƒ étant quelconque, il résulte que le système r.tl(z) est
complet aussi par rapport aux fonctions de fi(C).

La seconde partie du corollaire se démontrerait exactement de la
môme manière.

On verrait que le système pn(-) est complet aussi par rapport
aux fondions de Ü'(C); c'est la un fait général que nous allons
démontrer dans la suite.

3(5. PRODUIT DE DEÏTX FONCTIONS DE Û ( C ) OU DE Q'(C) :

THÉORÈME. — Le produit de deux f onctions de i i (C) ou toutes les deux
de O'(G) est une f onction respectivement de ~(G) ou de —'(G).

En effet, soient ƒ et g* deux fonctions de £2(C). On a

et, par suite,

En vertu du ïKéorème du paragraphe^), it résulte que

i rT»{:)g(z\ _

'iizi Jv z "

**:„{.r)#{ r) p o u r .r t l a n s D ,

-r \ o pour ./' dans D'

( n = o. i . ^ -h oo ).

Par conséquent,

U ( - ) r / _ _ ( ƒ(-'') £('.'r) ponr.r dans D.
- r ' o pour .r dans D'.

ce qui démontre la proposition.
Le cas où ƒ et «• sont do Ü'(C) se démontro exactement de la môme

manière.

RF. — Etant données deux fonctions J et g de Q(C) ou toutes
les deux de ii '(G). on a

ff[z)g(z"(!z = ot



Supposons, pour fixer les idées, que les fonctions ƒ et g soient
deÛ(C) .

En se reportant à la démonstration précédente, cette proposition
résulte du fait que l'on a

., (' z ) g ( z ) dz — o ( n ~~ o, i , '\ \ oo h

Le cas où ƒ et g sont de iï (G) se démontre exactement de la même
manière.

De ce corollaire il résulte encore le théorème suivant :

THÉORÈME. — Étant données une fonction Y{ z) de carré sommahle le
long de G et deux fonctions quelconques g(y{ z ) et g} {z ), respectivement
dcll(C)etdeù'(C),ona

et

f

où /„{/) et j \ (z) sont {es fonctions-, respectivement de il{ Q) et de iï{() )m

telles que le long de G
P{ s \—f„ ; H - / , l : i ,

Ce théorème résulte du fait que

Je
et que

ƒ ƒ,( : !,-,( r w/r o,

o7. THÉOUÈME. —Étant donnée une fonction f(z)deiï{(])ou deiï\(]),

ta fonction J\z) y\z) r/'{^) — ~r est égale, le long de G, // une fonc-

tion respectivement de iïf{ (]) ou de 12(G).

Supposons, soit pour fixer les idées, que la fonction J\z) de il{ (Y).



Le long de C. on a

avec
J n = f f(Z )0/tt

Par conséquent

777)7/(5 )

ce qui démontre le théorème.
Le cas ofi ƒ est de iY(C) se démontre exactement de la même

manière.

Remarque. De ce théorème il résulte qu'étant donné un système
de fonctions on(z) de Q(C) ou de Q'(Ci) orthogonal et normal le long
de 0, le système de fonctions 'l>n(z) égales pour .r dans H' à

et le long de 0 à

forme un système orthogonal et normal le long de C de fonctions res-
pectivement de Q'((]) ou de Ï2(C).

tën elfel, on a

/ tyn(z)'ltmlz)yt'(js)dz= ƒ on(z)om(z )yt'(z)dz.

De plus, à cause de la relation

C -- C
f y , , [ r v l f t t i z ) / / ( z )flz ' f o , t l z*)o,„{ z ) t f z ^ - o ,

il résulte que le système ot\s), auquel on ajoute le système ' l / ((^\
forme encore un système orthogonal et normal le long de C.

Si le système ?,,(-3^ est complet par rapport aux fonctions de l'en-
semble dont il fait partie, le système *l>lt(3) est aussi complet par rap-
port aux fonctions de l'ensemble dont il fait partie.

Dans ce cas, on vérifie facilement que le système on{z-). auquel on
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ajoute le système. ^ ( ^ ) * forme un système orthogonal et normal fermé
par rapport aux fonctions de carré sommahle le long de C.

IL — Fermeture d'un système orthogonal et normal.

38. CONDITION NÉCESSAIRE ET STFFISANTE DE FERMETURE :

TUÉOKÛMF. — La condition nécessaire et suffisante, pour quun sys-
tème 9,1(5) orthogomtl et normal le long de C de fonctions de il(C) ou
de £2'(G) soit complet, est que F on ait

ht série du second membre devant converger umfoimêmcnt pour z dans le
domaine <P holomotphisme du système ci pour x dans le domaine complé-
mentaire à celui-ci par rapport au plan, le contour G étant exclu.

Les intégrales / n " ̂  " (h sont prises le long de G, dans le même

sens que celles des relations d'orthogonalité de ce système. Supposons,
par exemple, que le système on{z) soit deî2(GV Alors la fonction ^„(x),
telle que pour x dans D\ on ait

sera de £2'(C). On voit de plus que dans cette condition ^a{^) est le
coefficient de Fourier de la fonction 7^— et par conséquent la série

converge uniformément dans le domaine ouvert D' ( ' ).
Il résulte que la série

(l) Knnai l(|uons que la série N ,o / ; (./')î
2 con>er^e au^si uniformément dans

le domaine ouvert D et cela pour une raison semblable.



converge en moyenne par rapport à z le long de C (pourvu que x soit
dans D') vers une fonction de Ü(C) par rapport à z.

Par conséquent, dans cette condition, la différence

esl une fonction deQ(C) par rapportas. La condition du théorème
étant supposée vérifiée, cette différence sera identiquement nulle,
pour z clans D. Il s'ensuit donc quelle est presque partout nulle le
long de C, pourvu qne x soit dans D' et, par conséquent, on a

Cette condition est évidemment nécessaire. En effet, si le sys-
tème otl(z) est complet, la fonction ^ — q u i est de £Î(C), pour x
flans D', est déveluppable en série de fonctions 9»(~) convergeant en
moyenne le long de C.

Cette condition est suffisante. En effet, supposons pour un instant
que Fonjuisso trouver une fonction A(s) de £2(|_C) étrangère au sys-
tème donné, toile que lion ait simultanément

(1) f ï(z)yn(z)y'{z)ch = o { n = o, i , % . . ., + oo)*
Je

avec
( 3 )

En multipliant les deux membres de l'équivalence (i) par A(^)
et en intégrant le long de C> il vient, x étant dans D',

Soit a(^) la fonction do £2'((] ), toile que pour x dans D' on ait

1HFSE GHIKA. 10
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Celte fonction étant nulle identiquement dans D', elle sera nulle
presque partout le long de G,

En vertu du théorème du paragraphe o<>, il vient donc

/ A f , r )p.( .*'){/r= rir.i f ) [ z f/A z }/ƒ(£•) dz = o,

ce qui est en contradiction avec l'égalité Çï).
Il résulte donc que le système est complet.
On démontrerait ce théorème exactement de la même manière pour

un système on(s ) de ûf((] ).

o U . ÀuTPiK CONDITION Nl':ci;SSAIRE KT SITFISANTR ))i: FKKMETl.RE. — NOUS

allons montrer qu'un système otl(z) de fonctions de Û{C) orthogonal
et normal fermé est aussi complet dans l'autre sens par rapport à
l'ensemble des fonctions de Q'(G), c'est-à-dire qu'il n'existe aucune
fonction "/.(z) de O'(C), telle que Ton ait simultanément

(4) ƒ }( z)y„( z)rfz = o ( / ^ o , i / i

avec

En effet, supposons pour un instant qu'il existe une fonction
vérifiant ces conditions. De la relation

Z - — uV Jmm

n = 0

on déduit

/ ( ./M

1 •*

1 / * ) 1 z \ , ^ . 1 r,
. ƒ _ ,/;- ^ »l , ( / , _ — . I / , ; | o i c

L a f o n c t i o n X ( J ) é t a n t d e i 2 ' ( ( ' O , ellt» s e r a n u l l o p r e s q u e p a r l o u l le
l o n g d e G H T o n a

i ) { z Ù [ z »• / ' ( ; / - / r = o ,
' <:

ce qui est en contradiction avec l'hypothèse.
Réciproquement, supposons qu'il n'existe aucune fonction X{z)



de Ü \ C ) , telle que les relations (4 ) et (5 ) aient lieu simultanément.
Nous allons démontrer que, clans ces conditions, le système ?«(-) est
fermé par rapport aux fonctions de Q(C).

En effet, supposons qu'il existe une fonction y.{z) de Ü(G), (elle
que Ton ait

r _

avec
(.*) ') fJJA z)\x(z)'/(z )dz = i>

E n a p p e l a n t v ( ^ ) la f o n c t i o n d e U ' i C ) , t e l l e q u e T o n a i t , p o u r <r
d a n s IV,

il vie ni

/ v(' r l'y,,| ,v ) (IJ — 'iT.i I >J.( z )<jfl{ z )y/( z ) tlz = : O.

En vertu de notre hypothèse, il faul donc que

X y( ; )vi : )//( r } <!z = o

eL par conséquent,

/»
lA{z)ix{z\y'{z)dz— / (a( . / V;t ^J ) ^ = o,

ce qui est eu contradiction' aveo l'égalité (r>V II résulte donc que le
système z>n{z ) est fermé.

On démontrerait exactement de la même manière qu'un système on{ z)
<le iir((]) fermé est aussi com|>lel dans un sens semblable par rap-
port à l'ensemble des fonctions de il{ C ) et inversement.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

Ld condition nécessaire et su fjisante pour qu'un système on(z ) ortho-
gonal et normal de Jonctions de û( G ) ou de ilf( C ) soit complet est qu'il
n'existe a itou ne fonction )*{;?), respectivement de !>((]") ou de £i'((V),
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telle que l'on ait simultanément

ƒ ) f Z ) O , , { "ƒ ) flz T L O ( / 2 = 0 , I 2 -4-OC)

avec

I '/(z)}(z)'/(

Remarque. — Soit ®n(z) un système orthogonal et normal complet
de fonctions de £i(C) ou de Û'( C ). On a

r (i
ƒ o „ c r ) o , „ ( c ) y i ^ ^ / c = ^

Jt
 J f o

et

la série convergeant uniformément et absolument pour z dans la
région d'holomorphisme du système donné et pour ,r dans la région
d'holomorphisme du système i\ttl(œ).

Faisons la transformation z — ' et x = -j en supposant que l'ori-
gine soit située dans D. Au contour C correspondra un contour F et au
sens de parcours le long de C correspondra le long de F le sens con-
traire. En choisissant le long de F le même sens de parcours que le
long de C, on aura ,/ç

et par suite, puisque ds = yj(zy)dz9 il vient

et

Posons

a a-

et r e m a r q u o n s que cette fonction est précisément le coefficient de

Four i e r de la fonction ~^-> relatif à la fonction *z>n(—•)•
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D'autre part, on a

série qui est évidemment uniformément convergente pour £ et £ res-
pectivement dans les régions transformées des précédentes.

Par conséquent, le système ion(-^- )> qui est orthogonal et normal,
sera aussi complet.

Nous pourrons donc dire que la transformalion *( = _ ; l'origine
étant située dans D, n'influe pas sur la f e nue titre cran système ortho-
gonal et normal.

40. FERMETURE D'UN SYSTÈME ORTHOGONAL ET NORMAL. — Soit ©/,(-) un
système orthogonal et normal de fonctions de £2(C) non fermé. On a

?n(

l'intégrale étant prise le long de C, dans le sens positif relativement
àD.

Soit tyn(œ) la suite de fonctions de ll'CC), telles que pour œ dans D'
on ait

l'intégrale étant prise dans le même sens que celles de plus haut.
La suite i / ( u ) étant les coefficients de Fouricr de la fonction ~—- -

\x étant dans D'), la série

converge uniformément dans le domaine D' et par conséquent la série

t

0

converge en moyenne le long de C par rapport à z et uniformément

w — 0
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pour;? dans D.Donc pour z dansD, c'est unr fonction holomorphe par
rapport à r dans le domaine D'.

Pour fermer le système o/t(z) il faut etifmfjit, évidemment, pouvoir
développer la diffère f ire

0 ( S , .£ ) = •

•Vi ///* système de jonctions de il(C) >̂<7/( rapport à z} orthogonal et
normal, formant avec le système donné un nouveau système orthogonal
et normuL

tën effet, alors en vertu de notre théorème du paragraphe H8,s ce
nouveau système sera complet.

Don mine d* un seul tenant simplement connexe. — Supposons que le
domaine D soit d'un seul tenant et limité par une courbe rectifiai)le
fermée simple 0. Supposons aussi, ce qui ne restreint pas la généralité,
que l'origine 0 soit située dans D.

Cola étant, considérons la fonction

j z ; ) o ( z )

où Ton a posé

Soient f i a courbe d'équation £ = -> x̂1 se déplaçant le long de (]?etA
et A' tes domaines intérieur et extérieur qu'elle définit dans le plan
des ç. La fonction o()( zfç)9 pour z dans J)? est holoaiorplie par rapport
à 'i dans le domaine A et est de il{C) par rapport à 5, pour H dans A.

Supposons que 30(^, o) n'est pas identiquement nulle dans D, c'est-
à-dire que

On a

ƒ

Or

Z1

Ooi-- o)qn(x)ds = - - / v«f5)
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Par conséquent, ón a

I o „ i : o ) 9 „ f : l ^ = o ( n — o i >, . - h o c ) .
• A

II resuite que la fonction

ajoutée au système ç,,(-s\ forme avec celui-ci un nouveau s)sterne
orthogonal et normal. Soit ri()(l) la fonction de Q^D, telle que pour H
dans A on ait

f* èQ{z. o) as

et considérons la différence
I ' M C ' ° ) 'A

Nous allons montrer que pour z dans D et pour 5 — o, elle est iden-
tiquement nulle.

En effet, dans ces conditions, on a

-i rV i
et puisque

-i[X"-|;^X^">j
il vient

o , ( : , n ) = o

Xous allons voir que si la fonction ( °' ^' — ? qui est de Ù{C ), n'est
pas identiquement nulle dans D, on peut encore appliquer la methode
précédente.

En effet, pour z dans D, on a

Z, O)

série qui, d'après notre théorème du paragraphe 25, est uniformément
convergente.
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De plus, ryQn (o) (n = o, i, 2, . . .,-+- 00) et r,'0(o) étant les coeffi-
cients de Fourier de la fonction — z par rapport au système

Ia serie précédente converge en moyenne le long de T et par consé-

quent — y° est bien de Û(C).

Posons
à ô , ( ^ , o ) d èv(z. o)

• * . - *

et soit Y], (£) la fonction de O(T), telle que Ton ait pour \ dans A

On a

ainsi que
• ' 3 , ( 5 , o ;

Par conséquent, la fonction i — y' < ajoutée au système

form(* avec celui-ci, un nouveau système orthogonal et normal.
Nous avons supposé que o ï ( ^o ; si o() = o on prendrait au lieu

de o()(r, 0) la fonction —y^—-> où / est le plus petit entier, tel que

cette fonction no soit pas identiquement nulle dans Ü.
Remarquons qu'il existe au moins un nombre fini /, tel que la con-

dition précédente soit vérifiée. Eu effet, dans le cas contraire, on(^, c)
qui est une fonction holomorphe par rapport à ç dans A, z étant dans D,
serait nulle identiquement dans un cercle de centre O et de rayon suf-
fisamment petit.

Il résulte qu'elle sera nulle identiquement dans toute â région
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d'holomorphisme A et par consequent le système on(^) serait complet,
ce qui est contraire à l'hypothèse.

Supposons qu'on puisse faire t opérations successives semblables
aux précédentes et qu'on ait obtenu de la sorte un nouveau système
orthogonal et normal. Appelons ohn(z) le système obtenu, y compris
le système cp,,(^).

Posons

34(c. c)= r A - - Y o,,*U)<|w(É)
J

// l)

et supposons aussi que Ton air, pour z dans D,

'-* a,(;, o)

Nous allons démontrer qu'en posant

o i - - — à - - dik ] a<(~' o ) n

avec

le nombre k étant le plus petit entier ou zéro, tel que

\9 pour >J dans D,

à i + l ( r î 0 ) = ^

et la fonction
*k ' a f ( : o)

3

ajoutée au système ç / t,,(r), forme avec celui-ci un nouveau système
thogonal et no
En effet, on a

orthogonal et normal.

A—

TflLfel G1IIKA.
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et, par conséquent,

k x OljP(z)rlS=:O (/? = O, I. 3, . . . , -4-00).

La fonction ., ', | -—yH\1^ forme donc bien avec le système ol>n(z)

un nouveau système orthogonal et normal.
En vertu de nos hypotheses ( 6 \ nous avons, pour z dans ï)7 les

identités suivantes :

n — 0 *

•+- ^

(9)' — ^ 7 — ^ -^Y'- — >,?v't-) ƒ ^Y^ V v ( - ) " s = ° -

\

Par conséquent, vu Tequation (7>? on a aussi
d1' Of^, ( r , o ) i J ' ' ' o, ( ; . o ) rA'YJ,( O ) ,

1J_ ^^ _ ^ ^ ^ ^ _ - _ — _ __— (]) < t 4- A — 2 )

et
ofl r. o J ^ ^ - 1 r j ,(o) 1

Pour achever notre théorème, il reste donc à démontrer que

T4-; zzz. O pour O ^ p ^ / + A — ?

et que

En effet, on a
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et, vu l'équation (9), il vient

Il nous reste à faire voir que

Pour cela, calculons la fonction

K» différentiant les deux membres de l'équation ^8) i -\- le — \ fois, il
vient

ƒ
d'd- k~]

par conséquent, noire théorème est démontré.
Xous avons vu au commencement de ce paragraphe que ce théo-

rème est vrai pour i=\\ par conséquent, il est général.
FI se peut qu'après un nombre fini d'opérations on trouve une diffé-

rence o,(s, '£) identiquement nulle dans D, \ étant dans'A. Dans ces
conditions le problème est résolu, puisque alors le système est complet.

Supposons qu'on puisse poursuivre ces opérations indéfiniment.
Nous allons montrer que le système, qu'on obtient à la limite, est
encore fermé. Pour cela, il suffit de démontrer que, pour ^ dansD et £
dans A, on a

I i m ô,f c . £ ) 7-H o .

YA\ effet, la iwm{' fonction, formant avec le système donné et les i — i
fonctions trouvées un nouveau système orthogonal et normal, n'est
autre que la fonction



D'autre part, pour z dans D, on a, en vertu du théorème précédent,

Par conséquent, la fonction O / V , (J , o) a toutes ses dérivées partielles
par rapport à £, jusqu'à Tordre i — i au moins, nulle identiquement
pour \ = o.

Cela ayant lieu quel que soit i, on a bien dans ces conditions

On démontrerait que cette méthode s'applique aussi à un système
deÜ'(C).

Du reste, d'après la remarque du paragraphe 39, en supposant que
l'origine 0 soit dans D, il suffirait de faire la transformation z = -

et x = - qui ramènerait le système de Û'(C) à un système de Q(T).
Puis, après avoir complété ce nouveau système, en faisant la transfor-
mation inverse, on obtient la solution cherchée.

Domaine à plusieurs tenants mulliplement connexes, — Considérons
un domaine d'un seul tenant à connexion d'ordre n. Supposons pour
plus de simplicité que n = 2.. Soient Co et CH les courbes fermées
simples qui définissent ce domaine, la courbe C< contenant à son inté-
rieur Co. Soit aussi <p„(-3) un système orthogonal et normal non fermé de
fonctions de Û(C) et considérons comme précédemment la différence

Soit <v0 un point du domaine D(), qu'on peut supposer, pour simplifier
les formules, être l'origine.

Pour x dans D/(D0-f-D
/
)) la fonction oo(z,x) est une fonction

de Û(C) par rapport à z9 et pour z dans D une fonction holomorphe
de x dans le domaine D'.

D'après la formule de Cauchy, on a



Appelons ']tOtll(jr) la fonction de Q ( C 0 ) , telle que l'on ait, pour x
dans DOl

*">=£ƒ î*2

b (et - 'b\iU(-) la fonction ù'{ G,), telle que l'on ait, pour œ dans D'l?

Puisque, pour x dans D, on a

r^dz=ruild3

il résulte que pour x dans Dy, on a

et pour x dans D',

Posons pour x dans Do

et pour x dans D',

En faisant le changement de variables \ = - , la fonction o,,o(^, ̂ )

sera, pour ^ dans D, une fonction holomorphe de E dans lo domaine A1

de contour F,. Remarquons aussi que le contour ro , qui correspond
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à Co> contiendra P, à son intérieur. On a

Supposons que
<>)2 = f ài>u(z. o ) ô M , ( : ; . O U / A /

La fonction 1?\ qui est do Û(C), ajoutée au s)Tstème donné, for-
mera avec celui-ci un nouveau système orthogonal et normal. Posons

Fig. 2.

et considérons la différence

On verrait, comme pour la fonction 'bn(a-), que pour x dans J)o

et pour x dans I),

la fonction rlt( 0(a;) étant de I^C0) et rn 0 ^
pour c; dans A, et z dans 1)? on peut écrire

O. Par conséquent,

, - ^ Vi *
; - o )
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Le ihéorème'précédent s'applique évidemment aussi, et par consé-
quent, après un nombre fini ou une infinité dénombrable d'opérations
successives de cette espèce, on arrive à une différence

pour z dans D et \ dans A.
Appelons oltH(z) le, nouveau système orthogonal et normal, y com-

pris le système o, t(s), auquel on arrive ainsi.
Considérons maintenant la différence

On remarque que, pour x dans D',, on a

Posons

Le théorème concernant la méthode d'obtenlion des fonctions ortho-
gonales et normales relatives à un domaine simplement connexe s'ap-
plique aussi aux différences

Par conséquent, après un nombre fini ou une infinité dénombrable
d'opérations successives de même espèce, on arrive à une différence

pour z dans D et x dans Dn.
Appelons o/,^^) le nouveau système orthogonal et normal auquel

on est ainsi arrivé Jesystèmecp, „ [z) n'étant pas compris clans celui-ci.
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ConsidéronsJa différence

o\,(r-. œ) = T-i—, - y\ o, „< z ^ , „
^ *—- JL> Jmtmi

// tl

Pour a? dans Do et z dans D, on a, par conséquent,

Nous allons démontrer que Ton a aussi, pour x dans D', et z
dans D,

&(/(s, .*') ^ o.

En effet, l ' é q u a t i o n ( 1 0 ) p e u t s ' é c r i r e

(T 0 ö1jZ(r:, £ ) = _ ; ^

D'autre part on a, [>our x dans 1)'(,

et par conséquent, h cause de l'équation ( i T), il vient

Supposons, pour un instant, que oittt/(s,£) ne soit pas identiquement
nulle, pour z dans Ü et £ dans Aj. Dans ce cas on pourrait appliquer
encore notre méthode précédente de fermeture pt Ton obtiendrait une
différence

?A,«(^) étant un nouveau système orthogonal et normal qui formerait
avec les systèmes s^n(z) et 9y,rt(^) encore un système orthogonal et
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normal. En vertu de l'équation (m), on a

en supposant toutefois que z est dans D et E dans Ai.
Le système formé des deux systèmes ?,,„(*) et <p/t n(z) étant ortho-

gonal et normal, il faut que

' | M „ ( £ ) = = o ( « = o . I . 'î, . . . , - 4 - o o )

et que
4>i , ; ,„(£) = o (/? = o , i , % -4 -oo) .

Par conséquent, on a nécessairement dans ces conditions

II résulte donc que le système formé des deux systèmes ?,>(*)
et çp, n{z) est complet.

Remarquons en passant qu'à cause des identités

'c étant clans A,, il résulte que la suite d^7,(a?) est de Û(CO).
Supposons que le domaine D soit à connexion d'ordre supérieur à 2,

mais toutefois en nombre fini.
Pour fermer un pareil système, tout revient, comme on le voit sans

peine, à appliquer successivement notre méthode relative à un
domaine d'un seul tenant simplement connexe, â chaque tenant de la
région d'holomorphisme par rapport à x de la différence o(z, ce).

Si le système ?«(-) est de Û'(C), cette région d'holomorphisme est
d'un seul tenant. Dans ce cas, notre méthode relative à un domaine
d'un seul tenant simplement connexe s'applique exactement.

Supposons enfin que le domaine D soit à plusieurs tenants multiple-
ment connexes.

Soit (o/t(z) un système, par exemple, de Û(C). Alors rln(&) sera
de il\C).

Considérons toujours la différence

THtSE GHIKA. 12
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Dans ce cas, le domaine d'holomorphisme D' par rapport à x est
composé de plusieurs tenants Tu9 T,, . . ., Tp. La fonction O ( J , a?),
pour s dans D, est une fonction holomorphe de x dans T'o. Nous avons
vu que nous pouvons fermer un système cp,,(w) par rapport à un
domaine d'un seul tenant. Par conséquent, en appliquant notre
méthode a cette différence pour ce tenant, nous obtiendrons une diffé-
rence

3/o {z, x) = r-^— - - y \ otl f z ) 6n ( j ' ) - - V ? v?( ( - ) ^ .ü(H f ,r )

qui sera identiquement nulle pour ce dans TJ,.
La fonction o/o(^, a?), pour ^ dans D, est une fonction holomorphe

de a? dans T',. En appliquant encore notre méthode relative à T1? on
obtiendra une différence

qui sera identiquement nulle pour or clans T',.
On démontrerait comme précédemment qu'elle est nulle identique-

ment aussi pour x dans To.
En continuant de la sorte, ou arrive à une différence

qui sera identiquement nulle [pour x dans T ,̂ T^_,, . . . » T ,̂ c'est-
à-dire dans 13'. Par conséqutnit, le problème est résolu.

On aurait évidemment une méthode semblable pour le cas où on{z)
serait de O\C).

On peut simplifier quelquefois le calcul en faisant une transforma-

tion de la forme t= ' de manière mie le domaine dholomor-
z - a l

phisme de la suite d*rt(j:
1) contienne si possible un tenant de moins.

4 1 . AUTKK DÉVKLOPPEMENT KN SKKIE DES KüXCTlONS DE Q ( C ) ET DE £ 2 ' ( C ) .
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Considérons un domaine D d'un seul tenant multiplement connexe.
Supposons pour plus de simplicité qu'il soit doublement connexe,
c'est-à-dire formé par la région comprise entre deux courbes fermées
simples G? et C,, C,, contenant le contour C;.

Soit f(~-) une fonction de Û(C). On a

Appelons fe(x) la fonction de Û(C,,), telle que l'on ait, pour x
dans D,.,

et/((.r) la fonction de û \ t ^ ) , telle que l'on ait, pour x dans D',,

On aura donc, pour a1 dans le domaine fermé D,

Soîcnt r., ,̂ (^)~le sysleme foiKTanienlal reTïïtîf aux fonctions de
par rapport à un point ar de D,, et c(/i{z)\e, système fondamental relatif
aux fondions de Ü'(G,) par rapport au point a, de Dt.

On a

la série convergeant uniformément et absolument dans le domaine D.
La série

cmvergeant en moyenne le Ions; de C^vers J\ (œ) pendant que la série
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converge uniformément vers f>(x), leur somme convergera évidem-
ment en moyenne le long de G, vers f {oc). Elle convergera aussi en
moyenne le long de G,,, pour une raison semblable; par conséquent,
elle converge en moyenne le long de G.

On généralise facilement ce mode de développement pour un
domaine d'un seul tenant à connexion d'ordre supérieur à 2, mais
toutefois fini.

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

Toute f onction de £2(G), le domaine D étant d'un seul tenant a con-
nexion d'ordre q + 1, est développable en une somme de séries de fonc-
tions fondamentales relatives aux fonctions de Q(Ce) et de Q'(C ( / l)
(71 = L, 2, . . ., g)y Ce désignant le contour enveloppant les contours Cl} 1,
G,)2, . . *, C(/ /, la série ainsi formée convergeant en moyenne le long
de G et uniformément et absolument dans tout domaine complètement
intérieur à D. Toute fonction de O'(G), le domaine D' étant d'un seul
tenant à connexion d'ordre py est développable en une somme de séries
de fonctions fondamentales relatives aux fonctions de O'(Gn) ( n - i ,
2, . . .., p), la série ainsi f armée convergeant en moyenne le long de G
et uniformément et absolument dans tout domaine complètement inté-
rieur à D''.

Gomme cas particulier^ si le domaine* D est doublement connexe
limité par deux cercles concentriques, on retrouve la série de Lau-
rent (1).

( J) Les principaux résultats de la première Partie de ce Mémoire ont fait l'objet
d'une Communication à l'Académie des Sciences {Comptes rendus^ 18G, 1928,
p. 1808).



SECONDE PARTIE.
SUR DE CERTAINES ÉQUATIONS INTÉGRALES DE PREMIÈRE

ESPÈCE ET LEURS APPLICATIONS AUX ÉQUATIONS DIFFÉ-
RENTIELLES LINÉAIRES D'ORDRE INFINI.

CHAPITRE- J.
ÉQUATIONS INTÉGRALES DE PREMIÈRE EbPFXE A INTÉGRALES

PRISES LE LONG D'UN CONTOUR FERMÉ.

4 2 . TYPE PARTICULIER D'ÉQUATIONS INTÉGRALES DE PREMIÈRE ESPÈCE. —

Dans nft Chapitre, noiis allons nous occuper de la résolution de cer-
taines équations inTégrales <îë première espèce, qui noirs ont été
suggérées par ifcs équations différentielles linéaires d'ordre infini.

Considérons l'équation intégrale suivante

I>
l'intégrale étant prise le long d'un contour rectifiable fermé C définis-
sant un domaine D d'un ou plusieurs tenants a connexion simple ou
multiple.

Le noyau K(/, x) est de la forme

les fonctions p«(0 désignant le système fondamental relativement aux
fonctions de fi'(C) et les fonctions Àrt(a?) étant holomorphes dans un
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certain domaine fermr A, de contour F et telles que la série

soit uniformément convergente dans ce domaine fermé.
Enfin le second membre/Çr) est une fonction holomorpho dans le

domaine fermé A.
Remarquons tout de suite que h» no\;m K(t, ,r), quand .rest dans le

domaine fermé A, est une fonction de O'(C) par rapport à C.
Il résulte que si otl(t) est un autre système orthogonal et normal

fermé de fonctions de £2\C), on a

la série

convergeant dans le domaine fermé A.
Montrons que cette série est uniformément convergente dans ce

domaine.
En effet, les fonctions (/.„(.r) sont continues dans le domaine fermé A

et de plus

• = /

Par conséquent, sa somme est aussi continue.
Il résulte donc, en vertu du théorème de Dini, que cette série est

uniformément convergente dans ce domaine.
Le problème que nous allons nous proposer sera la recherche de

la solution générale yr(t) de fi(^C), telle que l'équation considérée soit
vérifiée pour les points x de A.

A cet effet, rappelons ce que nous entendons par la solution géné-
rale :

Nous dirons qu'une solution est générale «, étant donnée toute autre
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solution^ on peut) en donnant des déterminations convenables aux s/uan-
tués arbitraires, dont nous supposons <jue dépend la solution générale)
rendre cette dernière identique a l'autre.

Remarquons qu'une solution qui ne contient pas de quantités arbi-
traires ne peut être générale sans que toute autre solution lui soit
identique.

7i3. THÉORÈME GÉNÉRAL. — Posons

La fonction F(,-r) est holomorphe dans A. Soit Aj un domaine limité
par un contour rectiiiable I\ complètement intérieur à A, c'est-à-dire
dont tous ces points, y compris son contour, font partie de A.

Supposons, de plus, que dans chaque tenant de A, il y ait un tenant
de A,. La fonclion F(.r) devant être nulle identiquement clans A le sera
aussi dans A, et sur F,.

Supposons qu'on sache résoudre l'équation donnée relativement au
domaine A, e( à son contour F,, c'est-à-dire savoir trouver une solution
qui vérifie cette équation pour x dans A, et pour presque pour tous
les poiiils_jt' de L\J)u reslfvil suffit que l'équation soit vérifiée pour
presque pour tous les points de F,, pour qu'elle le soit pour tous les
points de Af. En effet, cela résulte de ce que la fonction F{,r) fait
partie évidemment de l'ensemble O(F,).

La fonction étant holomorphe dans A et identiquement nulle dans le
domaine A, contenu dans A sera identiquement nulle dans tout son
domaine d'holomorphisme.

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

Pour résoudre une équation du type envisagé, il faut et il suffit pou-
voir la résoudre relativement à un contour fermé F,, tel que le domaine A,
qu'il définit ait dans chaque tenant de A au moins un tenant complè-
tement intérieur à celui-ci.

Ce théorème nous permettra en général de simplifier la recherche
des solutions.
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4'K ÉQUATION SANS SECOXD MEMBRE. — Nous dirons qu'une équation
intégrale de première espèce est sans second membre si Ton a

Cherchons à résoudre l'équation

(0

Posons comme précédemment

et soit A1 un domaine de contour f\ vérifiant les conditions de plus
haut.

La fonction F{x) étant de Q(F,), pour qu'elle soit identiquement'
nulle dans Alf il faut et il suffit que Ton ait

I F ( x ) mn( & ) d(Tt = o ( n =r o, i, 2 -f-oo),
J?x

tïï„(a?) étant un système orthogonal et normal complet de fonctions
de Q(r,) f par exemple le système fondamental.

Posons
kn(t)=

Cette suite de fonctions fait partie évidemment de Qf(F). On a

f F(jB)mn(*r)d<rx=z fy{t)Aa(l)dt}
Jrt Je

et cela puisque le second membre a un sens.
Soit on(t) le système orthogonal et normal de fonctions de fl'(C)

déduit par orthogonalisation le long de C de la suite <kn(t).
Les équations

/ y
Jv.
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seront donc équivalentes aux équations

(2) I J (t)0n(t)cït = O {71 = 0, I, 2 +00) .

•A

Cherchons une solution générale de ce système d'équations, de la
forme

z(t) étant une fonction de O'(C).
Supposons que le système <pn(t) ne soil pas fermé et soit <p< n{t) le

système qui le ferme. Toute fonction b(t) de Qr(C) sera de la forme

les suites 6yl et 6 1 n étant de to. Si le système Çi,,t(t) ne contient qu'un
nombre finip de fonctions, c'est-à-dire si le système ®n(z) est quasi
fermé, on prendra pour / i = ^ + i , . . . , H - O O

La solution devant être orthogonale aux fonctions <pft(f)i elle sera de
la forme

ce qui peut encore s'écrire

Les suites bn et 6,?/i étant des suites quelconques de tof la fonction
b(t) estime fonction arbitraire de IÎ'(C).

Si le système on(t) est fermé, il est évident que la seule solution
possible sera une fonction presque partout nulle le long de C.

Toute autre solution devant être de la forme précédente, z(t)yj(t)
sera évidemment la solution générale de l'espèce cherchée.

THFSE GHItvA 13
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Cela étant, la fonction y(t) de Û(C), telle que Ton ait, pour t dans D,

sera une solution du système (z) puisque

i l y{t)yn{t)dt= I z(u)y/(u)<pn(u)du = o.2711

C'est, de plus, la solution générale. En effet, soit y^{i) une autre
solution. En vertu des résultats du paragraphe 34, il correspondra à
celle-ci une et une seule fonction zs{t) de Û'(C), telle que Ton ait

z,{u)^{u)du

c u — t

La fonction * * ( M ) X ' ( W )
 s e r a> P a r conséquent, aussi une solution du

système (2) , et par suite, elle devra être de la même forme que

• s(w)x '(w)* M résulte donc que y{t) peut se réduire ky^t).
Pour t dans D, la fonction y(t) peut encore s'écrire

où

En appelant a(t) la fonction de Û(C), telle que Ton ait, pour t
dans D,

qui sera, par conséquent, une fonction arbitraire de Q(C), il vient

avec
r r

an-=.bn=\ blt{u)^n{u)yj{u)du = i7ii ƒ an(t)tyn
Je Je
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la série du second membre àey(t) étant uniformément convergente
dans le domaine ouvert )) et convergente en moyenne le long de C ( J).

45. AUTRE METHODE. — On peut procéder aussi d'une autre manière.
A cet effet, posons

L ( « , x)t

et

LÂTJ, œ)t

où Ttn(u) est le système fondamental relatif aux fonctions de fl(C)
et X;i(a?) une suite de fonctions holomorphes dans A et telle que la
série

converge uniformément dans ce domaine.
Supposons que

La suite Xa(a?) vérifiera donc les conditions de plus haut.
Dans ces conditions, on a, évidemment,

(3)
Jr Ut

et nous savons qu'il n'existe pas d'autre fonction L(w, a?) vérifiant
cette équation.

Cela étant, on a

f j (t)K(t, x)dt = 2*ni f i (u)ÏL(tf\ x)xf(u)tlu.
Je Je

II résulte donc que toute solution de l'équation donnée est une

(1) En vertu de la remarque du paragraphe 37.
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solution de l'équation

ƒ j'(u)L(u. x)xf{u)du = o
J ^

et réciproquement.
Posons

et soit y«(î) le système orthogonal et normal de fonctions de Q(C)
qu'on déduit par orthogonalisation de la suite ln(t).

Remarquons, en passant, que l'on a aussi

ln{lt)Zf{ll)du

ĉ  u— t

Soit a(t) une fonction arbitraire de Û(C); la solution générale sera
évidemment +00

avec
an= f a(t)yn{t)xf{t)dt.

Je

46. ÉQUATION AVEC SECOND MEMBRE. — Soit l'équation

(4) fy(t)K(t,x)dt=f(*).

Elle sera évidemment équivalente à l'équation

(5) 27ïi f j{u)L{u, x)xt(u)du=f(jL').

Remarquons tout de suite que la solution générale de cette équa-
tion, si toutefois elle existe, serait égale h la somme de la solution
générale de l'équation sans second membre et d'une solution particu-
lière correspondant au second membre. En effet, la différence de deux
solutions de l'équation avec second membre est une solution de
l'équation sans second membre.

En vertu de notre théorème général, nous chercherons une solution
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qui vérifie l 'équation p resque par tout le long d 'un contour F t , défini
plus hau t .

Conditions nécessaires et suffisantes d'existence. — Nous allons étu-
dier les conditions que doit vérifier le second membre pour que
l'équation admette une solution.

Nous allons considérer l'équation à noyau transformé, c'est-à-dire
l'équation

Posons

On a donc aussi

En effet, si le système Y«(H) est ouvert, le système yAtn(u) qui le
fermerait est orthogonal au noyau L(«, oo)y'(u)y puisqu'il e t̂ ortho-
gonal à toutes les fonctions fn(u).

Posons aussi

L'équation (5) devient

Les séries

2b'«i2 et

étant convergentes et la dernière quel que soit x dans A, la série du
second membre convergera uniformément et absolument dans le
domaine A.

Pour que l'équation (5) ait une solution, il faut et il suffit que la
fonction f(x) soit développable en série de fonctions /*,,(.z?) uniformé-
ment convergente dans un domaine A, et que, de plus, les coeffi-
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cients yn des fonctions rn{x) forment une suite de to. Cette dernière
condition est facile à saisir. En effet, la solution y(t) devant être
deQ(C)ses coefficients de Fourier relatifs au système jn(t) formeront
une suite de co, c'est-à-dire que la série

converge.
Nous allons préciser ces conditions.
A cet effet, soient

et
hr/n) = f /«( M ) yn{ « ) yj( « ) du.

Je,

Supposons que Ton ait (/„/„) = o pour n = s09 J , , . . ., .vw. Dans ces
conditions, on aura, quelle que soit la fonction y(u) de O(C),

j J'iu) ln{ u ) %f( u ) dit = o pour n :
Je,

Par conséquent, pour que l'équation admette une solution, il faut
que Ton ait aussi

.'v~o pour n=s^ su .. ., s».

Or, puisque f {os) est de Q(I\), la suite fn fait partie de co et Ton a
toujours limfn = o.

71= »

Donc, il suffira que les équations précédentes soient vérifiées pour
tout indice fini s^

Supposons maintenant que Ton ait

('»/*) = o pour n= f0, t^ . . .. t*.

Remarquons tout de suite que la fonction

/^(i^) = lim / L(w. x)mn{a))-fo(a;)dx
7X- « Jr
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est identiquement nulle pour a dans D, par conséquent,

On a donc pour tout indice fini tl9

D'autre part, l'équation (5) est évidemment équivalente au système

( ; ) ƒ }'{ u ) ln( u ) x\ u ) dn = fn (n = o% i. 2 -h 00).

Par conséquent, il faudra que l'on ait aussi pour tout indice fini th

Ces deux conditions sont aussi nécessaires.
Supposons que ces conditions soient vérifiées et supprimons de la

suite des équations (7) toutes les équations d'indice fini qui sont une
combinaison linéaire de celles qui la précèdent, ainsi que celles identi-
quement nulles. Cela étant, considérons le système restant. Soient m0,
m^ .. .A m ^ . . . les indices1 rangésj>ar ordre de grandeurs croissantes,
des équations qui sont restées.

Posons

Lm( « , . * ) =
à

et

Le noyau Lm(«, x)-^(u) sera encore de la même espèce que

De même, la fonction fm{oo) est évidemment toujours de Q( l \ ) .
Ce nouveau noyau sera donc, tel que

( W O ^ o et (/«„JÛD

quel que soit n fini.
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Nous allons montrer que l'équation

(8) fy(t)hm(ut x)yj(u)du=fm(u
Je

a une solution. Posons, à cet effet,

On a
n

et, par suite,

(9) r,,H(x

1 = 0

Cherchons une suite de fonctionsp7l(cc) de û ( r , ) de la forme

et telle que

On remarque immédiatement que, pour n<^i9 on a

Posons pour simplifier l'écriture

Pour déterminer les coefficients plttl, on aura donc le système
d'équations suivant :

Or
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quel que soit i fini ; par conséquent le déterminant de ce système

est différent de zéro quel que soit n fini et par suite ces équations ont
une solution unique.

Multiplions les deux membres de l'équation (8) par p , ^ ' ) / , , ^ ) e t

intégrons le long de I\ ; il vient

Jrnn=~ f fm(-Jr)
3 71'JFi

Supposons que la série

soit convergente. Dans cette condition, la fonction

qui sera. patLcoa&âquant deJ^GX est une solution.
En effet, on a

ƒ )
Je.

la série du second membre convergeant uniformément dans 1^ et
même dans A.

Posons

La différence / i , m ( ^ ) - / m ( ^ ) e s t orthogonale à toutes les fonc-
tions pn(jc)(n - o , i , 2 , . . . , + oo ) par conséquent aussi à toutes les
fonctions xzmn(cc) (n — o, i, 2, . . . , -h00). De plus, en vertu des
équations (9), elle est orthogonale aussi aux fonctions qui complè-
tent le système xüma(x)(n = o, 1, 2, . . . , 4- 00) c'est-à-dire au sys-

THÈSE GHIKÀ. 14
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tème ŒF/t(j?)(n = 0 , 1 , 2 , . . . , + x ) qui est fermé. Par conséquent,

et, par suite, notre proposition est démontrée.
Les équations, qui ont été supprimées du système (7) étant des

combinaisons linéaires des équations qui la précèdent, seront donc
vérifiées aussi par la fonction y(u)* On a donc

X j(a )ln{u)yj(i( )rtu=fn (ft=o, 00);

par conséquenty(u) est une solution de l'équation ( 5).
La différence J\oc)—fm(sc) étant orthogonale au système qui

complète le système xsnlnÇcc)9 on aura aussi

1 mt = ——. / /'(./' )pn{ .r)%\ ( ,1 ) clr,
2 7W J '

Remarquons aussi que la suppression de plus haut, elfectuée sur la
suite /„(«), n'a pas modifié le système y,,(M), puisque c'est même de
cette manière qu'on l'obtient. Par conséquent le système ymn(

u) n ' e g t
autre que le système Y«(«) et Ton a

quel que soit n.
La fonction

étant une solution de l'équation (5), on a

On voit donc dans ces conditions que la fonction f\x) est déve-
loppable en série de fonctions rn(x) uniformément et absolument
convergente dans A^ et sur F, et que la série

est convergente.
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En résumé, nous énoncerons les résultats suivants :

Pour que l'équation (5) admette une solution de Q(C), il faut et il
suffit que le second membre f (x) vérifie les conditions suivantes :

i° Que toute fonction de 0(1^) orthogonale le long de F, au
noyau L(u, x) par rapport à ce, soit orthogonale le long de F,à f (x);

2° Et que la série

soit convergente.

Remarquons que la condition i° contient nos deux conditions
nécessaires précédentes. En effet, si Ton pose

la condition (6) est évidemment équivalente à la condition

et, par conséquent, on doit avoir aussi

f f(x)BX

c'est-à-dire

47. AUTRE METHODE. — II nous sera utile, dans la suite, de con-
naître les conditions nécessaires et suffisantes relatives au noyau K(tfjr)
pour que l'équation (7) admette une solution.

La condition i° dans laquelle on remplace L(«, x) par K(t,œ) est
évidemment nécessaire, et cela à cause de l'identité
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Soient

Nous avons vu que, pour / dans D', on a

par conséquent, la condition (/„/„) — o entraîne (kjcn) = o et inver-
sement. De même la condition (lnyn)=o entraîne aussi la même
relation linéaire des n premières fonctions kn(t) et, par suite, on a
aussi (kn®n) = oet inversement.

Supprimons des équations

fy(t)An(t)dt=fn (/i = o, i, 2, .. ( în-oo)
Jc

toutes celles qui sont des combinaisons linéaires de celles qui la
précèdent, ainsi que celles qui ont les deux membres identiquement
nuls.

Soit

( I O ) fy{t)kmn{t)dl=fmn ( « = 0, 1, 2, . . . . 4-00)

le système restant.
Posons

qui est évidemment de la même espèce que le noyau K(t, aï). Le
système (io) est équivalent à l'équation

Je
pour laquelle

( A,»„ /i,,,n ) ̂  o et ( kttta <pOTft ) pf o
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quel que soit n fini. Posons aussi

On a

l — 0

et? par conséquent,

On peut donc, comme précédemment, déterminer une suite de
fonctions 9«(a?) de la forme

telle que
r i (i=n)t
ƒ snh{x)qn(x)y^{œ)dr

J o

On verrait aussi que si la suite
r

fm{oc)gn{x)y;x{x)dx:= \ f{i

( / l = : O , I . 2 , , , , , -A-QO)

fait partie de l'ensemble o>, l'équation

admet une solution z(t) de fi'(C) égale à

Par conséquent, la solution y(t) de Û(C) de l'équation (4) sera
égale, pour t dans D, à
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la série du dernier membre étant uniformément et absolument
convergente dans tout domaine complètement intérieur au domaine D
et convergente en moyenne le long de C.

Nous pouvons donc énoncer le résultat équivalent suivant :

Pour que Véquation (4) admette une solution de Î2(C), il faut et il
sujftt que le second membre f {oc") vérifie les conditions suivantes :

i° Que toute fonction de fi(I\) orthogonale le long de F i au
noyau K(t, ce) par rapport à oc soit ortiiogonale le long de TA à f (ce),

2° Et que la série

„ — A l •*- i

soit convergente.

Appelons y4 (oc) la solution générale de l'équation (4) sans second
membre et y (ce) une solution correspondant au second membre. La
solution générale de cette équation sera donc

CHAPITRE IL
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES D'ORDRE INFINL

I. — Généralités.

48. CONDITIONS QUE DOIT VÉRIFIER UNE SOLUTION. — Considérons l'équa-
tion différentielle linéaire d'ordre infini suivante :

( l )
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Appelons, avec M. T. Lalesco.

£, a;) = 2*„(•*)£«
n — 0

la fonction génératrice de l'équation précédente (la série étant
supposée convergente).

Nous supposerons que les fonctions ûrt(a?)(/z = o, i? 2, , . . , + x )
et/(a?) font partie de l'ensemble Û(C), C étant le contour d'un
domaine D à un ou plusieurs tenants à connexion simple ou multiple.

Le problème que nous nous poserons sera la recherche des solu-
tions vérifiant l'équation donnée dans un domaine 0 contenu dans 1)
ou identique à celui-ci.

La solution d'une pareille équation doit être évidemment indéfi-
niment dérivable et telle qu'elle rende le premier membre convergent
dans le domaine 0.

Une condition nécessaire pour que la série (1) soit convergente est
que Ton ait

2) \\«n(<r)J " U ' ) <A- (A

au u
Nous supposerons essentiellement, dans tout ce qui va suivre, que la

fonction génératrice A(£, x) soit une fonction entière par rapport à £,
quel que soit oc dansTi.

Rappelons qu'on nomme ce ordre apparent » d'une fonction entière F(E)
le plus petit nombre p, tel que Von ait

à partir de 'E suffisamment grand et cela quelque petit que soit s.
Si

on a
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ou encore
1 n 1

f n ! )P-^

à partir de /i suffisamment grand.
A ce propos, nous dirons que Vordre apparent c est par excès, .57* r/

partir de n suffisamment grand, on a

lim
n/ T

Pour préciser les conditions que doit vérifier la solution j(as')>
nous allons montrer que Vordre apparent de la fonction A(£,a?) est
égal à la plus grande des limites a(a?) de la suite des fonctions réelles

Cette suite est évidemment positive à partir de n assez grand. En
vertu de la définition de a (ce), on a pour une infinité de termes sn(&)

— £ <$n(x)<(T(x)-h S.

et seulement pour un nombre fini ou nul de termes

Il résulte donc que, pour une infinité de valeurs de ny on a

(3) — V < i ^ W ! < -^->

et seulement pour un nombre fini ou nul de valeurs de n

^ 2 <\an{x)\.

II s'ensuit que la fonction cr(a?) est égale pour chaque valeur de n
à Tordre apparent p(a?) de fa fonction A(H, x) .

En effet, en vertu de l'inégalité (3), il résulte, d'après le théorème



de M. Hadamard (' ), que l'on a

la dernière inégalité n'ayant lieu qu'a partir de /• suffisamment grand.
Il résulte donc, en vertu de la définition de Tordre apparent p(xi),

que

D'autre part o^o(x) — e. En efl'et, dans le cas contraire on aurait
p < o(x) — £ et par conséquent, à partir de n suffisamment grand,
on aurait

ce qui est contraire aux inégalités (3),
Par conséquent,

et puisque t est arbitrairement petit, il vient

L'inégalité (2) peut encore s'écrire

(ni)**-

Pour qu'elle soit vérifiée, il suffit donc qu'à partir de n suffisammen t
grand, on ait

K étant un nombre fini aussi grand que Ton veut.
Supposons qu'à partir de n suffisamment grand, on ait

K"

( n i )

(i) J. HADAMARD, Journal de Mathématiques, t. 9? 1890, p. 180.

THJ.si, GiJllvA.
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Alors

\ \an(w)r» ( .r) > y ] an{ x ), f n \ f r ~z

et la quantité du second membre tendra vers l'infini avec n, puisque
l'ordre apparent de A(£? ce) est rs(x). Par conséquent, dans ces
conditions, la série

sera divergente,

4 9 . DOMAINE DE RESOUJGILITE. SOLUTIONS PROPRES ET IMPROPRES. —

Soit o[a(j?) < «] l'ensemble superficiel des points du domaine D,
où Ton a

Ce domaine o, quand il existe, peut être formé de points isolés de
lignes et de régions et, par conséquent, il n'est plus en général de la
même espèce que les domaines D.

Nous dirons par définition q\x une f onction est holomorphe dans o, si
elle est holomorphe dans un domaine o] contenu dans D et contenant o,
ayant une mesure superficie Ile aussi Dois i ne que Von veut de celle de o et
si possible égale à celle-ci\ pourvu que chaque point de S, possède la pro-
priété d'être le centre cfun cercle ? dont tous les points appartiennent à o,,
et les points de sa frontière étant tels que tout cercle arbitrairement
petit ayant ce point comme centre contienne des points de o, et des points
ne lui appartenant pas.

Avec cette définition, si le domaine o est l'ensemble des points con-
tenus a l'intérieur d'une courbe fermée, le domaine o, lui sera iden-
tique.

Cela étant, pour que la fonction y (ce) puisse être une solution cle
Téquation (i) la vérifiant dans o[a(ce)<^a]9 il suffit que la fonction
y(oo) soit holomorphe dans ce domaine et que l'on ait

K»

( « ! ) ~

En effet, dans ces conditions, les fonctions
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sont aussi holomorphes dans o [7(3?) < a\ et puisque dans ce domaine
on aon a

l i m \ \ a i t ( Ï ) } i m ( r ) \ ^ o .

la série (1) est absolument et uniformément convergente dans
o[fj (JC) < a |. Par suite elle peut représenter le second membre /(a?)
qui est holomorphe aussi dans ce domaine.

Soity(x) une solution holomorphe dans J). On a évidemment dans
un domaine intérieur

K étant un nombre suffisamment grand. Il résulte que l'équation sera
vérifiée au moins dans le domaine Q[?(JC) < i].

Cela étant, soient xQ un point du domaine S[i<a(i#)] et rQ le rayon
de convergence de la série

Pour une infinité de valeurs de n, on a

par conséquent, pour ces valeurs de n, on a

V , « « ( ) 7 ( O | > v I M O I

Si pour ces valeurs de n on a aussi

\ \ nn{x) \n l > (r04- £ )A avec V > 1,

la série (1) sera divergente et par suite la fonction y (a?) ne vérifie plus
l'équation différentielle en ce point.

Soit y(x) une fonction entière d'ordre apparent p < —7- (/' ]> 1)

vérifiant l'équation différontielle au voisinage d'un certain point.
D'autre part, on peut trouver un nombre t suffisamment petit de
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maniere que

p - h £ " et

Par conséquent, dans le domaine o\a(œ)<^a], on a

ni 1 = a—j

et par suite la fonction y{x) vérifie l'équation dans O[G(X) <<?J.
Cherchons si l'équation diflerentielle est vérifiée dans le domaine

en supposant que c ]> i.
Soit.r0 un point de ce dernier domaine. On a, pour une infinité de

valeurs de n
(4)

En effet, dans.le cas contraire on aurait à partir de n suffisamment
grand

<

et, dans cette condition,yÇz) serait d'ordre apparent inférieur \\ p —&,
ce qui est contraire à l'hypothèse.

Pour les valeurs de n qui vérifient l'inégalité (4), on a donc

> K
4 «/ ^ X
\ / i «„(*'), («!)P~S

et puisque la fonction

est d'ordre apparent supérieur à —3-? il est possible qu'on ait pour
une infinité de valeurs de n précédemment définies

TT- arec À,

On voit donc qu'au point a?u, la série (1) peut être divergente.
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Étudions aussi le cas limite où la fonction génératrice A(E, x) est,
pour x dans le domaine D, une fonction entière d'ordre apparent par
excès égal à i. Supposons donc que la plus grande des limites de la
suite \/\an(x)\ ni soit égale à /•(#), cette fonction de x étant bornée
dans le domaine D.

Soit y {ce) une fonction holomorphe dans le domaine D. La
il j \ Y n t Y' \ I r

plus grande des limites de la suite w-—^—^ est égale à ——•»
r(x) étant le rayon de convergence de la série

Soit o ( j ) lVnsemble superficiel des points du domaine D, tel que
pour tout point x appartenant à cet ensemble, on ait

L{jc)<r(r).

Cet ensemble n'existe évidemment pas toujours.
La plus grande des limites de la suite y\an{jc)ytni{a?)\ étant égale
^ il résulte que pour que y {ce) puisse être une solution de

l'équation diö'érefttieWe coftsidépéo, 44 suffît <ju€~r ensemble <̂ l
En effet, soit œx un point de D n'appartenant pas à Pensembla o(y).
Pour ce point r(xx )y>k{sci) et par suite la série (i) est divergente.
On voit donc que la fonctiony{x) ne peut plus vérifier l'équation con-
sidérée au pointa^.

Remarquons que l'ensemble o {y) est tel que le minimum des dis-
tances d'un point x de cet ensemble, aux points singuliers de la fonc-
tion y {ce) est supérieur à k{cr).

Soit of[n{x) = i] Pensemble superficiel des points du domaine D,
tel que tout point .r de cet ensemble soit à une distance supérieure
à k{x) des points du contour C.

Si un pareil ensemble existe et contient un domaine di limité par
un contour rectifiable, toute fonction y{x) de Û(C) qui vérifie l'équa-
tion différentielle au voisinage d'un point de dX9 la vérifiera au moins
dans tout le tenant où est situé ce point.

Si un pareil ensemble n'existe pas, Péquation différentielle consi-
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dérée peutencore admettre une solution, maiscetto fois-ci holomorphe
dans un domaine D, contenant complètement le domaine D. En effet,
dans ce cas l'ensemble o\ \ G(X)=I] relatif au domaine D, peut exister.
Par exemple, soit 1), un domaine, tel que le minimum des distances
d'un point JO de D, aux points du contour C, de D,, soit supérieur
à k{cc). Dans ce cas l'ensemble o'|[c(a?) = i] contient D ou lui est
identique.

Ces circonstances sont nouvelles et caractéristiques aux équations
différentielles linéaires d'ordre infini, comme l'a judicieusement
montré 31. T. Lalesco (*).

Il n'est donc pas suffisant de s'assurer qu'une fonction holomorphe
dans D satisfait au voisinage d'un point l'équation différentielle
linéaire d'ordre infini, pour en conclure qu'elle y satisfait dans tout le
domaine D.

Nous appellerons, avec M. T. Lalesco, une pareille solution, une
solution impropre relativement à D et nous dirons qu'une solution est
propre relativement à D si elle vérifie l'équation dans toute cette
région.

Nous appellerons domaine de résolubilité le domaine où une solu-
tion donnée est propre relativement à ce domaine.

On voit donc que le domaine de rèsoluhilitè d'une solution holomorphe
dans le domaine D est au moins égal au domaine o [G\ JL') < r j .

Dans le cas limite ou lordre apparent par excès a (a*) = t dans tout le
domaine D, le domaine de résoltdnlité est au moins égal au domaine
of[<i(x) = ij si toutefois ce domaine existe.

Enfin le domaine de ré solubilité d\me solution entière d'ordre appa-

rent p < —— ou d'ordre apparent nar excès o = -—- est es*al au moins

au domaine o [ o{x) < a j .

IL — Résolution des équations différentielles linéaires d'ordre infini.

50. HYPOTHÈSES. — Nous allons supposer essentiellement dans tout
ce qui va suivre que dans le domaine D et sur son contour C il existe

t 1 ) T. LiLhs:o, Jour nul de Mathématique*, l. i)j 1908, [>.



— 119 —

des points de o\a(x) < Ö ] (OU au moins pour de certaines valeurs
de a) et qu'on peut tracer des courbes rectifiables fermées en nombre
fini contenues dans D ou se confondant avec son contour G, telles
qu'elles définissent un domaine da contenu dans D ou identique à
celui-ci et qui ne contient que des points de o[a(co) < a'\.

Soit ya le contour du domaine dn et supposons qu'il ne fasse pas
partie de l'ensemble O[G(X) < a],

51. RECHERCHE DES SOLUTIONS HOLOMORPHES. — Considérons l'équation
différentielle linéaire d'ordre infini

(5)

et cherchons ses solutions holomorphes. Nous avons vu que le
domaine de résolubilité relatif aux solutions holomorphes est au moins
égal a o [a(ce) < i] ou si a(a?) = i par excès, au moins à of[a(cc) = i ] .

Plus précisément, nous allons chercher la solution générale y (ce)
de Û(C) et qui devra vérifier cette équation au moins dans le
domaine dx limité par le contour y1 (a = i).

Quelle que soit la fonction y (ce) de Û(C), on a, pour ce clans I),

et

Par conséquent l'équation différentielle donnée peut encore s'écrire

2 7TZ i , {l -U-)"^

Or, pour x dans^ , la fonction génératrice étant une fonction entièie
d'ordre inférieur à i ou par excès égal à i, la série,

2 ati ( x ) n !

Tt - x )" * '
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est absolument et uniformément convergente par rapport a x et par
rapport à t, excepté pour les points i du domaine ouvert D. Donc,
pour x dans rf,,ona

«,A*)n\ Ç y(t)
VT.i Jc(t-.r'"+l

2 ^ ^ 1 " ' <2 ^^X I-
et

£ étant une quantité arbitrairement petite, pourvu que m soit suffi-
samment grand. Par conséquent, l'équation précédente peut encore
s'écrire

Cette dernière est une équation intégrale du type étudié et dont le
noyau

est unt3 fonction de Q'(C) par rapport à t9 quand œ est dans /̂, et une
fonction liolomorphe de œ dans rfl? quand ^ est dans le domaine
fermé D'.

Il est bien évident que toute solution de Û(C) que vérifie l'équa-
tion (.)) dans d\ sera une solution de l'équation (6) qui la vérifiera
dans le même domaine et réciproquement.

En vertu de notre théorème général, il faut et il suffit pour avoir
la solution générale de iï(C) vérifiant l'équation (6) dans dx, de cher-
cher la solution générale vérifiant cotte équation presque pour (ous
IPS points d'un contour rectifiable fermé y< i; le contour y, , défi-
nissant un domaine dx ,, tel que dans chaque tenant du domaine dx il y
ait au moins un tenant de d{ , complètement intérieur à celui-ci. On
pourra prendre, par exemple, un contour formé de cercles, tels que



dans chaque tenant de dK il y ait un cercle ne contenant que des points
de ce tenant.

Nous avons vu précédemment que les équations intégrales de ce
type, avec second membre, n'ont pas toujours de solution et, dans le
cas où elles en ont, comment on pouvait les déterminer.

Le second membre f (ce) étant supposé identiquement nul, nous
savons calculer la solution. Sachant fermer un système orthogonal et
normal de fonctions de O(C), nous pouvons évidemment déterminer
le nombre de constantes arbitraires que contient la solution générale.

Nous allons nous occuper plus loin de certaines équations différen-
tielles linéaires d'ordre infini plus particulières et donner des condi-
tions suffisantes de résolubilité, plus faciles à appliquer.

52. RECHERCHE DES SOLUUONS ENTIÈRES. — Le domaine de résolubilité,

relatif aux solutions entières d'ordre apparent p < a ou d'ordre

apparent par excès c = > est au moins égal à o[a(œ) < a]. Cher-
chons la solution entière la plus générale d'ordre c et qui vérifiera
l'équation au moins dans da.

A cet effetr nous allons montrer que toute fonction entière ¥(z)
d'ordre apparent Ç<(AUU d'ordre apparent par excès p = À est de la
forme

fi(z) étant une fonction holomorphe au voisinage de l'origine O.
En effet, soit

En vertu de la définition de l'ordre par excès, on a, à partir de n suffi-
samment grand,

.</ I
V b\ ;(«!)'< A.

TH1 ST TTTIKA



Par conséquent, la fonction

est holomorphe dans le cercle de centre O et de rayon -̂ -
II s'ensuit donc que la fonction que nous cherchons est de la forme

ti-0 ( / i l ) a

la fonction //(«) étant holomorphe au moins dans le voisinage de 0,
pas exemple, à l'intérieur d'un cercle de centre 0 et de rayon ÏJ.

Posons, pour simplifier l'écriture, A = —5— En remplaçant y (oc')

par cette expression, l'équation différentielle (5) devient

han(ac)

ou encore

cette dernière série étant absolument et uniformément convergente
dans da. En effet, dans da, on a

I M ' ) ! < — L

quelque petit que soit s, pourvu que /z> N, N étant un nombre suffi-
samment grand. En divisant toutes les fonctions alt{œ) par une cons-
tante suffisamment grande À, on a, quel que soit «,
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Donc le terme général de la série précédente est inférieur à

1 ' t l '

la dernière quantité étant le terme général d'une série convergente,
quel que soit | x \ fini.

Nous poserons, pour plus de simplicité,

L'équation différentielle donnée s'écrira donc

La série

étant absolument et uniformément convergente par rapport à x dans •/„,
pourvu que / ^ o ; il résulte que l'équation précédente pourra encore

/<</)> -£br <//=/< *

étant un cercle de rayon Y] et de centre 0.
Cette équation intégrale est encore du type étudié. Son noyau

est une fonction holomorphe par rapport à r dans tout le plan, sauf à
l'origine, pourvu que a: soit dans da et une fonction holomorphe par
i apport a x dans d<n pourvu que t^é. o.

Le problème revient donc à rechercher la solution générale de ü^y)
vérifiant l'équation le long d'un contour -y,, {de même définition
que y, ] par rapport au domaine ' / , , , ) .



Si cette équation admet une solution h(x) de Q(Y) , la fonction

, v / ' / ( ( o ) - "
>•( . / • ) = > f-.rn a \ i T A = -

sera la solution générale entière recherchée.

Si la fonction h (ce) a un point singulier sur le cercle y, la fonc-

tion y (oc) est d'ordre apparent par excès égal à - Au contraire, si

la fonction II(JC) est une fonction entière, son ordre apparent sera

certainement inférieur à
a — i

Remarquons que si l'équation intégrale n'admet pas de solutions
de fi(y)f l'équation différentielle donnée ne peut admettre pour solu-
tion une fonction entière d'ordre £ '<c,mais en échange pourrait
admettre des fonctions entières d'ordre c '> p.

Remarque. — Dans ce paragraphe nous avons supposé que o < »

c'est-à-dire que r/>i. Supposons maintenant que o <̂  a < i. Dans ces
conditions, dans le domaine o[a(œ)<^a], il pourrait exister aussi
des solutions non holomorphes ou du moins ayant dans I) de certains
points singuliers. En effet, pour que la série

soit uniformément convergente, il suffît que dans o|"a(a?) < a], on ait

On pourrait chercher, par exemple, s'il existe des solutions
formelles développables en série de Taylor divergente autour de
c e r t a i n s p o i n t s d e O[O(JL') < ^ a \ e t d o n t r o r d r e de divergence {*) s o i t

inférieur à
a — i

(1 ) Voir à ce sujet M. LE ROY, Annales de (a Faculté des Sciences de Toulouse,
t. H, 1900, p. 417.
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Nous allons laisser ce problème de côté et étudier on échange la
recherche des solutions holomorphes.

III. — Recherche des solutions holomorphes vérifiant l'équation
dans un domaine d'un seul tenant.

53. METHODE DES FONCTIONS GÉNÉRATRICES. — Considérons l'équation
différentielle linéaire d'ordre infini

et cherchons la solution générale de Q(C) vérifiant cette équation
dans un domaine d'un seul tenant d de contour rectifiable, ce domaine
faisant partie du domaine o[ a(a;) < i | .

La fonction génératrice

A(£, a,)=

sera donc une fonction entière par rapport à Ê, quand x est dans le
domaine d et une fonction holomorphe de x dans d, pourvu que i soit
lîni.

Ce problème revient à la recherche de la solution générale de
l'équation

la vérifiant pour presque tous les points du contour d'un cercle C,
ayant son centre dans dei de rayon r assez petit de manière qu'il soit
complètement intérieur à d. Supposons (en faisant au besoin un chan-
gement de variables) que son centre soit à l'origine.

Le noyau de l'équation intégrale précédente

est une fonction entière par rapport à •> pourvu que xsoit dans



Considérons l'égalité

l'intégrale du second membre ayant un sens, pourvu que lapartie réelle

de f i — y j soit positive, ce qui a lieu en particulier si t est sur G

et x sur G,.
La fonction génératrice A(£, x) étant une fonction entière d'ordre

apparent inférieur à i, pourvu que x soit dans <Y, on a

r r
L'intégi^e du second membre de cette égalité est uniformément

convergente par rapport à x dans G, ou sur ce cercle et par rapport
à ? clans D' ou sur G, En effet, dans cos conditions, on a

quelque petit que soit zf, pourvu que s soit suffisamment grand. La

partie réellepr 11 — "- \ de i — ~ étant positive, on peut déterminer z1

assez petit de manière que

et, par conséquent, on a

Pr\ i— - — e ;>o

quantité arbitrairement petite, pourvu que m soit suffisamment grand.
L'intégrale

ds

est aussi uniformément convergente dans les mêmes conditions. Pour
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le faire voir, il suffit de montrer que les fonctions

rkr

pour x dans C, ou sur ce cercle, sont des fonctions entières par rapport
à \ d'ordre inférieur à i. On a

dz

avec r'^>rf le cercle Cr étant aussi complètement intérieur à /̂ et
de même centre que C,.. Le point x étant situé à l'intérieur du cercle C,.
ou sur ce cercle, on â

avec

Par conséquent, on a

p étort 1
quand x est situé sur le cercle Cr9 pourvu que c soit suffisamment
grand; ce que démontre la proposition.

L'équation (7) peut encore s'écrire

(8)

Sous cette forme on met en évidence la fonction génératrice.
Remarquons que pour x situé à l'intérieur de C,. ou sur ce cercle,

on a aussi

Le système fondamental relativement aux fonctions de 12(G,) est

x
j = ( « = 0 , I , 2 , . . . . H- OO).

\ 2 7t r
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En vertu de la remarque précédente, on a

(10) - A r t ( O = - L

Soit on(t) le système orthogonal et normal de fonctions de û'(G)
déduit par orthogonalisation de la suite kn(t).

On a

(11) k(*,a;)=-i-

R e m a r q u o n s a u s s i q u e p o u r o < z ' < w ( « = 1 , 2 , . . . , - + - QO), on a

(12) ^ l ï(o) = o.

Posons

Remarquons tout de suite que si £ est fini, la série

est uniformément convergente ( ' ) . En multipliant les deux membres
de l'équation (11) par eA et un intégrant le long du contour C, il vient

En vertu de la remarque du paragraphe 42,
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la série du second membre étant absolument et uniformément conver-
gente pour x dans C, et sur ce cercle et pour toute valeur finie de £.

En (leveloppant le premier membre de l'équation précédente sous
forme d'équation différentielle et en mettant eK* en facteur, il vient

Cela étant, supposons que

(/.rt/.n)^£o et

quel que soit n fini.
Dans ces conditions, on peut déterminer une suite de fonc»

i / 1 \
tions qn\~) de la forme

telle que Ton ait

f « , W = 0, I , 2 -h 00 )

Posons encore

En multipliant les deux membres de l 'équat ion ( i 3 ) par -qn[-

et en intégrant le long de CM il vient

En remarquant que

ƒ
et que pour m > n



— 130 —

l'équation précédente peut s'écrire

On voit donc que les polynômes Q,,(£) vérifient le système d'équations
différentielles précédent (n = 0 , 1 , 2 , . . ., -f-oc).

Réciproquement, étant donné le système d'équations O4)> suppo-
sons qu'il admette un système de solutionsQlt(l)(n — o, 1, 2 , . . . , H-QO),

tel que Q,,(£) soit un polynôme de degré n.
Remarquons que Ton a

par conséquent le système d'équations (if\) peut encore s'écrire

( n •=. o . T , ix -rx).

En vertu de l'égalité (j3), il faut donc que

/ - * r , ^ i i \ / s i ( « = / « ) •

(/i. ? n ^ o , 1, 2 -4- 20 ).

Cela étant, supposons que la suite

Ji:t & \ x

fasse partie de l'ensemble co.
On voit donc, dans ces conditions, que la série

est absolument et uniformément convergente dans d.
Nous allons montrer que la fonction f(x) est exprimable en série

de fonctions .^(a?). En effet, - qn (~) étant un polynôme de degrés -h i



— ta j —

en - , en vertu des équations ( io ) et (12), il faut nécessairement que

^ ( 0 ) ^ 0 , quel que soit n fini.
D'autre part, en vertu de l'équation (10), on a

II s'ensuit donc que (/i,,©,,) ^ o, quel que soit n fini. Par consé-
quent, on a nécessairement aussi (kn/cn) ^ o, quelque soit n fini. Par
suite, en vertu de notre théorème d'existence, /\3?) est bien dévelop-
pabïe en série de foliotions sn(x).

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

Pour que f équation différentielle, qui a pour fonction généra-
trice A(£, a?), admette une solution de Q(C) quelle que soit f (ce) de
Q{C) (la vérifiant dans <7), il faut et il suffit :

i° Que le système d*équations

(16 )

t/?'̂  zitt système de solutions Qn(^)(n = o, 1, a, . . . ? 4- 00), ̂ / ^w^ Q/((ç)
soit un polynôme de degré n ;

20 Et enfin que la série

soit convergente.

54. AUTRE FORME DES CONDITIONS-D'EXISTENCE. — Considérons le
système d'équations

= 0. 1.2
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Si l'équation différentielle donnée admet une solution quelle que
soit / ( . r ) de Û(C), nous avons vu que le système Q/((H) est un système
de solutions du système d'équations (16), et puisque, pour m > n,
Q^n (£) = o, il résulte qu'il sera aussi une solution du système précé-
dent.

Réciproquement, supposons que le système (17) admette un
système de solutions entières, telles que l'on ait

0 8 ) I U „ ( £ ) | < À ^ i ' » ( / • „ < / • ) .

quels que soient n et £.
Dans ces conditions, les premiers membres des équations (17) sont

absolument et uniformément convergents.
Posons

En vertu de l'égalité (i3), il faut que

r T / i \ , M in=m),

J(.
 n{ '•'• "l\xJ I o (n^m).

Supposons que la série

i\LIA?C-<
soit convergente et que de plus la suite ^«„(^ jso i t fermée par

rapport aux fonctions de Q(C,).
Pour que l'équation considérée admette une solution, il faut et il

suffit que la fonction ƒ(J?) soit exprimable en série de fonctions sn(sc).
La série

est absolument et uniformément convergente dans le cercle Cr et sur
ce cercle. La différence
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é t a n t u n e f o n c t i o n d e fl(C,) o r t h o g o n a l e à l a s u i t e f e r m é e ' " „ ( - ) >

o n a b i e n

A ' ) =

Par conséquent, pour que l'équation dij]èrentielle considérée admette
une solution quelle que soit f (ce) de O(C), il faut et U sujjit :

i° Que le système d'équations

f m = o ï > , H- oc )

admette un système de solutions entières U m (£ \ ^

? soient m et S;

j ermee par rapport aux Jonctions de Q. ( C, ) ;

° Et enjin que la série

soit convergente.

55. CONDITIOISS suinsANTEs I)'EXIS^E^CE. — Supposons que le S)stème
adéquations (17) admette un système de solutions entières, telles que

( T C ) )

la série étant uniformément convergente quel que soit L
Cette condition entraine les conditions i° et 20 du théorème précé-
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dent. En effet, on a évidemment

D'autre part,

<r f \f{u)*d* f f e-» ,1

da

,2 dtda,

où Ton a posé

Or

Par conséquent,

et v = /r.

[ T
/ l ( / e - ' o t ) | î <

iT.r\Pl \f{u)\2dot e-t>->* dt

et, par suite, la série du premier membre de cette iaégalité est bien
convergente.

Il résulte que pour que lJéquation différentielle considérée admette
une solution quelle que soit f (x) de Q(C), il suffit :

T° Que le système dJéquations

admette un système de solutions entières telles que

rm« <?ïan̂  uniformément convergente quel que soit H;



— 135 —

2° Et que la suite

soit fermée par rapport aux f onctions de Û(C,).

Supposons que les conditions du théorème précédent soient vérifiées.
Soit tyn(&) la fonction égale, pour x sur C. à on(x) y/(a?) et pour x

dans le domaine ouvert D, à —. I ï^ll2Li£Jrf5. La suite tyn(x) forme

un système orthogonal et normal de fonctions de ù (C) (§ 37).
En vertu de l'inégalité (19) on peut poser

la série convergeant en moyenne le long de C et uniformément par
rapport à c ( c > o), pourvu que | u |>/\

D'autre part, si x est situé dans un domaine D, complètement in-
térieur à D, on a,* en vertu de l'inégalité de Lagrange et Cauchy,

La série

est bien convergente dans ces conditions, puisque <\>tl(ar) n'est autre
que le coefficient de Fourier de la fonction ^ __ par rapport au sys-
tème orthogonal et normal o,t(-) '//(-V

Par conséquent, si | u \ = r, on a

(20) I r - ' L ( - ,

II s'ensuit que l'intégrale

est uniformément convergente pour JC dans Ü! et pour | // |>r.
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En vertu des résultats précédents, la fonction

est une solution de l'équation différentielle considérée.

Par conséquent, pour a* situé dans le domaine D,, on peut encore
Técrire

L (ï, Adv du.

V J
Or, en vertu de l'inégalité (20), on peut aussi la mettre sous la

forme
' ()nU{o. JL) , .

la série étant uniformément convergente dans le domaine IV
Nous allons chercher encore d'autres conditions suffisantes d'exis-

tence afin de permettre de trouver plus facilement une solution corres-
pondant au second membre.

50. NOYAU RÉSOLVANT : THÉORÈME, — Pour que Véquation différentielle
ayant pour fonction génératrice A(£, x} admette une solution de
(la vérifiant dans le domaine d), ilsufjit que Véquation intégrale

admette pour presque toutes les valeurs \ u \ = r (le cercle C, étant complè
tement in tér ieur à d) une solution R(w, ad) de Q(C) par rapport à x

telle que la série

[ ds =\clt\

soit presque partout convergente le long de G,, et intégrable terme à terme,
r.n(t) désignant le système fondamental relativement aux fonctions de
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n( tf)=zf R ( r/

Posons

En vertu de l'inégalité de Schwarz, on a

I f /(«)R„(i/)rfw '< f\f(u)V-dv f\

avec

par suite, la série

f j(lt)&n(«)df(

est convergente. Il résulte que la fonction

est une fonction de Ï2(C).
Montrons qu'elle est la solution cherchée. En effet, pour x dans C,,

=— ( f(u) f R(//, nFvf/, i)dtdu

Nous appellerons la fonction R(f/, ^r) le noyau résolvant de la
solution.

Remarque. — Supposons que l'équation intégrale

admette une solution E(H, O de Û(C) par rapport à * quel que soit ç
fini et que de plus pour t dans le domaine fermé D, on ait



— 138 —

De cette inégalité, il résulte que l'intégrale

est par rapport à x une fonction bornée de fi(C), pourvu que |«1^>\
et par rapport à u une fonction bornée de û'(C r).

Il s'ensuit, comme il est facile de le vérifier, que la fonction

<fJ0 \«

vérifie les conditions du théorème précédent. La fonction

est donc une solution de l'équation considérée.
Cela étant, posons

271'

On a

71 = 0

De Tinégalité (22) il résulte que la série

! àçH <lr«

converge uniformément dans le domaine fermé D; par conséquent
J($, ce) est une fonction de Û(C) par rapport à o;? pourvu que £ soit
fini.

L'équation (23) peut donc encore s'écrire

Or, on a
i r e*

27" .A T
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II résulte donc que la fonction J(ç, x) — erl est une-solution de
l'équation différentielle sans second membre.

57. AUTRES CONDITIONS SUFFISANTES D'EXISTENCE. — Supposons que
l'équation

admette une solution entière en £? telle que l'on ait

quel que soit x dans le domaine fermé D et de Û(C) par rapport a
quand £ est fini.

Il résulte comme précédemment que l'intégrale

f e-»E(-,

est une fonction bornée de Û(C) en cc} pourvu que | u \>r.
L'équation (24) peut alors s'écrire

Zàn\ L dtff

et, par conséquent, on a

2 0 /'—' h{ ~ , ,r / / r rf« = <?•'-<.

Nous allons montrer que la fonction

/cr

est une solution de l'équation différentielle qui a pour fonction géné-
ratrice A(£, a?), pourvu que la fonction ev*A(jz,Jc) soit fermée par
rapport aux fonctions de Q(C,), c'est-à-dire qu'il n'existe aucune
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fonction A de ù\Cf)9 telle que Ton ait simultanément

f IA v)e^ À( *, ,r)dx =
Je,

ƒ ! ï(a-)\idoL = ii

quel que soit £ fini.
En effet posons

et remarquons que l'intégrale

est une fonction de û ( C r ) par rapport à ar9 quand | w | > r e t d e i i ' ( C )
par rapport à u^ quand ce est dans le domaine fermé D.

En effet, dans ces conditions, la fonction erv*E(->x) est bornée

quel que soit v>o.
Par conséquent, en multipliant les deux membres de l'équation (25)

par
)

2711 J;

et en intégrant le long de C/? il vient, en vertu de l'équation (28),

On a donc

Par conséquent, en vertu des conditions (26) et (27), on a, pour z
dans Cr et | u |>r ,
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et puisque P(-> -s) est une fonction entière en -> on a

Il résulte donc, en vertu de la remarque du paragraphe 56, que
l'équation différentielle eonsidérée a pour solution précisément la
fonction y (os).

Nous pouvons donc énoncer encore les conditions d'existences sui-
vantes :

Pour que Véquation différentielle ayant pour fonction génératrice
A(£, x) admette une solution de 0 (0) , il suffit que Véquation différen-
tielle

i dnE(l, a) dnA.(l< o) _ ,*

ait une solution entière en E, telle que Von ait

Mo) | E ( ^ * ) | < K e l E | ' " c )

quel que soit x dans le domaine fermé D et de Û(C) par rapport à or,
quand £ ̂ u / /^(le^ercieXr d -̂cayxuLj- étant contplèjexneiii intérieur
k d) y pourvu toute fois que la f onction el^A(jz9 oc) soit fermée par rap-
port aux fonctions de Û'(C, ) de x, quel que soit £ fini.

Remarquons, en passant, que la condition (3o) n'est plus nécessaire,
quand la fonction génératrice A(£, x) a, par rapport à x, un point
singulier sur G, ? étant supposé fini.

58. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A FONCTION GÉNÉRATRICE ENTIÈRE D'ORDRE

INFÉRIEUR A i ET DE DEGRÉ p EN x. — Supposons que la fonction généra-
trice soit égale à

les fonctions Ao( S), A,(O> • • •» A ^ ) étant entières d'ordre inferieur k i .
Les théorèmes précédents se simplifient notablement, dans ces con-

ditions.
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Le système d'équations (16) se réduit k un système d'équations
différentielles d'ordrep au plus.

L'équation (17) se réduit à une équation d'ordre p.
Remarquons que la fermeture d'une fonction F(E, x), par rapport

aux fonctions de £2\G,) en x, équivaut ïi ce que l'on ait

lV{i o )
-z± o—

oz"
quel que soit n fini.

En effet, cela résulte de ce que la suite —^(n = o, 1, 2, . . ., 4-oc)
est fermée.

Par conséquent pour que la fonction e'*A(E, x) soit fermée par
rapport aux fonctions de Û'(C,) en x, il faut que Ton ait

c'est-à-dire

\ t l < £ > f- £ \ , ( H ) « - h . . - h £ / ' \ / , f ï ) / < f ;/ — O ( / * — / ? — 1 ) = ^ o ,

quel que soit /i fini.

L'équation (29) se réduit aussi à l'équation

.V.). ÉQUATIONS- DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES D'ORDRE INFINI A COEFFICIENTS

CONSTANTS. — Considérons l 'équat ion suivante

et supposons que la fonction génératrice A(^) soit d'ordre infé-
rieur à Ï .

Dans ce cas, le système d'équations (iG) se réduit à un système
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d'équations algébriques. Nous pouvons donc énoncer le théorème
suivant :

Pour que Véquation différentielle, qui a pour fonction génératrice
À(£) (d'ordre < i) ait une solution quelle que soit f (ce) de Û(C) , il
faut et il suffit que les fonctions <&„(£) soient divisibles par la fonction

génératrice A (H), que les rapports Q,,(£) = j~f~ soient des polynômes

respectivement de degré n et enfin que la série

soit convergente.

Cherchons ce que pourrait donner le théorème du paragraphe 56.
A cet effet, remarquons que si la fonction A(£) a des zéros simples

et distribués d'une manière convenable, la fonction

A -
-dv

vérifie les conditions du théorème précédemment rappelé, mais seule-
ment pour |a?| < | M |.

Du reste, si la fonction f (ce) est holomorphe dans un cercle C6

contenant le domaine D et son contour et si les intégrales

OÙ

sont des fonctions de Û(C) quel que soit ifini, la fonction yQ(x) sera
évidemment une solution.

On peut aussi utiliser autrement la fonction méromorphe
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A cet effet, développons cette fonction en série de M. Alittag-
Leffler (<).

Soient a o a2, . . . f a,M . . . les zéros de la fonction A(£).

Soit G,( y-^—5 a?) la partie principale relative au pôlea,, c'est-a-dire

le polynôme en „——du développement de la fonction --y,- en série

de Laurent relative au pôle a,.
La méthode de Aï. Mittag-Leffler consiste à déterminer les polynômes

—~~—- en £ de degré qt respectivement égaux aux ç, premiers termes

du développement en série entière de - p dans le cercle G, de centre Ü

et de rayon suffisamment petit, de manière que la série

dG, <)\

soit convergente , quel que soit \ fini et sauf pour E = a,, a2 , . . . ,
an , . . . .

De cette manière les séries

7} I

sont uniformément convergentes, dans les mêmes conditions. Le
développement sera de la forme

Nous allons montrer que les fonctions G, et P, sont des solutions de
l'équation différentielle donnée sans second membre.

En effet, la partie principale G, relative au pôle at d'ordre pt + t sera

C1) Voir Ë. BOREL, Leçons sur les fonctions rnérornorphes^ p. 8 (Paris, Gauthier-
Villars, 1903).
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de la forme

D'après la construction des polynômes P,(c, ,r), il résulte qu'ils
seront aussi des combinaisons linéaires des fonctions xm e'ai.

Or, on vérifie sans peine que les fonctions xmex*x(n<p() sont des
solutions de l'équation différentielle sans second membre; par consé-
quent notre proposition est démontrée.

Pour que l'équation différentielle donnée admette une solution
" s * ~

de Î2(C), il suffit de pouvoir développer la fonction —rj^ en série
canonique de M. Mittag-Le f fier, telle que la fonction entière E (£,#•"),

différence entre -rjT\ et cette S{Sne* SOff te^e OU(' % on alf

quel que soit x dans D ou sur (]m et de plus qu'elle soit une fonction

de Û ( C ) par rapport à <i\ quand toutefois 'S est fini

tën effet, on a

>T.t

cl, par suite,

60. SOUÎTION DE lAquAiiors SA\S SECOND 31KMBKK. — Nous allons mon-
trer que la solution générale holomorphe dans un cercle C, de
centre 0, d'une équation différentielle à fonction génératrice A(£)
entière d'ordre inférieur à T, est de la même forme que celle d'une
équation différentielle d'ordre fini a coefficients constants.

Posons

t H h H K H H1K A
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En supposant que «0 ^ o, la fonction génératrice est de la form?

Remarquons tout de suite qu'une solution holomorphe dans un cer-
tain domaine fini sera propre relativement a ce domaine.

L'équation integrale équivalente a cette équation différentielle sera

en supposant que aKS = i.
Sous cette forme, nous avons uns en évidence les zéros de la fonc-

tion génératrice.
Soient an t les coefficients de l'équation différentielle d'ordre i, qui a

pour equahon caractéristique

Tequation différentielle qui a pour fonction génératrice

On a évidemment

Nous allons montrer que la suite F, | tyj converge uniformément
G, vers y(ao\ en supposant toutefois que y (a:) est de ï2(CrV En

effet, on a

•]
J

(ù dt
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La fonction génératrice À,( c) étant tel le que

quel que soit i, il résulte que l'intégrale

converge uniformément pour a? dans Cr.
Par conséquent, on a

ou encore

Y A \ ! — »

M -

; / ƒ — / >̂ vL'ri
- e/

Utl
dy.

pourvu que m soit suffisamment grand.
Oi\jjour h < m> le^roduit infini

U

II ds dx

Llv ynt
n — i

est uniformément convergent; par suite, on a

ri (• Ù> < £ ,

pourvu que z soit suffisamment grand. Il résulte donc que
pour ] J? |<[ / \ on a bien

pourvu que c sott assez grand. Cela étant, soit yt{x) la solution de
l'équation

THfcSE GHIKA. 19.
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Elle est de la forme

les L'a étant des nombres entiers ou nuls inférieurs respectivement aux
ordres de multiplicités des a,,. Les constantes cn étant arbitraires, il
est évidemment toujours possible de trouver au moins une suite par-
tielle y'tiÇv) contenue dans la suite y\{x), qui converge uniformément
dans C,. Dans ces conditions, on est assuré que la suite J , , ^ ' ) c o n"
verge uniformément vers une fonction bolomorphe dans G,.

Posons

Toute solution de l'équation

est évidemment une solution de F [y] = o.

Or
l im F , J v ] = : y ( . r ) \

p •*

par conséquent, la fonction yÇv) précédemment définie est une solu-
tion de l'équation différentielle donnée.

Nous allons montrer que cette solution est générale.
À cet effet, remarquons que l'équation

est équivalente a l'équation

Fiiy )=yt{ , r ) .

pourvu que i soit fini et que les constantes arbitraires que contient
y,{x) soient convenablement eboisies. En effet, cela résulte immédia-
tement de l'équation (3 i ) .

Cela étant, soit z(œ) une autre solution de l'équation (32).
Le nombre i0 étant fini, elle vérifie, par conséquent, l'équation
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La solution générale de cette équation sera

zs ,(,r) étant une solution correspondant au second membre, qui existe
vu la forme de celui-ci et ztX

x) u n e solution de l'équation

Kn répétant notre raisonnement pour l'équation F,o[sIo], comme
nous l'avons fait pour l'équation F [.s] = o, le nombre i{ étant fini, on
devra avoir

la fonction y, , (ce) étant une certaine solution de l'équation diffe-
rentielle d'ordre Î, qui a pour équation caractéristique

H
Otte fonction sera évidemment de la même forme que la solution

trouvée j ( . r ) .
La solution generale de l'équation précédente sera donc

5i.',, 'i(-r^ étant la solution correspondant au second membre et de
la même forme que celui-ci et *,B + ,1(

J:') ' a solution de l'équation

Soient i>, i>t . . ., ttn . . . des nombres positifs bornés, quel que
boit 72.

Cela étant, en répétant notre raisonnement précédent indéfiniment,
il vient

'••., r--_ "i —

^ç (ce) étant la partie de la solution z(x) qui n'est pas de la forme
71 — 0

de v(ce) [on exceptant r(^') = oj.
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Or nous avons vu que

lim F m L.VJ "

par conséquent
lim s

Les solutions laissées de côté ^, ,n, :?,. Ifl_, , . . ., étant de la même
forme que la solution trouvée y (ce), il résulte que cette dernière est
bien générale.

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

Toute équation différentielle linéaire d'Ordre infini à coefficients
constants sans second membre7 qui a pour fonction génératrice une
fonction entière d ordre inférieur à i ,

admet toujours une solution holomorphe à f intérieur dUin cercle de rayon
fini.

La solution générale est de la f orme

avec

kn étant des nombres entiers positifs ou nuls respectivement inférieurs aucr
ordres de multiplicité des an.

6 1 . ÉQUATIONS UNEÀIKKS AUX ÎHFFKRE;STKS JINIKS. — (Considérons

l 'équation aux différence unies suivantes :

aoiii' ) ) t ./* ) ^~ a{[ ,r \j ( . r — bK \ - — . . . — an{ .r \ y\ ./* hn ) ~ f\ r .

où a^(,r), ^ , ( x ) , . . . , an(x) et J\x) sont des fonctions de 12(C), la
courbe {) étant fermée simple, contenant l'origine et les points /;,,
h*} . • - 9 bn éjtant suffisamment rapprochés de l'origine.
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La recherche d'une solution de Q(C) vérifiant cette équation dans
le domaine d'holomorphisme du premier membre revient, en appli-
quant la formule de Gauchy, à la résolution de l'équation intégrale

" • ' • * >

t — j - ô7l

Cherchons la région où le noyau, quand / varie le long de G, est une
fonction holomorphe par rapport a a\

Soit h, un des points b]f b.Jt . . ., hn ei faisons subir à la courbe G
une translation è,O. Soit G, la nouvelle position de la courbe G et
appelons 1), le domaine limité par G,. Dans la région commune à D et
à D, les fonctions y {oc) ety{x -+- b,) sont par conséquent homolorphes.

Faisons pour chaque point bt une opération semblable à la précé-
dente et soient D,, Da, . . ., D,, les domaines ainsi définis.

La région commune à ces domaines y compris D? sera la région
cherchée.

Ce problème revient donc à la résolution d'une équation intégrale
du type étudié.
-> Quand ,r est dans la région précédente, on voit sans peine que

Téquation intégrale* est équivalente à une équation différentielle
linéaire d'ordre tnfini e t dont sa fonction génératrice esrd 'ontre
excès égal à i.
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