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@1) QUELQUES PROPRIETES DE LA GEOMETRIE
DES CARENES

Par M. 1'Ingénieur de 3¢ classe Roger BRARD.

RELATIONS ENTRE LA SURFACE DES CENTRES DE CARENE,
LA SURFACE DES CENTRES DE FLOTTAISON,
LES LIGNES DE FLOTTAISON

ET LES MURAILLES DES FLOTTEURS.

INTRODUCTION

Avant d’aborder I'examen de certains prohlémes que pose la
question de la stabilité des navires, il m’est agréable d’associer
dans un méme hommage de reconnaissance émue les noms des
deux savants: MM. E.G. Barrillon et D. EydouXx. qui, par leurs
encouragements et leurs conseils, m'ont permis d'apporter une
modeste contribution & la recherche des solutions dont la réalisa-
tion pratique préoccupe, a tant de titres. les Marins et les
Ingénieurs.

La partie de la théorie du navire qui traite du navire au
repos parait avoir été quelque peu délaissée ces derniéres années
au profit de celle qui étudie le navire en mouvement. Nous
pensons cependant que c’est une question qui est bien loin détre
épuisée. Elle présente d'abord un intérét spéculatif certain, par la
nature méme de son domaine. qui est celui de la géométrie des
carénes : mais surtout. elle a une grande importance pratique,
parce que cest elle qui est chargée de définir et d’étudier tout ce
qui a trait & une question fondamentale pour le navire : la
stabilité.



— 6 —

Le travail que nous présentons est un essai pour faire mieux
connaitre la nature de ces éléments qu on consideére pratiquement.
Il a été orienté vers la recherche de la solution d'un probléme
essentiel del'architecture navale. celui que nous appellerons avec
M. Barrillon probléeme isocarene inverse.

Le probléeme direct « Etude de la stabilité d'un navire déja
construit » est assez simple. il se ramene a la détermination des
surfaces des centres de carénes et des centres de flottaisons.

Mais le probléme inverse est beaucoup plus compliqué. Il
consiste essentiellement dans la détermination d’un navire dont
les propri¢tés de stabilité soient données pour des angles quel-
conques. Il se pose logiquement (uand il faut dtablir les plans
d'un nouveau batiment : matheuircusement on ne sait pas le
résoudre autrement que pour des inclinaisons transversales
infiniment petites.

Les démonstrations que nous allons donner ne sont pas
toujours tout i fait rigourcuses. Nous aurons soin, chaque fois
dattirer I'attention sur les hypothéses (que nous serons amenés
a faire ; on verra (que les résultats obtenus ont cependant une
grande généralité, et conservent une probabililé trés forte pour
les cas exceptionnels ot ils pourraient étre en défaut.

On estimera, peut-¢tre, qu’il aurait miecux valu attendre, pour
les énoncer, qu’ils soient tout & fait au point. Nous ne nousy
sommes pas résolu. parce que nous avons pensé (que les applica-
tions pratiques auxquelles ils peuvent conduire dans un avenir
plus ou moins rapprochdé sont telles qu'il est vraiment légitime
de vouloir aller de I'avant. méme =i les points sur lesquels on est
obligé de <appuyer n‘ont pas toute la solidité quon pourrait
désirer.

Nous avons admis un certain nombre de définilions et de
résultats maintenant classiques, et dont les principaux sont les
suivants :

fe La caréne d’un flotteur est la portion de sa surface suscep-
tible d’¢tre immergde quand il est en équilibre. ou qu’il roule et
langue normalement @ =a flottaison est la ou les portions du plan
de la surface libre du liquide (supposcée parfaitement calme). qui
sont comprises a I'intéricur du flotteur : chacune de ces portions
est limitée par une courbe fermée, 'ensemble de ces contours
constitue la ligne de flottaison du flotteur : entin. le volume Jde sa
carene est le volume immergé, quand il est en équilibre ;
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2° On appelle surface des flottaisons, ou surface des centres
de flottaison, I'enveloppe des plans qui limitent dans le flotteur,
des volumes de caréne équivalents : on justifie la deuxiéme
définition en montrant que le centre de gravité de chaque
flottaison est le point de contact du plan de cette flottaison avec
son enveloppe

3° Le centre d’une caréne est le centre de gravité du volume
de cette caréne. Quand on fait varier le plan de flottaison, de
maniére a4 obtenir des carénes équivalentes, le centre de caréne
est mobile par rapport au flotteur et décrit une surface dite
surface des centres de caréne ;

4° Le plan tangent & la surface des centres de caréne en un
point, est paralléle au plan tangent a la surface des flottaisons au
point correspondant ;

5° Si on considére des plans de flottaison isocarénes et
paralléles & une méme direction, dite axe d’'inclinaison. le lieu des
centres de carene est une courbe dont la projection sur un plan
perpendiculaire a l'axe d'inclinaison a un rayon de courbure
. ! . .
égal a v V étant le volume constant des carénes, et I le moment
d’'inertie de la flottaison par rapport & l'axe passant par son
centre de gravité et parallele a I'axe d’inclinaison.

Nous ne reviendrons pas sur la grande importance que
\ . 1 . < .
presente cette expression ~ qu’on nomme rayon métacentrique.

Nous rappellerons simplement que la connaissance de la position
du centre de gravité du flotteur et de la surface des centres de
caréne, définit toutes les propriétés de stabilité initiale ou dyna-
mique des navires, ainsi que leurs périodes de tangage et de
roulis, et que la surface des flottaisons définit I'influence de
I'accroissement infinitésimal de poids ¢t de poussée : ¢n particu-
lier. elle permet de prévoir les (ualités de tenue a la mer d'un
batiment.






PREMIERE PARTIES

CHAPITRE Ier.

Condition pour qu’'une courbe F
tracée dans le plan tangent d’une surface [F]
engendre une suriace.

1.— Dans tout ce ui suit. nous désignerons par (M) la courbe
engendrée par un point M, animé d'un mouvement a un para-
metre, et par [M] la surface qu'il engendre si son mouvement est a
deux paramétres. Si ¢ est le centre de gravité d’une carene, F le
centre de gravit¢ d'une flottaison, nous désignerons, en vertu de
ce principe, par surface [¢] la surface des centres d'égales carénes,
et par [I'] la surface des flottaisons. Des courbes tracées sur ces
surfaces s :ront représentées respectivement par (¢) et par (F).

«

2. — Le probléme qui consiste a rechercher un flotteur
possédant comme surfaces [F] et [¢] des surfaces [®] et [T'] données
a 'avance, n'a évidemment de sens que si (@] et 'I'] sont dans une
position relative bien définie & un déplacement de translation
prés. Il va de soi.en effet, que deux flotteurs qui admettraient les
surfaces [ ¢t '] comme surfaces [I'] et {¢], mais orientées diffé-
remment 'une par rapport a l'autre, auraicnt des propriétés de
stabilité de forne totalement différentes, tandis (que deux navires
admettant comme surface [F] la méme surface [¢], et comme
surface c¢] des surfaces [I'] et "IV provenant I'une de l'autre par un
simple déplacement de translation, jouissent, a ce point de vue,
de propriétés identiques. Linfin, 'on peut remarquer que pour un
déplacement donné et une forme de murailles également donnée,
on peut, en conservant la méme surface I°° obtenir toute une
série de surfaces ¢} qui proviennent les unes des autres par un
simple déplacement de translation : ¢’est ce quon réalise en
limitant lex murailles & une surface X, variable en position et
forme, de manicre (que le volume de la caréne ne soit pas modifié.
Nous ne rechercherons done pas a obtenir un flotteur dont les
surfaces t ¢t ‘¢ aient par rapport & un systéme d'axes 0x y z
des équations données, mais ayant, par rapport aux directions de
ces axes, des équalions « cliniques » données. A cet effet, ce que
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nous nous imposons, ce sont les représentations des surfaces [F]
et [ en fonctions de paramétres définissant. pour chacun de
leurs points, la direction de leur plan tangent en ce point. On
pourrait adopter les cosinus directeurs (z. £, y) de la normale aux
surfaces, et les différentes équations obtenues seraient parfaite-
ment symétriques. Nous en choisirons cependant d’autres. qui ne
nous conduiront pas, il est vrai. & la méme symétrie, mais qui
auront I'avantage de traduire simplement les courbes qu'on doit
considérer pratiquement.

3. — Nous représenterons la surtace F| a partiv d'un de ses
points F,, la surface "¢] a partir d'un de ses points Gy, tels que Its
plans tangents a [¢] en ¢, et 4 [F] en F, soient paralleles, et par
exemple horizontaux. et nous considérerons ces surfaces comme
les enveloppes de leurs cylindres circonscrits a génératrices
horizontales.

Le plan des x y sera le plan horizontal passant par F,, I'axe des
z sera orienté positivement vers le haut. Chaque cylindre circons-
crit. sera défini, d’'une part. par I'angle 3 que font ses génératrices
avecladirection o y, et, d'autre part, parle rayon de courbure de sa
sectiondroite en fone-
tion de I'inclinaison 6
du plan tangent com-
mun sur le plan hori-
zontal.

>

Réservantla lettrep
aux ravons de cour-
bure de la surface [F]
et la lettre r a ceux
de la surface [¢., on
voit que la donnée
des fonctions r (0, )
et p (9, 3) définit par-
faitement chacune
des deux surfaces, a
un déplacement de
translation prés.

Nous appellerons
Fo X'y z le triédre provenant de F, x y z par une rotation de
I'angle 3 autour de I, z, et nous représenterons une flottaison
paralléle a la direction de plan définie par les anglex 0 et 7 en la
rapportant au systeme d'axes suivantde son plan : F Yestparalléle



a Fyy'. et F X est perpendiculaire 4 F Y, son sens étant tel que sa
projection sur le plan F,x y soit orientée comme la demi droite
Fox'.

Quant a I’équation de la courbe elle-méme. nous l’écrirons
indifféremment :

F X, Y.0,9) =0 ou X=X(49Y),

X et Y étant les coordonnées d’un point de cette courbe par
rapport aux axesF XetF Y

4. — De pareilles courbes dépendant de deux paramétres 6 et
¢, font partie d'une congruence, et par suite sont constamment
tangentes a4 une surface fixe, qui est la surface focale de cette
congruence.

11 peut se faire que la congruence soit d'une espéce singuliére,
la courbe au lieu de rester tangente a la surface focale en un
nombre fini de points, ce qui est le cas génédral. peut avoir avec
elle une infinit¢ d'¢éléments de contact communs. et par consé-
quent, engendrer cette surface quand les deux parametres
varient

C'est précisement ce qui se passe sices courbes sont les lignes
de flottaison isocarénes et d’un certain flotteur : elles ne peuvent
done étre quelconques et satisfont 4 une certaine condition. Nous
allons rechercher cette condition dans la premiére partie. en
examinant cornment une ligne ¥ (racée dans le plan tangenl a
une surface [IF' en un point F, et dépendant par conséquent de
deux parametres peut engendrer une surface.

Pour résoudre ce probléme nous allons dabord nous occuper
de la

I. — REPRESENTATION PARAMETRIQUE D'UNE SURFACE DEFINIE
COMME ENVELOPPE DE SES CYLINDRES

CIRCONSCRITS A GENERATRICES HORIONTALES.

d. — Ainsi que nous lavons déja vu, un pareil eylindre est
bien défini par la donnéce de la fonction p (9. ) et d'un éiément de
contact (Fy, Fy x y).
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Dans son plan. la tangente a la section droite du cylindre est
de la forme :

xsiné —zcos6—p =20 (2)
la fonction p o (8) vérifiant ’équation différentielle :
p's +p.=v¢ 3)-

Dans les deux équations (2) et (3). » joue le réle de paramétre,
et 6 de variable indépendante. Le point de contact de la tangente et
de la section droite, est défini par I’équation (2) et par:

xcos 64+ zsino —p. =0 (4).

Les coordonnées sont donce :

X = p. sin 8 4 p’;cos 6
().

z = —p.sin 6 4+ p’. sin 0
Les conditions initiales : x’ =0 pour 6 =0, et z=—0 donnent :

3 (F‘f) p: = p. = o pour 6 = 0.

La fonction p, est bien définie
par les conditions précédentes, et
par I'équation (3).

Fo = Lapplication de la méthode de

la variation des constantes a 'inté-
gration de cette équation revient & ddéterminer deux fonctions
¢y et ¢, vérifiant ;

P:= ¢ cox 0 4 ¢, sin 6
) ) 0=¢ycos0+ ¢,sin8
p.= — ¢ sin b 4 ¢; cos 0 (6)
. p: +p'.=
DP's= —¢sin 6 — ¢’y cos b — p,

de 13 on tire:
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cl‘:psinﬂ Gl———fzpsinedﬂ-!-A
§ d’on

{ €a = —p cos @ 02:_f29c0s6d6+B

et par conséquent :
0 . 0
= (] sin 6 d 0 S 0 — 6de
Pe cos (A-}—fupbm d®) 4 sin 6 (B fﬂpcos d 9)

Les conditions initiales donnent immédiatement : A =B =0,
de sorte que le plan tangent a la surface considérée [F] a pour
équation :

. 0 . .
X' sin 6 — zcos 6 — cos@f0 psind do+4 sin efepcosedﬂ_—-o
0
c’est-a-dire, par rapport aux axes Fyx, y, z :

. . 0 .
(x cos ¢ + y sin ¢) sin O—ZCOSO——COSO‘/IO p (% 9) sin « d «

+ sin ﬂfgp(cz,(p)COSada:'O ).

La surface {F] s’obtiendrait en éliminant 6 et ¢ entre I'’équation
(7) et celles qu'on en déduit par dérivation par rapport a 6 et
dérivation par rapport a . L'élimination ne serait d'ailleurs possi-
ble effectivement qu’a condition de préciser la forme de la fonction
p (9, %) ; mais. comme p n'intervient dans le coefficient d’aucune
des trois coordonnées, il est possible de calculer x, y, z 4 partir
de (7) et des équations dérivées, et par conséquent d’obtenir la
représentation paramdétrique de |F].

En décrivant (7) par rapporta 6 on a :

(xcos ¢ + y sin 9) cos 6 4+ z sin 9 4 sin Of:psin 6de

+cosefgpcosed6=0 (8)

et en dérivant par rapport a (¢) :

]
——-xsincp—i—ycos?-—cos?f %sinﬁdﬂ
0

Oap
+f03—;cosﬂd0-0 9)
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de sorte que :

0
x=—-cos:pfzpcosﬂdﬁ+sinq»fug—§cosﬂdo
]
-—-sinqacosef g—Psinede
0o ¢
{ y = — sin fﬂ cos 6 d 8 — cos fﬂg—gcoseda (10).
y—‘ ¢ OP P Oa?
639 .
+cos?cosﬂf——smod6
0 9%
() .
= — (]
lz fopsm de

1I. — DEPLACEMENT ELEMENTAIRE DU POINT F POUR UNE VARIATION
INFINIMENT PETITE DES PARAMETRES 6 ET ¢.

6. — Nous allons rapporter ce déplacement élémentaire aux
axes X et Y. Ce déplacement étant dans le plan tangent & [F], on a
dZ-=0.

Le tableau des cosinus directeurs des axes x, y,zet X Y Z est
le suivant :

X y z
X COS 6 cOSs ¢ cos 0 sin ¢ sin 6
Y — sin ¢ Ccos ¢ 0
Z | — sin 6 cos 9 | — sin 6 sin ¢ cos 6

de sorte que :

df=dxcos8cosp+dycosbsine + dzsiné
dnw= —dxsing+4+dycosge

d{= —dxsin6cos¢—dysinbsing 4+ dzcos
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1° d ¢ = 0, 6 seul est variable, on a, d’aprés les formules : (19)

/ 03 p sin ¢ d o
| = — — Si ) —
dx pcos?cosﬂd9+( "a?smed) <inZ 6
. 83 . cos ¢ d 0
= — — ~— S ) ————
dy ¢ sin ¢ cos 6 d 6 (fua?smed) sin?
\dz:—psinode
On constate d’abord bien qued { = 0, et 'on a :
df¢= —pdo
(1
dn=0
20 d & = 0, ¢ seul est variable :
dx-_—[‘siny fescosede—cos?cosefegﬁsinﬂde
'0‘ o/ 08?

0 2
+sincp(1—cose)f g—q;sinede]dqa
0

0
dy :[—cos? _/‘3 pcOSede-—sinq,cose‘/‘0 g—: sinodg

0 R .
—cos:p(i—-cose)j a——,smode] de
0 '

6 9
dz:—[/. —Psinede] d
o oa‘P ¥
d’ou ’on déduit encore d { = O, et :

9
dp——9¢ f 9f sinade
sint J , 99

- 8
dn=—d9[fpcosed0+i—c050f —a’—ssinede]
0 oa?

(12)
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III. — MESURE DU DEPLACEMENT NORMAL M M’
QUI PERMET DE PASSER D’UNE LIGNE DE FLOTTAISON F' (0, ¢)
A UNE LIGNE INFINIMENT VOISINE F (0 4 d 0, 9 4 d o).

7. — Pour calculer ce déplacement, nous remarquerons que
I'on peut aisément calculer sex composantes 3 vy et 3 v, respective
ment dans le plan de la parallele au plan de la flottaison primitive
F L. et perpendiculaire a ce plan.

Soient d x l'angle infiniment petit sous lequel se coupent les
deux plans F L et F/ L. [ 1’ leur intersection, F,la projection de F’'
sur le plan de IF L, M, la projection de M'. M” et M’ les points ou le
rectiligne du diédre tormé par les deux plans coupe F’ et Fy ; soitJ
le sommet de ce rectiligne.

On voit aisément sur la figure. que, aux infiniments petits
prés du deuxi¢cme ordre par rapporta dx, on a:

dvy=MM, =M M, cos (J M, 3 v)

=M — JM) cos J M, s v)
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De meéme. puisque 'angle de M’ M” avee M; M’y est un infini
ment petit d’ordre égal ou supdrieur a celui ded «,on a :

My M = M, M" — M; M tg M; M, M M") & M, M"

et par conséquent : 3 vy = M, M".

Finalement, puisque J M” @ J M’y ona:

3vp= M; —J M) cos (M, 3v)
(13)

a Vg —_ MI1 L\I”

aux infiniment petits du deuxiéme ordre preés.

Or, a ce degré d'approximation. pour une variation 3¢, 36
quelconque, on a :

vy =ady+bdo
(14)

Sve=ado+ b de

Nous allonx calculer aet b, a" et If, par les formules (13), ad o
et & d ¢ étant les valeursde ¢ vy et 3 vy; quand d 6 =0, b d 0 et
b d o leurs valeurs quand d ¢ = 0.

10d 6 = 0.

8. — Les plans F L et IV 1/ sont paralléles & des plans tangents
infiniment voixins d'un cone de révolution d'axe F o z, d'ouver-
ture 0. Leur intersection [ 1" est done paralléle a la génératrice du
cone, done a l'axe X, et comme elle passe évidemment par F, c'est
IPaxe X lui-meme. J M est ainsi paralléle a Y.

Nous désignerons par X' Y et 7’ les coordonnées du point M’
dans le systeme d'axes ' XY 77 lié & la flottaison F''y et par
Xy, Yy. 7y ses coordonnées dans le systéeme d’axes F X Y Z, lié a
la flottaison F.

En vertu de (13) on a :

IJM=Y JTMy=Y da«==4dg, donc:

(Y, — Y) cos (Y, M v)

vi

(14bis)

—
o2

o7

vg = Zy
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En comparant le tableau des cosinus directeurs suivant :

(]

X'| cos8 cosy — cos 0 sinedy | cos 6 sin ¢ 4 cos 6 cos 3d o | sin

Y| —sine —cosgdo cos ¢ — sin ¢ d ¢

Z | —sinbcosg+ sinbsinede | —sindsine — sinbcosegde | cos 6

avec le tableau (I). ona : cos (Z, X) =0, cos (Z. Y)==sin 6d g,
donc :

Xy, =X —Ycos06do+dE
Yy=Y+ X cos0dgo +dn (15)

Zy =Y sin0do w» Ysin0odg

les valeursde d %, d 4 et d ¢ étant celles qui sont données par les
équations (12).

Finalement on a :

/ 0
‘Xg———X’—Y'COSGch—.d?fg—f—sinﬂdﬂ
sin 6 0 9@

. 0 (16)
Yi=Y 4+ X sin6d¢ —d > fpcosﬁde
0

]
\ “+ (1 — cos 0) fo

D’autre part, en vertu meme de la définition de la fonction X
% ¢ Y), on a:

2o
sin 6 d 9
7 sin 6 d ]

, ) dX X v
X=X(0,?+d%\')=x+ﬂ,—d?+‘a—?*(\‘—Y)
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l

La condition X = X, donne. en vertu de la premiere
équation (16) :

X —X=Ycos0d o= d“ }ﬁa‘:sinea‘ﬂ
’ sinh Jo 29
. d o 0 9: .

*0S 0 ; -~ S 6do

o Y cos d<,o+Sine oa?sm d
, . 1 dX de 090 . ]

v —_ _— ’:0 - —— b
donec Y Y X [Ycos de 3 d(?+sine OaCPsml)de

oY
et par conséquent en vertu de ladeuxiéme équation (18), cette fois :

Y, — Y=Y, — Y +Y —Y

1 dX dX
= ¢ s 6 —_— q X S —
X [\cos dyg a?de-i-)\co\andep
°Y
X 0 0 o Fp _
— — < (] [} — ¢cos b S
d“-"ax (folcos ds 4+ 1 — cos . T sin 6d 6
(] 9
+ qlnﬁ o 39 sin edo]

Finalement, on a, en vertu de (14), et de la troisieme équa-
tion (15)

— S 6 — —— — < [¢]
Y cos d ¢ + sin 4 .[0 R sin 6d e

Q)l ()

X ? . ,
Y (c059d6+(1——cosﬂ)f 3 smﬁdﬁﬂcos(\,MMn

=Y sin ¢
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9. — Les plans F Let F' I/ se coupent cette fois suivant une
droite perpendiculaire au plan z x’ et passant par F. La droite
L L' est donc 'axe Y. En vertu des formules (13)on a :

3 vy = (Xj — X) cos (Xo. M My
(14ter)

o ~——

vy = 7,

L.a comparaizon du tableau (L) et du tableau suivant :

X y z
X' | cos 1 cos o — sin 6 cos A sin ¢ — sin 0/ sin 8 4+ cos 6d 6
cos s d b sin ¢d 9
Y | —sin ¢ cos ¢ 0
Z | — sin 0 cos ¢ — sin 0 sin ¢ cos 0 — sin 0d 0
— cos Hhcoseod?b — cos 0 sin ¢ d b |
i

montre que
cos (X, X)) =1
cos (X, Y)=0
cos (Z. X)y=d o
de sorte qu'on peut écrire :

X4:X':d§

Yl:YIZd'ﬂ

et par conséquent :

Zy=X do (18)
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29X
La condition Y, = Y donne Y=Y, done X' = ¥ de4X, et

X4:X+(3;K—p)d6 (19)
o6
En vertu de (14'e), de la troisiéme équation (18) et de (19),on a:

b = (—a—iﬁ — p) cos (X, M M)
(20)

=X

IV. — CONDITION POUR QUE LA COURBE F (8, 9)
ENGENDRE UNE SURFACE.

10. — Considérons le plan normal a la courbe F en un de ses
points M : =i la courbe F répond a la question, la surface (V)
qu'elle engendre, coupe ce plan suivant une courbe qui a en
général en M, une tangente bien déterminée. Les points singu-
. . \ L 3v
liers de la courbe en question étant mis a part, le rapport —= a,
) ov,

quand d 6 et d ¢ tendent vers zéro, d'une maniere quelconque,

- - S d s
une limite qui est indépendante du rapport de
?
- - . ! a a
La condition qui I'exprime est que : =
e TR - a ,
Réciproquement, si I'égalité VEaa est constamment véri-

fiée en tout point de la ligne F| quels que soient 6 et 2, c’est que

la ligne F bien que dépendant de deux parametres, engendre une

surface. En effet, la triple infinité des points qui constituent ces

lignes F appartient & des courbes quon peut définir comme

tangentes en chacun de leurs points a la direction définie par le
a I 3 vy .

rapport - = = 1 comme ces courbes ne dépendent que

Py
L7

d'un parametre, celui qui définit le point M sur la ligne F, par
exemple, elles engendrent une surface sur laquelle sont tracées
les lignes F.



10. — Pour transformer la condition précédente, nous remar-
querons que :

, I
dX

et cos (X M My = sin (Y, M My)

En tenant compte dex valeurs calculéex pour a et a, b et b,
au moyen des équations= (17) et (20), on aboutit & 'équation aux
dérivées partielles qui est la condition nécessaire et suffisante
cherchée :

Ysinﬂ%-%—x a—%-}—%Xcosﬂ—l‘/‘o;cosﬁde
J 0

+ (1 — cos 0) f: g_?_; sin ,,dt,]é (20X @

X 0 2o
= — X Y cos 6 'Ysinﬂ~-.—-f =~ sin6db
+ e sin® Jg 9¢2
V. — VERIFICATION TOUT A FAIT GENERALE

DE L’EQUATION (21).

11. — On peut reprocher, peut-étre. a la méthode précédente:
d’étrre un peu longue. Nous I'avons préférée. & cause de son carac-
tere géométrique. aux tres nombreuses autres méthodes que 'on
aurait pu employver. Mais 4 cause de I'importance que présente
'édquation (21) dans la suite de la théorie. nous avons cru bon
d’en donner une vérification tout a fait géndrale. et qui ext bhaséo
sur le fait qu'elle doit étre satistaite pour toutes les courbes F
qu'on obtient en coupant une <urtace ® (x. y. 2) = 0 quelconque
par les plans tangents a la surface I . On verra dailleurs que
cette vérification peut aisément se transformer en vérilable
démonstration.
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12 — Nous supposons d'abord que la surface [F] se réduise a
un point: s = 0. L'équation (21) s’écrit alors :

3 X 2 3 X

Ysinﬁ—ﬁ—x%-{-X?aY ¢os 0 = — X Y cos 6. (21bis)

Léquation (21 ) doit étre satisfaite quand on vy remplace la
fonction X (8. z. Y) par celle qui définit, avec les axes déja indi-
queés, la section par un plan variable passant par l'origine dune
surface quelconque ¢ (x, y, z) = 0.

Avec les notations déja employées, on a:
X = X cos 9 cos 9 — Y sin ¢
y =X cos 06 sin 2 =Y cos ¢
z =X sin 0
Comme on doit avoir
@ [Xcos0cose — Ysing, Xcos 6 sine 4+ Ycose, Xsint] =0

nous devons vérifier que d ® = 0.
Le développement de cette différentielle est :
' cos bcos pdX
3 ‘ —sinedY
ax?——(Xcosesin?+Ycosq>)d?

— X sin bcosed?

;ocos b sin e d X
o
+g—;<cos%d\ﬁ
’+()xco.50,(,oscp-—lsmcg)d?
— X sin 9 sin o d 6
3w sin od X =0
+3—Z—2Xcos0d0
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d’oul I'on déduit que I'on a nécessairement, en posant :

A = cos 6 cos o

. o " 20
+cosesmcp—}7+>me =37 "

Qo
9x d

. Jd dd
— sin ¢ —— 4+ €o0S ¢ ——

. ox oy
Y A

e

|

2® . . Jo LK
X sin 6 cos ¢ =— + Xsinfsineg — — X cos § ——

X ox oy 9z
26 A

. 9d . LK
IX __—(Xcosesmcp—i—Ycos?)a—f+(Xc050003¢—\smq;)a—}-
Q¢ A

Remplacons 9X 3aX X ar ces expressions dansl’'équa-
p“\ay’ae’ayp pressions dansteq

tion (21 bis) nous devrons aboutir & une identité.

X X X
et sont :

Les multiplicatcurs respectifs de 30 e Y

Y sin 9, — X et X2 cos 6.

En faisant tout passer dans le premier membre. on obtient,
pour résultat qui doit étre identiquement nul :

od . -
7;{XYsmfocos—g—X‘lcosesm«;—XYcos?

+ X2 cos 0 sin ¢ + X Y cos? 6 cos ¢ ]

9o . . .
+—3—.—Y—[XYsmiBsmz;—}—Xicosecoscp-—XYsmq:
— X2 cos 6 cos 9+ X Y cos? 6 sin ¢

[
+8TZ—[——XYcosesinG+XYcosesi110]

ce qui a lieu évidemment.

43. — Remarque. — La méthode de vérification qui vient d’étre
utilisée. peut permettre, lorsqu’on sait que lI'équation (21bis) est
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linéaire et du premier ordre, de retrouver les différents coefficients
de cette équation Metlant cotte équation sous la forme :

92X o X L OX
A aﬂ+B—§9—+ ‘a'Y—D

on a a calculer trois fonctions :

A B a4t
D° D D

ce qu'on peut faire évidemment, en écrivant que les coefficients de

e 2@ t29<:>
9x’ ay’e 3z’

dans I’équation d & = 0, sont identiquement nuls.

14. — Cas ou p 3= 0.

Nous désignerons comme précédemment par X,, Y, etZ, les
coordonnées d'un point d'une flottaison F' par rapport aux axes
F X Y Z liécs & une flottaison Finfiniment voisine de F’; et par
X, Y et Z = 0 les coordonnées du méme point par rapport aux
axes liés a F".

Prenant pour flottaison F celle dont le plan est x 0 y, on a

X = X, €cos 6 cos ¢ — Y, sin ¢ — Z,; sin 8 cos ¢
@) {y=X,cos 6sin ¢4+ Y cos e —7Z sin b sin g

z = X,y sin 9 4+ Z, cos 6

Dautre part, nous avons vu précédemment que :

w9 0
X‘=X,—9d0_(Y0086+Ei_ll_?jz_a?:—Sinede)d?

Y4=Y'+§X'COS‘J—[fngOSOJO

+ (1 — cos f))fg 22:2 sin MH] § de

Z,=0+ X do+ Y sinodge
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de sorte qu'aux infiniments petits du deuxiéme ordre prés, on a :

1 o dp
sind Jo de

d Xy =dX —pdb—(Y cos 0 4 sinodo)de

\dY,:dY’—{- X'cose—lf‘:pcosedﬂ
_J

+(1——cosﬂ)‘/2%};—z sin 6d 6 sd?

dZ =Xdb%+4+ Y sin 6de

Nous avons souligné. dans ces expressions, les termes que
I'on trouve déja quand : est identique & zéro.

Soit ¢ (x, y, z) = O I'dquation de la muraille |v_: puisque cette
paroi peut étre engendrée par les lignes Fy I'équation ® = 0 est
veritiée identiquement quand on y fait la substitution (3), et par
conséquent il doit en étre de méme de I'équation : d & = 0.

En remplacant dans d @, d x. d y et d z par leurs expressions
en fonction de d X,. d Yy, d 7. db et do, cest-a-direde dX.dY,
d0 et de au moven des formules de transtormation (3), on
obtient une relation que les différenticlles d X, dY. do et de¢
doivent constamment vérvifier. et (ui nous permet. par conseé-
quent. de calculer les expressions que les dérivées

doivent nécessairement avoir. si la fonction X (0, ¢, Y) représente
bien des lignes qui engendrent une surface.

Pour simplifier I’écriture, nous posons :

1 "3\:,
A——gm_ﬁf “a—?—bln“do.

0

sin6d o.

o

£2

" 0 2
B:J pcosﬂd0+(l—cosﬂ)j 3
0

0 ?



et nous dési
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gnons dansla xuite les termes obtenus déja pour =90,

par le simple symbole (—). L'équation d ® = 0 s’écrit ainsi:

(= d X

)
=]
"

|

@
o]
——

(5 dy
(—=)d o —cos bcosoed®b

() de — Acosbcosed e + Beinede

(X

N |

(=) dy
(—)zcos 0 sinedd 4 (--)dbo
(—)d$ — (A cos 4 sin¢ 4+ Becos oyde

(-)d X

\ax

(=)do—ssinbdhn-=

(—)de —Asintde

de sorte que l'on a :
X’
f Sy = &)
K I
— ————— %, -: “ % <1 .0
SX,*()+_3X.coscpcoso-}-ay.sm?cos
36 =)
b -
- L]
) + 37 ¢ COS 3
(=
+—§j— A cos 6 cos 9 — B sin ¢)
axl—(_) wax( COos ¢ S ¢
oY (—
2 @ -

+8—j7 (A cos 8 sin ¢ + B cos ¢)
(=)
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En remplacant dans 'dquation (21) les dérivées par leurs
expressions ci-dessus, nous devons aboutir & une identité.
Les multiplicateurs de
9 X’ X X

Q67 B?etaY

sont respectivement : (—), (—), (—) — B X, et le résultat a
trouver au deuXiéme membre est (—) 4+ o Y sin 8 — A X. La
veriflcation avant déja été faite pour ¢ = 0. nous savons que tous
les produits de la forme (—) . (—) disparaissent identiquement ;
il nous suffit. par conséquent, de nous occuper des autres.

En chassantl le dénominateur :

2 ®
dx

@
o

|

9@ . .
cos b cos o + 37 cos 6 sin ¢ 4 sin 4,

()]
N

on voit que tout revient a montrer que:

-3 2@ —_
‘sin 6 s 6 cos ¢ c (3 sin ¢ —~—— pCOs 0
Y’ sin l__ax o COS COS‘+ay‘COSGbm‘+8z p COS _|
L, To® . dd .
— X’ | : ] S — S = s 6o
X }_ax (A cos 0 cos ¢ B sin ¢) 4 3y (A cos 6 sin ¢
de . -
+Bcos<p)+———az Asmnl
@ _ 9
. ’ o .3 —_— — s ,v/k,- H — ’
BX(ax sin ¢ 37 cos:_»)_(l& sin 6 AX)
K 2@ Q¢ -
 — 0 o s 0 si —— sin 0
'_Sx cos coscp—l—ay COS’%lllcp—!—aZ sin _’

En faisant passer tous les termes dans le premier membre, on
trouve pour expression devant étre identiquement nulle :

2 -

Tx [¢ Y sin 0 cos 6 cos ¢ — A X cos hcos ¢ + B X sin ¢
— B X' sin ¢ — ¢ Y sin 6 cos 0 cosy 4+ A X' cos 6 cos 9]

de '

+—3— [p Y sin 0 cos 6 sin ¢ — A X' cos b sin ¢ — B X cos ¢
+ BX' cose— ¢ Y sin 6 cos 0 sin ¢ + A X' cos 0 sin ¢]

LR Y : .
+ 37 [t Y sin 6 cos 8 — AX'sin 0 — (p Y cos 6 — A X') sin 6]

ce qui a lieu évidemment.



15. — Remarfue I. — La vérification précédente ne donne
aucun renscignement sur Pexactitude des expressions A et B.
Mais la manicre meme dont elles <lintroduisent. montre (u’elles
sontdues au déplacement du point I' quand 6 et ¢ varient.

D'une maniere précise, le segment infiniment petit F et F' a
deux composantes suivant l'axe des x el l'axe des y qui ont
comme valeurs :

—odbt—Adye

— Bdg¢

A et B sont donc faciles & déterminer, ce sontles composantes de
F F’ quand d % == 0, au facteur d ¢ pres.

Remarque II. — l.a véritication précédente, pourrait se trans-
former en une véritable démonstration. Il suffirait. pour cela. de
démontrer ue la condition cherchée est nécessairement une
équation aux dérivées partielles linéaire et du premier ordre, et
I’on obtiendrait les multiplicateurs de

30 oy °© R

ainsi que le terme ol ces dérivées ne figurent pas, ce (ui ne fait,
en réalité, que trois inconnues. en écrivant ue les coefficients de

Q@ 2@ Q¢
9x’ 2y 091z

dans I'équation d ¢ = 0. =ont nuls.
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CHAPITRE 1L

Conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'une famille de lignes F 8, ¢ puisse constituer
les flottaisons d’un flotteur

dont la surface F est donnée a Pavance.

16. — Une premiére condition nécessaire est que la fonction X
(9. 9, Y, vérifie I'équation (21) : une autre condition est que F soit
fermée, et que le point F, dont les coordonnées sont X =Y = 0,
soit le eentre de gravité de 'aire qu’elle limite.

On doit donc avoir :

/ffXdXJYzo

f'YdXdY:o

c’est-a-dire :

\ JExav=o0
) (22)
[ fexYdYy=0

L’ensemble des conditions (21) et (22) constitue les propriétés
nécessaires et suffisantes que doivent posséder une surface F et
des lignes F pour que ces lignes =oient les flottaisons 1socarénes
d'un flotteur 'V}, dont [I; est la surface des flottaisons corres-
pondantes.

Nous admettons ici un théoreme essentiel, qui est maintenant
classique. et qui est la réciproque de celui que nous avons énoncé
au paragraphe 2) de I'introduction.

17. — Soit [V} la surface engendrée par les lignes F qui
satisfont aux conditions (21) et (22). Aux muraillexs obtenues, on
peut faire correspondre une infinité de flotteurs différents qu’on
obtient en limitant vers le bas. ces murailles 4 des surfaces T
quelconques.
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on peut done dire: (qua un ensemble £, !F! correspond une
infinités de =urfaces ‘¢ . mais ces surfaces ont quelque chose de
particulier. ¢'est d’¢tre homothétiques les unes des autres: en
effet. lex rayons r (6. 2 qui définissent leurs eyvlindres circons-
crits, vérifient la relation :

l »
5 /r
\Y

X+ dy
r(8, ¢) =

ol V est le volume de la caréne des flotteurs : ils sont donc tous
égaux les uns aux autres. a4 un facteur constant prés, ce qui
élablit la propriété.

18. — De cela, il résulte immédiatement, que deux surfaces ® e/ T
données & I'avance, ne sauraient constituer, en général. les surfaces [F' et
le] d’'un méme flotteur. Les fonctions X (9, =. Y) qui vérifient I'équa-
tion (21) dépendent d'une tonction arbitraire, qui est, par exemple.
ce a (quoi elles se reduisent pour ¢ = 0.

Une condition nécessaire pour que la surface I' soit associa-
ble & [F] ext qu’elle fasse partie de la famille des surfaces que 'on
obtient par la formule (23). quand on fait varier la fonction
Xy (0. Y = X (0, 0, Y) mais cette condition n’est pasx suffisante,
il faut encore que la fonction X correspondante vérifie les condi-
tions (22) quels que soient 0 et %.

Nous préciserons tous ces résultats dans la deuxiéme partie-
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DEUXIEME PARTIE

CHAPITRE IIIL

Conditions intrinséques
que doit vérifier une fonction X (8, ¢, Y)
pour représenter des lignes de flottaisons isocarénes

d’un flotteur.

19. — Nous nous proposons= dans ce qui suit, d'étudier quelles
sont les conditions néeessaires et suffisantes, pour (u'une fone-
tion X (0, . Y) soit susceptible de représenter les lignes de flottai-
son isocareénes d'un certain flotteur, ¢t d'en déduire quels liens
ces conditions entrainent entre les surfaces [F], [c], V] et les
lignes F elles-mémes.

20. — Soit en effet X (9, 3, Y) une fonction quelconque et p les
solutions de I'équation (1) quelle permet de deéfinir. Ces fonciions
s’expriment i partir de deux fonctions arbitraires. par exemple :

o

po (B) =5 (b, go) €t 5 ? ¥, 90)

et sont, sauf cas exceptionnels, des fonctions des trois variables
0, 3. Y. Ellcs ne sont done pas susceptibles en géncéral de repré-
senter une surface 7}, et par suite clle-méme ne peut représenter
des lignes de flottaison d'un flotteur.

En méme temps que Péquation (1), les fonctions ¢ doivent
.9 . . A
vérifier 'équation (I‘)ﬁ -= 0 et impo=ent de ce fait des propriétés

aux fonctions X (0. 2, Y) que nous allons maintenant rechercher.
Nous avons déja formulé les conditions (ui relient les courbes
F & la surface I, Elles sont constitvdes par I'équation :

683 .

¢ X a!{ﬁsin@do]

\ 0 :
Ysino-a—)i—-h” +'X(:oso——[ pCcos 0.4 04 (1-—cost)
30 29|

730
d X . X 2 g
{ — > — _ X 5 0 ; — Y s
X X Ycos0+4 p Ysin 6 sin')‘juaqﬁ sintdéo



et par les conditions

A& [xtdy=o0
® [xydv=o0

Nous allons montrer maintenant que les lignes F doivent
satisfaire & des conditions indépendantes de toute surface 'F], et
en quelque sorte intrinsdques.

22, — Remarquons d’'abord. que dans I'équation (1) la fone-
tion p entre sous des formes assez diverses qui sont :

- 0y RS
P . 2 .
a= cos b de,B8= ———sin6d6, y= — sind doet
j o { ./ ¢ ! j 0 9 ¢ ’

mais il est possible de remplacer la fonction o (9, ¢) par une fonc-
tion convenable de b et 3, telle, (que par cette opération, les signes
soient complétement disparus de (1), & Pexception d'un seul
d’entre-eux.

O

Si nous posons :
\ }(0,9)=j:psin0d0

¢
[ woe=/" ccosods

on voit que I'une ou Pautre des fonctions A ou w posséde la qualité
demandée.

Vérifions d’abord que la donnée de x (8, ¢) définit bien ¢ (8. ¢).

. . 9 . .
Cela résulte de ce que g sin 6 = 35 connaissant o (5 ¢), on en

déduit u (0, ¢) de sorte qu'entre x et w il existe une relation :
A (69 cP) = [6’ ¢, B (0, ?)JI’

et par conséquent les dérivées successives de ) s’expriment en
fonction de celles de u, les coefficients des dérivées de w étant
connus dans ces expressions.

2B
d9

Remarquant que 8 et y sont égaux respectivement a

o) 1 oA .
8_;3’ quepz—m 3 on voit que le remplacement de la

et
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fonction : par la fonction » (ou par la fonction w) conduit a4 une

. . o . X 22X 9 X

equation (1 bis) o0 figurent outre 6, @, Y, X, ° . et -
' o6 Sy 2 Y

la fonction X (8, ¢) ¢t ses dérivées ainsi que

)

A 10
—— d 0.
sin2 o

. 0

De plus, cette équation (1 bis), considérée comme équation en x, est
lindaire par rapport aux dérivées partielles premiéres et seconde de x. On
voit d’ailleurs aisément, qu'elle peut se mettre sous la forme :

(Ibis) 3% /. 3% dy . 93X IX 3IX

s =l (e PR BT R R
de sorte que, quelle que soit la fonction X (4. 3, Y), elle est du type
parabolique, et les deux réseaux de multiplicités caractéristiques sont
confondus en un seul ; les multiplicitis caractéristiqucs s'obtiennent en
laissant 0 constant.

Supposons donnde la fonction X (0, 9, Y) ainsi que les fonc-

9 . X
tions A, et —3——0 auxquelles se réduisent i et 3 pour une mul-
o "

¥

tiplicité non caractéristique telle que ¢ = O : I'équation (1 biS)
22 Xo LW
permet alors de calculer les fonctions ——-. F ok . de
e ¥
sorte que dans le développement en série
6 % gk Ok n, .
b, Y — o, Y)4+...... 9
Xo (0. Y) 4 T 39 0. Y) +.. +k! T o, Y)+ )]

tous lex coefficients des puissances successives de z sont connus.
Le théoréeme de Cauchy ¢tablit. moyennant certaines restrictions,
que la série (9) est uniformément convergente au voisinage de
¢ = O, ct (que sa =omime cst une fonctton x de 9, 8 et Y. «qui vérifie
TI'équation (1 bis).

Nous allons chercher quel est le degré d'indétermination du probléme
dans le seul cas intéressant pour nous : celui ou la position » définie par
la série (9) est indépendante de Y.

23. — Supposon= uniformément convergente la série quon
peut déduire de la =érie (8) par dérivation terme & terme par
rapport & Y.
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On obtient dans ces conditions une série :

a XO Gk ek +1 ko
0, Y - =" t ..
3y Y) 4.l +k! 3 9Y
0 \ .
qui représente la fonction 3V et la condition nécessaire et suf-
fisante pour que la condition
9 2
bis —_— =
(1 bis) Y 0

soit identiquement vérifiée, cest que tous les coefficients de la
série (9) soient nuls,

Nous devons donc avoir :

¥ ) (10)
ST AY -

Remarquons, que si nous cherchons des flotteurs dont 1a surface
[F| passe par une multiplicité () obtenue en laissant ¢ constant,
9 %o des fonctions
o ¢

de 0 uniquement, de =orte ue les équations (10) sont vérifiées
d’elles-mémes pour i =1 et i = 2.

la donnée de cette inultiplicité fixe pour 2, et

Supposons quon se donne en outre les courbes F correspon-
dant a cette multiplicité (I), ¢’est-a-dire. une certaine fonction Xo
(0, Y). et recherchons ce quentrainent les conditions (10) pour les

s . . . 3 Xt) ak X()
dérivées successives ————. ... e e
d ¢ d ¢k
Remarquons d'abord quwen désignant par E = O I'équalion (1 bis),

DY )
les dérivées é"?c—_xn'—a‘? s’introduisent dans les expressions de
o —
d* B quand on fait les calculs en donnant a g la valeur zéro
—_— H (« ¢ S Ci s e < ¢ ’ . .
do—1ay | ‘ ¥

Analyvsons de plus prés comment s'introduisent les dérivées
successives de X et de A, 11 suffit pour cela de remarquer que :

aX 93X 23X 3n ax 22

1 0 7 e - « 3 e -
h—h[‘?"‘x’ao'a?’ay"’ae 33’ 902]
lE

. . . . ‘ .
on voit alors immédiatement que dans PPexpression de ay il
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entre outre les variables ou fonctions précédentes. trois nouvelles
ot X ot X 2 X .

30, 9Y' 34 3Y et Iy et (quatre nou-

velles dérivées en A, qui sont :

dérivées en X qui sont :

22 a B @2
3Y’ 30, aY dg YV 3w, Y

D’une maniére générale, les expressions de

ok+1 | ok E . k+1 E
_GW et dem différent, parce que dans W

il entre six fonctions nouvelles qui sont : trois dérivées en X, &
savoir:

k+2 X X+2 X K+2 X
Qgk+1 Y " Q20Q3¢kdY " Y2 Jgt

et trois dérivées en X, savoir :

*+2 32 dk+2 Ak +3 2
T¢k+tT 0Y J450Y 3 0 24030 Y

Il suffit d’ajouter I'indice zéro aux fonctions précédentes, pour
voir quelles sont les dérivées qui s’introduisent aux premiers
nombres des dquations :

[ d E,
dY 0
k1 E o (12)
dekdyY

Ces dérivees ne sont dailleurs pas indépendantes les unes des
autres. D'une maniére précise, on voit aisément. qu'en ce qui
-\ . . . J X

concerne les k premieres équations (12), les fonctions X, —é——9
?

ok X,
Jd ok

T

0Y)..

(" Y) servent a exprimer toutes les dérivées en Xo,

S o ok

et les fonctions A, (0 Y), 3 OY)...... ——5—;{— (8 Y) toutes

les dérivées en A,
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Remplacant alors dans les équations (12) les dérivées de A
prizes partiellecment par rapport a Y par zéro, ¢'est-a-dire. tenant
compte de I'équation (1 bis), on obtient les équations

) )

@
-6
-

qui sont nécessairement vérifiées =i :. done 2, sont indépendants
de Y. Inversement, si les dquations (13) =ont vérifices, comme elles
se déduisent simplement les unes des autres par dérivation par
rapport & ¢ en supposant nulles les dérivées de ) prises par rap-
port a Y. on voit aisément. que la comparaison de deux consé-
cutives d'entre cllex, entraine la nullité des nouvelles dérivées
de » par rapport & Y qui f'introduisent.

Si par exemple, on compare la k¢ et la (k+ 1), les dérivées en x

qui s'introduisent sont :

k423, dk+2 ), Ak + 3 2,
dek+1 a3y " dgk 30 Y * gk 3013 Y

- . S . ok + 1)
qui s'expriment, la premiere & partirde —‘a——i—r—‘”. les deux autres,
¥
K ko
a partir de ———.
p 3 o

Or. la comparaison de la (k— 1) et de la k® équations (13)

. . ELIRY o .
a etabli que —3—5{— est indépendante de Y, donec qu'on a :

k423, k+3 g,
2ok300Y ~  QJok9623Y

= 0,
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la comparaison de la ke et de la (& + 1) équation, montre donc que:

> dx |
dek—1tdy ok +2 2, -0

F i, N detiay
0 ¢t dY

et que par 56 Frih

q par conséquent FaFidyY = 0.
. < g k1, S
c'est-a-dire que : TN est indépendante de Y.

Le raisonnement qui précéde. établit donc par récurrence. que la
vérification des équations (13) est la condition nécessaire et suffisante
pour que I'équation (1 bis) soit satisfaite.

Si on examine la premieére équation (13), on voit aisément que
le choix d'une multiplicit¢ (F) non caractéristique et des flottaisons

A .
F correspondantes. fixe A, a: et Xo (9, Y). donc la fonction
3 Xo
0
2 0, Y).

La deuxiéme équation (13) établit une relation entre

2 X, %
—a—;;z-— (0, Y) et _é—;:z_ (0).

La troisiéme relation entre

3 Xo ) 3 o
e 3 o3

elc..

D’'une maniére générale. la k* dquation (13) nous permettrait

. LR . . . . .
de déterminer la dérivée ——= en fonction des fonctions Xo (9, Y)

1%

3 Xo . ok Xo
3o . Y...... T o
serait indépendante de Y.

et

(5, Y) et la fonction ainsi trouvée

Mais, pour que le développement :

ek A, 14)
+ (14)
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représente une solution de I'équation (1), il faut que ces différentes
- ok 2 L .
dérivées T—E— coincident avec les fonctions cque permettent de
[

calculer les équations successives :

d E, 3 %
d*—?E, _ * % (15)
Tg—z =0 e R
. .  pns ) X,
Il en résulte des conditions pour les différentes fonctions 3 o

que nous allons maintenant étudier.

24. — La premiére équation (13) est par exemple de la forme :

rlx 9Xo 39X 34X, 2Xo 2 Xo X, % % 32
0

30° 30 Y 30, 0Y 3.3Y 3Y 030’ e 3 R

. 2 A . .
Cette équation (16) permet de calculer pour aa ?: unefonction qui

doit coincider avec celle que 1'on obtient grace a I’équation (1 bis) :

9Xo 9Xo 9 Xo d X 9 h N

Eo | Xo, k"ae’a?’a@2

| SS'EQ’SY’

=0

. e a2 A . .
écrite pour ¢ = 0. L’¢éliminatioa de 8—“’0 entre les équations E,
o

= O et (16) permet d’écrire une équation (17)

3Xo 9Xo 3Xo, &2 Xo N Xo RX,. . N axo|__0 an

9| X 35 0¢ 3y 30, 3Y 90 3y 3 Y 0D el ™

que doit nécessairement vérifier la fonction X pour ¢ = O.

Naturellement, la condition (17) n’est pas suffisante. Pour

exprimer que les fonctions 3 ‘; définies par la deuxiéme équa-
P

' Eo

tion (13) et par I'équation Ts = O sont identiques, on estconduit

. L , A B .
a4 une condition (17'), obtenue en éliminant 3 f entreladeuxie-
P

me équation(13) et I'équation ?iE" = 0.
1
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Le résultat est :

IX 939X, 39X, 2 X, 2 Xo X (17)

X 35 3¢ 7Y 30 3Y’ 393y 9 Y

R Xo X, dXo . P Xo *® X, & Xo
30 dp J¢? DY J¢ 30 39 3Y d¢ Y Jp Y2

a,

ll
=)

Ak K B XA
* B o 30 042 30 de

Comme nous l'avons déja remarqué, toutes les dérivées de 1 qui
entrent dans cette équation, s‘expriment en fonction de X, (9).

IDY a2\ - s . .
3 ; 9), 3 <P: (9. Si par conséquent, on substitue dans (17'), a ces

: . . )
fonctions, les valeurs données arbitrairement pour %, et -—5—)%-,

. Al
et calculée pour T

premiére équation (13), on obtient une condition qui porte sur
3 X, 3 Xo

T ey

(indifféremment au moyen de (1 his) ou de la

De la méme maniére, on montrerait, que la compatibilité des
(l" -2 Eo

= O etdela (n — 1) équation (13), pour la

, S . . MmN ,
détermination d’une tonction unique ~a—--"f- indépendantede Y, se
?

traduit par une condition portant sur:

n—1 X, et o X,
0 qu—1 den—1 3Y

Ainsi, la condition (1 bis) entraine pour la fonction X une infi-
nité de conditions qu’elle doit vérifier pour $ = O. Mais on peut
les traduire simplement. Si 'on se donne arbitrairement la multi-
Q%o
e @
fonctions X, (8, Y). la condition (17) constitue une équation diffé-
3 Xa

0
a ? ( ’Y)’
6 jouant le role de paramétre et Y de variable indépendante. On

plicité (F), c’est-a-dire les fonctions A, (8) et (0,, ainsi que les

rentielle du premier ordre que doit vérifier la fonction




a Xn ; - el . .
3o (", Y, comme définie, si
e

peut donc consideérerla fonclion

I'on se donne la fonction 74 (9) & laquelle elle se réduit pour Y = 0.

R - - . . ' X s
De méme la condition (17) définit la fonclion 3 ," 9, Y), si
?
I'on s'impose la fonction 7, (9) = — ?2" (9. 0), et ainsi de suite.

Par conséquent. étant donnéc une multiplicte (F), on est
assureé de pouvoir trouver une intinité de lignes X (0, ¢, Y) permet-
tant de déterminer un flotteur dont la surface [I', contienne la
multiplicité (I) donnée a l'avance. Une fonction X est parfaite-
ment définie par la donnde de la foneti m Xo (9, Y). ainsi que des
fonctions :

- d X
fi () :_3—?(0' Y) pour Y = O.
a) 1 e
m (6) —
7o (9) e )

Si d’autre part. on remarque que se donner ces foncetions fj... ..

... revient 4 se donner les coefficients de la série :
29X e X Pv Jk+1X .
~— (9, 0, 0. — —=— (,0.0)4 ...... — A o (0.0,
aq»(”’ o)+ T 0.0)+ + 5 a(P.(Jr,(4t)<>)+

: . . 9 X . , .
et par conséquent la fonction 5 (9. ¢, 0) qu’elle représente

moyennant certaines conditions. on voit que finalement, Ia fonction
X (8, %, Y) permettant de définir au moyen de I'équation (1) une fonction
A de 9 et ¢ seulement, est parfaitement définie par la donnée d’une multi-
plicité (F), et des fonctions auxquelles se réduisent respectivement la

A
fonction X pour 3 = O. et sa dérivée } z{ pour Y = Y..

25. — Mais on peut encore aller plus loin et nous allons cher-
cher comment dans le cax le plus général. d'une équation reliant
deux fonetions X (6. ¢ Yo et n (8. %) du premier ordre en X. et du
deuxiéme en x, on peut former les conditions intrinséques que
doit vérifier une fonction X. pour définir au moyen de cette équa-
tion une fonection » indépenduante de Y. Nous appellerons toujours
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(I bix) I'équation en question : nous ne tiendrons compte qu'en-
suite. de la forme particulicre qu'elle revét dans le probléme qui
nous occupe plus spécialement.

Supposons que. par un procédé quelconque, l'on ait pu
trouver une fonction X (4. ¢, Y) vérifiant les conditions (17). (17)...
etc. pour ¢ = 3,. Cette tonction permet de calculer une fonction
A (0, ¢), vérifiant I'équation (1 his), et par conséquent 'équation (17).
pour une valeur quelconque de z. ainsi d'ailleurs «que n‘importe
laquelle des équations (17). (177) ete..

Soient par exemple z; une valeur de 3 différente de ., et et

N ) . ] - RN

e les fonctions auxquelles se réduisent X el 3 pour ¢ = ¢,.
L'équation (17) ¢erite pour ¢ -z constitue une condition nécessaire
pour que la fonction X (0. 2. Y) permette de déterminer une solu-
tion de 'équation (1 bis). indépendante de Y. et =atisfaisant pour
¢ = ¢, aux conditions (que nous venons d’énoncer. Comme préci-
sément. la fonction % répond a la question. ¢est que (17) est satis-
faite pour ¢ = ¢;. Comme ¢, est quelconque elle est vérifiee pour
une valeur quelconque de ¢.

Ainsi. la fonction 7 (0, ¢) étant donnée. toute solution X de 1'équation
du premier ordre (1 bis). est solution de I'équation du deuxiéme ordre
(17), et inversement, la fonction X (9. ¢, Y) étant donnée. toute fonction
»de 0 et ¢ seulement. vérifiant l'équation (1 bis) vérifie aussi 1'équation
(17). Le premier de ces rdsultats ne =aurait ¢tre utilis¢é pour la
détermination de la fonction X (9. 20 Y). puisque lintegration de
I'équation (17) esxt plus compliquée que celle de U'dquation (1 bis) ;
mais le second. concernant la fonction x, est intéressant, ¢t nous
allons l'utiliser de la maniére suivante.

26. —- Puizque toute =olution du systeine des équations (U bis)
et (1 hix). ext nécessairement une <olution de [17). on peut se¢ pro-
poscr, a propos de I'équation (17). le méme probléme que celui
que nous avions initialement pour 'équation I his). Nous aurons
ainsi a rechercher quelles doivent étre les propriétés d'une fone-
tion X (8. ¢, Y). pour que. parmi les fonctions » (9. 2. Y) qu’elle
permet de définir au moven de 'équation (17), il y en ait au moins
une qui soit indépendante de Y.

D'une maniere générale, une =olution de I'équation (17;, est
définie par la connaissauce de la fonction k. (8. Y) & laquelle elle
se réduit pour ¢ = 0.

Pour obtenir avee X une fonction » indépendante de Y, une
condition nécessaire est que », s0it une simple fonction de 6.
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Une autre condition nécessaire est que =——= =0. Or, % (8.Y)

de Y d 9
se calcule a partir de I'équation (17) ct la condition nécessaire est

2 .
suffisante pour que aa—a"Y = O, est que I’équation oblenue en
?

2
dérivant (17) par rapport 4 Y. et remplacant dans le r'ésultata SOY

?,

par zéro, soit vérifiée.
Nous désignerons par :
d i

g, (18)

ay =09

cette équation, ’indice zéro exprimant que les calculs sont faits
pour ¢ = O, et l'indice 1 exprime que la substitution de zéro a
2 %

WY— a été effectuée.
Ao

9
En éliminant
9 ¢

(%) entre (17) ét (18), on obtient une

équation :

;0; IXo 9Xo 9Xo,

96 3¢’ Y (19)
2 X EXo X, _
h 30 0Y 3¢ 3Y’ AVE " =0
B X, B X BXe . AN
906 9Y? Q¢ 0YZ 3Y3®' ' 36

L'équation (19) écrite pour ¢ = O, est nécessaire ; ¢t de méme que (17),
elle est vérifiée quel que soit ¢ par un ensemble quelconque de deux fonc-
tions X (0, ¢ Y), et A (9, ) vérifiant I’équation (1 bis).

27. — L’équation (19) est a I'équation (17) ce que I’'équation (17)
était & I'équation (1 bis). On est conduit & rechercher moyennant
quelles conditions elle permet de définir a son tour une fonction A
indépendante de Y.

Une fonction X 9, ¢, Y) étant donnée, une solution x (4, 9, Y)de
(19) est déterminée quand on connait la fon-tion X, (9, Y) & laquelle
elle se réduit pour 6= 0. La fonction » doit évidemment étre
choisie indépendante de Y; une condition nécessaire pour qu’'il en
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. X . IS -
soit de méme de A est que »a—é’“ soit indépendant de Y. Par un
raisonnement pareil aux précédents, on est conduit a éliminer

9 Ao p . .
—é——r;-entre (19) et I'équation :

dr (20)
- ° -0
1Y

on obtient une équation (21) W = O. qui est une condition nécessaire,
vérifiée quel que soit ©. par une solutinn du systéme (1 bis), (1 bis)| et
d’ou les dérivées de la fonction » ont disparu. Quant aux dérivées de la
fonction X, ce sont celles qui ont déja ¢lé ¢num irées pour I'équa-
X * X

tion (19), plus les dérivées du quatriecme ordre: ST 9Y 3¢9V

et o X
oY
28. — L’équation (21) jouera a son tour le role des équations

(17) et (19). L'élimination de » entre (21) et I'équation :

aw

conduil & une diuation aux dérivées partielles du cinquiérne
ordre, que doit nécessairement veérifier la fonction X.
Cette équaltion est une équation

H=0 (23)
ol figurent en plus des dérivées déja énumeérées, les dérivées

» X ¥ X » X
360 Y+~ dg oY'’ JYS

29. — La condition (23) i'est d'ailleurs qu'une condition nécessaire.
Une fonection X, (0. . Y) qui la vérifie permet certainement de
définir par I'équation (21) une fonction » indépendante de Y. Mais,
en général. 'ensemble des deux fonctions » et Xy n'est pas solution
de Yéquation (1 bis). Pourle voir.il suffit de déterminer par I'éqqua-
tion (1 bix) les fonctions X admettant pour fonction & celle que
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nous venons de trouver Il v en a une infinité, maisiln’y en a
qu'une qui pour s = O, par exemple, se réduise a une fonction
donnée. Il n'y en a donc gqu'une qui pour ¢ = 0 =e réduise a la
meéme fonction X, que la fonction X,. Il peut se faire que cette fonc-
tion X soit précisément a X, maix cela n'aura pas lieu en général ;
I'équation (21) étant du quatrieme ordreen X, il existe une infinité
de fonctions qui permettent par (21) de définir une meéme fonc-
tion » (8, ) et qui =¢ réduisent pour ¢ = O a la méme fonction
Xo : parmi elles. il n'y en a qu'une qui soit égale & la soution X
de l'équation (1 bis). correspondant aux mémes fonctions » et Xo.

30. — Mais il est facile de former la condition que doit vérifier
la fonction X (0, ¢, Y) pour que la fonction i (8, ¢) définie au moyen
de I'équation (21) soit une intégrale de I'équation (1 bis) considérée
comme équation en x. Il suffit de remplacer dans (1 bis) les fonc
tions.

V4
3% aa o
M T Y a e

leurs expressions tirées de (21), on obtient une équation
G=0 (24)

dont la forme d’ailleurs est en général extrémement compliquée.

Si leur fonction X (8, ¢, Y) vérifie a la fois les équations (23) et
(24), on est assuré qu’elle permet. grace a l'équation (1 bis). de
définir un nombre fini de fonctions » indépendantes de Y. Ce nom-
bre dépend du degré en x de 'équation (21). Si 'équation liant A et
X est lindaire. non seulement par rapport aux dérivées partielles
de » mais encore par rapport a k. la =olution est unique. Ainsi,
I'ensemble des conditions (23) et (24) constitue les conditions mtrin-
séques recherchées.

Nousallons appliquer cette méthode au cas de I'équation (1 bis),
nous pourrons dtablir ainsi un résultat assez intéressant, dans
lequel une famille de courbes planes i deux parametres doit. indé-
pendamment de toute ~urface I vérifier un certain nombre de
conditions pour constituer les lignes de Hottaisons d'un flotteur.
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31. - L'équation (1) s’écrit :

(1) Ysin 8 3X

3% X + ;Xcosﬂ—[J scos 8. d o4 (1—cos )
0 Ay

2
: 0.
J)a? Rmf)d]

2X

2]
,=—XYco:-.0+;Ysinﬂ—-—§——— g—iziinﬂdf)
Y sin o 03?

X

(«3)

el ]
En posant : i (6, q)):, p(e,9)sinade+c,ona:

%3 2 /
foa(:sinﬁdez— f Sl sinbdHh= 0 L 92

99 ' ‘sinn 36

et par conséquent :

ocos bdo= cosedﬂ——()\coso 0
fo f + sm’ﬁd

On a donc :
. - 9X oX X A
S 2o X 2= 0S 0 — ga
(1 bis) Y sin 36 X a(P+3XL050 A‘XaY XYcos h+Y 36
- X _ 233
sin'® QJe¢
avec :

0 A ) a2
— — S — ]
fo TR d e+ (l cos e)o + (1 cos 0) 3 7

AR .
Les foncfions A telles que 30 =¥ (9, ) sin 6 sont de la forme :

0
A (0.9 Y)= fo 2 (0,¢) sinvds 4+ K (9, Y)

ou K est une fonction arbitraire : mais parmi elles nous ne consi-
déreront que celles vérifiant :

oA fe 9 .
— = —— sin 0 d 6.
3‘? ° 3?
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de sorte que K n'est fonction (ue de Y. et comme nous supposons
d’autre part., que A n’est pas fonction de Y, K se réduit & une
constante.

Autrement dit. 4 une fonction p (4. ¢) vérifiant avec X l'équa-
tion (1) on peut faire correspondre une infinité de fonctions A
(9, 9, ne différant les uns des autres que par une constante, et
vérifiant I'équation (1 bis). Inversement, si » (9, ¢) est une fonction
vérifiant avec X I'éuation (1 bis), il en existe uneinfinité d’'autres,
jouissant de cette propricté. et qui sont de la forme » (0; ¢) 4 ¢.

Toutes ces fonclions ne définissent d'ailleurs qu'une méme
fonction ¢ (0. %), qui vérifie avec X I'écquation (1).

Ainsi que nous 'avons déja expliqué. nous allons rechercher
a quelles conditions une fonction X (0. ¢. Y) permet de définir une
fonction » inlépendante de Y. La méthode géndrale s'applique
mais avee un certain nombre de modifications dues & la forme
particulicre de I'équation (1 bis).

L’é¢quation (1 bis) peut se mettre sous la forme particuliere

(1 bhis) E, = A (0,¢) 4..... . o
a
32 a hl
ui fait que — ne figure pasdans ————
q q a ‘?2 i p dY )

2

9 ¢2

de sorte que I'élimination

est toute faite, et en méme temps se trouvent éliminés \ et

0 Iy
—— d 0.
‘/.o sin? 6

On doit éliminer

d E

- con 1 . = o.
entre (1 bis) et I'équation 47 o

i
|

2 A
d ¢2
On a donc :

W

=E %% Y. X:

3 X X, 2 X X 32X 3x
3o’ Y

96, 0Y 3¢9, Y Y2 00 3¢

2 ?
9 ¢ 0

. . FRP RS I N
L’équation (18) est linéaire par rapport a 30 et 3o ainsi que par

rapport aux dérivées secondes de la fonction X.
. S e oA . . .
On doit ensuite éliminer 3o entrel’équation (18) et 'équation
1
dE,
* o
ay

(18)
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Le résultat est évidemment I"'équation : (19)

IX 3X, 28X 2X 2X B X FPX BX I -0
96’3 ¢°063Y 39, 0Y' 3YZ30 0 Y* d9 ayz’ax'sl’ao]‘

P Y; X

S RS e -
linéaire par rapport & =— et par rapport aux dérivées troisiémes

o6
1
ce oA dE4
de X. Il faut ensuite éliminer la fonction ) entre(19)et Ty =0;

dans le cas général, on obtient une relation dans I'expression de
laquelle entrent les dérivies quatricmes de X etla fonetionx (4, ¢,Y)
et 'on doit exprimer que cette fonction » est indépendante de Y.
Mais ici, il résulte de la forme particuliére de (1 bis) qu’en réalité
I’équation :

(25)

X 2 D¢ L ¥X ¥ X X

obtenue, est linéaire par rapport aux dérivées quatriémes de X et
ne contient pas la fonction .

32. — (Cest cette équation qui est la condition nécessaire et
CARN i s

suftisante pour gque la solution en 3 de (19). soit indépendante
de Y. La forme de I'équation (1 bis), a eu pour effet de simplifier
la premiére équation aux dérivées partielles que doit vérifier X :
I'équation du cinquiéme ordre (23) est remplacée par I'équation du
quatrieme ordre (25).

Soit X (8. ¢, Y) une intégrale de (25) et g (0, ¢) la solution corres-

pondante en de I'équation (19).

2 A
d 0

O
de fonctions X telles que 55 =9 (8, ¢).

Elles sont de la forme :
0
A = f g 0.9 do+ K (oY)
0

1l en existe donc une infinité, qui ne dépendent pas de Y. Elles
sont de la forme :

>0
A= _/ g 0,9 do+4 K(9) + ¢ avec K (¢) =0 pour ¢ =0.
[+]
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Ainsi que nous 'avons expliqué au numeéro (31) nous ne considé-
rons parmi celles que les fonctions (z) pour lesquelles :

oA L]
2STP:‘/'é——smﬁde»u/' ~— g(v.¢) do

de sorte que K (3) = 0. Reste a exprimer que 'une des fonctions
(«) vérifie 'équation (1 bis) ; d’aprés les remarques du numéro (31),
toutes les fonctions (x) possedent cette propriété, si l'une d’entre
elles seulement en jouit ; elles ne définissent d'ailleurs toutes
qu'une seule fonction ¢ (0, ¢), de sorte, que si une fonction X (4, ¢, Y)
convient, elle ne convient que pour une seule surface I°} et par consé-
quent que pour un Seul navire.

Il suffit de remplacer » par son expression (=) dans I'équation
(1 bis) pour obtenir la deuxieme équation (ue doit vérifier la fone-
tion X (8, ¢, Y). Si’'on remarque que f (0, 9) =X 8,0, Y, X;.....;

e %——% J on voit que cette équation (26) estassez compli-

quée; puisqu’elle contient un terme en :

fj %miﬂu f [ (@ed +c]

A cet égard, I'équation (26) est plus compliquée que I'équation (24) que
Pon aurait obtenue dans Ie cas général, car alors \ s'obtient sans quadra-

A0 A

ture, et 1'expression de j et d 9, ne comporterait qu'un Seul
o

signe f.

33. — Dans le cas général, nous avons laissé sans transfor-
mations les conditions (23) et (24). Nous allons montrer qu'ici I'équa-
tion (26) est équivalente & une équation aux dérivées partielles, et & une
condition aux limites.

Pour cxprimer qu’'une fonction X (9, ¢, Y) permet de vérifier
I'équation (1 hix; quand on vy remplace » par une certaine fonction
de 6 et ¢ seulement, nous aurions pu employer la méthode sui-
vante qui differe légérement de la précédente.

L’équation (18) est de la forme :

M(G;?,WQ+N(04.X’)86+¢(Q %, Y) =0 (18)
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néces=airement vdérifie par X (9. z. Y) et par k (9. 3) si ces deux
fonctions vérifient ["équation (1 bis). Considérons les équations
(19) et (20") obtenues en dérivant (18) par rapport a Y et remplacant
les dérivées de » par rapport & Y par zéro.

Elles s’écrivent :

M 3 AN 2 39 (9
7Y 3¢ Tavss T3y =09

X2M dr , 2M 22 2o (20

Y Ty Tt v s T o =9

Les équations (19") el (20")sont comme (18) vérifiées par deux fonc-
tions X (0, ¢, Y) et » (h. %), =i ces deux fonctions vérifient ensemble
I'équation (1 bis). Il sutfit de comparer ces trois équations pour
voir que X vérifie nécessairement I'équation

M N @ (20")

M AN 2w
3y a2y 3JY |=0

2M 2N 2o
Y2 23Y?2 0 Y?

L’équation (20”). obtenue comme I’équation (20) par dérivation
dE
ay
les résultats des dérivées de » prises par rapport a Y par zéro, et
élimination de ;—2— et %__‘% , est évidemment identique & I'équation
(20). Mais la nouvelle maniére dont cette équation (20) a été obtenue, va

nous permettre de simplifier la condition (26).

de

par rapport a Y, deux fois de suite. remplacement dans

34. — Soit X (9. 3 Y) une intégrale de 1'équation (20), on peut
alors trouver, si le déterminant

M N |
oM 2N
JY Y

n'est pas identiquement nul. deux fonctions 7 (6, ¢Y), g (8, ¢, Y)
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. oA A R .
qui substituées a 3o et g_e dans les équations (18), (19) et (20)
vérifient cette équation.

Supposons que ’on ait :

of _ 3g
@ﬂ§§_§;

c’est-a-dire qu’il existe des fonctions A (6, ¢, Y) telles que :

oA RN
@_f(ﬂ,qz,Y)etﬂ_g(ﬂ. % Y),

qui sont par conséquent de la forme :

E)r=P@B,9) +c

oP oP
ﬂ~g,——9—f-

avec
11 suffit de dériver deux fois I’'équation :

M/ +Ng+e=0

par rapport a Y pour voir que :

OM . AN ar

sy tay +aY+M_?_O

a2 M ¥ N _/‘ _NGﬁ) 2 f d2g
awf+a\ﬂ aYz ( 5Y Tavay +M9W*Nay =0

el en comparant avec (19") et (20'), vériflées par hypothése, que :

( of °9 _
syt N3y =

() 2(0M3/ dNdg

9YJY 8Y9Y)+M

+V =0

Y2 ENE Y2

La premiére de ces équations donne :

3M23f 9N3g a2f . o2g
svay Tovay " Mave T Nz =
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c’est-a-dire par comparaison avec la seconde :

@w

13/ N o
Y3y T avs

[:9]
Q

=0

w
w
<

Il suffit de comparer cette équation avec la premiére équation
{A) pour voir que si le déterminant :

M N

M AN | =0
dY JY

ce qui a été initialement supposé, on a :

°or _

97 29 _
AY -

03y

0

Autrement dit, les fonctions f et g ne dépendent que de 6 et ¢, et par
conséquent, il existe une inflnité de fonctions ) (9, ¢, Y) définies par la
forme (B) qui se réduisent & des fonctions de 9 et ¢.

35. — Il reste 4 exprimer que ces fonctions A vérifient avec X
I’équation (1 bis).

Remplacons » par son expression (£) dans I'équation (1 bis).
Le premier membre de cette équation est une certaine fonction

1
E, (5, 9, Y), dont la dérivée par rapport 4 Y est exactement %Ef“’

puisque » est indépendant de Y, et que I'équation ddE;‘ = 0, qui
n’est autre que (18), est vérifiée par la fonction %, par construction
méme. Il en résulte que E; se réduit & une fonction de (9, ), et
Déquation (1 bis) B, = 0 est vérifide, si elle est vérifiée pour une seule
valeur Y, de la variable Y. C'est la condition aux limites annoncée.
C’est elle qui jointe aux équations (20) et (27) constitue les condi-
tions intrinséques recherchées.

36. — De quelles arbitraires dépend une fonction X (6, ¢, Y)
satisfaisant a ces conditions ? L’équation (20) est du quatriéme
ordre ; I'équation (24) est du deuxiéme ordre en M ou N, donc du
quatrieme ordre en X.
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D’une maniére précise, on a:

IO

@ AG
Y \N 2Y \N

3 - s’écrit donc :

b ®
o (M 2 N 22
3_\—(<)0Y30 (Tb) (q.)a 3% ( 27
sy (8) avas (1) — 55 () v ()
JY N)aYacp \I) oY \M) aY 3y

elle est linéaire par rapport aux dérivées quatrémes de X, les coef-
ficients de ces dérivées pouvantd’ailleurs étre des dérivées d’ordre
moins élevé.

II

On voit immeédiatement que les seules dérivées qui figurent
dans (27) sont les suivantes :

3X 3X 3X & X 2X 22X RX XX R X
T30 ¢ Y 303Y 393Y° 9 Y2 A 627 942 J02¢
aa X 33 X ati X 83 X 33 X 3’{ X

30Y 500¢9Y 3097 3¢29Y" C'3g0Y? 3 V3

* X * X * X ¥ X ¥ X
302 9Y2 ' 30 dp Y2 30 3YP' D¢2oY? 3977

37. — Pour déterminer une fonction X (9, ¢, Y) qui soit inté-
grale a la fois des équations (20) et (27). on peut donc se donner
arbitrairement :

X » X
0 [ _~ . ‘o._— s O, 0 0
Xo8, Y0, 5= (0 0 Yol 5755 (5, 0. Yo), 5 aw( 2 Yo)

qui au moyen d




—
Si on se donne alors — (9, 0. Yo), I’équation (27) donne pour

9 ¢
2 X, . . .
_3? (9.Y) une certaine fonction m, (9, Y).

Mais, si on se rappelle le sens de l'équation (27), on voit que
pour que cette équation soit vérifiée par une fonction X (0, 3, Y),
intégrale de 1'é¢quation (20), il faut el il suffit que. elle le soit pour
Y=Y,.

Cela tient. tout simplement, a ce que P’équation (20) étant
vérifiée, les équations (18), (19") et (20") donnent pour f et g, deux
fonctions indépendantes de Y.

. 2 d
Si donc, on constate ue é—{;— —a-g = 0. (quand on calcule fet g
?
en fonction des valeurs de X et de ses dérivées pour Y = Y,, c'est

°f 2g

qu’effectivement 30 3. =0, quel que soit Y.

Considérons une intégrale X (9, g, Y) de ’équation (20) définie
par les fonctions :

Xo(9.Y)
X . a2 X N X
ay(9) = e (8. 90 Yo). by (0)= 5937 (9, %0 Yo), ¢, (0)= PRE (8, 90 Yo)

.....................................................

et exprimons que I'équation (27) est satisfaite pour Y =Y,. Pour
cela, écrivons que I'équation (27) est vérifide ainsi que toutes les
dérivées totales par rapporf a 7. quand laissant Y égal & Yo, on
fixe. 3 a la valeur particuliere go.
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L’équation (27) écrite pour ¢ = 9o constitue une relation
entre les fonctions :

" Xo (0, Po. Yo)

°X a x
"5 O g0, Yo) ay (8) “ 22 (6, g0, Yo)
. O’ Xo . 32 X
26 d Y_( , 90, Yo) by (0) v (. 90. Yo)
.2 X Ja
T e Yo 5O a®
. B X, .3 X

5’68—\*2(6’ 905 Yo) €4 (9) (8, 90, Yo)

ERE
., o3 X 20b
a 92 ((‘ %o, YO) 3 0‘ (0) bQ (6)

* Xo 361 3‘X
30 oy (Pt Yo 5 O Tamay G

.. X
aq) Y3 (0 Pos YO)

Dans le tableau ci dessus, les fonctions marquées dune

astérisque résultent immeédiatement du choix de la fonction
. &* X .

X (0, 90. Y). La fonction m (9, 90, Yo), marquée de deux

astérisques, résulte de l'équation (20) du choix des fonctions

\ . - . )
ay, by, cy. Cette équation (20), en effet, détermine la fonction 3 ¢
comme intégrale d'une équation difiérentielle du (roisiéme ordre
enY (0 joue le role de parametre) dépendant des arbitraires
X ’c)’ X B X
0 U]

8 ( Yo. YO), aY ( Do, &0) et (P a 2
a- dlre ay (9), by (9) et ¢y (8).

Le simple examen du tableau précédent indique, par consé-
quent, que pour déterminer une intégrale X (8, 9, Y) de I'équation
(20), vérifiant lI'équation (27) pour ¢ = g0 et Y = Y, on peut se

donner arbitrairement les fonctions :

(", 90, Yo), Clest-

Xo (8, Y)

ay (8), by () et ¢y (9)



L’équation (27) établit une relation entre a,, b;etc,, ce qui
veut dire qu'on peut choisir arbitrairement a,et c, et que b, en
résulte.

Pareillement, on verrait que la condition de satisfaire I’'équa-
tion (27) dérivée totalement par rapport & ¢ pour v =13, ¢t Y = Yo
a pour effet de déterminer la fonction by (05 quand a, et ¢y sont
choisis arbitrairement, et que d'une mani¢ére générale, tous ies ba
sont déterminés pour n > 2 lorsqu’on a choisiles a, et les ca.

En définitive, I'intégrale géndérale du systéme (20). (27) ne
dépend que des fonctions arbitraires :

Xo (8, 9) et :

ay, by, Cy
Qg Cq
dn, Cn

c’est-a-dire des fonctions :
X B X 2 X
Xo (6, Y), a—; (B, P, Yo)- 3 Y2 (e, P Yo) eta Y (o, ‘PO:YO)

Soit : Trois fonctions de deux variables, et une d’une variable.

38. — Une fonction X étant déterminée de cette maniére,
permet de calculer une fonction de 6 et 3 : X (8, ¢), définie & une
constante preés, et telle que le premier membre de I'équation (1 bis)
soit une simple fonction de 6 et . Il suffit, pour que la fonction X
soit convenable, que cette équation (1 bis) soit satisfaite quand on
fait le calcul pour une seule valeur Y, de Y.

Cette condition est assez compliquée & exprimer, mais on se
rend compte qu'il suffit de I'écrire pour ¢ = 4., ainsi que toutes les
conditions qu'on en déduit par dérivation par rapport & ¢. L'effet
d’'une parcille condition. est comme nous avons vu autrement
d'une maniére simple. de faire dépendre X de quatre fonctions arbitraires,
parmi lesquelles il n’y en a plus que deux de deux variables ; X, et

X
e (9 ¢ Yo).
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3 X

Autrement dit, la fonction 5o.91¢

(0, ¢, Yo) est remplacée par une

seule fonction de 6.
On peut retrouver ce résultat ici.

Le premier membre de (1 bis) se réduisant.quand on a effectué
les substitutions, d une fonction de 0 et de 9. il suffit pour expri-
mer que (1 bis) est satistaite, de faire les calculs pour Y = Y,, et
d’écrire que pour ¢ = 0. E (4, ») est nul,ainsi que toutes ses dérivées
ar E .

o’ quel que soit 0.
L,

2

Or, pour 3 = 0 la fonction A se réduit & (1 — cos 0) T

= (1 —cos 6)2—:{;‘

9
En effet : k::f FO.o9)doe+ k(M +c
an ?ar
—_— = —_— ,0——'—.
36 foaed?"'k() 4
. . dr _3yg
Mais k' (/) = o puisque — = .
() = o puisque 55 = 57

0
C
A (8 =c - ] A cot 0) 6, = 0.
donc 4, 0) cetv/‘D Sm”d + (A cot 0) b, = 0

Ecrire que E (0. 0) = 0, revient donc a exprimer que
fo = a—’(e, 0) se reduit a .une certaine fonction de 9. Or, fo s’ex-
?

. . . dXo .. o
prime en fonction de X, et de a——' ainsi que des dérivées de ces
¢
fonetions, par rapport a 0 et Y, c'est-a-dire de Xa. a4, by. et ¢;, done
ko . . . .
8—0 s‘exprime en fonction de ay. by, et ¢;. Comme b, est connu en
7

1

fonction de a,. la condition précédente détermine ¢, exactement.

a

De méme la condition g—% (6, 0) détermine c3 et ainsi de suite.



Finalement, une fonction X 9, ¢. Y solution de (27) et (20) et telle
que X vérifie (1 bis), dépend des fonctions arbitraires :

Xo, a4, Uy, ¢y 9

o4

........ a?X 2 X
\ donc de 5:{’3—\' (. 90 Yo), W (9, 90 Yo)

c.q. f. d.

Remarque. — Tous les résultats précédents supposent que le
déterminant

M N

=
il

Q/I dN | n'est pas =

Y 9Y

quand on y remplace X. par une intégrale de (20) ou de (27).

Une pareille hypothése n'est d’ailleurs pas & envisager : I’équa-

tion A = 0 est du deuxiéme ordre en —q& I'équation (20) du troi-
[V

siéme en 3o la variable  ne jouant que le role de parameétre.
?

L’ensemble des équations A = 0 et (20) ext équivalent a deux

. 9 X, . . X
équations du deuxiémeordre en w— 2’ puis du premier en —a——?" et
<«

. L IX . C
finalement & des équation= ordinaires en —. Cest-a-dire que ces
C %
équations peuvent étre ramenées a deux équations aux dérivées
partielles du premier ordre lindaires. lesquelles. & moins de n’'étre
pas indépendantes. ce qui n'est ¢évidemment pas le cas, sont
incompatibles. ot ont au plus une solution commune.

Le cas ol (27). (20) et A == 0, scraient simultanément vérifices,
n'est donc pas a envisager.



CHAPITRE 1V

Une surface quelconque, pourvu qu’elle soit convexe,
est susceptible d’étre considérée d’une infinité

de manieres comme la surface ¢] d’un flotteur.
I

39. — Nous allons maintenantnous occuper d’une proposition
quia été souvent énoncde, et qui consiste a admettre qu une surface
convexe quelconque peut étre considérée comme une surface [c].

La proposition est évidente si 'on se borne & une portion de
surface infiniment petite : il n'y a manifestement aucune relation
entre les deux rayons de courbure principaux d'une surface [¢] en
I’'un de ses points, et par suite, aux infiniment petits du troisiéme
ordre pres, rien n‘empéche de considérer une portion de surface
convexe quelconque, comme appartenant a la surface [¢] d’un
certain flotteur.

Ilen va toutautrement sil’on considere une portion desurface
finie ; et il nous semble qu’on ne peut démontrer la proposition
précédente, qu’ad condition de prouver l'existence d’un flotteur
dont la surface [¢] contienne effectivement la portion de surface en
question.

S’il en était ainsi. il existerait une fonction X (8, ¢, Y), solution
du systeme (22), (27), et (1 bis), vérifiant les trois conditions :
JrX2dY =0
A JrXYdY=0

Jr X3 dY =3V r(,e

quels que soient 6 et o.
L’intégrale générale du systeme (22), (27), et (1 bis), dépend de
quatre fonctions arbitraires, qui sont :

3

X _2x ¥ X
7106, 9) = 7o 0, ¢, Yo), /1 (8) = 309Y (9, g0 Yo), 3 (8) == FPERE (4,9,Yo)

et Xo (0, Y) =X (0, %o Y).
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D’une maniére précise, elle peut, moyennant certaines condi-
tions de convergence, étre définie parla série :

— g\ n
X0 eY)=Xo(0,Y)+...... +(“’—n;’iaa;i°(e,Y)+ ......

les coefficients des puissances successives de (3 — 9o0) tels que

a X, . .
a—?r étant calculables a partiv de Xo (9, Y). 74, f2, fo (0, 9o).. ...
ai —1 fo

_'JT(O’ 90) grace 4 des équations ordinaires

Ji—1 ° Qi °
Fi [Xorfl'/29f0(09 (PO)- . aqg_f;(9 C?O)’ ax (0 Y)]_O

La fonction X 9, ¢ Y) est ainsi une fonctionnelle de la forme :

UOI XO’ fb fi’ 6. ‘P’Y] I

écriture qui signifie que c’est une fonction au sens ordinaire de
Xo. 115 €t [5.

Pour démontrer quune surface est susceptible d’étre consi-
dérée comme une surface [¢] il faut établir qu’il est possible de
choisir les quatre fonctions X, fo, f1, f2, de manicre que les trois
conditions A soient vérifides quels que soient 0 et g.

En réalité. le long d'une courbe F, la fonction X (Y) admet
plusieurs déterminations X0, 2. Y). ..... Xk(9, 9, Y). le seul cas
pratique étant d'ailleurs celui ot k& = 2. Ddsignant par« et b, les
valeurs maxima et minima que peut prendre Y quand on parcourt
une telle ligne IY, on peut écrire les trois équations A sous la

forme :
i b . ob
! HE | [fo |, Xal, /1, /2] | AY — ] 1 [fo | Xolle f0, 12 [ dY =0 (1)
b -3b
j H [————————] Y dY-——j H YdYy =0 (I}
a a

b fd -
\ f 13 c I [P— ) ) ' —j H3 ————*] dY=3Vr (b,9). (1II)

e
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a et b sont des fonctions de 6 et ¢ telles que :
XI(6, ¢ @) = X1 (0, ¢, @)
X (8, ¢ b) == X1 (8, ¢ ).
L'intervalle de variation de 9 qui est de laforme 6 = ¢ = « avec

a £ 2=, est le domaine dans lequel la fonction r est définie. Celui
de Y peut étre choisi arbitrairement. (¢ et b sont arbitraires).

Pour faire la démonstration nous allons utiliser la méthode
ordinaire du passage du fini a I'infini.

Divisons les intervalles (o, z) et (A, B) de variation de ¢ et de’Y
en »n intervalles plus petits au moyen des points de division :

‘ 9, = 0, 92, --.. Yn, fu41 = @

( YQZA,YQ. ....Yn, Yn+{=B

et remplacons dans les équations (I), (II) et (I11) écrites pour 8 =8,,
et ¢ égal successivement a ¢, 93, .... 9n 4+ 1, les intégrales qui s’y
trouvent par leurs valeurs approchées calculées au moyen des
points Yy, .... Ya+1. Remplacons en outre la fonctionnelle
H | [fol i [ Xo, 0, 2. Y] | parce qu'elle devient quand f, est une
fonction simple et d’ordre n en ¢ (1), dont les points de disconti-
nuité sont les ¢, ¢’'est-a-dire par une fonction de la forme

Hy [fo (9! (Pl)! LI fo (e, (P")s fl’ /:'Z’ X09 0, P, Y:I-
Les équations (I). (I1) et (III) sont ainsi remplacées par un

systéme S, de 3 (n 4+ 1) équations définissant implicitement
les 3 'n + 1) inconnues :

fo (8, @) Xol (8. Y) Xt (8. Y,
fl) (69 ?“i) Xol (69 Yl’l + 4) Xu" (9, Yn + {)

Faisons croitre n indéfiniment de fagcon que le plus grand des
intervalles (¢i. 9i + 1), (Yi. Yi + 1) tende vers zéro, en méme temps

(1) Nous désignons sous ce nom une fonction qui est constante entre deux points
de discontinuité de premiére espéce successifs, ceux-ci élant au nombre de n — 1.



— 63 —

que 3 > z et Yi > Y. Sil'on peut démontrer que les expressions
fo (%0, 91) et Xo (8. Yi) ont des limites et (que ces limites sont indé-
pendantes du mode de division choisi, oir aura établi que la
fonction » (ha. %) ext =usceptible de représenter une courbe (¢).
En recommencant le raisonnement pour des valeurs de 4 varia-
bles. on pourra établir (ue toute une portion finie de la surface
considérde appartient a la surface des centres des carénes dun
certain flotteur.

Remarquons d'abord «(que la surface doit étre convexe sans
cela r (9, z) pourrait devenir négatit, et il serait impossible alors
de satisfaire a I"équation I11.

41. — 1° Les limites existent quand r (8. ¢) est une fonction

n’admettant quun nombre fini de points de discontinuité de premiére
espéce et quand le mode de division est convenablement choisi.

Partageons lintervalle (0. 2) et intervalle (AL B) en p inter-
valles partiels (p > n). de maniere (que parmi les points de
division se trouvent tous les points 3 et Yiqui ont servi & résoudre
le systeme Sy.

Remarquons d'abord que la fonction :

Ha [fo (0. 21)s .. . [fo (8, 9n)y Xo (8, Y), 0, 5, Y]
est identique a la fonction

Hp (7o (8, ¢p)s .... [o (8, 9p), Xo (8, Y), . 6, 9, Y]
puisqu’elles représentent toutes deux la méme fonctionnelle

H|[fo] fie fao X, 8.9 Y]]
ou fo serait la fonction simple d’ordre n définie par
fo o) =[o( 31) si ¢<9¢<<git1

et considérons le systéme Sy que l'on obtient par le procédé
suivant : on éerit les équations du systéme S, pour les valeurs

%1, 92, =0 €t pour des valeurs g/ qui différent des valeurs s; appar-
tenant au mode de division en p intervalles, par la condition que si

oi < 3j << gi+1, Onait: g = qi;
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on calcule les intégrales au moyen des points:

Yl.,..le..‘.Yp
tels que si
Yi = Y; <<9i+s on ait Yy = Yi.

Grice a la remarque précédente, on voit que le systéme Sy
signifie exactement la méme chose que le systéme S, et que par
conséquent il doit étre satisfait si on prend pour systéme de
solutions le systeme défini par les conditions :

fo (8, %) = [o (0, ¢i) avec ¢ £ ¢j << 9i 41

Xo (8, Y ) =Xo (0 Yi) avec Yi =< Y; < Yi41

fo (8, o)
Xo (8, Yi)

étant les solutions du systéme S,

et fo (0, 9p), Xo (9, Yj) celles du systéeme Sy.
Mais d’autre part, le systéme S, et le systéme Sy ne différent
I’un de I'autre que parce que pour I’'un on a :

¢ = 9
o= 9j << ¢i+1 el Yi =< Y;<TYi4+1 et pour l'autre
Yi = Yj
Si les fonctions qui se trouvent au premier nombre des
équations du systéme S, sont continues, ce (qui a lieu nécessaire-
ment <i la fonctionnelle H est conlinue par rapport a f, (0, ¢),
Xo (8, Y), ¢ et Y, et si dautre part r (0., ;) différe trés peu de
7 (80, ¢i) les équations du systéme S, différent trés peu de celles
du systéeme Sy et il en est de méme de leurs solutions.
Il est donc possible, avee les hypothéses faites, de trouver un
nombre N suffisamment grand pour que n et p étant deux entiers
supérieurs a N, on ait quand i > ¢ et Y;i vers Y :

provenant provenant
du systeme S, du systeme Sa’

s [ 7o (B0, 9i) — [o (B0, ¢i) | << ¢

( | Xo (0, Yi) — Xo (00, Yi) | << ¢
Sp Sn

¢ étant un nombre positif quelconque.
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Cela établit I'existence des limites. 11 a été nécessaire de supposer
la fonctionnelle H continue pour que les solutions du systéme Sp
puissent I'étre elles-mémes quand il se transforme en Sp: il a
fallu de plus que dans I'intervalle (si. 5 + 0, la fonetion » (8, ?)
soit continue, ce qui n'est possible que =i, dans l'intervalle (o, 2)
elle ne présente que des disconlinuités de premicre espéce en
nombre fini.

2° Les limites ainsi définies sont en outre continues. Considérons
la fonction X, . Y) dgale & la fonctionnelle H. » é¢tant connue
au (1°) précédent une fonction simple d'ordre .

Avec les notations habituelles, on a :

1
r (6. o) = _3V_fo3dY

Si donc on donne a la fonction X (8, ¢, Y) une variation :
§X=2xg(¢Y)

telle que la fonction X + ¢ X soit encore une fonctionnelle H (1),
il lui correspond une variation ¢, qui d’aprés la formule précé-
dente vaut :

1 v g
N —_ 7203 Y o= o [ — 9 0
or_VfFXOX d Y LVJFX g0, 6 Y) dY]

Si, par conséquent, la fonction ¢ (9, . Y) est simplement
bornée, la fonctionnelle ¢ » | [8 X]| est linéaire etcontinue : elle
tend vers zéro avec ¢ X. Si. inversement, on donne a # une varia-
tion 3 » égale A celle que nous venons de calculer, et ave fyet aé fy

)2 X
—D%-—é(—]—\— (9, 0. Yo) €t X é—?% (9. g0s. Yo). la varia-
tion ¢ X est » g (0, ¢, Y) : 'hypothése contraire en vertu du caleul
inverse entrainerait pour ¢ » unefonction différente de celle qu'on
a supposé, et il y aurait contradiction. La fonctionnelle ¢ X | [¢ 7] |
est linéaire par rapport a 37 : elle tend vers zéro avec 3 7. Le

les valeurs

(1) 1l suffit pour cela que g (8. ¢. Y) soit une intégrale de I'équation aux varia-
tions compléetement linéaire tirée de I'équation (20), et quelle vérifie en outre deux
conditions aux limites ohtenues par variation des équations (1 bis) et (27) en laissant
Yo fixe.
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résultat est valable quelle que soit la fonction ¢ ». pourvu que la
fonction (X + ¢ X) correspondante existe, ¢’esl-a-dire pourvu que
la fonction 7 4 & r permette au moven des équations I. II et 111,
de définir les fonctionnelles /4 | 7 4¢] ] et & | {» +¢r) (1). Le
résultat <"applique donc quand » et r + ¢ =ont des tonctions
n'ayunt quun nombre fini de discontinuités de premiere espece ;
il entraine la continuité de f, | {»] ] et X, | [»] | pour ces fonctions.

3° Les limites obtenues sont indépendantes du mode de division
choisi :

Considérons, en etfet, deux modes de division et soient par
exemple ¢ et ¢ les limites obtenues pour X, (la démonstration
serait exactement la méme que la fonctionnelle f,). Nous allons
montrer que leur différencepeut étre considérée comme plus petite
qu'aucun nombre positif arbitrairement choisi.

(1) Il suffit d’ailleurs d’écrire les équations du systéme 8a, et de former les équa-
tions qu'on en déduit par variation de » (6o, %i), Xo (00, Yj) el fo (60, 9n) pour voir
que 8 fo (8o, i) el & Xo (fu. Yi) sont linéaires par rapporl aux & r (fo, oj) el aux
3 f, et 8 [,. Cela établil directement que si 'on choisi pour & » une fonclion telle que
r 4+ 8 r puisse représenter une surface C, les fonctions 8 X (8o, Yi) et 8 fo (90, i)
ont des limites qui sont des fonctionnelles linéaires par rapport a & r. Ces fonction-
nelles qui sonl évidemment bornées sont du méme coup continues.

On peul démontrer tres simplement sans passer par la démonstration (10) que si r
est une fonction susceplible de définir une surface [¢], » + & r I'est aussi quel que soit
8 r. Cela vienl de ce quon peul toujorrs considérer un flotteur tres voisin du flotteur
correspondant & r, et que par conséquent, les fonctionuelles ¢ fo et 2 X, existent dans
ce cas particulier el que ainsi les délerminants qui figurenl dans les expressions
de 3 fo (0, i) et 3 Xo (0. Yj) ont des limites : comme ils sont indépendants de 3 r on
peut donner d » une variation quelconque, les fonctionnelles & fo et & Xo restent
bien définies.
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Soient Ra et Rw, les suites de fonctions simples que les deux
modex de divizion nous ont conduit a4 envisager. Soienl par

exemple, Ay By A, .... la ligne brisée formée par la fonction Ra et
A, By A ... la ligne brisée formée parla fonction Ry : soit

Rn + o, la fonction simple d'ordre » + n’ n'est représentée parla
ligne brisée

Ay By Ay C Ay C Ay, C3 A, C Ay B, Ay C; A,....
formée a partir des fonclions précédentes comme lindique la
figure. Si n et »' sont assez grands, 2 étant un nombre positif
arbitrairement choisi, on aura :

SR — ¢ [Ratoll [< =z

IR —wmwni < £

done ¢ | [Rn] | —@i[R'n']||<d

et: |4'|[Rn]1“’4‘I<‘2_’!‘H[R’“'H_q"]<%

donc]¢—¢'l<i¢—wmn]| l + I M{RnH’-‘H[Rn']il

+ | ¢|Lan1—¢'|<a+ﬁ-

a et B étant des nombres arbitrairement choisis, « 4+ p est quelcon-
que et la proposition est démontrée.

42, — Nous avons établi la propriété que nous avions en vue
en nous appuyant =ur une =eule hyvpothése : la continuité de la fone”
tionnelle H. l.es circonstances dans lesquelles cette hypothése n’est
pas vérifide =ont trés rares et nous pouvons considérer le résultat
auquel nous sommes arrives comime extrémement vraisemblable,

Certex. il aurait été plus satixfaizant, au point de vue stricte-
ment mathématique de ne rien supposer : nous nous sommes
résolus cependant & nous contenter de eette démonstration et a
énoncer la proposition en raison de son intérét théorique et
surtout pratique.



Si. pour une raison quelconque. on est conduit & modifier la
surface des centres de carenes d'un batiment. il ext fort utile
qu’on sache si la modification est possible : si le batiment projeté
est faisable. De pareilles modifications =sont souvent d'un gros
intéret, elles permettent d'améliorer les (ualités nautiques des
bateaux, par exemple, et leur stabilité sous des angles finis et des
axes d'inclinaison qui ne soient ni longitudinaux, ni transver-
saux {1).

Pour utiliser pratiquement la théorie précédente. c’est-a-dire
calculer les formes d'un bateau dont la surface ¢ est donnée. il
faudrait déterminer les fonctions H, dont la limite ext la fonction-
nelle H. donner leurs valeurs numeériques pour différentes valeurs
de f1. /s et des angles ; assez res=serrés, et former des tables ou
abaques représentant pour diversex valeurs de n les inconnues
fo (Mo, o) ... fo (Booow) Xo (90 Yy ... Xo (. Yo en fonction de
7 (0,¢) .... 1 (0, %), Le travail serait évidemment considérable ; il
parait toutefois pouvoir étre effectué. Nous nous contentons pour
I'instant, de poser le probléme.

Si, par exemple. les fonctions 7, (9, 3) et X (0. 2. Y) étaient
développables en séries entieres convergentes au voisinage de
leurs points respectifs : fo (8, 5, et X (9, 7, Y), on pourrait, assez
aisément, former ces fonctions Hy.

o — ) on
L'équation fo (8, 7) = fo (8, 204 ... + & )" " fo

n ! p) on (ﬂ’ q>l)
limitée au terme de rang =» permet en effet de calculer les diffé-
. d fo " . .
rentes fonctions : 3 / 0, 3, .... %—ﬁ (8. ¢y en fonction de
? Eh
. . . i X, .
fo (9, ¢ .... fo(8, ¢n). Les fonctions T (9, Y) qui sont les coef-
(#i — %)

ficients de 77 dans le développement de H, et qui sont des

fonclions

ol fo
Gi [Xo. f1, fao o (B, 9) ... éT_f) 8, @]
=5

(1) M. Doyére a pu en effet démontrer quautour de certains de ces auxes les
couples capables de produire le -havirement sont beaucoup plus petits que ceux que I'on
considére d'ordinaire
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i
deviennent par la substitution des f, (9, 9i) aux %:}l (6, ¢,) des

fonctions

Ki [Xo, f1o fa: [o (8.9 .. . [o (0, gn)]

et en nous limitant toujours au terme de rang n + 1, ona:

Hy = Xo(e, Y) +

o 1
+ K X fi fan 2050 e fo (0 )]
En calculant 3 H, en fonction de 8 Xo, &7, 8 fy, ... 3 f° (8, 91)

et en écrivant que le systéme S, — 1 est toujours satisfait, on ob-
tient 3 n équations complétement linéaires donnantles inconnues

S fo (0, 2i), & XH(8, Y et & X2 (8. Yy)

sous forme de quotients par le méme ddéterminant, de détermi-
nants linéaires et homogénes parrapportaux 8 fy. ¢ fyetér (8, qi).
Si on les développe on obtient quand » augmeénte indéfiniment,
pour coefticients de ¢ f}, ¢ f et 2 (8, %) des fonctionnelles en 7,
ce qui est trés compliqué @ mais si on se horne toujours au rang n
on a :

Fl [7‘(9,(?4), R "‘(6,?")9 fb fﬁ: 09?167‘(0‘?() + Cer
R + Fuf]e7r (. on) + G ef, + Gad [y
o 09 = ¥ 1
870 (9, 9) U 7O ) ... 70 o) [1s [ 6, %)

P‘ [7‘(0,%) PPN f‘. fz. 9, Y‘} 57‘(0. ﬁ'q) + cee e

. _ +Pn{]a7'u+anfl+Qiafi
X (6, Y) = Ur 90 ... 70, on) fu for 0 9]

les fonctions F,, .... Fu, Py .... Pn, Q, Qs Gy, G@; étant les mémes
pour tous les navires.

(1) La fonction Hn ainsi définie est conlinue par rapport aux fo, aux Xo A petaY
si les fonctions Kn elles-mémes le sont. Cela a lieu sauf pour des valeurs exception-
nelles des variables.
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A43. — Nous avons déja remarqué (que le probleme n'était bien
POsE€ que parce que nous avons supposé deux déterminations X' et
X" indépendantes l'une de l'autre. Les courbes F obtenues. pré-
sentent en geénéral. de ce fait méme. une discontinuité aux points
Y ==« et Y=~5, au moins pour un rayon de courbure d'un certain
ordre. Si I'on voulait (que I'une des déterminations fut fonction de
IPautre. le probléeme scrait en général impossible ; on n‘aurait en
fait, que deux fonctions inconnues pour trois équations. Les flot-
teurs (que nous obtenons ne sont pas susceptibles. par conséquent,
d’étre représentés par une équation telle que

¢ (x,y.2) =0

oa la fonction ¢ jouit a la fois de 'uniformité et de la continuité
pour elle et toutes ses dérivées. Nous dirons (ue ce ne sont pas
des flotteurs « géométriques » : une surface [¢] donnée a priori.ne
peut étre la surface [¢] d'un flotteur gédométrique.

On voit que. par contre, si 'on voulait une flottaison avec plus
de deux déterminations, le probléme =erait parfaitement indéter-
miné. Les flottaisons a plus de deux déterminations, peuvent se
présenter dans les docks chargés du relevage des sous-marins.

44, — Pour rechercher si de méme, une surface quelconque
peut étreconsidérée comme une surface [IF],on auraita déterminer
une fonction X (0, Y) de maniére qu'une certaine fonctionnelle

U] Xo0. 9 Y|

représentant l'intégrale générale de I’équation (1 bis) vérifie les
deux écquations I et II.

On voit que le probleme est bien posé : deux équations pour
déterminer X,! et X,!'. Et on se¢ rend compte finalement, pourquoi
un ensemble [IF]. [¢] donné a I'avance. est en général incompatible.

Pour examiner si les équations I et II comportent des solu-
tions en X,. on peut cette fois encore diviser en n parties. I'inter-
valle (0, 2) de variation de ¢ et I'intervalle («. b) de variation de Y.
Le premier intervalle résulte dela portion de surface[I] considérée.
Le deuxiéme est arbitraire. On remplaceles intégrales qui figurent
au premiecr membre des dquations par les valeurs approchées,
(sommes calculées par exemple par la méthode des trapézes), et
on considere la fonction X! (9, Y) comme limite de la valeur
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trouvée pour X,! (9, Yi) quand 0 restant fixe, n augmente indéfini-
ment et que Yi —= Y. Cetle limite si clle existe est une fonction-
nelle ¥ | (¢] |. Il suffit pour démontrer son existence de formuler
un certain nombre d'hypothéses analogues & celles que nous
avons du faire pour la surface [¢] et de prouver que pour une
fonction g particulicre, elle existe, Y variant toujours entre a et b
et ¢ entre o et a.

On peut considérer comme probable que n’'importe quelle
portion de surface, peut étre considérée comme =urface [FJ. La
condition III n’existant pasici, z peut changer de signe, et posséder
certaines discontinuités. qui sont d'ailleurs de méme nature que
celle que permet pour / (x) la définition de

J F (x) da.

45. — Le probléme qui consisterait a expliciter les solutions
X (0, »,Y) correspondant a une surface » (9, 3) prise pour surface[c]
serait extrémement compliqué. Il existe cependant des circons-
tances ou la détermination d'intégrales particuliéres peut se faire
sans la moindre intégration.

C’est par exemple le cas ou I'on connait des fonctions R (9, ) telles
que pour toute valeur %, il y en ait une qui se réduise & la méme fonction
de ¢ que r, et pour laquelle on connait un des flotteurs au moins qui lui
correspondent.

Il va de =oi, en effet. que des fonctions X, (8, Y), [y (9), /2 (6),
7o (9. @) qui pour 4 = 8,, se réduisent aux mémes éléments que les
fonctions analogues relatives a4 R. constituent un sysltéme de
solutions des conditions (A) pour 6, =10, ¢t ¢ (quelconque.

Les fonctions engendrdées. lorsque 0, varie, par les éléments
auxquels se réduisent pour # = 6, les fonctions Xo(0.Y), /4. f2. fo
relatives a R, constituent évidemment un systéme de <olutions des
conditions (A) pour bt ct ¢ quelconques. Elles permettent ainsi,
grace aux équations (22) et (27), de caleuler une fonction X (0, 9,Y)
qui représente lex lignesx F d'un tlotteur. dont la surface [¢] est la
surface » (. 2). Mais la fonctlion X elle-méme. ext comme X, /i, [
et fo connue sans quadrature : I2s fonctionnelles

H ' (/o |5 Xos 745 fz]l

relatives A Reta rcoincident pour 6 =8, : doncla fonction X (8. ¢, Y)
est engendrée par la variation en fonction de 0, de la fonction



£ (0, Y) qui représente les lignes de flottaison du flotteur relatif a
R, pour 8 — g..

Si I'on veut. encore, on peut considérer que le flotteur obhtenu
est engendré par une sdérie de lignes qui ne sont autres que les
lignes de flottaison de R, considérées pour des valeurs successives
de 4.

Si on considére par exemple une surface pour laquelle » ne
dépend que de 0, c’est-d-dire une surface de révolution autourdun
axe vertical. on peut, sans intégration, lui faire correspondre une
infinité de flotteurs dont elle soit la surface [c¢]

Il suffit de choisir comine fonetion R, des fonctions représen-
tant des spheres, et telles (ue pour 6, = 4,, le rayon R de la sphére
soit égal a » (0,). Cette sphére peut étre considérée comme la sur-
face [c] d'une autre =phere X, dont le rayon est déterminé par la
condition que le volume de caréene de cette sphere soit égal au
méme volume V que le flotteur cherché : sur cette sphére £ les
flottaisons correspondant & 6 = 0, <ont des cercles F, [X., Y.

Lorsqu’on donne & 0 une autre valeur 6, on est de méme
amené a considdérer une sphére £, dont les flottaisons correspon-
dant & % = 0 <ont des eercles I [X, Y]. La fonetion F [X. Y, 9] qui,
quand 6 varie. passe successivement par les fonctions Fo.
F,, — ete, représente les lignes de flottaison d’un flotteur dont la
surface [c¢] est 1a surface » ().

La surface [I'] est déterminée sans quadrature par 1'équation
(21) (1) et Péquation du flotteur en résulte immeédiatement.

Le raisonnement qui précéde constitue une démonstration
directe du fait que toute surface de révolution a axe vertical, et de
plus convexe, peut étre considérée comme surface [¢].

(1) Page 45.
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CHAPITRE V

Détermination d’un flotteur
a partir de deux multiplicités (F,) et (F,)
et des
flottaisons correspondantes : N© 45.

46. — Nous allons maintenant nous occuper de la détermi-
nation d’un flotteur dont on donne deux multiplicités (F,) et (Fa
ainsi que les flottaisons eorrespondant a ces multiplicités.

Avant de traiter le probleme dans toute sa généralité, nous
allons d’abord nous occuper du cas suivant beaucoup plus simple.
Nous nous proposons de ddéterminer un tlotteur jouissant des
propriétés suivantes :

1o Sa surface |F| se réduit 4 un point.

2> Sa surface [c¢] passe par deux multiplicités (¢;) et (cg)
données a I'avance.

3o Les flottaisons (¢y) et (¢;) correspondent a des axes d’incli-
naison rectangulaires ct proviennent de la flottaison droite par
dilatation » suivant la direction de 'un de ces axes, la dilalation @
suivant I'autre.

Pour faciliter les calculs, nous supposons (ue les courbes (¢,)
et (¢y) sont planes 1 la courbe (¢;) étant I'intersection de la surface
[¢] du flotteur cherché par son couple 10 : la courbe () détant
située dans le plan longitudinal.

En définitive, nous cherchons un flotteur amphidrome dont les
courbes (¢) correspondant a des inclinaisons transversales et a
des inclinaisons longitudinales sont données.

Pour un navire non amphidrome, les résultats obtenus ne
pourrontétre considérés que comme de premiéres approximations.

47. — Soit [ (X, Y) I'équation de la flottaison droite rapportée
a ses axes de symétrie, I'axe X ¢tant dans le couple 10, 'axe Y
dans le plan longitudinal. L'origine est le centre de gravité de la
flottaison, ¢t est par consdéquent un point de |I].

Nous désignerons par flottaisons (9)) les flottaisons qui corres-
pondent a (¢y), donc & des inclinaisons transverales.

Convention analogue pour (¢,). on passe de la tlottaison droite
a une flottaison isocaréne (%) en remplacant X par X, =\ X,
Y par Y, =, Y par hypothése. » et w, sont a priori des fonctions
de 9, : mais comme les différentes flottaisons 0, doivent couper
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P’axe Y au méme point il est hien évident que p; =1. Pareillement
onaura A=1, 3= py(6) ().

48. — Suivant qu’on considére un point M (x, y. 2) du flotteur
V cherché comme appartenant a une flottaison (6,). ou a une
flottaison (6,). on peut mettre ses coordonnées sous la forme :

x = X, cos b, = N X cos 0,
y=Y =Y (2)
z = Xy sin 6, = & X sin 8§,
ou sous la forme :
\ x=X,=X
v Y = Yy Co8 0 = py Y cOs 8 3)
( 2 = Yy sin 6 = py Y’ sin 6,

X, Y d’une part, X', Y’ d’autre part, sont les coordonnées de deux
points de la flottaison droite.
On a donc:

X, y)y=0 (4) rX,y)y=0 G

Désignant par » (%) et R (9 les rayons de courbure des
courbes (¢} et (¢y), parI; et I,les moments d'inertie respectifs des
flottaisons (9,) parrapport a Y et des flottaisons 0, par rapport
aX,ona:

L _
7__V R——V

Comme I, (%) =731, (0) et I3 0,) = w3 I (0), et que

r (8 I, {8 R (%) I, (%)

= . = . Iy
7 (0) 1, 0 R (0) L, (0) on en conclut que A et
sont des fonctions de 0, et 0, qui résultent de la connaissance des
courbes (c¢,) et (cy)

M=g () (6) e = hg (8 (7)

(*) Nous éliminons ici le cas ou I'axe Y ferait partie de la surface V du flotleur.



En identifiant les formes (2) et (3). nous obtenons 3 équations,

qui. jointes aux équations (4), (5), (6), (7), constituent 7 relations
entre les 8 variables :

B, 031 2, et X, Y5 X, Y

Il semble done & priori. que parmi ces 8 variables, il en existe
une seule d'indépendante. Mais, comme en réalilé, la surfuce V
peut se représenter en fonction de 2 paramétres indépendants,
qui peuvent étre. par exemple, X et 6, ou X' et0,, on en conclut
que les 7 équations se réduisent nécessairement a 6, et que, par
conséquent les fonctions g, (0y) et Ay (6)) ne sont pas indépendantes.

Comme conclusion ou peut énoncer qu'un flotteur satisfaisant
aux conditions énumérées au N° 3, n'existe pas en général. Il n'y a de
solutions au probléme posé que si les multiplicités (c,) et (c3) ne sont
pas quelconques I'une par rapport & 'autre. On peut dire, sous une
autre forme, ue la stabilité longitudinale et la stabilité transversale
d’un flotteur satisfaisant aux conditions 1° et 3 du N° 3, sont deux
éléments tels, qu'il suffit de connaitre 1'un d’entre eux, pour pouvoir
calculer I'autre.

49. — Ce résultat ne subsiste pas, bien entendu, si lon
n'impose pas aux flottaisons (0y) et (6;) de provenir de la ottaison
droite par simple dilatation.

Pour une flottaison (9,), on peut en effet toujours écrire :
X{z)\ix, Y,:H‘Y

et p étant des fonctions de 9;, de A ou Y telles que les différentes
flottaisons successives. coupent toutes l'axe Y au méme point.
Il suffit pour cela que :

N =14 0 g1 (8. X)
=1 + 6, X hy (9, X)

g, et hy prenant des valeurs finies pour 6, = 0. X =0.

Les nouvelles flottaisons 0, dépendent, non plus de 1 fonction,
a savoir A, mais de 2, 4 savoir g, et hy. Il en est de méme des
flottaisons 0, qui dépendent de fonctions g, et 2,. En définitive
Pidentification des formes (2) et (3) jointes aux deux équations
(4) et (), et aux conditions exprimant que les moments d'inertie
des flottaisons () par rapport & oY sont donnés, ainsi que les
moments d’inertie des flottaisons (f;) par rapport & oX permet
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d’aboutir a 7 relations entre 10 fonctions. Il y a done trois fonctions
indépendantes, par exemple X, 6, et »,. Et par suite. il est possible
de déterminer »; de maniere que les moments d’inertie des flottai-
sons 9, soient donnés par rapport aux axes X de ces [lottaisons.
Autrement dit. il est possible en faisant varier convenablement la
forme des flottaisons. de construire un flotteur satisfaisant aux conditions
1°et 2° du Ne 3, et qui de plus, soit tel que sa stabilité transversale
initiale, dans une inclinaison longitudin:-le soit donnée.

50. — Ce résullat ne subsiste pas davantage. si continuant
d’imposer au flotteur cherché, les conditions 20 et 3¢ du Nv 3, on
remplace la condition 1° par la condition suivante :

4o La surface 'F! du flotteur devra posséder deux multiplicités (Fy)
et (F,) données a I'avance, et correspondant aux multiplicités (c,) et (Cq).

Cela tient a ce que de cette condition 40, il ne résulte pas pour
py et x, T'obligation de rester constamment égaux a l'unité. Ils
peuvent varicr d’une maniére quelconque, sous la seule réserve
que py (0) =1, »(0)=1.

D'une maniére précise, soient § et g les coordonnées d’un
point de (F,). m, et %, celles d’un point de (Iy), un point de la surface
V., suivant qu'on le considere comme appartenant a une flottaison
(6)) ou & une flottaison (9,), a des coordonnées de la forme :

x:£1+X400501254+)\1X00501
y=Y1=mnY )
? 2= + X,sin 0y = ¢ -+ 3 X sin 6,

ou de la forme :

‘

=Xy =2X
Y = my + Yasin 6 = my + py Y cost, (3)

Z = Cg + YgSin(’g: C2+ MgY’Sinog

on a toujours :

FIXYyY)y=0 (&) FX,y)=0 (5)
et les conditions :M‘l = fonction donnée de 9, 12-(12-)—-= fonc-
l’l (0) 12 ((I)

tion donnée de 0, se traduisent par :

Aoy =gy (B)  (6) A = g5 (8) (7)



Identifiant les formes (2) et (3). nous obtenons 3 équations,
qui, jointes a (4), (5", (6") et (7) constituent 7 relations entre les
10 variables :

X,Y; XY Awys Agpg; 0 el by

51. — Comme au numéro (23) nous avons trois variables
indépendantes : X. I, et 3, et il est possible de joindre aux condi-
tions (20), (3v) et (4°) une autre condition portant sur X, par
exemple, et exprimant que la deuxiéme courbure principale de la
surface (¢) du flotteur obtenu, est donnde tout le long de (¢y).

Donc, non seulement il est possible de déterminer un amphidrome
dont les flottaisons transversales et longitudinales proviennent de la
flottaison droite par transformation affine, qui posséde une surface (F)
passant par deux multiplicités données (1) et (I'), qui posséde une
stabilité longitudinale et une stabilité transversale données. mais il est
encore possible de le déterminer de maniére que. dans une inclinaison
longitudinale quelconque 1l ait une stabilité transversale initiale donnée
a I’'avance.

52. — Le résultat auquel nous venons d’arriver subsiste méme
lorsqu’on impose pas aux flottaisons (%) et (0,) d'étre similaires de la
flottaison droite.Ce qui intervient en effet, au fond du raisonnement
précédent, c'est le fait que x, et 2y peuvent ne pas ¢tre identiques
a PPunité, et par conséquent, qu’on peut choisir arbitrairement la
forme des flottaisons 6.

53 — Soit un certain flotteur amphidrome [V] et considérons
tous les flotteurs amphidromes (V') dontles multiplicités (I9) et (¢))
coincident avec les rri'l,xltiplicités correspondantes du flotteur [V].
Il en c¢xiste une infinité. et on peut choisir la forme de leurs
flottaisons (8,) absolument arbitrairement.

Si. en particulier, on cherche un flotteur (V') dont les flottai-
sons (0,) soient celles du flotteur (V), on peut penser que le
flotteur (V"), engendré par ces flottaisons est parfaitement défini,
et que par suite, il coincide avec le fiotteur V.

Les multiplicités (I9) et (¢y) de ee flotteur (V') seraient done les
multiplicités (FFy, et (¢,) du flotteur V. de sorte qu’il nous serait
impossible de trouver deux amphidromes différents, ayant mémes
multiplicité< (). (I')). mémes flottaisons (9,).

Le résultat que voila est contraire a celui que nous avons
énoncé ala fin du numéro (51).



La contradiction n’est bien entendu qu’apparente. Elle tient a
ce que un flotteur n’est pas défini par la donnée de (F,), (¢,) et de
ses flottaisons (4,). Ces flottaisons n’engendrent en réalité qu'une
portion de surface limitée 4 une ligne E tracée d’ailleurs sur le
cylindre dont (FF)) est une section droite.

La surface V n’étant pas complétement définie, il en est de
méme de la stabilité longitudinale du flotteur dont elle constitue
la caréne.

54. — La raison analytique d’une pareille circonstance, est
que la fonction g intégrale de (1) n'est pas définie seulement par la

. Q s e
donnée de po, de _3:91 (¢ = 0) etde Xo (8, Y). S’il en était autrement,

cette seule équation (1), pourrait moyennant la connaissance de
conditions aux limites, déterminer a la fois les fonctions ¢ et X,
ce qui est évidemment absurde.

55. — 8i I'on impose aux flottaisons (8, ¢) d'étre similaires de la
flottaison droite, une surface quelconque ne peut en général étre prise
comme surface [c]. Cela tient a ce (que I'on ne dispose, pour passer
de la flottaison droite aux flottaisons inclinées, que de deux fonc-
tions A et u, lesquelles doivent vérifier trois relations.

Mais ce qu'on peut affirmer en tout cas, c’ext que si la surface
[c] convient pour un flotteur. elle convient pour une infinité, dont la
forme vu I'ordre de I'équation (1), dépend de deux fonctions arbitraires.
Cette vue particulicre confirme les résultats du N 43.

56. — Nous ¢tant rendu compte sur un cas particulier des
circonstances qui sc rencontrent, nous pourrons maintenant
aborder le probléme danx toute sa généralité.

Nous avons vu au N° 24 (in fine) qu'une fonction X (b, ¢, Y)
est bien définie par la donnée d'une multiplicité (F) représentée

. X .
par les fonctions A (9, 9) et 3 (6, ¢) pour ¢ =g, des flottaisons

correspondantes représentées par une fonction X, (6, Y)=X (6,9, Y)

)
pour ¢ = ¢, et de la fonction 32 0. 9, 0).

D’une maniere précise on peut écrire que :

N o IX R N,
X (69 P ‘) =H _a";— (0' P, O) Xo (8, Y), 2o (0)1 -3'? (0)’ 0. ¢. Y
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expression qui signifie que X estune fonction au sens ordinaire du

A . d
mot de X,, 2o, 3 q:’ 6, o, Y, mais une fonctionnelle de —a%— (9, ¢, 0).

Nous avons déja utilisé ce fait sous une autre forme quand
nous avons établi (numéros 39-42) que toute surface convexe était
dans sonensemble,susceptibled étre considérée comme surface[c).

Soit g (9, », Y) la fonction X pour le flotteur obtenu au moyen
des données :

LR X
Xo, Ao W et T‘P— (8, 9. 0).

et G (% ¢, Y, la fonction X correspondant au flotteur obtenu avec
les données :

R d Xt
Xl (e Y)’ k!v p) (; et _3_?'— (0, P 0)

Les fonctions }, et définissent la multiplicité (F,). X, repré-

sente les flottaisons correspondantes.

Pour que les deux flotteurs coincident, il faut et il suffit, que
les fonctions g et G soient identiques, ce qui entraine la nécessité

. oX
pour la fonction 3

L’identité des fonctions g et G se traduit d’ailleurs par une
équation de la forme :
1] w0

RN
h“:ax(eﬁo\ Xas Mos OO,?Y]
qui doit étre vérifiée quels que soient 8, ¢, Y.

(8, 9, 0) d’étre la méme dans les deux cas.

X g 0.0, Y] |
o¢

On voit qu'elle est d’une forme compliquée, qui ne se préte
guére au calcul. On peut dire cependant que si

o N
T M et 5o

XO, )‘0’
sont pris arbilrairement, le probléme est mal posé: il revient &
déterminer une fonction

X
e (6, %, 0)

ne dépendant que deux variables, alors que manifestement, la
solution. si elle existe, est une fonction de trois variables.
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Cela nous suffit a dire que les fonctions

o) N
A

P et N e

étant arbitrairement choisies. il ne peut en étre de méme. au
moins d’une maniére absolue, pour la fonction X,.

Xo, Ao,

Autrement dit, les multiplicité= (F,) et {F); ainsi que les flottai-
sons F, étant choisiex a 'avance. il n'y a en général pas de solution
si on choisi les flottaicons Fy d'unc maniere absolument quel-
conque.

87. — Cela ne signifie pas dailleurs qu’il n’y ait pas une
infinité de flottaisons £ répondant a la question, si 1'on reprend
le point de vue géométrique par lequel nous avons commenceé.

Les flottaisons F, engendrent une portion de surface «ui est
limitée & une courbe E, lieu des points d'interscction avec ces
flottaisons Fy, du cylindre circonserit a la multiplicité (I%).

Les flottaisons F; doivent étre choisies de maniere qu'elles ne
coupent pas cette portion de surface, mais qu'au contraire, elles
aient avec elle une infinité de points communs. Cela n’est évidem-
ment pas rdéalisé en général, =i on les prend absolument au
hasard.

Les plans de ces flottaisons Fy définis comme ¢étant tangents
4 la multiplicité (F,) coupent la portion de surface engendrée
par F, suivant des courbes (ui ont l'allure de celle représentée
sur la figure ci-contre : (AM’'B),
elles ne sont pas fermées. et les
deux points  auxquels elles
aboutissent sont sur le lieu E.

Pour avoir une flottaison Fy,
il est loisible de compléter cette
courbe par un arc quelconque

tel que T’\Al/é pourvu qu’il soit
de I'autre coté de A M’ B par rapport a la corde A B.

Pour éviter que lex plans tangents a la multiplicité (Fo) ne
coupent cet arc AM B, ses tangentes en A ¢t en B devront étre
comprises d I'intérieur de I'angle des tangentesen A et B a l'arc
A M B.

Nous pouvons remarquer (qu’il ext possible de choisir cet are
A M B, de facon ue l'aire de la flottaison F, obtenue, ait son centre
de gravité au point F, désiré. et que des intégrales attachées a
cette courbe aient des valeurs également déterminces.



On peut ainsi s’arranger, comme pour les flottaisons F,, de
maniére que la conique d'inertie de F, soit une conique donnée,
ce qui entraine pour la surtace [¢] du flotteur obtenu, la propriété
d’étre circonscrite & un eylindre donné. et d’avoir, tout le long de
la courbe de contact, son indicatrice également donnée.

58. — 1l est ainsi possible de trouver une infinite de tflotteurs
admettant des multiplicités (1) et (Iy) arbitraires. dont les stabi-
lités de tormes longitudinale et transversale soient données. ainsi
que la stabilité initiale, pour des positions infiniment voisines,
position eclle-méme inclinde transversalement ou longitudina-
lement. On peut en particulier atteindre ce but en se donnant
arbitrairement la forme des flottaisons correspondant a Pune de
ces multiplicités.

59. — Du point de vue analytique, la question serait a peu
prés inextricable. Nous allons I'examiner toutde méme un peu,
pour montrer quelle ext la nature complexe des problémes qui se
rattachent a la question des flottaisons correspondant & deux axes
d’inclinaison différents.

On peut mettre la fonction g =ous la forme dune série
convergeant moyennant quelques conditions de continuité, et
dont le développement ext le suivant :

0 — 9y N dRo
GO RN = X0+ I oo S+
+ 8= g 0,0 Y] 4 e

n !

Dans ce développement fu (0), est la fonction a laquelle se
on X

réduit Son

(0, 90 0), ¥y .... Wy sent des fonctions déterminées.

Pareillement on aurait :

GOaY) = X0 + 5 W [F0,0.Y] + ...
+£"°_;_t’iiw.,[1r.,(e),e,m + ...

. . X
ou F, est la fonction Ton (0, 9, @) €L Wy, ... Wy ..., des

fonctions déterminées.



L’identification de g et de G entraine que la fonction

BX

(8, 9, 0)

est la méme dans les deux cas, ce qui signifie en somme que :

(1 — 90)"

n !

Fy (0)=f, (0) + ¥ “" LU S U + fort (0) 4 ...

..................................................................

................................................................

L’équation 2 = H peut se remplacer par les équations suivantes :

;’ G (8,9,.Y)= X, (8,Y) = Xo (8,Y) + P4 — Po v, +

T Wt
+ (‘“;;"")" Wo A e

%@_ O, euY) =W (6,Y)=V + 2w, + REREER ..

\ + (4 ;;?o)n Wops + oeinnnn. .

................................................

c’est-a-dire par une infinité d’équations entre I’infinité d’inconnues
Jo(0), ... ... [o(0), ....... Ainsi que nous ’avons déja remarqué,
le probléme est mal posé en raison de la présence de Y dans ces

équations, alors que les inconnues ne dépendent pas de cette
variable.

On pourrait essayer de résoudre ces équations en prenant
pour Y une valeur fixe, puis en écrivant que les fonctions
fo.oooooo. /n obtenues. ne varient pas quand on donne & Y une
autre valeur. Nous ne le tenterons dailleurs pas, puisque des
considérations géométriques les plus ¢lémentaires nous ont
permis d’arriver au résultat. Nous nous bhornerons simplement a
faire remarquer combien les problémes qui touchent a la surface
[F] sont, malgré les apparences, plus compliqués que ceux qui se
rapportent & la surface [c¢]. ZCette complication se révele déja
quand on étudie parallélement la valeur des rayons de courbure

e [F] et de [c).
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60. — D’aprés ce que nous avons vu au paragraphe 18 ou a
la page 70, si I'on se donne I'ensemble d’une surfuce ® et d’une
surface I' cet ensemble, en général, n'est pas susceptible de
constituer I'ensemble des surfaces [F] et {¢] d'un certain flotteur.
La surface ® étant prise pour surface Fl, I'"équation (1 bis) définit
une fonction X (9, %, Y) lorsqu’on sest fixé la fonction X, (9, Y).

Si la solution X ainsi définie, vérifie les conditions (22) de la
ire partie, elle définit un certain flotteur dont la surface [c¢, est
bien définie, et ne -oincide pas, en général. avec la surface I'. Un
pourra toujours disposer de lafonction X, de maniere que la
fouction » (8, 0) = r, (8, soit égale a la fonction correspondante
pour la surface I', mais le choix étant ainsi fait, on n‘aura, en
général. pour surface (¢ quune surface admettant aveec I', un
cylindre horizontal circonscrit commun. Cela suffira dailleurs,
pour que le navire obtenu, admette une stabilite transversale de
forme donnée, dans la mesure ot la multiplicité (¢) correspondant
4 ¢ =0 se confond avec la =cction droite du cylindre circonscrit
a [e] le long de (¢), ¢ext-a dire dans la mesure ou le navire peut
étre assimilé & un amphidrome.

61. — Un navire réel ne se construit d’ailleurs pas a partir
d’une surface |[¢! donnée a priori. Le probléme que nous avons
traité plus haut, concernant les multiplicités (Fp) et (Fy) que nous
avons pu pousser jusquau bout, a un intérét pratique beaucoup
plus grand. 1l permet de déterminer un flotteur dont on donne la
stabilité de forme longitudinale, la stabilité de forme transver-
sale et les stabilités initiales, correspondant a des inclinaisons
infiniment voisines d'inclinaisons transversales ou d’inclinaisons
longitudinales finies.

Le fait de pouvoir =c¢ donner arbitrairement des multiplicités
(F)) et (Fy estintéressantl: la Hottaison droite étant choisie de
maniere a diminuer la résistance a 'avancement. on peut agir
sur (Fy) par exemple. pour obtenir un maitre couple de forme
2

B
Lp

convenable, présentant, par exemple, un remplissage veulu,

avec une profondeur également voulue.
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Comparaison avec le probléme plan.

Dans les questions relatives a la géométrie des carénes, il est
souvent tres utile. au point de vue des démonstrations. de traiter
d'abord le cas du probléme plan. puis de passer au cas général
par voie d’'intégration parallélement a o y.

Monsieur Barrillon dans son cours professé a 1'Ecole d’Appli-
cation du Génie Maritime. en donne de tres nombreux exemples.

Cette méthode tres fructucuse dans beaucoup de cas, ne
permet pas d'aboutir pour les différentes questions que nous
avons examinées plus haut. Le problé¢me qui consiste i rechercher
un navire dont les surfaces [IFjet ¢ soient données a l'avance,
n’a en général pas de solution dans l'espace. tandis que dansle
plan, il en admet une infinité. Cette derniere propriété est établie
par Monsieur Barrillon ().

Cette bizarrcrie apparente ne doit pas surprendre. Le probleme
isocarene inverse, dans le cas du plan, n’est pas du tout
semblable au probléme isocarene inverse dans l'espace : il doit
étre considéré comme équivalent au probléme de I'espace suivant :
recherche d'un flotteur dont les surfaces 'F| et '¢] admettent
respectivement les multiplicités (F)et (¢) correspondantes, données
4 lavance. Par voic dintégration parallélement & oy, c’est
d’ailleurs cet énoncé que I'on obtient. Nous avons vu qu’'il admet
bien une infinité de solutions, méme quand on a fait le choix des
flottaisons F correspondantes.

(1) Cours déja cité.



CONCLUSION

Le point de départde 'oute I'étude que nous avons faite est la
relation — désignée par (1) ou (1 ) dans la deuxiéme partie — qui
unit la surface [FF] aux flottuison< ixocarénes F. Le probléme
traité, est sous des aspects divers, toujours le méme : cestle
probléme isocaréne inverse. Voici. en résumé. les principaux
résultats :

1° Nous avons établi que pour des lignes planes fermées
dépendant de deux paramétres 0 ¢l ¢ soient susceptibles d'étre
considérées comme lignes de flottaison d’un certain flotteur, il
fallait :

Que la fonction X (0, ¢,Y) qui les définit par rapport a des
axes passant par le centre de gravité de P'aire qu’elle limite.
salisfasse &4 une ¢quation aux dérivées partielles du quatriéme
ordre, ainsi qua deux conditions aux limites (relations devant
étre vérifides pour une valeur particulicre de Y, 6 et ¢ étant
variables) :

2° Nous avons montré que les fonctions X (8, ¢, Y) satisfaisant
aux trois conditions ci-dessus dépendent de quatre fonctions
qu’on peut choisirr arbitrairement, ce sont :
X 2 X 3 X
el 5o — (# ———— (8, 9o. Yo).
aCP (0, ?9Y0)y X(O, 70 Y)! a(?, aY (sq’ﬁaYO) et a,?’ aYQ ( Po YO[
Le mode de dépendance n'estd’ailleurs pasle méme: X (6,9, Y)
B X 72X
i ) ) s T Avw 0,-' ’ N Ave
est une simple fonction de X (8, 0, Y) 3¢ 3Y (8,70, Yo)et 30 3Y:

. . . . 3X
(8, 90, Yo) C’est au contraire une fonctionnelle de Fe (8,¢,Yo): elle

dépend de cette fonction par toutes les valeurs qu’elle prend ;

3° Nous avons ensuite pu établir qu’une surface convexe
quelconque est susceptible d’étre considérée comme surface [C]
d'un flotteur. Ce résultat est intéressant au point de vue théorique
nous ne croyons quon en ait, jusqu’a présent, donné d'autres
démonstrations (ue pour des régions infiniment petites. 11 est
également tres intéres=ant. au point de vue pratique, parce qu’il
prouve la possibilité de construire un navire dont la stabilité de
forme est enticrement donnée, et qu’il autorise toutes les modi-
fications qu'on pourrait apporter & la surface des centres de
caréne d'un batiment existant, pourvu que ces modifications
n’aient pas pour effet de détruire la convexite.
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Nous avons essayé de montrer. pour plus tard, la possibilité
pratique de déterminer par le calcul la variation de forme d’un
batiment correspondant & une variation de sa surface [C}, et cela
au moyen de formules qui soient les mémes pour tous les
bateaux :

4° Nous avons fait remarquer que la caréne des flotteurs
obtenus si on prend pour surface des ceuntres de carenes une
surface convexe quelconque prdésente nécessairement une ligne
de points anguleux. et que pour les flotteurs tels ue les docks de
relevage des sous-marins dont les flottaisons comprennent
plusieurs courbes fermées, il v a indétermination ;

59 Nous nous sommes posé le prohléme de savoir si une
surface quelconque peut étre considér ée comme surface envelcppe
des flottaisons Nous n’avons fait qu'indiquer la démonstration,
parce que l'intérét pratique de ce probléme n'est pas trés grand;
mais nous avons montré pourquoi en général, on ne peut pas se
donner a la fois les surfaces [F] et {¢]; le probléme plan, au
contraire, admet une infinité de solutions ;

6° Nous avons ensuite essayé de résoudre le probleme isoca-
réne inverse dans le cas ou les données sont. non pas la surface
[c] toute entiere, mais les courbes [C] correspondant a des incli-
naisons transversales et a des inclinaisons longitudinales, en
méme temps que les courbes F correspondantes. Nous avons vu,
qu'en général, le probleme est possible d'une infinité de manieres.
Il est possible pratiquement de construire un bhitiment dont on se
donne a 'avance ¢t en méme temps :

a) Les stabilités de forme longitudinale et transversale pour
des angles quelconques :

b) La stabilité initiale pour un axe d’inclinaison quelconque
par rapport a la flottaison, lorsque le navire est déja dans une
position inclinée. soit transversalement, =oit longitudinalement.

Les arbitraires qui restent peuvent étre choisis de fagon a
améliorer les coefficients de remplissage qu'on a l'habitude de
considérer dans I'étude de la dynamique du navire.

La base de toute PPétude est la connaissance du mode de
dépendance entre la fonction X (9, . Y) et les fonctions dont elle
dépend, a part quelques résultats obtenus grice a des considéra-
tions géométriques (2¢ partie, in fine), presque tous supposent
établie la formule
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(A X (oY) = 1| /o] /i for Xou 05, Y] |

et la possibilité dapprocher autant quon veut de cette fonction-
nelle par une fonction de nvariables. Quant a la formule elle-
méme. elle a 6té obtenue en suppozant que les fonctions fo (0. ¢) et
X (6, 9, Y) sont développables en séries entieres convergentes en ¢.

Pour éfre tout a fait rigoureux, il aurait fallu montrer que les
séries ainsi formdes satisfont aux équations et qu’'elles sont effecti-
vement convergentes. Madame de Kowalesky a précisé des condi-
tions moyennant lesquellex cette circonstance se présente certai-
nement : comme elles sont assez peu restrictives. nous pouvons
dire, qu'en pratique. lex hypotheéses faitex seront presque toujours
réalisées. Dans le cas méme ol ellex ne le =eraient pas. la forme A
pourrait étre exacte. clle le =era d'ailleurs en général. parce que
le mode de dépendance par yapport aux fonctions arbitraires
d'une intégrale d'un syvsteme déquations aux dérivées partielles
est quelque chose de tout a fait général ¢f n‘ayant pas de lien
direct avec la propriété pour les intégrales d'¢tre hotomorphes (1).

La deuxieme hypothese, relative & la continuité de la fone-
tionnelle H est plus géndrale encore quela précédente. Nous avons
drailleurs calculé les fonetions Hy et montré leur continuité
lorsque les fonctions £, et X sont analvtiques, c’est-d-dire dans un
cas qui se présentera trés fréquemment en pratique.

Nous avons admis enfin 'existence effective des solutions du
systéeme Sy, Ce sont des fonctions de 7 (6. 91),. ..., 7 (0. ¢u) bien défi-
nies quand » (9, g) représente un navire. Elles le sertent quand les
variations de 7, tout en d¢tant finies. ne =ont pas trop considérables.
11 peut se faire qu'une é¢tude plus pou=sée conduise a formuler des
inégalités que la fonction » aurait a respecter pour que les solu-
tions existent. On peut ¢tre =ur que I'hvpothese est en fait valable
dans un domaine fini pas trop étendu.

Noux nous sommes contentés de ces approximations. parce
que l'étude théorique que nous avions en vue a pour but de
permettre dans un avenir plus ou moins ¢loigné la solution d'un
probléme pratique fort important de Construction Navale. Les

(1) La question s’est posée d'une maniére analogue pour les équations différentielles.
La méthode de Cauch établit que Uintégrale générale d'un systéme linéaire d'ordre ne
dépend de n constanies arbitraires. Mais cette dépendance est lout a fait générale, elle
se trouve réalisée. en particulier. dans des conditions ot la wméthode des approximations
successives réussit tandis que celle de Cauch reste en défaut.
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éléments géométriques que nous avons examinés sont certes trés
intéressants en eux-mémes : mais, cest moins pour satisfaire
notre curiosité que pour tenter de préparer les voies a des appli-
cations fécondes que nous avons entrepris ce travail. Nous ne
nous dissimulons pas que beaucoup encore reste o faire; nous
serions heureux en tous casx =i notre modeste contribution
pouvait étre de quelque atilité.
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