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MONSIEUR BERTRANB GAMBIER
PROFESSEUR A LA FACULTE DKS SCIENCES DE ULLE





PREMIÈRE THÈSE.

SUR

LA CONSERVATION D'UN RÉSEAU CONJUGUÉ
DANS

LÀ DÉFORMATION D'UNE SURFACE

TNTROmT/TTON.

Peterson et Bianchi ont les premiers abordé l'étude des surfaces
applicables à réseau conjugué permanent. Bianchi ramène la recherche
de ces surfaces à celte des surfaces auxiliaires (B), dont la courbure
totale K a pour valeur

u et 9 étant les paramètres des asymptotiques.
Dans sa thèse (Moscou, 1917, en russe), M. Finikoff, reprenant ce

problème, rappelle les résultats antérieurement acquis; sur un ds**
donné a priori, un réseau, choisi arbitrairement, est conjugué sur
o, 1, 2, QO{ surfaces représentatives. M. Finikoff aborde la question
nouvelle et difficile : sur une surface So (et non plus un ds1) donnée
a priori, combien existe-t-il de réseaux conjugués pouvant rester con-
jugués sur oo* surfaces S déformées de So (basesprincipales, par opposi-
tion aux bases simples qui ne sont conjuguées que sur deux surfaces)?
M. Finikoff montre que les quadriques possèdent exactement trois
bases principales (les réseaux en question sont doublement conjugués
au sens de M. G. Kœnigs). Aucune surface ne peut posséder plus de oc2

bases principales et seuls, les deux hélicoïdes minimums possèdent effecti-
vement^ bases principales; chacun d'eux possède oc1 bases principales
formées de géodésiques.
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M. Tinikoff a bien voulu nous communiquer ces résultats au cours
de nos recherches ; une partie en paraîtra au Bulletin des Sciences
mathématiques.

Le présent travail a été résumé en cinq notes parues aux Comptes ren-
dus (t. 186, 1928, p. I6Q4; t. 187, 1928, p. 1109; 1.188, 1929, p. 29,
6o3 et 761); il comprend deux chapitres : le premier est consacré à
l'étude d'un couple de deux surfaces applicables et de la base correspon-
dante; le second est consacré à l'étude de la famille la plus générale
de swf aces applicables ayant un réseau conjugué commun.

Le premier chapitre comprend cinq paragraphes :

i° Étude du réseau conjugué commun à deux surfaces applicables.
20 Détermination de tous les couples de surfaces à base doublement

conique; je montre que la méthode pourrait aussi donner les sys-
tèmes oo* de surfaces à base doublement conique etdonne effective-
ment deux exemples intéressants où toutes les surfaces sont unicur-
sales.

3° J'indique rapidement les couples déduits de l'équation de Laplace
ponctuelle, de la forme d'EuIer-Poisson E (2,2).

4° Étude du parallélisme de Peterson.
5° Transformations conformes de l'espace à 6 ou 8 dimensions et

détermination, a partir d'un premier couple applicable, de nouveaux
couples.

Le second chapitre comprend sept paragraphes :

i° Résumé des résultats obtenus sur les bases principales par divers
géomètres :Bianchi, Peterson, Vosset MM. Cosserat,Demoulin, Drach,
Egoroff, Finikoff, Gambier, Goursat, Tzitzéica.

2° Méthode simple et nouvelle pour mettre en équation le problème
général. Transformations asyrnptotiques des surfaces (B) qui accom-
pagnent une surface (S) au cours de sa déformation; invariance de
l'équation tangentielle de Laplace relative à la base principale.

3° Détermination des surfaces de Bianchi, applicables sur des sur-
faces de révolution.

4° Étude des bases principales contenant une famille de géodé-
siques.

5° Exemple simple de A2 (et non plus de surface) pour lequel on sait



trouver oc* bases principales : c'est celui des développées des surfaces
minima.

6° Étude détaillée des équations de Laizes ponctuelle et tangentielle.
7° Rectification d'une erreur de principe commise par MM. Egorolf

et Masloff. Recherche systématique des réseaux conjugués coniques per-
manents; la réunion de deux méthodes distinctes, mécanismes doubles
d'une part, qui fournissent à la fois les couples et les systèmes oo',
et d'autre part, utilisation des méthodes propres aux déformations
continues, cette réunion, dis-je, permet d'obtenir tous les réseaux
doublement coniques; bien que JV1. Masloff les ait obtenus, indépen-
damment de moi et peu de temps avant, seule la réunion des deux
méthodes permet d'affirmer que les résultats sont complets. Elle per-
met aussi d'obtenir aisément les formules qui définissent explici-
tement la déformation. Essai de classification des surfaces en jeu
et application de la méthode à de nombreux exemples présentant
des particularités intéressantes. Il reste un point à élucider : existe-t-il
des réseaux conjugués permanents tels que le lieu des sommets des
cônes circonscrits le long d'une famille de lignes coniques (quelle que
soit la nature de la seconde famille) soit une courbe gauche? Cette
question, dont MM. Egoroff etMasloff n'ont pas soupçonné l'existence,
me paraît difficile et j'essaierai de la résoudre dans un autre travail.

En terminant, je dois remercier M. Gambier, professeur à la Faculté
des Sciences de Lille, de l'intérêt qu'il a porté à mon travail et des
nombreux conseils qu'il m'a donnés.

CHAPITRE I.

I. — Résultats généraux relatifs au réseau conjugué commun
à deux surfaces applicables.

i . Soient S et S' deux surfaces applicables rapportées à leur réseau
conjugué commun (a, ?), E, F, G les coefficients de leur élément
linéaire ; les coordonnées x^y,z\ a?', j ' , z' des points homologues M et M'
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^ Vexpression xx-hy--hz2— xf2—yrz — z1- sont sept solutions de
Véquation de Laplace

ôlQ \ 12 | dQ j i2 ] âQ

Cette proposition est due à M. Gabriel Kœnigs.
Considérons la seconde nappe focale S4 de la congruence des tan-

gentes aux courbes ^ = const. de S; les coordonnées x^ yi9 zK du
point M< de S, correspondant au point M de S, sont :

.. — *. _!*£'• * xa /
1 du ' ( a }'

y du * ( a i

; _ _ _ d£ . ( 12 (?

soit S', la surface analogue à S, relative aux courbes P = const. de S7;
les formules (2) montrent que l'on a, en grandeur et signe, le sens
positif correspondant aux u croissants,

MM, = M'M' — — \JÈ :\12 [-
( 2 )

D'ailleurs, si nous faisons rouler, sans glissement ni pivotement, la
surface S' sur la surface S, de manière que le point de contact décrive
sur les deux surfaces une courbe u = u09 les développables circons-
crites à S et à S'le long de cette courbe roulent également Tune sur
l'autre; on retrouve ainsi l'égalité des distances focales MM< = M'M', ;
on voit de plus que les courbes u = const. de S1 et S', ont même courbure
aux points homologues et se correspondent par égalité d'arcs, proposi-
tion bien connue, mais que le calcul de l'élément linéaire de S, permet
de préciser. Soient c, cf, c'1 les cosinus directeurs de la normale à S;
posons

à du2 H- 2 ô' du dv -h d!f dv- — — S de dx ;

en dérivant (2) et tenant compte de l'équation

d*-x _ \ n \ à x ( 1 1 \ d x
K } du* ~~ | 1 \ d c i \ 2 \ d v
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et des équations analogues où x est remplacé par y puis zy on obtient

* ou
du

i * i

âx
du

l
dx ô
dv l i2 ) 6*

I 2 |

les coefficients EM F1? G, de l'élément linéaire de S, se calculent aisé-
ment en tenant compte des identités

il vient

(6) E1 = i -f-

, dx

^ ( l 2 ) ( i l |

2 S | I i

dv = o,

12 )3

2
\ i a

( 7 ) FJ =

2 i i i f

à a l ! T {,
J2 j
2 (

J 2 | -

2 I

1 2 )

On remarque que, seul, Ei contient un terme en 8 dépendant de la
seconde forme fondamentale de S; donc l'applicabilité de S et S'
établit entre Sj et S', une correspondance ponctuelle telle que les deux
familles de courbes pour lesquelles les longueurs se conservent, sont con-
fondues entre elles et avec une famille du réseau conjugué commun.

O b s e r v o n s e n c o r e q u e l e s c o o r d o n n é e s (xi9 y , , ^ , ) e t (x\, y \ , s\)

TH1.SB VASSI^VR.
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des points M, et M', vérifient la même équation de Laplace.

*l* \\ùu

I 2

a \ L2
dv \ 2 12

1

do.

d o n t les coef f ic ien ts n e d é p e n d e n t q u e de c e u x de l ' équa t i on ( i ) ( J ) ;

en tenant compte du fait que le coefficient F, est le même pour S, et S',,
on voïÊ f/we Véquation (9) admet les sept solutions

ce qui généralise la proposition de M. G. Kœnigs pour deux surfaces
applicables.

2. Supposons établie une correspondance ponctuelle entre deux
surfaces S et S', de façon que :

i° Le réseau (//, 9) soit conjugué sur S et S;;
20 Que les courbes p=const. soient Tunique famille (comptant

alors pour deux) de courbes conservant la même longueur en passant
de S k S/ ;

3° Que la distance focale MM̂  soit égale à la distance homologue
M'M;.

Ces conditions se traduisent par

l'accent se rapportant à la surface S'; la dernière équation, rendue
entière, s'écrit :

(10')

f i a ) J 1 1 ) '
l'équation nouvelle l ^ > = \ ^ > non contenue dansles précédentes,

( l j Nous retrouverons ce résultat plus loin en cludiaiit le parallélisme.



donne la même valeur que (io') pour -y- log(G' — G), de sorte qu'elle

est conséquence des équations (10); donc Véquation de Laplace rela-
tive à S' coïncide avec Véquation relative à S, et, en i^ertu de Véga-
lité F = F', cette équation commune admet la septième solution

On constate que le couple (S ( , S', ) possède pour les courbes u = const.
exactement les mêmes propriétés que le couple (S, S') pour les courbes
*' = const. de sorte qiûon obtient cette propriété remarquable : que les
couples (S, S7) et (S,, S',) sont parfaitement réciproques. En effet, la
relation entre S et S, est réciproque; les équations (6), (7), (8) ont
été écrites pour le passage de S à S, ; en échangeante avec c, E avec Gi9

F avec F4, G avec E,, on obtient :

G =

où l'indice 1 se rapporte à la surface S,.

3* Supposons que toutes les hypothèses du paragraphe précédent
soient remplies et de plus que la courbure soit la même aux points
homologues des courbes & = const. de Si et S',; les développables
engendrées par les tangentes à ces courbes peuvent rouler Tune sur
l'autre, et l'égalité MM, = M'31', assure même longueur aux courbes
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de contact de ces développables avec les surfaces S et S7; on a donc
G = G' : les suif aces S et S' sont applicables ; la réciproque de la pro-
priété donnée au n° i se trouve ainsi établie.

4. Angles des plans focaux des congruences des tangentes aux
courbes du réseau. — Les plans focaux d'un rayon MM, sont : le plan
tangent en M à la surface S et le plan osculateur à la courbe v = const.
qui passe par ce point; ce dernier est déterminé par les vecteurs

fô\r d'y (Pz\ fdr ôy ôz
\âu' ou'1 <)u% J \àu ou ou

en tenant compte de l'équation (3) on calcule les cosinus directeurs y,
Y', Y de la normale à ce plan et l'angle a, des deux plans focaux :

J

( E G - :

7 — •

\ i x / - n

; ; * ; V KG-J«

on trouverait de même pour l'angle des plans focaux des rayons de la
congruence des tangentes aux courbes u = const. :

t« , , B «.=
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donc si S se déforme en conservant le réseau («, r) conjugué, ces
angles a,, a2 varient, puisque les expressions précédentes dépendent
de la seconde forme fondamentale de S; il n'y a d'exception que si
| I I ! ou j 22 i est nul, c'est-à-dire si l'une des familles du réseau est
formée de géodésiques, auquel cas l'angle correspondant demeure droit.

Des expressions ( i4) et (x5), et de l'équation de Gauss, nous
déduisons

I 'l w 1 \

où K est la courbure totale de S* cette expression ne dépend que des
coefficients de l'élément linéaire et par suite est invariante pour une
déformation de S avec conservation du réseau (?/, r) conjugué.

5. Soient S2 'â seconde nappe focale de la congrucnce des tangentes
aux courbes a = const. de la surface S fit ÜVL le second foyer du rayon
tangent en Al à la surface S ; cette congruence MAL jouit des propriétés
analogues à celles trouvées plus haut pour la congruence AJAL ; en
particulier, la distance focale AIAL ne dépend que de l'élément linéaire
de S; ceci suggère une remarque bien simple, dont nous aurons k faire
état plus loin : tous les éléments du triangle MAI, AL dépendent uni-
quement des coefficients de l'élément linéaire de S; donc si S' est une
déformée de S sur laquelle le réseau conjugué (//> v) est resté conjugué,
le triangle Al'AI', Al2 est égal au triangle MAI, Al2 de sorte que l'on a

0. Congruence des droites AÎ  AL. — Posons, pour abréger, l'écriture

Un point de la droite AI, AL a des coordonnées

Â  \ dx / T dr i da'\
\ y' _ _ _1 I _ , „ _ \ p,

n au \ A ()v r> Ou J '

i dy f i à y i dy\
= J' "" T\ J[t + l̂ T dv ~ B dit)9'

7 — _ i ^i ( ' ^ __ 1 tz \
'B du + U dv " B ̂ /Jp*
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Ces formules permettent d'étudier la congruence des droites M4M2.
Les cosinus directeurs de 3^ M2 sont :

i dv T d,z

v/S-
i dv
\ Or

v/v"
. dz

' \ dr

3 F
" TB

I

"" B

" TB
r

B

dy

du

-h

dz
du

1

E
H1

Nous devons remarquer que, si la surface S se déforme, de sorte que
le réseau (u, P) reste conjugué, en entraînant avec elle le trièdre lié
au point M, dont les arêtes sont les tangentes aux lignes u et v et la
normale, les points M, M2, ainsi que la droite M, M2 restent invariable-
ment liés à ce trièdre. Nous allons montrer que si, pour la surface S,
la congruence M, AU est congruence de normales, elle le reste quand S
est appliquée sur S'. Il suffit de calculer l'expression

_
H

.( \ ày\ . . / i 0z\
\ B ry« / \ H (7// /

et de montrer qu'elle n'a pas changé en passant de S à S1; or, la
condition nécessaire et suffisante pour que M,Ma engendre une con-
gruence de normales est que I soit une différentielle totale exacte. On
a aisément

/ i âx\ Vdr ( i ÔB\ i (Vx'X ? f i OB VI âx 1

\ B du J [_0u \ B- du J B Ou1 \ [ B2 d\ B J Ou

et comme
doc d-i i OK „Or 02x d¥ i dV,
du Ou"1 2 du K dv du~ du 2 Or

le théorème est établi aussitôt.
Nous rencontrons plus bas une déformation continue où cette cir-

constance se présente.
L'étude détaillée de la congruence M^M2 donnerait beaucoup de
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résultats intéressants que nous nous proposons de développer dans un
autre travail.

IL — Réseaux conjugués doublement coniques.

1. Avec Peterson, nous dirons qu'une ligne tracée sur une surface
est cylindrique ou conique si la développable circonscrite à la surface
le long de cette ligne est un cylindre ou un cône; il résulte du para-
graphe précédent, que si le réseau conjugué aux surfaces applicables S
et S' comprend sur S une famille de lignes coniques (ou cylindriques),
cette famille reste conique (ou cylindrique) en passant de S à S'. Je
me propose de déterminer tous les couples de surfaces applicables
dont le réseau conjugue commun est formé de deux familles coniques.

Le cas de deux familles de lignes cylindriques a été complètement
résolu par Peterson et Bianchi; il s'agit de couples de surfaces de
translation appucables, M. Ganabier a repris la question et étudié
les diverses circonstances nouvelles relatives à l'applicabilité phy-
sique; dans ce cas, les seuls exemples de déformation continue sont
les surfaces minima et les surfaces à profil de translation plans situés
dans deux plans rectangulaires.

Le cas d'une famille formée de lignes coniques et l'autre de lignes
cylindriques est également épuisé : Peterson ( ' ) a indiqué le type à
déformation continue; M. Gambier(2) a déterminé deux types de
couples isolés comme application d'un mécanisme transformable de
deux courbes, dans un Mémoire auquel nous aurons constamment à
nous reporter.

Le cas de deux familles de courbes coniques a été amorcé par
Mlodziejowski (3) qui n'a pu indiquer tous les résultats; je reviendrai
plus loin sur sa méthode, qui est différente de celle employée ici.

2. Dans le cas d'un réseau conjugué doublement conique, les sur-
faces focales que nous avons appelées S,, S2, S't, S!, au paragraphe
précédent, se réduisent à des courbes (a), (h), (A), (B), lieux des
sommets des cônes circonscrits le long des ligne.s du réseau; quels

l 1) Voir DARBOUX, Théorie des Surfaces, t. I, >c édition, p. 181-184.
(-) Journal de Mathématiques, 9e série, t. I, 192^3 p. 19-70.
(*) Mathematische Annalen, t. 63, 1907, p. C)2-8{.
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que soient les points M, et M2 pris respectivement sur (a) et (6), M',
et M', désignant leurs homologues sur (A) et (B), nous avons, en
vertu de la remarque qui termine le paragraphe précédent,

donc, le couple de courbes [(//), (b)] constitue un mécanisme trans-
formable en le couple [(A), (B)| au sens de M. Gambier.

D'autre pari, étant donnée une surface rapportée à un réseau con
jugué doublement conique (a, fi), les coordonnées d'un point de cette
surface sont, comme on sait, susceptibles d'être écrites sous la forme

i as doc — i hx dp

j a 2 fier — / b j, dp

fa,da~ f b.dp

y —

LP cône circonscrit suivant la ligne a = consL a pour sommet
a, (a), «2(a), a t (a) ; de même, le cône de sommet i,(jî), ^j(^), 6j(P).
On peut écrire ces formules :

j

a-i — yb (3 — b,).

Ces coordonnées (x,y, z) sont solutions de l'équation pontuelle de
taplaee, E ( I , I ) (voir D\RBOU\, Théorie des Staf aces, t. II, 2e édition,
p. 55 et suiv.)

^ ^ 7)a ~~ fi — = o.
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Ce résultat prouve que Ton peut supposer a et [i invariants en pas-
sant de S à S'; nous écrivons les coordonnées de S'

(S')

Le calcul du <fc2 = E rfa2 -h 2F dos. d$ + G </{3a donne

(a - ^ ) v F —a (3 S(aJ ~ ^ 0 2 — (an-J3) S^a, — bx) («1 — ^ ) -1- S(Z71 — ^ , ) - .

(a — j3)^Gr=z: a ^ S ^ i —ô,) 2 — ^ S ( Ö , - 6 , ) ( â J — è J + S ^ — £ j> ;

Les conditions nécessaires et suffisantes de l'applicabilité de (S)
et (S') sont, outre (1 ) et (3),

(5) S(fl,-M s =S(À,-B1)*5

(6) S{ax-b,)(âx -b]) = S(\i - B . K Â . - B , ) ,

(7^ S ( â ( ^ 6 , ) * 2 =S(\ l-B1) t.

L'équation (5) a été prévue a priori; les deux couples (a),
et (A), (B) forment un mécanisme transformable, au sens du Mémoire
de M. Gambier {Journal de Liouville} 7

e série, 1.1, 1922, p. 19-76).
On aperçoit immédiatement un second mécanisme [(a), (Z>); (A),

( B ) ] intimement lié au précédent : les tangentes aux points homologues
de (0) et (a) sont parallèles; de même pour ( À ) e£ (À) <?£, de plus,
les arcs infiniment petits de [ci) et {aï) ont le même rapport que ceux
de (A) et (A), le rapport variant d^unpoint à un autre; même énoncé

pour(b), (Â);(B),(B). Vangle \ab, ab) est égal à Vangle (ÂB, Â B )
quels que soient les points a et b sur Ça) et (6). La dérivation en a

THESE VASSEUR.
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ou Jî des équations (5), (6), (7) montre que ces équations (1), (3),
(5), ( 6 \ (7) ne sont pas indépendantes.

3. Nous devons faire une remarque importante : le mécanisme (0),
(6) est lié d'une façon intrinsèque à la surface (S), mais non (a), )
en effet on peut écrire aussi :

— (A

Si donc j'appelle A(« ) la courbe lieu du point

courbe dont la construction au moyen de (a) et {a) est évidente géo-
métriquement, on voit que Ton peut remplacer (a), (6) par X (a) H- [/.(a)
et X ( i ) + [/.(ô), en môme temps que a et [3 par A + uux et A + IJ.[3;

quand S est déformée en (S') l'invariance de a et (3, qu'il est commode
de supposer réalisée (mais qui n'est pas nécessaire), revient à choisir
parmi les couples ( A ) , ( B ) que Ton peut associer à (S') un couple
particulier correspondant au couple (a), (6) déjà choisi pour (S), de
sorte que a et J3 ne varient pas aux points -se correspondant dans
l'applicabilité.

D'autre part, la correspondance entre les deux mécanismes

[(<O- t̂ V, (A), (B)] et L(<O,(6);O0,(B)]

est réciproque, de sorte que les surfaces I

j-,=

r
a

a
_ i

i

P
/_

I

f5

I

p ~ '

I

p~'



et 2'

X , =

AJ| —

I

a

j

a

i

(3

Y

sont applicables (S sur 2') en même temps que S sur S', on peut
d'ailleurs écrire :

_ ^(a,oi — g,') — «(/->,(3 — ZT,)

a — a ) — (3 —

(2') .

_p(A,«-A,)-«(B,(3-B)
j^p

De même, A, |JL, )/, y/ étant des constantes quelconques, on obtient,
pour un premier mécanisme double connu, une infinité d'autres en
remplaçant

( a ) , ( / > ) , ( V ) . ( B )

par

(5), , (B)

par

oc par



et

Le couple (S, S') se trouve alors remplace par le couple

si la surface (S') dépend d'un paramètre de déformation qui la laisse
applicable sur S, le couple AS' + jxS'est aussi déformable à un para-
mètre et reste applicable sur AS + JJ-E: la surface A S + J J . 2 admet
comme courbes intrinsèquement liées à elle précisément le couple

Nous verrons que les surfaces A S + ;J.1 sont toutes celles qui corres-
pondent à S par parallélisme, de sorte que les courbes a et Jï restent
coniques. En tout cas, cette possibilité, pour la surface S, de rem-
placer (a) et (b) par A(a)-j~ [/.(a), )s(6)+ a6(Z>) est l'une des causes
de difficultés dans la recherche des déformations continues.

4. La classification des mécanismes (simples) a été faite par
M. Gambier par l'étude des relations linéaires à coefficients constants
liant les dérivées

das da> r/À>
doc da ' da

comme conséquence de la relation
ç, day dby _ „ r f \ . , r/B,

1 ^ ~d$ 1ht. 77J3

déduite par dérivation de

mais alors, en vertu de la proportionnalité des dérivées, le mécanisme
nouveau

appartient au même type que le premier. 11 sera d'ailleurs utile
d'exprimer provisoirement



au moyen d'un paramètre a, indéterminé (qui pourra être par exemple
aA ouöo . . . ) ;on aura ensuite

(la y

dai

M. Gambier dans son Mémoire a indiqué 8 types de mécanismes; on
s'aperçoit qu'on ne peut garder que les types VII et VIII.

Prenons d'abord le type VII (*); il correspond (comme on le voit
en se reportant au Mémoire de M. Gambier) aux formules où h, m, C
sont des constantes arbitraires

( A ) \ , = AÖ I A2 1 o.

, u\ n — _ i _i_ W7 M H

(9) Àrjz-a'f ( i — Aa) + ^ + ^7

(9 ' ) B " = - ï (* /*,) +• ̂  — 2 ™ /7 + C ^ - •'•"-2-

(a), (6) sont planes, dans deux plans rectangulaires, mais à part cela,
arbitraires; on suppose a]9 a2 exprimées au moyen d 'un paramètre

provisoire a, , et bi9 b2 au moyen du paramètre analogue (3^ On écrit ,

avec trois constantes arbitraires nouvelles C, C', m.

Ça) âi% â2 , o,

(Jb) 1,. o, bA.

(A) lial, V2, o.

( i l ) ^ + 7 » , o, ÏJ8;

( i o )
__ dtt, , T , _ r/a, r fi?A., . <:/#i
«, -—- (i — h2) -+- r / ) — - — À, - j — - -h A/w -;— = o.

da, " doLs " doc, da.

i 1 ) J ' indique rapidement pourquoi n (par exemple) s'élimine : raisons analogues



— J8

Les deux premières équations (10) remplacent (6) et (7); la dernière
(10), à elle seule, remplace les équations (1) et (3). On constate
aisément, par différentiation de (9) et des deux premières équations
(10), que les équations (1 ) et (3) sont vérifiées.

On a de même :

1 - A ) + 'bl — &i — 2 m }" ^ C — m2 = o,-

bxbx ( T— ~s ) -h &36j— B 3 B 3 — y ( m

mécanisme simple [ (a), (6), (A), (B )] ûfu /jjoe VII / a u co/i-
naitrepardes calculs de dérivation et d*élimination co3 mécanismes associés
I ia)> (^) ' (A), (TB)]; bien que (a), (6) soit dèformable(àtrois para-
mètres) en (A), (B), en général [(a), (6); (a), (6)] est simplement
transformable en [(A), (B); (A), (fi)], car (a)? (6) dépendent (en
général) des paramètres de déformation de (a), (6). Pour calculer
effectivement (a)> (6)5 ( A)? (fi) on peut opérer ainsi : si h n'est égal

pour le^ autres. On aurait

- 1 2 — 2 —

C rt (̂  étant conblants; en dérivant on a.

A3 cZA3 = a3

donc un a ausbi
A3 r /A3=

mais alors on doit avoir

^ = Ç 5 = A et X'C = C".
«3 A3

de sorte que A est une constante; mais alors j - ^ est aussi constant : il y a contradiction

parce que ^=^ doit être précisément la variable indépendante a.
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à + i ni — i, on prend l'inconnue auxiliaire

-ri ni h _

( 1 2 ) J =

av\

V i —A- +
mh

V 1 ~ /
a2 iA,

dax j - ; da2 ^/V2

d&\ doc Y dax

et l'élévation au carré donnet >

de sorte que a,, a,, À2 s'obtiennent en resolvant les trois équations
linéaires formées par les deux dernières équations (io) réunies à
On calcule de même 6,, 6,, B3. Si // = ± 1 il y a grande simplification,
car les deux dernières équations (10) donnent a> et ^ rationnellement
en fonction de ax, a2, ax et il reste une équation [la première (10)] de
degré 2 en ax : si même m ~ o, cette équation se réduit au premier
degré en ax, de sorte que le cas h = ± 1 ? m = o est un cas particuliè-
rement simple, et cette remarque justifie l'étude que nous en ferons.

Pour le mécanisme VIII, (a) est une courbe arbitraire tracée sur
une quadrique Q, (6) une courbe arbitraire sur une quadrique (Q')
homofocale a (Q); (A) est la courbe de (Q') se déduisant de (a) par
l'affinité d'Ivory; (B) se déduit AQ même, sur (Q), de (6); si, pour
simplifier l'exposé, je me borne au cas de (Q) et (Q') à centre, on a
avec 4 constantes arbitraires /, m, n, C

(16)
ai(i — m2) 4- a-j(i — nÀ)-= C,
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La courbe (a) doit être sur unequadriquehomothétique à (Q); or on

peut, sans restreindre les couples (S, S'), remplacer (a) par une courbe

homothétique : on supposera donc (<?) sur (Q) et (è) sur (Q') et l'on

voit que (a) est sur Q, parallèle à (<?). On résout :

a i ( i — P ) da i - h Û , ( I — m 2 ) <r/a2 -+- 7?, (,i — a1 ) <Ya t = o ,

où C' est une constante arbitraire; système analogue pour 6,, b2, b^

obtenu en remplaçant C par — C, C par — G/ et /, m, n par -<> ~> - •

De la" sorte tout mécanisme simple, du type VIII, fournit oc1 méca-
nismes doubles; a chaque mécanisme double correspond un couple
(S, S').

5. Déformation continue. — Nous ne gardons que le type VII : les

courbes («), (6) sont planes dans deux plans rectangulaires. Les équa-

tions (9) , (10), au nombre de 4? permettent de calculer A2, À2, a{, a2

en fonction de 0,, a2, - ^ (on prenant a, = a<) et des constantes m, h,

C, m, C, G' : ces constantes devront être fonctions d'un unique para-

mètre t, dont a]9 a2 ne doivent pas dépendre. Imaginons que nous

ayons éliminé rationnellement A_>, A2 (ce qui est possible; dans le pro-

cédé indiqué plus haut, on pourra, par exemple, rendre rationnelles

les formules donnant a,, a 2 ) . On a donc deux équations

i e f da, _ „ « . „ «, - \
J 7i ( «,, a,, ^ , a,. a2, C, A, m, C, L', m l = o,

= 0 ,

dont les premiers membres peuvent être écrits bous la forme linéaire
(n désigne un certain entier positif supérieur à 1)

où les Tj dépendent de t par l'intermédiaire de G, A, /w, G, C', m et
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les Ut dv ax seul, par l'intermédiaire de ai9 a29 -r-*> a i ? a*. Or une telle

équation entraîne que les V6 soient liées p a r p , équations linéaires à
coefficients constants,p étant un entier compris entre o et n inclus,
tandis que les T, sont liés par n — p , équations linéaires a coefficients
constants, déduites aisément des p relations de l'autre série; chaque
équation (16) fournit, on le constate aisément, au moins deux relations

entre a o a2, ^ (indépendantes de t), de sorte que nous avons au

moins quatre relations,

( i 8 ) cpi [ a^ a > s ~~•? a , , « , ) = o ,

qui remplacent définitivement le système primitif et que Ton peut

résoudre en a*, - ^ , a^ a* (i l faudra que - ^ soit effectivement la

dérivée de a2 J et, dans le cas de possibilité, il est ainsi démontré

que <Y,, a>, a.> sont des fonctions algébriques de ax ; de même C, A?

A/?, C, C', ni se trouvent liées par des équations algébriques, de sorte

que les mécanismes doubles, les surfaces à déformation continue et

leur déformation sont algébriques. Pour éviter des calculs assez

pénibles, si Ton remarque que k\ et A a - ^ s'expriment rationnelle-

ment en «,, â> -̂ -~> écrivons les deux dernières équations (10) sous la

forme

('9)

aïa] (t — h2) -h axa2 -H fi(ma] H- max ) — Cf— ( \ ^ ) 2 z=z o.

h1) H- <7,-r-^ -h Am — V, -T-^ . - = o.

A >

L'élimination de -r- fournit une équation du type (iG) qui, en géné-

ral, conduit à assez de relations linéaires pour pouvoir achever la

question.

6. J'applique ces considérations au cas simple déjà signalé h = if

m = o. [La méthode du Chapitre II a l'avantage de ne faire intervenir
nu t>] \ASSEUK, i



que l'unique mécanisme (a), (/?), (À), (B) lié intrinsèquement au
couple (S, S') et de faire trouver les deux relations nécessaires et suffi-
santes entre C, h, m : le fait que h = i , /// ̂ o réussit est une circons-
tance heureuse. Mais cette méthode ne met pas aussi aisément en évi-
dence ce cas particulièrement simple, qu'il est donc naturel de traiter
ici. | La résolution des équations ( Q ) , ( I O ) donne rationnellement aX9

a.tf V à savoir :

( 'ÀO) — (jf/, -+- (/a., -4- w r/., ( a> -— — a, 1 — O/« -— = o,
A 'fia, 7 tfff,

( 2 ( ) ~ '>, /« ()7(, -f- (XJ — C / 2 + '> m G'V/,

( 2 2 ) „ C \ t H _ A

N'ayant en vue ici que d'obtenir une solution jöör^cü/z'^v»,j'introduis
des hypothèses commodes (qui ne sont peut-être pas nécessaires);
supposons, dans (20) , que m vt Cm s'expriment linéairement en C
et C; (C et (7 sonl fondions Tune do l'aulro, mais nous supposons que
cetto relation ne se réduise pas à (] ; C' = const.). On a avec certaines
constantes A, a, A,, a, (AJJ-I — ;J-A' ̂  o)

Cola permet donc de remplacer (20) par les équations obtenues en
égalant à zéro le coefficient de G ou G/ :

f 2 1 \ ru — A « , rt« - T - 1 — rt, J - A, — =z o,
" l fia > } (la,

/ r/r/, \ <t«i
a , +- u.a, r/. -7— - r/, — u, - r -

L'équation (21^ préalablement divisée par m ne contient que les

ternies G, G', m et G/n, déjà exprimés linéairement en C et G', et le

terme -^-:-__— ; écrivons aussi, avec doux constantes nouvelles A2 et a2:
///

G G G ^ . . .
('2bj — —A, G -r-(X,t, ,
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puis annulons le terme en C et le terme en G' : (21) se trouve rem-
placée par les deux équations :

Nous devons donc simplement résoudre Je système (24), (25), (27),

(28) qui se trouve préparé de façon à simplifier encore notre discus-

sion, car (26) et (28) devront donner a* et ~\ ensuite (24) donne a<2

et (27) aA. L'élimination de -^ entre (25) et (28) donne

(29) a 'i ( p r/ i — i ) - = ( p « :! — p t ) ( p a \ — :>. « t — p3 ).

Ceci posé, on a deux cas :

Premier cas ; \x = o. — (25) et (29) donnent

ces deux équations se réduisent évidemment à la dernière : la vérifi-
cation annoncée est faite.

Deuxième cas : ; x ^ o . — En multipliant par ;x, l'équation (2c))
s'écrit

ce qui, dérivé logarithmiquement, fournit

— p,

c'est-à-dire (25) : la vérification est encore faite.
Le reste du calcul n'est plus qu'une question de patience : on voit
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aisément que pour passer de ( « ) , (a) à (b ), (h) et profiter des calculs
déjà faits, on doit faire les échanges

( 'à °' )

puis
A, A

A,, (

C.

À,-

C', ni,

C. — C'. —M

À.,.

7. Prenons la première solution; une translation, le long de Oa?, du
système (a)9 (6), permet de supposer ta2 = o; une homothétie, JJ-, = i;
on remplace ensuite la courbe

par («), ce qui est permis du moment que A, est indépendant du para-
mètre de déformation ;. cela revient à faire A, = o; une translation et
homothétie de («) , (ô) permet ensuite de faire A2 = o, A = i. [Il est
bon d'écrire d'abord le sjTstème déduit de (^4), (a5), (27), (29) par
les échanges (32) et (33); ce n'est qu'à ce moment que l'on fera, de
part et d*autre, k := |JL1 = I , /H = O, Aa ̂ ^ \J*2 = o. |

On trouve finalement le tableau : a = 3a,M3 = 36l — 2

(a ) «-,, ai =z 1 a.,, o,

(6) /;,. o, ôf, = i — :^y, ,

(A) ax, \l=\hax — C, o,

( B.) by. 0. ïjf. ~ i — o, //f -4-, (J 5

o.

( 6 ) & , _ — - - . <>, 6 , 4 - - b ~. o . />;i = : />., ( /;, — j ) ;

(Â) 7iu i \ 2 = A2{>, + C), o,

(B) ^, + C, o, B3=E3(ft,H-C — 1).

C est le paramètre de déformation; pour simplifier, je n'écris que
les coordonnées de Sc>• 2e.; pour C = o on trouve (S, S) et [(#)>



(6 ) ; («) , (6)1 on a

(Sc)

f4 '

) ' = 7
(a g, — C ) J

3 a, — 3 6 , -

(i \ C — g

3

~r = —
3ÖT, — 3 ^ t -

3 « ! — 3 6, -h 2

3 a i — 3 6, H-

Fig. i

On voit aussitôt que les surfaces S, sont toutes égales à la surface So
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qui est donc auto-applicable : dans l 'égalité de S,, et So> le point ( a , ,

bA) de So a pour homologue le point (ö , -h -^> ^ + 7 ) de S,;

GS,, s'obtient eu faisant glisser So de - le long de Oi1.
(•/), (/;) ,yo7iï deux paraboles focales; (A), (B) e^ cr même couple,

ayant glissé de — le long de Qaz; les points homologues a et A sont dans
' • 4

«rc même plan, perpendiculaires à Chr; öfe même b et B. La figure i
(faite en deux projections) indique cette correspondance. En cours de
déformation la congruence M< M2 signalée à la fin du paragraphe 1 (ici
la congruence AB) est, et reste, congruence de normales. Les surfaces
obtenues XSr-h [LZ>C (déformées à i paramètre de AS„ -h [J-£o) $o/iJ toutes
unicursales.

En écrivant les relations
3 kJ _ r/:i

, = ^ P > ' ; t-

on voit que (a), (Â), (A), (fi) sont des quartiques unicursales; la
variation de C change effectivement (A), (B) de sorte que la sur-
face !,. ne reste pas égale à elle-même; on peut remarquer que pour
G = -1,, ( A ) devient égale à Çb) et ( B ) égale à («) ; on constate en effet
qu'en écrivant la relation

3 a | 4- 3 b, = >..

on peut produire les échanges suivants / les indices pour J:*,,, . . . , o ? l 3 . . .

ou J?Ü, . . . , a?,, . . . se rappor tant a I u , 2 , , So , S A :
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Cela prouve que la surface Zt admet pour plan de symétrie le plan
second bissecteur du dièdre Qooy, 0 , ^ ; en même temps nous avons
découvert une nouvelle application de chaque surface À S,-h ;J£, sur

la surface A S, — tu2, (application qui n'est réductible \\ un déplace-

ment ou symétrie que si C = > )> à savoir celle qui fait correspondre

au point

le point

Les surfaces X S — aü sont donc applicables sur les surfaces X S-h JJLS;

dans cette application les courbes (a) et (j3) s'échangent. Les courbes
X(A)H- ;J-(A) etX(B) -h ^(B) sont aussi des quartiques unicursales.

tS. Prenons la seconde solution. — Des considérations analogues
permettent de supposer

U — T , / — O, ) }

on pose

* où (o est une constante, et Ton a

ce qui prouve que le couple (a), (6) se compose d'une ellipse et d'une
hyperbole focales. Cette détermination faite, on peut reporter le centre
commun des coniques (a), (b) à l'origine et Ton a le tableau suivant
que je n'écris, pour simplifier, que pour (A), (B); (A), ^ B ) ; je substitue
au paramètre de déformation C [qui pour C = o donne (//), (ƒ>);
(a) , Çb)t et le couple S, S' | le paramètre D = \U — C ; j'appelle t et T
les paramètres curvilignes sur (// ) et (b) :

j = ( c h 2 c D' )±J

sh w

C 11 0)

1)

cos/,

cl» /. 1

2

oh oj

cos2/1

- V
1)

, oh Ù)

" t OS/

si.
COs /



Le couple (a ) , (6) se compose de deux coniques focales (cercle et son
e^ ou couple parabolique exceptés); ( a ) et Çb) sont deux paraboles

focales de grandeur arbitraire, dont les plans coïncident respectivement
avec ceux des coniques (a) et (b); le parallélisme des tangentes suffit
à établir la correspondance ponctuelle (ci), (a) et (b), (ô). Le couple (A), (B)
se déduit du couple (a), (6) par une homothêtie de rapport D et le

couple ( A ), (B) de ( a ), (h)par une komothétie de rapport ^-• Les courbes

X(À) -f- l̂ (A-) et\(B)-h (J-(B) sont unicursales et de degré 6, pour X : [x
quelconque. Les surfaces XSD-l- [̂ 2,, ,yo/U unicursales; la surface Sne$t
constamment homothêtique à la surface S, et de même la surface 20 à 2.

III. - Couples relatifs à l'équation E(2, 2).

L'équation ponctuelle relative aux surfaces de translation est

j = 0 ou E ( o , o ) ; celle relative aux surfaces à réseau conjugué

doublement conique est E ( T , I ) OU

(po 1 oe 1 de __
à 11 dp (/ — v ou ft — v àv

L'équation la plus simple, après celles-là, est E(2, 2) et les essais
précédents engagent à essayer de trouver des surfaces applicables
relatives k E(2, 2) : cette fois nous trouverons uniquement des couples
et la méthode nous prouve qu'au moins dans l'espace à 3 dimensions,
les équations E(Jî, P) avec [3>3 ne donnent plus de couples. Écri-
vons E(2, 2),

àh
du dv t( — v du 11 — r ùv

D'après les équations liant E, F, G aux 'coefficients de l'équation
ponctuelle de Laplace, on voit qu'ici on peut poser

I E = —î •
du. •

(3) G = - $ :

~~ du âv
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les coordonnées xu cc2. a?3 de la surface étant

(4)
Ui -+- Vt ur

On trouve sans peine

{a —
= T, 2, 3 ) .

I 2
) /

M. Gambier a indiqué {Annales scientifiques de rUniversité de Jassy,
t. XVI, 1929, p. 3oi-338) comment déterminer les nouvelles fonc-
tions U,-, Vf telles que la surface correspondante (X i ?X2 ,X3) soit
applicable sur la première (#,, a?2, a;3). Une solution correspond au
tableau (// = const. y^ ± 1)

16)

(7)

(8)

/.^/^ — o -+- v:?

'/;2(h* — i) -h n -

\ , = T, ! / i , O, \ a ' ;

o 3 _„, . fl£M

= —f(u) H
icr 10

3 c-4- y

où ƒ est un polynôme arbitraire de degré 6; a, (3, y sont des constants
arbitraires.

La méthode employée ici aurait pu être employée pour E(o, o),
K(i, 1) et aurait doané les résultats qui seront indiqués au Chapitre II
pour E(i, 1).

TUKSU VASSEUR,
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IV. Parallélisme de Peterson.

1, Une surface $(x, y, z) est rapportée à un réseau conjugué et
fournit une équation de Layl&cepo7ictuelle .

-—r — A -y- — H

Les quadratures de différentielles totales

i d.zJ=P ~ du -h i)(^ (h\

• ' •' ~~ du v àr

ôz ô.z

fournissent une surface S', parallèle à S sur la base (M, Ç>), pour
employer le langage de Peterson (les plans tangenis homologues et
les tangentes aux courbes homologues u ou v sont parallèles ), à condi-
tion que P et Q vérifient le système

( 3 ) '-y —'•VtQ — P ) ' = o, T ^ ~ ^ ( [> ~~ <
x

)) = u,

et l 'équation de Laplace relative à S' est

Comme l 'équation ( i ) et le système (3) ne dépondent que de l 'élément
linéaire de S, s'il existe une nouvelle surface S,(a?,, yif 5 , ) , déformée
de S suivant la base( / / , *•'), toujours en adoptant le langage de Peterson,
on aura encore une surface S',, parallèle à S, suivant la base (//, r ) ,
déformée de S' suivant la base (i/, r ) en écrivant, avec los mêmes fonc-
tions P et O,

dt\
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Cette transformation bien connue exige l'intégration du système (3),
qui peut se ramener à Tune ou l'autre équation

l ' ^ _ A d.L _ \ °]L =o% <> = P + 1 ^ ,
A on ) ôv du ' v A ôv

(C>) PI (.1 ̂  .._ x\ Ç> + , , Ç = o, ,> = Q + _L ^
ôu <)v \ B f/r J ôt( ôv ' ' B ou

ou, opérant comme Darboux (Théorie des Surfaces^ t, II, 2e édition,
p. 2O0), posant R = P — Q, à l'équation

H- A <y^ rA' \^// ôv J

qui est Vadjointe de (1) et par suite s'intègre en même temps qu'elle;
une fois (7) intégrée, on a

(8) l>= f(â^ + B H ) ^ - A R ^ , Q^=F-R.

Or, il existe beaucoup d'équations de Laplace que Ton sait intégrer
explicitement : pour chacune d'elles, le problème du parallélisme est
résolu par quadratures; les équations E(j3? ^ ) , où [3 et p' sont des
entiers, sont dans ce cas et parmi elles 15(o, 0), E(i, 1), E(s, 2) sont
d'autant plus intéressantes qu'elles donnent dos couples (ou sys-
tèmes oç1) applicables, qui, par parallélisme, donnent aussi des
couples (ou systèmes QO1 ) applicables.

2. Si la surface 'S possède un réseau (//, r) conjugué où les
lignes w^= const. sont coniques (mais non cylindriques), on a

(B = o donne une famille cylindrique).
Supposant S rapportée à un réseau conjugué, cherchons à quelle

condition les lignes // = const. sur S' sont coniques (qu'elles soient
ou non coniques sur S) (inutile de parler du cas de lignes cylin-
driques, car si elles le sont sur une surface, elles le sont sur les sur-
faces parallèles, résultat évident géométriquement). Un doit donc
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écrire

ce qui, en remplaçant p-^- par A( p- — i j donne

i r;Q _
"~ ~ Q 57 —Of

(6)
du dv \ B dv J du dv ~

On obtient manifestement deux classes de solutions \ et IL

Solution /. — A = -^-y- de sorte que S est à lignes, « = const.,

coniques ; il est nécessaire et suffisant de prendre Q = U où U est
fonction arbitraire de u (et alors la surface S' correspondante est aussi
du type I, tandis que si Q est une solution différente de ce type, la
surface S' sera du type II).

Solution //. — A — ̂  -y-̂  yé. o ; la condition de compatibilité des équa-
tions (10) et (G) est

' < * , / _ dB

et il ne reste, pour déterminer Q, que l'équation (10), qui donne 0 p
une quadrature (S est du type II, mais Sr est du type I). Il est
intéressant de comparer ces résultats avec ceux du paragraphe 1,
formule (9).

En particulier, prenons E((3, p;), c'est-à-dire

A = -^—, B = —^— pour t3'=i,

les lignes « = const. sont coniques; supposons j3' ̂  1 : la condi-
tion II devient alors [3 =•— 1 ; de la sorte nous pouvons affirmer que
les surfaces déduites de E(2, 2) ne peuvent, par parallélisme, donner
une famille conique.

• Il est donc intéressant de revenir aux surfaces déduites de E(i, 1) :
réseau conjugué {u, v) doublement conique, et de chercher les surfaces
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parallèles à réseau doublement conique encore; nous avons trouvé une
solution précédemment, nous allons voir que c'est la seule. En effet,
on doit avoir ici

Q ~ l j , p ^ \

et(3)donne
l ' _ __j V _ i

l _ \ u __ p' U — \ u — v'

c'est-à-dire
l lrrA + pi//, V=A=L-/J.r.

A et jj. étant constants, on a alors

JQ — ! L x — kx H~ a
n — v ' fi — r

On retrouve donc bien la solution indiquée.

V. — Application des transformations conformes de l'espace enclidien
à n dimensions.

L Par les opérations du groupe conforme de l'espace euclidien à
n dimensions, à toute variété minima, c'est-à-dire telle que ds2 = o,
correspond une variété analogue. Deux surfaces applicables

donnent donc dans Vespace à 6 dimensions, en posant

une variété minima à 2 dimensions S(cc, y, zy 'î, rh Z) ; le 'groupe con-
forme (à 28 paramètres), de l'espace à6 dimensions donne oc28 variétés
analogues qui fournissent 0015 couples de surfaces applicables
distincts du premier (on a retranché 6 pour le déplacement de S,
6 pour celui de S,, 1 pour une homothétie portant sur S etSj) , S et S,
étant rapportées à leur réseau conjugué commun u, r), on sait que

sont sept solutions d'une môme équation de Laplace :

du dv du ôv



Une transformation du groupe conforme en jeu donne à la place
de (i) un ensemble

2
 H- y1 -f- v2

 H- £a -4-

qui sont sept solutions (Tune équation nouvelle de Laplace, qui a les
mêmes invariants que (a) ; il en résulte que de tout couple applicable
sur une base simplement ou doublement conique, ce procédé donne
ocir> couples de même espèce.

2. Pour les mécanismes, on obtient des résultats analogues, car
l'équation

se transforme, en posant

( //w.t.,

( 6 )

Donc de deux mécanismes («), ( i ) , (A), (IV) ÖY/WJ OU r/rformables
l'un en l'autre dans l'espace à trois dimensions, on déduit comme plus
haut 3c!;i nouveaux mécanismes simplement transformables, même si le
mécanisme de départ est dêformablc.

;>. Dans le Mémoire déjà cité, Mlodziejowski remarque qu'en écri-
vant

{-)
If;,— V 5

où les /// et U, dépendent d'un paramètre u, et les 9, et Y, d'un para-
mètre r, on a des surfaces rapportées à un réseau conjugué formé de
lignes cylindriques ou coniques; les plans tangents à la première sur-
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face le long de la courbe u = const. passent par le point

du^ du du-,
du du du du

en coordonnées homogènes, de sorte que la ligne est conique ou cylin-
drique, suivant que //, est variable ou constant. Les conditions d'ap-
plicabilité peuvent s'écrire, clans tous les cas, en introduisant les fonc-
tions nouvelles U, de « cl V\ de r :

du, dl

dv

r/u, j7L_,
du du

dv dv

En posant

(Oï

les équations (H) prennent la forme très remarquable

( i n )

i 4

Zà \ dv ) ~~Zà \ dv

On est donc amené à déterminer tous les mécanismes de on trnnsîov-
inables de l'espace à quatre dimensions, puis à ne conserver parmi
eux que ceux où l'arc de la courbe (a) est égal à celui de la
courbe (A), l'arc de (b) étant aussi égal à celui de (B). La forme des
équations (8) montre que l'on peut remplacer //, et r, simultanément
par l \ et V, (ou si l'on préfère changer de signe uA et O de sorte que
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tout couple de cette espèce en fournit un autre (il peut arriver ainsi
qu'on ait un couple à réseau cylindrique-conique d'une part, et
conique-conique de l'autre; il peut arriver que l'un des couples se
réduise à une développable). OrJes résultats de Mlodziejowski n'ont
pas été poussés par lui jusqu'au bout, malgré leur intérêt, non seule-
ment pour les couples, mais surtout pour la déformation continue; ce
géomètre a bien obtenu la déformation continue sur réseau conique-
cylindrique, mais n?a pu obtenir aucun exemple de déformation con-
tinue à réseau doublement conique.

1. En tout cas, remarquons que, dans l'espace à 8 dimensions,
les courbes {ui9 «2, «J3 u%, ?X\, iU3, z*U3, *U4) et (t,, v2, <\, cv,
/V|, i"V2, «V,, iVA) sont minima, et telles que tout cône (à 7 dimen-
sions) isotrope ayant son sommet sur l'une, contient l'autre : les opé-
rations du groupe conforme de l'espace à 8 dimensions, groupe à
45 paramètres, conservent ces propriétés : en retranchant, comme plus
haut, 6 paramètres pour les déplacements de chacune des surfaces
dans l'espace ordinaire à 3 dimensions et 1 pour l'homothétie, d'un
couple de surfaces applicables de l'espèce en jeu, on déduit ooV2

couples analogues, distincts du couple de départ; et du même coup,
de tout mécanisme double, on fait dériver oc32 mécanismes doubles
nouveaux.

5. La substitution de U5 à «5 et Y, à vit9 par exemple, revient à rem-
placer («,, w3, w3, u,VJ ÏU , , z'Uo, z'U3, «U*)par(«,, «2î "i>—w,, /U,,
«U2, iU,, Ï U ( ) (et de même pour les ^ et V), ce qui est bien une opé-
ration du groupe conforme de l'espace à 8 dimensions (d'ailleurs avec
le même mécanisme de l'espace à 4 dimensions, un simple échange
du nom des indices revient à une opération analogue que Mlodzie-
jowski ne signale pas). 11 est intéressant de voir comment cette trans-
formation de Mlodziejowski transforme notre mécanisme double :
soient

[ l a ) . i b ) ] { n

les mécanismes doubles correspondant aux surfaces (7) et

[(oc), ((3); (â), (p)J, L(<*)> (<*); (S ) ,
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leurs transformés relatifs aux surfaces obtenues en mettant U3

en dénominateur, au lieu de u;] — c;j. Nous avons

La dérivation fournit

/ v , aiij, -+- dvh " da, -\- du, * a« 4 H- «U4
( 1 3 ) J

A _ ^ U .

On en déduit
• > . .> ^ ^ 1 0

, } a T + f f î + g , — A T

En changeant z/4 en — Ï/4 on a

et par suite,

de sorte que le mécanisme [(a-), (6); (À), (B)] se transforme en
[(a), (J3); (cl), (tó)] par une inversion dans l'espace à six dimen-
sions; la transformation du mécanisme [(#), Çb)9 ( A ) , ( B ) ] est plus
compliquée : mais ceci n'a rien d'étonnant, car nous avons vu que ce
mécanisme n'est pas lié intrinsèquement au couple de surfaces appli-
cables.

(>. J'ai indiqué comment le parallélisme de Peterson fait corres-
pondre au couple (S, S') le couple (2, 22'), les rôles des mécanismes
[(a), (b); (A), (B)] et [ (a) , (h); ( A ) , (5 ) ] se trouvent échangés :
montrons quelle est la transformation du groupe conforme à huit
dimensions qui fait passer de (S, S') à (S, S'). On remplace respecti-
vement

THÈSE VASSKLR,
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par

' 2 = « 4 +u;
ff ^i U.

et analogues pour c,, r2, r3, Y,, V2, V3; il reste a trouver uA3 U o

v,n V^.On a d'abord

(l8) « , + U t :

Écrivons maintenant

(19)

Si, pour abréger, on désigne par Sir,, par.exemple, l'expression
ii] -+- u'i •+• 1/3, on voit que cette équation (19) s'écrit

En tenant compte de

( 2 0 ) S ( M J — U 7 ) -+- S ( ^ 7 — \ 7) — 2 S ( M 1 P J •

\- [ W;, + U r̂ — ( *'< H- Y4 ) ] [

on voit que la combinaison schématiqne

- C', = o.

(it,.-h U,)(('.,+

débarrassée du facteur —l-rr—- —'—rr donne

v T -
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Posons
u\-\- ui — UJ-— \j\— V% — UJ,

I I — (7

I f — T — T \ — T

(a3) rfs2^- r///j H- r//^ -h dti'2~+ du\ - d\2-A— d\'l — d\J~ — r / l ^ .

(04) f/.ç2^ r/«y + r/Z7̂  + ^ ^ + dû* — d\ï] — dT\% — dû* - fÔI*.

O n o b t i e n t , e n r e m p l a ç a n t d a n s ds~ l e s l e t t r e s a , , i / a , . . . p a r l e u r s
v a l e u r s ,

Cl,S *T - — - —- — )

ce qui prouve bien que notre transformation appartient au groupe
conforme de l'espace à 8 dimensions.

Il était intéressant de rattacher à des principes généraux la trans-
formation indiquée par Mlodziejowski et la nôtre. J'ajouterai que la
méthode de MlodziejoAvski devait fatalement échouer pour la déforma-
tion continue avec réseau doublement conique, parce que la quan-
tité «„ égale à «44-U^ fait intervenir à la fois le mécanisme
( « i , u.2y M 3 , « ^ ) ( i ' i , c 2 , c 3 , t\) et son transformé.

CHAPITRE IL

I. — Résumé des résultats relatifs aux bases principales
obtenus antérieurement.

M..Cosserat {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, i873)
a montré le premier que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'un réseau conjugué d'une surface soit permanent, c'est-à-dire reste
conjugué au cours d'une déformation continue, est que son image
sphérique satisfasse au système
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plus tard, Bianchi a donné de ce résultat une interprétation élégante
et féconde : L'image sphérique cCune surface (S)''rapportée à un réseau
conjugué permanent est aussi Vimage sphérique d'une surface (B) (1)
rapportée à ses asymptotiqucs^ la courbure totale de (B) ayant pour
expression

réciproquement, à toute surface (B) de cette espèce correspondent oc sur-
faces (S) obtenues par l'intégration d'une équation deMoutard. Bianchi
a rencontré de nouveau les surfaces (B) au cours de ses recherches sur
les congruences W : ce sont les surfaces focales des congruences W
pour lesquelles, aux points correspondants des deux nappes focales, la
courbure totale est la même.

n ^ ^

\ =1

A d
/ \ v\
/ \ ^

/ \ °/ \̂ >

Co /̂

Fig. 3.

La correspondance entre le réseau des asymptotiques d'une surface
(B) et le réseau conjugué d'une surface (S) correspondante est simple :
aux points homologues M et M' de ces deux surfaces les tangentes aux
courbes u = const. de (B), r = const. de (S) sont parallèles; de môme
pour les tangentes r = const. de (B) et u = const. de (S).

Les équations (i ) montrent immédiatement que les surfaces (S) et
(B) se répartissent en trois classes :

Classe (A) 1 7 j "= ! V j = °'

( J) Je désignerai désormais ces deux espèce^ de surfaces par les Jettres (S) ou l H ).
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le réseau conjugué est f orme de deux familles de géodésiques et récipro-
quement tout réseau conjugué formé de deux familles géodésiques est
permanent; il s'agit de surfaces bien connues sous le nom de surfaces
de Voss et Guickard; M. Gambier a étudié leur déformation dans un
Mémoire inséré aux Acta mathematica en s'occupant tout particuliè-
rement de la réalité ou de celles qui sont applicables sur des surfaces
de révolution. - -

Les surfaces (B) sont ici les surfaces à courbure totale constante
(U = const., V = const.)

C U « , B ) «•,*;'=o. {•; ! ' * . .

les lignes / /= const. du réseau conjugué sont géodésiques, les lignes
v = const. ne le sont pas; les surfaces (B) ont une famille d'asympto-
tiques formée de courbes à torsion constante (y = const.). Je montre
plus loin que si deux staf aces applicables ont un réseau conjugué com-
mun comprenant une famille de géodésiques, il existe une déformation
continue conservant ce réseau conjugué; autrement dit, si un tel réseau
est base d'une déformation, il est base principale, et non base simple.

Classe (C) i 1 ' ! ' ^ 0 ' ! " i ' ^ ° -

aucune des deux familles du réseau conjugué n'est formée de géodé-
siques; ni U ni V ne se réduit à une constante.

Les formules de Lelieuvre ramènent la recherche des surfaces de
Bianchi à celle des équations de Moutard

du âv

qui admettent un système (au moins) de trois solutions liées par la
relation quadratique

où U désigne une fonction de u seul et V une fonction de r, ces solu-
tions sont dites, suivant la terminologie adoptée par Guichard, solu-
tions quadratiques.

M. Gambier a donne au Mémorial des Sciences mathématiques



(fase. XXXI) les équations que doivent vérifier les coefficients d'un
ds2 donné pour que les courbes coordonnées forment un réseau con-
jugué suroo1 surfaces représentatives : en nous bornant à la classe (C),
on a le svstôme nécessaire et suffisant :

(3)
ô

-y- log•A au "

[les variables a et 9 ont été choisies de manière.que la courbure totale
de la surface (B) correspondante soit K = (•—1) :{u -4- r)2j.

J'ai signalé dans l'Introduction les principaux résultats obtenus par
AL Finikoff.

Les exemples de surface (S) connus sont relativement peu nom-
breux ; on a d'abord le cas relativement banal où la base principale est
formée des méridiens et parallèles des surfaces de révolution, d'où, en
transformant par parallélisme de Peterson, les surfaces moulure. Les
surfaces données par M. Goursat {American Journal of Mathematics,
t. 45, 1892?, p. 1) pour lesquelles le réseau conjugué contient une
famille de courbes planes situées dans des plans parallèles, les courbes
de l'autre famille sont planes également : Raffy a montré {Comptes
rendus, t. 132, 1901, p. 729) que ces surfaces sont les seules surfaces (S)
dont le réseau conjugué comprend une familie de courbes planes, leur
détermination dépend de trois fonctions arbitraires d'une variable et,
à'ce titre, elles constituent le type le plus' étendu de surfaces (S)
connues (*). Les surfaces minima sont surfaces de Voss; le réseau
conjugué permanent est formé des lignes de longueur nulle, son image
sphérique est formée de deux systèmes de génératrices rectilignes de
la sphère. M. Drach {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,
r2e série, t. 10, 1908, p. 125) a déterminé les surfaces (S) dont l'image
sphérique du réseau conjugué enjeu contient une famille de lignes de

(!) Ce type comprend donc, comme cas particuliers, les surfaces de révolution, les
surfaces moulure déjà citées, les quadinques, les surfaces de translation de Bianchi à
profils de translation plane dans deux plans rectangulaires.
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longueur nulle, les surfaces (B) correspondantes sont réglées et à
génératrices isotropes.

Les surfaces tétraédrales

admettent QO1 réseaux conjugués permanents; pour chacun de ces
réseaux on obtienLoo1 surfaces tétraédrales ayant, une asymptotique
commune restant rigide; cette belle propriété a été mise en évidence
par M. ïzitzéica (Annales de VAcadémie Roumaine ; Section des
Sciehces, t. 38, 1916, p. 241-258) et étudiée en détail par M. Gambier
(Journal de Mathématiques, t. 5, 1926, p. 227-291) et par M. Jonas
(Mathematische Annalen, t. 92, 1924, p. 214-237).

M. Gambier a déterminé parmi les oo2 surfaces hélicoïdales ou révo-
îutives représentatives d'un ds'1 de révolution les familles oc1 possédant
un réseau conjugué permanent (Bulletin des Sciences mathématiques,
iv série, t. 1, 1926) en dehors du cas bien connu où les surfaces de
révolution se déforment en surfaces de révolution, avec conservation
des méridiens et des parallèles, on trouve trois types de solutions :

on a les hélicoïdes applicables sur la développée du caténoïde; le ds2 en
jeu possède QC2 géodésiques qu'on peut répartir en réseaux définis par
Péquation

chacun d'eux est conjugué sur oc1 surfaces représentatives; Vhêlicoïde
minimum imaginaire d**équation

a[3j?-f- (74- ^) s ] ( j H- iz) ~3(y — iz)

appartient à chacune de ces familles (1).

20 ds2 = ch2 a ( du2 -i-dv*),

i1) GAMBIER, Comptes rendus, t. 188, 1919, p. 7Ô8, et Bulletin des Sciences mathé-
matiques (loc. cit.), cette surface a déjà été citée par M. Biaschke et antérieurement
par M. Weingarten, à propos de la méthode si curieuse que cet auteur a imaginée pour
l'étude de la déformation, mais le rôle de cette surface comme surface de Yoss-Gui-
chard avait complètement échappé, les géomètres ayant eu scrupule à conserver une
surface imaginaire et n'ayant pas remarqué les nombreuses applications qu'elle a,
même dans le domaine réel, systèmes cycliques, systèmes orthogonaux.
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on a les hélicoïdes applicables sur le caténoïde ; comme précédemment
on peut répartir les géodésiques en oc' réseaux,

l:1 ( l u 1 - { v \ \ - ( ( I r ) dv~zzz.:(>,

tels qu'à chacun d'eux corresponde une famille oc1 de surfaces sur
lesquelles ce réseau est conjugué; chacune de ces familles contient
Vhèlicoïde minimum, réel.

3Ü On trouve ensuite oc2 types de dP\ chacun d'eux donne œ2 sur-
faces hélicoïdales ou révolutives de l'ensemble desquelles on ne peut
extraire qu une famille, admettant un réseau conjugué permanent.

Ce troisième type s'obtient à partir du premier et du second par le
parallélisme de Peterson.

Dans ces trois cas, le réseau conjugué est formé de deux familles de
géodésiques; ce sont des surfaces de Voss; les deux hélicoïdes minima
sont donc oc' fois surfaces de Voss, M. Finikoff a montré que ce sont
les seules surfaces qui possèdent cette propriété. '

Citons enfin les surfaces de translation dont les profils de translation
sont dans des plans rectangulaires, ce sont les seules surfaces admet-
tant un réseau conjugué permanent doublement cylindrique (en dehors
des surfaces minima).

II. — Mise en équation du problème général.

I. Soient 6O 92, 93 trois solutions de l'équation

(1) jLi_=Mö

vérifiant l'équation fonctionnelle

(2) g ' i + 0 ï + 0 ' i = u ( t f ) + v ( p ) ;

considérons trois cas :

Premier cas : ni U ni V ne se réduit à une constante, — C'est ce
que Bianchi appelle la classe (C), on peut, sans restriction, supposer



de sorte que (a) s'écrit

(3 ) 6'f -h Ô!j -h r̂. = « -h ? ;

dérivons en u ou r,

(4) S 9 , ^ = i , S f l l ^ = I .

En dérivant la première équation (4) par rapport à ? ou de la
seconde par rapport à u, et tenant compte de ( i ) , on a

(5) s?î^l=-M(« + ^x du dv

Considérons la surface S' décrite par le point de coordonnées
(Q1? 62,- 03); son élément linéaire est

chhl = E' du* -f- a F ; /̂M dv -h G; rf^3,

en tenant compte de (i) et (4) on a

dE' d(¥
( 6 ) * - — — = M,

dv du

ce qui permet avec une fonction auxiliaire X d'écrire successivement

_dX _ àX
^ du dv

( o) d$n = ^r- du- —
« dv

X doit vérifier l'équation du quatrième ordre obtenue en exprimant

que la fonction p = -(u -h c) vérifie l'équation

( i o ) A. i 2 p - h i = à.yp — K ( a p — A , p ) ,

que Bianchi (̂ ) appelle seconde équation de Vapplicabilité, équation où

(1) BIANGHI, Lezioni. t. 1, p. ÀAO. — DAUBOUX, Théorie des Surfaces, t. 3. p. 260.
THESK VASSEUR. • 7



les paramètres différentiels et la courbure totale K sont relatifs à l'élé-
ment linéaire (9); k toute intégrale X de cette équation correspond
une surface dont les coordonnées 0,, 02, ö3 dépendent de l'intégration
d'une équation de Riccati; on vérifie facilement que ces coordonnées
satisfont à l'équation
, , à'O d'X r

lu) — -6.
du dv du dv

II suffit pour cela de vérifier que les projections octogonales du

vecteur -̂ — 5̂ -;—f-> ^—~ ) sur trois directions non parallèles a un

même plan sont égales à celles du vecteur (Ö.,, 02? ô:t) multipliées
à2 Xpar y—y) cette propriété résulte des identités

Donc, les équations de Moutard qui admettent un système de trois inté-
grales quadratiques dépendent de quatre fonctions arbitraires irréducti-
bles d'une variable (1 ).

A toute surface (S') ainsi obtenue, les formules de Lelieuvre font
correspondre une surface (B); les surfaces (S)à réseau conjugué per-
manent correspondantes s'obtiennent en prenant l'enveloppe du plan

où Q4 est une quatrième intégrale de l'équation déjà rencontrée (1)
O U ( I I )

* 6 d2X

du dp du dp '

linéairement indépendante de Go 62, 63.

(J ) M. Demoulin a donné l'équivalent pour la recherche des systèmes de deus. solutions
quadratiques (Bulletin de l'Académie de Belgique, classe des sciences, 5e série, t. fi.



Éléments linéaires des surf aces (B) et (S) et de leur représentation
sphérique. — Si nous nous reportons à la méthode suivie par Darboux
pour former l'équation dont dépend la distance r = y'2p d'un point
d'une surface à un point fixe, en rapportant (S') à un système de coor-
données polaires

Qx = r cos6 cos9, 62 = r cos 9 sin 9, 93 ~ r si 11#.

on obtient

le second membre est l'élément linéaire de la sphère décrite par
l'extrémité du vecteur, unité dont le support joint l'origine au point
(6,, 02, 03); autrement dit, c'est l'image sphérique des surfaces (B)
et (S); en remplaçant E^ F', G' et r par leurs valeurs il vient Q)

, , I"ÓX. 1 "1 du*
da*=z -— —

[ ^ ' - 4 ( u -+• ̂  ) J « -+• i?

f à*X 1 1 , 7 fâX. 1 "j ? ,

en posant

on retrouve le résultat donné en 1901 par M. Demoulin {Comptes
rendus, t. 133, p. 260)

ào do

(16 ) c / (7 2 ^ ^ a 2 — 2 -T—v-d'w ^ -H Ö?P2 ;
U ^r 9 OU ÔV il -h V

remarquons que l'équation du quatrième ordre, vérifiée par X ou cp,
peut s'obtenir directement en écrivant que (14) ou (16) est l'élément
linéaire d'une surface de courbure totale H- 1.

( a ) On arrive au même résultat en remarquant ^u^ ,a ?pjU>i^ ^̂ u ie lien du point

6, . 6., 0:î
C\ : := —^nr^rrz, ï Ĉ> — •' : — j C;j = —- •• ;

\I U •-, - V y'il -r- P \'W : ^

et différentiant directement.



L'élément linéaire de (B) se déduit immédiatement de (16) ( ' ) .

(17) fŒ~ =: ( u \- v ) \ ^ du2 i 'i(u \ r)-ï-—r~ du dv \ . - d
y [ du ou ôv Ov

Soient, maintenant, M(a?, y, z) et M (a?, y, s) deux points homo-
logues de deux surfaces (S) et (B); nous avons des identités de la
forme

ôx dx
du dv '
dm
dv

g àJ
k du '

les fonctions R et S devant satisfaire au système

09)
du

qui exprime que les équations (T8) sont complètement intégrables et
où les symboles de ChristofFel sont calculés avec les coefficients de
l'élément linéaire (17) (2). L'élément linéaire de (S) s'obtient immé-
diatement

( 2 0 ) d$- = (11 -h v f Ri df

Les coefficients de la seconde forme fondamentale

— S de doc = d du- -4= 1 of du dv -h ô;/ dv*

se calculent aisément et sont :

du du

/do do àÀo
y au ôv ou ôv

y1) BiANCHi, Lezioni, t. 1, p. z\o. — DAUBOUX, Théorie des Surfaces, t. 4, p. 3o
(2) En comparant avec ce qui précède, l'intégration du système (19) est équivalente

à celle de l'équation de Moutard (II).



— 49 -

En résumé : pour obtenir les surfaces (S) admettant un réseau con-
jugué permanent dont aucune famille n*est formée de géodésiques il faut
intégrer successivement une équation au quatrième ordre puis un système
linéaire (19) du premier ordre {équivalent à une équation de Moutard},
ce qui montre que ces surfaces dépendent de six fonctions arbitraires
irréductibles d'une variable.

Tout système de solutions X,'R, S détermine intrinsèquement une
surface (S); si l'on désire déterminer explicitement les coordonnées
ponctuelles ou tangentielles, il est nécessaire d'intégrer une équation
de Riccati. Remarquons encore que nos variables u et P sont les mêmes
que celles utilisées par M. Gambier pour établir le système (3) signalé
au paragraphe précédent, il s'ensuit que le changement de fonctions
défini par les équations

F = ( a + 9 )-RS 1 \ ?
Ou Ov

G = (// + P)S^ c p

Ou

ramène le système (3) à celui que nous venons d'établir.

2. On doit maintenant indiquer comment ayant obtenu une sur-
face (S) on obtient (au moins intrinsèquement) les oc1 surfaces ( s )
déformées de (S) suivant la base principale (u, v). Calculons pour cela
la seconde forme — Sdcdx de (S) et de ( s ) , on a pour (S) et ( s ) les
secondes formes

ôV/^ et ddui-hHffdP1<

on peut écrire avec une inconnue auxiliaire X ou v

V

et les équations de flauss-Codaz/i fournissent aussitôt (en nous bor-
nant à la classe C)

du u ~\~ r Ov u -h (•'
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V et U étant des fonctions de r seul ou u seul, on voit la relation
identique

d'où, avec une constante arbitrairek, qui est le paramètre de déforma-
tion,

\ = — r -f- /,, U = « -h / ,

y -h i "V /, — r
V II — k

Ces résultats avaient été signalés par M. Tzitzéiea, les surfaces S se
trouvent ainsi déterminées intrinsèquement.

11 est intéressant de donner l'élément d^ de l'image sphérique

do-'1 = e du'1 -\-ïf du dv -h g dv1,

on sait, résultat classique, que l'on a

e — KG — F J ' •> ~~ KG — F3 ' A> ~~ ÊG — F2 '

•" y — KG — F J

Donc fg' — /-, ni ƒ, ni eg ne changent (' ), on a

2 ) <7f7- irzr du2 — •>> -^- \ du ds ' -4" — t

h -h u u -h 9 ou uv / — r
c?c/ r/a'- ^ 2 o ' . , . , do' (

• — ' ^ _ iy ' ff (f ' ((Cl' _L_

La seconde expression a pour but de reproduire la forme (16)
de rfa2, on voit aisément que l'on peut prendre

A//'
j—-

( ' ) L'interprétation de ce fair, qui est vrai encore pour une base simple, est évidente,
mais semble n'être pas Miffisarnnrient mise en relief dans l'enseignement de cette
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et par suite
ku' kv'

Donc, de toute solution 9 de l'équation d'ordre 4 obtenue précé-
demment, on déduit la solution nouvelle

La Lv

correspondant à la déformation continue; la fonction ©(«, P) se
retrouve si la constante k devient infinie. On a ensuite

7L( u

X'iiz' , r') = 9 ' ( M ' , r ' ) - h 7

ou finalement

si donc X(H, C) est une solution de l'équation du quatrième ordre
en X,

— *
/ — K À -H r

est une nouvelle solution
Ceci prouve que si Ton a obtenu trois intégrales Öo 82, 63 d'une

équation

du àv
liées par la relation

U étant fonction de u et V de r, la surface S correspondante peut se
déformer en une surface SA où le réseau (u, r) est encore conjugué;

tbéoiie ; deux portions homologues de surfaces applicables ont des représentations
sphénques équivalentes; Jes images sphénques de la base (simple ou principale)
conservent leur angle.
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représen tons par Qlk, ô2/(> 6 U les solutions correspondant à SA, on a

\]l= -j^^ + A\ Nk= j^y — A\

où k est le paramètre de déformation, k1 et k" deux constantes arbi-
traires, qui peuvent être regardées comme fonctions arbitraires de k;

en effet, la constante //peut être supprimée; ensuite passer de j-^—^
A'V , AU AV , -u l , +1 ,,. /

-; i- a -7 ï-j -, r est possible par une homothétie sur la sur-
face BA : il est clair, en effet, qu'à une surface S/, correspondent QC*
surfaces B/t déterminées à une homothétie près; les fonctions Uk et V,
qui correspondent à une même substitution homographique sur U
et — V ne donnent pas un résultat plus général que j—^r> / "_\y m a ' s

dans les applications il importe de tenir compte de ces résultats.
Ce qui précède permet d'expliquer, en particulier, pourquoi en

remplaçant U et V par U -+- h et V — // et les expressions , ' ?
A \ A ( U -h h) . A ( \ — h) » u*- * - J i r A

. y par -™—Y]—T e^ j^—y T o n n °ht ient rien de nouveau ; en eiiet,
on peut écrire

AU A\ _ —A3 Aj

on voit que remplacer Ja première expression par la seconde revient à
faire sur le paramètre de déformation le changement de variable
ki = k-\-h et sur BA une homothétie; ceci explique pourquoi nous
nous bornons à la formule (24) avec une seule constante k et non

f au -h h av — b
eu H- d — cv H- a

3. Transformations asymptotiques spéciales des surfaces (B) qui accom-
pagnent une suif ace (S) au cours de sa déformation. — Je rappelle
rapidement la théorie des transformations asymptotiques imaginée
par Bianchi ( ' ) .

, _ . —
(*) B1ANCHI3 Lezioni^ t. Il, p. î<>-$9; Rendiconti di Palermo% 1908, Annali dl

Uat.y 8e serie, t. \ , 1890, p. j .
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Soient 6( î 92, 93 trois solutions, linéairement indépendantes, d'une
équation de Moutard

(M) ^
du

les formules de Lelieuvre leur font correspondre une surface ({i) rap-
portée à ses asymptotiques; la transformation de Moutard effectuée à
l'aide d'une quatrième solution B transforme 6,, 83, 03 en trois inté-
grales 6't, 8'2, 6'j de l'équation

auxquelles correspond une nouvelle surface (|3r) rapportée à ses
asymptotiques; ($) et ((3') sont les deux nappes de la surface focale
d'une congruence, appelée par Bianchi congruence W, telle que les
foyers d'un même rayon soient les points de mêmes (iz, r), c'est cette
correspondance qu'il a nommée transformation asymptotique, je n'in-
siste pas sur toutes ces propriétés bien connues.

Supposons maintenant que 8M 62> 83' soient trois solutions quadra-
tiques; en général il n'en est pas de même de 8',, 6!,, 8':t ; Bianchi a
montré {Lezioni, t. II, p. 79) qu'il existe ce2 intégrales ï\, que nous
nommerons transformatrices, telles que Ton ait

r/2 + 92 + 9 2 = ô'a + ©gt + e: (
2= U'( u) + V(r) ;

les surfaces (|3) et ((3;) sont alors des surfaces (B) pour lesquelles, aux
points homologues, la courbure totale est la même.

J'indique comment se calculent ces solutions H :
Ecrivons l'élément linéaire de la représentation sphérique de ( B)

sous la forme

c/(72= € du"- -l- 2 \jeg cos 2 o du dv -+- g dv'1

et posons



à toute solution 'h du système complètement intégrable

ô'i> Oh) I e \ 12 /' . cr . ,

< /̂/ Ou V &"' * * 9j

( 2 7 )
l '2 J ' .

équivalent à une équation de Kiccati, correspond la solution II

1
) \ du

J

Rappelons encore una élégante proposition due à Bianchi ; Soient
R, et K2 deux solutions transformatrices correspondant à deux inté^
grales ^i et ^ du système (27), (B', ) et (#\) les surfaces transformées
de (B), (M',) et (AI'J les équations de Moutard transformées de (M); si
l'on transforme {B\) et (}l\) à l'aide de la transformée de H2 par B,
ou (B!, ) et (1VO à l'aide de la transformée de ll[ par K9, on obtient la
même surface (cS) et la même équation ( Jli); de plus ( B \ (B'(), (B!,),
(cô) ont tn'hue courburo totale aux points homologues, c'est cette pro-
position que Bianchi nomme Théorème spécial de permutabiliU pour
les surfaces (B); (B',) et (B',) étant obtenues, (d3) s'obtient par de
simples quadratures.

Je donne maintenant quelques résultats nouveaux concernant la
déformation des surfaces (S) et la transformation des surfaces (B) cor-
respondantes.

Considérons deux surfaces (S) et (H) correspondant à trois inté-
grales quadratiques 81, 0Jf Oj de l'équation

^ du àv ait àv

telles que

soient (SA) une déformée de (S) sur le réseau conjugué (//, c) comme
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base, (B/^ la surface auxiliaire de Bianchi correspondante; ces sur-
faces sont relatives à trois intégrales quadratiques 6lA, 82ArG.v/(

d'une équation de Moutard qui, nous allons le voir, n'est autre que
l'équation ('29).

Le changement de variables (a3) fait écrire

de sorte que (),*(«', ?'), 03/r(«', ^ ') , 9<u(V, r') sont solutions de l'équa-
tion

où X' désigne la solution de l'équation (10) définie par l'équation ( 2 ^
et à laquelle, d'apfès ce que nous avons vu plus haut, ne correspond

(\\\une seule surface (BA) dont la courbure totale est — j—-, jrj*

l'identité
(P\f ()*\ du dv

du1 ôv da ór dtt' r/c '

montre que si Ton revient aux variables primitives 0,/,(«, r), G2/I(M, V\

0 J A ( « , r) sont trois intégrales de l'équation (29).
Donc quand (S) se déforme, avec conservation du réseau conjugué (119 v),

Véquation tangenùçlle de Laplaçe, ramenée à la forme de Moutard, ne
change pas (1) .

Etudions maintenant les transformées asymptotiques spéciales des
surfaces (BA)3 examinons les équations (26), (37), (28),

Pour la surface (B), on a

H- r

a — h - , , . .
t a n j : - = i / T {11 z^ ronst. arbitraire") ;

( l ) Des lectures, faites depuis la rédaction de ce travail, m'ont appiis que
M. Masloff a obtenu le même résultat par une méthode dilférente { Recueil de la
Société mathématique de Moscou, t. 3:J).
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pour la surface (BA \ en posant

Lm
— A,/. -4- m

on a

l + \ ~ k — v u + r

lT/ A — v U
lT -h \

a" /[ — m I k — r /w — Â

ns - — y rrm = v "F+T v v~^*;

en portant ces valeurs de J < ? \
 l2 [ et tans; - dans les équations ( 28)

et (27) et en remarquant que l'angle w ne dépend pas du paramètre
de déformation, on voit que les solutions transformatrices R sont les
mêmes pour (B) et (BA).

Considérons une surface (S') correspondant à la transformée ( B')
de (B) par une solution R déterminée, et 0',, 0!,, 0', les transformées
d e 6 , , 8 a , 6 3

CÏ\ + n H- fsi—Vf + ^ + $s = « -»-r'

si (S') se déforme en (S'/t), (B') se transforme en (B'A) et 0',, Ô!)? O'p

, „ , „ , } ,,., .,., ,,., Lu /r
^T/.+ ^ + hh= ïâ+ O^.-r- 9ff= j~^ -h j—-

ou en faisant le changement de variables défini parles équations (2 '^ :

&U-+- Ô 2 / , + fjU= Kk^r- ^ A + ^ ^ « ' - t - t''̂

Q'|/i3 8!,A, Ô'3A sont trois intégrales de l 'équation de Moutard

o , ^â9i R H r fT> / / ^ ' Lv'

transformée de l'équation (3o) par R, cette équation admet aussi les
trois intégrales quadratiques 0'jA, 0!'u, 63/( transformées 6<A, 62A., 03A de
sorte que Ton a



il résulte des considérations faites au n° 1 du paragraphe actuel que
Ton peut passer du groupe (8',,, 0'2/, 6'jA) au groupe (6'|,, KK, 6"u) par
une transformation orthogonale, équivalente à un déplacement do (B'A),
on peut donc supposer

on voit donc que B', est fransformée asymptotique de BA, la solution
transformatrice R étant indépendante du paramètre k.

4. Deuxième cas : Vune des fonctions U *ou V se réduit à une cons-
tante. — Supposons pour fixer les idées que ce soit V; nous pouvons
sans restriction supposer U = u9 X — o, les équations ^3), ^4), (5),
(6) sont remplacées par

Nous en déduisons, pour les coefficients de l'élément linéaire de S',

av Ou

G' est donc une l'onction de v seuL nous pouvons sans restreindre
supposer G'— i, d'où

( 32 ) ds ' 2 = Ef du- — 2u ^— du dp -h dv~.

m

Comme plus haut nous obtenons l'équation à laquelle doit satis-
faire E' en écrivant que p = -u vérifie l'équation (io) où les para-
mètres différentiels et la courbure totale K sont relatifs a l'élément (82);
on obtient ainsi une équation du troisième ordre, au lieu du quatrième
comme dans le premier cas; on obtient do1 et 0E2 comme plus haut

dcl={ ,— du-— 2 -T- du dv -\
u \ul} àv u

d^= (Ef u — - ) du--\- 1 ~ u- du dv -h u dv\



en posant
e — — — 7—-

u \ u-

Ü vient

<j2 = ? du1 ~ 'ia ^- du dv ~t- — >

dl*= & du* -4- *i « ^ f/« dv -4- « <7r

pour achever la détermination des surfaces S correspondantes il faut
maintenant intégrer le système (19) où les symboles de Ghristofîel
sont calculas à partir de (23).

Donc, la détermination des surfaces (B) dont une famille de lignes
asymptotiques est formée de courbes à torsion constante dépend dé trois
fonctions^ arbitraires irréductibles d\tne variable ; les su? f aces (S) dont
une famille du réseau conjugué permanent est formé de géodésiques
dépendent de cinq f onctions irréductibles d'une variable.

5. Troisième cas : les fonctions U et V se réduisent toutes deux à
une constante, — Je ne cite que pour mémoire ce cas bien connu; los
surfaces (B) sont à courbure totale constante et les surfaces (S) sont
les surfaces de Voss.

Sans restreindre nous pouvons supposer U = V — -*> on a

^ + 03+51 = 1,

Ou àv au (h'

ô\ au

E' est une fonction de u seul et G' une fonction de r seul* nous pou-
vons sans restriction supposer E ' = G ' = 1 et eu posant M —cos'ito,
on a

{35) dsfi= dû1 = du* — a cosacü du dv + dv*%

( 36) f/ '̂2^= dit'-Jr 2 C0S2U du dv -h dv1;

en écrivant que l'élément linéaire (24) convient à une surface de



courbure totale -h i on a le résultat classique

(P 6J

Ou <)v : Mil (J) CObW.

III. Surfaces B applicables sur des surfaces de révolution.

1. Surfaces de la classe (C). — Aucune famille de lignes asympto-
tiques n'est formée de courbes à torsion constante; si une telle
surface est applicable sur une surface de révolution les courbes
u -h r = const. recouvrent les parallèles et̂  par conséquent, les coeffi-
cients de l'élément linéaire ne dépendent que de l'argument jr — u-h r;
la fonction o diî paragraphe précédent est fonction de x seul et l'on a

ào ù^ do à'1 o ft1 o

Ou Ov dx* Ou Ov dx'1

on est ainsi amené à poser

~~X dxy

de sorte que l'élément linéaire (17) s'écrit

( 17') r/2-zrz 11(7///--h dv*) H- '2 ( j?H '— \\) du dv.

La fonction H est déterminée par l'équation différentielle du troi-
sième ordre obtenue en égalant à x-, la courbure totale de l'élément
linéaire (17')

( l ) X s l l l P ( 2 l I — X\l')

L'ordre s'abaisse d'une unité en faisant le changement de variable
1 d.r __
x' Tin '

en prenant pour fonction inconnue la fonction t(ll), l 'équation (1)

devient

( 2 ) [ 3 ( / ' - f * * ) s - t(tft-i-&ttt-+-t'i)\

ur ;
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on aperçoit ia solution t = ^-inacceptable, car elle donne pour les

coefficients de (17') des valeurs toutes égales entre elles; ceci posé,
faisons le nouveau changement de variable

l'équation (2) devient

la surface est rapportée à ses asymptotiques; les coefficients de sa
seconde forme fondamentale sont donc

/}!'(<* H - .rf{')
i=O, $ = 1 / - - , o"~0.

ils ne dépendent pas de x, et, par suite, les surfaces obtenues sont
hélicoïdales ou révolutives; pour décider entre ces deux éventualités,
formons l'équation des lignes de courbure

qui montre que les courbes ce = u + 9 = const. sont lignes de cour-
bure : on a donc des surfaces de révolution.

Une solution particulière évidente de l'équation (3) est

<•=••

où C est une constante arbitraire; revenons aux variables primitives

1 dx

œ 77ÏÏ ~" (M +C + 2

en intégrant et en posant/? = yjc -h 1,

2. Sur/aces de la classe (B). — Les asymptotiques w — const. sont
des courbes à torsion constante; dans l'application sur une surface de
révolution, elles recouvrent les parallèles; elles ont donc leur cour-
bure constante, ce sont des hélices; d'autre part, les coefficients de
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l'élément linéaire (s3) du paragraphe précédent ne doivent dépendre
que de u9 donc, -^ = o; on a des surfaces minima, les coefficients de
la seconde forme fondamentale

ne dépendent aussi que de H, les surfaces cherchées sont hélicoïdales;
ce sont les deux hèlicoïdes minima. On peut vérifier ce résultat en
formant l'équation différentielle en & obtenue en écrivant que la cour-
bure totale de la surface est — —^

u-

du

dont les solutions s'obtiennent aisément :
dS du e i

on peut, sans restreindre, supposer A = 4» et le changement de
variable £/ = ch2a< donne l'élément connu de l'hélicoïde minimum
réel

dX*= ck*u! (du*+dv*).

le changement de variable u — u] donne immédiatement l'élément
linéaire de l'hélicoïde minimum imaginaire

Les surfaces (S) correspondantes sont : pour Thélicoïde réel, les sur-
faces moulures ordinaires; pour l'hélicoïde imaginaire, les surfaces
moulures signalées par M. Gambier dans son Mémoire Sur quelques cas
méconnus de la déformation des surfaces {Bulletin de la Société mathé-
matique de France, 1929, p. 224-239).

IV. — Surface de la seconde classe de Bianchi.

i° Considérons deux surfaces applicables (S) et (S<) rapportées à
leur réseau conjugué commun u, v pour lequel les courbes 9 = const,

TIÎKSE VASSEUR.
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sont des géödésiqüfes tandis que lfeâ courbe* u — const. ne possèdent
pas cette propriété, l'élément linéaire de (S) étant

{i ) ds- = E du1 -4- À F du riv -J- (T r/v'2.

Un a la condition classique souâ Tune ou l'autre forme

<) v E à ( F \ i 1 1 |

Les coefficients o, o', 5", oi9 S',, o" des Secondes formes fbndàmen*-
tales de (S) et ( S ^ satisfont aux équations

et aux équations de Gauss et Codazzi

(4) ôdff=Hsk,
^ J ()d \ 12 |

d dv ( i ) '

I Ûo' \ 2 2 j O \ 12

O" ^ I 1 \ Ô" / 2

( 4 ; ) f î o'j = H2 k ,

( 5 ' ) , '^ = i " | ,
i_ « ^ J 2 2 | ô , i VA

où K est la courbure totale, avec

U* = E G - V*\

pour abréger l'écriture^ posons encore

les équations (5) et (5',), (4) et (4') montrent que l'on a

(;) o-.~oxi\ a"~o'; : i ,

où U est une fonction de u seul; en portant dans ( <3) et (Ö' ) ces valeurs
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de 3 et o", puis retranchant membre k membre,

ou
( 8 ) U ' : L { i — l M = B ó , ! ô",

nous supposons U ̂ ± i, ce qui revient à supposer que (S) et (S,) ne
sont ni égales ni symétriques, cas banal que nous écartons; de la
comparaison de (7) et (8), il résulte

(9) DU': (i -U^^zBô : a",

ce qui montre que les expressions Bo ; 8" et Bot : o[ sont des fonctions
de la seule variable «, ceci conduit à poser

f un S" : Ba = au

cette équation, jointe à l'équation de Gauss

rjo —Si,

donne

les racines carrées donnant 0 et 0" doivent être prises de manière que
Ton ait 33" = il\ en portant ces valeurs dans les équations (5) et (6),
on obtient

(̂ 12) donne une condition nécessaire pour l'élément linéaire, et
(i3) montre que

2C^- ^ loou

est aussi une fonction de u seul; on a donc la nouvelle condition

( l ) Le-5 hgneb u — con^t. n 'é tant pas geodé^iqites B >• o.
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nécessaire

Les conditions nécessaires (2), (12) et (14) sont suffisantes; en efïet,
si elles sont satisfaites, (i3) devient une équation différentielle ordi-
naire en L1L qui s'intègre par une quadrature et livre cll avec une cons-
tante arbitraire À*, les équations (11) donnent 0 et or' qui, en vertu de
(12) et ( Ï 3 \ vérifient les équations de Codazzi et dépendent de A; on
obtient donc co1 surfaces applicables sur le réseau conjugué (u,v)
comme base et pour lequel, en vertu de (2), les courbes v = const.
sont des géodésiques.

Observons que, pour établir le système d'équation (2), ( 12), ( i4), il a
suffi de supposer l'existence de deux surfaces applicables (S) et (S,)
de l'espèce en jeu, il en résulte que : si Ton a un couple (S, S,) de sur-
faces applicables dont le réseau conjugué comprend une famille de
lignes géodésigues, il existe une déformation continue, faisant passer
de (S) à (S,) avec conservation de ce réseau conjugué au cours de la
déformation.

Voyons maintenant comment les coefficients dépendent du para-
mètre de déformation; nous supposons donc (2), (12) et ( insat is-
faites; soit IL une solution particulière de (i3) : les équations ( n ) lui
font correspondre une surface (S), l'équation (i3) peut s'écrire

al ~ ü ~~ û u '

où 11 est la fonction inconnue ; pour intégrer il suffit de faire le chan-
gement de fonction

En négligeant le facteur de proportionnalité introduit par le chan-
gement de fonction que nous venons de faire, on obtient de suite

Üf = U? + ?,
d'où

on voit que (S) correspond à A = o.
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Étude du système (2), ( 12), (i4)- — Nous écrirons

nous n'avons plus que deux inconnues X et G que déterminent les
équations (12) et (14) qui s'écrivent

2 G — - ^ f̂

()G âX (PX

k i __ LJ — (hf 2 â* du âv

l\ l , ~ G / « V '

on peut remplacer (r'V) par une intégrale première évidente

où V désigne une fonction de v; désormais nous écrirons Y au lieu
de Ui, aucune confusion n'étant possible avec la fonction Y du début
ce ce paragraphe. La forme des équations précédentes se simplitie
encore quelque peu si l'on remplace la fonction inconnue G par la fonc-
tion Z définie par l'équation

r nz: /j

$)'

nous aboutissons ainsi au système définitif ne comportant que les
deux inconnues X et Z et deux équations

<)X à . 12 àZ <)\
<7̂  c'r H oit (h'

H12 .
(Il ) - \ — (Z — ]

à toute solution (X, Z) de ce système correspond une famille de sur-
faces applicables de la seconde classe; l'élément linéaire de ces sur-
faces est
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les coefficients de la seconde forme fondamentaio sont, comme nous
l'avons vu,

ö / BÖ

où A est le paramètre de déformation; si Ton veut donner explicite-
ment les équations de la surface, il faut intégrer une équation do
Riccati.

2. Représentation sphérique. — Les coefficients de l'élément linéaire
de la représentation sphérique
( 1 7 ) d&2 — e du2 -h 'ij du dv -1- g dv1

se calculent par les formules classiques

on obtient
à\

z / y , ^l
Y ï ï ï T ) i {~~ i n

on sait que les lignes coordonnées étant conjuguées sur (S) les cosi-
nus directeurs c, e', c" de la normale satisfont à une équation de
Laplace
, , d*ô èh r ùh r
x • au dv au ' av '

dont les coefficients ne dépendent que de e9 ƒ, g, et de leurs dérivées
premières et sont déterminées par leg équation^

(20) / = y. - . - -i- y.p -J- 3 f-= o, - p + a f + 3h°"=o.
J i Oj ()ç J ) ()f( J l O

desquelles on tire

le réseau (M, r) étant conjugué, on a

( 2 2 )
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d'autre part, \m courbes v p= const» sont des géodésiques : les vecteurs
! / O'j O'z\ fOi (h Oz '

sont coplanaires, de sorte que de (? i ) et (aa) il résulte

^ ^ . z Oc
ou- Oi

dérivons (^i) en tenant compte de (23), il vient

^ f ^ ren remplaçant les dérivés , ^ ,f ^ >•, r. par leurs valeurs tirées1 v Ou ai du â^ ()i( <h r

de (ie)) on obtient

ou du
or

Ou au
donc

et

i ° | ' i ai i Ou - I I '

de sorte que l'équation (19) s'écrit
0\

, ^ à10 U L f àO L I ' ^
BT Sx °'

c'est une équation à invariants égaux; donc l'image sphérique du
réseau conjugué envisagé sur (S) est l'image sphérique des asympto-
tiqucs d'une certaine surface (B); la torsion des asymptotiques qui
passent par un point de cette surface eet
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on a retrouvé la surface auxiliaire de Bianchi dont les lignes asympto-
tiques // = const. sont à torsion constante.

3. Étude d'une solution particulière. — Je me propose de rechercher
les solutions pour lesquelles les coefficients E, F, G ne dépendent
que de x = u -+- v, de sorte que, pour toute surface (S) représentative,
si Ton fait correspondre le point (u -h h, v— h) au point (M, C), OÙ h
est une constante quelconque, la correspondance établie est une auto-
application de la surface. Posons K = E2, \ ne dépendant que de « + <-',
l'équation (2) devient

dx du £
et donne

F = £2-h 2C?, (C = const.);

comme plus haut posons

Z étant une fonction de x, l'élément linéaire s'écrit

(26) d s 2 = ^ du*-+- 2 ; ( ç + a C ) du dv -r-Zi^-h 2C)2 dv-.

Voyons maintenant ce que devient le système (I), (II), nous remplaçons
l'une de ces équations par la combinaison obtenue on éliminant ù
entre elles, on obtient ainsi

aZ'U + C) , a4' _ a B _ \ '
[l) r ( K i ) ^ J + aC TV — V '

V

le premier membre de (I') est une fonction de la variable x — u -f- 9
seule pendant que le second membre est une fonction de v seule, on
en conclut que ces deux membres sont égaux à une même constante a

V' _

de même (II ') montre que lJon a

UU' :
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posons

les dérivées du produit MV par rapport à u et par rapport à r doivent
être égales, donc

M' \ '

on a deux cas à considérer suivant que a est ou n'est pas nul*

Premier cas : Ö = O, UU' et V sont constants, nous posons

et le système (F), (II') se réduit à un système d'équations différen-
tielles ordinaires où £ et Z sont les fonctions inconnues :

B'

( Z — i ) ( £ -

BÖ — """

Féquation des asymptotiques des surfaces S, est

UU'
<*8) û ï T 7 ^ / M I i r f<JJ=°ï
d'après (27) on a

a, étant une nouvelle constante, de sorte que Féquation des asympto-
tiques s'écrit

( ÎSQ ) -——— - du1 -h H clv- = o,

Considérons deux surfaces St et S2 correspondant à deux valeurs A,
et X2 du paramètre )., nous savons qu'elles sont applicables par les
points de mêmes coordonnées (z/, r ) ; (Fautre part, nous avons vu que
faire correspondre sur (S,) les points (M, P) et («-f-A, e — A), c'est
réaliser une auto-application de cette surface et, par suite, mettre en
correspondance les points {u-\-h, <-j — A) de (SH) et (//, r) de (S2) ,
c'est encore réaliser l'application de ces surfaces ; or, si nous choi-

TIJLSC VÂSSËUR. 10
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sissons h tel que
> , — /* = } , ,

l'équation (29) montre que les asymptotiques se conservent dans cette
dernière application de (S,) sur (S2), donc ces surfaces sont égales :
la déformation obtenue, dans le cas actuel, est une auto-application
avec réseau conjugué permanent dont une famille de courbes est formée
de géodésiques.

Deuxième cas : a =f= o. —• Nous pouvons, sans restreindre, supposer
a = \, on obtient

L'équation des asymptotiques est :
2 e u du2

a + 21 — e~u + Br/r^o;

en raisonnant comme dans le premier cas on voit que l'auto-appli-
cation u ~> u 4- h, p -> c — /r de S 4 (A, ) réalise l'égalité de cette surface
et de S2(Ao) si // est choisie de manière à satisfaire à. l'équation

nous avons donc, encore, une auto-application avec réseau conjugué
permanent.

V. — Réseau conjugué permanent dans Tauto-application de la développée
d'une surface minima applicable sur une surface de révolution.

On sait que les développées des surfaces minima sont toutes appli-
cables sur une même surface de révolution et de ce fait admettent des
auto-applications ; je vais donner un exemple de réseau conjugué per-
manent relatif à ces auto-applications obtenu en supposant que la
surface minima est applicable sur une surface de révolution. Consi-
dérons une surface minima (S) définie par les formules de Weierstrass :

JC=I- / (1 — u1)3r(a) du-\~ - ƒ (1 — iij)&x(

z= I u tf(if) du - r jui${ux)du^
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F équation dos lignes de courbure est

3? ( ff ) rltfA — f? | ( ff, ) du { — o ;

prenons, par exemple, la famille

Ie rayon de courbure principal et l'élément linéaire de la nappe de
développée correspondants sont :

d i * - r / R 2 — ' > J { [ \ ' & ( u ) d u — y ̂ , (fh)f/u Y .

Ces résultats rappelés, prenons une seconde surface minima (S')
obtenue en remplaçant dans les formules ( i ) 3*(u) par <&(«') et 3», (/^)
par <&,(*'); la correspondance «(f, t \ ) , n,(v,s\)9 qui réalise l'appli-
cation des nappes de développées correspondantes (S) et (S') de (2 )
et (2 ' ) t est définie par les équations

<, (i -H «Mj )2 v ̂ T" ) V^t ( «, ) = ( H - ï^, )2 V^TiÔ\7^, (i', ),
( l ) \

( d ) /

Tout réseau de (S) défini par une équation de la forme

(5) y du2-\- fi duj,

où a et ^ sont deux fonctions quelconques de // et «,, est conjugué;
pour qu'il conserve cette propriété dans l'application de (S) sur (S1),
il faut et il suffit qu'en exprimant u et z/t en fonction de cet c, la trans-
formée de l'équation (5) soit privée de terme rectangle.

Ceci pose, je prends un exemple simple où (1) et (X') sont une
même surface applicable sur une surface de révolution :

où pest un nombre quelconque, entier, fractionnaire ou incommensu-
rable, les équations (4) deviennent
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où X désigne une constante arbitraire; en la faisant varier, on obtient
oc* auto-applications. Des équations (6), on déduit

«- "*"* — «1 ""l ± '* 'wl "̂  " wl "*" " = *'" "*" — " i ^ :r ^iV* "*"-*>;+J-hX,

les signes ± se correspondent dans les deux membres, de sorte que
les courbes

(7) a" 2dz û/\ -— const.

se transforment quand on passe de S à S', en

(8) v l±iv\ J=const.

DifférentiéeSj les équations (7) entraînent

/ ; n

ces équations étant privées de terme rectangle mettent en évidence
que le réseau formé par les courbes (7) est conjugué permanent dans
Vauto-application envisagée; nous avons ainsi découvert pour Ie ds*
des développées des surfaces minima oc1 bases principales, et chacune
de ces bases correspond à une auto-application de la surface corres-
pondante; on remarquera que si p est commensurable, on a des sur-
faces algébriques et une auto-application algébrique.

VI. — Sur les équations de Laplace ponctuelles et tangentielles.

Considérons la surface développable (Ü) définie par les équations

s = a -h a'?.

(0
z= r-\-

où a, by cy coordonnées du point qui décrit l'arête de rebroussement,
sont trois fonctions de u et ar, b\ c\ leurs dérivées; supposons que
V arête de rebroussement est une courbe, non un points autrement dit, la
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développable (D) n'est ni cône, ni cylindre; nous supposons égale-
ment qu'elle n'est pas un plan.

Ceci posé, les courbes coordonnées peuvent être considérées comme
formant un réseau conjugué; les coordonnées (i) vérifient l'équation
de Laplace
, x â2Q ï dB i de

ou ôv P au v us>

dont les invariants sont :

h = — i : r2, À = — 2 : v2 ;

aucun d'eux nest nul, et cependant la transformation de Laplace

conduit k une courbe : Varête de rebroussement, l'équation (e) n'est pas
le dernier élément de la suite de Laplace correspondante, la transfor-
mation (2) conduit à l'équation

dont Vinvariant h est nul; cette équation, privée de terme en -~? est

effectivement vérifiée par les coordonnées a(u)9 b(u), c(u) d'un point
de l'arête de rebroussement.

Je vais montrer que ce fait est général lorsqu'on part d'une dévelop-
pable quelconque rapportée à ses génératrices et une famille de tra-
jectoires arbitraires.

Considérons l'équation

( E , ) <r'fj} H - - *Ël — o,
du dv o dv

où p est une fonction quelconque de u et 9 et dont l'invariant h est
manifestement nul; la substitution

fait remonter de l'équation (E,) à l'équation (E) la précédant dans la
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Lapiaca.correspondante

(PO c
au âv

âcJ
au

m

au âv

âo_

dp
âv au

Soient a(u)9 b(jti)9 c(u) trois fonctions quelconques de u : ce sont trois
solutions particulières de (E,), la transformation (3) leur fait corres-
pondre les trois solutions de (E)

r-==z a -+- a!a< \ =n \ " C -

équations de la développable la plus générale rapportée a ses géné-
ratrices u = const. et à un système de trajectoires quelconques
v ~ Const.

Comme nous l'avons annoncé, l'invariant h de (E) n'est pas nul, la
transformation de Laplace correspondante conduit : au point de mie
géométrique, à l'arête de rebroussement; au point de vue analytique, à
une équat ion pour laquelle l ' invariant // est nul . De sorte que ( Ê , )
limite la suite de Laplace.

Il importe donc de remarquer une différence entre les opérations
analytiques et les opérations géométriques de la transformation de
Laplace : En général cette transformation revient géométriquement à
considérer sur une surface un réseau conjugue (u, c), puis à prendre la
seconde surface focale de la congruence des tangentes aux courbes
u = oonst. ; soit 21 la surface obtenue; sur H, on prend de nouveau la
congruenee des tangentes aux courbes u = const., d^où £2, . . . 9 et ainsi
de suite; on est arrêté quand on arrive à une nappe focale réduite à une
courbe ou à un point.

Si la surface Sp n'est pas développable et si Zp+i se réduit à une
courbe* cela veut dire que sur 2,, les lignes P = const. sont coniques;
Sp limite la suite des surfaces fournies par les transformations de
Laplace successives :

Géométriquement, on a la suite des nappes focales
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Analytiquement, on a la suite d'équations

K, E,, E„ .. . , E,.

Si la surface Sp est développable (ni cône» ni cylindre), S/̂ _1 se réduit
encore à une courbe : l'arête de rebroussement, les courbes a = const.
sont les génératrices ; de sorte que la famille des tangentes à ces courbes
est ool et non oo2 (*); il y a ici une différence essentielle avec le cas
précédent qui n'a jamais été remarquée. Quand-les lignes v = const.
de 2P sont coniques, le point qui décrit le lieu des sommets des cônes
est fonction de v, tandis que lorsque Zp est développable, le point qui
décrit l'arête de rebroussement est fonction de u et, dans ce dernier
cas, la suite de Lap lace compte une équation de plus :

Géométriquement7

Analytiquernent)

Enfin, si 2/; est un cône ou un cylindre on constate que l'équation E^
est la dernière (et non plus l'avant-dernière). En effet, écrivons les
équations générales de Zp

où a, 6, c sont des fonctions de uf et p une fonction de a, et p, l'équation
de Laplace correspondante est

à2 0 à- p dp
du dv

(~

()V

1 du dp

dp
du
dp
dp

di

p

0

on voit de suite que p est une quatrième solution ; par conséquent les
fonctions de u seul

,T

? ? ?

vérifient une 'équation de Laplace ayant les mêmes invariants que

(*) En réalité chaque génératrice compte pour oc1 tangentes.
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l'équation (4); comme elle doit être vérifiée par des fonctions de u
seul, elle est nécessairement de la forme

à2 h <)B
{ à) -y , 1- A -,- = O.

équation dont l'invariant h est nul; il en est donc de même pour
l'équation (4); les cas où Zy/ est un cylindre se ramènent immédiate-
ment au précédent par une homographie.

Pour étudier simultanément les surfaces St aux points de vue ponc-
tuel et tangentiel, il est commode d'associer à chacune d'elles la sur-
face 2, dualistiquement correspondante; Féquation ponctuelle de 2t

est l'équation tangentielle de S, et réciproquement; les résultats qui
précèdent montrent que vies suites de surfaces Et et £, sont simulta-
nément limitées ou illimitées dans le même sens et conduisent au
tableau suivant, où les colonnes de droite iudiquent le nombre d'opé-
rations de Laplace nécessaires pour intégrer les équations E et Ë qui
correspondent aux surfaces initiales :

E. îs.
Zp ni développable ni courbe; 2ph1 courbe gauche p
Zp ni courbe ni développable; 2/,-M déveïoppable (ni

cône ni cylindre); 2 /J+2 courbe gauche {arête de
rebroubsement ) p -+- 2

2P ni développable ni courbe; ^.+_, courbe plane (droite
exceptée ) p

Jép ni courbe ni développable; 2/>+-j cône ou cylindre . . . p H- I

2p contient une famille de courbes planeb; i ^ j dé^e-
loppable (ni cône ni cylindre); 2̂ -+-2 courbe gauche

(111) (arête de rebroussement) p H- 2

ILp contient une famille de lignes coniques; X//+1 courbe
gauche p

%p ni courbe ni développable; Z/J+., cône ou cylindre . . . p ~\- 1

'Sip ni développable ni courbe; 2,,+., courbe plane (droite
exceptée ) p

1p contient une famille de courbes planes; l'autre famille
est formée de lignes coniques; %p+l droite , . p

^Lp contient une famille de lignes coniques, Tautre est

formée de courbes planes; 2;^, droite .
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Les cas (I) et (III), (II) et (IV) sont corrélatifs, (Y) est corrélatif de
lui-même.

On voit bien ainsi que si l'équation ponctuelle (ou tangentielle)
relative à un réseau conjugué a une suite de Laplace limitée dans un
sens, il en est de même pour l'équation tangentielle (ou ponctuelle),
les deux suites se terminent dans le même sens après un nombre
d'opérations qui diffère de deux unités au plus quand on passe de
l'équation ponctuelle à l'équation tangentielle.

Si une surface admet une déformation continue avec réseau con-
jugué permanent, l'équation tangentielle de Laplace a ses invariants
égaux; donc, si elle est intégrable par la méthode de Laplace, la suite
se termine dans les deux sens et l'intégrale générale s'obtient sans
signe de quadrature, les considérations faites plus haut montrent
qu'il en est de même pour l'équation ponctuelle.

En général, si une équation de Laplace s'intègre sans signe de qua-
drature, son intégrale générale est de la forme

0 — (3U + PiU'H-... -h frU1"-h y V -h y, V'-h ...-+- y, V'/\

où (3, [3,, , . . , P/, y, Y<, . . . , y7 sont des fonctions déterminées, U et V
des fonctions arbitraires de u et ç respectivement; si 6 ne peut être
mise sous une forme analogue où il y aurait moins de dérivées de U
et V, elle est dite de rang i + i par rapport k u ety + i par rapport à r
(DARBOUX, Théorie des Surfaces, t. II, p. 35); si l'équation envisagée
est à invariants égaux, on a i=j', nous appellerons ce nombre rang
de Véquation; par exemple, si n est un entier, l'équation

du ùv (u —
est de rang n -j- i.

VII. — Recherche des réseaux conjugués coniques permanents.

i . La recherche des réseaux conjugués permanents, comprenant
une famille de lignes coniques, a été abordée par M. Egoroff en 1907
(Comptesrendus, 145, p. 1206), qui a commis une erreur de principe
initiale : soit une surface S rapportée à un réseau conjugué (M>P),

THESE VASSEUR.
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dont les lignes u = const. sont coniques; sur la surface corrélative 2,
les courbes u = const. du réseau conjugué (u, v) sont planes; la
seconde nappe focale de la congruence des tangentes à ces courbes est
la développable S4 enveloppée par leurs plans; Egoroff dit : // s'ensuit
que Vapplication à 2 t de la transformation de Laplace conduit à Varête
de rebroussement de la développable, la congruence des tangentes se
réduit au système de génératrices, et, par conséquent, Véquation ponc-
tuelle relative au système conjugué sur la surface est caractérisée par
cène propriété qu'en lui appliquant une fois la transformation de
Laplace, on est conduit à une équation dont Pun des invariants est nul.

L'étude faite au paragraphe précédent montre que cette conclusion
n'est valable que si la développable 2, est un cône ou un cylindre,
c'est-à-dire si le lieu des sommets des cônes circonscrits à la surface 2
le long des courbes u = const. est une courbe plane (a), de sorte
que M. Egoroff a omis d'examiner le cas où ce lieu serait une courbe
gauche.

2. En résumé, si un réseau conjugué permanent contient une
famille de courbes coniques ou cylindriques, l'équation tangentielle
de Laplace est de rang un, deux ou trois; nous allons étudier successi-
vement ces trois cas :

i° L'équation tangentielle est de rang un, elle ramène à l'équation
unique

JÜL —
ùtt dv

Le tableau de la page iG8 montre que si les lignes u = const. sont
coniques ou cylindriques, la courbe (a) correspondante est une droite
(à distance finie ou infinie), le réseau est entièrement formé de
courbes planes, on sait qne toutes les surfaces en jeu ont été déter-
minées par M. Goursat ( • ).

Le même tableau montre que pour tout réseau conjugué permanent
contenant une famille de courbes planes, l'équation tangentielle est de
rang un, les surfaces de M. Goursat sont donc les seules possédant

(1) American Journal (loct cit.).
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cette propriété, le résultat de Raffi ( ] ) est ainsi retrouvé très sim-
plement.

2° L'équation tangentielle est de rang deux, elle se ramène encore
à une équation unique

6y (ht ai (u — ç ) 1

qui admet pour intégrale générale

^ ^ — ( l 'H- V ) ,
u — v

où U et V sont deux fonctions arbitraires de u et v respectivement.
Les systèmes de trois intégrales quadratiques de l'équation ( i ) ont

été déterminés par M. Egoroff (3) ? M. Drach( 3 ) et M. Gambier ( 4 ) ;
il suffît de prendre les intégrales obtenues en remplaçant (U, V) par
( H , , O ) , ( K ; Î 5 O ) c t ( o , — r j ) ,

U — i ' ' I f i - U — 9 *

où ux et u2 sont deux fonctions de u, et r3 une fonction de v telles que

oà ,̂, désigne un polynôme quelconque du quatrième ordre (/'); dans
eçs conditions» le plan

4- 2 ( ^, — r'; ) — ( u\ -h ^7 ) ( It — f ' ) - O

enveloppe une surface rapportée à un réseau conjugué permanent, il
reste à examiner comment il faut choisir u, et r, pour que les courbes
u = const. soient coniques; à cet effet, M. Egoroff a cherche les arêtes de
rebroussement des développables circonscrites le long de ces courbes.

f1) Comptes rendus (loc. cit.).
l1) Comptes rendus, 134 T901, p. I ) 4 J -
( J) ) Annales de la Facilité des Sciences de Toulouse, t. X, iqotf, p. i>5-ib^j.
(4) Annales de PUnuersité de Jassy (loc. cit.).
(5) Si Ton remarque qu'une même substitution homogiaphique faite sur w et c ii£

change pas l'équation (1), on voit qu'on peut prendre l'un des zéros de qt> infini, c'eet-
à-dire supposer ce polynôme du troisième ordre.
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J'indique ici une méthode analogue mais plus rapide : il suffit
d'exprimer que le long de chaque ligne w = consL le plan tangent
passe par un point aA(u), a*Â(u), Ö 3 ( « ) , aA(u) (en coordonnées
homogènes) ne dépendant que de u, l'équation

(5) [2M, — u\ (u — p)]<7,-h [-2«a— iC(u — v)]az H- [2P a-h P'3(M ~ ^ ) ]a 3

-h [ 9, ( ?/4 — f',) — ( a\ + v\ ) ( M — P ) ]a4 = o

doit être une identité, dérivons-la deux fois par rapport à v9 on obtient

Nous éliminons a priori la solution aa = aA = o qui, d'après le para-
graphe précédent, ne peut correspondre k une équation de rang deux;
d'ailleurs, sans tenir compte de cette discussion précédente, en écri-
vant que (5) est identiquement vérifiée, on aurait

u, a, H- u2a2 = o, «', a t -f- «'L> ff., = o

et, par suite, soit

soit
— - = -•- rziconst.,

le premier cas est évidemment impossible, le second également car
6, et 63 deviennent linéairement dépendants, (4) envelopperait une
développable, cas banal écarté.

Les solutions (P™= O? * \~ o) óu (̂ 3 = o, aA= o) sont également
inacceptables; en effet, elles donnent pour P3 un polynôme de degré
deux; or si Ton remarque qu'on ne change pas l'intégrale (2) en
ajoutant à U un polynôme arbitraire du second degré en u et à V
le même polynôme en p, on voit qu'on peut remplacer le couple
(U = 0, V = —^3) ou P3 est un polynôme p2(v) de degré deux, par le
couple [U==jo2(w),V = o], mais alors le plan mené par O parallèle-
ment au plan tangent a pour équation

[ 2 Ux — U\(ll — P ) ] ^ + [2M2 — U2(ll — V ) ] /

quand p varie, u restant constant, il pivote autour de la droite d'équa-
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tions
U% y H-/?2 ( M ) S = O,

z/2i7 + /> 3 ( zi ) z = o,

les lignes « = const. sont donc cylindriques et non coniques (le
cas *v = o permet même de prendre ?4=-o, la surface est dévelop-
pable, nous éliminons donc ce cas).

On est donc amené à prendre — v[ : VJ et a;1 : aA égaux à une m<?/n£
constante finie; un changement de plans de coordonnées permet de
supposer *\ = o, //a = o, ou, en vertu de la remarque précédente,
vA = o et a4 = i ; on est donc amené à prendre

9, a.

cette condition est suffisante; en effet, si elle est vérifiée, en faisant
aà = o dans (5) puis en annulant le coefficient de 9 et le terme qui en
est indépendant on obtient

(6) axav

(7) u\ aL+a[2a2+u\, = o.

qui montrent que la courbe lieu du point (a,, a2, a3) est l'enveloppe
de la droite (6 ) du plan a:î = o.

Les surfaces obtenues dépendent, une fois le polynôme qw choisi,
de deux fonctions arbitraires d'une variable u2 et tr,; les cônes
circonscrits et leurs lignes de contact avec les surfaces sont algé-
briques, car l'équation (5) contient ^algébriquement; quant aux sur-
faces elles ne sont algébriques que si u2 et z/4 le sont.

3Q L'équation tangentielle est de'rang trois, c'est une transformée
de Moutard de l'équation (1), ces équations ne se ramènent pas à un
type comme les équations de rang un ou deux; dans ce qui suit nous
déterminons les réseaux conjugués coniques correspondant à une
équation de rang trois.

3. Soient

(8) e ,= a ^ ^ ( W ; + ?i) (1 = 1, a , .3 ,4)
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quatre intégrales de l'équation (i), les //, sont des fonctions de u seul
et des c; des fonctions de r

une cinquième solution à l'aide de laquelle on effectué la transforma-
tion de Moutard, si 9; est la transformée de 6Z nous avons

avec

J \ au ou} \ <h> dv

cherchons à déterminer 6,, ô2 93, Ô/(, co de manière que le plan

enveloppe une surface sur laquelle les lignes a = const:-sont coniques,
les sommets des cônes circonscrits étant répartis sur une courbe
gauche; soient aA(u), a2(u), Ö3(M), aA(u) les coordonnées homogènes;
d'un point de cette courbe, on doit avoir identiquement :

3 -h « 4 5 4 = o

ou en tenant compte de (io)

( i a ) «, H, H- a2 H2 + a:) H:1 + «4 M;„=().

Dérivons par rapport à ij en tenant compte de (i i) :

r dB, de, de, â9fi â<ùr f . •

en intégrant et en désignant par «3 une fonction de » on obtient

a, $j H- r/25-, H- a;î 0;ï H- r//(. 04 -4- a- w == o ;

remplaçons 9M 92, 93, ô4? a> par leurs expressions (8) et (9), chassons
le dénominateur u — v et dérivons deux fois par rapport à r, il vient

a, r'J' + a, v"[ H~ rt:, r'j + â . r'{' -h «3 |3W' = o.

relation qui entraine /*<5 relations linéaires homogènes à coefficients
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constants entre les aL et 5 — k entre les fonctions de v ; mais at9 a29 az,

ax étant les coordonnées d'un point qui décrit une courbe gauche,

nous ne devons prendre que 'k = T ; on a

où X/ désignent quatre constantes ; nous avons déjà observé que si Ton
augmente ut d'un polynôme du second degré quelconque en u et '''vi9 du
même polynôme en p, 0; ne change pas, ceci permet de supposer :

nous allons montrer que ces conditions sont suffisantes.

4° D'une manière générale, si m et n sont deux intégrales de (i),
l'expression

<)m\ , ( on âm\ .
• n

 T— du — [m ^ n r̂— dv

On dmN

m v

est une différentielle totale exacte, nous écrirons

C( dti ôm\ , { an dm\ ,
(m, n)=: I m -. : n .— du i— [m -=,—— n -^~ dt\y J \ au au J \ dv àp J

ces expressions sont définies à une constante près ; en désignant par
p et q deux constantes et par ml9 n,, m2, n2 quatre intégrales de ( i ) ,
on a les relations simples

(m, y*) + («, m) = <

• ( p i , qn) = pq(m, n) + const..

(m!_.-+- nl} « z 2 + / i 3 ) = (// ' iM W Î 3 ) I ( w , , / i 2 ) + ( « t , /?'i2) + ( / l i ï ^ > ) ~r~ c o n s t . ,

de sorte qu'en posant

on a :

z= ( o; — X(- 9 , o ) +- ( Oi — Ai o j
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on est ainsi amené à poser

d'Où
iLi=(ph 9 ) + (**,•• 40;

les quatre expressions (\ih o) et (JA,-, ^) se calculent aisément, on
obtient :

Hf= a ' ' " ; - » ; ' " " t ƒ («'«Ui- «'Ilï) <*„ + 3 ^ - ^ - P'Ui;

en portant ces expressions dans (12) il vient ;

04)

OÙ

« ƒ («""U-i- »'^ï) rf«l,

cette relation est de la forme déjà rencontrée à plusieurs reprises,
nous la traitons toujours par la même méthode : les quantités 2p — P'e,
P', r, 1 sont quatre fonctions de v dont deux, cet i, sont linéairement
indépendantes ; donc parmi ces quatre quantités il y en a, soit deux,
soit trois, soit quatre linéairement indépendantes; si le nombre est
deux ou trois il y a au moins une relation linéaire, homogène à coeffi-
cients constants entre 2 (3— (3'v, (3', r, 1 et cela entraîne que (3 soit un
polynôme de degré deux que nous pouvons supposer identiquement
nul,-le plan

dépend linéairement de' v, les courbes ü = const sont des droites;
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elles doivent être asymptotiques d'une part et conjuguées des courbes p
de sorte que la surface est développable : ce cas est à écarter.

Si les quatre quantités 2 [3 — (3'p, [}', v9 i sont linéairement indépen-
dantes, leurs coefficients dans l'équation (14) doivent être nuls, ce qui
donne les trois équations :

a* f (flc' ti— a'OLÎ) du = o.

qui déterminent la courbe (aM fla, a3, ' 'O lieu du sommet des cônes
circonscrits. L'interprétation est aisée : on choisit cinq intégrales Q,, ô2,
ô3, ö/4, w de ( i ) correspondant aux couples (11, , o), (*ll2f o ) , (1t3, o),
(tlt4,

f o), (a, (3) où 11^, LIL3, 1L3, '11*, a sont cinq fonctions arbitraires
de ^ et [3 une fonction arbitraire de v\ on transforme ö1? 02, 03, 84

par co et Ton a le plan tangent à la surface

La courbe (ai9 a2, a3, a4) est située sur la développable enveloppe
du plan

pour l'obtenir il suffit de prendre l'intersection de la généra-
trice (M) avec le plan

m ( (afUll'. — a'W^du-h-r ( («"01/3— <xfc\L"2)du

Pour qu'il existe une déformation continue de la surface avec réseau
THÈSE YASSERK.
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conjugué permanent, il faudrait avoir

# 7 + ë'i-h 0*= \(tO-\ B(t>)
ou

11,, 1I2, H3 étant les quantités calculées plus haut, la discussion de
cette équation paraît pénible, bien que, théoriquement, elle se fasse
par les méthodes classiques de différentiations et éliminations.

5° Revenons à l'équation de rang deux; dans ce qui précède nous
n'avons fait aucune hypothèse sur les courbes v = const.; de la dis-
cussion faite au paragraphe VI du présent chapitre, il résulte que, si
Pon considère les tangentes à ces courbes, la seconde nappe focale est
une courbe plane (6) (à distance finie ou infinie) ou une surface S, ;
dans ce dernier cas, les courbes v = const. de 21 sont planes.

Nous allons maintenant montrer comment la méthode employée ici
permet d'extraire, parmi les surfaces trouvées plus haut, celles dont
le réseau permanent est formé de deux familles de lignes coniques ou
cylindriques; nous pouvons nous borner aux deux premiers cas (équa-
tion tangentielle de rang un ou deux); en effet si le réseau (u, r) con-
tient une famille de lignes cylindriques, la courbe (a) ou (à) corres-
pondante est plane (dans le plan-de l'infini); si les deux familles (w, r)
sont coniques, il résulte du Chapitre I que (a) et (b) sont toutes deux
planes; dès lors, en se reportant à notre tableau (p. 168), on voit que
l'équation tangentielle de Laplace ne peut être de rang trois; c'est ce
qui explique que les résultats de M. Masloff(') sont complets malgré
Terreur commise par M. Egoroff sur le rang de l'équation tangentielle,
mais la discussion faite ici est seule à le justifier.

i° L'équation de Laplace tangentielle est de rang un. Si les courbes
« = const. et r = const. sont toutes coniques ou cylindriques, il
résulte du paragraphe VI du chapitre actuel que (<v) et (b) sont deux
droites, d'après ce que nous avons vu au Chapitre I ces droites ne
peuvent être toutes deux à distance finie, Tune au moins est dans le
plan de l'infini, on obtient ainsi deux types de surfaces bien connus :

(*) Comptes rendus {loc. ait.).
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les surfaces de translation à profils de translation situées dans des
plans rectangulaires (1) et les surfaces de Peterson (2).

2° L'équation de Laplace tangentielle est de rang deux. Aucune
famille ne peut être cylindrique, il est aisé de voir comment il faut
choisir les fonctions u2 et u, pour que les courbes u — const. et
c = const. soient toutes coniques. Écrivons que, pour v = const., le
plan (/[) contient le point [6,(V), b2(y)9 63(V)] et dérivons deux fois par
rapport à u l'équation obtenue, il vient

6, et 63 sont donc liés par une relation linéaire de sorte que le lieu
des sommets des cônes circonscrits le long des courbes v = coost. est
une courbe (6) située dans un plan perpendiculaire au plan de ja
courbe (a) relative aux courbes u = const. ; on retrouve ainsi un
résultat obtenu au Chapitre I; on peut, sans inconvénient, supposer
que Ton a

de sorte que «, et uh sont deux polynômes du second degré p*{ii)
et r^(u)9 résultat qu'on peut prévoir si Ton observe qu'il n'y a entre
les variables u et v qu'une dissymétrie apparente.

En résumé une surface à réspau permanent doublement conique est
l'enveloppe du plan

(17) B'=*Uf-T - ( « i + p î > ( * = L , -a, 3, i ) .

, désignent des polynômes de degré égal (ou inférieur) à

(!) BIA^NCHI, Gioj nale de Mathematiche, t. J(>, 1878, p. >>6j. — H GAMBII R,
velles Annales^ \{' ^érie1 t. 2̂0, 19X).

(~) Voir DARBOUS, Thêo/ie des Surfaces, t. I. p. 176-iH"f.
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l'indice, liés par l'identité

on sait que si 0, ne change pas si Ton augmente iiL d'un polynôme arbi-
traire (en //) de degré 2 et r, du même polynôme (en ç) de sorte que
le tableau (18) peut être remplacé par le suivant :

(20) l __

en changeant ensuite tous les «,- et 17 de signe dans (20) [ce qui est
indifférent pour le plan (16), car tous les 0(- sont changés de signe],
on voit qu'on a bien manifesté la symétrie entre les variables u et v ;
(«,, K2, K4) sont les coordonnées tangentielles de la courbe (a). On a
donc
( 2 1 ) r / t =

PiPi—vpiP» " PïîU—^lhPi

et formules analogues pour 6M bs en remplaçant u par v etp^ par r/4 ;
p2p\ — 2j94jo!>? 2/>4T;2 — r.3^ sont de degré 4 au plus, p[tK2 — p2r.[} de
degré cleux. Pour être complet, il faut indiquer les éléments analogues,
PIM P/o Q*> n2 relatifs à la surface déformée ; les méthodes générales
exposées au paragraphe II du présent chapitre auraient l'inconvénient
d'exiger beaucoup de calculs. C'est ici que la méthode des mécanismes
(simples ou doubles) vient au secours de la méthode générale. Bien que le

mécanisme [ (a) , Çb) ; (Â), (fi)] qui double [ (Û) , (6); ( A), (B)]ne soit
pas indispensable, il est commode à employer et a d'ailleurs l'avantage
d'offrir, outre les QD1 surfaces So, S/ applicables entre elles (/ désigne
le paramètre de déformation), encore les surfaces ASOH-|J .2O ,

XS/-+- jxS; qui, pour A et ;x fixes et / variant sont applicables entre
elles et parallèles (Peterson) aux surfaces So, S/. On définit 20 en
même temps que So en remplaçant r,2 par un polynôme nouveau T:2
arbitraire (indépendant de p2 et r^); remplacer ii3 par k n2 revient
à une homothétie de 2 relativement à l'origine ; remplacer r.2 par
^2 — kp2 revient à faire glisser S le long de (Xr; remplacer TÏ2 par
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T.o - knü revient à remplacer X par Z — kS; on profite donc de ces
remarques pour choisir r.2 aussi simple que possible).

Si Ton met en évidence les coefficients de qA etp27 on a

1k ( u ) ^ d0 uk H- (\ dx u3 -{- 6 d21

f 2 2 ]

(23) 9f + Oj+ö3 = I + \ — ,/̂

et l'on peut prendre

(*4)

On vérifie aisément, en vertu de (22), que m, et ^( sont des polynômes

de degré 4 (au plus) ; la fraction — n'est réductible que si p, a une

racine multiple, et de même — ; dans ce qui suit, nous ne la réduirons
(] *

pas, c'est-à-dire que si le calcul direct de U, par exemple, a donné une

fraction ^ où r. est un diviseur depA (p, ayant des racines multiples),
nous la rétablirons sous la forme — en multipliant les deuxtermespar

un facteur convenable ; aveccette précaution, tout ce qui suits'applique
quels que soient les cas particuliers. Au cours de la déformation U et V

se trouvent remplacés par ^ ,,T et ^ ̂  où / est le paramètre de

déformation (1= o donne la surface initiale So) et où /'est une cous-
tante arbitraire, d'ailleurs indifferente au point de vue final, que
Ton choisit donc de façon à simplifier le cas échéant les formules.
On a donc (X, \M constantes)

avec la condition que le polynôme ^(p, H- lmJt) -h \^{q, — /«,) soit carré
parfait; cette condition détermine le rapport a ; )M rationnellement en
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fonction de /car l'identité

entraîne (en supposant À ̂ é o)

I M < : = [ P \ . 6 V B G — ^ B * {-9 V 2 D = o ;

ici A, B, G, D, E sont de la forme X« + [xr/', X6 -h jx6', . . ., de sorte
que, pour calculer X : [x, nous avons deux équations (compatibles) de
degré 3, qui ont une racine commune, obtenue rationnellement en
fonction de /(les exemples indiqués plus bas suffisent pour en donner
la preuve; il n'y a que certains cas particuliers où les équations
peuvent avoir plusieurs racines communes, mais néanmoins il n'y a
qu'une valeur de X : a qui convienne et qui reste rationnelle); cette
racine X : jx tend vers 1 quand / tend vers zéro et cette considération
suffit (sauf cas très particuliers) pour choisir la racine; on peut
prendre X arbitrairement, |x en résulte, ainsi que PA, Qv, Pâr

On a d'autre part (avec les notations du Chapitre I, § II)

\] = a~ ( 1 — h1 ) + «-,+ > mhax — 0

OU

(26) {li
iVA^^l\V2y=(i — hi)(ipA'n:t

2 — r.2p\y— ƒ>,,(/ '>,—^r:',)2

^ *z mh ( ̂ p%7i\ ~- TL2pA ) (p,p\ — ipKp2 )

or A2 ne peut contenir que le radical \/— P lf donc le second membre
de (26) doit être divisible par P, (ou du moins par les facteurs impairs
de P,), d'où quatre équations (dans le cas général) ; le quotient obtenu
est carré parfait, d'où deux équations; cela fait un total de six équa-
tions (compatibles) donnant c, h, m en fonction de /; dans le cas où P*
a une racine multiple, le nombre d'équations s'abaisse mais suffît
encore (en ayant peut-être recours aux conditions analogues pour B^)
à calculer c, h, m. Ce calcul est d'ailleurs indépendant de celui qui
donne X : a; si donc on opère comme à l'instant, inversement le
calcul de À,, A2? B1? Btî donnera P l? P2, P^; il suffit de remarquer que
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L", A t -t- U'2 A3H- U'4 = o
entraînent

U] A', -4- U 2A' 2=o;

les valeurs proportionnelles —A!, et A', ainsi trouvées pour U, et IL
suffisent à obtenir les polynômes U, et U:| (de degré 2 et 4 ) ; on a
ensuite

mais alors les valeurs exactes de P4 et Qv se trouvent connues, on a À

et [x. On peut ensuite recommencer pour n3, 1I2, ( A), (B) ce qui a été

fait pour 7i3, IIa? (A), (B), c'est-à-dire obtenir C, m e t C?; dans certains

cas il peut y avoir avantage à calculer Ai9 A3, B f? B3 par les intégrales

En tout cas la méthode est assez souple pour pouvoir, grâce a la sur-
abondance des équations, calculer tous les éléments des surfaces défor-
mées, II est assez curieux qu^une question de pure algèbre se trouve
ainsi résolue par des considérations de géométrie.

[1 reste à essayer de classer les surfaces obtenues : d'abord il y a a
ranger ensemble toutes les surfaces parallèles (Peterson) à la surface
initiale S et à réseau doublement conique : ce sont les surfaces a S H- (32
(un seul paramètre de forme a : (3), cela revient à éliminer l'influence
du choix de TI2 OU JL, de sorte qu'il n'y a plus à tenir compte que dep2

etpïy ce qui donne 3 -j- 5 = 8 paramètres homogènes; mais il y a à
retrancher trois unités pour la substitution homographique

aït -j- b dv -\- b
u = -=——7> f = — -,>

ca -h d cv H- d

qui respecte la forme de l'équation initiale

_
~ Q



et remplace M,- et v, par uiy vt avec

„ ad — bc

Ces formules montrent que y?2, jo,,, </, se transforment (à un facteur
numérique près) en

rïï -+- d)2p( au
7W

b\ fau^b
), (eu -^-dyj

II reste donc simplement, à une homothét ieprès , oo* surfaces; on peut
répart ir ces surfaces en séries aS/ + [32^ où l est un paramètre de
déformation, la surface S, dépendant de trois paramètres de forme.

La meilleure classification est basée sur la forme réduite que Ton
peut donner àjo2; on peut se borner à j9 a = i , « , « a + i suivant quep2

a une racine double, deux racines distinctes réelles, deux racines dis-
tinctes imaginaires; ensuite il y a à envisager les racines de pA avec
leur multiplicité et leur réalité et de plus à tenir compte des valeurs
remarquables des rapports anharmoniques des racines de p^ p%9 qif

puis à voir s i / j , peut avoir des racines communes avec p2 (p% ne peut
être égal à Xpl sinon 8, et Q., seraient proportionnels). On a donc
divers cas tels que

Pi

II

1)

0
i — lir

T — 7/

Ces cas sont caractérisés par ce fait que p2 a u n e racine double,
racine aussi d'ordre 2 ou 3 de p,,\ comme on prend w2 — \j — />*(«),
r3 = — v — ? f ( r ) ' le premier et le second cas ne donnent que des sur-
faces imaginaires et le troisième, pour obtenir des surfaces réelles,
exige que l'on ait À ( I — \) > o.

Si la racipe double de p> est racine simple de pA, on a de môme



les cas :
pi

ï

I

l

J

P:

(u2-j~ i) (au

(u2— i) (au

au-(u —
ir

~f- b )

+ £ )
0

i — («2

I —

-t-i) (ÖH

— I ) ( <m

au2 (ii —

i — ^

-+- b)

puis en supposant toujours p2 muni d'une seule racine double, on
supposera que cette racine n'appartient pas à pA9 . . . . On voit le
grand nombre de cas distincts que l'on peut obtenir.

Dès quep4 et qh ont chacun une racine double les surfaces obtenues
sont unicursales; cela se produit en particulier pour

*=« Pi—" •

Ces cas ont été obtenus en supposant quejo4 et q% ont une racine
double commune qui est en même temps racine simple ou double dejo2 ;
dans le cas où p2 a deux racines distinctes, on a, de plus, supposé
que ces racines et les couples de racines simples depx (ou qh) appar-
tiennent -à une même involution [sinon on aurait eu p2 = u + k,
ph = X(M3 — ï), g/t = A(I — il-) -4- (M 4- /c)^]. Dans le cas où /?4 et qh

ont chacun une racine double, la racine double depk n'étant pas égale
à la racine double de q%9 par une substitution homographique, on
suppose ces racines égales à o et oo; il suffit de choisir

p.2 = au- -h a hu ~\- e.

puis écrire

pfy -=: il1 [a-lî1 H- [\abu — d\^ q^zzz du* -h 4 b a t H- cl,

ci, b, c étant arbitraires.
Le cas p* = u2 -^ T, pk = iu-, q!y = ( « 2 — i)2 est très intéressant,

mais ne donne que aes surfaces imaginaires.
Il est bon maintenant d'indiquer quelques exemples numériques

THÜSE VAS88UK,



pour vérifier que les circonstances sont bien conformes aux pré-
visions.

J'ai choisi les exemples avec certaines particularités intéressantes.

Premier exemple :

ïf,= U\

8//a \r-
* — a î —

—

h —

\'w*— 2 + 87»"*

c=—/.

; = o,

6 — db1

daL Sit r dbs l\v

Les Calculs ont été faits en suivant pas à pas la méthode indiquée;
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le polynôme PVH-Q4 est bicarré, la condition pour qu'il soit carré
parfait est

4P(f*_ a/.)2H-(f* —a*)(f* —*) = o.

La racine pt, — 2X1=0 est à rejeter, car elle ne tend pas vers un
quand /tend vers zéro; on a donc pris l'autre racine. On remarquera
que si p2 a une racine double, cette propriété disparaît au cours de la
déformation; les racines dep,n qx et p2 ici appartiennent, par couples,
à une même insolation et cette particularité subsiste au cours de la défor-
mation pour V n Q, et P2.

Deuxième exemple :

1 i + là
* n ~

V

I f

« A

— .

Ji — u^

ta

ûh=u

c

\ —

= —\ f)' —

— 9V*

( - '" - J

• i

k — (̂ 2 — i

Ici on a encore pour P4 + Q4 un polynôme bicarré

M4[À(i -f- /) — jy | -L- rt-[p(i H- 5/) — \il | + p. — ( J H- / H ,

et la condition pour qu'il soit carré parfait est, en n oubliant pas quil
faut s]assurer d]abord si le terme en u* est nul ou non,

[ p — À(T H- / ) ] = = o

et la racine à prendre pour cette équation de degré 3 est la racine
rationnelle tendant vers un si l tend vers zéro, p. : X = i -h /; on prend
X = i, p. — i 4- / et l'on trouve aisément

V1 ,



Cet exemple offre la particularité que les racines de p2 divisent ha?*-
moniquement un premier, puis un second couple de racines de py (etpar
suite aussi de y 4 ) ; et alors les racines de P3 sont fixes et continuent à
avoir les mêmes propriétés pourP ,t et QY au cours de la déformation.

Troisième exemple :

3 y „

i = -()- 5

1 \ l

3r'
— ru

37 ' ° 3 - 37
da, dhy (4 — :

a = ——-^— 2W, p ^ -77- m N—r—-

1+ (':

On a mis U sous la forme —, où le dénominateur reproduitpA; on a

On a sans peine, en prenant [x = r,

P 2 = T — 4 /w — 8 P- uKt l = i-~ 6 4 /•*, p = i ,

h = v i — t>4 * '* /» = -—•* L = -

V l = 11^.^1 — 6 i / J , 4
3 \ «

Ici^2 a une racine double qui est racine simple dejo4 et, de plus,
ph a une racine triple; P., a une racine triple fixe, mais P2 a des racines
distinctes.

Quatrième exemple :

Supposons que jo2 ait une racine double qui soit en même temps
racine triple dep-, et qs% on pourra écrire
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choisissons

Nous retrouvons, aux notations près, l'exemple trouvé directement
au Chapitre I, § If, n° 7.

On a iciU = i : 2«, V = — I : ( I 4- 2^), et au cours de la déformation,
on peut prendre

P4 = — 2tf — /, Q4— I-*- 2P + /, • P s = i ,

T 7 , = " -^IU — IK
'i

Cet exemple où le couple (a), (6) se compose de deux paraboles
focales qui restent égales h elles-mêmes au cours de la déformation
est très curieux, car on remarque que les coordonnées tangentielles
de la parabole {a)9 à savoir 1, fou, u, pourraient être multipliées par
\u -h [i. sans que les conditions de degré exigées soient modifiées
[mais le couple (0), (6) doit être modifié]; si Ton suppose A = o, on
retombe sur le type étudié; nous pourrons donc supposer, par homo-
thétie, A = 1, et cela nous conduit au cinquième exemple.

Cinquième exemple :

p2z=± a 4 - A , I>i, = — 2 W ( M + A ) 2 * 7 4 = ( n - 2 « / ) ( « H - A ) 2 ,

p.etq, admettent les racines de p2y Vune comme racine double (—A),
Vautre (00) comme racine simple. En prenant uA = u(u-{-k), nous
trouvons pour (a), (6) un couple de paraboles focales; 01% on voit
aussitôt que la transformation

| = a ^ ( i — h9-) 4 a\-\- >2hmav— C

transforme une conique quelconque (alf a2) d 'axe OÔ: en une nouvelle
conique; si en même temps on prend la conique focale ( 6 , , 6 3 ) , la
transformation

m"
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fournit pour (B) la conique focale de (A) et ceci quels que soient les
paramètres C, A, m qui déjinissent la transformation.

Il s'agit maintenant de trouver (a), (JJ), (À), (B) ; les polynômes du
second degré linéairement indépendants, au nombre de trois, peuvent
être pris égaux k u(u -h k), u -+- k, i; le premier a déjà été employé; le
second égal àjt?2 doit être rejeté. Nous prendronc donc r.2 = i.

Nous avons donc

7T> = tó + A, 7 T 2 — 1 ,

— ( 3 // - h À ) _ V 2 //
__—.—, a =^ -—.—_,

{t( - H / 0 2 " ( « - r A ) 2

^ = \ — I — 2 (

A2 r^+fB/.+^f

On aura donc

Cette fois une difficulté se présente : le polynôme

est carré parfait pour deux valeurs de [/..: 1 dont Tune est fixe et égale
à un, l'autre variable avec l et tendant vers un quand / tend vers zéro,
de sorte que nous ne savons a priori quelle racine prendre; mais nous
avons remarqué que nous pouvons continuer sans calculer A : a; Aü

et Ba ne doivent contenir d'autre irrationalité que

\ ? a -h / [ u2 -+- {(> A H- 2 ) u -h A2]

ou



et puisque Ton a

A J = r t a ( j L - ~ / l a ) -h 2 ( l

B'l| = ( i + o)* f i — ^ I — i — a f »" ^ (i +• *>) -h C — m 3 ,

on aura
i — Ji1 m h -\- i — C {mil -f-1)2 — C/i2

" / ~~ (3A + i ) / n - i ~ 7F" '

En prenant comme inconnues H = h2 — i, M = mh -+- i, on a

et par suite

H — ip [~3 A- -H n - i T -H A•* 11 ( 11 -+- 1 )

La solution II = o est inacceptable, car elle donnerait

et la surface déformée de S se réduirait à Taxe des x\ on prend donc

, , , , —l j (3 A • + •!)/ + 1
11 — /V — I — —7—7 7 y mil -h 1 = -r-7 ~r-^ ' y

(4 A' -h 1 ) / -h 1 ( 4 A' H- 1 ) l H- I

/JJJTT

-f- A2]

L'identité U, A', -4- U2A1 = o permet d'écrire

4~'

Inutile de poursuivre davantage les calculs : ces valeurs de P2 et Pv

montrent que la racine ;x : X à choisir est celle qui n'est pas égale, à 1 ;
au cours de la déformation le couple (À), (B) se compose de deux
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coniques focales à centre dont les excentricités sont respectivement j

et h, de sorte que, sauf pour h = o, c'est-à-dire sauf pour S, on a des
coniques à centre; P4 et Q̂  ont une racine double commune fixe
{nécessairement racine do P2), on remarque que les racines variables
deP4 (ou Qi) ont une demi-somme égale à la racine variable de P2.
Nous verrons un peu plus loin l'utilité de cette remarque.

On doit remarquer que pour k = o, ph a une racine triple qui lui est
commune avec p^, cette propriété se conserve au cours de la déformation.

Autre remarque : L'exemple 5 comprend l'exemple 4 comme cas
particulier; mais on a détruit l'homogénéité en écrivant u -+-k au lieu
de Tu/ •+• [/.; il faut supposer que k devienne infini et il est bon de
substituer à l une variable G définie par l'égalité

et Ton suppose que k devienne infini, mais que C reste fini; G est le
paramètre de déformation.

Sixième exemple. — C'est celui qui a été donné au Chapitre I, § II,
n° 8, (A)^(B) sont deux coniques focales à centre, et ( À ) , ( B ) deux
paraboles focales. On a pris (o> constante arbitraire)

^'zzzuch^to, A 2 = ( D 2 - - K2ch2<*))2,

D est le paramètre de déformation; D = i donne la surface initiale.

Les équations tangentielles des coniques à centre (A), (B) prouvent

que Ton doit prendre Ui9 U2, L\ proportionnels à u, \/D'2 — u2chrto9

— D2 ; or l'expression A, u -h AL> v D2 — u2 ch2 o> est égale à — (u H- D2)

tandis que Xhu + A2 \/D2 — z/2ch'2co est égale à wch2w ( - — =̂ -j -h —

de sorte que pour obtenir des polynômes de degré 2, U4 et \JA il faut



- lot —

prendre

4 = — « D 2 ,

,^= H* ch2w — D â « 2 , Q 4 = D2?2 — P* sh2w,

autrement dit P4 ez Q4 om i/ne racine double commune', yfa?£ tf z/ cowry cfe
/a déformation, nécessairement racine de P2 ££ gw r/<? jo/w^ ^ double
pourP2.

Je reviens d'abord sur l'étude de cet exemple si intéressant : com-
parons sur les surfaces S, et SD les nappes engendrées par les points

sur

les valeurs de U,, U2, Uv sont alors D2w ,̂ D2u0 \ji — wjchaco, —«0D3

que l'on peul réduire à u\f wo\/i — ?/^ch2o), — DuQ de sorte que la
nappe considérée de SD est l'homothétique de celle de Si, le centre étant

l'origine et le rapport d'homothétie ~ égal à -h D; niais dans l'appli-

cabilité le point (M0, ^O) de Si a pour homologue le point (-w0, <̂ 0) de SD

et non plus (Du0, D^ft). Considérons de même 2, et SD; remarquons
que, par une translation le long de Qœ, on peut réduire, pour 2Df

U4 à - : alors le même raisonnement prouve que la nappe engendrée

par le point (DuQ, Dc0) de 20 est Thomothétique encore de la nappe
engendrée par le point (M0, V0) de 2 O mais avec le rapport d'homo-

thét ie^-

De la sorte, à deux paraboles focales arbitraires correspond une seule
surface 2, pour une valeur donnée de co, autrement dit à chaque couple
de paraboles focales nous ferons correspondre :

oc1 surfaces 2 (le paramètre étant o>) de notre sixième exemple ;
oc1 su? fa ces S (le paramètre étant £) de notre cinquième exemple;
Une seule surface S du quatrième exemple {je /appelle que la surface S

est auto-applicable).
THfclSE VASSEUR. l 4
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Les surfaces ainsi obtenues ont toutes un réseau conjugué perma-
nent doublement conique, les sommets des cônes circonscrits étant
répartis sur les deux paraboles. La discussion faite sur les polynômes
P2* p%f <?4 ou Pj, P4, Q/t prouvent que ces trois espèces sont essentielle-
ment distinctes; en particulier elles ne sont pas applicables les unes
sur les autres.

De même, l'excentricité commune des ellipses (A) du sixième
exemple étant thoo, on voit qu'à tout couple donné constitué d'une
ellipse et d'une hyperbole focales correspond :

i° Une unique surface S du sixième exemple;
'z° 00 ' surfaces S du cinquième exemple, le paramètre étant k;

chaque valeur de k donnant une seule surface S; ici encore, il y a irré-
ductibilité des surfaces en question.

Or, le sixième exemple met en évidence que l'on aurait encore les
conditions de degré voulues en prenant

Ui = u(lu -+-[*), p 2 = / M + |u y 1 — w^ch^fc), « 4 = — ( l u

La valeur [x = 0 redonnerait le sixième exemple; supposons donc
^é o, donc, par homothétie, égal à 1 ; mais alors les polynômes

sont tels quepu et qA ont une racine double commune, racine simple
dep2 ; d'autre part, les racines simples de p>, (ou qh) ont pour demi-
somme zéro qui est l'autre racine de p2 : ce sont justement les cir-
constances caractéristiques de l'exemple 5 (comme on le voit par un
simple changement linéaire sur u). Il n'y a donc rien de nouveau à
obtenir; sans notre discussion préalable, nous voyons ainsi que nous
aurions risqué de faire des calculs superflus; de plus, les cas prévus
a priori ont été retrouvés directement.

Exemple 6 :
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Exemple 4 :

Exemple 5 :

pt= tu p, = À(« 2 — I ) , q,= u^(ï - 1) + 1.

Exemple 3 (pour k = o) :

p.2=u, jr>4=w, q^=u2—u.

Cet exemple 5 est curieux en ce sens qu'il donne comme cas parti-
culiers 4 ou ü qui se trouvent ainsi réunis par un lien difficile à aper-
cevoir à l'avance. J'ai signalé qu'il y a encore un autre cas où le
couple (#), (6) est composé de deux coniques focales, a savoir :

p*z=z u -h A\ p , i .= Â(w2 — i) , qt=A(i— u2) -h (u -h A:)2.

En terminant, remarquons que deux plans imaginaires conjugués
ne peuvent être perpendiculaires, donc toute surface à réseau dou-
blement conique permanent, si elle est réelle, donne un réseau réel;
mais pour le cas des bases simples, on peut avoir un réseau doublement
conique imaginaire daas les deux familles, les deux surfaces étant
réelles. Dans le cas d'une base permanente doublement cylindrique, il
n'y a que l'exemple des surfaces minima qui donne un réseau imagi-
naire.




