KINJIRO KUNUGUI
Sur la théorie du nombre de dimensions

Theses de I’entre-deux-guerres, 1930
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1930__111__1_0>

L’acces aux archives de la série « Theses de 1’entre-deux-guerres » implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

These numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=THESE_1930__111__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

N* D’ORDRE : rey h W ~ \‘
e l H E E ; L ,
Série A.
N+ de Série 1260. L

——— —————

PRESENTELS

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

POUR OBTENIR
LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES

Par M. Kinsire RUNUGUI

{Umverstte <de Hokhawdo, Japon)

1' THESE. — SR LA THEORIE DU NOMBRE DE DIMENSIONS.
2¢ THESE. — L FONCTION MODULAIRE ET LE THEOREME DE M. Picarp.
Soutenues le juin 1930, devant la Commission d’examen
MM. CARTAN, Président.
JULIA ! Examinateurs
FRECHET o

PARIS

GAUTHIER-VILLARS ET C=, EDITEURS
LIBRAIRES DU BUREAU DES LONGITUDES, DE 1’ECOLE POLYTECHNIQUE
55. Quai des Giands-Augustins, 55

1930



FACULTE DES SCIENCES DE L'UNIVERSITE DE PARIS.

Doyens honoraires.....

Professeurs homoraires.

MM.

C. MAURAIN, Professeur, Physique du Globe.
P. APPELL, M. MOLLIARD.

A.JOANNIS, H. LE CHATELIER, H. LEBESGUE, A. FERNBACH,
A. LEDUC, E. HEROURAD.

EmiLe PICARD........ Analyse supérieure ot Algébre supérieure.

KENIGS ..vovoinlael, Mécanique physique et expérimentale.

GOURSAT............ Calcul différentiel et Calcul intégral.

JANET. .... ... .... Electrotechnique générale.

WALLERANT........ Minéralogie.

PAINLEVE........... Mécanique analytique et Mécanique céleste.

GaBrIEL. BERTRAND.. Chimie biolegique.

M=¢ P. CURIE........ Physique générale et radioactivité.

CAULLERY.......... Zoologie (Evolution des étres organisés).

G. URBAIN........... Chimie générale.

EmiLe BOREL......... Calcul des probabilités et Physique mathém.

L. MARCHIS ......... Aviation.

Jean PERRIN..... ... Chimie physique.

Remy PERRIER..... . Zoologie (Enseignement P. C. N.).

ABRAHAM........... Physique.

MOLLIARD .......... Physiologie végétale.

CARTAN..... .. ..... Géométrie supérieure.

LAPICQUE........... Physiologie générale.

VESSIOT........ ..... Théorie des fonctions et théorie des transfor-

COTTON............ .. Physique générale. [mations].
Professeurs............ DRACH .............. Application de ’Analyse & la Géométrie.

C. FABRY............ Physique.

CHARLEs PEREZ ...... Zoologie.

Lion BERTRAND..... Géologie appliquée et Géologie régionale.

LESPIEAU............ Théories chimiques.

RABAUD ........ ... Biologie expérimentale.

PORTIER........ ..... Physiologie comparée.

E. BLAISE...... .... Chimie organique.

DANGEARD..... .... Botanique.

Paur MONTEL........ Mécanique rationnelle.

WINTREBERT ....... Anatomie et Histologie comparées.

DUBOSCQ............. Biologie maritime.

G.JULIA............. Mathématiques générales.

A. MAILHE........... ftude des combustibles.

L. LUTAUD.......... Géographie physique.

TuekNE BLOCH....... Physique théorique et physique céleste.

Henrr VILLAT....... Mécanique des fluides et applications.

CH. JAGOB........... Géologie.

P. PASCAL........... Chimie minérale.

Leox BRILLOUIN..... Théories physiques.

V. AUGER ........... Chimie appliquée.

ESCLANGON ......... Astronomie.
PECHARD. Chimie (Enseig* P. C. N.). MOUTON.. . Chimie physique.
GUICHARD Chimie minérale. JOLEAUD . Paléontologie.
GUILLET . . Physique. JAVILLIER Chimie biologique.
MAUGUIN.. Minéralogle. DUFOUR.... . Physique ((P. C. N.).
BLARINGHEM. Botanique. PICARD......... . Zoologie (Evolution des étres
MICHEL-LEVY... Pétrographie. . organisés).
DEREIMS........ Géologie. R %)(Bli(;%l:'ap liquée
DENJOY.... .. Calcul différentiel et intégral. | o RMOND : N
BENARD ...\ Physique (P. C. N.) DEBIERNE - Radiosctivite.
DARMOIS......... Physique. FRECHET....... Caleul des Probabilités et Phy-
BRUHAT......... Physique. sique mathématique.

Secrétaire.............. A. PACAUD.



PREMIERE THESE

SUR

LA THEORIE DU NOMBRE DE DIMENSIONS

INTRODUCTION.

La notion des dimensions était trés difficile 4 définir avec précision.
On s’est contenté longtemps de laisser intact ce probléme, en consi-
dérant ce qu’'on appelle « la variété » (c’est-a-dire le nombre des para-
métres indépendants entre lesquels a lieu I’équation locale de lafigure
géométrique). Mais Cantor a prouvé que tout point d'un plan, tout
point de I'espace usuel peut étre bien déterminé par un seul nombre.
En outre, nous rencontrons souvent aujourd’hui des figures géomé-
triques munies de hautes singularités (par exemple des ensembles
connexes et en méme temps discontinus), pour lesquels on ne connait
pas le moyen d’en trouver I’équation analytique. Ainsi, d'une part, du
point de vue de I'intérét mathématique et, d’autre part, de celui de la
philosophie, nous avions besoin de trouver une définition de dimen-
sions indépendante de la notion de coordonnées.

C’est M. Fréchet qui a premitrement donné en 1gog une réponse i
cette question ('). Sa méthode se base surla notion de correspondance
biunivoque et bicontinue et, par conséquent, cette définition nous
fournit un moven trés intéressant pour l'étude topologique des
ensembles de points.

H. Poincaré a eu longtemps son attention attirée sur I'idée de

(1) C.R. Acad. Sc., t. 148, p. 115, puis Math. lnnal., 1gio, Bd 68.
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dimensions surtout par 'intérét philosophique, et enfin il a conclu
qu’on peut la définir par lanotion de coupure, dans un article intitulé :
Pourquot Uespace « trois dimensions ( Recue de Métaphysique et Morale,
1912).

Cette méthode de la définition par récurrence de Poincaré a '« avan-
tage » d’étre plus intuitive que celle de M. Fréchet. Seulement, lanature
des publications ot il a exprimé ces idé¢es I'obligeait a éliminer le lan-
gage technique ct & se contenter d'une forme peu précise. M. Brouwer
a repris cette définition pour la préciser et lui donner une forme
nette. Mais il nous a fallu attendre 'année 1922 ou, en emplovant
les notions acquises par le progres de la théorie des ensembles,
M. Menger (*) (en février) et Urysohn (*) (en septembre) ont donné
a la définition de H. Poincaré de nouvelles formes qui sont équiva-
lentes et tout 4 fait satisfaisantes, mais qui ne se prétent pas a I'étude
topologique des champs fonctionnels les plus importants.

Avant d’aller plus loin, jesquisserai les traits principaux de ces
deux méthodes (dans le Chapitre I); ccla nous servira en méme
temps a préciser la plupart des termes qui nous seront nécessaires,
spécialement dans la suite.

Mais, jusqu’aujourd’hui, nous n’av

o

de dimensionsinfinies, hien que ces

pas assez étudié les espaces

acquiérent de plus en plus
d’importance dans Panalyse. La premiére partie de cette Theése ser:
done consacrée a I'étude des dimensions de ces espaces (dans le Cha-
pitre 1I). Pour cela, je suis obligé de rappeler (dans le Chapitre I)
les principes de la théorie des ensembles abstraits, fondée par
M. Fréchet et les progres ultérieurs dus 2 MM. Hausdorff, F. Riesz,
Tietze et Urysohn. Car dans les espaces de dimensions infinies et dans
Iespace cartésien & nombre de dimensions finies, les circonstances
sont tres différentes (*).

Ensuite, j’ai introduit une nouvelle définition des dimensions : la
classe d’ensembles, qui s’applique dans ces espaces, ainsi que dans
les espaces a dimensions finies (dans le Chapitre IIl). Et avec cette

ns
spaces

(1) Mexgrr, Monatsheften fiir Math. und Physik.

(2) Urvsonn. C. R. dcad. Sc., t. 175.

(') Par exemple. on ne peut pas admettre le principe de Weierstrass-Bolzano
(voir p. 23).
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idée, j’ai recherché les relations entre la définition de M. Fréchet
(dans le Chapitre I1I) et celles de MM. Poincaré, Brouwer, Menger et
Urvsohn (dans le Chapitre IV). Cette nouvelle définition lie ces deux
idées classiques comme un pont jeté entre deux terres et elle nous
permet de voir les différentes définitions dans un méme rang.

Les résultats auxquels jattache le plus de prix sont ceux qu'on
trouvera : § 12, p. 33 (I); § 13, p. 38(1); § 14, p. 44 (1V); § 16,
p- 49 (1D.

J'ai été dans l'obligation d’introduire quelques termes nouveaux :
ensemble réfléchi (p. 31), somme simple (p. 20), classe de dimen-
sions (p. 41). Pour le reste, ma terminologie est en général conforme
i celle dont on trouvera un index a la fin (p. 289) de I'Ouvrage de
M. Fréchet, Les espaces abstraits.

CHAPITRE 1.

HYPOTHESE SUR L,ESPA(IE. DEFINITIONS CLASSIQUES DES DIMENSIONS.

1. Opérations sur les ensembles. — Dans ce Mémoire, comme dans la
plupart des ouvrages sur la topologie, nous nous occuperons principa-
lement de trois choses : les points d'un espace, les ensembles de ces
points et les familles de ces ensembles. Mais nous ne distinguons pas
essentiellement les deux premiéres et nous considérons souvent le
point d’un espace comme 'ensemble qui ne contient qu’un point.

Quand tous les points d’'un ensemble A appartiennent &4 un
ensemble B, nous disons que .\ est un sous-ensemble de B, A est une
partie de B ou B contient A et nous 'exprimons par A Bou B D A.

Un ensemble .\ peut étre un sous-ensemble de A lui-méme. Si pour
un sous-cnsemble A d’un ensemble B, B contient au moins un point
qui n’appartient pas a .\, nous disons que A est une vruie partie de B.

Nous considérons aussi conventionnellement un ensemble qui ne
contient aucun ¢lément et que nous appelons 'ensemble vide (o). Nous
'excluons de tous les autres comme ensemble exceptionnel, et dans
ce cas tous les autres s’appellent non vides. Le point considéré comme
ensemble ne contient pas une vraie partie non vide.
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Etant donnés deux ensembles A et B, nous supposons qu’on peut
trouver deux ensembles qui s’appellent la somme de A et de B et la
différence entre .\ et B :la somme A + B est ’ensemble de tous les
points de A ou de B et de ces points seuls; la différence A~ B est
I'ensemble de tous les points de A qui n’appartiennent pas a B, et de
tous les points de B quin’appartiennent pas a A et de ces points seuls.
Quand A C B, la différence entre A et B s’appelle 'ensemble complé-
mentaire de A par rapport & B (ou le complément de A dans B),
B-—A et si de plus B est I'espace, elle est appelée le complément
de A : CA. La différence A~vB entre deux ensembles A et B est une
partic de la somme A+ B. Le complément de A~ B dans A+ B
s’appelle le produit A.B de deux ensembles A et B. Donc le produit
de A et de B contient tous les points qui appartiennent 2 A eta B en
méme temps et ces points seuls. Pour trois ensembles A, B et C, la
différence de deux différences A~ Cet B~~Cest égalea A~ B

(\N(:)N(‘I%N(:):.\/\JB.

Par suite comme cas particulier

.\N(BN.\):B.

‘Une fonction ¢(p) de points p variables dans I’espace donné s’ap-
pelle la fonction caructéristique ¢, (p) d’un ensemble E, quand elle
prend les valeurs 1 ou o suivant que p appartient 4 E ou non. La cor-
respondance entre les ensembles et leur fonction caractéristique est
biunivoque, et les opérations définies plus haut se traduisent comme
suit :

. A Vo (n). ¢ !
Yasu{p ) T manmunt g\(])). 7;,,(1)) i
Oa~n(p) = ' INVARSENID! L

Ga. Py =0 ) wu(p).

Nous disons qu'une suite d'ensembles A, (b =1, 2, 3, ...) tend
vers sa limite A (au sens de M. Borel) quand la suite de fonctions
cavactéristiques o, (p)(k=1, 2, 3, ...) tend vers la fonction ¢, (p).
Pour qu’une suite d’ensembles A, (k=1, 2, 3. ...) tende vers un
ensemble A, il faut et il éufﬁtque Ia suite des différences A, ~ A tende
vers 'ensemble vide (o).

Etant donnée une famille & d’ensemble E, nous supposons qu’on
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peut trouver la somme et le produit des ensembles qui appartiennent

a cette famille. La sommeZ’E est I'ensemble de tous les points qui

N
appartiennent 4 un des ensembles de F et de ces points seuls. Le pro-

duit[[E est ’ensemble de tous les points qui appartiennent a tous
F
les ensembles de F et de ces points seuls.

2. Fspaces, transformations continues, types de dimensions de
M. Fréchet. — Considérons un ensemble R d’éléments quelconques.
Nous appelons R un espace et ses éléments, des points de cet espace, si,
non seulement nous avons les opérations, la somme, la difference, etc.
sur les sous-ensembles de R, mais encore nous pouvons passer d’un
sous-ensemble E & un autre E' par une autre opération qui s’appelle
la dérication. E' est ['ensemble dérivé on la dérivée de E. Cest-a-dire
pour un point p et chaque ensemble E de I'espace R, on peut dire que
p est un point limite de E ou non, en appelant ainsi un point de la
dérivée de K.

Donc on suppose que :

0. Aucun ensemble de Uespace R ne posséde un élément limite hors
de R.

D’aprés cette hypothése, nous ne pouvons pas regarder un ensemble
quelconque A de R comme un espace. Pour cela il faut que tous les
sous-ensembles I de A posscdent lear dérivée E' qui est un sous-
ensemble de A. Pour cela il nous suffit de prendre E'.A comme la
dérivée de E dans A (ou sur A). Ainsi nous avons pu introduire I'idée
relative. Nous le distinguons en ajoutant toujours le mot « dans » ou
« suar ».

litant donnés deux ensembles A et B, si I'on fait correspondre &
chaque point de A des points de B, cette correspondance est une
trans formation ponctuelle T de A i B. Cette transformation T est uni-
voque si, i chaque point « de A il ne correspond qu'un pointd de B (*).
La transformation univoque admet une trans formation incerse T-' de T,

(1) Nous suppo-ons que b parcourt dans B, image de A,
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en regardant des points « comme images d’un point b fixé. La
transformation T est biunivogue si cette transformation inverse est
aussi univoque.

La transformation ponctuelle d’'un ensemble .\ en un ensemble B
est continue sur un point p de A, si chaque sous-ensemble A, de A tel
que A, D p est transformé en un sous-ensemble B, de B tel que B, D¢
pour tous les points ¢ transformés de p. La transformation de A en B
est continue si elle est continue sur tous les points de A. La transfor-
mation univoque I de .\ & B s’appelle bicontinue si T et sa transforma-
tion inverse T-' sont en méme temps continues.

Deux ensembles A et B d’un ou de deux espaces s’appellent homco-
morphes $’il existe au moins une transformation biunivoque et bicon-
tinue entre A et B. Les propriétés d’ensembles communes i tous les
ensembles homéowmorphes s’appellent des propriétés topologiques inva-
riantes. Deux ensembles homéomorphes sont appelés aussi deux
ensembles équivalents. La branche de la géométrie qui s’occupe de
traiter ces propriétés topologiques est la zopologte.

Pour deux ensembles .\ et B, on dit que A contient B topologique-
ment si B est homéomorphe a un sous-ensemble de A. Cette idée nous
permet de définir avec M. Fréchet le type de dimensions d’un ensemble :
A chaque ensemble A correspond son type de dimensions dA. Le type
de dimensions d’un ensemble A est supérieur ou au moins égal a celui
d’un ensemble B, si A conticnt B topologiquement. Nous représentons
une telle circonstance par la notation

A\ > ou dB < d\.

Le type de dimensionsde A est égal a celui de B, ou d.\ = dB si 'on
a en méme temps dA>dB ot dA<dB. Le type de dimensions de A est
supcrieur a celui de B, ou d\ > dB si Von a d\>dB et s’il est impos-
sible d'établir la relation A\ <dB. Les trois relations que nous avons
introduites jouissent de toutes les propriétés d’égalité et d’inégalité
des nombres réels. Quand l'une a lieu les types de dimensions sont
dits comparables entre eux. Si pour deux ensembles A et B, il n’est
possible d’établir ni dA>dB, ni dA<dB, on dit que le type de A et
celui de B sont incomparables.

Comme T'idée du type de dimensions est liée étroitement avee
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I'homéomorphie, les recherches sur ces types donnent des résultats
importants pour la topologie.

3. Connexité; nombre de dimensions de M. Brousver. — Nous allons
d’abord chercher quelques propriétés topologiques d’ensembles. Nous
disons qu'un ensemble A est fermé si A contient son ensemble
dérivé A’ : A D A’. Aussi nous disons qu’'un sous-ensemble B d’un
ensemble A est fermé dans A si B B.A. La propriété d’étre un
ensemble fermé n’est pas topologique. Mais celle d’étre un ensemble
fermé dans un ensemble qui le contient est topologique.

En effet, supposons qu'un ensemble A, est homéomorphe a4 A par
la transformation biunivoque cthicontinue A, =T(.\). Posons B, =T(B);
soit p, un point de A, B|; comme p, B\, p=T""(p,) est contenu
dans B’ et parsuite dans A.B’; comme AB'C B, pCB, parsuite p,CB,.
D’ou A, B, CB,. C. Q. F. D.

Une des notions les plus importantes de la dérivation est la compa-
cité d’un ensemble. Un ensemble s’appelle compact s’il ne contient
aucun sous-cnsemble infini qui ne possede pas un point limite. Un
ensemble A s’appelle compact en sor s’il ne contient aucun sous-
ensemble infini de A qui n’a pas un point limite dans A. Comme cas
particulier nous considérons qu’un point forme un ensemble compact
et compact en soi. La propriété d’étre un ensemble compact n’est pas
invariant topologique, mais cclle de compacité en soi est topologique.

Un ensemble A s’appelle connexe s’il contient au moins deux points
et s’il est impossible de le décomposer en deux parties distinctes A
et A, non vides qui sont fermées dans la somme Aj ¢’est-a-dire s'il
n’existe aucune paire de sous-ensembles A, et A, non vides tels que
A=A+ A, et que A, \,+ A\ A, = (0). La connexité est une pro-
priété topologique. Un ensemble s’appelle continu §’il est en méme
temps connexe et compact en soi. Un ensemble s’appelle discontinu
s’il ne contient aucun sous-ensemble continu.

Soient =, A et B trois sous-ensembles distincts d’'un ensemble E
de R dont les deux derniers sont fermés dans E. On dit que A ez B sont
séparés par = si tous les sous-ensembles de E connexes qui lient (*)
A, et A, rencontrent m.

(1) Qui a points communs avec A; et A,.
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Un ensemble A est de dimensions au plus égales & n nombre entier
positif, ausens de M. Brousyer, si, pour tout couple de sous-ensembles A,
et A, distincts et fermés dans \, il existe un sous-ensemble = qui
sépare A, et A, et qui est de dimensions au plus égales & n—1. Les
ensembles discontinus et eux seuls sont de dimension (au plus) égale
& zéro. L’ensemble de dimensions au plus égales & n et qui n'est pas
de dimensions au plus égales & n— 1 s’appelle de dimensions égales
an.

%. Hypothése pour la dérivation; localité. — Revenons 4 I'espace R
abstrait et introduisons les criteria pour qu'un ensemble E de R pos-
sede un point p comme un de ses points limites.

Supposons d’abord avec M. F. Riesz (') que :

L. Pour qu’un ensemble B posscde un point p comme un de ses points
limates, ol suffit qu'il existe un sous-ensemble ¥ de B qui posséde p comme
un de ses points limites. .

Il. St l’on partage E en deux parties E, et B,, E=E, + E,, pour
chaque point limite p de E, il faut qu’au movns U'une des deux posséde p
comme un de ses points limaites.

Etant donnés un ensemble A et un des points p de .\’, les points ¢
du produit II(E + E') de tous les sous-ensembles E de A tel que E' D p
s’appellent des points conjugués de p sur \.

I, Aucun point p de R n’a de point conjugué autre que lui-méme sur
chaque ensemble A (tel que A’ Dp).

Par suite sil’ensemble (p) d'un seul point p a sa dérivée non
vide (p)', elle est égale a (p); et, d’apres I et I, st la dérivée A’ d’un
ensemble A, qui contient un point p, contient un autre point distinct ¢,
on peut trouver un sous-ensemble .\, de A tel que A, DpetA|.g=(o).
" On voit que les trois axiomes I, IT et 111 sont des moyens de passer
d’un ensemble possédant un point p comme un de ses points limites a
un de ses sous-ensembles de la méme nature.

{1) F. Rigsz, A¢tl del IV Congresso inlernationale dei Matematici, Roma, vol. 11,
p. 13,
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Ici il y aura deux cas possibles : ou bien pour tous les sous-
ensembles E d'un ensemble A tels que ' p, E' contient d’autres
points que p, ou bien il existe un sous-ensemble E tel que E’ ne con-
tient que le point p. Le dernier cas aura lieu d’aprés I'hypotheése 111,
s’il existe un ensemble E dont tous les sous-ensembles infinis pos-
sédent p comme un de ses points limites. Considérons, comme un des
tels ensembles les plus simples, une suite de points distincts

ay, y Ay ooe. A,

telle'qu’elle posséde un point p comme un de ses points limites, ainsi
que toutes ses suites partielles infinies. Nous disons qu’une telle
suite de points tend vers le point p.

Supposons que, pour qu’un ensemble K posséde un point p comme
un de ses points limites, il faut que E contienne au moins une suite
de points qui tend vers p. Alors en considérant de plus la suite de
points non distincts qui tend, vers ce point, nous serons arrivés, avec
les axiomes 1, I et I1I, & un espace () de M. Fréchet (*).

Dans un espace R le plus général du paragraphe 2, un ensemble V
de R s’appelle un voisinage V(p) d’un point p si tous les ensembles E
possédant p comme un de ses points ou comme un de ses points limites
ont au moins un point commun avec V. Aussi, pour un point p d'un
ensemble A de R, nous appelons I'ensemble V,(p) un voisinage du
point p sur A, si tous les sous-ensembles E de A qui possedent p
comme un de ses points ou comme un de ses points limites ont au
moins un point commun avec V,(p). ]

Tukoreme I. — Par la transformation T biunivoque et bicontinue d’un
ensemble A en un ensemble B, le votsinage V,(p) du point p de A sur A
se transforme en un voisinage Ny(q) du point q, transformé du point p,
sur B.

Posons Y =T| V. (p)] et démontrons que V est un voisinage de ¢
sur B. En effet, soit B, un sous-ensemble de B tel que B, Dg ouB| Dyg;
comme la transformation inverse ' ' (B) est continue sur le point ¢,
A, =T-"(B,) posséde le point p comme un de ses points ou un de ses

(1) M. Frécuer, Rendic. Palermo. t. 22, 1906, p. 5.

THESE KUNUGUI
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points limites. Donc A, V,(p) n’est pas vide. Par suite B,V n’est pas
vide (par la biunivocité de T). ¢. Q. F. D.
Nous disons que 'espace R est un espace (¢) de M. Fréchet si :

[*. Pour chaque point p de R, il existe un systéme de voisinages
de p:iV(p): de sorte que, pour que p soit un point limite d’un
ensemble E, il suffit que E ait au moins un point commun distinct de p
avec chaque voisinage de ce systéme.

Chaque voisinage d’un point p contient au moins un voisinage du
systéme | V(p) | de voisinages de p. )

Soit M un ensemble d'un espace R. Le produit de M et un voisinage
d’un point p de M est un voisinage de p sur M. Pour chaque voisi-
nage Vy(p) d'un point p de M sur M, il existe au moins un voisi-
nage W(p) de p (sur R) tel que V,(p) DM.W(p).

La méthode de voisinage nous donne aussi une généralisation de la
théorie de limite qui se développe parall¢lement & celle de la dériva-
tion que nous avons introduite plus haut. En effet, on peut supposer
de plus :

Il*. Pour tout point p, le produit de deux voisinages quelconques
du point p contient au moins un voisinage de p.

[II*. Pour deux points distincts p ct ¢, il existe au moins un voisi-
nage V(p) de p qui est distinct du point ¢.

Aussi nous pouvons profiter de I'idée de voisinage pour chercher
un critere pour qu’une suite tende vers un point.

Tutorkme I. — Pour qu’une suite de points distincts tende vers un

point p, il faut et il suffit qu’ils soient contenus presque tous (') dans
chaque voisinage du systéeme | V(p) .

En effet si, pour un voisinage V(p), il existe une suite partielle
infinie de la suite qui n’est pas contenue dans V(p), alors cette suite
ne tendrait pas vers p; Jdonc la condition est nécessaire. Ensuite,
chaque suite partielle infinie a presque tous ses points et par suite au
moins un de ses points, distinct de p, contenus dans chaque voisinage

(1) Cest-a-dire tous les points de la suite sauf un nombre fini.



du systéme | V(p)| et d’apres [* elle posséde le point p comme un de
ses points limites. Donc la condition est suffisante.
Nous disons qu’une suite de voisinages d’un point

Vilpyo Vo(py Muph oo Va(p)

tend vers un point p si chaque suite de points

y, (,y, @, ... d.

des voisinages de la suite @, V,(p), a5~ p tend vers p. Si, pour un
point p, il existe une suite de voisinages de p : V,(p)(k =1, 2, 3, ...)
qui tend vers p, on peut choisir une suite partielle V,.(p) qui satisfait
a la condition

Vi) DOV D N D D V() D

Remarque. — Si nous associons a chaque ensemble A, I'ensemble A’
de tous les points de condensation (') de A comme sa dérivée, I'espace
ainsi obtenu satisfait aux axiomes I, I[ et III; mais il n’y a aucune
suite de points qui tend vers un point.

Aussi pour montrer la différence de ces deux idées nous citons un
exemple, intéressant a former, des systémes de voisinages.

Considérons la famille R de tous les ensembles de points du plan.
Nous avons donné (p. 4) une définition d’'une suite d’ensembles qui
tend vers un ensemble. A la famille § d’ensembles, associons la
famille &' de tous les ensembles E qui possédent au moins une suvite
d’ensembles appartenant & & et tendant vers E. L’espace R ainsi
obtenu satisfait & I, 1L et I1l. Pour chaque point p du plan, construi-
sons deux familles d’ensembles @(p) et W' (p): d(p) contient tous les
ensembles qui contiennent le point p et eux seuls; W' (p)contient tous
les ensembles qui sont distincts de p et eux sculs. Alors étaut donnés
un ensemble E de points du plan et un point quelconque du plan, on
peut déterminer un voisinage de E & savoir ®(p) ou W' (p) suivant
que E contient p ou non. En variant p dans tout le plan, on a un sys-
teme de voisinage | V(E) | de E. Oril est facile de voir que, pour qu'une
suite d’ensembles
(1) E,. B, . .... E.

(1) Voir FrécHeT, Les espaces abstraits, p. 174. — HANSDORFF, loc. cit., p. a19.
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A

tende vers K, il faut et il suffit que tous les voisinages V(E) de Ede ce
systeme | V(E) | contiennent presque tous les termes de la suite (1).

Pour deux ensembles K, et E,, il existe deux voisinages‘ Y(E,)
et V(E,) de E, et de E, respectivement dans le systéme {V(E)} qui
n’ont pas un élément commun.

Pour un pomtp d’un espace R on dit que ce pomtp aune propmete
dans son voisinage ou qu'un phénomene a lieu sur ce point si 'on
peut trouver, dans chaque voisinage V(p) de p, un voisinage W(p) qui
satisfait & la propriété correspondante. Ce phénoméne s’appelle local.
On peut introduire I'idée de localité dans les types de dimensions de
M. Fréchet (') et aussi dans les nombres de dimensions au sens de
M. Brouwer (*). Tandis que ceux de MM. Menger et Urysohn se rat-
tachent directement a 'idée de localité, et il dépend en méme temps
de la notion de frontiére que nous allons examiner maintenant.

2. Hypothése pour la fermeture: nombre de dimensions de MM. Men-
ger et Urysohn. — Lidée de la fronticre se rattache a la fermeture d’une
part et & louverture d’autre part. Commencons par la premiére.

Le produit de tous les ensembles fermés qui contient un ensemble E
s’appelle la fermeture de cet ensemble E, et nous le désignons par E.
D’aprés les axiomes [ et 1I on a immédiatement

() k1

Mais avec I, 1T et [1T on ne peut pas dire queE E 4 E'. Parexemple,
dans I'espace R de la Remarque du paragraphe 4, prenons la famille E
de tous les ensembles fermés. Alors E est la famille de tous les
ensembles de Borel, tandis que E + E' ne contient que les ensembles F,.
Envisageons a chercher le cas ot 'on a E = E + E'. Ceci aura lieu si
I'on suppose de plus.

IV. Tous les ensembles dérivés sont fermés.
En effet, d’apres IV, on a E"= (E") C E'; par suite d’apres I et II,
(E4+ K'Y =E'+ E'=E'; ceciveutdire que E + E contient (E+E')’;

(1) Friccugr, Les espaces abstrauts, p. 111 (Paris, 1928).
(?) Brouwer, Journal [. d. reine w. angew. Mathem.. t. 142, 1913, p. 146.
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E + E/, étant ainsi fermé, sera contenu dans K; avec (1), on a enfin
E=E +FE.

Ou IV*. Pour chaque point p, les voisinages de p du systéeme {V(p)}
de 1* satisfont & la condition suivante : tous les points ¢ de V(p) ontau
moins un voisinage W(¢) de ¢ qui est contenu dans V(p).

Soit p un point d’un ensemble A, on dit que p est un point intérieur
de A, si A contient au moins un voisinage de p. L’ensemble de tous
les points intérieurs de I'ensemble A s’appelle 'intérieur de A et nous
le désignons par InA.

Un cnsemble A s’appelle ouvert, si tous les points p de A sont des
points intéricurs de A. Etant donné un ensemble A, la somme de tous
les ensembles ouverts qui sont contenus dans A s’appelle |'ouverture
de I’ensemble A et nous la désignons par A. A lui-méme est ouvert;
done o
(2) AN

Mais on ne peut pas dire avec les trois axiomes I*, [I* et III* que
InA=A(").

Soit E un ensemble non vide d’un espace R qui n’est pas égal a R.
Alors le complément CE est ouvert si E est fermé, et, d’aprés I*, CE est
fermé si E est ouvert. D’aprés O I’espace R lui-méme est fermé. Nous.
considérons aussi, en tenant compte (1), que ladérivée de I'ensemble
vide est aussi vide (*). Et I'ecspace R lui-méme est un voisinage de
tous ses points; R est ouvert. Aussi conventionnellement nous sup-
posons que 'cnsemble vide est ouvert (*). La fermeture d’un ensemble E
est le complément de P'ouverture de complément de E et vice versa.
Ainsi, d’aprés I*, Uintérieur du complément CE d’un ensemble E est
égal a C(E + E"). Et par suite si I'on a I*, II*, [1I* et IV on peut dire
que, pour un ensemble quelconque E, InE = .

Ici aussi nous pouvons introduire 'idée relative. Pour un sous-

(1) On peut trouver facilement un tel ensemble A tel que InA 2 \ dans l'espace
des fonctions téelles au plus de deuxi¢me classe de Baire.

(*) Donc {O) est fermé; les axiomes I et 1] peimettent de supposer que (0) est
non vide.

{4) Le complément d’un ensemble fermé est ouvert; et Je complément d'un ensemble
ouvert est fermé sans exception,
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ensemble E d'un ensemble A de I'espace R, nous avons défini expres-
sion que E est fermé dans’ensemble A (p. 7).

Si E est fermé dans ’ensemble A, E est le produitde E + E' et de A;
par suite, d’apres IV, il est le produit d'un ensemble fermé et de A.
Aussi d’apres I si E est un produit d’un ensemble fermé et de A, E est
fermé dans A. D’aprés I, on peut dire encore que, pour trois
ensembles A, B et Ctels que A DB DC, si Cesttermé dans B et si B
est fermé dans A, alors C est ferm¢ dans A.

Pour un sous-ensemble E d’un ensemble A de I’espace R, on dit
que E est oucert dans A si pour chaque point p de E, il existe au moins
un voisinage V,(p) de p sur A qui est contenu dans K. Le produit d’un
ensemble ouvert et de A est ouvert dans A; et aussi d’apres 1* et V7,
si K est ouvert dans A, il existe au moins un ¢nsemble ouvert dont la
partie commune avec A est égale & E. D'apres 1%, LI* et IV, pour trois
ensembles A, B et C tels que A DB C, si Cest ouvert dans Betsi B
est ouvert dans A, alors C est ouvert dans A.

Nous appelons la frontiére d’'un ensemble A, la différence entre sa
fermeture et son ouverture, nous la désignons par front A

front A=\ - \.

~

Jans I'espace o 1'on a i, ii

+ + 2 +

, HiTet iy
front \={(\ — \"V - In\,

Tneoweme IIL. — Dans un espace ot Uon a 1, 11 et 111, pour chaque
ensemble A, lu fronticre de A est égale a la [ronticre de son complément’
front \ — front G\.

En effet on a
A=C(C\) el \==C(C\);

on peut écrire
front A=(R—CA) (B --C\);

d’aprés la relation établie dans la page 4 du paragraphe 1, ceci est
égal 4 CA — CA, c’est-a-dire & front CA.

Ktant donnés un ensemble ouvert K et un cnsemble A, nous vovons
que la frontiére de E. A sur A est le produit de la frontiere de E et de A
(dans un espace ou I’on a les axiomes 1%, 11*, [I* et [V*).
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Maintenant nous allons définir les nombres de dimensions au sens
de MM. Menger et Urysohn. Conventionnellement on part de la dimen-
sion —1 : 'ensemble vide et lui seul est de dimension — 1. Pour un
point p d’un ensemble A, nous disons que A est de dimensions au
plus égales & n, nombre entier positif ou nul, sur ce point p, si I'on
peut trouver, dans chaque voisinage de p sur A, au moins un voisinage
de p sur A, dont la frontiére sur A est de dimensions au plus égales
an—1 sur tous les points (). L’ensemble A qui cst de dimensions au
plus égales a n sur tous ses points s’appelle brievement I’ensemble
de dimensions au plus ¢gales an. L’ensemble A qui est de dimensions
au plus égales a n et qui n’est pas de dimensions au plus égalesan—1
s'appelle 'ensemble de dimensions égales a n.

Ainsi d’apros cette définition de récurrence, nous avons défini les
ensembles de dimensions égales a

— 1. O L, 2, 3. ... o,

Tous les autres ensembles s’appellent des ensembles de dimensions
infinies. ‘

6. Espace distancté. — Un espace R s’appelle distancié si pour
chaque paire (@, y) de deux points et y de cet espace, on peut cor-
respondre un nombre réel non négatif ¢ (x, y) distance entre ces deux
points, qui satisfait aux trois conditions suivantes :

1° s(@, y)=o lorsque « coincide avec y et dans ce cas seul;

2 ¢(@, y) = (¥, @);
3° Quels que soient les trois points x, y et s,

s ) <p(a ) 4-p(y. 2.

de sorte que, pour qu’un ensemble A de R posséde un point p comme
un de ses points limites, il faut et il suffit que A contienne une suite

de points distincts
Aye Aoy My ovve Qe oo,

') M. Tumarkin a étendu cette définition pour les points de A- A’ (voir p. 71).
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dont les distances g, = ¢ (@ p) tendent vers zéro quand £ s’accroit
indéfiniment.

On voit que cette définition de la dérivation satisfait aux axiomes I,
I, IIT et TV. Quant au systéme de voisinages d’un point p de R, nous
prenons tantot les sphéres S(p, 7) du centre p et du rayon », nombre
réel positif quelconque, c’est-a-dire I'ensemble de tous les points «
de R tels que

ola. pr<r

ou tantot les ensembles ouverts contenant p et contenus dans ces
sphéres S(p, r). En choisissant les rayons qui tendent vers zéro, on
voit qu’ict les axiomes I*, II*, I1[* et IV* sont vérifiés.

Dans un espace distancié, un ensemble s’appelle borné quand il est
contenu dans une sphére.

Nous allons voir maintenant des propriétés essenticlles de I'espace
distancié concernant la séparation. D’abord III]. Pour deux points
distincts .z, et x,, 1l existe au moins deux voisinages V(z,) et V(z,)
de x, et de z, respectivement qui sont distincts ['un "autre.

L’espace (ui satisfait & la fois aux I*, [I*, TII} et TV* est identique &
Uespace topologique de M. Hausdorff. Nous pouvons renvoyer au sujet
de cet espace a l'ouvrage Grundziige der Mengenlehre (Hansdorff,
Leipzig, 1914).

Dans un espace R quelconque, on dit qu’un sous-ensemble B d’un
ensemble A est intéricur dans A si tous les points de B sont des points
intérieurs de A. Nous disons aussi B est complétement intérieur dans A,
ou bien A contient complétement B si le noyau ouvert de A con-
tient B + B', et nous le désignons par A)) B ou B((A. Les ensembles
fermés sont contenus complétement dans les ensembles ouverts qui
les contiennent.

Dans un espace distancié, on peut dire encore que I1I]. Pour tout
voisinage V(p) d’un point p de 'espace R, il existe un autre voisi-
nage W(p) de p contenu complétement dans celui-la.

Dans un espace ou I'on a I*, 1I* et 1117, pour deux points p et g dis-
tincts, 1l existe deux ensembles A et B disjoints dans lesquels p et ¢
sont complétement intérieurs. Dans un espace ou 'on a I*, T1* et I,
pour un point p et un ensemble fermé F tel que F. p = (o), il existe
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deux ensembles A et B distincts dans lesquels p et F sont complétement
intérieurs (respectivement). L’espace satisfaisant & la fois aux
axiomes I*, IT*, 1I[} et IV*s’appelle un espace régulier.

De la méme maniére on peut considérer une propriété de 'espace
distancié. ?

II;. Pour deux ensembles fermés distincts F, et F, il existe deux
ensembles distincts A et B dans lesquels F, et F, sont complétement
intérieurs.

L’espace satisfaisanta la fois aux axiomes I*, [I*, LI} et [V*s’appelle
un espace normal.

11 y a une notion topologique trés importante que I'espace distancié
en général ne posséde pas. C'est la séparabilité d’un espace qui,
malgré la similitude de mots, n’a aucun rapport avec la séparation
définie page 7.

V. Un espace R quelconque s’appelle séparable quand il existe un
sous-ensemble R, dénombrable tel que tous les points de R sont un
des points de R, ou un des points limites de R, : R=R, + R/.

Ceci correspond au deuxiéme axiome de dénombrabilité de M. Haus-
dorff qui n’est pas tout a fait équivalent.

V*. Un espace R s’appelle parfaitement séparable s’il existe une
famille & d’un nombre dénombrable d’ensembles tels que pour chaque
point p de R on peut choisir un systeme de voisinage {V(p)) de I* qui
est une sous-famille de &.

Pour un espace distancié, V et V* sont équivalents.

Le fameux théoréme d’Urysohn sur la métrisation dit qu'un espace
normal et parfaitement séparable est un espace distancié ('); mais
M. Tychonoff a démontré que tout espace régulier et parfaitement
séparable est normal. Donc ’espace régulier et parfaitement séparable
est un espace distancié.

Dans un espace distancié, on dit qu’une suite de points

ay,, A, Ay ... Qi

est une suite fondamentale, st pour chaque nombre réel positif ¢ > o,

(1) Urvysonx, Math. .Ann., t. 94, 1925, p. 309. — TycHoNorr, Math. Ann., t. 93,
1925, p. 13g.

THEST KUNUGUIL. 3
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on peut associer un indice m de sorte que les distances entre les
points a, et a, soient plus petites que ¢ : p(a, a,) < e pour tous les
indices ¢ et j tels que i2m et j>m. On voit que toutes les suites qui
tendent vers un point d'un espace distancié sont des suites fonda-
mentales.

Soit P une partie distanciée d’un espace R; si une suite fondamen-
tale de P tend vers un point p quin’appartient pas a P, on peut définir
les distances entre le point p et les points de P. En effet, soit
a(k=,2,3,...) la suite fondamentale qui tend vers le point p;
alors la distance ¢(«, p) entre un point quelconque « de P et le point p
peut étre définic par

p(a, p)=limo(a, a;).

On voit facilement que les distances ainsi définies satisfont aux
trois axiomes de la distance.

L’espace distancié ou toutes les suites fondamentales tendent vers
leur limite s’appelle un espace complet. Un théoréme important que
nous utiliserons plus tard sans démonstration est le suivant :

TuroriMe. — Dans un espace complet, si une suite d’ensembles fermes,
bornés, non vides est monotone non croissante :

ADADAD...DAND.. .

alors WA, posséde au moins un point, si le diamétre de A, tend vers zéro

1
avec 7 (')

La plupart de nos résultats s’établissent dans P'espace distancié.
Donc prenons comme base cette catégorie d’espaces et nous disons
simplement un espace ce qu’on entend par la un espace distancié, dans
ce qui suit(?).

(1) Pour la démonstiation, vorr HAUSDORFF, loc. cit., p. 318; la borne supérieura
des distances de toutes les couples de points d’un ensemble s’appelle le diamétre de
cet ensemble.

.(2) Quand une proposition sera 1econnue comme valable dans un espace plus
général, nous le specifierons dans I'énoncé. -
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CHAPITRE II.

COMPOSITION DES ESPACES.
TYPES DE DIMENSIONS DANS UN ESPACE A UNE INFINITE DE VARIETES.

7. La somme simple. — Etant donnés un ensemble R et ses parties
distanciées, peut-on prolonger ces parties en R entier de sorte que R
devienne un espace distancié et comment?

Nous allons nous occuper de ce probleme au commencement de ce
chapitre, mais nous nous contentons de traiter seulement deux cas
spéciaux : la somme simple et la composition des espaces.

Soit A\, Ay, Ay, ..., Ay, ... une suite finie ou infinie dénombrable
d’espaces distanciés (disjoints). On peut alors construire un nouvel
espace A distancié, en faisant correspondre biunivoquement les points
de A et ceux de la somme de tous les A, de telle sorte que la distance
entre deux points correspondant aux points de méme A, soit égale a
la distance entre ceux-ci, tandis que la distance entre deux points
correspondant aux points de différents A, A; et A;(<Cj) par exemple
soit plus grande qu'un nombre réel positif ¢;>> o déterminé par ¢,
indice inférieur.

Pour effectuer cette opération, il y aura plusieurs moyens. Choisis-
sons, par exemple, un point @, représentatif de chaque A, (d’apres
I'axiome de choix de Zermelo), et définissons d’abord ¢(a;, a;) de
sorte que les trois axiomes de la distance soient vérifiés pour cette

suite des a, et que
plai )2 e

g; étant un nombre réel positif. On peut supposer par exemple
play ajy= t—/|.
Et posons maintenant ’
oo By =p(e @) +0p(3. aj) + (. aj)  (E7)),

ou « et 3 sont des points quelconques de A; et A; respectivement. On
voit facilement que les trois axiomes de la distance sont vérifiés ici
pour toutes les paires de points de XA,.
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Nous appelons ce nouvel espace A la somme simple des espaces A,
(k=1, 2,3, ...). Nous désignons la partie de A correspondant a A,
par le méme A, si Pambiguité n’a lieu.

(I). Toutes les sommes simples de la méme suite des espaces sont
homéomorphes.

En effet, elles correspondent biunivoquement; et cette corres-
pondance est aussi bicontinue, car si une suite de points tend vers
un point «; de A; dans une somme simple, alors presque tous les
points de cette suite appartiennent & A;, et c’est la méme chose pour
ses images.

(II). Chaque A, ést ouvert et fermé dans la somme simple.

On peut exprimer cette proposition en disant que chaque A, est
tsolé dans la somme simple.

8. Compositiondesespaces. — Etantdonnée une famille d’espaces A (m)
qui correspondent biunivoquement aux éléments 7 d’un ensemble M,
nous pouvons construire un nouvel ensemble R dont les éléments
sont des combinaisons de tous les points de A(m). Si 'on définit la
distance entre chacun des deux éléments de cet ensemble R, 'espace
ainsi obtenu s’appelle I'espace composé de A(m), m C M. Nous allons
voir comment on peut définir cette distance. Seulement nous nous
contentons pour fixer les idées de traiter le cas ou U'ensemble M est
dénombrable. Dans ce cas les points a de cet espace R peuvent étre
représentés sous la forme

A= (0, Ay Qyy .y Aps .. .),

ou a,(k=1,2,3,...) est un point de 'espace A, qui correspond au
k*me ¢lément de M. :

a;. s’appelle 4™ coordonnée du point a, ou bien la projection de a
sur ’ensemble A,. La partie de I'espace R dont les points p sont repré-
sentés par

p={(a,. a, g oo Qs Zps gy oo 2 )

ou z; est le point variable de A, et tous les autres a;(i 5= k) sont points
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fixés de A,, peut étre transformée en A, biunivoquement. Envisageons
de définir la distance de sorte que cette partie sott homéomorphe a A,.
Etant donnés deux points « et b de I'espace R

A=y, Ays Ayy o ooy ARe oo )
b:(bl) b?; b.:: ey bk- )a

définissons la distance ¢(«, b) entre ces deux points assujettie aux
trois conditions suivantes :

(1). ¢(a, b) est une fonction des r, = ¢ (ay, b,); on peut poser
play, DY=f(r\y oy Tys ooy Thv o0 );5

(2). p(a, b) est une fonction monotome desr,(k=1, 2, 3, ...),
c’est-a-dire 7, 2r,(k=1, 2, 3, ...) entraine

S P Pay oo P )2 (P P Py oy Py L)

(3). f(o,0,0, ...,0, 4 0, ...)est une fonction continue sur le
point r,= o pour chaque &:
limo_}_"(o, 0,0,...,0, 74, 0,...)=—0 (k=1,1,3,...).
=
Ces trois conditions ne sont pas en contradiction aux trois axiomes
dela distance. Pour le voir, cherchons des exemples de telles distances.
Supposons que tous les espaces A, sont des espaces linéaires R, ;
alors les coordonnées a;, d’un point a de R sont tous des nombres
réels.
1*. M. Hilbert a considéré un des tels espaces dont la distance entre
deux points a et b a la forme

g (. b)Y = (ax— by)?,

k=1
a condition que la série soit convergente.

2*. M. Fréchet a défini la distance entre deux points a et b comme
suit :

_ lar—b|
pla, b)= ZA' T (ar—bx|

A=l

Tous les deux points, alors, ont leur distance finie.
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Nous désignons cet espace par E,,.
3*. Comme distance définie par la série on peut citer aussi celle des
espaces RY (voir p. 24)

o (a, I)):Z!ak—bk}” (p21);
A=)

en particulier si p ==1

olua, b) :Z lar— by,
k=1

a condition que ces séries soient convergentes.
4*. Comme une définition qui s’applique au cas ou le nombre des
espaces composants A(m) n’est pas dénombrable, on peut considérer
o(a, b) =bhorne supérieure de | az— b |
ou
p (a,b) =Dborne supérieure de o[a(m). b(m)].

quand le nombre des espaces composantes est fini, on peut le regarder
comme cas limite de 3* pour p = (").

Nous allons maintenant voir les propriétés communes des espaces
composés d’une infinité d’espaces, ou deux points ont une distance
soumise aux trois conditions données plus haut.

(I). Siune suite de points

W= (. & & o A (v=1,2.3,...)

tend vers une limite p = (p,, ps, Pss - -5 Pi» - - .), alors chaque coor-
donnée a; tend vers p,(k =1, 2, 3, ...).

En effet, s’il y a une suite de points a; pour une coordonnée £,
qui ne tend pas vers p,, on peut extraire une suite partielle a* dont
les A*™ coordonnées satisfont & g(al, p)2 g > o0, g, étant un nombre

(1) Quand ce nombre est infini, il existe des paires de points dont les distances
ne sont pas la limite de cclle de 3* par exemple la distance entre deux points
0o=1(0,0,0,...)et@a= (1,1, 1, ...) ou bien

_ 1 1 1 1 )
- (log:),’ log3’ ogq’ """’ log(Gi—k)’
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positif. Par suite nous avons, en posant o < o(p, ¢) < ¢,

G ={P1y P2y Pr» -+~ Ph=ts G+ Phrs =+ )s

p(at, p)2p(p, q) > o.
d’apres (2).

(II). Dans un ensemble compact en soi, une suite de points &’ tend
vers une limite p si toutes les coordonnées a; tendent vers une
limite p; p =Py Pas Pas - s Pis ) ().

En effet, comme cet ensemble est compact en sol, on peut extraire
une suite partielle a* de a’, qui tend vers une limite

a=(ay, ay, gy ..., Aty ---)-
D’aprés (I) a,=lima}"= p,, donc a = p; chaque suite partielle de a"
v

posséde le point p comme un de ses points; donc @' tend vers p.
(III). La partie de I'espace R de tous les points p tels que

P= (all @y Agy o on Qjmyy Thy Bkargs + + <)o

o a,(i5£k) sont des points fixés de A, et , est un point variable
de A, est homéomorphe a A,.

En effet si nous faisons correspondre le point p de cette partie au
point x, de I’espace A,, cette correspondance est biunivoque. Si une
suite de point z; de A, tend vers le point z;, la suite de points corres-
pondants p” tend vers le point p car d’aprés (3)

p(pY, pY=/flo, 0.0, ..., p(ay, 1), o, ... ]

tend vers zéro, quand ¢(x;, «,) tend vers zéro. D’aprés (I) laréciproque
est aussi vraie et cette correspondance est biunivoque.

(IV). Une suite de points «’(v=1, 2, 3, ...) tend vers un
point p = (p,, pa, Pss -+ -, Pi» - .) sl toutes les coordonnées

a, (i=1,2,3, ..., k)
tendent vers p, et si de plus, poui‘ toutes les autres,

a,=p, (J=hA+1. A+2, k+3, ...).

() Remarquons que nous ne peuvons pas conclure que liJn ak = p; pour tousles k)

entraine lima¥= p. en général.
v



— 2

9. Espaces linéaires. — L’espace R qui est plongé dans 'ensemble E
composé a partir d’une infinité dénombrable des espaces cartésiens
linéaires R, s’appelle un espace linéaire quand :

1° Il contient 'origine O, point dont toutes les coordonnées sont
nulles;
2° Avec deux points de R,
A== (a,, Ay, Uy ooy Ujo o2 .)

et
b=(b, by, b, ... b ...),

il contient le point a + & représenté par

a+b=(a,+b,. ay+0b,, a;+ by, ..., a1+ bz, ...);

3° Avec un point e = a,, a,, as, ..., a, ...)deR, il contient tous
les points p représentés par

p=1{(7,a. ha, ha, ..., ha ...) | 721 <O
ou A est un nombre réel quelconque positif.

Cherchonsles exemples d’espaces linéaires a une infinité de variétés :

1° La partie de I dont les poinis possédent la distance au sens de
M. Hilbert finie de I’origine s’appelle ’espace hilbertien de dimensions
infinies et il est désigné par Q. Q est un espace linéaire.

2° L’espace E, de M. Fréchet (voir p. 22) est linéaire.

3° Si P'on emploie la troisiéme définition de la distance, on a
I'espace linéaire RE.

4° Si l'on emploie la guatriéme, on a 'espace (D,) et sil’on ajoute
encore une condition liAm a,= o pour chaque point

a:(a’h Aoy Uy oovy Afy oo '))
on a un espace (A,) plongé dans (D,). (D,) et (A,) sont linéaires.

Dans 'ensemble E, les points dont les coordonnées sont toutes
égales a zéro & partir du rang £ + 1 forment une partie que nous dési-
gnons par (E,). Cette partie est contenue dans les espaces Q, E,,
R? et (A,). Quand on la regarde comme une partie de Q, elle peut étre
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considérée identique & I’espace cartésien R, et elle s’appelle P'espace
cartésien a variétés k plongé dans U'espace hilbertien ).

D’aprés (I) et (IV) du paragraphe 8, dans tous les cas, cette partie
(E,) est homéorphe a R,

La somme de toutes ces parties

(A)=(B)) + (Ey) - (E) ...+ () +. ..

est de dimensions infinies. Nous la désignons par (w) quand il s’agit
de Q et par (R) quand il s’agitde E,,. (») et (R) sont aussi des ensembles
linéaires ('). '

La distance entre deux points des espaces Q, E,, R} et A, satisfait
non seulement aux trois conditions du paragraphe 8, mais encore aux
deux suivantes :

(4). Soito(a, by = f(r, rey 15, ..., 7, ...)la distance entre deux
points de E dont un, @, appartient & un espace R plongé dans E. Posons

Pr=f(0v 0. . s O Py Thpgy - ).

Pour que & appartienne aussi & cet espace R, il faut et il suffit
que limg, = o.
k

(5). Pour deux points a et b de E tel que r,= | a, — b;], posons
or==f(r), ro ..., T 0,0, 0,...).

Alors si g, tend vers une limite, ¢(«, b) existe et elle est égale a cette
limite.

Cherchons maintenant les propriétés de tous les espaces linéaires
vérifiant (1), (2), (3), (4) et (5).

D’abord remarquons que :

(I). La sphére fermée : ’ensemble de tous les points qui sont situés
a une distance inférieure ou égale & un nombre positif est borné et
fermé, mais il n’est pas compact en général.

Dans E, ainsi que dans Q, il existe une suite divergente, c’est-a-dire
une suite de points sans aucun point limite, dans toute sphére
fermée (*).

(1} Mais dans ces ensembles, la condition (4) formulée plus loin n’est pas suffisante.
(?) Par exemple. considérons dans E, un point p = (py. ps. ..., i ...) €t une

THESE KUNLOUL 4
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(II). Pour chaque point a = (a,, a,, ay, ..., a;, ...) de cet espace,
Pensemble de tous les points = (=, @, @, ..., @, ...) tels
que |x.|St|ai| (k=1,2,3,...), ou ¢ est une constante positive
indépendante de £, est.compact en soi.

En effet, soit

2= (X, Xy Xy, e Xy )

VY

une suite de points tels que |z, <t]|a,|. Comme x| est borné (pour v)
il nous donne une suite partielle qui tend vers un nombre; par suite
nous pouvons voir facilement (par I'opération diagonale) qu’il existe
une suite partielle y” de

=N Y Vs oo s Yoy ovv)

telle que y} tend vers une limite p, quand v s’accroit indéfiniment. Or
le point
b=(2ta,, 2ta,, 2tay, ..., 2tag, ...)

appartenant a cet espace, si I'on pose
Cr=1(0, 0, Oy . ... 0y 21QA%, 28}y ... )\

alors, d’aprés (4), étant donné un nombre positit ¢ > o quelconque,

— ¢ dAe 1 1 1
on peut déterminer un ind

que k2m. Posons encore

M “
ci, )< € pour tout k dés

~Voe— N v » ¥
V= (.}/H Yas Vs ooy Ymers Pins Prtrs Prmeray - - )

alors comme
) tpelstlanl,  Ipe—oiiSatiard,
et par suite
’ o(3. p?)Se(em 0) <e.
D’apres (1V) (§8), , :
lim 5V = p,
puisque
lim yy = p; (i=1,2,3,. ., m—1),

double suite
a(v. k)= (pP1. Pas Pas vy Phets Phivs Phaty +++) (k=1,2,3,...,v=1.2,3,..),

qui tend vers p uniformément quand & s’accroit indéfiniment. Cette suite est diver-
gente si & reste fixé.
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tandis que les autres coordonnées sont fixées. Par suite, on peut
trouver un indice m, tel que ¢(3, p) < e pour tout v dés que v2m,.
Alors on a

PO p)Sp(y”s &) + (s, p) < 28

dés que v dépasse un nombre fixé. Donc la suite y” tend vers p et ce
point appartenant a notre ensemble, celui-ci est compact en soi.

(IIT). Si une suite de points ’(v=1, 2,3, ...),
@==(@l\ al aly ool ),

est fondamentale, alors toutes suites a,(v==1, 2, 3, ...) de coordon-
nées sont aussi des suites fondamentales.

En effet, si pour un indice % la suite n’est pas fondamentale, il existe
un nombre réel positif 8,> o. et une suite de paire de nombres af®
et ai™ telles que |af™ — o™ |28, pour tout v.

Prenons un point tel que

b=(0,0,0,...,0, 04 0,0,...)
et posons v(b, o) =¢ > o la distance entre b et 'origine.
On voit que d’aprés (1) et (2) du paragraphe 8,
o(a*V, a*)>0(b, o)=c¢.
La suite a” ne peut pas étre fondamentale.

(IV). Notre espace linéaire est complet.

En effet, soit o’ = (a4}, a}, a’, ..., a}, ...) une suite fondamentale.

D’apres (III), la suite de coordonnées «) est fondamentale et par
suite, elle tend vers un nombre p,. Posons

gn— (Piyp'zy P3v oy PNy 0, 0, 0y .. )y
bUINY= (&, a}, ai,.... a§, 0,0,0,...),

g~ et b (7, N) appartiennent & cet espace. Comme a'(i=1, 2,3, ...)
est une suite fondamentale, é¢tant donné un nombre positif arbitraire
5> o0, on peut déterminer un indice m tel que

o[&(4, \). b(j. \)]So(ew, aly <o (deés que i. j>m).
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D’aprés (IV) (§8),0n a
limé& (/. N)y=¢N.
D’ou
olb(i, N). g2 ]S4 (des que (2 m).

I1 faut remarquer ici que 'indice m est indépendant de N.
D’autre part, a* étant un point de cet espace, d’aprés (4),

pr=f(0.0. 00 ..., 0, (| f@i | L)y - 0)

tend vers zéro; par suite oy =p [b(7,N), a'] tend vers zéro; étant
donné un nombre positif ¢ >o0 arbitraire, on peut déterminer un
indice / tel que
plO(IN), a?}l<<e (des que N2 1),
d’ou
) {plet gn)Spla. b(iN)]+p[0(IN). r ] < d €
| (dés que c2m et N 21).

Pour deux nombres entiers N et N’ tels que N,N' 2/

o o(¢n. g)So(@ gy )+ p(a@ gx) < 2(d+¢€).
Ainsi
or v =0(gx. ga) =F(0. 0y Oy ..o\ PXpis Prrre v oy Py Oy Ov 1 10)
(N'=1, 2. 3,...)

est une suite bornée et non décroissante ; elle tend vers une limite oy
et d’aprés (5) ceci est égal a ¢ (p, ¢y)-

Donc ¢ (p, ¢,) $2(c+9) dés que N2/ Cect veut dire que a, tend
vers zéro; et d’aprés (4) p appartient a cet espace.

(1) nous donne aussi

pla, p)Sp(a. gx) +o(gx, p)<<3(e—+0) (i2m; N21);
a'tend ainsi vers p, C. Q. F. D.

(V). Si une suite de sphéres (ouvertes ou fermées) monotone

décroissante
S,28,258,>...08%>...

ont leur diametre qui tend vers zéro, alors elle tend vers un point p,
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¢’est-a-dire toutes les suites de points a’ tels que a” S, tend vers ce
point (*).

D’ailleurs

D :Hgk
A

(VI) Notre espace est séparable.

Nous avons vu que (E,) est séparable, parce qu’il est homéomorphe
a R,. Donc (A) =X (E,) est aussi séparable. (A) est dense partout
dans notre espace, car le point

P={Ps> Pos Pre «+ -y Ph--.)

estlalimite d’une suite de points p* = (p,,ps,pss ... Pr» 0,0 ...) de
(E,) d’aprés (4). Donc I’espace est séparable.

10. Composition des espaces au sens strict. — L’espace composé
R=[A, A, Ay ..o Aol
s’appelle un espace composé au sens strict si, pour qu'une suite de points.
@ =(aj, ay, &, ....ay ...) (v=1.2,3....)
ol @, estun point quelconque de A,, tende vers un point
A= (@, Ayy Bgy vy ALy +.. ),
il faut et il suffit que
li:na‘,’\:m (A=1,2.3....).
D’apres (IV) (§8), I'espace composé de deux espaces A et B, [A, B]
et par suite I’espace composé d’'un nombre fini d’espaces

Ap Ay oA et ALTAL Ay Ag Lo AL

sont des espaces composés au sens strict. L’espace E, de M. Fréchet
aussi.

Nous allons voir les propriétés de la composition au sens strict.

(1) Voir la page 18.
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(I). Sideux espaces AetB ou unesuite d’espaces
Ay Ay Ay ooy Ay

sont compacts (en soi), | A,B] ou [A,, As, Ay, ..., A, ... ] ausens
strict est aussi compact (en soi).

(I1). Soient A et B les sous-ensembles de C et D fermés dansC etD
respectivement. Alors [A, B] est un sous-ensemble de [C, D] fermé
dans [C, D]. De méme, soient A,, Ay, A4, ..., Ay, ... les sous-
ensembles de B,, B,, B, ..., B,, ... fermés daus ceux-ci respective-
ment, alors [A,, A,, A, ..., A,,...] est un sous-ensemble de [B,, B,,
B,,...,B,, ...] fermé dans celui-ci.

(III). Soient A, C et B, D deux paires d’ensembles qui sont respec-
tivement homéomorphes. Alors [ A, B] et [C, D | sont homéomorphes.
De méme soient A, et B, dcux suites d’ensembles homéomorphes res-
pectivement £ =1, 2, 3, ... . Alors

(A, Au AL ....A,...] e [B,B.B,...Bn...]
sont aussi homéomorphes.

(IV). Soit V («, 3) un voisinage d'un point («, 3) de I’espace[ A, B]
résultant de la composition de deux espaces AetB, « CC A et 3 C B.
“Alors il existe deux voisinages V (o) de o sur A et V(f)de 3 sur B
tels que

[V () V(B)]C V(a, B).
De méme,so0itV(a)unvoisinage d’un pointa = (a,,a,,a,, ..., a,. ..},
de lespace [A,, A, A,, ..., A/, ...| sur cet espace; o, C A,
(k=1, 2, 3, ...) Alors il existe une suite de voisinages V(a,) de g,
sur A, tels que
[V(a). V() V(a). ..o, V(@) ... TC V(a).

En eflet, prenons pour chaque point @, une suite de voisinages
V'(a,)de a,sur A, (v=1, 2,3, ...) qui tend vers ce point a, Posons
F'=[V(a,). V¥ (a,). V'(a)e.... V(). ...].

Je dis que F’ sont contenus dans V(a) a partir du certain rang. Car si,
pour une suite d’indices 7, il existe dans F’ au moins un point «’ dis-
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tinct de V(a),

ol = (o, )y ol .. L),
comme 2, C V' (a,), ona

lim o= (A=1.2.3,...).
A
Donc

limo —a;
A

o doit appartenir 4V (a) & partir d’un certain rang.  c¢. Q. F. 0.
Nous pouvons énoncer comme théoréme réciproque :

(V). Si deux ensembles A et B sont ouverts sur C et sur D ACC,
B C D respectivement, alors [ A, B] est ouvert sur [C, D}.
En effet, par
[C. DI=[A. B]+ [[(C—A). D]+[A (D —B)]].

[C, D] se décompose en deux parties distinctes, et C— A étant fermé
dans C, [(C—A), D] est fermé dans [C, D] d’aprés (II). De méme
[A, (D—B)] est fermé dans [C, D] et par suite
([(C—A), D]+ [A, (D—B)]]
est fermé dans [C, D]; son complément est ouvert sur [C, D].
Remarquons que ce théoréme ne s’étend pas au cas de ’espace com-

posé¢ d’une infinité de composants. En effet, dans I'espace E, par
exemple, I'ensemble

F=[V,.V, Vo, .0, Viu ... 1,
ou V, est un ensemble ouvert formé de tous les nombres p, tel que

lp<lt(k=1, 2,3, ...), est composé d’une infinité d’ensembles
ouverts. Iln’est pas ouvert, car il contient l'origine

pi=o(h=1,2,3, ...),
mais pas un voisinage de I'origine sur E,,.
11. Ensembles réfléchis. — Nous allons observer d’abord une caté-

gorie d’ensembles denses en soi : un ensemble A s’appelle réfléchi sl
contient au moins deux points distincts et si dans tous les sous-
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ensembles ouverts non vides, existe au moins une partie homéo-
morphe 4 A. Pour qu'un ensemble A soit réfléchi, il faut et il suffit
qu'il contienne au moins deux points distinets et que le type de
dimensions du voisinage de chaque point de A soit égal & celui de A.
L'ensemble véfléchi est dense en soi. Si I’ensemble réflechi n’est
pas dénombrable, tous ses points sont des points de condensation.

(I). L’ensemble B homéomorphe 2 un ensemble A réfléchi est aussi
réfléchi.

En effet, soit V(6) un voisinage de point & de B sur B. Posons
B = T(A); b =T(a).D’apres le théoréme du paragraphe 2, Chapitre I,
T-'[V(b)] contient un voisinage V(a) de « sur A. Celui-ci étant
réflechi, V (a) contient une partie A, homéomorphe 2 A. Alors I'en-
semble B, = T (A,) est contenu dans V(b) et homéomorphe a A, par
suite 3 A et enfin a4 B.

(II). Soit B un sous-ensemble non vide d’'un ensemble A ouvert
sur A. Si A est réfléchi, B 'est aussi.

En effet, comme B est ouvert sur A, dans chaque voisinage V(6) du
point & de B sur B, il existe un voisinage W () de b sur A. W (b)
contient une partie A, homéomorphe & A; comme B A, A, con-
tient une partie homéomorphe a B.

(II). Si deux ensembles A et B sont réfléchis, [A, B] est aussi
réfléchi. Soit A, {k=1, 2,3, ...) une suite d’ensembles réfléchis.
Alors l'espace composé au sens strict [A,, A,, A., ...]est aussi
réfléchi.

Nous allons voir la derniére partie du théoréme. La premiére moi-
tié se démontre de la méme maniére. SoitV (a) un voisinage d’un
point a = (a,, ay, a,, ...) de F=[A,, A,, A, ...]. D’apres (IV)
(§10), on peut trouver une suite de voisinages V (a,) de a;, sur A;
(k=1,2,3,...)telle que [V («a,), V(a,), V(a,), ... |CV(a), A,
étant réfléchi, V(a,) contientune partie B, homéomorphe a A,. Alors
F,=[B,, B., B;, ... ] est contenn dans V (@) et homéomorphe a F
d’aprés (111) (§ 10).

Exemples d’ensembles réfléchis. — La droite, espace cartésien R, aune
variété, est réfléchie; ses segmentset ses intervalles sont réfléchis ; les
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espaces cartésiens R, a variétés n (n=1, 2, 3, ...)sont réfléchis; les
domaines(*) ouverts ou fermés dans R, sont réfléchis. Les espaces a
une infinité de variétés E, et Q sont réfléchis.

L’ensemble C, de tous les points de I'espace R, dont toutes les
n coordonnées sont rationnelles et 'ensemble H, de tous les points de
I'espace R, dont toutes les n coordonnées sont irrationnelles sont
réfléchis; les ensembles R, — C, et R, — H, sont réfléchis. L’en-
semble parfait et non dense de Cantor sur le segment | o,1]de R, est
réfléchi.

12. Le type infini et minimum de dimensions. — Commencons par
démontrer un théoréme général :

(1). Sott A la somme simple (p. 20) d’une suite d’ensembles réfléchis
A (k=1,2,3,...)dont le type de dimensions satisfait a la condition
dA, <d\, . Alors pourtous les ensembles tels que dA, SdE (k=1,2,3,...),
ona

d\ L dE.

Démonstration. — dASdE(k =1, 2,3, ...) veut dire que, pour
chaque £, il existe un sous-ensemble B, de E homéomorphe 2 A,. La
somme B =2B,. étant une partie de E

A

(1) d<2 BL> < d.
A

B, est homéomorphe & A, qui est réfléchi, B, lui-méme est réflécki
d’apres (1) (§2). Pour un point & de B, b (B, par exemple, deux
cas sont possibles: ou bien dans chaque sphére S (6) du centre
b sur B, il existe des points de B, pour une infinité d’indices de £, ou
bien 1l existe une sphéreS(6) de centre b sur B qui ne contient des
points de B, que pour un nombre fini d’indicesde £, dontle plus grand
est 7. A étant un nombre entier positif qui diminue avec le rayon r de
la sphére S(b), il tend vers une limite 7. (), lorsque r tend vers zéro.
% (b) étant un nombre entier, il existe un rayon positif » > o, pour
lequel % est égal & 2.(6). Donc dans le deuxiéme cas on peut dire que,

(") L'ensemble ouvert dans R, s’appelle le domame de R.

THI 6F WUNULGUIL, 3
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pour le point & il existe un indice 4 (4) et un rayon positif » > o, tel
que la sphére S(4) de centre 6 et de rayon <r est distinct de B, ,,
B,.,.» By, ..., mais B; , a au moins un point commun avec cette
sphere.

1° Cus oit B contient au moins un pornt p de premiére espéce. — Pre-
nons un point p, de B distinct de p et posons ¢, = ¢ (p,, p) ladistance
entre p, et p. Supposons que p, est un point de B, . La sphére S(p,)

de centre p,, et de rayon 2' sur B, , contient une partie C, homéo-
A {

morphe & B, et parsuitea A, . D’autre part, la sphere S(p) de centre p

et de rayon P,‘l sur B, contient des points de B, pour une infinité

d’indices £. Soit p, un pointde cette sphére distincte de p et qui appar-
tient a B, (1., >u,). Posons ¢, = 2 (p., p). La sphére S(p,) de centre

0, . . . .
p- et de rayon 7 sur B, contient une partie C, homéomorphe 4 B, et
N w2 i

par suite & A, . Continucns ainsi de suite; ainsi nous avons une suite
d’ensembles C, (4 =1, 2, 3,...), contenus dans B et tels que C, est
homéorphe & A, (1, <y <py <...), et isolé dans la somme XC,.
Comme y, 2 £, C,, contientune partie D, homéomorphe a A,. D, étant
1solé dans la somme D = ED,,, cette somme D est homéorphe 4 A.

h
Done
dB 2 d) = d\.

Avec (1) nous avons dE 2 dA.

2° Cas ot B ne contient aucun point de premicre espéce. — Prenons un
point p, de B, et une sphére S(p,), de centre p, et de rayon », > o qui
correspond a l'indice % (p,). Et prenons ensuite un point p, de
B, ,, .. et une sphére S(p.) de centre p, et de rayon , > o qui cor-
respond & I'indice A(p,). Continuons ainsi de suite. Alors on voit
que S(p,) ne contient aucun point de la suite pi, i, Priay Prise .-y
(h=1,2,3...).

Posons ¢, = minimum de Anombres r,, ry, 7\, ..., 1 0t 7.

La sphere S(py, ,) du centre p, et du rayon g, ne contient aucun
point de la suite p,, pay pPuy «-vs Picrs Piers - -5 -par suite s1 on
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forme la suite de sphéres S, = S<p,‘,q,;’-> de centre p, et de rayon ?ﬁf‘
(k=1, 2,3, ...) chaque sphere de cette suite est isolée dans la somme

ES,L. Or S, B, ,,; élant ouvert dans B, réfléchi, S, contient une
A

partie C, homéomorphe a B, ,,, et par suite & A,,,,. Comme A(p,) 24,
C, contient une partie D, homéomorphe a \,. D, étant isolé dans la

somme D = ED/‘, D est homéorphe a A.
A

Donc
dB > dD = d \.
Avec (1) nous avons
A2 dA. C. Q. F. D.

(I1). Soit Ay, Ay, Ay, ..., Ay, ... une sutte d’ensembles réfléchis dont
les types de dimensions satisfont a

AN, < d\, < dA,<...<dA;<.. .

Alors parmi les types de dimensions qui sont plus grands que tous les

d\, (k=1,2,3...) celui de la somme simple A de cette suite est le mini-
mum ().

En effet nousavonsdA >d.\, pour chaque 4 et d’autre part dA<d.\,.,
entraine dA,,, < d\, qui est absurde. Donc d’abord on a A > dA,.
Deuxiemement pour chaque ensemble E tel que

dE>dN;,  (h=1,2,3....)

satisfait aussi a dE>dA d’apres (I).
Ainsi ce minimum est réellement atteint par A. Comme un corollaire
on peut dire que :

(IIL). Parmz les tyes de dimensions qui sont plus grands que R, pour
tout entier n, celut de Uespace cartésien a variété n(n=-1, 2, 3, .. D)
i en existe un qui est le plus petit, c’est celud de lu somme simple (E) de
tous les R,,.

(1) Kuxuveur, C. R. Acad. Sc.. t. 187. 1928, p. 856. — T o Signeixsgr, Fund.
Math., t. \1lI, 1939, p. 277.
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M. Fréchet adémontré () qu'il n’y a aucun type minimum de dimen-
sions parmi ceux qui sont supérieurs a dR,. Au cas des espaces con-
nexes & type infini de dimensions (c’est-i-dire celui qui est plus grand
que tous les «R,), nous arrivons & un résultat semblable. En effet,
prenons dans I’espace Q deux suites F et G de sphéres S, disjointes les
unes des autres et dont la n*™ S, est homéomorphe a R, et isolée dans
la somme. Joignons-les de deux manitresdifférentes par des segments
de droites : les sphéres de la suite de F avec des droites issues d’un
seul point commun O; les sphéres de la suite consécutivement san
point commun; (F) et (G) ainsi obtenus sont des espaces connexes,
aux types entre (E) et Q, et incomparables entre eux :

Ad(E) < d(F) < dL,
d(E) <d(G) << dQ.

Or s’il y a parmi les espaces connexes, un type infini et minimum de
dimensions, une partie connexe de F contenant le point O avec une
infinité de droites doit étre homéomorphe a une partie de (G). Ceci est
absurde, car par la biunivocité, il n’y a aucun point dans (G) qui soit
I'image du point O de (F) (*).

A3, Type de dimensions localement (nfinies et infeérieures a ceiut de
Uespace hilbertien Q. — Nous avons vu que lestypes de dimensions des
espaces (E), (F) et (G) du paragraphe 12 sont infinis et inférieurs a
celui de 'espace Q de M. Hilbert. Mais ces espaces ont les types de
dimensions localement finis.

Nous allons voir maintenant qu’il existe des ensembles de types de
dimensions localement infinis et in(érieurs & celui de 'espace Q.

Dans les espaces composés d’une infinité dénombrable de R, que
nous avons considérés dans le paragraphe 11, la partie de tous les
points p tels que

P="A(P1y Pas Pir s Phs 0.0, 0, ..0)

forment un ensemble (E,) homéomorphe a R,. Si I’on réunit tous les

(') M. Fricugr, loc. cit.. p. 48.
() Pourtant le type local de F sur O estégal & dR, (voir p. 68).
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(E,), on obtient un ensemble (A) : (A) = 2 (E,) dont le type de

dimensions est non seulement infini mais encore localement infini.

En effet, soit S(x, p) lasphére sur(A) de centre x point quelconque
de (A), et de rayon o, nombre réel positif arbitrairement petit. Suppo-
sons que x est un point de (E,,)

a;:(x,. Loy Lye « ooy Ly 0, 0.0 04 ... )

Alors étant donné un nombre entier » arbitrairement grand, on peut
trouver un point £ de (E,)

Eyy By onns Eps el 0y 0,0, ..0)

tel que o, =18 —a|>o0(k=1,2,3,...,n)ettel que ¢ (5, 2) <o
car, d’aprés (IV) (§ 8), & tend vers @ si &, tend vers z;.

D’apres (2) (§8), tous les points vy = (7}, 7js. My, «-vy Nu» 0,0,0,...)
de(E,) telsqueln,— z, | <|%, — @, | =¢,; 8, >oformentun ensemble P
contenu dans S(z, ¢). P est homéomorphe a R, car un point{ = (g,

<

L, G, ..., C) de R, peut correspondre & v, par

b

Ay — Ny — -
1y

de sorte que cette correspondance soit biunivoque et bicontinue.
C. Q. F. D.

Donc (w)et (R) (voir p. 25) sont des ensembles de type de dimen-
sions localement infinies.

L’espace polynomial (P) est un ensemble de tous les polynomes a
coefficients réels. Nous y considérons qu'une suite d’éléments Q,, Q,,
Qu, ... tend vers une limite Q, lorsque Q,(x) converge vers Q(x)
uniformément dans tout intervalle fini de . Cet espace (P) est aussi
du type de dimensions jocalement infinj.

Nous démontrerons plus tard (p. 54)d’une maniére trés simple que
les types de dimensions de ces ensembles sont inférieurs a celui de
I'espace hilbertien Q, en employant I'idée de classe de dimensions. [ci
nous en donnons une démonstration plus longue mais plus élémen-
taire. Commencons par établir que :

Lexne. — Etant donné un pointp = (p,, ps, Pss - -5 Pus - .. ) de (R)
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dont la n“"¢ coordonnée p, n’est pas nulle, on peut trouver un vousinage
V(p) de p sur(R) donttous les pornts ont leur ' coordonnée plus grande
qu’un nombre positif en valeur absolue.

En effet, posons
|

1 Pnl .
24 pul’

Aors les points x = (2, @, %,y ..., &\, ...) delasphéreS(p, 3)
de centre p et de rayon ¢ ont leur n*™ coordonnée plus grande que le

nombre positif lﬁ;_l en valeur absolue. Car, sinon on aura
17,1
'[7/1 — I'n 1 Z —’]‘;#

et par suite
'])n.d 1‘1;% ZO-

r( ))> !
r. > —
? r= 1 p,—a,

n'

et doit étre en dehors de la sphere.

(D). dR < dE,,.

Démonstration. — Supposons qu’il existe une transformation biuni-
voque et hicontinue E, = T (P) entre E,, entier et une partie P de (R)
ot nous allons amener a une contradiction.

Prenons un pointa' = (aj, a,, a}, ..., a,, ...)de P distinct de
P'origine, dont une coordonnée v\ par exemple n’est pas nulle. I
existe alors, d’apreslelemme, un voisinage V(a') de«' sur P dont tous
les points ont leur v\ coordonnée plus grande qu’un nombre [positif
¢, > o en valeur absolue.

Transformons V(a') dans K, on aura W, =T[V(a')]; b' =T (a").
D’aprés le théoréme I du paragraphe 4 (p. 9), W, contient un voisi-
nage du point b' sur E,. Soit S, = S(b', ¢,) une sphére de centre '
et de rayon ¢, sur E, qui est contenue dans W,. E, étant réfléchi, S,
ainsi que ’ensemble P, transformé de S, dans P par T ' (S,) contient
une partie homéomorphe & E, ; par suite il existe des points de P, qui
ont des coordonnées non nulles pour I'indice v, aussi grand que I'on
veut.

Soit «* un point de P, dont v?™ coordonnée n’est pas nulle v, > v,.

=i a3, a3, ...an, ) (e, 0).
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Comme S, est ouvert dans E,,, P, est ouvert dans P etpar suite il existe,
d’apres le lemme, un voisinage V(a?) de a® sur P dont tous les points
ont leur v;™ coordonnée plus grande quun nombre positif ¢, > o0 en
valeur absolue, et qui est contenue dans P,.

Transformons V(«?) dans E,,, on aura W, =T [V (a?)], 6* =T(a*).
W, contient une sphéve S, = S(62, ¢,) de centre b et de rayon s, sur
E, ; celle-c1 contenant une partie homéomorphe & sa transformée P,
dans P par T-' (S,) aussi. Par suite, P, contient des points quiont une
coordonnée non nulle pour U'indice v, aussi grand que I'on veut.

Continuons ainsi de suite. Ainsi nous avons dans E, une suite de
spheres S, (k =1, 2, 3, ...) de centre b* etderayon ,, telles que leur
image P, soit contenue dans ’ensemble V (@*) dont tous les points ont
v;"™ coordonnée plus grande qu’un nombre ¢, > o en valeur absolue
et

S,08,098D...08%D..., V<Y, <Y, <

Les nombres ¢, peuvent tendre vers zéro quand / s’accroit indéfini-
ment et d’aprés (V) (§ 9), la suite 4'(k=1,2,3,...) tend vers
un point b de E,. Tandis que son image &* forme une suite diver-
gente dans R et par suitedans P. Carpour unpointa =(«,, a,,a,, ...,
@y, 0,0, ...)de Rona
p(a‘,a)Z—l—;—El‘— >0 (A >m).
V. L€
C’est une contradiction. Ainsi notre théoréme est démontré.
De la méme maniére, on peut voir :

(IT). Soit E un espace quelconque qui admet une correspondance
biunivoque entre lui et (R) telle que cette transformation (R) = <(E)
de E en (R) est continue et <=' (R) est continue dans chaque (E,),
(voir p. 25). Pour un tel espace E, il n’y a aucune homéomorphie entre
E, et une partie de E.

Il est trés facile de trouver une telle transformation entre (w) et (R)
ou entre (P) et (R). D’autre part, on a

d(w) £ dE, et d(P) £ dl,;
donc
d(o) < dE,, et d{(P) < dE,,.
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Il est trés connu que
dE = dQ=dA, (1).

CHAPITRE IIL

DEFINITION DE LA CLASSE DE DIMENSIONS.
RELATIONS ENTRE LA CLASSE ET LE TYPE DE DIMENSIONS.

La méthode de comparer deux ensembles par leur type ne réussit
pas souvent méme pour les ensembles assez simples. Considérons par
exemple, dans le plan, une droite D, un cercle C et une figure F com-
posée de deux droites qui se rencontrent & un point f. On voit immé-
diatement que dC > dD, «F > dD et pourtant dC et dF sont incompa-
rables. Méme avec 'idce de localité (*) ces difficultés, bien qu’elles
s’affaiblissent, ne disparaissent pas entiérement.

En effet, considérons, au lieu d’un cercle, une suite S de cercles
concentriques qui tend vers un point p, celui-ciy inclus. Alors on a

od),S > dD), di B> dD;

pourtant d,S et , F sont incomparables.

Nous avons vu aussi que la définition de type de dimensions est
applicable aux espaces fonctionnels et surtout aux espaces & une infi-
nité de dimensions, et qu’elle nous donne des résunltats assez intéres-
sants. Tandis que la définition par récurrence de Poincaré, Brouwer,
Menger et Urysohn ne s’applique pas directement & ces espaces; et de
la définition négative de la page 15 on ne pourrait pas tirer beaucoup
de choses. On peut se demander alors : Ny a-t-il pas une autre défini-
tion de dimensions qui classe les ensembles semblables dans une méme
catégorie, et aussi qui s’ applique aux espaces fonctionnels, surtout auzx
espaces @ une infinité de variétés?

La méthode de tvpe de dimensions de M. Fréchet et celle de nombre

(*) Fricner, Les espaces abstraits, p. 84.
(*) Foir Fricngr, Les espaces abstraits, p. 111.
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de dimensions de Poincaré, Brouwer, Menger et Urysohn sont assez
différentes. '
Comme une question générale, M. Fréchet a demandé : V' oa-t-d
quelques relations simples entre ces deuz définitions de dimensions?
Urysohn avait supposé qu’il n’y en avait aucune de trés simple (').

Nous consacrerons les deux derniers chapitres & ces deux ques-
tions.

4. Défimtion de la clusse de dimensions. — Considérons une
famille & d’ensembles de I'espace R (*). Nous disons que F est une
Sanulle régulicre quand elle satisfait aux trois conditions suivantes :

(1). Avec un ensemble A de F, & contient tous les sous-ensembles
de A;

(2). Avec unensemble A de 7, F contient tous les ensembles de R
homéomorphes a \;

(3). Avec une suite d’ensembles de R

o N AL Lol

fini ou infini (dénombrable),  contient la somme

V= N\ 4+ A A
sitous les A, (A =1, 2, 3, ...) sont fermés dans la somme"\.

On voit que la famille de tous les ensembles dénombrables finis et
infinis est réguliere; car d’abord tous les sous-ensembles d’un
ensemble dénombrable sont aussi dénombrables; les ensembles
homéomorphes a un ensemble dénombrable sont aussi dénombrables;
et enfin lasomme d’un nombre fini ou infini dénombrable d’ensembles
dénombrables est aussi dénombrable.

La famille de tous les ensembles, dans I'espace hilbertien Q par
exemple, qui sont de dimnensions au plus égal & » au sens de Menger-

(1) Urysonn, Fund. Hath., t. VIl p. 77, note 1. — M. Frécher a répondu par
Paffirmauve en montrant qu’on peut. sous certaines précautions, considérer fe nombre
de dimensions Poincaré-Menger—-Ury<ohn comme la partie enticre du type de dimen-
sions ( Les espaces abstraits, p. 110,

(2) L'espace vérifiant (I), (11), (11T} et (IV) du Chapitre I.

THLSE KUNUGUI, 6
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Urysohn, est une famille réguliére. Car d’abord tous les sous-
ensembles d’un ensemble de dimensions au plus égales & n sont aussi
de dimensions au plus égales & 7 (*); le nombre de dimensions est un
invariant topologique (*); et enfin le théoréme de I'addition (*) dit que

la somme
A= N+ AL A e

d’une suite d’ensembles A,, A,, A, ..., A, ... de dimensions au
plus égales & n est aussi de dimensions au plus égales & 7 sitous les A,
sont fermés dans la somme A. De méme, les ensembles de dimensions
rationnelles (') au plus égales 4 » de M. Menger forment une famille
régulicre.

Aussi tous les ensembles discontinus forment une famille réguliére
(woir p. 74). Et, par suite, d’aprés un théoréme général (vourp. 61),
les ensembles de dimensions au plus égales & n au sens de Brouwer
forment une famille réguliére.

Il y aura plusieurs autres exemples de familles reoulleres, mais
maintenant nous allons voir leurs propriétés.

(I). Le produit de dewrx  familles régulicres est ausst une famille
régulicre.

Kn effet, sotent € et d3 deux families regulieres. D'abord si B est
un sous-ensemble d’un ensemble A du produit @.@, .\ appartenant
a A, B appartient a &, et A appartient aussi a @3, B appartient a (3,
par suite B appartient au produit .. De la méme maniére on voit
facilement que si un ensemble B est h()méomorphe a un ensemble A\
de €L.B, B appartient & &.@ et que si une suite d’ensembles A, A,
A, L. dppartlennent acL.®@, leur somme A = A, + A\, 4+ A\, +. ..
appartient aussi & Q. si tous les .\, (kA =1, 2, 3, ...) sont aussi
fermés dans la somme A.

Pour les utiliser plus tard (p. 44), nous allons citer quelques pro-
priétés communes aux trois conditions que nous avons imposées a la
famille réguliere.

(1) MENGER (Dimenstonstheorie), p. 81.
(2) MenNGer. D. T., p. »41.
() MENGER, D. T., p. 9.
(*) MeNGeR. D. T, p. 10,
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(IL). Les trovs conditions (1), (2) et (3) sont transitices; c'est-a-dire :

(1°) Stun ensemble C estun sous-ensemble d’un ensemble Bet si B
est un sous-ensemble d’un ensemble A, alors C est un sous-ensemble
de A;

(2°) Siun ensemble C est homéomorphe a un ensemble B et si B est
homéomorphe & un ensemble .\, alors C est homéomorphe a A;

(3°) Si, pour les suites B/, B/, B/, ..., B}, ... tous les B] sont fer-
més dans la somme B/ = B/ + B, + B/ +...+ B/ +... etsi tous les
B/(j=1,2,3,..)sont fermés dans la somme B=B' + B*+ B' +...,
alors la-somme de la suite B;(j=1,71,3, ... k=1, 2, 3, ...) est
égale & B et tous les B} sont fermés dans la somme B.

Les deux premicres propositions sont évidentes. La troisiéme est
aussi vraie, car d’abord comme B est fermé dans B/ qui le contient,
et B/ est fermé dans B q1i le contient, B} est fermé dans B (p. 14); et
d’autre part la suite double Bj(j =1,2,3, ...;k=1,2,3, ...) peut
étre ordonnée de sorte.qu’elle devienne une suite simple qui contient
tous les termes.

(NI). Les trows conditions (1), (2) et (3)ont une sorte d’échangeabilité
entre elles; ¢’est-a-dire :

(4°) Si B, est un sous-ensemble d’un ensemble B qui est homéo-
morphe & un ensemble .\, alors il existe un sous-ensemble A, de A
qui est homéomorphe 4 B, ;

(5°) Si B est un sous-ensemble de la somme

A=A +A,4+A A+

d’une suite d’ensembles A, Ay, A\, ..., .\,, ... dont tous les A, sont
fermés dans la somme A, alors il existe une suite d’ensembles B,, B,,
By, ..., B ..., B, contenu dans A, dont la somme est égale a Bet
tels que tous les B, sont fermés dans la somme B.

(6°) SiB est un ensemble homéomorphe & la somme A d’une suite
d’ensembles A,, As, As, ..y Ay, ... qui sont fermés dans la somme A,
alors il existe une suite d’ensembles B,, B,, B,, ... tels que B, est
homéomorphe & A,, leur somme est égale a B, et tous les B, sont
fermés dans la somme B.
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La proposition (4°) est évidente. Pour voir (5°) on n’a qu’a poser
B, = B.A,. Pour démontrer (6°), posons B, =T(A,), ou T est la trans-
formation homéomorphe entre A et B :

B =T(A); on voit que tous les B, sont fermés dans B, car ils le sont
dans A.

Etant donnée une famille & quelconque d’ensembles d’un espace R,
on peut obtenir une famille G d’ensembles de R, en appliquant 'opé-
ration (1) ou (2) de la page 41 & tous les ensembles de F, ou (3) a
toutes les suites d’ensembles de F. Nous les désignons par les nota-

tions
g=, g=(27F ou g =(3)7.

La proposition (1°) dit que, si nous opérons 'opération (1) sur & pour

obtenir § et ensuite sinous opérons (1) sur G, nous n’obtenons que §
elle-méme. Nous pouvons I'exprimer par la notation

(1) () (1) F=(1)7.
De méme

(2) (2) (2) T = (2)F
et

(3) (DB TF=(3) .

La proposition (4°) dit que si nous opérons (2) sur & pour obtenir §
et ensuite sinous opérons (1) sur G, alors la famille d’ensembles ainsi
obtenue est contenue dans la famille obtenue en opérant d’abord (1)
et ensuite (2) sur . Nous pouvons I'exprimer par la notation

(4) (D F (D)) F.
De méme

(5) (DBHF B3 ()TF
et

(6°) (2)(3)F T (3 (2T,

Maintenant nous allons démontrer que :

IV. Etant donné un ensemble M de Uespace R, parmi les familles
réguliéres qui contiennent M, il en ecxiste une qui est la plus petite.
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Nous 'appelons la famulle réguliére engendrée par "ensemble M et la
désignons par & (M).

En effet, désignons par O1L la famille formée d’un seul ensemble M,
et considérons la famille exprimée par (3) (2) (1) J1t.

(2). Cette famille contient évidemment M.

(B). Et elle est aussi réguliere. Car d’abord si un ensemble B est
un sous-ensemble d’'un ensemble A qui appartient a (3) (2) (1) N,
B est contenu dans (1) (3) (2) (1) M.

Or, d’aprés (5°),

(1) (3) (2) ()M (3) (1) (2) (1) L5
d’apres (4°),

(3) (1) (2) MM (3) (2) (1) (1) M5
d’aprés (1°),

(3) (2) (1) (1) M =(3) (2)(x)Mm.

Donc B appartient & (3) (2) (1) I; la premiére condition est ainsi
satisfaite. Les deux autres conditions sont aussi vérifiées de la méme
maniére.

(Y)- La famille réguliére F qui contient J1 contient nécessairement
(3)(2) (1) ; car la premiére condition imposée a la famille réguliére
dit que si une famille & est une sous-famille de la famille F régu-
litre 7 > ¢, on a alors & D(1)¢; la deuxieme dit que F DG
entraine 5 D (2)G; la troisieme déduit F > (3)¢ de & O G. Donc
F DO entraine F D(1) M, ensuite F H(2) (1) et enfin
7 (3) (2) () IM.

(a), (B) et (y) montrentque F(M)=(3) (2) (1) INL.

Ainsi lexistence de la famille réguliéere engendrée par un
ensemble M est démontrée avec le moyen de 1'obtenir.

Les éléments E de la famille & (M) réguliere engendrée par un
ensemble M satisfont & F(E)C F(M).

Les éléments N de la famille (M) réguliére engendrée par un
ensemble M qui satisfont &

FN) =5(M)

forment un noyau dans la famille & (M) que nous appelons la classe de
dimensions de Uensemble M et que nous désignons par oM.



— b6 —

Définition. — Etant donnés deux ensembles A et B, on dit que la
classe de dimensions de \ est égale, supérieure ou inférieure a celle
de B, suivant que les familles régulitres F(.\) et F(B) engendrées
par A et B coincident, que 5 (B ) est une vraie partie de F(.\) ou que
F(A) est une vraie partie de F(B) et nous les représentons par les
notations 2A = ¢B, 2\ > cB ou cA < ¢B.

Si 7 (A) et F(B) ont au moins un des ¢léments qui n’appartiennent
pas a lautre, on dit que 2.\ et B sont incomparables. Les trois pre-
miers cas sont appelés les cas comparables.

Ce dernier cas existe, ainsi que nous le démontrerons plus tard,
mais ce sont des catégories d’ensembles tres différentes.

Ces classes déterminées pour des ensembles dans espace R ne
dépendent que des ensembles. C’est une propriété des enscmbles et
non pas de l'espace.

Etant donnés deux espaces R, et R,, on peut comparver leur classe
de dimensions en concevant un nouvel espace qui les contient : la
somme simple de R, et R,, par exemple.

Ces classes de dimensions peuvenl étre considérées comme une
définition des dimensions qui sont intercalées dans celles de M. Brou-
wer ou celles de MM. Menger-Urysohn quand ces définitions-ci s’ap-
pliquent, et qui encadrent celles de M. Fréchet dans tous les cas,
meme dans les espaces fonctionnels ou les espaces 4 une infinité de
variétes.

D’apres la définition, on voit immédiatement que :

(V. Pour deux ensembles A et B de R, \ C B entraine c A <sB.

(V). L'égalité et Uinégalité entre les classes possédent les mémes
regles que celles entre les nombres réels :

cA = ¢A pour tous les ensembles A ;

s\ 2cB et cB24C entrainent sA>2C pour trois ensembles quel-
conques .\, B et C;

cA == 2B entraine rB = 2.\ pour deux ensembles quelconques;

cA>2B et 0B > cC entrament A > 2(, ete.

15. Comparaison avec les types de dimensions de M. Fréchet. — 11'y



A

aura plusieurs avantages a établir tout d’abord la relation entre les
types de dimensions de M. Fréchet et nos classes de dimensions.

Les types de dimensions de M. Iréchet peuvent étre définis comme
suit :

Sott @ une famille d’ensembles de I'espace R qui satisfait aux deux
conditions suivantes :

(1). Avec un ensemble A de ®, ® contient aussi tous les sous-
ensembles de A.

(2). Avec un ensemble A de @, ® contient aussi tous les ensembles
de R qui sont homéomorphes & A.

Pour chaque ensemble M de cet espace, il existe une famille
d’ensembles ® (M) qui est la plus petite parmi celles ui satisfont
aux (1) et (2) et qui contiennent M. Pour deux ensembles A et B de
I'espace R, le type de dimensions de A : dA ct celui de B : @B satisfont
a dA =dB, dA>dB ou dA < dB suivant que ®(A) et ®(B) coin-
cident, que @ (B) est une vraie partie de ®(A) ou que ® (A) est une
vraie partie de @ (B).

Donc on peut dire que :

(0). Pour que deux ensembles A et B satisfassent a la relation
dA>dB, il faut et il suffit que B appartienne & la famille (2) (1) A.

Aussi pour que dA et dB soient incomparables, il faut et il suffit que
O (A) et ©(B) contiennent au moins un de leurs ¢léments qui n’est
pas contenu dans 'autre.

Si l’on observe 'ordre des types de dimensions avec la définition de
M. Fréchet, on sera frappé par sa différence avec celui des nombres
réels. Car les types de dimensions incomparablesy entrent assez bizar-
rement. Mais avec la définition ci-dessus, nous voyons maintenant que
lordre des types de dimensions n’est pas d’une nature nouvelle.
Quand Dedekind a défini 'ordre des nombres réels, il a comparé les
coupures ('), ¢’est-a-dire une partie de lafamille des ensembles lincaires,
de sorte que dans cette partie il n’y ait que des ensembles comparables ;
quant aux types de M. Fréchet (ou a nos classes) comparer deux types

(1) L’ensemble de tous les nombres réels plus petits qu'un nombre.
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dA et dB (ou deux classes cA et cB) revient & comparer deux familles
O (A) et ®(B) [ou F(A)et T (B)]. Et parmi ces familles figurent les
familles non comparables. L'ordre des types de dimensions, ainsi que
celui des classes de dimensions sont des grandeurs de familles
d’ensembles. Ce n’est pas extraordinaire qu’on ait des types ou des
classes incomparables. .\u contraire, ils montrent la différence de
catégories des ensembles, conformément a Uintuition.

Revenons a larelation entre les types et les classes :

(I). Pour que deux ensembles .\ et B satisfassent & 2.\ 2¢B il taut et

il suffit qu’il existe une suite B,, B,, By, ..., B,, ..., dont la somme

est ¢gale & B: B=2XB, et tels que tous les B, sont fermés dans la
A

somme B et tels que dB,Z dA.

En effet, pour qu’on ait 2A>2B il faut et il suffit que B appartienne
a F(\)=(3)(2)(1)A& o A est la famille d'un seul ensemble A.
Donc pour cela, il faut et il suffit qu’il existe une suite d’ensembles
B,,B,, By, ..., By, ... de (2)(1) A dont la somme est égale & B et tels
que tous les B, sontfermés dansla somme B. D’aprés (0), onadB,<dA.

¢. Q. F. D.
Il est évident que :

(I1). Pour deux ensembles A et B, dA <dB entraine cA <cB.

COROLLAIRE. — Pourdeux ensembles Aet B, oA < B entraine dA < dB
st ces deux types de dimensions sont comparables.

Considérons une droite D, un cercle C et une figure F composée de
deux droites qui se rencontrent. D’aprés (II), nous avons D <2C,
cD<2F; soient a, b, ¢ et d quatre points distinets rangés dans un sens
sur le cercle. On peut regarder le cercle C comme la somme de deux
arcs formés G, = (a, 0, ¢) et C,={(c, d, a), les extrémités a et ¢ comn-
prises. C =C, + C,. C, et C, sont fermés dans C ¢t dC, = dC, = dD,
2D >2C d’aprés (1); et donc enfin 2C=3cD. De méme, en considérant
la figure ¥ comme la somme de deux droites, on a aussi oF =2D. A

¢k =<C montre que la réciproque de (II) n'est pas toujours vraie
puisque F et C sont incomparables, mais nous verrons plus tard
quelques cas ou elle est aussi vraie (voir p. 49).
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16. Distribution des classes de dimensions. — Nous allons déterminer
les classes de dimensions, pour la plupart des figures géométriques
que nous rencontrons, en général. Pour cela, nous ne risquerons pas
de négliger beaucoup de cas importants sinous considérons les espaces
séparables, et parmi eux surtout les ensembles de points de I’espace
hilbertien Q.

Il existe d’abord une classe de dimensions la plus petite. Cest la
classe d'un point; nous le désignons par cR,. SR, contient tous les
ensembles dénombrables et ces ensembles seuls, car I’ensemble d’'un
point est ferme d’aprés 'axiome III (p. 8).

Tout ensemble A se décompose en deux parties disjointes A, et
A, (A=A, +A,), de sorte que A, soit 'ensemble de tous les points
de condensation de A qui appartiennent a A. D’aprés I’axiome I'V*, A,
est fermé dans A. Et d’autre part, dans un espace séparable, comme A,
est un ensemble dénombrable, en appelant «,, a,, a4, ... la suite de
ces points, on peut écrire

A:A\l—i—E(u\ (A=1,2,3,...)
A

ou A, et tous les g, sont fermés dans A. Or, si A} est non vide

dearLd\y;
donc, d’aprés (I) (§15), on a
: SA <O,
Comme A, A,
A = B\,

(I). La classe de dimensions d’un ensemble A non dénombrable d’un
espace séparable est égale a celle de U'ensemble de tous les points de con-
densation de A qui apparticnnent a A.

Donc la recherche des classes de dimensions revient a celle des
ensembles denses en soi (et a celle des ensembles parfaits quand il
s'agit des ensembles fermés). Parmi les ensembles denses en soi, il y
en a une catégorie simple et intéressante : ce sont les ensembles réflé-

chis (p. 31).

(I1). Pour un ensemble quelconque A, oA 2cB entraine dA2dB st
Uensemble B est réfléchi et complet.

THLSE KUNUGUI.
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Démonstration. — cA > <B veut dire qu’on peut écrire

B—_—Z B, (A=1,2.3....
A=1

ou tousles B, sont fermés dans B et dB,>dA.
Or, si un B, contient en moins un sous-ensemble V ouvert dans B,

B étant réfléchi,
A\ > dB.

Par suite, avec B, DOV, dB,2dV, on a
d\ > dB.

Notre théoréme est démontré dans ce cas. Supposons donc que, pour
tous les indices £, B, ne contient aucun sous-ensemble ouvert dans B.
Soit b, un point de B. Dans un voisinage borné V(b,) de b, sur B, il
existe un point b, (b, peut coincider avec b,) qui n'appartient pasa B,.
Comme B, est ferme, il existe un voisinage V(0,) de b, sur B qui est
distinct de B, et qui est contenu completement dans V(b,). Dans V(b,)
il existe au moins un point b, (b, peut coincider avec b, ou avec b,)
de B qui n’appartient pas a B,. Comme B, estfermé dans B, il existe un
vomnaﬂe V(b,) de b, sur B qux est distinct de B, et qui est contenu
P t dang ‘7/7‘ Canting :C do T N

nAMmn i Innng a vibn
uunuyluubluuuu uauo v I/ LoOnUinuons ai SUILG.

suite de voisinages bornes sur B :

a
1ol

V(0O N0 V().
telle que
V(b)) DNy (v=o.1.2,3....).

Nous pouvons supposer que le diameétre de V(b,) tend vers zéro
I
avec - -
D’apres le théoréme  la fin du paragraphe 6,
(o)

I II Y (by)

Vx| Y =0
v

n’est pas vide. Et, d’autre part, ce produit est disjoint de 2B’~ pour

h=1
tous les nombres v; il est distinct de B. Ceci est une contradiction.

C. Q. F. Db.
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COROLLAIRE. — Pour un ensemble quelconque A, dA <dB entraine
oA < 3B, st 'ensemble B est réfléchi et complet.

(I1I). Soit B une somme simple d’'une suite d’ensembles

E, E,. E. .... E.

tels que ¢E,<oE,<cE;<. .. <8EL. ... Si tous les ensembles E, sont
réfléchis et complets, alors cA>EB entraine dA >dB pour I'ensemble A
quelconque.

En effet, B D E, entraine B >2E,. Donc avec cA>¢B, on a

dA 2 ok,
Comme E, est réfléchi et complet, on en peut déduire
dA 2 dI; (h=1,2,3....)
d’apres (II).

D’autre part, cE,<cE,., entraine aussi, d’apres (II), dE,<dE,.,.
Ainst toutes les hypothéses du théoréme (1) (§ 12) étant satisfaites,
celui-ci nous donne dA >dB. C. Q. F. D.

Cherchons maintenant des exemples de classes de dimensions
supérieures & celle des ensembles dénombrables.

D’apres le corollaire de (II), il serait trés désirable de chercher les
types de dimensions différentes des ensembles rétléchis et complets
(ou plus simplement compacts en soi).

Dans I'espace linéaire R, il n'y a que deux types de dimensions
d’ensembles rétléchis et compacts en soi, asavoir celui deladroite dR,
et celui de I'ensemble H, parfait et non dense de Cantor sur le seg-
ment [o, 1] : dl,. D’aprés le corollaire du (IT), on a

R, < oH, < 3R,.

MM. Sierpinsky et Kuratowski ont pu prouver ('), en employant
I'axiome de choix de Zermelo, (ue quel que soit I'ensemble I tel
que dE < dl,, il existe au moins un ensemble K dont le type de
dimensions est intermédiaire entre ceux de E et de H,. En prenant
pour E un ensemble dénombrable dense partout sur la droite, on voit

(}) Fund. Hath., v. VL. 1956, p. 193.



que K ne peut pas étre dénombrable dans ce cas, donc
oR, < oK.

D’aprés le corollaire on a aussi cK < 2H,. Ainsi il y a des classes
entre cR, et cH,.
Dans le plan, considérons un ensemble II,, ensemble composé

de H, etR,,
H,={11,, R, ].

¢’est-a-dire I’ensemble de tous les points p = (a, y) de R, dont les
abscisses z appartiennenta H,, tandis que y est arbitraire. Cet ensemble
est réfléchi et complet. Il contient une infinité de droites parall¢les
qui s’approchent d’une droite qu’il contient. Donc

dR, << dH,.

D’aprés le corollaire nous avons
!
OR, < o1,

Considérons maintenant un ensemble A, de points du plan, non
dense et parfait construit de la maniére suivante : on prend un carré,
on le divise en neuf carrés égaux et supprime l'intérieur du carré
centrai. On fait de méme dans les carrés restants, et ainsi de suite.
L’ensemble A, est formé par les points non exclus.

A, est compact en soi et localement connexe; donc ¢’est une courbe
de Jordan (woir p. 57). Il est également réfléchi. M. Sierpinski a
démontré (') que le type de dimensions dA, est égal a celui de I'en-
semble formé de tous les points p = (x, y) de R, dont une des deux
coordonnées x ou y au moins est irrationnelle.

Je dis que dH,<dA,. En effet si I’ensemble A, entier est homéo-
morphe & une partie de H,, A, étant connexe, il doit étre homéo-
morphe & une partie d’une droite contenue dans H,. Ceci est évidem-

ment impossible, car on a
A, D H,
et d’ou
dA,> diL,> dR,.

(') Fund. Math., t. 111, 1922, p. 12.



D’apres le corollaire, on a done
B, < A,

Le plan R, lui-méme est un ensemble réfléchi et complet, donc
dA,<dR, entraine ¢A, < cR,. En somme, nous avons vu qu'il existe
au moins sept classes de dimensions dans le plan qui forment une
suite croissante

oR, << ok << ol << R, << 811, << 8A, << OR,.

Dans le plan, il existe un ensemble discontinu qui n’appartient pas
a la famille réguliére engendrée par R, (woir p. 75) et par suite il
nous donne une classe de dimensions incomparables avec cR,.

Naturellement pour la suite d’espaces cartésiens a variétés n
(n=1, 2, 3, ...) nous avons d’aprés le corollaire

iR, < dR, < dR,<<.. . < dR,, <. . ..

puisqu’ils sont réfléchis et complets. De la méme maniére que nous
avons fait en haut, nous pouvons trouver les classes de dimensions
entre cR, et 3R,,..,.

Passons maintenant aux classes infinies de dimensions.

(IV). La somme simple (E) des espaces cartésiens R, & variétés
n(n=r1, 2,3, ...)est de la classcinfinie de dimensions : cR, <2 (E)
et elle est aussi minimum parmi celle qui sont infinies.

En effet, soit A un ensemble qui a satisfaita ¢cR, < A pour tous les
n(n=1,2,3, ...), R, étant réfléchi et complet SR, << cA entraine
dR, < dA. D’aprés (1) (§ 12), on aura

m d(EYSdA;
par suite

dE <A,

AN

L’espace R de M. Fréchet, l'espace (w), et polynomial (P)
(voir p. 37) appartiennent a4 la méme classe que (E), car ce sont
des espaces qui se décomposent en (L) homéomorphes & I'espace
cartésien R,; aussi tous les (E,) sont fermés dans ces espaces;
donc d’apres (I) (§15), ¢(E)22(R), 2(w) et o(P).
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L’espace Q de M. Hilbert (ou I'espace E,, de M. Fréchet) est un
espace réfléchi et complet [2orr (IV), §9, et (IIT), § 11]. D’autre part,
(K) étant de type localement fini, dE < dQ; celui-ci entraine, d’aprés
le corollaire, 2E < 8Q. En somme nons avons

(1) s(Ey=06 Ry=2d{mn)=0d(P) < oQ.

Application de la classe de dimensions a déterminer le type de
dimensions. — Nous avons donné une démonstration pour d(w) < dQ.
En employant les idées de la classe de dimensions on peut procéder
également comme suit : (0)C Q; donc d(w)2dQ. D’autre part,
d(w)2dQ est absaurde 4 (1), car cela entraine ¢(w)><cQ d’apres (II)
(§15). Donc d(w) < dQ.

17. Les classes de dimensions des ensembles composés. — L’opéra-
tion de composer des classes de dimensions de deux ensembles est
monotone comme celle du type de dimensions, c’est-a-dire :

(I). Pour deux paires d’ensembles A,, B, et A,, B, tels que.
0A,>cB, et 2A,>2B,, on a

SLAL. A, ]28] B,. B,

Démonstration. — oA, 2cB, et ¢cA,>0B, veulent dire qu’on peut
écrire

(ry

12
~ )
3,= ¥ Bl B=Y B3,

n==1 m=1

dont tous les B} et tous les B;, sont fermés dans B, et B, respective-
ment, et tels que

dBiLd\, dBasd\, (Rn==1.2. 3, ...: m=1.2, 3,...).

Alors on peut écrire aussi

| B, B,]= [2 1;,52 B;L} :2 2 [BE, B2

n m

Donc [B,, B, ] est la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles
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[B,, B;,]. D’abord comme B} et B, sont fermés dans B, et B, respec-
tivement, [B!, B;] est fermé dans [B,, B,] d’aprés [I[] (§ 1O).
Deuxiémement, comme B}, et B?, sont homéomorphes & une partie A),

m
de A et & une partie A2, de \, respectivement, [B), B; | est homéo-

morphe 4 |A], A; | qui est une partie de [A,, A, ] d’apres (IIT) (§10).
Ceci veut dire
d[BL. B212d[A,, \,].
Donc d’aprés (1) (§15),

ofB,, B,1<d[A,, A C. Q. F. D.

COROLLAIRE. — Pour deux paires d’ensembles A,, B, et A,, B, telles
que 6A, = ¢B, et SA,=B,, on a

[\, A,]=3[B,. B,].

Il serait intéressant de préciser le cas olt cA, > ¢B, et A,>¢B,
entrainent 2[A,, A,] > ¢[B,, B,] ou non.
Il faut remarquer 1ci que pour deux suites infinies d’ensembles

A, A, A Lol Ay e et B,.. B,, B, .... By

la condition dA,2dB, (k=1, 2, 3, ...) entraine

A[AL Asy Ny .. ]2d[B, BBy L,

mais 8A,2¢B, (k=1, 2, 3, ...) ne nous donne pas nécessairement
3[Ay. Ay, A, ...]23[B,. B, B,....],
ol la composition s’entend au sens strict.
En effet, par exemple, soient A, I’ensemble formé d’un seul point
et B, celui qui contient (au wmoins) deux points distincts. Alors

[A,, A;, A,, ...] n’a qu’un point, tandis que [B,, B,, B;, ...]Jala
puissance non dénombrable, c’est-a-dire

3[Ay, Ay Ay, ... ]<8[B,. By By, ... ],

bien que nous ayons ¢A,><B, pour tous les £ (k =1, 2, 3, ...).



CHAPITRE T1V.

RELATIONS ENTRE LA CLASSE ET LE NOVBRE DE DIMENSIONS
AU SENS DE POINCAR!::, BROUWER, MENGER ET URYSOHIN.

La familie des ensembles de points d’un espace qui sont de méme
nombre de dimensions au sens de Poincaré, Brouwer, Menger et
Urysohn se décompose en plusieurs sous-familles des ensembles des
mémes classes. Pourtant ces classes ont plusieurs propriétés com-
munes avec le nombre de dimensions. Le but principal des recherches
sur ce chapitre est de préciser les théorcmes surle nombre de dimen-
sions établies par ces créateurs de la théorie et leurs successeurs.

18. Théoreme de I'addition. Théoréme d’ Alexandroff et Tumarkin. —
Commencons par le théoreme de I’addition :

(I). Sotent une famille réguliére et A\, A\, Ay, ..., A/, ... une

h=1
suite d’ensembles de F . Alors la sommeA = 2 A, appartient qusst a F

-

st tous les Ay sont fermés ou ¥, (') dans la somme A.

En effet, si A, sont fermés ou F, dans A, A, est une somme d’un
nombre dénombrable des ensembles A} (m=1, 2, 3, ...) fermés
dans A. Comme A C A, d’aprés (1), AU appartient aussi 4 &. Et par
suite, d’aprés (3), lasomme

A:E E A (A=1,2.3,...; m=1,2,3,...)
A m

appartient aussi a .
Par conséquent en traduisant en classe :

(1. La somme A d'un nombre dénombrable des ensembles A,

(*) On dit qu'un cnsemble e¢st un Fg (ou est unensemble[ F]ausensde M. Lebesgue)
8’1l est la somme d’un nombre denombrable d’en<emble~ fermés,



(k=1, 2,3, ...)tels que 3\, <sB pour un ensemble B, satisfait aussi
a A <2B, st chaque A, est fermé ou un ¥, dans la somme A.

Comme M. Hurewicz I’a montré (*), (I) nous donne les théorémes :

(III). La somme A de deux ensembles A* et A** d'une famille régus
liere F, telle que A* soit un ¥, et un G; dans la somme A en méme temps,
appartient @ & .

(IV). La somme A de deux ensembles A* et A™ tels que cA*<SB et
SA™ <GB pour un ensemble B satisfait aussi GA<oB st A* est un F, et
un G; dans la somme en méme temps.

L’ensemble d’un seul point est un F, et un G; en méme temps parce
qu’il est fermé; par suite :

(V). La classe d'un ensemble A : A ne change pas par l'addition d’un
seul point @ A. La classe d'un ensemble A quicontient plus de deux pornts
distincts ne change pas par la suppression d’un seul point de A.

Il faut remarquer ici que les théorémes (1), (1I), (III), (IV) et (V)
n’exigent pas que I'espace dont il s’agit soit séparable.

Appliquons ce résultat & préciser le théoréme d’Alexandroft et
Tumarkin (*). Il s’agit de prolonger un ensemble compact en soien un
continu jordanien sans en augmenter le nombre de dimensions. Un
continu s’appelle jordanien s’il est une image d’un segment[o 1] de
R, par une transformation univoque et continue.

Le théoréme établi par ces deux auteurs est le suivant :

L’ensemble M compact en sot dans U'espace séparable est contenu topo-
logiquement dans un continu jordanien de mémes dimensions au sens de
Menger-Urysohn st le nombre de dimensions de M est au moins égal a 1.

La forme plus précise que nous sommes parvenus a donner & ce
théoréme est la suivante :

(VI). I’ensemble M compact en soi dans I’espace séparable est con-

(1) Hrrewicz, Math. Ann., t. 96, 1927, p. 761.

(2) P. ALExanpnor¥r et L. Tumarkix, Fund. Math. t. XL, 19o8. p. 1i1. Foir auss
W. StirAnorF et L. TuMARKIN, Ueber eine Erweiterung abgeschlossener Mengen zu
ITordanscher Kontinuum derselben Dimension (Fund. Math., t. XII. 1928, p. 43).

THESE KUNUGUI, 8
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tenu topologiquement dans un continu jordanien de la méme classe
de dimensions oM, si 2M2>2R, ou plutot en général dansun continu jor-
danien de la méme famille réguliere que M st cette famille contient R, .

Pour le voir, il nous suffira d’esquisser la démonstration de
MM. Alexandroff et Tumarkin en modifiant seulement une ligne.
L’ensemble est homéomorphe & une partie N du cadre fondamental (')
de I’espace hilbertien Q. N est une image d’un ensemble fermé et non
dense dans le segment [o,1] de R, par une représentation univoque et
continue. On peut ajouter alors sans changer la classe de dimensions
de N les sggments de droites dans I’espace Q qui correspondent aux
fermetures des intervalles complémentaires d’'une maniere biunivoque
et bicontinue. C. Q. F.D.

Donnons un exemple pour montrer la différence entre ces deux
théorémes : prenons I’ensemble E, dans le plan R,, de tous les points
p = (a, y) définis par

L1 1
Y == sin—, pour o << xS —
/ £ Som

et

— sy <, pour z=o.

On voii facilement que OE = ¢R, et que E esi compact en sol. & est
connexe, mais il n’est pas localement connexe. D’aprés le théoréme
de Hahn-Mazurkiewicz (*), E n’est pas continu jordanien. Notre théo-
réme dit qu’il existe un continu jordanien de la classe °R, qui
couvre E. :

En effet si I’on ajoute des segments paralléles a I'axe de = définis
par

I

x< —————~ de la miéme hranche, Y=t —

(o] > T
T arc sy

A

ou K sont tous les nombres entiers positifs inférieurs & 2" qui ne sont

(1) Ensemble de tous les points p = (p1, pa Psy - -y Pk, --.) de Q tels que
o_S_p/.gIZ_ (k=1,2,3,...).

(?) Hann, Jahresber. d. Deutch. Math. Ver., Bd 23, 1914, p. 318. — MAZURKIEWICZ,
Fund. Math., t. 1, 1920. p. 166.



pas divisibles par 2, alors on obtient un ensemble J compact en soi et
localement connexe. D’apres le théoréeme de Hahn-Mazurkiewicz, J est
un continu jordanien. Le théoreme de 'addition montre que ¢J = cR.

Tandis que le théoréeme d’Alexandroff et Tumarkin nous dit qu’il
existe un continu jordanien du nombre de dimension 1 et qui
contient E. Nous en avons plusieurs dont les classes de dimensions ne
sont pas égales a cR,. (On en obtient facilement un, en déformant
Pensemble A, du paragraphe 16.) L’approximation fournie par ce
théoreme est donc moins précise que la notre.

19. Ensembles superposés. — Définition : Etant donnée une famille
d’ensemble des points d’un espace R, nous proposons de dire qu’un
ensemble M dans 'espace. R est superposé (') a &, si pour tous les
points p de M, il existe une suite de voisinages V,(p)de p sur M qui
tend vers p, et dont les frontiéres sur M appartiennent a &.

M. Hurewicz a nommé une famille normale, quand elle satisfait a
deux conditions (1) et (3) de la page 41 et il a démontré que, dans
un espace séparable, les ensembles superposésa une famille normale
forment aussi une famille normale. Un ensemble d’un seul point forme
une famille normale; et en général tous les sous-ensembles d’un
ensemble forment aussi une famille normale. Pour éviter ces cas
triviaux, ajoutons-y la condition (2). Et considérons les ensembles
superposés a la famille réguliere. On verra (p. 61) que dans un espace
séparable R, tous les ensembles superposés a la famille réguliere F*
forment aussi une famille réguliére F*). Par conséquent, on peut
répéter k fois cette opération et 'on obtient une famille réguliére 7
d’ensembles de R superposés £ fois & 1. ‘

La famille 5 des ensembles superposés £ fois a la plus petite
classe oR, est celle d’ensemble de dimensions rationnelles de
M. Menger au plus égales i 4. Si Pon part de la famille réguliere 5
de tous les ensembles discontinus dont les classes sont inférieures
4 oR,, nous obtenons comme F* une famille de tous les ensembles
de dimensions au sens de Menger-Urysohn au plus égales a 4. De
méme la plus grande famille réguliére des ensembles discontinus,

(1) Poir MENGER, D. T., p. 13,
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c’est-a-dire la famille de tous les ensembles discontinus nous donne,
comme F ", la famille des ensembles de dimensions au plus égales
a n au sens de M. Brouwer.

Pour exposer systématiquement la démonstration des théoremes
émoncés ci-dessus, nous répéterons ici sans démonstration quelques
théorémes dus a M. Hurewicz (*).

(I). Tous les ensembles superposés ¢ une famille G qui satisfait a la
condition (1) de la page 41 forment aussi une famille & qui satisfait
a cette condition (1).

En effet, soit B un sous-ensemble d’un ensemble A de . Pour un
point p de B il existe une suite de voisinages V,(p) de p sur A quitend
vers p et dont les frontiéres sur A appartiennent 3 §. Or B-V,(p) est
un voisinage de p sur Bdont la frontiére sur B : B-front V(p) sur A est
un sous-ensemble de front V(p) sur A, par suite elle appartient a G.

C. Q. F. D.

(II). Tous les ensembles d’un espace R superposés a une famille G qui
satisfait a la condition (2) forment aussi une famille & qui satisfait a
la condition (2).

En effet, soit B un ensemble homéomorphe & un ensemble A de F.
Posons B=T(A) ou T est une transformation biunivoque et bicon-
tinue entre A et B. Pour un point 3 quelconque de B, il correspond
un point « de A; et pour il existe une suaite de voisinages W, («)
de o sur A (k=r1,2,3, ...) qui tend vers « et dont les frontiéres
appartiennent a G. Les images T[W,(a)] de ces voisinages W, () est
une suite de voisinages de 3 sur B dont les frontiéres sur B sont les
images des frontiéres de W(a) sur A. Donc celles-la appartiennent
aussi & G. Aussi on voit que T[(W,(«)] tend vers «.  ¢. q. F. D.

(II).  Tous les ensembles M, dans un espace séparable qui est superposé
a une famille normale G, peuvent se décomposer en deux parties M* et M*
disjotntes telles que :

1° M* sott de dimension nulle au sens de Menger-Urysohn ;

2° M** appartienne a G et il est un F, dans M).

(") Théorémes (IIT), (IV) et (V) : Hurkvicz, loc. cit., p. 754; voir MENGER, D. 7.,
p. 123-124.
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(IV). Toutes les sommes M d’un ensemble M* de dimension nulle au
sens de Menger-Urysohn et d’un ensemble M*™ de la famulle normale G
sont des ensembles superposés a G.

Donc, en employant le théoréme de I’addition pour les ensembles
de dimension nulle au sens de Menger-Urysohn on voit que :

(V). Dans un espace séparable, la somme A d’une suite d’ensembles
A(k=1, 2, 3, ...) superposés ad une famille normale G est aussi super-
posée a G si chaque A, est fermé dans la somme A.

(I), (I1) et (V) montrent que :

(VI). Dans un espace séparable, les ensembles superposés a une
Sfamille réguliére forment ausst une famulle réguliere.

Aussi avec (III) et (IV) on peut dire :

(VII). L’ensemble M séparable F'"' quelconque appartenant ¢ la
Jamille d’ensembles superposés n fois a la famille réguliére F°' peut se
décomposer en n -1 parties disjointes M,, M,, M, ..., M, et M, telles

que :

N )
1° oM, <cH,(v=1,2,3, ..., n);
2° M,., appartienne a F'°.

(VIII). Dansun espace séparable, la somme M de n + 1 d’ensembles M, ,
M., My, ..., M, et M,., tels que :

1° oM,>cH,;

2° M, , appartienne a une famulle réguliére ), appartient a F ",

(IX). La somme d’un ensemble de F™ et d’un ensemble de F"
appartient @ F ) gl FOC F(HY).

(X). La somme d’un nombre fint k d’ensembles M,, M, M;, ..., M,
de F) Fos F o F W) respectivement appartient d

giln,+n,+n:—r o Ay A—1)

s1FOCF(H,)).

Revenons au cas général et démontrons un théoréme. Un ensemble
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ouvert qui contient un ensemble fermé M le contient complétement,
et il s’appelle un voisinage de M (voir p. 16).

(XI). Dans un espace séparable, pour tous les sous-ensembles M fermés
d’un ensemble A superposé ¢ une famille réguliére F, il existe dans
chaque voisinage L de M sur A un voisinage W de M sur A dont la fron-
tiére sur A appartient a .

LewMe 1. — Etant donnée une suite d’ensembles ouverts, W,, W,
Wi, ..oy Wy, oo, s2l'0n pose

A1

V,= W, \’/.:V\A-AW;Z\'_V, (h=1.2.3....),

alors
A IS
ORERY
[t | 1=1
Lexme 2. — Soient M un ensemble contenu duns la somme ZW" (du

hA=1
lemme 1) et W* la somme de tous les V, dont les fermetures V, con-

tiennent au motns un point de M. Alors la fermeture W* de W* contient

P R Y B L N
LY E 1YL (LIt YUIL tie

R ST P
tous (e poii CTicCiir.

En effet, soit pun point de M. Nous avons un W, le premier ensemble
ouvert de la suite qui contient p. Comme W, cst ouvert, il existe un

voisinage de p qui appartient & W,; sont V,, V,, V,, ..., V, les
ensembles V, del'indice £ < stelsque V, Dp;soitV,,V, , V,, ...,V

tous les autres V, de l'indice £ <s; m+ n=+s — 1. 1l existe alors un
voisinage U(p) de p disjoint de £V, et contenu dans W, :

U(I))EVU'_-_(O). W. D u(p).

n n

Or, W* )ZV,‘ entraine W* DZV,L. Donec, si Z V, contient un voi-

=1 1 1 i

sinage de p, notre lemme est démontré.
Dans le cas contraire, il existe une suite de points¢,(j =1, 2, 3, ..
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de U(p) qui tend vers p et qui est disjointe de XV, et, par suite,
de Z V,‘,

() 75 3, Vi= (o).

i=1

D’aprés le lemme 1,

§— s—1
V=W, — \\u< Z \_Vi> > W,— W, Z V.

1 i==1

Par suite,

s—1

Vs U(p) > W, U(p) = W, U(p) X Vi=U(p) — U X, Vi

i=1 i=1

Done,

/ n
U (vwz V«,\L> SUEP);

=1

c’est-a-dire

n

(8) Vi 2 Vi D> U(p).
=1
D'autre part,

§—1

qui > Vvsfjl - VVSZ 'Vl Gr="0

d’apres (), done V, D p; dou V,C W™ Comme

Vi, W (i=1,2,3....),
on a

WS Vo 3 Vs
]

‘celui-ci contient U(p), d’apres ().
Dans ce cas aussl, notre lemme est démontré.

Lexse 3. — S, de plus,
front W*C Z Wi,

i=1



on peut dire ausst

front W* ¥ front\, ().

Démonstration du théoreme XI. — Associons a chaque point p de A
un voisinage U(p) de p sur A, dont la frontiére sur A appartient & F,
d’apres la régle suivante : («) si pC M, U(p) CZ; (B) si p.M= (o),
U(p).M={(o) (la fermeture prise sur A). Ceci est toujours possible,
car M est fermé dans A.

Comme l'espace est séparable, de la famille d’ensembles U(p)
ouverts sur A ainsi obtenu, on peut extraire une suite dénombrable W,
dont la somme couvre A(n=1,2,3, ...). D’apreés la régle («) et (§3),
tous les W, tels que W,.M £ (0) sont contenus dans Z.

Posons maintenant

,/A—l
\1:-\V,, \L:\VLA\VAKEW‘Z> (/;:1. 2, 3.).

1==1

tous les 'V, tels que V.. M= (o)sont aussi contenus dans Z. Désignons
par W* la somme de tous les tels V, et posons

W —W*_ h‘ont(W*),

ou la fermeture et la frontiére sont prises sur A.

Nous allons démontrer que W est un voisinage que nous cherchons.
D’abord, il est ouvert dans A. D’apres le lemme 2, il contient M. Troi-
sitmement, W* C Z entraine W* C Z, par suite W  Z. Donc, il nous
reste 2 démontrer que la frontiere de W sur A appartient & &. Or,

front W < front(W*) < tront W*.
D’autre part, A C ZW, entraine
front W A :2 W..
D’aprés le lemme 3, on a

front W* C Z front Vy;

A1

(1) Voir MENGER, D. 7., p. 108.
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et finalement
IA

front V. 2 front W,

t 1

~N .
z front \ ;. Z front WV /.
Ao

nous donne

A=
La frontiére de W, sur A appartient & F et elle est fermée dans A, et

par suite, fermée dans la somme zfront W, donc celle-ci appartient

4 & et une de ses parties front W également (*).
€. Q. F. D.

Définition. — Deux ensembles fermés et disjoints A et B dans un
espace R s’appellent séparés par un ensemble C de R, si le complément
de C:R — C est la somme de deux ensembles disjoints qui sont fermés
dans la somme R — C et dont 'un contient A et I'autre B.

(NII). Soit F une famille réguliére. Pour qu'un espace séparable R
sott superposé & F , il faut et il suf/fit que chaque deux ensembles disjoints
et fermés de cet espace soient séparés par un ensemble de F .

20). Structure de U'espace. Premiére méthode : classes locales de dimen-
sions. '

() Etant donnés un espace R et un de ses points p, quelle structure
locale cet espace R a-t-il au voisinage de p?

(B) Etant donnés un ensemble M d’un espace R et une structure
locale, comment sont répandus les points de M ou M est construit de
la méme structure?

Pour traiter ces questions, nous suivons ici deux m¢thodes, 'une
due a MM. Brouwer et Fréchet, Fautre 2 MM. Menger et Urysohn.

Commencons par la premiere et introduisons la classe locale de dimen-
sions : Etant donnés deux ensembles A et B, -et deux points a et b,
de A et de B respectivement, la classe locale de dimensions de A sur a

(1) Iei, jhai suiri la marche de la démonstration dans Dimensions theorie, de
M. Menger (p. 1180), avee un pea de modification.

THESE KUNUGTL 9
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est inférieure ou égale & celle de B sur & si pour tout voisinage V(b)
de b, il existe au moins un voisinage V(«) de a tel que 2V(a)<2V(b)
et nous le représentons par la notation ¢,A<c,B. De la méme
maniére, nous pouvons définir ce qu’on représente par o,A =12,B,
8. A < 2,B, etc.

Mais au lieu de comparer les deux classes locales, effectuons plutot
cette comparaison entre une classe locale et une classe d’un ensemble;
ceci est trés commode en pratique.

Définition. — Etant donné un point « d’un ensemble A et un
ensemble B, nous disons que la classe locale de dimensions c,A de A
sur le point @ est : 1° supéricure, 2° égale, 3° inférieure ou 4° incom-
parable a la classe de dimensions ¢B suivant qu’il existe un voisi-
nage W(a) de a sur A tel que, pour tous les voisinages V(@) de a con-
tenus dans W(a); cV(a) est : 1° supérieure, 2° égale, 3" inférieure ou
4" incomparable & cB respectivement, et nous représentons les trois
premiers cas par les notations

19 d,A > dB. 2 0,\ =dB et 30 d9,.\ L dB.

Pour que cette définition soit légitime, il nous faut démontrer le
théoréme suivant :

TutoriME. — Etant donné un point a d’un ensemble A et un
ensemble B, il existe un voisinage W(a) du point « sur A, pour lequel
un des quatre cas de la définition plus haut a lieu et ce cas seul.

Démonstration. — S’il existe un voisinage W(a) de a sur A tel
que sW(a) < 3B, c’est le cas 3° et les autres cas n’ont pas lieu. S’il
existe un voisinage W(«) de a sur A tel que cW(«)<oB et s'il n’existe
pas un voisinage W, (a) de « sur A tel que cW,(a)<2B, c’est le cas
2° et les autres cas n’ont pas lieu.

Donc il nous suffit de considérer le cas ou, pour tous les voisi-
nages V(a) de a sur A, ou bien sV (a) > ¢B, ou bien sV(a) etcBsont
incomparables. Or s’il existe un voisinage W(a) tel que cW(a) et B
sont incomparables, tous les voisinages V(a) contenus dans W(a)ont
les classes incomparables & cB, car si un voisinage V(a) contenu
dans W(a) est comparable & 2B, on aurait cV(a )>> cB et, par suite,
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cW(a) > oB; c’est le cas 4°. Et il nous reste le cas o, pour tous les
voisinages V(a) de a sur A, on acV(a)> 3B, c’est le cas 1°.
€. Q. F. D.
D’aprés ce théoréme, la détermination d’un des quatre cas est tou-
jours possible et unique.
De la définition on déduit immédiatement :

(I). Soient A, B et C trois ensembles et a, b les points de A et de B
respectivement); alors :
p

1* A DB entraine ¢, A >, B;

2° ¢,A>2B et cB22C entrainent 2,A>2C;

3" 5,A22B et 2C>¢,A entrainent cC2>2B;

4° 5,A22B et 2B > 2C entrainent 2, A > oC, etc.

On aura la définition et les théorémes correspondants pour les types
locaux de dimensions en remplacant 2,A, 2B, W (a) et2V(a) par d,A,
dB, dW (a) et dV(«). Mais pour montrer la différence entre les types
locaux de dimensions et nos classes locales, nous donnons un
exemple trés simple : Prenons, dans un espace cartésien a trois
variétés Ry, cing points

o == (0.0, 0), P =(1. 0,0}, Pa==(0, 1, 0), pi=1(0, 0. 1)

53 =(1. 1. 1)

et joignons-les par dix segments de droites qui se terminent par ces
cing points; on obtient ainsi une figure P.

Le type de dimensions de P est entre celle de la droite et celle de
I'espace : dR, <<dP < dR; et il est incomparable & dR,. En effet,
d’abord évidemment, il est impossible d’établir dP 2 dR,. Mais aussi la
proposition dP < dR, est vicieuse. Supposons que P entier soit homéo-
morphe a une partic de R,. Alors le triangle (p,, p., p,) serait trans-
formé en une courbe C simple ct fermée (et borné parce que le
triangte est compact en soi), qui divise le plan en deux parties dis-
jointes : la partie intérieure qui est bornée et la partie extérieure qui
n’est pas bornée, d’apres le théoréme de Jordan. Considérons d’abord
le cas ou un des deux points « et 3, 2 par exemple, est transformé en
un point de la pactic intérieure de la courbe C. Alors 'autre point 3 ne
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peut pas se placer dans la partie extérieure, car alors la courbe trans-
formée du segment («, 3) aurait au moins un point commun avec la
courbe (. D’autre part, on voit également, d’aprés le théoréme de
Jordan, que les trois courbes transformées des segments (a, p,), (%, p.)
et (o, p,) partagent la partie intérieure de la courbe C en trois parties
disjointes pour lesquelles I'un des trois points p,, p, et p, est situé
dehors respectivement. Donc le point 3 ne peut pas se placer dans une
de ces trois parties. De la méme maniére on peut traiter le cas ou tous
les deux points « et 3 sont situés dans la partie extérieure de la
courbe C. . Q. F.D
Pourtant
AR, < d, P =, P =ds P < dR, (i=1.2.3),

et pour d’autres points p de P on a d,P =dR,. Tandis que oP = ¢R,
et partout oP, = <R, ou x est un point quelconque de P.

Dans I'exemple que nous avons vu a la page 36, I'ensemble con-
nexe (F) a le type local de dimensions [ini.

En effet d,(Fy=4dR, si pS,(n=1,2,3, ...); d,(F)=dR, sip
appartient a la droite, et enfin d,R, < d,(¥) < dR,.

Passons 4 la deuxiéme question et étudions la distribution des
m]\l A quvin laganala A agadr

A An arn aa Ana
uu iy Slll lDDli U.Ulb Fay PUDDCUU uuc LvidddT 1UuLla

p

dlmensmns donnée. Etant donné un ensemble B on désigne par
A(2oB),  A(<OB).  A(>dB), A(=0B) et  A(<3B),

I’ensemble de tous les points « de A sur lesquels on a

B A28, 8,AAB.  8,\>0B. 8,\=3B et 8.\ <0B,
respectivement.

(I). Pourl’ensemble B quelconque, A(>2B)et A(>> sB) sontfermés
dans B, ,

En effet si une suite de points @, (=1, 2, 3, ...) sur lesquels on
a 2, A>¢B tend vers un point a de A, chaque voisinage V(a) de a
sur A contient au moins un a, avec un voisinage W(a,) de a, tel
que W (a,)>8B, V(a) > W(a,) entraine donc ¢V(a)2>3B; mais ceci

a lieu pour tous les voisinages V(a) de a; de li 6, A >¢B.
C. Q. F. b.
A LY . N .
De la méme maniere on voit que A(C> oB) est fermé.
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(II). Pour P'ensemble B quelconque, A(Z cB) et A(<2B) sont
ouverts dans A.

in effet, soit @ un point de A(<2B). Alors il y a un voisinage V(a)
de @ sur A tel que 2V («)<2B. Pour tous les points b de V(a) il existe
un voisinage W(6) de b qui est contenu dans V(a); de 1a sW (6)<3B,
d’apres la définition 2,A <2B, c’est-i-dire V(a) C A(ScB).

€. Q. F. D.
De la méme maniére on peut voir que A (< 2B) est ouvert.

CoroLLARE. — A(=¢B) est un F, et un G; en méme temps; car
A(==oB)= \(28B). A (<3B) = A(23B) — A(>dB) = \(<3B) — A (< 3B).

Remarquons encore que A(<oB) + A(C>0B) n’est pas en général
égal a4 A.

(1. Etant donnée une suite d’ensembles B,, B,, B,, ..., B,, ...
tels que ¢B, < 2B, < oB,<...< 2B, < ..., 'ensemble M de tous les
" points p de A sur lesquels on a 2,A > 2B, pour tous les £ est fermé et
'ensemble N de tous les points p de A sur lesquels on a 5,A < 2B,
pour tous les £ est ouvert.

Car
M:H \(28B;) ot N:Z A(
A A

(IV). Soit A un ensemble dans un espace séparable. Pour I'en-
semble B quelconque, la classe de A(<cB) est égale ou inférieure
a oB.

En effet, & chaque point « de A(<2B), il existe un voisinage V(«)
de o sur A, tel que 2V («)<cB; soit W(a) un voisinage de o sur A
contenu completement dans V(a) : W(a)((V(2). Comme A est sépa-
rable, on peut en choisir une suite dénombrable W,, W,, W, ..
Wi, ..., dont la somme couvre A (<2B), par suite

HA

3By).

*

Zx_v,,p_\(gam.
A

D’autre part, comme X W, est contenu dans A, W, est fermé dans la



somme

ZW;_ (h=1.2.3....).
A
D’apreés le théoréme de I'addition
3y, Wi<aB.
/

d\(<IB)<4B. €. Q. F. D.

Cecl nous donne

(V). Soient A et B deux ensembles dans un espace séparable tels
que cB<2A. Posons A=P+ Qou P=A(SB)et Q=A — P. Alors
il est impossible que 'on ait 2Q <2B.

En effet, supposons qu’on ait cQ <sB. D’aprés (IV) cP<¢B; d’apres
(11, P est ouvert dans A, et par suite P est un G; et un F, dans A en
méme temps. Donc, d’aprés (IV) (§18), onac\ =¢B; ceci est contraire

a I'hypothése sA > ¢B. C. Q. F.D.
21. Structure de Uespace. Deuzxiéme méthode. — La méthode de

Menger et Urysohn, pour observer la structure dimensionnelle de I’en-
semble, est de voir, étant donnés un point p d’un ensemble A de D'es-
pace R et une famille réguliére & d’ensemble de R, s’il existe une suite
de voisinages de p sur A qui tend vers p et dont les frontiéres sur A
appartiennent a &, ou non. Si cela a lien on dit que A est superposé a
F sur ce pornt. Nous avons étudie déja (§19) les propriétés de 1'en-
semble qui est superposé & une famille réguliére sur tous ces points.
Dans ce paragraphe, traitons le cas général ou.\ peut avoir des points
sur lesquels il n’est pas superposé a .

Désignons par P= A () 'ensemble de tous les points de A sur
lesquels .\ est superposé a 7, et posons aussi Q = A — A (). Etétu-
dions les relations entre P, Q et A.

(1). Soient A uncnsemble d'un espace R et  une famille réguliére
d’ensemble de R. Alors P=A () est un G; dans A et par suite
Q=A —A(9)estun F; dans A.

. . e . . I
Car, les points qui ont un voisinage dont le diamétre est <- etdont

la frontiére appartienta & forment une partie P, de A ouverte dans \;
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etl'onaP=IIP,(n=1,2,3,...). [Démonstration due & M. Tumar-
kin (").]
La définition de I'ensemble superposé & une famille s’applique non

seulement pour les points de A, mais encore pour les points de I’en-
semble A 4 A’ (*).

(II). Soient A un ensemble d’un espace R et & une famille régu-
liere d’ensembles de R. A (F) est un G; dans 'espace R et par suite
A — A estun F, dans Pespace R.

Remarquons d’abord que le premier théoréme fondamental de
M. Menger sur la structure dimensionnelle de 'espace ne se généralise
pas au cas ou le nombre de dimensions est infini. Voici le théoréme :

Dans un espace compact et séparable qui est de dimensions égales
anau sens de Menger-Urysohn, la partie R" des plus grandes dimen-
stons : ensemble de tous les points de R sur lesquels R est de dimen-
sions égales a n, est de dimensions égales a n (n étant un nombre
entier nul ou positif fini).

Prenons par exemple dans I'espace hilbertien une suite d’ensembles
A (rn=r1, 2,3, ...)des points

P=A(0, 00.... 05 Xypys Typys Typre ooy Lygns 0y 04 o)
n(n—r)
V==
2

dont toutes les coordonnées sont nulles jusqu’a la veme et aprés
(v + n+ 1), et les autres peavent prendre les valeurs

2
olry, & —— r—=i1,2.3,....n).
=T E (1) ( ’ )

Posons maintenant
E:Z An= A+ Ay A+ Ayt

n

On voit que E est un ensemble compact en soi dont les dimensions au

(1) TuMARKIN, Fund. Math.. t. 8, 1926, p. 360.
(*) Tumargix, Wath. Ann.. B. 98, 1928, p. 639.
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sens de Menger-Urvsohn sont infinies et qu’il n’y a qu'un point sur
lequel E est de dimensions infinies.

M. Menger a nommé un ensemble R de dimensions faibles quand R
est de dimensions ¢gales & n et la partie R” des plus grandes dimen-
sions n’est pas de dimensions ¢gales a 7. Son second théoréme fonda-
mental (') dit que cette partie est de dimensions au moins égalean —1
dans un espace séparable (nécessairement non compact d’apres le
théoréme premier). Cherchons un théoréme correspondant pour la
classe de dimensions; cela nous permettra de voir plus précisément la
structure dimensionnelle des ensembles de dimensions faibles et des
ensembles de dimensions infinics.

(III). Soient & une famille réguliére d’ensembles d’un espace
séparable R et U un domaine ouvert dans R. Alors pour un ensemble
quelconque Ade R, U} A — A (F) | C F entraine U.\ = U. A (F).

Démonstration. — Suivons la marche de M. Menger. Pour tous les
points p de U..A(F), il existe une suite de voisinages de p sur A con-
tenus completement dans U, qui tend vers p et dont les frontiéres
appartiennent a . Comme A est séparable, on peut choisir une suite
dénombrable V (m=1,2,3 .. ) de tels voisina

ges qui contient,
pour tous les points p de A(F), une suite partielle qui tend vers ce
point p. La somme B des frontiéres de ces voisinages V,, sur A est un

F, dans A et appartient & & ; nous avons done
UA=U\ — \(F) [ =B+ UIA(F) - \(7).B!

dont les deux premiers termes sont F, et appartiennent & &, donc leur
somme U} A—A(T)| + B appartient & 7 ; tandis que le dernier terme
U.JA(F) — A(F).B! est de dimension nulle au sens de Menger-
Urysohn. Done, d’apres (IV) (§ 18), U. A est superposé a . Comme
U.A estouvert dans A, ona U. A C A (F). G. Q. F. D.

Etant donnés deux ensembles .\ et B dans un espace R, on désigne
par A(¢B) I’ensemble de tousles points de A sur lesquels A est super-
posé a la famille réguliére 5 (B) engendrée par B.

1 MexGer, D. 7. p. 135.
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(IV). soient A et B deux ensembles dans un espace séparable R.
Alors 2} A — A(2B)!<2B entraine A =A(2B).

Ces résultats nous permettent de voir la construction des espaces de
dimensions faibles; d’abord ils donnent la limitation supérieure des
dimensions d’un ensemble A, quand on saitcclle d’une certaine partie.
En effet, on peut dire, par exemple :

(V). Si la partie des plus grandes dimensions R”, d’un espace sépa-
rable R est de dimensions au plus égales 4 n— 1, alors I’espace R lui-
méme est de dimensions rationnelles au plus égales a n.

Car, sotent ¢ et F deux familles d’ensembles de dimensions égales
a n — 2 et de dimensions rationnelles au plus égales & n — 1 respec-
tivement. Alors on a R*=R —R(G). Mais d’autre part G F
entraine R — R(F) C R — R(§). Donc 'hypothése R CC & entraine
R — R(F)YT F etd’apres (1) on a R = R(F).

¢. Q.F. D.

Aussi ils donnent la limitation inférieure de la partie R quand on
connait celle de R.

Ces théoremes (I1I) et (IV), qui s’appliquent pour I'espace a une
infinité de variétés, nous donnent aussi le second théoréme fondamental
de M. Menger. On le voit facilement, en prenant comme & de (IIT) de
la famille de tous les ensembles de dimensions au plus égales & n — 2.

Comme exemple nous voyons I’ensemble de dimensions faibles do
aM. Sierpinski (*): Dans un plan complexe, prenons un carré C dont les
quatre sommets sont des points p+a +b, p —a—+1ib, p—a —ib et
p -+ a —1b, ol p est un nombre complexe et a, b sont denx nombres
réels positifs ou nuls. Désignons par E,(C)lasomme du point p et des
vectangles F, et G,(n=o0,1, 2, 3), ou F, est le rectangle dont les
quatre sommets sont
P L:" b, p-+ ——_,—jf-—l + b, p - -7:;—', P+ -Z;,

2? 2 2 2?
et G, est le rectangle situé symétrique de F, par rapport au point p,
¢’est-a-dire 'ensemble de tous les points w = 2p — z, z étant un point
deF, :

LC)y=p)+F,+G+F + G +F,+-G,+....

(1) S ERPEASKL. Fund. math.. t. 2, 1q>1. p. 81.

THFSF KUNUGUIL, 1w
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Soit R la somme d’un nombre dénombrable (des points et) des car-
résR,delaforme C:R=2XR,; etdésignons par E(R) lasomme XE, (R,).
Alors on peut définir I'ensemble S de dimensions faibles de M. Sier-
pinski comme suit :

E, estuncarré Coup=o0,¢=1,b=1.

E,=E(E)); E,=E(E)); E,=E(E,); ce E:=E(E;—));

S:HJCA—EPEQ.E;,...Ek....
A=1 .

S est de dimension 1 et il 1’est seulement sur un nombre dénom-
brable de ses points (*). Donc il est de dimension rationnelle égale
a1 [vorr (V)]. S estdiscontinu parce qu’il est de dimension faible
et égalea 1. '

Nous allons finir nos études de la construction de l’espace en
démontrant un théoréme sur les ensembles discontinus :

(VI). Les ensembles discontinus d’un espace R forment une famille
réguliére.

En effet d’abord tous les sous-ensembles B d’un discontinu A sont
discontinus, car si B contient un continu, A le contient. Denxiéme-
ment tous les ensembles B homéomorphes & un discontinu A sont
aussi discontinus, car si B contient un continu B,, A contient une
partie homéomorphe a B, et cette partie est un continu. Enfin, soit A,.
Ay, Ay, ..., Ay, ... une suite d’ensembles discontinus qui sont
fermés dans la somme A = X.\,, alors cefte somme A est discontinue.
Car, si A contient un continu C on peut poser

C:C.f\:CZA/;Z::E G'A/‘ZZ Gy, ol Ci=C. A\
k k k

Comme C, est un sous-ensemble d’un discontinu A, il est aussi dis-
continu. Et comme A\, sont fermés dans A, C, sont fermés dans C;
mais C étant compact en soi, C, sont aussi compacts en soi. Donc C;
sont non seulement discontinus mais encore de dimension nulle au

(1) Voir aussi : Mencer, D. T, p. 139.
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sens de Menger-Urysohn (*). Doncla somme C est aussi de dimension
nulle; elle ne peut pas étre an discontinu. C. Q. F. D.

D’apreés ce théoréme on peut dire que I'ensemble qui est de méme
classe de dimensions qu’un discontinu est aussi discontinu.

(VII). La classe de dimensions de [l’ensemble S discontinu de dimen-

sion faible égale a 1 de M. Sierpinski(p.73), et celle de la drotte R, sont
incomparables.

En effet d’abord, la famille réguliere F(S) d’ensembles du plan
engendrée par l’ensemble S de M. Sierpinski ne contient que des
ensembles discontinus; elle ne contient pas une droite. D’autre part,
la famille réguliére F(R,), engendrée par la droite R,, ne contient
pas S. Car si elle le contenait, on pourrait poser S = XS, ou tous les
ensembles S, sont fermés dans S et S, <dR,. Or comme S, est dis-
continu et homéomorphe a une partie de R, il est de dimension nulle
au sens de Menger-Urysohn, par suite S serait de dimension nulle.

C. Q. F.D.

Donc, méme la famille d’ensembles de dimensions rationnelle
égale a 1 se décompose en plusieurs classes de dimensions. Ainsi, en
introduisant la classe de dimensions, nous avons eu plusieurs théo-
réemes correspondant a4 ceux du nombre de dimensions au sens de
Menger-Urysohn (*) qui nous permettent de voir plus minutieusement
la construction de I'espace.

Il'y a encore plusieurs théorémes sur les dimensions au sens de
Menger-Urysohn que nous avons laissés de coté. Il serait intéressant
de voir si ces théorémes s’étendent a la classe de dimension ou bien a
la famille des ensembles superposés a une famille réguliere, ou non.

M. Menger a pu démontrer, avec cing axiomes pour les familles F
des ensembles :

(1), (2) et (3) de la page 41;
(4). Avec un ensemble A de 7, F contient au moins un ensemble
compact en sol qui contient A topologiquement;

(1) MeNGER, D. T., p. 213.
(*) Voir Mexcer, Monat. f. Math. u. Physik, Bd XXXVI, Heft 2, p. 1931; Kura-
TowWsKI et MENGER, tbid., Bd XXXVII. Heft. I, p. 169,
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(5). T contient I'intervalle de ’espace cartésien R, 2 dimensions n,
que la famille minimum coincide avec celle des ensembles de dimen-
sions au plus égales 4 nau sens de Menger-Urysohn, pour les ensembles
de points du plan. 1l serait trés intéressant de traiter les nombres
de dimensions au sens de Menger-Urysohn avec cette méthode, pour
les ensembles d’un espace en général.

Vu et approusé :
Paris, le 7 mai 1g3o.
Le Dovey ve 1A FacuLri DES SCIENCES,

C. MAURAIN.

—

Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 7 mai 193o0.
Lr Rrcrevr pE L’AcapiMIE DE PPAnis,
S. CHARLETY.
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