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PREMIÈRE THÈSE

LA THÉORIE DU NOMBRE DE DIMENSIONS

INTRODUCTION.

La notion des dimensions était très difficile à définir avec précision.
On s'est contenté longtemps de laisser intact ce problème, en consi-
dérant ce qu'on appelle « la variété » (c'est-à-dire le nombre des para-
mètres indépendants entre lesquels a lieu l'équation locale de la figure
géométrique). Mais Cantor a prouvé que tout point d'un plan, tout
point de l'espace usuel peut être bien déterminé par un seul nombre.
En outre, nous rencontrons souvent aujourd'hui des figures géomé-
triques munies de hautes singularités (par exemple des ensembles
connexes et en même temps discontinus), pour lesquels on ne connaît
pas le moyen d'en trouver l'équation analytique. Ainsi, d'une part, du
point de Vue de l'intérêt mathématique et, d'autre pari, de celui de la
philosophie, nous avions besoin de trouver une définition de dimen-
sions indépendante de la notion de coordonnées.

C'est M. Fréchet qui a premièrement donné en 1909 une réponse à
cette question (] ). Sa méthode se base sur la notion de correspondance
biunivoque et bicontinue et, par conséquent, cette définition nous
fournit un moyen très intéressant pour l'étude topologique des
ensembles de points.

H. Poincaré a eu longtemps son attention attirée sur l'idée de

(*) C. R. AcacL Se, t . US. p . I I P , puis Math. innaL, 1910, 13 d 08.

TfirSK MTNUGUI. 1



2

dimensions surtout par l'intérêt philosophique, et enfin il a conclu
qu'on peut la définir par la notion de coupure, dans un article intitulé :
Pourquoi Vespace a trois dimensions ( Revue de Métaphysique et Morale,
1912).

Cette méthode de la définition par récurrence dePoincaré a l'« avan-
tage » d'êtreplus intuitive que celle de M. Fréchet. Seulement, la nature
des publications où il a exprimé cos idées l'obligeait à éliminer le lan-
gage technique et à se contenter d'une forme peu précise. M. Brouwer
a repris cette définition pour la préciser et lui donner une forme
nette. Mais il nous a fallu attendre Tannée 1922 où, en employant
les notions acquises par le progrès de la théorie des ensembles,
M. Menger (4) (en février) et Urysohn (2) (en septembre) ont donné
à la définition de IL Poincaré de nouvelles formes qui sont équiva-
lentes et tout à fait satisfaisantes, mais qui ne se prêtent pas k l'étude
topologique des champs fonctionnels les plus importants.

Avant d'aller plus loin, j'esquisserai les traits principaux de ces
deux méthodes (dans le Chapitre I); cela nous servira en même
temps à préciser la plupart des termes qui nous seront nécessaires,
spécialement dans la suite.

Mais, jusqu'aujourd'hui, nous n'avons pas assez étudié les espaces
de dimensions infinie?, bien que ces espaces acquièrent de plus en plus
d'importance dans l'analyse. La première partie de cette Thèse sera
donc consacrée à l'étude des dimensions de ces espaces (dans le Cha-
pitre II). Pour cela, je suis obligé de rappeler (dans le Chapitre I)
les principes de la théorie des ensembles abstraits, fondée par
M. Fréchet et les progrès ultérieurs dus à MM. Hausdorff, F. Riesz,
Tietze et Urysohn. Car dans les espaces de dimensions infinies et dans
l'espace cartésien à nombre de dimensions finies, les circonstances
sont très différentes ( ; î).

Ensuite, j'ai introduit une nouvelle définition des dimensions : la
classe d'ensembles, qui s'applique dans ces espaces, ainsi que dans
les espaces à dimensions finies (dans le Chapitre III). Et avec cette

(1 ) ME N GE R j Mo n a ts h e f te n fit r Ma th. und Physik.
(-) URYSOHN. C, R. Acad. Se, t. 17o.
(M Par exemple, on ne peut pas admettre ]e principe de Weierstrass-Bolzano

(voir p. 25).
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idée, j'ai recherché les relations entre la définition de M. Fréchet
(dans le Chapitre III) et celles de MM. Poincaré, Brouwer, Menger et
Urysohn (dans le Chapitre IV). Cette nouvelle définition lie ces deux
idées classiques comme un pont jeté entre deux terres et elle nous
permet de voir les différentes définitions dans un même rang.

Les résultats auxquels j'attache le plus de prix sont ceux qu'on
trouvera : § 12, p. 33 (I); § 13, p. 38(1); § 14, p. 4'*( IV)ï S 16,
p. 49 (in.

J'ai été dans l'obligation d'introduire quelques termes nouveaux :
ensemble réfléchi (p. 3i), somme simple (p. 20), classe de dimen-
sions (p. 40- Pour le reste, ma terminologie est en général conforme
à celle dont on trouvera un index à la fin (p. 289) de l'Ouvrage de
M. Fréchet, Les espaces abstraits.

CHAPITRE 1.

H \ POT HESE S UU L 'ESPACE. DÉFINITIONS CLASSIQUES DES DIMENSIONS.

1. Opérations sur les ensembles. — Dans ce Mémoire, comme dans la
plupart des ouvrages sur la topologie, nous nous occuperons principa-
lement de trois choses : les points d'un espace», les ensembles de ces
points et les familles de ces ensembles. Mais nous ne distinguons pas
essentiellement les deux premières et nous considérons souvent le
point d'un espace comme l'ensemble qui ne contient qu'un point.

Quand tous les points d'un ensemble À appartiennent à un
ensemble B, nous disons que À est un sous-ensemble de B, A est une
partie de B ou B contient A et nous l'exprimons par A CZ B ou B 3 A.

Un ensemble A peut être un sous-ensemble de A lui-même. Si pour
un sous-ensemble A d'un ensemble B, B contient au moins un point
qui n'appartient pas à A, nous disons que A est une t^raie partie de B.

Nous considérons aussi conventionnellement un ensemble qui ne
contient aucun élément et que nous appelons Vensemble vide (o). Nous
l'excluons de tous les autres comme ensemble exceptionnel, et dans
ce cas tous les autres s'appellent non vides. Le point considéré comme
ensemble ne contient pas une vraie partie non vide.



tëtant donnés deux ensembles A et B, nous supposons qu'on peut
trouver deux ensembles qui s'appellent la somme de A et de B et la
différence entre A et B : la somme À -h B est l'ensemble de tous les
points de A ou de B et de ces points seuls; la différence A ^ B est
l'ensemble de tous les points de A qui n'appartiennent pas à B, et de
tous les points de B qui n'appartiennent pas à A et de ces points seuls.
Quand A d 1$, la différence entre A et B s'appelle l'ensemble complé-
mentaire de A par rapport à B (ou le complément de A dans B),
B — A et si do plus B est l'espace, elle est appelée le complément
de A : CA. La différence Arx^B entre deux ensembles A et B est une
partie de la somme A + B. Le complément de A^>B clans A-f-B
s'appelle le produit A.B de deux ensembles A et B. Donc le produit
de A et de B contient tous les points qui appartiennent k A et à B en
même temps et ces points seuls. Pour trois ensembles A, B et C, la
différence de deux différences A rsu C et B r>u C est égale à À ^ B

Par suite comme cas particulier

Ar^(BrvA)- H.

Une fonction <?(p) de points p variables dans l'espace donné s'ap-
pelle la fonction caractéristique oE(p) d'un ensemble E, quand elle
prend les valeurs i ou o suivant que p appartient à E ou non. La cor-
respondance entre les ensembles et leur fonction caractéristique est
biunivoque? et les opérations définies plus haut se traduisent comme
suit :

V.UH(/' ) "maximum ) ?v(/O- ? B ( / 0 J*

Nous disons qu'une suite d'ensembles A/t(£ = i, 2, 3. . . .) tend
vers sa limite A (au sens de M. Borel) quand la suite de fonctions
caractéristiques oAk(p)(k = 1, 2, 3, . . .) tend vers la fonction ox(p)-
Pour qu'une suite d'ensembjes A/((£ = i, 2, 3. . . . ) tende vers un
ensemble A, il faut et il suffît que la suite des différences A / t ^A tende
vers l'ensemble vide (o).

Etant donnée une famille 5* d'ensemble E, nous supposons qu'on



peut trouver la somme et le produit des ensembles qui appartiennent
à cette famille. La somme^E est l'ensemble de tous les points qui

appartiennent à un des ensembles de 5* et de ces points seuls. Le pro-
duit T~T E est l'ensemble de tous les points qui appartiennent à tous

les ensembles de S? et de ces points seuls.

2. Espaces 7 transformations continues, types de dimensions de
M. Fréchet. — Considérons un ensemble R d'éléments quelconques.
Nous appelonsR un espace et ses éléments, des points de cet espace, si,
non seulement nous avons les opérations, la somme, la différence, etc.
sur les sous-ensembles de R, mais encore nous pouvons passer d'un
sous-ensemble E à un autre E' par une autre opération qui s'appelle
la dérivation. E' est Vensemble dérivé ou la dérivée de E. C'est-à-dire
pour un point p et chaque ensemble E de l'espace \\, on peut dire que
p est un point limite de E ou non, en appelant ainsi un point de la
dérivée de E.

Donc on suppose que :

0. Aucun ensemble de Vespace H ne possède un élément limite hors
de R.

D'après cette hypothèse, nous ne pouvons pas regarderun ensemble
quelconque A de R comme un espace. Pour cela il faut que tous les
sous-ensembles E de À possèdent leur dérivée E' qui est un sous-
ensemble de A. Pour cela il nous suffit de prendre E'.A comme la
dérivée de E dans A (ou sur A). Ainsi nous avons pu introduire Vidée
relative. Nous le distinguons en ajoutant toujours le mot « dans » ou
ce sur ».

Etant donnés deux ensembles A et B, si l'on fait correspondre à
chaque point de A des points de B, cette correspondance est une
transformation ponctuelle T de A à B. Cette transformation T est uni-
voque si, à chaque point a de A il ne correspond qu'un point b de B (* ).
La transformation univoque admet une trans formation inverse T~* de T,

(*) Nous supposons que b parcourt dans B, imago de A,



en regardant des points a comme images d'un point h fixé. La
transformation T est biunivoque si cette transformation inverse est
aussi univoque.

La transformation ponctuelle d'un ensemble A en un ensemble B
est continue sur un point p de A, si chaque sous-ensemble A, de A tel
que A', ~^>p est transformé en un sous-ensemble BH de B tel que B', 3*7
pour tous les points q transformés de p. La transformation de A en B
est continue si elle est continue sur tous les points de A. La transfor-
mation univoque T de A à B s'appelle bicontinue si T et sa transforma-
tion inverse T^r sont en même temps continues.

Deux ensembles A et B d'un ou de deux espaces s'appellent homéo-
morphes s'il existe au moins une transformation biunivoque et bicon-
tinue entre A et B. Les propriétés d'ensembles communes à tous les
ensembles homéomorphes s'appellent des propriétés topologiques inva-
riantes. Deux ensembles homéomorphes sont appelés aussi deux
ensembles équivalents. La branche de la géométrie qui s'occupe de
traiter ces propriétés topologiques est la topologie.

Pour deux ensembles A et B, on dit que A contient B topologique-
ment si B est homéomorphe à un sous-ensemble de A. Cette idée nous
permet de définir avec M. Fréchetlo type de dimensions d'un ensemble :
A chaque ensemble A correspond son type do dimensions dX. Le type
de dimensions d'un ensemble X est supérieur on au moins égal à celui
d'un ensemble B, si A contient B topologiquement. Nous représentons
une telle circonstance par la notation

</\>dl\ ou f(Y\<f(\.

Le type de dimensions do A ost égal à celui do B, ou dX = rfB si l'on
a on même temps dX>d\i ot r/A<riB. Le type de dimensions de A ost
supérieur à celui do B? ou dX >̂ riB si l'on a dX>dli ot s'il est impos-
sible d'établir la relation dX<dB. Les trois relations que nous avons
introduites jouissent do toutes los propriétés d'égalité ot d'inégalité
des nombres réels. Quand l'une a lieu les types do dimensions sont
dits comparables entre eux. Si pour deux ensembles A et B? il n'est
possible d'établir ni dX>dli, ni dA<dB, on dit que le type do À ot
celui de B sont incomparables.

Comme l'idée du type1 de dimensions est liée étroitement avec
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l'homéomorphie, les recherches sur ces types donnent des résultats
importants pour la topologie*

3. Connexitë; nombre de dimensions de M. Brouwer. — Nous allons
d'abord chercher quelques propriétés topologiques d'ensembles. Nous
disons qu'un ensemble À est fermé si A contient son ensemble
dérivé A' : A^>A'. Aussi nous disons qu'un sous-ensemble B d'un
ensemble A est fermé dans A si B^DB'-A. La propriété d'être un
ensemble fermé n'est pas topologique. Mais cello d'être un ensemble
fermé dans un ensemble qui le contient est topologique.

En effet, supposons qu'un ensemble A, est homéomorphe à A par
la transformation biunivoque otbicontinue A< =T(A). Posons B, =T(B);
soit p^ un point de A, B', ; comme pt Cl B,, p = T~1 (/)4 ) est contenu
dans B' et par suite dans A. B'; comme AB'dB, JDC[B, par suite jt̂

Une des notions les plus importantes de la dérivation est la compa-
cité d'un ensemble. Un ensemble s'appelle compact s'il ne contient
aucun sous-ensemble infini qui ne possède pas un point limite. Un
ensemble A s'appelle compact en soi s'il ne contient aucun sous-
ensemble infini de A qui n'a pas un point limite dans A. Comme cas
particulier nous considérons qu'un point forme un ensemble compact
et compact en soi. La propriété d'être un ensemble compact n'est pas
invariant topologique, mais celle de compacité en soi est topologique.

Un ensemble A s'appelle connexe s'il contient au moins deux points
et s'il est impossible de le décomposer en deux parties distinctes A1

et A2 non vides qui sont fermées dans la somme A; c'est-à-dire s'il
n'existe aucune paire de sous-ensembles A1 et A_> non vides tels que
A = A , H - A 2 et que Aj A', -+- A', A2 = (o). La connexité est une pro-
priété topologique. Un ensemble s'appelle continu s'il est en même
temps connexe et compact en soi. Un ensemble s'appelle discontinu
s'il ne contient aucun sous-ensemble continu.

Soient TT, A et B trois sous-ensembles distincts d'un ensemble E
de R dont les deux derniers sont fermés dans E. On dit que A et B sont
séparés par r, si tous les sous-ensembles de E connexes qui lient ( ')
A, et A2 rencontrent TC.

( i ) Qui a points communs avec À: et A2.
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Un ensemble A est de dimensions au plus égales à n nombre entier
positif, ausensde M. Brouwer, si, pour tout couple de sous-ensembles À1

et À2 distincts et fermés clans À, il existe un sous-ensemble u qui
sépare A1 et A2 et qui est de dimensions au plus égales à n — i. Les
ensembles discontinus et eux seuls sont de dimension (au plus) égale
à zéro. L'ensemble de dimensions au plus égales à net qui n'est pas
de dimensions au plus égales à n — r s'appelle de dimensions égales
à 7i.

4. Hypothèse pour la dérivation; localité. —• Revenons à l'espace R
abstrait et introduisons les criteria pour qu'un ensemble E de R pos-
sède un point p comme un de ses points limites.

Supposons d'abord avec M. F. Kiesz ( ' ) que :

ï. Pour qu'un ensemble E possède un point p comme un de ses points
limites, il suffi qu'il existe un sous-ensemble F de E qui possède p comme
un de ses points limites.

IL Si Von partage E en deux parties E, et E2, E = E, 4- E2, pour
chaque point limite p de E, il faut qu'au moins Vune des deux possède p
comme un de ses points limites.

Étant donnés un ensemble A et un des points p de A', les points q
du produit H(E -h E') de tous les sous-ensembles E de A telqueE'3}/)
s'appellent des points conjugués de p sur A.

III. Aucun point p de R na de point conjugué autre que lui-même sur
chaque ensemble A (tel que A ' O

Par suite si l'ensemble (p) d'un seul point p a sa dérivée non
vide (p)', elle est égale à (p); et, d'après I et II, si la dérivée A' d'un
ensemble A, qui contient un point/), contient un autre point distinct q,
on peut trouver un sous-ensemble A, de A tel que A', ̂ )p et A', ,ç = (o).

On voit que les trois axiomes I, II et 111 sont des moyens de passer
d'un ensemble possédant un point p comme un de ses points limites à
un de ses sous-ensembles de la même nature.

( l) F. Ri£sz; Atti del IVCongresso internationale dei Matematici, Roma. vol. II;

p. 18.



9 —

Ici il y aura deux cas possibles : ou bien pour tous les sous-
ensembles E d'un ensemble À tels que E'2)jo, E; contient d'autres
points que p, ou bien il existe un sous-ensemble E tel que E' ne con-
tient que le point p. Le dernier cas aura lieu d'après l'hypothèse III,
s'il existe un ensemble E dont tous les sous-ensembles infinis pos-
sèdent p comme un de ses points limites. Considérons, comme un des
tels ensembles les plus simples, une suite de points distincts

telle qu'elle possède un point p comme un de ses points limites, ainsi
que toutes ses suites partielles infinies. Nous disons qu'une toile
suite de points tend vers le point p.

Supposons que, pour qu'un ensemble E possède un point/? comme
un de ses points limites, il faut que E contienne au moins une suite
de points qui tend vers p. Alors en considérant de plus la suite de
points non distincts qui tend vers ce point, nous serons arrivés, avec
les axiomes 1, II et III, à un espace (£ ) de M. Fréchet (4).

Dans un espace R le plus général du paragraphe 2, un ensemble V
de R s'appelle un voisinage V(p) d\in point p si tous les ensembles E
possédant p comme un de ses points ou comme un de ses points limites
ont au moins un point commun avec V. Aussi, pour un point/? d'un
ensemble À de H, nous appelons l'ensemble VA(/0 un voisinage du-
point p sur À, si tous les sous-ensembles E de A qui possèdent p
comme un de ses points ou comme un de ses points limites ont au
moins un point commun avec VA(/>).

THÉORÈME I. — Par la transformation T biunivoque et bicontinue d\in
ensemble A en un ensemble B, le voisinage VA(/>) du point p de A sur A
se transforme en un voisinage VB(//) du point q7 transformé du point p,
surB.

Posons V —T[\\(/))] et démontrons que Y est un voisinage de q
sur B. En effet, soit B, un sous-ensemble de B tel que B, ̂ >q ouB', 3 ^ ;
comme la transformation inverse ï '(B) est continue sur le point r/f

A, = T~'(kBl) possède le point p comme un de ses points ou un de ses

(*) M. FRÉCHET, lîendic. Palermo* t. ±2, 1906, p. >.
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points limites. Donc À1 VA(/>) n'est pas vide. Par suite B,Y n'est pas
vide (par la biunivocité de T). c. Q. F. D.

Nous disons que l'espace R est un espace (9) de M. Fréchet si :

I*. Pour chaque point p de R, il existe un système de voisinages
de p : ] V(/>) ! de sorte que, pour que p soit un point limite d'un
ensemble E, il suffit que E ait au moins un point commun distinct de p
avec chaque voisinage de ce système.

Chaque voisinage d'un point p contient au moins un voisinage du
système J YQ»)} de voisinages dep.

Soit M un ensemble d'un espace R. Le produit de M et un voisinage
d'un point p de M est un voisinage de p sur M. Pour chaque voisi-
nage YM(/?) d'un point p de M sur M, il existe au moins un voisi:

nage WQo) dep (sur R) tel que YM(/J) ^ M. WQo).
La méthode de voisinage nous donne aussi une généralisation de la

théorie de limite qui se développe parallèlement à celle de la dériva-
tion que nous avons introduite plus haut. En effet, on peut supposer
de plus :

II*. Pour tout point p9 le produit de deux voisinages quelconques
du point/) contient au moins un voisinage dep.

III*. Pour deux points distincts p et r/, il existe au moins un voisi-
nage Y(/J) de p qui est distinct du point g.

Aussi nous pouvons profiter de l'idée de voisinage pour chercher
un critère pour qu'une suite tende vers un point.

THÉORÈME IL — Pour qu'une suite de points distincts tende vers un
point jo, il faut et il suffit quils soient contenus presque tous (1 ) dans
chaque voisinage du système \ A (p) j .

En effet si, pour un voisinage V(jp), il existe une suite partielle
infinie de la suite qui n'est pas contenue dans Y(/>), alors cette suite
ne tendrait pas vers p; donc la condition est nécessaire. Ensuite,
chaque suite partielle infinie a presque tous ses points et par suite au
moins un de ses points, distinct de p, contenus dans chaque voisinage

(1) C'est-à-dire tous les points de la ^uite sauf un nombre fini.
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du système 1 \{p) ( et d'après I* elle possède le point p comme un de
ses points limites. Donc la condition est suffisante.

Xous disons quune suite de voisinages d'un point

\\(p\ \ 2 ( /O. W / A . . . . V/(/>), . . .

tend vers un point p si chaque* suite de points

des voisinages de la suite a}tC^\h{p)y ah^=p tend vers p. Si, pour un
point p, il existe une suite de voisinages de jo : Y/t (ƒ>)(/: = 1 , 2 , 3, ...)
qui tend vers/», on peut choisir une suite partielle VAr(/>) qui satisfait
à la condition

Remarque. — Si nous associons à chaque ensemble À, l'ensemble A'
de tous les points de condensation (l )<le A comme sa dérivée, l'espace
ainsi obtenu satisfait aux axiomes I, II et III; mais il n'y a aucune
suite de points qui tend vers un point.

Aussi pour montrer la différence de ces deux idées nous citons un
exemple, intéressant à former, des systèmes de voisinages.

Considérons la famille ai de tous les ensembles de points du plan.
Nous avons donné (p. 4) une définition d'une suite d'ensembles qui
tend vers un ensemble. A la famille S* d'ensembles, associons la
famille S*' de tous les ensembles E qui possèdent au moins une suite
d'ensembles appartenant à S* et tendant vers E. L'espace ûl ainsi
obtenu satisfait à ï, II et 111. Pour chaque point p du plan, construi-
sons deux familles d'ensembles $(ƒ>) et *£"(ƒ>) - ®(j>) contient tous les
ensembles qui contiennent le point p et eux seuls; Y(p) contient tous
les ensembles qui sont distincts de p et eux seuls. Alors étant donnés
un ensemble E de points du plan et un point quelconque du plan, on
peut déterminer un voisinage de E à savoir $(ƒ>) ou ^ (ƒ») survant
que E contient p ou non. En variant p dans tout le plan, on a un sys-
tème de voisinage j V(E) J deE. Or il est facile de voir que, pour qu'une
suite d'ensembles
( t ) T v TC., E Î Ez , . . .

(x) Voir FRKCHET, Les espaces abstraits, p. 174. — TÏANSDORFF, loc, cit>} p. 219.



tende vers K, il faut et il suffit que tous les voisinages V(E) de E de ce
système ! V(E) } contiennent presque tous les termes de la suite (i).

Pour deux ensembles E, et E2, il existe deux voisinages V(E,)
et V(E2) de Ei et de E2 respectivement dans le système |V(E)} qui
n'ont pas un élément commun.

Pour un pointp d'un espace R on dit que ce point p a une propriété
dans son voisinage ou qu'un phénomène a lieu sur ce point si Ton
peut trouver, dans chaque voisinage V(p) de p, un voisinage W(/>) qui
satisfait à la propriété correspondante. Ce phénomène s'appelle local.
On peut introduire l'idée de localité dans les types de dimensions de
M. Fróchet ( ' ) et aussi dans les nombres de dimensions au sens de
M. Brouwer ('•). Tandis que ceux de MM. Menger et Urysohn se rat-
tachent directement à l'idée de localité, et il dépend en même temps
de la notion de frontière que nous allons examiner maintenant.

3. ftypotkèse pour la fermeture ; nombre de dimensions de MM. Men-
ger et Urysohn. — L'idée clc la frontière se rattache à la fermeture d'une
part et à Vouverture d'autre part. Commençons par la première.

Le produit de tous les ensembles fermés qui contient un ensemble E
s'appelle la fermeture de cet ensemble E, et nous le désignons par E.
D'après les axiomes 1 et II on a immédiatement

(i) I O E H - ! ^

Mais avec I, fi et IIÏ on ne peut pas dire queE = E + E'. Par exemple,
dans l'espace di de la Remarque du paragraphe 4, prenons la famille E
de tous les ensembles fermés. Alors E est la famille de tous les
ensembles de Borel, tandis que E -h E' ne contient que les ensembles F^.
Envisageons à chercher le cas où Ton a E = E 4- E'. Ceci aura lieu si
Ton suppose de plus.

IV. Tous les ensembles dérivés sont fermés.
En effet, d'après IV, on a E"=(E ' ) 'CE ' ; par suite d'après I et II,

(E + E' y = E ' + E" = E' ; ceci veut dire que E + E' contient (E -h E')' ;

(!) FRÉCIIET, Les espaces abstraits, p. n i (Paris, T928).
(1) BROUWER, Journal f. d. reine u. angew. Mathem., t. 14â; 19 [3, p. 146.
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E-h E', étant ainsi fermé, sera contenu dans E; avec (i) , on a enfin

Ou IV*. Pour chaque point/?, les voisinages dep du système
de 1* satisfont à la condition suivante : tous les points g de VQD) ont au
moins un voisinage W(y) de q qui est contenu dans V(/>).

Soit jo un point d'un ensemble A, on dit que/) est un point intérieur
de A, si A contient au moins un voisinage de p. L'ensemble de tous
les points intérieurs de l'ensemble A s'appelle l'intérieur de A et nous
le désignons par In A.

Un ensemble A s'appelle ouvert, si tous les points p de A sont des
points intérieurs de A. Étant donné un ensemble A, la somme de tous
les ensembles ouverts qui sont contenus dans A s'appelle Vouverture
de l'ensemble A et nous la désignons par A. A lui-même est ouvert;
donc
(a) [n VDA.

Mais on ne peut pas dire avec les trois axiomes I*, II* et III* que

Soit E un ensemble non vide d'un espace R qui n'est pas égal à R.
Alors le complément CE est ouvert si E est fermé, et, d'après 1*, CE est
fermé si E est ouvert. D'après O l'espace R lui-môme est fermé. Nous,
considérons aussi, en tenant compte (III), que la dérivée de Pensemble
vide est aussi vide(2). Et l'espace R lui-même est un voisinage de
tous ses points; R est ouvert. Aussi conventionnellement nous sup-
posons que l'ensemble vide est ouvert (3). La fermeture d'un ensemble E
est le complément de l'ouverture de complément de E et vice versa.
Ainsi, d'après I*, l'intérieur du complément CE d'un ensemble E est
égal à C(E -+- E'). Et par suite si l'on a I*, II*, III* et IV on peut dire
que, pour un ensemble quelconque E, In E = E.

Ici aussi nous pouvons introduire l'idée relative. Pour un sous-

(1) On peut troirsei facilement un tel ensemble À tel que In À ?é V dans l'espace
des fonctions Réelles au plus de deuxième classe de Baire.

(-) Donc(O) estfeimé; les axiomes I et l\ permettent de supposer que ( 0 ) ' est
non vide.

( J )Le complément d'un ensemble fermé est omer t ; et le complément d'un ensemble
ouvert est ferme sans exception.
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ensemble E d'un ensemble A de l'espace tt, nous avons défini l'expres-
sion que E est fermé dans l'ensemble À (p. 7).

Si E est fermé dans l'ensemble A, E est le produit de E -f- E' et de A;
par suite, d'après IV, il est le produit d'un ensemble fermé et de A.
Aussi d'après I si E est un produit d'un ensemble fermé et de A, E est
fermé dans A. D'après I, on peut dire encore que, pour trois
ensembles A, B et C tels que A 3 B 2> C, si C est fermé dans B et si B
est fermé dans À, alors C est fermé dans A.

Pour un sous-ensemble E d'un ensemble A de l'espace B, on dit
que E est ouvert dans A si pour chaque point/; deE, il existe au moins
un voisinage \K(p) &eP s u r A. qui est contenu dans E. Le produit d'un
ensemble ouvert et de A est ouvert dans A; et aussi d'après I* et IV*,
si E est ouvert dans A, il existe au moins un ensemble ouvert dont la
partie commune avec A est égale à E. D'après 1*, 11* et IV*, pour trois
ensembles A, B et C tels que A 3 B ̂  C, si C est ouvert dans B et si B
est ouvert dans A. alors C est ouvert dans A.

Nous appelons la frontière d'un ensemble A, la différence entre sa
fermeture et son ouverture, nous la désignons par front A

front V=T -A.

Dans l'espace où Ton a T, W, HT et IV*

front V = ( V — VM - In \ .

THÉORÈME III. — Dans un espace où Von a 1, If et Ml, pour chaque
ensemble A, la frontière de A.est égale à la frontière de son complément

front A _ iront CA.
En effet on a

I = C(CV) et _V^C(C\);
on peut écrire

f ron t A = ( R — CA.) (l\ ^ ( A ) ;

d'après la relation établie dans la page 4 du paragraphe i, ceci est
égal à CA — CA, c'est-a-dire a front CA.

Etant donnés un ensemble ouvert \i et un ensemble A, nous voyons
que la frontière de E.A sur A est le produit de la frontière deE et de A
(dans un espace où Ton a les axiomes 1*, II*, Ht* et IV*).



Maintenant nous allons définir les nombres de dimensions au sons
de MM. Menger et Urysohn. Conventionnellement on part de la dimen-
sion — i : l'ensemble vide et lui seul est de dimension — i . Pour un
point JE) d'un ensemble A, nous disons que A est de dimensions au
plus égales à n, nombre entier positif ou nul, sur ce point p, si Ton
peut trouver, dans chaque voisinage de^ sur A, au moins un voisinage
dep sur A, dont la frontière sur A est de dimensions au plus égales
kn — i sur tous les points (1). L'ensemble A qui est de dimensions au
plus égales à n sur tous ses points s'appelle brièvement l'ensemble
de dimensions au plus égales kn. L'ensemble A qui est de dimensions
au plus égales à n et qui n'est pas de dimensions au plus égales kn — i
s'appelle l'ensemble de dimensions égales k n.

Ainsi d'après cette définition de récurrence, nous avons défini les
ensembles de dimensions égales a

— i , o, i , '2, 3 /*, . . . .

Tous les autres ensembles s'appellent des ensembles de dimensions
infinies.

B. Espace distantie. — Un espace K s'appelle distantie si pour
chaque paire (a?, y) de deux points ce et y de cet espace, on peut cor-
respondre un nombre réel non négatif Ç>(JC, y) distance entre ces deux
points, qui satisfait aux trois conditions suivantes :

i° p(#, y) — o lorsque x coïncide avec y et dans ce cas seul;

3° Quels que soient les trois points œ9 y et z,

de sorte que, pour qu'un ensemble A de II possède un point p comme
un de ses points limites, il faut et il suffit que A contienne une suite
de points distincts

^') AI. Tumarkin a étendu cette définition pour Jes points de À - A' {voir p. 71).
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dont les distances p / t= p(a/np) tendent vers zéro quand k s'accroît
indéfiniment.

On voit que cette définition de la dérivation satisfait aux axiomes I,
\l9 III et IV. Quant au système de voisinages d'un point p de R, nous
prenons tantôt les sphères SQD, r) du centre p et du rayon r9 nombre
réel positif quelconque, c'est-à-dire l'ensemble de tous les points oc
de R tels que

o(j'. p ) < r

ou tantôt les ensembles ouverts contenant p et contenus dans ces
sphères S(p, r). En choisissant les rayons qui tendent vers zéro, on
voit qu'ici les axiomes I*, II*, III* et IV* sont vérifiés.

Dans un espace distancié, un ensemble s'appelle borné quand il est
contenu dans une sphère.

Nous allons voir maintenant des propriétés essentielles de l'espace
distancié concernant la séparation. D'abord III*. Pour deux points
distincts xA eta?2, il existe au moins deux voisinages V(a?,) et V(a?2)
de œx et de cc2 respectivement qui sont distincts l'un l'autre.

L'espace qui satisfait à la fois aux I*, II*, M* et IV* est identique à
l'espace topologique de M. HausdorfF. Nous pouvons renvoyer au sujet
de cet espace à l'ouvrage Grundzüge der Mengenlehre (TlansdorfF.
Leipzig, 1914).

Dans un espace R quelconque, on dit qu'un sous-ensemble B d'un
ensemble A est intérieur dans A si tous les points de B sont des points
intérieurs de A. Nous disons aussi B est complètement intérieur dans A,
ou bien A contient complètement B si le noyau ouvert de A con-
tient B -h B', et nous le désignons par A)) B ou B ((A. Les ensembles
fermés sont contenus complètement dans les ensembles ouverts qui
les contiennent.

Dans un espace distancié, on peut dire encore que III*, Pour tout
voisinage \\p) d'un point/> de l'espace H, il existe un autre voisi-
nage W(p) dep contenu complètement dans celui-là.

Dans un espace où Ton a I*, II* et III*, pour deux points p et q dis-
tincts, il existe deux ensembles A et B disjoints dans lesquels p et q
sont complètement intérieurs. Dans un espace où Ton a I*, II* et III*,
pour un point p et un ensemble fermé F tel que Y.p = (o), il existe
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deux ensembles A et B distincts dans lesquels/? etF sont complètement
intérieurs (respectivement). L'espace satisfaisant à la fois aux
axiomes I*, II*, III* et IV* s'appelle un espace régulier.

De la même manière on peut considérer une propriété de l'espace
distancié. *

III* Pour deux ensembles fermés distincts F̂  et F2 il existe deux
ensembles distincts A et B dans lesquels F, et F2 sont complètement
intérieurs.

L'espace satisfaisant à la fois aux axiomes I*, II*, III* et IV* s'appelle
un espace normal.

11 y a une notion topologique très importante que l'espace distancié
en général ne possède pas. C'est la séparabilité d'un espace qui,
malgré la similitude de mots, n'a aucun rapport avec la séparation
définie page 7.

V. Un espace R quelconque s'appelle séparable quand il existe un
sous-ensemble R, dénombrable tel que tous les points de R sont un
des points de Rj ou un des points limites de R, : R — R1 -h R,.

Ceci correspond au deuxième axiome de dénombrabilité de M. Haus-
dorffqui n'est pas tout à fait équivalent.

V*. Un espace R s'appelle parfaitement séparable s'il existe une
famille 3* d'un nombre dénombrable d'ensembles tels que pour chaque
pointp de R on peut choisir un système de voisinage {V(p)\ de I* qui
est une sous-famille de 5*.

Pour un espace distancié, V et V* sont équivalents.
Le fameux théorème d'Urysohn sur la métrisalion dit qu'un espace

normal et parfaitement séparable est un espace distancié ( ' ) ; mais
M. TychonofF a démontré que tout espace régulier et parfaitement
séparable est normal. Donc l'espace régulier et parfaitement séparable
est un espace distancié.

Dans un espace distancié, on dit qu'une suite de points

est une suite fondamentale, si pour chaque nombre réel positif z > o,

(*) URYSOHN, Math. Ann,% t. 94-, 19^5, p. 309. — TYCHONOFF, Math. Ann., \. 95,
I9Ü5, p. Ï 3 9 .
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on peut associer un indice m de sorte que les distances entre les
points a, et ay soient plus petites que z : p(a„ üj)<^e pour tous les
indices i et y tels que z>m et j>m- On voit que toutes les suites qui
tendent vers un point d'un espace distancié sont des suites fonda-
mentales.

Soit P une partie distanciée d'un espace B ; si une suite fondamen-
tale de P tend vers un point p qui n'appartient pas à P, on peut définir
les distances entre le point p et les points de P. En effet, soit
ak(k = -, 2, 3, . . .) la suite fondamentale qui tend vers le point p ;
alors la distance p(a,/>) entre un point quelconque a deP et lepointp
peut être définie par

p(«, p) = linio(a, aL).

On voit facilement que les distances ainsi définies satisfont aux
trois axiomes de la distance.

L'espace distancié où toutes les suites fondamentales tendent vers
leur limite s'appelle un espace complet. Un théorème important que
nous utiliserons plus tard sans démonstration est le suivant :

THÉORÈME. — Dans un espace complet, si une suite d'ensembles fermés,
bornés, non vides est monotone non croissante :

alors TT A/, possède au moins un point, si le diamètre de AA tend vers zéro

La plupart de nos résultats s'établissent dans l'espace distancié.
Donc prenons comme base cette catégorie d'espaces et nous disons
simplement un espace ce qu'on entend par là un espace distancié, dans
ce qui suit( J).

(*) Pour la démonstiation, voir HAUSDORFF, loc. cit., p. 3T8; la borne supérieurs
des distancer de toutes les couples de points d'un ensemble s^appelle le diamètre de
cet ensemble.
, ( 2 ) Quand une proposition sera leconnue comme \alable dans un espace plus

général, nous le spécifierons dans renoncé.
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CHAPITRE II.

COMPOSITION DES ESPACES.

TYPES DE DIMENSIONS DANS UN ESPACE A UNE INFINITÉ DE VARIÉTÉS.

7. La somme simple, — Étant donnés un ensemble R et ses parties
distanciées, peut-on prolonger ces parties en R entier de sorte que R
devienne un espace distancié et comment?

Nous allons nous occuper de ce problème au commencement de ce
chapitre, mais nous nous contentons de traiter seulement deux cas
spéciaux : la somme simple et la composition des espaces.

Soit A,, A2, A3, . ..,A/., . . . une suite finie ou infinie dénombrable
d'espaces distanciés (disjoints). On peut alors construire un nouvel
espace A distancié, en faisant correspondre biunivoquement les points
de A et ceux de la somme de tous les A/,, de telle sorte que la distance
entre deux points correspondant aux points de même Ak soit égale à
la distance entre ceux-ci, tandis que la distance entre deux points
correspondant aux points de différents A/t, At et Ay(ï<j) par exemple
soit plus grande qu'un nombre réel positif £/J>o déterminé par i,
indice inférieur. .

Pour effectuer cette opération, il y aura plusieurs moyens. Choisis-
sons, par exemple, un point afl représentatif de chaque AA (d'après
l'axiome de choix de Zermelo), et définissons d'abord p(ah aj) de
sorte que les trois axiomes de la distance soient vérifiés pour cette
suite des ak et que

P (<*<•• a / ) t E i '

it étant un nombre réel positif. On peut supposer par exemple

p ( a i } aJ) = ï i — j \ .

Et posons maintenant

où a et p sont des points quelconques de A, et A7 respectivement. On
voit facilement que les trois axiomes de la distance sont vérifiés ici
pour toutes les paires de points de 2Aft.
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Nous appelons ce nouvel espace A la somme simple des espaces A/L

(k = i, 2, 3, . . . ) . Nous désignons la partie de A correspondant à Ak

par le même Ak si l'ambiguïté n'a lietf.

(I). Toutes les sommes simples de la même suite des espaces sont
homéomorphes.

En effet, elles correspondent biunivoquement; et cette corres-
pondance est aussi bicontinue, car si une suite de points tend vers
un point a, de A,- dans une somme simple, alors presque tous les
points de cette suite appartiennent à A(, et c'est la même chose pour
ses images.

(II). Chaque Ak est ouvert et fermé dans la somme simple.

On peut exprimer cette proposition en disant que chaque Ak est
isolé dans la somme simple.

8. Composition des espaces. -—Étantdonnéeunefamilled'espacesA(m)
qui correspondent biunivoquement aux éléments m d'un ensemble M,
nous pouvons construire un nouvel ensemble R dont les éléments
sont des combinaisons de tous les points de A(m). Si Ton définit la
distance entre chacun des deux éléments de cet ensemble R, l'espace
ainsi obtenu s'appelle Y espace composé de A(TW), mC^M. Nous allons
voir comment on peut définir cette distance. Seulement nous nous
contentons pour fixer les idées de traiter le cas où l'ensemble M est
dénombrable. Dans ce cas les points a de cet espace R peuvent être
représentés sous la forme

où ak(k = i, 2, 3, . . .) est un point de l'espace AA qui correspond au
fcème élément de M.

ak s'appelle £iöme coordonnée du point a, ou bien ^projection de a
sur l'ensemble AA. La partie de l'espace R dont les points/? sont repré-
sentés par

où xk est le point variable de AA et tous les autres at{i^ k) sont points
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fixés de A,-, peut être transformée en Ak biunivoquement. Envisageons
de définir la distance de sorte que cette partie soit homéomorphe à Ak.

Étant donnés deux points a et b de l'espace R

définissons la distance p(a, ô) entre ces deux points assujettie aux
trois conditions suivantes :,

(i). c(<2? b) est une fonction des rk= o(akj bk); on peut poser

p(a, b)=f(ru r3, r3î . . ., a-, . . .);

(2). p(ö, è) est une fonction monotome des rk(k = 1, 2, 3, . . .),
c'est-à-dire rh >rk(k = i, 2, 3, . . . ) entraîne

(3). / ( o , o, o, . . . , o, rk9 o, . . .) est une fonction continue sur Ie
point rk= o pour chaque^:

l i m / ( o , o, o, o, rk, o, . . . ) = o (k = j , i , 3 , . . . ) .

Ces trois conditions ne sont pas en contradiction aux trois axiomes
delà distance. Pour le voir, cherchons des exemples de telles distances.

Supposons que tous les espaces Ak sont des espaces linéaires Rt ;
alors les coordonnées ah d'un point a de R sont tous des nombres
réels.

i*. M. Hubert a considéré un des tels espaces dont la distance entre
deux points a et b a la forme

à condition que la série soit convergente.
2*. M. Fréchet a défini la distance entre deux points a et b comme

suit :

Tous les deux points, alors, ont leur distance finie.
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Nous désignons cet espace par Ew.
3*. Comme distance définie par la série on peut citer aussi celle des

espaces R£ (voir p. 24)

en particulier si p = 1

à condition que ces séries soient convergentes.
4*. Comme une définition qui s'applique au cas où le nombre des

espaces composants À (m) n'est pas dénombrable, on peut considérer

p(di b) = borne supérieure de | a*— b\ \
OU

p (a* b) = borne supérieure de o[a(m)< b(m)~\.

quand le nombre des espaces composantes est fini, on peut le regarder
comme cas limite de 3* pour p = co (1 ).

Nous allons maintenant voir les propriétés communes des espaces
composés d'une infinité d'espaces, où deux points ont une distance
soumise aux trois conditions données plus haut.

(I). Si une suite de points

« ' = ( « * , d!„ a!, a\, . . . ) (v = i, 2, 3, . . .)

tend vers une limite p = (pi9p>Jfp39 . . . , />/ t , . . . ) , alors chaque coor-
donnée àJ

k tend verspix(k = i , 2, 3? . . . ) .
En effet, s'il y a une suite de points à'k pour une coordonnée k,

qui ne tend pas vers pK, on peut extraire une suite partielle af* dont
les kxhmès coordonnées satisfont a p(a^ , jo)>^/ ,> o, pé t an t un nombre

(!) Quand ce nombre est infini, il existe des paires de points dont les distances
ne sont pas la limite de celle de 3* par exemple la distance entre deux points
o = ( o , 0 , 0 , . . , ) e t a = ( i j x , i , . . , ) o u b i e n

h _ I 1 1 1 1
~ U > g a ' Iog3? Iog4? ' " ' l o g C i ^ * ) ' "
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positif. Par suite nous avons, en posant o < o(/>? q)

d'après (2).
(II). Dans un ensemble compact en soi, une suite de points av tend

vers une limite p si toutes les coordonnées à*k tendent vers une
limite/>A;jD=/>,,/>a,/>8, ...,ƒ>*, . . - ) ( ' ) •

En effet, comme cet ensemble est compact en soi, on peut extraire
une suite partielle a^ de et', qui tend vers une limite

D'après (I) ak=lima%* = ph9 donc a=p; chaque suite partielle de av

V

possède le points comme un de ses points; donc a? tend vers/?*
(III). La partie de l'espace R de tous les points/) tels que

pz=z ( a n a 2 , a 3 , . . . , a ^ - u ^*> # A + U • • • ) •

où at(iyék) sont des points fixés de A, et a?A est un point variable
de Ak, est homéomorphe à A/L.

En effet si nous faisons correspondre le point p de cette partie au
point xk de l'espace AA, cette correspondance est biunivoque. Si une
suite de point x'k de Ak tend vers le point xkJ la suite de points corres-
pondants p' tend vers le point/» car d'après (3)

tend vers zéro, quand ç(pfh9 xft) tend vers zéro. D'après (I) la réciproque
est aussi vraie et cette correspondance est biunivoque.

(IV). Une suite de points a'(v = i , 2, 3 , . . . ) tend vers un
point/> = (/>4,/>2,/>.*» *.-<>Ph> • • •) si toutes les coordonnées

d[ (* = i , 2 , 3 , . . . , * )

tendent vers/?( et si de plus, pour toutes les autres,

dj=pf (y = A + i . k -h 2, A- -h 3, . . . ) .

(4) Remarquons que nous ne pouvons pas conclure que limajf = pi pour tous les k)
v

entraîne limötv —jr>. en général.



9. Espaces linéaires. — L'espace R qui est plongé dans l'ensemble E
composé à partir d'une infinité dénombrable des espaces cartésiens
linéaires R, s'appelle un espace linéaire quand :

i° II contient l'origine 0, point dont toutes les coordonnées sont
nulles;

2° Avec deux points de R,

a — ( « n a2, a, «A, . . . )
et

b = (bï%b»by

il contient le point a -+- b représenté par

a -4- b =

3° Avec un point a — a,, #,> a3, . . ., «A, . . . ) de R, il contient tous
les points^? représentés par

où X est un nombre réel quelconque positif.

Cherchons les exemples d'espaces linéaires aune infinité de variétés :

i° La partie de E dont les puinis possèdent la distance au sens de
M. Hubert finie de l'origine s'appelle l'espace hilbertien de dimensions
infinies et il est désigné par 12. £2 est un espace linéaire.

2° L'espace Ew de M. Fréchet {voir p. 22) est linéaire.
3° Si l'on emploie la troisième définition de la distance, on a

l'espace linéaire R£.
4° Si l'on emploie la quatrième, on a l'espace (D^) et si Ton ajoute

encore une condition \imak= o pour chaque point

on a un espace (Aw) plongé dans (D^). (DM) et (A.̂ ) sont linéaires.

Dans l'ensemble E, les points dont les coordonnées sont toutes
égales a zéro à partir du rang k -\- 1 forment une partie que nous dési-
gnons par (EA). Cette partie est contenue dans les espaces (2, Ew>

R£ et (Au). Quand on la regarde comme une partie de (2, elle peut être
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considérée identique à l'espace cartésien R/, et elle s'appelle Y espace
cartésien à variétés kplongé dans Vespace hilbertien Q..

D'après (I) et (IV) du paragraphe 8, dans tous les cas, cette partie
(E/v) est homéorphe a RA

La somme de toutes ces parties

est de dimensions infinies. Nous la désignons par (co) quand il s'agit
de Ü et par (R) quand il s'agit de E^. (co) et (R) sont aussi des ensembles
linéaires ( ' ) .

La distance entre deux points des espaces fl, EM, R£ et Aw satisfait
non seulement aux trois conditions du paragraphe 8, mais encore aux
deux suivantes :

(4 ) . Soit p(tf, b) =f(ri9 r2, r3, . . . , r / t î . . . ) la distance entre deux
points de E dont un, a, appartient à un espace R plongé dans E. Posons

Pour que b appartienne aussi à cet espace R, il faut et il suffît

que l i m p A = o.

( 5 ) . Pour deux points a et b de E tel que rk = \ak— bk\, posons

<?k=f(rx, r 2 , . . . , T\% o , o , o , . . . ) •

Alors si aK tend vers une limite, p(a, b) existe et elle est égale à cette
limite.

Cherchons maintenant les propriétés de tous les espaces linéaires
vérifiant (i), (2), (3), (4) et (5).

D'abord remarquons que :

(I). La sphère fei'mée : l'ensemble de tous les points qui sont situés
à une distance inférieure ou égale à un nombre positif est borné et
fermé, mais il n'est pas compact en général.

Dans E^ ainsi que dans Q, il existe une suite divergente, c'estrà-dire
une suite de points sans aucun point limite, dans toute sphère
fermée (2).

(*) Mais danfe ces ensembles, Ja c o n d i t i o n ^ ) formulée plus loin n 'est pas suffisante.
(2) Par exemple, considérons dans E w un point p = (/?j. p2* . . . , / > A - . . . ) et une

THÈSE kUMCUI.
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(II). Pour chaque point a = (r/1? a2i a^ . . ., akf . . .) de cet espace,
l'ensemble de tous les points a? — (a?,, o?L>, a?3, . . . , ock, . . . ) tels
que |a?/c|<*|aA| (£ = i , 2, 3, . . . ) , où t est une constante positive
indépendante de k, est.compact en soi.

En effet, soit

une suite de points tels que | x\ < t1 aA. |. Comme ^ est borné (pour v)
il nous donne une suite partielle qui tend vers un nombre; par suite
nous pouvons voir facilement (par l'opération diagonale) qu'il existe
une suite partielle j v de a?

telle que y\ tend vers une limitepk quand v s'accroît indéfiniment. Or
le point

appartenant à cet espace, si l'on pose

<?*=(<>. o, o o, itak, 2tak+1< . . . ) ,

alors, d'après (4), étant donné un nombre positif s > o quelconque,
on peut déterminer un indice m tel que p(c/., o) <̂  £ pour tout k dès
que À'>m. Posons encore

alors comme

et par suite

D'après (,1V) (§8) ,

puisque
li Î = I , 2 , 3 . . , , m — i ) ,

double suite

a ( v . A") = (j>l: p2, pz, . . . j />*_! , /?A+V3 PA+i , . . . ) ( ^ = i ; 2 , 3 , . . . , v = i . a, 3 . . . . ) ,

qui tend vers p uniformément quand k s'accroît indéfiniment. Cette suite est diver-
gente si k reste fixé.
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tandis que les autres coordonnées sont fixées. Par suite, on peut
trouver un indice mA tel que p(^\ />)<C£ pour tout v dès que v>
Alors on a

dès que v dépasse un nombre fixé. Donc la suite j v tend vers p et ce
point appartenant à notre ensemble, celui-ci est compact en soi.

(III). Si une suite de points av(v = i, 2, 3, . . . ),

est fondamentale, alors toutes suites aj(v = 1, 2, 3, . . . ) de coordon-
nées sont aussi des suites fondamentales.

En effet, si pour un indice k la suite n'est pas fondamentale, il existe
un nombre réel positif 8*>o, et une suite de paire de nombres öjtvï

et < (v) telles que |af] - afv)\>ok pour tout v.
Prenons un point tel que

6 = ( o , o , o , . . . , o , Sk, 0 , 0 , . . . )

et posons v(è, o) = £ ̂ > o la distance entre b et l'origine.
On voit que d'après (1) et (2) du paragraphe 8,

La suite av ne peut pas être fondamentale.

(IV). Notre espace linéaire est complet.
En effet, soit av = (a% al, d\, . . ., à*u . . . ) une suite fondamentale.
D'après (III), la suite de coordonnées a[ est fondamentale et par

suite, elle tend vers un nombrepit. Posons

Ç y = { P u F - , Ps* " • , P x , o , o , o } . . . ) ,

çN et b (i, N) appartiennent à cet espace. Comme a'(i = 1, 2, 3, . . . )
est une suite fondamentale, étant donné un nombre positif arbitraire
o > o, on peut déterminer un indice m tel que

p[b(i\ \ ) , b{j\ N)]gp(a% a')<8 (dès que i\j>m).
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D'après (IV) (§8), on a .

D'où
p f b ( i, X ), cjy ] ̂  à {dès que i \m).

Il faut remarquer ici que Findice m est indépendant de N.
D'autre part, a' étant un point de cet espace, d'après (4),

?k = / ( o , o. o, . . ., o, 1 a^+J |, j « ^ |, | a\+t ], . . .)

tend vers zéro; par suite pN — p [è(i, N), a'] tend vers zéro; étant
donné un nombre positif £ > o arbitraire, on peut déterminer un
indice / tel que

pj><7N). «*]<£ (dès que N^0«
d'où

(O
( ( dès que i ^ m et N ̂  /) .

Pour deux nombres entiers N et N' tels que N,N'>/3

Ainsi

( i N / = i , 2 , 3 , . . . )

est une suite bornée et non décroissante ; elle tend vers une limite GN ;
et d'après (5) ceci est égal à p(/>, ^ ) .

Donc p (/>, q^ ) < 2 (s 4- o) dès que N >/. Ceci veut dire que ay tend
vers zéro; et d'après (4)/? appartient à cet espace.

(i) nous donne aussi

«'tend ainsi versƒ?, c. Q. F. D.

(V). Si une suite de sphères (ouvertes ou fermées) monotone
décroissante

ont leur diamètre qui tend vers zéro, alors elle tend vers un point/),
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c'est-à-dire toutes les suites de points à1 tels que av Ĉ  S/t tend vers ce
point (').

D'ailleurs

(VI) Notre espace est séparable.
Nous avons vu que (E/,) est séparable, parce qu'il est homéomorphe

à RA. Donc ( A ) = £(EA) est aussi séparable. (A) est dense partout
dans notre espace, car le point

est la limite d'une suite de points pA — (p{,pî,pz, •. • p^ o>o . . . ) de
(EA) d'après (4). Donc l'espace est séparable.

10. Composition des espaces au sens strict. — L'espace composé

R = [Al,Ai, A, kk, ...1

s'appelle un espace composé au sensstîictsï, pour qu'une suite de points.

av = ( « ï , al, a\ a\, • . .) (v = i , 2, 3. . . . ) •

où â  est un point quelconque de AA, tende vers un point

a=z (ai9 a2i a3, . . . , a/o . . . ),

il faut et il suffit que

lira a\=aji (k = i, 2. 3, . . . ).
V

D'après (IV) (§8), l'espace composé de deux espaces A et B, [A, B]
et par suite l'espace composé d'un nombre fini d'espaces

A i , A 2 , A n _ ! e t A „ : [ A , . A 3 , A v . . . , A f t ]

sont des espaces composés au sens strict. L'espace Ea} de M. Fréchet
aussi.

Nous allons voir les propriétés de la composition au sens strict.

C1) Voir la page 18.
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(I). Si deux espaces AetB ou unesuite d'espaces

A ; Î A 2 , A 3 , . . . , A ^ . . .

sont compacts (en soi), [ A ,B] ou [ A o A2, A3, . . . , A/t, . . . ] au sens
strict est aussi compact (en soi).

(II) . Soient A et R les sous-ensembles de C et D fermés dans C et D
respectivement. Alors [A, B] est un sous-ensemble de [C, D] fermé
dans [C, D]. De même, soient A i? A 2 ,A 3 , . . . , A / l ? . . . les sous-
ensembles d e B M B2, B3? . . . , BA, . . . fermés daus ceux-ci respective-
ment, alors [A,, A_»? Ai9 . . . , A,t,. . . ] est un sous-ensemble de [B,, B2,
B,, . . . , B/,, . . .] fermé dans celui-ci.

(III). Soient A, C et B, D deux paires d'ensembles qui sont respec-
tivement homéomorphes. Alors [A, B] et [C, D | sont homéomorphes.
De même soient A/t et Bf deux suites d'ensembles homéomorphes res-
pectivement £ = i , 2 , 3 , . . . . Alors

[A,, À2, À, A*, . . . ] et [B, , B s , B,, . . . BA, . . . ]

sont aussi homéomorphes.

(IV). Soit V (a, t3) un voisinage d'un point (a, jî) de l'espace [A, B]
résultant de la composition de'deux espaces AetB, a d A et [3 d B.
'Alors il existe deux voisinages V (a) de a sur A et V(p) de (3 sur B
tels que

[ V ( a ) , V( (3 ) ]C V(a , p ) .

De même, soitV (a ) un voisinage d'un pointa = (a 1 ,a 2 , a3,. . . ,akf. . . ],
de l'espace [A,, A2f A,, . . . , A/, . . . J sur cet espace; a ^ A /
( A = 1, 2, 3, . . . ) Alors il existe une suite de voisinages V(a / t) de ah

sur kk tels que

I V ( a j ) - V ( ^ i ) . M « , ) ^ . . . . V ( f l O . - - - l C V ( a ) .

En effet, prenons pour chaque point at une suite de voisinages
Vv (ak) de aA sur A/t (v = 1, 2, 3, . . . ) qui tend vers ce point ak Posons

Je dis que F' sont contenus dans V(a) à partir du certain rang. Car si,
pour une suite d'indices X, il existe dans F' au moins un point a' dis-
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tinct de V(a),

comme OL\ <Z V' (aA), on a

lim a \ = ajt (Â = i, *Ï, 3, . . . ) .
A

Donc
Hm oD^a\

A

a* doit appartenir à V (a) à partir d'un certain rang. c. Q. F. D.
Nous pouvons énoncer comme théorème réciproque :

(V). Si deux ensembles A et B sont ouverts sur C ££ sur D Ad] C,
Bc^D respectivement, alors [A, B] ^£ ouvert sur [C, D].

En effet, par

[C, D] = [A, B] + [ [(C - À ), D] -+- [A, (D - B)] },

[C, D] se décompose en deux parties distinctes, et C — A étant fermé
dans C, [(C —A), D] est fermé dans [C, D] d'après (II). De même
[A, (D — B)] est fermé dans [C, D] et par suite

À),D] + [À, (D-B)]}

est fermé dans [C, D] ; son complément est ouvert sur [G, D].
Remarquons que ce théorème ne s'étend pas au cas de l'espace com-

posé d'une infinité de composants. En effet, dans l'espace Ew par
exemple, l'ensemble

où Yk est un ensemble ouvert formé de tous les nombres pk tel que
| />A|<I I (^ = J» 2? 3, . . . ), est composé d'une infinité d'ensembles
ouverts. Il n'est pas ouvert, car il contient l'origine

/?* = <> (À = i , a , 3 , . . . ) ,

mais pas un voisinage de l'origine sur Eft).

I I . Ensembles réfléchis. — Nous allons observer d'abord une caté-
gorie d'ensembles denses en soi : un ensemble A s'appelle réfléchi s'il
contient au moins deux points distincts et si dans tous les sous-
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ensembles ouverts non vides, existe au moins une partie homéo-
morphe à A. Pour qu'un ensemble A soit réfléchi, il faut et il suffît
qu'il contienne au moins deux points distincts et que le type de
dimensions du voisinage de chaque point de A soit égal à celui de A.

L'ensemble réfléchi est dense en soi. Si l'ensemble réfléchi n'est
pas dénombrable, tous ses points sont des points de condensation.

(I). L'ensemble B homéomorphe à un ensemble A réfléchi est aussi
réfléchi.

En effet, soit V(6) un voisinage de point b de B sur B. Poson-s
B — T(A); b = T(ö). D'après le théorème du paragraphe 2, Chapitre I,
T~'[V(6)] contient un voisinage V(#) de a sur A. Celui-ci étant
réfléchi, V (a) contient une partie A, homéomorphe à A. Alors l'en-
semble B, = T (A< ) est contenu dans V (b) et homéomorphe à A, par
suite à A et enfin à B.

(II). Soit B un sous-ensemble non vide d'un ensemble A ouvert
sur A. Si A est réfléchi, B l'est aussi.

En effet, comme B est ouvert sur A, dans chaque voisinage V(6) du
point b de B sur B, il existe un voisinage W(/;) de b sur A. W (ô)
contient une partie A, homéomorphe à A; comme B(^A, A1 con-
tient une partie homéomorphe à B.

(III). Si deux ensembles A et B sont réfléchis, [A, B] est aussi
réfléchi. Soit A/ (k= i, 2, 5, . , .) une suite d'ensembles réfléchis.
Alors l'espace composé au sens strict [AM A2, An, . . . ] est aussi
réfléchi.

Nous allons voir la dernière partie du théorème. La première moi-
tié se démontre de la même manière. Soit Y (a) un voisinage d'un
point a = (a,, a29 aiy . . . ) de F = [x\,f A3, A,, . . . ]. D'après (IV)
(§ 10), on peut trouver une suite de voisinages V(aA) de ak sur A/,
( A = i , 2 , 3 , . . . ) telle que [V (a<), V(a2), V(a,)> • • • ] C V(fl), A,
étant réfléchi, \{ak) contient une partie B/t homéomorphe à A/t. Alors
FH = [ B , , B2, B3, . . . ] est contenu dans V(a) et homéomorphe à F
d'après (III) (§10).

Exemples iïensembles réfléchis. — La droite, espace cartésien R{ à une
variété, est réfléchie ; ses segments et ses intervalles sont réfléchis ; les
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espaces cartésiens R„ à variétés n Çn= i, 2, 3, . . . )sont réfléchis ; les
domaines(1) ouverts ou fermés dans R„ sont réfléchis. Les espaces à
une infinité de variétés Eo) et Q sont réfléchis.

L'ensemble C„ de tous les points de l'espace R„ dont toutes les
n coordonnées sont rationnelles et l'ensemble Htt de tous les points de
l'espace R„ dont toutes les n coordonnées sont irrationnelles sont
réfléchis; les ensembles R„ — C,( et R„ — Hrt sont réfléchis. L'en-
semble parfait et non dense de Cantor sur le segment [0,1] de R4 est
réfléchi.

12. Le type infini et minimum de dimensions. — Commençons par
démontrer un théorème général :

(I). Soit A la somme simple (p. 20) d\ine suite d*1 ensembles réfléchis
A^(A=i ,2 , 3, . . . ) dont le type de dimensions satisfait à la condition
dkK < dXj +.|. J lors pour tous les ensembles tels que dhk < dE (k= 1,2,3,...),
on a

Démonstration. — dAk<dE(k = J , 2, 3, , . . ) veut dire que, pour
chaque k, il existe un sous-ensemble B/( de E homéomorphe a AA. La
somme B = ^ B / t étant une partie de Ë

A

(0

B(x est homéomorphe à Ak qui est réfléchi, Bk lui-même est réfléchi
d'après (l) (§2) . Pour un point b de B, &dB v par exemple, deux
cas sont possibles: ou bien dans chaque sphère S (b) du centre
b sur B, il existe des points de Bk pour une infinité d'indices de /c, ou
bien il existe une sphère S (b) de centre b sur B qui ne contient des
points de Bk que pour un nombre fini d'indices de k, dont le plus grand
est A. X étant un nombre entier positif qui diminue avec le rayon r de
la sphère S(6), il tend vers une limite A (6), lorsque /• tend vers zéro.
A(è) étant un nombre entier, il existe un rayon positif r^>o, pour
lequel X est égal k A (6). Donc dans le deuxième cas on peut dire que,

(') L'ensemble omeit dans R,j s'appelle le domaine de Rn.

TH) SP KL>t.GUr.
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pour le point b il existe un indice A (b) et un rayon positif r > o ? tel
que la sphère S (b) de centre b et de rayon <r est distinct de B>(/,^]?

Bx.M-i? Bw/H-i» •• • > m ^is B)t/>, a au moins un point commun avec cette
sphère.

i° Cas ou B contient au moins un point p de première espèce, — Pre-
nons un point jt?, de B distinct d e p et posons c, = p (jo,, p) la distance
entre pi et p. Supposons que/», est un point de B ;x. La sphère S(jo, )

de centre pi, et de rayon ^ sur B^t, contient une partie C, homéo-

morpheàB^ et par suite à A^. D'autre part, la sphère S(p) de centre/;

et de rayon ^ sur B, contient des points de BA pour une infinité

d'indices X\ Soitp2 un point de cette sphère distincte dep et qui appar-
tient à B^ (u a > [jL,). Posons cL> = ?(P<2> p)- ^ a sphère S(p 2 ) de centre

p2 et de rayon ^ sur B^̂  contient une partie C2 homéomorphe à B â et

par suite à A^. Continuons ainsi de suite; ainsi nous avons une suite
d'ensembles CA ( k = i , 2, 3 , . . . ) , contenus dans B et tels que Ck est
homéorphe à AH/ (JJ., <^ ;x2 << [x3 < [ . . . ), et isolé dans la somme 2GA.
Comme ;xA > /r, CU/ contient une partie DA homéomorplie à À/t. D/t étant

isolé dans la somme D — ^ D / , , cette somme D est homéorphe à A,
/.

Donc

Avec (1) nous avons dE>dA.

20 Cas où B ne contient aucun point de première espèce. — Prenons un
point ƒ>, de B, et une sphère SQo, ), de centre pi et de l'ayon r, > o qui
correspond a l'indice X(/> t). Et prenons ensuite un point p2 de
B}(/;i^, et une sphère S(p a) de centre ^ 2 et de rayon r, > o qui cor-
respond à l'indice X(p2). Continuons ainsi de suite. Alors ón voit
que S(/>/,) ne contient aucun point de la suite />/lM> jP/,+a> PA-H-J«-M

(A== 1, 2, 3 . . . ) .
Posons a/t = minimum de Xrnombres /•,, /*2>

 rM . •. ? '7 1 et/y.
La sphère S (/>/,, aA) du centre/J/, et du rayon GL ne contient aucun

point de la suite / J , ? p2, pó, . . . , />/,_,, /?/,^i, . . . ; par suite si Ton
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forme la suite de sphères SA = S (ph, -/ J de centre/>/L et de rayon ~

(k = i? 2, 3, . . . ) chaque sphère de cette suiteest isolée dans la somme

/L. Or S/'B/(/J/} étant ouvert dans BM/J/Î réfléchi, S/L contient une

partie CL homéomorphe à BM/|JLÏ et par suite à AM/U). Comme
C/, contient une partie DA homéomorphe à A/t. D/t étant isolé dans la

somme D — 2 ^ A ' ̂  es^ h°méorpheà À.
A

Donc

Avec ( i ) nous avons
c.

(II). 5o^ Ai9 A2, A^ . . . , A/4, . . . une suite cPensembles réfléchis dont
les types de dimensions satisfont à

Alors parmi les types de dimensions qui sont plus grands que tous les
dX/^k = i , 2 , 3 . . . ) celui de la somme simple A de cette suite est le mini-
mum ( ' ).

En effet nous avons dX>dXfl pour chaque k et d'autre part dA<dXh+i

entraîne d\fl+l < dXfl qui est absurde. Donc d'abord on a dX > dXK.
Deuxièmement pour chaque ensemble E tel que

clEld\, (Â = i , 2, 3 , . . . )

satisfait aussi à dE^dX d'après (I) .
x\insi ce minimum est réellement atteint par X. Comme un corollaire

on peut dire que :

( III). Parmi les tyes de dimensions qui sont plus grands que Rrt pour
tout entier n, celui de Tespace cartésien à variété n(ïi =*i, 2, 3, . . . )
il en existe un qui est le plus petit, c'est celui de la somme simple (E) de
tous les Rn.

t1 ) KUNUGUI, C. R. Acad. Se. t. 187. 1928. p. 876. — if oir SIEHPIKSRI, Fund.
îVath., t. XIII, 19^9, p. 277.
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M. Frécliet a démontré (*) qu'il n'y a aucun type minimum de dimen-
sions parmi ceux qui sont supérieurs à ^R<. Au cas des espaces con-
nexes à type infini de dimensions (c'est-à-dire celui qui est plus grand
que tous les dRn), nous arrivons à un résultat semblable. En effet,
prenons dans l'espace 12 deux suites F et G de sphères S„ disjointes les
unes des autres et dont la nWmo Sn est homéornorphe à R„ et isolée dans
la somme. Joignons-les de deux manières différentes par des segments
de droites : les sphères de la suite de F avec des droites issues d'un
seul point commun Ö; les sphères de la suite consécutivement sans
point commun; (F) et (G) ainsi obtenus sont des espaces connexes,
aux types entre (E) et 12, et incomparables entre eux :

Or s'il y a parmi les espaces connexes, un type infini et minimum de
dimensions, une partie connexe de F contenant le point 0 avec une
infinité de droites doit êtrehoméomorpbeà une partie de (G). Ceci est
absurde, car par la biunivocité, il n'y a aucun point dans (G) qui soit
l'image du point 0 de (F) Ç2).

13. Type de dimensions localement infinies et inférieures à celui de
Vespace hilbertien 12. — Nous avons vu que les types de dimensions des
espaces (E), (F) et (G) du paragraphe 12 sont infinis et inférieurs à
celui de l'espace 12 de M. Hubert. Mais ces espaces ont les types de
dimensions localement iînis.

Nous allons voir maintenant qu'il existe des ensembles de types de
dimensions localement infinis et inférieurs à celui de l'espace 12.

Dans les espaces composés d'une infinité dénombrable de R, que
nous avons considérés dans le paragraphe 11, la partie de tous les
pointsp tels que

P = (lJn ]h< [K\ ƒ>/< O, 0 , O, . . . )

forment un ensemble (E/t) lioméomorphe à RA. Si Ton réunit tous les

(*) M. FRÉCUKTJ loc, cit.. p. 48.

(2) Pourtant le type local de F sur () est égal à cÜ\2 {voir p. G8).
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(E/t), on obtient un ensemble (A) : (A) = ^ (^0 dont le type de

dimensions est non seulement infini mais encore localement infini.
En effet, soit S (a?, p) lasphère sur(A) de centre x point quelconque

de (A), et de rayon p, nombre réel positif arbitrairement petit. Suppo-
sons que x est un point de (Em)

x = (xx, x%% - # 3 . . . . , x'm* 0 , 0 , 0 , . . . ) .

Alors étant donné un nombre entier n arbitrairement grand, on peut
trouver un point £ de (Eft)

tel que p,, = |ÊA— a?/,| > o (/•:= 1, 2, 3, . . . , n) et tel que c (S, a?) <^ p
car, d'après (IV) (§ 8), £ tend vers x si £ft tend vers xk.

D'après (2) (§8), tous les points t\ =(y\A, YJ2, YJ3, . . . , YJ,,, O, 0, o , . . . )
de(Eft) telsque|ï]v— ^ | < | ^ - # v | = pv; p v > o forment un ensemble P
contenu dans S (a?, p). P est homéomorphe à R/L car un point C = (Ci ?
£2/(3, . • ., LL) de R,, peut correspondre à r, par

de sorte que cette correspondance soit biunivoque etbicontinue.
c. Q. F. D.

Donc (co)et (R) (voir\>. 25) sont des ensembles de type de dimen-
sions localement infinies.

L'espace polynomial (P) est un ensemble de tous les polynômes à
coefficients réels. Nous y considérons qu'une suite d'éléments Q,, Q3?

Qa, . . . tend vers une limite Q, lorsque Q,,(x) converge vers Q(x)
uniformément dans tout intervalle fini de x. Cet espace (P) est aussi
du type de dimensions localement infini.

Nous démontrerons plus tard (p. 54) d'une manière très simple que
les types de dimensions de ces ensembles sont inférieurs à celui de
l'espace hilbertien û, en employant l'idée de classe de dimensions. Ici
nous en donnons une démonstration plus longue mais plus élémen-
taire. Commençons par établir que :

L E M M E . — É t a n t d o n n é u n p o i n t p = (j>l9 p>2, p . i 9 . . . , ƒ > „ , . . . ) de ( R )
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dont la nieme coordonnée plt n est pas nulle, on peut trouver un voisinage
Y(p) de p sur(JX) dont tous les points ont leur nleme coordonnée plus grande
qu'un nombre positif en valeur absolue.

En effet, posons

Alors les points x — (a?,, a?2, a?,, . . . , xn9 . . .) de la sphère S (/;, p)
r/e centre p et de rayon Q ont leur rihne coordonnée plus grande que le

nombre positif '-^J- en valeur absolue. Car, sinon on aura

et par suite

et doit être en dehors do la sphère.

( I ) . dR<rfEM .
Démonstration. — Supposons qu'il existe une transformation biuni-

voque et bicontinue Efl) = T (P) entre Efl) entier et une partie P de (R)
et nous allons l'amener à une contradiction.

Prenons un point as = (a) , a\, a\, . . ., al
n9 . . . ) de P distinct de

l'origine, dont une coordonnée v'1
t'me par exemple n'est pas nulle. Il

existe alors, d'après lelemme, un voisinage V( a1) dea] sur P dont tous
les points ont leur vl,ome coordonnée plus grande qu'un nombre [positif
s, > o en valeur absolue.

Transformons V (a' ) dans EM, on aura W4 = T [V (a1 )] ; 6' = T (a ' ).
D'après le théorème I du paragraphe 4 (p. g), W, contient un voisi*
nage du point bA sur E0). Soit S, = S ( 6 \ o,) une sphère de centre b]

et de rayon o, sur Ef() qui est contenue dans ^^T
i. Eo) étant réfléchi, S,

ainsi que l'ensemble P i transformé de S, dans P par T'1 (S^ ) contient
une partie homéomorphe à Ew; par suite il existe des points de P, qui
ont des coordonnées non nulles pour l'indice v2 aussi grand que Ton
veut.

Soit a2 un point de P, dont v!,ème coordonnée n'est pas nulle v2 > v,.
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Comme S1 est ouvert dans E,„, P, est ouvert dans P etparsuke il existe,
d'après le lemme, un voisinage Y (a2) de a'2 sur P dont tous les points
ont leur v\emfi coordonnée plus grande qu'un nombre positif £ 2 > o en
valeur absolue, et qui est contenue dans P^.

Transformons V(«2) dans Ew, on aura W2 =T[V(a2)]> ù2 = T ( a 2 ) .
W, contient une sphère S2 = S(6% o2) de centre b2 et de rayon o2 sur
Ew ; celle-ci contenant une partie homéomorphe à sa transformée P2

dans P parT~' (S.) aussi. Par suite, Pj contient des points qui ont une
coordonnée non nulle pour l'indice vs aussi grand que Ton veut.

Continuons ainsi de suite. Ainsi nous avons dans Eo) une suite de
sphères S / l(/'= i, 2, 3, . . .) de centre// etde rayon o/i? telles que leur
image P/t soit contenue dans l'ensemble V(«A) dont tous les points ont
v£m0 coordonnée plus grande qu'un nombre ef > o en valeur absolue
et

Les nombres 3/t peuvent tendre vers zéro quand k s'accroît indéfini-
ment ef d'après (V) (§ 9), Ja suite / / ( £ = 1, 2, 3 , . . . ) tend vers
un point b de Ew. Tandis que son image ak forme une suite diver-
gente dans R et par suite dans P. Car pour un point a = (#,, a2, a3; . . . ?
am, o, o, . . . ) de R on a

C'est une contradiction. Ainsi notre théorème est démontré.
De la même manière, on peut voir ;

(II). Soit E un espace quelconque qui admet une correspondance
biunivoque entre lui et (R) telle que cette transformation (R) — T ( E )
de E en (R) est continue et T~f (R) est continue dans chaque (EB),
(voir p. 23). Pour un tel espace E, il n'y a aucune homéomorphie entre
Ef0 et une partie de E.

Il est très facile de trouver une telle transformation entre (co) et (R)
ou entre (P) et (R). D'autre part, on a

d(to) S dE0, et
donc

d(to) < dErt> et d{P)
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II est très connu que

CHAPITRE III.

DÉFINITION DE LA CLASSE DE DIMENSIONS.

RELATIONS ENTRE LA. CLASSE ET LE TYPE DE DIMENSIONS.

La méthode de comparer deux ensembles par leur type ne réussit
pas souvent môme pour les ensembles assez simples. Considérons par
exemple? dans le plan, une droite D, un cercle C et une figure F com-
posée de deux droites qui se rencontrent à un point ƒ. On voit immé-
diatement que dC > dD, dY > dB et pourtant dC et dF sont incompa-
rables. Même avec l'idée de localité (2)ces difficultés, bien qu'elles
s'affaiblissent, ne disparaissent pas entièrement.

En effet, considérons, au lieu d'un cercle, une suite S de cercles
concentriques qui tend vers un point p, celui-ci y inclus. Alors on a

pourtant dpS et d( F sont incomparables.
Nous avons vu aussi que la définition de type de dimensions est

applicable aux espaces fonctionnels et surtout aux espaces à une infi-
nité de dimensions, et qu'elle nous donne des résultats assez intéres-
sants. Tandis que la définition par récurrence de Poincaré, Brouwer,
Menger et Urysohn ne s'applique pas directement à ces espaces; et de
la définition négative de la page io on ne pourrait pas tirer beaucoup
de choses. On peut se demander alors : Wy a-t-ilpas une autre défini-
tion de dimensions qui classe les ensembles semblables dans une même
catégorie^ et aussi qui s'applique aux espaces fonctionnels, surtout aux
espaces à une infinité de variétés?

La méthode de type de dimensions de M. Fréchetet celle de nombre

(*) PRÉCHET, Les espaces 'abstraits, p. 8^.
(2) Voir FRÉCHET, Les espaces abstraits, p. m .



de dimensions de Poincaré, Brouwer, Menger et Urysohn sont assez
différentes.

Comme une question générale, M. Fréchet a demandé : Y a-t-il
quelques relations simples entre ces deux définitions de dimensions ?

Urysohn avait supposé qu'il n'y en avait aucune de très simple ( 1 ) .
Nous consacrerons les deux derniers chapitres à ces deux ques-

tions.

14. Définition de la classe de dimensions. — Considérons une
famille & d'ensembles de l'espace R (-). Nous disons que & est une
famille régulière quand elle satisfait aux trois conditions suivantes :

(i). Avec un ensemble A de 3*, 3* contient tous les sous-ensembles
de A;

(2). Avec un ensemble A de t>, S* contient tous les ensembles de R
homéomorphes à A;

(3). Avec une suite d'ensembles de "R

V . V , , A , VJS, . . .

fini ou infini (dénombrable), S* contient la somme

si tous les AL(k = r, 2, 3, . . .) sont fermés dans la somme À.

On voit que la famille de tous les ensembles dcnombrables finis et
infinis est régulière; car d'abord tous les sous-ensembles d'un
ensemble dénombrable sont aussi dénombrables; les ensembles
homéomorphes à un ensemble dénombrable sont aussi dénombrables;
et enfin la somme d'un nombre fini ou infini dénombrable d'ensembles
dénombrables est aussi dénombrable.

La famille de tous les ensembles, dans l'espace hilbertien il par
exemple, qui sont de dimensions au plus égal a n au sens de Menger-

(*) URYSOHN, FumL Math., t. Vil, p. 77, note t. — M. Fréchet a rc'pondu par
l'affirmative en montrant qu'on p<Mit, sous certaines précautions», considérer le nombre
de dimensions Poincaré-Menger-t n sohn comme la partie entière du type de dimen-
sions [Les espaces abstraits, p. 110).

(2) L ' e s p a c e vé r i f i an t ( I ) , ( I I ) , {l\l) e t ( I V ) d u C h a p i t r e I .

TIILSE KIIMJGUI,



örysohn, est une famille régulière. Car d'abord tous les sous-
ensembles d'un ensemble de dimensions au plus égales à n sont aussi
de dimensions au plus égales à n (1); le nombre de dimensions est un
invariant topologique (2); et enfin le théorème de l'addition (ó) dit que
la somme

A — \ , H - \ 2 + A ( + . . . - h \ / -4-. . .

d'une suite d'ensembles A1? À2, A3, . . ., À/i? . . . de dimensions au
plus égales à n est aussi de dimensions au plus égales à n si tous les À/
sont fermés dans la somme À. De même, les ensembles de dimensions
rationnelles (v) au plus égales à n de M. Menger forment une famille
régulière.

Aussi tous les ensembles discontinus forment une famille régulière
( ? w p . 74). Et, par suite, d'après un théorème général (voir]*. 61),
les ensembles de dimensions au plus égales à n au sens de Brouwer
forment une famille régulière.

Il y aura plusieurs autres exemples de familles régulières, mais
maintenant nous allons voir leurs propriétés.

(I). Le produit de deux familles régulières est aussi une famille
régulière.

En effet, soient cl et Oh deux families régulières. D'abord si B est
un sous-ensemble d'un ensemble A du produit el.cB, A appartenant
à CX? B appartient à et, et A appartient aussi à Oh, B appartient à oh,
par suite B appartient au produit cX.cB. De la même manière on voit
facilement que si un ensemble B est homéomorphe a un ensemble A
de el.cft, B appartient à 6L.öb et que si une suite d'ensembles A,, A2J

A3, . . . appartiennent àel.d3,leur somme A = A, n- A2 4- A t-h . . .
appartient aussi à iX.Ûh si tous les A/(Z* = i, 2, 3, . . .) sont ^aussi
fermés clans la somme A.

Pour los utiliser plus tard (p. 44)? nous allons citer quelques pro-
priétés communes aux trois conditions que nous avons imposées à la
famille régulière.

(!) MKNCTKR (Dimensionstheorie), p. 81.
( 2 ) MENGER. I). T., p . >4i.

(*) MENGER, D. T., p . 9 ; .

( 4 ) MENGER. D. T., p. m>.



(II) . Les trois conditions (\\ (2) et ('S) sont transitives ; c'est-à-dire :

( iü) Si un ensemble C est un sous-ensemble d'un ensemble B et si B
est un sous-ensemble d'un ensemble À, alors C est un sous-ensemble
de A;

(V) Si un ensemble C est homéomorphe à un ensemble B et si B est
homéomorphe à un ensemble A, alors C est homéomorphe à A;

(3°) Si, pour les suites BJ, B^, B7,, . . . , BJ
k, . . . tous les B^ sont fer-

més clans la somme B̂  — B[ -h B' -h ~B\ -f- . . . -h Bjf -H . . . et si tous les
B'(y — 1, 2, 3 , . . ) sont fermés dans la somme B = W 4- B2 4- B* -f-...,
alors la'somme de la suite WA(J — 1, 1, 3, . . . ; k = 1, 2, 3, . . .) est
égale à B et tous les WA sont fermés dans la somme B.

Les deux premières propositions sont évidentes. La troisième est
aussi vraie, car d'abord comme B{ est fermé dans B' qui le contient,
et B' est fermé dans B q*ii le contient, B^ est fermé dans B (p . i 4 ) ; et
d'autre part la suite double Wh(J = 1, 2, 'à, . . . ; A = 1, 2, 3, . . .) peut
être ordonnée de sorte .qu'elle devienne une suite simple qui contient
tous les termes.

(III) . Les trois conditions ( 1), (2) et Ç5)ont une sorte d'échangenhilité
entre elles; c'est-a-dire :

(4°) Si B| est un sous-ensemble d'un ensemble B qui est homéo-
morphe à un ensemble A, alors il existe un sous-ensemble A, de A
qui est homéomorphe à B, ;

()°) Si B est un sous-ensemble de la somme

d'une suite d'ensembles A,, A2, A,, . . ., A/, . . . dont tous les Ak sont
fermés dans la somme A, alors il existe une suite d'ensembles B,, B2,
B î ? . . ., B/t, . . . , B/L contenu dans Ah dont la somme est égale à B et
tels que tous les B/ sont fermés dans la somme B.

(G°) Si B est un ensemble homéomorphe à la somme A d'une suite
d'ensembles AA, Aa, A3, . . . , A/t, ... qui sont fermés dans la somme A,
alors il existe une suite d'ensembles B1? B2, B3, . . . tels que Bk est
homéomorphe à A/t, leur somme est égale à B, et tous les B/t sont
fermés dans la somme B.
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La proposition (4°) est évidente. Pour voir (5°) on n'a qu'à poser
B / t ~ B. AA. Pour démontrer (6°), posons BA =T(A / t), où T est la trans-
formation homéomorphe entre A et B :

B = T(A); on voit que tous les B/t sont fermés dans B, car ils le sont
dans A.

Étant donnée une famille &< quelconque d'ensembles d'un espace R,
on peut obtenir une famille ^ d'ensembles de R, en appliquant l'opé-
ration (i) ou (2) de la page l\i à tous les ensembles de 3*9 ou (3) à
toutes les suites d'ensembles de 5*. Nous les désignons par les nota-
tions

La proposition (i°) dit que, si nous opérons l'opération (1) sur SF pour
obtenir ^ et ensuite sinous opérons (1) sur § , nous n'obtenons que g
elle-même. Nous pouvons l'exprimer par la notation

De même

et

La proposition (4°) dit que si nous opérons (a) sur 3* pour obtenir g
et ensuite si nous opérons (1) sur g , alors la famille d'ensembles ainsi
obtenue est contenue dans la famille obtenue en opérant d'abord (1)
et ensuite (2) sur S*. Nous pouvons l'exprimer par la notation

De même

et

Maintenant nous allons démontrer que :

IV. Étant donné un ensemble M de Vespace R, parmi les familles
régulières qui contiennent M, il en existe une qui est la plus petite.



Nous l'appelons la famille régulière engendrée par r ensemble M et la
désignons par 3* CM).

En effet, désignons par Jll la famille formée d'un seul ensemble M,
et considérons la famille exprimée par (3) (2) (1) Jïl.

(a) . Cette famille contient évidemment M.
((3). Et elle est aussi régulière. Car d'abord si un ensemble B est

un sous-ensemble d'un ensemble A qui appartient a (3) ( a ) ( i ) JTt,
B est contenu dans (1) (3) (2) (1) Jïl.

Or, d'après (5°),

( i ) ( 3 ) ( 2 ) ( i ) a i l C ( 3 ) ( O ( a ) ( i ) 3 1 l ;
d'après (4°),

( 3 ) ( i ) ( 2 ) ( i ) O H C ( 3 ) ( a ) ( i ) ( i ) O l l ;
d'après (i°),

( 3 ) ( 3 H i ) ( i ) 3 ï t = ( 3 ) ( a ) (

Donc B appartient a (3) (2) (1) Jli; la première condition est ainsi
satisfaite. Les deux autres conditions sont aussi vérifiées de la même
manière.

(y). La famille régulière S* qui contient Jïl contient nécessairement
(3)(2)(i) Jfl; car la première condition imposée à la famille régulière
dit que si une famille Q est une sous-famille de la famille 3> régu-
lière S'Z^Çf-y on a alors 5*^)(ï)Çf; la deuxième dit que 3*^>Ç
entraîne S* 3 ( 2 ) ^ ; la troisième déduit 3*Z)(3)$' de 3 O < .̂ Donc
fF^JTL entraîne 5 O ( i ) J ] l , ensuite ^ 3 ( 2 ) ( i )J ï l et enfin

(a), (P) et (y) montrent que #(M) = (3) (2) (1) Jli.
Ainsi l'existence de la famille régulière engendrée par un

ensemble M est démontrée avec le moyen de l'obtenir.
Les éléments E de la famille 9* (M) régulière engendrée par un

ensemble M satisfont à 5 ( E ) C ^(M).
Les éléments N de la famille ^(M) régulière engendrée par un

ensemble M qui satisfont à

forment un noyau dans la famille ^(M) que nous appelons la classe de
dimensions de Vensemble M et que nous désignons par oAf.



Définition. — Étant donnés deux ensembles À et B, on dit que la
classe de dimensions de À est égale, supérieure ou inférieure a celle
de B? suivant que les familles régulières ^(A) et £P(B) engendrées
par À et B coïncident, que ^(B) est une vraie partie de 3*(X) ou que
^(A) est une vraie partie de L3>(B) et nous les représentons par les
notations oX = oB, oX > oB ou oX < oB.

Si ^(A) et ^(B) ont au moins un des éléments qui n'appartiennent
pas à l'autre, on dit que oX et oB sont incomparables. Les trois pre-
miers cas sont appelés les cas comparables.

Ce dernier cas existe, ainsi que nous le démontrerons plus tard,
mais ce sont des catégories d'ensembles très différentes.

Ces classes déterminées pour des ensembles dans l'espace R ne
dépendent que des ensembles. C'est une propriété des ensembles et
non pas de l'espace.

Étant donnés deux espaces R, et \\29 on peut comparer leur classe
de dimensions en concevant un nouvel espace qui les contient : la
somme simple de H, et lîo, par exemple.

Ces classes de dimensions peuvent être considérées comme une
définition des dimensions qui sont intercalées dans celles de M. Brou-
wer ou celles de MM. Menger-Urysohn quand ces définitions-ci s'ap-
pliquent, et qui encadrent celles de M. Fréchet dans tous les cas,
même dans les espaces fonctionnels ou les espaces à une infinité de
variétés.

D'après la définition, on voit immédiatement que :

(V). Pour deux ensembles A et B de \\, A d B entraîne o\< oB.

(VI). Végalité et Vinégalité entre les classes possèdent les mêmes
règles que celles entre tes nombres réels :

o\ = oA pour tous les ensembles A ;
oA>oB et oB>3C entraînent oA>oC pour trois ensembles quel-

conques Xy B et C;
oX = oB entraîne oB = oX pour deux ensembles quelconques;
oA>oB et oB > oC entraînent oA> oC, etc.

J5. Comparaison avec les types de dimensions de M. Fréchet. — 1] y



aura plusieurs avantages à établir tout d'abord la relation entre les
types de dimensions de il. Fréchet et nos classes de dimensions.

Les types de dimensions de M. Fréchet peuvent être définis comme
suit :

Soit $ une famille d'ensembles de l'espace K qui satisfait aux deux
conditions suivantes :

(i). Avec un ensemble A de $, $ contient aussi tous les sous-
ensembles de A.

(2). Avec un ensemble A de <]>, <b contient aussi tous les ensembles
de R qui sont homéomorphes à A-

Pour chaque ensemble M de cet espace, il existe une famille
d'ensembles <&(M) qui est la plus petite parmi celles qui satisfont
aux (1) et (2) et qui contiennent M. Pour deux ensembles A et B de
l'espace R, le type de dimensions de A : dA. et celui de B : dB satisfont
à dA = diï, dÂ>dB ou d\ < dB suivant que $(A) et $ (B) coïn-
cident, que *(B) est une vraie partie de ( t(A) ou que <I>(A) est une
Vraie partie de <ï> (B).

Donc on peut dire que :

(0) . Pour que deux ensembles A et B satisfassent à la relation
rfA>rfB, il faut et il suffit que B appartienne à la famille (2) (i)A.

Aussi pour que dAetdB soient incomparables, il faut et il suffit que
4>(A) et <I>(B) contiennent au moins un de leurs éléments qui n'est
pas contenu dans l'autre.

Si l'on observe Tordre des types de dimensions avec la définition de
AI. Fréchet, on sera frappé par sa différence avec celui des nombres
réels. Car les types de dimensions incomparablesy entrentassez bizar-
rement. Mais avec la définition ci-dessus, nous voyons maintenant que
l'ordre des types do dimensions n'est pas d'une nature nouvelle.
Quand Dedekind a défini l'ordre des nombres réels, il a comparé les
coupures ('), c'est-à-d ire une partie de la famille des ensembles linéaires,
de sorte que dans cette partie il n'y ait que des ensembles comparables ;
quant aux types de AI. Fréchet (ou à nos classes) comparer deux types

C1) L'ensemble de tous les nombres réels plus petits qu'un nombre.



dX et dB (ou deux classes oÀ et SB) revient à comparer deux familles
<5(A) e t$ (B) [ou ^ ( A ) et &(B)\. Et parmi ces familles figurent les
familles non comparables. L'ordre des types de dimensions, ainsi que
celui des classes de dimensions sont des grandeurs de familles
d'ensembles. Ce n'est pas extraordinaire qu'on ait des types ou des
classes incomparables. Au contraire, ils montrent la différence de
catégories des ensembles, conformément à l'intuition.

Revenons a la relation entre les types et les classes :

([). Pour que deux ensembles A etB satisfassent à oA>oB illaut et
il suffit qu'il existe une suite B,, B2, B 3 , . . ., BA, . . ., dont la somme
est égale a B : B = 2BA et tels que tous les B/L sont fermés dans la

A

somme B et tels que dB^dX.
En effet, pour qu'on ait oA>oB il faut et il suffit que B appartienne

à £F(A) = (3 ) (2 ) ( i ) c t où el est la famille d'un seul ensemble A.
Donc pour cela, il faut et il suffit qu'il existe une suite d'ensembles
B,, Bo, B3? . . ., B/,, . . . de (ra)(i)cl dont la somme est égale à B et tels
que tous les B/t sont fermés dansla somme B. D'après (0) , onadBk<dX.

o. Q . F. D .

Il est évident que :

(II). Pour deux ensembles A et B, dX<dB entraîne oA<oB.

COROLLAIRE. — Pour deux ensembles Xet B? oX < oB entraîne dX < dB
si ces deux types de dimensions sont comparables.

Considérons une droite 1), un cercle C et une figure F composée de
deux droites qui se rencontrent. D'après (II), nous avons oD<oC,
oD<oF; soient a, 6, c et J quatre points distincts rangés dans un sens
sur le cercle. On peut regarder le cercle C comme la somme de deux
arcs fermés C1 = (a, b, c) et C2 = (c, d, a), les extrémités a et c com-
prises. C = C, + C.j. G, et C2 sont fermés dans C et rfC, = dC2 = dD,
ÛD>ÛC d'après (1); et donc enfin oC = oD. De môme, en considérant
la figure F comme la somme de deux droites, on a aussi oF = oD.

oF = oC montre que la réciproque de (II) n'est pas toujours vraie
puisque F et C sont incomparables, mais nous verrons plus tard
quelques cas où elle est aussi vraie (voir p. 49 ).



16. Distribution des classes de dimensions, — Nous allons déterminer
les classes de dimensions, pour la plupart des figures géométriques
que nous rencontrons, en général. Pour cela, nous ne risquerons pas
de négliger beaucoup de cas importants si nous considérons les espaces
séparables, et parmi eux surtout les ensembles de points de l'espace
hilbertien il.

Il existe d'abord une classe de dimensions la plus petite. C'est la
classe d'un point; nous le désignons par oR0. oRo contient tous les
ensembles dénombrables et ces ensembles seuls, car l'ensemble d'un
point est fermé d'après l'axiome III (p. 8).

Tout ensemble A se décompose en deux parties disjointes A4 et
A2(A = Ai H- A2), de sorte que A2 soit l'ensemble de tous les points
de condensation de A qui appartiennent à A. D'après l'axiome IV*, A2

est fermé dans A. Et d'autre part, dans un espace séparable, comme Âi

est un ensemble dénombrable, en appelant ai9 a2, a3, . . . la suite de
ces points, on peut écrire

2 x (A = i, a, 3, . ..)<

où A2 et tous les ak sont fermés dans A. Or, si A1, est non vide

donc, d'après (I) (§ 15), on a

Comme A-,(HA,

(I). La classe de dimensions d'un ensemble A non dénombrable d^un
espace séparable est égale à celle de l'ensemble de tous les points de con-
densation de A qui appartiennent à A.

Donc la recherche des classes de dimensions revient à celle des
ensembles denses en soi (et à celle des ensembles parfaits quand il
s'agit des ensembles fermés). Parmi les ensembles denses en soi, il y
en a une catégorie simple et intéressante : ce sont les ensembles réflé-
chis (p. 3 0 .

(II). Pour un ensemble quelconque A, oA^oB entraîne rfA^rfB si
Vensemble B est réfléchi et complet.

TIILSE KUM'GUI. 7



Démonstration. — oA^oB veut dire qu'on peut écrire

où tous les B/t sont fermés dans B et d
Or, si un BA contient en moins un sous-ensemble V ouvert dans B,

B étant réfléchi,
^ \ >clB.

Par suite, avec B/,2) V, dBA>d\, on a

Notre théorème est démontré dans ce cas. Supposons donc que, pour
tous les indices k, Bk ne contient aucun sous-ensemble ouvert dans B.
Soit 60 un point de B. Dans un voisinage borné V(è0) de b0 sur B, il
existe un point bx (6, peut coïncider avec b0) qui n'appartient pas àB<.
Comme B, est fermé, il existe un voisinage V(6<) de bx s.ur B qui est
distinct de B, et qui est contenu complètement dans V(ô0). Dans V ^ )
il existe au moins un point b2 (62 peut coïncider avec bQ ou avec bA )
de B qui n'appartient pas à B2. Comme B2 est fermé dans B, il existe un
voisinage V(42) de b2 sur B qui est distinct de B2 et qui est contenu
complètement dans Y(£| ). Continuons ainsi de suite. Nous aurons une
suite de voisinages bornés sur B :

telle que

Nous pouvons supposer que le diamètre deV(ôv) tend vers zéro
avec -

V

D'après le théorème à la fin du paragraphe 6,
(«0 (*>)

n'est pas vide. Et, d'autre part, ce produit est disjoint de^^A pour

tous les nombres v; il est distinct de B. Ceci est une contradiction.
c. Q. F . D .
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COROLLAIRE. — Pour un ensemble quelconque A, dA<^dB entraîne
o A < oB, si Vensemble B est réfléchi et complet.

(III). Soit B une somme simple d'une suite d'ensembles

En E2, E,. .. ., E/t,

tels que SEt<oE2<oE3<. . ,<§EA<. . . . Si tous les ensembles Ek sont
réfléchis et complets, alors oA>§B entraîne dA>dB pour l'ensemble A
quelconque.

En effet, B^)EA entraîne oB>oE/t. Donc avec oA>oB, on a

àA l diïL.

Comme Ek est réfléchi et complet, on en peut déduire

( A = x , 2 , 3 . . . . )
d'après (II).

D'autre part, oEA<oE/ltl entraîne aussi, d'après (II), dEk<dEk+i.
Ainsi toutes les hypothèses da théorème (I) (§ 12) étant satisfaites,
celui-ci nous donne dA>dB. c. Q. F. D.

Cherchons maintenant des exemples de classes de dimensions
supérieures à celle des ensembles dénombrables.

D'après le corollaire de (II), il serait très désirable de chercher les
types de dimensions différentes des ensembles réfléchis et complets
(ou plus simplement compacts en soi).

Dans l'espace linéaire R, il n'y a que deux types de dimensions
d'ensembles réfléchis et compacts eu soi, à savoir celui de la droite dR]

et celui de l'ensemble H1 parfait et non dense de Cantor sur le seg-
ment [o, i] : dl\\. D'après le corollaire du (II), on a

MM. Sierpinsky et Kuratowski ont pu prouver ( f) , en employant
l'axiome de choix de Zermelo, que quel que soit l'ensemble E tel
que <ffi<öflï,, il existe au moins un ensemble K dont le type de
dimensions est intermédiaire entre ceux de E et de H,. En prenant
pour E un ensemble dénombrabJe dense partout sur la droite, on voit

{*• ) Fund. Math., t. \ I 1 J . 19^6. p . ii)3.
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que K ne peut pas être dénombrable dans ce cas, donc

ôRn< oK.

D'après le corollaire on a aussi 3K<oHi. Ainsi il y a des classes
entre oRo et 2H,.

Dans le plan, considérons un ensemble IL, ensemble composé
de H, etR,,

c'est-à-dire l'ensemble de tous les points p = (ce, y) de K2 dont les
abscisses ce appartiennent à tl,, tandis que y est arbitraire. Cet ensemble
est réfléchi et complet. Il contient une infinité de droites parallèles
qui s'approchent d'une droite qu'il contient. Donc

D'après le corollaire nous avons

Considérons maintenant un ensemble À2 de points du plan, non
dense et parfait construit de la manière suivante : on prend un carré,
on le divise en neuf carrés égaux et supprime l'intérieur du carré
central. On fait de même dans les carrés restants, et ainsi de suite.
L'ensemble A2 est formé par les points non exclus.

A2 est compact en soi et localement connexe; donc c'est une courbe
de Jordan (voir p. 07). Il est également réfléchi. Ml Sierpinski a
démontré ( ' ) que le type de dimensions dL2 est égal à celui de l'en-
semble formé de tous les points p = (ce, y) de R2 dont une des deux
coordonnées x ou y au moins est irrationnelle.

Je dis que û?H2<^r/A2. En effet si l'ensemble A2 entier est homéo-
morphe à une partie de IL, A2 étant connexe, il doit être homéo-
morphe à une partie d'une droite contenue dans HL. Ceci est évidem-
ment impossible, car on a

et d'où

{l) Fund. Math.y t. III, i y ^ ; p. 12.
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D'après le corollaire, on a donc

Le plan R2 lui-même est un ensemble réfléchi et complet, donc
dA2<^dR2 entraîne oÀ2<^oR2. En somme, nous avons vu qu'il existe
au moins sept classes de dimensions dans le plan qui forment une
suite croissante

3R0 < 3K < an, < an, < an, < ÔA , < s\\2.

Dans le plan, il existe un ensemble discontinu qui n'appartient pas
à la famille régulière engendrée par Ri ( t w p . j5) et par suite il
nous donne une classe de dimensions incomparables avec oR,.

Naturellement pour la suite d'espaces cartésiens k variétés n
(n = i, 2, 3, . . . ) nous avons d'après le corollaire

3R, < 3R2< 3R,<... < 3RB<...,

puisqu'ils sont réfléchis et complets. De la même manière que nous
avons fait en haut, nous pouvons trouver les classes de dimensions
entre cR,, et §R,t^.

Passons maintenant aux classes infinies de dimensions.

(IV). La somme simple (E) des espaces cartésiens Rn à variétés
n(n = i, a, 3, . . .) est de la classe infinie de dimensions : oRn <^ o (E)
et elle est aussi minimumparmi celle qui sont infinies.

En effet, soit A un ensemble qui a satisfait à oRn << ok pour tous les
n (n z=i i ,2 , 3, . . . ) , R,t étant réfléchi et complet oRn < oA entraîne
rfR„< dk. D'après (i) (§ 12), on aura

par suite
3K<3A.

L^espace R de M. Fréchet, l'espace (co), et polynomial (P)
(voir p. 37) appartiennent à la même classe que (E), car ce sont
des espaces qui se décomposent en (Ek) homéomorphes à l'espace
cartésien RA; aussi tous les (EA) sont fermés dans ces espaces;
donc d'après (I) (§ 15), S(E)>o(R), o(co) et o(P).



L'espace 12 de M. Hubert (ou l'espace E,r> de M. Fréchet) est un
espace réfléchi et complet [voir (IV), $9, et (III), $ H] . D'autre part,
(E) étant de type localement fini, dE <^ dil; celui-ci entraîne, d'après
le corollaire, oE < Su. En somme nons avons

( i ) a (E ) = à , R ) = d{u ) = o( P ) < ôfî.

Application de la classe de dimensions à déterminer le type de
dimensions. — Nous avons donné une démonstration pour ûf(co)< dû.
En employant les idées de la classe de dimensions on peut procéder
également comme suit : ( c o ) d û ; donc d(co)>dil. D'autre part,
d(ao)>dil est absurde à( i ) , car cela entraîne o(co)>oi2 d'après (II)
(§15).

• 17. Les classes de dimensions des ensembles composés. — L'opéra-
tion de composer des classes de dimensions de deux ensembles est
monotone comme celle du type de dimensions, c'est-a-dire :

(I). Pour deux paires d'ensembles A,, B, et A5, B2 tels que.
oA^oBi et oA2>oB2, on a

Démonstration. — oAj^oB, et oA2>oB2 veulent dire qu'on peut
écrire

dont tous les B* et tous les B;n sont fermés dans B, et B2 respective-
ment, et tels que

Alors on peut écrire aussi

Donc [B,, Ba] est la somme d'une infinitédénombrabled'ensembles
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[B^, B;J. D'abord comme B* et B;}1 sont fermés dans Bi et B2 respec-
tivement, [B;t, B;J est fermé dans [B(, B2] d'après [II] (§ 10).
Deuxièmement, comme B^ et B;;i sont lioméomorphes à une partie A^
de A et à une partie A*m de A2 respectivement, [B,'t, B;,J est homéo-
morphe à [A*, A;)J qui est une partie de [A4, A2J d'après (III) (§ JO).
Ceci veut dire

Donc d'après ( I ) ( § 15),

n A J . c. Q. F. D.

COROLLAIRE. — Pour deux paires d** ensembles A<, B^ et À2, B2 telles
que oAi = oBA et oA2 = oB2> on a

Il serait intéressant de préciser le cas oùoA|> oB, et 3A2^>oB2

entraînent o[Ai9 A2] ^> o[Bi9 B2] ou non.
Il faut remarquer ici que pour deux suites infinies d'ensembles

A , , A 2 , A 3 , . . . , A ^ f . . e t B , , b 2 ) B , , . . . , B ^ . . .

la condition dA/>dBk (k = i , 29 3, . . .) entraîne

d[\, A,, Va. . . .]^rf[B,,B,, Bî% ...]>

mais SA/^oB/, ( £ = I , 2, 3, . . .) ne nous donne pas nécessairement

où la composition s'entend au sens strict.
En effet, par exemple, soient A/t l'ensemble formé d'un seul point

et B/t celui qui contient (au moins) deux points distincts. Alors
[A,, Ao, A3, . . .] n'a qu'un point, tandis que [B1? B2, B3, . . .] a la
puissance non dénombrable, c'est-à-dire

bien que nous ayons 3AA>oBA pour tous les k (k = i? 2, 3, . . . ) .
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CHAPITRE TV.

RELATIONS ENTRE LA CLASSE ET LE NOMBRE DE DIMENSIONS

AU SENS DE POINCARÉ, BROUWER, MENGER ET URYSOHI1.

La familie des ensembles de points d'un espace qui sont de même
nombre de dimensions au sens de Poincaré, Brouwer, Menger et
Urysohn se décompose en plusieurs sous-familles des ensembles des
mêmes classes. Pourtant ces classes ont plusieurs propriétés com-
munes avec le nombre de dimensions. Le but principal des recherches
sur ce chapitre est de préciser les théorèmes sur le nombre de dimen-
sions établies par ces créateurs de la théorie et leurs successeurs.

18. Théorème de l'addition. Théorème d'Alexandroffet Tumarkin. —
Commençons par le théorème de l'addition :

( I ) . S o i e n t u n e f a m i l l e r é g u l i è r e e t A , , AL>, A ^ , . . . , A / , . . . u n e
/.=rl

suite d'ensembles de S*. Alors la somrneA — ^ A/t appartient aussi à fF,

si tous les Ak sont fermés ou Fa (*) dans la somme A.

En effet, si A/v sont fermés ou FG dans A, Ak est une somme d'un
nombre dénombrable des ensembles A™ (/w = i, 2, 3, . . .) fermés
dans A. Comme A"1 CIA/,, d'après (1), AT appartient aussi à S*. Et par
suite, d'après (3), la somme

k

appartient aussi à ÎP.
Par conséquent en traduisant en classe :

(ÏI). La somme A d'un nombre dénombrable des ensembles Ak

(!) On dit qu'un ensemble est un Fa(ou est un ensemble[F] au sens de M. Lebesgue)
s'il est la somme d'un nombre dénombrable dVn^emble^ fermés.
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( / c = i , 2 , 3 ? . . . ) tels que oA/<oB pour un ensemble B, satisfait aussi
à 3 À < O B , si chaque A/t est fermé ou un ¥G dans la somme A.

Comme M. Hurewicz Ta montré Q), ( I) nous donne les théorèmes :

(III) . La somme A de deux ensembles A* et A** d'une famille régu*
Hère &, telle que A* soit un YG et un GÔ dans la somme A en même temps,
appartient à S*.

(IV). La somme A de deux ensembles A* et A** tels que oA*<oB et
3A**< §B pour un ensemble B satisfait aussi 8A < oB ̂ * A* est un Fa et
un GÔ dans la somme en même temps.

L'ensemble d'un seul point est un FG et un G,: en même temps parce
qu'il est fermé; par suite :

(V). La classe dhin ensemble A : 3A ne change pas par V addition d'un
seul point à A. La classe d'un ensemble A qui contient plus de deux points
distincts ne change pas par la suppression d'un seul point de A.

Il faut remarquer ici que les théorèmes (I), (II), (III), (IV) et (V)
n'exigent pas que l'espace dont il s'agit soit séparable.

Appliquons ce résultat à préciser le théorème d'AIexandroff et
Tomarkin (2). Il s'agit de prolonger un ensemble compact en soi en un
continu jordanien sans en augmenter le nombre de dimensions. Un
continu s'appellejordanien s'il est une image d'un segment [o i] de
K, par une transformation univoque et continue.

Le théorème établi par ces deux auteurs est le suivant :

Vensemble M compact en soi dans Vespace séparable est contenu topo-
logiquement dans un continu jordanien de mêmes dimensions au sens de
llenger-Urysohn si le nombre de dimensions de M est au moins égal à i .

La forme plus précise que nous sommes parvenus à donner à ce
théorème est la suivante :

(VI). L'ensemble M compact en soi dans l'espace séparable estcon-

(1) HUREWICZ, Math. Ann., t . OB, 1927, p. 761.

(2) P . ÀLEXANDUOFF et L. TuMARKi^, FiiTicL M-Cith^ t. XI , i i p S . p . i\i. Voir auss
W. STÉPANOFF et r.. TUMARKIN, Ueber eine Erweiterung abgeschlossener Mengenzu
lordanscher Kontinuum derselben Dimension {Fund. Math., t. XII, 1928, p. 43).
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tenu topologiquement dans un continu jordanien de la même classe
de dimensions oM, si 3M>oR, ou plutôt en général dans un continu jor-
danien de la même famille régulière que M si cette f a mille contient R,.

Pour le voir, il nous suffira d'esquisser la démonstration de
5IM. Alexandroff et Tumarkin en modifiant seulement une ligne.
L'ensemble est homéomorphe à une partie N du cadre fondamental (')
de l'espace hilbertien Q. N est une image d'un ensemble fermé et non
dense dans le segment [0,1] de R, par une représentation univoque et
continue. On peut ajouter alors sans changer la classe de dimensions
de N les segments de droites dans l'espace Ü qui correspondent aux
fermetures des intervalles complémentaires d'une manière biunivoque
et bicontinue. c. Q. F. D.

Donnons un exemple pour montrer la différence entre ces deux
théorèmes : prenons l'ensemble È, dans le plan R2, de tous les points
p = (xf j ) définis par

. i . i

y = sm — ) pour o <* x < —

et
— i ^ y ^ i , pour a?=:o.

On voit facilement que oE — 5R, et que E est compact en soi. E est
connexe, mais il n'est pas localement connexe. D'après le théorème
de Hahn-Mazurkiewicz (3)> E n'est pas continu jordanien. Notre théo-
rème dit qu'il existe un continu jordanien de la classe oKA qui
couvre E.

En effet si l'on ajoute des segments parallèles à Taxe de x définis
par

o <x< :— de la miémc branche, y =± —?
- - a rc hinjK . %'"

où K sont tous les nombres entiers positifs inférieurs à im qui ne sont

(*) Ensemble de tous les points p = (pi, p^p^ - -., pk, . . . ; de ö tels que

°iP^\ (A = i, 2, 3, . . . ) .

(-) HAHN, Jahresber. d. Deutch. Math. Ver., Bd "23, 1914, p- 3i8. — MAZCRKIEWICZ,
Fiuid. Math,, t. 1, 1920. p. 166.
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pas divisibles par 2, alors on obtient un ensemble J compact en soi et
localement connexe. D'après le théorème de Hahn-3Iazurkiewicz, J est
un continu jordanien. Le théorème de l'addition montre que oi — cR.

Tandis que le théorème d'Alexandroff et Tumarkin nous dit qu'il
existe un continu jordanien du nombre de dimension 1 et qui
contient E. Nous en avons plusieurs dont les classes de dimensions ne
sont pas égales à SR .̂ (On en obtient facilement un, en déformant
l'ensemble A3 du paragraphe lü.) L'approximation fournie par ce
théorème est donc moins précise que la nôtre.

19. Ensembles superposés. — Définition : Étant donnée une famille 3*
d'ensemble des points d'un espace R, nous proposons de dire qu'un
ensemble 31 dans l'espace. R est superposé (A) k 3*, si pour tous les
points p de 31, il existe une suite de voisinages V/,(/>) de p sur M qui
tend vers p, et dont les frontières sur M appartiennent à 3*.

31. Hure^\icz a nommé une famille normale, quand elle satisfait à
deux conditions (1) et (3) de la page l\i et il a démontré que, dans
un espace séparable, les ensembles superposés a une famille normale
forment aussi une famille normale. Un ensemble d'un seul point forme
une famille normale; et en général tous les sous-ensembles d'un
ensemble forment aussi une famille normale. Pour éviter ces cas
triviaux, ajoutons-y la condition (2). Et considérons les ensembles
superposés à la famille régulière. On verra (p. 61) que dans un espace
séparable R, tous les ensembles superposés à la famille régulière 3*{0)

forment aussi une famille régulière 3<[i}. Par conséquent, on peut
répéter k fois cette opération et l'on obtient une famille régulière 3*{K)

d'ensembles de R superposés k fois à 5*{l)K
La famille 5*l/i' des ensembles superposés k fois à la plus petite

classe oR0 est celle d'ensemble de dimensions rationnelles de
M. Menger au plus égales à k. Si l'on part de la famille régulière ff{ii)

de tous les ensembles discontinus dont les classes sont inférieures
à oR,, nous obtenons comme 3*[l%) une famille de tous les ensembles
de dimensions au sens de 3Ienger-Urysohn au plus égales k k. De
même la plus grande famille régulière des ensembles discontinus,

( i) Voir MENGER, f). T., p. i->'*.
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c'est-à-dire la famille de tous les ensembles discontinus nous donne,
comme S*fnï, la famille des ensembles de dimensions au plus égales
à n au sens de M. Brouwer.

Pour exposer systématiquement la démonstration des théorèmes
énoncés ci-dessus, nous répéterons ici sans démonstration quelques
théorèmes dus à M. Hurewicz (1 ).

(I). Tous les ensembles superposés à une famille (^ qui satisfait à la
condition (i) de la page !\i forment aussi une famille &* qui satisfait
à cette condition (i) .

En effet, soit B un sous-ensemble d'un ensemble A de 3*. Pour un
pointp de B il existe une suite de voisinages 'VK(P) de/? sur A qui tend
vers p et dont les frontières sur A appartiennent à <%,. Or BYk(p) est
un voisinage de p sur B dont la frontière sur B : B-front V(jo) sur A est
un sous-ensemble de front V(j?) sur A, par suite elle appartient à ^ .

c. Q. F. D.

(II). Tous les ensembles d'un espace ~Rsupe?*posés à une famille (g qui
satisfait à la condition (2) forment aussi une famille &* gui satisfait à
la condition (2).

En effet, soit B un ensemble homéomorphe k un ensemble A de S7.
Posons B = T(A) où T est une transformation biunivoque et bicon-
tinue entre A et B. Pour un point 3 quelconque de B, il correspond
un point a de A; et pour ai l existe une suite de voisinages W,(a)
de a sur A (£ = Ï , 2, 3, . . .) qui tend vers a et dont les frontières
appartiennent à ^ . Les images T[W/h(a)] de ces voisinages WA(a) est
une suite de voisinages de [3 sur B dont les frontières sur B sont les
images des frontières de W(a) sur A. Donc celles-là appartiennent
aussi à Cf. Aussi on voit que ï[(WA(a)J tend vers a. c. Q. F. D.

(III). Tous les ensembles M, dans un espace séparable qui est superposé
à une famille normale <#, peuvent se décomposer en deux parties M* ê M**
disjointes telles que :

i° M* soit de dimension nulle au sens de Menger-Urysohn;
20 M** appartienne à (^ et il est un ¥„ dans M).

(' ) Théorèmes (III) , (IV) et (V) : HURKVICZ, loc. cit., p. ;54; voir MENGER, D. T.,
p. i>.3-i24.
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(IV). Toutes les som?nes M d'un ensemble M* de dimension nulle au
sens de Menger-Urysohn et d'un ensemble M** de la famille normale <%,
sont des ensembles superposés à ^ .

Donc, en employant le théorème de l'addition pour les ensembles
de dimension nulle au sens de Menger-Urysohn on voit que :

(V). Dans un espace séparable^ la somme À d^une suite d'ensembles
Ak(k = i , 2, 3, . . . ) superposés à une famille normale (^ est aussi super-
posée à <$ si chaque Ak est fermé dans la somme A.

(I), (II) et (V) montrent que :

(VI). Dans un espace sèparable, les ensembles superposés à une
famille régulière forment aussi une famille régulière.

Aussi avec (III) et (IV) on peut dire :

(VII). Vensemble M séparable 8*{n] quelconque appartenant à la
famille d'ensembles superposés n fois à la famille régulière ëF(0) peut se
décomposer en n + i parties disjointes Wx, Ma, M3? . . ., Mn et M^* telles
que :

i° oMv<oH1(v = i , 2, 3, . . ., n ) ;
2° M,,_H appartienne à

(VIII). Dans un espace séparable, la somme Wden~\-i d'ensembles'M.,,
M2, M3, . . . , Mft et MLH tels que :

v,° M/M1 appartienne à une famille régulière S*{0]
7 appartient à 3*{nK

(IX). La somme dhin ensemble de S*1"^ et d'un ensemble de &*{n)

appartient à sr(«+«+<) si S^^CZ^i^ )•

(X). La somme d^un nombre finik d'ensembles MJ? M2, JVI3; . . .,, Mk

de 9 W , 3^n*\ &^^\ . . . ? $
{n!] respectivement appartient à

si

Revenons au cas général et démontrons un théorème. Un ensemble
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ouvert qui contient un ensemble fermé M le contient complètement,
et il s'appelle un voisinage de M ( w p . 16).

(XI). Dans un espace séparable^pour tous les sous-ensembles'M fermés
d\in ensemble A superposé à une famille régulière 3*, il existe dans
chaque voisinage Z de M sur A un voisinage W de M sur A r/onr la fron-
tière sur A appartient à 3*.

LEMME 1. —Étant donnée une suite d'ensembles ouverts ̂  W1? W2,
W3, . . ., W*, . . . , si Von pose

i—j

LEMME -2. —• Soient M wn ensemble contenu dans la somme 2 W

lemme 1) et W* /a somme de tous les V; rfonjC fey fermetures Vt

tiennent au moins un point de M. ^4/o7^ la fermeture W* de W* contient
tous le* points Je M wâ/u son intérieur.

En effet, soitjt) un point de M. Nous avons un W4 le premier ensemble
ouvert de la suite qui contient p. Comme Ws est ouvert, il existe un
voisinage de p qui appartient à W,; soit V/t, Vy , V,,, . . ., V>„ les
ensembles \K de l'indice k < ^ tels que V/, ~2>P \ soitV^, V^, V ^ , . . . , V ^
tous les autres V/, de l'indice k < s ; m + n = s — i . Il existe alors un
voisinage U(p) de j» disjoint de SV^ et contenu dans W, :

Or, W * ^ 2 ^ r / * entraine W * ^ ) ^ V/,- Donc, si ^ V/t contient un voi-

sinage dejo, notre lemme est démontré.
Dans le cas contraire, il existe une suite de points qf (j = i, 2, 3, ...
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n

de U(p) qui tend vers p et qui est disjointe d e ^ V ^ et, par suite,

5—1

de 2 V,-,

D'après le lemme 1,

, - wj

Par suite,
5—1 tt

2 2 V

c'est-à-dire

D'autre part,

d'après (a), donc V̂  3 P î d'où V, CI W*. Comme

on a

celui-ci contient UQo), d'après
Dans ce cas aussi, notre lemme est démontré.

LEMME 3 . — Si, de plus,

frontW'C^W,-,

i = l Z - l

Donc,
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on peut dire aussi

front W* C 2 front \ t (l ).

Démonstration du théorème XL — Associons à chaque point p de A
vin voisinage U(p) de p sur A, dont la frontière sur A appartient à 3*,
d'après la règle suivante : (a) si pÇ^M, U( jp)dZ; ((3) si j».M = (o),
U( Jp).M=(o) (la fermeture prise sur A). Ceci est toujours possible,
car M est fermé dans A.

Comme l'espace est séparable, de la famille d'ensembles U(/>)
ouverts sur A ainsi obtenu, on peut extraire une suite dénombrable W„
dont la somme couvre A( / i= i, 2, 3, . . .). D'après la règle (a*) et
tous les Wt tels que W,. M ^ (o) sont contenus dans Z.

Posons maintenant

tous les VA tels que VA.M7^(0)sont aussi contenus dans Z. Désignons
par W* la somme de tous les tels Yk et posons

W = W*—front(W*),

où la fermeture et là frontière sont prises sur A.
Nous allons démontrer que W est un voisinage que nous cherchons.

D'abord, il est ouvert dans A. D'après le lemme 2, il contient M. Troi-
sièmement, W* d ^ entraîne W* CI Z, par suite W Ç Z . Donc, il nous
reste à démontrer que la frontière de W sur A appartient k 3*. Or,

front W C front(W*) C fiont W*.

D'autre part, A C ^ ^ entraîne

front W C A -

D'après le lemme 3, on a
3C

Voir MENGER, D. T., p. 108.
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et finalement
L

front V^C 2 ] iront Wz

/ i

nous donne
'V front \ / » V -front \\ A.

La frontière de W/t sur À appartient k S5' et elle est fermée dans A, et

par suite, fermée dans la somme V front W'/t, donc celle-ci appartient

à S* et une de ses parties front W également (1),
c. Q. F. D.

Définition. — Deux ensembles fermés et disjoints A et B dans un
espace R s'appellent séparés par un ensemble C de R, si le complément
de C:R — C est la somme de deux ensembles disjoints qui sont fermés
dans la somme R — C et dont l'un contient A et l'autre B.

(XII). Soit tfi une famille régulière. Pour qiCun espace separatie R
soit superposé à $*, il faut et il suf fit que chaque deux ensembles disjoints
et fermés de cet espace soient séparés par un ensemble de 3*.

20. Structure de Vespace. Première méthode : classes locales de dimen-
sions.

(a) Étant donnés un espace R et un de ses points/J, quelle structure
locale cet espace R a-t-il au voisinage de/>?

((3) Étant donnés un ensemble M d'un espace R et une structure
locale, comment sont répandus les points de M où M est construit de
la même structure?

Pour traiter ces questions, nous suivons ici deux méthodes, Tune
due à MM. Brouwer et Fréchet, l'autre à MM. Menger et Urysohn.

Commençons parla premiereet introduisons la classe locale de dimen-
sions : Étant donnés deux ensembles A et B, -et deux points a et b,
de A et de B respectivement, la classe locale de dimensions de A sur a

{}) Ici, j'ai simi la marche de la démonstration dans Dimensions theorie, de
M. Meneer (p. ITJ', ), avec un peu de modification.
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est inférieure où égale à celle de B sur b si pour tout voisinage
de b, il existe au moins un voisinage V(<r/) de a tel que 3V(a)<cY(6)
et nous le représentons par la notation o,4A<o/;B. De la même
manière, nous pouvons définir ce qu'on représente par oaA = ohB,
3„A <o,,B, etc.

Mais au lieu de comparer les deux classes locales, effectuons plutôt
cette comparaison entre une classe locale et une classe d'un ensemble;
ceci est très commode en pratique.

Définition. — Etant donné un point a d'un ensemble A et un
ensemble B, nous disons que la classe locale de dimensions 3r,A de A
sur le point a est : x° supérieure, 2° égale, 3° inférieure ou 4° incom-
parable à la classe de dimensions oB suivant qu'il existe un voisi-
nage W(a) de a sur A tel que, pour tous les voisinages V(Ö) de a con-
tenus dans W(a); oV(a) est : i° supérieure, 2° égale, 3° inférieure ou
4° incomparable k oB respectivement, et nous représentons les trois
premiers cas par les notations

*i" ô a A > S B , >i» ô,,A = dB et 3" 3«A < oB.

Pour que cette définition soit légitime, il nous faut démontrer le
théorème suivant !

THÉORÈME. — Étant donné un point a d'un ensemble A et un
ensemble B, il existe un voisinage W(a ) du point a sur A, pour lequel
un des quatre cas de la définition plus haut a lieu et ce cas seul.

Démonstration. — S'il existe un voisinage W(a) de a sur A tel
que o\V(rt)<ôB, c'est le cas 3° et les autres cas n'ont pas lieu. S'il
existe un voisinage W(«) de a sur A tel que oW(a)<oli et s'il n'existe
pas un voisinage W, (a) de a sur A tel que oW, (a) < oB, c'est le cas
2° et les autres cas n'ont pas lieu.

Donc il nous suffit de considérer le cas où, pour tous les voisi-
nages V(#) de a sur A, ou bien oV(#) > SB, ou bien oY(a) etoB sont
incomparables. Or s'il existe un voisinage W(a) tel que oW(a) et oB
sont incomparables, tous les voisinages V(Û) contenus dans \Y(a) ont
les classes incomparables à oB, car si un voisinage V(a) contenu
dans W(fl) est comparable à oB, on aurait oV(«)>ôB et, par suite,
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o\V(ü) > oB; c'est le cas 4°- Et il nous reste le cas où, pour tous les
voisinages Y (a) de a sur A, on a oY(a) > oB, c'est le cas i°.

G. Q. F . D .

D'après ce théorème, la détermination d'un des quatre cas est tou-
jours possible et unique.

De la définition on déduit immédiatement :

(f ). Soient A, B et C trois ensembles et a9 b les points de A et de B
(respectivement); alors :

z° ôttA>oB et SB>oC entraînent o,fA>oC;
3° o„A>oB et oC>oaA entraînent oC>oB;
4° 5rtA>oB et G B > 3 C entraînent oflA >oC, etc.

On aura la définition et les théorèmes correspondants pour les types
locaux de dimensions en remplaçant 3„A, oB, o\V(a) eioY(a) par dflA9

dB, d\V(a) et dV(a). Mais pour montrer la différence entre les types
locaux de dimensions et nos classes locales, nous donnons un
exemple très simple : Prenons, dans un espace cartésien à trois
variétés R3, cinq points

a — ( o . o , o ) , />j — ( i , i v o j , / ^ — (<->* T * ° ) < lJ.\== ( o , o . î )

3 ^ ( 1 . i , i )

et joignons-les par dix segments de droites qui se terminent par ces
cinq points; on obtient ainsi une figure P.

Le type de dimensions de P est entre celle de la droite et celle de
l'espace : dR^ < dP < dRA et il est incomparable à rfR2. En effet,
d'abord évidemment, il est impossible d'établir rfP>^R2. Mais aussi la
proposition dP<dî\2 est vicieuse. Supposons que P entier soit homéo-
morphe à une partie de R2. Alors le triangle (ƒ>,, p2, jP;i) serait trans-
formé en une courbe C simple et fermée (et borné parce que le
triangte est compact en soi), qui divise le plan en deux parties dis-
jointes : la partie intérieure qui est bornée et la partie extérieure qui
n'est pas bornée, d'après le théorème de Jordan. Considérons d'abord
le cas où un des deux points a et [3, a par exemple, est transformé en
un point de la partie intérieure de la courbe C. Alors l'autre point |3 ne
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peut pas se placer dans la partie extérieure, car alors la courbe trans-
formée du sogment (a, J3) aurait au moins un point commun avec la
courbe C. D'autre part, on voit également, d'après le théorème de
Jordan, que les trois courbes transformées des segments (a, p^, (a, jt>a)
et (a, p , ) partagent la partie intérieure de la courbe C en trois parties
disjointes pour lesquelles l'un des trois points pl9 p2 et p^ est situé
dehors respectivement. Donc le point J3 ne peut pas se placer dans une
de ces trois parties. De la même manière on peut traiter le cas où tous
les deux points a et (3 sont situés dans la partie extérieure de la
courbe C. c. Q. F. D.

Pourtant
r/RL < diUP = <U 1J = cty P < d\\Â ( l = x• 2, 3),

et pour d'autres points p de P on a dpV = rfR,. Tandis que oP = oR,
et partout oP, = oR, où x est un point quelconque de P.

Dans l'exemple que nous avons vu a la page 36, l'ensemble con-
nexe (F) a le type local de dimensions fini.

E n effet dp(F) = dü„ si p<Z S„ (n = i , 2 , 3 , ...); dp(F) = dRl sip

appartient à la droite, et enfin dpR, <^ rfo(F) <^ dR2.
Passons a la deuxième question et étudions la distribution des

points d'au ensemble A sur lesquels A possède une classe locale de
dimensions donnée. Étant donné un ensemble B on désigne par

A(>oB), A(^rôB) et A(<3B),

l'ensemble de tous les points a de A sur lesquels on a

3w\^ôB, ôfl\^3B1 3«V>ôB, ô,A = 3B et 3a \ < SB,

respectivement.

(I). Pour l'ensemble B quelconque, A(>oB) et A ( > oB) sontfermés
dans B, }

En effet si une suite de points ak(k= i, 2, 3, . . .) sur lesquels on
a %tA>öB tend vers un point a de A, chaque voisinage V(a) de a
sur A contient au moins un ak avec un voisinage W(aA) de ak tel
queoW(rtA)>SB, V(fl)DW(aA) entraîne donc oV(a)>8B; mais ceci
a lieu pour tous les voisinages V(a) de a; de là 3„A>oB.

c. Q. F. D.
De la même manière on voit que AQ> qB) est fermé.



— 69

(II). Pour l'ensemble B quelconque, A(<oB) et A « c B ) sont
ouverts dans A.

En effet, soit a un point de A(<oB). Alors il y a un voisinage V(a)
de a sur A tel que OV(Û)<GB. Pour tous les points b de V( a) il existe
un voisinage W(6) de b qui est contenu dans V(a); de là o\V(è)<oB,
d'après la définition 8,,A<oB? c'est-à-dire V ( ö ) d A(<oB).

c. Q. F . D .

De la même'manière on peut voir que A(<^ oB) est ouvert.

COROLLAIRE. — A ( = oB) est un Fa et un Gs en même temps; car

B)— Â(>3B) = V(^3B)- \ (

Remarquons encore que A(^oB) H-A(^>oB) n'est pas en général
égal à A.

(III). Étant donnée une suite d'ensembles B,, BJ? Bj, . . . , B / f . . .
tels que oB, <^ oB2 <^ oBn <^. . . <^ oB/t <^. . . , l'ensemble M de tous les
pointsp de A sur lesquels on a oJ}\ ^> oBA pour tous les k est fermé et
l'ensemble N de tous les points p de A sur lesquels on a opA<^oB/x

pour tous les k est ouverf.
Car

(IV). Soit A un ensemble âfaw un espace séparable. Pour l'en-
semble B quelconque, la classe de A(<oB) est égale ou inférieure
àoB.

En effet, à chaque point a de A(<oB), il existe un voisinage V ( a )
de a sur A, tel que oV (a)<oB ; so i tW(a ) un voisinage de a sur A
contenu complètement dans V(a) : W ( a ) ( ( V ( a ) . Comme A est sépa-
rable, on peut en choisir une suite dénombrable W.,, W2, Wj, . . . ,
W/l? ..., dont la somme couvre A(<oB), par suite

D'autre part, comme 2WA est contenu dans A, WA est fermé dans la
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somme

D'après le théorème de l'addition

/
Ceci nous donne

o V(<^B)<oB. c. Q. P. D.

(V). Soient À et B deux ensembles dans un espace séparable tels
quecB<oA. Posons A = P + Q où P = A(<oB) et Q = À - P. Alors
il est impossible que Ton ait oQ<oB.

En effet, supposons qu'on ait oQ<oB. D'après (IV) oP<oB ; d'après
(II), P est ouvert dans A, et par suite P est un Gr; et un FCT dans A en
même temps. Donc, d'après (IV) (§ 18), on aoA<8B; ceci est contraire
à l'hypothèse o\ > oB. c. Q. F. D.

2J. Structure de Vespace. Deuxième méthode. — La méthode de
Menger et Urysohn, pour observer la structure dimensionnelle de l'en-
semble, est de voir, étant donnés un point p d'un ensemble A de l'es-
pace R et une famille régulière tî* d'ensemble de R, s'il existe une suite
de voisinages de p sur A qui tend vers p et dont les frontières sur A
appartiennent à 9», ou non. Si cela a lieu on dit que A est superposé à
ïï* sur ce point. „Nous avons étudie déjà (§ J9) les propriétés de l'en-
semble qui est superposé à une famille régulière sur tous ces points.
Dans ce paragraphe, traitons le cas général où A peut avoir des points
sur lesquels il n'est pas superposé a 5*.

Désignons par P = A(Sr) l'ensemble de tous les points de A sur
lesquels A est superposé à 3*f et posons aussi Q = A — A (3r). Etétu-
dions les relations entre P, Q et A.

(1). Soient A unensemble d'un espace R et $ une famille régulière
d'ensemble de R. Alors P = A(3r) est tin (1: dans A et par suite
0 = A— A(9 r) est un Fa dans A-

Car, les points qui ont un voisinage dont le diamètre est <- etdont
la frontière appartient à & forment une partie P„ de A ouverte dans A;
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et Ton aP = nP / t( / i=i ,2 , ' ] , . . . \ [Démonstration due h M* Tumar*

La définition de l'ensemble superposé à une famille s'applique non
seulement pour les points de A, mais encore pour les points de l'en-
semble A + A' (2).

(II)* Soient A un ensemble d'un espace R et 5* une famille régu-
lière d'ensembles de R. A ^ ) est un Gs dans l'espace R et par suite
A — A 3* est un Fff dans l'espace R.

Remarquons d'abord que le premier théorème fondamental de
M. Menger sur la structure dimensionnellede l'espace ne se généralise
pas au cas où le nombre de dimensions est infini. Voici le théorème :

Dans un espace compact et séparable qui est de dimensions égales
an au sens de Menger-Urysohn, la partie R" des plus grandes dimen-
sions : ensemble de tous les points de R sur lesquels R est de dimen-
sions égales à n, est de dimensions égales à n (n étant un nombre
entier nul ou positif fini).

Prenons par exemple dans l'espace hilbertien une suite d'ensembles
An(n= T, 2, 3, . . . ) des points

/? = ( o , o o ; av+i, #V4.2, trv +^ z v + n ; o, o, . . . ) •

n(n — i)
y =

dont toutes les coordonnées sont nulles jusqu'à la vlcme et après
(v + / i + i)icm% et les autres peuvent prendre les valeurs

Posons maintenant

On voit que E est un ensemble compact en soi dont les dimensions au

(1) TUMARKIN, Fund. Math,, t. 8, icp6, p. 36o.
(2) TUMARKIN, Math. Ann„ B, 98, 1928, p. 63g.
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sens de Menger-Urysohn sont infinies et qu'il n'y a qu'un point sur
lequel E est de dimensions infinies.

M. Menger a nommé un ensemble R de dimensions faibles quand R
est de dimensions égales à n et la partie Rn des plus grandes dimen-
sions n'est pas de dimensions égales a n. Son second théorème fonda-
mental ([] ) dit que cette partie est de dimensiojis au moins égale à n — i
dans un espace séparable (nécessairement non compact d'après le
théorème premier). Cherchons un théorème correspondant pour la
classe de dimensions; cela nous permettra de voir plus précisément la
structure dimensionnelle des ensembles de dimensions faibles et des
ensembles de dimensions infinies.

(III). Soient ïf une famille régulière d'ensembles d'un espace
séparable R et U un domaine ouvert dans R. Alors pour un ensemble
quelconque A de R, UlA —A(Sr)j C ^ entraîne U.A= U.AfSQ.

Démonstration. — Suivons la marche de M. Menger. Pour tous les
points p de U. A(9»), il existe une suite de voisinages dop sur A con-
tenus complètement dans U, qui tend vers p et dont les frontières
appartiennent à Ü*. Comme A est séparable, on peut choisir une suite
dénomhrahle V//f(«? = i5 o. 3 . . .) d̂  tels voisinages qui contient^
pour tous les points/? de Au> }, une suite partielle qui tend vers ce
point p. La somme B des frontières de ces voisinages Y,,, sur A est un
Fa dans A et appartient à 3*\ nous avons donc

11. V = IT. j V - U5)( -4-K-+-U.J \(5-) - V(tf).B{

dont les deux premiers termes sont b\et appartiennent à S*, donc leur
somme U|A — A(9r){ 4- B appartient à &\ tandis que le dernier terme
U. |A(5r) — A(fF).BJ est de dimension nulle au sens de Menger-
Urysohn. Donc, d'après (IY) (^ 18), U.A est superposé à 3*. Comme
U.A est ouvert dans A, on a U. A d A(9rV c. Q. F. D.

Étant donnés deux ensembles A et 13 daas un espace R, on désigne
par A(oB) l'ensemble de tous les poinls de A sur lesquels A est super-
posé a la famille régulière S* (B) engendrée par B.

) ME>GER, D. T.. p.



(IV). soient A et B deux ensembles dans un espace séparable R.
Alors o [À - A(oB)j<oB entraîne A =A(oB).

Ces résultats nous permettent de voir la construction des espaces de
dimensions faibles; d'abord ils donnent la limitation supérieure des
dimensions d'un ensemble A, quand on sait celle d'une certaine partie.
En effet, on peut dircï, par exemple :

(V). Si la partie des plus grandes dimensions R", d'un espace sépa-
rable R est de dimensions au plus égales kn— i, alors l'espace R lui-
même est de dimensions rationnelles au plus égales à n.

Car, soient Cj* et t? deux familles d'ensembles de dimensions égales
à n — 2 et de dimensions rationnelles au plus égales à n — i respec-
tivement. Alors on a R" = R — R(^) . Mais d'autre part %<Z&
entraîne R - R ( 5 ) C R - R ( g ) . Donc l'hypothèse R" C & entraîne
R - R ( ^ ) C & et d'après (III)*on a R = R(£F).

C. Q . F . 1).

Aussi ils donnent la limitation inférieure de la partie R/l quand on
connaît celle de R.

Ces théorèmes (fil) et (IV), qui s'appliquent pour l'espace à une
infinité de variétés, nous donnent aussi le second théorème fondamental
de M. Menger. On le voit facilement, en prenant comme 3* de (III) de
la famille de tous les ensembles de dimensions au plus égales an — 2.

Comme exemple nous voyons l'ensemble de dimensions faibles du
àM. Sierpinski (*) : Dans un plan complexe, prenons un carré C dont les
quatre sommets sont des points p -h a -+- 6, p — a -+- ib> p — a —ib et
p -h a — ib, oh p est un nombre complexe et a, b sont deux nombres
réels positifs ou nuls. Désignons par E, (C) la somme du pointp et des
rectangles ¥n et Gft(7i = o,i, 2, 3), où Yn est le rectangle dont les
quatre sommets sont

et G„ est le rectangle situé symétrique de Vn par rapport au point/»,
c'est-à-dire l'ensemble de tous les points OJ = ip — 5, z étant un point
de F« :

iï, (G) = (/>) + F() + Glt + F, -+- G, -+- Fj-h G2-h

(M SiEitPETvSki. FUIML math., t . *27 K J J I , p . H i .

TIIFSF KT NÜOUI,



Soit R la somme d'un nombre dénombrable (des points et) des car-
rés R„ de la forme C : R = S Rrt ; et désignons par E(R) la somme SE, (Rw).
Alors on peut définir l'ensemble S de dimensions faibles de M- Sier-
pinski comme suit :

Eo est un carré C où p = o, a = i, b = i.

E1 = E(E0); . E2=E(E1); l5.I=E(Ei); ...; E ^ E C E ^ ) ; ....

S=JjKx=E l .E s .E a . . .E j t . . . .

S est de dimension i et il Test seulement sur un nombre dénom-
brable de ses points ( i ) . Donc il est de dimension rationnelle égale
à i [voir(\T)\. S est discontinu parce qu'il est de dimension faible
et égale à i.

Nous allons finir nos études de la construction de l'espace en
démontrant un théorème âur les ensembles discontinus :

(VI). Les ensembles discontinus d'un espace R forment une famille
régulière.

En effet d'abord tous les sous-ensembles B d'un discontinu A sont
discontinus, car si B contient un continu5 A le contient'. Deuxième-
ment tous les ensembles B homéomorphes à un discontinu A sont
aussi discontinus, car si B contient un continu B,, A contient une
partie homéomorphe à B, et cette partie est un continu. Enfin, soit À,,.
A2, A3, . . . , A/t, . . . une suite (^ensembles discontinus qui sont
fermés dans la somme A = SA/., alors cette somme A est discontinue.
Car, si A contient un continu C on peut poser

Comme CA est un sous-ensemble d'un discontinu Akf il est aussi dis-
continu. Et comme AA sont fermés dans A, C/t sont fermés dans C;
mais C étant compact en soi, Ck sont aussi compacts en soi. Donc C*
sont non seulement discontinus mais encore de dimension nulle au

(*) Voir aussi : MENGER, D. 7\, p. i3g.
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sens de Menger-Urysohn (i ). Donc la somme C est aussi de dimension
nulle; elle ne peut pas être un discontinu. c. o. F. D.

D'après ce théorème on peut dire que l'ensemble qui est de même
classe de dimensions qu'un discontinu est aussi discontinu.

(VIIV La classe de dimensions de [Vensemble S discontinu de dimen-
sion faible égale ai de M. Sierpinski(ip. 73), et celle de la droite R̂  sont
incomparables.

En effet d'abord, la famille régulière 9*(S) d'ensembles du plan
engendrée par l'ensemble S de M. Sierpinski ne contient que des
ensembles discontinus; elle ne contient pas une droite. D'autre part,
la famille régulière ^(R,) , engendrée par la droite R1? ne contient
pas S. Car si elle le contenait, on pourrait poser S = SSA où tous les
ensembles S/L sont fermés dans S et dSk<d\\{. Or comme S/t est dis-
continu et homéomorphe à une partie de R,, il est de dimension nulle
au sens de Menger-Urysohn, par suite S serait de dimension nulle.

c. Q. F. D.

Donc, même la famille d'ensembles de dimensions rationnelle
égale à 1 se décompose en plusieurs classes de dimensions. Ainsi, en
introduisant la classe de dimensions, nous avons eu plusieurs théo-
rèmes correspondant à ceux du nombre de dimensions au sens de
Menger-Urysohn (2) qui nous permettent de voir plus minutieusement
la construction de l'espace.

Il y a encore plusieurs théorèmes sur les dimensions au sens de
Menger-Urysohn que nous avons laissés de côté. Il serait intéressant
de voir si ces théorèmes s'étendent à la classe de dimension ou bien à
la famille des ensembles superposés à une famille régulière, ou non.

M. Menger a pu démontrer, avec cinq axiomes pour les familles 3*
des ensembles :

(1), (2) et (3) de la page l\\\
(4)- Avec un ensemble A de $*, S* contient au moins un ensemble

compact en soi qui contient A topologiquement;

(!) MENGER, D. T., p. 2i3.

(a) Voir MENGER, Monat.f. Math. u. Physik, Bd XXXVI, Heft % p. I $ 3 I ;
TOWSKÏ çt MËXGKR, ibid.j Bd XXXVII. Heft. 1, p. 169,



(5)* 3* contient l'intervalle de l'espace cartésien R/t à dimensions n,
que la famille minimum coïncide avec celle des ensembles de dimen-
sions au plus égales à n au sens de Menger-Urysohn, pour les ensembles
de points du plan. Il serait très intéressant de traiter les nombres
de dimensions au sens de Menger-Urysohn avec cette méthode, pour
les ensembles d'un espace en général.

Vu et approuvé :

Paris, le 7 mai jg3o.

LE DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES,

C. MAÜRAIN.

Vu et permis d'imprimer :

Paris, le 7 mai 1930.

LE RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE PARIS,

S. CHARLÉTY.
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