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PREMIERE THESE.

RECHERCHES SUR LA VALEUR

DES

EXPOSANTS DES COMPOSANTS PRIMAIRES

IDEAUX DE POLYNOMES.

INTRODUCTION.

Je me suis proposé, dans ce travail, d’apporter quelques précisions
de nature géométrique sur les composants primaires de certains idéaux
de polynomes. Il est connu depuis Nocther, qu’il faut et suffit pour
qu'un polynome F(z, y) soit de la forme

Fla, yy=A(z. y) f(1.0)+ B(x, ) 5(2, ) ),

ou fet g sont deux polynomes donnés, A et B deux polynomes arbi-
traires, que I'on puisse déterminer pour chaque point d’intersection
M,, de coordonnées x, y,, des courbes f=o0, g=o0, des polynomes
A (z,y), B.(x,y) tels que la différence
F—A,/f—Bg,

développée suivant les puissances de  — x,, ¥ —y,, commence par
des termes d’ordre au moins égal a un certain nombre ¢, (*). La théorie
générale des idéaux met en évidence la vraie nature de cette propo-
sition en la présentant comme un cas particulier du théoréme général
suivant:

(') M. Noeruer, Ueber einen Sats aus der Theorie der algebraischen Funh-
tionen (Math. Ann., t. 6, p. 351; t. 30, p. r40; t. 34, p. 45o; t. 40, p. 150).

THESE DUBREIL. 1



2 P. DUBREIL.

Dans un anneau (') satisfaisant @ [’axiome des chaines de diviseurs
(Teilerkettensatz), tout idéal m est plus petit commun multiple d’un
nombre fini d’idéaux primaires

m=1{q, 9. ..., 4}

Si I'on suppose (ue le plus petit commun multiple [y, 9, ] de deux
composants primaires quelconques n’est plus primaire et qu’aucun des
composants n'est superflu, le nombre / des composants et les 1déaux
premiers quileur appartiennent sont déterminés d'une maniére unique.
Un composant primaire, g, par exemple, est lui-méme déterminé
d’une maniére unique si I'idéal premier correspondant p, n’est divi-
seur d’aucun des idéaux p,, ..., p; (*).

Pour les idéaux de polynomes, I’axiome des chaines de diviseurs est
équivalent a celui de I'existence d'une base, vérifié pour tout anneau
de polynomes K[z, x,, ..., x,], dont les coefficients appartiennent a
un corps K (?). Si I’'on suppose le corps K algébriquement fermé et
que l'on considére dans Panneau K|z, x,, ..., 2,] un idéal ayant
pour variété un s)stéme de points, chaque composant primaire g, cor-
respond a un point M, (7, 22y ..., £7) de la variété, I'idéal premier
correspondant étant

—_— o t > TR
po=A(L,— 2 Lo—2a- oo Ln—57 )

En outre, chaque composant primaire est défini d'une maniére unique.
Le théoréme de Neether, ainsi que plusicurs de ses générali-
sations (') est un cas particulier de ce théoréme général. La valeur

(") Pour la terminologie et les notations, veir Vax vxr Warpnx, Zur Nullstel-
lentheorie der Polynomideale (Math. Ann., t. 96, p. 183).
Au lieu d’écrive, pour exprimer qu'un idéal a est multiple d'un ideal 6,
a=o0 (0).
nous emploierons la notation
aC b.

(?) E. Noeraer, Idealtheorie in Ringbereichen (Math. Ann., t. 83, p. 21).

(') D. Hiserr, Ueber die Theorie der algebraischen Formen (Math. Ann..
t. 36, p. 473).

(*) Voir, par exemple, Severi, Su alcune Proprieta dei Moduli di forme
algebriche (Attidi Torino, t. 41, p. 167). - TorerLi, Sopra certe estensioni del
teorema di Neether (Ibid.. p. 187).



COMPOSANTS PRIMAIRES DES IDEAUX DE POLYNOMES. 3

du nombre ¢ (minimum) de l'énoncé de Ncether n’est autre que
Pexposant du composant primaire correspondant. La valeur de cet
exposant était bien connue pour un idéal définmr par deux courbes
planes non tangentes (cas simple)

D=1t =8 L

r el s désignant les ordres de multiplicité du point considéré pour ces
courbes. Dans le cas général, difféventes limites supérieures, et notam-

ment le nombre
B=—=A—(r 1)(s—1).

ou & désigne l'ordre de multiplicité de la racine correspondante du
résultant, avaient é1é données. Ftant donnée la simplification apportée
dans la démonstration du théoréme par la théorie générale des 1déaux,
on pouyait espérer déterminer en fonction d’éléments géométriques
simples la valeur de cet exposant dans le cas le plus général et notam-
ment d'une maniére indépendante de toute réduction effectuée sur les
singularités, ce qui peut étre important pour certaines applications
géoméliriques, celles, par exemple, qui font intervenir des courbes
multiples.

Cette détermination est liée a celle du sous-résultant, c’est-a-dire du
polxnome d’une seule variable, .r, de degré minimum, appartenant a
I'idéal considércé : ce polynome est, en général, différent du résultant.
A moins de particularités provenant du choix des axes (coordonnées
non normales), Pexposant relatif & un point de la variété esi égal a
Pordre de multiplicité de la racine correspondante du sous-résultant
dans le corps algébriquement fermé contenant les coefficients des
polynomes de base. Si I'on considére un corps parfait quelconque 4
contenant les coefficients des polvnomes de bhase, la décomposition de
I'idéal en idcéaux primaires dans I'anneaun k[ .x,, x,, . . .,.x, | correspond
4 la décomposition du sous-résultant en puissances de facteurs irréduc-
tibles, 'exposant d’un composant primaire étant égal, en coordonnées
normales, & la puissance a\ec laquelle le facteur irréductible corres-
pondant figure dans le sous-résultant (Chap. I).

I.e cas de deux polynomes a deux variables fait 'objet des Cha-
pitres IT et II ; le Chapitre [T contient un certain nombre de théorémes
grace auxquels les calculs se trouvent par la suite simplifiés; ils per-
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mettent notamment de remplacer une des courbes par une courbe
décomposée, ils conduisent a un procédé pratique pour le calcul de
I'exposant, procédé souvent plus rapide que celui de M. Kapferer (')
et fournissent un critére de normalité¢ des axes, ainsi que des conditions
nécessaires et suffisantes pour que la limite supérieure

h—(r—1)y(s—1)

soit atteinte et pour que le sous-résultant soit identique au résultant.

Le Chapitre ITI est relatif & la détermination de I'exposant : étant
donnée une courhe décomposée g = g g., il existe une relation simple
entre les exposants des idéaux (fg,. 82), (/82, 8, (f, &1 &2) (théo-
réme 8). D’autre part, le calcul direct de I'exposant se fait assez sim-
plement lorsque 'une des deux courbes. g, constitue par rapport &
Pautre, f, un faisceau, c’est-a-dire lorsque deux branches de g choisies
d’une maniére quelconque ont avec toute branche de f des contacts de
méme ordre. On décomposera donc, dans le cas général, 'une des
deux courbes, g, en faisceaux, décomposition dans laquelle certains
faisceaux, les faisceaux principauz, jouent un roéle important. On
obtient finalement pour 'exposant une limile supéricure, s’exprimant
d’une maniére simple au moyen des ordres de multiplicité des deux
courbes et de leurs ordres de contact au point considéré; il est possible
de montrer que cette limile est toujours atteinte, sauf dans certains
cas exceptionnels dont on peut préciser assez bien la nature. Enfin
on peut, dans des cas étendus, étudier la normalité des axes (*).

1l est également possible de donner quelques résultats simples sur
la valeur des exposants d’un 1déal de poly nomes a deux variables défini
par un nombre quelconque de polynomes de base : ces résultats sont
exposés au Chapitre IV ; ils s’étendent, ainsi que les précédents, au

(") Kaerener, Notsvendige und hinreichende Multiplizititsbedingungen zum
Neetherschen Fundamentalsats der algebraischen Funltionen (Sitsungsbe-
richte der Heidelberger Akad. der Wiss., 1927, 8.Abh., p. 61, et Math. Ann.,
t. 97, p. 559). Le procédé donné par M. Kapferer a une signification théorique
intéressante.

(2) Un certain nombre de ces résultats ont ¢té resumés dans deux Notes aux
Comptes rendus de I’ Académic des Sciences, 22 mai, 21 octobre 192¢.
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cas d'un idéal primaire de dimension n — 2 dans un espace a n dimen-
sions.

Qu’il me soit permis ‘enfin d’cxprimer & M. Vessiot ma respectueuse
reconnaissance pour les conseils et les encouragements qu’il m’a donnés
au cours de mon travail. Je remercie aussi vivement M. Garnier du

bienveillant intérét qu’il m’a témoigné.

CHAPITRE 1.

SOUS-RESULTANT.

1. Etant donné un corps K, considérons dans 'anneau de polynomes
K[z, ., ..., x,] hpolynomes f,, f,, ..., fr. L’ensemble commun
a tous les sous-corps de K, qui contiennent les coefficients de ces poly-
nomes constitue un corps & qui est le plus petit sous-corps de K, con-
tenant ces coefficients. On l'obtient en adjoignant au sous-corps
premier de K les coefficients de /'y, fs, ..., fi.

Soit K un surcorps quelconque de k. L’ensemble des polynomes de
la forme

(1) SEASAE N o A

ol les A sont des polynomes arbitraires de I'anneau K|z, 2, ..., =,
forme dans cet anneau un idéal que nous désignerons parm,. Si K, est
un sous-corps de K, I'idéal m, est, dans 'anneau K, [z,,z,, ..., x,],
un multiple de m, . On démontre que I'ensemble commun a I''déal m,_
et & Panneau K, [z,,2,, ..., z,] est 'idéal m, : autrement dit, si un
polynome fadmet une représentation de la forme (1) avec des A, dont
les coefficients apparliennent a un corps quelconque, il admet une
telle représentation avec des A, dont les coefficients appartiennent au
plus petit corps contenant les coefficients de f et des polynomes de
base f., fa, ..., [

Cela étant, considérons un polynome I par rapport aux variables

\ 1
@, ..., T, et aun parametre ¢,

Vi
| PSRN L l)zz CR (2 Xos oo oo 1)

11
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et soit £ un corps (par exemple le plus petit), contenant les coeffi-
cients des polynomes de base et des polynomes F,.

Lexne 1. St ¥ appartient a un idéal wmy, les polynomes ¥, appar-
tiennent ¢ m,. — On peut supposer, en effet, d’aprés ce qui précéde,
que K est le corps £(2). On a alors une relation de la forme

(2) QUO D U Ry gy o )

i=1

e .
= E Aj(r)c 2ye oo mys DY iy oo an),

j—

identité dans laquelle les coefficients des polynomes Q et A; appar-
tiennent au corps 4. En identifiant les termes de plus haut degré en ¢,
nous obtenons

I
Fo(uy. o oo )= E Ajytayo iy ooy file e oo

j=1

qui, combinée avec (1), donne de nouveau

h
Fy (r o, o) = E RV (8 Y PR A I I I N SO R
j—1

el ainsi de suite.

Ce lemme s’étend immédiatement au cas d'un nombre quelconque
de paramétres, 2,, Z,, ..., ..

Placons-nous dansle cas oti le corps K, correspondant aux polynomes
de base est parfaidi. (11 en sera ainsi si 'on suppose, comme on le fait
ordinairement dans les applications géométriques, qu’il contient le
corps des nombres rationnels, de caractéristique zéro.) Soit Q le corps
algébriquement fermé correspondant a K. Nous supposons les poly-
nomes de base Lels que la variété de I'idéal mg dans 'espace C(Q) soit
de dimension zéro et tout enliére a distance finie, ce qui exige /12> n.
Cette variété se compose alors d’un certain nombre de points, M,,
M., ...,M,etl’on a

Mmo={g,. 9. ...

y; ¢tant I'idéal primaire correspondant au point M(§7, 57, ... ¢

&y vay
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R |

auquel appartient I'idéal premier

Pl:(xl - gq“a ‘72'— E_I_f)w N E(,l,))

Soit ¢, I'exposant de g,; le polynome

¢
P(x,) :ll( ry— s
1=
appartient a I'idéal mg. Il existe donc des polynomes appartenant amg
et a 'anneau Q[ z,]. Ces polynomes formant un idéal principal, sont
par conséquent tous multiples de 'un d’entre eux, R(«,), défini & un
facteur conslant prés. Nous appellerons ce polvnome R(z,) sous-
résultant de 1'idéal mg. Si ng est un multiple de mg, son sous-résul-
tant S(x,) est multiple de R(x,). Si l'on a

My=[u . w2, ..., W,

le sous-résultant de mg est le p.p.c.m. des sous-résultants de
mg'y ..., ms.

Etant douné¢ un sous-corps quelconque  de Q, nous pourrions
définir de méme le sous-résultant de I'idéal m,,, qui, a priort, serait un
multiple de R(«,). Mais nous verrons que R(x,) appartient & I'an-
neau K [, ] et, par suite, peut étre considéré comme le sous-résultant

de 'un quelconque des idéaux m,,. Démontrons d'abord le théoréme
sulvant :

TuroriMe 1. — En général, c’est-a-dire pour un chotx convenable tou-
Jours possible des coordonnées x,, . .., x,, on a

R(z,)="P(r)

(chaque racine du sous-résultant a« un ordre de multiplicité égal a Uexpo-
sant de l'idéal primaire correspondant).

A partir d'un systéme de coordonnées fixes quelconques X,,
Xs, ..., X,, effectuons la transformation

\ 2, =X, 4+ 1, Xy 4. - 65, X,

Zy =X,

.......
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Considérons le sous-résultant par rapporl a la variable trans-

formée x,
R(x,) = (z,— &' )°*S(x,)

avec S(E:”)# o, c’est-a-dire S Q:pq <1>

Nous avons
(g — M =|X,— E+ L(Xy— EY) +. .+ (X — EL) ] C gy,

d’ou résulte, d’aprés e lemme 1, que chaque monome de degré o, par

rapport aux différences X, — Z." appartient a I'idéal g,. On a donc

<

g,20,.
Mais R(z,) étant, par définition, un diviseur de P(x,), on a

g, %o
et, par suite,
g, =p.

Particularisons les axes en attribuant aux paramétres ¢ des valeurs
particuliéres (apparlenant au corps Q). Soient ¢, 9., ..., @, les poly-
nomes de base de g,. On a une identité de la forme

(3) (X, — & +6,(\,— S Y (X — EL )T

’

= Ao XN,

h=1

les A, étant des polynomes en X, ..., X, a coefficients rationnels par
rapport aux t. D’aprés ce qui précéde, siles t restent indéterminés,
aucun des systémes de polynomes A, satisfaisant a ['iddentité (3) n’est
tel que les polynomes de ce systéme soient tous divisibles par

X, — EV+6(Xy— EM) Ao+ (X — &)

(1) Il existe des valeurs particuliéres des ¢ pour lesquelles un deuxiéme
point M, se trouve dans le plan &, = £,. Pour ces valeurs, on a S C p,. La rela-
tion Sy, fait intervenic '’hypothése que les ¢ sont des paramétres indéter-
minés. Par la suite, dans lattribution de valeurs particuliéres aua ¢. nous
exclurons toujours les valeurs pour lesquelies un plan &, — const. contiendrait
plus d'un point M.
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Si, par Iattribution de valeurs particuliéres aux ¢, une telle divisibilité
devient possible, auquel cas on a pour le sous-résultant dans le systéme

d’axes correspondants
o, < Py

ce ne peut élre que pour certains systémes exceptionnels de valeurs
des t. Les coordonnées seront dites normales au point M si 'on a
G, = p,, non normales sil'on a 5,<¢,. ll importe de remarquer que la
définition du nombre o, et de la normalité des axes est relative : 4 un
point de la variété (4 un composant primaire del'idéal), a une variable
particuliére x,, & un choix particulier des coordonnées. Pour I'idéal
w=g=(x,y?), on a par exemple

p:z. g, =T, gy—= 2.

Les axes, normaux pour la variable y, ne le sont pas pour la
variable x.

2. Supposons les coordonnés normales. Soit K un corps compris
entre et K et pouvant coincider avec ce dernier. Soit m, I'idéal
défini dans 'anneau K[z, «,, ..., x,|= R par la base /f,, f,, ..., fi.
Nous allons montrer que le sous-résultant R(«,) de I''déal mg appar-

tient a Vanneau K|z, z,, ..., 2, ]=R;.
Soit dans I'anneau R I'idéal m, =[@.,, @.,, . .., @] décomposé en
idéaux primaires. Soient P, Y,. . . ., P.lesidéaux premiers correspon-

dants. A ©, et a J,correspondent dans 'anneau Ro=Q[z,x,, . . .,2,|
desidéaux @.,, P’ de méme base, mais qui, en général, ne sont pas pri-
maires, ni premiers. Par exemple, I'idéal (#* — 2), premier dans I'an-
neau des polynomes a coefficients rationnels, ne I'est plus dans un
anneau de polynomes contenant V2. Mais il résulte d’un théoréme
important (') que dans I'anneau Rg, la décomposition de chaque

(1) Van over WazeroeN, Eine Verallgemeinerung des Besoutschen Theo-
rems (Math. Ann., 199, 1928, p. 517, Satz 23).

La démonstration donnée par M. Van der Werden fait intervenir deux hypo-
théses : I'idéal P est de premiére espéce et Q2 est une extension normale (ou de
Galois) de K. Ces hypothéses sont une conséquence de celles que nous avons
faites (K parfait, Q algébriquement fermé).

THESE DUBRLIL, 2
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idéal P’ en idéaux primaires ne fait intervenir que des idéaux premiers
formant un systéme d’idéaux conjugués par rapport au corps K,
soit

S I TN RN 1|
avec
po=(\,— B, X, X N EN.
BB, L., Z/ formant pour chaque valeur de j un systéme de

nombres conjugués par rapport au corps .
Cela étant, on a

Q' =[q,.q,.....97

1

I'idéal premier attaché a g, étant p,. En effet, @' et P ont dans
Pespace (,(Q) la méme variété, en vertu des relations

ey, Pce,

qui sont une conséquence des relations analogues entre @ et Y, puisque
ces derniéres ne fonl intervenir que les polynomes de base; ¢ désigne
Pexposant de 1'idéal primaire @..

En outre, les exposants ¢,, ¢,, ..., g, des idéaux §,, 4,, ..., dans
l'anneau Rg sont tous égaux i ¢.

Ils sont d’abord tous égaux 4 un méme nombre %. Pour I’établir, 1l
suffit de montrer qu’une relation telle que

P:\ 9
entraine les relations

P

~

< q (i=2,..., 7).

Soit ¢ un entier supérieur ou égal au plus grand des exposants

sy + .., £/ Posons

Po= 2y — 0=, — E0 4 1,(X,— EY) .. .+ 4, (X, — El),
ou les ¢ sont des indéterminées. Nous avons

F,—PPgPe...PSC @'

c'est-a-dire, en désignant par ¢,, ..., Us une base de @' (base con-
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tenue dans I'anneau K[X,, X,, ..., X,.]),

3
(4 F =Y B4,

j=1
les B, dépendent des Z comme F,. On passe de I, au polynome
F,=P7...PL  PLPI, ... P

en permutant le systéme Z!', ..., E)” avec le systéme conjugué
()

EO ..., B!, Cette permutation, effectuée dans les deux membres de
I'identité (4), donne une identité de méme forme,

g

(4 Fi= ) By,
j=1

d’ot1 résulte

F,c e/’
et comme

P PTLPO LT

on a

P; g,

d’ou, les ¢ étant des indéterminées,
prC
Considérons alors le polynome

F=P,.P,...P.

Ce polynome appartient a I'idéal ¥, donc a I'idéal P, car, étant
identique a tous scs conjugués par rapport au corps K, il appartient a
Ianneau K[X,, ..., X,]. Nous voyons ainsi que le sous-résultant de
mg, qui, en coordonnées normales, est le produit de facteurs de la
forme K" appartient & I'anneau K[2,]. On a enfin A =¢. En effet, le
polynome F? appartient & @/, donc est multiple de F* en raison méme
de la définition du sous-résultant, par snitc, A <g. D’autre part, il existe
un polynome f de I'anneau K[\, ..., X,] tel que

Joyo fre.
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Il en résulte, © et @/, ayant la méme base, ainsi que Pet P’ :
](‘ C vl")—]. f (: @.I.
¢’est-a-dire
fcy? (pour chaque valeur de ).

S Ca. (pour au moins une valeur de 7).

On a donc 7.2 g, et finalement % = 5. Enfin il est clair que le polynome

F:(%*‘é]“)-(x1"‘ﬁ,2))~- '(Tl—“a(Ilj%

1

ou les &, constituent un systéme unique de nombres conjugués par
rapport au corps K, est irréductible (*) dans I’anneau K{z,]. Nous
pouvons donc énoncer le théoréme suivant, généralisant le théoréme 1.

TukoriMe |'. — En coordonnées normales le sous-résultant de l'idéal
mo=(f1, fs, . .., [n) estunpolynome dont les coef ficients appartiennent
a tout corps K contenant les coefficients des polynomes de base. Sa
décomposition en puissances de facteurs irréductibles dans [’anneau
K[z, ] correspond a la décomposition de U'idéal wy en idéaux primazres,
Uexposant d’un tel facteur vrréductible étant égal a l'exposant de Uidéal
primaire correspondant.

Eii particulier, pour que l'idéal my soit premier (primaire)
et il suffit que son sous-résultant en coordonnées normale
ductible (égal a une puissance d’un facteur irréductible).

Pour des coordonnées qui ne sont pas normales, on voit sans peine,
par un raisonnement analogue au précédent, que les ordres de multi-
phicité, 5,,5,, ..., 5, des racines du sous-résultant qui correspoudent
aux idéauxp,, p., . . ., P, conjugués par rapport au corps K, sont égaux
a un méme nombre o, qui, cette fois, est tnférieura p. Le sous-résultant
appartient encore a ’'anneau K[z, ], sa décomposition en facteurs irré-
ductibles dans cet anneau correspond a la décomposition de my en
idéaux primaires, mais on n’a plus I'égalité des exposants.

w
73
=}
=
-
—
]
]
¢

3. Cas de deux polynomes de base, a deux variables x et y. — Con-

(*) I y a un cas d’exception, mais que nous avons exclu une fois pour toutes :
celui des valeurs de ¢ pour lesquelles plusieurs des £ Y deviennent égaux.
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sidérons en particulier deux courbes algébriques planes
Jlx, 0)=o0, gz y)=o.

Posons
Sl vy=H, () -+ N, (x).5 = ..+ T (x). ™.

(e )= Ky(x) + Ko (&) .y +.. .+ Ko ().,

ot nous supposerons que I'un au moins des polynomes H, (), K, ().
par exemple H,, est une constante.
Considérons un polynome en « seul appartenant a I'idéal

(3) P(r) = U(w. ) f(re 2) = V(e 3) g(r. 2.

Dans une telle relation, on peut prendre pour V un polynome de
degré m— 1 au plus en y

V(z, ¥)=ven_ () 4+ 0ps (). 0 4. o+ o ().
Car, s'il n’en était pas ainsi, la division suivant les puissances de y
Ve »)y=f(r. ). Q(x. »)+ Volr, 3),

ol Q et V, sont des polynomes en y et en x (puisque H, est une cons-
tante), donnerait un reste V, satisfaisant a cette condition et l'on
aurait

Plr)=U(z. 3) +Q(r: 0) g(x0 )1/ (2, 0) 4 Valw ) g (2 0).

Le polynome V dans I'équation (5) ayant par rapport a y undegré
<m— 1, le polynome.U a par rapport a y un degré <n—1 :

U(Zy 3) == thney (2)  tns ().} 4 o = g (). "

et avec de tlels polynomes, I'identité (5)n’est possible que d’une seule
maniére.
Soit en particulier

R{z) =A(x, ») f(2 5) + B(z, ) g(z, )
le sous-résultant, B’ étant de degré inférieur & n par rapport ay. Nous

avons
P(x)=R(x)S(z),
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c'est-a-dire
L(r ) faeo )+ V(i v) gx, 3)
=8(x) \ (2, 1) flr, 3)=S(2)B(e Y g(e, 2,
d’ou
S(eYA(x. v)=Ugx, y),
S(x)B(x, )=\ (&, »).

D’autre part, si 'un des polynomes U (z, y), V(x, y) s'évanouit
pour une valeur de .x, il en est nécessairement de méme de I'autre.
On obtient doncle sous-résultant a partir d’un polynome P quelcon(ue
de l'idéal ne contenant que x (par exemple & partir du résultant) en
mettant le polynome P sous la forme (5) et en divisant les polynomes
U et V, choisis comme il a été dit, par le polynome S(x) plus grand
commun diviseur des polynomes u(x) ou des polynomes ¢(x). Nous
retrouvons ainsi, dans le casde deux polynomes de base a deux variables,
le résultat établi plus haut : le sous-résultant appartient a I’anneau
k. [z], K, étant le plus petit corps contenant les coefficients des poly-
nomes / et g. En effet, le résultant qui s'obtient par des opérations
rationnelles (par exemple au moyen du déterminant de Sylvester dont
les polynomes « ¢t ¢ sont des mineurs) appartient ainsi que les poly-
nomes « et v al’anneau K,[.x]. Il en est de méme du plus grand commun
diviseur S(x) des polynomes « ou ¢, et par conséquent du sous-résul-
tant (').

(") Le procédé que nous venons d'indiquer pour obtenir le sous-résultant se
trouve effectivement en défaut si H, et K, ne se réduisent nil'un ni 'autre & des
constantes, cas d'exception au'un changement de ['axe des ) permet toujours

) P ] g T
d’éviter. Soient. par exemple,
S, y)y=— a2 (> +1).
glreey)==a-—ar-+4- 1’4 (er4-1);

on a
JGroay  gle.y)y=—ax(x*4-1).

Mais ce polynome, pour lequel U(z, ) ==1, V(z, ) = — 1 n’est cependant pas
le sous-résultant R(z), car on a

(r-+ =1 f(r o) — 1) gl )=z
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CHAPITRE 1I.

THROREMES PRELIMINAIRES.

I. Avec des coordonnées normales, le sous-résultant permet de cal-
culer I'exposant d’un composant primaire de 'idéal m=(f, g). 1l
importe donc d’avoir un critére pour la normalité des axes.

Définition. — Nous dirons qu'un systéme d’axes esl régulicr pour
I'idéal m=(f, g) au point O, si les coefficients H,, K, des plus hautes
puissances de y dans / et dans g sont des conslantes ('), et si de plus
Oy n’est paralléle a aucune des droites joignant O aux autres points
d’intersection des courbes de base (*), ou tangentes en O soita /, soit
‘a g. (3 ).

Il y a des cas ot tout systéme d’axes régulier est normal. Supposons
par exemple que le point O correspondant a I'idéal primaire 4 soit un
point simple pour I'une des deux courbes de base, parexemple pour g.
Soient r Pordre de multiplicité du méme point pour la courbe f,
Vi, V2, ..., ¥, les ordres de conlact (positifs ou nuls) des branches de /'
avec la branche unique de g passant par O. Le résultant des poly-
nomes /, g est de laforme

P(x)=uatQ(e)=Uf+ Vg [Q(oY;£ 0]
avec
h==r v, 4 v,~4...~ v, ().

Nous avons donc, (uels que sotent les axes,
GIr RV R Yy - Y

Mais on a aussi I'inégalité inverse, car si I'on considére y comme la

(") Voir Chapitre I, § 3, p. 242.

(*) Voir Chapitre I, § 1, note 1, p. 238.

(*) Voir Chapitre II, § 2, Théorémes 3 et 3', p. 253, 254.

(*) Havenrx, Mémoire sur les points singuliers des courbes algébrigues
planes (OEuvres, 1. p. 216-311, art. 1).
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fonction de & définie au voisinage de O par I'équation

et s1 'on remarque que, les axes étant réguliers, la fonction f(z, y)
est, poar cette valeur de y, d’ordre » 4+ v, 4 v, -+ ... - v, par rapport
az ('), on voit que tout polynome en x appartenant a I'idéal est au
moins de cet ordre. On a donc

G =Y, Y, Vs h =,

puisque
Alnsi :

En un point d"intersection simple pour’une au moins des deuzx courbes,
on a o =k, et tout systéme d’axes régulier est normal.

Q
174N
O
EAN

~

Dans le cas général, nous allons démontrer la condition nécessaire
et suffisante suivante :

Pour qu’un systéme d’ axes régulicr soit normal au point O, il faut et
il suffit que les polynomes A, B dans U'identité

R{ry=Af+Bg,

ou R désigne le sous-résultant, sotent d'ordres (?) I =s — 1, l=r— 1,
rets étant les ordres respectifs de [ et g. En outre, on a, que les axes
sotent ou non normaux,
p=o-+1r—1—IL
Nous devons d’abord établir quelques lemmes.
Cousidérons une courbe algébrique f d’équation

Jleo Y=, (x) - Hp_, (x).3 +...+Hy(x)y"=o,

ou H, est une constante (par exemple H; = 1). Nous supposons que la
courbe f admet I'origine O comme point multiple d’ordre r, posséde
en ce point et aux autres points d’intersection avec Oy, 1’ systémes
circulaires d’ordresr,, ry, ..., Py

b

(*) Haveaen, loc. cil.

(2) Nous dirons par la suite, pour plus de simplicité, qu'un polynome f(x. y)
est d'ordre o au point M(a, b) lorsque, développé suivant les puissances crois-
santes de x — a, y — b, ce polynome commence par des termes d’ordre égal a .
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Lemme . — La courbe f satisfaisant aux conditions précédentes, on
peut, étant donné un entier positif « arbitraire, déterminer un poly-
nome /,(x,y)ne s’annulant pas en O et des polynomes /', f5, .. ., fu,
de la forme

Sz, ¥) =2, (&) 4+ o (£).) A+ Y7

tels que 'on ait
(I) f_fo'fi'fz"-fp.cpu [P:(I, ‘))]

Sur une branche de f appartenant, au voisinage de x = o, au 7"
systéme circulaire, d’ordre r;, y est développable en série entiére
suivant les puissances de £,, &, satisfaisant 4 'équation

() g=a.

Soit " cette série. On passe de ce développement a ceux des r;,— 1
autres branches du systéme circulaire en remplacant dans y” la racine
£, par les r;— 1 autres racines &,, ..., E,i de l'équation (2): y! se
change alorsen ¥V, ..., y’. Le produit

PO=(y =y (=) 0y =)

est un polynome en y dont chaque coefficient est un polynome symé-
trique en ¥, ..., ¥, donc peut se mettre sous laforme d’une série de
polynomes syméiriques en &,, .. ., &, c'est-a-dire sous la forme d’une
série entiére en x, etl’on peut choisir z, de telle maniére que les séries-
coefficients de P soient convergentes dans l'intervalle — x,, +,. Si
on limite & un méme rang, par exemple au terme en &%, les séries
¥ ..., y¥ et qu'on remplace ainsi ces fonctions dans P par des
développements approchés 1", ..., %) on obtient un produit

vy r,

o= (y — ) (o — ) ... O — ]

qui, en vertu du raisonnement précédent, est un polynome en x et
eny. : :

Soit II le produit des polynomes II'" correspondant aux différents
systémes circulaires de la courbe f=o0 aux points d’abscisses x = o.
Le produit des expressions correspondantes P n’est autre, dans un

THESE DUBREIL. 3
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intervalle convenable —.z,, + ,, que le polynome f(x, y). Posons
B =yl — .

') est, au voisinage de == 0, une fonction d’ordre au moins égal a «
par rapport a .
9 .
Nous avons, dans l'intervalle —z,, + x,,

S=O=0—n'—5)...(» m*n',,‘:'——ﬁ,“;) —(—a' . (y—a¥).

Y

Par suite la différence f— II est un polynome en y dont chaque coef-
ficient est une fonction de « d’ordre au moins égal a « par rapport a .
Mais ces coefficients sont eux-mémes des polynomes, de sorte que nous

avons
f—I C p*.

Si nous désignons dans II par f,, ..., f,, les polynomes I corres-
pondant aux systémes circulaires relatifs au point O, par f, le produit
des autres polynomes II")) nous avons bien unerelation de la forme (1).

Considérons un polynome g et deux polynomes £ et ftels que

ST
Désignons par g le composant primaire, en O, de 1'idéal
_ m-—— (f) é')y
par g celuidel'idéal
m = (]' /-

Soient ¢ et ¢ leurs exposants, et
2°S(x)=R(x)=Af+ Bg.
xgg(x)::ﬁ(x):xf%——gg.

leurs sous-résultants. Soit enfin » 'ordre en O de /et de /(r="1r),
s celui de g.

Lemme ‘2. — Si « est assez grand, ona g =90,0 = E, q=q; et siles
polynomes A, B sont d’ordres respectifs s — %, r — (1 <A <r, 5) il en
est de méme des polynomes A, B.

a. Supposons donné le polynome f, et prenons «2¢+1. On a
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alors ~
P,=f-—fca  fcCq  1Cq et o02p.

Soitm={y, 4., ..., g,]. Considérons un polynome T tel que
Ty, T [ty -0y u)
Soit P, un polynome quelconque d’ordre ¢

P, Cpf Ca.
Nous avons
TP, Cm, — TP,=Uf+Vg=U(F+Py)+ Vg
d’ou
TP, — UP, C 1.
Le polynome TP, — UP, est d’ordre ¢(«2¢ + 1);1l appartient & g et
son polynome homogéne d’ordre p est arbitraire. On a donc

(oA

P21
et, par suite,

ce qui entraine

X

v

P +1. f Ty, q9C 9 et q=7;
donc

b. Considérons les polynomes A et A, ce dernier étant supposé
d’ordre s —%. On a

2°SS =SA f + SBg
=SAf+SBg=SA(f+P,)+SBg.
Or
SpP,cm
et, par suite,
SPy=uf +vg,
ol le polynome u s’annule a I'origine : en effet, d’aprés 1'identité

x6S =Af+ Bg,

le polynome f, lorsqu’on y remplace y par une des racinesde g(z,y)=o
au voisinage de 'origine, devient une fonction de z qui estd’ordre ¢
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au plus. Or

2204120 + 1.

Le polynome u, dans les mémes conditions, doit done étre une fonction
d’ordre au moins égal a 1, par conséquent s’annuler a I'origine.
Cela étant, nous avons, en remplacant P, par sa valeur, une identité
de la forme
29SS =SAf+SBg=A(S+u)f+ (SB+Ar)g,
qui exige
SA —A(S+wu)=0Qg.

Or A est par hypothése d'ordre s—2, S et S sont d’ordre o, « est
d’ordre 1 au moins, donc S + u d’ordre o; cela exige que A soit aussi
d’ordre s — X.. En outre les courbes A =0 et A=o0 ont en O les
mdémes tangentes.

Dans 'identité
x°S(z)=Af+ Bg,

les produits A f, Bg sont nécessairement du mémne ordre au plus égal
a o, si l'on suppose les axes réguliers, car alors Oy n’est tangent ni a f
nia g. Done, silepolynome A est d’ordre s — )., le polynome B est d’ordre
r — A et inversement.

Remarque. — La courbe f considérée plus haut admet, avecles diffé-
rentes branches de la courbe g, les mémes ordres de contact que la

courbe f; on a en effet
a2p—+41;

orv;désignant I'ordre du contact d’une branche de g avec la *m¢ branche
de f, nous avons

p2r +2 V> v,

i=)

v étant le plus grand des ordres de contact d'une branche de g avec
une branche de /. On a donc

o>V 41,

et les ordres de contact sont conservés.
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Lemme 3. — Soient deux courbes quelconques f= 0, g=o0 ayant
un point commun O, f,(«, y)=o0 une autre courbe ne passant pas
par ce point. Considérons les idéaux

m={(f. g). m'—=(fof5 8)-

Soient g et 4’ leurs composants primaires en O. On a

4=19"
et si les polynomes A, B correspondant a I'idéal w sont en O d’ordres
s — k, r— A, il en est de méme des polynomes A’; B’ correspondant &
I'idéal w'.

1° Soit m'=[y, g\, ..., g,]. Considérons un polynome F tel que

FcCy.

On a, U désignant un polynome tel que

Uy, UC[q)v..var],
UFCm'cCmcy,
donc
FCq et 4y,
Inversement, soit m =|g, q,, ..., 9;]. Considérons un polynome F
tel que

F Cq.

U désignant un polynome tel que

U ». UC[q. ... o]
nous avons
UFCm
et
foUF cw' C ¢,
or
JoTpe LU
donc
FCq et g9C79.
done
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2° Considérons les sous-résultants

2°S(x)=Af+Bg, 29S8 (z)=A'f, [+ B'g
S(0)S'(0) Zo.
ou A et B sont par hypothése d’ordres s — %, 7r— 2. On a
2788 = AS'[ 4+ BS'g = A'Sf, f+ B'S g,
d’ou
AS'— A'S f,=Qg,

et puisque S(0), S'(0), f,(o, o) sont différents de zéro, A’ est néces-
sairement d’ordre s — A comme A et admet les mémes tangentes.

Considérons deux courbes f(z, y)=o, g(x, y)=o d’ordres ret s

au point O. Supposons les polynomes f, g de degrés ret s par rapport
a y (les axes sont alors nécessairement réguliers). Soit

2°8(x) = A(x. y) f(@, y) + B(z. y) (@, y)

le sous-résultant, ol A, par exemple, est de degré s — 1 au plus en y.
L’un au moins des polynomes en x coefficients des différentes puis-
sances de ¥ dans A (, y) ne contient pas x en facteur, sans quoi nous
ne serions pas en présence du sous-résultant;- A(w, y) est donc
d’ordre s — A, avec 1<A<r, 5. B est d'ordre r— .

Cela étant, les lemmes 1, 2 et 3 nous permettent de remplacer des
polynomes de base quelconques f et g par les polynomes

j:fi-fz---fm B=81-82- - Sw
avet les propriétés suivantes :

Tueorine 2. — Etant donnés, en axes réguliers, deux polynomes f, g
d’ordres r et s au point O, on peut trouver deux polynomes f, g de degré
eny égal a leur ordre au point O, le coefficient de la plus haute puis-
sance de y étant 'unité, décomposés en autant de facteurs irréductibles
que la courbe correspondante admet, en O, de systémes circulaires, et tels
que l'idéal ( f, g) ait en O le méme composant primaire que l'idéal f, 8),
donc le méme exposant ¢ et le méme ordre de multiplicité  de la racine
x =0 pour le sous-résultant. En outre, les polynomes K, B sont en O

respectivement de méme ordre que les polynomes A et B, c’est-a-dire
d’ordres s — h,r— A(1 <A<, 5).
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Remarque. — L’ordre de multiplicité % de la racine x =o pour le

résultant est aussi le méme pour les polynomes f et g que pour les

polynomes f, g; k s’exprime en effet en fonction de r, s et des ordres

de contact v,, des différentes branches de f avec celles de au
5J g’

point O

7S
h—=rs+ Z v, (Y);

=1, j=1

or, dans le passage de f, g a f, g, les ordres de contact v, , sont con-
servés.

2. Les polynomes f(z, y), g(z, y) étant nuls & 'origine et les axes
réguliers, soit

R(z)=Af+Bg=2a°S(x) [S(o)s£0].

un polynome de I'idéal m ne dépendant que de x, par exemple le
sous-résultant.

TueorEME 3. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un poly-
nome F(x, y) appartienne a U'idéal g, composant primaire de m au
point O, est que le reste T (x, y) dans la division du produit BF par [
sutvant les puissances de y, sott divisible par 2° (*).

a. La condition est nécessaire.
Posons

m=[q, 4. .... 9]
Nous avons
F(z.3)Zs  S(x) a9 ..o, als
donc
S(z)F(x. y)yCm.
S(z)F(z, y)=uf +vg.
Soit
B(z. y)F(z, y)=0Q.f(=z. ) +T(x, »)

(') Havemen, ibid.
(*) Ce théoréme et le suivant reproduisent sous une forme un peu plus pré-
cise une démonstration classique du théoréme de Neether (voir par exemple

Prcarp et Smiart, Théorie des fonctions algébriques de deux variables indé-
pendantes, t. 11, Chap. 1, p. 1-7).
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I'identité de la division de BF par f suivant les puissances de y. Nous

avons
BFS == QS f + TS = Bu/ = Bog.
d’ou

S(z)T(z, )= (Bu-—-QS)f/+Brg=(Bu—Av—QS) [+ v.2°5(x),

et enfin, f(x, y) n'étant, par suite de la régularité des axes, divisible
par aucun polynome en xseul

T(x, y)=Q f+va°.
Supposons alors T divisible seulement par 2°~" (o < 2<a)

T(x. y)=x""T (2, y) avec T, (o, y)z£ o.
Nous avons
T (x, y)=Q"f+ vzt

et, h n'étant pas nul, le polynome T,(o, y) de degré n —1 au plus
en y, devrait étre divisible par f(o, y), qui est de degré n, ce qui est
impossible.

b. La condition est suffisante.

Supposons
BF = Q[ + .7 T,(x, y).
On en déduit
BFS=Q'f+BgT,.

B divise le produit Q' f, donc Q' : si eneffet B(z, y) et f(x, y)

avalent un diviseur commun, ce diviseur diviserait aussi R(x), donc

serait un polynome en x seul, et /' n’admet pas de tels diviseurs. Nous
avons donc '
FS=Q"f+T gImTy
et, puisque S p,
F g »

Soit, avec toujours les mémes notations, / I'ordre du polynome B
au point O.

TuioriMe 3. — Ona gSo+r—1—1.

Nous désignerons par « le nombre ¢ 4-r—1—1.
Utilisons une base f, g ayant les propriétés des polynomes 7, g
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considérés au théoréme 2. En particulier, nous supposons les degrés
de f et g en y égaux respectivement aret s (*). Nous allons montrer
que si un polynome F(x, y) est, en O, d’ordre supérieur ou égal a a,
il appartient nécessairement a I'idéal g. D’aprés le théoréme pré-
cédent, il suffit d’établir que le reste T(«, y) correspondant est divi-
sible par °. On a

T(z. y)=B(z. y)F(z, y) = Q.f(2, ¥)
et le produit BF est en O d'ordre au moins égal a
a+l=0c+r—i12r.

T(x, y) est donc divisible par x, sans quoi le polynome T (o, y) de
degré r— 1 au plus en y, devrait admettre, avec un ordre de multi-
plicité au moins égal a r, la racine y = o. Soit

T(z,)) =2 T,(z, y) avec T,(0)5%o0.

Supposons A < 6. Le polynome BF — Q f est divisible par 2*; consi-
dérons-le sous forme d'une somme de polynomes homogénes en
et y : tous ces polynomes homogénes sont divisibles par «*. Donc les
polynomes homogeénes du produit Q f qui sont de degré inférieur &
Pordre 6 4+ r—1 de BF au point O sont divisibles par 2. Or le poly-
nome homogéne de degré minimum r, dans / ne contient pas x en
facteur. Donc le polynome homogéne de plus petit degré de Q est
divisible par 2" et, en poursuivant ce raisonnement, nous voyons que
les polynomes homogénes de Q jusqu’au -polynome de degré o — 2
inclusivement sont divisibles par 2* (ou identiquement nuls). Ecrivons
donc

Q=2"Q, -+ Q.
Q. étant d’ordre o — 1 au moins. Le polynome
BF — Q,f= 2T, + 2*Q, f==2*D(=, y)

est d’ordre o+ r—1 au moins. Donc si A est inférieur & o, D est

(*) Cette hypothése simplifie notablement la démonstration, surtout si 'on ne
veut pas exclure le cas des courbes multiples,

THESE DUBREIL, 4
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d’ordre au moins égal a r. Mais ceci est impossible, car I'identité
Ti(x, »)=D(x, ») — Q.. f(z, ¥)

exigerait que le polynome T, (0, y), non identiquement nul, et de
degré en y au plus égal a r — 1, admette la racine y = o avecun ordre
de multiplicité au moins égala r. On a donc .2 g, ce qui démontre le
théoréme.

Remarque. — La limite « =0+ r—1—1[ a une valeur indépen-
dante du polynome R(x) choisi, a condition toutefois que les poly-
nomes A, B correspondants soient de degrés s — 1, r—1 au plus en y
(plus généralement n— 1, m —1). S’il en est ainsi, en effet, on passe
du sous-résultant & un polynome quelconque en x de I'idéal en multi-
pliant le sous-résultant et les polynomes A et B par un méme poly-
nome en x, ce qui revient a ajouter un méme nombre a / et a o. Mais
si I'on change la représentation du polynome considéré en ajoutant
a A un polynome Qg et a B un polynome — Q f, on peut ramener / &
la valeur r et obtenir ainsi pour « une valeur trop grande. ‘

Prenons en particulier pour R le sous-résultant des polynomes f, g.

Nous avons
clplo+r—1—1 (Lo4+r—r).

Par suite :

TrEOREME 4. — Pour que des axes réguliers soient normaux, il suffit
que le polynome B soit d’ordre r — 1.

En particulier, si le point d'intersection () considéré est simple pour
I'une des deux courbes de base (r=1), tout systéme d’axes régulier
est normal.

TutorEME 5. — Les axes étant réguliers, on a
p=o+r—i1—Il=a.

Prenons comme polynome R(x) le sous-résultant. Le théoréme,
d’aprés ce qui précéde, est vraisi /=7 -—1, Supposons donc [Sr—2
et montrons que l'on a

p>c+r—a—I
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et pour cela que les monomes

xﬂ'—-—l},r—i-/’ 272 -yr—/_ s },0'+r—2—l

n’appartiennent pas tous a 1'idéal.

Supposons le contraire. Alors les polynomes By™*~"*"(h=1, 2, ...),
divisés par f suivant les puissances de y donnent un reste divisible
par 2" :

Byr='=! =Q, f+=x Ry,
Byt =Q, f+a*R,,

B),c—w —2—/— Qo‘f —+ x° Ry,
ou
B}I-——J——/: Qlj+wR1'

yYRey = g f + xRg:
d'ou l'on tire, en multipliant ces derniéres équations par y°,
y°*x, ..., x°" et ajoutant
(3) Bysr=t=fQy° + q2y"* +. . .+ ¢o2° ] + 2R,
ce qui donne I'expression de Q,. Ce polynome est d’ordre ¢—1 au
moins, f d'ordre r. Le premier membre de (3) est d’ordre
Cc+r—e2<{o+r—i,;

on a donc, en identifiant dans les deux membres de (3) les polynomes
homogénes de moindre degré ('),

{ B 104r—2—l— o0 |
By =% Rg .
ce qui exige que { B! soit divisible par 2°. Or, nous avons
ISr—a<rio.
Nous arrivons donc a une contradiction, et I'on a

p>oc+r—a2—1I,
donc

p=oc+r—r1—1 C.Q.F.D.
Ce théoréme entraine :

(1) Nous désignons par {F(x, y){ le polynome homogéne de moindre degré

de F(z, y).
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TueortMe 6. — La condition nécessaire et suffisante pour que des axes
réguliers soient normaux est que le polynome B soit en O d’ordre
l=r—i.

Considérons notamment le cas ol les deux courbes de base f, g ne
sont pas tangentes en leur point commun O (cas simple). Alors, dans
I'’dentité
(4) e S(z) =A(z. y) [(2, ) + B(z, y) 8(z, y),
les polynomes homogénes de degrés r, s dans /, g n’ont aucun facteur
commun, ce qui exige ¢ue I'on ait,

oc=s-+{,

d’ou
p=r+s—1I.

Nous retrouvons ainsi le résultat classique.

D’une maniére plus générale, soit N la somme des ordres de contact
d’une branche quelconque de g avec toutes les branches de f. Sil'on
remplace dans l'identité (4) y par la fonction de « définie par cette
branche de g, f(«, y) devient une fonction de = d'ordre r—+ N,
A (2, y)une fonction de x d'ordre au moins égal a s — 1 si i’on sup-
pose les axes normaux. On a, par suite,

p2r—+s—1—+N.

3. Considérons trois courbes sans parties communes f, g, &
d’équations

f(x7 ‘;y :O: gﬂ(x7 \}'):0’ OOQ('I‘! }'):O‘

ayant en commun l'origine O. Soient p, ¢,, ¢, les exposants des com-
posants primaires &., g,, 4, en O des idéaux

m:(f» &182)s "Il:(f) &) mz:(f- &)

Soit s, 'ordre de g, au point O.

TuitortME 7. — On a
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et I'égalité a nécessatrement liew si les courbes f et g, ne sont pas tan-
gentes en O.

Nous avons, en coordonnées transformées

mL.IZ‘z; + t)" }V‘l:)’,
280 g, C Q.
En posant
m=[®, @, Q, ..., &/,

soit S un polynome tel que

Scle, e, ..., &, S [p="(z, ¥)]
Nous avons
af g8 =U S+ V&g,

ce qui exige

20 S =U'f+ Vg,
done

LS Cm gy
et, puisque S p,

LI 45
donc enfin, puisque nous sommes en coordonnées transformées,
(3) p— 520

Supposons les courbes f et g, non tangentes en O, et choisissons
des axes normaux pour les idéaux m et m,. Soit

Ry(x) =S, (z)==A, f+ B,z

le sous-résultant de ''déal m,, nous avons

Po=—7 + 8§ —1;
donc .
9B, C 9

et S, désignant un polynome convenable non nul a I'origine

xB,S;—=M f + N g,.
Par suite,
2fr+8 S, = A xS, [+ (Mf+Ng))g,Cm @,
d’ou
zh N C O
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et, les axes étant normaux,

v

0, + S92 0.

ce qui entraine, en vertu de I'inégalité (5),

p =01+ S5

4. Le théoréme précédent fournit d’abord un procédé souvent com-
mode pour le calcul pratique des exposants. Supposons r2s, et divi-
sons f par g suivant les puissances de y (les axes sont supposés régu-
liers). Le reste étant de degré s — 1 au plus en y et d’ordre s au moins
au point O admet « en facteur, doncest de la forme x* g, (#, y), ol g,
est de degré en y et d’ordre en O au plus égaux as—1.On a

(J-8)Y="(g x*g)

et, en désignant par g, I’exposant du composant primaire de I'idéal
(8 81),

o0 =0oy+ .
Siles axes sont réguliers pour 1'idéal (g, g,), on divisera de méme g
par g,. On obtiendra un reste de la forme z*g, et I'on aura, p, dési-
gnant I'exposant de I'idéal (g, g»)

p=0 + o+ Dy.

Si les axes ne sont pas réguliers, on devra d’abord effectuer un chan-
gement d’axes. En poursuivant les opérations, on arrive a un poly-
nome g, tel que le reste %+ g,,., de g,_, par rapport & g, ne contienne
plus y. On a alors

0p==S,~+ %piy —1.

0 =+ S+ ...+ py, +Sp— 1

s, désignant 'ordre de g, en O.
Reprenons I’exemple donné par M. Kapferer (). Soient

J=a+ y*, g =x*+ i

(*) Karrerer, Notwendige und hinreichende Multiplizititsbedingungen zum
Neetherschen Fundamentalsats der algebraischen Funktionen (Sitzungsbe-
richte der Heidelberger Akademie : Math. Nat. Wiss. Klasse, 1927, 8. Abhan-
dlung, p. 61).
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Nous ferons ici les divisions suivant les puissances de . On a

(28 p% 2+ 7)) = (22 + 3, y (2 — y)) (o0, =3).
(+y 2z —y )=(z —y, ' (y—+ 1)) (ay=12; 5, =1),

d’ott p = 5. Nous retrouvons ainsi le résultat obtenu par M. Kapferer.

Le méme procédé permet de reconnaitre si un polynome donné
F(a, y) appartient au composant primaire y de1'idéal ( £, g) considéré.
Supposons pour plus de simplicité que les axes soient réguliers pour
les polynomes g; obtenus par divisions successives, par exemple par
rapport ala variable . Divisons également, suivant les puissances de z,
F(a, y) par g : soit y"F,(x, y)[F, (=, 0) # o] le reste obtenu. Divi-
sons de méme F, par g, : soit y"F, le reste obtenu, etc.

Pour que F appartienne a I'idéal g, il faut et il suffit que I'on ait

s Aoy,
(6) Ry 2,2 0 + .

.............. y

) Mo Rod oo Ay 20 - Gy 0.

En effet, il faut d’abord que y"F, (x, y) appartienne au composant
primaire de 1'idéal (g, y*g/). On aura alors, S,(y) désignant un
polynome convenable non nul pour y =o,

.)')“ SIOF(e, ) =Ug + V)*pe,

relation qui exige 4,2, sans quoi F, (x, o) devrait étre divisible par
g(x,0) qui est de degré supérieur. Réciproquement, si A,2a,, le
polynome S, F appartient & I'idéal (f, g) si y**S,F, appartient a
I'idéal (g, g\), ou si y"~*8 F, appartienl & I'idéal (g,, y*g.), ce
qui exige A, ~+ A,2a, + «,. Et ainsi de suite. Pour qu'enfin le poly-
nome ylhet Thpieec 2% | gppartienne a lidéal (g, y*+), il
faut et il suffit que I'on ait

MR+ o hpy 2o 4+ Ayt oy,

Reprenons 'exemple de M. Kapferer et considérons le polynome

F{xr, y)=y*— 2y
On a

IMEi=) 0 —w),  A=3. F=)y—w=—g.
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Le polynome F, est identiquement nul (7,=<c); F appartient a
I'idéal 4.
Soit encore le polynome F(z, y) =axy*. On a

On a encore
Fcq.

Considérons enfin le polynome F(z, y)=y"'. Ona

=14 F,=1, 1o= o, F,—1.

y* n’appartient pas a I'idéal, et nous voyons ainsi que les axes sont
normaux (*).

3. Proposons-nous de déterminer la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’une limite supérieure classique de ¢

B=hk—(r—r1)(s—1x)

soit atteinte. Calculons pour cela le sous-résultant a partir du résul-
tant.
Soit en axes réguliers I'idéal (/, g), les polynomes f, g étant pris
de la forme
S=W 41y .+ H 4y,
=K+ Koy ...+ Kyt 4y,

ou les polynomes H;(x), K;(x) ont en facteur une puissance de z au
moins égale & leur indice. Le.résultant P(z) des polynomes f, g est
donné par le déterminant de Sylvester

H, H., ... ... . 1 o ... o
o) 1, I = o0
P(x)=U(z, ))f+V(z, Ng=| o .. ... H,
, Kv K\‘—-—] I\"l I [0} o
(o] K; I(v——1 I{1 I

(1) La variable y joue ici le réle attribué ordinairement a .
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Solent w,_y, Uspy o ooy Upy Uy} Vimyy ¥gy ..., ¥, ¢, les mineurs, avec
leurs signes, relatifs aux éléments de la premiére colonne. Nous avons
les r + s 1dentités

P (x)=u, H, 0, st
o—u;  H, | +wue B, +90. [ Ki 40, K,

o==u,+ uH;+ ¢, + ¢ K,
0= Uy Py,
d’ou résulte
Pox)= (1t~ Usy) .o 0, V2 1,357
X (M4 4,y . .4 H y ="+ 97
= (Cpmy - Oy o 0T T2 0y
X (Ke+ Ko 4o+ Ky tge 39y,

ce quil donne I'expression des polynomes U et V.
Désignons par 27 la plus grande puissance de « en facteur dans tous
les polynomes u,_,, u,_,, ..., u,. Nous avons

c—=k—r.
Nous allons montrer que 'on a
t2(r—r1)(s—1)

et donner la condition nécessaire et suffisante pour que I'égalité soit
réalisée. Elle I'est visiblement, en axes normaux, si les courbes n’ont
pas de tangentes communes

[k=rs,p=r+s—1=k—(r—r1)(s—1)]

ou si elles en ont une seule, simple pour I'une au moins des deux
courbes .
[k=rs+ N, o=r+s—1+N=k—(r—1)(s—1)].

Nous allons voir qu’clle I'est seulement dans ces deux cas.
Nous utiliserons un artifice classique (') qui consiste a multiplier,

(") Voir, par exemple, Voss, Ueber einen Fundamentalsatz der Theorie der
algebraischen Funktionen (Math. Ann., t. 27, p. 533).

THESE DUBREIL.

or
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dans le déterminant de Sylvester, la premié¢re colonne par 1, etc.,
la & par z*~', la derniére par 2”+'. Soit dans le déterminant P ainsi

transformé u,_; le mineur correspondant & u,_;. On a

ﬁs—i: us—l < x142+. .o s—1 .

Or, nous pouvons mettre en facteur dans la A*™ ligne de P
(h=1,2,...,5), ' dans la s+ k" (k=1,2, ...,r), &,
soit en tout x & la puissance

r+r4+1+...+r+s—t1-+s+s+1+4...4+~r+95 —1,

et nous voyons finalement que le polynome u, ; contient en facteur
une puissance de x d’exposant

t=r+r+1+...+r+8s—14+s+s4+1-4+...+1r+8s—1
—(r+i—1)—(+24...+r+s—1)=rs—(r+i—1)’

Nous avons donc

T2rs— (r--s— 1)=(r —1)(s—1), T2(r—1)(s —1),

aSh—(r—ix)(s-—1)
et, si nous considérons des axes normaux,
pSh—(r—1)(s—1).

REMARQUE. — D’aprés ce qui précéde, pour que le sous-résultant coin-
cide avec le résultant, il faut que tout point comunun wux deux courbes
de base soit simple aw moins pour l'une d’elles. D’aprés ce que nous
avons vu plus haut (Chap. II, n° 1), cette condition est aussi suffisante.

Pour que 7 soit exaclement égala (r — 1) (s — 1), il faut, d’apres ce
qui précéde, que le mineur «, soit exzactement divisible par x"="4=",
Or, nous avons, en désignant par

® :—g J/ } = xRy e Ryt T
! } =k 254 Key X5y e byt Y-
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les polynomes homogeénes de degrés r et s dans fet g

oy oo oo L. I o ... O
hr o0 o0 L . 1
uy(x) . W) oo he Nyy by, . ... 1O
PISIICT I I R S ) I . ... . o
ks A, 1
. .
o} ks k, 1
/. 1 o
h, 1
o ver he Ry Ay I
I Y U S 1
ks ky I
o R AN .. .. ook

Ce déterminant ¢ est un mineur d’ordre 7+ s — 2 du déterminant de
Sylvester A des polynomes homogénes o, y. Or, si ces polynomes ont
un diviseur commun de degré supérieur ou égal a deux, ce mineur est
certainement nul. Donc :

Si les deux courbes de base ont en commun plusieurs tangentes ou

une tangente multiple pour chacune d’elles, on a, pour tout systéme
d’axes régulier,

> (r—1)(s—1),
donc

p<P=k—(r—n1)(s—1).

Par suite la condition nécessaire et suffisante pour que la limite 3 sott
atteinte, est qu’au point considéré les deux courbes aient en commun au
plus une tangente simple pour l'une d’elles.

St les deux courbes ont en commun une tangente simple pour l'une
d’elles, le déterminant 6 n’est certainement pas nul. Donc dans ce cas,
tout systéeme d’axes régulier est normal.

S1 enfin les deux courbes n’ont aucune tangente commune,
¢ £ o exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les axes
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solent normaux. On peut donc, Oz étant douné, trouver les positions
non normales de Oy. Ces positions dépendent uniquement des
nombres A4, k, c'est-a-dire des faisceaux de tangentes des deux
courbes au point O.

CHAPITRE 1II.

CALCUL DE L'EXPOSANT.

1. Considérons trois courbes sans partie commune
9, (x,3) =0, ¢2(2, ) ) =0, @a(x. ¥)=o

admettant I'origine comme point multiple d’ordres r,, r,, r;. Soient
m,, m,y, my, les idéaux :

m = (1. 929.), my =92 9;91).  M=(P5. ¢, P»)-

Soient enfin p,, p,, o, les exposants des composants primaircs g,

12, §; des 1déaux nt,, m,, ur;.

TreoriME 8. — Un seul des nombres ¢,,0,, ¢, ne peut pas étre supérieur
aux deux autres : deux d’entre eux sont nécessairement égaux et leur
valeur commune est supérieure ou égale au troisiéme.

Désignons par m I'idéal (¢, 95, 9,9,9,9.). Nous avons
mc m,
quel que soit z, et par conséquent
mC [m, m,]

quels que soient 7 et j.
Inversement, considérons un polynome F appartenant a [ m,,m, | par
exemple. Nous avons

F=U,0,+ V,0,0.=U,9,+ V,0,0,,
d’ou
9 (U, — V,y0;) = 0, (Us— Vi0,).
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et, puisque ¢, et 9, n’ont aucun diviseur commun

U,— Vi, = V,0,

d’ou enfin
F=V,0:0;+ V,030,-+ V39,0,
et
[m,, m,] C m,
donc
(1) [y, my}=m={[m;, m,] = [mg, w].

Cela étant, soit g4 le composant primaire de m au point O. Larela-
tion (1) entraine

(2) 9={q. 9,].

Soient alors ¢,,0,,0, et ¢ les ordres de multiplicité respectifs de la
racine z = o pour les sous-résultants, en axes quelconques, desidéaux
m,, m,y, niy, et m. En vertu de la relation (2), o est égal au plus grand
des deux nombres o, g,. Soit alors, dans le cas ou les g, ne sont pas
tous égaux, o, le plus petit d’entre eux (ou I'un des deux plus petits).
oest égal 4 o, et 4 5, : ces deux nombres ne peuvent donc pas étre
différents.

En prenant des axes normaux pour les trois idéaux m,, m,, my, nous
obtenons le théoréme énoncé. De plus supposons que 'on ait g, > ¢,
et choisissons des axes normaux pour [’idéal m,. Nous avons

donc

et, par suite, les axes sont normaux ausst pour m,.

2. Supposonsle polynome g décomposé d’'une maniére quelconque :

ET=&18ae - &he

Considérons les idéaux

m=(f.81-8 &1 Gir1e -8l §1) (=1, 2..... k),
pOSOl’lS
0, =0(f. 8 8o Gimr Grra- &y Q) =T+ 5s—1+ M,

o =a(f . 81-& Bt Gita- &l &) =T +8§—1+ P
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et supposons les notations choisies de maniére que l’on ait
M, 2 M, .2 My
Turorime 9. — 1° 8¢ M, >M,, lexposant 5 du composant primaire
de lidéal (f,8) en O a pour valeur

o=r—+s—1+M,=9g};
st de méme

P\ >P,2P2.. .,
on a
c=r+s—1+ P,=gq|.
2° St
M =M,—... =M, >M,,2...,
on a

p<r+s—1+4+ M,=p|.
1° Supposons M, > M. Posons
pr=p(f Gir1-Birs- - - Eks 1+ 8a- - 81)-

Nous avonsg, == ¢. Supposons démontré ¢; = ¢/, et montrons quel’'on

- Appliquons le théoréme 8 aux courbes

a aussl ;. =0

Pr=[ B Bk =S &S 9T Sins
nous avons les trois exposants
Pit1y pi— Pvl ) P;‘-H < P,q .

On a donc

Pir1=P1>
d’ou finalement

p="r-

Le méme raisonnement s’applique aux nombres o. En particulicr,

si M|, > M,, on voit qu'un systéme d’axes normal pour I'idéal m’ est
normal pour I'idéal m car les relations

M,>M;, P,=M,  M>P;
entrainent
P, > Py
donc
oc=0o,=0,=p.
2° Supposons

M= M,=...=Ma> Mz, =...=Msg>Mjg,, ...,
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Comparons les nombres ¢\, ¢, et ¢/, en appliquant toujours le théo-
réme 8. L’égalité ¢| = ¢, entraine 5,<p). Sixest plus grand que 2, et

1

sil'onag, < ¢) on conclut ¢y =g =2¢. Sig,=0p’, on a seulement
es<¢’. En poursuivant le raisonnement, nous voyons queles nombres
Ciy Cay - .., Pa soNt tout au plus égaux a o), et qu'il n’y en a jamais
deux de suite qui lul soient inférieurs. Si p, est supérieur a o/, ,,
NOUS aurons p,,, =0, ; a partir de ce moment, tousles p, serontégaux
a p.. En particulier, la condition nécessaire et suffisante pour que 'on
aitp = ¢ est que g, soit égalap).

Si g, est inférieur ou égal & ¢,.,, la suite des nombres p,.,, ..., 08
posséde les mémes propriétés par rapport a g, que la suite des nom-
bres¢,, ..., p, par rapport a ¢. Et le raisonnement se poursuit ainsi
de proche on proche.

3. Désignons par D,, D,, ..., D, les droites (distinctes) dont se
compose le faisceau des tangentes communes en O aux courbes f et g.
Nous pouvons remplacer les polynomes f et g par des polynomes
décomposés

f:fo-fl'fz-“f% E=80-81-82- -84

tels que les courbes f,, g,, comprennent respectivement toutes les
branches de f et de g qui ne sont tangentes 4 aucune des droites D,,

les courbes f,, g,, toutes les branches de f et de g qui sont tangentes &
la droite D,. Posons

i — b o! o " 0
fi=/0  s=g:s

et désignons par r, s, les ordres de multiplicité du point O pour les
courbes £, g,. Soit
' o (fo &) =1+ s;— 1+ M,

d’ou, en vertu du théoréme 7,
p(fy &) =r -+s—1+ M, p(fgi &)=r+s-—1-+ M2,
TreoriME 10. — On a
p(fy g)=r—+s—1-+ M,
st 'on suppose les notations choistes de maniére que l'on ait

MU ME> L >MP,
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On a, toujours en vertu du théoréme 7,
o(fy &) =1 4+ Sg+ 5, — 1+ MW,

su osons gue I’OII ait
P
o(fs 081+ ) =7 4S8+ 4514 MY

et établissons I’égalité analogue pour I'indice { 4+ 1. On a
PSS &8 =p([f) Lo&r -+ &) + S
=7 Sy 8 e Sy — 1 M),
e Sy — 1= M)

o(f8u&1 -8 S) =1 =+ S+ 5+
S 7Sy 8yt v o= Sy — 1 4= M1,

d’ou, d’aprés le théoréme 8,
A Syt S e S S, — 14 MY,

p(fy %081 - 81&i)ST

Mais on a aussi, d’aprés le théoréme 7,
2 P(j 1) Sy S Sy

oA Sgk Sy S s — 1+ MW,

o(fs &&1 - &%)

En poursuivant le raisonnement par récurrence, nous arrivons a

a(f, g)—r+s—r+ M,

Tégalité
dans un cas particulier
P

)

Ce théoréme nous donne la valeur de ¢

important :
Tutoreme 11. — St chaque tangente commune aux deux courbes con-

sidérces est simple au moins pour l'une d’entre elles, ona
p=r+s—r1-+ N,

N désignant la plus grande des sommes des ordres de contact d’une de

ces branehes simples avec toutes les branches de 'autre courbe qui lui

sont tangentes [N=M""].
En outre, si 'on a
N=N>N;2N;2...,

N; désignant les sommes analogues pour les autres branches simples,
tout systeme d’axes régulier est normal. En effet, 'une des courbes f,,
&, par exemple g, est d’ordre 1 au point O. Donc (p. 246) tout sys-
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téme d’axes régulier est normal pour les idéaux (fi, g1), (f;, &),
(fg',, &) Mais on a
g(&y fe)sr+s—1+N,<o(fg), &)=r-+s—1+N;;
donc
o(f &80 =0(f8\ &) =r+s—1-+N=0o(f, £5)-
D’une maniére plus générale on peut énoncer le théoréme suivant :
Tueoreme 12. — St lona
Mt > M2 M,

et st les courbes A, B, définies parle sous-résultant

xS, = A, fi+ B, g,

n’admettent pas en O d’autre tangente que la droite D, tout systéme
d’axes régulier normal pour l'idéal (f,, g ), est normal pourl"idéal ([, g).

Il suffit de montrer que les axes sont normaux pour I'idéal
(fi-f1-80 &) =[50 8-

o(g . fe)Sr+s—1+MI<r4s—1+4+ M,

Ona

Posons
p=o-+¢&  (e'z0),

on passe de I'idéal (f,, g/) alidéal (f, f, g\, &) en multipliant f,
par un polynome F= f g, d’ordre r,, tel que les courbes F =0,
Ji=0On’aient aucune tangente commune. Soit

o=o
I’équation de la droite D,. Nous avons
:fl}:’?"' 3512:'."‘ ’(Bw(:‘?“*l

et {I'} n’est pas divisible par o. Soient

Ry=a7ots—=5 = UF + Vg,
Goy=—=Ty+ 8§ —1—¢ (e20),
R=ua°S(z)=AFf, + B

R,=A,f,+ B, g, =278, (x).

les sous-résultants des idéaux (F, g,), (Ff,, &), (/1,8)- U est un

THLSE DUBREIL 6
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polynome d’ordre s, — 1 —¢, el {U} n’est pas divisible par ¢. Le pro-
duit R, R, étant un multiple de R, le polynome A est défini parla
division de A, U par g,, suivant les puissances de y

(3) AU=Qg+a*1(2)A(a.3)  [T(0)30]

avec
a=p+0y—c—=nr+8—1+MUpr 4 5—1—¢
—[ro+r+s,—1+MV—¢e]=s —1 —&+e.

Supposons que 'on ait ¢’ 2 1.

Dans I'identité (3), les trois termes ont nécessairement le méme
ordre : si A,U était d’ordre supérieur aux deux autres termes, {A}qui
est d’ordre = s, — 1 devrait étre divisible par ™. Si Qg, était d’ordre
supérieur aux deux autres termes {A,} n’étant pas divisible par z,
{U} devrait 'étre par x*, ce qui est impossible puisque U est d’ordre
s, — 1 —e<o. Enfin si 2*A (@, y) était d’ordre supérieur aux deux
autres termes, le produit {A,}{U} devrait étre divisible par ¢**, ce qui
est impossible puisque { U} n’est pas divisible par ¢, et que {A,}1est
seulement par ¢*'.

Cela étant, A est d’ordre

S4—T + 8§ —1-—€—a=—s I —¢&;

mais d’autre part, en vertu toujours de I'identité (3), {A} doit étre
divisible par ™™, ce qui est impossible si ¢’ 2 1.

Remarque. — L’hypothése relative aux tangentes aux courbes A,,
B, est vérifiée d’elle-méme si O est point simple pour'une des courbes
J1, & Dans le cas général, on peut donner des exemples montrant que
cette hypothése est indispensable (*).

(1) Ainsi prenons

fi=yi4oxty — 2t o=1y2— z",
F=fg=y"+2ay4+a2(1— z*).
Ona
A= z(1— 2®) + 2y, U=2x-—2y,
(3) AU=— g+ 22(1—2"— bat+ 2xy) =— L + 2*A,

la courbe A == O ne passe pas par 'origine et I'on a

=26, p=7.
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4. On est ramené, par ce qui précéde, & I’étude du casou les courbes
de base f=o0, g= o0, ont toutes leurs tangentes confondues avec une
méme droite. Un nouveau théoréme permet de se limiter au cas plus
particulier ou I'une de ces courbes, ou méme toutes les deux, n'ont
en O que des systémes circulaires d’ordre 1 : on peut alors les rempla-
cer par des courbes décomposées en hranches simples. Un changement
de variables de la forme

z=FN y=nm,

ou % désigne le p.p. c. m. desordres des différents cycles pour les deux
courbes données, transforme ces courbes en deux autres n’ayant que
des systémes circulaires d’ordre 1. Désignons par ¢, et g; les nombres

pe=rp(f(x, ) 8(x, ) pr=p(f(EM ), (&, m)).

TueorimE 13. — St les axes sont réguliers et normaux pour lidéal
(f(z,y),8(,y)) ona
pg:).lor.
Soit

af=S(xz)=A(z, y) f(x, y) + B(z, ») g(z, y)

le sous-résultant de I'idéal (f(x,y), g(«,y)). Le polynome B est
d'ordre r — 1 et {B} n'est pas divisible par z. Par suite B (£, 1) est
également d’ordre 7— 1 et 'on a

{B(2. )| =Cn,
C étant une constante. Le polynome
Ee=S(2) =A( n) f(2 m) + B2 m) g(&. )

est donc le nouveau sous-résultant, les axes sont encore normaux et
nous avons

pr==1p..
Remarque. — St les axes ne sont pas normaux, on a
Pe<< 2o
en effet, nous avons toujours
o= hor< Apx;

le polynome B (x,y) est d’ordre /=r—1— (p — c). Le polynome
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B (¥, 1) estd’ordre au moins égal (supérieur si {B{est divisible parx).
Nous avons donc
Pe—0ESpr—0,
et
peS (A —1)o, + 0 << Apa.

8. Supposons que toutes les tangentes des courbes f et g au point O
sotent con fondues avec une méme droite D ; et que g admette seulement
des systémes circulaires d’ordre 1. Nous pouvons décomposer g en
branches simples,

E&=81-82-+ - 8s3

si N,, ©, désignent les sommes des ordres de contact de g, avec f
et g/8s...8-18u1-..8s, NOus avons, avec les notations du théo-
réme 9,

M —=P==\,+ 0,
Par suite :

Tarorene 14, — Sv U'un des nombres yv,=r—+s—1+N,+ 0, est
supérveur a tous les autres, il donne la valeur de ¢, et les axes sont nor-
mauzx. Dans tous les cas, le plus grand, vy, des nombres vy, donne une
limite supérieure de p.

Cette limite y peut effectivement ne pas éire atteinie : il en est ainsi,
notamment, Jorsque g posséde des branches multiples, car alors cer-
tains des nombres O, sont infinis, et il en est de méme de y. Nous
allons voir qu’on peut remplacer la limite y par une autre meilleure,
généralement atteinte, toutes les fois que plusieurs branches de g ont,
avec toute branche de £, des contacts de méme ordre.

6. Nous supposons maintenant que les dewx courbes n’admettent
que des systémes circulaires d’ordre 1.

Nous dirons qu'une courbe y forme un faisceau par rapport a une
courbe /lorsque deux branches quelconques de y ont, avec n'importe
quelle branche de f, des contacts de méme ordre. Soit v 'ordre maxi-
mum de contact d’'une branche (quelconque) du faisceau avec une
branche de f: le contact de deux branches du faisceau est d’ordre au
moins égal a v. Inversement, si nous adjoignons a un faisceau y une
branche I' ayant avec une branche de y un contact d’ordre 6 supérieur
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a v, YT constitue encore un faisceau par rapport a /. Il peut n’en étre
plus de méme si 6 est égal a v.

Nous pouvons distinguer dans f 1'ensemble ¢ des branches qui ont
avec une branche quelconque de y un contact d’ordre maximum v;s’il
contient plusieurs branches, ¢ forme un faisceau par rapport a y. Nous
dirons encore que ¢ forme un faisceau s’il ne contient qu'une branche,
réservant le terme de faisceau vérizable au cas d’un faisceau contenant
plusicurs branches. Nous dirons que le faisceau ¢ est le faisceau
conjugué de y dans f et que les faisceaux ¢ et y sont séparés si I'ordre
du contact de deux branches quelconques de ¢ ou de deux branches
quelconques de v est supérieur a 1'ordre v du contact d'une branche
quelconque de, ¢ avec une branche quelconque de y. Deux faisceaux
conjugués ayant chacun une seule branche doivent étre considérés
comme séparés.

Soient, par exemple, les courbes

~

:‘)v‘.’._‘zﬁ.’.n:() ():—_}— xn)‘ .

=)y —axly 4+ 2 (1—x*)==0 (y=ar=x xr);

e

S et gforment deux faisceaux conjugués si p =< n; dans le cas p < n et
seulement dans ce cas, les deux faisceaux sont séparés. Si n—=p,
g forme encore un faisceau par rapport a f, mais le faisceau conjugué ¢
ne se compose plus que de la branche y =+ "; ¢ et g ne sont pas
séparés.

Studions d’abord le cas dans lequel la courbe g constitue un faisceau
(véritable) par rapport & f. Nous supposons la droite D avec laquelle
coincident toutes les tangentes de f ou de g, prise pour axe des z, et
les équations de f et de g mises sous la forme

J=ay+ @,y 4. a3y =0,

2«’»:[)0_*__ b]3 ST bs__] ),J-—i _{_;}.s_o)

ol les a et les b sont des polynomes en «. Soient v 'ordre de contact
maximum d'une branche de g avec les différentes branches de f, r,
Pordre du faisceau conjugué o de g daus f, N la somme des ordres de
contact d’une branche de g avec les branches de f.
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Une transformation de la forme

y=Y — ®(z),

ou ®(x) est un polynome nul pour x=o0, ne change pas le sous-
résultant des polynomes f et g; elle ne change pas non plus, dans les
polynomes A et B, les coefficients des monomes qui ne contiennent
que y; en particulier, elle laisse subsister la normalité ou la non-nor-
malité des axes. Par une telle transformation, on peut se ramener au
cas ot 'une des branches de la courbe g = o coincide avec la droite D :
le polynome b,(x) dans 'équation de g est alors identiquement nul.
En outre, on peut mettre, dans b;,  en facteur & une puissance au
moins égale a (s —¢)(v—+ 1), certainement supérieure si g et o sont
deux faisceaux séparés. Posons

(,/*) bi: ls—i v+1 blv

De méme a, contient z en facteur & une puissance exactement égale
a r-+ N. a; est la somme des produits r— ¢ a r— des racines de
I’équation f = o considérée comme équation en y. Chacunde ces pro-
duits est au moins d’ordre N—+r—i(v—+1) si ¢<r,, d’ordre supé-
rieur si £ >r,;nous pouvons donc poser
(5) ay== a7 gy
a, étant un polynome, nul pour z=o0s1i>r,.

Soit

Ry () =28, () = A (@, ) [(2. ) + Bu(w ) g2 y)
[Si(0) 50, k=s(r+N)],

le résultant des polynomes f, g; nous avons

@y @ . eee . .. 10 ... O
L T S o

R, (2) — o a, @ 1
b, b 1 o 0

0 bs o by, 0 o

o o o o b 1
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En désignant par a,, &, ..., %, 3o, 31y .-+, 3r—, les mineurs (avec

[}

leurs signes) relatifs aux éléments de la premiére colonne, nous avons

Az, ) =og4 o,y .o oty y5L
B,(J), )’):50—{— 5,}/ T ﬁr_ly"—1,
R, (z) = o a4,

et nous obtenons le sous-résultant -
R(z)=2°S(x)=A(x. ) f+ B(x, »)g [S(0) 0]

en divisant R, () parle p.g.c.d. des polynomes «;. Si z" est la puis-
sance de x qui se trouve en facteur dans ce p.g.c.d., nous avons

o—=k-—r1.

Pour avoir une limite inférieure de 7, remplagons dans R, et dans
ses mineurs les a et les b par leurs expressions (4) et (5) en fonction
des a’ et des &'. Multiplions la premiére colonne par 1, la deuxiéme
par &+, ..., la p®* par zrv=" .. .. Désignons par «; le mineur
déduit de «; par la substitution des a’ et des b’ aux a et aux 6. On voit
sans peine, comme au n° 5 du Chapitre II, que «; est égal au produit
de o; par une puissance de x d’exposant

T=(s—1)(N+r—v—1)+4(s—1—17)(v+1).

Nous avons donc
t2(s —1)(N+7r—v-—i),
d’ou
GEN+ I+ (s—1)(v+1)=r—+s—r+ N+ (s—1)v.

Nous n’avons fait aucune hypothése sur la normalité des axes. En
les prenant normaux, nous obtenons pour ¢ la limite supérieure

S
(174N
(=9

=r+s—1+ N+ (s—1)v,

1M 3t indiaandania
Limite voit, indépendante

ordres de contact

=¥

m act ~APnvivmao n
uli vSu’ CLUIiil Uil
S

es
mutuels des différentes branches du faisceau g. Si deux branches quel-
conques de g ont un contact d’ordre seulement égal a v, la limite &

n 2
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coincide avec la limite précédemment donnée
y=r-+s— + N 40,

et il est'intéressant de remarquer que ce nombre ¢ reste limite supé-
rieure de ¢ lorsque le faisceau g « se resserre » d’une maniére quel-
v o
conque.
Une condition suffisante pour que la limite ¢ soit atteinte est que le
polynome «,_, () soit divisible exactement par 2"~ ~~" ou encore

que le nombre
w =o', (0)

ne soit pas nul. S’il en est ainsi, les axes sont nécessairement nor-
maux (') et la courbe A=o0 (ou B=o0) n’a pas d'autre tangente
que Oz.

Cette condition est également nécessaire. Supposons, en effet, que
I'on ait, k ayant toujours la méme valeur (?), «/_, (o) =o0. Si I'ordre
du polynome A est encore s—1, les axes sont normaux et I'on a
o=0<3. Sile polynome A est d’ordre ¢ < s—1, il contient un
terme en &'y’ (0<A<q); le polynome a,,(x) étant divisible au
moins par

LN+l =gl (9
nous avons

<8 —[(s —1—qg+21)(v+1)—1]
et, par suite, :

p=c+s—1—qgid—(s—1—¢)(v+1)—2v<<d.

Remarque. — On voit notamment que, lorsque la lumite ¢ est atteinte,
tout systéme d’axes régulier est normal.

Nous avons, en désignant par a', &’ les valeurs de o, & pour z=o,

(1) Les axes sont nécessairement normaux tant que o _, est divisible par une
puissance de z au plus égale & (s —1)(N+7r —v—1)+4 .

(?) Il suffit pour cela que I'ordre du contact d'une branche quelconque de g,
avec une branche quelconque de f, conserve la méme valeur lorsqu’on attribue
aux coefficients des valeurs telles que o_, (0)=o.
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et en remarquant que «, = o pour ¢ >r,,

o

R

— = —
L7 1 £

&);(—I)‘*’ —

; §—1
— — — —
(8] - (y 4 a, B R
X 7 \
\r
/

o .. 0 by oo o Lo Lo

- - -, .

a, dy .. .. .. a4, O ... ... 0

—_— —_— -

Ay @, . e e oo Wy e ol O s

— = —

:(_I)s—l [e] . ay o, . .. .. cee (U

b, 1 cay

. . - . : ,’1

0 b, I \

Nous pouvons remplacer la courbe f par une autre décomposée en
r courhes simples d’équations

y—+ P (x)y=o, y+Py(x)y=o. ey ¥+ P.(1)y=o.

Danslesystémed’axesprimitifs[avant la transformation y =Y — o ()],
P,,P,, ..., P, désignent les différences Y —Y,, ..., Y—Y, oules Y,
et Y sont les fonctions correspondant aux diverses branches de fet a
la branche de g considérée. Posons

P Py D ==\ () = 2 o),

nous avons ¢(0)=¢=o0. S1 r=r,, on doit prendre ¢=V=1. Si
nous désignons par

Q== Uyt Y Uy YT s
I'équation du faisceau o conjugué de g dans £, et si nous posons

l(l(‘l}):.b“ mv-é—ul(:('l_.)‘ ’(‘;;:112(0)‘
TH1SE DUBRLIL.
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=1,

DE

T suite, en désignant par ' le nombre o relatif aux courbes g
0= n.

Ainsi, lorsque g forme un faisceau par rapport a f, il faut et il suffit
pour que la limite 6 soit asternte pour U'idéal (f, g), que la limite ana-
logue &' sout atteinte pour Uidéal (9, g), o étant le faisceau conjugué
de g dans f.

Il en est ainsi lorsque I'un des faisceaux g ou ¢ posséde une seule
branche, et plus généralement, comme nous allons le montrer, lors-
qu’ils sont séparés.

Dans ce cas, on a, en effet,

@, w@, @y
— -
w, W, T
! . —_— —_
o'=(—=1"" o u, T
o .. ... @, U

Or, tous les polynomes P, P,, ..., P, ont méme partie principale,
uz’t', donc

f— ! ry—1
u, = C; w4,

C) 2urer 0 GitarHd
, | ' ChLuv ... CGw+
o= (—1)"
0 i w' Gl
o (__ 1)5—1 U’(/“——L)m—1 ‘;D"b‘)_]‘
en posant
| 2
c, ¢, ... G
T O1 I S/
DI,,n: o} 1 N C,”f2
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Ce qui précéde est encore valable dans le cas s>r,, a condition
de poser (i), = o pour n > m.
On voit sans peine que 'on a

Drt,n: D, JENR Dr.—H,n——\‘
ce qui, en rémarquant que lon a

I’)/‘,‘I — C/",~ D =1
donne
D; 1,/L:: C;A:Irll—sl’
et finalement,
o= (— 1) Vs G

lea—1 e

Dans le cas oli fse réduit au faisceau ¢ et forme avec g un couple
de faisceaux séparés, nous avons

N=1rv, p=(r—+s—1)(v-+1),

expression particuliérement simple, dontlaforme estfacile a expliquer.
Considérons le cas ot / est une courbe r-uple, g une courbe s-uple
dont on peut ramener les équations & la forme

(»—X)=o. yi=o;

ou X est un polynome en x d’ordre v+ 1. Si nous considérons X
comme une variahle indépendante, nous obtenons deux droites mul-
tiples, pour lesquelles I’exposant a la valeur »+ s — 1 et le sous-résul-
tant I'expression

N1 S (N ) == \(\. ) () — N )+ B(X. )y

et I’on peut vérifier (') que les axes sont normaux. En remplacant X
par sa valeur en fonction de x, on obtient le nouveau sous-résultant,

de sorte que I'on a
o={(r—+s—1)(v+1).

v . , R . . N
St les faisceaux ¢ et g ne sont pas séparés, la limite ¢ peut ne pas

(') En réalité, cette vérification reproduit, dans un cas particulier simple. le
calcul précédent.
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I

étre atteinte. Considérons, par exemple, les courbes

f:(f"" — = . :’; :‘1».\': 0
posons .
x==X, F=)'—\=o. G=7r'=o.

En considérant X comme variable indépendante, nous avons, pour
’ 1 .
I'idéal (F, G),
P=r+s—1.

d’olt ne résulte pas

o= (r+s-—1n,
mais seulement

oL (r4+s —nn.

car les axes, en général, ne sont pas normaux pour l'idéal (F, G). En

posant
s=pr—+-s, (s, ir).
on a l'identité

X3 [ X Xm0y e g ] (7 — \PY ) 7,
ce qui donne, pour I'idéal (£, &), .
o= (p-+1inr, p=0+8 —1=(r+s—1)n—(s,—1)(n—1.
Par suite, la limite 2 est atteinte, et les axes sont normaux si l'on a
s=1 (mod )

et seulement dans ce cas. Si

on a

ot N est la somme des ordres de contact d'une branche de f avec les
branches de g : la limite inférieure de ¢ se trouve donc atteinte. Dans
le méme cas, ¢ a pour valeur

g=—=ns=s + \.

Cependant, la limite supérieure ¢ est, en général, atteinte, c’est-
a-dire qu’étant donné ’ensemble des ordres de contact respectifs des
branches de f et de g, on peut toujours trouver des courbes f et g
présentant ces ordres de contact et telles que 'on ait ¢ =¢.
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Supposons d’abord en effet que, g et ¢ étant primitivement deux
faisceaux séparés (véritables), on remplace dans g une branche par la
courbe simple y d’équation

.)’ —_— )_.1-/4»1 . .,L'"""'Q( )
on a alors

7, =

|

ko

Q 7
9 \

=0, bl =1

il
I

et ' a pour nouvelle valeur,

Clur= ... . ..... 1 0 o
o ws Clum= . . . 1
0 = (—1)! , “\ .
0 e 7. r . . o
o o1

polynome P () de degré r,—1, dont le terme constant est la valeur
de ' dans le cas des faisceaux séparés, et dont le terme en "' a pour
coefficient, au signe preés,

s—2 i§—2117y—1)
(O Y4 R

Ce polynome admet donc r, — 1 racines différentes de 0 : %, 74, .. .,
.5 de plus, ces racines sont toutes différentes de u. En effet, pour
+==u la branche y de g aurait avec les branches de 4 des contacts
d’ordres v + 1,(,21). On aurait alors

. "

hA=s(N+7r) +2 o
=t
D’autre part, ¢ aurait pour valeur
ry
75 ~;+\'+(s-1)v+2 i

=1

car, en désignant par g’ 'ensemble des branches de g autres que v,
nous avons
r,nf;;\ o’y Lr-4c—14+ Nty (s—ay

ry

<olfg.pN=r-ss— 1+N+(s—-1)v—i—2yt,:

i=1
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donc
o(foys)=pe(f8" 1)

on voit alors que la différence =k — ¢ est toujours égale a
(s —1)(N+r—v—r),

ce qui exige w’ == o. Par suite, les racines 4, ..., %, , de P(%) sont
différentes de u et de o; 'attribution de la valeur de 'une d’elles 4 A
ne modifie pas les ordres de contact et entraine ¢ < c. Pour toute
autre valeur de 7 (non nulle et non égale & u), ¢ est égal a c.

Si les faisceaux conjugués ¢ et g, véritables et non séparés, sont
quelconques, I'un d’entre eux contient un couple C de branches ayant
un contact mutuel d’ordre v seulement ; on peut supposer que ce fais-
ceau est g et que les deux branches en question ont pour équations

Y =0, y=— RVl g¥ (Y,

w’ est alors égal a4 un polynome Q(%) de degré», —1 au plus. En
dehors du couple C, il peut exister dans g el dans ¢ d’autres couples
de branches ayant un contact d’ordre v; la différence des ordonnées
correspondant aux branches de ces couples est alors de la forme
vz’ . ... Les coefficients du polynome ()(7.) dépendent de u et des
paraméires u.; en prenant ces paiametres assez petits en valeur absolue,
on peut rendre les coefficients, donc aussi les racines de Q(7.), aussi
voisins qu’on veut des coefficients et des racines du polynome P(%);
Q() aura alors des racines différentes de zéro, de u et d'un quel-
conque des 1. (ce qui est nécessaire, car autrement I'ordre de contact
de deux branches de g pourrait se trouver modifié). On peut donc
toujours choisir 7 de maniére que l'on ait, soit w'=£o0, ¢ =2, soit
w' =o, ¢ <a.

Dans le sous-résultant, 2 S(«), considérons le coefficient = S(0)
du terme en 2°. Nous aurons besoin par la suite de la valeur du quo-

tient z% Cette valeur est invariante par toute transformation de la

forme
y=Y —@®(x) [@(0)=0].

Dans le cas des faisceaux séparés, on a, en supposant b, = o,

28S(2) =, .



o
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o, est d’ordre 6 — (N +r)=(s—1)(v+1),etl'ona

ady(o)y=may", = a = (vu")":
donc
® (— 1)t C; '1::+\_|
© g ) )

Cette formule montre qu'il est ~possible de modifier la valeur de g,

sans 'annuler, en modifiant seulement, par exemple, les branches du
faisceau ¢, modification qui n’altére ni les ordres de contact, ni la
valeur de ¢, mais seulement celle de u.

Il en est de méme lorsque les faisceaux ¢ et g ne sont pas séparés.
Si d’abord, dans ¢ et dans g deux branches seulement, appartenant par
exemple 4 g et ayant les équations y = o0, y =— Aa**' ... ont un
contact d’ordre v, on a
(=1 P(H)

= par o= (1 — Ly

®
[2)

. ® 4, . .

et puisque P (u)>£ 0, —dépend effectivement de A. Un raisonnement

analogue a celul qui a été fait plus haut montre que dans le cas de
. » ’ . (2]

faisceaux non séparés, on peut modifier la valeur de —>» sans I’annuler,

par une déformation des branches des faisceaux ¢ et g, n’altérant ni
la valeur de ¢, ni les ordres de contact.

Enfin, nous devons encore examiner le cas ot I'un des faisceaux ¢
ou g ne contient qu’une seule branche. Si par exemple s =1, et si I'on
rameéne les équations des branches de g et de ¢ & la forme

g: y=o, Oy 42 (U 4...)=o0 (i=1.2,....7)\

on obtient
1

A
T .U Uy U

b

et nous voyons que, dans ce cas encore, les déformations considérées

permettent de modifier la valeur du rapport g-

7. Sila courbe g ne constitue pas un faisceau par rapport a £, nous
pouvons la décomposer en faisceaux distincts g,, g., ..., g1 par rap-
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port & £, tels que 'ensemble de deux quelconques d’entre eux ne soit
plus un faisceau. Posons

— o

’ 2 R ()"
lalAnmak -4

" £ (225 O — 3 .
2o o Simy - Site o -8k ((3"—(‘71.31 .

Tuatortme 15. — g; forme un faisceau par rapport & la courbe

f& =

11 suffit de montrer qu’une branche quelconque y' de g a des con-
tacts de méme ordre avec toutes les branches de g:.

Soit v;'ordre de contact d’une branche de g; avec une branche du
systéme conjugué p; (*) dans f. Siy’ a avec une certaine branche, v,
de g"- un contact d’ordre w inférieur & v;, toute branche v, de g; a avec y/
un contact d’ordre w également. Si y' a avec toute branche de g; un
contact d’ordre au moins égal a v;, cet ordre ne peut en aucun cas étre
effectivement supérieur a v;, car alors I’ensemble de g, et du faisceau g;
contenant y' constituerait un faisceau. Nous voyons ainsi que, dans
tous les cas, v’ a avec toutes les branches de g; des contacts de méme
ordre, au plus égal & v;.

Ce théoréme va nous permettre d’obtenir la valeur de ¢ par un rai-
sonnement analogue a celui (ui a été fait pour des courbes simples
(théoreme 9), puisque nous avons déterminé dans I'étude précédente
une limite supérieure, généralement atteinte, des nombres

Mais afin d’obtenir des résultats plus précis, nous devons faire
quelques remarques supplémentaires sur la décomposition de la
courbe g en faisceaux.

Le systéme conjugué ¢, de g; dans fg; peut comprendre, outre o,
un certain nombre de branches de g. Les systémes conjugués o, ¢; de
deux faisceaux g;, g; différents peuvent avoir des branches communes.
C’est ainsi que pour les courbes

=0 —2)(y +at)=o,

g=(y — a2 (y — 2 23) (y — 2 ") (¥ — 2+ 2h) =o0,

(') ¢; est un faisceau par rapport & g, mais non en général par rapport a g.
Aussi parlons-nous maintenant de systémes conjugués.
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on a

v= (1 — =) (y — x4 b)), v, == 9. o, —=f. L =f;

S

= (y — .1“—‘—‘L")(y~ﬁ—'4—.1:"’), Vo= I, 9,= 1\ d,—= fg'.

LS

Considérons deux faisceaux quelconques g, g, et leurs systémes con-
jugués ¢, et ¢, dans f.

THiORENE 16. — Si deux systémes conjugués o, et 9, ont une branche
commune O, l'un d’entre eux est contenu dans l'autre. St l'on a par
exemple »,2v,, on a 0, @, et v, >v,. Enfin Uordre de contact d’une
branche de g, avec une branche de g, est égal & v,.

Toute branche de g, a un contact d’ordre v, avec ®; d’autre part,
deux branches quelconques de ¢, ont entre elles un contact d’ordre au
moins égal & v,2v,. Donc toute branche de ¢, a avec toute branche
de g, un contact d’ordre au moins égal & v,, mais par ailleurs au plus
égal & v,, puisque aucune branche de / n’a avec g, un contact d’ordre
supérieur a v,. Ainsi, toute branche de o, ayant avec ltoute branche
de g. un contact d’ordre v,, appartient a ¢, : o, C 9..

Cela étant, si l'on avait v,=yv,, on pourrait montrer de méme
0, o,, et par suite les systémes ¢,, ¢, coincideraient. De plus, toute
branche de g, ou de g, aurait avec toute branche de ¢, ou de ¢, un
contact d’ordre v, = v,, et avec une branche ¢ de / n’appartenant pas
a 9, un contact de méme ordre w(< v,) qu'une branche (quelconque)
de o,. Par suite, ’ensemble g, g, serait encore up faisceau. On a donc
nécessairement v, > v,. Knfin, une branche quelconque de g, ayant
avec une branche de o, (C ¢.) un contact d’ordre v, < v,, a avec toute
branche de g, un contact d'ordre v,.

Nous dirons qu’un faisceau g; est principal quand son conjugué o;
dans f ne contient véritablement aucun autre conjugué et coincide
seulement, le cas échéant, avec des conjugués de faisceaux pour
lesquels v est inférieur a v;. Siun faisceau n’est pas principal, son con-
jugué contient au moins un conjugué de faisceau principal. Il existe
donc toujours au moins un faisceau principal. Les conjugués dans f de
deux faisceaux principaux de g n’ont aucune branche commune.

Lemme. — Si les conjugués o,, 0, dans f de deux faisceaux g,, g.

THI SE DUBRFIL, 8
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n’ont aucune branche commune, 'ordre de contact . d’une branche @,
de ¢, avec une branche ®, de ¢, est inférieur & chacun des nombres

Vi, Va.

L’ordre de contact % de @, avec une branche de g, est inférieur a v,,
puisque @, n’appartient pas & o,. Et si I’on avait par exemple v.2v,, il
en résulterait A2>v,.

TueorenE 17. — St le faisceau g, est principal, toute branche ', d’un
autre faisceau g, a avec toute branche de o, (ou de g,) un contact {’ordre
inférieur a v,.

Le faisceau g, étant principal, ou bien ¢, contient ¢, sans lul étre
égal, ou bien 1l n’a avec lui aucune branche commune, ou bien ¢, et
o, coincident. Dans le premier cas, I'; a avec toute branche de ¢, un
contact d’ordre v,<v,. Dans le second cas, I', aavec toute branche @,
de o, un contact d’ordre v,; ®, et une branche ®, de ¢, ont un contact
d’ordre u inférieur a v, et & v, d’apreés le lemme précédent : p. est donc
aussi ’ordre de contact de ®, et de I',. Enfin, dans le troisiéme cas, on
a encore v, < v, et I'; a encore avec toute branche de 9, = ¢, un con-
tact d’ordre inférieur a v,.

TrioriME 18. — Le conjugué @, dans f d’un faisceau principal g, est
lui-méme un faisceau, et un faisceau principal, par rapport a g. Son
conjugué est g,. Par suite f et g ont le méme nombre de faisceaux prin-
cipaux, associés cn couples de faisceaux conjugués.

Deux branches quelconques de o, ont avec une branche de g, un
contact de méme ordre v,, et avec toute branche de g n’appartenant
pas a g, un contact de méme ordre inférieur a v, en vertu du théoréme
précédent. ¢, est donc un faisceau par rapport a g et son conjugué
est g.

De plus, le faisceau ¢, = f, est principal, car s'il en était autrement,
g contiendrait le conjugué v, d’un faisceau f, de f, et I'ordre de con-
tact v, d’une branche de vy, avec unc branche de f, serait supérieur
a v,. Oril est impossible qu'une branche de g, ait avec une branche
de fun contact d’ordre supérieur a v,.

Soient ¢, un faisceau principal, /| le faisceau conjugué dans f. Il
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résulte du théoréme 17 que f, est aussi le conjugué de g, dans fg’.
De méme g, est le conjugué de f, dans g f.

TueoRrEME 19. — g, étant un faisceau principal, les limites S relatives
aux idéaux (g, g\) et ([, 8 ) sont égales.

Soient en effet r,, s, les nombres de branches contenues dans £, g,;
N’ la somme des ordres de contacl d’une branche quelconque de /, ou
de g, avec toutes les branches de g, N” la somme des ordres de con-
tact d'une branche quelconque de /, ou de g, avec toutes les branches
de /. Nous avons

0(f8 &)V =r+s— 1+ N4 N+ rv 4+ (s— 1)y,
0(fin gf)=r+s—1+N+ N4 sy, 4 (r,—1)v,.

Tueoreme 20. — La limite ¢, =o(fg, g.) relative @ un faisceau non
principal g, est inférieure a la limite analogue relative @ un faisceau
principal g, dont le conjugué f, est contenu dans le conjugué f, de g..

D’une maniére plus précise, g, étant un faisceau principal, soient
gy &y - -5 Qu des faisceaux dont les conjugués @,, o4, ..., @, con-
tiennent /|, les notations étant telles que ’on ait

fiCoeiCo C...C 9
Considérons les nombres

Sip 0,=0(fg &) 0,=0(f8 &)
11'on suppose

on a

Soit en effet ¢’ I'’ensemble des branches de / qui n’appartiennent
pas & 9,; 'ordre de contact de 'une d’elles et d'une branche de o, est
inférieur a v,. Donc les sommes des ordres de contact d'une branche
de g, et d’'une branche de g, avec toutes les branches de o’ sont les
mémes. De méme une branche de g, et une branche de g, ont avec une
branchede g,,,(j +«=j+1, ..., /) des contacts de méme ordre v, ,.
Soit g’ I'ensemble des branches de g qui n’appartiennnent pas a g,
g3, ..., gu- Toute branche de g’ a avec une branche de g, un contact
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d’ordre ou bien inférieur & v;, et a par suite un contact de méme ordre
avec une branche de g;, ou bien égal & v;, et alors elle a avec une
branche de g; un contact d’ordre supérieur ou égal a v;. Donc la
somme des ordres de contact d'une branche quelconque de g; avec g’
est supérieure ou égale a la somme analogue relative a g;. I ne reste
plus qu’a comparer dans ;, 5; les termes , ¢;, correspondant au pro-
duit ¢;¢, ... g;. Soient s, le-nombre de¢ branches de gy, r, le nombre
de branches de ¢,. Nous avons

G2 (S 4 oSy 85— T ) v+ (77— 7)Y = $ e Vi o+ 8, v, =1,
=(8 ... Si+...4+s;—14r)v,;< t<t.

8. La courbe g étant décomposée en faiscecaux g, g2y « ..y Su;
appliquons a cetie décomposition le théoreme 9. Soit

=TI+ 85 —I+

P'exposant de l'idéal ( f g7, g;). Sil'un des nombres ¢,, soit p,, est supé-
rieur a tous les autres, il donnc la valeur exacte de ¢. Si plusieurs des
nombres g, sont égaux et supérieurs a tous les autres, leur valeur com-
mune est limile supérieure de 5. Or, en désignant par N;, 0; les
sommes des ordres de contact d’une branche de g; avee [ et g,
I'ordre du faisceau g;, nous avons

par s

pL0i==r 48— 14 Ni+ O+ (s;~— 1) vz

Une limite supérieure ¢ de ¢ est donc donnée par le ou les faisceaux
principaux pour lesquels le _nombre M;= N;+ 0,4 (s;—1)v; est
maximum. Cette limite peut n’étre atteinte pour aucun des faisceaux
principaux, si ceux-ci et leurs conjugués sont véritables, non séparés,
et tels que w'=o0. Mais elle I'est en général, et il nous reste a voir,
dans ce cas, a quelle condition elle est également atteinte par 'expo-

sant p de I'idéal m =(/, 2).

9. Supposons donc la limite atteinte, donc les axes normaux, pour
chacun des idéaux m;= ( /g’, g) correspondant aux faisceaux princi-
paux gy, &, ..., g» donnant le nombre M; maximum. Pour qu’elle
soit atteinte pour l'idéal ( /, ¢), il faut et il suftit qu’elle le soit pour
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I'idéal

(f-Boaare o oSt &1 8a) =(f8"s &1+ - &a)-
Solent w, @, les nombres précédemment définis relatifs a idéal m,
w\, ..., w, sont différents de zéro. Désignons par w,, &, les nombres
analogues pour I'idéal

m=(f. 8 g o e 2 (¢<a).
Supposons que I'on ait pour I'idéal m,_,

Py = 6, Do, 0 (axes normaux),

5 i\£=| ; — O)l'—l} S —i—st_l—l‘
propriété vraie pouri—1==1, el voyons a quelle condition ces pro-
priétés subsistent pour I'idéal m,.
Considérons les sous-résultants

I e L T B = W L O Lo+ B8 g
Ro(ey=u% S(e)y=\, f.8 . 8ieeeeeei. Sa+ B8 g8
R (7)=1¢5 SU =N[4 s g & 82+ Bige
Ri(r)y=ufy S/(xr)y=A\, Jog R &y Blg.

Pour ce dernier idéal, les axes sont normaux, car le faisceau prin-
cipal g, a pour conjugué f, dans fg'g.., ... g4, et les axes sont nor-
maux pour I'i'déal (/,, g,) puisque w,5£ 0.

Le produit R,_, R est un multiple de R,, et nous avons, cn effec-
tuant la division suivant les puissances de y,

. ) 5 S 5
(6) B, Bi==Q,.f. 4" &y e o Ga+ AP0 % B,.
14
d’ott
S8,

By B A= Q| 12, 87— Blg, ] -+ 25 B a7,
13

ce qui donne, le polynome B’ n’étant pas divisible par x

(7) AB_ 4 Q.. =1 xf:.

(8) Q.8,+ 1? "LS—';:‘—S—‘A’,’Bl:7B’;.

fo’s

Supposons, comme nous pouvons toujours le faire, les polynomes
/&'; & de degrés en y égaux respectivement a leurs ordres 7’ =r + ¢,
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s; en O. Les axes étant normaux, les polynomes B_,, B}, Q;, A’ ont
respectivement pour termes de plus haut degré en y

B, : by () yr st ta— avec b (0)Y=—m;.,Z o0,
B, b))y it crsa avec  bi(0)=—w; Fo,
Ql b, (J) b’lf(x)},r’a-x;—k..v—i-aa—_’

AL — bi(x)rs,

Le degré de B; par rapport a y est au plus égal a
N T S R i T

de sorte que I'équation (8) exige que A soit de degré s;— 1 au plus
q q g¢ q g P
en y; (7) est donc I'identité de la division de A;B,_, par g; suivant les
puissances de y. Or, le reste de cette division est nécessairement le
polynome
S’ES[,,,

’ oS50
———:\,‘Ji'_"“l 9,

S,
Nous obtenons ainsi I'expression de X et 'équation (8) s’écrit

(8" Q.8.8i+ NIB;S;S; u%% =8, S, \;Bi.

Le terme (*) en &° y" = dans la différence Q;S;S;— S,_, S;A;B; a
pour coefficient .
' ” ;oo s onf D o),
m-l(wlc'-’i»—l W, 4 Wy wzwt) N O FANE O R O MO M e e i K
By w,

Ce coefficient est nul s1

(9)

c ’
[0, 0);

+ =
W, O

=0,

et seulement dans ce cas. Si donc la condition (g) n’est pas vérifiég, le
produit A'B;S:S,,2°~" doit contenir un terme en y" 2 ce qui
exige que l'on ait

o= 0 == ps;
la limite 5 est donc atteinte pour 1'idéal m,, et les axes sont nécessaire-
ment normaux. Le polynome B; est de la forme

'
. . . . G) Gy

I)l((r);}ol‘—i?‘l.-#i-.'...'*“\u“‘ 4. avec [)5(0) = = — (_]‘_ - _l_‘> s
[of} Wiy

(1) Ce raisonnement suppose 7’2 2. Pour 7'=1 on a évidemment p — 0.
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de sorte que l'on a
(10)

En outre, on a

0, o, 0y
b ey e
[op o, W

{ Bz; —— gy eeech st

En effet, dans I'équation (6), S,B,_, B est d’ordre
Set2(r 4 Spp o Sa— 1)
et 28+¢-"S_, S B,= %S, S B, d’ordre

P T Sy Sg— 1,
et nous avons
P‘z‘> rl+st+5L+1+-~-+3a“1o

puisque les courbes /g'g.., ... 8., & sont tangentes. Par suite on a

, { Q[ } =W, , 0)'13/' o Sa2
D’autre part, ) o
{ Al } { B/ % —_ ‘ﬁ:mt)/’ R

d’ou, en vertu de I'équation (8') dans laquelle 5,= ¢,

7
w9y

5 +
w, W,—y

g B, } —_— m[( >yr'+sL R -

1S+ FSg—l
J— mltry 1 [t

Cela posé, considérons la somme

7 14 ’

) ® 0}
__ﬂ}—{"—‘,ﬁ—x—-..+'~7
2 ®, &y,

et distinguons deux cas suivant que cette somme est différente de zéro
ou nulle.

1° X = 0. — Nous pouvons choisir les notations de maniére que
toute somme.

’

0] 0y o),
= 7 -+ 7 e il
2, ®, w,

. - yeeps . . o .
soit aussi différente de zéro : il suffit pour cela que tout nombre —; qui
7

5 . — . e e . .. N 5 &) . 1 .
a le signe de Z ait un indice inférieur a tout nombre —; qui est de signe

contraire. On aura alors

X, #o,
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donc
g, 0, Y- =3 ~o. ' By lem—w,)
2 ®, W 1 P28 2 3
puis, de méme,
. )
o,= 0. —iz==X 2o, Bl — w9t
» o LW I} { .
et ainsi de suite. I'inalement,
Gy—=0. r’)J:,‘.‘&/éo, YBy ==~y .
- L0 .

La limite ¢ étant atteinte et les axes étant normaux pour 1'idéal
my= (18" &1 & -+ +s 87)s

il en est de méme pour I'idéal
m=(f 8 g1 ... 8a)s

comme on le voit en décomposant la courbe g’ en faisceaux g,
on a, quel que soit z,

0(f 81 Ba-81-+-&im-Gur- - 58y §1) < 0;
donc
o'=a(f g a8 <O=0(J5" 51 -80)
ei, par suite,
o(f 8- &8V =0(].&" & .gu)=0.
De plus,
gB(::»—O))’_" oo — == o
- T ®,
Posons, en effet,

Ry )= 18 S,(1)=13,/g'+B,e,.2....8u

R (1)y=128S (rY=A f+Bg...g5"
V)= 278 (1) =\ Jg,...8.+ B¢ (0’7 p'<C B).
R (a)y=ua"S"(1)=\"f + B"g".

{
%\

On a, comme précédemment,
i Sa s

BaB'=Qf 42 E B,

d’ou
A'By 4+ Qg'=1227",

8.8
S

08" - \"B=7B".

ey 8B°
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Soit r—1—e(e20)le degré de B” en y; celui de A” est s’ —1—c¢,
celui de Q, r+s'— 2 — ¢, donc celui de X est au plus s —1, s’ dési-
gnant 'ordre de g’, et 'on a

A=A’ Sg/S” a 5—0",
donc
(1) Q8"+ §°‘—SS—A”B: A'B -—Slg,s 2o

on a d’autre part e Uil

} vl f

(B“HB )'_(Qi l-f)'
car, endésignant par 7 —1—¢", s’ —1— " les ordres de B” et A”en O,
on a

d">r4+s—1—¢,
puisque les courbes f et g’ sont tangentes. De la résulte
{ Q } _— w,,{ B”}}"'—1: wa{ A" }y’—".

Soit s'—1— ¢’ 'ordre de A’. Le second membre de (11) est d’ordre

p=§—1—¢+r—1—e+9d—g';

or
p'=¢'+¢e'< 9,

donc
p>r+s'—2-—¢"=ordre de QS”,

et nous avons, d’aprés (11),

fos}+ {3 A B =,
d’ou
{B } =— %:-w)"“——wy’*
en posant
©_ 9
T wy

2* Supposons maintenant que l'on ait £ =o. Il en résulte, ), étant
différent de zéro,

THESE DUBREIL,
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Par suite, la limite ¢ est atteinte pour 'idéal m,_, et 'on a

'
Wo—y Wy
— = 21_1::— e

Wy Wy

I1 en résulte, d’aprés I'équation (8'), pour i = «,
0 — gy> 0,
puisque le seul terme indépendant de = dans la différence
. Se(QaSe— Sa—y AaBy)
disparait.

Cela étant, I'inégalité 5,< ¢ entraine ¢,< ¢. Il en est évidemment
ainsi si le polynome B, est d’ordre 7’ — 1 (7' = r 4~ s), car alors les axes
sont normaux. Supposons done B, d'ordre ¢=7'"—1—¢e(c>0).
B, contient un terme en &’y (0 <A< —1—¢). Donc, dans le
polynome

T=A%LB;SySs 25 Tu=— Q,SySy + Sa_, Sy Ay B,

P +0—Cy

il y a un terme en y' 2= D’autre part, A, B est un poly-
nome d’ordre »'+s,— 2, dont les termes de moindre degré se
réduisent & ", De méme, B, , B, est d’ordre 27+ s5,—2 et a
pour termes de moindre degré y* '+, ce qui entraine comme précé-
demment
{ Qa ; =g,y ) e,

Par suite, dans T, le polynome en z, coefficient de y’**«~*~/~* contient
a en facteur & une puissance au moins égale a A -+ &+ 1, d’ou résulte

L +0—0x2k+e—41, 65$0 —e—1
et

Pa=0g+1'—1 —qg—0u+e<0—1<0.
L’exposant de I'idéal (f, g) étant au plus égal au plus grand des
nombres
PS8 gar &) OIS S1e - §a) = pa
I'un et Pautre inférieurs & ¢, est donc, lorsque X est nulle, lui-méme
inférieur a2 6.
Nous pouvons ainsi énoncer le théoréme suivant :

Tueoreme 19. — Etant données deux courbes f et g ayant en O toutes
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leurs tangentes confondues avec une méme droite D, soit ¢ le maximum

de la limite
O=r4+s—14N,4-0,+ (s,—1)v,

relative a un faisceau principal de g; sovent g,, g, ..., & les faisceaux
principaux de g tels que cette imite soit atteinte pour l'idéal ( fg,, 8.),

® e .
— les nombres correspondants définis plus haut, £ la somme de ces

¢
nombres; on a

o(f, &)<9d

et la condition nécessatre et suffisante pour que I’égalité ait lieu est que X
soit différente de zéro. S'il en est ainsi, tout systéme d’axes régulier est
normal et les courbes A, B définies par le sous-résultant n’ont pas en O
d’autre tangente que la droite D.

Ce théoréme, combiné avec les théorémes 10 et 12, permet de déter-
miner une limite supérieure aussi précise que possible de ¢ et d’étudier
la normalité des axes dans le cas de deux courbes f et g ayant en O
des tangentes quelconques, et admettant seulement des systémes cir-
culaires d’ordre 1.

10. Nous avons supposé dans ce qui précéde que les eourbes consi-
dérées f, g n’admettaient que des systémes d’ordre 1. Un changement
de variables de la forme

(12) x =" y=m
transforme ces courbes en deux autres
J'=[E =0, g=gE& n)=o0
qui, si A a une valeur convenable, satisfont a cette condition. D’autre
part, nous avons vu (théoréme 43) que 'on a
p'=p(f's 8 Sk

avec 'égalité ou l'inégalité suivant que les axes Oy sont, ou non,
normaux pour P'idéal ( f(x, y), g(z, ¥)).

Une fonction U(x) d’ordre p par rapport a x est d’ordre Ap par
rapport a &. Si donc deux branches de courbe ont dans le plan z, ¥
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un contact d’ordre v, les branches transformées ont dans le plan £, 1
un contact d’ordre v' tel que

(x3) V1= A(v 4 1).

Comme d’autre part les définitions des faisceaux, faisceaux princi-
= ?
paux, faisceaux séparés, sont valables pour des ordres de contact
fractionnaires, on voit que la transformation change un faisceau en un
faisceau, un couple de faisceaux principaux conjugués en un couple de
faisceaux principaux conjugués, etc.
Cela étant, nous connaissons une limite supérieure 2’ de ¢’

N

O =r'4+s—1+ N+ 0 (a/— 1)V,

limite correspondant au couple ou & l'un des couples de faisceaux
principaux conjugués pour lesquels le nombre

M=N+ 0+ (a2 —1)v,

est maximum, o’ désignant le nombre de branches du faisceau consi-
déré. Or, en considérant les faisceaux conjugués correspondant dans
le plan xy, nous avons, en vertu de (13),

N/—i— ri== Z(N —I——I‘),
s'—14+ 0+ (¢ —1)V =514+ (s —1) (A —1) + MO + (& —1)v],
O=Ar+s—14+N+0 4+ (a-—1)v] (' =at).

Ce nombre ¢’ est une limite supérieure de ¢’ dans tous les cas, en par-
ticulier lorsque les axes Ox, Oy sont normaux pour l'idéal (f, g).
o' est alors une limite supérieure de Ag et, ¢’ étant nécessairement
entier, nous pouvons écrire

pSr+s—1+E[N+0 + (a—1)v],

E(u) désignant la partie entiére de u.

Ainsi, #ien ne distingue essentiellement le cas ou les courbes f, g pré-
sentent des systémes circulaires d’ordre supérieur a 1 : il y a simple-
ment lieu de remnlacer les nombres M considérés par leurs parties entiéres.

Considérons par exemple les courbes '

f:},?.g2(‘%2_*_{1:1;)},_‘,1;1(1_” 2.1‘2—$3):0,

g=y'—2(x?—a)y —x*(1— 22 + 22— x*) =o.
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Le sous-résultant a pour expression
R(z)=22°(1 — b4 + fa*)
=(2y —x — 22+ 42) f+(— 2y +x+ 22>+ f2%) g

et I'on a 6 =p=>5. Les courbes f et g admettent chacune en O un
systéme circulaire d’ordre 2. Les développements en série sont:

3 e ¢ I

pour f : y:ex’—l—x‘-’ﬂ—;w‘%—x%—ga}‘—n—... (e ==1);
3 e/ 3 ¢ %

pour g : y:e’x‘+x2—;x‘-x3—§x‘+... (e'==1).

Les branches f,, g, obtenues en prenant ¢ = ¢’=--1 constituent un
couple de faisceaux principaux conjugués. Il en est de méme des
branches f,; g, définies par e =¢'=—1. Cet exemple montre qu’il
n'y a pas, en général, de relation entre la décomposition d’une courbe
en faisceaux et sa-décomposition en systémes circulaires. On a

r—=s—a, N:i—l—i:Z, O=-, o=1;
2 2 2
par suite,

6_—_8+E(2+é>:5.

Nous avons donc ici p = 3. Les axes élant normaux, le changement de
variables x=1£§2, y = conduit 4 un idéal ( /', g’) dont ’exposant o'
a pour valeur 2o =10. On a pour cet idéal

r'—s'=-2, N'=4 4+ 2 =25, 0=, =34+64+2—11.

v

La limite ¢’ n’est pas atteinte. Effectivement, lorsque le nombre
N+ 0O+ («— 1) v n’est pas entier, il peut trés bien se faire que la
limite ¢ soit atteinte pour I'idéal m, alors que la limite ¢’ ne I'est pas
pour I'idéal m': la présence de systémes circulaires donne lieu, pour
les coefficients des développements en série, a des particularités grace

.. ! o, “ 3,
auxquelles la relation 2 %: o se trouve vérifiée pour I'idéal (/' g’).

C’est ainsi qu’ici nous avons

b

8L
lll
14
I

’
L—

— —1I
I

N~
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Considérons le cas particulier ot les courbes f et g se composant
chacune d’un systéme circulaire d’ordre plus grand que 1 constituent
I'une par rapport a P'autre deux faisceaux séparés. On aura, dans le
plan £, v, avec une valeur convenable de 7,

="+ =) (V1) =hr+4+s—1)(v4r1).

Or ¢’ = A si la transformation (1) est faite sur des coordonnées &, y
normales. Nous ebtenons donc

p:(r+3v/;.)(v+i),

¢ devant étre entier, nous en concluons que, en raison des condilions
imposées aux deux systémes circulaires f, g considérés, v ne peut pas
étre quelconque. On voit sans peine que, dans ces conditions, v est
nécessairement entier. En effet, il existe au début du développement
de toute branche de f et de toute branche de g un terme en 2" dont
le coefficient doit avoir la méme valeur pour toutes les branches de £,
la méme valeur (différente de la premiere), pour toutes les branches
de g, I'une au moins de ces deux valeurs étant différente de zéro. Or,
dans les développements correspondant aux différentes branches d’un
systéme circulairé, seuls les coefficients des puissances entiéres de x
peuvent avolr une valeur non nulle indépendante de la branche con-
sidérée.

Remarquons enfin qu'il existe des cas ou la connaissance de ¢ et
P'utilisation d’une limite inférieure de ¢ donnent rapidement la valeur
exacte de I'exposant. Reprenons I’exemple de M. Kapferer. Soient les

courbes
f=y'+rt=o, g=y'+ x’=o,

avec les développements :

i 4 4
pour f: y=—x, y=—ja, y=—Jrx";

pour g : Y =+ ia*, Y =— iz?,

&Y
-
(B

On a, en utilisant la courbe g,
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Mais, d’autre part, nous avons

027 +85 —1+N==4+1=3;
donc
o=0=3.

CHAPITRE 1IV.

COVPLEVIFNTS.

1. Cousidérons un idéal m de polynomes & deux variables défini par
un nombre quelconque de polynomes de base f,, f,, ..., f, sansdivi-
seur commun

w={_f, fo ey f2)

11 peut se faire qu’en un point de la variété de cet idéal le composant
P q P p
primaire soit le plus petit commun multiple de composants primaires
d’idéaux définis par deux polynomesde base. Il en est ainsi par exemple
pour I'idéal

m:(f) é’))\: (fka f)_1ér‘ vy fﬁ))V1) é’)\)
qui joue un rdle important dans différents problémes de géométrie (*);
sil'on pose

L Ny ) (¢=1, 2. ... M),

on a

(1) me=m, my, ... om].

En effet, il est d’abord évident que l'on a, quel que soit 7, mC m,,
donc
W m,m, L m .

Réciproquement, soit P un polynome de I'idéal [m,,m,, ...,m ] :
P=Af +Bg=A, """+ B,g2=...=A, f+ Byg".

(A f— A‘z)f)—lz (—B,+B.g) g

on a

{*) Voir, par exemple, ToreLLl, Sopra cersie estensioni del teorema di Necther
(Atti dv Torino, t. 41, p. 192). Torelli considére le cas ou les polynomes de
base sont d'ordre 1 en chacun de leurs points communs.
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d’on, /et g n'ayant pas de diviseurs communs,

A=A, f+Ug
et

P=A, A4+ Ufi15+B,g.
Supposons que 1'on ait

(2) P:Ahﬂf)‘ﬁh—l-B/H_, é’h+1:Uof)‘+U1f)‘_1g+- N .—+—Uh-,f)‘"‘+’ g"—‘+Bhg",

on en déduit
(Uofr+ U 2 g+ ..+ Upy f&'" — Ah+1)f)‘_h: (— Ba+ Brn ) &M

c’est-a-dire

Anpy=Ugfr+ U, fi g +. ..+ Up, fg"~'+ Ungh
et
P= Uof)“‘“ U‘Lf)‘“”g s U/lf)‘"hgh—i— By g,

ce qui démontre 'identité (2) pour I'indice A+ 1. Cette 1dentité est
donc valable quel que soit 4, et elle donne, pour 4 =2,

P C(f, &

ce qui démontre la relation (1).

Désignons par g, q,, 4., .. ., ¥, les composants primaires des idéaux
nm, m,,m,, ..., relatifs & un méme point O commun aux courbes f
et g. Larelation (1) entraine

(3) q:[qqum---oql]a

car I'idéal du second membre, plus petit commun multiple d’idéaux
primaires apparienant au méme idéal premier, est primaire, et les
composants primaires de m, étant isolés, sont définis d’une maniére
unique. Enfin, d’aprés (3), I'exposant ¢ de l'idéal q est égal au plus
grand des exposants g, ¢, ..., o) des idéaux g, q., ..., , ce qui
permet de déterminer sa valeur.

Celle-ci a une expression particuliérement simple dans le cas ou les
courbes f=o0, g=o0, n'ont en commun en O que des tangentes
simples pour chacune d’elles : D,, D,, ..., D,. Soit v;'ordre de con-
tact des branches de f et de g tangentes 4D, et soit v le plus grand des
nombres v,, v, ..., v,. Les branches, respectivement (A — ¢ + 1)-uple
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et -uple des courbes f*~*! = o0, g*=0 qui sont tangentes a une méme
droite D, constituent deux faisceaux séparés. En désignant parrets
les ordres de multiplicité de f et de g, nous avons donc
pe=p(f*, g )= —i+1)r+is—1+(A—i+1)v+ (i —1)v
= —i{41)r—+is—1-+ hv.

Supposons par exemple r2s; le plus grand des nombres o, est
pp=Ar+s—i—2>dv

et nous obtenons ainsi la valeur de ¢
p=hr—4s—1-+hv.

2. Dans le cas général d'une base quelconque de polynomes 4 deux
variables, on peut encore énoncer quelques résultats simples. La
remarque suivante va nous étre utile :

Si un point d’intersection O de ‘deux courbes f(x,y)=o,
g (@,y) = o estsimple pour l'une de ces deux courbes, g par exemple, la

condition nécessaire et suffisante pour qu’un polynome I (x, y) appar-
tienne au composant primaire g, en O, del'idéal (f, g) est que I'on ait

o(F,8)20(/, 8)

7+ N2r 4+ N,

ou encore

7, r désignant les ordres de multiplicité du point O pour F et f, N’
et N les sommes des ordres de contact de g avec F et f.

Supposons en effet, comme nous pouvons le faire, le polynome g du
premier degré en y. Soit

R=2'*S(z) = A(2) f(z. y) + B(z. y) g(=, y)  [A(o)Fo]

le résultant des polynomes f, g. Dans I'identité de la division suivant
les puissances de y,

AM2)F=Qg+22T(x) [T(0)5%0],
on a

A=y +N.
Or la condition nécessaire et suffisante pour que F C ¢(f, g) est
r2r—+N.

THIFSE DUBREIL 10
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Cela étant, parmi les polynomes de base de I'idéal m considéré,
soit g celul qui a, ou un de ceux qui ont, au point O (0,0) considéré,
I’ordre minimum s. Soient f,, f., ..., fi les-autres polynomes de
base; nous supposerons qu’aucun des polynomes f; n’appartient au
composant primaire en O de I'iddéal défini par les autres polynomes f;
et par le polynome g, ce que nous exprimerons par la suite en disant
que la base f\, fs, ..., [, & est réduite au point O. Il convient de
remarquer qu'alors le polynome ¢ n’appartient pas non plus au com-
posant primaire g( f,, . .., fi) car une identité delaforme

S(x,j)g‘(x,]):A1f1+...+ Arfr [S(o,0)#0],

si elle esl possible, exige que I'un au moins des polynomes A, par
exemple A, ne s’annule pas en O, ce qui entraine

fJCq(fQP "'vjky g)

Nous pouvons alors établir le théoréme suivant :

Tutorive 20. — Sila base f,, fa, ..., fi, & de Uidéal m est réduite

au point O, on a
k<s.

Supposons d'abord que la courbe g n’admette au point O que des
systémes circulaires d'ordre 1. Nous pouvons la remplacer par une
courbe décomposée en courbes d’ordre 1, donc en une courbe d’ordre 1,
g1, et une courbe d’ordre s — 1, g,,,

8= &8s
Le théoréme est vrai pour s=1, car si f, par exemple est celui des
polynomgs / pour lequel la somme r; 4 N; de 1'ordre de f;en O et de
la somme des ordres de contact de la courbe simple g, avec les diffé-
rentes branches de f;, ala valeur minimum, tous les autres polynomes f,
en vertu de la remarque précédente, appartiennent a I'idéal 4 (f,, g);
on a donc

(4) S(x)fi=A\i(x) fi+ Bigy [S(”o)#o; i=2,..., k]

Supposons le théoréme établi pour un ordre minimum des polynomes
de base, inférieur ou égal a s— 1. Considérons I'idéal

9(f1, Bay .00,y Bx, 8s—1),
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B, étant, d’apres l'identité (4), d’ordre s— 1 au moins, le poly-
nome g, , dans la base f,,B,, ..., B,, g,, est encore un polynome
d’ordre minimum. D’autre part, un polynome B, par exemple B,, ne
peut pas appartenir & l'idéal g4(f,, B, ..., B,,8-), car alors f,
appartiendrait a I'idéal q(f,, /s, ..., fi, &). Donc f, tout au plus
peut appartenir & I'idéal g(B.,, ..., B, g~ ) et labase B,, ..., B,, g,
est toujours réduite, ce qui exige

) k—1<s—1.
On a donc bien
k<s.
En outre, on voit que si k =3, la base f,, By, ..., B,, g,_, n’est stire-
ment pas réduite, ce qui entraine ’
(5) f1C‘](Bz)~--3Bs’gv~l)~

Nous avons supposé dans ce qui précéde que la courbe g=o ne
posséde au point O considéré que des systémes circulaires d’ordre 1.
S’il n’en est pas ainsi, on se raméne & ce cas par un changement de
variable de la forme x =£". Le résultat précédent subsiste entiére-
ment, car si un polynome F (&, y) appartient a I'idéal

(i &) oo fu (B ),

le polynome F(x,y) appartient a I'idéal (f, (z,y), ..., fi (%,¥)).
Soit en effet

(8) Fr p)=AuE ) LB ) 4+ A ) a8y )

tout polynome A, (£, y) peut se mettre d’une maniére et d’une seule
sous la forme

A=al (5r, y) 4+ za, (57 ) ..o B ra (B y).

Dans I'identité (8), on a alors n catégories de termes : ceux dont le
degré en £ est multiple de n, ceux dont le degré est multiple de n
plus 1, etc. L’ensemble des termes de chacune de ces catégories doit
disparaitre séparément, ce qui donne

F(¢er, }/):a‘iox(i", .}/)fl(En: Y)+.oo+al’ frxl8 ),

F(z, y) T (fi(z, ¥), coy Jilz, 3)).

d’ou
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3. Supposons de nouveau que la courbe g =0 n’admette en O que
des systémes circulaires d’ordre 1 — et remplagons-la par une courbe
décomposée. Supposons la base f,, f5, ..., fi, g réduite : nous nous
proposons de trouver une limite supérieure de p.

Lemme. — On a

.}"“k+°‘fiC q('zafiy xaf::) ey ‘zafky g)'

Soit
y —a(x)=o,

I'équation de g, : a () est un polynome ayant au moins « en facteur.

Le lemme est évident pour s= 1 (=£), car le reste de y* par g, est
divisible au moins par *. Supposons donc le lemme vrai pour s — 1.
Nous avons, d’aprés les équations (4),

),s—k+oc Sfi: Ai}'s— kaaafi 4+ Bi)"“'k""‘ &1
Or, en divisant y*~*** suivant les puissancesde y par g,, on a

)/S—k—l—:Z: (‘),x—k—i—a—i - xqjys—k-q—:x—z [T ps—kra—1 G s—kia—s )é’1 4 sk T’

les g; et T étant des polynomes en x. On peutdonc écrire
ysRreS fim M Q, fi+ Vigy,

(9) Vi=Qudfi + y 2B,
en posant

Q2: :ys—ka-a-si 4+ zq, ),s—/c+a—‘l+ I 91—1}'S_ka

Q1: (qayswk—q + TG ),s—k—z B Gs—hroms )g1 4 25—k,
Il suffit de montrer que I'on a

VZ'C q(.z"‘f,, quz, ey xaBb 5&—1)'
Nous devons ici distinguer deux cas :
1° Supposons d’abord
f1C q(st v ey BK’? gs—1>x

donc
S fi=8:,By+...+ BiBr+ B g avec S'(0, 0)Zo.

Alors, puisque

BiCa(fi, Boy ooy Bioyy Bivy ooy &5m1) (i=2, ..., k).
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on a nécessairement
(10) ﬁl<os 0)=o, f1C q(xBiy"'!kayyBﬁy ---)}’Bky gs—1)-
Or, ona par hypothése
YTk, C (2P By, ..., @By i)

et, d'aprés (9) et (10), S'V; se compose de termes de la forme
Paly—t+a=1B . ce qui entraine

Vi q(2*B,, ..., 2*By, go-) T a(2*fy, *By, ..o, 2%By, o).

2° Supposons
fl([ q(BE) ey Bk; é";~1)§

alors on a
‘).s~1—k+)\f1
)/5'_1"]“")‘Bi - q(x)\fu 1‘)‘Bza .oy @By, &s—1 )
ce qul entraine encore
V. q(z* fy, 2By, ..., 2*By, gs—).

Cela étant, considérons le sous-résultant, en coordonnées normales,
de I'idéal (f;, g) :
x#S(z)=Afi+Bg
=(a,2 '+ a, 5Py 4+ @y a7 fi+ Bg,
ce polynome, d’aprés lelemme précédent, appartient a I'idéal

q(xk—if“ teey xk_ifk’ (g)'

On a donc
x2S (z) =U, b fi 4. ..+ Up— fr+Ug [S'(0) Z o],
d’ou .
b q(fh sy fkv g)
et enfin
(11) psp— (k—1),

ce qui donne une limite supérieure de o.

4. Dans le cas plus particulier ou Ia courbe g a en O toutes ses tan-
gentes distinctes, on peut donner pour p une limite plus précise. Soient
r;'ordre de multiplicité du point O pour la courbe f;, N;; la somme
desordresde contactde la branche g; de g avec les différentes branches
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de f,, w,la plus petite valeur des nombres r,+ N, pouri=1, ..., &,
/s, le polynome pour lequel r, 4+ N, ,=w,. Les u étant des cons-
tantes, on peut trouver un polynome

(12) F=ufi+...+~uifs,

d’ordre  en O, et tel que N, désignant la somme des ordres de contact
de g, avec les branches de la courbe F' = o, on ait

(13) r-+N=uw,

Supposons en effet trouvé un polynome I, de la forme (12) pourlequel
Iégalité (13) est vérifiée pour j=1, ..., & (pour A=1, il suffit de
prendre F = £, ) et montrons que I'on peut déterminer le polynome

F,.,. Posons
Froy=vFp+ V/foc;,ﬂ»

ol ¢ et ¢ sont des constantes. On peut loujours choisir ces constantes
de maniére qu’en remplacant successivement ) par les fonctions de z
définies par les branches g,, g., ..., ... de g, la partie principale
de F),.., soit d’'ordre w,, ®,, ..., w,,, exactement
Le polynome F élant ainsi obtenu, supposons que la eonstante «,,

par exemple, soit différente de zéro. On a alors

q(F, f:) . -‘flv g):q(fnfzz .- -\fl‘ 8)-
Orx, d’aprés I'inégalité (11),

p=oF, fo, ..., frog)Sp(F, g) — (A —1)
et, en désignant par w la valeur maxima des nombres w,,

plF, g)=w+s—1,
d’ou
plw +s—A.
On a, d’autre part, visiblement

o
h

v

g

iy

.

Par suite, si £ =1+, w donne la valeur de ¢ et 'on voit en outre que
tout systéme d’axes régulicrs est normal. On peut en outre montrer que
la condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynome @ appar-
tienne a I'idéal g (f,, ..., /i, g) est que 'on ait

*+ 82w, (f=1,.. ,8),
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7. désignant l'ordre de @ aupoint O, O, la somme des ordres de contact
de la branche g; de g avecles différentes branches de la courbe ® =o.

8. Nous nous limiterons & ces résultats. Remarquons pour terminer
qu’ils peuvent s’appliquer a I’étude d’un 1déal primaire admettant une
variété (irréductible) & n— 2 dimensions dans un espace 4 n dimen-
sions. Il suffit de choisir un systéme de coordonnées tel que la variété
considérée ne soit contenue dans aucun hyperplan x,=a. Alors la
condition nécessaire et suffisante pour que 'on ait

Fla,, ..., 2) T (filzyy -y )y ooy filzy, oo 5y @)
est que, quel que soit le parameétre ¢,
Feay, ..o, Zney, )T (fi( @y, ooy Zneyy 8)y ooy falryy ooy Eneyy £)).

Cette condition est évidemment nécessaire. Si elle est vérifiée, on aune
relation de la forme

P()F(ay, ..., tuy s )= A fy +.. .+ Arf2,

ou P est un polynome en ¢, les A des polynomesenx,, ..., x,, et ¢;
on peut remplacer ¢ par x,, et comme, d’aprés le choix des axes, le
polynome P (z,) n’appartient pas a I'idéal premier correspondant ala
variété de I'idéal considéré, on a

F(a, ..., 2oy, 22) T (fis for ooy o).
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