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MOUVEMENT LENT VARIE D'UN SOLIDE

EN
LIQUIDE VISQUEUX INDEFINI ET INCOMPRESSIBLE

) O G————

INTRODUCTION.

Le mouvement d’un liquide visqueux indéfini et incompressible, au
sein duquel se déplace un solide, a ¢té étudié dans des cas particuliers
ou la forme et le mouvement du solide sont simples; le mouvement
est, dans ces cas, soit une translation rectiligne, soit une rotation
autour d’un axe fixe. On désignera toujours par ¢ la densité constante
du liquide, par 1. son coefficient de viscosité consideré comme cons-
tant et par v le coefficient de viscosite cinématique de Reynolds.

Stokes ('), des 1851, etudie le cas d'une sphere ou d’un cylindre de
révolution anime au sein d’un liquide visqueux, indéfini d’'un mouve-
ment de translation rectiligne periodique (cette translation, dans le
cas du cylindre, est perpendiculaire & son axe). Stokes trouve que la
résistance D que le liquide exerce sur la sphere ou sur le cylindre de

hauteur unité a la forme
de
D=oa.t+( 67;’
ou E(¢) désigne la vitesse du solide a I'instant ¢, « et 3 deux constantes
qui dépendent du rayon de la sphére ou du cylindre, de la densité du
liquide, de son coefficient de viscosité et de la période du mouvement.

Boussinesq en 1885 reprend I'étude du probleme, la vitesse du

(*) Stokes. Memotre sur le Pendule.

TULSE G\Y 1
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solide étant une fonction quelconque du temps; ses résultats sont
contenus dans les deux notes suivantes :

1° Sur la résistance qu’oppose un liquide indéfini visqueux en
repos, sans pesanteur, au mouvement vari¢ d’une sphere solide qu’il
mouille sur toute sa surface, quand les vitesses restent bien continues
et assez faibles pour que leurs carrés et produits soient négligeables ;

2° Reésistance qu’éprouve un cylindre circulaire indéfini plongé
dans un fluide, & se mouvoir dans une direction perpendiculaire a son
axe ().

Ces résultats ont été développés par Boussinesq dans sa théorie de
la Chaleur.

Crudéli en 1916 étudie I'équation générale dont dépend la (ransla-
tion lente, le long de son axe, d’un solide de révolution qui se meut
au sein d'un liquide visqueux indéfini; dans le cas de la spheére il
retrouve les résultats de Boussinesq.

Janalyse ici rapidement les travaux de Boussinesq. Dans le Tome IT
de sa Théorie de la Chaleur, an début de la troisieme partie de la note Il
il établit les équations générales de I'écoulement d’un liquide vis-
queux indelini au sein duquel se déplace, d'un mouvement lent, un
solide de forme quelconque. Le mouvement du solide est une transla-
tion, definie & tout instant par les projections de sa vitesse sur trois
axes fixes. Le liquide est sollicité dans (oute sa masse par une force
de profondeur donnce, fonction seulement du temps.

Le mouvement d’une molécule liquide est defini par sa vitesse rela-
tive par rapport au solide, a 'aide des projections de cette vitesse sur
trois axes lies au solide et paralleles aux axes fixes.

Le mouvement du solide est supposé « bien continu et assez lent
pour qu'on puisse négliger les carrés et les produits des projections
ou des dérivées de ces vitesses dans les équations du mouvement ».

Ces équations prennent alors la forme linéaire.

L’auteur montre, comme premiére conséquence de cette forme
linéaire, que les valeurs de la pression et des projections de la vitesse

(" C. R. Acad. Se., t. 100, avril 1885, p. 935 et 974.
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s'obliennent par simple superposition des valeurs qu'on obtient dans
les trois hypotheses ot 'on annule deux des composantes de la vitesse
du solide, en méme temps que les deax composantes correspondantes
de la force données il en est de méme pour les trois composantes de
la résistance que le liquide oppose au mouvement du solide.

Boussinesq établit ensuite I'équation des forces vives; dans cette
¢quation figure U'intégrale de surface

j p-Vads,
s

é¢tendue i la surface d’une sphére X qui a pour centre le centre de gra-
vité du solide en mouvement et dont le rayon R est assez grand pour
qu'elle soit tout enticre intérieure au liquide. Dans cette intégrale
p désigne Ia pression en un point de X, V, la composante sur la nor-
male extérieure i X de la vitesse relative d’une molécule qui a P'ins-
tant ¢ est située sur X.

Pour démontrer que, le mouvement de translation du solide étant
douné, la détermination du mouvement duliquide est unique, I'auteur
est amene a faire P'ane des deux hypotheses suivantes @ ou bien
admettre que lorsque R devient infini I'intégrale précédente a une
limite nulle, ou bien que cette limite est positive ce qui revient, pour
R infini, ou bien & negliger Pinfluence du liquide extérieur a X, ou
bien & supposer que le liquide extérieur & X tend a réagir contre sa
mise en mouvement. La premicre hypothese a été confirmée par
'auteur dans le cas particulier de la sphére en translation ().

Dans le cas particulier d’une sphére animée d’une translation recti-
ligne en supposant essentiellement que Uinstant initial est 7, = — oo,
Boussinesq (*) reussit & intégrer complitement les équations du mou-
vement du liquide. 1l rapporte maintenant le mouvement absolu du
fluide & trois axes, ayant pour origine le centre de la sphére mobile et
paralleles a trois axes lixes. Il réussit, en I'absence de toute force exte-
rieure, a vérifier les équations générales en exprimant les compo-
santes de la vitesse et la pression a I'aide d’une seule fonction ¢ de R

(1) BoussinesQ. Annales de I'Ecole Normale. 191..
(%) BoussiNesq, loc. cil., p. .
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Les conditions & la surface, qui expriment I’adhérence du liquide a la
sphere, s’écrivent
w=E(1), ¢ = w=o0,

ou £(¢) est la vitesse de la sphere; ces conditions définissent les déri-
vées premiéres et secondes de o, pac rapport a R pour toute valeur de ¢
et pour R= «, a étant le rayon de la sphere. Boussinesq montre que
le probleme est ramené & trouver une solution de I’équation

Jb . 2o

(C) 9 =R

qui régit le mouvement de la chaleur dans un fil, la valeur de cette
solution a l'origine du fil étant une fonction connue du temps. ®(R, t)
est liée a o(R, ¢) par

®(Rt)=Ro —ao,+ §~u'1(t).

ou &, (¢) est 'abscisse de la sphére par rapport aux axes fixes.

Crudéli (") définit simplement la vitesse d’'une molécule M; si Oz
est la trajectoire du centre de la spheére et si R et o sont les coordon-
nées polaires de M dans le plan méridien 2OM, les composantes V, et
V. de la vitesse sur le rayon vecteur et I'axe perpendiculaire sont
données par les expressions

. 2cosa ., —sina d ,
T R E A
ou F doit vérifier
e 0 4,
vAl,_,a;A F.

(') GruvkLr, Mouvement d’un solide dans un liquide visqueux ( Rendiconti
della Real. Accad. dei Lincei, 1916 ).
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ou la fonction g(A, ) vérifie I'équation (G), d’out

3 (I—a) 1
g, ) =g,(h 1)+ 2= “)f 25) e T (e 6) s,
bymy
Dans ces formules a désigne le rayon de la sphére, £(¢) la vitesse de la
sphére et g,(%,¢) une fonction indépendante de £ et qui s’annule

pour £(o) = o.
Boussinesq pour la pression trouve
P
R
p=oaA(t) Prs

ou A(z) est une fonction de ¢ seulement; et pour la résistance D que le
liquide oppose au mouvement de la sphére

Vi ) ., — [ E()
D:_’)__(t)-e—(in;.ta;(t)%—(ia‘\ﬁﬁp/ '(

, db,
Joe (L — b

ou M est la masse liquide déplacée par la sphére.
Au sujet de cette résistance Boussinesq fait la remarque suivante :

« Les frottements intérieurs, dont la présence est manifestée, dans
cette formule, par leur coefficient u. ont donc pour effet d’introduire
dans U'impulsion ou la resistance, en premier lieu, un terme en &(2)
produit de 3. parle contour 2za dela section maxima de la sphére et
par celte vitesse actuelle 5(¢); en deuxicme lieu un terme propor-
tionnel & @ ou & la section maxima et ou entre lincairement tous les
accroissements antérieurs £'(0)d0 qu’a éprouvés la vitesse depuis le
temps primitif, mais avec des coefficients d’importance inverse de la
racine carrée de leur éloignement t—0 & I"époque actuelle, les plus
anciens n’ayant ainsi qu'une influence indefiniment atténuée. La
résistance actuelle du solide garde donc, comme I’état actuel du fluide
ambiant, quelque trace de toute la suite des mouvements relatifs anté-
rieurement réalisés. »

La méthode de caleul qui avait réussi dans le cas de la sphere a été
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appliquée par Boussinesq (') au cas du cylindre de révolution indéfini
anime au sein d’un liquide indefini d’une translation rectiligne sui-
vant un axe Oz perpendiculaire a I'axe du cylindre.

La pression a la forme
dlogR

dx

p=pA(t)

ol R est la distance de la molécule liquide & I'axe du cylindre. La
résistance D est

o2

— Mz / ‘ . pa2 7
D_M_(t)+4pn7rf X(t 25*“2)6 ade,

0

ou a est le rayon du cylindre, M la masse liquide déplacée par le
cylindre de hauteur unité et X une fonction définie par

f X<t— p(l-)>e (/oz::,u)
A 2ot 2

Boussinesq applique en particulier les résultats obtenus pour la
sphére ou le cylindre dans le cas ou la translation est périodique ou
est devenue depuis longtemps uniforme.

Dans le cas de la translation 1l faut signaler le cas ou le solide est
une plaque plane indefinie, d’epaisseur negligeable qui se meut dans
son plan .x = o d’une translation rectiligne de vitesse £(¢) entre les
plans paralleles @ = == A5 la vitesse V du liquide est

n—w

~ 2N TV nmTr ¢ _mmvie—f)
\ = - - m i1 9 e e ([9
2‘ o h A (9)

av
b=z )

par unité de surface de la plaque sur ses deux faces

On en déduit le frottement

n—=
nrTvit—9)

= ';r;wzn‘fb(%e mdg ().

n—I

(') Boussinesq, loc. cit., p. 2.

(?) HAVELOCKE, Sur une equation integrale du probléme des fluides visqueux
(Philo. Mag., 11, 1921).
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Basset (') a étudi¢ la rotation lente d’une sphére autour d’un dia-
métre fixe, au sein d’un liquide visqueux indéfini; la molecule étant
définie dans le plan meridien passant par I'axe de rotation par ses
coordonnees polaires R et %, la composante + de la vitesse suivant le
parallele, qui seule intervient dans le calcul du couple de frottement a
pour expression

8 B\ _R—a+P

—a’sina _e @ g d)e 4vi—b
= — dﬁf ( ———> ——r(8) dB.
Rynv A/O\ a Vi—8 (8)dp

ol a est le rayon de la sphére, rla vitesse angulaire de la sphére. On
en déduit le couple de frottement

8 . , J It
—37“‘0” OR\ Rsmo R:a'

Havelocke () étudic larotation autour de son axe d'un cylindre creux
rempli d’un Liquide visqueux: s1 7 est la vitesse angulaire du eylindre
de rayon a, celle w de la molécule qui est la distance R de I’axe est

2R
[ .I(f’ >"§f_u—01]
“’—f’m '+">7m—;,f “ ]

le X étant étendu aux racines positives 3, de ’équation de Bessel :

J.(ry=o.

On en déduit le couple de frottement

. Jdw
2T <m‘- -

Plus récemment le probleme de la sphére a été traité par M. Oseen ()
dans deux Memoires parus en 19gro-1g1g. M. Oseen cherche, d’une
facon générale, une solution des équations du mouvement lent qui

(') Basser, Rotation d’une sphere dans un liquide visqueuz indefini « mou-
vement lent (Phylos Trans of, London, 179, A, 1888).

(*) HaveLockr, loc. cit.. p. 7.

(*) Osten, Hydrodynamique de la sphere (Arkw for Math. Astro. och
Physih, Bd 6, 1. 1, 1910. et Bd 14, 11. 1 et 2, 1919).
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s’annule a I'instant origine, qui, quel que soit ¢, s’annule a l'infini
et pour laquelle les composantes de la vitesse sur la sphere R = a
sont trois fonctions données du temps. M. Oseen retrouve en parti-
culier les résultats obtenus par Boussinesq.

Dans une courte note, M. Odqvist (') a esquissé une méthode générale
pour résoudre le probleme du mouvement lent d’un solide de forme
quelconque en liquide visqueux indefini et incompressible. M. Odqvist
élimine la pression des équations differentielles par I'introduction
d’une fonction auxiliaire qui généralise le potentiel des vitesses de
I'Hydrodynamique classique; il ramene le probleme i I'etude de cer-
taines équations intégrales.

L’integration de l'equation de la chute verticale d’une sphére
pesante au sein d’un liquide visqueux indefini, effectuée d’abord par
Picciati, a été reprise par Basset () qui écrit I’équation sous la forme

prise p q q
8y 4 el e
gty +re(t)+p 5 6dé:f,

o ViE—

ou A, p, f sont trois constantes. C’est une équation de Volterra de
deuxiéme espice en £'(¢) car

t
&u):f £(6)dd + 5,

que Basset raméne & une équation différentielle ordinaire du deuxiéme
ordre a coefficients constants.

Havelocke (*) enutilisant une méthode développée parM. Whittaker (*)
étudie 'equation de chute de la plaque plane entre deux plans paral-
léles; c'est une équation de deuxiéme espece de Volterra en £'(2)
dont le noyau est une série de Dirichlet en ¢ — 0. En liquide indéfini

(') Ovgvist, Sur une méthode permettant de résoudre les problémes d’hy-
drodynamique et d’elasticite correspondant a des conditions aux limites
données (Arkic for Math. Asro. och Physth. Bd 19, 1. k, 1927).

(*) Basser, Intégration de 'équation de la chute d’une sphére en liquide
visqueux (Quart. Journ. of Mathem., 1g10).

(*) HaveLocke, loc. cit.. p. 7.

(*) Wainraker. Ktude pratique de Uéquation du type d’Abel ou de Poisson
(Proc..Lond. Roy. Soc., 1918).
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cette équation se réduit a celle de Basset ot l’on fait 2 = o. Havelocasé
étudie de méme I’équation de la rotation autour d’un diamétre, d’une
sphére en liquide visqueux indéfini et celle de la rotation autour de
son axe d'un cylindre de révolution creux rempli de liquide.

Enrésumé, dans les cas simples, ou 'on peut étudier complétement
le probléme, on trouve que I'équation du mouvement est une équation
de Volterra de deuxiéme espéce en Z'(¢), £ étant la vitesse de transla-
tion ou de rotation du solide dont le noyau est fonction de ¢ — 6 seu-
lement.

Signalons enfin que Boussinesq dans sa Théorie de la Chaleur, tome 11,
note I, étudie la translation lente d’un solide en liquide parfait; il
montre par une méthode directe que les trois composantes du dyname D
des efforts que le liquide exerce sur le solide sont linéaires et homo-
génes par rapport aux dérivées des trois composantes de translation,
les coefficients ne dépendant que de la forme du solide; il montre que
le déterminant de ces coefficients est symétrique et en conclut 'exis-
tence d'une fonction potentielle de résistance; il étudie enfin l'in-
fluence des dimensions du solide sur le dyname des efforts. L’auteur
développe en particulier les calculs dans le cas de la translation d’une
sphére, d’un cylindre de révolution ou d’un ellipsoide qui se déplace
parallelement & un de ses axes.

Je me suis proposé dans ce travail d’étudier le mouvement général
d’un solide de forme quelconque qui se meut au sein d’un liquide vis-
queux incompressible et indefini; le mouvement du liquide est sup-
posé continu et lent. Je me suis borné, pour simplifier, au cas du
mouvement plan, le solide étant un cylindre indéfini dont la section
droite est un contour fermé o sans singularité.

Le premier Chapitre est consacré aux équations générales; le
mouvement du solide ¢tant défini par un torseur des rotations instan-
tanées, je forme les équations donnant les projections de la vitesse
absolue d’une molecule liquide sur les axes liés au solide en négli-
geant la force de profondeur agissant sur le liquide. En supposant que
les mouvements du solide et du liquide sont lents, je montre que les
équations sont celles qui définissent le mouvement lent du liquide par

'
THI SF GAY 2
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rapport & des axes fixes; les composantes £, v, rdu torseur T qui définit
le mouvement du solide n’intervenant que dans les conditions aux
limites.-Il en résulte d’abord un théoréme de superposition des petits
mouvements analogue a celui quon demontre en Elasticité. Je suis
amené pour continuer a faire une hypothése analogue 4 la premiére
hypothése de Boussinesq. En désignant par X un cercle qui a pour
centre le centre de gravite de 5, et dontle rayon R est assez grand pour
que X soit tout entier intérieur au liquide, je considére I'intégrale

f pVads,
z

ou p désigne la pression en un point de = et V, la composante de la
vitesse absolue sur la normale extérieure a X.

Je suppose, et cette hypothése est vérifiee au Chapitre IIT, n° 8, que

cette intégrale tend vers zéro en méme temps que ;—{ J’établis alors

I’équation qui traduit le théoréme de la force vive d’ou je déduis I'uni-
cité de la solution du probléme posé. Je remarque qu’il existe un
théoreme de réciprocité entre les deux mouvements liquides corres-
pondant & deux torseurs donnés, theoréme analogue a celui qu’on
démontre en Elasticite.

Je montre (ue les derniers resultats subsistent dans le cas ou le
plan du mouvement étant vertical, on tient compte de la pesanteur du
liquide.

Je termine ce chapitre en étudiant le changement brusque que
produit dans I’état des vitesses la mise en mouvement du solide & I'ins-
tant initial.

Dans le Chapitre II j'étudie par une méthode directe le mouvement
lent quelconque d'un solide en liquide parfait, en determinant la
pression p en tout point par le probleme de Neumann; je montre que
la fonction harmonique p est régulicre a Uinfini. On étend immeédiate-
ment pour le mouvement quelconque les resultats obtenus par Bous-
sinesq dans le cas de la (ranslation; symétrie des coefficients du
dyname D des efforts, existence d'une fonction potentielle de résis-
tance. J'ai formé les equations du mouvement du solide dans les
deux cas ou le plan du mouvement est horizontal ou vertical et j’ai
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indiqué les conditions pour que le mouvement reste lent En suivant
la methode de calcul utilisée par Boussinesq pourle cas de 'ellipsoide
en translation, j’ai déterminé pour un cylindre elliptique animé d’un
mouvement plan quelconque, le dyname des elforts. Ce chapitre se
termine par le calcul de la variation infinitésimale des coefficients
de D correspondant i une variation trés petite du contour du solide,
calcul analogue & celui qu’a fait M. Hadamard dans ses Lecons sur le
Calcul des Variations, pour étudier la variation infinitésimale des fonc-
tions de Green et de Neumann.

Dans le Chapitre 11l commence 'étude du mouvementlenten liquide
visqueux. La vitesse V d’une molécule liquide dépend d’une vitesse
résiduelle V, de la pression p et d’une fonction ¢ liée au tourbillon.

Les composantes de V, sont definies par I'equation de la chaleur (C)
et se réduisent pour 2= o a celles de la vitesse initiale V, du liquide.
Je montre que V, est i U'infini d’ordre supérieur & 2 en li{ et que sa
valeur asymptotique pour ¢infini est nulle. La fonction ¢ vérifie (C); p et
q sont definies a 'aide de deux densités superficielles a et b, fonction
de ¢ et de I'abscisse curviligne s d’un point du contour 5 du solide. Ces
densités a et b sont solutions d’un systeme integral qui appartient a la
fois au type de Volterra et de Fredholm. J’ai montre que p est régu-
1
7

Le Chapitre IV est consacré a la résolution des équations en a et b
ou j'introduis un parametre 7 ; le développement de la solution en
séries en 2 depend uniquement du probleme de Neumann. J'obtiens en
particulier les densités ¢ et b en fonction des composantes du torseur
T’ dérivee par rapport au temps du torseur T des rotations instantanées
et je montre que les series obtenues son( uniformement convergentes
quel que soit 7 si les composantes de T sont supposees bornées.

De la forme des densites superficielles je dedurs dans le Chapitre V
les expressions de p et ¢ en fonction des composantes de T'. Ces
expressions montrent que U'etat du liquide a I'instant actuel dépend de
toute I’histoire du mouvement depuis I'instant initial jusqu’a I'instant
actuel. Il y a hérédite linéaire verifiant le principe du cycle fermé.
Jindique ensuite la forme des (rois composantes du dyname D des
efforts que le liquide exerce sur le solide et j'examine les deux cas

liere 4 P'infini et que ¢ est a I'infini d’ordre supérieur a deux en
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particuliers ou le solide a un axe de symétrie ou deux axes de symé-
trie rectangulaires.

Le Chapitre VI traite des équations du mouvement du solide, soit
dans le cas du mouvement horizontal, soit dans le cas du mouvement
vertical. Dans ce dernier cas on est amené & etudier une équation
intégro-différentielle qui géneralise celle du pendule simple, en tenant
compte de 'héredité Dansle cas ot il n’y a pas de force de profondeur,
j'ai calcule la dérivee par rapport au temps de la dissipation d’cnergie
et j’en ai deduit le mouvement asymptotique du solide.

L’étude du cas particulier ou le cvlindre est de revolution fait]’objet
du Chapitre VII. Je forme d’abord la vitesse V,.

Dans le cas de la translation en negligeant V,, je montre directement
que le mouvement depend d'une equation B de Volterra de premiére
espéce obtenue par Boussinesq, equation qu’'on peut integrer par la
méthode de Whittaker. Cette integration une fois effectuée, je montre
que le mouvement du cylindre dans un plan vertical tend vers une
chute verticale uniforme et je donne la forme de lavitesse limite. Dans
le cas de la rotation on est amené sans aucune approximation i consi-
dérer une équation B’ analogue 4 B, et qui s’etudic comme cette der-
niere. A la fin de ce chapitre, japplique les méthodes des Cha-
pitres 111 et IV au cas particulier ou le cylindre est animé d’une
translation périodique.

Dans un dernier chapitre j'ai signale quelques généralisations et
quelques cas particuliers.

Je tiens & remercier ici M. Emile Cotton, professeur i la Faculté des
Sciences de Grenoble, et M. Henri Villat, directeur de I'Institut de
Mécanique des Fluides de I'Université de Paris, dont les conseils et les
bienveillants encouragements m’ont guidé et soutenu au cours de
I"étude de ce travail.

CHAPITRE 1.

EQUATI'ONS GENERALES. THEOREME DE LA FORCE VIVE. IMPULSION INITIALE.

1. Ausein d’un liquide visqueux indéfini se déplace d’'un mouvement
lent un cylindre indéfini; on suppose que ce cylindre se deplace nor-
malement a la direction de ses génératrices et qu’il en est de méme
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pour chaque molecule liquide; on suppose en un mot que le mouve-
ment est plan.

Si O et Oy sont deux axes liés & une section droite du cylindre,
qu’on désignera par o, le mouvement de ces axes mobiles est défini a
I'instant ¢, par rapport & deux axes fixes, par les trois composantes &,
7, r d’un torseur T des rotations instantanées; ces trois composantes
sont trois fonctions du temps qui constituent les inconnues du pro-
bleme. Nous designerons dans la suite par 1" le torseur qui estla déri-
vée de T par rapport au temps et quia pour composantes &', v/, r'. Nous
supposerons aussi que le point O est centre de gravité de 'aire 5. On
désigne par « et y les coordonnées relatives & I'instant ¢ d'une molé-
cule liquide quelconque M; par « et ¢ les composantes sur les axes
mobiles de la vitesse V de cette molécule et par p la pression en M; u,
¢, p sont trois fonctions de M et de ¢.

On suppose d’abord, pour simplifier, qu’aucune force de profondeur
n’agit sur le hiquide et que celui-ci est incompressible. On suppose
enfin essentiellement que le mouvement absolu du liquide est assez
lent pour que les vitesses restent continues et asses faibles pour qu’on
puisse négliger les carres et les produits des projections de ces vitesses
et des dérivees partielles par rapport & & et y de ces projections. Tout
ce qu'on dira dans ce chapitre s’appliquera en particulier au cas du

liquide parfait.

2. Les équations du mouvement du liquide visqueux par rapport a
des axes fixes sont les équations de Navier (V) :

L di—vAu—kJL:o,
p dx

(1) o -
—p—;}— —-—-VAV +J3:0,

auxquelles il faut adjoindre I’équation de continuité

d_u+ﬁ)_—o
dx  dy — 7’

(*) AepeLL, Mécanique rationnelle, . 111, edition 1909, p. 555.
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J. ctJ, sont les projections sur les axes de I'accéleration de la molécule
hquide M.
Pour obtenir les équations du mouvement par rapport aux axes
mobiles, remplacons dans les equations (1) J, et J, par leurs expres-
sions tirees de la formule de Bour :

_du
T dt
dy

J,:;{—t - ru.

— 71V,

La premiére equation (1) devient :

S

’ .y A+ du re—
P dt =0

1

o=
Y

a laquelle 1l faut adjoindre une expression analogue.
Ces équations se transforment en tenant compte de ce quele mouve-

ment absolu du hiquide est lent.
Siu, et sontles projections sur les axes mobiles de lavitesse rela-

tive de fa mofecufe on a :
rl_u . (ﬂ Jdu ; Jdy
dat — o T ar T gy

Mais si u, et ¢, sont les projections sur les axes mobiles de la vitesse
d’entrainement de la molecule, comme :
u=u,+ u,,

’ . : du . .
expression de — devient :

du _ du , du du du *de
gt—— 'a;‘*—l (}—‘L+9—33-/—-— uc£+‘)ba>.

Le mouvement absolu du liquide étant supposé lent, on peut dans
'expression precedente negliger la quantite

" Jdu ey du
dr )’
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et si 'on pose :

“—u Ju “+v Ju re
lt-—lca‘; cd‘)’+ s
(2) L L
V.—ltga; ch‘;/—rl,
les équations du mouvement s’écrivent :
Si % —f—gl—t —vAu=u,
p dr 0t
(3) o 0
(1o, 0% a3
ooy ot =

L’équation de continuité, ne renfermant pas de dérivées partielles
par rapport au temps, conserve sa forme :
du dv

(4) J;,+a;:0

Les équations (3) et (4) sont les équations générales du probléme.

-
3. Pour donner une interprétation du vecteur MQ d’origine M et de
projections u et ¢ définies par les équations (2), considérons le vec-

__.+ ——
teur MR, produit vectoriel du vecteur vitesse relative MV, et du vecteur

) , . - > o o -
vitesse d'entrainement MY,. On voit immédiatement que MQ est le

double du tourbillon du vecteur MR.

On peut donc dire en resume :

Silon négligelaforce extérieure agissantsurleliquide, les équations
générales qui définissent le mouvement lent absolu du liquide par rap-
port a des axes mobiles se déduisent des équations générales qui défi-
nissent le mouvement lent absolu par rapport a des axes fixes en
prenant comme force extérieure rapportée a I'unité de masse agissant
sur le liquide le double du tourbillon du produit vectoriel V, V..

4. Sil'on admet qu’il y a adhérence du liquide visqueux sur la sur-
face du cylindre qui se déplace, ¢’est quen tout point @, y de la sec-
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tion droite ¢ de ce cylindre la vitesse relative du liquide est nulle. Les
composantes 2 et ¢ de la vitesse absolue du liquide prennent donc sur
o les valeurs

Ug= E -y,

Ve==nN +Tra.

(3)

A D'instant initial, ¢’est-a-dire & 'instant ot1l’on commence 3 s’occu-
per du probléme, le mouvement du liquide est supposé connu et pour
t = o, u et ¢ se rédaisent a deux fonctions donnéesu, et v, du point M;
u, et ¢, doivent vérifier I'équation de continuité et aussi, en général,
les conditions (5) ou &, 7, r sont remplacés par leurs valeurs initiales
EO’ T‘U’ r()'

Il faut de plus que les fonctions «, ¢, p de M et de ¢ s’annulent quel
que soit ¢, lorsque M s’éloigne a I'infini de 5, en d’autres termes «, v,
p doivent s’annuler avecll,\ si R désigne la distance OM. On suppose
qu'il en est ainsi pour u, el ¢,.

Il est évident, d’aprés (3), qu’on pourrait ajouter & p une constante
ou une fonction arbitraire de ¢, de facon que p soit en tout point posi-
tive; cette fonction de ¢ n’aurait d’ailleurs aucune influence dans la
suite.

5. Dans les équations (3) u et ¢ sont négligeables. En effet, le mou-
vement du solide est défini par le torseur T; on supposera que ce
mouvement est lent, ce qui revient a dire que les trois fonctions du
temps £, 0, r et leurs dérivées sont tres petites en valeur absolue. Dési-
gnons par ¢ le module maximum des composantes de T et de leurs
dérivées premieéres. On verra dans la suite que, si I'on résout le pro-
bléme posé en négligeant u et ¢ dans les équations (3), la premiere
approximation correspondante u, ¢ et p est du premier ordre en ¢, de
I
premiére approximation les termes u et ¢ sont du deuxiéme ordre

T . 1
plus que p s’annule & l'infini comme i et ¢ comme Pour cette

I
Pour obtenir une premiere approximation du probléme on annulera

en ¢, et ils s’annulent a 'infini comme
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donc lesseconds membres de (3) et les équations générales seront :

1 dp du
5 a—‘t — ¥ All —+ "()Z —= 0,
1 dp dv
(A) 5 ()—-y -V AV —+ Et‘ —= 0.
Jdu Jav

5;_‘ + T}’\: o.

6. L’état du liquide est défini a tout instant et en tout point si 'on
connait a tout instant le torseur T ainsi que le vecteur vitesse absolue
initiale V, en tout point. Soit ««p la solution qui est définie par un
premier torseur T(Zqr) et une premieére vitesse itiale V (u,¢,) et
soit de méme «'¢'p’" la solution qui est definie par un deuxiéme torseur
T"(E'1'r') et une deuxiéme vitesse initiale V, (u,¢,).

L’ensemble des trois fonctions

y=u—+u’, =0 4, p=p-+p

constitue une solution des équations générales (A), qui sont linéaires
a coefficients constants. Cette solution vérifie les conditions aux limites
correspondant au torseur somme des deux torseurs T et T"et a I'instant
initial, les fonctions w«, et v, ont pour valeurs les composantes de la
vitesse V, 4+ V.

On peut énoncer le résultat suivant :

Si un premier mouvement du liquide est produit a I'instant ¢ par
un premier torseur des rotations instantanées et un premier systéme
de vitesses initiales; si un deuxiéme mouvement est produit par un
deuxiéme torseur de rotations instantanees et un deuxicme systéme
de vitesses initiales, le mouvement produit par 'ensemble des deux
torseurs et des deux systemes de vitesses initiales est a (oul instant
la superposition des deux premiers mouvements.

Ce resultat est analogue au theoréme de la superposition des défor-
mations en Elasticité.

7. On supposera dans toute la suite que le contour o est sans sin-
gularité, ¢’est-a-dire qu’il a en tout point une tangente et un rayon de
courbure bien déterminés, de plus le sens de I'angle 0y formé par

THLSE GAY 3
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les deux axes liés a o est le sens positif habituellement adopté. Cela
posé, la tangente Ms en un point M de o est prise dans le sens direct
par rapport a I'espace w occupé par le liquide, et la normale Mn a o se

déduit de Ms par une rotation de + 7—: dans le sens positif, celte nor-

male est donc interieure i 'espace liquide w.

8..Je signale en passant deux moyennes relatives a la pression. La
fonction p(M¢) est harmonique dans tout le liquide; si cette fonction
reste finie ainsi que ses derivées premiere et seconde, elle vérifie
d’apres équation de Green la condition

X désignantun cercle de centre O et de rayon R assez grand pour qu’il

soit tout entier intérieur au liquide, o’ un contour fermé compris tout
. . . . . 7 L e

entier entre X et la section droite 5 du cylindre, ?ff: a dérivée de p

prise suivant la normale & la frontiére o'+ X intérieure 2 l'espace

liquide limité par ce contour.

e - o T .
L'intégralelelong de Z tend vers zéro comme | puisque p est régu-

j (i) ds = o.
- dn

Supposons en particulier que 5’ soit un cercle de centre O et de rayon r;

liere a 'infini et il reste

-4 . , " . ;o ’ .
comme —: est indépendant de r, I'équation précédente s’écrit

/'ip ds _d [ ds _
dr s ~ dr c,] FER

g’

L’intégrale

est la pression moyenne sur le cercle s” & I'instant ¢.

La pression moyenne a l'instant ¢, sur le cercle de centre O et de
rayon r est constante.

Cette constante est égale a la pression a I'infini, elle est donc nulle.
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Ce résultat se vérifie en particulier dans le cas du cylindre de révo-
lution en translation rectiligne, d’apres I'expression de p indiquée
daris I'Introduction page 6.

9. Leshypothéses étant les mémes que précédemment, la deuxiéme
formule de Green donne, si I'on pose avec Lamé,

. (9p dap
Ay M()z) 4= <d)>
(6) {\ P —(1?4 fA,[) dw =o.
vo + X

dap
Sur X, dl se confond avee — dR’ et I'intégrale

fp <= ds

tend vers zéro comme R’ et, en raisonnant comme au n° 8, on voit que

I'équation (6) entraine 'inégalité

i ,ds o
dr q,[) s <o

Le moyen carré de la pression a l'instant ¢, sur le cercle de centre O
et de rayon r, va en décroissant lorsque r augmente. Sa limite pour r
infini est évidemment nulle.

Ce résultat se vérifie en particulier dans le cas du cylindre de révo-
lution en translation; on (rouve pour le moyen carré de la pression

T A% (1),

10. Pour établir le théoréme de la force vive multiplions les équa-
tions générales (A) respectivement par cu ef g¢, ajoutons membre a
membre et aprés avoir multiplie ’équation obtenue par dw, intégrons
dans tout I'espace liquide w limité par ¢ et X, on obtient

(5) I<IIF+V—>d0)+pf<u()"+"g )({mw f(llAl(%—(A()dw_O

D’aprés 'équation de continuité on a

dp dp __ 9( d(up) a(ep)
“ox +de “ox T day
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et d’aprés la premiére formule de Green, la premiére intégrale de (7)

s’écrit
“‘f P Vn. ds)
o+ X

ou V,désigne la composante de V sur lanormale intérieure a I'espace «.

L’intégrale le long de X tend vers zéro comme H"
En désignant par i lamasse ¢ dw del’élementliquide, ladeuxiéme

intégrale de (7) s’éerit a la limite :

1
1
5 ltf\ dm (M.

Cette intégrale représente la force vive absolue de la masse liquide
enticre lorsque R augmente indefiniment.
La troisicme integrale de (7) s’ccrit d’apres la formule de Green

A e poLodN
*l‘l["(Al” + A vt)yde + ’£+3 T ds,

et I'intégrale le long de X tend vers zéro avec %
L’équation (7) devient pour R infini

1}~ f\ dm = jﬁ}”—zl — f(Alu'-’—i—A,v?)dw 1—fands.
- Jw ) ]

Cette équation traduit le théoreme de la force vive :

Le premier membre de (8) est la derivée par rapport au temps de la
demi-force vive absolue totale duliquide; la somme des deux premiers
termes du second membre qui contienment 1. en facteur représente la
puissance perdue par les frottements intérieurs; le dernier terme
représente la puissance exercée par le cylindre de hauteur unité contre
les poussées interieures du liquide (*).

(") Ce resultat decoule de la formule connue :

ij—f\'-’dm :f%:dm —4—/ Vv, ds,
dt ) [3) l [ )]

ot I'intégrale le long de ¢ est nulle et l'intégrale le long de’X tend vers zéro

I
avec = -

R
(#) Boussinesq, Théorie de la Chaleur. t. 11, Note 11.
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14. Supposons qu’il pussse exister deux solutions du probléme
correspondant a un torseur T des retations instantanées et a un sys-
téeme donné de vitesses initiales.

La difference de ces deax solutions serait définie par trois fonc-
tions p, u, ¢ vérifiant les equations genérales.

A Pinstant initial « et « seraient nuls; en tout point du contour s

. < ye. . . 1
on aurait u, = ¢, = oj enfin a 'infini p Sannulerait comme puety
1
R’

On peut appliquer a cette solution particuliére I'équation géné-
rale (8); dans cette équation les deux integrales de surface sont nulles

- ) —_‘U- A d
> (/ f~ dm \/‘(A’U —+ IV) ®.

Intégrons cette équation par rapport au temps entre o et t ou ¢ est
positif et remarquons que, pour ¢= o, la force vive du liquide est
nulle; on a

d o/
(9) é/\‘%lm:—p/ zléf(Alu?—y—A'v‘-‘)dm.

Le premier membre de cetle équation est positif; le second membre
est négatif; I'égalité () n’est possible que si les deux membres sont
nuls, ce qui exige que V* soit nul a tout instant et en tout point du
liquide. Dés lors u et « sont nuls.

Si donc le probléme a une solution, il n’en a qu’une.

comme

12. Considérons les deux solutions du probleme qui correspondent
a deux torseurs distincts pour les rotations instantanées. En tenant
compte de I'équation de continuite et en raisonnant comme on I'a fait
pour établir I’équation (8) de la force vive, on établit

o/ du au’ o ,du du’ , ,
p/ll.)}-(u T 117[—> dy = ‘u./,; 2(1( in (/7[7> ds —l(pV,l—p Vo) ds.

équation qui établit une relation de réciprocité entre les deux solu-
tions wsp et «'¢' p qui correspondent i deux torseurs distincts.
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13. Remarquons que si le plan 20y reste dans un plan vertical fixe
et si le liquide est pesant, en designant par a 'angle que fait Ox avec
la verticale ascendante, les seconds membres de (A) deviendront

— gcosa el — gsina

et il faudra, dans ce qui précede, ajouter & la pression p la pression
hydrostatique

P =P & (X oS0+ ) sina).

Ainsi dans le théoréme de la force vive, le terme

fp V,ds

g

fp,,,V,, ds.
ag

i

s’accroit de

quantité qui se transforme par la premiére formule de Green et
devient, en supposant que le point O soit centre de gravité de la sur-

face w, intérieure a 7,
“-&"ﬂu

ol v, désigne la composante verticale ascendante de la vitesse du
point O, et M la masse liquide deplacée par le cylindre de hauteur
unite.

Le théoréme d’unicité subsiste dans ce cas car

fpg\,,ds
g

14. Disons maintenantun mot d’un probléme traité par Stekloff (*).

Stekloff a étudie la détermination des vitesses au sein d’un liquide
parfait remplissant un vase anime d’un mouvement connu, connais-
sant le tourbillon en tout point du liquide.

Sa solution S’applique au liquide exterieur au contour 53 le mouve-
ment étant plan, en tout point de 5 la composante normale du tour-
billon est nulle; ¢’est le premier cas etudie par Stekloft.

s’annule si V,=o.

() SrekLorr, 1nnales de la Faculte de Toulouse, 1go8.
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Désignons par . (') le tourbillon supposé connu au point M’ du
liquide et par & la distance MM'.
Si ’on pose
Q(M, t):%fcwlogﬁdmw
et ’

CP(M) t):ﬂ$—£y+ ér(xz_’_yg),

x et y étant les coordonnées de M; la solution de Stekloff est définie

par
J9Q 0P

X

-(T)——*—-(-);y
00 9P
P

P = ’

ou P est une fonction harmonique dont la derivée normale est

dP _ d(¢+Q)
dn s o

I

Le tourbillon {,, est & 'infini d’ordre 3 en li{ et I'intégrale Q a un

sens. La valeur de Q + ¢ sur 5 est uniforme et

/fds.:o,
g

le probléme de Neumann (ui definit P a une solution et P est réguliére’
a l'infini, elle y est d’ordre 1 en —I-l{— (*)-

Nous serons conduits, dés le Chapitre I1I, a des calculs un peu ana-
logues au précédent.

15. Terminons ce chapitre par I'étude de I'impulsion initiale. Sup-
posons tout d’abord ¢ immobile et désignons par «, et ¢, les compo-
santes de la vitesse primitive V, en tout point M du liquide; V, s’an-
nule sur a.

dv  du . .
1 —_— e —
) 2= a5 ) definit le tourbillon absolu.

(%) Goursar, Anal. Math., t, 111, p. 516-518.
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Mettons brusquement le solide en mouvement; ce mouvement
initial ¢tant défini par un torseur T, dont lcs composantes &, vy, 7y
sont supposees faibles; il en résulte en tout point du liquide un
changemen( brusque de la vitesse.

Le phenoméne est instantané; le déplacement de la molécule M est
négligeable et les axes lies &4 o peuvent ¢tre regardes comme fixes pen-
dant la duree infiniment petite du changement. 1l faut déterminer la
vitesse V, de composantes u, et s, a la fin du phenomene. Multiplions
les équations (A) par dt, intégrons de o a ¢ et faisons tendre ¢ vers
zéro.

Les termes en v sont négligeables, car le déplacement de M défini

ar

P ¢ ¢
fu(lt et fv(lt
0 0

est négligeable. Laviscosite du liquide n’a ici aucune influence et tout
se passe donc comme pour un liquide parfait. Sil'on pose

4
> 1
I‘,_pr(lt.

on a
. JP
Uy— Uy =— —a;‘l M.
(11) P
Py — V) =— -(F“

L’équation de continuité étant vérifiée, P, est harmonique et pour
la définir on écrira comme pour les liquides parfaits qu’en tout point M
de 5 la composante normale de la vitesse liquide est égale a celle du
contour; d’ou

(12) dpP, — <_‘_1_CP) ,

dn ds

P, est, comme au n°® 14, définie par le probléme de Neumann exté-
. , .y R . . I ]
rieur, elle est régulicre a I'infini et d’ordre 1 en i et ses dérivées par-
I

tielles en & et y sont d’ordre 2 en g

(*) Vour Lams. Iy drodynamics, edition 1895, p. 12, n° 12, ou la question est
exposée dans le cas du liquide parfait.
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Nous supposerons que V) est d’ordre au moins égal 2 2 en =, il en

R
sera alors de méme pour V,. Si le liquide est initialement au repos,

V, est nalle. C’est la vitesse V, ainsi déterminée qu'on pourra prendre,
dans la suite, comme vitesse initiale du liquide; elle vérifie sur o la

condition
,_[de
Von"‘ \' on— <(TS~>0 *

Remarquons que le tourbillon 7, da 4V, est identique au tour-
billon T, du a V. Ce dernier est nul en particulier si le liquide est
primitivement au repos.

Remarquons aussi que si le torseur T, se change en un torseur
oppos¢ —T,, V, ne se change pas en —V, en général; cela n’a lieu
que si V', est nulle.

Remarquons enfin que P, est de I'ordre de grandeur du torseur T,
et que par suite la vitesse V, reste faible s’il en est ainsi de T, ét V.

CHAPITRE II.

MOUVEMENT LENT EN LIQUIDE PARFAIT. DYNAME D DES EFFORTS.
CAS DE L’ELLIPSE. VARIATION INFINITESIMALE DES COEFFICIENTS DE D.

1. On sait que Kirchhofl a traité le probléme du mouvement quel-
conque d’un solide en liquide parfait en regardant I’ensemble du
solide et du liquide comme formant un systéme dynamique et en par-
tant de la forme, « priori, du potentiel des vitesses ().

Nous suivrons ici la méthode directe indiquée par Boussinesq pour
étudier la translation lente d’un solide en liquide parfait; cette

méthode, convenablement généralisée, nous permettra d’étudierle cas
du liquide visqueux.

2. Dans les équations (A), Chapitre I, n° 4, les termes en v dispa-

(*) Lams, loc. cit., Chap. VL

THESE GAY
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raissent et pour vérifier ces équations on pose

opP
u :uo— d—x,
_— 0'—-—0—},’
ou

*al
I
P= —f p dt

pJo
u, et ¢, étant les composantes de la vitesse absolue V, du liquide &
instant initial; V, peut étre la vitesse déterminée au n° 15 du
Chapitre I. Les conditions initiales sont verifiees car P = o pour z = o.
Comme V, verifie I'equation de continuite, il faut que P et par suite p
soit harmonique. La condition aux limites s’écrit

ap- . d

e = ___CE ) - — Iy f. 3 2
an =V, 7 on g=mnTr—7iy+ 2;(x =+ ).

V.. est la projection de V, sur la normale & 5 intérieure 3 ’espace
proj P

dl

)
liquide w, - est la derivee de P suivant cette méme normale. La

fonction harmonique p vérifie puisque V,, est indépendante du temps
la condition

de

d, dy’
(2) E=—03 a5

— ou ¢'=
dn e ds ¢

et p est encore définie i I’aide d’un probleme de Neumann extérieur;
on voit comme au n° 11 du Chapitre I que ce probleme a une solution

. i . e e , 1
unique, que p est réguliere a I'infini et d’ordre 1 en R Les compo-

1. . .
santes u et ¢ de V sont donec d’ordre 2 en - a ’'infini.

R
. ~ do’ ., \ . A
3. Comme % est linéaire et homogeéne en £, 7,7 il en est de méme

de p. On peut poser
p=Ip+dap.+1'p.

olt p,, p., p, sont trois fonctions harmoniques, dont les dérivées sui-
vant la normale extérieure 4 5 sont respectivement

—p% —ph —p(Br—ay).
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On posera avec Boussinesq

. dpt .
(3 Az/.:f——pAdS. ot I, k=1. 2, 3.
O_dﬂ b b

Appliquons a deux fonctions p, et p, la deuxiéme formule de Green
a I'aire w limitée par s et parle cercle Zderayon R. Sil’on fait tendre R
vers l'infini, les intégrales le long de X s’annulent et il en résulte que

@) Au=An pour i Z k.

Appliquée a une fonction p, la premicre formule de Green montre

que
A, est négatif.

Les neuf coefficients A, qui ne dépendent que du contour et non de
son mouvement se réduisent a six seulement.

4. Cela posé le dyname D des efforts que le liquide exerce sur le
solide se compose d’une force et d’un couple situés dans xOy; on
désignera par D, D,, D, les trois composantes de D. Elles sont défi-
nies par

(5 Dlz:—fapds, Dg-:-_—fﬁp(ls. Dgz—f(ﬁx—a))pds (1),

et I'on voit immédiatement que ces trois composantes s’obtiennent en

‘multipliant les colonnes du déterminant des A, respectivement par
g ‘I;’ r
- - -
0

et en ajoutant par lignes.

D’apres I'égalité (4) ce déterminant est symétrique par rapport a sa
grande diagonale, il en résulte que les trois composantes dudyname D
sont les trois dérivees partielles en £/, v/, r d’une forme quadratique
homogéne en %/, 7/, ' et si 'on pose

(6) pW(x. y 3)= % (At Ay )2+ Ays%) + Apazy + Ay s + Ay s,

(') AepeLL, loc. cit,. t. 111, Chap. XXX.
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on a

oW IW IW
(7) D:——()—g,’ =g D=

5. Le travail d effectué par le liquide pendant 'intervalle de temps
infiniment petit dz a pour expression

AG=dt(:D,+ nD,+rD;)
qui s’écrit, puisque W(a, y, 5) est homogéne,

IW IW JIW
5 = dit [} — 127 Al
zl%_(lt(ﬁ o +n o + 1 )
ou encore

AS=d W (i, n, r).

Le travail effectué par le liquide dans un intervalle de temps fini est
égal & la variation de la fonction W(%, 1, r) dans ce méme intervalle
de temps, et W(%, 1, ) est la fonction potentielle de resistance.

On etablit ainsi directement, dans le cas du mouvement lent, un
résultat analogue & celui etabli, @ priord, pour un deplacement quel-
conque en un liquide parfait.

6. En raisonnant comme on le fait dans la théorie générale de
I’Elasticité ('), on peut donner une interprétation géometrique des
formules (7). Designons par Oz I'axe perpendiculaire en O au planz Oy
et appelons quadrique directrice la quadrique Q qui a pour equation

>W(r,p.5)==x1.

dans laquelle par une rotation des axes autour de Oz on peut toujours
annuler le coefficient A, ,.

Désignons par OT' le vecteur quia pour projections £, v/, r’ et parQ
le point ou la demi-droite OT’ perce la quadrique directrice; par OD
le vecteur de projections D,, D,, D, on reconnait aussitot :

1° Que OD est perpendiculaire au plan diamétral de la direction OT’
dans la quatrique directrice;

(*) AepeLt, loc. cut.. t. 111, Chap. XXX,
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2° Que la valeur algébrique D, de la projection de OD sur I'axe OT’
a pour expression
Vr[

D,=% —;
0Q

On définit ainsi D & P'aide de T” et de la quatrieme directrice. Le
vecteur OD est perpendiculaire a O si ce vecteur est une génératrice
de Q. Les deux vecteurs OD et O1” ont la méme direction si OT' est
porlé par un des axes principaux de la quadrique Q; les trois dynames
correspondants peuvent étre appelés les trois dynames principaux.

7. Examinonsrapidement les cas ou le contour s admet deux formes
particuliéres.

Forme I. — Lorsque 5 admet un axe de symétrie qu’on peut prendre
pour Oz, le plan xO 3z est un plan de symétrie pour la quadrique Q et
il en résulte que

A,=A,;=—o.

Forme Il. — Si la section admet Oz et Oy comme axes de symétrie
les trois coefficients A, ol { = k sont nuls; ces résultats decoulent
d’ailleurs des formules (3).

Ce dernier cas se presente en particulier sile contour 5 est un cercle.

Remarquons maintenant que si le plan 2Oy est vertical il faut
ajouter a la pression p la pression hydrostatique, ce qui revient
d’apres () a ajouter au dyname D la poussée d’Archiméde.

8. Désignons par M, la masse du cylindre de hautcur unité

M,=w,p,.

ou ¢, est la densité du solide, par I, son moment d’inertie par rapport
au point O, et par X, Y, N le dyname des forces donnees appliqué au
solide et rapporte aux axes mobiles. Les projections sur ces axes de
I'accélération du point O sont

g—rm et 7'+ rg.

Le mouvement du solide étant supposé lent, ces projections sont
équivalentes a 2’ et a v'.
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Les équations du mouvement s’écrivent done

M, /=D, + X,
(M) Mn'=D,+Y,
? 1,7/ =D,+ N,

Nous distinguerons deux cas suivant que le plan 0y est horizontal
ou vertical.

Si le mouvement est horizontal et si la seule force donnée est le
poids du solide on a

A\=Y=\=—o;

les équations du mouvement sont linéaires et homogénes en &', «/, r'.
Le mouvement de 5 est un mouvement uniforme défini par le torseur
initial et le mouvement est lent si ce torseur 1nitial ades composantes
faibles. Dans ce cas p est nul et le mouvement du liquide d’apres (1)
est un mouvement permanent.

Si le mouvement est vertical et si 'on designe par Il le poids appa-
rent dans le liquide du cylindre de hauteur unité

II:Mlg<1~§;>;

A\ =—IHcosa. \ —— goina, - Y=o.

dans ce cas

ou « désigne I'angle de Oraveclaverticale ascendante. En éliminant 2/
et " entre les trois équations (M) on forme d’abord une équation défi-
nissant a(¢) et les deux premiéres équations donnent ensuite 2’ et v'.
L’équation en «(¢) prend la forme
d*a .
r'—= T =Asin(x—¢),
ou o désigne un angle constant; en changeant « — ¢ en aou en 7 + o
on voit que cette équation peut s’ecrire
d*a .
P TE = A sine,
ol A est une constante negative.
Cette constante A contient 1§ en facteur ot ®n intégrant une fois les
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équations en &, v/, 7/, on voit immédiatement que le mouvement du
solide reste lent si le torseur initial %,, ¥, 7, est faible et si II est
faible, c’est-a-dire si les deux densités ¢ et ¢, sont peu différentes.

Remarquons enfin que 'équation en «(¢) intégrée deux fois s’écrit
sous la forme

/!
a(t) = &[ (t—8)sinoa(6) df 4+ rot + o.
)

(’est une équation intégrale de Volterra de deuxiéme espéce, non
linéaire ('). La méthode d’approximations successives s’y applique
car si « et 3 désignent deux arcs quelconques on a toujours

Ny it Ly B
[stnot —sinfs <'a—f .

Remarquons que dans le cas outle contour a la forme particuliére 11
(n*7), 'équation en «(¢) est la méme que dans le cas du mouvement
horizontal; le cylindre tourne autour de O avee une vitesse angulaire
constante r, et 'on reconnait que le mouvement absolu du point O
résulte alors de la composition du mouvement parabolique du point
pesant et d’'un mouvement circulaire uniforme de vitesse angulaire
égale a 2r,.

9. Notons en passant l'influence des dimensions de s sur le
dyname D. Le liquide étant parfait et incompressible, on sait qu’on
peut prendre entre les dimensions L, M, T des longueur, masse et temps
le groupe de relations

=

M=L, T =L

La dimension d’une pression est alors L; il en est de méme pour p,
et p,, mais p, a pour dimensions L. 1l en résulte que les dimensions
des coefficients sont L* pour A, ,A,, et A,,; L pour A, et A,,; et L*
pour A, ;.

10. Etudions A titre d’exemple le dyname des efforts qu'un liquide
parfait exerce sur un cylindre elliptique. On suivra une méthode ana-
logue & celle qu’a suivie Boussinesq dans le cas d’un ellipsoide qui se

(') VOLTERRA, E’quations intégrales, 1913, Chap. 11, p. 89, n° b.
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déplace, d’'un mouvement de translation paralléle a2 un de ses axes,
dans un liquide parfait ().

Le contour 5 admet deux axes de symetrie et il n’y a que trois coef-
ficients a calculer. Soit

0)

AR

—1=0

3

ol -

—+

Py

I'equation de 5; les ellipses homofocales sont définies par

2 9

AU 1=o0
at+hr o b+ -
ou 7 varie de zero al'infini dans les couches liquides enveloppantes de
plus en plus éloignees.

On posera avec Boussinesq

9 3

= - e o _ )
(@=42)* = (624

. £ J'.' .
K= @rny Ty

Calculons d’abord A,,. On sait que :

vdp, _
p dn

o,
mais o étant proportionnel a x posons
I
— l;p,:——wq),()\).

et déterminons ¢, (7). Les équations générales deviennent :

A(xg,)=o0 quel que soit 7,

a 0(re)) y d(re)
(8) @7 dr by dy T at+

pow A=o,
ro (?)=o pour 4 infini.

La premiére équation définit o, (%)

R . 3 1
297(1) +9,(7) m-*' m]:o,

(') BoussinisQ, Theorie de la Chaleur, p. 216.
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= dh’
v (@+ MV (@+h)(b2+ 1)

1

7\): —

CPl( A,

de facon a vérifier la condition a Uinfini.
La deuxiome equation se reduit a

, 2a*¢@,(0)+9,(0)=—1,
d’ou pour A,

A — 2 fx d} i
Y ab o (a‘-‘_}_)‘)v/((l’%—)‘.)(l)?—k)\)

L4 b
et I’on trouve finalement, en posant k£ = >

oA b %
q'J(/)_x—/\ = at+ A

@, (0)=A..

et

Mais le coefficient A,, a pour expression
A,=— pcp,(o)faxds,
a

Si done on désigne par M la masse liquide déplacée par le cylindre
de hauteur unité on a

A, =— MA.
On aurait de méme
M
gy — 7“

M 13 /
Les nombres M.k etIT sont les masses des cylindres de révolution

liquide, de hauteur unite et qui ont pour rayons respectivement b et a.

Dans le cas d’an eylindre elliptique animé d’une translation recti-
ligne parallele a un axe de la section droite, le volume de la poupe et
de la proue liquide qui accompagnent le cylindre est egal au volume
du eylimdre de revolution qui a pour diametre I'axe de la section
droite perpendiculaire i la (ranslation.

Dans le cas d'un cylindre de revolution, £#=1 et I'on retrouve le
resultat connu de Du Buat.

TIII SL GAY 5
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Pour calculer A,, comme

flf—‘:ﬁx—ay.

n

|~

on pose
1 .
— E]):;:x)’(?s(/‘)y

et les equations generales s’ecrivent

A(xyo,)=o quel que soit A,

(9) x 0(x9) ¥ I(xye,) cxy
LR P S Prh oy (a+mn(b+h)
1y ¢(d)=o pout 7 mnfini.

pour A=o,

QOa trouve, pour les derives partielles de — ;-p;,

1 0p, 222y
0z ) @ )+mq’;(7\),
10p, 22) z ol r d fxy? )
~ e — M @ron l oz _ma—z]+m‘?s<‘?'

et pour les derivees partielles par rapport & y des expressions ana-
logues. En remarquant que

a  Jdll ) o

T T — b

on obtient pour ¢, () 'equation

29, (A) + 3(a’_—1}~7\ -+ b'—LR) ¢,(?)=o,
d’ou
‘P;()‘): AL - 3
Pl(a+ W) (b2 1]
et

. ® dh
9a(h) =1 7
w=5 [(a+ 1) (b2 D)

La deuxiéme condition (9) entraine

(a +0")9,(a)+ 2a’b-9,(0) =12,
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d’ou
2 al+ b [° d)
A3:M+ = f 3
- o (@ eh) (O]
et intégrant
)= —ab(a + b)? ” a*+ 0?4 2
Polh)= 2c¢t(a*+ b*+ ab) Viat+ 1) (b*+ )J
et
11— A
iy gray i

Le coefficient A, a pour expression
A“:pcp}(o)fx)/(@x«a))ds:cp3(0)(13—1t),

I, et I, étant les moments d’inertie par rapport & ses plans de symétrie
du cylindre de hauteur unite suppose rempli de liquide

M
I,—1,—= ¢
! 4
et
M2 1— A2
A= T
Dans le cas du cercle, A =1 et A,,=o0.

On peut donc dire que la resistance que le liquide oppose a la rota-
tion du cylindre elliptique autour de son axe a pour effet d’augmenter
le moment d’inertie du solide par rapport acet axe du moment
d’inertie d’un cylindre de révolution liquide ayant pour rayon

2

2 \a*+ b+ ab

On voit facilement que pour une valeur donnee de a1l existe un:
cylindre elliptique pour lequel A, passe par un maximum; pour ce
cylindre £ est racine de

Jah 4+ hx’+6at—1=o0

et £ est trés voisin de ;754
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11. En suivant la methode utilisée par M. Hadamard (') pour etudier
la variation infinitesimale des fonctions de Green et de Neumann, on
peut calculer la variation des coefficients du dyname D. Ces coefficients
sont bren determines lorsque le contour 5 est fixe, maisls varientsi o
se deforme; ces coeflicients sont des fonctionnelles de 5

Galculons par exemple la variation da premier coefficient A,
lorsque le contour 5 est remplace par un contour voisin o’ On dési-
gnera, pour simplifier, ce coefficient par A :

—(, (//)
1 Y dny dnu

Ap=o

avec

et

Le coefficient A defini & 'aide de 5’ est de méme

——f[)M ds’
avec
.Ap’zo
et
dp'
dny P

En désignant par M’ le point de &’ qui est situe sur la normale en M
a g et par p’ la fonction harmonique définie a 'aide de o' comme p est
al’aide de 5 La variation a evaluer est

dp
0A=A"— A= ds — ar
! f[' dny ds fap dny d
:pfoc“p“ ds — Pfa;y['])m' ds’.
g ag

Designons la distance normale infiniment petite de s & o par
N\ - \ »
on =¢e.A olt e est un mfiniment petit. On a d’abord entre les deux arcs

(*) Hapamarp, Calcul des Variations, v 1, p. 303 a 312.
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infiniment petits correspondants ds’ et ds la relation

. B 6_ eA
ds__(ls<1 ~H>...(l < l'\)

R étant le rayon de courbure en M & 5. Pour calculer «, on ale déve-
loppement

. doy
Ay == Ay + EA—— —+ .
. {ny
et comme
do o) on a ot} o
— I [J—
an L M M

aux infiniment petits du second ordre en ¢ prés.
On aura de méme

dp , ,
Pu=pDw — ¢k (lInM - =Py + pE)\aw—l—. .oy
M
d’ou
Pw=pu— pehoy
car
dpw _
TP po

aux infiniment petits du second ordre.

En remplacant dans 2\, ay, py, ds’ par les quantités équivalentes
on a, aux infiniment petits du second ordie prés,

o\ = p/ p“v[)\,)tlerpf<p1-+——>6nde

Dans la deuxiéme intégrale p, est équivalente a p, lorsque ¢ est in-
finiment petit. Pour calculer la premiére intégrale, remarquons que p
et p’ élant deux fonctions harmoniques, la deuxiéme identite de Green
appliquée a I'espace @ donne

. dp dp
f <[“ a‘;:‘ P é“)d =o,
o+ X

mais p et p’ étant & Uinfini d’ordre 1 en g, l'intégrale étendue a X

s’annule comme p- pour R infint et il reste

Clp“ (lpM .
f (Pu an — Py W> ds=o



— 38 —

. d,
ou, puisque % = —pay,

d,
/(pampm—{"‘pm pM ) ds = 0.
T

dn

Le premier terme de cA devient en tenant compte de cette derniére
équation

fp,“ <(llln“ —+ poc> ds.
Pour calculer —/— dpx

— .- éerivons (*):

dp’ dp' (11)’) dp’ dp’ > dp’
- —_— e — —+ P —
dny dny dny

dny  dny dnw’
ou
C;;/) —poay =—pa au 2°¢ ordie pres,
any
!
ch%)_ C;Z)M —— ¢l {73 +. 87\ dn‘ au 2¢ ordre pies,
M
dp’  dp’ _ d} dp' dA dp . )
dne " dn =ds ds e Tsn au 2° o1dre pres,
et il vient
dp' dk dp d*p
d TP TG Ay T g

Le premier terme de oA s’écrit

f [ WP 4 on >~ Sndc]

ou en intégrant par parties le long de o et en remarquant que p est une
fonction harmonique, uniforme sur s, ce terme devient

d, o
() ot

d*p dp 1 dp R
& Tdan =R oan V)

dn

on ds,

car

(') Hapamarp, loc cit . p 308 et 309

(%) Paul Levy, Lecons d’Anralyse fonctionnelle, p. 237



— 39 —

. . s o (dp\*] 5
6A,|_£[p 2+ pRP <$> ]OIl(ls.

Un calcul analogue s’applique aux autres coefficients de D. En par-
ticulier pour obtenircA,, il suffit de changerdanscA,,, cen B — ay;
on reconnait en effet immédiatement que

et finalement

(p/‘l/_‘ a/) /)“,:(B‘r_ 0‘])“

aux infiniment petits du second ordre prés en .

12. Terminons par deux remarques simples :

1° Supposons que g subisse une légére déformation 2, en relief en -
un point ol la,tangente est parallele & Ox : il faut faire dans ¢A,,,
cn>o et a = o et il reste

NV dp\?
oAﬁ,_»£<g§> on ds.

qui est essentiellement négatif; le coefficient A,, a augmenté en
valeur absolue et par suite, si le mouvement de 5 est une translation
paralléle & Ox de vitesse 2(¢), l'accroissement de la résistance due 4 ¢,
a le signe de —&/(¢).

2° Supposons que o subisse une légére déformation ¢, en relief en
un point de 5 ou la normale passe par le point O; en un tel point
B.x—a.y =oet'accroissement de Ay, est négatif; si le mouvement
de o est une simple rotation autour de O de vitesse angulaire r(?),
I’accroissement du couple résistant du i 2, a le signe de — /(¢).

Ces deux remarques paraissent physiquement évidentes.

13. Le calcul des cA,, permet d’etudier I'influence sur le mouvement
du cylindre des petites variations que peut subir le contour . Siavant
déformation, 5 posscde en tout point une normale bien determinée et
une courbure finie, d’aprés Uexpression des 2A,, et les équations (M)
du mouvement, on voit que les variations de £, v/, 7 sont de I'ordre
de < et par suite sont negligeables en premiére approximation. Cecine
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suppose rien relativement au champ des normales et & la courbure de
la section déformée o laquelle peut présenter des points singuliers.
Ce résultat est & rapprocher de ceux obtenus par M. Bouligand (')
au sujet du mouvement d’un liquide parfait soit en vase clos, soit en
bassin ouvert, lorsque la surface de la masse liquide se déforme.

CHAPITRE TI.

CAS DU LIQUIDE VISQUEUX. VITESSE RESIDUELLE.
EQUATIONS AUX DENSITES SUPERFICIELLES DE LA PRESSION ET DU TOURBILLON,
ORDRE A L’INFINI DE LA PRESSION ET DU TOURBILLON.

1. Pour résoudre le systeme général (A) (Chap. I, n° 5) et pour satis-
faire aux conditions aux limites et initiales du Chapitre I, n® 4, posons,
en généralisant les équations (1) du Chapitre 11, n°2:

_ Jar 00

U =u,— (); -+ W,

(1) _ o 90
=Ty T o

iy, ¢4, P et Q étant des fonctions de ¢ et du point M.
En portant ces expressions dans les deux premiéres équations (A)
on voit qu’elles sont vérifiées si 'on pose
apr
I T

et si les fonctions u,, ¢,, Q de M et ¢ vérifient I'’équation de la chaleur:

. or
(C) 5 —rAr=o.
u, et ¢, sont les composantes d’une vitesse V, qui vérifie I’équation de
continuité et P est harmonique. Les conditions initiales seront satis-
faites si P et Q s’annulent pour ¢ =0 et si V, se réduit a la vitesse
initiale V, du liquide.

(') Bouttcann, Continuité et approximation en hydrodynamique (Journal
de I'Ecole Polytechnique, 2 série, 26 cahitr, 1927).
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Les conditions au contour, projetées sur la tangente et sur la nor-
male extérieure & o, s’écrivent :

dP - dQ v de

dn ds — T ds’
(2) >

> dQ g dg

ds dn T a

Aux premiers membres de ces équations figurent les dérivées de P et
Q sur la tangente et la normale & 5 qui est intérieure a 'espace
liquide w3 ¢ désigne toujours la méme fonction qu’au Chapitrell, n°2,
et V,, et V,, sont les projections tangentielle et normale de la vitesse V,.
Il faut enfin que la vitesse V de projection « et ¢ s’annule a U'infini.

2. Nous supposerons que la vitesse initiale V, du liquide de projec-
tions u, et ¢, est définie comme au Chapitre [, n° 155 le liquide ayant
une vitesse primitive V, et le solide ayant ete mis brusquement en

S R . . 1 .
mouvement. Si V, est & I'infini d’ordre 2 en > nous savons qu’il en est
de méme de V.

Pour que les fonctionsu, et ¢, des formules (1), vérifient!’équation (C)
et se réduisent pour £ = o respectivement a «, et v, on sait qu’il suffit
de poser (') :

I + % + > - .
U= Ef f e+ y (2 + 2a\/vt. y + 2b\/vt) da db,
(3) PR

+ o + o .
( = %f f e @+ o (2 2a\/vt, y + 2b\/vt) da db.

+ = +
! e+ da db
T —» —_

étant égale 4 1, les formules (3) montrent d’abord que V, est a tout ins-

tant de 'ordre de grandeur de la vitesse initiale V,; la vitesse V, est
donc tres petite en méme temps que V, et T,.

L’intégrale

(') Goursar, loc. cit., n® 486, p. 107.
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On peut démontrer que V, est, lorsque M s'éloigne & I'infini,
d’ordre ,, e comme Vi, en designant par R la distance OM.

Etudions par exemple la premicre équation (3); sile point M et 'ins-
tant ¢ sont donnes, on peut determiner un cercle C, de centre o et de
rayon g, assez grand pour que la partie correspondante de la premiére
inteﬂrale (3)soiten valeur absolue, aussi petite qu'on veut et inferieure

R' lorsque le point M («a, b) se déplace & I'exterieur de C,. Le
point M, étant maintenant interieur a C,, designons par M’ le point de
coordonnées @ + 2 ayvi et y 4 2by/vt, par M, le point de coordon-
nées x + 20ayveet y, par M, le point de coordonnées x et y + 20by/ve
ol 0 < 0 <1 et posons

R'=0M/, R,=OM,. R,=OM,.

La formule des accroissements finis donne

1 1 — 1 X — I
F"! jund I{—g — 4VV[R“—: R—la—ﬁ\/vtm %:b\
ou 1 ‘| et I
gueurs R, R, et R, sont équivalentes. Pour M, interieur 4 C,, la partie

correspondante de la premiére integrale (3) estdonc inferieure en valeur.
absolue & une quantite de la forme

h /\\/vt
R‘,”F I,

sont inferieurs a 1 et ou, si R est trés grand, les lon-

ol /et k sont deux nombres positifs bornés et o I est une intégrale
inferieure a
71'
e lo—- —-
f et =

. — I, qse .
La vitesse V, est comme V, d’ordre e 2 I'infini.

Cette vitesse V, verifie, comme V,, I’equation de continuité et sil’on
désigne par X un cercle de centre o et de rayon R asses grand pour
que X enveloppe 5, 0n a

f VM ds =o.
G+ X
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. . . . , ~ I .
Mais pour R infini, l'intégrale le long de X s’annule comme 5 et il
reste

(4) fvo,,ds:o.

Le point M etant fixe, étudions la limite asymptotique de V, pour ¢
infini; la premiére integrale (3) peut alors s’ecrire :

1 o a8 (1) — )
(3" U, = 1 f f e i w, (', y'Yydx' dy'.
4 ) —»
Mais pour « > o on a I'inégalité
1
\/;e R
Voe

et par suite

|| < ——— T o )| ; dz’ dy'.
21‘[\/267)[[00 \/_‘m l(wl_x)z_!_(y/__),)zl?

L'intégrale a un sens et les projections de V, sont pour ¢ infini,

. . . I dv', .
asymptotiques & o au moins comme —; et celles de —;* au moins
12

1
comme —-
12

3. Revenant aux équations (1) faisons d’abord deux remarques
simples.

Si I’on désigne par ¢ la fonction de courant qui correspond a la
vitesse V,, par R la fonction harmonique conjugaée de P et si I'on
pose :

F:q/ + R+ Q.
les équations (1) s’écrivent:

U—_= -
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et ’équation des lignes de courant relatives & I'instant ¢ est
o+ F=h.

ou A est une con<tante arbitraire.

Si 'on designe par { et , les tourbillons dus respectivement aux
vitesses V et V,, on déduit de (1) :

1
2 (C, — — A() =~ _ .
2(G— O =AQ S on

On posera dans la suite

et 'on aura
q—= V’H(Co‘— £).

Cette fonction ¢ définit ’exces du tourbillon actuel sur le tourbillon

résiduel; elle s’annule pour = o et vérifie comme Q I'equation (C).

4. Pour definir la fonction harmonique p nous prendrons un poten-
tiel logarithmique de simple couche

(5) [):pf\« (0)a(s'.t)ds,

ou

¢ est la distance d’un point M intérieur & w a un point P de o d’abscisse
curviligne s' et a(s', t) est la’densité superficielle en P a I'instant .
Nous prendrons pour ¢ la solution connue de (C) analogue 4 (3") :

(6) (/:p/ (/ofv(a, 2 b(s,9)ds'.

ou

et
T=v(t —0)

et ou b(s', t) est une densité superficielle étalée sur o.
Ces deux densités a et b sont définies par les équations (2) qui,
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dérivées par rapport a ¢, s’écrivent :

) ad /— d
f‘li‘f“(Tz:P—(von“ C'D)i

dn ds
7) dp dq o

- \ 0y +

ds — dn dn

En particulier dans ces équations la dérivée tangentielle de p a pour

expression
@_ fsm(,[} (s') ds',

ou Y désigne 'angle que fait MP avec la normale extérieure & ¢ en M.
On sait que cette intégrale n’a de sens que sile second membre de cette
égalité designe la valeur principale de I'intégrale au sens de Cauchy,
c¢’est-a-dire si pour la definir on part sur le contour 5 d'un arc infini-
ment petit dont les extremites restent symetriques par rapport au point
M considere sur 5. Ce resultat suppose de plas que la densité a(s, t)
admet une derivee continue en s, que le rayon de courbure a s reste
supérlour 3 un nombre ﬁ\o et admet une derivée ().

a travers le contour 5 est connue; 1l reste a

étudier d .
n
Pour un déplacement infinitésimal dr du point M sur la normale

, . . . L, dg
extérieure Myn a g en un point M, de ce contour, la dérivée EiT/L a pour
expression

dy _p ('df b opy AT
(8) %—E = fb(s e 6cosxpds
Il faut chercher la limite de Z—:’l lorsque M, en décrivant la normale
M, n, tend vers le pied M, de cette normale.
. Y, N . N
A cet effet considérons sur 5 un arc mn renfermant le point M, a son

/N
intérieur; cet arc /mn est infiniment petit, mais fixe pour I'instant.

(") Prcano, Lecons sur les equations aux dérivées partielles, n° 5, p. 86.
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L’expression (8) devient alors une somme de deux termes :

o2
dyq o (*df — =
(8" 9 I_,/ = f b(s'y0)e *Tdcosds’
dn 2T T F
_&
+/ b(s',0)e *Tocosdds’

[
nm

et il faut chercher la limite de chacun de ces deux termes, M tendant
vers M, le long de MM,, m et n tendant vers M, le long de a.

5. La limite du terme correspondant & la premiére intégrale curvi-

. .. y . ) ) dy RIVIT
ligne, limite qu’'on designera par T S crit:

dg o ['do =2 ,
{9) dn, = m i Fﬁb(s,O)e d cosy ds’,

ou ¢ désigne la distance M, P.

Cette intégrale a un sens. En effet :

Si l'on considere d’abord un arc élémentaire ds’, quelconque de o,
il faut montrer que

¢ , _ B
ds’—P—BCOsq.»f b—-(—f—,’ﬁe T dh
27 A 72

tend vers zéro en méme temps que ds’. Si la fonction & de 6 est conti-

nue dans 'intervalle
o< <t

on peut, en utilisant la premiere formule de la moyenne, écrire le
terme precédent sous la forme
o2

(10) das' £ Y (s 1) 0 g
om0 ), T ’

ou ¢, est compris entre o et t. Mais

(11) A= se *"di=

et le terme (10) tend vers zero, en méme temps que ds’.
SiPon considére maintenant un arc elémentaire ds’, d’origine M,,
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dans expression (10) ¢ est un infiniment petit; dés lors I est équi-

N COSs N I N , . .
valent a é et 641 A o R, désigne le rayon de courbure 2 ¢ en M,
0

et (10) est équivalent &

NS 4
ds e 2]{0b(3, t,)v7

ol s est I'abscisse de M,. Ce terme tend.vers zéro en méme temps
que ds'. Il faut remarquer que le résultat subsiste si M, est un point
d’inflexion du contour 5.

6. Il 1este a étudier la limite du terme correspondant 4 la deuxiéme
intégrale curviligne de (8').
La fonction b étant continue en s', ce terme est équivalent a
Wt 0
I3 K Bt P /
(12) 21r/0 b (s, 0)_‘__,/:\e 0 cos ds’,

mais on peut écrire :
(13) b(s,@):b(s, t)+!b(sve)’—b(3, t)l

et (12) devient une somme de deux termes.
Le premier terme de (12) s’écrit :

) “df -z
(14) ;T_cb(s,t)f T—zf;\e *"ocosy ds'.

nimn

Le contour o étant sans singularité, on peut assimiler I’arc infinité-

. /-\‘ . . N
simal nm i un petit segment de droite normal & M, M; alors 2 cos{ est
équivalent & —d, ou d désigne la distance M, M; si I'on pose y = M, P

on a
F=di4 y?
et (14) peut s’écrire :

U d*+4-v?
_fr A e AN
gﬂu&mltﬁjle (4% e -

nmn

En intégrant d'abord par rapport 4 §, on obtient, en tenant tompte
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de (11):

A2+ ?
L g
— ib(s, t)é e "V — s dy.
21 - v,/ — dr+yt
nm

Lorsque | y| croit, ’exponentielle est positive et décroissante, eten
atilisant la deuxicme formule de la moyenne, le terme précédent
devient

0 s —,—:f—:—l d
Tl ) Fy

nm

dy,

ott n’ est un point compris en(re n et M, et 2’ un point compris entre M,
et m. Dans le dernier terme I'intégrale représente I'angle sous lequel,
du point M, on voit le segment nm; lorsque d tend vers zéro, cet
angle tend vers = et 'exponentielle vers 1 et (14) a pour limite

(15) — Lo, 0,

et 'on peut faire tendre m et n vers M,.
Etudions maintenant le deuxi¢me terme de (12); il s’écrit :

o2

! d9 -z
(16) -P—fu)(s, 9) — b (s, ”l—»f e " dcosyds'.
2T o T

—~
nm

Si la fonction b de la variable 6 vérifie la condition de Lipschitz dans

I'intervalle o << 0 < ¢1l est facile de montrer que (16) tend vers zéro;
en effet cela revient 2 montrer que I'expression

02

{
([0 - T

e ‘"0 L ds’
u[t—@ | cosy ds

nm

tend vers zéro. Mais
|dcosy|=d
et

et il suffit que

tende vers zéro.
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La derniére quantité estinférieure a
dl

nm\/;tf de ¥ = db,

(t— 03

ol 'intégrale a pour limite 2. y/vn lorsque d tend vers zéro (*).
~
L’expression (16) tend donc vers zéro avec mn et I’on a finalement

dg. _dq  2p
(17) dn —_c—z’—n—o—‘Tb(s’ t)9
d en restant extérieur
A o. On aurait de meme
, dq. __dq 2p
(17) %_2170+7b(8’t)

7. On peut maintenant écrire les équations intégrales qui définis-
sent les densités a(s,2) et b (s, 2); ce sontles équations (7). Nous dési-
gneronspar S, (s,s') et N,(s,s) les dérivées tangentielle et normale de
V= EI log%prises en M d’abscisse s et par S,(ss'7) et Ny(ss'7) les

02

TR I —T= .
dérivées de U= —e **. Les équations sont

[
_a(s’t)+fN](S,s’)a(s”[)ds’+f a'GfS‘z(S,s’,T)b(s’ﬂ)dy g_( >
c 0 ¢
a/
ot

t
%E‘b(s,t)-}— f S, (s,s"a(s',t)ds'— f db f N,(s,s",7)b(s",8)ds'= ( s > :
G 0 c

8. Il faut étudier I'ordre a 'infini de p et de ¢. Multiplions la pre-
miére équation (S) par ds et intégrons le long de o; en tenant compte de
[’équation (4) on a puisque ¢ et ¢’ sont uniformes le long du contour

fa(s, tyds—=o
¢

et p(M, t) est réguliére a I'infini.

®)

(*) Goursat, loc. cit.. n° 54k, p. 308.
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La fonction ¢(M, t) est donnée par une intégrale double en 6 et s
qui est definie dans le domaine (A) suivant :

(A) o< <t avec 0 < s < @g.
Si b(s, t) reste bornée quels que soient s et ¢, comme

02

it

I
—€
T

reste positive dans (A) on peut appliquer la formule de la moyenne
pour les intégrales doubles et I'on a

q(M, )= Tfrb(s', t")J,

oll 0 <’ t, ou s’ détinit un point de o et ou

. &
o 4T
J:f def‘ ds’
0 g T
1 —+ © e__u
J:——f f du ds'.
v)a Jeou
WVt

Si & est la plus courte distance de M & 5, pour une valeur de z on a

2

d
ou en posant u = i’

1 fwt

w67
et

B

4 — 2
4ot

J< < e Wi

et g est al'infini d’ordre supérieur 4 deux qu —;—{ Les composantes de V

sontdonc d’ordre deux en é lorsque M s’eloigne & l'infini.

CHAPITRE 1V.

CALCUL DES DENSITES SUPERIICIFLLES DE LA PRESSION ET DU TOURBILLON.

1. On utiliserapour resoudrele systéeme(S) (Ch. 11I,n°7)la méthode
classique des approximations successives. Multiplions par exemple les
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intégrales doubles qui figurent dans ce systéme par i et cherchons
une solution de la forme

joa(s, t)y=ay(s, t) +hra,(s, ) +...+ Ma,(s, t)+...,
L b(s, ) ==by(s, £) + 3 b,(s, t) 4.~ M by(s, t) +..

(1)

On montrera ensuite que ces deux séries sont uniformément conver-
gentes quels que soient les valeurs de %, de ¢ et de s compris entre o
et s, ou o désigne la longueur du contour; en y faisant A = 1 on aura
alors la solution unique du systeme (S).

Nous désignerons, pour simplifier I'écriture, a I'aide de simples
produits ou puissances, des compositions de seconde espéce. Les sys-
témes enchaines qui definissent les densités a et b successives s’écri-
vent alors :

ay— \ja,=f(s, t),

(2) — up bo__S a, + g(s, t),

ou
) s, 0= 2 (T 22),
2
! g(8, t)y=— (%(Vm—i— g%) ;
an— N, ay— f 'S b, d8
(3)

- ?70 n— S au’*‘f N bn— d@

Les densités a, ... a, sont définies par une équation de Fredholm (F)

(F) a —-N,a=F

quia toujours le méme noyau N, ; leur détermination revient en somme
a résoudre constamment le probleme de Neumann pour le domaine
extérieur 4 o; chacun de ces probléemes admet une solution unique et
réguliére a Uinfini d’apres I'equation (1) du Chapitre IIT car les fonc-
tions ¢ et U sont toutes deux uniformes sur le contour. Les densités
a,eth, , etant connues, on en deduit chaque fois la valeur de b,.

Toutes les intégrales S,a, ... S, a, ... sont calculees comme il a
éte dit au n° 4 du Chapitre 111.
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2. Désignons par Kle noyaurésolvant de I’équation (F). Ce noyauK,
amsi que ses dérivées par rapport a s, restent bornés car on sait que
I'équation

a—IN,a=F

n’admet pas A = 1 comme constante caractéristique. Ona d’abord

a,=f+KJ,
|

2
L by,=S8,a,+ g.
v

Si le contour o admet en tout point une tangente et un rayon de
courbure déterminés, le terme f a un sens et admet une dérivée en s;
comme il en est de méme pour K la densite a,(s) admet une dérivée
et le terme S,a, a un sens. 1l en est de méme pour S,a, ... On aen

général
14
a,l_—_f Al b,l_, d@,
0

t
by— f B, b._, df,
0

ou A, et B, désignent deux fonctions dez-0, de s et de s’ définies par

(3"

A=+ (S,+hS,),

(&)

v
) B,= ;é(Nz_ SiAy).

Les noyaux S, et K admettent des dérivées par rapport a s qui restent
bornées, A, {s) admet donc une derivée et le terme S, A, a un sens.

On obtient ainsi des équations récurrentes (3), (3') qui définissent
les deux densités a, et b,dés que 'on connait la densité tourbillonnaire
bu_y.

Pour interpréter les formules qui définissent A, et B, il suffit de les
comparer a celles qui donnent a, et b,; aux seconds membres de a,
et b, on remplacera / par S, et g par N,.

Les équations (3) qui définissent a, et b, donnent donc immédiate-
ment les formules d’inversion suivantes :

+8S,=  —A, NA,

f
(&) + Ny—=-+ Ev—PBl—a— S,A,.
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Remarquons de suite que les fonctions A, et B, ne dépendent que
de la forme du contour s; elles sont indépendantes du choix des axes
de coordonnées et aussi évidemment du mouvement du solide.

3. Détinissons, avant d’aller plus loin, ce qu’on pourra appeler une
composition double.
Soit F (s, ¢) une fonction définie par I'intégrale

t
F(s, t):f f(s,7)0(6) db.
0
ol 7 désigne la différence ¢-0; formons maintenant la fonction
t
G(s, t):f d@fC(s, s', 2)F(s', 6)ds’,
0 a

C étant une fonction quelconque de s, s’ et 7. En remplacant F(s’,ej
par sa valeur, et en utilisant la formule de Dirichlet, il vient

G (s, t):f &(s,t)0(0)ds,

&(s, r).—:/ds’[f C (s, s’,f-—u)f(s’,u)du] (1),

G(st) a done la méme forme que F(s?).

L’intégrale qui définit la fonction g(s, =) peut étre considérée comme
une composition double, formée d’une composition de deuxiéme
espéce superposée a une composition de premicre espéce. On
désignera désormais par de simples produits, soit des compasitions de
deuxi¢me espéce, soit des compositions doubles.

Comme chaque composition simple, soit de premiére, soit de
seconde espece, est 4 la fois associative et distributive, il en est de
méme de la composition double.

ol

4. Nous pouvons maintenant écrire facilement les expressions des
densités a et b en fonction des composantes &', v/, v’ du torseur T'.

(*) Vorrerra et Peris, Lecons sur la Composition, n® 9, p. 9.



— Bh —

Supposons d’abord, pour simplifier, que le mouvement de o soit
une simple translation, paralléle a Oz et de vitesse £(?).
Les densites a, et b, sont evidemment de la forme

! ay,=E'(t) a;(s),
(5) ! bo:—'a/(t)bn(")y
ou a,, et b, sont definis par

{ a,—=—a—Ka.

(6) v
byy=— g‘p(_rﬁ’F‘Sx ay ).

D’apreés les formules (3) qui donnent a, et b,, on a ensuite

’ t 1A
Sa,:f AlbodO:f A, £(6)db,
0 0
t t
?b,:f B,b(,a'G:f B, b, 2'(9) db.
0 0

Et, d’une facon générale, en utilisant le symbole de la composition
double,

(7

/
’ “n:f A, B, ¢ (9) db,
(7" 0

t
b,L:f B b, 1(6)db.

Définissons maintenant deux fonctions A, et B, de s, s’ et 7 par les
égalités
(8) { A,=AA + A B +... 4+ MA B ...,
B,=iB, +»B? ...+ WB +.
La composition double etant distributive, on pleut écrire
A, =2A, (1 +AB, ...+ VB +...),
B,=AB, (1 4+ 2B, +... 4+ Bt +...),
ou, en posant encore symboliquement,

I

I_—TE: I+)\B1—+-...,
AA
(8") A= o
B, — AB,

2 1— B,
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EtI'on a finalement les expressions condensées suivantes :

/
a:g'(z)a“+f Auby, £/(6) b,

(9) .
bzg’(t)bn"’_f B,b,, £ (0)d.

Les deux noyaux résolvants A, et B, sont, comme A, et B,, indépen-
dants du choix des axes et du mouvement de o; ils ne dépendent que
de la forme du contour.

5. Notons en passant les relations qui relient les quatre noyaux
N, S/N, 8, des equations (S) aux deux noyaux résolvants A, et B..

Nous démontrerons bientot que les séries qui définissent a et b sont
uniformement convergentes, quels que soient s, ¢ et . On peut done
porter dans les équations (S) les expressions trouvées pour « et b; les
séconds membres de (S) étant alors respectivement

——ag/(t) et —BE(L).
Mais les premiers termes de a et b verifient les équations (2) avec ces
mémes seconds membres, ct la premiére equation (S) se réduit a

[ 1= M)A 78,4 B) 10, 28 s =0

0

qui a lieu quels que soient b, , qui dépend des axes, et £’ qui dépend du
mouvement; il faut donc qu’on ait identiquement

(10) (I'—NI)A_,—)\Sg(I—FBg):O.

En raisonnant de la méme facon sur la deuxiéme équation (S), on a
aussi ,
+ BB, 8 A, — N1+ By =0 ().

6. La forme de la solution générale est facile & écrire. Désignons
par a,, et b,, la solution de (2) ot les seconds membres sont — 3
et — a; par a,, et b,, la solution correspondant &

—(Br—oay) et ax—+ By,

(1) En résolvant la piremiere equation (3) on a immediatement I'egalité
A= 2N d’ou l'on tire la premiére relation (4) si I'on lient compte de
I—1y,
Péquation K =N, + N, Kk entre N, et K. On verifie de méme la deuxieme rela-
tion (4), les relations (4') et aussi. en tenant compte de (8'), la relation (10).
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et posons
(1) {

a'=a, b (t)+a,n(t)+a,r(t),
b'="5b, E'(t) 4+ by’ (t) + by ' (2).

La solution générale pour un torseur quelconque s’écrit

1
<a:a,0+a’+/ A,0'do,
(12) < . oz
(b:b10+b’+/B2b’d9,

o

ou les termes a,, et b,, sont dus 4 V,; ce sont des fonctions connues
de ¢ qui s’annulent pour v =o.

7. Le mouvement du solide étant supposé lent, les composantes
de T" sont bornées; soit ¢ la himite supérieure des modules de £/, v/, 7.
Dans f et g, les coefficients de &', ', 7 sont bornés d’aprés leur signi-
fication géométrique méme, et les equations (3) montrent que a, et b,
sont aussi bornes; designons par A.c la limite superieure de leurs
modules. Les noyaux S, et N, étant bornés, il en est de méme pour A,
et B,, d’apreés les formules (4); nous désignerons par / la limite supé-
rieure de leurs modules, et, par suite, si o designe la longueur du
contour, les équations récurrentes (3') montrent de proche en proche
que |a,|et|b,| sont inférieurs a
(la't)"'

he
n!

Il en résulte que les séries (I) qui définissent les densités a et b sont
uniformément convergentes quels que soient , ¢ et s compris entre o
et a. En faisant A =1 dans ces séries, on a donc la solution unique du
systeme (S) du Chapitre I11.

On verrait d’une facon analogue que les séries (8) qui définissent A,
et B, sont holomorphes en A quels que soient 5, s" et <.

CHAPITRE V.

PRESSION ET TOURBILLON. DYNAME DES EFIORTS. HEREDITE. CAS PARTICULIERS.

1. Les densités a et b etant déterminées, on a vu au Chapitre III,
n° 3, que la pression p est définie par

(1) p=pVa
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et la fonction ¢ par
4
(2) quf Ub db.
0

Les produits représentent les compositions de deuxiéme espéce et
les fonctions V et U sont définies au Chapitre 11, n° 4. D’aprés les
expressions de a et & en fonction des composantes du toiseur,
obtenues au Chapitre IV, n° 6, on voit qu’on peut mettre p et g sous
la forme
S P=pi& (1) +p.'(t) + psr'(t)

+fl[7rlE’(9) + 1,0/ (8) 4+ 7' (9)] df <+ p,.
(3) 0

g :f [AEG) + kyn'(8) + K,7"(3)]d + g

Les termes p, et ¢, sont indépendants du mouvement, ils sont dus
a 'V, et s’annulent pour v = o.

Les fonctions p, ( =1, 2, 3) sont celles qui ont été définies au Cha-
pitre II, n° 3, dans le cas des liquides parfaits. Les coefficients =, et £,
sont des fonctions de M et de t; ils sont définis par les compositions

™= p\ A.zll“.
h=0pUB,b,,.

A, et B, étant données par les formules (8) (Chap. IV, n° 4).

Ces coefficients sont indépendants du mouvement du solide mais ils
dépendent du choix des axes.

En remarquant que p est harmonique et que ¢ vérifie I’équation (C),
on en conclut immediatement que chaque coefficient = est harmo-
nique et que chaque coefficient % satisfait a I’équation de la chaleur et
que k=opour  =¢.

2. Calculons en passant l'intensité tourbillonnaire au sein de la -
masse liquide. La formule de Green et I’équation (C) donnent

‘dg 14 [
_fcd—nd‘s‘#\[qudmw;?ﬂ‘,quw’

5o , eqe 1 .
car 'intégrale curviligne sur le cercle X s’annule avec , Mais en

THI SE GAY 8
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tenant compte de la deuxiéme des conditions (7) (Chap. III, n° 4),
il vient

dg , do’ ', . ’ <
_ E;ds..—{—pfa'%cls—i—p‘/avogds__-kzpmir —|—pfaVo,gds.

ol ®, représente l'aire intérieure 4 o. On en déduit, puisque

g=2u(L—10),
(4) fq dw =4 apw,(r—r,) +P~£(V0s‘“ Vos>dS:2Hf<Eo—§)dS-
Equation qui s’écrit aussi, en remarquant que

f(vos“ Vw) ds = 2/(20— Co)ds,

sous la forme

(4" f(c—zo>dw:m,(ro—r>-

3. Les expressions (3) de p et ¢ nous permettent maintenant de
faire quelques remarques relatives a la pression et au tourbillon en un
point M dela masse liquide et & I'instant ¢ consideré. L.a pression est
une somme de trois termes : le terme p, est di 4 V, et il s’annule
pour v =o0; le terme

Epi+n'p.+r1'p;

n’est pas autre chose que Ia pression calculée en regardant le liquide
comme parfail; ce terme ne dépend que du mouvement actuel du
solide. Le troisiéme terme est une intégrale parrapport autemps d’une
expression linéaire et homogéne en &7/ ' dont les coefficients sont
des fonctions de M et de =.-Ce terme dépend de toutes les valeurs que
prennent de I'instant initial & U'instant actuel les trois composantes du
torseur T'(%', 1/, 7/); 1l s’annule pour v=o0; il est dit essentiellement
a la viscosite du liquide.

Le tourbillon { est une somme de deux termes; le premierl—o——q—“

24
est le tourbillon di au mouvement initial du liquide; pour v=o ce

terme se réduit au tourbillon initial {,. On a vu que {, est nul lorsque
le liquide part du repos (Chap. I, n° 15). Le deuxiéme terme est
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analogue au deuxiéme terme de la pression. Le tourbillon n’a pas de
terme dépendant uniquement du mouvement actuel.

En résumeé I'ctat du liquide en un point M et a I'instant ¢ ne dépend
pas seulement du mouvement actuel du solide mais de tout le mouve-
ment que le solide a effectué depuis 'instant initial jusqu’a 'instant
actuel. On peutdire que le pression p et le tourbillon { gardenta I'ins-
tant actuel quelque trace de toute I'histoire du vecteur T. On est
en présence d’un phénoméne d’hérédité linéaire () et les coefficients
n, et £, peuvent s’appeler les coefficients d’herédité.

Ces coeflicients ne dépendent de ¢ et de 0 que parladifférence z—6.
Cette hérédite verifie le Principe du Cycle fermé (). Il en résulte
immédiatement qu’il y a invariabilit¢ de I'hérédité; en d’autres
termes, si le torseur T qui définit le mouvement du solide est pério-
dique, 'état du liquide au point M, caracterisé par p et ¢, est aussi
périodique avec la méme période que celle du torseur ().

Rappelons enfin que tout phenoméne héréditaire suppose le
postulat de la dissipation de I'action héréditaire, ce qui signifie, dans
le probleme actuel, qu'on peut se contenter de calculer les termes
héréditaires, dans un intervalle de temps ¢ —¢, assez grand, mais
fixe (*). Ceci résulterait d’ailleurs de I'étude des coefficients =, et &,
considérés comme fonctions de =. '

4. Etudions maintenant les trois composantes dudyname D des efforts
que le liquide exerce sur le solide enmouvement. On reconnait immé-
diatement que les formules classiques sont ici applicables (*). La com-
posante D, qui représente la résistance paralléle 4 Ox a pour expres-

sion
Dlz—focpds+ ;LfAua’co.
4 (O]

L’intégrale de surface se transforme d’apreés la premiére équation (A)

() Vorterra, Fonctions des Lignes, Chap. VI, n° 5.

(%) VoLtERRa, loc. cit., p. 70; Chap. VII. p. 107, n° 6.

(*) VorterRa, loc. cit., p. 70; Chap. VII, p. 105, n° & et 3.
(*) Vovrterra. loc. cit., p. 70; Chap. VII, p. 102, n° 2.

(") AeeeLr, loc. cit., Chap. XXX\ et Chap. XXXVIII.
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(Chap. I) et de la premiére équation (I) du Chapitre III et 'on a

1_—fapds—f< "“o>dm

En tenant compte de I’ordre de ¢ & I'infini, la premiére formule de
Green donne finalement pour D,

—ﬁf(ap Bq)ds — pf Nodcu

On obtient de méme :

o
o) (D= f@prand—p G

:—f (Bx—ay)p+(ax+By) ]ds—2fqdw

“*‘Pf( dvo B du°)dﬁ).

D’aprés le Chapitre III, n® 2, on voit que les intégrales doubles
dépendant de V, qui figurent dans D ont un sens.
Ces integrales peuvent se transformer en remarquant que les com-

posantes de V, verifient I'equation (C) de la chaleur et en utilisant la
formule de Green. On obtient ainsi, en tenant compte de 'ordre de v,

a infini,
du, du,
f Jt do=> , dn s,

fdp"dm::de%d
0&)0 ()710) . ’ dv, duo f
f( ot Ft—/ clm_v‘[T lc_ﬁz__) ds—+ 2v | §,de.

5. On peut donc dire que le dyname D est la superposition de trois
dynames :

1° Un dyname D’ du & la vitesse résiduelle V, qui s’annule pour
v =o0 et qui représente a l'instant ¢ un residu d’effort du a la vitesse
initiale V, du liquide.
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D’aprés I’étude de V, (Chap. III, n° 2), on voit que la valeur asymp-
totique de ce dyname est zéro pour ¢ infini.

2° Un dyname D" du & la premiére partie de la pression p et qui n’est
autre que le dyname des liquides parfaits; on sait qu’il dérive d'une

forme quadratique en &', v/ et 7'; il est du au mouvement actuel du

liquide.
3° Un dyname D” da au tourbillon et & la pression héréditaire; il est
du a la viscosité du liquide et il s’annule pour v=o.

On voit que ces trois composantes sont, symboliquement, trois
formes linéaires en &', v/, 7, dont les coefficients, fonctions de 7 seu-
lement, sont aisés a former.

Les trois composantes de D” + D” ont donc des formes analogues a
celles des composantes de 'induction et de la force magnétique dans
I'’hypothése de I'herédité electromagnétique (').

6. On peut écrire les trois composantes de D"+ D" plus briévement
en adoptant une notation de Volterra (*). Posons, en général,

Duf = Auf (1) +f o (%) f(8) d8,

ou les A sont des constantes et les o« des fonctions de T seulement. Les
trois composantes de D s’ecrivent alors

D,=D, ¢+ Dyn'+ D,;r'+ Dy,
D2:D21£,+ Dy,n' + Doy’ + Dy,
D,=Dy, &'+ Dyyn'+ Dy '+ Dy,

(D)

Dans ces expressions, D,,, D.,, D, sont les trois composantes de D’;
les A, sont les six constantes définies au Chapitre II, n° 3; quant aux
neuf fonctions «, (<), elles se forment aisément, par composition, a
’aide des coefficients des tableaux suivants :

T, Ty T4
ko ke Ky

a B Bx—ay '
—B a ax-+By

)

OLTERRA, loc. cit., p. 70; Chap. VII, p. 116. n° 11,
OLTERRA, loc. cit.. p. yo; Chap. VIIL, p. 121, n° 1.

—_——
O
~ ~—
< <
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Ces expressions conduisent a des remarques simples :

1° Les coefficients d’hérédité etant fonction de © seulement, ily a
invariabilité de I’hérédite, et en reprenant ce qui a été dit au n° 3, on
voit que, si le torscur T est périodique, le dyname D" + D" est aussi
périodique et avec la méme période que celle de T. Ce fait a été
démontré directement par Boussinesq (') dans le cas ou le solide est
une sphére ou un cylindre de révolution animé d’une translation
périodique.

2° Il y a dissipation de I'action héréditaire; par suite, dans les
termes intégraux de D" + D", on peut prendre comme limite inférieure
des intégrales ¢ — ¢, ou ¢, est assez grand, mais fixe.

3° Si 'on change le signe d’une composante de T, il faut dans D
changer le signe du terme correspondant. Dans ce cas, le dyname D’
varie, mais il ne se change en un dvname oppose que si le liquide part
du repos (Chap. 1, n° 15). Les dynames D correspondant a deux tor-
seurs opposeés ne sont donc pas opposés en géneral; 1ls ne le sont que
lorsque le liquide est primitivement au repos.

7. Examinons le cas ou le contour admet des symétries.

I. Supposons d’abord que le contour o admette un seul axe de
symétrie que nous prendrons pour axe Ox. Dans ce cas particulier,.les
composantes de ) se simplifien.

Lorsque le mouvement est une simple translation parallele 2 O de
vitesse &, il est ¢évident, par raison de symétrie, que le dyname D” + D”
se réduit & une simple resistance portee par O, et les deux termes
D,,.E et D;, .2 disparaissent. Ce premier résultat découle immédia-
tement des calculs des coeflicients p,, =, et k,; on verrait facilement
qu'en deux points de 5, symétriques par rapport & Ox, les valeurs dep
sont égales et que celles de ¢ sont opposées. Si, maintenant, le mou-
vement de o est une translation parallele a Oy et de vitesse v}, la résis-
tance portee par Ox ne change pas évidemment si 'on change 7
en —; or, D,,. 7 doit changer de signe; il faut donc que ce terme
soit nul. On verrait que le méme raisonnement, dans le cas de la rota-

(*) BoussinesQ, T'héorie de la Chaleur, t. 11, Note 1.
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tion r, autour de o, entraine que D,,7 est nul. En résumé, dans ce
premier cas particulier, les composantes de D se réduisent a

D,=D,f+D,, D,=D,n'+D,r+D,. D,=Dy,n+Dyr'+D,,.

II. D’'une facon plus particuliére, supposons que o admette les deux
axes rectangulaires Ox et Oy cemme axes de symétrie; le raison-
nement précédent s’applique a4 I'axe Oy comme a I'axe Ox, et, par
suite, les termes D,,7" et Dy, disparaissent.

Les composantes de D deviennent

D,=D,#+D,  D,=D,n'+D,, D,=D;r'+D,.

On peut dire ici que les trois composantes de D sont indépen-
dantes.

CHAPITRE VI.

LES EQUATIONS DU MOUVEMENT. MOUVEMENT ASYMPTOTIQUE.

1. Les équations du mouvement lent du solide sont les équa-
tions (M) du Chapitre II, n® 8, mais ou D,, D,, D; ont les expres-
sions (D) établies au Chapitre V, n® 6. Elles s’écrivent sous la forme
symbolique

Dy —M)E+Dyyn'+ Dy r’'=X — Dy,
(M") Dy &'+ (Dy,—M))n'+ Dyyr'=Y — Dy,
Dy &'+ Dyyn’+ (D — M,y ) r'=N — Dy,

ou X, Y, N sont les trois composantes du ‘dyname @ des forces
appliquées au solide.

2. SiX, Y, Nsont données en fonction du temps, les équations (M")
forment un systéme de trois équations intégrales lineaires de deuxiéme
espéce du type de Volterra en £'(¢), 1/(t), (1), car les trois compo-
santes du dyname (D") sont (rois fonctions connues du temps.

Dans ces équations, les noyaux sont des fonctions de 1 — 6§ seule-
ment; ce sont, par suite, des fonctions permutables de premiére espéce.
On peut done, dans tous les calculs, regarder les coefficients de &', v/, 7/
pes équations (M') comme de.véritables coefficients algébriques et
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considérer leurs itérations et leurs compositions comme des opé-
rations de multiplication ('). En un mot, les équations (M') se
résolvenl, dans ce cas, symboliquement a [’aide des formules de
Cramer. On sait que la solution s’exprime a l'aide de séries qui sont
toujonrs convergentes et tres rapidement convergentes et qu’on peut
les employer facilement dans la pratique (*). Il peut arriver que le
dyname applique ®@ soit nul.

Ce cas se présente lorsque le mouvement de o est horizontal, la

seule force donnée etant le poids du cylindre; dans ce cas,

X=Y=N=—o.

On peut dire, avec Volterra, qu’il y a alors mouvement spontané.

Si la section ¢ a un axe de symétrie, forme particuliere I, Chap. V,
n°® 7, la premiére equation (M) definit £ (¢); les deux dernicres
donnent, independamment de %, les composantes 1 et 7.

Dans le cas ou o a deux axes de symetrie rectangulaires, forme 1I,
les équations (M) sont independantes. Ce sera, en particulier, le cas
du cercle.

3. Supposons maintenant, que le plan du mouvement soit un plan
vertical, le dyname applique @ étant seulement le poids du solide.

Si a(t) désigne 'angle que fait Ox avec la verticale ascendante,
dans les équations (M") on a

X =—Mcosa, Y —=—1Ising, N=o,

0
m=Me(i-7)
est le poids apparent, dans le liquide, du cylindre de hauteur unité.
Dans ce cas, le systeme (M) devient un systéme intégro-différentiel de
Volterra qui n’est plus linéaire par rapport 2 «. Comme il est encore
linéaire cn & et o/, on peut, comme dans un systéme algébrique,
éliminer ces deux fonctions et former ainsi I’équation en a(¢).

') Vorterra, Lecons sur les fonctions de Lignes, Chap. IX, n* 6 et 7.

(")
(*) VoLTERRA, loc. cit , p. 76; Chap. IX, n* 8, 9 et 10.
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On reconnait aisément que cette équation peut se mettre sous la
forme générale

(P) d*a foodra
W.‘_/o‘ l\(z-)—c—z,—@—zdﬁ__Asma

—+fl[lll(f)sinoc(9)+ﬂ.3(r) cosa(9)]dh + f(¢).

C’est I'équation du pendule, géneralisée dans la théorie de I'hérédité.
Cette équation, pour v= o, doit redonner I’équation ordinaire du pen-
dule (P) quiest celle des liquides parfaits; il faut donc que A soit une
constante et que les noyaux K, I1, et I, s’annulent pour v = o, c’est-a-
dire pour 6 =¢.

En comparant les équations obtenues en dérivant par rapport a ¢ les
équations (P) et (P"), on verrait de méme que K; s’annule pour = 1.
De méme, pour v = o, la fonction connue /() doit aussi s’annuler, ce
qu’on verifie d’ailleurs en remarquant que £(t) est due au dyname D’,
lequel disparait avec v. Remarquons aussi que, d’apres les expressions
de X et Y, les quantités A, H, et l, contiennent en facteur le poids
apparent et que, de plus, d’apres l'origine de /(¢), cette fonction est
de 'ordre des composantes du vecteur V,, donc aussi de I'ordre de
celles de V,, ou bien de I'ordre de T, et de la vitesse primitive V,
(Chap. HI, n° 2).

En un mot, le second membre de (P") reste faible s’il en est ainsi
pour Il et pour V,.

4. On peut transformer un peu I’équation (P’); une intégration par
parties donne d’abord, puisque K(o)=o,

fk(r)%d@:—roh(t)—vf Kg(z)r(0) db.

En portant dans (P ) et en intégrant cette équation de o a ¢, on
obtient, d’apres la formule de Dirichlet, une équation de la forme

(1)r(t):f Kl('r)r(ﬁ)d6+f LA (t)sina(8) + A, (1) cosa(6)]db + g(t)

THESL GAY 9
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ér<¢)_-=/"[f(e) R (9)]d0 + 7oy

(1) est une équation intégro-différentielle de Volterra non linéaire (').
Dans cette équation les noyaux A, et A, contiennent II en facteur, et le
module de g(¢) reste faible s’il en est ainsi de |r,| et des composantes
de V,.

On peut encore résoudre (1) par approximations successives en
multipliant les intégrales qui figurent au second membre par 4 et en
posant

PO =re(t) +Ar (&) 4. o= W () +. ...

Si les noyaux K,, A,, A, sont bornés, on reconnait, en raisonnant

comme le fait Volterra (*), que la méthode des approximations succes-
sives s’applique ici, car les modules

,sina, — sinot, | et lcosa, — cosat, |

sont tous deux inférieurs & |a, — o, | pour deux arcs quelconques a,
et a,; r(¢) une fois déterminée, £ et v, se déduiront des deux premiéres
équations (M) et 'on reconnaitra, d’apres ce qui a été dit, que les
trois composantes du torseur T restent faibles pourvu qu’il en soit
ainsi pour le poids apparent II, pour les composantes du torseur ini-
tial T, et pour celles de la vitesse initiale V, du liquide.

5. Sil’on admet que les oscillations peuvent rester faibles, on peut
prendre

X=—1, Y=—1la, N=o,
et I'équation (P") s’écrit plus simplement sous la forme

(2) %;‘+f h(r)fflfeifdezm<t)+f H(t)a () df + f(t).

(*) VOLTERRA, Equations intégrales et intégro-di(Jérentielles, Chap. 11.
(*) VoLTERRA, loc. cit., Chap. II, n° &, p. 89,
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En transformant le terme

! d*a

par deux intégrations par parties, en remarquant que la derivée Kj (7)
s’annule pour 6 =1t et que A peut étre regardé comme negative,
I'equation (2) peut s’ecrire

d-o

(2" W—Fnzl [oc(l)—l—f (p(t—@)a(e)deJ:f(t),

équation etudiée par Volterra (') dans le cas ol il n’y a pas de second
membre.

En suivant la methode de Volterra, integrons cette équation deux
fois par rapport a ¢ et designons par F(¢) lafonction qui s’annule, ainsi

que sa derivee pour ¢ =o et dont la dérivee seconde est égale a f(¢);
I’equation (2") devient

s
(2") r a(t)+m-’f D(t—0)ou(9)dI=F (&) + rot + a,
0
ou

{ uw
m(z_e):¢m9+f duf o(6'—8) 5.
0 0

Si S(z — 0, m?) est le noyau resolvant de ’equation integrale (2"), la
solution de cette équation s’ecrit

{
a(t)::o'OS_,(t)Ar/uS,(l)—|—F(t)—|—f S(t -6.m*)F(9)do,
0
en posant avec Volterra

L
S, ()= t+f 6S(t— 8. m*) db,

S,(6) =1 +f[su_e. m?*) db.
Mais
F(t):f (t —6)(8)d5,

(') VoLTERRA, Fonctions de lignes, Chap. V1, n® 9, p. g6.
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et d’apres la formule de Dirichlet, on a

f[su --G)F(@)dézflj'w)d@ [f

et finalement la solution s’écrit

—9 .
uS(t—06— u)du]

I3
a(t) = 0S,(1, m*) + oS, (4, mt)+ [ $,(6—6, mt)f(9) db,
Yo

solution analogue a celle de I'équation différentielle

d'a

P + mra(t)=f(t),

N . - . .
les fonctions S, et S, remplacant respectivement —sinmt et cosmt. 1l

va sans dire que I'équation (2) peut étre traitée comme I’équation (P")
au n° 4.

6. Remarquons enfin que sile contour 5 a la forme particuliere I,
I'équation en a(¢) a encore la forme (P'). Dans le cas Il I'équation en r
est la méme que dans le cas du mouvement horizontal; les deux pre-
miéres equations (M") définissent ensuite £ et 7.

Dans le cas tout particulier ot 5 est un cercle, on choisira des axes
mobiles paralleles aux axes fixes, et le probléeme se traitera comme
dans le cas du mouvement horizontal. Les trois ¢quations du mouve-
ment sont alors indépendantes.

7. Calculons la dérivée par rapport au temps de la dissipation
d’énergic dans le cas d'un mouvement spontané.
Les équations générales du mouvement liquide peuvent s’écrire

o\, . Jar Jdu
; T R e
) aT,  oN, dv
—‘()7_%7))—#_9(—)7’

ou N,, N,, T, sont les composantes de I'effort rapporté a I'unité de
surface ('). Considérons l'espace liquide w limité par o et par le

(*) AepeLL. loc. cit., Chap. XXX, n° 616, p. 13o.
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cercle £ de centre O et de rayon R et désignons par E la dissipation
d’énergie dans w.

La dérivée de E par rapport au temps a pour expression

(lE_ . 0%u 0% u 0%y ,
qa = fﬁ ()10t+\2()ydt+T’<dy()t+dJ w)]d“’ -

Cette expression s’écrit

dE du [ON, JT, dy (0T, d_‘*\l_z do
a= J | o\ox Toy) e\ " 9
J du dy 0 du odv

La premieére ligne se transtorme d’aprés les équations générales (3),

et la seconde ligne 4 I'aide de la premiére formule de Green; si R
devient infini on a

dli o du\? de\? /
CE—"[D (o? +<dt> o
- Qu 3 du ov
—ﬁ[a(l\,dt T, ()t>+s< N, dt)]ds,
ou w désigne maintenant toute la surface 0ccupée~par le liquide, car

I'intégralecurviligneetendue & = tend vers zeroavece ;- Nous désigne-

v L, , . (/ ST .
rons par J I'intégrale étendue & s qui figure dans —; d’aprés les
valeurs de u et ¢ sur o, I'intégrale J s’écrit

J:;_’f(a\l + 5T )(l?+ﬁf(aTs+m\ )ds
O'

+,f[a<n — N+ BN, — yT,)]ds,

c’est-a-dire .
J=—(¢D,+n'Dy+r'D,y).

Supposons maintenant qu’aucune force donnée n'agisse sur le

(*) Laus, loc. cit., Chap. XI.n° 297, p. 537.
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solide a; d’apres les équations (M'), J s’écrit

J=— M, (£2+n?)— 1,2

et
J=—12a§,

S ciésignant I'énergie d’accélération du solide.

On voit en résumé que
1 dE

9 dt

est égal a D'énergie d’accelération du systéme total, formé par
’ensemble du solide et de la masse liquide.

8. Par suite, si aucune force donnée n’agit sur le solide, ¢’est-a-dire

. , ., dF R .
si le mouvement est spontané, la derivée —= est constamment négative.

La perte d’energie par frottement ne cesse de décroitre que si, 4 la

limite, on a

vy Ou__ dv
___I)_’v—gl—-(ﬁ__o.

(A3

Le mouvement du solide tend a devenir uniforme, et celui du liquide
a devenir permanent. Ce type de mouvement asymptotique est par
consequent stable aussi bien qu'unique (').

Cherchons & determiner les limites £, 1, r, de %, 7, r pour ¢ infini.

Dans le dyname des efforts D les termes en £’ ont alors la forme
{
ag' )+ [ olt—5)25) ds,
0

ou a est une constante et ou o(¢z— 0) est un coefficient d’hérédité.
Nous avons vu que la fonction o(z) s’annule pour 1=o0; d’apres le
principe de la dissipation de I'heredité elle tend vers zéro pour ¢ infini.
Nous désignerons dans ce qui suit par ¢, une valeur fixe de ¢ pour
laquelle o(¢,) n’est pas nulle. Le terme precédent en £’ s’ecrit, aprés

(') Lams, loc. cet., Ghap. X1, n° 2, p. 537.
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une intégration par parties,

Q1) +(0)H) — L)+ [ GOEEOA  ob =i,

D’aprés le principe de la dissipation de I'hérédité, on peut remplacer
I'intégrale par I'intégrale équivalente

[ ememas,

ou ¢, est I'instant défini précédemment.
Comme
lim¢'=o,

l—w

le terme en £ dans D se réduit a la limite a

l
lim 9z(7)&(6) db
l

= t—1,
ou en appliquant la deuxiéme formule de la moyenne

Le(t)) =gt~ )] Imz(t— 1) +[g(t—1') —9(0)] limg(z)

ol ¢ désigne un instant compris entre o et z,.

Mais .
limf(e—¢) =lim¢(¢) =,
et il reste

Eio(t)
ol o(¢,) n’est pas nulle.

Cela posé, on a vu au Chapitre V, n° 5, que la limite du dyname D’ est
nulle et par suite les équations (M) deviennent a la limite un systéme
linéaire et homogeéne en £,, 7,, r, dont le déterminant peut toujours
étre suppose different de zéro et finalement on a

N

=N, =r,=o.

Dans le cas du mouvement spontané, le solide tend donc a s’arréter.
Ce résultat est 2 rapprocher de celui obtenu par Volterra (*).

(1) Vourerra, Mecanique des phénoménes heréditaires (Journ. de Math.,
t. 7. fasc. 3, vol. 1, 1928).



79 —

CHAPITRE VII.

CAS DU CYLINDRE DE REVOLUTION,

On sait qu’il suffit d’étudier le probléeme dans le cas ou le mouvement
du cercle est. soit une translation paralltle 2 un axe fixe, soit une
rotation autour du centre. Nous désignerons encore dans ce chapitre
par R la distance OM, O étant le centre du cercle, et par a le rayon.

1. Nous étudierons la vitesse V, définie au Chapitre 111, n° 2, en
supposant que le liquide soit primitivement au repos et qu’il soit mis
brusquement en mouvement.

Supposons, en premier lieu, que le mouvement initial de s soit une
translation paralléle & O.x et de vitesse Z,; la vitesse initiale V, du
liquide est definie par les équations (11) et (12) du Chapitre I, n° 15.
La fonction harmonique P, vérifie ici la condition

dP, — ¢t

dn

ou « est le cosinus de I’angle que fait le rayon du cercle avec Ox. On
prend donc pour P,

P(]:-—— anz P%’-’

d’ou1, pour les composantes de la vitesse V,

anaﬂ x!
l(o..—_——I‘—2 I—Zm Y

. x}l
— z a
Vo=—=— 25a® R

. N7 1
Formons maintenant le vecteur V,; sa composante u, a pour expres-

sion
v e —+o +o (2N —M?
N — S @ e Wi
o7
amvtJ o J.

et 'expression de v, est analogue.

‘dxdw
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On voit ainsi que V, est négligeable sile temps ¢est trés grand, c’est-
a-dire si I'instant initial est ¢, = — oo, ou bien si, ¢ étant fini, le coef-
ficient

La?
v

est négligeable, ce qui revient  dire que la vitesse initiale du cylindre
et son rayon sont faibles et que le liquide est trés visqueux.

On supposera désormais que dans le cas de la translation on peut
néglger le vecteur V,.

Dans le cas ou le mouvement initial du cercle o est une rotation
autour de son centre, comme 3z — ay est nul en tout point de g, la

fonction harmonique P, est nulle et dans ce cas le vecteur V, est nul.

2. Supposons que le mouvement du cercle soit d’abord une simple
translation parallele & Ox et de vitesse £(¢). Les composantes de V
sont donnees par les formules (1) du Chapitre III, n° |. Prenons pour
la fonction harmonique P une expression de la forme

P= g all),

ou a(t) est une fonction de ¢, qu’il faut déterminer. Prerons pour Q
une forme analogue

Q= I%Ql(R' t).

Q devant satisfaire a I'équation (C) de la chaleur on doit avoir

*Q, 10Q, I 9Q,

JR* R OJR v o¢’

équation qui est satisfaite en posant
t _
Q= @) s,
0
= désignant, dans ce chapitre, la difference ¢ — 0.

En écrivant que sur le cercle on a u =£&(t) et ¢ = o, on obtient en

THESE GAY 10
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negligeant V, les deux conditions suivantes :

ad?{(;:l_ —2Q,(a, t) —2a(t)=o,
Qi(at) +a(t)y=a*f(2),

9Q,
51%:;:%15([).

d’ait on tire
a(t) =a*t(t) — Q(a, t).
La premiére de ces deux derniéres conditions definit f(¢) a I'aide
d’une equation integrale de Volterra de premiére espéece

a?

! 47
(B) f‘_ J(6)dI=— 4vi(0).

Le dyname D se réduitici 2 D,,%. Le terme di 4 la pression a pour
expression
2Q,(a, t)

oy (
—ma*z'(t) + 71‘———-(7[——

et le terme di au tourbillon s’ecrit, en tenant compte de I’équation

en Q,(Rt), sous la forme simple

dQ,(a, t)
T

On trouve ainsi, pour la résistance que le liquide oppose au
mouvement du cylindre,

Ml
(D) p=-M) -+ [ o,

ou M désigne la masse du liquide deplacé par le cylindre de hauteur
unité.

Pour v=ole deuxi¢me terme de D s’annule et le premier est le
terme de Du Buat (Chap. 1I, n° 10).

4. S1dans 'equation (B) et dans I'expression de D, on prend pour
origine du temps  =— o et s1 l'on pose

a?
_= 59

207




_ T

les équations précédentes (B) et (D) s’écrivent

['}(t_ jl-»)“_?(—? =—2vE(1),

L4 9

o2
D:—ME’(t)—n—mf f<lﬁ 2 >e *ada.

2va?
]

Ce sont les résultats obtenus par Boussinesq ().

5. Pour résoudre I'équation (B) du n° 2, on utilisera la méthode

suivie par MM. Volterra et Pérés () pour établir la formule de’
Whittaker. Soit

F(r)=0,+b, v +...+ b, 2",

un polynome entierenx et , . .. «, ses nracines supposées distinctes.
On a I'identité algébrique

i=n

I I
bo+ bz —+...+ b, '—Z F/(a,)u—cx)’

=1

">

ou en changeant x en

b.,+b.’;‘+...+b,l</:>" M)

n
1 I k4
=9, —
!

a
I— =3
A~

Passons au champ de la Composition de premiére espéce et rempla-
*
cons & par 1; on a

[P = btz S
, =

\
n a
S e
== - e .
A& (e
1

. , . .. a? , .
Mais I'équation (B) s’écrit en posant 1 = . et en désignant tou-
s

(') Boussinesq, loc cut., t. 1L, Note I, p. 199 a 264.

(#) VoLTerra et Perks, fecons sur (a Composiution, Chap. V]I, p. 1124 r16.
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joursz — 6 par < :
}
. -

E-T—Tj(a)dB:—dvg(t).

/

Développons le noyau

en série

il s’écrit
* * *
At Rt Q%3

TRt G T EyE

Le polynome F() est donc remplacé ici par la série entiére.

r x?
G(z)=1+ W—i—w—i—

et la solution de (B) s’écrit symboliquement
sy =—wl6(=)]-

c’est-a-dire, en prenant la limite de [F(;—‘ )]=* pour n infini,

f(t)z—(il—‘i)"fotﬂmz(e)de,

ou

—e &
n=e —a,T

%
H(T):zm)

n=i

%,y %ay ..., &%, étant les racines de I’equation transcendante G(x) = o.
Mais ~

G(x) :Jo(gl\/;-),

J, étant la fonction de Bessel d’ordre o et si 3, désigne une des racines

(32
ositives de J () =o0, ona o,=— P ot les nombres «, sont done
0 4



réels, distincts et négatifs ('). On a de plus
G/ (o) =~ -0 (Ba)
et finalement

n=e  _ Y8R
1 Bne @
H(t) =— 5 Z Tﬁ—n)— ’

n=1
B. étant racine de J,(x) = o.

Les valeurs successives de J,(3,) sont alternées, la premiére valeur
est negative, cela résulte en effet de ce que lés racines des deux fone-
tions de Bessel d’ordres consécutifs sont entrelacées (*).

6. Il est facile de montrer maintenant qu’en supposantZ(z)bornée,
la fonction f(t), définie precedemment, a un sens. La série H(<) est
alternée; d’autre part pour n tres grand

ARV RO

.. . T . .,
et 3, croit indefiniment comme n= — ; pour n infini (*). Pour une
3 ;

valeur donnee positive de <, la valeur absolue du terme général
de H(~) tend vers zéro, si n devient infini, comme

2
1 _7[_’7,11

nle @
et cette valeur absolue décroit dés que,

a
n>

)
AT\VT
H(7) est donc uniformément convergente.
Si £ estbornée il en est de méme pour la série H(=).2(0) et 'on peut
I'integrer par rapport 4 ¢ terme a terme. La premiére formule de la

(') Wartson, Theory of Bessel functions, Chapitre XV.
(*) Wartson, loc. cit.. p. 479.
(*) Wartson, loc. cit., p. 651.
(") Warson, loc. cit., p. 503.
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f(‘):—<%>ﬂi(i')fo.lﬂ(r)d9

o<t <t.

moyenne donne

ou

Mais
vsn

I—e @
f H( )d‘L'“— )*JZ ﬁnJ’ ﬁn '.
La serie alternée

St

est convergente; sa somme est connue et egale 3 — 1 ('), et la Regle
d’Abel montre que la serie qui definit / (¢) est convergente.

7. En portant I'expression de /() dans celle de D du n° 3 on a

* {
D:—Mz'(z>+4n»f Fir):(0) db
[}

ol

F(r):—zfp(—————rmj) (r)) dr'.

Le deuxiéme terme de D represente la resistance due a la viscosité
du liquide et F(<) est le coefficient d’héredite. Dans I'integrale qui
définit F(=) le premier facteur est positif.

a?
Tive

. N . e
D’autre part lorsque x varie de o 4 + = la fonction —— passe par
P
un maximum M. Cela pose on peut calculer F(<) en integrant terme a

terme et en utilisant la premiere formule de la moyenne et le lemme
d’Abel, on a

V3

F(t)=m— El@if{ - (ouo<m<M).
ndg

(%) Wartson, loc. cit., p. 581.
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Si ’on pose
; Bt
F)
an:m et Nin=—¢€ "y
ndyg n

la série o = Zg, est convergente et a pour somme — 1; d’autre part
~ étant positifet les 3/ allant en croissant, les nombres v, sont positifs,
décroissants, tous inférieurs & 1 et tendent vers zéro pour n infini.
D’aprés le théoreme d’Abel la série Xs,7, est convergente et sa
somme s vérifie l'inégalité |s| <7, <1; par suite la série qui figure
dans F(=) a pour somme — 1—s; elle est négative et le noyau F (1)
est négatif.

8. Le noyau F(=) tend vers zéro lorsque < devient infini. En effet si
I’on désigne par o (= — =') le coefficient de H(=") dans I'intégrale F(x)
on peut écrire

F(T):—Z[f ’cp(r——r’)l-l(‘c’)dr’—l—/ cp(‘r-«‘r,’)H(r')d’:’].

Dans la deuxitme intégrale on peut choisir =, assez grand et fixe
pour que H(=") soit aussi petit qu’on veut et dans la premiére intégrale
on peut supposer = assez grand pour que ¢(=—~=') soit aussi petit
qu’on veut.

En résumé on peut prendre < assez grand pour que | F(=)| soit infé-
rieure i toute quantité donnée a I'avance, aussi petite qu’on veut.

9. Etudions rapidement la nature de la trajectoire C que decrit,
dans un plan vertical, le centre d’un disque pesantau sein d’un liquide”
visqueux. Nous savons que la rotation de ce disque n’intervient pas
ici, puisque les trois équations du mouvement du disque sont indé-
pendantes (Chap. VI, n° 6). Le probleme est analogue a celui du
mouvement, dans un plan vertical, d'un point pesant quand on tient
compte d’une résistance portée par la tangente alatrajectoire, en sens
contraire de la vitesse et proportionnelle a cette vitesse.

L’axe Oz est horizontal et Oy est unc verticale dirigée vers le bas.
Les densites du liquide et du solide étant respectivement ¢ et oy, les
équations du mouvement s’ecrivent cn premiére approXimation, en
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supposant toujours 22— " trés petit,

au—ap+pfFu<0

. E_' [ F
(1) = s%—%+4ap+p F(e)n(9) db.
Nous prendrons comme conditions initiales E,>o0 etv,=o0; si 'on
suppose g, > ¢, d’apreés la deuxiéme équation, v, est > o ct le disque
commence par descendre. Le vecteur résistance D a I'tnstant ¢ est la
somme de vecteurs qui s’intégrent géométriquement dans linter-
valle o, t.

A un intervalle de temps infiniment petit d9, compris entre deux
instants 6 et 6 + @9 infiniment voisins et compris entre o et ¢, corres-
pond une résistance résiduelle de projections

F(7)2(0)df et F(myn(0)db;

ce résidu est donc tangent a la trajectoire en sens contraire de la
vitesse puisque F(=) est négatif et son module est proportionnel a
celul de la vitesse correspondant & I'instant §. Le vecteur accélération
est donc situé au-dessous de la tangente & C et cette courbe tourne
constamment sa concavité vers le bas. Par suite £ et q sont constam-
ment positives. On a vu, au chapitre précédent, que & tend vers zéro
pour ¢ infini.

On peut le voir directement. En effet £'(¢) reste négative et §(z)
décroit constamment a partir de Z, en restant posmve, Z(¢) tend donc
vers une limite £, qui est positive ou nulle et £'(¢) tend vers zéro.

Comme F (<) est constamment négative et que ¢ est supérieure
a&, 'équation en E donne

L
AR f F(c) df
l a + Pl <l ‘ A (T) )

et pour que £’ tende vers zéro il faut que &, soit nulle. On peut montrer
maintenant que la limite asymptotique de « est finie. Soit#, un instant
fixe, compris entre o et ¢, on a

E_/(t):;%;;‘_a[f_ F(7)z (e)d9+f F(z) (6)d8]

vy
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Chacune de ces deux intégrales est négative et tend donc vers zéro
pour ¢ infini. Comme £(t) est positive, la premiére formule de la
moyenne permet d’écrire la deuxiéme intégrale sous la forme

L

Af £(0) d6.
14

— 1

ou k est bornée et non nulle; il faut donc que

tende vers zéro pour ¢ infini. Mais cette intégrale estla projection hori-
zontale du déplacement du disque entre les instants ¢ — ¢, et ¢; la
courbe C a donc une asymptote verticale z = x,.

On voit aussi immédiatement que v a une limite finie; en effet 7
reste positive et le terme intégral dans v’ est négatif. Si ' devient
négative, comme 1 reste positive, elle reste bornée. Si v/’ reste positive
a partir d’un certain instant, 7 va en croissant a partir de cet instant,
mais si v; devenait infinie, on verrait par un raisonnement analogue 2
celui qui demontre 'existence de z, que v/’ finirait par devenir néga-
tive. 7, a donc une limite finie v,.

Le mouvement asymptotique du disque est une chute verticale et
uniforme.

10. On peut trouver la forme de x, et de v,. Intégrons I'équation
en £(t) de o i t; elle s’écrit, en utilisant la formule de Dirichlet,

4 4
i(l):io“"—/l;% 0‘;91\/‘ F(u)a’u[f £(9—u)d9].
\ 0 113 -

La fonction

M 4
o) = 26— uw)do
est positive et sa dérivée ’
¢y =—2(t—u)

est négative. La deuxiéme formule de la moyenne donne

E(C):éo—i—i—‘%#é—l [f E(G)de] l:ful“(u)du].

THESE GAY 11
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Pour tinfini £ =o et
(o=,
et cette limite a la forme '
wl-_‘_—ll%(p T o).
En écrivant I’équation en v a la limite on a

r a?

p

Fa

(px—p):~f F(7)n(6) db,

&I

ol v} est positive et la deuxiéme formule de la moyenne donne
al
0= kq;(p.— ).

Les équations de dimensions montrent que dans ces formules Het K
sont des coefficients numeriques. En resume :

1° x, est inversement proportionnel & u, directement proportionnel
a la vitesse initiale &, et a la masse du cylindre de hauteur unité,
accompagne de sa proue ou poupe fictive.

2° 7, est inversement proportionnel a u. et directement proportion-
nel au poids apparent du cylindre de hauteur unite. Remarquons aussi
que 7, a la méme forme que la vitesse limite d’une sphére pesante
tombant verticalement dans un liquide visqueux (*).

11. On etudiera d’une facon analogue le cas du cercle en rotation.

Dans ce cas il est evident que les deux fonctions P et Q sont formre-
tions de R et de ¢ seulement. La pression devant s’annulera U'infini est
identiquement nulle. La fonction Q doit verifier I’equation de la cha-
leur C; on posera donc N

Ie_m

0
et la condition a la surface, qui s’ecrit

OQ(R, 1)

RR—¢ — ()

(*) Laws, loc. cit., p. 533.
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donne sans aucune approximation pour définir la fonction ¢ (7)
I'équation suivante

a?

[(’ m
(B') [ o(6)df=avr (0),

-E.!

qui est analogue a celle de Boussinesq.
St w(R, t) est la vitesse angulaire du liquide, on a

- 1 00
— T ROR’

et le couple N de frottement est égal a

Jdo
N = 27tllaq<—dT{>H:a-

Il s’écrit, d’aprés 'expression de Q, sous la forme

«

. Y
N=—T%°? (——’cp(fi)da.

2 VY o T

et 'équation du mouvement est

a?

4V~
—o(6) ds.

dr > p e

'c%_—_vp,

0

La méthode utilisée pour resoudre (B) s’applique a (B").
Si L(x) désigne la primitive s’annulant pour z=o0 de la fonc-
tion G(x) du n° 5, on reconnait que le noyau de (B") s’écrit

—L().

o(t)=— i—(%—;—)nfodl\(f)r(@’d&

AV
—‘-Qu.

ea—
K(1) :2 ]:’(—ocﬁ’

a, étant racine de L(x) =o.

et la solution est

en posant

‘h—w



Mais comme

on a finalement

K(t)=2 — @f_i_,

B3, étant une racine positive de J (3)=o0 ou J,(5)=o0 ('). On peut
remarquer que tout nombre 3, est supérieur au nombre 3, de méme
indice, car les racines positives de J,(x) vont en croissant si n croit
par valeurs positives (*). Les valeurs successives de J|(3,) sont alter-
nées et la premicre est positive. On pourrait refairve ici une etude ana-
logue i celle faite dans le cas de la translation ¢t montrer en parti-
culier que dans le couple de frottement N, le coefficient d’hérédité est
encore essenticllement negatif.

En raisonnant comme au n® 10 on montrerait aussi que le mouve-
ment de rotation, supposé spontane, tend & s’arréter et que Pangle «,
dont le disque peut tourner a la forme

Cet angle est inversement proportionnel a 1 et directement propor-

tionnel a la vitesse initiale r, et 4 la masse du cylindre de hauteur
unité.

12. Au lieu d’étudier le cas du cercle par une méthode particuliére,
on peut évidemment appliquer les equations (S) du Chapitre 1I1. Le
cercle étant anime d’une translation suivant Oz, de vitesse (¢), si a
deésigne I'angle que fait O avec le rayon OM du cercle, on a pour
déterminer la premiére approximation, en négligeant toujours V,:

1 . -
a,(s, 1) + m;[;ao(s’, t)yds'=":'(t)cosa

__38 — _l__.. o ! /‘ =/ 1
” by(st) = 2na£tana¢ao(5 t)ds'+Z/'(t) sine,

() Warson, loc. cit., Chap. 11, p. 18.
(*) Warson, loc. cit., Chap. AV, p. 507.
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d’ott 'on déduit immédiatement

a,(s.t)=-cosa < £'(t)

et
by (s, t)=sina x B,(t),
en posant
. v
o(8) =— =£/(¢).
g . (2)
En écrivant les équations en a, et b,, on obtient en général
a,(s, t)=cosa X a,(¢)
avec
l
an(l):f I(7)Bu—y (8) df
0
-et
+E. — P ostl
a? e * -
I(T):—Ffﬂ = sin*2¢ d{,
et de méme )

bu(st)y=sina x B,(?)
avec ‘

pnu):f K (7)o, (8) db
et

w

v +3 —%’cos%}/

K(r)= ;—P— pm
T

sin*¢ dy.

Utilisons ces résultats simplement dans le cas ou

Z(l) =cosht.

En posant, dans ce qui precéde t — 6 = E on reconnait de proche en
proche que les fonctions «,(¢) et 3,(¢) sont chacune de la forme

t coshl —+ ¢’ smhit,

ou ¢ et ¢’ sont deux constantes. Il en résulte que les densites a(s, ¢)
et b(s, t) peuvent s’écrire :

a(s, t)=cosa(a, cosht + a,sinkt),

b(s, t)=sina(b, cosht + b,sinkt),
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ou les constantes a,, a,, b,, b, sont déterminées en portant a(s, t)
et b(s, 1) dans les equations (S), et I'on obtient, pour calculer les
quatre conslantes, quatre équations linéaires qu’on peut écrire :

a,+tay+ b, (A +1B)+ b,(A—1B)=o,
)Tp(bﬁ— (b)) a,+ 1ay— b, (A'+ tB') — by(A'— 1B') = o,
ou -

Wk~

A+ i1B= Ef I(x)e ¥ dr,
0

/
A’ + B’ s’en déduit en remplacant I(=) par

T
7 42

Ya® ’ ~$cos"‘4 .
J(o)= o e sin*{ cos2{ dy.
: 0

CHAPITRE VIII.

LE PROBLEME GENERAL ET QUELQUES CAS PARTICULIERS.

I. La méthode exposée au Chapitre IIT s’applique évidemment a
I'étude du mouvement lent d’'une masse liquide visqueuse limitée par
une frontiere o, reelle ou fictive, fixe, fermee, sans point singulier,
lorsque 'on connait la vitesse initiale V, en tout point du liguide et la
vitesse V, a I'instant ¢ en tout point du contour 5. Dans les equations
(2) et (S)du Chapitre 11l faut dans les seconds membres remplacer

do o . . . e . .

—ZparV,, et par —V, . Le liquide peut étre soit intérieura g, soit
s dn

extérieur et s’etendre alors & I'infini; comme P est harmonique, on
doit avoir dans les deux cas la condition

(I) j (Vou— Vcn) dS’:O;
g

sile liquide s’etend & I'infini cette condition entraine que la pression p
est réguliére a 'infint et dans ce cas la vitesse V du liquide s’annule &
I'infini §’il en est ainsi pour V.

Une étude analogue & la precédente peut étre faite, méme dans le
cas ol 7 est un contour déformable.
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2. Ce qui précéde s’applique en particulier lorsque lafrontiére o est
une droite indéfinie fixe qu’on peut prendre pour axe Oy ; en désignant
par U,(y, Vet V,(y, ) les composantes de V, en un point de Oy, par
U(y, t) et V(y,t) celles de V, et en remarquant que N,=N,=o0
sur Oy, les équations (S) deviennent

2 +-[u/”g?
—ray+ 5
—=nr

+w _O=nn —
@) <[ =T b(nf) dn= 2| Ty(yt) —U(r)],

DY T a(nt) I~
— —b(yt)— - — —V
" (rt) f y nd'ﬂ dtlvo()’t) V()’t)l,

®

qu’on résout par approximations successives.
La condition (1) devient ici

f |To(y2) — U(xt)|dy =o.

w

3. Lorsque I’écoulement est laminaire et paralléle & Oy, une étude

directe est immédiate. On a identiquement u = - =o et ce qui suit

dy
. . . dy ds
sera vrai, méme si le mouvement n’est plus lent car — =

aucune approximation. Dans les equations (1) du Chapitre II1, P et Q
sont independantes de y et, comme u=o, P ne depend que de ¢; si
donc on veut que p soit nul & I'infini, on peut faire P = o et il reste-

- dQ
3) V:Vo—(d—i-

sans

On peut toujours supposer que Oy est fixe et si I’on désigne par f(?)
la valeur de ¢,( 0, ¢) on est ramené a trouver une solution de (C) qui
s’annule pour t = o et qui pour z = o se reduit a /'(¢); cette solution
est connue :

Q_ v [z s

72

T=v(t—90),
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\

ox
faut que ¢, (, t) = o.
Le débit A a Pinstant ¢, a travers Ox, a pour expression :

(" ("5 _2 (T L5ds
A__I «(xt)dx_£ vo(xt)dx W_rfo 7

A est fini si /() est borné et si ¢, (, t) et par suite ¢,(x, t) est en
d’ordre supérieur 4 1 pour x infini.
Citons deux exemples simples :

s’annule pour « infini et pour qu’il en soit de méme pour ¢(at) i

Exemple I. — Soit «,(x) = x e, on trouve

T!
_ x .
Vo (2, 1) = ———— ¢ TV et f(t)y=o,

(1+4ve)

[

et le mouvement est défini par

p(xl) =v,(xt) et A= !

——2\/1+4vt

Exemple Il. — ¢,(x) = xe~", on trouve :

+® S @
—_ I
vo(xt) = —=(x— zvt)e"“ff e *do + 2 ”_te"‘—””f ae—*“do
VTE — T —

= (& — 2vt)e'—"
et
f(t)y=—2avpte".

L’écoulement est ensuite défini par
rt
Jexe T

v? !
v(wt):(x——2vt)e“‘*”+-/— fe -
VTJe 2

db.

Le deuxiéme terme de ¢(xt) se transforme en posant

et il devient

4vfw (t.1~ z .J),
VT by

81~
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I__._f HX’ f 6&’

9VV[

ou

“l

Pourt=+ wona
lim [ = VT g

t=w 2

et

_e—

l]mJ_._—[;hmi—__\/

Le deuxiéme terme de ¢(t) a donc pour valeur asymptotique :

e—*(2¢vt —x)
et

tlim v(x, t)=o.

. On étudiera de facon analogue I’écoulement laminaire du au
mouvement suivant de la paroi : dans I'intervalle de tempso <t < T,
ou T est un instant fixe, I’axe Oy glisse sur lui-méme avec une vitesse
constante V, et redevient immobile pour ¢>T. La vitesse V(xt) est
une solution de (C) qui est nulle pour =103 pour & = o0 on doit avoir
V(o,t) =V,sio<<t< 1 et V(o,t) =o0s1¢t>T; enfin V(z,t)=0
pour x infint quel que soit z.

Cette solution est connue (') :
Pouro<t<{1,0na

7o 1, ivg
V,— Yo [ as.
2\/71'”-0 6—2

Pourt>T,
¢ vl P
V,= V“ff ¢ =2 Vo2 __,-de,
2ymvdir g2 2y T o

et pour T trés petit,
VT e i
2 \/7?\; tﬁ"

V,=

(*) Picarp, Lecons sur les équations aux dérivées partielles, 4° lecon.

THESE GAY 12
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Le lieu L. des molécules qui sont sur Ox a I'instant initial est défini
a I'instant ¢ par

¢
y:f V(, t)dt,
o

Ce lieu L est asymptote a Ox et en tenant compte de ce que V(, ?)
veérifie (C) on voit aisément que I. tourne constamment sa concavité
dans le sens de V,.

5. La méthode du Chapitre IIT s’applique encore dans le cas ot la
masse liquide est limitée par plusieurs coutours, connaissant toujours la
vitesse initiale V, en tout point du liquide et la vitesse V, a 'instant ¢
en tout point de chaque contour. Considérons par exemple le cas de
deux frontieres 5, et 5, lixes, fermées. sans point singulier ni point
commun et ¢tablissons entre les points de 5, et 5, une correspondance
biunivoque; les points homologues P, et P, de cette correspondance
sont définis par une seule abscisse curviligne s. Cela posé, 'état du
liquide en tout point M, esta I'instantzdélini parla pression p=p, + p,
et la fonction ¢ = ¢, + ¢,; 'ensemble p,, ¢, di & 5, est défini par deux
densités a,(st) et b, (s,¢) ¢talées sur o, et p,, ¢, du & 5, par deux den-
sités a,(st) et b,(s,t) ctalées sur o,. En écrivant les conditions aux
limites relatives 4 o, et & 6, on obtient 4 équations intégrales en a,, a,,
b, et b,. Dans les deux équations dues & 5, on peut tout d’abord négli-
gera, et b,, ce qui revient & négliger I'influence de 3, et calculer,
comme au Chapitre IV, une premicre approximation a, , et b, o pour les
densités «, et b,; puis dans les deux équations dues i 5, remplacer a,
et b, para, , et b, , et calculer une premiére approximationa, ,.etb,,
pour a, et b, et ainsi de suite.

Cette meéthode d’intégration est en somme celle qui a été utilisée
par Bairstow (') pour étudier le mouvement permanent et lent d’un
liquide visqueux, limité par deux parois planes fixes et paralléles entre
lesquelles un cylindre de révolution se déplace .d’'un mouvement de
translation, parallelement aux parois.

(') Bamstow, Mouvement lent « deux dimensions d’un liguide visqueux

(Proc. Roy. Soc., A, vol. 100, 1921 et 1922).
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En particulier, en reprenant ce qui a été fait au n° 2, il est facile
d’ecrire les quatre équations qui defimissent I'écoulement entre deux
droites paralléles & Oy, en prenant pour points homologues les points
de méme ordonnée.

6. L’écoulement laminaire entre deux paroisparalléles a Oy s’étudie
directement. Soient .r =0 et x=ua les équations des deux parois, F(?)
et — G(2) les vitesses a I'instant ¢ de ces parois; la vitesse V(a, ¢) du
liquide est une solution de (C) que nous écrirons sous la forme

12 (r—a?

V== wmfwﬂhfwmwf

e
T ..L..’

db,

3
2

T

V(a, t) s’annule pour z = o et les fonctions f(t) et g(¢) sont définies
par les conditions aux limites qui donnent :

a2

! e
S0 =22 g ar=F ),
2T Jy 2
‘ = )
— )+ = [ f(O)Sr dh=—G(t) ().
2\/Trvu 1._‘

La différence u(t) = f(¢) — g(t) est donnée par
u(t) + Q“J_fo’u(e)"—f_r(w:Fu) —G(2).

s 72

La somme ¢ () = f(t) + g(¢) vérifie I'équation obtenue en chan-
geant dans la précedenle a en — a et G(¢) en — G(7).
Si les parois ont des vitesses opposees, I'equation en u devient

. la . R
homogéne et /(t) = g(¢); dans ce cason a V ’\5, t> = 0, ce qui parait
évident.

Si les parois ont la méme vitesse, I’équation en ¢ devienthomogéne

(*) Goumsai. loc. cit., t. 111, n° 547, p. 316.
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etl’on a f(1)=— g(¢); dans ce cas ona
oN
ox :il_-o.
2

Ce probleme a recu de M. Villat une solution simple et elegarfte )

(') ViLear, Lecons sur I'Hy drody nanmigue, Chap XI
Montpellier, le 16 juillet 1930.

Vu et approuvé -
Paris, le 13 juin 1g3o.
Le Doven vr LA FacuorLig pes Sciences,
C. MAURAIN.

Vu et permus d’imprimer :
Paris, le 13 juin 193o0.
Le RFCTEUR DE L’Acapiwir DE Panris,
S. CHARLETY.



ERRATA AU CHAPITRE 11.

Page 37, il faut lire :

au second ordre en ¢ pies.
Page 39, la valeur de 6A,, s’accroit de

2p [ Bpd(dn)

et 'on a(finalement :
dp dp\?
— 2 2 A
BA,,_fc[p at— 2pf o0 (ds) ]an ds.

Page 39, la remarque n°® 12 est erronee.
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