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INTRODUCTION.

On supposait depuis Démocrite, Epicure et Lucréce que la maliére
est composée d’atomes; mais jusqu’a ces derniers temps, la structure
discontinue de la matiére était restée une simple hypothese; grace aux
récentes recherches de Physique théorique et de Physique expérimen-
tale, elle est devenue une réalité.

On est ainsi tout naturellement porté a élaborer une nouvelle
théorie mathématique propre a I'étude des phénoménes discontinus, de
méme que la théorie des équations différentielles et des équations aux
dérivées partielles est propre a I'étude des phénoménes continus de la
Meécanique classique.

La nouvelle théorie est le Calcul aux différences finies dont le
créateur et 'animateur est Niels Erik Norlund. A la vérité, bien des géo-
meétres se sont occupés de cette branche d'Analyse, parmi les quels on
peut citer Euler, Stirling, Lagrange, Laplace, Boole; mais ces auteurs
s’occupaient surtout des méthodes formelles. Plus récemment encore,
Poincaré, Guichard, Picard, Appell ont consacré de beaux travaux a
cette théorie, mais c’est Norlund, qui dans une suite de mémoires, au-
jourd’hui classiques, a mis le Calcul aux différences finies sur les bases
de la théorie moderne des fonctions?).

Cette belle théorie pourrait se suffir a elle méme, en dehors de ses
applications; c’est sous ce jour, d’ailleurs, qu’elle a commencé a se dé-
velopper, comme tant de théories mathématiques qui ont précédé les
théories physiques.

Il est bon, toutefois, que le géometre ait 'intuition que ses efforts
ne vont pas en pure perte et que ses théories, comme le Calcul aux diffe-
rences finies, deviendront le cadre des lois de I'univers physique.

1) Cf N. E. Norlund, Sur l'état actuel de la théorie des équations aux différen-
ces finies, Bulletin des Sciences Mathématiques, 2¢ série, t. 44, 1920, pag. 174—192
et 200—220.
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C’est pour moi un agréable devoir de rappeler que ce travail trouve
son origine dans les Lecons 1) de M. Picard sur les équations fonction-
nelles, que j’ai suivies a la Sorbonne en 1921. La méthode des approxi-
mations successives, que nous utilisons d’une fagon systématique et qui
impose le choix de la solution principale, c’est encore a M. Picard,
notre vénéré Maitre, que nous la devons.

Plus tard, dans une séance du Séminaire Mathématique dirigé par
M. Hadamard au Collége de France, M. Borel, aprés avoir fait 'analyse
des travaux de M. Norlund sur le Calcul aux différences finies, conseilla
aux jeunes géomeétres d’approfondir et de continuer la nouvelle théorie.
Ce n’est pas seulement pour ce conseil que nous sommes redevable a
M. Borel : sa théorie de la sommation des séries divergentes est fon-
damentale dans notre travail pour la définition de la solution principale.

Dans la rédaction des cing premiers Chapitres, nous avons suivi
les trois mémoires fondamentaux de M. Noriund: Mémoire sur les poly-
nomes de Bernoulli?), Mémoire sur le calcul aux différences finies 3),
Sur certaines équations aux différences finies *). Cette premiére partie
est au fond préparatoire, notre principal but étant la définition de
la solution principale de Péquation linéaire aux différences finies, a
coefficients asymptotiquement constants et dont nous nous occupons
dans le dernier Chapitre Parmi les travaux se rattachant & nos recher-
ches, je dois citer un mémoire de M. Bochner %) et surtout un mémoire
remarquable de Hans Spdth ©), dont la fin prématurée et tragique rap-
pelle celle de Evariste Galois.

Désignons la moyenne entre les valeurs ¢ (x --2) et ¢ (x), de
poids k et 1, d’'une fonction ¢ (x), dans les points x + « et x, par le
1
symbole A,

PRI DE2TC)

1) Cf Emile Picard, Lecons sur quelques équations fonctionnelles, rédigées par
Eugéne Blanc, Gauthier Villars, Paris, 1928.

2) Acta Mathematica, T. 43, 1920, pag. 121—196.

» 3) Acta Mathematica, T. 44, 1922, pag. 71—212.

1) Transactions of the American Mathematical Society, volume 25, number 1,
January 1923, pag. 13 -98.

5) Hauptldsungen von Differenzengieichungen, Acta Mathematica, T. 51, 1928.
pag. 1—21.

4y Uber das asymptotische Verhalten der Lisungen nichthomogener linearer
Differenzengleichungen, Acta Mathematica, T. 51, 1928, pag. 134199,
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et suivant une notation classique, la différence du premier ordre, d’écart

1
8, par le symbole A,
I3

Ap(x) ¢(+3) 9 (%),

Soient ay, ay,..., 2p; kyy Koyeery kg Bys {32,..., B, des nombres complexes
quelconques, dont les £; sont différents de — 1; posons pour la moyenne
du second ordre

A (P(X)“A(A@(x))

U 72 /2]

Ky 1‘P(x+“1+“2)+k2?(x+%)+k1‘?(x‘{"“x)‘*"?(x),
(ky +1) (k1)

et pour la différence du second ordre

R R )
B P2 B2 B BZ

1

pour la moyenne d’ordre p

p 1 p—1
A c.o(X)zA( A @(x)), O]
“1--“1, tp %, %p—1
et la différence d’ordre g
q 1 g—1
A @(x)zA( A @(x)). @
I ﬂq ﬁq ﬂq—l

En (1) les p opérations A et en (2) les g opérations A peuvent étre

interverties d’une fagon arbxtraxre c’est ce quon voit facﬂement car
pour (1), par exemple, on vérifie directement

A2@=1(a20@)=4(Ae@)= 4 70,

al 2

’ 11
qui montre que le produit symbolique A A est commutatif; on montre

ensuite, par induction compléte, que dans le produit symbolique
11 1

A A ... A, qui représente Uopération A , on peut intervertir I'ordre des
Uy O2 “p o1. zzp
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facteurs. La proposition établie montre que la fonction f (x), definie
par,

p -
f(xlg'l’kp;---;7p:kp): A 'F(X)r (lblS)

(741 ’/p

est symétrique par rapport aux p couples de lettres (2, k), ..., (2p kp )
et que la fonction g (x), définie par

q .
g(X I lrjla'", Bq ) :/’?A (F (x)) (2 blS)

1 g

est symétrique par rapport aux q lettres 8y,..., 3¢ .

p,q

Désignons par A la moyenne d’ordre p de la différence
v1 op, B Bg
d’ordre ¢q,
p,q p q
0= A (,470), ©)
o1 ap B fq o1 Gp B, Bq

ou plus briévement encore, lorsqu’il n’y a aucune confusion a craindre,
par

N () =A (3 ¢ (x))

4 .
en sous-entendant que la moyenne  porte sur les écarts «, et les poids

q
k, et la différence A sur les écarts #; . On a, par exemple,

‘A‘ﬂx):;\(aﬁm):;(@ k)2 9)

v, B o 1

—H ()= d o)

1 1
La derniére relation montre que les deux opérations A et A , dont
o I
1,1
se compose 'opération ”Aﬁ , peuvent étre interverties, ou encore que le
17
produit symbolique A A est commutatif, On montre de procheen proche
v B
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que deux quelconques des(p -+ ¢) opérations.dont se compose 'opération
P
A , peuvent &tre interverties. En particulier,

pa
Fxloay,kyso;o,k, | By,08) = , 1}9 4 7 (%) =
1 7p, Py g

p q ) q ( p )
= A o (x A o (X)) 3 bis]
%%Q&<> o5, LA 2] @ bis

La proposition établie plus haut montre quela fonction F (x) dé-
finie par (3 bis) est symétrique par rapport aux p couples de lettres
(o ky), ooy (2p, kp); elle est également symétrique par rapport aux q let-

tres By, oo, By -
On vérifie directement I'égalité

A0 = G NG Z 3 ke G )

=0 [I2=0

et 'on montre, par induction compléte, que

X px) = E w(x+ry o —trpap ), (1 ter)

1. (lp

ou 'on a mis

L= %+D(%+DZ DN

-=0 =
I pO

Tout parelllement on a
/21 B2 Z E(_ 1)0~sl o (x 48 B+ 8280,
$1==0 $2=0
et par induction compléte on trouve
S8 2 =200 (et s bt et s, (2 ter)
1. Pq
ott 'on a mis
Y= )P HETERE
- $1 0 Sq:O
Enfin, la fonction F (x) définie par (3 bis) a pour expression
P

(3@)‘“2"(3"{‘71 oy rp op - 5y By e Sq fig), (3 ter)

Thése Raclis. 2

Uy pr pre ﬂq
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ou 'on a mis pour abréger Iécriture

1 1 1 1 1 1
Z:(k] —+ D.(kp+1) B .. Bg E . Z Z . Z kln..kprp(_l)qmn.. -sq.

r==0 rp::o $1=0 sq——_o

En (1 ter), (2 ter) et (3 ter) on lit directement que les fonctions dé-

P q9 b9
finies par les opérations A, A, A sont symétriques par rapport aux p

couples de lettres (24, k), ..., (%p, kp) et par rapport aux q lettres By, ..., 8.
Lorsque les ki sont égaux a 'unité, Popération A se réduit a I'o-

22} .rzp
14
pération Vv et I'égalité (1 ter) devient
7y . ap
P —p .
W ? () =27 3 o (x + 7y 0y +trpo),

ot le signe ¥ signifie qu’il faut donner aux r; de toutes les maniéres
possibles, les valeurs o et 1 et de faire la somme des termes ainsi
obtenus.

Supposons a; == ay = ... =op = a; k,=ky=...=kp = k;
By == By = ... = Bq = P ; les formules (1 ter), (2 ter) et (3 ter) deviennent

p (P,
Rew=w+07 Y )Keetra

A em=g Y (— 1" (%) e +50)

§=0 i

g

\

P e (P ~s |4
p, e @=E+n7E Y| Y0 )as(x+ra+ss>.
oz, B f r=0 r s=0 S

Nous nous donnons la fonction ¢ (x) et nous nous proposons
de définir et d’étudier la solution principale, au sens de Norlund, de
I'équation linéaire aux différences finies

bgq
A F (x) =¢ (x). “
%,..%p, By.. Bq

La solution dépend de x et des «;, k; et 3;; nous la désignons
par F@ D (x| ay, kys.; ap, kp | Bryewes By )-

Lorsque ¢ (x) = (m-q) (m—+g—1)...(m+1) x™, I'équation (4) ad-
met comme solution un polynome de degré (m-q), déterminé a un po-
lynome de degré (g—1) prés; parmi ces solutions polynomiales, nous
choisirons convenablement un polynome que nous désignerons par
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RED (x| oy, kyseo; @p , kp | Bryeery Bg )5 ce polynome est de degré (m--g)

nous dirons qu’il est d’ordre (p, ).
Lorsque 9 (x) est un polynome arbitraire de degré n, la solution
principale de (4) est une somme de polynomes

(p. @) .o I e
Ry (x| oy, kijees 2p, Kpl Bryeney Bg ), v =0, l,..., n4q

et lorsque o (x) est une fonction quelconque, la solution principale de (4)
s’exprime encore, moyennant une formule sommatoire, & 'aide de ces
mémes polynomes.

Dans le premier Chapitre nous définissons et étudions les princi-
pales propriétés des polynomes R® (x | oy, Kpseee 0p , kp ); dans le deuxiéme
Chapitre nous définissons les polynomes RE ¥ (x | oy, kyjuor; o,k | B1seerBq )
a Taide des polynomes Bernoulli-Norlund BY (x | B1,--s Bg ) €t €xpOSONS
les propriétés dont nous aurons a faire usage dans la suite.

Dansle troisiéme Chapitre nous établissons une formule sommatoire,
en considérant successivement les trois opérations

1 p p.q
A s A

. v, .op 2,.2p,B.Pq ’
Cette formule sommatoire donne le développement d’une fonction arbi-
traire en série de polynomes R? ? (x); nous déterminons aussi le terme
complémentaire de ce développement sous forme d’intégrale définie.
La méthode est la méme lorsqu’on substitue aux trois opérations envi-
sagées une opération linéaire quelconque A.

Le quatriéme Chapitre est consacré a la démonstration de I'exis-
tance de la solution principale F® 9 (x); pour la définir, on prend pour
point de départ la solution formelle donnée par la méthode des approxi-
mations successives, a la quelle on applique ensuite la méthode de som-
mation exponentielle de M. Borel. Avant le passage a la limite, il con-
vient de transformer la solution formelle & 'aide de la formule somma-
toire établie dans le Chapitre précédent.

Dans le cinquiéme Chapitre nous étudions la valeur asymptotique
de la solution principale, pour les grandes valeures réelles et positives
de la variable; nous utilisons sa valeur asymptotique pour déduire des
nouveaux développements en série de la solution principale, développe-
ments convergents & volonté. On étudie ensuite les principales propriétes
de la solution principale et on calcule ses dérivées. On a le résultat im-
portant suivant : la dérivée d’ordre (m-}¢q) de la solution principale tend
vers une limite finie lorsque x tend vers I'infini; c’est une propriété ca-
ractéristique de la solution principale,
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Dans le dernier Chapitre nous appliquons les résultats des cing
premiers Chapitres a la définition de la solution principale de I’équation
linéaire aux différences finies, dont les coefficients tendent vers des li-
mites finies lorsque x tend vers linfini.

CHAPITRE I.
Pouvxoves R®) (x| oy, ky ;.. 520, kp ).
L’équation
P
A F(x)=xm,
Ug..0p
ol m est un entier non négatif, admet comme solution un polynome uni-

que de degré m et qui sera dit d’ordre p et que nous désignons par
(p)(xlanlﬁ)"’ap;kp)l)'

§ 1. PoLyNOME DU PREMIER ORDRE.

Désignons par RY (x =, k) ou plus simplement par Ry (x| 2, k)
ou encore R, (x), le po]ynome qui satisfait a I'’équation

QRm (x) = x™, (1
c'est - a - dire
kRn(x 42+ Ru(x)=(+41)x" (1 bis)
On déduit par dérivation

d R (%) @ R () _

“dx = MRai(X)s e

=m(m- 1)...(m—y-4 1) xm,

et si ’'on applique la formule de Taylor,

R (x - ) = Z” d—g—'sz‘—) }:(’")/zva~ ). ()

|
=0 M

En particulier, pour # = o, compte tenu de (1 bis),
0 = R () g (1) 2 Rt (- (1) R 2 0+
(MY Ry (x)) @3)

1) Cf mon Mémoire sur les polynomes Rfﬁ) (x), Bulletin Mathématique de la So-
ciété Roumaine des Sciences, T. 30, 1927,



La derniére égalité est une relation de récurrence entre les poly-
nomes R, (x), v=o0,1,...,m.
On déduit pour les premiéres valeurs de m,

k
Ro (x|, k) =1, Ri(xlol)=x- g2

Ry(x|n k)= x2 - g (2R, () 409 =
= x2— k+1a(2x+o)+(—T) 242,

ce que l'on peut écrire encore

ka (x+o)—x2 ( « )2 (x+2 22— 2 (xA-a)-}-x2
k+1 1 k+1 o

R, (x|, k) = x? —

1
et si Pon utilise le symbole L\ ,

ka ka (22 —kal"
—x2 X% A2 2 2,
Ry (x o k) =x kJ—le +(k+1) ox 1Z,=o(k+1) ax
Je dis qu’en général
kal” » -
Rm(XIOl k) (k—f—l) UAA (4)

En effet, la formule (4) est vraie pour m = o, 1, 2; supposons - la
vraie jusqu’a (m — 1). La relation de récurrence (3) donne

m-1 kC/

Ru (x o, k) = xm —k——{k—_l ((m) L (k~{—1) &xm—]_i__

(’”)Z(k+,) Bxm=2t. +a"):

7=0

m—1

xm—k+12(k+1> ((m)”m () am R J‘C’m)

mn k I m = ka ARG
X k+12(k+1)A7Ax =X -{—2( ) A xm=

m R PAV” m ko\r»
xm “_ (r__) AXxm— ( )A,\’"
; k1l % Z k41,

c.q. f. d.
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On voit sur la formule (4) que le polynome Ry (x|, k) est homo-
géne et de degré m par rapport a x et «; il est de degré m par rapport

i
Soit p (x) un polynome arbitraire de degré m et considérons le po-
lynome

F (- )=5(x-+R(0) )=2(R0) -+ LD R (1) 4.t T IR 1), (5)

Appliquons aux deux membres Popération A par rapport a la va-
riable h,

AF(x+®——Oh)ARo 7

53 nz)(x)
m!

AR ()t

ARO(h)=

(m)
o)1+ T e g (o),
Comme il y a un polynome unique qui satisfait a I'équation

1
AF () =2 (), ©®
o
il résulte que la solution de (6) est le polynome F (x) tel que, sous forme

symbolique,
F(x+h) =o(x+ R(h),
ot 'on convient de remplacer, aprés le développement de ¢ (x - R (h)),
I'exposant par indice, R” (#) par R, (#). En particulier, pour ¢ (x) = x™,
I’équation (6) devient
Rn(x +h) =(x+R@m)"
qui n’est autre chose que la formule (2).
Considérons de nouveau le polynome (5) et appliquons aux deux

1
membres l'opération A par rapport a la variable x,
A F (x_l_h) - R, (}Z)A o (X)—}—R (h)A”I (X)+ + Rm (h) Arr (m)(x)

mais le premier membre est égal a @ (x - /) et ’'on obtient ainsi la for-
mule sommatoire

f ity Y R A g, 0

=0
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qui donne le développement d’'un polynome arbitraire ¢ (x) en série de
polynomes R, (h), v=o, 1,.., m

Pour donner une application dela formule (7), considérons le po-
lynome

9 (x) =Rp41(x) —(x — ) Rn (x) .
Ona

AP =1 Re(®)
et (7) devient
Rm+1(x+/l)=—-(x+fl——oc)Rm(x+ h):

S

(V)R (B) R ().

Proposons-nous de calculer
m
m
Z(V)B”(h la) R (x|°‘: k)
=0

ou B, (#]|a) est le polynome de Bernoulli ; sous forme symbolique, le po-
lynome donné s’écrit

Y (™) (R +BY Ruw (x |2 k) = Ri (x + i + B2, k)

=0

1
et si 'on applique opération A,

o.

1
ARn(x+h+Bla,k)=(x-+ h+Bm?=Bnx+ h|a)
Drautre part, le polynome

P(x+h)=Bn(x+hlo)—

moaok

k+1 Ru- 1(X+hla k)

satisfait 4 la méme équation

1

AP(x—+h) =Bn(x+ h|a)
et les deux polynomes sont identiques,

moak

B (x+h| o) — k+1Rm_1(x+hla k) = Z(’f})sy (R|&)Rp, (x| &, k).
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Considérons enfin le polynome

E (,‘7}) E, (1 |2) Rn—» €x |2, k),

ol E, (1] «) est le polynome d’Euler; sous forme symbolique, le polynome
donné s’écrit

2 () ( h+E_é—__1)va_” (x|a k) =Rn (x+;,+5_‘2;1 | o, k)

r=0
1
et si 'on applique V'opération A

/:}R,,,( x+n 2L, k):( x+h+E—ZT—1)m:E,,,(x+;z;a).
Le polynome
P(x—{—h):%lim(x—}—h | a)—é——kRm(x+h§a,k)
satisfait a la méme équation
AP (x + i) =En (x -+ 11| 5)

et les deux polynomes sont identiques,
2
Em (x +h | a)—“l—:*_—kRm (x+h [ Oﬁ’k)._,
_ ]_.k m
T 14k &

Si 'on pos: Ry (0) =Rv», les équations (2) et (3) deviennent en y
faisont x = o,

(T) E,(h @) Rn—p(x|a,k).

R (B) = (h -+ R)", ®
Rm+ﬁT((T)U'Rmul'—!—(nzl)a'zRm—2+"‘+°‘"1):0, (9)

ou encore

Rn+kR+a)»=0, m>o0, R =1 (9 bis)
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On peut donc commencer par définir les nombres R» par la relation
de récurrence (9) et définir ensuite le polynome R, (f) par ’équation (8).
Pour les premiéres valeurs de m on a

ka k k \2 2 _
Ro=1, R1:~m, RZ:(‘k_—F—T+2(m) )a*

2

=a2g(k+1) Z(_ ) ”(;1)”2:&2;( ) ;1(_ Y ( )

Je dis qu’en général

m

R 3 (5 B0 ()=

7==0 =0

= om :V:_; (/_{_i_l > ,Z, (_1)” (j)L . (10)

Pour le montrer, on suit la méme marche que celle utilisée pour
établir la formule (4); on vérifie directement qu’elle est vraie pour
m=1,2; on suppose qu’elle est vraie pour (m—1) et 'on déduit a
l'aide de la formule de récurrence (9) qu’elle subsiste pour m.

Si I'on remplace en (5) les polynomes R, (%) par les expressions (4),
on obtient

»
v

r(x+h)—'o(x)2 (k+1) a1+ &Y (;T’f;‘) A

+E @y (:fgs)" A

('——_{ialty \ ( (X) + (X) h + + o (m) (X)hm ):

Z <k+i') A 0 (x + h).

Il résulte que la solution F (x) de I'équation (6) peut se mettre sous
la forme remarquable

Feo =Y (29 32 o, (1)
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Considérons I'équation

iR (x—{-a[a —1—)+R (xig( i)—(_l___*_l)xm,
ko K & A"

qui peut s’écrire, en changeant x en - x,
k (—1)" Ry (a—x—at | a, 71<‘)+(_ 1)% Ry (6—x | a, %) —(k4-1)xm.

La derniére équation montre que le polynome (—1)"* Ry, (a—x | % )

satisfait & la méme équation que le polynome R,, (x | =, k) ; il sont donc
identiques

Rn (x| 2, k) = (—1)" R (o [, 7-) -
Mais le polynome R, (x '@, k) est homogéne et de degré m par
rapport a x et «,
Rn (x|, k) = Ry (x| — 2, ) (12)
Soit u un entier positif impair et considérons le polynome

e —1

PO =1 o X (—Kr Ru(it s 2 o ),
On déduit
kP = P w u " ' w )l
(X;i“—l—)ﬁ_ (X):l—;‘—k”’(Rm(gla’k )+k Rm(a‘E —}-ac]a,k ))__

R EY -|- e (1HK) (”)m =

Le polynome P (x) satisfait & la méme équation que Ile polynome
Ru (x|, k), ils sont donc identiques et si 'on remplace dans cette
identité x par . x . on obtient

y MRy (e X | k)__l_tk__ﬂi:l(_k),,R (x_+_va;g ke). (14)
A B TP mET

Lorsque u est un entier quelconque, on obtient une formule plus
générale, déduite de (14) en y remplacant k* par —(—k)“.
Si I'on remplace dans I'équation de définition

k Ry (x o o) 4= R (x) = (K - 1) x™,
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successivement x par x +=,x +2a, .., x—-+un2, on multiplie les
équations obtenues par — k, k?,.. , (— k)* et on ajoute les résultats
on obtient

»

1
X (R Gy = g (Ra ()= (R R (x a1
relation, aux notations prés, signalée par Darboux et qui, suivant les
paroles de illustre géométre »justifierait une étude plus détaillée de ces
polynomes«. 1)

v =0

§ 2. PoLYNOMES D’ORDRE POSITIF p.

Soit p un entier positif; par définition, le polynome
R® (x |ay, ki;. 5o, kp) que nous désignons aussi par R® (x), satisfait
a I'équation

A RO(x)=xm. (15)
O Op

Soit n un entier positif plus petit que p; T'équation peut s’écrire
encore
p—n n
A A R(fg) (X) = xm,
Un-+1-0p Oy 2p
et comme l'équation
p—n

A F(x)=xm

“n1-%p

admet la solution unique R% ™" (x

Gyl Kng1s .03 %p , kp), il résulte
que l'on a
n

A Rsfl))(x lay, ks op, kp) :R§ﬁ~n)(x ottty Knt1; 5% ,kp) (15bis)

Uy op

1) Cf pag. 310, Sur les développements en série des fonctions d’une seule variable,
Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3¢ série, t. 2, 1876.
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L’équation (15) de définition est donc équivalente au systéme
! 1
A Rgn)(x looy, by )= xm,
o1

1
AR(rg)(xld-l,kl?“zkz):Rgt)(xi“nkl)‘ (16)
a2

1

-1
ﬁ\R(ﬂI;)(xiq'likl;'. §”~p7kp):R§7g )(x|“1,k1§--§°-p~1»kp—l)
‘P

On déduit par dérivation de (15)

(P) (X) i ng) (X)
dx dxv

et si ’'on applique la formule de Taylor

RO =) 5 TN (N rreL0 (D

~ dx”

mRPD_,(x),., =m(m—1) .(m—-+1DREY, (x)

Pour h=1, ,1’équation (17) devient, compte tenu dela derniére équation du
systéeme (16),

R+ ¢ +1 ((’”) p R () + (1) 2% R —0)+-.

+(Z§)“3’R<f>(x)):R$,‘:—”<x), (1)

relation de récurrence analogue a (3).
De I'équation (11) et de la derniére équation du systeme (16) on

déduit pour R %) (x) la forme remarquable,

kp a .
0|2y ks s, Ky) *Z(kp—{i{) AR(p RECI LT NPEE Y A

=0
(19)
et de proche en proche

(p) m m kp ap _k_1 U,l 1'1 1"] X
) (X gy Ky s Oy Kp) = 3, Z Amay) 8.8

rp=o0 Op 0Oy
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Mais les différences d’ordre plus grand que m de x™ sont identi-
quement nulles et la derniére formule devient

kyop\'p ko \"1 7P .
(P)(x‘qh b-;%oy 3) Z(kp_}i;) (k _*1_11) i}p ;:x (19 blS)

ot le signe Z s’étend a toutes les valeurs entiéres non négatives des v,
dont la somme v, + v, + ... + v, << m Par exemple,

RPx)=1, RP (x)=x —
o 1 = /(w—}—l
On voit sur la formule (19 bis) que le polynome R % (x) est homo-
géne et de degré m par rapport & x et 2, 2,, .., 2, ; il est symétrique par

rapport aux =, et par rapport aux la formule (19) montre qu’il

k,
K1’

est de degré m par rapport a —

k,,—}-l

Soit 2 (x) un polynome ‘arbitraire de degré m et posons

“ ROty D,

(20)

F (x+h) = 8(x-+RP(1) = & (x) R () +-~

p
Appliquons aux deux membres 'opération p  par rapport & la

4 f/p

variable f,

AP =21+ 50 87O o (x4,

o l'/
1’

Mais il existe un polynome unique F (x) qui satisfait & I'’équation

P
A F(x)=20),

f/i.f/p

d’ou il résulte que la solution de la derniére équation est le polynome
F (x) donné dar (20). En particulier pour ¢ (x) = x™, on a

RE (x + ) = (x 4+ R ()",

qui est , sous forme symbolique, la formule (17). Si 'on applique
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maintenant Popération A aux deux membres de (20) par rapport a

23 ,flp

la variable x, on a v
» (p)
A F (x--h)=R®)(h) A J(x)_|_ (h) 11{ o( x) o2 _(h_) A J(m (x).
fll .- pr ,j . N

Mais le premier membre est égel a ¢ (x - 1) et nous obtenons la
formule sommatoire
” mn R(p) h P ’
20t =Y R R ), 1)
r—=0 1" 'p
qui donne le développment d’un polynome arbitraire ¢ (x - #), de degré
m , en série de polynomes Rf,”) (h) ,v =o0,1, .., m En changeant un peu
les notations, (21) s’écrit encore
(n) h n
Fatrn=320 § po,

\,
v 1 oyt
r=0

et si 'on pose F (x) = R (x), p > n, compte tenu de I'équation (15
bis), on obtient

(629}
Rm (x"l‘hlan 15 -3 O, K p) =

)] -
}_,(’")R (o, feys w5 o, k) RO (x [, K599 Kp)y (22)

ou sous forme symbolique
R (’1]) (x+I)= (R (”)(/Z) +R (P*")(x))m’
R (x+h) =R ) (h+R (p-n)(x)).

relation qui montre que les polynomes R®) (x) sont des polynomes d’in-

terpolation 1).
On déduit la relation plus générale,

R®(x+ x4 %) =R (x) +R® () +.. +R" (x )",
ott les entiers non négatifs p; ont une somme

pr+pt. - p=0p

1) Cf René Lagrange, Mémoire sur les suites de polynomes, Acta Mathematica
T. 51, 1928, pag. 201 - 309.
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En particulier pour n=1,

m

RO (x+thiogykys..; apk p) = Z(T) RS) (loy,k ) R BP0 | g egynsong, ).

1:=0

Si I'on pose R® (0| &y, ky;.500,kp ) = R (o, ky;. 32, kp ) et Ponfait
en (17) et (18) x=0, on obtient

R® (h) = (h4+-RV)", (23)
ky (R™ Loy )™ +RB = (kyp + 1) R, (29)

Ou peut donc définir Je polynomeR & (h) par I'équation (23), aprés
avoir déterminé les nombres R % par la relation de récurrence (24).

§ 3. THROREMES DE MULTIPLICATION DE L’ARGUMENT.

Considérons V'équation
1w o, L ®) 1 ..
kl R m (X i ﬁ‘ .[a'l) k’ ;az, k2;..; U-p! kp )+ R m (x I d.l, kl ; 7-2, kz,.., ”—p’ ;{p ) —

1 _
= 7(; + 1R (pml) (x| oy, k. 5 0, kp,);

multiplions les deux membres par &, et changeons x en—Xx,
) 1 (0) 1
kR’ (0 —x—2y, | 4 K o,k 55500 Kp )RV (22 —x | Sy Y Kooy p kp )=

=k, + )R (—x [0, kp3o 0p. K )-

Mais le polynome au second membre est homogene et de degré m
par rapport a x et o, ..., o, d'ott Pon déduit 'identité

1
—nn R® (2, —x| a1,7{1“;oc2,k2;..;7.p} kp)= R® (x oy, kys—0, Kosi—2p kp ),

car les deux polynomes satisfont Ja méme équation. Onchanghe x en—x,
a, en—oy, et compte tenu de I'homogénéité de R (x),

1
RUFQ(X 9y |2y, 75;; 79, k33e; Op kp ):R(Fn? (xloy, kpss apkp ). (25)
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Mais le polynome R% (x) est symétrique par rapport aux p couples
de lettres (ay, k,), , (2p, kp ), donc

) 1 1
R (x—a—a, | — al’k_I T a27€_2; og, Kgye; op Kp) = R (x|, ky5es ap, kp),

et si n est un entier plus petit que p,

1 1

(P) .. . . .
R (x_'”'l—"_aﬂ I—ul’k_ ey %n, k.’ Znt15 kﬂ-l-l 1=+ %p, kp) =
1 n

= R(Q(XIO.], ki o5 op kp)-

En particulier pour n==p, compte tenu de 'homogénéité de R% (x),

R® (st op — X |1 o % k =(—1)" RE(xloy, ki 29, Kp ). (26)

Si I'on pose X = - (a2, .+, ) et ensuite x=o, on obtient
1+ 2 1 1 m T il
R® ( R E N E> = (D" RO k590 k)

(p) ( ot %p o, k 3e3 %p, k ) =(—1)" R(rft) (o1y, Ky 55 ap, Kep).

Soit p un entier positif impair et considérons le polynome

P(x >—~t b 2_,(~ )"R‘P>(x+’”1 |2 K 2y B 3, K )

V=0

On déduit d’abord
kiP(x+o P(x
( fj_—*—])l—l' &) = RE™D (x | p oy, ky;
et ensuite, I’identité
P (x) = RW (x| oy keyy way ko5 0, k)

car les deux polynomes satisfont a la méme équation; si 'on remplace x
par px, on a

ce g, k),

Y (—ky RY (e vt [ ks oy K59, Ky ) =

=0

1-L &y 4
= 1+k11 R(,ﬁ) (x| j,kl;az,kz;,,,;ap Jkp). (27)
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Soit n un entier positif plus petit que p et soient p.,...., n, des entiers
positifs impairs; on déduit de (27), par symétrie,

ZR(p)(Xi‘" _1+ +yn_|ql,k TN ,oc,,_,_],k”ﬂ;,.;ap,kp):

_THED 1R S o o
1 |——k ) 1 + kn P‘”’: E ‘Li; kl--; {Tl,l,’ Kn; o + 1 kn + e 2P, kp), (28)

ol 'on a mis pour abréger I'écriture

#y—1

)= Z Z (— k)" . . (— kn)n,

vy =0 7,

En (28) on a Ja formule de multiplication pour le polynome R (x).
lorsque les entiers p; sont quelconques, (28) prend une forme plus géné-
rale déduite de (28) en remplacant k* par — (— k:)“i . Dans le cas
particulier n = p et p;—= = ... = po = p. Ot p. est impair, (28) devient

#—1 “—1 ) _+_

» » ‘o v, O u
Do 2 R (e RE (e AR gy, K) =
1’,:0 "0

=m bk 14k
= 1+k R ki, %) (29)

§ 4. POLYNOMES D’ORDRE NEGATIF — P
Posons, par définition,
RY (x) = xm.
Nous avons défini le polynome d’ordre positif p par I’équation
/\ R (x) = xm (15)
Ly !lp

et nous convenons d’exprimer la dépendance entre les polynomes x™ et

R (x) aussi par 'équation

—p
RO(x)= A Xx™ (15 ter)
a,..ap

L’équation (15) exprime que le polynome x™ est le résultat de
p

l'opération directe A  appliquée au polynome R® (x), tandisque
(Z{..'Zp

Thése Raclis, 3
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Péquation (15 ter) exprime que le polynome R% (x) est le résultat de

—p
l'opération inverse A appliquée au polynome x™; au fond, I'équation
[ p
(15 ter) n’est qu’une forme symbolique de I'équation (15) et elle pourrait
—p
servir a définir 'opération inverse A .
7y .8p
En changeant dans la derniére équation p on — p, nous sommes tout
naturellement conduits & définir le polynome d’ordre négatif — p, par
Péquation
’ p
RGP (x|ey, by 3o kp)= N xm,

fjl..ﬂp

qui exprime que le polynome R$? (x) est Ie résultat de Vopération di-

p

directe A appliquée au polynome x™. Le polynome R%” ) (x) est évidem-
7 ..Up

ment la solution polynomiale unique de I’équation (30); il est de de-

gré m; hommogene et de degré m par rapport a x et a,,..., 2, ; symétrique
par rapport aux p couples de lettres (2, ky),..., (% , kp ).

1
Appliquons aux deux membres de (30) 'opération A ,
Ip+1
I (—p) p+1 (—p—1)
A Rm (x|op ko, kp)= N xm=Rp (x| 0o,k dpty, Kppy),
p+1 Oy--7 pty

et si I’on répéte l>opération

(—=p) (~p n)

Rn (x I oy, Kypees %p kp )= R (XI %py Kisenss Oppas kptn),
up41.optn

d’oti il résulte que I’équation

n
U.An RO (x| oy kys.o50p k) =REM (x| ayqq,kogrs..; 2, k)

établie pour n < p subsiste pour n == p et prend dans ce cas, la forme

n n—p p
A RP(x|oy, kyesop kp)= A A R®(x|apkyyap, kp)=
74..Un op +4--"n U..0p

n—p
A xm:R(,,l:qn)(x‘a-p—#pkp-l-l‘ 30, Kn )
Up+|.0n
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En particulier, 'équation de définition (30) peut étre remplacée par
le systeme équivalent
1
RGD (x| oy k) = A x™,

71

1
RGD (x [ &y, Ky 5 25, kp) = A RO (x | oy, Ky) (31)

1
RGP (X [y by s tpra, kpr)) = A RGP (X [ oy kyy50p0,kp)
“p+1
Reprenons I'équation (22) en modifiant un peu les notations, n et p
étant deux entiers positiis

R%—I—P) (x+h I %1y k] o3 Gpfon s kp+") = (22 biS)
m
Z( v) R® (] aykyse ap,kp) REL, (x [ 2pg1s kpt1s - @ptns Kpin)
v=0
et appliquons aux deux membres 'opération
2p

UL tp,0y fp

par rapport a la variable A,

RGP (x+-h | oy k5ot Kptn) = (32)
Z(T)R(fp) (x!d'l ’ kl e Xp, kp ) Rf,’f)_., (x | Ap+1 5 kp-H 3o %pin kp-}-/z);
V==0

et si 'on applique aux deux membres de (32) 'opération

2n
A

“p+1-7p+n 7p+1-“ptn
par rapport a la variable x,
RGP D (x4 |ay, kys5. %ppn. Kpin) = (33)

m

Z(’\I}) REP (Ao kyse s ap, kp) R (| %t Kpgt s o o5 %pn s Kpn)s

r=0
Les formules (22 bis) (32) et (33) montrent que sous forme symbo-
lique. ’équation
R (x4-h | oy, kysen s appn Kppn) =
RO (hfoy, ks, kp) -+ RO (x| oprr, kpres oo appn s Kppn) I
est vraie pour les valeurs entiéres de n et p, positives ou négatives.



Signalons quelques cas particuliers ; faisons en (32) n=o,
m

RGP (eoph o ks s, k=)o) 7 REP (e o ks, k) (34)
V=0

ou sous forme symbolique
RGP (x b hloy, ks 5o, ky) = hHREP(x|ag, kyse 52, k) |

Faisons en (32) n=—p,opr; =% kp+1 — kl, ey T2p T Yp [(Zp: kp s
m

Ceptyn=30 (TVRP (g ey 5, e YR (¢ [, 55, K ), (35)

v -0
qui pour 7= o0 devient, en posant

Rg~1’>(o|a],k,;..;ap,kp):Rv(—m(a,,kl;..;a,,,k,,)

m
wm =33 (D) RGD, (s kyse 52, K )RD (Lo Ky o2, Kp), (36)
V=0

qui est une relation de récurrence entre les polynomes R( (x) du méme
ordre positif p.
Si I'on fait en (35) x==0 on a
m
xm :—:Z(’?) Rg?_,,(“x ykx;--§°‘p:kp)R$,"p)(x|“1 Jkise s, k) (37)

V=V

qui est une relation de récurrence entre les polynomes R{-? (x), du méme
ordre negatif — p.

Les deux derniéres équations montrent que le polynome
RO (x|a,ky;. ;25,ky) s'exprime a l'aide de x et des nombres
RGP (2, ky;..; 2, kp) exactement de la méme maniére que le poly-
nomeRC P (x|2, ky;.. 5%, k) s'exprime a I'aide de x et des nombres
R® (ay, kysens0p,kp).

L’equation (34) montre que le polynome R(, P (x) s’exprime a 'aide
des nombres R(? de la méme maniére que le polynome R (x) & laide
des nombres R(.

Pour x=o, (36) ou (37) devient une relation de récurrence entre
les nombres R® et Rf:"),

m

m .. - .. — 1) m=0o, P
E ( y ) RS}I;) . ( 11;{1)"’ ap 5 kp ) R(V P ( %, kp.., Pp, kp ) - {0, m>0'(37 blS)

V=0
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Si Yon tient compte des relations

fi_gﬂx_i_(ﬂ =m(m—1) ... (m—v41) Rfﬁlr (%),
» p—P)
: Iiimx @) — i (1) . .. (1) Ry (%),
les équations (36) et (37) deviennent
SR B RGD (1) PRI R ) _
r=0 v! dx” =X 7=0 vl T— ,

relations qui montrent que le polynome Rf,‘l’) (x), ordre positif ou négatif,

est la solution rationnelle unique d’une équation différentielle a coef-
ficients constants.

14
Si 'on applique V'opération A aux deux membres de 19), on
[T

trouve que le polynome d’ordre négatif (—p) satisfait a I'équation

m ’“kp'/-p)vp i ) (1 .

pa

ou le signe X s’étend aux valeurs entiéres non négatives des v, dont la
somme

vidve.. vy = m.

§ 5. FoNCTIONS GENERATRICES.

Soit f(x) une fonction analytique holomorphe dans le voisinage
de Porigine

Flx)= Zf( )(0)

) '
r=0
P
et appliquons aux deux membres 'opération A ,

3. 9p

A f()= Z}f()(o)R(“”(xi/kl,. s ky ). (38)

74 . '/p

developpement valable pour les valeurs suffisamment petites de x et et
des a; Nous avons en (38) la moyenne d’ordre p d’une fonction f (x), ex-
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primée a l'aide de ses dérivées. Dans le cas particulier f (x) =et*, (38)
devient

k1 kp+1 “‘Z

série convergente pour toutes les valeurs de x et £

Nous avons au premier membre la fonction génératrice des poly-
nomes R (- (x) d’ordre négatif — p En particulier pour x = o, on ob-
tient la fonction génératrice des nombres R ()

R{&P (x | oA Ky %, Kp) (39)

ky et L1 kpet”p +1__ &K (—p) (+ .. i
ST _Z;”R”p (20 ky 505 90, kp). (39 bis)

Je dis que la fonction génératrice des nombres R( est la récipro-
que de (39 bis), c’est-a-dire

A

k-1 k1 " '
kiete 217 kpefep 1 2.-‘ .R”(”v 135 %, kp), (40 bis)

série convergente pour ¢ suffisamment petlt En effet multiplions les
deux derniéres équations

2 t_' g( ) REP RO,

Compte tenu de (37 bis), le coefficient derv—' est égal azéro pourv> I,

égal a l'unité pour v = o et la formule (40 bis) est établie.
Si 'on multiplie (40 bis) par I'équation

el v

X —— — x?
€ ——Ev!x’

V=0

on obtient au premier membre la fonction génératrice des polynomes
R (x) d’ordre positif p

k,+1 ky+ 1 S " y
kle:jl—+1"'k,,elf’:+1em:z~2(‘J)X“R(l—)"“

= Y15 RO (x [y, Ky 2, ) (40)

r=0



— 31 —

On peut arriver plus directement a ’équation (40) en développant
le premier membre, qui est une fonction holomorphe autour de lorigine,
en série entiere par rapport-a la variable ¢,

k+1 k41 Nt
ket 1 : kpetap+1 —L P ().

=0

14
On applique aux deux membres 'opération A par rapport a la varia-
vy (Zp

ble x,
tx — - tr u
e PN P
r=—0 Y ' Ui, 0p

d’ott 'on déduit par identification avec le développement on série en-
tiére de etx,

p »)
A Pr(x)=xv P (x) =R, (x|a,ky;..;2, k).
Uf e (Lp
§ 6. Cas varrIcULIER.
Supposons o), =a, =...=o, =a, k, =k, = ... = k, = k et

désignons par R® (x| , k) ot RGP (x| a, k) les polynomes d’ordre po-
sitif p ou négatif - p, dans ce cas particulier. Les fonctions génératrices
(39) et (40) deviennent

ket 1\7 Vb

(”—H—f) o= 3 SR (x o ), (41)
k41 \? Z” tr |

(‘k—emﬁ) =Ly R (x| =, k). 42)

Dérivons (42) rapport & ¢

\ +1 XL
(k—}—l)petx pﬂk(k‘{“l )p et (x+1) —. »

ke™ 1 KE1 w+1 e ~,1R1+x (),

tr k tw r+1 % t ((2)]
Z _R () — kl’il (R (xba)= ) Rey (),

d’ott 'on déduit par identification

k _(+D) »
XROM) — R () = Ry (),
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ou encore, compte tenu de
(p31)

@+ (p)
kR, (x+«)+R. (x)=((k+1)R., (x),

p+1 »)
R 0 =5 (R 0~ —p9 R @) @
Pourp=1 et p=2o0na

Rf.Z) (x) = /—Cj;u (Rflil-l () —(x — =) R(,.l) (x))
R, ()= ! ( Ry, (x — (x—23) Rf’(x)) =

(k—:l) 2'Z:(——l) Ryt (%) D (x—a) (x-—2u).

§=0

Je dis qu’en général

(p+l

() = k+1)p1 Z(‘“I)D R:/l-:—.s (x)D;(x—a)...(X“—pV-)- (44)

o p‘

En effet, (44) est vraie pour p=1 et p==2; supposons-la vraie
jusqu’a (p—1); (43) donne

k1) 1 oy aes
RO (x)= ";1( ) _11).2(———”" (Rfﬁx+s<x)+

——(x—pa)R,,+s(x))Di(x——a) o (x—pata),

et si 'on groupe les termes

(p+1)() (k—i—l)p' Z(——l)l’ R,(,:)_s(x)((x—pa)D:(x—a)...(x~—poc+a)

$=0

+sD7 (x—a) ... (x—pa-ta) )

et compte tenu de la formule de Leibniz,

(p+1)( )= (

La formule (44) montre que le polynome RIM (x) est une somme
linéaire de polynomes du premier ordre R¥)s (X) , $==0, 1,.,p.

I e R
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Une autre expression remarquable de RE*Y (x) se déduit de (19),

Co-FEE (P)ie e

/2

En effet, (45) est vraie pour p=o . car elle se réduit a (4) ; en la suppo-
sant vraie pour p , la formule (18) donne

m ka\T T m
Ru09= X (m) P Z(k+1) (s+p) pxm=

s=0
m.m r+s r4s
— Z ——‘kd) (S"l_p) A xm,
. k41 P

7

o \Y
et si 'on pose r-Hs=v, le coefficient de ( kJ') est

- -

§==0 S=0

o= SRS [T e con

Dérivons maintenant la fonction génératrice (24) des polynomes
d’ordre négatif

ket"—{—lptx (keta+1p—1 k o ) © (—m
(e [ ) free - Ehrae

r=0

<3
+

(345

)

3 o k N
5 SR+ EE VTR (b gy = 15 RA ),

r=0 v=0 7 =0

xR (x) 4 LR (o ) =REP) ()

D’autre part, la derniére équation du systéme (31) peut s’écrire
encore

ke RCPHD (x4 o) R0 = (k + DR (%)

et si Pon élimine RSP+ Y (x 4 o) entre les deux derniéres équations

REPHD () = K l”1( RO ()—(x+pa)RE 2(x)).  (46)
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La formule (46) se déduit de (43) par le changement de p en — p.
Pourp=1letp=2,0na

RO (x) = "“(R“" () — (x + 2) RS‘”(x)),

ROD (x) = + ( R{GE (x) — (x +22) Ri"“(x))
et si Pon élimine R{™Y (x) et RIGA (),
¢ = (R0 —ex 3 R @ +
+ (x+2) (x+22) R‘f”(x))

o= (k+1) — DR () DY (x 9 (x +2)

Je dis qu’en général

x’:(k+1) WD RS () DY +9). - (x4 ). (4T)

24

La formule est vraie pour p == 1 et p = 2; supposons-la vraie
jusqu’a p et remplagons en (47) le polynome RGD (x) par son expression
déduite de (46),

RV () = (/;i;) ( Rl () — (x+pa+ ) RE™ (x)).

(47) devient
k- 1\p+1 1 —1
(] T et

APt DRGSO @ ) DS (). (x4
et si on groupe les termes, compte tenu de la formule de Leibniz,

(k- 1\p+i 1 ptle
x,.:( +) (p+l),§j( D RGE™ D3 (x4 5) . (x+-p2+ ).

c.q.f.d

La formule (47) est une relation de récurrence entre les polynomes
du méme ordre négatif— p.
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On établit de la méme maniére, la formule plus générale

p k+1 p! g
MKW4 )@+WES.&£Mnmuﬂmwmmw+MA%>

qui donne le polynome d’ordre négatif — p en fonction des polynomes
d’ordre (— p — q) et qui se réduit, pour p = o, a (47).

§ 7. POLYNOME D’'ORDRE CONTINU.

Désignons par p une variable continue, réelle ou complexe et
considérons la fonction
k41 \F
(ke to | l) ’

qui est holomorphe autour du poiut f == 0 ; son développement en serie
entiére est de la forme

' k + I P a av v

(lCe—t“+l):1+ + zto"{’—...—'{‘—wf—{—...

les coefficients a; étant des fonctions de «, k et p. Multlphons la par la
série

etX=1+T!f+§‘!tz+"'+T!tv+"

On obitient un développement dela forme

k-1
&%ﬁﬂx~l+ RO +57RY 0+« + SR ()4 (49

dans le quel R®) (x) est le polynome de degré v
o
RY (x |2 k)= X5 (5] o s
ce polynome sera dit, par définition, polynome de degré v et d’ordre
continu p.
Dérivons les deux membres par rapport a x,
I L (0)
JEELY et dRP ()
ket 41 vl dx

r=0

v £ +1 »)
Z e+ R(p) (x) = Z =Y ‘&_M (x)
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et par identification

‘E’_B(f; ;;(2‘) — (v + 1) R? (x). (50)

Considérons l'identité

k41 ph 1k kLY
k (k_e_m) et(x+a)+(kem_l—_'i) et'\:(k_!hl)(kem—,—l) etx

et en développant

e

;ka%W»+y+§ RWW)—;:M+MRWﬂ

et par conséquent
(p+1)

RS )+ R =+ R (). 6D
Les deux équations (50) et (51) montrent que les deux propriétés
fondamentales du polynome d’ordre positif subsistent pour le polynome
d’ordre continu.
Sil'on dérive (49) par rapport a £, compte tenu de (51), on obtient

(p+1) k+1
=T

R+ (x) —(x — p=) R® (x) |, (52)

relation identique & (43).
Remplagons en (52) p successivement par p— 1, p—2,.. on déduit

p+-1 _l€+1q 1
RE = a)b@—nm@+r—m

Z‘ (——1)‘1 -$ Rfli:sl q) (X) D (X _ pd) (X — po. + qo. — (y_), (53)

§=0

ol p est une variable continue et g un entier positif.
Faisons en (52) tendre x vers zéro,

® pa (p+1)

R1—{-1 = k__|_1 R1 — D2 Rfrp) (54)

On a R% — 1 et (54) donne de proche en proche

k pa K !
W — —— P — 2= — ”
RY = g P ™ RY = i riart @+ Do—pr P

Ces relations montrent que RY (x) est un polynome de dégre v en p.



CHAPITRE 1L
Pournosms RP D(x | oy ki s o apkp Brey By ).
§ 8. PoryNoMEs D’ORDRE POSITIF (P, q).

Soit’ Bf,‘f) (x By, Bg) le polynome Bernoulli-Norlund de degré
m et d’ordre ¢ et considérons 'équation

B1yes fig)- (55)

m

K F (x) = B (x
o1, op

Il existe un polynome unique qui satisfait a cette équation; nous le
fci (p,q) P ) .
désignons par R?®(x | oy, ks ap kp | 1 5oy g ) O encore par R D (x) il

est de degré m et sera dit d’ordre (p, q).

q
Si 'on applique, aux deux membres de (55), Vopération A, on a
£y.. f;q

p}\q F (x) = m (m—1)...(m—q-1) xm—a. (55 bis)

®1.7p, 1. Bq
La solution polynomiale de (55 bis) est determinée a un polynome
de degré (g—1) prés et il convient de définir R;‘;"’) (x) par Iéquation
(55) ou par le systéeme équivalent d’équations
L) @
ARm (xtal,kl.lpl 3y ?‘q):Bm (XIE'I ’ 19(] )7

2.9

1 a, q)
é\sz (x fos, kijog kol B1 e Bg)=Rm (x| oy, ki|B1 .,Bg) (56)

RGN . (=1, .,
{,\ Rm (X Ay k S5 %, kp | 31 300 qu ):Rm (X ! 7.1|k1 Ly %po, kp=—1, l 219005 199 ).
P

SiT’on pose R®? (x) = B'? (x), les équations (56) s’écrivent

U G (i—1, ) ‘ ,
({\ Rm (X} ay kg0 ki) By Be)=Rn (x| ark sc0is kis, | 858 )s
i
i=1,2,..p.
On déduit par dérivation de (55)
dR(p' 2 ) dvR(p’ ? .0
.,_"’;x_(f): mRm—1(X), e, _%J_(ﬁ) =m(m—1).. (m-—-v+1)Rm:_,,(x)
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et si 'on applique la formule de Taylor,

N, 7R ') 3 (M’ 6D

r=0

Pour h = a, , compte tenu de la derniére équation (56),

R 00+ 25 (1) R0 ot (20| 0. 59)

C’est une relation de récurrence avec la quelle on peut calculer
les polynomes d’ordre (p, q) lorsqu’on connait les polynomes d’ordre
(p_11 q)‘

De 'équation (11) et de la derniére équation (56) on déduit

9 " .
R (X ‘ %1, kl;' y%p, kq ] P10 8 ) =

— kpap r (-1 0 s
2 /{ + 1 ) Rm (X | '7.1,1{1 eey Oip—1, kp_; 5190 i7q )

“p

et de proche en proche

R%” q) (X ] Ot],kl;-.; p, /{p l pl,.., ﬁ) = (59)
kp2p ) — ki \" p o @
Mz(kp (k(—i-l) 9}7 %]Bm (Yll‘l: ’W[)

ot le signe ¥ s’étend a toutes les valeurs entiéres non négatives des v;
dont la somme

ettt p=m

Par exemple,

(»,
RP: D (x) = 1, Ry (x)— B/ (x) Zkk;l~ Z 3, Zk iy
Le polynome B (x|8,-., B¢ )esthomogeneet de degré m par rapport
aux variables x, 8,,.., 3¢; il est symetrique parrapport aux 3,,..,8, L’équation
(59) montre que le polynome RS ¥ (x| oy, kys.; 2p, kp | By f3g) est homo-
gene et de degré m par rapport aux variables X, a,.., 2y, Byy.., Bq; il €st
symeétrique par rapport aux p couples de lettres (o, k1),.., (2p,kp) et par

r .0

rapport aux qlettres,,.., G, ; il est de degré m par rapport aux

k.
ke -1
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Soit 7 (x) un polynome de degré (m -} g) et posons

Fx+ =9 (x+R" () =2 ®R, (&) + (60)

+ LR O o Ty Ry ()

Appliquons aux deux membres 'opération A par rapport a la va-
4..0p

rlable h,
0@ (x) @

@
A F (x -+ 1) =9 () Bo () -+ 2B () 4+ + 22 CV B, (1) -
© (m+q) (x) @ .,
T o) Baka (=2 (x+ B’ (h)) (61)
et ensuite Popération 3 , toujours par rapport a la variable /1 ; en te-
\Bq
nant compte de
q (9 q (q) vl r—q
A B, (h)=opourv=qg—1, A B (11):—'—' h  pourvz=gq,
£r-Bq Br-By (—9)!
on a
LS
Aﬂ F(x—l—h)—fb (x)l—}——m~ R h’"—o (x+/1) (62)
g OpsI e

es trois derniéres équati éeri , Sou mboliqu
Les trois de es équations s’écrivent, sous forme symbolique,

.9y p (@)
Fatn=7(x+R""®W) A Fatn=2(x+8"m),
p.q (@)
A F(x--h)=2o (x4-h).
'I.l.,Upﬁi..q

Il existe un polynome unique qui satisfait a I’équation (61); c’est
le polynome donné par (60) et qui satisfait a (62). Appliquons main-
p,q

tenant a (60), I'opération Aﬂ 5, o due nous désignons pour abréger
al..ﬂ.p, 1--°q

p¥q N .
aussi par A , par rapport a la variable x,

13 q Rm+q (h) p q (m4q)

F(x—,L-/z)—Ro SOV (X)+ (X)A”’( ) +(m+q).

X).
e ’/17/91 ( )
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Mais le premier membre et égal, en vertu de (62), a 2@ (x 4 h) et
nous obtenons la formule sommatoire
m+q R,(p q h P,y \l
o n=Y P OK w63
r=0
qui donne le développement d’un polynome @ (x - &) de degré m, en
(P, 9)
série de polynomes R (#), v=o0,1,...,m+q.
On peut arriver plus directement a (63) en partant de (58), qui
s’écrit sous forme symbolique

P, q) r,q)

(r—1,9)
ko (R77 ) Lo )" RY " () = (ky+ D) R (),

d’ot on déduit, 2 (x) étant un polynome de degré (m +-q),
(P, 9) (7,9 (p—1,9)
ko 2o(R” )+ x) ¢ (R ")+ x ) =k + 1) (R” () 4]

et si ’on développe

m--g m+q (p 1,9)

=3 =

On applique successivement, aux deux membres, les opérations

(v, 9)

R,, G

”=0 ‘ '/p

R 0 .

1 1 . o 1 1 \
A .-, A et ensuite les opérations p,.., A , par rapport a la va-

op-1 o, q ﬂl
riable x .

m+q m--q @)

R R o =) B0,

y'

0

R»
Y 1

r -0 7(..0p =0

h ) p,q ,
AT = ().
7 =0 ¢ Y..7p, ﬂ...ﬂq

m+q R(17 q

o (p+r, q+s)
Silon pose ¥ (x) =Rmtq (X, 2%, k5. 5kppr, kpir [ By -, Bgqs),0na

(p+r,q+s)

2" ()= (m—+g) (M4g—1) ... (M4 q— 1) Rmpgr (),

0 ()= (m-+q) mtg=1)...(m+DRa ),
r.q ) (r,s)
R0 =m0 (gD s D R ()
e B pour v =< m;
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pour. m<<v < m-+ q, le premier membre est identiquement égal a zéro
et (63) devient

m. (9,9

()1 Ry =) R

=0

B 4g). (DR ()

vl
ou encore

(p+r, g-+s) m\ ., 9 (r, )
Rn (x+h oy, ks 5900, Kptr | By oo Bats) :Z ( vy ) R, (B)Rn—(x),(64)

ol I'on a mis
(p,9) @, 9
R" (h) :RW (h l 04, kl; o %p kP | Bl 300y pq ) ’

(r, 8 {r, 5)
Ro—v (X) =Rm—» (X lop 11, kpys; 3 Opr, kpsir|Bgt1,.., Bots)-

(p,9)
La derniére relation montre que les polynomes R, (x) sont des
polynomes d’interpolation ; sous forme symbolique, elle s’écrit

REFTH) x4y = (R®? () +R7Y ()"
d’oit Fon déduit la relation plus générale

RE? (x, - x, 4+ xv ) =(R™(x,) + R % (X5) 4 Rowa» (x,))"

ou les p; et g; sont des entiers non négatifs qui satisfont aux égalités

pitp +tp=p, 4+ g2+ =9.

§ 9 THEOREMES DE MULTIPLICATION DE L’ARGUMENT.

Considérons 1’équation

1 | 1 1
k_Rgrll:‘I)(x—t—al\a,,k_h'jl,_,,32)+R(”1{q)(x[q“ k. |ﬁl7"732):
1 1 1

1
=g+ B (x181,.., Bg)
multiplions les deux membres par k, et changeons x en — x,

1, 1 1, 1,
k, an 9 (o — x — oy | 2y, k—1|31,~-: Bq)"l“R( q)(“i_x foy, ]?Ipp"’ Bq)
1

=k, 1) BD(—x1By,.., B)-

Theése Raclis. &
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Mais le polytiome au second membre est homogéne et de degré m
par rapport a x et 3,,.., 3,; la derniére équation s’écrit encore

] m 3 l [~}
g (—1) RS q)(“l-x—“1!°‘1 k—1|31,--,r‘q)+
(—l)mR(l’q)(“ —xla _1_”) n )‘“(k—l-—] B(q)(x _.n _ .
m 1 |'1’kl 21y s4g ) — i ) m l [ IR Bq);

elle montre que le polynome (— 1) RG> ? ( o, — X2y, k% | B,,..,0Bq)

satisfait 1a méme équation que le polynome R{’? (xtoy, by | —8 5—08q )

ils sont identiques,

1
(=1~ Rs)lz’q)(”-l_x[”-hf | B, :eq):Rsrll'q)(xﬁ’/q kl_-‘gl""—ﬁq):
1

1, 1 2] (1, ~
Rﬁflq)(x'—all_d'l k. lcl”')lg‘I):RmQ)(xlr/'lrkZL‘l)"rBQ)'
1

Considérons maintenant ’équation
1 1
?R%},q)(x—i_aplal )kl; . ;qpyk—p,lel Yy B‘I )+
1

~

oY
P ee s H.])—

+RE? (x

1
y'l’kl;";d‘}’ikr
p

1
- (/?1;+1)R§£~]’Q)(X111,k1§'~;°'-p~l’kp——lln?nwugq)’

que l'on peut écrire encore, le polynome au second membre étant homo-
géne et de degré m par rapport a X, oy, .., % —1, i3, .-+ g ,

1
kp(‘— l)m R#l”q)(ap—x——apla'l’kl;") ap’k—lgly" )p(])"'_

p

1
(‘_‘I)mR/(r{J’q)(dp'_xgal:kl;";“p’k_leo’ly"’leq):

=+ DRE D (x| =y, ks o1, Koot [ — By —Pg)
équation qui montre que les polynomes
1
(—_l)mng’q) (’xp—xlq‘l7kl;";7'ﬁ r,?pllrjl;--,xeq),

R%”p)('x’—dﬂ,kl;“; "-“p—l,kp—ﬂﬁpvkp‘*"@l: o o— Bg)
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sont identiques, car ils satisfont la méme équation. On déduit

1
R (x —-opl oy, ky; --?““p’,;;‘ﬁl,--, Be) =
:R(n‘lz”q)(xlﬂ-x,kﬁ--; opy kp|Bi,esBe)-
Mais le polynome R® 9 (x) est symétrique par rapport aux p
couples de lettres (o, k) ,.., (o, kp ),

(p+r,9) 1 | ey
Rm (X““l_“--’xp i g k~ s % )']?1 Ip+1, kp—i-l)"; Ap-trs kp+r| lel)': leq)

_R(p+r 9 (12, kg5 55 2p4r kptr 1 B1s 5 Bg) (65)

D’autre part le polynome BY ™% (x| 8,, , %) satisfait la relation
(q+s
(x— =Bl =3 o = B fatro o Bets) =
4
=B (x| Bis s Bato):
On déduit, de deux derniéres équations, la formule générale
R%}+q,r+s)(x ety ey e — g ) = Rﬁf,’+"q+3) (x), (66)

le polynome au premier membre étant formé avec les écarts et les poids

1 1
-~ . . ) , e o
%1 kl’"’— %> kp’ %+ 1Kp 41505 % 41y kﬂ+r’[ —8pe B Bt Bats

et le polynome au second membre, avec
aps ks apgrs kpr 1 Bise s Bars,

et qui pour r = s = o 3e réduit a

R(,ﬁ’q’(”-l"f‘-"F% +31"+3q“xl“1’,§;§- Hﬁp:,%p!fﬂw-: B,,):
=(— )" REV(xay, kys. 5 ap, kp | Brye Bg). (67)
Pour x = 5(o - 42, + 2, +--+8;) I'équation (67) se réduit a

R(P:Q)(al_i— +7p+31+ +qu7 1 1

l’k a":”,ﬂ,k ]k’l)',l‘«l)

:(_ l)m ng’q)(ml_'_. + 1p"2*— = + .iﬁg !7-1 akl)

305 d‘P:kP] @1’"’ SQ)'

Soit p. un entier positif impair et considérons le polynome

1+ k,
P (X) - -j-_k" l"‘m Z ( k )s R(P 0 (x—l_so'lg]a k 15 %2 k2a ”p’k“‘u o q)
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On déduit

kP (x4« P (x (pl,q) .
: j—_*l_)[_'_ ( ) O T, kyj o5 g, kp e foysens 1 Bg)-

Le polynome P (x) satisfait a la méme équation que le polynome
RED (x| oy, ki3 1 2g,y Ky ooy 1. 0py p | . Byy -y 1 Bg) et ils sont identiques; si Pon
remplace x par u. x, on a fmalement

©®—1

Z( k )sR(pQ) (x +s_ll O’1’ I 5 Oy k27 ey Olpy kp Pl; 3} l‘(I) =

“~

1k o

: +,;1 RE? (x[—:;’, ky; oy K oo % kp|Bi1, s By)-  (68)

Si ¢ est un entier positif quelconque, (68) prend une autre forme,
obtenue en remplagant ki par — (—k;)"

Soient 7 un entier positif plus petit ou égal a p et soient u, .., s
des entiers positifs impairs ; on.déduit de (68), par symétrie,
#i—1  pmp—1

YY) kn)sn ROV (x5, + + 5y 2 )= (69

§1==0 n—O
_ kM Lk mrn( X1 k
14k 1 ks v

le polynome R2 9 au premier membre étant formé avec les écarts et les
poids

. n e}
..., = km Ong1y Kik1; o5 Ops kpl 15 00 ajq):

"o . . n -
U.l, kl 1 yeey an, k"n, 7/1+1, kﬂ+17 . ey a‘g, kp r 1y ooy Bq.

Mais le polynome BY (x | 84, .., Bq) satisfait a I'équation

m—1 r-1

— @ 3 . @ B

2 EB ( +t1l1+ ]Bl"-’ Bq):v /fB ( lrjl "r)l’f‘-H’ ["1)7
fH=0 t=0 1
ot r est un entier positif plus petit ou égal a getv,,.,v, des entiers
positifs quelconques. Des deux dernierés equa’uons on déduit la formule
plus générale

ty--1 tn—1 7 -1 "r—1

D3 N N 3 e s e e SR
1k 14k . 0.9
T 14k, Uik Ry (X !

o
5,
ky;. : km/ﬂ-H dp;kpl ,,L\;‘,?r-f-l,--,?q), (70)
r
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le polynome R®® au premier membre étant formé avec les écarts et les
poids

oy, k" s ony K5 ongs; kngs o 2p, Kp|Byy o s Bee

Nous avons en (70) la formule générale de multiplication-de 'argu-
ment pour le polynome R®9 (x). Si les entiers positifs p; sont quelcon-
ques, on obtient une autre formule déduite de (70) en remplacant les ki
par — (— kp)“i. SupposSONSn=p, r=q, 1, = .. = [lp == Y| ... = Vg == I,
p. impair ; (70) devient

w—1 p-1
810 .S p2tp—t1 !

Y3 (kRO e S B ey, s o 8,50
$1==0 tq=o o

e e L T L) Br By

__41“!‘_[(1 . 1+kp {JﬂRm (Xlﬁ—, kl’ ..,!—J",kpl-!;,..,g)-—

1 k “ 1 k » ( g ) |

i i kll i i kf, pa—m R,:q (x| @y, Ky5es 29, Kp | By ooy Bo)- (1)

§ 10. PoLYNOMES D'ORDRE NEGATIF,
Posons, par définition,
ng q)(x l Brs o QQ) - B(,g) (x I Bis s Bo)-

Le polynome d’ordre positif RY? (x) a été défini par I'équation

A 29 ] n (9) [ )
v A"-p R, (x| oy, ks ap, kp [ By, oo B0) = B (X[ By, B9)

et nous convenons d’exprimer la dépendance entre les polynomes
RP (x) et BY (x) aussi par I'équation
et 4
(P9 () — @
Rm (x) —al-l}l'p Bm ('x)>

—p P

ol A estle symbole de Popération inverse de 'opération A  Nous
alo-ap U.l'.ap 1

sommes ainsi tout naturellement conduits a définir le polynome d’ordre

(—p, 9) par I'équation

p
_ @) -
Riu ™ (x L on, ki s o Kp By B0) = |, B, By (X[ By o) (72)
-
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Le polynome d’ordre (p, — q) sera défini par 'équation

P
5 (=9)
o A“p R)(r:q) (X { %y kl; - Opy kP‘ P1s » r@q) = Bm (X ! iel’ (3] 30)’ (73)

1

et le polynome d’ordre (—p, — q) par 'équation

p
REP=D (X | oy, by 29, kp | By 5oy Bg) = Ar BCO (x 18y, 8q) =
oq .. Ap ’

X g m! + m! pyq

. — M+ — A xm+q, (74

2-ap B fq (m—-9)! (m—+q)! . %p, By .. By )
1

'Si 'on applique aux deux membres de (72) 'opération A ,ona
@p+1

1 p+1
A RGPD(x|ay, kysap, kpl By, Bq) = A BO(x 3j,.8q)=
ap 41 o1 %p 41
= an_p L9 (x 1oy, kyses0p 41 kp 1+ 1By Bq)
et 'équation (72) peut étre remplacée par le systéme équivalent
ROEL D (x |y kyesai 1, ki 1| B Bg) =
1
- j_\FlR(_i’q) (x‘aly k177 o ) ki ' {31,--, lgq) ’ l =0, 1 ""p' (75)
o
Si I'on répéte I'opération, on trouve que I'équation

n
A R®D (x|ay, ks op kp| By, Bq) =

7] . a,L
= Rﬁr‘:’_n’q) (X } On 41, kn+1;~~; %p 5 kpl 31"'! 311):

établie pour p << n, subsiste pour p = n et prend. dans ce cas, la forme

n n—p P .
R 9 .. o 5y — A A R®9® —
ﬂ-s-l-\'f-n m (x l %y kl"" aﬂ,kP | P1rees l“I) anttop oy %p m (X)
n—p
= A ng) (x) = R%l;—ﬁn’ 7 (X [ On 41, Kn+ 155 % p, kp' B1oees lgq) (16)

on+1. %

Les formules (75) et (76) sont vraies aussi pour g entier négatif ; c’est ce
qu’on voit en répétant les mémes opérations, mais a partir de (73), de
méme que le systéme (56) subsiste pour g entier négatif.

Considérons maintenant I’équation (64) ou p, g, r, s sont des en-
tiers positifs et appliquons aux deux membres les opérations

2p 2q 2p 2q
A , A , A A
ay. %p 0y Up B1 Bq,B1- Bg . 0p 0y Up  PBy.Bg,F1. Bg
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par rapport a la variable /2; on obtient

REPHDTHD (x -1 | 0y, ko %grs kppr| By Byt s) =
m
m el (7] . o €]
Z( ‘,) R{=P4) (] sk, K p | 130y %) RE ) (x| %p1,Kp41505 ZptrsKippr | Bree Bos
=0

que P'on peut écrire plus briévement encore
m

RCPH1449) (x |- h) = Z (”)1) R,(-PO(h) R(:9) (x).

La deuxiéme opération donne
m

Re+n=at9 (xth) = 35 () RO (i) RE) ()

7==0

et la troisieme

m
RGPer 49 (xh) = Y7 (T) R,CPm 0 () RS) ()

r=0
Si I'on applique maintenant les mémes opérations a (64), mais par
rapport a la variable x, on obtient trois équations analogues, dans les
quelles p et g sont positifs et r et s positifs ou négatifs. Toutes ces équa-
tions montrent au fond que la formule (64) est vraie pour les valeurs
entiéres, positives ou négatives des p, g, r, s; elle comprend un grand

nombre de cas particuliers; par exemple pour r = s = o et p, g négatifs
m

=) (x4-h) = Y (") xm=" R (=p-a)(h). 77
R0 (o) = D7) =" R0 (7)
Pour p=—r,g=—setop =a, kpr1 =K ;..;0p="=2, kyp=Fk,,ona
m
CeFhym = Y0 () R0l RG279 (), (78)
r=0

qui est une relation de récurrence entre les polynomes du méme ordre
(g, p) ou (~ p,—q). En (77) et (78), chacun des entiers p, q est positif ou
négatif ; (78) montre qu’il y a réciprocité entre les polynomes R(»9 (x) et
R(=,=9 (x). Si I'on remplace en (78),
d” RGP0 (x)
_m T = m (m—1)... (n—v -4 1) RE#—9 (x),
on a
 REp=0) () d* RGO (x)
Z dx)/ — (x + /l)m)

\
!
17=9 /e
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et par réciprocité
m

R 1(’57, q) (h) d Rgn—pwq) x
; v! dx” ():(x—|—h)'".

Les dernieres relations montrent que le polynome R® 9 (x) satisfait
a une équation différentielle a coefficients constants, p et g étant des
entiers positifs ou négatifs.

§ 11. FoNCTIONS GENERATRICES.

Soit f (x) une fonction analytique, holomorphe autour de I'origine,
0 q—1

_ " (0) vy SFM0) w1 NVF@HI(0) v
f(X)— ‘[—-—xv—- L 27X xq+v
v;: v! é v! Vgo v (¢!
p,q
Si 'on applique aux deux membres l'opération A ,ona

Uj.ap,ﬂl.ﬂq
p,q

NN F @) (0) o (p. .
a;..c/.p,l}g,..ﬁq f(x):‘§ ( )Rl() ? q)(XIdl Iy kl;"; ap,kplﬁl,.., ?)q)

V] !
développement valable pour les valeurs suffisamment petites de x et des
o; et B; Pour f (x)=-e?*, on obtient la fonction génératrice des polynomes
d’ordre négatif (—p, —g),
ke 41  kpetrpf1efr—1  efg—Tex _

BT kT TR B @

00 P '
:ZT!Rf,_p"'q)(xl"-lrkﬁ--;‘Zp:kpmly-w?'q), (79)

V=0
série convergente pour toutes les valeurs de f et x. La fonction généra-

trice des polynomes d’ordre positif (p,q) est la réciproque de (79),
c’est-a-dire

k41 kp+1 By L. Ba
kiets4-1  kpetrp4-1ef1—1 efqg—1

1 eth —

MERE O (hlay, k5.0, k218,,.,8) (79 bis)
v=0 °

série convergente pour f suffisament petit. En effet, multiplions les deux
derniéres équations,

© v
t v —p—
etot ) — Zv_";‘(L) R0 (h) RGE 9 (x).
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En vertu de (78), le coefficient de — est égal a (x + h)' et 1a vérification
est faite. '

Pour avoir la fonction génératrice des polynomes R&-—7-9 (x), par-
tons de

B Bq I el
T e 19 ptx — ;T!B(vq)(xmh Y
série convergente pour ¢ suffisamment petit, et appliquons aux deux
p
membres 'opération A par rapport a x,
(73] .Up

kiet+1  kpesp4+1 B B 0 ptx —
k1 ky+1 etfr— 1 efq — 1

Y .
DREPO (x oy k550 KplBryeesBo)- (80)
v=0

On déduit comme plus haut

ki +1  kpt1 eBr—1  effq —1e*

kyets 1 Iyt 1 B, 3 =
Z‘f—,Rﬁ""”(X|a1,k1;--;ap,kplﬁl,..,aq). (80 bis)
V=0 ¢

§ 12. Cas PARTICULIER.

Supposons oy =..=op=f =..=f =0k =.. =k =k
et désignons par R¥9(x | », k) notre polynome dans ce cas particulier.
Les quatre derniéres fonctions génératrices deviennent

k et? 1\P (et — 1\a o) P
(kj} ) ( fo )etx:;,ﬂ‘*‘f"'“‘”(xlw,k),(su

[t = ecren e
(k;{e‘:_—};l) (em 1) ot — V'R( P, (x|o, k), (83)
(k ’;JL +11)p (efwm 1)4 ptx — 2 R~ (x| w, k). (84)
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Les équations (81), (83) et (84) se déduisent de (82) en y remplacant

(p,q)par (—p,—q) (—p,9) et (p,— g) respectivement.
Dérivons (82) par rapport a ¢,

k+ 1 \2/ to q etx pk(ﬂ k+1 p+1 tw )l} et(x+u))+
rew 1) {1 kF1lke™ 1 e
_(_I_ k—'I_I ’ to qetx___l k+1 ’ to ! et(x+0) —
f\ke™ F1) \eo—1 t\ke® 1) \ew =1

__Z & RZ2 (0)

On déduit, compte tenu de (82),
ko t
ZV,R“’ e )_17 Z S R¥H 1O (x 4 0) +

ol t" 0 1
}; ;R0 (x)d_ig_T R®. 041 (x +0))— v' —RY,9 (x).

Egalons les coefficients de aux deux membres,

1
v—1)!

v x RO (x) — /f-}lf(f RPED (x 4+ w) +q R," o (x) —gRP Y (x 4 )

—y R?P ) q) (x)
Mais

ke REZEND (xfw) - RS (x) = (k4 1) RZP (0),
RPTHD (x+ 0) —RPTD (x) =v 0 RED (x),

et la derniére équation devient

+ (e o—g0) REP () + BRI (0 + (0 —RPD () +

gRP I (x) =o0. (85)

Comme vérification, la formule (85) se réduit pour ¢ = o, a (43) et
pour p=o0,al)

7 (x —qo) BI?, (x) + (¢ —) B? () — ¢ B () =o.

1) Mémoire sur les polynomes de Bernoulli, pag. 136, formule (2).



— 5] —

Une expression remarquable du polynome R ? (x| o, k) se dé-
duit de (59),

v=0 )

La démonstration est identique a celle utilisée pour établir la for-
mule (45) a partir de (19). Mais

v
A BY (x|w)=m (m—1)...(m —v 1) B¢ (x | )
o

et la derniere formule devient

R+ 9« |m,k)=§(k:_’+f—"l’>v(”tp )m(m_-l)...(m—v_;_1)B$3:1;’(x | w). (86)

En général, en (86) figurent 4 la fois les polynomes Bernoulli d’ordre
positif et négatif; remplacons en (86) g par (¢1) et tenons compte de

B(ll+1~v) (x I u)) — (m_v)! da—m (x"_‘") (X—2 ")) (X-—([]_V)‘!)),

" N CET dxi—m
égalité valable pour m < ¢'); dans ce cas, (86) devient
RETLIHD (x|, k)= (87)
= m! arm 3 (ﬂ)t (V‘H’ ) (x—w) (x—2 ). . (x—(@—v) w).
axa=m =\ k1 p (!

En particulier pour m =g,

R(‘IP‘H, q+1(x l o, k):(I' E (;—I*C_(;)) ("_;p) (X-—-(J.)) (x"(zqog';')('!x“(q—v) (D).

=0

§ 13. PoLYNOMES D’ORDRE CONTINU.

Désignons par p et g deux variables continues, réelles ou complexes,
et soit la fonction, holomorphe autour de 'origine,

(klej':’tlrl)p (e’:fl)q'

'Yy Mémoire sur les polynomes de Bernoulli, pag. 187.
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Son développement en série entiére est de la forme

I+ PS4 St

\)‘

dans la quelle, les coefficients a; dépendent de k, », p et g; en la multi-
pliant par la série
e’x—~l—}— l‘+2,f “+.. —+—- 4.

on obtient
(88)

k 1 1o q t t
( eJL+1) (e,i ) e =143 RP? (x 0, Dt 5 RO (x] 0, Ot

avec R (x | o, k) = z,: (;) Au X" ™, (89)

#=0

Ce polynome de degré v ainsi déterminé, sera dit, par définition,

polynome de degré v et d’ordre continu (p, g). Si 'on dérive (89) par
rapport a x,

dRP? (x| o, k N r—1
7(x| )=y I (" o) @ xior =y R (xw, ). (90)

w=0

On a l'identité

+1 +1
i [ A1 Prif tw qet(x+w)+( k1 VP ( to qetx:
ket"4-1 et"—1 ket -1 et"—1

— 0 (et ) () e

ou encore,

o0 i” o t,,
k ZW R£P+l,0) (x+w)+2 S R$p+l q(x) (k-—l—l) 2 R(DQ) (X)

v=0 ' =0 v=0

et en identifiant

ERPHD (x L @) RS D (x) = (k1) R 2 (x).  (91)
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Considérons encore I'identité -
k41 Pl tw q+1 t(x+w) k41 \r to \a+1 .
(keim__'_l) (etw___l) e (ket0)+1) (etm ) et =
k-1 )P( to )‘1 e
1 e

poeantd t(y) ( kef,,, + 1 eto: _

et en développant
r RPa+) (x+0) Zt RP2+D (0)= tw}: R(P Q)(x)’

o1 STR
=0 1!——-0 =0

d’out I'on déduit par identification
R (x40) —RP 7V (x) =90 R® P (x).  (92)

Les équations (90), (91) et (92) montrent que le polynome R %9 (x)
d’ordre continu posséde les propriétés fondamentales du polynome d’or-
dre entier, positif ou négatif.

La relation de récurrence (85) a été déduite de (82) en supposant
que p et g sont des entiers positifs. Si 'on reprend le calcul a partir de
(88), on trouve que (85) subsiste lorsque p et ¢ sont des variables
continues.

CHAPITRE IIL

FORMULES SOMMATOIRES.
1
§ 14. OperaTiON A ET PREMIERE FORMULE SOMMATOIRE.
o

Lorsque 9 (x) est un polynome de degré m, nous avons trouveé

o (e PRI | @,

v=0

Supposons maintenant que 2 (x) est une fonction différente d’un
polynome et proposons nous de trouver I'expression du terme reste; on
suppose que ¢ (x) admet une dérivée d’ordre (m—-1), qui reste continue
pour les valeurs de la variable qui entrent en considération.

Soit I'intégrale

2 -
Int1(2)= / IL},ZH,H:—Z) o+ (x + ) dt.  (93)

h

Jai exposé les principaux résultats de ce Chapitre dans une Note, Une for-
mule sommatoire, Comptes Rendus, T. 189, 1929, pag. 433 — 436.
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Une intégration par parties donne

w(m)
Im+1 (2’) —Im (Z) = Rm (h) M(m) (x + ) (x +h) Rn (Z)
1
Appliquons aux deux membres 'opération A par rapport a la va-
rxable z,

1 1 m
Ayt @) —Aln() = R,;; ) § g (x -2y — F XD n (o)

Faisonsm =1, 2, ... et ajoutons les résultats
Ry( )\ o0 X
A Int1 (2) — A I (2) = Z # (x4 2) — 235550 (x4 .
“ =1
Mais

"2z

W@ = [ vathd =1+ —rx+hn,

/\ L (& = A g (x+2)—3 (x+n),

et la derniére équation devient
(99

2
) (x )

¢ (x+h) = Z R’( 2 A5 (x +2) — AI,,,+1(z)——

— =1

Si 'on pose
1
Trni=— (A It (Z)) (95)
o 2=0

et Pon fait z==0 dans la derniére équation, on trouve la formule som-
matoire

¢ (x+-h) = Z R, (h) A 2 (X) -+ T, (96)
qui donne le développement d’une fonction arbitraire ¢ (x) en série de
polynomes R, (f),v=o0,1...., 'expression du terme reste étant donnée
par (93) et (95). Il est utile de faire remarquer gi'en (93) les variables
o, k,h,z,réelles ou complexes, ne sont soumises & aucune restriction.

En nous reportant a la formule (1 ter) , Infroduction,

Af(x) k+12kff(x+m)
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o1 peut écrire
1

1 "k R (h—t-ra .
Taar=— g 5, T g (et di. (95 bis),

Si 'on décompose l'intégrale jm en / s f "™ on a encore
Tyt = f '"('"“)(x’*“’)(kl Ek R (h— H"”))dt+

+14 m!
1 k" Ry (h—1t+r
kR 2_: (m ! ) P("HD (x+-1) dt
Tugs = ol gyt — ey [ Re CEE2) e
(95 ter)

Supposons maintenant que o, h et x sont réels, « positif et
0 =< h < a. Désignons par R (x) la fonction définie pour une valeur
réelle x quelconque par 'équation

1.
ARn (x)=0, (96)
.
et qui dans lintervalle 0 << x << = est identiquement égale au polynome
Rm (X)’
Ru(X) =Rn(x) pour o=x<a (96 bis)

Considérons de nouveau P'expression (95 bis) du terme complémen-
taire Tm41; lorsque ¢ varie de 7 & ro , h—t4-ro varie de r= a h et comme
r est égala o ou I, il résulte que o=<h—f+-r2 << = et I'on peut remplacer
en (95 bis) le polynome Ry, (i—t+ra) par la fonction Ry (f—t--ra),

1 x
. 1 k" R (h—t-+412)
Tnp=— | ; X & poy wm+) (x4-t) dt . (97)

, 3 7 . y o ro.
Décomposons l'intégrale en deux intégrales /;( -+ /0 ,
1
h  a(m-1) »
"D (x4 1 r )
Tpp= [ o D1 2 1 R (h—tr0) |t

1 " e Ry (B
H_I;o kR (h t4-19) 1) (xf) dt

h ;r( 1
Tpa= 2 (x“”)/\ A R(h—t)dt— f R'"(” ”r”) D (x-t)dt,
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Mais en vertu de (96),

1 ® ¥ £
ARp (h—f) =0, —k R (h—t4-0) =Ry (1),
T = — f Ro R (1 t0) yonit (x-+4) d, (97 bis)

Tmt1= 3 f R (”—’) o) (xdf)dt. (97 ter)

Pour trouver une nouvelle forme du terme T,.4;, cherchons la va-

leur asymptotique de la fonction f?m (x) pour les grandes valeurs
réelles et négatives de x. Si I'on remplace en (96) x par x—a2, on a

R (x—2) = — k R (%),
et de proche en proche, s étant un entier positif,

R (x—s2) = (—k) R (%) - (98)
Faisons tendre s vers l'infini ; R (x—sa) reste borné ou tend vers
zéro suivant que le module de k est égal ou plus petit que 'unité. D’une
fagon plus précise, pour les grandes valeurs réelles et positives de £, on a
t
|Rm (—0) | <Cyou |Ra(—0) | <Cy|k]|" (99)
suivant que | k| =1 ou | k| << 1, C, et C, étant deux constantes.
Supposons que la dérivée o(m+D (f)reste continue pour { = a et que
l'intégrale

fwﬁm(—t)<g<m+‘>(x+t) dt

converge. l'intégrale est en particulier absolument convergente si
10 lim x1+e oM+ (x) = o pour | k| =1, (100)

aqx

20 lim xte [k | oD (x) = o0 pour | k<< | 1, (101)
X =00

¢ étant positif mais arbitrairement petit ; la condition 2° a en particulier
lieu lorsque
i (x)
Jim ! T

X=w
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n etant positif et arbitrairement grand.
En effet, on deduit des conditions 19 et 20:

- M
]'1‘;(+1)(X)I<XT'};" lk|:],

M
i'?(M+I)(X)I<J—C‘H_—3'*[2k—l'_; [ k| <<1

“ = C,lk|5de
2], R e 00t < M f, e ] 1=

o 101 bis
m—f G e (101 bis)

Ceci posé, décomposons l'intégrale (97) en deux intégralesfh et
/; “ et faisons dans la seconde le changement de variable t =u +r o,

g(m+1)
Tm+1 ﬁl L i (x + t) A Rm(h — t) df +

T om!

A 2 R i (g oy

Y

T = f R'"(” Dy gtmd (1) at (102)

La formule sommatoire (96) devient

oG =3R0 oot [ Rm"’—f)/\ A (e--t) df, (103)

r=0

et si 'on remplace ¢ (x) par e=%*, n > o, on trouve (104)

k 1 n i m Rm(h t) —nt
ke+j':+1 *m-ﬂz( ) R (0) 4 (— 1) +1/ Tt ek

r=0

Thése Raclis. BJ
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Au premier membre on a la fonction génératrice des polynomes
R, (x | o, k) et au second membre I'expression du terme reste.
Si I'on fait on (40) { = — v et p =1, on trouve

klectj:glehﬂh_.;( 71) Rz(h)——z( A) R, (h)+

(m Y iy Rt )

On déduit de deux derniéres équations

“Rm(h—1) p -ne gp — 3" (=1
L ¢ “dtﬁ,,;,(y—f—m—{-—l)!R"J”m“(h)'

et si 'on dérive les deux membres, n fois par rapport a 7,
i

R h —t _ (=n) ()
[ Run(h— 8 pn o -ntgt— ; R Roimyi (B).  (105)
Pour I k | <1, lintégrale au premier membre converge pour y=>0;
pour | k | == 1, l'intégrale converge pour 7 >> o et diverge pour =0 ;
dans tous les cas, lintégrale représente pour 1 > o, une fonction analy-
tique de m, holomorphe dans le point 1 =o0 et !)

“mf R (h— 1)t et dt — = _’|"_h”_i'_1)'Rm+,,+1(h) (106)

=

p
§ 15. OPERATION A ET DEUXIEME FORMULE SOMMATOIRE.
al..ap

Lorsque ¢ (x) est un polynome de degré m, nous avons trouvé

o GH D= 3 RE (ko ki, k), A ¢ () QD)
=0
et proposons-nous de trouver I'expression du terme reste lorsque (),
supposée différente d’'un polynome, admet une dérivée d’ordre (m -+ 1)
qui reste continue pour les valeurs de la variable qui entrent en consi-
dération. Soit l'intégrale

RY (h—t
Im+1(z)=:./h Rin” ( o +2)

wmt) (x + 8y dt.  (107)

1y Sur certaines équations aux différences finies, pag. 32.
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Une intégration par parties donne
p) - (m)
Im 41 (Z)'_—Im(Z):Rr,nn'(h) (m) (z+ ) AT " (x+h) R(P) (Z),
p

et si 'on applique aux deux membres l'opération A par rapport a la
variable z, 1.0p

/I{ et (5 11( b () — R(")(h) A o('")(x—{—Z) (,(m)szc!—-{—h) om

f/.x-J/.p ’/—l-//.p -
On déduit en faisant m=1,2, ... et en ajoutant les résultats,
h 2"
A I,,,+1(z)~— A 1 (2) = 2R V'( ) A +z)—; 20 (x-t)
Maxs
L= [ ¢t dt=p0ct2)- 7(x+n),
L =4 h

AL@= A4z —7@E+h),

QLJJ.p (1.1..'/[,

et la derniére équation s’écrit

o (x 1) = ZR (") A ta— A Inp () — Z‘ 2 20N,

(/508 f/p —

Faisons tendre z vers zéro et posons

Togs = ( A g (z)) N (108)

1. -op

Nous obtenons la formule sommatoire

w (x + ) = Z RY (h) A 20 (x) - T, (109)

1. f/p
qui donne le developpement d une fonction arbitraire en série de poly-
nomes R¥Y (h), Iexpression du terme reste étant donnée par (107) et
(108). En (109), les variables »; , k; , i et x, réelles on complexes, ne sont
soumises a aucune restriction.
On a, formule (1 ter), Introduction. en posant Q@=r; X; ... +7p %,

1
A= k+1-~ﬁ Moo KK (x 49,

o1-Op n=0 rp=0

et (108) devient (108 bis)
— 1 r ) (1 —f_1-OY m(m+1)
T =—p 77" kmq}j > kR 49 g ety

rn=o r =0
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Décomposons lmtegralef en deux intégrales / —{-=f ; la pre-
miere intégrale est égale a

- /h 2D (x—f-1) P ; R“” (r—tydt — f (”__),,,<m+1>(x+t) dt

m! 2
et (108) devient

Tmgr1= f(h t_.r(m+1)( x-+1) dt -+

o s ,JZR(gI) (h——t_*_g)
“m"ﬂl,@ /fﬂ" Ky [T e aopar

Je dis que le second terme au second membre est égal &

k,‘ 7 R(}I;;) (h o f—i—a,;) -1
T - e (m4-1)
I; k#+1 0 /71[ ’/Lff}tvl v " (x"l"t)df.

En effet, la proposition est vraie pour p = 1, car on a dans ce cas
la formule (95 ter). Supposons - la vraie jusqu’a p et montrons qu’elle
subsiste pour (p + 1). Décomposons l'intégrale

fna;—{—. +rp+1 “p 1 Ary r,r/1+..+rp+1 “pt1
="
o ) r

o 101
et faisons dans la seconde le changement de variable f = u +-r, 2,

: 1 1 r
kﬁ—_l ,gok? [kz—{—l . kp_|_1 + 3 E Z ko ]{ p+1 ( / R(P-H)(/I _I__

re==0 rp—l-—l*‘
Pt

Friot A rprp) T A

ry 7y AT p 1 %p w41 (xy-tr
+f REHFh—uA-ry st A-rpgs 2pg1)” Caxa + ) gy J =
[
kRS (h—i+ta,)

(108 ter)

—o= lf(ma!—])
Ic1—|—11 . mi (x 1) dt +
A% ) .
ku # R(n (h—t+oa) #=2
— om N T e 1) (- -
—|—k —|—1 r}l:o ky' /22/(,,4_1 g, i " rf}b, ¢ (x-1) dt

7RG (h—t =)
— 1 m 1, (m+1)
==l L) e (x4t

Z e RG (h—tHow) "
m b (m+1) |
k,4+1 m! A A ? (x40 dt =

2. U1 V1

N Kk ""R (h—tFo vy Ko k) D
:Z w m — ‘L/-A']d-la e ey /‘) A % (x+t)dt_
o) ku+1‘ ¢ m! A7

c.q. f.d.



La formule (108 ter) devient

~It m
Tt =, / (h—;,t—) D ey de - (108 quater)

) , _
__i ka7 R (h—ta) *F o g
u-=1 k.“'+1

m' ’/f/”l

Supposons maintenant que les ; , 7et x sont réels, les o; positifs
eto<h<<ao -+ ...+ 2,. Désignons par RY (x) la fonction définie
pour une valeur réelle x quelconque par I'équation

p :
A R? (x)=o, (110)
- p
et qui dans lintervalle, o =< x << =, + - - - 4 2, est identiquement égale
au polynome R x),

RY () = RP(x) pouro=x< o 4...4a,. (110 bis)

La fonction I*Qf,f) (x) satisfait a 'équation

ARY (0 =RY™ (x), (110 ter)

“p

car cette égalité a lieu, en vertu des propriétés (16) du polynome Rf,f)(x),
dans lintervalle o << x <Ta; 4 ...+ o -1 . Silon applique aux deux
—1

p
membres 'opération A, on trouve
o1 Zp ]
P (D) p-1 « (p—1)
Rn(x)= A Ra (%
’/.1..’/.p ,/‘1"’/‘11—1

et les deux membres sont identiquement nuls en vertu de la définition
(110); 'eégalité a donc lieu pour toute valeur réelle de x. On déduit,
n étant un entier plus petit que p,

n + (P) . 4 (p— 1)

A Rp (X'U‘.l,kll..;’lp,kp):Rm (X.’/-/z+l,ku+1;--;7-p;kp)~
ZTE 7/.,1

Reprenons I'expression (108 bis) du terme complémentaire Tvi;

lorsque f varie de 1 a @, hi—t-{-Q varie de  a /i et reste dans Vinter-



valleo < h—t+Q <o, 4 ...+ 2,. On peut donc remplacer le poly-
nome RY (h— t+") par la fonction R® (h—t-+2) et si 'on décompose

I'intégrale fh _fh —i—fon,

u(m+1) p % (P)
Tmtt = —jh (x—!_t) A Rp(h—t)dt+

1. ’/p

1

1 1 P ‘R h——t Q
| R r;} ' ”/ ( + R 1D ot (x4

Le premier terme au second membre est nul en vertu de (110),

Tosi=— ;=7 +1 T +1 Z Zk"kp w)owH)(ert)df(nl)
P

r= or—=o

Je dis qu’on a encore

p oy x ()

. ku Rn (h—ttow) -
Tm-f-l —_ Pt k{u + 1 0 m ! A

71 ’//l:——l

ot (x 1) dt., (112)

La formule est vraie pour p = 1, car elle se réduit dans ce cas a
(97 bis) ; on suppose qu’elle est vraie pour p et on montre ensuite qu’elle
subsiste pour (p + 1), en répétant le raisonnement utilisé pour établir la
formule (108 quater).

Lorsque les k; sont égaux & P'unité, la fonction R("’)(x) se reduit a
la fonction Em)(x) d’Euler-Norlund et notre formule (112) a la formule
(16) de M. Norlund ?).

Pour déduire une nouvelle expression du terme complémentaire
Tmyt, cherchons la valeur asymptotique de la fonction R® (x) pour les
grandes valeurs réelles et négatives de x.

De 'équation (110 ter) on déduit, en remplacant x par x—o,,

« (P)

R (x—p) = — 1y Ror () + (kp + D) R (x—25) .

1y Sur certaines équations aux différences finies, pag. 22.
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On répéte 'opération s fois et on déduit par induction complete
pour p =2,
(113)
x (p—1)

fifz‘:) (x—s2p )= (—ky)’ }*val:)(x) + kp 4+ 1) oz-l:l (—k)’ " Rn  (x o0p).

Considérons d’abord le cas particulier oy = - = o, = o k;= -+ =kp =k,
de (98) et (113) on déduit successivement

I*Qf,) (x—sa) = (—k)* ﬁ,(:) )+ *k+1) «;2:1 (—k)y™" (—k )a I*QS,) (x) =
= (2) )
= (4 (Rn (9 + (6 + D5 Re' (),
R (s =ir K0+t D0 (0 (D00 + 1ok
= 8 [ 00t s R e+ 0" CHD o)

et par induction compléte

p—1
R (x — s 2) = (— K)° 3 (k+1)* (S* :Lﬂ) RN . (115)

n=o
Le rapport
R (x—s2)
(—h

est un polynome de degré (p — 1) par raport & la variable s; on déduit
tim R 0759 _ (6 10D
s=owo g1 (— k)s r—

Lorsque le module de k est égal a l'unité, on déduit pour les gran-
des valeurs réelles et positives de f, Cétant une constante,

R ().

|R? (— | <Ct'™ (117)

On montre par induction compléte que cette méme inégalité a lieu
lorsque les o, d’une part et les k, d’autre part, sont différents, mais
k| =1,i=1,2,...,p.
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Supposons en second lieu que tous les k; sont, en module, plus pe-
tits que I'unité. On peut toujours supposer, par raison de symétrie, que
les =; sont numérotés de maniére a avoir

1 ! 1
e 1=y T S = | (118)
L’égalité (98) donne
t

—

II*?E,? (—1) <Cp, ik | ™
De (113) on déduit de méme

+ (2) s (2) ; - (1)
R (x —s2) = (—k) Ra (x) +(kz+1)Z(—-kz)°‘“’"Rm (x—32,),

!Rm (X 372)4<]k2‘ R/n (X)l'}l—c Zlk ls v I k l'/1
et compte tenu de (118),

R? (x—s2, | < k| "Co4Cy | ks,

| R? (=0 | <(©Coro+Cond) kol

Par induction compléte on arrive finalement a linegalité
t p—1

(")( Dl <|kp "’pZCp,Lt (119)

=0

ot les C,, » sont des constantes par rapport 4 la variable . En parti-
culier,

- TRY (=D

lim

= T F T \p, p1-
= Wk |

(120)

Il reste a considérer le cas général; on suppose
| kl I - i kZ | .. = I kp/ ‘ :1, ! kp/_g,_ij < 1,[21,2’,,,’1)-—1)/’

ott p’peut avoir I'une des valeurs 1, 2, ..., p. Les formules (117) et (113)
donnent

RO(—1) | <CP

LY 1
R,(,f D (x —sopg ) = (—kpi) Rf,‘; )+

+ k1) Z (~kpar)  RW (x—3240).

1[__.
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. - r
Pgsons pour abréger 'écriture, %y = o, kpyy =k, h = P14 —1=mn;
la derniere formule devient

R(nli'-H) (__ S 7,) = (_ k)s fe’(:’—}-l) (O) + (k + l) Z (_ k)s_:) REZ.H) (___3 ,1).
0=1

Pour o suffisamment grand, | R (—s52) | est comparable a
m

C (5 2)" et compte tenu dela formule (14 bis),

| 0; (— 0" R (—02) | <C (—k) };: (1 (3 ) —

C(— k)

I—h(q‘_—ll(R‘n” (] 0, k) — (— hy+ RY (af-s20 | 2, /)| =
_C=R it - C RO, g, L
= CERRY @1 mm) + g RY ks a0 )

Pour s suffisamment grand, le second membre est asymptotique-
. . Ca" n ,
ment égal a i (s + 1)" et par conséquent

L (p'+1) pr1
Re (—p| <cf

o . x (01 e e
C’est-a-dire que la fonction \ R (—1) |satisfait a laméme inégalité que

« (P
la fonction l R (—1 !; si lon répéte le raisonnement, on trouve

finalement
1

RO | <cd (121)

Pour déduire une nouvelle forme du terme complémentaire T41,
supposons que l'intégrale

® x (D)

(m4 1)
converge. L'intégrale est en particulier absolument convergente si
10 lim xP+e-mil(x) =0, (122)

X=0

o

p’ étant le nombre des k, situés sur le cercle unité , les autres k, , en
nombre p—p’ étant supposés se trouver a 'intérieur de ce cercle ;

X

20 lim xPte | ky | 7p o) (X) = 0, (122 bis)

X ==c0



lorsque p’=o0; dans les deux cas, ¢ est un nombre positif, mais arbitrai-
rement petit. La condition 2° a en particulier lieu lorsque
r(m--1) X
m P

X==00 X"

n étant un entier positif, arbitrairement grand.
En effet , on déduit des conditions 1° et 20 :

M /
e (x) [ < 325’%! y >0,
12 M -—_x /
et ()| < pr-s | kp % »y P =0.
*(P) Ctp’—l dt
10 f (=0 ™D (x+41) dt | < M, (;q:t)pun <

< Mcf (X+t)1+e e )’c‘e“

20 a0 £) wlm+1) © cet < | tixdt
l 0 R (—— ) ¥ (X-—]L-t) dt ] <M2 0 (t+X)pE| kPI « !kpl ) <
=X re dt =x1 1
<M Clk 17, [, g =M C 1170 o

Ceci posé , décomposons lintégrale (111) en deux intégrale.
/; + fwﬂ et faisons dans la seconde le changement de variable

t=u+Q,

Ty f (m+D) (x—H) " Rm(/ —tydt— me(h' uy R o+t .

0 7 7
. 71--Op

La premlere intégrale est nulle en vertu de 'équation de définition
K f{f; (x) = o, et il reste finalement

oy.op

o =P
T g1 = Bﬂ%;ﬁ A oD (x4t dt. (123)

Jo . fZl..!l.p

La formule sommatoire (109) devient

PR =Y -

r=0

R@(m (ﬂ()+_ RMh Rnlft) } gmed (xt-t) dt. (124)

Ug.e (/p
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Remplagons = (x) par e="* , 1 > o,

k41 . kp +1 (= ﬂ) ®
kle-—'[m_',_] kp e_']”'p+l ,;; R” (h)—l-—
«® w(p)
ey 1 Rn(h—1) ,—n:
(=t [, Ral=Den g,

Nous avons au premier membre la fonction génératrice des polynomes
R® (hlay,ky;..;%,kp) et au second membre, 'expression du terme
reste. ’

Si l'on fait en (40) = —m, on a

/{ —I—l kp+1 o (— f]) ”
e“’mt—{—] kp e__7,(,_p+1e 7 — Y‘ R® (h) +-

+ (= )m+12( " R, ()

=0 + m + ]) '
et compte tenu de deux derniéres équations
©4(p) .
R (B—=1) o=yt (=)
J, BB eat it = Z;,(H_erl)' ) i (),

et si 'on dérive les deux membres, n fois par rapport & la variable v,

RY (h—t N —ny v
/ —(—2t"e rdt= é(‘»+r(n+nl)+n)l(n_£—1) R m1n (-

Pour | k; | << 1,i=1, 2,.,, p, l'integrale au premier membre converge pour
n == 0; lorsqu’il y a des k; situés sur le cercle unité, I'intégrale au pre-
mier membre converge pour > o et diverge pour n = o; dans tous les
cas, 'intégrale représente pour v > o une fonction analytique de 7, holo-
morphe dans le point , = o et

0

lim [ R (h—t) (b 1) 2 et dt = TEPEDIRD, (). (125)

1 nl!
p’ q
§ 16. OrERrATION A ET TROISIEME FORMULE SOMMATOIRE.
% %p, B1- Byq

Lorsque ¢ (x) est un polynome cle degré (m—-g), nous avons trouve

o (x+h)= Z R(pf) @ X 01 (). (63)

=0
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Nous nous proposons de trouver I'expression du terme complémen-
taire lorsque ¢ (x), supposée différente d’'un polynome, admet une dérivée
d’ordre (m—1), qui reste continue pour les valeurs de la variable qui
entrent en considération. Partons de I'intégrale

ng’ q‘; t+ )rr m-1
lm -1 (2) ,[ +(m_j’_q)y olm + )(X—+—t) df’ (126)
et intégrons par parties:

Lns1(2) — In (2) = (mi()') 9 (x-+2) — ((,,)IS:;;( URe) @

Appliquons aux deux membres l'opération A par rapport a la va-
riable z,

na g g;z:q h olm) (x—-h
Alnpr(2) — Al (2) = (mfr_f]),) A o) (x4-z) — ,EI 1

Faisons m = 1, 2,... et ajoutons les résultats

RES (1) g

Ran@—R1, (z)-z} o f<’><x+~>— :'!’.0(") (-,
Calculons I (2),

RWw D(h—t
I, (2) :f _(_t_,i)

...

q! 1 ( +Z) dt =
R(p;) @ o(x+2)— 7(x + )R(p, 9 (2) + B(p’ 0()q(}z._)t+z) ¢(x-+t)dt.
=t (’)2\ o(e-2)— o xh) - A f R ’—)’iz_) o (x+1) dt.
Posons
»aq
T = — (Al (D), (126 bis)

0, q R(pq) h—t
o= — A/f = S (fI 1),+)«<x+r)df)z=o» (127)

b a
éliminons A [, (2) et faisons ensuite z==0; on trouve la formule som-
matoire
R& D (h) p
(x=-=|—fz) = Z (,:]_ )! (') (X) + Trm1, (128)

V=0
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qui donne le dévelopement d’'une fonction arbitraire en série de polyno-
mes R (h); les termes complémentaires sont donnés par (126) et (127).
En (128), les variables o, k, ?, h et x ne sont soumises a aucune restric-
tion. Si I'on pose

Q=r o .47y -|—s, By =...-F sq fq , on a formule (3 ter), Introduction,

pa

o SO G W,E Y Ty f (x4,

ri—0 Sq ==0

que nous conviendrons d’écrire plus briévement

P;
Vb P =N )

Avec cette conventlon les termes complémentaires tq et Ty §'€-
crivent encore

2 RP.9) (h—t-4-L2)

rqr_z.'[ e P G (129)
RED) (h—t- ()

Tt =— Z-/ g € eyt (130)

[§ 0 n
écomposons l'integrale f — f
Décomp grale /.5 = J," + ]

(x—|-t)(2 (P’f" (— t—H!))dt —}—E f.o R((Ipql) (h - 1+9Q) J(x+-t)dt,

n(g—1)! =1 ¢
% REP, (h- t+2)
oo =, #7404 0| SRS ,)‘” +

12 R(P ‘1) h —_—
+ Zf 277(1—:]-—(]):1_ ’) ) (x -} 1) di.
Mais

ra pa pipg)
(r.9) _ Rm+q (/1 — 7) (/L—f)i'
AR/ (h—1)=o0, A ECET I

et les derniéres équations deviennent

=—2] f R(M) fﬂL 9)';: (x 1) df, (129 bis)
(130 bis)

/1(/-1_» )m n Rf[:q) h t Q
Tm+l“j; ml ,{r(m H)( ._I_j)df__ZL 4‘(‘;7(1 + q)ﬁ_ ) (n-!—l)(x.%._])(]f‘
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Reprenons lexpression (127) du terme complémentaire ¢, en
posant ¢ (x) = f @ (x). Soit

R(P‘I) h t
@=/ . ( I)Tz)f@ (x-+-1) dt.
Une intégration par partxes donne
ik (( @-D(x+nh
Jo = lors O g 0y LD E By (),
Faisons g = 2, 3, ... et ajoutons les résultats

.0
J ) —1J, (Z)__ZR (h)f(l)(x_l._ 2) — Zf()(x—'—h)R(,Pfl) (2).

Y] l
r=1

J@=[" Frctnd=fx+2—7@x+h,

Joz )——ZR’p O for (x 42 — Zf”("“) RP? (2).

\/'

pa
Appliquons aux deux membres I'opération A par rapport a la

pq
variable z;ona A R?(2)=opourv=o,1,.,q— 1 etil reste
q

—(’/”\QJQ (2))220:~Z (h)‘“’f<’>( x). (131)

r==0

La formule sommatoire (128) devient

f0 ety = 3 R R BR 1) () + T, (132)
On a e
1 1
A ro@=[ a6t ot i,

et la fomule (131) s’écrit encore
R(PQ)(h) p
Z [ dt,. / 0 (x4, B+ fg Bg) dtg.  (131Dis)

71 "/p
Je dis qu’en (130 bis), le second terme au second membre est égal a

P9 (h—t-4-Q L1 pPgo)
Zf R ‘E(;n—{—q;‘:(— ) r(’"+1)(x—f—t)di:;] é’— 0 +(T(:+Vt)—'f_p )51..«91 —1 'fr(m+l)(x+t) at

Tg = —
r==0

" RED (h—tay) N

+ Z Fori), T e DA (133)
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La formule a été établie dans le cas ¢ = o, formule (108 quater) ;
pour ¢ = 1, on décompose lintégrale _/; 2 /; s"g‘—{»- -/Si; et on fait
dans la seconde, le changement de variable t = u + s, ;.

On pose

s

=t a oy, Y :k;q k,,—{—lZ Z‘ Ko K.

r=o rp_o

2 h(pa)
Y[ REECHD) iy (o gy ar—

0 (m+-1)!
SBip®Y) p 10 (pll
lmzzo(_l)l s;Z (/; R (m(—:l_l)f‘—l— )'(m"'l)(X—}—l‘)dl‘—{—f R ((h_*_i{)—t—g )r"(’"+l)(x+lf+8131)du)
1 ‘B(l) h —t 1 o (m41 ’ ﬂRfr[z”)l h— o m+1
-:E ) (;§1+1) +§),~( +)(x—f—t)df+2£ +((+It)lj_ )ﬂ’l A +)(x—!—u)du.

11 suffit de remplacer le second terme par U'expression déduite de
(108 quater) et la formule est établie dans le cas (p,1); on montre en-
suite, par induction compléte, en répétant le méme raisonnement, que la
formule (133) est exacte; en effet, on suppose que le formule est
vraie dans le cas (p,q) et non conSIdere le cas (p,q+1); on décompose

l'intégrale j; “ en deux intégrales f Tet _/; 5 et on fait dans la seconde

le changement de variable u =175, B, (on a désigné par Q la somme

Q=rioa 4+ -+ rpap+3 38 + -+ S¢t1 Bg+1); on trouve finalement
que la formule subsiste dans le cas (p, ¢ -+ 1), elle est donc générale.

Supposons maintenant que les =, , 3j , et x sont réels, les «; et
B; positifs et

o=h<<o,+- +op+3 -+ -+8

=(Pq)
Désignons par R, (x) la fonction définie pour une valeur réelle x
quelconque par I'équation

«(p,9)
ARy () =o, (139

et qui dans Pintervalle o < x <<a, 4.+ 2+ 2y + - 4 3¢ est identi-
quement égale au polynome R%? (x),

L) (2.9)
Rm (x) = R (x) pour 0 =< x < o, -+ op 8, 4+ + B . (134 bis)



= (0:9)
La fonction R, (x) satisfait a 'équation

1 (o) +(p 1,9) ,
ARp (x):Rm (xzd'l’kl;--:lp—l)kp"]tlgi""3‘1)’ (134 ter)

/'/.p
car cette égaliteé a lieu, en vertu des propriétés (56) du polynome R(n“,”q)(x),
dans Pintervalleo << x <<a, +...4 2+ 5, + . . -+ 5¢; si on applique

p—1g
aux deux membres I'opération A , on trouve

P %P9 p—19 *p—14q)
ARm (X):— A Rm (x)

et les deux membres sont identiquement nuls en vertu de la définition
(134) ; 'égalité (134 ter) a donc lieu pour toute valeur réelle de x. On
dédnit, r et s étant des entiers plus petit que p et g respectivement,

.S « (P,9)

1 . . “ el —
\ m.[.s(qul,kl,..:,a.p,kp,pl’..,qu)—
""1..”/‘,/'1"98

(m = s)! xp~ra-s)
=T R

e orgrs Kears o5 2p, Kp | Bowrs ooy Bg) -

Considérons de nouveau l'expression (130) du terme complémen-
taire Ty ; lorsque ¢ variede 1 a Q, h—1t -+ Q varie de  a & et reste
dans l'intervalle

o=h—t4+Q<oy+...+2+8+...+5

On peut donc remplacer en (130) le polynome ordinaire R&D (h—t Q)

par la fonction Rfﬁf)q (h—t-+Q) et si l'on décompose lintégrale

n A 0 2
fh en deux intézrales ﬁ -+ ﬁ

0gmth) (x +-1) +(.0) :
T = — f (m {E)?<Z Rm+q(h —1 +u)> dt +
It

2 *(p.g)
=Y [ Rm+(.;n f’{_‘zf)j"_:) on+1) (x - ) dit.

Mais

=(p,q) g “(0.9)
Z qu-l—q(h —1 + -(-l) = Ilj\q Rm+q (h - t) dt=o0
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et il reste finalement

2 x(pg)

T = — Y, [ Rmﬂ(fflhgqt) "" ) pmit (x 4-tydt. (135)

Je dis qu’on a encore

p k au Ii(qu)‘(h ¢ _'__a ) H—1g
Toog —— Y m+q\'t —— # A ) (x4-f)dt-+
mH ,,};1 k-1 A (m-+q)! oy Ouy, Br-Bg

*()
q By _f 5 r—1

Bl %@ﬂ A gmH (xdi. (135 bis)
=17 0 ' v

En effet, elle est vraie pour ¢ = o, car elle se réduit dans ce cas a
(112) ; pour montrer qu’elle est générale, on procéde par induction com-
pléte; on suppose qu’elle est vraie pour (p, q); on considére ensuite le

cas (p, g-+1), on décompose Pintégrale ﬁ'ﬂ en deux intégrales ﬁslﬂ‘

et l[;gl (onapos¢ Q=rio; 4 4rpop—+ 8 B4+ +Sg+18g+1),
on fait dans la seconde le changement de variable p. =5, 8 et on
trouve que la formule subsiste pour le cas (p, g+ 1); c’est au fond
exactement le méme raisonnement que celui utilisé pour établir la
formule (133) (o)

Lorsque p=—=o, la fonction R, (x) se réduit a la fonction de
Bernoulli-Norlund et notre formule (135 bis) a la formule (13) de
M. Norlund. ?)

Pour déduire de nouvelles expressions pour les termes complé-
mentaires 7, et Tpy1, cherchons la valeur asymptotique de la fonction

x (0,9)
R,,fq (x) pour les grandes valeurs réelles et négatives de x. On a 2?)
| By (—8) | <C oL,

Si I'on désigne par p’ le nombre des k; situés sur le cercle unité,
les autres k; , au nombre de (p—p’) étant supposés se trouver a l'inté-
rieur, et si I'on répéte le raisonnement utilisé pour établir I'inégalité (121),
on trouve

RED (—1) | < C e, (136)

m

1y Sur certaines équations aux différences finies, pag. 41.
2) Sur certaines équations aux différences finies, pag. 40.

Thése Raclis 6
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Supposons que l'intégrale

[, &P e .
converge; elle est en particulier absolument convergente si

lim xp’+a+¢ o(m+D) (x) = o, (137)

X=0

e étant arbitrairement petit, mais positif. En effet, on déduit

M
I r‘g(m—H) (X) ’ < o

C /o1

"/;w = (p,q) (—1) wm+D) (x+4-1) dt ’ < Mf (x+l)l”+0+e dt <

d¢ _ MC1
o GFYET e

Considérons de nouveau l'intégrale (135), décomposons-la en deux

< MC

intégrales fo “ -+ fw # et faisons dans la seconde le changement de va-
riable f = u ++ Q,

© wm*D (x41) (pa w0
T == [, Crpay (A R 0o drt

“(p.q) op
R O 050 gt o do

Mais dans la premiére intégrale la paranthése est identiquement
nulle et il reste

f ::; (h- f? X (m—H)
¢ (m+q)!

Considérons aussi 'expression (129 bis) de 7, et supposons que
Iintégrale

Tm+l =

(x--0) dt.  (138)

[T R ety at

[}

a un sens; on montre comme plus haut que Uintégrale est absolument,
convergente si

lim x9+¢ % (x) = o;
x=0
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decomposons I’intégralef _—f —|—f et faisons dans la seconde le
changement de variable { = u - £,

= j “P (X—*‘l‘)(h RPP (h—l‘+£2))dt—fo &(Ii—;‘_{_)_(h____—i)(z(?(x—{—u—{—gl))du

D! » (@)
w0 (r, 9
(a(;fj;%( RO (h— z‘)) dt+ | "R (’;)' DN o (x+ydt.

Mais R?9 (h — 1) est un polynome de degre (@— 1) et

R(pQ)(h—t)_‘O

il reste
R(p )] h—— HPe
, (qil)' ) A g(x 1) dt. (139)
La formule sommatoire (128) devient, compte tenu de (138) et (139),
: R“’ P - RED ()5,
p(x+/l)+f T Ao(x41)dt = Z( A A 20 (x) 4+
CREG (=D
o T(mqT N (x40 dr, (140)
et la formule sommatoire (132) devient (140 bis)
mAan(p, 9) R
RY (h) g (4 D0 ¢ nqtn)
@ (x +h) = ) Rinfa (') ¢ (x4t dt.
70 (i) = RO o (o - "o s

Remplacons en (140 bis) f (x) par e~"*, v > o ; on obtient en divi-
sant par e—"*,

ky+-1 kp + 1 By ) Bq nle "=

k1e~’m+1"kpe«'f~p+11-e—'1rn 1—e,

m-l—q (0,9
2 R(P,Q) (h) 4 (—q)m+a+i ) R(m j—hq)') e—"tdt. (141)

Dans le premier membre on a la fonction génératrice des polynomes
R¥? (h) et dans le second, I'expression du terme reste.
Remplagons maintenant dans la formule (79 bis) ¢ par — 7,
k41 .. kp 41 81 .. Bq rae—T1h—
kie"s-1  kpe"0pt11—e Bt 1—¢"Fg"

m4-q S w S
) " g gy 4 e S COL RO (.
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On déduit des deux derniéres équations

(P‘I)h -
[_(m—J(r_q)—'_ = E(:-HEH?Z;_H)' R +0-+1(8)

et si 'on dérive les deux membres n fois par rapport & la variable,y

(P ‘1) h )y

L’ mtegrale au premier membre converge pour v} > o et diverge
pour vy = 0 ; dans tous les cas, l'intégrale représente pour v > o0, une
fonction analytique de v, holomorphe dans le point m == o et

I n!
lim [ R (h—t) n e—’“dt:(m(’j__(’]__?n il)lR‘,,‘."j’HH](h).

§ 17. RrmarqQues.

10. On peut établir, comme plus haut, une formule sommatoire

o 1 p pg

plus générale, en utilisant a la place des opérations A, A, A, une opéra-

tion A linéaire quelconque, c’est-a-dire satisfaisant a la seule condition
Afaf)+bgx)=aAf(x)+bAg(x),

ou a et b sont deux constantes, f (x) et g (x) deux fonctions arbitraires.

20, Les trois formules sommatoires peuvent servir a décider de la
convergence de certaines séries simples ou multiples.

Nous ne développons pas ici ces deux remarques, pour nous tenir
strictement & notre sujet.

CHAPITRE IV.

THEOREMES DyEXISTANCE DE LA SOLUTION PRINCIPALE,
1
§ 18. OPERATION A ET PREMIERE EQUATION.
Lorsque ¢ (x) est un polynome de degré m, nous avons trouvé
pour la solution de I’équation
1
A F () =% (), (141)
le polynome (5)
m Rl‘ (h) '
F(x-4h) =9 (X +R(/Z)):2~—VT=—¢{,(’) (x).

r=0
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Nous allons supposer maintennnt que ¢ (x) est une fonction diffé-
rente d’un polynome; I'équation (141) admet une infinité de solutions;
parmi cette infinité de solutions, nous allons fixer 'attention sur la so-
lution donnée par la méthode des approximations successives.

Nous commencons par chercher une solution formelle

F (x) = Fo(x) +kF, () +.. k" Fp(x) . ..

On déduit par identification

FO=@k+) N (—hroatra. (142

r=0

Pour décider de la convergence de la serie (142), il faut faire des
hypothéses sur, o, k et la fonction ¢ (x).

Supposons d’abord o >o0 et | k¥ | <<1; on suppose que ¢ (x) admet
une dérivée d’ordre (m -+ 1) qui reste continue pour x = a et qui satis-
fait & la condition

X

lim x1+¢[k|%pm+D (x) =0, (101)

X=2

¢ étant positif, mais arbitrairement petit; la condition (101) a en par-
ticulier lieu lorsque

. om+D)(x
lim - 1(x) =

n ’
X = oo X

n étant positif, mais arbitrairement grand.

La fonction F (x) est définie par (142) ou par la limite

F (x) = lim (¢ + 1)M§ (—ky o (x+ra)y. (142 bis)

Transformons la somme (142 bis) a I'aide de la formule somma-
toire (96), le terme complémentaire ayant I'expression (97 ter). Suppo-
sons, pour simplifier 'écriture, quep. et un entier positif impair; ona

(1A Y (kY f (xbra) =k (e na) £ () -

r=o
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La formule (96) devient

(c+1) 3 (0 bt ) o) L2 (b0 () 000 1

'U

+[ Rm(h~t)2( Ky o) (x4t ra)dt.  (143)

=0

La derniére intégrale est encore égale a

f Rin (fl *i) o D) (x - f) dt,
Montrons que la somme
Ro (8) i

Ly R (x )
tend uniformément vers zéro lorsque ». tend vers l'infini, si
X
limxe k|70 (x)=0 , v=o0,1,...,m. (144)
x=0g
Les conditions (101) et (144) ont en particulier lieu lorsque
:5(1}) :
throlc '—x—,(li):o , v=o0,1,...,m+1, (144bis)

n étant positif et arbitrairement grand.
En effet, de la condition (144) on déduit

X
= M
e 120 | <
V

oo T E kT Mik]”
| K20 (e tpo) | <M k|7 [k [200) [ <7
et lorsque p. tend vers linfini, c’est-a-dire y = x 4 p.2 tend vers l'infini,

k* o (x 4 p. ) tend vers zéro et la proposition est établie. On a donc
finalement

F () = fim (1) Y (A 5 (opbr = S0 2 0 () +

_}_[w Em_("l_;_tll_ﬂﬁ) o+ (x - ) dt . (145)

La derniére intégrale a évidemment un sens, comme il résulte de (101 bis).



La fonction F (x) ainsi définie et que nous allons désigner par
F® (x|a, k) ou encore par F (x| a, k), s’appelle la solution principale
de l'équation (141) ; c’est une fonction continue de x, dans un intervalle
fini quelconque a << x < b, car la convergence de (145) a lieu unifor-
mément.

Supposons en secofid lieu o > o, k = ei* , mais k % — 1; on sup-
pose que 7 (x) admet une dérivée d’ordre (m+ 1) qui reste contmue
pour x = a et qui satisfait & la condition

lim x!+€ p(m+) (x) =0 (100)

X =w

¢ étant positif, mais arbitrairement petit.

La série (142) est dans ce cas, en général, divergente. Il parait na-
turel de poser k = p e, avec 0 < p <1 et nous sommes ramenés au cas
précédent. Nous définissons ainsi la fonction Fe (x -+ /) par I'équa-
tion (145),

Fe (xphy= Y Re (il r ) <'><x)+f R (=120 i ).

7=0 v '

Elle dépend de p; il reste & prouver que Fg (x + /) tend vers une
limite lorsque @ tend vers - 1 et cette limite sera dite, par définition
solution principale de 'équation (141) pour k = e ; nous utilisons au
fond la méthode de M. Borel pour la sommation d’une série divergente.

On peut écrire

Fo(x +h|a, pe”)-—ZR’ Ul'” pe’), 20 (x) 4

roto g

+ hm f Rn (h—t‘ 3 Pe ) (m+l) (x + [) dt .

La derniére intégrale se décompose en (r 4 1) intégrales,

[ ]

Faisons dans la deuxiéme integrale le changement de variable

T oo r oo
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t=u-=, dans la troisiéme intégrale le changement de variable t=u—-2 a
et ainsi de suite:

20,

R (et 4 ety dt= [ R (i 0D () da =
= [ R () (g 7+ (e d,

roto o« 0 %
fr R (At M) (x-t) dt = f R (i) (—K)" 5 (4D (xb-u—-r)d.

(2

L7 Ry gD Gty dt = [ R () 5 2+ (et 1

— kg D (xta) b (—R) g 7D (xufra) | du,
La condition (100) montreA que la série entiére par rapport a p
D (xat) e+ (xfrti o)t AH(—p Y 5 1D (xfrtira)

est uniformément et absolument convergente pour p < 1. On déduit du
théoréme d’Abel

lim ") (e—4-1) e+ —ta) () 7 D7) ] =
=g 4D (x)—e i ) (st (Y g D (o)

ce que 'on peut écrire

fim Tim [ +0(x}- 1) — pe gt (x—t4) - .- (—pe gt (xt-u-tra) | =
P

=1 r=ce
= 1im lim [+ D(xA-11)—pe gD (x--u-k-a) - ..AH(— pe) g+ (x+t |- 1),
r=co P =1 :
La convergence étant uniforme, on peut intégrer terme a terme, d’on

Pon déduit

o i, R 120" o) (xt) — geivg ) (x4 5) ..

(= pey 4 (x4 dt =

— 1i “ Dm _ %
= lim [TRU—12 €D i (et — e 8 (e

_|_ (_eir.)r © (m4+1) (x—|—t+m)de =

© ﬁnl(h—ti d.,eix)
m!

— tim TRt | 5,6%)

AL 20 ) g mt ) (et it = / ¢ D) (x-1) dt.
r=w |, m! ’ 0 '
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L’intégrale au second membre a évidemment un sens, comme nous 'avons
montré plus haut, (100 bis). La solution principale F (x + & |2, eiX) est
par conséquent

% . P - R" h )ei". y
F (ct-h|, %) = lim Py Coh 7 pe) = )~ g o0 ()

=0

+ ﬁ ”W o (m+) (x--1) dt. (146)

Nous sommes arrivés a la solution principale (146) en partant de
1a solution formelle (142), divergente en général, que nous avons sommée
en introduisant le facteur de convergence a, = (—p)", p << 1 et en faisant
ensuite tendre p vers -+ 1, par valeurs réelles et croissantes. On peut
arriver au méme résultat en utilisant toute autre methode de sommation,
par exemple la méthode exponentielle; onpose o, —=e— 7+ >0
et on fait ensuite tendre v vers zéro par valeurs positives et décrois-
santes.

Posons donc o >0,k =¢",n > o,

B () =(k-H1) 3 (— k) @ Geophipray ¢~ et (147)

r=0

De I'hypothése (100) on déduit lorsque x augmente indéfiniment

w (m+41-7) (X)

b

lim ¢ (m+) (x)=o0, lim =0, v=1,2,..., m+1
et en particulier
Looe(x)
lim —xm == 0.

La série (147) est donc convergente pour 1> 0. Remplacons en (143)
¢ (x) par ¢ (x) e~"%,

(1) Y (— Ko eoth-praye- 16t = YR 1y 4o |

vl
r=o r=0 v

Ho T
+Dy p(x)e7 xJ+j; IL’T/:'__'.{)DZI+I,‘Q(X+t)e—7](x+t)dt.
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Laissons v fixe et faisons tendre p. vers Vinfini,

11m Z R, (h) k* D7 o(x—po)extro) —

=0
h
lim: Z R ( )kuZ( :J‘)s ,‘j(r—s) (x+{l«1) e—'l'(x'*"“’/-):o’
M= 4 g
car
lim 5 09 (f) ="t = lim t H1=r+s ¢ =7 = o,
t=2x ! t=cc
On a donc

n—1
Fo (e-h)== lim (k1) 13 (- 5 (o) e16r=

Z R () Z () ge-sevp | Ralid) PN agp [ T ———
—o0 [
Si I'on pose
Is (ﬂ)—<m T l) = n)s f R (h — ) o(m+1=9) (x - §) e~ "x+D) dt
et I'on fait tendre v vers zéro, on a pour la solution principale F (x 4 h),

Fx—+4hlo,e®) —llm Fo(x+41|oa, el’)~vR_"@,r(v)(x)+

=0

m--1
11111'1 “ Rin (h —1) oM+ (x - £) e~ df llm le OF

Nous allons montrer que Is () tend vers zéro avecnsis=1;
considérons a cet effet 'intégrale

2(2)= fw R (h— 1) e="t df .
On décompose l’intégr::le en une somme d’intégrales
f:“’ +f::;2”+ -et on fait le changement de variable =2zt u,
g@=e [ R (h—z—u) e~ du--e—"2 / " R (h—z—u) e=™ du~+---
? w [ Poto R

g(z):e¥'122 f R (}Z_Z—U) e~ dy,

u=g HO



- 83 —

On falt dans Uintegrale le changement de variable t4p. a=u et 'on
remplace Rm (h— 2z —t—ypa2) par (— k)" R,,, (h— z —1), formule (98),

o0

gR) =e"* Z (—— k e=" ) /j Rn (h—z—Hbe"dt,

m=0
. - —Tt
g(2) = 1+ke j Rm(h— 2z~ f)e"dt.
Faisons tendre 7 vers a zéro,

: _ 1 e gt Ran(h—2)
17]1£rtl)g(z)__k—_F1[ R (h— 2 — ) de = "m0

Quant z augmente indéfiniment, R, (# —2z — 1) reste borné, donc
lg@|<Ce.

En particulier lorsque 7 reste fixe et z augmente indéfiniment, le
produit z" g (2) tend vers zéro, quelque soit r .
De lexpresion de g (z) on déduit que sa différentielle est égale a

dg(2) = — Rn(h—2) e dz.
Soit s 'un des entiers 1, 2,..., m -+ 1 et intégrons par parties I, (1),

L () = — (m j— 1)

— (m + )(—n)

(_r:n_?_)s e—Tx fw ) (x + 1) d g ()=

o

PSP erratoco] +
_i_(m—?— 1)%23 e.;,,xf“ om2-5) (x 4 £) g (£) dt .

N
[
Il résulte de ’hypothése (100) que pour ¢ suffisament grand ona
| 9= (x +HI<ME .
Le produit #* g (f) tend vers zéro lorsque ¢ vers linfini et g (0) est
fini, donc

Ley= (" T G e s a0 g+

+(m—i— l)(—m"'q)s eu,lew(?(;m-z-s) (x+bHg@)dt.

0
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Dans la derniére intégrale on fait le changement de variable x.4-t =u.

e [T gmirs () g ) dr| <C [ a0 @) et

o
Nous avons vu que

lim #0@)

== oo ys—1 =0

ce qui veut dire que ¢ étant choisi arbitrairement petit, on peut déter-
miner N suffisamment grand pour avoir

[ gm+2—=9) (y) | << e us—! lorsque u > N .
On a donc

o N o«
] | p(m+2=9) (u) | e~ du << f fom+2-9) (u)| . u—t-¢ f us—te=" du,
x x N

On pose dans la derniére intégrale qu — ¢,

ef us—l e duy << e f us—te—"udy == 1—};[ 15—l et gt
[ [

N
Finalement
1 () | < (737) L €= p =9 () g (0) |+
N o«
e & [ e du e (i) & [ ot et

¢ pouvant étre choisi arbitrairement petit, on déduit que I; (v) tend
uniformément vers zéro avec v, ce qu’il fallait démontrer.
Il reste & considérer

lim [ Ra(h— ) o+ (x 4 1) =540 g,
=0

0

Posons a cet effet,

f@ =f°c Ron (h — 1) 0+ (x 4 1) dit :

L’intégrale converge uniformément car on a
r+s

ru~-so—-o o
f Run(i— 1)+ (x-t)dt= f Rin(—1) ) (=) ¢0m4) (x--t4var) dt,

rm. v=r
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et la série

Z (—K) 5m+D) (x—-ya)
» =0

converge uniformément lorsque x varie dans un intervalle fini quel-
conque a =< x =< b.
L’intégrale I, (n) peut s’écrire
e~ x

L (1) :f Rmiglh;—f) o+ (x-f) o M+ ff = — — [ et d f () =

e—’lx

! [e AU ]°° N "‘%‘f(,w F(t) e dt =

= ST o= 155 [ r@emar

La fonction f (2) tend uniformément vers zéro lorsque z tend vers
Iinfini ; on peut donc trouver un nombre N suffisamment grand
tel que

[ f(H|<<e pour ¢>N.

[ f()e 'ltdt]<n-——f \f(t)ldt_|___e x+N),

m'

¢ pouvant étre choisi arbxtralrement petlt la derniére inégalité montre
que I, (n) tend uniformément vers £2 lorsque n tend vers zéro. On a
donc finalement, pour la solution prmcxpale

F G| 5, ) = lim Fo (x-h] 5, 0= 3 R ) oy (x) 4-

+ /‘ R, (/z—;l"[ %, el")"s(m—f-l) (x + t) dt,

et nous rettouvons I'expression (146).

La méthode de sommation exponentielle, proposée par M. Norlund
pour la définition de la solution principale de ses équations et qui consiste
aintroduire le facteur de convergence e—"* est, au fond, équivalenteala
méthode que nous proposons et qui consiste & introduire le facteur de
convergence a, = (—p)"; la derniére méthode a 'avantage de donner
lieu, comme on a vu plus haut, & des calculs de beaucoup plus simples.
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P
§ 19. OrERATION A ET DEUXIEME GQUATION.

Lorsque % (x) est un polynome de degré m, nous avons trouvé
pour la solution de I’équation

A F@)=23 () (148)

(753 "p

le polynome (20)
LIENP)
F (x--h) = 5 (x +R® (h)) = Z R‘: !(/?) 20 ().

Supposons maintenant que ¢ (x) est une fonction différente d’un
polynome ; 'équation (148) admet une infinité de solutions, parmi les
quelles nous allons fixer I'attention sur la solution donnée par la mé-
thode des approximations successives. On commence par chercher une
solution formelle, série entiére par rapport aux variables k,, k,, .., kp;
on déduit par identification

F (x) = (k1) o (k1) Y (—h ) (Y 28 (e, sty frp ), (149)

oulesigne ¥ s’étend a toutes les valeurs entiéres non négatives des r..
Pour décider de la convergence de la série (149), il faut faire des
hypothéses sur les o;, k; et la fonction = (x).

Supposons d’abord o, >o0,! k| <<1,i=1,2,..,p; on suppose
que ¢ (x) admet une dérivée d’ordre (m-+1) qui reste continue pour
X = a et qui satisfait a la condition

X
o

lim xP+¢ k! % (™) (x) = o, (112 bis)

¢ étant positif, mais arbitrairement petit.
Nous dirons que la série (149) et convergente si la somme

#1—1  pp--1

(A1) o (1) D0 D3 (—h Yo (k)@ (X1, oyt 1p 015) (149 bis)

ri=o fpfo

tend vers une limite lorsque les entiers positifs p; tendent simulta-
nément vers Ulinfini, mais indépendamment T'un de lautre; pour
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simplifier I'écriture, nous allons supposer que les entiers p; sont im-
pairs; on a dans ce cas
Mi—1 ‘lp—l

1) 1) A X0 X (k) () o(XAr oty =

1-0p T1=0...T =0

p
=+ D(kP+1) A (),
.‘l1fl1../4‘p ap
P

ou 'opération A au second membre est formée avec les couples de valeurs
(g 2y, K50y (pp 20 5 K ).

La formule sommatoire (124) donne:

#—1 #p—1

(ky + 1).(kp + 1) Z .. Z (—k).. ¢ kp )pp (Xthtroyt 1 pop) ==

rn=o rp=o0

(D 1) Y RED L (o4

#103. !‘pf/.p

(.0 [TREGD R s (e e

I‘l’/l..llpf/.p

(i) RO S e i 9 +

r=0  rpy=0

0ot RRE=D L e (o) a

."101..Mpfl.p
ot 'on a posé:

o~

d=ripy o e rpupap.

Faisons tendre les p; vers l'infini; la premiére somme tend vers

Z R(P)( )

=0

car les autres (22 — 1) termes tendent vers zéro si 'on suppose
X

“p
lim xe | kp| ™ (x)=o0, v=o0,1 ..,m;
(la derniére condition et la condition (122 bis) ont en particulier lieu
lorsque

. () X
R TN,
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n étant positif et arbitrairement grand) c’est ce qu’on voit facilement
en majorant les termes a laide des inégalités (118) et en répétant le
raisonnement qui suit la condition (144).

La seconde somme tend vers

“ R®)
f RA(A—1) ymt1) (x 4 1) gt
0 m!

qui a un sens, comme nous I'avons montré plus haut; en effet, chacun

des autres (27 — 1) termes peut étre majoré par
0

e — P gt )
fo | R (=) | [kp| | (™D (x+24-Q) | dt.

On a ensuite, en posant -+ x + @ =u,
2

[ IRR e [ 117 e )

qui est plus petit que
o u—h—x—Jg2 __Q

(—h—x—Qp [ ky| 2 k" M_u‘ -
X402 upte|ky | 7p
Mgty M [T A M1
[kp| "% 0 upte Uy | 15y 0 [ Kp | M3 e (x - Q)e

et le dernier membre tend uniformément vers zéro lorsque a =< x =< b et @

tend vers l'infini. Nous avons donc pour la solution principale, que

nous désignons par F? (x ++h | oy, ky5...;%, kp), de 'équation (148)
pi—1 Hp-1

im (D) 1)) D (—R, Y (ko) p (xR oy )=
Ily.llp.-:w

r-=0 rp-=o0

m ) *® 5
FO(xdhy= Y }3’;"_'(_}1_)@(1»)()()_{_. /, Fﬁ%:_%vw) (x-fdt.  (150)

La somme (149 bis) tend uniformément vers sa limite; la fonction

F® (x--h) est donc une fonction continue de x dans I'intervalle a < x<<b.
Supposons en second lieu o; > 0, i=1,2,...,p; | ki | = 1, i=1, 2,..,p;

lkf | <1,j=p 4+ 1,.., p. On suppose que ¢ (x) admet une dérivée
d’ordre (m - 1), qui reste continue pour x = a et qui satisfait I'équation
lim xP+¢ =(m+) (x) = o, (122)

X-—=0o0
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La série (149 bis) est dans ce cas, en général divergente ; pour la
sommer suivant le procédé de M. Borel, remplagons les k; par p k:,
i=12,..,p p<1; nous sommes ramenés au cas précédent et nous
définissons la fonction

m
RO (h oy, pkysop,pkp)
FO (xh| oy, oo, 0K ) = D 3 4

v=0

o (x) +

® 5(0) .
+f R (h_tlal’nsfcla":ap)pkp)@(m+l)(x_!__t)df_

Faisons tendre p vers -} 1 par valeurs positives et croissantes; on a

Dy, ..
i B (- | 0 2 )= 3 R L kit ) oy 4

U_
=1 v=0

() ;
f R’ (h— tlotl,kl,;..,dp,kp)(P(m-;-l)(x_i_t)dt,

car la derniere mtegrale est uniformément et absolument convergente
(122). La limite ainsi définie, et que nous désignons par F@ (x -+ h),
sera ditela solution principale de 'équation (148) dans 'hypothése (122),

VR, (h
FOx+h|aykis.o50,kp)= Z_VE_)(p(:')(x)_|_

w (P
+f B’%l_t)?(mﬂ”)(x—{—t)dt. (151)

Montrons qu’on peut arriver a l'expression (151) de la solution
principale par le procédé de la sommation exponentielle de la série di-
vergente (148 bis).

Si I'on remplace en (149 bis) » (x) par ¢ (x) e~7*, > 0, 0n a
comme plus haut, en posant Q =r, w04 .. +rppop,

Hy—1 #p—1

(1) 1)) X (k)i (—hp ) o (X4 h 47y oy ..

ry=o rp=o
+rp ap)e—ﬂ(x+h+rlaq+..+rp o p) —

—(K ). (kyp +1)Z R(”)(h)z Zk"“ P PD Y p(x—Q)e— 0+ )

r=o rp.—_o

>(P)
A1) (k1) ] = (n'Z._t)E D K DI () e )
r\=0 rp=0

These Raclis. "
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De la relation (122) on déduit
wlm-+1—7)
lim om+D(x)=o, lim—+—,—~£—):;o, v=1,2,..,m+1
X=20 X==20 x7
et en particulier, on peut déterminer une constante positive C, tel qu'on
ait pour les grandes valeurs de x,
[#M(x) | <Cxm v=o,1,..,m
La série au premier membre est donc convergente par v > o et
lorsque x reste dans un intervalle fini quelconque a = x < b.
Lorsque les p; tendent vers linfini, la premiére somme tend vers

(p) h
YR D e,
=0
car les autres termes, en nombre fini, sont de la forme
o (x 4 ) e~ 1+
qui tend vers zéro lorsque € tend vers l'infini, en vertu de I'inégalité
e (x+Q) | <C(x+)m, v=o,1,..,m
Ldrsque Q tend-vers linfini, I'intégrale tend vers |
5(0) . .
/ R (,:' DD+ (g (x 1) e +0) dt
car les autres termes, en nombre fini, sont de la forme,
S RD (h— 050 (x -t - Q e+t dt,
et P'intégrale est, en valeur absolute, plus petite que
C [, (t—hy=1(x -t Qym e= 10x+1+2) gt
qui a son tour est plus petite que

C f (x 1t Qr+p —le=TE+1+0) df — Cj um+p —1e=nugy
x+£2
et qui tend vers zéro lorsque € tend vers linfini.
Faisons maintenant tendre 7 vers zéro:

hm Z R(p)(h)D (s(x)e =)= hmlzn: p)(h)Z‘(")( —)S 509 (x) e~ Tx=

§$ -0

m

(p)
— Z v (l),&(v)( )
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Posons
L) = (mtl) (__77%[@ RE (h— 1) pm+1=9 (x |- f) e=1(+0 1.
On a

o DO
lim &"———(hft)D?+l (p(x+He-Tx+D) dt =
m!

N—=0 +' 0

©w B P m1
tim [ R =Dyt ey 10 dE+ gim Y L (a).
N—=0+Yo m: =0 s§=0

Lorsque 7 tend vers zéro, I'intégrale

f“’ R_Ez’z’)(h*t),fr(mw)(x_;_ ) e+ dt
o

m!

tend uniformément, vers
0 m!

dans l'intervalle a << x < b, car cette derniére intégrale est uniformément
et absolument convergente (122).
Montrons que pour s = 1, l'intégrale

Js()=mn° ﬁ mﬁg) (h—1) m+1=9) (x+-t) e—ntx+D gt

tend vers zéro lorsque 1 tend vers zéro. En effet, on a

lim %"+ (x)
X =oc xS =0

ce qui veut dire que ¢ étant choisi arbitrairement petit, on peut déter-
miner T suffisamment grand pour avoir

| o= (x4-1) | <o (x+-f)* pour t = T.
D’autre part, pour =T, on a

| RD (h—t) | < C (t—h) .

Js()=mn L "R (1) m+1=9 (x-f) e=nx+0 df |-

+ e / RY (h—t) 9419 (x--£) e=nc+0 g,
YT
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La premiére intégrale au second membre tend vers zéro avec v ; la se-
conde est en valeur absolue plus petite que

N f C(t—hp-1e (x4t e Mxt0 dt <Ce s f (x-t)stP'—le— x4+ df <
T T
< Ce nsfw ustr'=1 e=" duy — (ﬁfm ys+HP =1 eV gy,
0 N o

e étant arbitrairement petit, on n’a qu’a prendre par exemple ¢ = 7P+,
pour déduire que le dernier membre tend vers zéro avec v, car l'integrale

[va)
f ys+p—1e=v gy
o
est finie.

On peut encore montrer que J; () tend vers zéro avec v, en obser-
vant que de la condition

lim xP'+¢ wm+1) (x) = o (122)
X=
on déduit que la dérivée ¢(m+1-9) (x) est de la forme
P9 (x) = g5 (x) + ps (), s=1,2.,m~+1,

ol ps (x) est un polynome de degré (s—1) et g5 (x) une fonction continue
de x pour x = a et qui satisfait la condition

lim xP'+e=s g (x) = o,
X=00

d’ott 'on deduit que, ¢’ étant choisi arbitrairement petit, on peut déter-
miner T suffisamment grand pour avoir

| gs(x) | <& 5P pour t =T.
L’intégrale

s j; R® (h—1) ps (x-+-1) e~"x+D gt
tend vers zéro avec v, car
ﬂ RY (h—t) ps (x—-t) —"x+0 dt

tend vers une limite finie lorsque v tend vers zéro (125).
On a plus loin

00 T &
[y f R (E—1) go(x4-t)e=10+dd = f . R (h—1) g5 (x4t e-1+0 at

0 f RO ) g ) e s,
T
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La premiére intégrale au second membre tend vers zéro avec n car
s =1 la seconde intégrale est en valeur absolue plus petite que

«qsf C(t__h)p'._1e’(x+t)s p/-ee—'l(x+t)dt<csl.quT (t—|—X)s 1_66“7(x+t)df<
T

o * oo
<Cs'ns ﬁ us—1=f e—u gy = Ce'n® /o vs—i—fev dy,

qui tend vers zéro avec v, ce qu’il fallait démontrer.
Nous trouvons donc finalement pour la solution principale F® (x--)

lim E il )D xle()e"] 4 lim [ me(,z t)D”‘“[cr(x—Ft)e—’(‘“’J dt =

N=0 y—p
® (K o _
= ZR7' '( )tp"’ (x) + f IM @ (M (x-t) dt,
= V! 0 m!

c’est-a-dire 'expression (151).

p.q
§ 20. OpPERATION A ET TROISIEME EQUATION.

Lorsque ¢ (x) est un polynome de degré (m-+gq), nous avons
trouvé plus haut pour la solution de I'équation

N F () =190 (x), (62)

vr opfr By
le polynome

F (x-++h) = ¢ (x+R®D (h)) —Z R1 (h) o (x) .
Supposons maintenant que ¢ (x) est une fonction différente d’un
polynome ; I'équation

p.q
A F(x)=¢(x) (152)
71 (/p'ﬁl ﬁq

admet une infinité de solutions. Fixons I’attention sur la solution donnée
par la méthode des approximations successives, série entiére par rap-
port aux variables k, .. kp,

(=109 (A1)l 1) 1o S (—hel—hp ) % (x402),  (153)
ott 'on a posé

Q=rio+...4+rpop+s+... 4+ 8,
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et ol le signe X s’étend a toutes les valeurs entiéres non négatives des
roet s;j;si Pon ajoute a (153) un polynome arbitraire de degré (g—1),
on obtient encore une solution; il convient d’ajouter, pour assurer la
convergence de (153), le polynome

o P
Ro—1 (=1 , (1) at, (154)
a  (g—1)
ou a est une constante arbitraire.
Nous prenons donc, comme point de départ, la solution formelle
" Iép’q)( t a " , (155)
| _(q—’l‘)ﬂ (OdtH(—1) ey 1) (kp 11803 (— k) (—Hp) " ¢ (x+C2).
a — H

Pour décider de la convergence de (155), il faut faire des hypo-
théses sut les o; , k;, B et la fonction ¢ (x).

Supposons les o; et & positifs, i=1, 2,..,p; j=1, 2,...,q; | k. | =1,
i=1,2,...,p1ki|<1l,j=p+1,...,p,oup a l'une des valeurs
0, 1, ..., p. On suppose que = (x) admet une dérivée d’ordre (m-+1) qui
reste contenue pour x == a et qui satisfait a la condition

lm xp'+e+e rlg(m‘*'l) (x) == Q. (137)
X==00

En (155), 'intégrale et la série divergent en général; nous allons
les sommer en introduisant le facteur de convergence e~"*, c’est -a- dire
en remplagant en (155) ¢ (x) par ¢ (x) e="* , 1 > o.

Nous sommes ainsi ramenés a considérer la somme

- R(p.q) (x—f)
[ gy e

(—1)7 (kyA-1)-(p 1)B1Bg D (—hp)(—kp )P § (xL2)e ~T6+2), (156)

En (156), I'intégrale et la série sont convergentes pour toute valeur
positive de n, car de (137) on déduit

. . plmtl=7) (x
lim ¢m+) (x) =o, lim '———on

?
X=00 X=00 X

s v:1,2,..,m—f—1.

Nous allons montrer que 'expression (156) tend uniformeément vers
une limite lorsque x reste compris dans un intervalle fini quelconque
a = x =< b et lorsque 7 tend vers zéro et cette limite, que nous allons
désigner par F® (x | oy, ky;..; op, Kp | BysesBq ), sera dite la solution prin-
cipale de (152).
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Nous disons que la série (153) est convergente si 1a somme

#—1 #up-1 » 1 Tg
EENTCREINSEEIHERS S S M G 5 R GRS Coaaey
=0 rp=0 $1=0 S$;7-=0
tend vers une limite lorsque les entiers positifs p,; et v; tendent simulta
nément vers Uinfini, mais indépendamment 'un de Yautre ; pour simpli-
fier I'écriture, nous allons supposer que les entiers positifs 1, sont im-
pairs et les entiers positifs v; quelconques Dans ces conditions on a

I'identité :
#i—1 ,llp—~l11 1 1 —

Gt D1 I I Z(* Ot (—KPY pf(x-2)=

1 "Pﬁ" =0 rp=0 s;=0 Sg=v

#y pp P.q

== (k1) - (kp 1) (v, By) - (g Bg) v 1 Fx,
101"gRq

p,q
ot 'opération A au second membre est formée avec les couples de va-
leurs ( p,2, k7') sy (105 7 , K, 7) et les écarts vy B .., vq Bq -

La formule sommatoire (128), avec les expressions (138) et (139)
des termes complémentaires t5 et Ty, Sécrit
P,

(x—}—h)—l-/ qu_(h_—_fl P fet-fdt=

=D o 5,6

mo (P, «(p, Q)
— Rr'+q (n 2.q Rm+q(/7 p.q (mt-1)
- oA T X x—-++1) dt,
; ("+q)!a,.oﬁ,\ﬁ r’)’{( )T 0 (m—i—q)' o, 01{\{;‘ ,s»qf (x+0)
qui devient, compte tenu de l’identité précédente
#1—1  rg—1
(k1+1)--ﬁq20 2 (—k)r .. (—kp Yo F(x+h-+9Q) -+
r= sq_

ur ?.0 ,
GRS - e Y SRR L
1%1..7qPq

" (.9 P.q
= (K1) ) ‘_;va:i;)f? K96+

" % m’ /l——f) b, q _
(1) (g Be) M(__._, A fO(x 41y dt-
‘ ) e P (s ) L A Y
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Remplagons f (x) par ¢ (x) e~7*, > o0; faisons dans Vintégrale au
premier membre le changement de variable x 4 ¢ =u; faisons tendre
les p, et v, vers linfini. La derni¢re égalité devient

-1 1'q—-1

JJm (1) (ot BB Y 30 (k) (kYR g (xrh2) e+

r1=0 SQZO

(1), R"‘ (x—l—)li—u) (wye ™ du =

(P )]
=0 A étl(iq()/'l) Dy le (x) e +
© ﬁ(p ,Q) (h t)
oty J, S DE e (o) e 10 d

la démonstration est exactement la méme que celle utilisée pour la
série (149 bis). La derniére égalité s’écrit encore

f REP (x4 h —

(@—n Doty et +

(—1)00 1)l 1B g D (— oYt (— KpYop (XA L2 )e T (it s2) =

x R@.9)
B e e a5 D it (9 e 4

O+g)
© ﬁ(l’,q) bt
+ ° %—2 D?“[(P (x 1) e | dt,

et au premier membre on a l'expression (156). Faisons au second
membre tendre v vers zéro; on montre de la méme maniére que pour
(151) que la limite est égale a 'expression déduite du second membre en
faisant directement y—=gp. Le premier membre tend donc vers une
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limite et il tend uniformément vers sa limité, danslintervalle a<<x=Cb
etl'on a

im [ REP (x4 h—
R N T

- lim (—1) (1) o (ki Dy DUk (—hpY po(xt fif-2) e 4142
n=0

Dy () et dt

B RP9) (x L h— 1) R Ry (1) 157
—£ = i (t)df+2 L) ()(X)—"— ( )

*(p,q)
Rm+‘1 (=0 sy i '
rr e P9 A Jeey OL k '3,.., .
+ j; (m+q) (x+t) dt F (x+h|0'1, k17 30p, Kp | 1 Bq)

La solution principale 1) F®- 9 (x—h | oy, kys.s 0p, kp | By, ey Bg)
ainsi définie, est une fonctions continue de x dans lintervalle a =< x <5,
car (156) tend uniformément vers sa limite lorsque v tend vers zéro.

La premiére intégrale au second membre de (157) peut étre trans-
formée; on a

(p q) (hx— t) E (p q) (h) (x— fya-1-»
(=) = N N

* nio,e . o (pq) — a1
T L e Y

®,9 (h
—ZRM()f“(),

ou l'on a posé
feo= ) Edc0d,  fo@=¢.

L’expression (157) de la solution principale devient

m p + (P:9)
F@. a(x--h)= ZM R )(h) — &) (x)-+ f R(""T;Lq(g ")f(q+m+1\(x—}—t) dt. (158)

=0

1) Cf. Hauptlosungen von differenzengleichungen, pag. 13, formule 46.
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CHAPITRE V.
PROPRIETES DE LA SOLUTION PRINCIPALE.
§ 21. VALEUR ASYMPTOTIQUE.

Considérons la solution principale (157)

0,9 Y,
F00 (c-Hr |, i 5, o | Bros 8) = [, SR @ ar

+ Z R:;{;—zqgl—'l) ,:_(,) (x) __I__f RrEz-l-q_'(fl )'t) ,‘?(m+1) (x+f) dt

de 'équati n
pq
A F@=g¢ ) (152)
74.-7p,B1-Byq

définie dans les hypotheses (137). La premiére intégrale au second mem-
bre est encore égale a

x RED (efh—t TR ()
ﬁ Ro=t (x-fi—1) ‘(q(jl‘)' ) 4 (t) dt = ; ~— = [ (x)
ou

f@=["C s oa

Nous nous proposons d’étudier la maniere dont se comporte la so-
lution principale F®® (x) pour les grandes valeurs réelles et positives
de x; supposons a cet effet que r est le plus petit entier positif tel que

lim ¢ (x)=o0. (159)

La solution principale F® 9 (x) peut s’écrire

F@a (x) — qif-r Rf" 9 (h) fo (x) __l_ Z R;»_—;-q gl:) '.'(1) (A) +
« l‘i(p )
Rinsg (1) o(’"’H) 1) dt.
U enle

De I'hypothése (159) il résulte que le second terme au second mem-
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bre tend vers zéro lorsque x tend vers 'infini. L’integrale au secod mem-
bre est en valeur absolue plus petite que
*C(t—hptr  Mdt / _C 1
Joo(mAq)! (xAH) et (- +f)‘+‘ e X
qui tend vers zéro lorsque x tend l'infini, car € > o.
Il résulte que si 'on pose

»

1tr o g
Po— 3 & REZ ) po (), (160)
on a e
lim (F(m) (x) — P (x) )—_— 0. (161)

La fonction P (x) représente donc la valeur asymptotique de la
solution principale F® 9 (x - h) pour les Orrandes valeurs réelles et po-
sitives de x.

Proposons nous de trouver une autre expression de la solution
principale F® 9 (x) en utilisant sa valeur asymptotique. De I'équation (152)
de définition, on déduit la relation identique

#1—1 p-l 7—1

e oty 1) ity o 30 3 3 (e (—ly Y ¢ (At

ri=0 Tp=o0si==0 S¢g=0

D)oo 1) (0 B) O Bp) A FOO(xR)=o,

Hy &y, 7q Pg
ol Q = ry my~+..~rp 0p 5 B¢ Bq, les entiers positifs y1; sont impairs

et v; quelconques et ou l’opérationpx est formée avec les couples de va-
leurs (py 2y, k11) ey (0p 2 5 Kp¥p) €t les écarts (v; 8),..., (v Bg)- On ajoute
aux deux membres la fonction F® 9 (x+4h), on ajoute et on retranche la
différence

P (x) — (—1)0 (ky#sH 1) (ko+1) 0 B)Ca B) A P (),

. 1% Y9 Bq
et on obtient

M1 Hp 171 Tg—

FO9 (x-h) = (— 1) (kD b D) i 3. 90 S0 3 ()

rn=o fp=0 $1=0 SQ=0

s 8 (A4 R)4P () (=10 (100 B) A P (x)+

#0579 Pq

FO.0 (x+h)—P (x)— (— 1)1 (kP4 1) (g B0) A <’F<ﬂ'm(x+h)~1>(x)>)

“y 0179 ﬁq
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Paisom® tendre les entiers y. et v; vers l'infini; la paranthése tend
tW¢formémertt vers zéro pour x = a -+ A, car les dérivées = (x),v=o, 1,..,
1, send continues pour x = a et 'on obtient

rg—1

FO0 (bt —lim (17 (b 3 - 2 (e (—hp Yo g (xR 49)

Hi vg=co n=o0  sg=1

+P () — (—1)7 (k" D(a) A P()|. (162)

#y 04..7qfq

La solution principale F .9 (x) satisfait a 'équation

kp F0:9 (x4 25 ) + F .0 (x) = (kp + ) F =19 (1) (163)

d’ou Pon déduit successivement
F 0.0 (e = (1) 23 (— k) FO-10 (e hb-so) - (— k)" FO0 (x  h4-n3)
=(irH1) 15 (— I FO10 (xot s o)-H - k)t P ()

—+ (—kp) ( F @9 (x+h-+n 0p)—P (x-tn ap)) .

Si I'on fait tendre n vers l’infini, la paranthése tend vers zéro
et 'on a

F o0 (xphy=1lim (k4 1) ) (k) FO9 (x+ h+-53) +

n=00 $=0
+ (k) P (x + 112y)) . (164)
Lorsque la condition (159) a lieu pour r = o, c’est-a-dire
lim ¢ (x) =o0,
on a B
(p )] ()]

Py =3 R o ) = [ BRI
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et (164) devient

x+nop (P.9) o o
F®.9 (x +h)= lim ((——kp)"f Ry ()E;_—_nl)‘:_'_h ‘) ¢ (f) dt +

n=co

+(kp+-1) 2 (—kp)* FO-1.0 (x +h+-5 1) ) . (164 bis)

La solution principale satisfait aussi a ’équation

F@.9 (x +@g) — F@®.9 (x) = 8, F?.7-D(x), (165)
d’ot 'on déduit

n—1
FO.0 (x - h) =F 0.0 (x - h ) — g Y5 F®-9) (xh4sB;) =

=P (x+-n8)—fg 2, FO 00 (xh4-38q)+ (F@ 9 (x-h+ng)
—P(x4nBy)) -

Lorsque n tend vers Vinfini, la derniére paranthése tend vers zéro
et 'on a

n—1

F@®.9 (x 4+ h) = lim ( P (x—{—npq)—@,,i F (.91 (x-+h-+s Bp)) . (166)

N=co =0
Dans le cas particulier
lim ¢ (x)=o0 ,

X=00

(166) devient

x+n g (0.9 o -
F .9 (x-+h) = lim ( f Rot (x(j"_"lk;“,—"h ) ¢ (1) dt

n—1
3 Y FG.a-D (x+/z+sp,,)) : (166 bis)

On a lidentité, f (x) étant une fonction quelconque,

#—1 7’q—1

R Gt Yo Y () (ke £ (-0 =
oy . fyg

ry=0 Sq=0

= (K 1) CgB) A )

Hy C.."g Pg
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L’expression au second membre de (162) converge uniformément
vers la fonction F @@ (x -+ h); on peut donc définir F -9 (x -} h), compte
tenu de la derniére identité, aussi par la série a (p-}-¢) entrées

Fr.9 (x4 h) =P (x)4+ (167)
P,
(- -1)2 Gy 1) 8 25 (k) (— kp)fn(v.o (x+h+92)— AZ P (x+49)

ott le signe I s’étend aux valeurs entiéres non négatives des r; et s;.

L’expression au second membre de (162) tend vers une limite
lorsqu’on fait tendre d’abord r, vers Uinfini, ensuite r,,... et enfin s; vers
Pinfini et la limite est 1a méme que dans le cas ot ces nombres tendent
simultanément vers VPinfini, mais indépendamment V'un de lautre;
on peut donc représenter la solution principale F® 9 (x — h) aussi
par la série (p+q) fois itérée

FOO(x-HR)=P (1) (b 1 By 2o (o D (o )

= ¥ =
r—=o [70

o0

» (,? (x+-h1Q)— A P(x+9)). (168)
Q]..‘ﬁq

S(]:‘O A

Les séries (162), (167) et (168) qui définissent la solution principale
F9 (x-+h), sont uniformément convergentes, mais ne sont pas, en
général, absolument convergentes; dans ces séries figure la fonction
P (x) qui dépend de P'entier positif r, qui est le plus petit entier tel que

lim ¢ (x) = o.

X—=0e

Si on augmente r, la rapidité de la convergence des séries susdites
augmente en général et pour une valeur convenable de r, la convergence
peut devenir absolue ; en revanche, le terme général est plus compliqué.
On peut donc disposer de I'entier r, de maniére & définir la solution
principale F»® (x-4-h), par des séries convergentes a volonté. Clest
ce qui se passe aussi pour les transcendantes F,(x | w,,.., »,) et
Gy (x| @y, .., o) de M. Norlund.
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§ 22. VALEUR ASYMPTOTIQUE POUR LES PETITES VALEURS DES ECARTS o ET [3;

Laissons maintenant x et les k, invariables et supposons que les

o, et B, varient; on sait que le polynome R (x) est homogéne et de
degré m par rapport a /1 et aux o, et 3,

Rg'q)()‘h l A 5P kl;'-; )\1}7) kP l )\Bl"') )\Bq):)\mR(nl;'Q)(h [ 21 kl; o5 %p, k.” l {31: (3 qu).

L’expression (150) de la solution principale devient

m+-q
I ,
FOD (x4t |ty Ky Mg, Ky | Mo M) = D5 57 ROVR a2y, e 05, Kip | By B) ()
r=0 " °

© X (p.9)
Kol v et ar. (169

Supposons que X est positif et trés petit; cherchons une limite
supérieure du terme reste; on a

+ am+q+1

| C
[REL (=0 | < Cy et |4 (xh) | < oy
a1t T et
| Tingq << +"+‘Cf Gyrer =CA P | Gy,

On déduit que le produit | Tptq | A=™— 17 reste plus petit qu'une
constante lorsque x restant fixe, A tend vers zéro.
On a, d’autre part,

m--q

Ta= ),

r=n+1

) (X) + Tm+q:

AT, = (n—{): ! RPD (h) e+ (x) ... +— (m—l-q)' R(ml’ i)q (h) F@+0 (x) +

— A Nm=P (T g g A1),
11 résulte que le produit A—7 T, tend vers zéro lorsque i tend vers
zéro, si n << m—yp’.
Lorsque ¢ (x) admet des dérivées de tous les ordres pour x = a et
qui satisfont a Ia condition
lim xP’to+¢ l_{r(m',‘l) (x) = 0,

X=c

pour toute valeur de m qui surpasse une certaine valeur, Vinégalit¢
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n < m— p’ est satisfaite pour toute valeur de n; par conséquent, 1a
série (169) représente la solution principale, asymptotiquement au sens
de Poincaré. En particulier

lim FPO(x—M |y, ks hap,kp | WBy,e ,lpq)~ (J(c t)l)‘ () dt. (179)
A=0

La série (169) procéde suivant les puissances des ay,.., 2p, By, -5 8¢5
groupons maintenant les termes suivant les puissances du seul écart o,
ou du seul écart 3,.

De 'équation

kp FOD (x4, ) + F09 (x) = (kp 4 1) F~10 (),
on tire
2 RM (R | ap kp) d” FO—19 (x)

F(ro) (x+-h) = Z = T +

r=0

f R”’(h—t 1 op, kp ) dmH F0—19 (x1) 40
dxm+!

Laisson x et ay,., 2p_1, By,.,8¢ constants et remplacons h et =, par M1
et hoy,

m
A v —1,
Fea (X—}—kh l ’ll’kl;'-;)‘q'lh kp | 31,--,Bq): Z Vi Rf,l)(h l OCAD,kp ) Q(idva(x) -+
r=0

o Am [ R(l)(h " FPE (x4
dxm+1

et cette série représente asymptotiquement la solution principale au voi-
sinage du point 2, == 0 ; en particulier
lim F®9 (x) = F-19 (x). (172)

Yp=o
De I'équation
Fe:9 (x + ) — FOD (x) = g Fos— (%)
on tire de méme
x 2B (7] Bg) d” Fa—D (x)
FOO (x--h) = f Fa—0 (f) dt + Z D! T

* RW, 1 (h—t) ™ FP9D (xt1) it
o~ (m41)! dxmi
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On laisse x et 2,,.., %p P1 ,.., Bg—1 constants et on considére 3, variable ; on
remplace dans la derniére équation £ et 8, par M et Af,,

X
FO) (x40 oy, ke 25, Kip | B M) = [, FORD@ at - (173)

LI & Foa-(x) . . Rm+1(h—“t) dmHF@I-D(x-4-At)
+,2:0("+1)' 1(h|l‘q ) T e + Jo T(mF1)! dxm+1 a

La derniere série représente la solution principale asymptotiquement au
voisinage de 3, = o; en particulier

lim Foa) (x) = / " Fwa 0 (p) dt. (174)
ﬁq=0 a

§ 23. TuEOREMES DE MULTIPLICATION DE L ARGUMENT.
La solution principale F 9 (x) a été définie par
F@o.9 (x)= }]lm F('/P, 9) (x),
=0
ot 'on a mis

2 (x) f Rs’p‘q) (’i), Do e=ntdt+ () (k1) +1)
Br--Be ) (—K l)n (k) g (X Q) e H D, (156)

Soient v,, v,, .., v, des entiers positifs quelconques; le polynome
R& P (x) satisfait & l’équation

71—1

[e]
Vi R(p q)(x | oy, Ki3es2ip, k | ’?2’ wBg )= ZR(,,‘,"q)(x+slf:—: |°’-1 kyses 2p,kp l B Ba s

S1=0
d’ott on déduit
ry— 1
lJ
VIF (X I 1K 15052, K p l _: Bayenrlty )= ZF(”Q)(X—}—SI ! [ 215K 13390, Kp l BissBq )
$1=0

Si lon fait tendre v vers zéro, FP? (x) tend uniformément vers
F@® 9 (x) et 1a derniére égalité devient a la limite

Vl F(p'q)(xlﬂ“kl;..,flp kpl‘_—’ 32,..,3q):

71-—1
_~ZF<pq) (x —{-—s‘—l ap ks ap Kol By ) (175)
$4=0

Theése Raclis, R



— 106 —

Mais la fonction F®9 (x) est symétrique par rapport aux 2, on a
donc la relation plus générale
vy—1 1q—]

s 6]
E E F(P/I)(x—+— 1P1 —-I—— + ara ld),kl; rqp)kp]k‘h ’HQ)~

§1==0 sq*—o

o) 7
1 Sq

= v.vg F®D (x| 2y, kysesop, Kp | i v, ) (176)

Soient maintenant les entiers positifs impairs w;, uy, .., up; le

polynome R%9 (x) satisfait & I'équation

o ]
k ]R(prq)(xl ulll,kl;..:d.p‘kplkal,..,qu)_—_
v

Hy—1

o
Dz Z (— k) RE? (x A+ =2 oy, kY g, ks s o Kp | By, By )
k, + 14~ 1

d’ott Ton déduit

1 (rq) o '
k1 K (X’—i’kl;“z’kz; -'r'llhkpir?tnnt’jll):
1
#y-1
ry r’{
Z (—ky) F ( +r1 l a,Ky 5 s Koies 2p s Kp | By sy By )-
]n o

Falsons tendre v vers zéro, il vient
My—1

Z (—k 1) F(pQ)(x+r1— | 2k 1;”2’1‘2’-->’Xp,kp|t’n--u'q)”“

Hy=0

Kot B0 (x| 2 ks my Ko 7 K | B ). (177

7(71—_—’_—1— (!l’-l’ 13 %2 R2y o0 P’p[llr )l(I) ( )
La fonction FP® (x) est symétrique par rapport aux p couples de

valeurs (=, k)), .., (#p, kp ) d’ott on déduit la relation plus générale

y lﬂp—-l

Y e Y (kY —kp )P FOO (XA, —~+ +rp. g sty i) =

r=0 rp=o
1+1 k,, kp T1gea (x |
1 k41

On a supposé dans cette formule que les entiers positifs p; sont
impairs ; lorsqu’ils sont quelconques, on obtient une formule plus géné-

kises ,kpiﬁ,,..,?»q)- (178)
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73
rale, deduite de (178) en remplacant les k; par — (—k? )*% Si l'on rap-
proche les formules (176) et (178), on obtient finalement
M1—1 p#p—1 1 1 rg—1

2 D0 X X ()l Yo oo (oo, Sy 2 Ep

ry=o I‘p—_D S$1=0 Sq"-‘—o

Bq[ #q “p o
+3q vy o ks oo, Kp[ By ey Bg) =

_l_tl 1 pion (x| 21 22 g, B i) 179
k41" kp 41 ( I "’(LP’ vl vy 77 Vg (179)
Considérons de nouveau la formule (175) écrite sous la forme
r1—1
T , Z F(pt)) (x+gl_ /bkh 77,0,1( i31) algq ) =
b1 V1 5=
»9 B
=F ( ’ 3‘1; Cy5e- yo'p,kpl T’Hl, ’Bl})

Faisons tendre I'entier positif v, vers linfini; on trouve

1 . 7,
fﬂ—/ YF0O (s ay, by s ap s Kp | By e Bo) dS =
X

= lim F@eO (x| oy, kyoos oy, ky %L, By sy Ba )y
1

=00

ou encore ,

! 2]
f Feo (x 5@ oy, ks 5o, kp | 81,05 8g) ds=

/]

]
lim F@D (x|ay, ky;..cap, kp ;f}’-‘,gz,..,pq). (180)
1

7y==00

On établit de ]a méme maniére la formule

.1 A1
./ ds, / FoD (x ~- s, By 8, F) ds; =

.

(] 2]
.9) . P P2
llm F (Xlll,lx ..,1p,kp“_‘,'_,33,-o,3q),

74, 12 =0 vy v

et si 'on répéte opération g fois,

1 1 1
[ ds,.. [ dsy [ F09 (oo, By e ) ds =
[ ) 0

3 g
lim F@0 (x |2, kj;.o;5 2,k | -’u) (181)

ryrg - 71 Yq
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§ 24. DERIVEFS DE LA SOLUTION PRINCIPALE.

Nous avons trouvé pour la solution principale, I'expression

m-+-q R
Fed (x 4 h) = Z

vo=0

REPD) por ey +-

o *¥(P.9)
Rintq (B — 1) wm+D) (x -+ f) g,
AN CEY

ou

7o) = (q ’)1), +(f) dt .

Convenons d’écrire (158) sous la forme symbolique

—pP—q
Foo (x) = A 5(x).
Considérons en méme temps la fonction
G(P ,q) (X) (X)
c’est-a-dire
G(I‘,’I) (x + /1) mZ+q R(p 0 (h)

1=0

2® () +

A% ﬁ(l’,‘l) (h t)
- Rl e o ar

on

gx) = (z; ’Z)N,l () dt.

En intégrant par parties on trouve si v < ¢,

e w=— LD @+ @,

D’autre part, pour v =2 q,on a

(,(’) (x) f(1 +1 (x)

(158)

(182)

(183)
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On déduit finalement

m+q (p, q) ( q)
}; R,,pz' (h) (f(r'+l) (x) — (')(x)) R 8 EZ ‘—])xl a) v (a). (184)

Dérivons les deux membres de (158) par raport a x; lintégrale au
second membre étant uniformément convergente, on obtient

dFOO ey (N R“’ L [ Rie D) usg
x--t) dt.
= S S T )
On retranche (183) et on tient comte de (184),
d F?9 (x + h) ©a) R(p,Q) x+h—a « (a 185
o — G (x+ B = - . v (a). (185)
La derniére équation peut s’écrire, en faisant 2 = o,
d —p—a e R? (x+h — a) .
= M= A 0+ @ (185 bi)
Dérivons les deux membres par rapport a x,
&2 ~P—a (P tI) (x — a) R(PQ) (x — a)w (a)

ax? gs(x)_ N '?” (x) - T_T v (@) —2 @—=2!
Dérivons la derniére relation encore (m - g — 2) fois par rapport
a x ; on déduit de proche en proche

dmte -—p q ~p,—q R(M) (x——a)

y xm+q 2(x)= A '.«"’"T"’(X)J-E w1 (g).  (186)

Mais

—p—q ~ R(PQ) (h—t)
w(m4-q) —

(=D k1) o (1) ByBo 3 (= K)o (k)2 ™D (x - ).

En intégrant par parties et en tenant compte de 'nypothése

(m+l1) (t) dt -

lim xP'+ete ™ (x)=o0, v>nm,

X-==00
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on trouve
RPR (h—1) RP? (x —a)
4 71 e (m-q) — - Hm w(m) o ” o (m4r)
ju (g— D1 * @) dt L“:Il 20" (X) Z 91 ? (a)

”.=0
d’ott 'ont déduit
anta —pg im o0
genra A () = lim g (x) 4

(17 (1) e (k1) Breag 3 () (—hpypsmt (x 9. (187)

La série au second membre tend vers zéro lorsque x tend vers
Vinfini ; »0™ (x) tend vers une limite finie. Il résulte que la solution prin-
cipale F@9 (x) admet des dérivées continues pour x = a et que la dérivée
d’ordre (m + q) tend vers une limite finie lorsque x tend vers linfini.

Nous avons supposé dans tout ce qui précede que les écarts «; et
B; sont positifs et que les k; , différents ou égaux, sont situés & lin-
térieur du cercle unité ou sur ce cercle. On peut méme supposer qu’il y a
des k; situés a 'extérieur du cercle unité, a condition que les o; corres-
pondants soient négatifs; c’est ce qui résulte de la propriété (65) du

polynome RV (x | o, kyjs 2, kp | By e s o )-

CHAPITRE VL
EQUATION NOX HOMOGiNE DE POINCARE.

On appelle équation linéaire aux différences finies de Poincaré,
I'équation homogene de la forme !)

f(n—+ B +ar (1) f(n+k—1) -+ .. +a, (1) f(n+-1) +-a, (n)f ()=o0, (188)
ott n est un entier positif, les coeficients a; (n) étant asymptotiquement
constants, c’est-a-dire des fonctions qui tendent vers des limites finies
lorsque n augmente indéfiniment,

lim a; (n) = A; .

n=x

Nous appelons, par extension, équation non homogéne de Poin-
caré, d’ordre (p+q), une équation de la forme.

F(x+a )+ A (x) F (x4a, )4+ Ao (x) F (x)=2 (x), (189)

1) Henri Poincaré, Sur les équations linéaires aux différenticlles ordinaires ef -

aux différences finics, American Journal of Mathematics, t. 7, 1885, pag. 203—258.



— 111 -

dans la quelle x est une variable continue, les a; des constantes posi-
tives

a>a 1>..>a >0,

les A;(x) des fonctions qui tendent vers des limites finies A; lorsque x
augmente indéfiniment; on suppose en plus que les valeurs des con-
stantes a; et A; s'expriment & laide des »; , 8j et k; de maniere que
Péquation

F (x+a-)+ A 1 F (x4ar—1) +..4+ Ay F(x) =® (x)

se réduise a I'équation

R = (). (152)

1 '/-plﬁl - ﬁq

Nous nous proposons de définir. toujours par un mécanisme
d’approximations successives, la solution principale de ’équation (189).
Nous faisons ici le calcul pour l'équation du premier ordre, mais la
méthode s’applique dans le cas général. Considérons donc I'équation

Fx+42)4A(x) F(x) =@ (x),

avec lim A (x) = A.
X=o0oc

Nous allons distinguer deux cas, suivant que A est égal ou différent
de —1.

§ 25. PREMIERE EQUATION DU PREMIER ORDRE.
Soit Péquation
F(x+p) + —1—A23f(x)F (x) =3 % (x) (190)
avec lim f (x) =o.

L’équation donnée peut s’écrire encore

Fx+8—F@)=ps @) 415/ FE.

Commencons par chercher une solution formelle, série entiére en A,

F(x)=Fo(X) +AFy (x) Font MF(x) +..  (191)
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On déduit par identification que les fonctions F, (x) satisfont aux
équations

Fo (x+4-8) — Fo (x) = 8 % (%), (192)
Fy (x4 8 —F, (x) = 3/ (x) Fo (), (192 bis)

Fr (x =4 3) — Fu (x) = 87 (x) Foer (x) (192 ter)

qui sont de la forme étudiée dans les chapitres précédents
1
% F, (x) =9, (x).

Soit Fo (x) la solution principale de I'équation (192), F, (x) la
solution principale de ’équation (192 bis) et ainsi de suite; introduisons
ces solutions principales en (191); la fonction F (x) ainsi définie sera
dite, par définition, la solution principale de I'équation (190).

Si I'on suppose que la fonction ¢ (x) admet une dérivée d’ordre
(m—-1) qui reste continue pour x = a et qui satisfait a la condition

lim xi+e wtmt+1) (x) = o,

X = co

la solution principale F, (x) de (192) est donnée, pour § > o, par

m
=

Pt 19 = [Te@at+ 200D 0 4

a r=0

® Bt (h—t | B) 1)
+ J W < (x+t) dt. (193)
Pour déterminer la solution principale F;(x | 3) de I'équation
(192 bis), il faut ¢tudier la fonction f (x) F, (x) au second membre. Nous
pouvons écrire tout de suite 'expression de F, (x | )

)]

IR R FCLACRES ey (ELAC
a ”.=0 /

w (m+1)
+f B_"(l;;_i’ﬁi) ( f (40 F, (x—}—t)) dt, (193 bis)

qui est valable lorsque le produit f (x) F, (x) admet une dérivée d’ordre
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(m-+1) qui reste continue pour x = a et qui satisfait a la condition

X =0

(m41)
lim x!+¢ (f (x) Fo (x)) =o.

La condition est remplie si f(x) admet une dérivée d’ordre (m—-1),
continue pour x ==a et sile produit x”+'f® (x), (v = o, 1,..., m 4 1)
reste borné pour les grandes valeurs positives de x (C’est ce qui arrive,
par exemple lorsque f (x) est holomorphe autour du point & linfini et
nulle en ce point). En effet, déterminons d’abord les valeurs asymptoti-
ques des dérivées Fo (x), v=0, 1,..., m -+ 1. En derivant (193) par
rapport a hon a

F, (X + h) ::f 1w ([) dt + Z (BV—-_;—I(I’;)' ‘/(1) (X) +

v=0

+/' BZZ P I ot et 14 spy

et n= BB Oy ["Balod $ oo sy

§=0

Fy” (xhy= 6" (x)+B, (Y™ (x)+ f B, ()Y Jp "0 t-spit

§=0

Fz’") (x--h) = lim rr(m)(x) E 'P(m+]) (x + -+ sp).

X= o

Si l'on fait, dans les derniéres équations, tendre x vers linfini
la série

27" (x5
S=0
tent vers zéro, d’ou 'on déduit facilement les valeurs asymptotiques des
dérivées F(:)(x+ h). D’autre part, on a
e 5 o (MF1=2) x)

—*—x’——" = Q y ¥V=0, 1,..., m+1

X = @
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11 résulte

F("l+1—1')
. X
xh—moo ‘;cv—l—l( ):O , v=0,1,.., m+1'

D’autre part
(m+1) m41 y o
(f (x) Fo (X)) = Z (m;’_l)f( )(x) F(o +1 )(x)’

=0
) & no B
kid ” 0 x
lim (f(x) Fo(x)) — lim Z( ) 7 P =
A= @ X =00 §==0
On a méme la condition plus précise
(m--1)
. ]+£
lim x (f (x)F, (x)) =o. (194)

En effet, nous avons supposé que &' étant choisi arbitrairement
petit, on peut déterminer N suffisamment grand pour avoir

(m+1)

[ (x)| <& pour x> N.
A la vérité, on a la condition plus précise

(m41) ¢
| ¢ ()| <, pourx >N,
x

et on n'a qu'a reprendre le calcul a partir de cette inegalité pour
trouver (194).

En somme, la fonction f (x) F, (x) au second membre en (192 bis)
satisfait les mémes conditions que la fonction © (x) au second membre
de (192); l'algorithme par le quel on passe de la fonction ¢ (x) & F, (x)
peut eétre répété pour passer de f(x)F,(x) a Fi(x) et la formule
(193 bis) est justifiée. On a donc, de proche en proche,

Fo k19 = | F(OFa () dt+2§ B (OB 7 o P l(x))<w>+

+‘/ m+1 (/l (f( +t)F,z 1(x+t))(ln+l) dt. (193 tef)
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Les fonctions Fo(x-+h), Fi(x--h),..,Fu(x-1) ,.., introduites en (191)
donnent la solution principale cherchée

F (x=-h) = Fo(x—+h) - A Fi(x-kh) & .. & MFu(x+h) + ..., (195)

le développement étant uniformément et absolument convergent pour A
suffisamment petit, lorsque x reste compris dans un intervalle fini quel-
conque @ =< x <X b; c'est ce qu'on voit facilement en majorant les fonc~
tions F,(x--Ah), écrites sous la forme

Faetn 1= F(OF @ +Z Braa ) (£ s 9+

+ /nﬂ E”m+l (fZA—f)

Jo ()] i‘ (f (x-t-58) Fomy(x-t4-s g))(mﬂ) gt

§=0

On a

hm(F (xFhip)— f(t)Fn_l(t) dt— Z ;t;ff,'“(f<xm-l<x>) )

dFa (x+h B, (h
(J;+ 18 _ Z (I?)

(f (x) Fas (x))(") +

v=0

+fﬂB”’(h O ettt i sn) "

§=0
La série (195) étant uniformément et absolument convergente on
déduit les dérivées successives de la solution principale F (x - /1] B) et
sa valeur asymptotique pour les grandes valeurs de x.

§ 26. DEURIFME FQUATION DU PREMIER ORDRE,

Considérons en second lieu. I'équation

o)+ (= G+ D) JFw=d+0s0  (99)

avec
lim f(x) =o.
X=00

L’équation (196) s'écrit encore

KF (o) FO)=(k+ )5 4+r(k+1DF©F @)
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Cherchons une solution formelle, série entiére en 1,

F(x) = Fo (X)X Fy (x)F... A Fp (X) . ... (197%)
On déduit, par indentification, les équations

k Fo (x + o) +Fo (x) == (k4 1) % (x), (198)

kFy(x~+2)+F (x)=(k+1)f(x)Fo (x), (198 bis)

k Fp (x o)+ Fn (%) = (k + 1) £ (%) Facy (x), ... (198ter)

qui sont de la forme étudiée
1
1‘} Fi (x) = @i (x).

Nous désignons par F,(x)la solution principale de (198), par
F, (x) la solution principale de 'équation (198 bis) et ainsi de suite ; la
fonction F (x) définie par (197) est dite, par définition, la solution prin-
cipale de I'équation (196).

Nous supposons o > o et, pour fixer les idées, | k | = 1; » (x) admet
une dérivée d’ordre (m -}-1) qui reste continue pour x = a et qui satisfait
a la condition

lim x Heq 4D (x) = 0.
X=x

La solution principale F, (x) de (198) est, dans ce cas,

Fo (oo, 1= 3R L D %f R (1 ), 4t (199)

r=0

Lorsque f (x) satisfait la condition du paragraphe précédent, le
produit f (x) F, (x) admet une dérivée d’ordre (m - 1) qui reste con-
tinue pour x == a et qui satisfait a la méme condition que » 7+ (x),

(m—+1)
)" =,

tim x™* (£ () Fo ()

On déduit par consequent pour la solution principale F, (x) de (198 bis),
m ' ()
R.(hl~,k
Bt a0 =) U0 (rrm )+
” =0 . ]

j R R (—t

TTml

(m+1)
M retoroatn)
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et de proche en proche,

R, (h)o, k .
FaGethlo D= 3 2 o p, L o+

=0

+ [ Rt (7 (e ) Fa (x-p)) 40 .
Jo m!

Introduisons ces fonctions en (197); on obtient la solution principale

cherchée (200)

F (x+4-h|a,k)y=F, (x+h| o, K)y-FrFy (x+h | o, k)4 ... +A Fp (x+-h | 2, k) + ...
développement uniformément et absolument convergent pour les petites
valeurs de A, lorsque x reste compris dans un intervalle fini quelconque
a =< x = b. Nous savons calculer les dérivées des fonctions F; (x | 2, k) et
leurs valeurs asymptotiques pour les grandes valeurs réelles et positives
de x ; on déduit, comme plus haut, les dérivées de la solution principale
F (x| 2, k) et sa valeur asymptotique.

Dans le cas général de 'équation (189), on suit la méme marche; on
commence par chercher une solution formelle, dans la quelle les approxi-
mations successives F; (x) se déterminent par des équations de la forme

pq
o ’/P{\f)’r« Aq B (X) = P (x)
Onraméne donc le cas des équations a coefficients asymptotiquement cons-
tants aux équations du Chapitre 1V et toutes les propriétés de la solu-
tion principale de I'équation (189) résultent des propriétés exposées aux
Chapitres IV et V de la transcendante F®D (x | oy, ki1 5.5 op kp |81 50y fg )

Vu et approuvé :
Paris, le 20 Décembre 1929,
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