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PREMIÈRE THÈSE

SUR QUELQUES POINTS

DR LA

THEORIE DES FONCTIONS ENTIERES
OU MÉROMOKPHËS D'ORDRE FINI

INTRODUCTION.

Le théorème classique de M. Picard relatif à l'indétermination
d'une fonction uniforme aux environs d'un point singulier essentiel
et le théorème de M. Borel sur l'exposant de convergence des zéros
de ƒ (z)—:r, f (z) étant une fonction entière, ont donné naissance
à un grand nombre de travaux, les uns de nature qualitative se
rattachant au théorème de M. Picard, les autres de nature quanti-
tative se rattachant au théorème de M. Borel.

M. Julia a montre en J<)if) que le théorème de M. Picard d'après
lequel la fonction / (z) prend une infinité de fois toute valeur sauf 2 au
plus dans le voisinage de la singularité que nous supposerons à
l'infini reste vrai lorsqu'on remplace ce voisinage complet par un
voisinage plus restreint : petit angle convenablement choisi, suite
de cercles, etc., à la condition que ƒ (r. admette une valeur asympto-
tique. Ces résultats, obtenus par la méthode des familles normales,
ont été complétés d'une part par M. Ostrowski qui, employant la
même méthode, a établi que les théorèmes de M. Julia valent pour



presque toutes les fonctions méromorphes. et d'autre part par
M. Milloux qui, moyennant l'hypothèse de l'existence d'une valeur
àsymptotique et par l'emploi direct d'une inégalité de M. Carleman
et du théorème de Sehottky, a démontré l'existence de cercles de
remplissage, Ces cercles dans chacun desquels les valeurs de la
fonction couvrent toute la surface de la sphère de Riemann, sauf
le voisinage de deux points, ont un rayon lié à h» façon dont la fonction
tend vers sa valeur àsymptotique.

Dans l'ordre d'idées du théorème de M. Bord, M. Valiron a résolu
la question du genre des fonctions entières eu introduisant l'idée
de classes. Une fonction entière d'ordre o et de module maximum M (r)
est dite de la classe supérieure ou inférieure suivant que l'intégrale

ƒ " *
diverge ou converge. Si rn (y) désigne le nlf'mi' zéro de f (z)—y* la
série „,

V _J
Jmd r r i ( r ) P

converge ou diverge suivant que la fonction est de la classe inférieure
ou supérieure, il ne peut y avoir exception que pour une valeur
de y lorsque / (z) est d'ordre entier de la classe supérieure. Ces résul-
tats ont été étendus aux fonctions méromorphes par M. Nevanlinna
dans son important Mémoire Zur Theorie der meromorphen Funktio-
nen, dans lequel il introduit la fonction caractéristique T (r) d'une
fonction méromorphe, définit î'oidre au moyen de cette fonction
et donne au théorème de* M. Bore] une forme précise qui généralise
et précise celle qui avait élé obtenue antérieurement par M. Valiron
dans le cas des fonctions entières. M. Valiron a introduit la fonc-
tion T (r) dans l'étude des cercles de remplissage des fonctions méro-
morphes. Il montra d'abord que le rayon de ces cercles est lié à la
valeur de T (r) (1) pour les fonctions d'ordre uni ou nul à croissance
assez rapide, précisa cette valeur du rayon pour les fonctions méro-
morphes et donna sa valeur presque définitive pour les fonctions
entières (2). Il montra ensuite qu'en augmentant convenablement

(1) Comptes rendus Acad. Se, 29 mai 1926.
(2) Bulletin des Sciences mathématiques, t. 51, 1927.



le rayon de ces cercles les valeurs de la fonction couvrent la sphère
de Riemann (sauf le voisinage des points exceptionnels) un nombre
de fois qui est de l'ordre de T (rw). rn étant le module du centre du
cercle. Le théorème de M. Julia et le théorème de M. Borel appa-
raissent ainsi comme cas particulier d'une même proposition générale.
Ces résultats furent complétés par M. Milloux, puis de nouveau
par M. Valiron.

Dans le paragraphe final de son article sur les fonctions entières
d'ordre fini, déjà cité, M. Valiron a suggéré (pie les considérations
qu'il développe doivent s'étendre au cas où, au lieu de prendre x?
comme fonction de comparaison, on prend les fonctions ,r? (log.r)?1, ...,
(log/> »r)?'' introduites par M. Lindelof dans la théorie des fonctions
entières, et. d'une façon générale, au cas où la fonction de compa-
raison est une fonction croissante et dérivable U (x) telle que

./• l '< .>•'»
il 111 - p r — s .

Le but de cette Thèse est de donner ces extensions. Dans les deux
premiers Chapitres, j'étends dans le sens indiqué les résultats du
Mémoire cité de M. Valiron. Dans les troisième et quatrième,
j'applique des considérations analogues au cas des fonctions méro-
morphes en tout point à distance finie ou méromorphes dans un
cercle. Dans le cinquième, j'étudie le cas des fonctions de la classe
supérieure du type U (x), c'est-à-dire telles que

I — L_
J , rL( ,r )?

diverge, et en utilisant la méthode esquissée par M. Valiron dans
une note récente (•), j'établis notamment qu'il existe pour une telle
fonction f(z) une direction au moins telle que, dans tout angle
l'admettant pour bissectrice, la série

2J \J\7TH, X)]?*

étendue aux zéros r (n, x) de / (z) —.T intérieurs à cet angle, diverge
pour tous les x sauf deux au plus.

(l) VALIRON, Sur les pâleurs d'une fonction méromorphe dans le voisinage
d'une singularité (Comptes rendus Acad. Se, 1928, p. 8o3-8o5).



En terminant cette introduction, je me permets d'adresser mes
vifs remerciements aux Professeurs de l 'Institut de Mathématiques
de l'Université de Strasbourg pour leur bienveillant accueil, tout
particulièrement au Directeur de l 'Institut, M. Valiron, qui a inspiré
mon travail et auprès duquel j ' a i trouvé une aide constante.

CHAPITRE I.

RELATION ENTRE LA CONVERGENCE DE CERTAINES SÉRIES
ET INTÉGRALES.

I, i . Nous considérons une suite de nombres positifs an non décrois-
sants et non bornés et nous supposons que cette suite admet un
exposant de convergence fini, p, c'est-à-dire que la série

converge pour T >> p et diverge pour T <Z p.
Soit U (x) une fonction croissante, continue et dérivable de la

variable positive x dont la croissance est comparable à celle d'une
puissance de x, en ce sens que

tend vers une limite finie positive lorsque x croît indéfiniment. Si «

est cette limite, la fonction U (x) a est encore une fonction de même
espèce que U (x), mais la limite de l'expression (I, i) correspondante
est égale à i. Comme nous opérerons sur des fonctions de la forme U(#)T

il est donc loisible de supposer que la limite de (I, i) est égale à i .
C'est ce que nous ferons désormais.

Nous nous proposons d'étudier les séries de la forme

ri •>}

II est aisé de vérifier que de telles séries convergent encore pour T > p
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et divergent pour r < p. Car en intégrant l'égalité asymptotique

(1,3) ^ £ J ^ J ,

on voit que

avec
l im OL(X) = o.

Pour r = p, la série (I, 9) peut converger ou diverger.
Appelons n (x) le nombre des quantités an dont la valeur est infé-

rieure ou égale à x. Donc

an <| x si « ^ n(x),
«„> ĉ si n > n(jp).

I. La condition nécessaire et suffisante pour que

converge est que l'intégrale

(I'5) J C " T O
ai^ un sens.

On a en effet, si an <Z a«+i,

x
donc

Si la série (I, 4) converge le second membre de (I, 6) est borné, donc
l'intégrale du premier membre converge. Mais on a

A ï -=J_'l = - U>(;r) 0
/•"W — — — —

et par suite, le premier membre de (ï, 6) et (I, 5) converge en

même temps.
La ocnvergence de (I, 4) entraîne bien celle de (I, 5).
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Inversement, si (I, 5) converge

f rujc) j

tend vers zéro, donc, puisque d'après (I, 3)

U ( >..r ) < U ( .r ) > 1 + s ( s > o ) .

on voit que m \ U (am)? tend vers zéro.
La convergence de (1,5), donc du premier membre de (1,6), entraîne

donc la convergence de (I, 4), ce qui achève la démonstration.
I, 2. Si l'on pose

_ r1' ni,v) .
> ( . ƒ • ) = I -CÜ'

le théorème I prend la forme suivante :

IL La condition nécessaire et suffisante pour que la série (ï, 4)
converge est que V intégrale

converge.

Car en intégrant par parties, nous avons

( ï. 8 ) ƒ N ( x ) d\ f-. = / r w */.r — TT/ / »

et pour les mêmes raisons que ci-dessus, le premier membre de (I, 8)
converge en même temps que (I, 7). Donc, si (I, 4) converge, (I, 5) et
par suite (I, 7) converge. Si (I, 7) converge, on voit comme ci-dessus
que N (x) : U (x)P tend vers zéro, donc le premier membre de (I, 8)
étant convergent, (I ,7) converge.

M Valiron établit l'inégalité

ƒ .r1"1"* r* ' x^'k

en divisant les deux membres de l'égalité de Cauehy donnant
le nombre n (x) des zéros de fonction entière (/ (s) intérieure au
cercle | z ! = x



par xx+k, k étant positive, et intégrant entre xx = rn^\—e et
x2 = rn + £, K étant une constante et M (x) étant le maximum du
module dans le cercle I z I < x.

• i ~

Cette inégalité petit se généraliser en remplaçant la fonction r
par les fonctions utilisées ci-dessus. On obtient

[pU(r)PJ \}(r)?+l rU(r)p"

En multipliant les deux membres de l'égalité de M. Jensen

ƒ '" ma*) . -, s
(tx = \ ( r ) — > 1<> )x

dr . , . , .
par u . . et en in tégrant de a a r. on obt ient

( r ) f

' r' ̂ i,/xY- c' n{x)

r n{x) fr n(x)dx

V < r )K- f-!ti±L-f/x
~ ? U ( /• )f ~~ ? , / a a- U ( x )P -

Par conséquent

. / , x U ( r ) P • K pU(/-.)P p

OÙ

p U ( / - . ) P j 11()^'

Mais V (o?) <C log M (^). On a le résul tat suivant :

III. / (z) étant une fonction entière, n(x) le nombre des zéros et
M (#) le maximum du module dans le cercle \z\ <Z x et p un nombre
positif, on a

K étant une constante.
THÈSE COLLIER
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I, 3. Si Ton écrit
U(x ) = #*•*"*&,

i + a (x) vérifie les conditions des fonctions que M. Valiron a appelé
ordre précisé ou exposant de convergence précisé, on a

lim OL{JT) = o. liin x OL'(X) logâ? = o.

On peut prendre pour U (x) toute fonction telle que a (x) tend vers
zéro et obtenue par un nombre fini d'opérations d'addition, multi-
plication, itération de log x. On peut prendre non seulement les
fonctions de Lindelof

U(.r) = ûr(\ogj' )** . . . (log,, #)*/»,

mais aussi celles correspondant par exemple à

OL(ÛT) = A \ogx~T (o < y < i),

qui donnent des types de croissance plus variés.
Les résultats qui suivent s'étendent au cas où l'on suppose seule-

ment
.. V'(x) ̂  p— V'(x)
li ni x-=-r-—- > o, Jim x =•= = i,

^ ^ \J{x) ^ ' . r = 1 B U{x)

ce qui permettrait d'introduire des fonctions U (x) à croissance
irrégulière.

Pour une fonction d'ordre p non entier, et de genre p, on a

log M ( /• ) < B rP -î- A ƒ y ) dy ;

donc, si p < p < p + î,

U ( ) P r / ' r < 1 5 '

(on peut intervertir l'ordre des intégrations puisque tout est positif).
Or,

X '
( x - - y ) U (x)(J Jx {x — ̂ .) U ( ar )P

< ~~ I "jJT^T^ dx -h I . ̂ j <
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et

L U (,x )9 J Ü (
donc

?£'
Jy U(X)P

n(y) , r' xP do* nn f* n
—iz—i dy I .—;——.— <^ B I —

donc, la convergence de

et

A

entraîne bien celle de

si p <C p <T p + i, et nous avons ce résultat :

IV. Pour toute fonction entière (Tordre p non entier et telle que
la série (I, 4) formée avec les modules des zéros converge, Vintégrale

est bornée.

I, 4« Convenons de dire que /'(z) es£ <ie la classe inférieure ou de la
classe supérieure de Vordre et du type U (x) suivant que

converge ou diverge.

L'application des propositions précédentes aux fonctions d'ordre
fini non entier se présente alors comme suit : le théorème IV montre
que toute fonction d'ordre non entier telle que (I, 4) converge, est
de la classe inférieure; inverse me rit, si l'intégrale (1,9') est bornée,
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donc convergente, le rapport

IogM(r)

tend vers zéro; d'après (1,9) l'intégrale

( L i i )

est bornée. Par suite :

V. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
d'ordre p non entier soit de la classe inférieure est que la série

JLÀ \J(an)P
soit convergente.

I, 5. Considérons maintenant la dérivée. Il est clair que si / (z)
est donnée, la dérivée ƒ' (z) est de la même classe a"un type U (x)
quelconque puisque

logM(r,/')

tend vers un lorsque l'ordre est fini.
Donc, pour une fonction d'ordre non entier p, les séries

y r , y *

formées avec les zéros de / (z) et de sa dérivée respectivement conver-
vergent ou divergent simultanément.

Dans le cas de l'ordre entier, il n'en est plus de même, mais la
convergence de

• entraîne toujours celle de

y *

On le voit par le théorème de Jensen appliqué a~~f,—\ C1)* On a, quel

(!) VALIRON, Le théorème de La guerre-Borel dans la théorie des fonctions
entières (Bulletin des Sciences mathématiques, Ie série, t. 46, 1922, p. 432-445).
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que soit r,

r«'(x)Ç< r ï r ^ i £ W Alogr,

n (x) étant le nombre total de zéros de / (s) et ri (x) celui de ƒ' (z)
dans ,1a couronne Ro < | z | ̂  x. En multipliant les deux membres

de cette inégalité par d ~ ' j et intégrant de Ro à R, on obtient

k^ étant une constante. En intégrant par parties dans les deux
membres, on a

OU

fortiori,

Rn'(x)f i i "1 ,
<

et puisque la quantité sous le signe d'intégration du premier membre
est positive

et enfin, puisque U (R) > U ( * ) 21+6 > U (x) 21+e si a: < 5 ,

R^ x v v* ;r *r -r — i t / ^
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Cette inégalité démontre la propriété en vue. On voit ainsi que
l'on peut énoncer le théorème

VI. Pour une fonction d'ordre p non entier, les séries

JLJ U ( an )? ' JLJ U ( nn )P

formées respectivement avec les zéros de la fonction et avec ceux de la
dérivée convergent ou divergent simultanément. Lorsque p est entier, la
convergence de la première série entraîne celle de la seconde.

Il en résulte que, lorsque / (z) étant donné, les zéros de sa dérivée
rendent divergente la série

la série analogue formée avec les zéros de f (z)—x est divergente,
quel que soit x. En particulier, si / (z) est une fonction réelle d'ordre
entier, à zéros réels pour laquelle la série

y L_
** U ( <hi )

diverge, cette série diverge aussi pour les zéros de f (z)—x, quel
que soit x. Car, d'après le théorème de Rolle, la série (I, 12) est
divergente. .

CHAPITRE II.

FONCTIONS ENTIÈRES DONNÉES PAR LEUR SÉRIE DE TAYLOR.

II, I. Soit

une fonction entière définie par sa série de Taylor. Introduisons
le polygone de Newton utilisé par M. Hadamard et M. Valiron.
En posant log \cn\ =—gn, et en désignant par Bn le point de coor-
données n, gn on considère le polygone dont les sommets sont certains
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de ces points (il y a une suite infinie de tels sommets) et qui est
tel que tous les autres points B« sont sur ses côtés ou au-dessus de
ses côtés. Soit logR„ la pente des côtés de ce polygone entre les
points d'abscisses n — i et n. l\n est ce que M. Valiron a appelé le
rapport rectifié de c„ x à cn et il a montré que si NK (x) désigne la
fonction N (x) du Chapitre I, (I, 2) correspondant à la suite R«,
on a

(II? 1) logM(r, f)~ NR(JT),

M (r,/) désignant le maximum de ƒ[(/•# '")] lorsque O<JM<^2 7I. Il
suit de (II, 1) que a étant fixe et arbitraire

-O / - 1 • \'i'<l*~ -^r~:^-

II, 2. x\ppliquons le théorème II. Nous obtenons cette proposition :

VII. La condition nécessaire et suffisante pour que f (z) soit de la
classe inférieure de Vordre p et du type U (x) est que la série

("> 4) . lU(Kn)P

converge.

Il en découle inversement que la condition nécessaire et suffisante
pour que / (z) soit de la classe supérieure de Tordre p et du type U (x)
est que la série (II, 4) diverge.

Il est clair que lorsqu'une fonction entière / (z) est majorée par
une autre fonction d'ordre p et de classe inférieure, elle est de classe
inférieure, si elle est d'ordre p. Comme application de cette remarque,
on peut démontrer la proposition suivante :

VIII. Si les coefficients du développement de Taylor de f (z) sont
tels que la série

où - Cn-4-1

Cn

est convergente, la fonction f (z) est d'ordre p au

plus et si elle est d'ordre p, elle est de la classe inférieure.



Les nombres bn ont une limite inférieure infinie pour n —• + oo ;
on peut donc les ranger en une suite croissante b\, 6'2, ..., b'n, où

b\ ^ bf.

b't b'n ^ b\ b*«

et

bx 62 . . . bn *- b\ 6'2 . . . b'n

Si l'on pose

la fonction

majore / (z), car , J*. est le produit des p plus grands nombres -y-*

tandis que , £ . est le produit de p de ces nombres. Or, cette fonc-

tion F (z), pour laquelle Rw = 6^, est d'ordre inférieur à p ou bien

d'ordre et de classe inférieure. La proposition énoncée est donc

démontrée.
M. Valiron a démontré le lemme suivant (*) :

«Si tous les nombres an sont positifs et si la série

t

converge, la série
ae

converge.

Il suit, puisque les nombres R,, sont non décroissants, que les
séries (II, 4) et

CM) 2 ! ,
[U(R1)U(Rs)...U(Rn)]«

(*} VALIRON, Lectures on the General Theory of Intégral Functionsj
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convergent et divergent èn même temps. Mais la série (II, 4)
converger alors que la série

1
U(R, R,...R,t)'<

divergerait. Prenons
U = XÏOgûT, p = I,

alors
U(Rn)> rt(

Tandis que
x = R,R2. .. iin== ni (iogâ i .Iog22 . , . log,»)2

et

donc

I (log2Ai)2n n{2 logn),

[U(R i R 2 . . .R n ) f
diverge.

Le problème qui se pose ici serait :

i° De chercher s'il existe des fonctions U (#) autres que U (x) a x*f

qui seraient telles que la convergence de (II, 4) entraîne celle
de (11,6);

2° De chercher s'il existe des fonctions U {oc) autres que U {x) == xk

qui seraient telles que la convergence de (II, 6) entraîne celle
de (II, 4)-

Naturellement, on exclut les fonctions U (x) telles que . 'J tend
vers i, qui répondent à la question.

En comparant (II, 4), (II, 5) et (II, 6) on voit que si U (x) vérifie
les inégalités

(II, 7) L(R 1 )U(R 2 ) . . .ü (R„)< U(R1R1 . . .R„)

elle répond à la question. En posant

THESE COLLIER 1 * .
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on a à chercher les fonctions v (x) croissantes, telles que

Si l'on désigne par G,, l'ordonnée du point d'abscisse n de la
courbe 7r(/), tel que

«c«=R1K s . . .R l l ,

on peut remplacer les conditions de convergence et de divergence
de la série (II, 4) P a r l e s mêmes conditions pour la série

UÇ- cn \'f

y\cn\ = eG»

En particulier, ou aura la proposition suivante :

IX. Si / (x) est d'ordre 0 entier, et si U (R«) satisfait (II, 7) et est
tel que la série

diverge, la fonction f (z) — x est de la classe supérieure, sauf peut-être
une valeur exceptionnelle.

CHAPITRE 111.

FONCTIONS ENTIÈRES D'ORDRE ENTIER ET FONCTIONS MÉROMORPHES.

I. — Fonctions entières d'ordre entier.

I I I , 1. Dans l'Appendice B, à la conclusion de ses lectures on
the [General Theory of Intégral Functions, M. Valiron discute un
critérium pour que la série

converge. Cette étude conduit aux relations entre la convergence et
la divergence de cette série et certaines intégrales.
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Au moyen de l'équation de Jensen, sous la forme

t'rnij'. s , _r m - /

nous avons établi (au Chapitre I) l'inégalité

(III ,0 fr n(x}iU- ^ TiogMir) f l

où K est une constante, et a >> o, et nous avons démontré que si
l'intégrale

(IH. 3,

est bornée, donc convergente, le rapport

(III O 'QgM(r)
' U(/-)P

tend vers zéro comme r tend vers Tin fini, et la série

est convergente.

III, 2. L'inverse n'est pas vrai lorsque p est entier. D'un théorème
général (1),

Si f (z) est une fonction entière d'ordre fini, et n (r, x) le nombre
des zéros de la fonction f (z) —x dans le cercle \ z j = r, pour
chaque nombre k > i, il existe un nombre positif H (k) tel que, pour
toute valeur de a et b, (a ̂  b), et pour tout r ; > r (a, &),

(III, 6) I —̂ — — — — - d x > \\<k\ log M^ j \ u > o),

où M (r) est le maximum de module de f (z) sur le cercle de rayon r.

M. Valiron a déduit une proposition complémentaire pour les
fonctions d'ordre entier.

(l) VALIRON, Lectures on the General Theory of Intégral F u notions 19^3,
p. 8 i .
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L'inégalité (III, 6) peut s'écrire sous la forme

(111,7.)

où W (r, a, 6) est une fonction croissante continue dans les inter-
valles adjacents.

dx
Si l'on multiplie les deux membres de cette inégalité par —fTT—\Z

en faisant un changement de variable sur la droite, et que l'on
intègre de (3 à R, on obtient

,111.8-

K une constante, et o <C k<. i ;
Si

est divergent, il suit que l'intégrale

est divergente aussi; donc, l'intégrale (III, io) n'est pas bornée pour
deux valeurs distinctes.

Si R,» est le module de nlêrae zéro de / (z) — x, la série

ne peut converger que pour une valeur de x.
On voit qu'il existe les propriétés suivantes :

X. Si f (z) est une fonction entière d'ordre p et si Vintégrale (III, 3)
est bornée, la série (III, I I ) est convergente pour toute valeur de x. Si
Vintégrale (III, 9) est divergente, la série (3, 11) est divergente, sauf
au plus pour une valeur exceptionnelle seulement.



II. — Fonctions méromorphes en général.

III, 3. Nous allons étendre les considérations du Chapitre I aux
fonctions méromorphes en utilisant les résultats de M. R. Nevanlinna,
le théorème de Picard-Borel et la théorie des fonctions méromorphes (1).

Si / ( z ) = C 0 + ... est une fonction méromorphe, non mille
pour z = o, on a, pour o <. r < R,

(III, i l ) (r, L

m (r, g) et T (r, g) désignant les deux fonctions connues.

Tir. ,̂ ) = mi r. g) N(r, ao).

Prenons, avec M. Nevanlinna (*),

Multiplions les deux membres de (III, itî) par # ,-T, t i p étant ici

positif mais quelconque, et intégrons de r0 à r' (i << r0 <C r'). Chacune
des intégrales des cinq premiers termes du second membre est
bornée par une fonction de r0? c0, o, dépendant aussi de la forme
de U (r), mais bornée lorsque r' croît indéfiniment.

D'autre part,

) r U ( r > p B

r r r l o g T j R . / ) ViH)?

P) Déjà cité.
(f) Voir page 62 de son Ouvrage cité dans la note précédente.
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Mais

"7/
donc

••••••"

II suit de là que le reste S (r) figurant dans l'inégalité fondamentale

( Hf, ii) • (q — 2 ) T O ) < 7 \ ( ; / - . . r ) — \ , C / . ) : - S ( / • ) . .

où les xl9 x2, ...; #y désignent q nombres distincts, jouit de la pro-
priété suivante :

( I I I ,

III, 4- Convenons de dire que la fonction méromorpbe / (z) d'ordre
fini p est de la classe supérieure ou de la classe inférieure du type Ù (x)
suivant que l'intégrale

c m . . « , r^^-'Lr
J .rV(.r)P

diverge ou converge. Dans le cas d'une fonction entière on retombe
sur la définition donnée au Chapitre I, puisque alors

T( .r. /' ) ~ mi j ' . f )

et que Ton a des relations connues entre m (x, f) et log M (#,ƒ)..
L'inégalité de Jensen

Ni/*; r } <^ T i r; f ) h.tîJ

où hx est fini, montre que la convergence de (III, 16) entraîne la
convergence des séries

(HÏ ; t;» "V . : \

formées avec les modules rn (x) des zéros de / (z) — x , quel que soit x
(si x est infini, il s'agit des modules des pôles).

Supposons maintenant que (III, 16) diverge. Les séries (III, 17)
divergeront sauf au plus pour deux valeurs x. Car, si elles conver-
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geaient pour trois valeurs a ,̂ x2, xz de x l'inégalité (III, i4) appliquée

à ces trois valeurs et multipliée par ' ^ et intégrée de r0 à r
conduirait à une impossibilité puisque le second membre serait
borné d'après le théorème II et d'après l'inégalité (III. 15) dont
le second membre est ici borné. On obtient ainsi le résultat suivant
qui généralise ceux de M. Valiron relatifs aux fonctions entières et
ceux de M. Nevanlinna relatifs aux fondions méromorphes.

X L Pour une jonction (Tordre o de la classe inférieure du type U(r) ,
la série ( I I I , 17) converge quel que soit x. Pour une fonction d'ordre 0
de la classe supérieure du type II (r), la série ( I I I . 17) diverge sauf au
plus pour deux valeurs de x.

Si pour trois valeurs de x la série ( I I I , 17) converge, la fonction f (z)
est de la classe inférieure de Tordre 0. .

III, 5. Dans le cas des fonctions entières, il ne peut y avoir qu'une
seule valeur exceptionnelle x dans le cas des fonctions de la classe
supérieure. On sait, d'après le Chapitre I qu'il n'y en a aucune
lorsque l'ordre n'est pas entier.

Pour les fonctions méromorphes d'ordre non entier, le nombre
des valeurs exceptionnelles possibles s'abaisse à un. Supposons,
en effet, que / (z) d'ordre non entier 0 et de la classe supérieure
admette une valeur exceptionnelle .r, valeur rendant (III, 17) con-
vergente. On peut écrire

fi z ) — it h ( z )

h (z) étant le produit canonique formé avec les zéros de f (z)—x.
C'est une fonction d'ordre inférieur à 0 ou une fonction d'ordre p de
la classe inférieure du type U (r) d'après le théorème V. L'équa-
tion / (z) = y, y y£ x équivaut à

*'•( z I --- /i-i Z- > — •

r — .r

Le second membre étant au plus de la classe inférieure du type U (r),
le premier membre est de la classe supérieure, sans quoi (III , 17) con-
vergerait quel que soit x. Mais alors



est encore de la classe supérieure du type U (r) et comme p n'est
pas entier, le théorème V s'applique encore. Par suite :

XII. Dans le cas dune fonction dordre p non entier de la classe
supérieure du type U (r), la série (III, 17) diverge sauf au plus pour
une valeur unique x.

III, 6. La fonction Nx (r) du second membre de (III, i4) est la
somme de deux fonctions dont l'une est

En prenant q = 3, et en utilisant l'inégalité de Jensen, on voit que
pour une fonction d'ordre fini p

. j \ < N(r; a?,) N(r; .r2) ~ O(logs),

et en multipliant par ^ ̂  ' ^̂ ., et intégrant, on obtient cette propo-

sition qui généralise celle donnée plus haut pour une fonction entière.

XIII. Si la série ( I, 17) converge pour deux valeurs distinctes
de x (dont l'une peut être infinie), elle converge également pour les
zéros de f (z).

Il s'ensuit encore que :

COROLLAIRE. — Si la série

formée avec les modules des zéros de f (z) diverge, la série (III,» 17) rela-
tive aux zéros de f (z) — x diverge pour tous les x sauf un au plus.

III, 7. Dans le cas des fonctions entières, on peut remplacer la
condition de convergence ou divergence de

./ r U ( .r)P
oc

par la condition de convergence ou divergence de série (II, 4)»
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où la fonction U (Rn) est la même que celle définie dans le para-
graphe II, i.

On peut annoncer le théorème suivant :

XIV. Pour une fonction entière (Tordre entier p, la convergence
de (II, 4) implique la convergence de (III, 5) et la divergence de (II, 4)
implique la divergence de (III, n ) pour toutes valeurs de x, sauf au
plus une valeur exceptionnelle seulement.

C H A P I T R E I V .

FONCTIONS MÉROMORPHES DANS LE CERCLE DE RATON UN.

IV, i. Généralisation des résultats de M. Nevanlinna. —Dans la
quatrième section de son article Zur Theorie der Meromorphen
Funktionen (1), M. Nevanlinna étudie les fonctions méromorphes dans
le cercle de rayon un. On peut généraliser certains résultats de
M. Nevanlinna en utilisant la fonction U (x) = xl+*''r' introduite
dans le Chapitre I.

Considérons une fonction / (z) méromorphe dans le cercle | z | <C i,
et d'ordre fini.

Si l'on pose toujours

on a
(IV, i

puisque x tend vers un.
Si rn est le module du nlôme zéro de / (z), posons

«n=-±

an tendra vers l'infini lorsque r« tend vers i. Pour étudier la conver-
gence de la série

(*) R. NEVANLINNA, Zur Theorie der Meromorphenn Funktionen (Acta mathe-
matica, t. 46, 1925, p. 1-99).
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nous avons considéré

")f' "•") Jx;

nous introduirons donc ici

n(y) dy(IV'";> ƒ — (
i — y \ i — y

( i —

n (x) étant le nombre des zéros de / (z) qui figure déjà dans (IV, i).
Intégrant par parties, on obtient

- f'n(y)
( I \X

_ 7 )

x ,_ (x-+,) .

X-f-t

dy,

Or tend vers i, d'ici l'intégrale
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Si l'intégrale dans le second membre (IV,3) converge, donc si l'in-
tégrale

f 'l " l ^ ' ~ : / J dr

tend vers zéro, le rapport

tend vers zéro, et par suite la série

converge, l'intégrale du premier membre du (IV, 3) est nécessaire-
ment bornée et, inversement, si l'intégrale du premier membre con-
verge, l'intégrale dans le second membre est bornée et le rapport

tend vers zéro.
On a ainsi le résultat suivant :

XV. Si %rn est le module du nleine zéro d'une fonction méromorphe
dans le cercle \z\ <i i, et si "k est un nombre positif, la série

converge ou diverge avec les intégrales

IV, 2. Définition. — Lorsque / (z) est une fonction méromorphe
dans le cercle | z | <C i, on prendra pour définition de l'ordre

log



— 26 -

M. Valiron a montré que la seconde inégalité fondamentale de
M. Nevanlinna peut s'écrire (IV, 5)

(JV, 5) T ( r ) < N O ; a ) ~ N ( r ; b)~X)r; c)-^-* l o g ^ - p <*><>),

et que cette forme est valable pour les fonctions méromorphes dans
un cercle | z | < i (').

dr
Multiplions les deux membres de (IV, 5) par ^Tpû^ e t intégrons

de oc à r; comme p est positif, [on obtient en remplaçant x par *

l'inégalité

c étant une constante si l'ordre est fini. Pour une fonction d'ordre
fini p, l'intégrale

' " Jo ^x)i \i — x)\ (i — xy

converge pour "k ;> p et diverge pour X <C p. L'ordre peut donc aussi
être défini comme suit : c'est le nombre p tel que (IV, 7) converge
pour X >> p et diverge si X <C p.

Lorsque p est positif et fini, la fonction sera de la classe inférieure
ou supérieure de son ordre suivant que (IV, 7) converge ou diverge
pour X = p.

En se reportant aux définitions et propriétés de (IV, 5), on voit
que Ton a la propriété suivante :

XVI. Soient f (z) une fonction méromorphe d'ordre fini dans un
cercle \ z\ <C 1, et a, b> c trois nombres distincts, a ^ b y^ c =2̂  a,
Vinégalité (IV, 6) est valable pour r < 1.

Il en résulte de (IV, 6) et du théorème XV que :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction soit

(') VALIRON, Sur la distribution des valeurs des fonctions méromorphes [Acta
mathematica, t. 47, 1925).
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d'ordre p est que la série (IV, 4) converge pour X<Cp et pour trois
valeurs a, b, c et diverge pour X <C p et pour Vune au moins de ces
valeurs.

Il s'ensuit immédiatement que :

XVII. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
soit d'ordre p et de la classe inférieure du type U (x) est que la série (IV, 4)
converge pour X = p et pour trois valeurs a, b7 c, et diverge pour X >* p
et pour Vune au moins de ces valeurs.

IV, 3. On pourra, comme au Chapitre III, obtenir des propositions
relatives à la dérivée. La convergence de la série (IV, 4) pour (X=p)
les zéros de ƒ (z) — a et / (z) — b entraîne la convergence de la série
analogue relative aux zéros de la dérivée. Si la série (IV, 4) diverge
pour X = p et pour les zéros de la dérivée, elle diverge pour les
zéros de / (z) — x , sauf au plus pour une seule valeur de x (finie ou
infinie).

CHAPITRE V.

SUR LA DISTRIBUTION DES VALEURS D'UNE FONCTION MÉROMORPHE
DE LA CLASSE SUPÉRIEURE DANS LE VOISINAGE DUNE SINGULARITÉ".

V, i. En généralisant les résultats obtenus par M. Valiron (*),
on peut obtenir la proposition suivante concernant l'intégrale

(V,.) r-l±ÏL,lr

supposée divergente.

XVIII. Soit f (z) une fonction méromorphe^ sauf à l'infini, d'ordre p
fini et positify et soit T (r) la fonction caractéristique correspon-
dante. Nous supposons que f (z) est de la classe supérieure de son
ordre, cest-à'dire que V intégrale (V, i) diverge. Dans ces conditions,

(l) VALIRON, Sur les valeurs d'une fonction mêromorphe dans le voisinage
d'une singularité {Comptes rendus Acad. Se, t. 187, 1928, p. 8o3-8o5).
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il existe une suite de cercles C (n)

\z — z(n)\<tH\z(n)\,

en tendant vers zéro et | z (n) | croissant indéfiniment lorsque Vindice n
croit indéfiniment, qui jouissent de cette propriété. Pour chaque n,
ƒ (z) prend N (n) fois au moins dans C (n) toute pâleur, sauf au plus
celles qui sont représentées sur la sphère de Riemann à l'intérieur de
F un ou Vautre de deux cercles de rayon e~n. la série

N(#t)

étant divergente.

Supposons d'abord que
T(r)
U(r)P

ne tende pas vers zéro. Il existe une suite de rn pour lesquels

D'après (V, 2), il existe a fortiori des valeurs r pour lesquelles

Distinguons deux cas :

i° L'inégalité (V, 3) a lieu à partir d'une valeur de r. Alors, d'après
le théorème Vf du Mémoire déjà cité de M. Milloux (•), il existe
une suite de cercles CN (q) de rayon --> centre^», \zn = r,t |. dans
chacun desquels / (z) — a possède au moins

. A a
1S( n) = • -; — h( r„ )?

q'- t*j • ' •

zéros, sauf au plus pour des valeurs a qui peuvent être enfermées

dans deux cercles de rayon e~~". En prenant q = \/n, on a

^ !S ( // ) ^ ^ A a

ce qui démontre le théorème XVIII.

(') MILLOUX, Les cercles de remplissage des fonctions méromorphes ou entières
et le théorème de Picard-Borel (Acla mathematica, t. 52, 1928).
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a° L'inégalité (V, 3) est vérifiée seulement pour une suite infinie

de valeurs de r, donc dans une infinité d'intervalles (R«, R'n). Une
infinité de ces intervalles renferment des points r„ pour lesquels
(V, Ï) est vérifiée.

Considérons l'un d'eux. On a

;~U

T < R'„ ) > T < rn ) > x U ( rn )P > a U ( R „ )P,
puisque

RR'
Il s'ensuit que

et, d'après les propriétés de U (x),

Il existe donc, dans l'intervalle (R^, R^) un nombre

et l'on a
r r / E * » \ a ï ' t » " \ a

On peut alors appliquer le théorème IV de M. Milloux (*), en y
prenant

R = R", = A~RW, /* = -~ t

et les cercles (C,) de l'énoncé de M. Milloux satisfaisant aux mêmes
.conditions que les cercles C (n) trouvés dans le premier cas.

Le théorème XVIII est encore démontré dans ce second cas.

V, i. Supposons maintenant que T (r) : U (r)P tende vers zéro. On
a vu au Chapitre III que

(*) MILLOUX, Les cercles de remplissage... (déjà cité).
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ou, encore, d'après le Chapitre I,

rr T(r) • , ^, .X1 frn(x;a),

puisque, par hypothèse, T (r) : U (r)P; donc, a fortiori, N (r, a) : U (r)9
tend vers zéro. Écrivons cette inégalité pour une valeur r = in et
remplaçons-y les intégrales par la somme des intégrales prises dans
les intervalles (r0 = Ï>/'% ?>' '), (2''°'% 2*-«), ••-, (2m ,2m + l).

Comme
%q^ n{x- a) n (*?-", a)

rü(r)P " > ï«ü(-Ji'/+i)p'

et puisque U (2r/+1) = U (a*""1) (4 + e) et que n (r, a) : U (r)P tend
aussi vers zéro, on obtient

U(-^)P < 2 J ̂  ~ 7 ~ ' uo//)p *

Si l'on désigne par p (q, a) le nombre des zéros de f (z) — a dans la
couronne

on a
ni'zf-*-*. a) = p(q -+-1, a) -+- p(q, a)-h...-f-/?(i, a) H- n(i, a)

et, en portant ces valeurs dans le second membre de (V, 4)> on voit
que le coefficient de p (q, a) sera

. dx i -+- E

et Ton aura
ni m

(V 5) y T(••*"*) K . .< + « y y/>(? , a)

On peut alors combiner, d'après la manière de M. Valiron (1), le

(l) VALIRON, Sur les valeurs d'une fonction méromorphe dans le voisinage
d'une singularité (déjà cité).
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théorème I du Mémoire déjà cité de M. Millouxavec l'inégalité (V, 5).
Comme l'intégrale

J / t (DP

diverge, le premier membre de (V, 5) diverge.
Considérons la couronne àn

U»-> < j 3 | < a»,

et partageons-la en petits domaines de dimensions a"6, il y

en a - • On entoure chacun d'un cercle F, et l'on prend le cercle

concentrique de rayon double. Si, dans le cercle concentrique/ le

nombre des zéros de / (s) — x est moindre qiu*

pour trois valeurs x a la distance e~", le nombre des zéros de ƒ (s) —x
dans F est au plus

r,HT(a"+«)7- H'/i,

sauf pour x appartenant à un cercle de rayon é~".

I. Si ceci a lieu dans chaque cercle concentrique avec T} le nombre
de zéros de / (r) —x dans à,, est au plus

A „ „, H'kn

sauf peut-être pour des x intérieurs à des cercles dont la somme
des rayons est

II. Si, dans ln, cette circonstance n'a pas lieu, il y a un cercle F,,
coupant à,, dans lequel f (z)—-x possède

TjT (>«+»)

zéros, sauf au plus pour des valeurs x enfermées dans deux cercles

de rayon — • Pour n >> n0, on peut trouver des nombres a, b, cf exté-

rieurs à tous les cercles exclus dans le cas I.
Pour toute couronne A,,, on a le cas I ou le cas IL
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Considérons les couronnes où l'on a le cas IL Je dis que pour
ces couronnes
(V, 7) —"T,..„+i,

U('2«)P

diverge. Car, si cette série convergeait, la série

>(n, a)

étendue aux mêmes valeurs de n convergerait aussi, puisque

Donc, pour les n donnant I, on aurait

^ [y>(/i, a)l
U(2*)P

et la série du premier membre divergerait. Cette inégalité est impos-
sible si

V, 3. Le cas II se présente donc dans une suite infinie de cou-
ronnes A,,, rendant (V, 7) divergente. Le rayon de Tn estsi71'*"1

et in <C YFfi ' ®r> £ e t P a r s u ' t e ri étant donnés,

diverge. Prenons des cercles F,, assez nombreux pour que la somme
de la série pour ces cercles soit supérieure à un nombre donné,
100 par exemple. Soit n2 la dernière valeur de n utilisée.

Ensuite, remplaçons c' par c = f » donc n par r^ = - > et prenons

de nouveaux cercles F,,, n << n1, correspondant à ces nombres e' et r\
et tels que

> T >IO°
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et ainsi de suite. On voit ainsi qu'il existera une suite de cercles Tn

j z — z(n)\ < e(/ i) j z(n) !,

£ (n) tendant vers zéro, tels que dans Y„ f (z)—x possède au
moins N (n) = n T (?/i+l) zéros, sauf pour les x enfermés dans deux
cercles de rayon — et

Zd T| Ui-*»)? ~~ZdVi-Ji")p

diverge, ce qui démontre encore dans ce dernier cas le théorème XVIII.

V, 4- On a une suite de cercles C (n), telle que, dans C (n) f (z)
prend N (n) fois au moins les valeurs # extérieures à deux cercles y,,, y'n
de rayon e n, et

diverge.
Considérons la série

( V ' f l )

étendue aux modules r (q, x) des zéros de f (z)—x situés dans ces
cercles C (n). Supposons que cette série converge pour une valeur x=a.
Le point a appartient à une suite de cercles ya ou y'n. Supprimons
les cercles C (n) pour lesquels a est extérieur à */„ et y,,. Pour ces
cercles supprimés, les termes correspondants de (V, 8) forment une
série convergente, sans quoi (V, 9) divergerait pour x = a, contrai-
rement à l'hypothèse. Donc, pour les cercles C (n) conservés

diverge encore et a appartient à l'un des cercles yn, yn. Si pour b ^ a
(V, 10) converge, on procédera de même.

On conservera ainsi une suite de cercles C (n) pour lesquels

(V'"> 2iu[iï(,.)HF

diverge encore et pour lesquels a et b appartiennent tous deux à yn

et yn, donc Vun à y,,, l'autre à '/„ dès que n est assez grand. Si c est
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distinct de a et b, pour n assez grand, il est extérieur à yn et y'n.
donc f (z) — c a au moins N (n) zéros dans les C (n) et

diverge, donc aussi a fortiori (V, 9) pour x = c.
On obtient ainsi le théorème suivant :

X I X . Si la fonction f (z) méromorphe d'ordre fini p est de la
classe supérieure du type U (x), il existe une suite infinie de cercles C (n)

i z — z( n ) j < s,, | z( n ) . lirin £„ = o.

tels que la série

étendue aux modules des .téros de f (z) — x (si x infini, il s'agit des
pôles) situés dans les C (n), est divergente pour toutes les valeurs de x,
sauf pour deux valeurs au plus (dont Vune peut être infinie).

Considérons maintenant les cercles C" (n) et la série divergente cor-
respondante (V, 11). Divisons le plan en p secteurs égaux de sommet

origine et ouverture — • Considérons les cercles C (n) dont les centres

sont dans l'un des secteurs et formons la série

M /i )

relative à ce secteur. Pour l'un des secteurs au moins, cette série
est divergente. On peut de nouveau diviser ce secteur en p secteuis
et ainsi de suite. On obtiendra ainsi une direction A telle que, si
Ton prend les cercles C" (n) dont le centre est dans un angle a de
sommet origine et bissectrice A, la série (V, 11 ) restreinte à ces cercles
divergera. Les cercles C"(n) de rang assez élevé dont le centre est
dans l'angle a seront dans un angle de bissectrice, A et d'ouverture
double. On obtient ainsi ce théorème :

XX. ƒ (z) étant de laœlasse supérieure de tordre p et du type U (x),
il existe une direction au moins telle que, dans tout angle de bissectrice A,
la série ( V, 9) restreinte aux modules des zéros de f (z) — x intérieurs
à cet angle est divergente, sauf au plus pour deux valeurs de x.
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On sait, par ce qui se passe pour les directions, que M. Valiron
a appelé directions de Borel, que la direction peut être unique pour
une fonction méromorphe d'ordre quelconque. Mais on peut se
demander s'il n'existe pas toujours deux directions A au moins

pour les fonctions entières d'ordre supérieur à •
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