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PREMIERE THESE

SUR QUELQUES POINTS

THEORIE DES FONCTIONS ENTIERES
OU MEROMORPHES I’ORDRE FINI

INTRODUCTION.

Le théoréme classique de M. Picard relatif & I'indétermination-
d’une fonction uniforme aux environs d’un point singulier essentiel
et le théoréme de M. Borel sur Pexposant de convergence des zéros
de f(z) —a, f(z) étant une fonction entiére, ont donné naissance
a un grand nombre de travaux; les uns de nature (ualitative se
rattachant au théoréme de M. Picard, les autres de nature quanti-
tative se rattachant au théoréme de M. Borel.

M. Julia & montré en 1919 que le théoréme de M. Picard d’aprés
lequel la fonction f (5) prend une infinité de fois toute valeur sauf 2 au
plus dans le voisinage de la singularité (ue nous supposerons a
Pinfini reste vrai lorsqu’on remplace ce voisinage complet par un
voisinage plus restreint : petit angle convenablement choisi, suite
de cercles, ete., & la condition que f(z admette une valear asympto-
tique. Ces résultats, obtenus par la méthode des familles normales,
ont été complétés d'une parvt par M. Ostrowski qui. employant la
méme méthode, a établi que les théorémes de M. Julia valent pour
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presque toutes les fonctions méromorphes, et d’autre part par
M. Milloux qui, movennant ’hypothése de I'existence d’une valeur
asymptotique et par Pemploi direct d’une inégalité de M. Carleman
et du théoréme de Schottky, a démontré Pexistence de cercles de
remplissage. Ces cercles dans chacun desquels les valeurs de la
fonction couvrent toute la surface de la sphére de Riemann, sauf
le voisinage de deux points, ont un ravon hLié & lo facon dont la fonction
tend vers sa valeur asvmptotique.

Dans l'ordre d’idées duv théoréme de M. Borel, M. Valiron a résolu
la question du genre des fonctions entiéres en introduisant 1'idée
de classes. Une fonction entiére d’ordre 2 et de module maximum M (r)
est dite de la classe supérieure ou inférieure suivant que l'intégrale

** log M(.x)
j J‘F'ﬁ_ (lJ‘

diverge ou converge. Si rn (y) désigne le n'*™ zéro de f(z) —y. la
série

1"
AN !

et 7y ( 3)7
1

converge ou diverge suivant que la fonction est de la classe inférieure
ou supérieure, il ne peut y avoir exception que pour une valeur
de y lorsque f (z) est d’ordre entier de la classe supérieare. Ces résul-
tats ont é1é étendus aux fonctions méromorphes par M. Nevanlinna
dans son important Mémoire Zur Theorie der meromorphen FFunktio-
nen, dans lequel il introduit la fonction caractéristique T (r) d’une
fonction méromorphe, définit Pordre au moven de cette fonction
et donne au théoréme de M. Borel une forme précise qui généralise
et précise celle qui avait ¢1é obtenue antérieurement par M. Valiron
dans le cas des fonctions entiéres. M. Valiron a introduit la fone-
tion T {r) dans I'étude des cercles de remplissage des fonctions méro-
morphes. Il montra d’abord que le ravon de ces cercles est lié a la
valeur de T (r) (1) pour les fonctions d’ordre fint ou nul & croissance -
assez rapide, précisa cette valeur du ravon peur les fonetions méro-
morphes et donna sa valeur presque définitive pour les fonctions
entieres (2). Il montra ensuite qu’en augmentant convenablement.

(') Comptes rendus Acad. Sc., 29 mai 1926.
(2) Bulletin des Sciences mathématiques, t. 31, 1927.
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le rayon de ces cercles les valeurs de la fonction couvrent la sphére
de Riemann (sauf le voisinage des points exceptionnels) un nombre
de fois qui est de Pordre de T (r.). r, étant le module du centre du
cercle. Le théoréme de M. Julia et le théoréme de M. Borel appa-
raissent ainsi comme cas particulier d’une méme proposition générale.
Ces résultats furent complétés par M. Milloux, puis de nouveau
par M. Valiron.

Dans le paragraphe finel de son article sur les fonctions entiéres
d’ordre fini, déja cité, M. Valiron a suggéré que les considérations
qu’il développe doivent s’étendre au cas ol, au lieu de prendre a?
comme fonction de comparaison, on prend les fonctions a? (log x) #, ...,
(log, a)? introduites par M. Lindeldf dans la théorie des fonctions
entiéres, el, d'une facon générale, au cas on la fonction de compa-
raison est une fonction croissante et dérivable U (x) telle que

o Ulcan

hm — = 2.
e U ;

Le but de cette Thése est de donner ces extensions. Dans les deux
premiers Chapitres. J¢tends dans le sens indiqué les résultats du
Mémoire cité de M. Valiron. Dans les troisieme et quatriéme,
Jyapplique des considérations analogues au cas des fonctions méro-
morphes en tout point & distance finie ou méromorphes dans un
cercle. Dans le cinquiéme, j’étudie le cas des fonctions de la classe
supérieure du type U (z), ¢’est-a-dire telles que

N W )
f rU(r)e ds

diverge, ¢t en utilisant la méthode esquissée par M. Valiron dans
une note récente ('), J’¢tablis notamment qu’il existe pour une telle
fonction f(z) une direction an moins telle que, dans tout angle
'admettant pour bissectrice, la série

1
rin, x)]?’

étendue aux zéros r (n, 2) de f (z) — x intérieurs a cet angle, diverge
pour tous les 2 sauf deux au plus. '

(') Variron, Sur les valeurs d'une fonction méromorphe dans le voisinage
d’une singularité (Comptes rendus Acad. Sc., 1928, p. 803-805).
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En terminant cette introduction, je me permets d’adresser mes
vifs remerciements aux Professeurs de I'Institut de Mathématiques
de I'Université de Strasbourg pour leur bienveillant accueil, tout
particulierement au Directeur de I Institut, M. Valiron, qui a inspiré

mwon travail et auprés duquel jai trouveé une aide constante.

CHAPITRE 1.

RELATION ENTRE LA CONVERGENCE DE CERTAINES SERIES
ET INTEGRALES.

I, 1. Nous considérons une suite de nombres positifs a, non décrois-
sants et non bornés et nous supposons que cette suite admet un
exposant de convergence fini, p, ¢’est-d-dire que la série

converge pour T > p el diverge pour 7 <p.

Soit U (2) une fonction croissante, continue et dérivable de la
variable positive @ dont la croissance est comparable a celle d’une
puissance de z, en ce sens que

x U'(x)
I, 1) TU(’I))

tend vers une limite finie positive lorsque z crofit indéfiniment. Si «
1

est cette limite, la fonction U (2)* est encore une fonction de méme
espéce que U (@), mais la limite de 'expression (I, 1) correspondante
est ¢gale & 1. Comme nous opérerons sur des fonctions de la forme U(z)®
il est done loisible de supposer que la limite de (I, 1) est égale a 1.
C’est ce que nous lerons désormais.

Nous nous proposons d’étudier les séries de la forme

{ N ;W[ .
(1, 2) zl‘n’a,,\f

Il est aisé de vérifier que de telles séries convergent encore pour T > p
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et divergent pour v < p. Cor en intégrant I'égalité asymptotique

(1. 3) Ulr) 1

U(ax) z’

on voit que
U(.z‘) = gt+alr)
avec
lima(r) =o.

Pour 7 = p, la série (I, 2) peut converger ou diverger.
Appelons n (z) le nombre des quantités a, dont la valeur est infé-
rieure ou égale 4 z. Donc

a, {x si n < n(x),

aAn> si n> n(x).

|
I. La condition nécessaire et suffisante pour que

Y I
(1. 4 Z«U(a,.)p
converge est que Uintégrale

* n(x)
(I, 5) [ w__—_U(z)P dx

ait un sens.

On a en effet, si an << @ny,

fnaw”md[ﬁ] = oty — v )

n

donc

m
m —1 I m—1
(1, 6) [ "(”)‘1[(;<‘r).c] =2 Uan%  Ulam)p
1 .

“o

Si la série (I, 4) converge le second membre de (I, 6) est borné, donc
Iintégrale du premier membre converge. Mais on a

o —1 Uy o
dr|U(re) ~ T UCres1 ™ 2z Uy’

el par suite, le premier membre de (I, 6) et (I, 5) converge en
méme temps.
La ocnvergence de (I, 4) entraine bien celle de (I, 5).
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Inversement, si (I, 3) converge

' nr)
[ ————da > nir)

J,. rUlre L()I)P
tend vers zéro, done, puisque d’apres (I, 3)
Uinay L Utarynt+e (2> 0).

on voit que m : U (an)? tend vers zéro.
La convergence de {I,5), donc du premier membre de (I,6), entraine
donc la convergence de (I, 4), ce qui achéve la démonstration.

. }
I, 2. Si Von pose
,
ni.ur)
Ny = f ——d.r,
LR} £

le théoréme I prend la forme suivante :

II. La condition nécessaire et sufﬁ.sante pour que la série (I 4)
converge est que U'intégrale

* Nya)
I, - [ e
S A .L'U(.z-)F"L
converge.

Car en intégrant par parties, nous avons

" on(a) N(r)
.8 ) =/. - —
(I ) / '\1?)(’[[((’)‘] J -'"U("l‘\."dl I

et pour les mémes raisons que ci-dessus, le premier membre de (I, 8)

converge en méme temps que (I, 7). Done, si (I, 4) converge, (I, 5) et
. par suite (I, 7) ¢onverge. Si (I, 7) converge, on voit comme ci-dessus
que N (z) 1 U (2)? tend vers zéro, done le premier membre de (I, 8)
étant convergent, (I ,7) converge.
M. Valiron établit Uinégalité
/‘ri("_"‘_’,[‘,;< W o \I(/ ' /‘ “log M. log M)

ik ri+k

en divisant les deux membres de I'égalité de Cauchy donnant
le nombre n (x) des zéros de fonction entiére (f(z) intérieure au
cercle |z! ==«

n(.z‘):-l—f .Ir'f(—”ij—)e"?d? | f(0) # o]
[

2% Slxel®)
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par z'** L étant positive, et inté'grant entre x, =rp_, —¢ et
zy = rp + ¢, K étant une constante et M (z) étant le maximum du
module dans le cercle | z| < .

Cette inégalité peat se généraliser en remplagant la fonction r
par les fonctions utilisées ci-dessus. On obtient

—1 U is(r‘)
2U(r2 | 7 Ulryert 7 rUry
En multipliant les deux membres de ’égalité de M. Jensen

)
nr) , L
——=dr =V(ry)— V(o

S )

dr ., .
PaT T et en intégrant de « & r. on obtient

r el o N
f L E(I)(]l'/ n('t)d.r
« rU(re x

Al
_ —1 " n(x) " r n(z)
- [p U(I‘)P_/o‘ r ¢Ix]z--~£ pxr U(x)r dz

_ 1 % n(x) 1 "n(x) , " n(x)de
- pU(a)ﬂ/‘: r llll'—,oU('l')P,[ x e _/; ox U(x)e

=K— —},(L-ﬂ“l / —,—l—.(—‘—ll)——ll.l'.
pUlrye o J,

b

Par conséquent

/‘r V(x) de o K V() 1 " n(x) d

Jy .rU(r)P'"{" T eU(rp E x U(x)e ol

x

ol
27 .
V)= = [ loglf(z e | b.

Mais V (z) < log M (z). On a le résultat suivant :

IIL. f(z) étant une fonction entiére, n(x) le nombre des zéros et
M (z) le maximum du module dans le cercle |z{ << x et p un nombre
positif, on a

r a M(r "log M(
(1. 9) f nir) /‘r<K[lo, 1(r) »__?/‘ IO"‘“('T)(I:: ,

x zCrpe’ s Ucrye Jy wU(re

K étant une constante.

THESE COLLIER 1.



— 8 —
I, 3. SiVon écrit )
U(x)= x1+xlx!

1 + « () vérifie les conditions des fonctions que M. Valiron a appelé
ordre précisé ou exposant de convergence précisé, on a

lim 2(r) = o. lim . 2’ (r) loger = o.
On peut prendre pour U (z) toute fonction telle que o (z) tend vers
zéro et obtenue par un nombre fini d’opérations d’addition, multi-
plication, itération de log . On peut prendre non seulement les
fonctions de Lindelof

U(r)=x(logr*...(log,x)¥,
mais aussi celles correspondant par exemple a
Ca(x)= Alogr—¥ (o< y <),

qui donnent des types de croissance plus variés.

Les résultats qui suivent s’étendent au cas ou ’on suppose seule-
ment
) U'(x)

> o, rh:":x Ux) =1,

lim U_ :I)

Gw=m» )

ce qui permettrait d’introduire des fonctions U (z) & croissance
irréguliére.
Pour une fonction d’ordre p non entier, et de genre p, on a

= orr+ia(y)
logM(r)< Brr - A£ }’""H(J _7,)

’

done, si p<<p<<p—+1,
log \l(t) , f” dr /"’“ P+ n(y)
L. xU( x )P de < B' - A 2 U(x)r Ja V”+|(}"*_1‘)d'y

L n( V) " ar de
<wea [T5F f e ) U@¥

(on peut intervertir Pordre des intégrations puisque tout est positif).
Or,

r

__ wrde < rY e dr (" xr drx
(o —y)U(x)p ‘/a (e =y Ux)e " J (xr-=y)Uxp

1 Yoxr / = r— /
<,;./; Gl ™) U™

k4
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et
xP+ Y xP , (p+1—p)xP
[Ump]:Ump,,.[(pw)U(x)—z.aU<x>]~—_—*P U(If) ,
[~ st e—prar
Ucr)e U(r)e - C(c)y
donc
1 ¥ xl _yl'
y./; U(‘I)Pd‘t<li U(_}')P’
P . yr
. U(,.t)?dt< U(y)e
‘et
AP, M _xrds ,,f" n(y)dy,
f yr+t tr A (.c—,—_y)l.:(_x)P<B x YUy’
donc, la convergence de
‘ ® n(y)
—
-[ yOREY
entraine bien celle de
, " log M(z)
d,9) ju Wlt

si p<<p<<p -+ 1, et nous avons ce résultat :

IV. Pour toute fonction entiére d’ordre p non entier et telle que
la série (1, 4) Jormée avec les modules des zéros converge, U'intégrale

, I()"\l(.t)
(!,9) jz .rth)P d=

est bornée.

I, 4. Convenons de dire que f (z) est de la classe inférieure ou de la
classe supérieure de Uordre et du type U (x) suivant que

= log M(z)
(1. 10) ) R

converge ou diverge.

L’application des propositions précédentes aux fonctions d’ordre
fini non entier se présente alors comme suit : le théoréme IV montre
que toute fonction d’ordre non entier telle que (I, 4) converge, est
de la classe inférieure; inversement, si intégrale (I, 9’) est bornée,
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donc convergente, le rapport
log M(r)
U(rye

tend vers zéro; d’aprés (I, 9) I'intégrale

® n(rx)
(L. 1) j; mdz

est bornée. Par suite :

V. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction .
d’ordre p non entier soit de la classe inférieure est que la série
N
dd U (aay, )P
soit convergente.

I, 5. Considérons maintenant la dérivée. Il est clair que si f(z)
est donnée, la dérivée [’ (2) est de la méme classe d’'un type U (z)

quelconque puisque
logM(r, f)
log M(r, f)

tend vers un lorsque Pordre est fini.
Donc, pour une fonction d’ordre non entier p, les séries

2t Xt
Clane’ Ula, e

formées avec les zéros de f (z) et de sa dérivée respectivement conver-
vergent ou divergent simultanément.
Dans le cas de Tordre entier, il n’en est plus de méme, mais la

convergence de
1
E Ucay)?

PR

On le voit par le théoréme de Jensen appliqué a",;f:)) (1). On a, quel

* entratne toujours celle de

(') Variron, Le théoréme de Laguerre-Borel dans la théorie des fonctions
entiéres (Bulletin des Sciences mathématiques, 2¢ série, t. 46, 1922, p. 432-445).
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f"n'(.z:‘ dx *Tp(r) / hlox
A );— <‘/l; —.t— ar — ogr,

que soit r,

n (x) étant le nombre total de zéros de f (z) et n’ (z) celui de f’ (z)
dans la couronne Ry << |z|<z. En multipliant les deux membres

de cette inégalité par d [U( )p] et intégrant de Ry 4 R, on obtient

fnd[ % ]f,‘n“)l cor [ a] = RCI P
R, U(I‘)F - = (I\..IAO L[U(l‘)?]f Py ar —+— ny,

h, étant une constante. En intégrant par parties dans les deux
membres, on a

—1 "n'(x) R R opiar)
[U(I)P xr l'p]“ “‘/l:o .L'b(.r)Pd
. 'l(-r) n(r) N
<ZP[U(R)P d.z:——‘/‘o zU(x)e ] -k

R

n'(z)
Re A/n‘ z U(z)pP dz

u(x) :R n(x) ,
fn dz j:: TU e ]ﬂ-h.
A fortiori,

nn'(x) 1 1 / ' 2R n(z) .
«fn,-, x [U(z)P_U(R)p]d“”<""/R: T U@ Wt h

et puisque la quantité sous le signe d’intégration du premier membre
est positive

ou

1
i“

n'(z) 1 1 2R n(.l‘)
./,; x [U(x)p"' U(R)P]d‘t<zp‘/l; xU(z)F(lz+h‘

R . R
et enfin, puisque U (R) > U (;) 2'* > U(z) 2!+ siz < 5o

1
- R B

> n(x) , 22+ep Ron(x) ,
‘/.;. xU(z)Fd‘r< 26+EP —1 ,/“: xU(z)Pd't+h
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Cette inégalité démontre la propriété en vue. On voit ainsi que
I'on peut énoncer le théoréme

V1. Pour une fonction d’ordre p non entier, les séries

2T Xt
Ulan?’ Ula,e

formées respectivement avec les zéros de la fonction et avec ceux de la
dérivée convergent ou divergent simultanément. Lorsque p est entier, la
convergence de la premiére série entraine celle de la seconde.

Il en résulte que, lorsque f (z) étant donné, les zéros de sa dérivée
rendent divergente la série

1
(t ) 2 o

la série analogue formée avec les zéros de f (z) — = est divergente
b
quel que soit . En particulier, si f (z) est une fonction réelle d’ordre

Iy ,

entier. & zéros réels pour laquelle la série

R
ZU(II,I)P

diverge, cette série diverge aussi pour les zéros de f (z) — z, quel
que soit x. Car, d’aprés le théoréme de Rolle, la série (I, 12) est
divergente.

CHAPITRE 11.

FONCTIONS ENTIERES DONNEES PAR LEUR SERIE DE TAYLOR.

11, 1. Soit
. f(z):Zc,,z" (cy=1)
1)

une fonction entiére définie par sa série de Taylor. Introduisons
le polygone de Newton utilisé par M. Hadamard et M. Valiron.
En posant log | cn| =— ga, et en désignant par B, le point de coor-
données n, g, on considére le polygone dont les sommets sont certains
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de ces points (il y a une suite infinie de tels sommets) et qui est
tel que tous les autres points B, sont sur ses c¢dtés ou au-dessus de
ses cotés. Soit logR, la pente des c6tés de ce polygone entre les
points d’abscisses n— 1 et n. R, est ce que M. Valivon a appelé le
rapport rectifié de ¢, ; & ¢, et il a montré que si Ny (z) désigne la
fonction N (2) du Chapitre I, (I, 2) correspondant a la suite Ra,
on a

(1L, 1) log M(r, f)~ Ng().

M (r, ) désignant le maximum de f [(re®“)] lorsque oSu<an 11
suit de (II, 1) que « étant fixe et arbitraire

v "log M.z, f) " Ni(2)
]l “ —L———l—— T~ —— .
(I, =) Ja x U(a)e dr ./; o Ulr)e dr

'

I, 2. Appliquons le théoréme 11. Nous obtenons cette proposition :

VIIL. La condition nécessaire et suffisante pour que f(z) soit de la
classe inférieure de Uordre p et du type U (x) est que la série

Wl 1
(I, 5 Zm

conyerge.

Il en découle inversement que la condition nécessaire et suffisante
pour que f (z) soit de la classe supérieure de 'ordre p et du type U (z)
est que la série (I, 4) diverge.

Il est clair que lorsqu’une fonction entiére f (z) est majorée par
une autre fonction d’ordre o et de classe inférieure, clle est de classe
inférieure, si elle est d’ordre p. Comme application de cette remarque,
on peut démontrer la proposition suivante :

VIIIL. Si les coefficienis du développement de Taylor de f (z) sont
tels que la série
’C‘ 1
2‘ U(bn)e’
1

! est convergente, la fonction f(z) est d'ordre p au

Cn+t

ot
bn+1 n
plus et si elle est d’ordre p, elle est de la classe inférieure.
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Les nombres b, ont une limite inférieure infinie pour n = 4 00;

on peut donc les ranger en une suite croissante b,, b,, .... b,, ol
bvl g bh
b, by < by b,
et

<
b1by.. . b,=b,0,...0,
Si 'on pose ’

. | col
Ap—b',b'.,...b'”’

F(32) :Z A,,zP
1

la fonction

. A .
majore f(z), car ] C:l est le produit des p plus grands nombres blT,'
tandis que ; z”: est le produit de p de ces nombres. Or, cette fonc-
(1]

tion F (z), pour laquelle R, = ¥, est d’ordre inférieur & p ou bien
d’ordre et de classe inférieure. La proposition énoncée est donc
démontrée.

M. Valiron a démontré le lemme suivant (*) :

St tous les nombres a. sont positifs et st la série

=
<
an
1

converge, la série

%

2 '\'/ala,...a,.

1
converge.

Il suit, puisque les nombres R, sont non décroissants, que les
séries (I, 4) et
(11, 5) > d .
[U(R) U(Ry)... U(Rn)J"

(*) Variron, Lectures on the General Theory of Integral Functions, 1923.
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convergent et divergent en méme temps. Mais la série (II, 4) peut
converger alors que la séric

(1L, 6) 3 !

e
U(Ry Ry... R, )"
divergerait. Prenons

Uz) = xloga, p=1,
R, = n(logsn)?,
alors
U(R,) > n(log,n)2logn.
Tandis que © °
z=R;Re...Rp=n!(loga1.logsz...log.n)?
n\n ,—— . ' )
<(;> Vazn(logyn)n
et
U(z)_.rio"r<‘ 4 V?ﬂn(lo 2n)2n n(2logn),
[U(H]Rg... n)]n< Z""(IO gn)’
done
\ 1
1
[U(RsRs...R)T?
diverge.

Le probléme qui se pose ici serait :

1° De chercher s’il existe des fonctions U (x) autres que U (z) = z*,
qm seraient telles que la convergence de (II, 4) entraine celle

de (11, 6);

2% De chercher s’il existe des fonctions U (z) autres que U (z) = =¥
qui seraient telles que la convergence de (II, 6) entraine celle

de (11, 4).

Naturellement, on exclut les fonctions U (z) telles que Ut:k) tend

vers 1, qui répondent a la question.
En comparant (II, 4), (II, 5) et (II, 6) on voit que si U (z) vérifie
les inégalités

UL =y U(Ry) U(Ry)...U(Ry) < U(RyRy ... Ry) < U(Rp)n,
elle répond & la question. En posant

R =e=, U(R):e"\z),

THEKSE COLLIER
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on a a chercher les fonctions ¢ () croissantes, telles que

olay) -e(ary) .. - 0(Tp) Z0lryirs. gy nvixy,)
si
;I':_S_.l‘;g. . .g.l‘,,.

Si 'on désigne par G, l'ordonnée du point d’abscisse n de la
courbe = (f), tel que

on peut remplacer les conditions de convergence et de divergence
de lo série (II, 4) par les m&mes conditions pour la série
N 1 . | .
z———é (fen = efn).
Ulocnl)

5 articulier, on aura la proposition suivante :
En particulier, on aura la j t vant

IX. Si f(x) est d’ordre o entier, et si U (R,) satisfait (11, 7) et est
tel que la série
-l 1

3
UClep, i

diverge, la fonction f (z) — x est de la classe supérieure, sauf peut-étre
une valeur exceptionnelle.

CHAPITRE 111.
FONCTIONS ENTIERES D'ORDRE ENTIER ET FONCTIONS MEROMORPHES.

I. — Foactions entiéres d’ordre entier.

III, 1. Dans I'Appendice B, & la conclusion de ses lectures on
the |General Theory of Integral Functions, M. Valiron discute un

critérium pour que la série
«®

(HI, D ZJF
) T

converge. Cette étude conduit aux relations entre la convergence et
la divergence de cette série et certaines intégrales.
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Au moyen de I'équation de Jensen, sous la forme

o r .
, ney) ‘d.r:\’(‘l')—\'(:x’i,

Sy T
nous avons établi (au Chapitre I) 'inégalité
r . .
) du log M(r) "log M(.r)
HI, » nlr)er - pid - ek AL 28 ~\2) n
G2 jo: o Ulzye ™ K 2U(re "Je xrUlry dz
ou K est une constante, et « > 0, et nous avons démontré que si

Pintégrale
r .
(11, 3) [ |0;..M\.1bdr

. rUire

est bornée, donc convergente, le rapport

/- log M( )
(5 BT

tend vers zéro comme r tend vers I'infini, et la série

(I, 5) Z !

Ulrpe

'
est convergente.

III, 2. L’inverse n’est pas vrailorsque o est entier. D’'un théoréme
général (1), :

St f (z) est une fonction entiére d'ordre fini, et n (r, x) le nombre
des zéros de la fonction f(z)—=x dans le cercle ' z!=r, pour
chaque nombre k ~> 1, il existe un nombre posuif H (k) tel que, pour
toute valeur de a et b, (a 7 b), et powr tout r >~ r (a, b),

(I, 6) / n(l_’ < 1 2 6) gy = HikyrlogM <;—() (x> o0).
iy -

ot M (r) est le maximum de module de f (z) sur le cercle de rayon r.

M. Valiron a déduit une proposition complémentaire pour les
fonctions d’ordre entier.

(*) VaLiron, Lectures on the General Theory of Integral Functions 1923,
p. 81.
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L’inégalité (III, 6) peut s’écrire sous la forme
, _ : _ “Tn(z, a) . r
(L =) (W(r, a. M_Z.L —I—dx>Hlo,_,M(k>,

ou W (r, a, b) est une fonction croissante continue dans les inter-
valles adjacents.

A I ., ., dx
Si 'on multiplie les deux membres de cette inégalité par TUG@Y
en faisant un changement de variable sur la droite, et que l'on
intégre de B a R, on obtient

] n(z, a) Y log M(z) )
8 -5
(s Y [ B e > o}ikpfm 8 ML) dr — K (s, a, b),

K une constante, et o << k<<1; f>o0.
Si

AR
. log M(x)
(11, 9) f,“3 = Ua)y

est divergent, 11 suit que l’mtegrale
) . n, @)
Kll[y 10) ZA J,‘U(.T)P

est divergente aussi; donc, U'intégrale (I1I, 10) n’est pas bornée pour
deux valeurs distinctes.

Si R, est le module de n'™® zéro de f (z) — =, la série

) ) N I
(11, 1y ZU(R,,, %

ne peut converger que pour une valeur de z.
On voit qu’il existe les propriétés suivantes :

X. Si f(z) est une fonction entiére d’ordre p et st l’intégrale (111, '3)
est bornée, la serie (111, 11) est convergente pour toute valeur de x. Si
Vintégrale (111, 9) est divergente, la série (3, 11) est divergente, sauf
au plus pour une valeur exceptionnelle seulement.
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II. — Fonctions méromorphes en général.

II1, 3. Nous allons étendre les considérations du Chapitre I aux
fonctions méromorphes en utilisant les résultats de M. R. Nevanlinna,
le théoréme de Picard-Borel et la théorie des fonctions méromorphes ().

Si f(z) =Cy + ... est une fonction méromorphe, non nulle
pour z =o0, on a, pour o -_r-Z R,

I, 12) --C) 2i - dlog| | alogl 410
( 12) m(”j < 24 log o Alo,.,‘ 4 logR
wr 1 * e
3 log Ty flog T(R, f),

m (r, g) et T (r, g) désignant les deux fonctions connues.

2%
. 1 - .
m(r, )= -— f log| g(ref?)idp,
Jy

2R

T(r.g)=mr. g~ N(r, o).

Prenons, avec M. Nevanlinna (2),

'

1" —r
“ — A > e .
ro. s (‘: 2r>1u)

dr

Multiplions les deux membres de (III, 12) par O P étant ici

positif mais quelconque, et intégrons de roa r’ (1 < rq < #'). Chacune
des intégrales des cinqg premiers termes du second membre est
bornée par une fonction de rq, ¢g, #, dépendant aussi de la forme
de U (r), mais bornée lorsque »" croit indéfiniment,

D’autre part,

e _ [ loz TR, /) LRy R

/r IOg“R'-f)rU(r)p = RURY U(rw r— °F
o “log T(R. /) G(R)p
< = .
= ry—1 [ RU(R)® U(l'\?da'

e

(1) Déja cité.
(3 Voir page 62 de son Ouvrage cité dans la note précédente.
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Mais
.\ fHE
URy< U(r:-n< U(l")(-’——'-_—l> )

donc
» " A dt /’ lo" Tog et f)
(HE1) [ m<" /)I—[—'(—T»_ = [ T df :

Il suit de 1a que le reste S (r) figurant dans I'inégalité fondamentale
il . i
( i, o) - (g—2)Tr) <Z NCrox)—Ny(r) - S(r),

ou les 2y, x,, ...; &, désignent ¢ nombres distincts, jouit de la pro-
priété suivante -

S “log T(¢, f)
) — =0 —_——
(11, 15) / e [f E e

I11, 4. Convenons de dire que la fonction méromorphe f (z) d’ordre
finip est de la classe supérieure ou de la classe inférieure du type U (z)
suivant que U'intégrale

. VS,
(HI, 16) J .—r—mll.l

diverge ou converge. Dans le cas d’une fonction entiére on retombg
sur la définition donnée au Chapitre [, puisque alors

Tor fr=mcr. [

et que I'on a des relations connues entre m (z, f) et log M (z, {).
L’inégalité de Jensen

Ners ey << Tors [0 e,

ol hr est fini, montre que la convergence de (III, 16) entratne la
convergence des séries
I TR ) —

o d U [ 7, () )
formées avec les medules r, () des zéros de f (z) — @, quel que soit z
(st « est infini, il s’agit des modules des pdles).

Supposons maintenant que (ITI, 16) diverge. Les séries (1II, 17)
divergeront sauf au plus pour deux valeurs z. Car, si elles conver-
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geaient pour trois valeurs @, ,, 73 de x 'inégalité (111, 14) appliquée

& ces trois valeurs et multipliée par Ifi;—l(f;Tp» el intégrée de rq & r
conduirait 4 une impossibilité puisque le second membre serait
borné d’aprés le théoréme 1I et d’aprés Iinégalité (III, 15) dont
le second membre est ici borné. On obtient ainsi le résultat suivant
qui généralise ceux de M. Valiron relatifs aux fonctions entiéres et

ceux de M. Nevanlinna relatifs aux fonctions méromorphes.

X1 Pour une fonction d’ordre o de la classe inférieure du type U(r),
la série (111, 17) concerge quel que soit x. Pour une fonction d’ordre ¢
de la classe supérieure du type U (r), la série (111, 17) diverge sauf au
plus pour deux valeurs de x.

Si pour trois valeurs de x la série (111, 17) converge, la fonction f (z)
est de la classe inférieure de Uordre 5.

LI, 5. Dans le cas des fonetions entiéres. il ne peut v avoir qu’une
seule valeur exceptionnelle x dans le cas des fonctions de la classe
supérieure. On sait, d’aprés le Chapitre 1 qu’il n’y en a ancune
lorsque Pordre n’est pas entier.

Pour les fonctions méromorphes d’ordre non entier, le nombre
des valeurs exceptionnelles possibles s’abaisse & wun. Supposons,
en effet, que [(z) d’ordre non entier 5 et de la classe supérieure
admette une valeur exceptionnelle x, valeur rendant (III, 17) con-

vergente. On peut écrire
1 C&U3)
S S Y
SJizr—a o hiz)

h (z) étant le produit canonique formé avec les zéros de f(z) — .
C’est une fonction d’ordre inférieur 4 2 ou une fonction d’ordre p de
la classe inférieure du type U (r) d’aprés le théoréme V. L’équa-
tion f (z) =y, y % « équivaut &

wi(zy= iz LI
."
Le second membre étant au plus de la classe inférieure du type U (r),

le premier membre est de la classe supérieure, sans quoi (III, 17) con-
vergerait quel que soit z. Mais alors

.. N 1
a8 z)——lt(‘.))—.—__—‘t—
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est encore de la classe supérieure du type U (r) et comme p n’est
pas entier, le théoréme V s’applique encore. Par suite :

XI1I. Dans le cas d’une fonction d’ordre g non entier de la classe
supérieure du type U (r), la série (I11, 17) diverge sauf au plus pour
une valeur unique .

111, 6. La fonction N, (r) du second membre de (III, 14) est la

somme de deux fonctions dont 'une est

I
NA{r, ——.) .
( I
En prenant ¢ = 3, et en utilisant 'inégalité de Jensen, on voit que
P q g ’ q
pour une fonction d’ordre fini p

N(", 7‘-) < N(rjaxy) -N(r; x,) - O(logz),
t en multipliant par — 2 et intégrant btient cette propo-
et en multipliant par = et intégrant, on obtient c propo
sition qui généralise celle donnée plus haut pour une fonction entiére.

XIIL. St la série (I, 19) converge pour deux valeurs distinctes
de x (dont U'une peut étre infinie), elle converge également pour les
zéros de [’ (z).

Il s’ensuit encore que :
CoroLLAIRE. — St la série :

2 urw

formée avec les modules des zéros de ' (z) diverge, la série (111, 19) rela-

tive qux zéros de f (z) — x diverge pour tous les = sauf un au plus.

III, 7. Dans le cas des fonctions entiéres, on peut remplacer la
condition de convergence ou divergence de

" logM{x, f)
[ Ul

par la condition de convergence ou divergence de série (II, 4),
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ou la fonction U (R,) est la méme que celle définie dans le para-
graphe II, 1.

On peut annoncer le théoréme suivant :

X1V. Pour une fonction entiére d’ordre entier p, la convergence
de (11, 4) implique la convergence de (111, 5) et la divergence de (11, 4)
implique la divergence de (111, 11) pour toutes valeurs de z, sauf au

plus une valeur exceptionnelle seulement.

CHAPITRE 1V.
FONCTIONS MEROMORPHES DANS LE CERCLE DE RAYON UN.

1V, 1. Généralisation des résultats de M. Nevanlinna. — Dans la
quatriéme section de son article Zur Theorie der Meromorphen
Funlktionen (1), M. Nevanlinna étudie les fonctions méromorphes dans
le cercle de rayon wun. On peut généraliser certains résultats de
M. Nevanlinna en utilisant la fonction U (z) = '™ introduite
dans le Chapitre 1.

Considérons une fonction f (z) méromorphe dans le cercle |z | <1,
et d’ordre fini.

Si 'on pose toujours

N(x)= [’Il%dw,
J
on a
(v, 1) N(z) "’f n(z)dz,

puisque z tend vers un.
Si 7, est le module du n'*™ zéro de f (z), posons

1

~

I—rp

ap = ’

an tendra vers 'infini lorsque 7, tend vers 1. Pour étudier la conver-

gence de la série -
‘ DU,

(1) R. NEvanLinNa, Zur Theorie der Meromorphenn Funktionen ( Acta mathe-
matica, t. 46, 1925, p. 1-99).
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V > —t—1
I—7rp
nous avons considéré -
R
f ——ni&d.r;
, x U(x)h+t

nous introduirons donc ici

(v, 2) f ’l((V)I ))+1 (I_d;u}.,y)2 =‘/o‘rn(‘y)[[l](l—l—)')J-k-’liyy,

—Y =y

donc de

n (x) étant le nombre des zéros de f (z) qui figure déja dans (IV, 1).
Intégrant par parties, on obtient

N
=L o[ ()T

» (X —i~l)U'<I_—:-—) i
e [ ]\(}/) b4 -

A A2 T
o Y
(1—y) U(l-_}’)

dy

1 )).+1
‘y 4

Or ————————-——U,(ll‘y>

([_‘y)U(l'LJJ

o Ll
o)

I—r

+(A+s)f0"N(x)[U (l—_'_—; ]')"'(.lﬁ’_“”av);.

tend vers 1, d’ici I'intégrale
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Si I'intégrale dans le second membre (IV,3) converge, donc si I'in-

tégrale |
e J I
f,+_‘_,_;\(r)[b(,ir)]‘ dr

(1—r)?

tend vers zéro, le rapport

. [ 1 —hr—1
o [o ()

I—r

tend vers zéro, et par suite la série

(v, §) R 2[U<l_'r,')]_)‘"'

converge, l'intégrale du premier membre du (IV, 3) est nécessaire-
ment bornée et, inversement, si 'intégrale du premier membre con-
verge, I'intégrale dans le second membre est bornée et le rapport

-‘\(r»[l‘ (l_;’_)]““'-“'

1—r

tend vers zéro.
On a ainsi le résultat suivant :

XV. Si’r, est le module du n“®"* zéro d’une fonction méromorphe
dans le cercle | 2| < 1, et st A est un nombre positif, la série

: 1 1
2 [U (l— r,,)]
converge ou diverge avec les intégrales
! I =1 dr
I m"t)l‘U<|—.r>] I—z
' 1 =2 dx
j: N () [U(l——l'>] (l—z)ﬁ.

IV, 2. Définition. — Lorsque f (z) est une fonction méromorphe
dans le cercle |z| < 1, on prendra pour définition de 'ordre

— log T(r
p=||m"_"———')-

r=1\ lOg

1—r
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M. Valiron a montré que la seconde inégalité fondamentale de
M. Nevanlinna peut s’écrire (IV, 5)

(V,5) T(ry<N(r;a)-=-N(r;b)-N)r;c)—klog ; lr (k> o),

et que cette forme est valable pour les fonctions méromorphes dans
un cercle |z| <1 ().

Multiplions les deux membres de (IV 5) par U( )H_p et invtégrons

de o a r; comme p est positif, ‘on obtient en remplac¢ant = par
Pinégalité

o [ o)
<2f N(z; a)[ (l—z)]_)‘-i(-i%—)—? —+ ¢

¢ étant une constante si 'ordre est fini. Pour une fonction d’ordre
fini p, I'intégrale

(v, 7) /O"‘T(x)[U(l_',,)]_l_l 2

converge pour A > p et diverge pour » << p. L’ordre peut donc aussi
étre défini comme suit : c¢’est le nombre p tel que (IV, 7) converge
pour A > o et diverge si 2 << p.

Lorsque p est positif et fini, la fonction sera de la classe inférieure
ou supérieure de son ordre suivant que (IV, 7) converge ou diverge
pour A =op.

En se reportant aux définitions et propriétés de (IV, 5), on voit
que 'on a la propriété suivante :

)
1—x

XVI. Sotent f(z) une fonction méromorphe d’ordre fini dans un
cercle |z| <1, et a, b, ¢ trois nombres distincts, a 7 b3 c# a,
Uinégalité (IV, 6) est valable pour r < 1.

Il en résulte de (IV, 6) et du théoréme XV que :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction soit

(') Varirox, Sur la distribution des valeurs des fonctions méromorphes (Acta
mathematica, t. 47, 1925).
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d’ordre p est que la série (IV, 4) converge pour A <p et pour trois

valeurs a, b, c et diverge pour ). <p et pour l'une au moins de ces
valeurs.

Il s’ensuit immédiatement que :

XVIL. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
soit d’ordre p et de la classe inférieure du type U (x) est que la série (1V, 4)
converge pour 2. =p et pour trois valeurs a, b, c, et diverge pour % > p
et pour l'une au moins de ces valeurs.

IV, 5. On pourra, comme au Chapitre ITI, obtenir des propositions
relatives & la dérivée. La convergence de la série (IV, 4) pour (A =p)
les zéros de f (z) — a et f (z) — b entraine la convergence de la série
analogue relative aux zéros de la dérivée. Si la série (IV, 4) diverge
pour 2 =p et pour les zéros de la dérivée, elle diverge pour les
zéros de f (z) — @, sauf au plus pour une seule valeur de 2 (finie ou
infinie).

CHAPITRE V.

SUR LA DISTRIBUTION DES VALEURS D'UNE FONCTION MEROMORPHE
DE LA CLASSE SUPERIEURE DANS LE VOISINAGE D'UNE SINGULARITE.

V, 1. En généralisant les résultats obtenus par M. Valiron (}),
on peut obtenir la proposition suivante concernant I'intégrale

. = T(r)
(V,1) f TRy dr

supposée divergente.

XVIIL. Soit f (z) une fonction méromorphe, sauf a Uinfini, d’ordre p
fint et positif, et soit T (r) la fonction caractéristique correspon-
dante. Nous supposons que f(z) est de la classe supérieure de son
ordre, c'est-a-dire que Uintégrale (V, 1) diverge. Dans ces conditions,

(!) Vavriron, Sur les valeurs d’une fonction méromorphe dans le voisinage
d’une singularité (Comptes rendus Acad. Sc., t. 187, 1928, p. 803-805).
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il existe une suite de cercles C (n)

lz—2z(n)] <elz(n)l,
e, lendant vers zéro et |z (n)| croissant indéfiniment lorsque Uindice n
croit indéfiniment, qui jouissent de cette propriété. Pour chaque -n,
[ (z) prend N (n) fois au moins dans C (n) toute valeur, sauf au plus

celles qui sont représentées sur la sphére de Riemann a Uintérieur de
I'un ou Uawtre de deux cercles de rayon e ". la série

2‘ N(n)
. Ul ztn) i)
étant divergente.

Supposons d’abord que

ne tende pas vers zéro. Il existe une suite de r, pour lesquels

T("n)
U(rn)F

(v, 2) >a>o.

D’apreés (V, 2), il existe a fortiori des valeurs r pour lesquelles
A T(r) x .

(‘?7 3) U(r)e 25

Distinguons deux cas :

12 L’inégalité (V, 3) a lien & partir d’une valeur de r. Alors, d’aprés
le théoréme VI du Mémoire déja cité de M. Milloux ('), il existe
une suite de cercles C, (¢) de rayon {l;a centre2,, |z, =r, |, dans

chacun desquels f (z) — a posséde au moins
Niny= . —=U(r,)e

zéros, sauf au plus pour des valeurs a qui peuvent étre enfermées

n

dans deux cercles de rayon ¢ . En prenant ¢ =y/n, on a

S~ N\(n) sﬂ \ 2
Cir, e  mioon’

ce qui démontre le théoréme XVIIL

(') MiLLoux, Les cercles de remplissage des fonctions -méromorphes ou entiéres
et le théoréme de Picard-Borel (Acta mathematica, t. 32, 1928).



— 99 —

20 L’inégalité (V, 3) est vérifite seulement pour une suite infinie
de valeurs de r, donc dans une infinité d’intervalles (Rx, R),). Une
infinité de ces intervalles renferment des points r, pour lesquels
(V, 2) est vérifiée.

Considérons 'un d’eux. On a

x

T(R,) = 5 U(R, )z, T(R,) = '1_’ U (R,)e,

T H’u) > T( ry) > 1U("n > a2 U( |{n ).
puisque
R, <m<Rj.
Il s’ensuit que

1
U(R},) > 25F U(R,,),
et, d’aprés les propriétés de U (=),
e
R, > 25F  R,,.

Il existe donc, dans l'intervalle (R,, R)) un nombre

( 1o
R;’, = R,, 1-', .k = 25P )

b
et I'on a

T(R}) > % U(R})e= 1) 25— U(R, ) > 24 T(R,).

On peut alors appliquer le théoréme 1V de M. Milloux (1), en y
prenant ‘

R=R,=kiR,. r=-",

et les cercles (C;) de I’énoncé de M. Milloux satisfaisant aux mémes
.conditions que les cercles C (n) trouvés dans le premier cas.
Le théoréme XVIII est encore démontré dans ce second cas.

V, 2. Supposons maintenant qué T (r) : U (r)¢ tende vers zéro. On
a vu au Chapitre III que

A "Tor) "N(r: a,)
Ny g
/,‘ rl’(r)?'h 2 v r[wr)?”

<y Y

(') Mirroux, Les cercles de remplissage... (déja cité).
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ou, encore, d’aprés le Chapitre 1,

T OT(r) . ‘n(x; n(z; a) ’
\/I_: Il.l(l)’(/,<“~. )2/; ‘x U(z)P )e dz + K,

puisque, par hypothése, T (r) . U (r)?; done, a fortiori, N (r, a) : U (r)?
tend vers zéro. Fcrivons cette inégalité pour une valeur r = 27 et
remplacons-y les intégrales par la somme des intégrales prises dans

les intervalles (rg = 27, 2777, (2% 1 o%e-1) . (2m gm*l)

Comme
29+1

: n(x; a) n(29+\, a)
— 7] —_— 2
./_,',, wU(‘t){‘l‘r< U(a7)p

2q +1

T(ry T(7)
.,[; ruU(r)e dr > 20 (2r+1)p’

et puisque U (277") = U (277") (4 +¢) et que n(r,a): U(r)f tend
aussi vers zéro, on obtient

m—1

) - T(20+1 ) 2+, n(2+ a)
(V, ) U(,_A/)p 2 2 i U (27)f

my ny

Si I'on désigne par p (¢, a) le nombre des zéros de f(z) —a dans la
couronne

2971 < | 3|29,
on a

n(27+, a)=p(q +1, a)+ p(q, a)+...+ p(1, a) + n(1, a)

et, en portant ces valeurs dans le second membre de (V, 4), on voit
que le coefficient de p (g, a) sera

1 N 1 N P _)/"’ der 2+ 1
.U(z‘I—‘)P TU(ye @ U(z)e = U(2972)e

et 'on aura

m B m
, T (27+1) w AtE plq, a)
v, %) U(27)f <K'+ ot "‘Z Clar)e

my B my

On peut alors combiner, d’aprés la maniére de M. Valiron (1), le

() Vavriron, Sur les valeurs d’une fonction méromorphe dans le voisinage
d'une singularité (déja cité).
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théoréme I du Mémoire déja cité de M. Milloux avec I'inégalité (V, 5).
Comme Pintégrale
(V. 6) / ——l—(——'—’— dr
. rUire
diverge, lc premier membre de (V, 5) diverge.
Considérons la couronne A, '

Dl g ‘ ;1 <l on,

et partageons-la en petits domaines de dimensions 27¢, il y

en a 5+ On entoure chacun d’un cercle I', et 'on prend le cercle
Py

concenirique de rayon double. Si, dans le cercle concentrique, le

nombre des zéros de f (z) — a est moindre que
n T an+ry
pour trois valeurs x a la distance ¢, le nombre des zéros de [ (z) — =

dans I’ est au plus
nH T (an+1y - W' n,

saufl pour x appartenant a un cercle de rayon e™.

I. Sicecialieu dans chaque cercle concentrique avec I', le nombre
de zéros de f (z) — 2 dans A, est au plus

A -
Sl Teonst) o ——

€= €=

sauf peut-&tre pour des z intérieurs a des cercles dont la somme

des rayons est
k

eten
I1. Si, dans 3,, cette circonstance n’a pas lieu, il y a un cercle T,
coupant A, dans lequel f (z) — x posséde

7 '[‘( gn+1)

zéros, sauf au plus pour des valeurs z enfermées dans deux cercles
. 1 ,
de rayon P Pour n>> n,, on peut trouver des nombres «, b, ¢, exté-

rieurs & tous les cercles exclus dans le cas L.
Pour toute couronne A,, on a le cas I ou le cas 11
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Considérons les couronnes ot I'on a le cas 1I. Je dis que pour
ces couronnes
”
. T(2n+1t
("s 7 '(—-‘)'
’ U(2n)e

diverge. Car, si cette série convergeait, la série

"p(n, a)
U(2n)p

étendue aux mémes valeurs de n convergerait aussi, puisque

T(2n+l )

loga

pin, a)< - H'.

Don¢, pour les n donnant I, on aurait
m

";'T(z"“) o re "pln, a)
s ) ok o2y @)
Uy <R ‘Z Z U2 )e

1

B 1

W SKH NS T2ty 3HK n
<K =W—=rn 2 Tanp = ZU(z'l)P'

g2
1

et la série du premier membre divergerait. Cette inégalité est impos-
sible si
3kH
N <I

g2

V, 3. Le cas II se présente donc dans une suite infinie de cou-
ronnes A,, rendant (V, 7) divergente. Le rayon de I'; est.ea™'

€ . ” 7
et n <" o+ Or, € et par suite v étant donnés,

<M '[‘(._,‘n-o—i )

U(an)p

diverge. Prenons des cercles I, assez nombreux pour que la somme
de la séric pour ces cercles soit supérieure 4 un nombre donné,
100 par exeinple. Soit n, la derniére valeur de n utilisée.

insuite, remplagons ¢’ par ¢ = -, donc n par n, = 7, et prenons
: 4
de nouveaux cercles I',,, n << ny, correspondant & ces nombres ¢’ et n’
et tels que
N\ Ten)

i Uomye — 100

’
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et ainsi de suite. On voit ainsi qu’il existera une suite de cercles T,

lz—2z(n)| <e(n)s(n)i,

e (n) tendant vers zéro, tels que dans I, f(z) —z posséde au

moins N (n) = T (27*') zéros, sauf pour les x enfermés dans deux
I

cercles de rayon — et

? . I‘f.’.,‘n+1) —.2 l‘\( n)

A U(am)z (2n)p

diverge, ce qui démontre encore dans ce dernier cas le théoréme X VIII.

V, 4. On a une suite de cercles C (n), telle que, dans C (n) f (3)
prend N (n) fois au moins les valeurs & extérieures a deux cercles 7., ¥,
de ravon e et
. § N(n)
V. 8 S __Nr)
(V- %) & 0T TF
diverge.

Considérons la série

1

v, PO

Ulr(q. z)]r
étendue aux modules r (¢, x) des zéros de f (z) — x situés dans ces
cercles C (n). Supposons que cette série converge pour une valeur z=a.
Le point a appartient & une suite de cercles y, ou 7,. Supprimons
les cercles C (n) pour lesquels @ est extérieur & 7, et 7,. Pour ces
cercles supprimés, les termes correspondants de (V, &) forment une
série convergente, sans quoi (V, g) divergerait pour ¥ = a, contrai-
rement 4 ’hypothése. Done, pour les cercles C (n) conservés
S Nn)

(\'7 10) LTW

diverge encore et a appartient & I'un des cercles y,, 7,,. Si pour b # a
(V, 10) converge, on procédera de méme.
On conservera ainsi une suite de cercles C' (n) pour lesquels

\(n)
vV, 1) > T =)

diverge encore et pour lesquels a et b appartiennent tous deux a ya
et y,, donc Uun & y,, Uautre a y, dés que n est assez grand. Si ¢ est



— 34 —

distinct de a et b, pour n assez grand, il est extérieur a y, et y,.
donc f (5) — ¢ a au moins N (n) zéros dans les C (n) et

" N(n)
Ulis(n)
diverge, donc aussi a fortiori (V, 9) pour a2 = c.
On obtient ainsi le théoréme suivant :
XIX. Si la fonction [(z) méromorphe dordre fini p est de la
classe supérieure du type U (z), il existe une suite infinie de cercles C (n)

13— 3(n) <z, 3n). limz, = o.

1

étendue aux modules des aéros de f (z) — x (st x infint, il s’agit des
péles) situés dans les C (n), est divergente pour toutes les valeurs de x,
sauf pour deux valeurs au plus (dont U'une peut étre infinie).

tels que la serie

Copsidérons maintenant les cercles C” (n) et la série divergente cor-
respondante (V, 11). Divisons le plan en p secteurs égaux de sommet

. . R N c 1. ~

origine et ouverture e Considérons les cercles C” (n) dont les centres
sont dans I'un des secteurs et formons la série

2 Nin)
Ul z(n) e

relative a ce secteur. Pour 'un des secteurs au moins, cette série
est divergente. On peut de nouveau diviser ce secteur en p secteurs
et ainsi de suite. On obtiendra ainsi une direction A telle que, si
Pon prend les cercles C" (n) dont le centre est dans un angle o de
sommniet origine et bissectrice A, la série (V, 11) restreinte & ces cercles
divergera. Les cercles C”"(n) de rang assez élevé dont le centre est

dans 'angle a seront dans un angle de bissectrice A et d’ouverture
double. On obtient ainsi ce théoréme :

XX. [ (2) étant de laclasse supérieure de Uordre o et du type U (x),
il existe une direction auw moins telle que, dans tout angle de bissectrice A,
la serie (V, ) restreinte aux modules des zéros de f (z) — x intérieurs
@ cet angle est divergente, sauf au plus pour deux valeurs de z.
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On sait, par ce qui sc passe pour les directions, que M. Valiron
a appelé directions de Borel, que la direction peut étre unique pour
une fonction méromorphe d’ordre quelconque. Mais on peut se
demander s’il n’existe pas toujours deux directions A au moins

. .y , - L
your les fonctions entiéres d’ordre supérieur a -
I | 2

Vuet approuse :
Strasbourg, le 26 février 193o0.
I.Le DoveN e LA FACULTE bES SCIENCES,
E. ROTHE.

V'u et permis d’imprimer :
Srasbourg, le 28 février 1930.
I.Le RecrruR,
PriESIDENT pr CoNsElL DE L'UNIVERSITE,
Cu. PFISTER.
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