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LA

DERIVEE AREOLAIRE

ET SES

APPLICATIONS A LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE.

——— @

INTRODUCTION.

L’idée d’étendre le cadre de la théorie des fonctions a préoccupé les
mathématiciens, comme il était bien naturel, dés que la théorie classique a
été édifiée.

Toutefois, étant donné le fait que les propriétés des fonctions holo-
morphes découlaient de I'existence d'une dérivée unique en chaque point,
on a considéré longtemps comme inutile toute extension au domaine des
fonctions pour lesquelles cette notion n’avait pas de sens.

Or, ce qui caractérise une fonction holomorphe dans I’ensemble des
fonctions continues /'(3)=P(x,y)+Q(x,y), est I'intégrale de Cauchy

(1) ff(:)(l::o

pour tout contour fermé rectifiable tracé dans le domaine d’holomorphisme.
En effet, cela découle du théoréme de Morera, qui peut servir a partager
les fonctions f(z) en deux catégories.
Le premier qui s’est demandé ce qui se passe, dans le cas ol 'intégrale
de Cauchy n’est plus nulle, a été M. D. Pompeiu qui en 1912 a repris la
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formule de Riemann

(2) ﬁﬁf(z)ch——-%fﬁcp(v)dw:o,

Al
ou

o e )
et a remarqué que l'on a

/f(z)dz
(4) 9 (s0) =lim = —py

lorsque le contour C se resserre indéfiniment autour du point z,, en suppo-
sant que les fonctions P(z, y)et Q(x,y) admettaient des dérivées partielles
du premier ordre continues.

Il appela cette limite dérivée aréolaire de f ().

Il est remarquable que pour rentrer dans le cadre classique on n’a qu’a
supposer la dérivée aréolaire partout nulle, ce qui montre que pour celui
qui ferait la théorie de cette dérivée, les fonctions holomorphes doivent
jouer le role de constantes.

L'idée de M. Pompeiu, bien que trés séduisante, n’a pas recu des déve-
loppements systématiques.

Elle a été reprise en 1928 par MM. M. Nicolesco et . Calugaréano
qui ont étudié la dérivée aréolaire et l'ont appliquée a de diverses
questions.

D’autre part, nous avons remarqué en 1929 qu’elle peut étre utilisée
avec fruit a I'intégration du systéme des plaques planes élastiques soumises
a certaines conditions aux limites.

C’est d’ailleurs dans cette observation ainsi que dans la remarque ci-
dessus que se trouve l'origine du présent travail, qui a pour but 'étude
systématique de la dérivée aréolaire concue comme opération indépendante
de la dérivée partielle.

Les applications, auxquelles nous en avons consacré la seconde Partie,
mettent en évidence I'utilité de cette notion.

Le probléme qui se présente tout naturellement, dés qu’on eut remarqué
le role de constantes que joueront les fonctions holomorphes dans cette
théorie, est la recherche des fonctions a dérivée aréolaire holomorphe.

Ce seront les analogues des fonctions linéaires, et conduiront a la
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notion de polynome aréolaire, dont Détude fait l'objet du premier
chapitre.

La dérivée, telle que nous la concevons, c’est-a-dire comme limite du
rapport (4), ne coincide pas toujours avec I'expression (3) de M. Pompeiu.

Aussi, introduisons-nous la notion de fonction holomorphe (a), pour
désigner les fonctions continues & dérivée aréolaire conlinue, extension des
fonctions a dérivée ordinaire continue.

Cette idée nous conduit, dans le Chapitre IlI, & envisager ce symbole
comme une dérivée au sens de Lebesgue de la fonction de domaine

F(D)= ;:Eff(;) dsz,

ce qui est conforme aux tendances actuclles dans les Mathématiques, de
diminuer autant que possible le nombre des hypothéses, tout en respectant
les caractéres essentiels des résultats déja acquis.

Il en découle une série de problémes auxquels nous avons taché de
répondre au fur et a mesure.

Il est certain que si (D) est absolument continue, on peut affirmer que
f(3) admet une dérivée aréolaire intégrable, finie et unique presque
partout, auquel cas on a la relation (2), mais la dérivée peut exister méme
dans des cas plus généraux.

Ayant I'honneur d’intéresser M. G. Bouligand & ces idées, il a bien
voulu construire deux exemples, qui mettent en évidence la nature des
difficultés qui s’y présentent.

Nous en avons, d’ailleurs, employé le premier pour montrer que la
dérivée peut exister sans que F(D) soit absolument continue.

La relation (2), qu’on retrouve & chaque pas dans les extensions obtenues,
nous a fait penser & la dérivée extérieure de M. E. Cartan, idée qui va

trouver des applications pratiques a la fin du travail et surtout dans un
autre mémoire ultérieur.

l.a deuxiéme Partie est consacrée aux applications.
Nous nous y occupons d’abord de I’existence des dérivées partielles de la

fonction
__ ! e ()
£(5) = nff,)v—cd"”
ol ¢(¢) est continue.

Pe symbole g(Z) est pour nous l'intégrale aréolaire et répond au pro-
bléme fondamental suivant :
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Trouver les fonctions holomorphes (o) @ dérivée aréolaire connue, qui est
a la base de toute recherche sur les équations aux dérivées aréolaires.

Nous montrons qu'il existe un parallélisme entre certains systémes
d’équations aux dérivées partielles et les équations aux dérivées aréolaires,
ce qui nous permet de les envisager sous une forme condensée et de les
intégrer dans des conditions aux limites convenables.

Dans le dernier chapitre nous avons rassemblé les applications que nous
avons trouvées en appliquant la dérivée a des questions se rattachant 4 la
Physique mathématique.

A vrai dire, c’est a la suite de ces résultats que nous avons cru utile
d’entreprendre une étude sérieuse de la dérivée aréolaire et de l'envisager
en elle-méme, c’est-a-dire comme opération indépendante de la dérivée
partielle, ce qui nous a permis de remonter souvent des forces massiques
données 4 la distribution des tensions ou des vitesses.

La derniére question traitée pose un probléme nouveau et montre qu'il
est possible de se proposer de trouver I'équilibre d’'un milieu continu &
I'aide des équations générales, sans passer par les équations aux dérivées
partielles, passage qui oblige a des particularisations contraires a la nature
des choses.

La dérivée aréolaire, concue comme dérivée extérieure de M. Cartan,
conduit a I'intégration de I'équation fonctionnelle qui s’y introduit, d'une
maniére naturelle et immédiate.

Quelle que soit la portée de ces idées, il serait regrettable siles problémes
analogues dans 'espace & trois dimensions ne pouvaient étre abordés de la
méme facon.

Heureusement, les idées de Cauchy-Pompeiu ont été reprises réccmment
par M. Gr. C. Moisil qui a réussi d’étendre les résultats fondamentaux aux
systémes d’équations aux dérivées partielles dont les intégrales sont des
fonctions harmoniques d’un nombre quelconque de variables (*).

En particulier, nous avons montré que ces considérations conduisent a
lintégration des systémes dont nous nous sommes occupés, dans le cas de
I'espace & trois dimensions.

L’accueil si bienveillant que M. H. Villat a fait 4 nos recherches nous a
beaucoup encouragé.

Nous profitons de cette occasion pour lui renouveler 'expression de
notre profonde reconnaissance.

(1) Comptes rendus, t. 191, 1930. p. 984 et 1192.
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M. G. Bouligand a bien voulu s’intéresser de trés prés a ce travail. Grace
a ses précieux conseils nous avons pu éclaircir quelques points délicats de
la théorie.

Nous lui exprimons ici notre profonde gratitude.

Quant a notre Maitre, M. D. Pompeiu, qui nous a guidé dés nos pre-
miers pas, il nous serait trés difficile de lui exprimer toute notre reconnais-
sance pour ses conseils, pour ses encouragements, ainsi que pour ’honneur
qu'il nous a fait d’accepter l'invitation de M. H. Villat de faire partie du
Jury de notre Thése.

INSTITUT HENRI POIYCARE







PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE 1.

LES POLYNOMES AREOLAIRES.

1. Soit 3 = -+ iy 'affixe d’un point du plan; une fonction de ce point,
ou une fonction de la variable complexe 5 sera, dans ce quisuit, dela forme

S(3)=P(2,y) +iQ (2 y),

c'est-a-dire unerelation, aussi générale que I'on veut, entre deux ensembles
de valeurs complexes.

Une telle fonction, sur laquelle on ne suppose rien de particulier a priort,
sera bien différente d’une fonction analytique et pourra passer pour une
fonction de deux variables réelles x, y.

Or, les propriétés fondamentales des fonctions analytiques se rattachent
a I'intégrale de Cauchy.

On peut dire qu'une fonction est holomorphe dans un domaine si :

1° Elle y est continue;
2° Elle satisfait a la relation/f(z)dz:o pour tout contour fermé
Cc

rectifiable, tracé dans ce domaine.

Il est donc naturel de se demander si la condition 2° ne peut étre rem-
placée par une autre de la méme nature, mais plus générale, afin d'obtenir
des fonctions qui jouissent des propriétés générales des fonctions holo-
morphes, convenablement étendues.

C'est M. D. Pompeiu le premier qui a eu lidée de considérer de
telles fonctions, en adoptant l'intégrale de Cauchy comme instrument de
recherche.

. Supposons qu’une fonction ne soit pas holomorphe, mais qu’elle est con-
tinue.
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L'intégrale de Cauchy ne sera plus nulle, mais elle existera pour chaque

contour rectifiable fermé C, tracé dans un domaine borné D, sa valeur
étant une fonction de cette ligne.

Considérons le rapport (')
1 .
. fv f(3) ds

(1) —

—I—ffdm
T 8

Il y a des cas ot ce rapport a une limite unique et déterminée, lorsque la
courbe v se resserre indéfiniment autour d'un point @, iy,, de maniére
que le domaine & puisse étre enfermé dans un cercle de centre z,, y, et de
rayon aussi petit que I'on veut.

Cette limite, lorsqu’elle existe, est appelée la dérwée aréolaire de la fonc-
tion f(z) au point z,.

D’une maniére précise, nous dirons qu'une fonction f(z) a une dérivée
aréolaire au point 3, lorsque, ¢ un nombre positif <, arbitrairement donné, on
peut faire correspondre un nombre positif r, tel que pour tout contour fermévy,
limitant un domaine & entiérement enfermé dans le cercle de centre x,, y, et

de rayonr, on ait
1
mef(z)m
(2) — T —9(5) | <&

£ffdw
T 3

le nombre ¢(z,) étant fini et déterminé.

Si une fonction admet une dérivée aréolaire en chaque point d’un
domaine ouvert, nous dirons qu’elle est monogéne () dans ce domaine.

Si, la fonction étant définie dans un domaine (ou dans tout le plan, car
on peut toujours la prendre égale a zéro dans le domaine complémentaire),
la dérivée aréolaire n’existe que sur un certain ensemble de points, on dira
que la fonction est monogéne (o) sur cet ensemble.

Plus restrictivement, nous appellerons fonction holomorphe (o), une
fonction qui admet une dérivée aréolaire continue dans un domaine donné.

Il existe des fonctions monogénes (a) ainsi que des fonctions holo-
morphes (a).

Un premier exemple est fourni par les fonctions holomorphes au sens

() Voir D. Pourtw, Rendiconti del Circolo Mathematico di Palermo, t. 33, 1912,
p- 108; t. 35, 1913, p. 227.
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classique pour lesquelles le rapport (1) existe dans le domaine d’holomor-
phisme (ouvert) et est identiquement nul.

Par conséquent, la dérivée aréolaire des fonctions holomorphes est identi-
quement nulle, ce qui leur donne un role de constantes dans ce qui va suivre.

2. Un second exemple, qui est trés important, au point de vue des
applications physiques des fonctions qui nous occupent, est celui considéré
par M. D. Pompeiu, ot 'on suppose que les fonctions P(x, y) et Q(z, y)
admettent des dérivées partielles du premier ordre continues.

Ce cas est le seul qu'on a envisagé jusqu’a présent. Il nous conduira a
une expression cxplicite de la dérivée aréolaire.

En effet on aura

1 . . 1 ) 20Q  JP LaP QN .
EL(P+1(2)(dﬁ+lcl))_ﬁflj[—<%+;)—}—,>+1<—(E~—a—y—>J dxdy;

en vertu de la continuité des dérivées partielles et par 'application de la
formule de la moyenne, on arrivera a 'expression suivante de la dérivée
aréolaire pour cette classe particuliére de fonctions

Df 1 /0P  9Q (99 0P
(3) _ﬁa_2—<—()-‘;_>—a;>cg,)o+l<d—x—+a?)»"-‘o:)o

Quoiqu’on ne puisse toujours espérer d’obtenir une expression de cette
forme pour l'opérateur introduit par (1), nous conserverons cette notation

. D T 1otz I3 :
dans la suite, de sorte que le symbole oo désignera la dérivée aréolaire.

Cette opération conduisant & une nouvelle fonction du point z,, y,, on
peut essayer d’en trouver aussi une dérivée aréolaire, et ainsi de suite.

. . , D
Lorsqu’une fonction f(z) en admettra plusieurs, elles seront notées par Do’
D2 D~

Du®’ "7’ Dar

2. I1'y a une seconde voie conduisant a la dérivée aréolaire dans le cas
d’une fonction admettant des dérivées partielles du premier ordre continues.

Calculons la dérivée dans une direction fixe du plan d’argument ¢; en
posant dz = dre?, on arrive 4 'expression

ﬂ 1 [<dP 20Q [0Q  IP 1 oP 00 00 0P
et | M“”@)“(%“é})]%””[(az“ T})*"(a‘;"‘ 53)1

THEODORESCO. 2
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Cette expression dépend évidemment de la direction ¢, mais si la quantité
dans le deuxiéme crochet est nulle, elle n’en dépendra plus.

Df

Or, cette quantité coincide avec la dérivée aréolairc De donnée par la

relation (3).

Sous cette forme, elle a été employée par M. G. Calugaréano ('), qui
lui a donné un aspect plus simple et plus intuitif & I’aide d’un changement
de variables.

Si I'on pose 5 = 1y, 3 =& — iy et que l'on passe des variables x, y
aux variables z, =, on voit que

d )
(4) dzy = =+ el

La dérivée aréolaire coincide, pour ces fonctions particulicres, avec la
dérivée partielle de f, par rapport a 3.

On a donc

f of
— 0z’

I'opération ayant le caractére ordinaire, quoique les variables z et z ne
soient pas indépendantes I'une de l’autre

Si la dérivée aréolaire est nulle, df est indépendante de la direction
?
suivant laquelle on dérive, et f(z) admet une dérivée unique. On est dans
le cas des fonctions analytiques.
On peut dire que ces fonctions se comportent par rapport & cette nouvelle

dérivation, comme les constantes dans la dérivation ordinaire.

3. 1l y a une formule fondamentale relative & ces fonctions particuliéres
dont il est question dans le paragraphe 2.

Elle exprime les valeurs d’une telle fonction en chaque point d'un
domaine D, limité par une courbe fermée rectifiable C, lorsquel’on connait
dans le domaine les valeurs de la dérivée aréolaire supposée continue, et

sur C les valeurs prises par la fonction méme [supposée holomorphe (a)
dans D fermé .

Cetle formule est due 8 M. D. Pompeiu.
On peut remarquer d’abord 4 I’aide de la formule de Green qu’on a pour

(*) Thése soutenue a la Faculté des Sciences de Paris, 1928.
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tout y fermé et rectifiable limitant un domaine o, la relation suivante :

(3) 2mfﬂ>d—~ffﬂ£’ o,

5 et ¢ parcourant respectivement v et ¢.
Cette identité généralise I'intégrale de Cauchy, qu’on retrouve d’ailleurs

f_

eny falsant

Soit { un pomt intérieur & D. Entourons-le d’un petit cercle 8, joint &
C par une ligne qu’on parcourt deux fois dans des sens opposés.

S(=)
¢
ce qui est évidemment possible, car elle y est continue,

r Dj
_f WEJ/ dw =o.
20T T
Mais on a
//DM //IDf
Dw ‘
| pra— _Zidw<hlf£dpd9<znrM,

. Df
. — e p— S M=
ot v —{=pe’, r=rayon du cercle §, M = borne supérieure deID—mI-

2mff(Z)a,

on remarque aisément qu’elle a une valeur voisine de f(?).

Alors
/mﬂw
f( \ I
2T —1—1/ do — f(3)

(¢’ provenant de I'intégrale relative a y).
Par conséquent,

Appliquons la formule (5) a la fonction

» dans le domaine D — 3,

Quant a 'expression

<omrM+¢’

Dﬂﬂ
(6) floy= L ﬂ“m—_

qui est la formule demandée.
Elle généralise celle de Cauchy relative aux fonctions holomorphes. Le
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terme portant sur l'intégrale de contour nous fournit une fonction holo-
morphe; c’est donc par le deuxiéme terme qu’on marque I'opération nou-
velle.

Une remarque, utile dans la suite, est que la fonction f({) n’a pas besoin
d’étre monogene () sur le contour C; il suffit qu’elle y soit continue.

En effet occupons-nous de la relation (5) valable pour tout contour tracé
dans le domaine d’holomorphisme («). Supposons que le long de C,

by

J () ne soit pas monogéne («), mais qu’elle y est continue. Quant a5 sup-

posons seulement qu'elle reste bornée lorsque ¢ tend vers .

Supposons D simplement connexe, et représentons-le conformément sur
un cercle de rayon 1. Soit C, la courbe de D qui correspond a un cercle de
rayon r < 1. Elle est analytique et entiérement comprise dans D.

On aura pour le couple C,, D, la relation (5).

Calculons la différence

:ﬁ[ff(:)d;_ ~f(;,)dz']_é[f»/l;illélfldw“_f‘[m'l—)—l{%—)dw]

= 5tz [ 1) = Lo 1 s

sz e o) e} = 1 f [ RE .

En vertu de la continuité de f(z), lorsque 1—r tend vers zéro,
/(z.) tendra uniformément vers f(z).
Donc

€
— 1
27

2”[[ [f(5) = f(zr)]dz| <

pour 1 —r <.
D’autre part, M. Alexandre Ghika a montré (') que lorsque C, tend
vers C, on a

f[dz——a’z,(z)|<e.
¢

Donc

M
<——e pouri1—r<mn,

2”_L_»/'f(z,) cl..,—~a’z§

ou M est une borne supérieure de f(z).

(*) Voir Theése soutenue a la Faculté des Sciences de Paris, 1929, p. 13.
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‘lff Efa’m <§ff [lw<Ns’,
T D—D, Do T P—D. T

< ‘o D
¢/ tendant vers zéro avec 1—r, N désignant une borne de ﬁ{g Par con-

Enfin

séquent,
M N
A< S 7+ Seq—e.
2T 2T T

Or, A se réduisant & une constante indépendante de C,, qui peut étre
rendue aussi petite que I’on voudra, on en tire aisément la relation

1

gL (DS,
21—'7TL/le(~>(l~—;r,/ﬁ B dw =o.

L’intérét que nous attachons a cette remarque consiste dans le fail que,
dans les applications, on a a déterminer des fonctions monogénes (a) a
'aide de leurs dérivées aréolaires et des valeurs qu’elles prennent sur un
certain contour donné.

A. Reprenons la définition générale (2) que nous avons donnée au para-
graphe 1. Un premier probléme qui se pose tout naturellement c’est de
trouver les fonctions qui ont la dérivée aréolaire holomorphe au sens clas-
sique, donc de chercherles fonctions qui généralisent les fonctions linéaires.

En général, cela nous suggére l'idée d’envisager des expressions qui
soient les analogues des polynomes.

Commencons par le cas le plus simple, celui des fonctions a dérivée aréo-
laire holomorphe.

Supposons donc qu’on ait

ou h(z) est une fonction holomorphe, en chaque point d’un domaine D (*),
limité par un contour simple rectifiable C.
Sil'on connait le long du contour C les valeurs de f(z) et de sa dérivée

(") Nous appellerons domaine I'ensemble des points intérieurs i une ou plusieurs

régions du plan, en nombre fini et limitées par des courbes rectifiables fermées simples,
de longueur totale finie.
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aréolaire, on pourra écrire (')

£ = mff(_)cd ff‘h(_vi

ou { est un point du domaine D, et

h(v)_——— /‘h( )dﬁ

Calculons le terme exprimé par l'intégrale double. Pour cela, tragons
un contour C’ assez voisin de C, et désignons par D’ le domaine qu’il limite.
Entourons en méme temps le point { d’un petit cercle ¢. Le terme

__I_ff h(v) do
m p—D’ v—1L

peut étre rendu, par le choix convenable du contour C, aussi petit que I'on
voudra, de méme le terme analoguc relatif au cercle ¢.
Quant & celui relatif au domaine D'— 2, on aura

[ e

ff (v—cm—v) 217T‘ff"—§fz—vd
ff[, (V—C)(Z——V)_Zfﬂ?ffavlf)c C:(!l"z
+§l.—‘ﬂ-2fch<;)dszaw__%‘;’m.

Or il est facile de voir que lorsque le rayon de ¢ tend vers zéro, les deux

derniers termes tendent aussi vers zéro. l.e changement d’ordre est donc
légitime.

21'7r"’ ¢

Considérons la foncnonc ¢ - qui est continue dans D’; de plus, elle y

admet des dérivées partielles du premier ordre continues.

(*) Cette formule est 'extension de la formule (6), établie seulement pour les fonc-
tions particuliéres de M. D. Pompeiu.

Nous établivons rigoureusement plus loin qu'elle est valable pour toute fonction
holomorphe (o).
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Par l'application dela définition restreinte, on voit aisément que la
dérivée aréolaire en est t__l'i

Appliquons-y la formule (6) :

cEz:?zITrf(r —:d{t—m fﬁ("—C)(V—w)

Si 'on en tire le terme relatif & l'intégrale double et qu’on I'introduise
dans I'expression de A, celle-ci devient

E h(z) I R tdt
dz +(2in)"~’fh(“)d” ——

— o 5 —¢ (t—2)(t—7)
_ C “h(z ) tdt h(z)dp

T oim z—c (gm) f

z h(z) 1 th(z)
YL z——td 2im ft—Cd

Portons cette valeur de A dans 'expression de f({) et faisons tendre C'
vers C. Il vient

Df
() s©r= g [ L5 de v o [(E-5)2pas
ou bien
Df Df
BICE- AP -
, 1 Dw 4 Dw
(7 S = oin Td sim z—__—&a’:,

la deuxiéme forme mettant en évidence la structure de la fonction. Cette
formule exprime donc les valeurs d’une fonction a dérivée aréolaire holo-
morphe, connaissant ses valeurs ainsi que celles de sa dérivée aréolaire le
long‘d un contour fermé simple rectifiable, exprimées par deux jonctions
continues de z.

Il est bon de remarquer que nous n’avons fait aucune supposition relative
T+ 19 . ;v .
a l'existence des dérivées partielles de f(z).

Or, il résulte de la formule (7) que cette fonction admet des dérivées
partielles de tous les ordres.

La définition de M. Calugaréano y est done applicable, ce qui simplifie
les opérations.
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En effet, on peut dire que f({) satisfait & I’équation

L =no
ou bien Ny
PE
qui par intégration donne
SO =0,(0) + T ®,(2),

ot ®, (%) et ®, ({) sont deux fonctions holomorphes.

L’analogie entre ces fonctions et les fonctions linéaires d’une variable est
évidente.

On voit bien encore une fois que les fonctions holomorphes ®, et ®, y
jouent un role de constantes.

D’une manié¢re générale, la recherche d'une fonction dont la n'*" dérivée
aréolaire soit holomorphe conduira a desfonctions généralisantles polynomes
ordinaires; nous les appellerons dans la suite polynomes aréolaires.

En particulier, le polynome du premier ordre conduit &4 un systéme
d’équations aux dérivées partielles, I'extension du systéme de Cauchy. En
effet on a

d_J;'_é[gTJ;Jr g_ﬂ Qg=$[§£+ 3{] ey %’E‘{ 1 [3{3 ()f]m

les puissances symboliques ayant la méme signification que dans toutes les
questions du méme genre.

Dire que la deuxiéme dérivée est nulle revient a écrire le systéme
sulvant :
()_'2]_’ 02 Q zpP
0z~ ’ordy dy T %
)20 »>P 2
‘ Q 2 — & == 0.

9

oz T2 ()x dy dy*

(8)

Or, puisque

2f—o,
&
on aura en méme temps
oy
ey <
Mais, en général,
An ()211/
f=2 =
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par conséquent, les fonctions P et Q satisfont en particulier aux équations
(9) AP —o et A2Q —o,

donc ce sont des fonctions biharmoniques.

Ces remarques mettent en lumiére un autre aspect du probléme qui nous
préoccupe.

L’ mtegrauon du systéme (8) et la recherche d’un polynome aréolaire du
premier ordre ne sont que les deux faces d'une méme question.

Or il est parfois préférable de substituer au probléme brul relatif au
systéme (8) celui concernant le polynome aréolaire correspondant.

3. Les considérations faites au sujet des polynomes aréolaires laissent
entrevoir la possibilité d'une extension systématique de la théorie des fonc-
tions, que nous allons considérer comme un premier échelon auquel nous
apprendrons a en faire succéder une infinité d’autres.

En effet, au lieu de nous borner aux polynomes du premier ordre, nous
pouvons passer au cas général, en suivant la méme voie.

On aura d’abord pour n =2

o — 2 hy(t)
ou bien
D
D(A) ('—I> =2 hz(t)v
d’ou

oL — () + 2B hao),
B, (C) et A, (C) étant holomorphes. Mais on peut écrire

@ =gelEh@] e abh(@= pe[Eh©]
Par conséquent
D[ f—Th— k] =0
ou bien
J=h(©) + T () + T (2)
avec hy({) holomorphe.

Le méme procédé répété suffisamment nous conduira a I’ expression sui-
vante du polynome aréolaire d’ordre n :

(10) JEO=0,8) +Ch(8) 4. .4 L% D (2)

THEODORESCO.
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qui montre qu’une telle fonction admet dans une région ot tous ses coe ffi-
cients sont holomorphes des dérivées partielles de tous les ordres.

La définition particuliére y est applicable; parmi les simplifications qui
en découlent, remarquons que l'on a

berf 0,
lel+1 an_H

Cette observation simplifie d'une part les calculs, et d’autre parl conduit
a un systéme d'équations aux dérivées partielles auquel les parties réelle et
imaginaire de f({) doivent satisfaire; on voit, de plus, qu'un polynome
aréolaire admet une infinité de dérivées partielles successives.

Le systéme dont il s’agit est :

o+ P . ogn+1 Q N o+ P , o+t Q ) g1 pP .
Oz " gzrdy Gt dxm=1 dy* + G ox"= dy- + i s ay* +eee =0
(1) o1Q o+ P , 9"+1Q g+1P ) a+1Q
e + G A = I P JT == ay =+ G dT =T o +...=o.
x dx" dy . ly x )y x )y

En particulier
AP =0, A*Q=o.

De toutes ces considérations, ainsi que de la forme des fonctions étudiées
et des relations trouvées, on déduit qu'il y a une liaison intime entre les
polynomes aréolaires et les fonctions holomorphes. On retrouve d’ailleurs
cette classe en y faisant n =o.

Dans ce qui suit, nous allons donner une formule exprimant les valeurs
d’un polynome aréolaire d’ordre n, quand on connait sur le contour C les

valeurs de la fonction et de ses dérivées successives, exprimées par des fonc-
tions continues du point z qui le décrit.

Notons pour simplifier E—;{/ = /’. La fonction f({) sera de la forme

(12)  f(§)=d,+ E‘Du R E”‘Du (D, ©,, ..., ®, élant holomorphes).

(*) Ces fonctions ont éte rencontrées la premiére fois par M. Pietro Burgalti,
indépendamment des idées que nous exposons ici, par I'introduction d'un opérateur
qui ne différe pas essentiellement de la dérivée aréolaire (au sens de M. Calugaréano).

Voir a ce sujet P. Burearii, Sulle funzioni analitiche d’ordine n (Boll. Unione
Mat. Italiana, Anno I, n°1, 1g29).
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Considérons les fonctions

oo /1= 10— & L0+ @) e (1S o),
(13)

- -
QLS 1= () = 2@ e (1) s Q).
On aura, en remarquant que ¢,[ f]=o,[ /'] et en substituant dans ces
expressions les valeurs de f et de ses dérivées tirées de la formule (12), les
résultats suivants :

al/]=0(0)  olf1=Q).
ce qui conduit a

FO=al1+ 5alf+ .+ el

toutes ces composantes étant holomorphes.

Appliquons la formule de Cauchy a chaque fonction o, [f], et changeons
convenablement 'ordre des termes.

On arrivera aisément a lexpression suivante (') :

21T

Mf(c— 3)" f”( )

ot les fonctions f(z), f' (3), ..., /"(3) sont supposées seulement continues
le long de C.

N

(14) J() = mff ds + C_Z” i

On a pour tout contourI' tracé dans le domaine D les relations suivantes :
/l:CP/[f(:)](L':O (j=o0,1,..., 1),

a cause de I’holomorphisme de ces fonctions.

Réciproquement, si n+ 1 fonctions continues dans un domaine D, sovent
JSos fis -y [uy satisfont aux relations

) [otroni=s

(*) Un certain nombre de résultats contenus dans ce chapitre, ont été déja pubhes

par nous dans deux Notes 4 la Reale Accademia dei Lincei (voir Rendiconti, 6¢ série,
vol. XI, 1° semestre 1930, fasc. 3 et k).
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WLf1=1(2) =% fra(z) +. o (=" 5%;, fu(2)

pour tout contour rectifiable fermé (I') tracé dans ce domaine, f, est un poly-
nome aréolaire d’ordre n, dont les dérivées successives sont les fonctions f,,
For oo f

En effet, en remarquant que ¢,[/]=f.(5), on déduit que f, est holo-

morphe; en vertu de I'une des relations (15) on aura,
Ones [S1= Sums (8) = Z fu(2).

Mais ¢,_, [ /] étant holomorphe, il suit que f,_, (3) est un polynome du pre-
mier ordre, et ainsi de suite.

Ce théoréme sert ici de théoréme de Morera et donne les conditions néces-
saires et suffisantes pour qu'une fonction soit un polynome aréolaire.

6. La forme spéciale sous laquelle se présente un polynome aréolaire
laisse & soupgonner la possibilité d'un développement plus général, en série
d’intégrales.

Supposons que la fonction /({) admette des dérivées aréolaires de tous
les ordres, continues et également bornées dans un domaine D et sur son
contour C.

Alors la fonction ({) admet une infinité de dérwées partielles ordinaires
et peut étre représentée a l'intérieur de D, par la série uniformément conver-
gente.

_ 1 [ f(a) 1 (€—=3%) f1(=) ,.
(16) 10=g55 [ L asr o (S22 LGy
1 (€=2)" frs) ,
+‘2._l?/(;_—_n' —————:_Cd~+....

Considérons les fonctions

n

f’(C)+...+(—x)",§;! fr Q) +...,

)

o, [f1=r() — 'I‘c‘!f/H(C)+~--+(—l)"%,—l!fl+n(c)+.

n

. . D .
Puisque les fonctions f, /*, ..., “=D?f, sont supposées bornées, on

peut trouver un nombre positif M, tel qu’on ait pour tout indice n et pour
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tout point {

fOI<M et [f(OI<M;
on en déduit

[ 9ol f]

et, en général,

(©) ]+ <Meltl

Lo /T <MelTl.

Donc les séries ¢, [ /] sont uniformément convergentes.

Ces fonctions sont en plus, holomorphes.

En effet, par une dérivation aréolaire, terme & terme, de la série unifor-
mément convergente ('), on trouve

D
Do ?d.j]—-hm (—I)" fu+1(c)

qui est nulle partout, dans les conditions posées. On arrive au méme résul-
tat, en ce qui concerne les autres fonctions.
Considérons maintenant la série

%o f}d" C <Pl

i ¢ ! n!

elle est uniformément convergente. En effet, on a

ol f 5 MN\gnlf | dz | MNlcn|fds anN|§"
@ |

n! ¢ & — 5 —C|
N étant une borne de elt! et r=|3—{|. (L'intégrale ci-dessus représente
I'angle total sous lequel on voit le contour du point {, intérieur.)

De plus, les fonctions 9, [ f] étant holomorphes dans le domaine D et con-
tinues sur C, on aura

i ) W ds =g 10))

Dans ces conditions, la somme de la série considérée est bien 2in f({). A
cause de la convergence uniforme, on peut intervertir I'ordre des termes,
de telle fagon qu’on obtienne le développement (16).

(*) Nous allons étendre les régles de dérivation d'une somme, d'un produit, etc., a
k) . . , . . , . . .
l'opération de dérivation aréolaire dans un des chapitres suivants.
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L’existence des dérivées partielles de /() est immédiatement visible sur
cette expression, dérivable terme a terme.
On peut aussi remarquer que les fonctions f, f', ..., f"satisfont aux
relations suivantes en nombre infini

ﬁgo,[f(z)]dz:o (J==o,1....,n,...)

pour tout contour fermé I, tracé dans le domaine D, & cause de I'holomor-
phisme des fonctions ¢,[ /].

Réciproquement : Si une suite tllimitée de fonctions continues et données
Sfoy [1y - -y fusatisfait, dans un domaine D, aux relations

fcp,[f(z)]dz:o (J=o,1,...,n,...),

C

e[ f1=1(5)— %f/ﬂ(z)—i—...+(—1)n%fl+n(z)+.__’

pour tout contour fermé rectifiable C, f, () est développable en série unifor-
mément convergente d'intégrales et ses dérivées aréolaires successives sont les

Sonctions [\, fo, ...y fuy -

C’est un théoréme de Moreva, convenablement étendu.

7. Ces cas particuliers traités, passons & celui d’une fonction ayant
n + 1 dérivées aréolaires continues dans une certaine région D, limitée par
un contour C.

Notons toujours, pour simplifier I'écriture,
J
]_)_-_f — f/
Do/ ’
et considérons I'expression

u"*‘:%ffl)(i ;!5)" f:ti_(g)d“"

On aura facilement

Dl . (&=2)
1 Do [f () n! ]
Up g — Up= - - dw.

En appliquantla formule (6) 4 la fonction continue

fn(gl) (E- E1>ﬂ’

n!
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on obtient en particulier, pour {, =,

1 (E=3)" )

- dz — Up ) — Up.
2im J, n! z—C e "

Cela étant valable pour n2> 1, bien entendu, car pour n =0, on a

L), L)
“*—%ffnv—_z""’——f@>+;ﬁfcz—_zd~-

En ajoutant tous ces résultats, on déduit la formule suivante donnant les
valeurs d'une fonction a n—+ 1 dérivées aréolaires continues dans le domaine
Jfermé D, lorsque I'on connait en chaque point de ce domaine les valeurs

de % et sur le contour C, celles de [ et de ses n premiéres dérivées :
1 z) 1 Z )" fn(z

_ %ffn@;f)" f:+_'<g>dw.

Cette formule contient comme cas particuliers, toutes les expressions
dont nous avons fait usage jusqu’ici.

Pour n= o, on retrouve les fonctions holomorphes ().

Pour f*+' ({)=o, on retombe sur les polynomes aréolaires.

Enfin, pour n=o0 et /' ({) = o, on a les fonctions holomorphes.

Au méme sujet, remarquons que si la formule (6) marque une sorte

. : . Df o
] 14 4 A 4 o — 14 r b r
d’opération nouvelle, en intégrant I'équation = =o, et généralise I'inté-

grale définie du calcul intégral, celle que nous avons donnée ci-dessus
est une extension de I'équation y"*!' = f(x).

Cela met encore une fois en évidence I'analogie entre cette partie rési-
duelle que nous avons nommée polynome aréolaire, et les polynomes
habituels.

En effet, la formule (17) permet d’approximer une fonction admettant un
certain nombre de dérivées aréolaires, par un polynome aréolaire, office
analogue & celui de la formule de Taylor.

Ainsi, le probléme traité dans un cas particulier, au paragraphe précé-
dent, la représentation d'une fonction par une série d’intégrales, admet une
solution dés que le terme u,,, tend vers zéro, quand n tend vers I'infini.

La discussion est, en général, assez compliquée, mais il y a des cas utiles
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et assez étendus, oil 'on peut préciser la possibilité d’un développement en
série.

Tel est, par exemple, le cas oii la dérivée aréolaire, au lieu d’étre bornée,
tend vers l'infini comme M”, M étant unnombre positif. Dans ces condltlons
on peut s’arranger pour qu’on ait, pour n assez grand, | /**' | < EM"*' (k étant

constant).
Donc :
[ (E ‘,)’l /‘n—H((,) KMnr+ . (MR)n+1
T—tfﬁ - dw ‘<2 ffr d/d6<2/\'\’l( 1)"

R étant le rayon d'un cercle qui englobe le domaine D.
Or, pour n assez grand, on peut rendre ce terme aussi petit quel'onveut,
ce qui prouve la possibilité du développement dans le cas étudié ci-dessus.

8. Terminons ce chapitre par un nouveau rapprochement entre les
polynomes aréolaires et les fonctions holomorphes.

En effet, on peut étendre a cette classe de fonctions le prolongement ana-
lytique.

Soient f,({) et /,({) deux polynomes du méme ordre définis dans deux
régions du plan ayant une partie commune et une seule.

Si dans cette partie on a f,({) = f,({), nous dirons qu'ils se prolongent
I'un par 'autre, c'est-a-dire nous les regarderons comme formant une seule
fonction F({) définie dans la région totale.

Le théoréme suivant donne quelques indications sur la nature de 'exten-
sion qu’on peul faire en passant du cas classique a celui des polynomes.

Sotent f,(0) et /,(L) deux polynomes aréolaires, définis respectivement dans
deux domaines D, et D, ayant comme fronticre commune une portion de
courbe rectifiable AB.

Sty le long de AB, les fonctions f,(() et f,(L) sont égales ainsi que leurs
dérivées aréolaires d'ordres 1. 2, ..., n, f,({) est le prolongement analytique
de f,(C) lorsqu’on passe du domaine D, au domaine D, en traversant
larc AB (").

Tragons dans le domaine D, un arc simple APB, limitant avec AB un
domaine simplement connexe A, ; dans le domaine D, définissons a I'aide
d’un arc AQB, un autre domaine A,, simplement connexe aussi.

(*) Extension du theoréme de M. Painlevé (Thése Sur les lignes singuliéres des
fonctions analytiques, 1888).
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En un point , de A,, on aura

&= fis) , (&—3) fiGs
filt)= 2!71' l:fu JY Z*Q BPA ./' _Zl ) )

Mais pour la fonction /,({) le point {, étant extérieur au domaine A, on
peut écrire :
[f(:l—J S g (0 E=3) J z)dz]_
2177: " 3=, aw I} —¢

En ajoutant membre & membre ces deux égalités et en remarquant que le
long de AB

3]

-

[i(m)=f.(s) et [i(z)=[i(=),

7, — Ef<<z> .
fl(CI) 2”_[ f Jy z___ d":

1

on obtiendra

I" étant le contour APBQA.

Un raisonnement analogue relatif & la fonction f;({) conduira a une
expression de la méme forme.

La fonction

le long de APB,
S )_ le long de AQB,

est un polynome aréolaire égal & f,({) dans A, et & f,({) dans A, et par
conséquent les deux fonctions se prolongent I'une par l'autre en franchis-
sant I'axe AB.

Il est évident qu'il n'existe pas deux polynomes qui prolongent /()
dans A,, car leur différence serait un polynome aréolaire nul avec toutes ses
dérivées le long de AD.

Or, la derniére, étant holomorphe, serait identiquement nulle; la
iliemueme deviendrait a son tour holomorphe et identiquement nulle et ainsi

e sulte

Le méme probléme relatif aux séries aréolaires ne présente aucune diffi-
culté.

En partant de la définition (2) de la dérivée aréolaire, nous avons

THEODORESCO. 4
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montré comment on peut sortir du cadre classique, par I'intermédiaire de
fonctions simples et voisines des fonctions analytiques.
A chaque terme on a attaché un probléme complexe et un autre réel.
Dans le chapitre suivant, nous aborderons le probléme général des fonc-
tions holomorphes (), qui peut étre regardé comme ’analogue de l'inté-
gration des fonctions continues.

CHAPITRE II.

LES FONCTIONS HOLOMORPHES (a).

1. Nous avons défini plus haut les fonctions holomorphes («). Si I'on
procéde par analogies successives, on peut dire que ces fonctions joueront
le role des fonctions a dérivée continue.

Le probléme qui s’y rattache généralise I'intégration et a des applications
physiques que nons étudierons en détail dans un des chapitres suivants.

Considérons le rapport (1) qui définit la dérivée aréolaire en un point z,
d’un domaine D.

Nous dirons que ce rapport converge uni formément dans D, st a tout nombre
positif ¢ donné, on peut faire correspondre un nombre ¢, indépendant du
point z, et tel que pourtoute courbe fermée rectifiable v, limitant un domaine o,
complétement intérieure au cercle de centre 3, et de rayon ¢, on ait

E%Ef{‘f(z)dz—ﬁﬁgfﬁdw <sf£dw,

¢(3,) étant un nombre fini et déterminé en chaque point z,.

(18)

Nous allons montrer que pour toute fonction holomorphe (), le rap-
port (1) tend uniformément vers sa limite.

Démontrons d’abord le lemme suivant relatif aux fonctions mono-

genes ().

St une fonction f(z) est monogéne (o) dans un domaine D, on peut par-
tager ce domaine en un nombre fini de régions telles que dans chacune d’elles,
il existe au moins un point z, pour lequel, : étant arbitrairement donné,

on att
;{,Efyf(z)dz—?i(—;i)ffadm <sfj;dw,

quelle que soit v, intérieure a la région obtenue autour de z,.




— 97 —

Onn’ad’ailleurs qu’a traduire la démonstration du lemme de M. Goursat.

Tracons un réseau de carrés ayant leurs coOtés paralléles aux axes
Oz, Oy.

Parmi ces carrés, les uns satisfont a ’énoneé. Nous allons distinguer seu-
lement les autres qui n’y satisfont pas.

Prenons un d’entre eux et divisons-le cn d’autres plus petits, joignant les
milieux des cotés opposés.

Cette opération répétée pour chaque carré conduit a des régions qui, ou
bien satisfont a I'énoncé, ou bien n’y satisfont pas et doivent étre partagées
de la méme manieére.

Le procédé continué aussi loin que 'on veut conduit a unc suite de carrés
(ou portions de carrés) o, ., ..., %,, dont chacun est compris dans le pré-
cédent. Il y aura au moins un point limite z,. Mais la fonction /(z) étant
monogéne () en ce point, on peut déterminer un rayon ¢, tel qu'on arrive
a une contradiction, car pour n assez grand, «, peut étre enfermé dans le
cercle p,. Donc le lemme est exact.

Dans ces conditions, partageons le domaine D en les régions satisfaisant
au lemme ci-dessus, et écrivons :

<sffdco.
0

E%rﬁf(;)dZ*ggﬁ@f\/a\dw

La fonction ¢(z) étant supposée continue, donc uniformément continue,
a un nombre ¢ donné, on peut faire correspondre un nombre rtel que, dans
tout carré de coté r, on ait

lo(2) —o(z) | <e.

En méme temps, partageons les carrés de la division faite, qui sont de
coté supérieur a r, de telle sorte que 'inégalité puisse étre appliquée.

On aura
f dw,

<2z-:f dw.
) [

9(z)—o(z,)] dw

ﬁfyf(z)dz—%f'gg(‘f’)dw

En ajoutant tous les résultats, on trouve :

I
al—n/‘:f(z‘)dz—%f Dcp(v)dw

d’ou

<< 2¢ (aire de D).
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Mais le premier membre est une constante indépendante de ¢ et qui peut
étre rendue aussi petite que ’on veut, donc on a la relation suivante :

(19) ;;—ﬁfcf(z)dz—%fﬁcp(v)dm:o

pour toute fonction holomorphe (o) et sa dérivée aréolaire.
Appliquons-la & un contour fermé y, compris dans un cercle de rayon r,
pour lequel on a

lo(z) —¢(5) ]| <& oubien  @(5)=0(5)+¢&(s) |&a(s)|<e.

On déduit aisément

2;ﬁ/va(z)dz—gﬁj‘ﬁdm:%fﬁei(v)dw;
;;T'E/Y‘f(z)ds—g(n—z(ﬁfﬁdm)<£~f‘/§vdw,

qui est valable pour tout point z, du domaine D, en vertu de la continuité
uniforme de ¢(z), et prouve que le rapport (1) converge uniformément vers
la dérivée aréolaire pour toute fonction holomorphe ().

Nous allons en démontrer la réciproque :

done

St pour une fonction f(z), le rapport (1) converge uniformément dans un
domaine D, la fonction est holomorphe (&), donc sa dérivée aréolaire est con-
tinue en chaque point du domaine:

Soient z, et z deux points assez voisins. In vertu de la convergence uni-

forme du rapport (1), on peut, & un nombre ¢ donné, faire correspondre un
nombre p tel que, pour tout contour fermé compris dans un des cercles de

centre 3, et z, et de rayon p, on puisse écrire :
3
< ~ffdm
™ B

;:}\/;of(z)dz——%cp(:o)f/é:dm
aiz [ 1@ Lot [ [ <if [

Prenons comme courbes 7, et v,, les deux cercles décrits. Les inégalités

ou
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ci-dessus peuvent étre écrites :

¢(z0)f£dm:%l.j;‘f(z)dz—i—eo(zo)f/a:dm (leo] <o),
<p<z1>ffdw:§7ff<z>dz+e1<z,>f[dm (e, <o)
" .

Par la transformation linéaire 5'= s -+ 3, — z,, on peut rapporter les
intégrales au méme contour. De méme, on peut prendre les deux points z,
et s assez voisins pour qu’on ait (')

l./'(:)“f(:‘{_zx”“zn)l<92 si |2, — 2| <.

En retranchant membre 4 membre les égalités considérées, on obtient

l9(50) — 9(50) | mp* < [ |f(5+2—350) — f(5) || dz ] + 2mep* < amp® -+ 2mep?,
Y‘l
d'ott
|0 (21) — 9(50) | <28+ 20,
ce qui assure la continuité de la dérivée aréolaire.
On peut donc réunir ces deux résultats sous I’aspect suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction continue f(5)
soit holomorphe () dans un domaine est que le rapport (1) converge unifor-
mément vers sa limite, dans tout le domaine (*).

On a vu, d'ailleurs, que toute fonction holomorphe () satisfait avec sa
dérivée aréolaire & 'équation fonctionnelle (19).

Inversement, st un couple de fonctions continues f(z) et ¢(z) satisfait a
Iéquation (19), la fonction f(3) est holomorphe (&) dans le domaine D et sa
dérivée arcolaire est o(s).

En effet, on n’a qu'a écrire cette relation pour un contour fermé con-
venable et y appliquer la formule de la moyenne a I'intégrale double.

(1) Ce qui est bien possible, car p est indépendant des points du domaine; donc la
distance |z, — 7, | n'a aucune influence sur cetle quantité.
(2) Ce résultat appelle certaines remarques. n théorie des fonctions de variable

f(x+/¢/3 —f(®)

réelle, on est amené a démontrer (ue <i la limite du rapport

atteinte uniformément, la dérivée est continue; pareillement pour les fonctions holo-
morphes (voir CH. vE LA VaLLke Poussin, Cours d’Analyse, . 1, p. 69). Mais ici les
circonstances sont un peu différentes, car au lieu d’avoir la fonction o () définie comme
limite de fonctions de points, elle s’obtient comme limite de fonctions de lignes.
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Précisément, la continuité de la fonction 9(z) conduit &
[o(5) —9(z0) | <e  pour |z —3z[<Tp.

Donce
9(2) = 9(2) + &'(5), le'(z) ] <e.

La relation (19), appliquée au cercle ¢ (ou & un contour intérieur), donne

;;El"f(z)dz“@(zo)fj;‘dm <ff6|s’(v)idm<effadw.

Or, une fonction continue est uniformément continue; donc il y a un
rayon o qui convient a tout point de D. Les résultats énoncés ci-dessus
peuvent étre mis sous une autre forme :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction continue f(3z)
sott holomorphe (o) est qu'il existe une autre fonction continue o(s), telle
qu’on ait la relation

(20) ;%Tl[f(z)dz—%fﬁq(v)dw:o

pour tout contour G, fermé et rectifiable, limitant un domaine D. De plus,
©(3) est sa dérivée aréolaire partout.

Ce théoréme généralise celui de Morera, relatif aux fonctions holo-
morphes. On est d'ailleurs dans ce cas pour ¢(z)=o.

Le cas étudié par M. Pompeiu y est compris; on n’a qu’a se reporter a la
formule (5) pour voir que 'expression (20) est une extension de la formule

de Green.

2. Nous allons en tirer une formule donnant les valeurs d’une fonction
holomorphe (o), dans un domaine D, limité par un contour simple fermé et
rectifiable C, a ’aide de la dérivée aréolaire, continue en chaque povnt de D
et de la fonction, le long de C.

Soient f(z)la fonction considérée, ¢ (z) = 9% sa dérivée aréolaire, { un
point de D.

Décrivons un contour fermé C’ intérieur a D, qui limite un domaine D’.

Entourons-le de deux autres contours fermés C” et C” voisins et respecti-

vement intérieur et extérieur, limitant deux domaines D” et D”. Soit ¢ le
domaine compris entre C” et G (D” étant compris entre C” et C).
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ez o [ s Lo S [ Lo )

lorsque le point { décrit le contour C'.

Calculons

2l7‘f

La fonction (‘D(_) est continue et bornée en chaque point de D" et D", o

peut donc apphquer un changement d’ordre d’intégration aux termes cor-
respondants.

Quant a 'intégrale relative 4 ¢, on peut s’arranger de telle maniére qu’elle
tende vers zéro, avec |'aire de ce domaine. Soit ¢({) une borne supérieure
de cette intégrale. On aura

S e

I étant la longueur du contour C'.
Les autres termes donnent successivement

2T {jf (P(V) - mff‘? V)dmf :—ffq?(v)dw
2im Cf jf)tdm_szfpnm(‘))dwf—:

de telle sorte qu’on ait

ff@(v)dm+__f cff‘”")d

Mais on peut toujours choisir le contour C” de maniére qu’on ait

ff_ ,(D(V)dw

En ajoutant ces deux derniéres inégalités et en remarquant que le premier
membre ne dépend pas de ¢, on tire

(21 S [owrao=— g [ar [ [ Hao.

Sil'on écrit la relation (20) pour le contour C’ et que I'on tienne compte
de ['égalité (21), on a

- [fm ffb;‘%%dwjdc:o.

<am [lena <2,

et

!

< E.
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L’intégrale double qui y figure est une fonction continue de { dans tout le
plan. M. D. Pompciu a démontré ce résultat méme pour le cas trés général ot
la fonction ¢(v), donnée a priori, est seulement bornée et intégrable
(Lebesgue) ().

Or, cela étant, la quantité, dans le crochet, est une fonction continue, et
par suite, d’aprés le théoréme de Morera, holomorphe dans D.

On aura donc
1 e(v) ,
@+ [ E S do=n).

Il nous reste a déterminer cette fonction holomorphe A({). Supposons
connues les valeurs de f({) sur le contour C. On connaitra par conséquent
les valeurs de A(?) sur la méme courbe, car I'intégrale double y est parfai-
tement déterminée.

L’intégrale de Cauchy donne

. f(:)+%f£%dm

/I(C):m ) ;_C ds.

Mais cette expression se simplifie, car si I'on décrit un contour C, intérieur
a C et aussi voisin que I'on veut, on peut écrire

2—’%1? c-:—-(i—;szbl——(_f%dw: QI_ﬁ/.fmc?(‘))dm‘/;(_z———gt)i(:v_—z—)‘
Mais

T dz o dz 1 I o C
Q_T;Efc(:—C)(v—z)_2111(9——§)f[:—-v_zmv]d“—o’ stjv—tlz=o,

puisque les deux points sont a D'intérieur de C et chaque intégrale est
égale & 1.
Si ¢ et { sont confondus, on a

1 ds

m C (Z—-C): =

d’aprés les propriétés classiques des intégrales de contour.
La valeur de /({) devient dans ce cas

h(g) = 2:—7rfg~(—i)§d:

(*) Voir Annaes da Academia Polytecnica do Porto, t. VIII, 1913,
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Par conséquent, on peut déterminer f({) par la formule

f@r—;a m ”ﬁﬁffé

Toute fonction holomorphe () peut étre exprimée de cette maniére. Le
cas des fonctions a dérivées partielles continues y est compris.

Remarquons toutcfois que les valeurs de /(z) ne peuvent pas étre com-
plétement arbitraires sur le contour C, parce que les valeurs de h(z) ne
peuvent 1’étre non plus. En méme temps, on peut voir que f(z) n’a pas
besoin d'é¢tre holomorphe () sur Cj; elle peut étre seulement continue
comme nous I’avons montré (dans un cas particulier).

(22)

3. On peut remarquer que pour obtenir la formule (22), on fait appel &
des opérations indépendantes de la liaison entre f({) et ¢(L). Cela nous
suggére une étude plus générale d’un développement tel que (22).

Considérons l'expression

P @) /( 0 (»)
(23) %F,(C)g 2im _c ﬂf A ‘)_‘Cd

ot f(3) est une fonction continue du point 5 qui décrit un contour simple,
fermé et rectifiable C, o(v) étant également continue dans le domaine D et
sur le contour C; { est un point du plan.

Supposons d’abord gu’il soitintérieur & D.

Les deux intégrales représentent des fonctions continues de {, la pre-
miére étant méme holomorphe au sens classique, comme on le sait. Quant
4 la deuxiéme, elle représente une fonction g({) holomorphe («) dans le
domaine D.

En effet, si]’on pose

(26) so=—"1 f [ Ha

et si I'on calcule 'expression f g(0)d( le long de tout contour fermé C/,
.

tracé dans le domaine D, on arrive, comme on I'a déja fait au paragraphe
précédent pour une expression analogue, a une relation telle que (11), soit

)”_f :(8) dt “—ffq((i)dw_o

ce qui nous montre, en vertu du théoréme de Morera, que nous avons déja

THEODORESCO. 5
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énoncé, que g({) est holomorphe (a), sa dérivée aréolaire étant la fonc-
tion o({).

Dans ces condilions, la fonction F({), définie par U'expression (23) est
holomorphe (), sa dérigée aréolaire étant la fonction ¢(X), lorsque C décrit le
domaine D.

Supposons maintenant que { soit extérieur.

L’intégrale relative a C représente dans tout le plan extérieur une fonc-
tion holomorphe différente de la premiére. Quant a I'intégrale double, on

peut démontrer la méme chose ('). En effet, calculonsfg('(,)d‘ﬁ, le long
.

d’un contour C’ extérieur a C, aprés avoir fait une coupure pour isoler le
point & 'infini. On aura aisément

fc.g“) dr=o,

ce qui prouve que cette fonction est holomorphe dans toutle plan extérieur.
Elle est réguliére a 'infini et nulle comme ;

Donc, la fonction ¥, (L) définie par (23) est holomorphe a Uextérieur du
domaine D, dans tout le plan.

Il reste a traiter le cas ou { est sur le contour C. A cet effet, nous allons
étudier d’abord deux problémes analogues & ceux relatifs aux fonctions
analytiques. Soient deux points symétriques par rapport a un point fixe z,,
du contour C. Notons-les par

§=25) +mu, Li=35,—n.
Calculons 'expression
lim[F(z,+n) — F,(3,—n)],

lorsque les deux points tendent vers z,, de maniére que le chemin ne soit
jamais tangent au contour supposé doué d’une tangente unique en chaque
point. On a d’abord l'identité

1= s [0 5 - = | =

Décalons, une petite portion (i, autour de 3, soit C, le reste du contour.

(') Voir D. Poweri, Bulletin de la Section scientifique de I’ Académie Roumaine,
t. [, n° 6, 1913 (troisieme Note sur une intégrale double).
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Calculons
F@) —F (&) —J(20),

IF(2) — () — f(z0) | < L8=8el | [f LGB —T(z0) 4,

| S GOt
1§ —8 | J(5) — f(2) -
AT e T L

—+
s

f @(v) f f ()
- §1
Les deux derniers termes ne produisent aucune difficulté, car I'intégrale
étendue a C, donne une contribution finie, tendant vers zéro avec
|C—7Zi|=2|n]|, tandis que les intégrales doubles représentant des fonc-

tions continues dans tout le plan, les deux termes de la différence se
détruisent mutuellement.

Choisissons la portion C,, de telle sorte qu’on ait
) —fls0) <& pour |5 —z | <p,
ce qui est possible en vertu de la continuité uniforme de f(z). Soient
d=|n|; re=ic—¢; r=ls—2% . e=|3— 5]

Une borne supérieure du premier terme est donnée par

1 f ot ds
T c, rry
Soit 6 ’angle dela direction 5,z avec la direction z,{. On aura
g 0

=04 gt —2docosd et  r2=3*+ g*+ 2dc cosh.

L’arc et la corde étant du méme ordre, on aura ds<kds, k étant un
nombre positif.

L’intégrale & calculer devient

I /\ f 6({0’
ab}/ 0* 4+ 0% — zdcc059\/6“+a‘“—|—28crcos9

Posons ¢ = ¢¢. On aura

2he dt
\/t +1—2tcosf /e —+—1+2t0059

I<

QASf dt
T Jo V(41— 2tcosh)*+ 1+ 2t cosh)
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Par hypothese I angle 0 reste positif. Dans ces conditions, le dénominateur
ne s'annule jamais, et la seule difficulté est de savoir si I'intégrale reste
bornée dans l'intervalle (o0, ). Or, la fonction a intégrer se comporte &
partir d’une certaine valeur de ¢ comme ¢, ce qui prouve qu’elle est, en
effet, bornée.

Cela nous permet d’affirmer que

[F()—F () — f(50) | <eM (M borné),
d’ot l'on tire

(25) lim[F(z,+n) — F,(5,—n)]=f(5)-
N0

Introduisons maintenant une condition supplémentaire relative a f(z).
Supposons qu’elle satifasse 4 une condition de Lipschitz généralisée [ou de

Holder ()]
If(z)—=f(z") | <Alz—=Z|() (o<all).

Dans ces conditions, calculons également I'expression

Lm[F(5,+4-n) + F (5— )],
n>0

pour deux points symétriques par rapport & s, (*).

On aura aisément

2 (¢) 9(v) F) (s —5)
F(0)+ Fu(t) + 2 f S ffv—c,d f(z—t)(@—cl)d

Pour le calcul du second membre, décalons autour de z, un petit inter-

valle ab, tel que az,= 3,0} soit C, le reste du contour.
On peut écrire I'identité

(50) (5 — 3,)
”Tf(z—‘:)(‘ dz—-f(zo)’

puis la retrancher de 'égalité ci-dessus.

(*) Voiur par exemple O. D. Kerroge, Foundations of Potential Theory, Chap. VI,
p. 152 (Berlin, Julius Springer).
(?) Ces deux limites sont calculées dans le cas des fonctions holomorphes dans le

livre de M. LwiLe Picaro, Lecons sur quelques types simples d'équations aux déri-
vées partielles, p. 67.
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Le terme
LU= fE =], o d
tn (5 —=0(=—¢) ‘< fb\/(a ® 82— 2 do cosf) (g2 + 02 +26acos€)

0%+ 0*— 2 00 cosf = (8 — 5 c0s0)? + o2 sin?0 > ¢* sin0),
0%+ 0> — 2 00 €030 = (0 4 ¢ c0s6)* + ¢* sin%0 2 ¢ sin®f.

Soit 6, le minimum positif de 6, I'intégrale considérée est majorée par

AK gt oy — AK {f_‘] _ 2%[5
ab  TOSIn®f,

[ o
nsin*f, J T sin®f,

Quant a I'intégrale relative a Cz, sa limite pour v =10 est

S(=) *‘f(zo)

TEl 5—23%
C,

cette limite existe, car a cause de la condition de Holder, elle est majorée

par
%fA)z——zol“—{\dz}.

Le terme en question aura donc pour limite

J(:)—flz) _ 1 [ f(5)ds,
-

144 Z — 3

5 — %
Dans le second membre l'intégrale est prise au sens de valeur principale
de Cauchy .

Les termes relatifs aux intégrales doubles tendent vers des valeurs pré-
cises.

On a donc
. J&) <P(V)
(3)  Bim[F(sotm) = F(a—m)]=z [ Las—2 [ [ a
ou bien
(26") li";[F(zo"i‘ n) —F,(z0—m)]
f(z) — f(z0) 2 ¢(»)
=S+ | F = e ﬁffnp_zod""

Des relations (25) et (26) ou (26"), on peut tirer les valeurs vers lesquelles
tendent les fonctwns représentées par (23) lorsque C et , s’approchent du con-
tour, si bien entendu f(z) satisfait @ la condition de Holder ci-dessus.
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R I et

llmF (B—m) = f( )_f(”’)a’"— f 2(0) dw.

0177; 5— 25 DV—-—ZQ

On aura

llmF(~0+7))—f(“o> + —

Supposons en particulier que la fonction F,(z) soit identiquement nulle.

La relation (25) devient

IlimF(z,+n) = f(%);
r>0

c’est une condition suffisante pour que la fonction continue f(z) puisse
représenter les valeurs limites d'une fonction holomorphe () sur le con-
tour C.

Démontrons que c'est en méme temps une condition nécessaire. A cet
effet, transformons par une représentation conforme la courbe C en un
cercle unité y. Considérons le cercle vy, de rayon r<(1 et de centre O et
remarquons qu’il a comme image dans le plan z une courbe C,, intérieure
a C et analylique.

Si 3 =1¢() est la fonction analytique qui réalise cette transformation
conforme, I’équation de C, sera 5,= o(rt) avec || =1.

Soit t =y(z) la fonction inverse de la fonction o(z). On aura aussi

=o[ry(z)]=1z(5).

Puisque F({) tend vers f(z), on peut & tout ¢ donné faire correspondre
un nombre 7 tel que I'on ait le long de C,

[ Flz(5)] —f(s) I <e ou bien FE

car le point {, est extérieur a C.

Or, le contour C, étant intérieur a C, la fonction F({) est holomorphe (o)
le long de cette courbe et par conséquent la différence

2171:[[ ) e, ~I:‘(:’C| L’]—_ [ff Vw(—pgld B K,j—(j}g' dm]

se réduit aux termes relatifs & C.
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On peut écrire en méme temps

[ L2 2l
zr(;;(j)c]

<el+ Mf!dz—dzr(z)}<el+eM,
C

— dzr(3)]

(zr)

M étant une borne de T
&

En méme temps,

lff v‘P_(_"gld f/]; V‘P(_Vg1 dw f‘/,,‘_n VCP-(—V;d ‘< ¢,

par le choix convenable du contour C,, car il s’agit d’une intégrale qui
représente une fonction absolument continue.
Par conséquent,

A< e(l+M—1).

Or, la quantité A est une constante qui ne dépend pas de ¢, donc elle est
identiquement nulle, ce qui montre que si F({) tend vers f(3) en chaque
point de C, la fonction F,({,) est identiquement nulle.

Par conséquent :

La condition nécessaire et suffisante, pour qu'une fonction continue f(3)
représente les valeurs d’une fonction holomorphe (&), dont la dérivée aréolaire
est 0(0), sur un contour rectifiable fermé C, limitant un domaine D, est

(27) 217?f fQZ) ds — - f :P_(_v;) w =0

pour tout point {, extérieur a D.

Traduisons enfin cette condition & l'aide des relations suivantes en
nombre infini

I
(28) 577—7: 3" f(z —&f£vn@(v)dw_o (n=o0,1,2,...).

En effet, décrivons un cercle (I') centré a I'origine et de rayon suffisam-
ment grand pour que D y soit contenu tout entier. Cela est toujours pos-
sible, car le point & I'infini a été supposé dans le domaine complémentaire.
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Dans la région extérieure a (I') on peut écrire, puisque |5 | <[, |,

1 1 ~ zn—i

La fonction IF,(Z,) étant holomorphe a 'extérieur de (I") et, de plus,
identiquement nulle d’aprés (27), on peut en annuler les coefficients dans

, . . I . .
le développement, suivant les puissances de g On trouve ainsi les rela-

tions (28), valables seulement dans cette région.

Mais & cause de ’analyticité de la fonction F,(Z,), si elle est nulle dans
une région d’aire finie, elle le sera dans tout son domaine d’existence, ce
qui rend les relations (28) valables dans tout le plan extérieur 4 D.

Les fonctions holomorphes conduisent aux relations (')

f;”f(:)d;:o (n=o,1,...).
c

Une autre forme de la condition (27) peut étre déduite immédiatement
si_f(3) satisfait & une condition de Holder. On n’a qu'a comparer les rela-
tions (25) et (26), ou écrire que

''mF, (5,—mn)=0o.

On en déduit I'équation intégrale suivante :

mef( )—f(~o)d ff:?_(_v\) —%
i(_;__o) zzrff( 2 ds + ffvm_(_:)odw:o,

ol I'intégrale de contour est prise au sens de valeur principale.

L’étude que nous avons faite met en évidence uune sorte d’opération nou-
velle qui nous conduit 4 une fonction holomorphe () lorsqu’on en connait
la dérivée aréolaire.

Si 'on remarque que la plus générale fonction holomorphe (o) dont la

ou bien

(*) Ge résultat a été trouvé par M. Walsh. sa méthode étant d’ailleurs diflérente de
celle que nous avons donnée et introduisant une restriction supplémentaire consistant
enune condition de Lypschitz [Voir Sur les valeurs limites d’une fonction analy-

tiqgue. (C. R. Acad. Sc., L. 178, p. 58)].
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dérivée aréolaire est ¢ (), est donnée par I'expression

(29) 1o =m0~ L f [#do,

on peut considérer cetle opération comme la recherche d’'une primitive, la
fonction holomorphe A({) jouant le role de la constante arbitraire dans le
calcul infinitésimal ordinaire.

L’intégrale définie a pour analogue la formule (23), mais il faut toutefois
remarquer que la restriction de prendre une suite continue de valeurs le
long de C peut conduire 4 un probléme impossible.

Dans les applications pratiques, ce problétme mérite une attention spé-
ciale, car il a des interprétations physiques qui ne manquent pas d’intérét.

4. Parmi les propriétés générales des fonctions holomorphes («), signa-
lons les deux théorémes suivants, qui font la liaison entre ces fonctions et
les fonctions holomorphes ordinaires d’'une part, et d’autre part montrent
la possibilité d'une extension nouvelle de la notion de dérivée aréolaire, qui
fera I’objet du chapitre suivant :

St une fonction continue f(z) admet une fonction continue ¢(3) comme
dérivée aréolaire en chaque point d’un domaine D, sauf peut-étre sur un
ensemble dénombrable (sur lequel elles restent toutes les deux continues), cette

Sonction est holomorphe (o) dans le domaine D et sa dérivée est partout o(3) (*).
Désignons par Z,, {y, ..., ., ... les points de I'ensemble dénombrable
considéré.
A chaque point , attachons le plus grand carré de centre , et tel qu'a
tout ¢ donné, on puisse écrire

€
>

O l<= et e)—eta)| <

pour tout point { intérieur (ou du contour).
De plus, en chaque point ot la fonction est monogéne (), on peut faire
correspondre un carré ¢, lel qu'on ait

Q—;Tf"rf(Z)dN_—%f\fgcp(‘))dmi<ef,/5‘dw

selon la définition de la dérivée aréolaire.

(*) Extension d'un théoréeme de M. D. Pompeiu (voir sa Thése Sur les singularités
des fonctions analytiques, Paris, 1905 ).

THEODORESCO, 6
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Les carrés considérés peuvent étre ou bien intérieurs & D, ou bien écornés
par le contour C.
On aura évidemment

f(Cn)fY"dZ:fY"f(Cn)don.

Donc
J&yds|=| [ [f(z)—f(&)]dz|< = brn,

Lreel=l, :

r, étant la longueur du c6té du carré v,.

Ensuite,
tffl[fp(a\—cp(?;n)]dw <—:—na,, (ap=aire du carré),

87-

d’ou

< = a0 (L) | on

] f f @(v)dw
I1 s’ensuit que '

1 1
él.—n[nf(z)d:—’r—:fj;‘cp(v)dw

Evidemment un méme carré peut contenir plusieurs de ces points méme
une infinité.

Si, dans la somme que nous allons effectuer, on considére dans le pre-
mier membre une seule fois les termes provenant d’un certain carré, tandis
que dans le second on les compte tour a tour, I'inégalité sera plus accentuée.

Ecrivons d’abord la contribution d'un carré écorné, relatif & un point {,.
On aura

iz [ 1@t =L [ [ gras

Quant aux points de monogénéité (a), ils donnent

)] 1
ﬁ‘[f(z)d,:—%ffavcpw)dm

Faisons la somme pour tous les carrés, en supposant qu'on a partagé le
domaine D en un nombre convenable de régions (carrés ou portions de
carrés).

€ €
< —2rn+—an+l$£§—")—-lan.
2" 2" s

€

€ ly
< ﬂ(Qr"—F E) —+ '-;;—Ta,l—i—[(p(cn)law

< ea (ot =aire de 9).
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On obtient

E%rif(z)dﬁ— %fﬁ@(v)dw

en désignant par :

or A Q M r?
< —e+|er+=-je+ e+ —w+ —¢,
™ 2 ™ T T

r une limite supérieure des cotés des carrés,

) la longueur du contour rectifiable C,

Q 'aire du domaine D,

w 'aire du domaine qui enferme I'’ensemble dénombrable,
M une borne supérieure de la fonction ¢(z) dans D.

Or, le premier membre est une constante indépendante de ¢ et .
D’ailleurs celui-ci peut étre rendu inférieur a ¢, car un ensemble dénom-
brable est de mesure nulle.

Il s’ensuit que
I 1

pour tout couple C, D; donc, en vertu d'un théoréme souvent employé,
"f () est holomorphe («) et sa dérivée aréolaire est bien ¢(z).

Passons & un cas plus général, celui d’'un ensemble de mesure superfi-
cielle nulle.

Supposons que f(z), continue dans un domaine D, satisfasse, en plus, &
une condition de Lipschitz, de la forme

/(s —fs) <M

en chaque point du domaine.
Dans ces conditions on peut énoncer le théoréme suivant :

2'—z|

Si une fonction f(z), continue et satisfaisant & une condition de Lipschits,
admet une fonction continue ¢(z) comme dérivée aréolaire en chaque point
d’un domaine, sauf peut-étre sur un ensemble de mesure nulle, elle est holo-
morphe (&), et sa dérivée est partout égale a o(z).

Attachons, comme précédemment, 4 chaque point de I'ensemble un carré,
tel qu’on ait
195 — 9 (L) | <e.

Faisons la division du domaine de telle sorte que chacun des points de
I'ensemble soit intérieur & un carré. Le procédé de division peut étre poussé
autant que l'on veut, de maniére que ’ensemble exceptionnel soit enfermé



dans un nombre fini ou une infinité dénombrable de carrés d’aire
totale w < e.

On aura pour ces carrés

r . -2-
Ijrf(z)dz :Ifr[f(z)—f(co)]dz <8rMy/

ou, si le carré est écorné,

i~/[:f(z)dz

étant I'arc qui le traverse.

En méme temps,
'f‘/;cp(v)dm

%lf(z)dz—%fﬁ‘?(")dw

ou, pour un carré écorné,

<o(4r+1)Mry/a,

<ex+|9(%)|a

Donc

< 4riM \fo L&
T T

% ol ,
T

<(4r+l)rM\/5+7%

oy 129G
T T

En tenant compte de tous les carrés, attachés soit aux points réguliers,
soit aux points de I’ensemble de mesure nulle exceptionnel, on aura

1 1
ﬁfcﬂz)dz—,;ffncpwdw
ou :

Q est I'aire de D
w, I'aire de la suite d'intervalles enfermant 1’ensemble;
¢, la borne supérieure des cotés des carrés;

), la longueur totale des arcs qui traversent les carrés;
N, la borne supérieure de | o({,)|.

2 \ 2 N
<s~25+4M\/2w+’\17\\/29+(s+ )w;
n T T T

De cette inégalité, ot le premier membre est constant, tandis que le second
peut étre rendu aussi petit que I'on veut, on déduit

;;?‘/C‘f(z)dz—;—f‘/ncp(v)dw:o,

qui prouve le résultat énoncé.
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Donnons, pour terminer, un autre théoréme, se rattachant aux séries
uniformément convergentes de fonctions holomorphes (o).

St une série de fonctions holomorphes (o) est uniformément convergente
dans une région du plan, la séric des dérivées aréolaires est aussi convergente
uniformément et la somme de la série est une fonction holomorphe (o), dont
la dérivée aréolaire est la somme de la série des dérivées.

Soit, en effet, la série
fi(2) + fo(8) + o fu(B) ..

et soient ¢,(3), 0,(3), ..., 9.(5), ... les dérivées aréolaires des termes
successifs.

On aura, d’aprés la définition de la fonction holomorphe (o),

I _ . (Pn(zo) €
Z—”-T/;fn(‘.)dg B fj;m» < nﬂf‘/;dm,

si I'on choisit un cercle ¢ assez petit pour tout point du domaine consi-
déré.
On en tire

‘En;ﬂffadw_._ff,,( s)ds + = jfdw (len] <e).

Mais la convergence uniforme permet de trouver un entier N, tel que

AT <2f [

n=N-+1

7] étant arbitraire.
Donc,

Z 9n(%0)

n=N+1

€
|dz|+mff;dw

flmeid] £

Z 9n(50) | <

n=N-+1

conduit a

2N+—<e

[ étant la longueur du cercle.
Mais ¢ et v sont bien indépendants du point 3, considéré, ce qui montre
que la série des dérivées aréolaires est uniformément convergente aussl.
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Notons par F(z) et ®(z) les sommes des deux séries. Calculons

_gszF( )dz—~/f<b(v)dw.

On aura, en vertu de la convergence uniforme,

A:i [T;%[f,l(z)dzm ;f£¢,l(v)dm]so;

n=}\

dans ces conditions, il est manifeste que I'(z) est holomorphe () et que sa
dérivée aréolaire est P(z).

Ce théoréme nous permettra 'extension des regles de dérivation a bien des
Sfonctions usuelles.

Soit, par exemple, a calculer la dérivée aréolaire d'un quotient de fonc-
tions holomorphes (o).
Montrons d’abord que l'inverse d'une fonction holomorphe («) a pour
dérivée
D [ i] S
Do | f f* Do
en tout point ol £ o.
En effet, soit M une borne supérieure de f dans une petite région autour
d’un point ou elle est bornée. On aura
1 1 I 1 1 M-— M—f)?
FTM—M—pH M M_—f M[’+ M L sz) +]

Cette série étant uniformément convergente, et chaque terme étant holo-
morphe (o) dans la petite région considérée, on aura, en dérivant terme a

terme ('), 2[1]_L[ M/ Df 1 Df
Dol7| = M| 2w +"']D—w——f—"m'

On en déduit

oo 7=l 7= s[5 A 55 4]

Ji
Je

en tout point ou le rapport £ est borné.

(*) Nous allons démontrer daus le chapitre suivant que la régle de dérivation d’un
produit est encore valable pour la dérivation aréolaire.
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Il n’est pas difficile de voir qu'on aura aussi

D m — fjm— Df
bo SV =ml/ 1" 55
D Df
— el — e =L
Do ¢ ~“ Do’
D 1 Dy
mlobf_fD_Q)

CHAPITRE III.

LA DERIVEE AREOLAIRE.

1. Clest par la considération de fonctions d’ensemble qu’on est arrivé a
la notion d’intégrale généralisée ainsi qu'a la dérivée au sens large.

Il n’est pas difficile d’étendre quelques définitions du domaine des fonc-
tions réelles a celui des fonclions complexes afin de pouvoir introduire ces
extensions dans le calcul qui nous occupe.

Etant donné un ensemble E borné et mesurable, variable dans le plan, la
fonction F(E) aura pour expression P(E)+ iQ(E), ou P et Q sont deux
fonctions réelles de cet ensemble.

Nous nous bornerons a appliquer quelques théorémes sur ces fonctions
au cas ol E est un domaine borné et quarrable limité par un contour recti-
fiable.

Une fonction F(E) est additive si sa valeur sur un ensemble, somme finie
ou infinie d'ensembles sans points communs deux a deux, et contenus dans
un domaine borné, est la somme de ses valeurs sur chaque partie.

Unefonction F(E) est continue dans un domaine D (ou sur un ensemble E)

si, & tout nombre positif ¢ donné, on peut associer un nombre positif v, tel
que ¢ désignant le diamétre de ¢ < E, on ait

[Fle)|<e st 0 <C 7.

Elle est absolument continue si, pour Lout ¢ donné, on peut déterminer un
tel que

|F(e)|<e pour (mese)<<mn.

Une fonction F(e), définie sur un ensemble E| peut étre considérée comme

définie dans tout ’espace si on la considére égale a F sur I’ensemble E et
nulle sur son complémentaire.
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Soit w un domaine carré, centré au point z, du plan .

Considérons le rapport
F(w)

mes®

qui peut avoir une ou plusieurs limites lorsque la mesure de « tend
vers zéro.

Lorsque ces limites existent, on dira que F(e) admet des dérivées symé-
triques (') au point z,.

Nous appellerons la plus grande limite de ce rapport celle dont le module
est la plus grande limite des modules des limites.

S'il y en a plusieurs, on choisira entre elles celle qui correspond & la plus
grande limite des arguments (4 un mulliple de 2% prés).

La plus petite limite sera définie de la méme maniére.

Nous appellerons dérivée symétrique supérieure ou inférieure de F(E)
au point z, les plus grande ou plus petite des limites du rapport ci-dessus,
quand la mesure de o tend vers zéro.

Bien que ces définitions des dérivées soient commodes, elles ne sont pas
satisfaisantes au point de vue de la généralité.

Considérons, avec M. Lebesgue (*), au lieu d'une famille de carrés, une
famille d’ensembles quelconques e, de mesure de plus en plus petite, & con-
dition que cette famille soit réguliére.

On dit qu'une famille d’ensembles ¢ est réguliére au point z, si elle con-
tient des ensembles de mesure infiniment petite, et si I'on a'la relation

mesw
mese

ol k est un nombre positif fixe et w le plus petit carré qui contient e.
Les dérivées supérieure et inférieure d'une fonction F(E) au point z,
seront les plus grande et plus petite limites du rapport

(30) F(e)

b
mese

lorsque la mesure de e, contenu dans E et appartenant i une famille régu-
liére, tend vers zéro.

(') Voir Ca. pe LA VaiLie Poussin, Intégrales de Lebesgue, etc., p. 99 et suiv.
() Henri Lesescug, Lecons sur lintégration et la recherche des Sfonctions primi-
tives, p. 191 et suiv.
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Il est évident, qu’en général, les dérivées ainsi obtenues dépendront de la
famille employée.

Or, cela n’a d'importance que sur un ensemble de mesure nulle.

Aux autres points il y aura une dérivée unique, quelle que soit la défi-
nition employée.

Le probléme qui se pose naturellement c’est de savoir dans quelles con-
ditions une fonction F(E) admet une dérivée (ou des dérivées) en un point
donné.

Il est évident qu'il est nécessaire que F(E) soit continue sur la famille e
choisie, mais cela ne suffit pas pour assurer 'existence de la limite.

Aussi I'attention se dirige-L-elle vers des classes de fonctions continues de
plus en plus larges pour lesquelles on peut affirmer que le probléme est
possible.

Nous considérerons, dans ce qui suit, des fonctions additives et absolument
continues, qui se confondent, on le sait, avec la classe des intégrales (au sens
de Lebesgue).

Soit d’abord f(P) une fonction univoque, définie dans tout le plan et
sommable sur tout ensemble IE borné.

La fonction

F(E):ff(P)dP

a pour dérivée f(P) presque partout. Les points exceptionnels ou la dérivée n'est
pas unique, ou n’existe pas, forment un ensemble de mesure nulle indépendant
de la définition particuliére qu’on ait adoptée pour la dérivée.

Le théoréme réciproque qui mérite une importance particuliére s’énonce
comme suit (') :

Une fonction d’ensemble additive et absolument continue a ses dérivées
Jinies presque partout et sommables sur tout ensemble mesurable et borné; elle
est U'intégrale indéfinie de chacune d’clle, c’est-a-dire

(31) F(E)::f(DF)dPL.
E

Les démonstrations de ces propriétés ne sont pas différentes de leurs ana-
logues dans le domaine réel. Nous nous contentons de les rappeler pour
pouvoir passer a une classe spéciale de fonctions d'intervalle.

(1) Ca. pE LA VaLLie Poussin, loc. cit., p. 72 et 73.

THEODORESCO, 4
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2. Soit f(z)une fonction continue du point z, dans un domaine borné A.
Soit & un carré intérieur ou bien un domaine somme finie ou infinie de
carrés sans point commun deux a deux (pouvant étre toutefois contigus).

La fonction

(32) F(S):Q—I;.ff(z)d:,
Y

ol y est le contour de &, peut avoir un sens méme si y est de longueur
infinie.

Supposons qu'il en soit ainsi. Dans ce cas, elle est une fonction additive
de 9, car il est bien évident que lorsque les carrés ont des cotés communs,
les intégrales le long de ces lignes intérieures se détruisent deux a deux.

Supposons en plus, que pour une certaine classe de fonctions continues,
. . . N
F(8) soit une fonction absolument continue de c.

Occupons-nous exclusivement de ces fonctions.
Considérons le rapport

20T,

L
— (5)ds
/Yj( B _F(®

“Ifjd‘" " mesd
n B

que nous avons déja employé dans la définition de la dérivée aréolaire.
Soit ¢ un carré de centre z,, appartenant au domaine A. Lorsque la mesure
de & tend vers zéro le rapport (33, ot la fonction F(3) est absolument con-
tinue, tendra vers les dérivées symétriques de F au point z,.
D’aprés les théorémes rappelés ci-dessus, ces dérivées existeront presque
partout, étant sommables sur tout ensemble intérieur a A.

Désignons par ¢(s) une d’entre elles, obtenue a ’aide d’une certaine
famille de carrés.

On aura, d’apreés la relation (31),

F(a):facp(mdp.

(33)

Or, ¢(P) n’est autre chose que la dérivée aréolaire de la fonction f(P).
Cela nous permet d’établir le théoréme suivant :

St, pour une fonction continue f(z), l’expression

fo<z>dz,
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ot y est le contour d’un domaine 3 formé d’une somme finie ou infinie de
carrés intéricurs a une région donnée A, est une fonction absolument continue
de o, la fonction de point f(z) admet des déricées aréolaires symétriques,
finies presque partout et sommables sur tout ensemble E < A.

La dérivée est unique, sauf sur un ensemble de mesure nulle.

On a, en plus, la relation

(34) ;l‘.-ﬂfou)dz—,—‘rffawv)dw:o,

la premiére intégrale étant prise au sens ordinaire, la seconde représentant une
intégrale de Lebesgue.

Considérons un domaine quarrable D, limité par une courbe simple reec-
tifiable C.

Tragons un carrelage de coté r qui couvre le plan des z.

On peut déterminer un domaine D', formé de carrés, intérieur & D et
aussi voisin de celui-ci que I'on voudra.

Soit C le contour polygonal qui le limite.

On aura

I 1 5] _
sim 1@ de = | [oPyaP=o.

Or, on peut choisir C’ suffisamment voisin de C pour que
f]dz—dt(z)]<e.
C

En effet, considérons un des triangles rectangles qui s’appuient sur C.
Si r a été choisi assez petit, dz peut étre assimilé au vecteur représenté par
I'hypoténuse de ce triangle; ou mieux, on aura

dz=(1+p) dg,

|e| < ¢, d{signifiant la somme des vecteurs représentés par les deux cotés
de I'angle droit.

Dans ces conditions
f{dz—dt(z){<f|p(z)|[dﬁ(z)]<e’ ds < 2¢'l,
C C ("

car la longueur du contour C’ est inférieure a 2/, comme il est facile de le
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voir en examinant tour  tour les triangles successifs. Cela étant, on aura

D— £f(z)dz—£f(§>dc\<fclf(Z)—f(C)Hdz|+fclf(t)lldz—dt(z)l-

Mais on peut considérer

[f(z) = Q)| <e

en chaque point de C dés que r est assez petit.
Donc

D<efds+Mf[dz~d§(z)|<l(a+2Me’).
G G

En méme temps, la fonction ¢(P) étant sommable,

I > > I _1 ’
];fnc?u)dl —;me’)dlﬂ_ﬁ[ o(P)dP < ¢,

Jp—-p’

car une intégrale est fonction absolument continue de domaine. On en tire
'inégalité ‘
1 I
— 5 — — PYdP l M¢' "
2md{f(z)a’ 7T[cp( ) ]<(s—|—2 e')+ ¢’

d’oui, puisque le premier membre est une constante,

(35) ﬁgfcf(z)dz_;‘rffn@(v)dw:o

pour tout contour C rectifiable limitant un domaine quarrable D dans la
région bornée A.

Cette relation fondamentale est I'extension des formules (5) et (20) dont
nous avons fail un large usage.

Elle nous permettra de remplacer la dérivée symétrique par une dérivée
obtenue a l'aide d’une famille réguliére de domaines limités par des con-
tours rectifiables.

On peut dire que les fonctions continues pour lesquelles 'intégrale

fc 1) ds,

étendue au contour C d'un domaine somme finie ou infinie de domaines
limités par des contours rectifiables, est une fonction absolument continue
de ce domaine, sont presque partout monogénes ().
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En effet, elles admettent presque en chaque point une dérivée aréolaire
unique et finie, sommable sur tout ensemble borné.

Remarquons que, pour cela, il suffit que la méme intégrale, étendue a
un domaine somme de carrés, soit absolument continue.

En outre si, par un moyen quelconque, on a démontré qu'une fonc-
tion f(z) est presque partout monogéne («) pour une certaine famille régu-
liére, elle le sera pour n'importe quelle autre famille, les dérivées obtenues
ne différant que sur un ensemble de mesure nulle.

Complétons ces résultats par un théoréme réciproque :

Si deux fonctions f(3) : finie et conttnue dans une région bornée A et ¢(3)
sommable sur tout ensemble mesurable E <A, satisfont a la relation

E‘I—W/C‘f(z)ds——%figo(v)dmzo

pour tout contour C rectifiable et fermé, limitant un domaine quarrable

D<A 3) est presque partout monogéne (o) dans A, sa dérivée aréolaire ne
) presque p 8 )

différant de (¢) que sur un ensemble de mesure nulle.

En effet, posons

F(D)zﬁfbﬂz)ds, F,<D>=;—rffncp<v>dw,

F,(D) étant une intégrale, est absolument continue et par conséquent
admet presque partout la fonction ¢(P) comme dérivée au sens de
Lebesgue. Mais on a partout

F(D)=F,(D).

Donc ces deux fonctions auront leurs dérivées égales presque partout.

Remarquons, cependant, que la dérivée de (D) est précisément la
dérivée aréolaire de f(3z).

Le théoréme est par cela démontré et il cst bon de remarquer une fois de
plus qu'il généralise le théoréme classique de Morera.

Citons parmi les fonctions presque partout monogénes (o) les fonctions a
variation bornée en x et y, dont les nombres dérivés sont finis.

Si les fonctions P(x, y) et Q(z, y) sont a variation bornée par rapport
a x, pour toute valeur de y et réciproquement, et si en plus elles ont des
nombres dérivés finis dans le domaine A, M. Montel () a montré d’une

(1) P. MontsL, Thése, 1907, p. 59, ou C. R. Acad. Sc., t. 156, 1913, p. 1822.
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part, que les dérivées existent presque partout et, d’autre part, que la for-
mule de Green y est encore applicable.
Par conséquent on pourra écrire
X
2lT

fC(P+iQ)(dx+idy)—_— %ffbé[(AtP——AyQ)—H'(ArQ+A]P)]dxdy

pour tout contour C rectifiable limitant un domaine D, intérieur & A.

En y appliquant le théoréme de Morera généralisé, qu'on a établi
ci-dessus, on voit que /() admet comme dérivée aréolaire presque partout
la fonction

(36) [(AxP — A Q) + {(A.Q+ Ay P)],

I
2
ou le symbole A désigne le nombre dérivé.

On peut dire que la dérivée est aussi égale presque partout a

([/OP  9Q dQ 9P
G -%) (5]
On ne peut pas affirmer pourtant que la classe des fonctions qui
admettent des dérivées aréolaires doit étre assujettie a des restrictions de
ce genre, mais quoiqu'elle puisse comprendre aussi des fonctions discon-

tinues, la continuité seule de f(z) ne saurat étre suffisante pour assurer la
continuité absolue de l'tntégrale

Lf(z) dz.

Or cette continuité absolue s'impose d’elle-méme dans la plupart des ques-
tions regardant la dérivée aréolaire.

C’est sur cette propriété qu’est basée 'existence de la formule de Green
généralisée (35), qui est fondamentale dans ces recherches.

Les fonctions f(z) pour lesquelles la dérivée existerait sans que cette
relation existe, seraient les analogues des fonctions d’une variable réelle
dérivables, mais qui ne sont pas les primitives de leurs dérivées.

3. L'exemple suivant, que nous devons a la bienveillance de M. Bouligand,
monire d’une facon précise qu'on ne peut pas dire que pour toute fonction

continue f(z), l'expression
ff(z)dz
¢

définit une fonction additive d’ensemble absolument continue.
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En effet, il faudrait pouvoir dire que cette fonction d’ensemble est infini-
ment petite pour tout ensemble de mesure superficielle infiniment petite.
Pour démontrer qu'’il n’en est rien, construisons sur les axes Ox et Oy
un carré de coté égal a 'unité, que nous désignerons par OABB'.

Partageons le segment OB =1, qui est sur Oy, en trois parties égales
OP =PQ = QB.

Soient P/, Q' les points obtenus sur AB’ par le méme procédé.

Enlevons le segment central et répétons I'opération pour les deux seg-
ments extrémes.

On obtient de cetle maniére I’ensemble triadique de Cantor et I'on consi-
dére les rectangles obtenus en joignant deux a deux les points correspon-
dants sur OB et AB’ par des paralleles a Ox.

Sur cet ensemble, considérons une répartition uniforme de masses,
obtenue de la facon suivante :

La masse égale & 'unité est partagée entre les deux segments OP et QB,
puis la masse ; est partagce entre les deux segments qu'on obtient sur OP
par la deuxiéme opération, etc.

Soit o(y) la masse comprise entre l'origine et le point d’ordonnée y .

On aura
o(3)=¢(3) e@=0 em=r

La fonction ¢(y) est continue et non décroissante.

Prenons f(z) = ¢(y) et pour contour I'ensemble des contours des rec-
tangles obtenus par les divisions successives.

On a pour le premier stade de la division

= o(y)ds + ¢(y)dz

OAP'PO QQ'B'B

=e@—9(3)+2(5) —e+if ear—if e

IL=—9(1)=—1,

d’ou

car les deux derniéres intégrales se détruisent mutuellement. Au deuxiéme
stade de subdivision, on verra pareillement que l'intégrale étendue a la
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somme des quatre rectangles obtenus est encore

LL=—o(1)=—1,
et ainsi de suite.
Lorsque le nombre des subdivisions augmente indéfiniment, la somme
des aires des rectangles non enlevés tend vers zéro. Cependant on a toujours

f f(z)dzs=—0¢(1)=—1.

Or, cela montre d’une fagon évidente que pour f(z) ainsi choisie, l'inté-
grale considérée n’est pas une fonction d’ensemble absolument continue.

On est loin pourtant de pouvoir affirmer que cette continuité absolue
serait nécessaire pour assurer l'existence presque partout des dérivées aréo-
laires d'une fonction continue.

Le méme exemple va le prouver, car la fonction o(y) admet une dérivée
aréolaire unique nulle en chaque point du carré de coté égal a l'unité, sauf
sur les paralléles a U'axe Oz, passant parles points de l’ensemble de Cantor
considéré.

En effet, tout point de Oy compris entre o et 1, appartient ou bien &
I'ensemble triadique ou bien a son complémentaire.

Un point v, qui n’appartient pas a I’ensemble, peut étre enfermé en un
des intervalles enlevés. Cela est évident et résulte du procédé de construc-
tion employé, en tenant compte toutefois que ces intervalles doivent étre
considérés comme ouverts.

Dans la bande rectangulaire ainsi obtenue, tragons autour d’un point {
quelconque une famille réguliére de courbes rectifiables qui se resserrent
autour de {. Soit C, un de ces contours. On aura

(9 (et idy) = o(m [ ds=o,
n Ca
car ¢(y) est constant dans tout I'intervalle.

Dans ces conditions, le rapport (39) est nul pour toute famille réguliére
et la limite en est par conséquent égale & zéro.

La fonction ¢(y) ayant la dérivée aréolaire nulle presque partout, n’est
pourtant pas holomorphe, ce qui est évident, mais doit étre justifié par le
fait méme que le théoréme de Morera n'y est pas applicable.

En effet, pour qu’une relation telle que (35) puisse exister entre ()
et sa dérivée aréolaire, il faudrait que I'intégrale le long d’un contour soit
absolument continue, ce qui n’est pas possible dans le cas qui nous occupe.
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L’exemple ci-dessus montre que f(z) peut bien avoir une dérivée aréo-
laire presque partout, méme si l'intégrale n’est pas absolument continue.

L’exemple suivant, dti aussi 8 M. G. Bouligand, met en évidence un cas
ou la fonction n’a de dérivée en aucun point.

Prenons, en effet f(s)=—i/Q(x), en désignant par Q(«) une fonction
continue sans dérivée.

On aura

~/cf(z)dz:~i£Q<x)dx+£Q($)dy:£Q(x)dy‘

Prenons pour contours C une famille de carrés ayant tous pour sommet
le point z,.
Soit £ la longueur du coté d’un de ces carrés

ff(z) ds =[P (zy+ h) — Q(2)]h.

Pour obtenir, & I'aide de cette famille réguliére, la dérivée aréolaire
de Q(x), on est amené a former le rapport

Q(zy+ h) —Q(=)
3 >

qui ne tend vers aucune limite.
Ces considérations précisent suffisamment la nature des difficultés qu'on
a a rencontrer dans 'étude de I'opération de dérivation aréolaire.

4. Nous allons nous borner a l'étude d’'une classe particuliére de fonctions
presque partout monogénes ().

Supposons qu'il existe un nombre positif M, tel que pour tout domaine
quarrable ¢ compris dans une région bornée, on ait la relation

_;lf;rfo(z)dz <%ffadw

si ¢ appartient & une famille réguliére.

Pour cette classe de fonctions, I'intégrale de contour est une fonction
additive et absolument continue, car elle est majorée parl'intégrale relative
4 ¢, multipliée par un facteur fini et déterminé.

Donc f(z) admet une dérivée aréolaire sommable et unique presque
partout.

De plus, les dérivées des fonctionsf(z) qui satisfont ¢ la relation (36) sont
bornées partout.

(37)

THEODORESCO. 8
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Cela résulte facilement de cette relation méme en divisant dans les deux
membres par 'aire de ¢.

Cette classe particuliére de fonctions monogénes () peut étre étudiée
absolument de laméme manicre que les fonctions holomorphes ().

Montrons, d’abord, qu'il existe de telles fonctions.

En effet, les fonctions & nombres dérivés bornés satisfont a la condi-
tion (37).

On sait qu'une telle fonction satisfait & la condition de Lipschitz

|f(s) —[(z) | < M| —z]

pour tout couple de points 3 et 3’ de la région.
On a I'identité
ff(zo) dz =o,
v

ol z, est un point fixe intérieur a 8.

Donc
[ 1ezya
Y

IlfY[f(Z)—f(zo)]dz

<Mf|:—zolldz].
Y

Posons
z—zy=red, |dz|<ds=rdb.

ff(z)dz <Mfr2d9:Mf[dw.
e Y [

Les fonctions & nombres dérivés bornéssont donc des fonctions a dérivées
aréolaires bornées.

Il en résulte que

On peut, d’ailleurs, rattacher ce résultat a celui concernant les fonctions
a variation bornée, dont les nombres dérivés sont finis, car on sait qu'une
fonction satisfaisant a une condition de Lipschitz est 4 variation bornée.

Cela nous permet de connaitre I’expression méme de la dérivée aréolaire
(presque partout).

Elle est donnée par la formule (36).

Passons maintenant a la recherche d’une formule donnant lesvaleurs d’une
JSonction continue f(z), a dérivées aréolaires bornées, quand on connaitune de
ses dérivées ¢ (3) partout (ou presque partout) dans un domaineD et sesvaleurs
représentées par une fonction continue, le long du contour simple, fermé et

rectifiable C.
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Les opérations nécessaires ne différent pas de celles déja employées dans
le cas des fonctions holomorphes ().

Considérons d’abord la fonction

() — L ?(v)

(38) sr=—1 [ [ Ha,
qui est continue dans tout le plan, lorsque ©(¢) est bornée et intégrable
Lebesgue (*). De plus, si { est extérieur a D, celle-ci est une fonction holo-
morphe réguliére et nulle & 'infini.

Rappelons que pour tout couple C’, D’ il y a la relation

gzl;‘/tf(z)dz —%fugﬁp(")dm:o-

Les procédés du deuxiéme Chapitre (§ 2), nous conduisent aisément
(les opérations étant parfaitement licites, méme dans ce cas général) a la

formule
o J=) 1 ()
(39) fm—g_,ﬁfc;—:d“—?r Dv—tdw'

Il faut toutefois remarquer que la deuxiéme intégrale est prise au sens de
Lebesgue, et que les valeurs de f(z) sur C ne peuvent étre données au
hasard. Nous avons, d’ailleurs, précisé les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que cela soit possible.

5. Le calcul des dérivées aréolaires et son inverse, réalisé a 1'aide de
I'opération
1 4
1 /‘ o(9) do,
T Y —¢&

se rattachent aux notions, les plus générales, dedérivée et intégrale, suivant
les vues de MM. Lebesgue et de I.a Vallée Poussin.

Aussi, sommes-nous poussés par les analogies trouvées a les considérer
comme des propriétés biennaturelles et utiles des fonctions de variable com-
plexe.

D’ailleurs, les régles élémentaires du calcul infinitésimal s'y étendent
sans difficulté.

La dérivée aréolaire d'une somme finie de fonctions a dérivées bornées est

() D. Poureiu, Annaes da Aademia, etc. (loc. cit.).
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presque partout la somme des dérivées des termes, ’ensemble exceptionnel
élant la somme des ensembles exceptionnels des termes.

Occupons-nous de la dérivée aréolaire d'un produit de fonctions a déri-
vées aréolaires bornées.

Montrons que st f, ({) et f,(C) sont de telles fonctions, on a (presque par-
tout)

(4o) D (i) =hpl 2,

I’ensemble exceptionnel, indépendant de la définition particuliére des déri-
vées étant la somme E, + E, des ensembles attachés a /, et f,.
Pour plus de généralité, prenons pour /, et /, deux fonctions de la forme

- (%) 9.(»)
fO)= szr'——cd Trf v—cd

F,
nO= iz [l o f [# e,

ou F,(3) et I,(z) sont sommables le long de C, ¢, (), 9, ({) bornées et
intégrables dans le domaine D.

Tragons, comme nous avons déja fait, un contour C’ limitant un
domaine D’ et entourons-le de deux contours C” et C”. Soit ¢ le domaine
compris entre C” et C”. On a

D=D"+ ¢+ D".
Calculons I'expression

A=z [0

On peut remplacer les valeurs de f, et f, dans cette expression parce que
C est intérieur 4 C, ce quidonne

= i [ [P0 [122e
“amml o [FRe f[ie
(217‘: f fr() f ?fgd
e [ [
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Notons pour simplifier par g, ({), g.({) les intégrales relatives 4 C et
par %, (0), h, ({) celles relatives & D"

Le premier terme

é1(§)é’2(§)dc—0

2l7T

puisque ces deux fonctions sont holomorphes dans le domaine ouvert D et,
par conséquent, sur C’ aussi.
Ensuite

:#ﬁfgmdcff‘ﬁ%")dw
= feaf [ +os [awaf [+ n [awaf [

Or, on peut choisir C” ct C” de telle maniére que le terme relatif a Ssoit
inférieur en module 4 tout £ donné.
Les deux autres donnent

8= i s [ [ 20— o [ [ orao [ £E)
=—;ffw<p2<v>g1(v>dw

a cause de '’holomorphisme de g, ({) dans D’ et sur C'.

Mais
=5 [ a=ro L f [ a0

En remplacant g, (¢) par cette valeur dans I'expression ci-dessus, on aura

B,:—%f/nvnﬂ(v)cpz(v)dw—#f£,,¢z(v)dwf/;;ﬁ£%dw.

Quant au terme concernant D”, on obtient

= e f [ E0=— o [ [awas [ #8a—,,

car ¢ est maintenant extérieur a C'.
Donc

B=B,+¢ (&’ provenant de d).

Le calcul du troisitme terme de 'expression A conduira de la méme
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maniére au résultat suivant :

01:—-%ffmfg(v)%(o)dw_#fﬁml(t)dwffn%‘f%dw

C:Ci—l—E”.

et

En ajoutant ces deux résultats et en remarquant les termes qui se
détruisent, on aura

I 1 9, (t)
B+C:__Effwm(v)cp.z(v)+f2(v)<p1(v)}dw_T.E_ﬁffwcpz(v)dwffwmdm
1 9y(9) / " w
—Efﬁ,@i(t)dwfD,”_V—tdm+£+€ + &”.
1l nous reste a calculer le dernier terme de A :
L7 2(9) L (i __%(“)d
2i1‘t’1v/c,h](c)dcfjl:,,,V—tdw_'_ .‘_,flz(l) Cf/];m — dw
1 9.(9) 92(v)
+m£’/z1(§)112 cf [ ndo ff do +¢,.

D’abord

s [ @ di= o [ o rdo [ [ ouoran [ =

parce que ¢ et ¢ sont a la fois intérieurs a C'.
De méme

mf f al) g, ff%(”d
m’-’ff “"(")d“’ff‘“‘”d“ff<t—v)<c—t>

car ¢ et ¢ sont tous les deux extérieurs a C'.

Ensuite
— fh <c>dcf/ 20 do m,ffcmodwf M%(o)dwf(?_—j‘f(—c_—,—)-
Mais

! ! ! = —r
Zlﬂ'f(C—V)(C——t) 2iﬂ(v_t)£[§“v—(—t]dc_v—t’

puisque ¢ est intérieur et ¢ extérieur.
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Ce dernier terme devient donc

I %(9).
ngfﬁl?i(t)'dmf Dmt—V
De méme, on aura

e [0 [0 Lo [ 25
- C’h.z(g)dcf | fdo=1 [ [ exran [ | 25 de.

Finalement, si 'on remarque les termes qui se détruisent et que l'on
procéde, comme dans les cas analogues déja traités, on obtient 'identité

I

[ror@a—1 [ e o ie]de=o

20T

pour tout contour fermé, rectifiable C'.
Or, cela signifie qu'on a presque partout dans le domaine D

D D/, D/,
el =15 v r gl







DEUXIEME PARTIE.

CHAPITRE IV.

LES EQUATIONS AUX DERIVEES ARKEOLAIRES.

Dans cette deuxiéme Partie, nous allons étudier des applications des
fonctions monogénes (a).

Il y a, en effet, des questions se rattachant a la Mécanique des fluides, a
I'Elasticité, etc. qui, traitées a I'aide de ces fonctions, se présentent d'une
maniére naturelle a I'esprit, les problémes d’intégration qui s’y rattachent
devenant notablement plus simples.

L’instrument de recherche, dont nous allons faire un large usage, sera
Popération inverse de la dérivée aréolaire.

1. On sait que la fonction g({) définie a I'aide de I'opération

so=—1 [ [ Haw

)
ks p?—¢

ot ¢(¢) est bornée et intégrable dans le domaine D, est continue dans tout
le plan.

A D'extérieur de D, elle est, de plus, holomorphe (), étant réguliére et
nulle a 'infin1.

Il n’est pas inutile d’en donner un exemple. Considérons, a cet effet, le
cercle unité, et une suite de couronnes circulaires définies a 'aide d’une

suite de rayons

1 I
1 =y ety )
[ on

La fonction ¢({) sera égale a Qik, dans le domaine D, compris entre les

. I I
cercles de rayons respectivement —— et —-
2 2

THEODORESCO. 9
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On aura donc
1 dans Dy,

1
e(0)= = dans Dy,
o A lorigine.
Cette fonction est bien discontinue quand on traverse les cercles de la

suite, mais elle est intégrable au sens de Riemann.
Supposons que le point { soit dans le domaine D,. Calculons les inté-

3

grales relatives 4 un domaine d’indice inférieur ou supérieur. On aura

pour j 5£ &
I I —
I BYi I 2/ "
—_—— - _=— ds
9= Ter-gdw gzw\(//vv:—c

1 1 , o , .
<Cj étant formé des deux cercles — et 5/>; car la dérivée aréolaire

2/1

) v . I < ;y 2
de ;Z est bien —ret Cest extérieur a D,.

Posons 5 = pe? et remarquons que
,—I-C-_—_-—é——g%v... pour |{|>|z|, donc pour j > £
et
zig:i—l—%—k—... pour | £ | << | 5], donc pour j << A.

Un calcul élémentaire donnera

1| 1 I .
J’:E[;W_W] pour j >k
et
J,=o pour j < A.

Enfin pour D/, on obtient

1 i —
— 2
1 ok - I ok
Jp=— = ————do):—LéC———— ds.
T s v —¢ 2 2T/, z—

C

car on n'a qu'a appliquer la formule fondamentale 4 la fonction holo-

morphe (o), ;I‘kt, pour déduire ce résultat. Le calcul de I'intégrale relative

: L . I 1 . . . .
& G, conduit aisément & — ——. - En ajoutant les contributions de la suite
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des domaines D,, Dy, ..., Dy, ... et en remarquant qu'on a affaire a4 une
progression géométrique, on obtient pour g({) I'expression

= 1
"/(U‘;(E—-E—;'—fé) (h=o,1, ...) pour;mgltlgz—lz.

Lorsque { est extérieur au cercle unité, on a

$(8) =

\]IO
m|~

qui est une fonction holomorphe réguliére et nulle a I'infini. Le long du
’ M ! 6
cercle, g({) se réduit a - ¢,
/

Dans lexemple suivant, o({) sera non bornée; cela prouve que la restric-
tion imposée a celte fonction de rester bornée n’est pas essentielle pour
assurer la continuité de I'intégrale.

Prenons le méme domaine, la méme suite de cercles concentriques et
définissons o () égal &

: pour —<[¢|<

i—
I 2 2
P—

Dans ces conditions, elle est infinie sur une infinité de cercles concentriques.

et = pe’e.

. <, . . 1
Supposons toujours { dans le domaine D, compris entre — et ——
2 28

et calculons d’abord les contributions des intégrales I, étendues aux
domaines D, (j=£1k).

Supposons j >k et notons ¢ =re'?

[ ! & rdrdy I o j”‘
I~ T ’ A - T ,ezﬁ_Peza
(’.(,/¢*p610) f A— 77— -
D, 2/

Considérons séparément I'intégrale

wl=

[ _f re—?de _f” pe—t9do
I re'%"_—oe’e r*—arocos(¢ — 0) +p? ) r*— 2prcos(¢ —0)+p?

Onadans D,|(|2|¢]|, doncp2r.
Considérons dans le cercle de rayon p, une fonction harmonique égale
are "=t 4.
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Les valeurs sur ce cercle en seront

pe~iP= £ re—e ;
r

on aura
o re=do __amr ._I‘fm (p*—r*)pe?do
fo‘ r*—arpcos(¢9 —0)+p*  p(p*—1*) 2m) r*—oprcos(¢ —9)+ p*
__2mr
P(p?___r‘.’.)

De méme, la fonction harmonique égale a 1 dans le méme cercle con-
duira a I'expression

T b
pe a9
ﬁ r*—aprcos(g —0) + p*

_empe™® 1 T (p*—r*)do __empe™®
_—‘P»_z.z 271/, r*—apreos(¢—0)+p*  p*—r?)

Il s’ensuit que

—_— ——

Dans ces conditions,
1

20—t

1 =200 [ rdr 82 1
=5 T ——— a0 3.
P \/r—lpe 2/
1 2/

2]

Quant aux termes relatifs 4 j < £, on aura I,=o.
Le calcul de I, se fait de la méme facon, en écrivant

1
I 1 © rdr T dg 1 T rar T de
A= rel® 10 - = 11 19’
T p_ LJe TeTTpe T 1 re® —pe
o/ 2k o ok

car pour ¢ = 0, » = peut donner un point singulier. D’ailleurs, la méthode
que nous avons employée est basée sur la position relative de .
On a aisément

En ajoutant les contributions de tous les domaines, on obtient pour g(0)



'expression

pour

Lorsque { est extérieur, on a

16) 1
3(ay2—1) ¢’
qui est holomorphe et nulle & I'infini.

La continuité de la fonction, dans tout le plan, est évidente.

Dans certaines applications, il est nécessaire de connaitre des propriétés
plus particuliéres de la fonction g({), par exemple, la possibilité de I'exis-
tence des dérivées partielles par rapport a & ou v ({=¢ i1, car en ce cas la
dérivée aréolaire de cette fonction se réduit & la. forme particuliére (3), qui

est particuliérement utile dans bien des problémes d’intégration relatifs a
des systémes aux dérivées partielles.

£(8)=

2. Le probléme auquel nous avons fait allusion dans le paragraphe
précédent s’énonce d'une maniére précise : Dans quelles conditions la fonc-
tion g({) définie par I'opération

sy =—"1 [ [ Hao,

oz (v) est continue dans le domaine fermé D, admet les dérwvées partielles
par rapport a & et n(§ + 1 =), en chaque point du domaine ouvert D ?
Considérons d’abord un cas particulier suffisamment général pour toutes
les applications et trés fréquent dans la Théorie du Potentiel.
Supposons que la fonction o({) satisfasse & une condition de Holder de la
Jforme
l9(8) =9 (O <M= (a>o0)

pour chaque couple de points {, {' tels que |[{ —{'|<¢, «, M et ¢ étant des
constantes positives, les mémes pour tout le domaine D (').

(1) Cette condition, généralisant celle de Lipschitz, est employée souvent dans la
théorie du potentiel (voir a ce sujet le livre de M. O. D. KeLLoge, Foundations of
Potential Theory (Berlin, 1929).
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Ecrivons
o(v)=[0(#) —¢(5)]+ ¢(8)

et posons pour simplifier
o (9) — () =1U(»).

La condition de Holder deviendra
[$(e) | <Mp*,  p=]e—L|

Le probléme peut étre ramené & I'étude d’'une intégrale ou ¢(¢v)=1, et a
celle d’une intégrale ol ¢(¢) s’annule au point {, tout en satisfaisant a la
condition imposée.

On aura aisément

s@=—"% [ [Haw [c—mff‘lzc]cw,

0g
d’ou I'on peut tirer, tout de suite, les dérivées d‘é&’ et %51, Fn particulier

dg, sds
_do—:[l ztn’f(z ]CP(C)’

pour tout point { intérieur.

Or, on remarque sans peine que si 'on décrit autour du point { un
cercle I' de rayon fini et suffisamment petit pour qu'il soit compris dans D,
on peut négliger dans toute étude concernant les dérivées de g({) la
contribution du domaine D — A, car celle-ci admet les dérivées partielles
continues.

Occupons-nous donc seulement de 'apport du domaine A.

Dans ces conditions, posons 5 — { = ce; on aura

_I__ :',dz __L c__q_Pg—le
2in Jp (2 —¢)* T om
et
02 b)) .
2 =), '5’:,*‘ =—1i9(Y).

Considérons maintenant la fonction

I
&(0) =— s

AY—
On aura donc

8O =g (0) + &1 (0),
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quand il s’agit d'un cercle I' limitant un domaine A, { étant son centre.
Prenons des axes au point {. Pour obtenir la dérivée de g,({) par rap-

port a £, considérons sur I'axe réel le point d’abscisse A.
L’intégrale

1 ) 0 1 I b(v)
= [ [prg e o= [
est uniformément convergente; elle a donc un sens déterminé. En effet,

<[tz T

v =¢=pe®  (r=rayon du cercle I').

Calculons maintenant la différence :

&o(L+h)— (D) —J=1,
h

==L [ oo =i~ )~ o
;_rffA(v—C)h(kPVV—)C*h)

Cette intégrale a un sens pour 4 = o, car elle est nulle, mais on n’est pas
sar qu’elle n’ait pas d’autres limites pour # >> o tendant vers zéro.

Sil'on peut montrer que [(/) est continue pour 4= o, on pourra affirmer
que, a tout ¢ donné, on sait attacher une valeur /4, de 4, telle que

[L(h)|<e pour h < h,.

Pour prouver la continuité de [, a I'origine, entourons les deux points {
et {4/, d’un cercle v, de centre { et de rayon r, > A.

La fonction a intégrer est continue en / dans le domaine A — &. Montrons
que la contribution de ¢ tend uniformément vers zéro, avec r,, indépendam-
ment de la position de 4. Donc, que pour ¢ donné, on peut déterminer r,,

tel que
[l <e pour /o < ry.

En effet, on aura aisément

3] < Iff hMp*+1dp df /LMf /‘
5 T 3 pzvpﬁ——zphcos@—i—h”_ pi=%*\/p* — 2phcos<’9—}-h2
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Posons ¢ = /z. Il vient

‘o

To dp 2 dt
h [ :h"‘f o e
Jo p*\pr— 2ph cosf + R? , 1=\ —atcosh +1

<h°°f dt .
b 1%\ /2—atcosh 41

Supposons a < 1, car pour « > 1, une fonction satisfaisant & une condi-
tion de Holder se réduit 4 une constante; le cas de « =1 est assez simple a
traiter directement.

Considérons a part

f1 dt
b e+ 1— 2tcosh

Les points singuliers ensont oet 1 (pour cos =1, donc 6 =0 ou 2=).
. y , e . I
L’intégrale a évidemment un sens dans I'intervalle o, S»car 1—a<I1.

D’autre part,

! dt 1 ! dt
—_— < —— T
L\ B\ 1 —atcosh 2 L VB4 1—2tcosh
2

Quant a cette derniére intégrale, elle vaut
{log[ ¢ — cosh + ViE—2tcosf +1] :_:_
Le terme qui nous intéresse est _
log(1— cosf)[\/2 +/T—cosf]  oubien  log(r— cosf),

qu’on aura & intégrer de o & 2x. Il n’est pas difficile de voir que la question
sera portée a ’étude de 'intégrale

7T
qui se comporte a l'origine comme f? logpdo.
0

Or, celle-ci a bien un sens, car on peut faire une intégration par parties
et arriver a

f log@dw=[¢log@]§~f do,
0 0

qui ne présente plus aucune difficulté.
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f"‘ dt
e ——
, o =\/eE—atcosh +1

®

. N . dt . . sy
il se comporte 4 I'infini comme f =5 donc a un sens bien déterminé.

Quant au terme

1
Dans ces conditions, si 1'on désigne par K une borne supérieure de I'inté-

grale calculée, il vient
MK

|1 }5< _ h < —rf,
ce qui prouve qu'on peut déterminer une valeur de 7, telle que
5] <e, pour tout i << 7.
Qr, I =1;4Ir_;; donc cette fonction est continue en i comme I5_;, et
puisqu’elle est nulle pour 2= o, elle va rester aussi petite que ’on voudra
pour A < r,.

Dans ces conditions,

gn(c+h}>l—é’o(§) —J|<e,  si(h<ry)

et, par suite,
=J.

lim
h=0

L+~ — &0
h

La dérivée a droite de la fonction g,({) est bien J({). En reprenant le
méme raisonnement, on arrivera a la conclusion que la dérivée a gauche
de g,({) au point { sera aussi égale a J({), ce qui démontre l'unicité de la
dérivée.

En ce qui concerne sa continuité. on peut raisonner comme suit :

Prenons un point {' voisin de {; pour simplifier les notations, transpor-
tons les axes en ce point et, de plus, prenons pour axe réel, la direction ,
Soit h=|{ —{'|; décrivons un cercle v, de rayon 2/ et de centre {.

Calculons

J(C4+h)—3(Q) =1L
On aura

—n[[—ff B(V(‘Pi/)l d1>~ffA Vf’)dm+ff(j’_(‘h) dm_ffaqigf——)dm.

La premiére différence du second membre pourra étre écrite

Y(e)[20h —1?] 2hd(p) h2d ()
f As T (v —h)rer do —f/ 5v(v—/z)d +ff (V—h)v’dw

THEODORESCO. 10
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Le premier terme ne présente aucune difficulté. Son module est plus

petit que celui de I considéré ci-dessus.
Le deuxiéme conduit aux calculs suivants :

_lr(e) N i dp
ff Rre et <M/L[ 9 hp_a(p_2/lpcose+h2)

27 h dt
jr— o
=MA [ d@/; =% (' — 26cosh+1)
ou I'on a posé p = At.
Or la deuxiéme intégrale est majorée par

® dt
f D= (*—atcosh+1)’

qui ne dépend pas de /4 et est bien déterminée si « <1 (comme on I'a d'ail-
leurs supposé).

On en déduit que, & tout £ donné on peut déterminer une valeur A, de 4,
telle que la différence considérée soit inférieure en module a e pour /& < h,.

Quant au terme
[t
5 v

il ne produit aucune difficulté.
Il nous reste a considérer

[ ) G o ffa dw+w<c>~w<c>]ff(vd"’ Tt

Y(9)=o0(e) — (L),

ou

donc

[P ()< M|y — Al
en méme temps
[e(Z)—9(O) | < M~Ax,

ff(w o <Mff6rz.—*dpldcp<—ﬂ1‘<3h)a

car le maximum de p, sera 3 4.
Remarquons, quant au dernier terme, que si y, désigne le cercle de

centre {' et de rayon 4,
fj; (v — /L

(valable pour tout cercle concentrique a Y’ d’ailleurs).

Or
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Or, dans le domaine ¢ — &,, le minimum de | ¢ — %] est /.

Donc
| <Mpe M”aff do = 3M
= |V*-/l|

l9()
Enfin, il est devenu manifeste qu’on peut déterminer une valeur de A,
telle que | nH | < e et, par suite,

[J(C+h)—J(D)|<e si b < h,.

dm

La continuité de J est assurée par cette inégalité.
Il s’ensuit que la fonction g({) admet des dérivées particlles du premier
ordre continues en chaque point du domaine D ; celles-cisatisfont al’équation
dg(t . 0g(¢
U i % =0 (1),
ou bien, si I'on pose

g(&)=P(E& ) +1Q(E 1),  9(@)=A+B,

%—'; — %%:m(z, 7), %% = —2B(£, ).

1l vient

Par suite, g({) est une intégrale de ce systéme, ou A -+ ¢B satisfait a la
condition de Holder imposée.

3. Passons a 'examen du cas général. Supposons que la fonction o({)
soit continue dans un domaine D, et tdchons de troucer les conditions néces-
satres et suffisantes pour que la fonction g({) admeute des dérivées partielles
par rapport a & et v en chaque point intérieur a D.

Il est évident que dans une région extérieure a un certain cercle de
rayon r et de centre {, ces dérivées existent et sont continues.

Considérons donc ce qui se passe dans ce cercleI', en envisageant la fonc-

tion
o7y — 1 ?0) 4
OD(@)'— ﬁf‘/v'—"t

Prenons, pour simplifier, I'origine des axes au point { et dérivons dans
une direction d’argument 6,.
Posons w = p,e™, ¢ = ¢’ et considérons la différence

°"(w)—g(o)———ffv(f(iw) doy = — P22 °f2 —zﬂdef peff)(_f”;lleo 0.
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Posons p = p,¢. Il vient

gw)—glo) _ __ _e_’e_ e—neda ¢(p» 9)_ dp
P 9 poe 8y~

0,
. € —2:0 ? Pot 9)
= — — e—? d@f EpTN —6)

Nous allons employer ici une méthode analogue & celle de M. H. Petrini
pour les dérivées du potentiel (*).
Il faut, a cet effet, s'occuper de I'intégrale

1— f Po (P(Pot 6)
- t— ¢l 00—0)
lorsque g, tend vers zéro.
Le point # =1 est singulier si 0 = 0,. Partageons donc l'intervalle d'inté-

. . . r . R .
ration en deux parties : de 0 4 1 et de 1 & —, le dernier pouvant étre aussi
g 0

grand que 'on veut par le choix convenable de ¢,

’ I
Pourz™> 1, on saura développer 70,5 Sous la forme
1 1 I 1 F
—_— — puf,—0 — —
et ¢ g T i TR

ou F reste finie pour ¢ >1.
Soient « et 3 deux constantes positives indépendantes de ¢, et telles que

o<a<<i<<PBL g- .
0
Les intégrales

9 27 B
f e—med@f 7 <P_(Z‘Z(e 20) et f e~210d9f CP(Pt, 9) dt
0 o

restent finies pour tout p,>o0.
En effet, dans la premiére, c'est le point t=1 qui peut étre génant

(*) Voir le livre de M. IL. Villat (Lecons sur U’Hydrodynamique, p. 140), oi 'on
trouve une étude du Mémoire de M. H. Petrini [ Les dérivées premieres et secondes
du potentiel ( Acta mathématica, t. 31, 1908, p. 127)].
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pour 6 = 0,. Mais on aura

27 1 27 1
’f e—'“edef _#(p, 9) db <Mf d@f a ’
| , L — e , o V2—2tcos(8,—0) +1

ol M désigne une borne supérieure de | ¢(¢, 0)].

La derniére intégrale, déja rencontrée dans cette étude, reste bornée,
malgré la présence du point 0 = 0,.

Quant a lasecondeintégrale a examiner, elle est déterminée et ne présente
aucune difficulté.

Cela étant, écrivons

" o(pyt, 6 I
[— %JH—/ ¢(pot, 93[—ezm t](”

0

3 3
—+ . 9(pot, 9)[;%) ]a’t+ 9(pot, 9)—

Le troisi¢éme terme de ce développement peut étre rendu aussi petit que
'on veut par le choix convenable de {3, car il sera de la forme

f%(pot OHF
8 s

r

<Nf ‘”<N[p°——]j<e.
B r B

Considérons la fonction

o _ (P(C) do 1z 1 Zdb—‘
OO(C)—_T/‘/;V—C:[C_QTT: = 0 (%).

Il n’est pas difficile de s’assurer que sa dérivée dans la direction 8,, au
point ; se réduit & la valeur ¢({)e™% pour un cercle I' de centre {.

Répétons le raisonnement ci-dessus, pour ce cas particulier, et retran-
chons les relations obtenues membre & membre de celles relatives a la fonc-
tion g({).

Le calcul de I — I, exigera les limitations supérieures de quelques inté-
grales :

Supposons g, assez petit pour que |9(p ¢, ) —o(0)| <e:

f‘ao(pot,e) #(0) 4 <€f‘ dt .
o o Vi2—2tcos(6,—0) +1

t — el0—0)

Ensuite

[f ¢ (0o, 6)—@(0)][ e”Ou“U ———;]dt

<e /’” dt )
Jyootyer— 2tcos(8,—0) +1
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Or, toutes les deux intégrales ont un sens bien déterminé et restent
bornées malgré les singularités qu’elles contiennent.
En méme temps I'expression

27 é 27
f e‘“%l@f v (0) CE = ¢(0) Iog—’i 96 —o.
0 1 t Pody

Sous la restriction que
27 r
lim e—‘“ed@f ¢(p, 9) dp
Po P

Po=0y

existe, il est manifeste que

slw) —g(0) ‘lﬂﬁu‘?f&fme—mdefa Loy % <
Po {{PO T J, 1 cp(po )

Le raisonnement habituel montrera ensuite qu’'on a

ds —6_'00(9(§)~— — lim [Me“-’led@fr@(p, 9)‘—1-E
dpq (po=0) e P

Par conséquent, la condition nécessaire et suffisante pour que la fonc-
tion g({) admette des dérivées partielles en un point { est que

27 7
limf e"““d@f ELP’—B) dp
Po=10d Po p
existe.

En particulier, le cas étudié, ot (¢, 0) satisfait a la condition de Holder,
y est compris, car on aura

™ r
e"”‘%l@f 2(p. 9) dp| =
Po P

Remarquons que, pour 0,=o0 et g, on obtient les dérivées partielles par
rapport & £ et v}, et qu'on aura

™ r
e-zzedgf 9 (p, 0)9"‘ 9(0) dp| < 27;M [r— po]*
Po B

Jd d
d(Z‘r QCP(C)a
ou bien
JopP 0
d—g*g%)z%"s(&ﬂ% (;g —2B(E n).

La fonction g() fournit donc une intégrale particulicre de ce sysiéeme.
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Vu son importance dans bien des applications physiques, cette remarque
est essentielle.
C’est d'ailleurs & cette fin que nous avons cherché les conditions dans
lesquelles on peut affirmer 1'existence des dérivées partielles de I'inté-

grale g(0).

4. Nous avons assez souvent insisté sur le caractére de réversibilité du
calcul aux dérivées aréolaires. La fonction g({) est une sorte d’'intégrale
qui réalise le passage d'une fonction bornée et intégrable, a la fonction con-
tinue qui 'admet presque partout comme dérivée aréolaire.

Il est naturel de penser & des équations aux dérivées aréolaires, générali-
sant les équations différentielles ordinaires.

Nous allons en donner quelques exemples de types simples :

(ln) Dn—Hf

D+t =0,

dont l'intégrale générale a fait I'objet du Chapitre 1I, et généralise les
polynomes;

(29) 2 =e)

qui a été également rencontrée; elle généralise les fonctions holo-
morphes («), qui peuvent passer pour les intégrales de I’équation
bf
(39 By = ¢(8)-
Il est intéressant d’étudier aussi I’équation linéaire du premier ordre :
Soient A({) et n({) deux fonctions continues dans un domaine D, limité

par un contour simple C.
Cherchons l'intégrale de I’équation

o Df .
(4°) Doy = MOSE) + p(8),
quand on connait le long de C la partie réelle de f, exprimée par une fonc-
tion continue.

Soit d’abord 1’équation homogéne

Df _
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qui peut &tre écrite a 'aide des régles d’opération que nous avons étudiées,

Il vient, par suite,
A
logf=logh(§)— %f /'v (_V)Cd
Jp

ot &({) est une fonction holomorphe dans D.

On en tire "
_1 A g
f=n)e =

Revenons a I’équation initiale. Supposons que A(T) soit une fonction
holomorphe (o), et tichons de la déterminer de fagon que ’équation soit
vérifiée par la valeur de /() ci-dessus.

Cela conduit, tout de suite, a la condition

B/i ffm/—i—’)\;d(n

Do —

Or, le second membre étant connu, on en déduit

Jf

_ _ 1 p(0)e”
(D) =0 (1) ﬂ/ ) e
ot p({) désigne une fonction holomorphe.
L’intégrale générale de (4°) sera donc

N 2
B i A (o =
_ ol o) P
f@o)= [m) R dw]-
Pour déterminer l'intégrale demandée, remarquons que si l'on désigne
par c(0) la partie réelle de /({) sur le contour C, par u(0) et ¢() les

parties réelle et imaginaire de o({) sur la méme courbe, on obtient une
relation de la forme

a(6)u(0) + b(8)v(0)=rc(0),

ot a(9) et b(0) sont des fonctions continues.
La recherche de la fonction

o(8) =u(& n) +iv(& ),

holomorphe dans D et satisfaisant a la relation ci-dessus, constitue un
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probléme de Hilbert dont la solution dépend de deux constantes arbi-
traire ().
Il est évident que si 'on demandait la solution de I'équation (4°), satis-
faisant elle-méme & une relation de ce genre, le probléme serait le méme.
Enfin, en supposant que f({) ainsi trouvée reste sur le contour C bornée
et intégrable, on arrive 4 la formule

1 15 i Z M’%dw ]ff AU dw
_ —E‘/‘fnz(_é(im f(z)eﬁ'./:/:)()-—, ; I P-(V)eﬂ pt—v

Les cas particuliers intéressants compris dans cette équation sont :

Celui des fonctions holomorphes () pour A = o;
Celui d’une équation envisagée par M. Pompeiu pour A =1, . =o.

Cette derniére équation
Df
0 -
(5°) Do =
généralise la fonction exponentielle. L’'intégrale peut étre mise sous la
forme
1 et—s
S = ain ), Z—_?f(z)dz.
Il n’est pas inutile de considérer aussi quelques types linéaires d’ordre
supérieur, ou les coefficients soient des fonctions holomorphes.
Par exemple
(6°) Dz 2@ s 0@ f(E)=o.
Déterminons une fonction holomorphe r({), telle que I'expression ©
soit une intégrale de (6°).
On obtient une équation caractéristique

r*42ar+b=—o
qui donne
r=—a=x\a—b.

Supposons que a*—b3£0, dans D; dans ces conditions r({) sera
holomorphe.

(*) Voir a ce sujet H. ViLiar, Legons sur I’Hydrodynamique, p. 226.

THEODORESCO. 11
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On peut prendre une intégrale de la forme
F©)=Ci (e CulD)ers,

o1 C,(¥) et C,(¥) sont holomorphes et arbitraires.
Si ’on connait les valeurs de /({) et de sa premiére dérivée aréolaire le
long de C, on en tire sans difficulté la formule suivante :

o J( [ ryerss i pen@inei | e
ro= =/ :

(ri—r,)(s—17)
DS, cfier ) tFpior
__é_w_. [g SI6—=7413)2 __ o 2(§)% z(")"]

I

20T

dz.

! (r—r)(z—0)

Le cas ou r, =r, n’est pas difficile.
Citons parmi les cas particuliers les deux suivants, généralisant les
lignes trigonométriques (naturelles et hyperboliques),

%;f:_f et ]]);({:f

Une premiére application des équations aux dérivées aréolaires est a 'in-
tégration de certains systémes d’équations aux dérivées partielles.
Insistons en particulier sur I'équation

%:@(C);

supposons que ¢ (L) soit continue et satisfasse a une condition de Holder dans
le domaine D.

Dans ces conditions la fonction g({) admet, on le sait, des dérivées par-
tielles du premier ordre continues dans tout le domaine.

Posons
o(8)=A(z, )+ iB(z, y).

Dans les conditions posées, 'équation ci-dessus conduit au systéme

P 9 d opP
%—?}%ZQA(JU,}/); —d%—y-d—]:gB(x,y).

Inversement, un systéme de cette forme se raméne aisément 4 une équation
de la forme considérée. Alors, intégrer ce systéme revient a chercher une
certaine fonction holomorphe ().

Le probléme le plus intéressant est le suivant :
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Trouver Uintégrale du systéme ci-joint, qui satisfait sur le contour
simple C, a la relation

A@)P(2)+B(0)Q(1) =C(2),
ot A, B, C désignent trots fonctions continues d’un paramétre lié au contour.

Or, on connait une intégrale particuliére de ce systéme. Elle est

() =P+ 1Q, A__f‘/ :P(_@?:

Celui-ci se raméne donc a 'intégration de 'équation

(] —gl=o0,
qui donne

S=g+h(0),
h(C) étant holomorphe.

De méme, si ’on pose
h(@)=u(w, y)+iv(z, y),
la relation a vérifier le long de C devient
A u(t) +B()e(t) =GC(t) — A(2)Po(2) — B(£)Q,(2).

Or, le second membre est bien connu et continu.
Le nouveau problé¢me, concernant la fonction holomorphe A({) est un
probléme de Hilbert, qu’on sait résoudre.

Nous allons, d’ailleurs, insister sur ces considérations dans le chapitre
suivant.

L’équation

D
p=/

conduit aisément au systéme

o _ d—Q =P’

dx dy
(41)

d() —»0.

Oz T ay

De plus, les fonctions P et Q satisfont en particulier 4 'équation

0’0 00 d0
(42) B‘—:c;_—l—w—[l “+ 40 =o0.
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La connaissance d’une relation de la forme
A(8)P(¢) +B(1)Q(t) =C(2),

le long d'un contour C, entraine celle de I'intégrale du systéme qui y satis-
fait.

En particulier, si I'on donne sur C la partie réelle de f, c’est-a-dire P,
on détermine & la fois I'intégrale du systéme obtenu et celle de I'’équation
aux dérivées partielles ci-dessus.

Réciproquement, on peut intégrer '’équation (42) a l'aide du sys-
téme (41).

En effet, attachons 4 la fonction P(z, y) une autre Q(x, y)detelle fagon
qu’elles satisfassent au systeme (41), qui est parfaitement équivalent &
I’équation aux dérivées aréolaires

Df
B =
Or, on a une intégrale en écrivant

dw

1
ﬁDalongI, don  f=h(g)e “ffv”—‘.

Déterminons A({) de maniére que sur C on connaisse a I'avance les
valeurs de P (x, ), exprimées par une fonction continue P (?).
Soit
h(Q)y=u(x, y)+iv(z, y).

On arrivera facilement 4 une relation de la forme
P(t)=A@)u(t) +B(t)e(t).
La détermination de la fonction holomorphe A(), telle que u et ¢ satis-

fassent a cette relation, est un probléme de Hilbert.

On connaitra de cette facon la fonction f(() (& deux constantes pres) et
par suite P(x, y).

L’unicité de I'intégrale est assurée par un raisonnement regardant directe-
ment 'équation aux dérivées aréolaires, donc la fonction holomorphe A({).
Terminons ces considérations en remarquant que les équations
D1, Df 1

Dot — 4 et

Dw? 4f



conduisent aux systémes

/dzf:—zsz _0‘4::1_1),

(42 da? dz dy  0y?
2 0o

duc? dx dy dy*?

et a I'équation

8. On peut se proposer aussi d’autres applications des équations aux
dérivées aréolaires, en particulier d’en étudier aussi la nature analytique
des intégrales.

11 est possible de faire un rapprochement entre certaines fonctions com-
plexes et les fonctions a champ réel autonome.

M. G. Bouligand appelle fonction d champ réel autonome toute fonction
uniforme ¢(P), qui au voisinage d’un point régulier quelconque du champ
réel se développe en une série de polynomes homogénes par rapport aux com-

—
posantes de P P, cette série étant absolument convergente dans la sphére de
centre P, passant par le point singulier réel le plus rapproché de P .

Les polynomes aréolaires conduisent 4 de telles fonctions, puisque les
composantes P et Q en sonl polyharmoniques.

Mais on peut en donner encore d’autres exemples plus compliqués.
Prenons par exemple une équation linéaire.a coefficients constants. Pour
l'intégrer on est amené a faire les calculs comme s’il s’agissait d'une véri-
table équation différentielle ordinaire.

L’intégrale générale sera de la forme

3C.(g)erd,

ol les r, sont les racines de I'équation caractéristique.

Or, il est clair qu'on peut développer cette fonction autour d’un point 3,
en une série de polynomes homogénes, absolument convergente dans le
cercle de centre 3, ct passant par le point singulier le plus rapproché de z,
et appartenant a ’ensemble des points singuliers des coefficients C,({).

(*) G. Bourieand, Sur un probléme de la theorie des fonctions analytiques de
plusieurs variables et sur divers points de la théorie des fonctions harmoniques
(Journal de Mathematiques pures et appliquées, 1. 1X, fasc. 1V, 1930).
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En prenant respectivement les parties réelle et imaginaire, les fonctions
obtenues sont & champ réel autonome.

Un autre exemple :

Considérons I'équation

an - Dn—if _ .
Do o (D) poazi +- -+ o(D)f =0,

ot les fonctions ¢,, @, .. ., ¢, sont des fonctions entiéres de Z.

Si 'on en cherche les intégrales réguliéres. en négligeant la présence
de z, on peut la considérer comme une équation différentielle ordinaire. Or
on sait qu'une telle équation ol les coefficients sont des fonctions entiéres
a des intégrales entiéres aussi.

L’intégrale générale étant de la forme

N Cu©) £(2),

=1

il s’ensuit qu’elle est & champ réel autonome, ’ensemble des points singu-
liers étant fourni seulement par les coefficients holomorphes C,(?).
On pourrait étre tenté de croire que toute série de fonctions de la forme

PG £(2),

=1

uniformément convergente dans un domaine (ou méme dans tout le plan),
serait une fonction a champ réel autonome.
Il n'en est pas ainsi, comme le montre I'exemple suivant :

La fonction ———— n'a aucun point singulier réel.
1+ 2"+ y‘

Or,ona
T 1

R g TR e

développement qui ne converge que dans le cercle unité, tandis que la fonc-
tion existe dans tout le plan et n’a aucun point singulier sur ce cercle.

6. 1l y a enfin une classe d’équations fonctionnelles, dont nous avons

déja rencontré le type le plus simple et plus intéressant, qui se rattache
aux fonctions monogénes (o).
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Etant donnée une Sfonction o({) bornée, et intégrable dans un domaine A,
chercher toutes les fonctions f(z) continues telles qu’on ait

;;}ﬂf(t)dc-—%fjn‘cp(())dm:o

pour tout contour simple rectifiable C, limitant un domaine D dans la région A.

Il est presque inutile d'insister sur ce Lype. Le probléme proposé conduit
aux fonctions & dérivée aréolaire bornée (et presque partout unique).
La forme générale de la solution est

SO =h(0) + g(0),

h({) désignant une fonction holomorphe dans A et g({) la fonction définie

par I"’intégrale
I 9(#)

Le probléme d’intégration devient intéressant lorsqu’on demande I'inté-
grale dont la partie réelle prenne sur un contour fermé simple et rectifiable (I)
des valeurs données a I’avance et exprimées par une fonction continue P (s).

En écrivant

J(&) — (&) =h(¥)
et en remarquant que 8 () est continue partout, on aura en posant
g)=a(z,y)+ib(z,y), hQ)=u+iv, P(s)=a(s)+u(s),

d'ou I'on détermine u(s), et puis la fonction 2({), holomorphe dans A, dont
la partie réelle u(s) est donnée sur le contour I' par une fonction continue.

CHAPITRE V.

APPLICATIONS A LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE.

1. Ce dernier chapiire est consacré aux applications physiques des
fonctions monogeénes (a).

Le langage de la variable complexe rend parfois trés claires et naturelles
des questions difficiles a traiter directement.
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On connait, en particulier, les grands services que I'introduction des
fonctions analytiques rend 4 ’hydrodynamique des fluides parfaits.

Malheureusement, il n’est pas toujours possible de s’en scrvir, précisé-
ment & cause du fait que ces fonctions ne forment qu’une classe particuliere,
le premier terme d’une théorie générale.

Les applications physiques montrent que la dérivée aréolaire n’est pas
seulement un agent de passage, mais surtout un instrument actif de mise en
équations.

L’opération inverse est une véritable quadrature, qui s'introduit naturel-
lement dés que la mise en équations estréalisée.

Si parfeis ces caractéres ne se révélent pas immédiatement, c’est parce
que la forme donnée aux équations qui se présentent dans les problémes
n'est pas la plus naturelle & ce point de vue.

Nous montrerons que les équations générales, telles qu'on les obtient en
appliquant les théorémes généraux, sont souvent plus maniables que les
équations aux dérivées partielles qui s’en déduisent.

2. Il n’est pas sans intérét d’analyser le role des différents éléments phy-
siques qui entrent dans les problémes de la Mécanique des milieux continus.

Prenons le cas le plus simple, celui d’un fil flexible et inextensible & une
dimension, c¢’est-a-dire étendu sur un segment de droite.

Appelons T () la tension en un point z de ce fil, X () la force mas-
sique exercée, o () la densité linéaire.

7

En tout point intérieur, I’équation unique d’équilibre est

T
o =p(@)X(@),

d’ot1 I'on tire

T(z)=T(x,) —|—fxp(s)X(s)ds,

si on suppose, bien entendu, ¢(2)X (&) intégrable, ou en particulier
continu.

La statique de ce fil est équivalente a la théorie de l'intégrale indéfinie et de
la dérivée.

La force massique est en chaque point la dérivée de la tension, son régu-
lateur de variation ().

(') Selon la désignation de M. D, Pompeiu dont nous rééditons dans ce paragraphe
des idées exposées dans ses conférences & 'Université de Bucarest en 1929.
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Prenons un deuxiéme exemple : celui d’un fluide incompressible a deux
dimensions, dont 'équilibre est assuré par les équations
9p op
A L —=pY
oz~ ° X, dy ee
4 condition que X et Y admettent des dérivées partielles du premier ordre,
qui satisfassent a la relation
X oY _
dy oz
Supposons remplie cette condition, auquel cas on aura

dp=p(Xdx+Ydy),
d’ou
M

p=po+ | p(Xdx+Ydy).

M,

I1 est clair que la force massique intervient de la méme maniére que dans
le cas précédent, quoique l'instrument analytique ne soit plus parfaitement
le méme.

La statique d’un nulieu continu a deux dimensions montrera que cette ana-
logie se poursuit, @ condition qu’on y adopte des instruments de recherche de
plus en plus compliqués.

En effet, si Uon prend un milieu continu particulier ou N, = — N, = U,
les équations de 'équilibre intérieur

o, ot

dw -+ @ ZQPX,

JT  oN, -

'a:,z‘ -+ 7}7 o QPY

deviennent

Jau T
— + +— —2pX
dx  dy . .
T U v (p=rconst.).
o oy T

Considérons la fonction F(z) =T (=, y)+iU(=z, y), et supposons que
la fonction ¢ (Y 4 ¢X) satisfasse 4 une condition de Holder dans un
domaine D.

Dans ces conditions, le systéme ci-dessus s’intégre immédiatement par la

THEODORESCO. 12
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Y +:iX
r@=ho -1 [ [HEE o

En comparant les trois formules obtenues dans ces trois cas envisagés, on
voit clairement qu'il y a une analogie poussée trés loin entre les opérations
qui résolvent ce méme probléme de I’équilibre, et que la dérivation aréo-
laire devient d’un emploi naturel, au moins dans ce cas bien précis.

formule

3. Le principe de d’Alembert affirme que dans un systéme matériel en
mouvement, les forces appliquées se décomposent : la premiére composante,
la force effective, agit comme si le systéme était sans liaisons, tandis que la
deuxiéme, la force complémentaire, doit équilibrer le systéme des forces de
réaction produit par les liaisons.

Montrons que cette décompositionse fait d'une maniére unigne et déterminée,
et prenons 4 cet effet un cas particulier : un fluide parfait a deuzx dimensions
et incompressible (").

Supposons qu'il soit enfermé dans un vase limité par un contour simple
fermé C, les forces appliquées étant exprimées par des fonctions continues
2¢X, 2p Y, satisfaisant & une condition de Holder dans le domaine D.

Soient ¢ X, ¢ Y, la force effective, 0 X, ¢ Y, la force complémentaire.

Sur le contour, supposons connue la pression p(t), donnée par une fonc-
tion continue d'un parameéltre ¢.

Le principe de d’Alembert exprime le fait que lesforces complémentaires
se font équilibre en vertu des liaisons. On aura

2X=X,+ X, .
Y=Y, 4y, PT
_9p _Op

Les accélérations effectives X,, Y, et les vitesses u, ¢ satisfont, dans le
cas d’un fluide incompressible, a larelation suivante :

Ju Jdu
oX, IY, dz  dy
Oz d_)/+2 dv  dv =03
dx  dy

() Cette question forme I'objet d’une Note de M. D. Pompeiu dans les Comptes
rendus, t. 181, p. r121. Nous la reprenons ici pour préciser les données, pour intro-
duire des conditions aux limites et pour montrer I'unicité des résultats.



— 91 —

sile fluide part du repos, a l'instant initial, elle devient

X, | oY, _
ox dy %
d’ou I'on tire tout de suite
J 0
X1 - 0‘_?/’ Y1 _— ("’%’

¢ étant une fonction arbitraire admettant des dérivées partielles du premier
ordre continues.
Les relations ci-dessus conduisent donc au systéme

dp 99 _
oz oy — %
dp  9q _
d}’ —+ 35 -2 Y.

qui, dans les conditions posées, s’intégre facilement a l'aide de la fonc-
tion g({). Posons 4 cet effet

L X+1Y
Po+190-_ "_C

P=p—p,, Q:q_90~

On arrive facilement aux relations

o°P  0Q

dxr ~ dy o

dP dQ
d:c =0

qui montrent que la fonction P+ /Q est holomorphe dans D. Le long de C,

on a
P(¢)=p(t) — p.(2):

donc on en connait la partie réelle. Le probléme est maintenant simple : il
s’agit de déterminer une fonction holomorphe dont on connait la partie
réelle le long de C.

I1'y a une solution unique (& une constante imaginaire prés). Laconnais-
sance de P et de Q entraine celle de p et ¢ et, par suite, celle de X, et Y,.
La constante introduite disparaissant par dérivation, on peut affirmer qu’en
connaissant p sur le contour, la distribution des forces selon le principe de
d’Alembert est parfaitement déterminée en chaque point intérieur.
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4. Les équations d’équilibre pour une plaque plane élastique, homogéne
et isotrope sont :
a6
Au -+ g 5.—%' —_—= 2y X,
d0
Av + 2-5; =av Y,.
ou l'on pose
ou  Ov [

A
9:%4-33/, v:——z—‘; (r5#0) et g_f-;-i-:.

Posons, pour simplifier ces équations,

dv  du
oz  dy

. du  dv d (d¢ Odu\ __d9 94,
su= (G + o)~ w(m—5) = o
Ap i("_”_%)+i<d_v+d_“>:‘1@+i’iz,

dxz \dx  dy dy\dy = Odx dy  Ox

de sorte que le systéme ci-dessus devient

—90,.
On a

I

a9 a0,
(x+£)~d— ~ =2vX,
(x —l—i)— + ‘E —=2vY.

Supposons que la plaque soit limitée par un contour simple C, et
notons (1+&)0=90,.

On obtient

0, 99, 09, 09,
dx——dy—wx’ 07+—()—;—sz-

Ce systéme s’intégre facilement a I'aide de la fonction g({).
Supposons que I'on connaisse le long de C une relation de la forme

a(t) 6,(2) + b(t)6,(¢)=c(t),

ol a(t), b(t), c(t) sont des fonctions continues de ¢.
On aura aisément, en supposant que les fonctions X et'Y sotent continues
et satisfassent a une condition de Holder :
0,2, )+ i6,(z, y)-h(t)——ff"()ffé’”d
Notons

hQ)=p(z, y)+iq(z,y) e  gl)=g(z,y)+ig(z, ).
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La relation le long du contour peut s’écrire :
a(t)p(t)+b(t)q(t)y=c(t) —a(t)g(t)— b() g (t).

Le second membre étant connu, on est ramené a un probléme de Hilbert
qui conduit & une fonction £({) unique (4 deux constantes prés).

La connaissance de 2({) entraine celle de 0,(z, y) et 8,(x, y). Dans ces
conditions, le systéme

du+dv___ 6, ‘?ﬁ—‘ﬂ—e
ox " dy  1+E dy dxz

nous fera connaitre u(x, v) et ¢(x, y) par un artifice analogue.

b,
1+ §
tion de Holder, car les deux composantes admettent des dérivées partielles
du premier ordre continues.

Supposons connue le long de C une nouvelle relation de la forme

En effet, la fonction ; [62 4+ } est continue et satisfait 4 une condi-

a(t)yu(t)+B()e(t)=1y(?).

[l
V(xa}’)—Flu(xa}’):H(C)—“i_ —“V—___C—du).
b

En suivant une voie analogue a la précédente, on arrivera 4 un probléme
de Hilbert pour trouver H({) (a deux constantes prés).

Le probléme posé admet donc une solution, sauf pour { =—1, quand il
n'en admet plus aucune, en général.

Cette solution est unique (& quatre constantes pres).

Pour obtenir une solution tout a fait unique, il faut se donner les valeurs
de 9,, 0,, u, ¢ en un certain point du domaine ou bien d’autres conditions’
ponctuelles.

On peut donc affirmer que le probléme de I'élasticité plane admet une
solution pour une plaque limitée par un contour simple, lorsqu’on se donne
le long de ce contour deux relations linéaires entre les fonctions 0, et 0,
d’une part et u, ¢ de 'autre (*).

On aura

(*) Dans une Note aux Comptes rendus, t. 189, p. 565, nous avons résolu ce méme
probléme, en supposant connues sur G les fonctions §(¢) et u(¢).

C’est un probléme un peu plus particulier, majs ne différant pas essentiellement de
celui qu’on traite ici.
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Cette solution est unique (& quatre constantes prés).

Il faut toutefois remarquer que I'application de la méthode suivie exige
une certaine restriction relative a la continuité des fonctions X, Y, restric-
tion qui est d’ailleurs d’un usage trés fréquent dans les problémes d’inté-
gration, quelle que soit leur nature.

En méme temps, on peut se demander si le probléme naturel n’est pas
possible avec des données bien plus générales.

Nous allons résoudre cette question par l'affirmative dans ce qui va
suivre, mais pour le moment nous nous contentons d’en faire la remarque
et d’examiner un autre exemple de la méme nature.

5. Il s’agit du mouvement stationnaire d’un liqguide doué de frottement.

Le Mémoire de A. Korn | Sur I’équilibre des plaques élastiques (') (prix
Vaillant, 19o7)] traite aussi cette question en la rattachant & un probléme
d’intégration de I'élasticité.

Nous allons la reprendre en suivant une voie tout a fait différente.

Le probléme consiste en I'intégration du systeme

__9p
kAu-—%—"X,
A, — 9P
AAV_T}’_Y’
ou o _
oz dy

a Uintérieur d’un domaine D limité par un contour simple C, en connaissant
le long de celui-ci les valeurs de la fonction p exprimées par une fonc-
tion p,(t), et une relation de la_forme

a(t) ug(t) + b(t) vy (1) =cy(2)

entre les valeurs limites des fonctions u et ¢.

Les fonctions X, Y sont supposées continues et satisfaisant a des conditions
de Holder dans le domaine D (*).

_k<%_"_"
7= dy odx)’

(1) Voir Annales de I'Ecole Normale, 3¢ série, t. 25, 1908, p. 529.
(*) Le probleme de Korn suppose connues les valeurs limites de u et ¢.

Introduisons la fonction




En écrivant

le systéme nous conduit a

dp g X, dap N dq

gz " dy = gy "oz =V
do_du_ g O Odu_
dz~ dy K dy  dx
Or, le premier montre que la fonction p 4 ig de variable complexe  + 1v
a pour dérivée aréolaire %(X —+Y).

Dans ces conditions, on a
lf LX)
p+ig=h(t)— - / _“";':wa'

h(3) = hy(=, Y) +ihy(z, y)a g(C):go(w, y)+ igl("t) Y)

Posons

Le long de C, on en déduira la relation
Po(8) = hy(t) + go(2),

qui fait connaitre A,(?).

On est ramené a larecherche d'une fonction holomorphe dans un domaine,
en connaissant sa partie réelle le long de son contour, ce qui fournit une
solution unique (& une constante prés).

La connaissance de £({) entraine celle de p +1ig.

Par conséquent, la recherche de u et ¢ devient facile. Le second systéme

ci-dessus montre que la fonction — —:]/— est la dérivée aréolaire de la fonc-
L8
tion ¢ 4 fu.

On aura aisément :

_ 7
o+ iu=H(t) — %ffvfé‘dw
D

H(¢)=H (2, y)+H (=, y)

Posons
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et notons par
G(£) =Go(x, ) +Gi(2, ¥)

I'intégrale double. _
La relation donnée sur C conduit a la suivante :

a(t)Hy(t) + 6(¢) I () =c(t) — a(t) Gy(t) — b(t) G,(¢)-

Le second membre étant parfaitement connu, on arrive & un probléme
de Hilbert, auquel on a fait appel assez souvent dans ce qui précéde.

Le probléme proposé admet une solution unique & trois constantes prés
si, bien entendu, £ o.

On peut établir cette derniére proposition en examinant un probléme
particulier ot X=o0, Y=odans D et p,=o,

a(t)uy(t)+b(t)e,(t)=o sur C.

Dans ces conditions, la fonction p + ig est holomorphe et, puisque p,=o,
elle se réduit 4 une constante qu’on peut prendre nulle (a 'aide d’une con-
dition ponctuelle supplémentaire ).

Passons au deuxiéme systéme. La fonction ¢ + v doit étre holomorphe
dans D et satisfaire 4 une condition de la forme

a(t) uy(£) + b(1) vy(2) =o.

A T'aide d’une autre condition ponctuelle, on peut s’arranger de sorte que
cette fonction soit identiquement nulle aussi.

Le cas général peut y étre ramené par un raisonnement bien simple et
assez fréquent dans les questions de cette nature (').

En ce qui concerne les conditions aux limites, elles sont des plus natu-
relles, car la seconde peut exprimer, par exemple, que la vitesse normale
est nulle & la paroi, ou qu’on y connait la vitesse tangentielle.

Enfin faisons la méme remarque que plus haut sur la généralité des
données, car il est bien naturel de soupconner que la restriction faite par la
condition de Holder s’attache plutdt a I'instrument analytique employé
qu’a la nature du probléme.

6. Examinons enfin un probléme de la théorie des tourbillons : la déter-

(*) Voir notre Note aux Comptes rendus, t. 189, 1929, p. 969.
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mination des vitesses en fonction des tourbillons dans le cas d’un fluide a
deux dimensions ().

Supposons que, dans un fluide 4 deux dimensions, on connaisse 4 l'ins-
tant donné ¢ les tourbillons {, représentés par des fonctions continues satis-
faisant & une condition de Holder dans les régions contigues qui consti-
tuent 'ensemble de ce fluide. (On peut, d’ailleurs, avoir a cotée de telles
régions d’autres ou les tourbillons soient nuls).

Le vase 4 deux dimensions, un domaine D, simplement connexe, limité
par un contour simple (i, est animé d’un mouvement donné.

Sur le contour, supposons donnée une relation linéaire

a(s)u(s)+b(s)v(s)=c(s)

entre les composantes u¢ de la vitesse, a, b, ¢ désignant les fontions con-
tinues sur C.

Les notations étant celles habituelles, le probléme consiste en U'intégration
du systéme

dv  du
or d—y*Qc’
du Odv
oz T oy T >

avec la relation ci-dessus comme condition aux limites.

Dans les conditions de ’énoncé le systéme ci-joint montre que la fonc-
tion ¢(x, y) + u(x, y) a pour dérivée aréolaire la fonction {(z, y).

Il vient donc

vz, y)+ru(z, y)=h(s) - %ff;vc—(—f% dw.
D

Or, posons
h(z)=ho(z, y)+ thi(z, y)

et notons par
8(2) =2(z, y) +is(2, y)

Uintégrale double de 'expression de ¢+ 7u.
Lorsque le point , y décrit le contour C, on peut tirer aisément

u(s)=hy(s) + go(s) et v(s)==h,(s)+ g.(s).

(*) C'est un probleme déja traité dans le livre de M. lieNki ViLLar, Théorie des
tourbillons, p. 26 (Gauthier-Villars, 1930). La méthode, qu'on y suit, différe de
celle que nous employons, se rattachant, d’ailleurs, & une condition spéciale a la
paroi : composante normale de la vitesse donnée en chaque point.

THEODORESCO
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Ces valeurs, introduites dans la condition aux limites imposée, la trans-
forment en la suivante :

a(s)hy(s) + b(s) by (5) =c(s) — a(s) gu(s) — b(s) &1 (s)-

La recherche de la fonction holomorphe £(z) est un probléme de Hilbert,
qui admet, comme on le sait bien, une solution unique (a deux constantes
pres).

La connaissance de A(3) entraine évidemment celle de u(x, y) et
() ().

Pour revenir au cas envisagé par M. H. Villat, dans son livre précité, on
n’a qu’a se donner le long de G la composante normale de la vitesse qui, si
le vase est fixe, doit étre nulle, donc au + B¢ =0 si le vase est animé d’un
mouvement donné, on aura au—+ 3¢« =V, avec V,(s) donné.

Il n’y a pas de difficulté non plus, dans le cas ot 'on en connait la
composante tangentielle : \ = av — Bu.

Ces trois exemples, iirés de la Physique mathématique, montrent, une
fois de plus, que le role de forces massiques dans les problémes, soit d’équi-
libre, soit de mouvement, est analogue a celut de la déricée dans un probléme
d’intégration. Il n’y a que la 'maniére particulicre, I'algorithme, qui varie
d’un cas a lautre. C’est bien ce principe, qui nous a conduit a 'emploi de
I'intégrale g(0).

7. Les restrictions imposées a la généralité des forces massiques données
s'attachenl plutot a I'imperfection relative des instruments de recherche
employés qu'a la nature intrinséque des problémes examinés dans ce qui
précede.

Nous avons d'ailleurs fait allusion & la possibilité d’une certaine extension
de la question, ayant en vue le role de dérivées joué par les forces massiques
dans toul probléme d’intégration relatif aux milieux continus.

Dans ce qui suit, nous allons tacher d’élargir en quelque sorte le cadre
classique du probléme d’équilibre, afin de pouvoir montrer que la généra-
lité des solutions est en fonction de l'algorithme particulier qu’on veut
employer.

Il est en effet évident que le probléme d’équilibre peut se poser pour une
distribution de forces continues sans plus, ou méme pour une distribution
seulement intégrable.

(') Le probléme qui nous occupe forme I'objet d’une Note que nous avons publiée
dans les Comptes rendus, t. 190, 1930, p. 916.
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En méme temps il est presque évident que le systéme d'équations aux
dérivées partielles ne saurait répondre a cette question.

Nous allons montrer qu’il existe des moyens simples d’envisager ce pro-
bléme qui, & nos yeux, se pose tout naturellement (').

A cet effet, nous ferons appel & la notion de dérivée extérieure de
M. Cartan (*).

Soient P(x, y) et Q(x, y) deux fonctions continues dans un domaine A,
R(a, y) une troisiéme fonction bornée et intégrable, A une fonction qui
admet des dérivées partielles du premier ordre continues. Laforme linéaire
w = Pdx + Qdy admet une dérivée extérieure w'= R| drdy | si pour tout
contonr C (fermé et rectifiable) limitant un domaine D intérieur 4 A, on a

fP(lx—i—QrIy:/fRdx(ly.
C D

On démontre que si cette relation a lieu, on a, en méme temps,

f;(P[1x+Q(i)/ ——ff<m Qf)l_P.@>fzxfzy.

(Cest a cette formule que nous allons recourir dans le probléme suivant :

Etant donné un milieu continu a deux dimensions, établir les équations qui
en expriment 'équilibre intérieur, le champ de forces X, Y étant supposé
borné et intégrable en chaque point.

En appliquant les théorémes généraux relatifs a des systémes matériels,
tenant compte des expressions des efforts, on arrive sans autre restriction au

systéme suivant :
fp(ocxrl—ﬁxl)ds:ffp)(da‘,
Y o

fP(“Yi‘*‘ﬁY-z)dS:fprdo',

fp[a(mY,—yX,)—t—ﬁ(ng—sz)]ds:ffp(xY—yX)da,

Y

(1) Cest d’ailleurs une tendance générale dans la Mécanique des Fluides. Citons
seulement les travaux de MM. G. Bouligand et C. W. Oseen : G. BouLiganp, Sur
divers problémes de la dynamique des liguides; C. W. Osgen, Neue Methoden ni
der Hydrodynamik.

(*) E. Cartan, Lecons sur les invariants intégrauz, p. 69.

(?) La restriction relative a I’existence d'une tangente unique est superflue, car si y
est rectifiable o, 8 sont uniques pour presque tout point du contour.

13,
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qui doit étre vérifié pour toute région ¢ limitée par un contour ¥, simple
rectifiable, possédant une tangente unique et intérieur au milieu envisage.
La troisiéme équation ci-dessus peul étre transformée en remarquant

que

fp[oc(xY,——yX1)+ B(zY,—yX,)]ds
v

:fpx(ocY,—i—ﬁY_,)ds —fpy(oc&—}—ﬁx_,)ds.
Y 1

En effet les fonctions @, y admettent des dérivées partielles du premier et
du second ordre.

Donc, en vertu des deux premiéres équations écrites et compte tenu dela
formule établie précédemment, on aura

fx(aYl—p@Yl)(ls:ff(r'oY—t—Y,){/a,
Y 0
fy(otX,—!—@X?)ds:ff(pr+X2)(la,

ce qui conduit aisément & la relation

ff(Y,»-Xz)dc:o
pour tout domaine 8.

La continuité des fonctions X, et Y, entraine leur identité dans tout le
milieu. Par suite, X, =Y.

Les équations d’équilibre intérieur deviennent donc, pour tout milieu, &

deux dimensions :
f(ax,+5Y,)ds:f/px(la,
n{ a

f(ocY,—i‘ﬁY.l)(lc:fjijda.
Y 3

Le probléme qui nous intéressera dans la suite est le suivant :

Supposons que dans un certatn milieu on ait partout X,=—1Y,, et que
I’on connatsse le long de son contour une relation linéaire de la forme

a(s)X,(5) +b(s)Y,(s)=c(s),

a(s), b(s), c(s) étant trois fonctions continues données.

Dans ces conditions il s'agit d’intégrer le systéme ci-dessus qui donne la
distribution des efforts dans le cas d’équilibre.
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Il n’est pas difficile de voir que si 'on pose

X, + Y, =f(z) et — X+ 1Y =2l0(z),

5;fyf(s)dz—%ffg<v)dc=a

Or, étant données deux fonctions X, Y, bornées et intégrables dans D, on
peut trouver deux fonctions X,, Y, continues dans le méme domaine et telles
que Iéquation ci-jointe soit vérifiée pour tout couple v, C.

on aura

On aura, on le sait bien,

f(s)=h(s)— %f : ;Lf—ldw (= + iy).

Si, le long de C, on connait une relation linéaire de la forme indiquée, le
probléme sera ramené a un autre, auquel nous avons souvent fait appel,
c’est-a-dire & un probléme de Hilbert concernant la fonction A(z).

En conclusion, on peut, sans passer aux équations aux dérivées partielles
dont on fait usage dans la Mécanique des fluides, considérer des problémes
d’équilibre exprimés directement par les équations générales tirées des
théorémes généraux relatifs aux systémes matériels.

Dans I’exemple traité, on a pu de cette maniére, faire sur les forces mas-
siques des suppositions bien plus larges que celles habituelles, ce qui a permis
d’envisager une solution qui, tout en restant uuique et continue, ne doit plus
admettre que des déricées partielles continues.

En méme temps, on en déduit I'utilité pratique de 'algorithme employé,
qui s’y introduit nécessairement, se rattachant, pour ainsi dire, a lanature
des choses.

Reprenons, pour étre dans un cas tiré de la pratique, le probléme d’élas-
ticité traité au paragraphe 4.
dPu Fu Py o
awnsi que leur continuité. Nous allons nous en dispenser, en raisonnant
comme suit :

On y supposait I'existence des dérivées du second ordre

8. Les équations d’équilibre d’un milieu 4 deux dimensions sont :

jf)(N,a+T ﬁ)ds:fprdo-,
j;:(T oc—i—N._,ﬁ)ds:fleda.
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Supposons qu'il s’agisse d’une plaque élastique D limitée par un contour

fermé simple et rectifiable C.
Les forces données X, Y sont représentées par deux fonctions bornées et

intégrables dans le domaine D.
On sait que, si «, ¢ désignent les déplacements et que I'on pose

g du 0
~ oz dy'

en admettant, par conséquent, I'existence et la continuité des dérivées par-

tielles pour ces fonctions, on a

du
Ny=—W — 2
3:—7\6——2ng

T — de | du
== HlozT dy
Nous nous proposons de déterminer la distribution des déplacements u, ¢,

en admettant qu’ils possédent des dérivées partielles du premier ordre continues,
lorsque l'on connait le long du contour C deux relations linéaires de la forme

A(s)u(s)+B(s) ¢v(s)=C(s),
a(s) 0(s)+ b(s)0,(s)= c(s),

dy du

m =G — 5

H

les fonctions A, B, C, a, b, ¢ étant continues.

En introduisant les valeurs de N, N,, T dans les équations d’équilibre,
tout en remarquant que ads = dy, 3ds = — dx, on obtient sans difficulté :

——f(l+2p)0dy+p9 dx—i—fzy.( dy+ a’Jc> f pX do,

f(7\+2p)9dx—p6 dy — fzp. Ldr + ——dy> f pY do,

Posons, pour simplifier 'écriture,
1+ 2 =k, N =v,
n 2

et remarquons les termes qui se détruisent par intégration :

du du
[oe(Gpten Gyar) =
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fzp(%dw+g§dy>so.

f(l—l—&)@dy—%—%d.p: fj.zdea,
Y ¢
f(1+£)9d.v——92dy:—ffszdo'.
Y 0

Notons encore (1 + £)0=0,, multiplions la premiére relation par ¢ et
ajoutons-y, membre & membre, la deuxiéme. On trouve

f(61+i92) (dx«i—idy):ffgw’(X—i—iY)da,
Y 8

d’ou, si I'on pose

de méme

Il vient

0,+ i0,= f(»), X+iY=10(z) et s—=ax+iy:

gmj7<wu——jj}wwk—o

pour tout contour fermé v.
Maintenant, la détermination de la fonction f(z)est simple. Le probléme
de Hilbert relatif a la fonction A(z), tirée de la formule

j@=he)— 1 [ [T

conduit a4 une solution unique, & deux constantes prés. On aura de cette
maniére 0, et 0,.
Considérons le systéme

@_*_(_‘)ﬁ_ 6, dv du_e
dx " dy T 1+E& dx dy — %

Si les fonctions 0, et 0, satisfont a des conditions de Holder, on peut en
tirer aisément les valeursde u et ¢, car on aura

u—l—w—H(z)——// I+£ do,

la fonction H(z) étant obtenue par un probléme de Hilbert. Il reste donc,
pour achever la démonstration, d’établir ce point accessoire.

A cet effet, remarquons que si z est intérieur 4 D et que I'on décrit un
cercle I' de centre z et de rayon fini r, assez petit pour qu'il soit aussi intérieur
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a D, on peut négliger le domaine D — A, car la fonction

admet des dérivées partielles du premier ordre continues au point z, donc
elle satisfait, a plus forte raison, a une condition de Holder (« < 1).
Considérons donc I'expression

e ] ?(9)
80(‘)—-EIAV_ZC{

Soit 3’ un point intérieur au cercle I'. Posons |3 — 3’| = A. On aura

it~ ster==1 [ [ K

Notons ¢ — 3 = pe” en prenant pour axe des x la direction 33'. Soit M une
borne supérieure de |o(¢)| dans A.

On aura .
| g0(3") — £0(5 )]<“M f do df
AVp*— 2ph cosf + h?

2T ’
— M def dp .
T Jo \p*—2phcost + h?

Posons ¢ = Az, et calculons l‘intégrale relative a ¢ :

r
%

I_f dp . dt
A Vel—2phcosd+ k*  Jy \E—2tcosh + 1

La présence du point singulier z=1, pour 0 =o, n’est pas génante,
comme on I'a vu a plusieurs reprises.
On trouvera comme résultat :

I=log(r — hcosh +\/r*—h*—arh c0s6) — log (1 — cosf) — logh.
En intégrant par rapport 4 0, on obtiendra un terme de la forme
N+ om log% (N, borné et positif),
d’ou 'on tire
| £0(5") — go(2)| < MN & + aMA logTIl-

Supposons < 1, car la difficulté qu’on craint peut intervenir seulement
pour les petites valeurs de ce paramétre,
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. . . 1
Soit & un nombre compris entre o et 1. L’expression A'~*log 7 tend vers

zéro avec A. Donc il est manifeste que, pour « donné, on peut trouver une
valeur de & < 1 telle que I'on ait

I
h'—* log 7 <1,
d’ou
I «
h Iogh < h%,
ce qui entraine l'inégalité
| g0(2") — g (2) | < KA~

Cela étant, les fonctions g(z) satisfont a des conditions de Holder. En
particulier, leurs parties réelle et imaginaire y satisfont aussi.

En conclusion, '’examen des équations générales d’équilibre permet, au
moins dans des cas importants, de traiter le probléme directement, sans
Sfaire appel aux équations aux déricées partielles, quiintroduisent des restric-
tions génantes et cachent en quclque sorte le véritable aspect de la question,
en imposant des instruments de travail qui ne s’y rattachent pas direc-
tement.

Au contraire, la voie que nous avons suivie plus haut s’impose naturel-
lement et n'exige qu'un petit nombre de restrictions a la généralité des
données.

En méme temps on vérifie 'affirmation faite, sur le role des forces mas-
siques, dans tout probléme d’équilibre, qui doit se réduire a un probléme
d'intégration lorsqu’on en sait trouver I’algorithme convenable.

Vu et approuvé :
Paris, le 26 mars 1g31.
Le DoyeN vE cA FacoLTt DES ScIENCES,
C. MAURAIN.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 26 mars 1931.

Lt Recrevr pE U'AcapimiE pE Paris,

S. CHARLETY.






