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PREMIÈRE THÈSE.

ÉTUDE

DE

L'ÉQUATION DE LA CHALEUR
Au = c(M)a(M), c(M)>o,

AU VOISINAGE D'UN POINT SINGULIER DU COEFFICIENT

INTRODUCTION.

1. Dans la théorie des équations différentielles ordinaires, bien des
travaux concernent l'intégration au voisinage d'une valeur exception-
nelle de la variable a;, d'un point exceptionnel (œfy)9 pour lesquels
certaines fonctions connues figurant dans l'équation n'ont plus les
propriétés de régularité habituellement requises dans l'étude géné-
rale. Par exemple on s'est occupé de l'équation y = f(œ9 y) au voisi-
nage d'un point en lequel ƒ est infinie ou indéterminée.

Il nny a, à ma connaissance, à peu près rien d'analogue pour les
équations aux dérivées partielles. Pourtant, outre son intérêt théo-
rique, la question peut se poser d'elle-même dans des problèmes phy-
siques. Par exemple, on sait que sous les hypothèses classiques les
plus simples, l'équilibre thermique d'une plaque conductrice [coeffi-
cient de conductibilité /.:(a?,/)>o] et rayonnante selon la loi de Newton
dans l'espace à o° [coefficient >*(#> J^^o] obéit à l'équation

dk du ôk du
dx ôx dy âj'
dk du ôk du , x (k d*u d*u\
d ô d â \ dx- dy* J

u étant la température.
THKSO BRELOT.
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Lorsque l'on suppose k^>o, c'est une équation du type linéaire

A ùx _ du
att -\- a-r \- o-r- =z eu

au a y
à coefficients bornés.

Or pour ce type d'équation, moyennant quelques hypothèses sur les
coefficients, comme l'existence de dérivées des premiers ordres, et des
conditions plus ou moins restrictives sur un contour et la distribution
des valeurs données qu'il porte, on sait résoudre le problème de
Dirichlet, soit en se ramenant à une équation intégrale du type de
Fredholm (1), soit lorsque c > o , par des procédés directs anté-
rieurs Ç2). Mais si k peut s'annuler en des points isolés ou le long
d'une ligne, l'équation à laquelle on se ramène en divisant par k n'a
plus ses coefficients bornés et les méthodes précédentes ne sont plus
applicables. C'est un cas que Ton n'a pas étudié; et cependant on con-
çoit qu'un zéro isolé de k par exemple ne doive pas changer l'allure
du phénomène physique d'équilibre correspondant au problème de
Dirichlet.

Dans un autre ordre d'idées, la théorie des marées conduit, comme

(1) M. Hubert (Gott, ISachr.^ 1904) avait considéré le cas où adx -h b dy est
une différentielle exacte et traité le problème en utilisant une fonction de Green
généralisée (non harmonique). Sa méthode pourrait s'étendre au cas du texte;
mais d'autre part M. Picard (Annales de VÉcole Normale, t. 23, 1906 et B. di
Palermo^ 1906) Ta résolu en se servant tout simplement de la fonction de Green
ordinaire.

J'ajoute que l'existence et unicité de la solution du problème de Dirichlet
n'est vraie pour c de signe quelconque, qu'en général, à cause de l'existence
des valeurs singulières de la théorie de Fredholm. Mais le théorème devient
exact sans restriction pour r ^ o .

(2) M. Picard utilise pour cela un procédé d'approximations successives, et en
même temps une méthode alternée tout à fait analogue à celle de Schwarz pour
les fonctions harmoniques (voir PICARD, Journal de Math., 1896, 5e série, t. 2,
et quelques Mémoires qui précèdent).

M. Lichtenstein a pu, entre autres perfectionnenients, étendre ces raisonne-
ments au cas c ̂  o.

On peut aussi, lorsque a dx -\~ b dy est une différentielle exacte, et c'est le cas
de l'équation de la chaleur, utiliser la méthode du balayage de Poincaré conve-
nablement généralisée. Voir un exposé, pour trois variables d'ailleurs, dans la
Thèse de M. LE ROY, Annales de VÉcole Normale, t. 14-15.
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me l'a fait remarquer M. Picard, à résoudre le problème de Dirichlet
pour l'équation de type analogue

i f N A da 1 du j,

h(x, y) &u + a-j^ + b-jr= eu + ƒ

où h^> o (profondeur d'un bassin) peut s^ annuler sur le contour. Et
H. Poincaré a souligné la difficulté qui s'ensuit (1 ).

On voit donc l'intérêt que peut présenter l'étude de certaines équa-
tions aux dérivées partielles au voisinage de singularités des coeffi-
cients, et cela dans le domaine réel, sans hypothèses bien restrictives
sur les coefficients. Le présent travail est un effort dans ce sens.

2. On s'est beaucoup occupé des équations aux dérivées partielles
du second ordre du type elliptique (a), en particulier M. Picard qui
dans son récent Ouvrage auquel je renvoie « Leçons sur quelques pro-
blèmes aux limites delà théorie des équations différentielles » ( 3 ) , a plus
spécialement repris ses travaux sur l'équation

au = c( J?, y) a (a?, y) (c > o).

La question, à peu près laissée de côté par M. Picard qui m'en avait
proposé l'étude, du problème de Dirichlet extérieur relatif à cette
équation, m'a conduit tout d'abord, au moyen d'une inversion évi-
dente, à étudier l'équation précédente et ses intégrales bornées, au
voisinage d'un point singulier du coefficient. De mes recherches con-
sécutives et dont une grande partie a été publiée plus ou moins briè-

(*) II. POINCARÉ, Leçons de Mécanique céleste, t. 3, p. 290 (Gauthier-Villars,
1910).

(2) On trouvera un historique et une bibliographie détaillée du sujet jusque
vers 1900 dans l'article II A, 7 c% de VEncyclop. d. math. Wissenschaft (Som-
merfeld) et une exposition récente a\ec une bibliographie considérable, dans un
article de la même encyclopédie (II C. 12, 1924, p. 1277), par M. Lichtenstein
qui a personnellement beaucoup perfectionné cette théorie, dans de multiples
publications.

(°) Fascicule V de la collection des Cahiers scientifiques (Paris. Gauthier-
Villars, 1980)»



vement, par fragments ( ' ) , je fais ici un exposé d'ensemble pour ce
qui concerne le sujet de ce Mémoire.

Encore que divers procédés et résultats puissent s'étendre à des
équations plus ou moins générales du type elliptique, j'éviterai des
longueurs et bien des difficultés en me limitant ici à un type très
simple dont il semble naturel de pousser assez loin l'étude avant
d'aborder celle de types plus étendus.

Je ne considérerai ("dans le domaine réel) que l'équation

(i) Aw = c(M)«(M) (c£o).

Je me placerai souvent d'abord dans le cas du plan (simple); l'équation
est alors celle de l'équilibre thermique d'une plaque rayonnante à

conductibilité constante (k = const. ; c(M) = , )> la singularité

de c(M) étant celle du coefficient de rayonnement. Mais presque tout
s'étendant immédiatement au cas de n dimensions, j'en ferai la
remarque en signalant les différences.

Je supposerai pour c(M), en dehors du point singulier, qu'il est sim-
nlernent>o et continu. Seulement je ne puis me limiter à l'hypothèse
de continuité, plus large que celles employées ordinairement, qu'en
adoptant pour le laplacien une définition plus étendue que la défini-
tion classique, vu l'usage de la formule de Poisson pour le potentiel
spatial; mais les intégrales de (i) auront leur sens ordinaire et un
laplacien ordinaire dès que c satisfera aux hypothèses supplémentaires
négligées, comme d'avoir un gradient continu. On peut justifier cette
extension en remarquant que l'équation (i) avec le laplacien généra-
lisé est, comme on le verra, équivalente à une certaine équation inté-
grale locale qui correspond de plus près au phénomène calorifique de
sorte que les conditions supplémentaires qu'on peut introduire pour c
après la simple continuité sont tout à fait inutiles dans l'interprétation
physique. D'autre part dans ses études indépendantes de la théorie de

0 ) C.B. Acad. Se, t. 189, 1939, p. i23o; t. 190, 1930, p. IOI, 286 et 4 n ;
t. 191, 1930, p. 697; t. 192, 1931, p. 206. — B. délia fi. Ace. TV. dei Lincei^
ier sem., vol. XI, fasc. 3, 4, 5, 9, ig3o, p. 268, 371, 458 et 800. — R. Istituto
Lombardo di Scienze e Lettere^ 1980, vol. LXIII, fasc, 11-15. — ƒ?. del Circolo
Matematico di Palermo, 1931, vol. LV, p. 21.
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Fredholm, 3VL Picard avait supposé c^>o en s'appuyant sur certains
lemmes, essentiels pour nous, mais que l'on a pu depuis étendre au
cas c>o; de sorte que Ton pourra adopter cette dernière hypothèse.

Ajoutons que cette double extension d'hypothèses aura un grand
intérêt de commodité dans certaines démonstrations où Ton a à modi-
fier c.

3. Dans un Chapitre préliminaire je rappellerai des propriétés con-
nues avec des extensions, des compléments et une adaptation aux
hypothèses choisies pour (i). Je préciserai la notion de laplacien et
d'intégrale généralisés et donnerai sous la forme la plus générale des
propriétés d'impossibilité d'extremades intégrales qui sont avec leurs
conséquences, de première importance; puis je parlerai du problème
de Dirichlet intérieur relatif à (i) sans singularité, rappellerai les
méthodes de résolution et étudierai la solution comme fonctionnelle
de la distribution et de c; des travaux récents permettront d'obtenir
des propriétés assez générales relatives à l'allure des dérivées à la
frontière; il sera utile également de parler de la fonction de Green
généralisée. Enfin, ce qui est essentiel pour la suite, j'étudierai les
familles et suites d'intégrales de ( i ) ; je donnerai des démonstrations
aussi simples que possible des propositions connues généralisant les
théorèmes de Harnack et montrerai de plus la propriété très utile
d'égale continuité d'une famille.

J'arrive au deuxième Chapitre au sujet proprement dit et y étudie les
intégrales bornées au voisinage de O singulier; c>o n'y est pas défini
et l'on ne fait pas d'hypothèses sur son allure au voisinage. Entou-
rant O d'un contour y, je résous le problème de la recherche d'une
intégrale u (bornée) prenant des valeurs données sur y : il admet une
solution unique; en comparant avec la solution harmonique,j'obtiens
quelques résultats généraux comme celui de l'existence d'une valeur
moyenne en O de u, limite de la moyenne sur un cercle infiniment
petit de centre 0 ; mais à certaines restrictions sur l'allure de c corres-
pondent des propriétés remarquables : par exemple si c.OM -> + oo
quand OM -> o, toutes les intégrales s'annulent en 0 plus vite que toute
puissance positive de OM. Je montre ensuite que l'équation de Fred-
holm connue qui correspond au problème de Dirichlet pour (i) lors-
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qu'il n'y a pas de singularité équivaut encore au problème précédent;

c'est que ƒ f aida a toujours un sens pour toute intégrale bornée u.

Cette équation intégrale à noyau singulier se trouve ainsi résolue indi-
rectement; elle permet d'obtenir des propriétés générales de u ou d'en
retrouver et se prête à un examen plus approfondi de cas particuliers
pourc; il faut pour cela étudier le potentiel logarithmique avec une
densité ayant un point singulier, c'est-à-dire l'équation A« — ƒ où ƒ

admet un point singulier, f f /rfcayant un sens.

Au troisième Chapitre j'étudie, au voisinage du point O toujours sin-
gulier pourc, les intégrales non bornées, mais bornées dans un sens
par exemple inférieurement, et approfondis la notion de source ponc-
tuelle en ce point singulier O du coefficient de rayonnement. Je me
ramène aussitôt au cas d'une intégrale u > o par addition d'une inté-
grale bornée. O se comporte comme « source simple » finie ou infinie,
c'est-à-dire de flux fini ou infini ; la nullité du flux entraîne que l'inté-
grale soit bornée en module et réciproquement; u peut se mettre sous

la forme ^0SQ\Ï> S* O est source finie, o>o admet une valeur

moyenne en O égale à sa plus grande limite et au flux; si O est source
infinie, cp admet une valeur moyenne infinie. Entourant O d'un con-
tour y, on peut chercher une intégrale s'annulant sur y et pour
laquelle O soit source de flux donné fini non nul; il y a non-multiplicité
mais pas nécessairement existence, cela dépendant de l'allure de c;
au contraire il existe toujours des intégrales > o s'annulant sur y,
O pouvant être pour elles source finie ou infinie; de plus le cas où une
source simple non nulle ne peut être qu'infinie équivaut à celui où
toutes les intégrales bornées s'annulent régulièrement en 0. Enfin si

une intégrale u est telle que — soit borné, elle est bornée dans

un sens et 0 est source finie : c'est la généralisation du « principe des
singularités > o » de M. Picard pour les fonctions harmoniques. L'ex-
tension de tout cela à l'espace donne par une transformation de Lord
Kelvin l'allure à l'infini dans l'espace des intégrales de(i).

Quant aux méthodes employées, elles sont tout à fait indépendantes
de la théorie des équations intégrales. On utilisera constamment les



propriétés qui se traduisent dans l'interprétation calorifique par ce fait
qu'en tout point d'une plaque rayonnante en équilibre, dont les bords
sont à des températures > o et non partout nulles, la température
est > o et croît lorsque le coefficient de rayonnement diminue quelque
part, même jusqu'à s'annuler partout (cas harmonique); la forme
linéaire et homogène de l'équation (i) permettra de se ramener systé-
matiquement à étudier les intégrales > o ; l'obtention des solutions
désirées se fera par un passage à la limite à partir de solutions relatives
au cas où il n'y apas de singularité} soit quJon Visole, soit qiConmodifie
au voisinage le coefficient c de façon à le rendre continu; et la justifi-
cation rigoureuse sera basée sur les propriétés des suites d'intégrales,
quant auoo théorèmes d'unicité ils seront en partie basés sur un type de
raisonnement introduit par M. Zaremba pour les fonctions harmo-
niques.

Mais avant d'entreprendre l'exposé de ces recherches, je tiens à
remercier ici bien vivement pour toutes leurs suggestions ou leurs
indications bibliographiques MM. Picard, Volterra, Bouligand et Lich-
tenstein avec qui j'ai eu le plaisir et le profit d'échanger bien des con-
versations ou de la correspondance. Je remercie également la Fonda-
tion Rockefeller à qui je dois d'avoir pu poursuivre ces études sans
préoccupations matérielles, à Rome puis h Berlin.

CHAPITRE PREMIER.

PRÉLIMINAIRES.

I. — Laplacien et intégrales généralisés,

l . On sait que l ' intégrale étendue au domaine (*) borné Q plan

potentiel logarithmique relatif à la densité continue bornée

(*) Une fois pour toutes, un domaine sera un ensemble connexe de points
tous intérieurs ; et les intégrales seront prises au sens de Lebesgue.
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admet partout des dérivées partielles premières continues, qu'on

obtient en dérivant sous le signe f f ; moyennant des conditions sup-

plémentaires pour ^, par exemple continuité des dérivées premières,

« condition de Hölder », conditions plus générales de Petrini ( ' ) , le
Qi V à1 V

potentiel admettra des dérivées -y-̂ > -yr et Ton aura

AV = ^ ? -+- ïÇ-? = - 2
âx1 dy1

Afin de pouvoir utiliser cette formule de Poisson sans autre hypothèse
que la continuité pour ^, on peut songer à employer un « laplacien
généralisé ». Rappelons que, pour des fonctions continues u sur un
domaine ù, satisfaisant à certaines conditions plus larges que l'exis-
tence de -T-̂ t -T-^J mais remplies en particulier par les fonctions harmo-
niques et les potentiels logarithmiques à densité continue sur £2, il est
possible de définir des opérateurs locaux appelés laplaciens généralisés
qui déterminent la fonction Au sur ù et jouissent des propriétés sui-
vantes (2) :

i° Si u admet des dérivées -p^> -^t le Au coïncide avec leur somme
()x- dy1

(laplacien ordinaire), ce qui entraîne que pour une fonction harmo-
nique au sens classique? il existe et soit nul;

2° Si M, 9 possèdent ce laplacien généralisé, hu + kv(hfk const.)
l'admettent et

A(hu--h kv) = h Au -h À'AP;

3° Si u admet un maximum en un point, on aura en ce point Au<o;
4° La formule de Poisson est valable, c'est-à-dire que si ty(M) est

(*) Voir PETRINÏ, Acta math.y t. 31, 1908, et Journal de Lïouville, 1909. Il y
démontre aussi la validité de la formule de Poisson pour une densité seulement
continue, avec une définition convenablement étendue du laplacien, mais qui ne
rentre peut-être pas d'ailleurs dans la classe de celles qu'on va considérer.

(*) Voir le Mémorial des Sciences mathématiques, fa se. XI (Bouligand),
p. 3 ,4, i3.
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continue sur £2
( i )

Y étant un cercle complètement intérieur à Ü et M intérieur à y.

Un exemple de tel laplacien est celui de M. Zaremba défini, en pre-
nant deux axes de coordonnées rectangulaires, par

II est évident que les conditions 20 et 3° sont remplies; quanta la pre-
mière il suffit de savoir que si une fonction e (a?) admet une dérivée
seconde ordinaire - j-^ , elle admet aussi une dérivée seconde directe

y v(x -\- h) -h v(a; —• h) — 2v(x)

égale à l'autre ( ' ) ; quant à l'existence de ce laplacien pour le poten-
tiel logarithmique à densité continue et la condition 4°, assez difficiles
à établir, je renverrai au Mémoire où M. Zaremba a introduit son
laplacien généralisé (2).

Par un raisonnement très simple de M. Zaremba on peut voir que
tout laplacien généralisé répondant aux conditions précédentes est tel
que si Au existe et est nul dans un domaine o>, u y est harmonique au
sens classique (3).

J'ajouterai que si une fonction admet un certain laplacien géné-
ralisé Aou qui soit continu sur u>? tous les laplaciens généralisés
possibles y existeront et seront égaux au précédent. Cela résulte
aussitôt du fait que

(1) Cela résulte aussitôt de la formule de Cauchy qui généralise celle des
accroissements finis (voir DE LA. VALLÈB POUSSIN, Cours d'Analyse, t. II, 2e édi-
tion, 1912, p. 170, ou 6e édition, p. 120). Voir aussi WILKOSZ, C. B. Acad. Se,
t. 17k, 1922, p. 435.

(2) B. di Palermo, t. XIX, 190D, p. 1^2.
(3) B. di Palermo, t. XIX, p. 147. Voir aussi Mémorial, XI, p. i3 .

THESE BR13L0T. 2
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est harmonique à l'intérieur du cercle y, lui-même complètement
intérieur à oo.

2. En vue des applications, on s'assurera d'abord immédiatement,
par une approximation des fonctions ( ' ) , que les formules classiques
de Green comme

? — o

sont valables pour des f onctions continues possédant un laplacien géné-
ralisé continu dans un domaine D, où D est complètement intérieur.

Dans le même ordre d'idées, étendons la formule classique de trans-
formation du laplacien par une correspondance conforme (M, M')-

Si u'(M') = M(M) sont douées de dérivées secondes continues au
voisinage de Mo, M'o, on sait que dans ce voisinage, À'désignant le
laplacien d'une fonction de M', on a

où p(M') est le rapport positif et fini -— relatif à la transformation

conforme.
Je vais montrer, en supposant seulement «(M) continue et douée

de laplacien généralisé continu au voisinage de Mo? que H'(M'O) admettra
au voisinage de M'o un laplacien généralisé continu donné par la for-
mule précédente (3) (3) .

Au voisinage de Mo

H(M) étant une fonction harmonique à l'intérieur du petit cercle y de
centre Mo. Posant

i1) Voir ma Note {loc. cit.) R. dei Lincei, vol. XI, ig3o, p. 376.
(2) II suffit que le contour soit formé d'un nombre fini d'arcs à tangente con-

tinue f deux quelconques ne pouvant avoir de point commun en dehors des
extrémités.

(3) Je vais adpater u*o raisonnement que ma communiqué M. Bouligand dans
le cas plus simple de l'inversion dans l'espace.
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il suffira de prouver que <]/(M') admet tout laplacien généralisé à l'in-
térieur de Y et que

A'|/(M')

Désignons par 0(M', P') le rapport ^=p-

Alors en passant pour l'intégrale ƒ ƒ du domaine d'intégration y au

domaine transformé -y', il vient

en considérant [A«(P)J comme fonction de P'.
La démonstration sera achevée si Ton établit que le second terme

ffflog9(M',

est une fonction harmonique. Mais cela résultera du fait que log8(M', P')
est une fonction d'ailleurs symétrique, continue de l'ensemble des
deux points, et harmonique par rapport à chacun d'eux, même quand
le point variable vient coïncider avec le point fixé. Or d'après la
relation

PO = log^, - l o g ^

et la conservation de l'harmonicité par transformation conforme, l'har-
monicité est évidente quand M' et P' sont distincts. On complétera
-aussitôt en utilisant la propriété bien connue et qui remonte à
Sch\varz(1) qu'une fonction bornée et harmonique au voisinage d'un
point sauf peut-être en ce point, peut y être définie de façon à y être
également harmonique. En effet G(M', P') lorsque M'->* P' fixé, tend

(*) SCHWÀRZ, Journal de Crelle, vol. 74, 1872, p . 262. On trouvera plus loin
(Chap. Il, n° 1) une démonstration très simple de MM. Zaremba-Lebesgue.
bailleurs ce théorème rentre dans le « principe des singularités positives » de
M. Picard {voir plus loin, Chap. III, n° 2).



vers v/p(P') positif et fini. Le théorème est donc établi et dans le cas
de Vinversion OM. OM' = i on aura

Oi\r

donc

OM'

3. Considérons l'équation plus générale que Au — eu

(4) AM=F(M;O?,J ) ,

où le second membre est fonction continue de l'ensemble des trois
variables, u étant quelconque et le point M (a?, y) dans un domaine ii.
Je dirai que u fonction continue de M sur un domaine co de ù est sur ce
domaine intégrale (généralisée) de Véquation (4), s^il existe sur co un
laplacien généralisé Au égal à F(w; ce, y). Alors tous les laplaciens
répondant aux conditions précitées existeront pour u et auront même
valeur sur w; et la fonction

sera harmonique à l'intérieur du cercle y arbitraire complètement inté-
rieur à co. Réciproquement si M, continue de M sur w? est telle que, à
l'intérieur de tout cercle y complètement intérieur à co, E soit har-
monique, u admettra sur a> tous les laplaciens généralisés; et ils
seront en chaque point égaux à la fonction continue F[u(M); M],

Ainsi la définition de l'intégrale généralisée^ basée sur l'existence
d'un lapiacien généralisé, coïncide avec la suivante : u est intégrale suru
si, à l'intérieur de tout cercle y complètement intérieures, la fonction E
est harmonique.

Observons maintenant que le ƒ ƒ de l'expression E admet partout
dans co des dérivées premières continues, qui s'obtiennent par déri-
vation sous le signe f f . Donc toute intégrale de (4) au sens généralisé
adopté admet des dérivées premières continues. Si maintenant
F(w; x, y) admet des dérivées partielles premières continues, on voit
que toute intégrale de (4) admettra toutes ses dérivées secondes
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continues; donc elle sera intégrale au sens ordinal?e, en entendant par là
qu'elle a ses dérivées secondes continues et que le laplacien ordinaire
est égal à F(M; M). Et cela subsisterait d'ailleurs avec des conditions
sur F plus larges que les précédentes.

Je donnerai encore une autre définition équivalente, et très impor-
tante, de Vintégrale généralisée; il faut et suffit, que sur oo? u admette
des dérivées partielles premières continues et que pour tout cercle y0

complètement intérieur, on ait

ƒ
circonf. Yo—ext

Cette condition est nécessaire/Prenons en effet l'expression E relative
à un cercle y contenant y0 ou à y0 lui-même ; vu l'harmonicité à l'inté-
rieur, on aura

dE

d'autre part, par des opérations faciles à justifier (1)

=r-27T f f¥(u(P);P)daP,

d'où la condition annoncée.
Elle est suffisante car elle entraîne pour l'expression E relative à y

quelconque, et qui aura des dérivées premières continues, la propriété

r
I -y- ds =

d

(1) On pourra isoler la circonférence y0 par un voisinage en couronne, puis

après des opérations valables dans des conditions ordinaires sous le signe I ƒ ,

passer à la limite.
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pour tout cercle y0 contenu dans y, en vertu de la dernière égalité.
Il en résulte, d'après un théorème de Bocher-Kœbe (1) que E est

harmonique à l'intérieur de y. c. Q. F. D.
Ainsi la dernière équation intégrale locale équivaut à l'équation

prise au sens généralisée; elle est plus générale que l'équation aux
dérivées partielles prise au sens ordinaire. Nous adoptons ainsi tout à
fait un point de vue de Bocher sur le remplacement d'équations aux
dérivées partielles par des équations intégrales (2). J'insiste pour le
cas de F = cu(c>o) sur la signification évidente de Viquation inté-
grale locale (5) dans l'interprétation calorifique ; c'est cette équation (5)
qui traduit directement le phénomène d'équilibre thermique et c'est
d'elle qu'on tire, moyennant l'hypothèse supplémentaire des dérivées
secondes continues de u, hypothèse en fait inutile, l'équation aux
dérivées partielles prise au sens ordinaire.

4. Les considérations de ce paragraphe I s'étendent aussitôt au cas

de l'espace à n^> 2 dimensions. On remplacera seulement log^

par \ „ et dans la formule de Poisson le coefficient 2 n par (n — 2)sn

sn étant la surface de la sphère unité. Toutefois en ce qui concerne la
transformation du laplacien par transformation conforme, ce qui pré-
cède ne peut s'étendre que pour le cas de la similitude; mais pour
\'im>ersion, on peut établir la transformation de Lord Kelvin

O M . O M ' = i , r
/ ( M ' ) i l

OM'

par une démonstration, de principe analogue à celle donnée plus haut,
un peu plus simple, et qui m'avait été communiquée par M. Bouligand.

(1) Si, sur un domaine, une fonction y(u) possède des dérivées premières

continues et satisfait pour toute circonférence y à la condition / -—- ds = o* © est
F ' X dn

harmonique (voir références et démonstration dans l'Ouvrage de M. KEÏXOG,

Foundations of Potential Theory (Berlin, 1929), p. 227).
(2) Voir par exemple EVANS, The Cambridge Colloquium, 1916, p. 76.
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II. — Propriétés d'impossibilité de certains extrema des intégrales
et conséquences immédiates.

5. On connaît depuis longtemps des propriétés de cette nature pour
les intégrales d'équations de type elliptique, avec des coefficients soit
analytiques (Picard), soit seulement continus (Paraf) ( ' ). Prenons par
exemple l'équation Au = eu où c est continu sur un domaine o>. En
supposant c > o , M. Paraf montre l'impossibilité pour une intégrale
(et le raisonnement vaut au sens généralisé de l'intégrale) d'avoir un
maximum en un point Mo de (o où elle est positive; il suffît de voir
que Au doit être <o en ce point tandis que eu y est > o. On voit le
rôle essentiel des hypothèses e ̂ > o, w(M0) > o ; et pourtant le résultat
subsiste sous les hypothèses c>o, «(M0)^o, le cas u = const. étant
excepté. M. Lichtenstein a fait dans cet ordre d'idées et pour des équa-
tions plus générales, des remarques qui lui ont permis d'étendre des
travaux de M. Picard basés sur les seuls théorèmes de Paraf. Mais il a
toujours pris d'ailleurs le laplacien dans son sens classique.

Rappelons et précisons quelques théorèmes d'impossibité d'extrema
valables dans l'espace à n dimensions (2).

6. Considérons l'équation

(6) àu = cu + f ( c ^ o ) ,

où les fonctions e et ƒ sont continues sur un domaine o>, c étant essen-
tiellement >o.

Pour toute intégrale généralisée il y a impossibilité d'un maxi-
mum > o en un point Mo dans le voisinage duquel : i° u n'est pas
constante; 2°/>o; ou bien d'un minimum <<o en changeant la condi-

( l) Voir PICARD, Journal de VÉcole Polytechnique, 1890, et Traité d*Ana-
lyse, t. II, Chap. I, § 1IL

(-) Au cours de l'impression, je ne puis que signaler, suivant l'aimable indi-
cation de M. E. Schmidt, la Xote récente et très simple sur ce sujet de
M. E. HOPF [Sitz. der Pr. Ak. der W. (1927)], Elementare Berner kun gen....
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tion f^o en / S o (1 ). Soulignons pour le seul cas de l'équation

(7) &u = cu

les conséquences importantes qui suivent :
, Si sur un domaine co l'intégrale u n'est pas partout constante, il ne

peut ir ^voir de maximum > o o u de minimum < o; sinon on pourrait
trouver un point où cette propriété existerait et pour lequel u ne serait
pas constante au voisinage. Ainsi, hors le cas a —const. sur o>,
u n'atteint pas sur œ sa borne supérieure si celle-ci est > o, ou sa
borne inférieure si celle-ci est < o .

Par suite si u considérée sur un domaine borné ù prend (2) sur la
frontière 2, en chaque point, une valeur nulle ou d'un signe déter-
miné, u sera nulle ou de ce signe sur Q; et si elle prend en chaque
point de 2 une valeur de module <|x, on aura sur Q. |w|<[i., et
même | a j <^ \t* si u n'est pas constante sur ù.

En conséquence il ne peut y avoir deux intégrales distinctes de (6)
ou (7) prenant la même valeur déterminée finie en tout point de la
frontière d'un domaine borné considéré.

Considérons maintenant sur û les fonctions continues ui9 u^ telles que:

1° A t ó = C M ( C > o )
(<~i<<%; <"i, f-, continues sur il);

20 «,, ?/2 prennent en tout point de la frontière 2 des valeurs finies
satisfaisant à

Ui ̂  o et ^ 2 ^ u{.

Sous ces conditions on aura sur Q

M j ^ o e t 11%^ ax.

(J) J'en ai donné une démonstration dans une Note des Lincei {vol. XI, 1980.
p. 873), puis dans la Note de Y ht. Lombardo {loc. cit.); je me suis aperçu
ensuite qu'elle était la particularisation de celle qu'avait faite M. Lichtenstein
pour l'équation linéaire générale (Encjklopddie, loc. cit.^ p. i3oo,, Fussnote73).

La même démonstration fournirait des propriétés analogues pour Féquation
àu = F(u, M).

(2) Dire que u définie sur un domaine prend une valeur X (sous-entendue
« déterminée ») en un point Mo de la frontière, c'est-à-dire que u ->• A quand M,
sur le domaine, tend de façon arbitraire vers Mo, c'est-à-dire quand JMM0->o.
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En effet, l'impossibilité d'un minimum <^ o pour uA impose
bien Wi>o; mais alors

OÙ

et l'impossibilité d'un minimum < o pour M, — w2 impose bien u2^ui.
Par suite, si l'on remplace la condition 20 par celle qu'à la frontière

«i^o et 1 Ma I = " D

ces inégalités vaudront aussi à l'intérieur.

7. On verra que le théorème précédent s'étend en remplaçant

Ùnt1^= c\uL par Aw t = c1u1~
sr ƒ avec ƒ ^0 ,

et cela permet de compléter l'énoncé initial du n° 6; en montrant sous
les mêmes conditions la même impossibilité pour un maximum nul, ou
ce qui revient au même, que pour toute intégrale (généralisée)
de Au = eu -4- ƒ (c>o), il y a impossibilité d'un minimum nul en tout
point Mo dans le voisinage duquel u n est pas partout nul et f est <o (').

.Soulignons l'impossibilité d'un eœtremum nul pour toute intégrale
(11 = o excepté) de l'équation homogène (7) et complétons les énoncés
de la fin du n° 6.

Une intégrale >o sur un domaine est partout nulle ou partout > o,
sinon on pourrait trouver un point où elle aurait un minimum nul
sans être nulle au voisinage.

Donc si une intégrale sur un domaine prend une valeur déter-
minée >o en tout point de la frontière, elle sera positive en tout point
du domaine, dès qu'elle ne sera pas nulle sur toute la frontière.

Dans le dernier énoncé du n° 6 supposons uK non partout nulle sur S,
donc ^>o sur (i. Alors, si l'égalité M , = u2 a lieu en un point du
domaine, elle aura lieu partout et d'après l'équation

(1) J'en ai donné une démonstration (/?. Ist. Lomb.% loc. cit., n°4-). M. Lich-

tenstein avait déjà indiqué la propriété pour l'équation Lu -h a-? (- b -r— ~ cu^

par une méthode toute différente valable sans hypothèse sur le signe de c
(i?. di Palermo, t. 33, 1912, p. 210).

THESE RRELOT.
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on aura ci = c2 sur Q. En conséquence il suffira qu'en un seul point
de £ on ait u2 <^ u^ ou bien qu'en un point du domaine on ait c, <̂  ca

pour que en tout point du domaine */2< u{.
Observons encore pour la suite que, sans hypothèse à la frontière,

sous les conditions
i<<% (et non c« = c*),

alors, si Y un de ui9 IU est ^> o, on aura partout &3< */,.

III. — Le problème de Dirichlet relatif à Féquation

Quelques propriétés de la solution. Fonction de Green généralisée.

8. Le problème de Dirichlet classique Œ> pour un domaine borné Q
de frontière 2 consiste à trouver une fonction harmonique sur Ü et
qui prenne des valeurs données en distribution continue sur Z.

On a un problème plus général (û)c) en remplaçant la condition
d'harmonicité par la condition (7), c étant >o et continue sur le
domaine. De même que pour le premier, il n'y a pas toujours de solu-
tion sous les seules hypothèses faites; mais nous savons d'après le
n° 6 qu'il ne saurait y avoir deux solutions distinctes.

Restreignons les hypothèses pour avoir dès maintenant un cas
simple où il y ait une solution. Nous prendrons, comme domaine, un
domaine borné pour lequel le problème de Dirichlet harmonique soit
possible, quelle que soit la distribution continue donnée sur Z ou,
comme nous dirons, un domaine (de type) D/, ; il jouit de la propriété
suivante, conséquence de traxaux modernes sur le problème de Diri-
chlet : ôtons-en un domaine fermé complètement intérieur et d'exté-
rieur connexe tel que, si on le supprime d'un cercle (ou sphère) où il est
complètement intérieur, il reste un domaine D/t; alors il restera aussi
un domaine Bh dans 1 opération proposée.

Supposons d'autre part sur c(M) qu'il soit borné sur le domaine
considéré Q. Alors h(M) étant la solution harmonique pour une dis-
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tribution donnée sur 2, et G(M, P) la fonction de Green de ù ( ' ) , la
recherche d'une solution u du problème (Ö3C) équivaut à la résolution
de l'équation du type de Fredholm,

(8) M ( M ) + — f f G(M, P)c(P)«(P)rf<jjp=A(M)

(cas du plan mais équation analogue pour l'espace) où u est continue
et bornée.

Je renvoie pour cela à l'Ouvrage de M. Picard (p. 129) dont les
raisonnements peuvent s'étendre aussitôt avec les hypothèses que
nous avons adoptées.

Remarquons que l'équation sans second membre ne peut avoir de
solution non nulle; sinon ce serait une solution du problème de
Dirichlet non nulle partout mais nulle à la frontière. 11 en résulte que
la théorie de Fredholm dont on sait maintenant que les théorèmes
fondamentaux sont valables pour (8) et nos hypothèses, fournit une
solution du problème. Il suffirait d'ailleurs d'utiliser cette théorie
lorsque ù est un quadrillage (ou polycubique) car un passage à la
limite permet de passer de là au cas général.

9. D'ailleurs on peut se passer de la théorie de Fredholm et traiter
le problème précédent par des méthodes antérieures au développe-
ment de la théorie des équations intégrales. Je renvoie à leur exposé
au Chapitre IX de l'Ouvrage de M. Picard. Une première méthode due

(*) Voir, pour ses propriétés, l'Ouvrage de M. Picard (Chap. VIII) et pour
le théorème de symétrie, l'Ouvrage de M. Keilog (p. 238). Soit

Je souligne pour w(M, P) [M( lr, y)\ P(£, y)] que les dérivées de tous ordres
en x, y sont continues de (M, P) pour P sur le domaine fermé et M au voisinage
de tout point intérieur; d'après cela, ^ étant continue et bornée sur £2, on

pourra dériver sous le signe ƒ / Texpression / / w(M, P)^(P)âkr P ; d'où

résulte Yharmonicité de cette expression.
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à M. Picard (1) consiste à partir d'un domaine assez petit pour que
réussisse un procédé de résolution par approximations successives
{voir p. i33) et à l'agrandir progressivement jusqu'au domaine pro-
posé grâce à l'emploi d'un procédé alterné (voir p. \l\\)\ les hypo-
thèses sont plus restreintes que les nôtres, mais on pourrait adapter
les raisonnements à notre cas; en particulier on fait tout de suite
l'extension c > o en c>o (3) ; pour la seconde méthode exposée (3)
(p. i5o) l'adaptation est immédiate, les difficultés venant de la géné-
ralité du domaine disparaissant parce qu'on raisonne toujours sur le
domaine proposé; et c'est sur l'équation qu'on fait des modifications
successives par l'introduction d'un paramètre (*).

Ainsi, sans la théorie de Fredholm, on peut établir la résolubilité du
problème (Dc pour l'équation (7) et un domaine Dh, c étant supposé
borné et quelle que soit la distribution continue donnée. Étudions la
solution de ce problème.

4 0. A une combinaison linéaire homogène de deux distributions
sur la frontière X, correspond la solution obtenue par la même com-
binaison des solutions. Autrement dit la solution est une fonctionnelle
linéaire de la distribution donnée.

(*) Acta math.) t. 12, 1888, où est le premier des nombreux travaux de
M. Picard sur les équations du second ordre. Schwarz avait bien étudié aupara-
vant (Acta Soc. Foen., t. 15) Féquation Aw — eu, mais pour c < 0.

(-) Cette extension de c > o en c^o est immédiate pour le lemme fonda-
mental (loc. cit., p. i3o,) relatif à un domaine à deux contours au moins. Avec
une seule courbe limitante, le lemme n^st plus exact pour le cas harmonique ;
mais M. Picard a fait remarquer qu'il Test dans le cas c >> o (p. i45). Grâce
aux nos 6 et 7, on verra que cela s'étend à l'hypothèse où c est ^ o et non par-
tout nul sur le domaine,

(3) Méthode de prolongement analytique donnée pour un type d'équation
plus général non linéaire, par M. Le Roy dans sa Thèse (Annales de PÉcole
Normale, t. 14, 1897, P- 4^2-462).

(*) On peut poursuivre ce genre d'extension des travaux de M. Picard; ainsi
dans Fétude de AM = F ( M ; X, y) (Chap. IX, §111) on peut remplacer l'hypo-
thèse fondamentale F^ >> o par ¥'u ^ o tout comme dans le cas F = eu ; de même
au Chapitre X aussi bien pour les problèmes plans que gauches, on peut changer
l'hypothèse c > o e n c ^ o , à condition seulement que, pour les problèmes sans
solution harmonique, c ne soit pas partout nul.
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Elle est >o si celle-ci >o et même alors soit partout nulle, soit par-
tout > o {voir § II). Toute distribution peut être considérée avec
grand arbitraire comme la différence de deux distributions >o; de
sorte que toute solution est, soit ^> o, soit la différence de deux solu-
tions ^>o, ce qui sera utilisé très souvent. On sait d'après le para-
graphe II comparer deux solutions ]> o relativement aux distributions
données, et aussi aux fonctions c.

On voit aussitôt que si une distribution varie infiniment peu, il en
est de même de la solution, puisque le module de la différence de
deux solutions est au plus égale à son maximum sur 2. Autrement
dit en prenant comme « distance » de deux distributions le maximum
du module de la différence en un point, la solution est une fonction-
nelle continue de la distribution, et cela uniformément sur le domaine,
avec uniformité encore par rapport à c.

C'est aussi une fonctionnelle continue du coefficient c, uniformé-
ment sur le domaine, même, dans le cas du plan, en prenant comme

« distance » de deux f onctions c, c, et c2 la valeur1/ j i (jcA — c^yda.

Fixons une distribution donnée quelconque de module maximum fx.
Soient uif u2 les solutions correspondant a cx et c3. La diffé-
rence u} — u2 s'annule sur la frontière et satisfait à

A ( W i ~ M 2 ) = £ ! ( « ! — II») - h (Ct— C u ) W 2 .

Comparons-la avec la fonction > o

v=±- f flx\(

nulle sur 2, intégrale de

On voit que

+ (CL— <7,)«2 - f - | Ci— C, | /JL,

et comme
(Ci

donc
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la fonction uh — u2 — 9 nulle sur S ne peut prendre de valeurs ^>o
sur £1 sinon elle admettrait en un point un maximum ^>o sans être
constante au voisinage. Donc

En considérant de la même façon u2 — ui — v, il viendrait

H*, — U1 — 9 < O.

Donc

ou

et, par suite, d'après une inégalité de Schwarz bien connue,

et comme ƒ ƒ [G(M, P)]2 rfcip est une fonction de M bornée sur û ( ' ) ,

on conclut à la formule très importante, pour la variation ou corres-
pondant a oc1

(10) 1<^1SA4/ f f {àcy-da (A>o) ,

où A ne dépendant que du domaine et la distribution sur S
de c, est même le produit d'une constante attachée au domaine par la
borne \J. de la distribution.

Cette formule (10) est plus précise que la continuité annoncée : on
en déduit
(10') |3tf | ^

où B est une constante analogue à A.

( l) En considérant le cercle de centre un point quelconque de 12 et de rayon
égal au diamètre D de £2, on voit qu'une limite supérieure de l'expression

Dg q p p

/

D / DY2

rf log — ) dr. D'ailleurs l'expression est continue de M sur 2 et, en rai-
sonnant comme pour / / Gda, on verrait qu'elle s'annule sur 1.
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Cela se déduit directement d'ailleurs de (9) et démontre la conti-
nuité de la fonctionnelle quand on prend comme distance de deux c,
max \8c\, ce qui est bien moins général que le premier énoncé.

Lorsqu'on impose à c d'être borné par un nombre K, on peut établir la
continuité de la fonctionnelle u de c, encore uniformément sur le
domaine, dans un sens plus étendu que les précédents, en prenant

comme « distance » de deux c, / / j oc | da, c'est-à-dire que

(10") |««|->o avec f f\Sc\d<r.

Cela se déduit facilement de la formule (9) en isolant le point M infini
de G pour l'intégration ; et Ton voit que cette propriété de continuité

entraîne celle qui correspond à la distancée / ƒ / | oc|2 da, mais avec

les c bornés ; il suffit de remarquer que

Montrons enfin que, pour une distribution donnée^ lorsque c tend uni-
formément vers •+- 00, la solution tend vers zéro uniformément sur tout
domaine complètement intérieur. Il suffit de le voir pour une distribu-
tion >o et un coefficient c = const. &> 0.

Mais alors d'après l'équation

, P) u(P)d<7P=h(M)

[où h(M) est la solution harmonique fixe >o],

k ƒ ƒ G(M, P)u(V)d<jv

est borné, donc
G(M, P ) w ( P ) d<7p->- o avec •=-•Lu

II en résulte que par tout domaine co complètement intérieur,

u(P) de?->- o avec -
K
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(c'est-à-dire que, sur tu, u tend vers zéro en moyenne). Montrons
que u -> o en tout point. Si en efï'et M(M0) restait supérieur à z ̂ > o, il
en serait de même de la valeur moyenne sur toute circonférence y de
centre Mo puisque cette valeur moyenne est la valeur en Mo de la fonc-
tion harmonique à l'intérieur de y et prenant sur y les mêmes valeurs
que u; on en déduirait bien aisément que la valeur moyenne dans
Vaire d'un cercle de centre Mo resterait supérieure à i quand k -> -f- oo.
D'où la contradiction. Ainsi u -> o en tout point avec | - Et comme
u décroît quand k croît, il résulte d'un théorème aisé de Dini (*) que
u tendra vers zéro avec ,- uniformément sur tout domaine complètement
intérieur a Q.

i 1. Parlons maintenant de l'allure des dérivées premières de la solu-
tion au voisinage de la frontière 2.

Prenons d'abord (dans le plan) le cas simple d'une portion de 2
formée d'un arc analytique sur lequel la solution prend des valeurs en
succession analytique. On peut alors prolonger la fonction à travers
Varc de telle sorte quHl y ait des délavées premières continues au voisi-
nage bilatéral; c'est ce qu'établit un raisonnement très simple de
M. Picard (2) à l'aide d'une transformation conforme.

Mais on peut aller beaucoup plus loin en utilisant des résultats tout
à fait récents sur lesquels M. Lichtenstein a eu l'amabilité de me
mettre au courant.

Tout d'abord rappelons un théorème de Dini (:i ) : Considérons sur
un domaine borné ù une fonction ^(P) bornée, et continue (ou
même simplement intégrable). Le potentiel

admet des dérivées premières partout continues et qui, dans toute

(') Si sur un domaine borné fermé, une suite de fonctions continues est en
chaque point non croissante et tendant vers zéro, il y a convergence uniforme
vers zéro. Démonstration facile par Fabsurde.

(2) Journal de Lioavilie, 1900, p. I 3 O - I 3 2 .

(3) Acta. math., t. 25, 1902, p. 191-197.
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région bornée du plan satisfont à une condition de IJölder

À M, M2 (A, À constantes > o, A arbitraire < i ) .
{ou 3 ) {ou y)

On verra aisément que sur un arc de courbe possédant une cour-

bure (finie) continue, V admet une dérivée tangentielle -p qui satis-

fait à une condition de Hölder avec le même exposant X.
Considérons maintenant une courbe de Jordan simple à courbure

finie et continue, et, sur elle, une distribution de valeurs, continue et
admettant sur une portion a{3 de la courbe une dérivée par rapport à
l'arc s satisfaisant à une condition de Hölder avec un certain expo-
sant X. Il résulte d'un Mémoire récent de M. J. Schauder (1) que la
solution W dû problème de Dirichlet classique harmonique admet
des dérivées premières qui prennent des valeurs finies déterminées en
tout point de ap (extrémités exclues) avec continuité sur Tare. En
tout point de a[3 (extrémités exclues), il y aura donc une dérivée de W
dans toute direction non tangente (2); en particulier il y aura une
dérivée normale continue de s qui sera la limite, d'ailleurs avec uni-
formité sur tout arc complètement intérieur à aj3, de la dérivée dans
la même direction, en un point infiniment voisin sur la normale.

Revenons maintenant à la solution u de notre problème, intégrale
de (7) et supposons qu'une portion de la frontière soit un arc ap à cour-
bure {fitnie) continue et que la distribution donnée sur cet arc admette

sur tout arc «7M (̂  complètement intérieur, une dérivée de la longueur s de

(1) Math. Zeitsclirift, IO,3I, Bd 33, Potenlial theoretische Untersuchungen,
S. 602-6405 M. Schauder se place dans Tespace à trois dimensions, mais tout
s'applique immédiatement au cas du plan. Il étudie d'abord le potentiel de
double couche, puis, grâce à une équation de Fredhoîm, passe au problème de
Dirichlet. Voir aussi LICHTENSTEIN. Berichte der Scich. Ak. der W. 72 (ig3i),
Ueber einige Hilfsatze der Potentiallheorie.

Je suppose dans le texte qu'il y a une courbure finie continue; on peut être
un peu plus général en introduisant une condition de lloïder pour la tangente.

(2) Cela résulte de la formule des accroissements finis qui ne suppose l'exis-
tence de la dérivée qu'à rintérieur de l'intervalle. On en déduit que si la dérivée
a une limite à une extrémité, elle existe en ce point et est égale à cette limite.

THESE BRELOT.
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Vare qui satisfasse à une condition du type de Hölder. Alors, on peut
affirmer que les dérivées premières de u prendront des valeurs déterminées

finies en tout point de a (3 (extrémités exclues) avec continuité au voi-
sinage, d'où il suit, comme plus haut, les propriétés de dérivation à la
frontière, en particulier pour la direction normale.

En effet joignons deux points a2, (3a intérieurs à ap par un arc tracé

sur le domaine, de façon à former avec a2i32 de la frontière, une
courbe simple de Jordan F à courbure continue. Si G est le domaine
délimité,

est harmonique sur o et prend sur V des valeurs formant une distribu-
tion continue; mais celle-ci, d'après le théorème de Dini, admettra le

long de a2[32 une dérivée en s satisfaisant à une condition de Hölder
(l'exposant étant le plus petit des deux qui correspondent aux valeurs

prises respectivement par u et par ^- j V Mais alors, d'après les

résultats de M. Schauder, cette fonction harmonique et par suite
u admettront des dérivées sur G, prenant des valeurs en tout point
de a2j32 (extrémités exclues) avec continuité. D'où le théorème
annoncé.

Il nous sera particulièrement utile de connaître l'existence d'une
dérivée normale définie directement sur la frontière et de savoir qu'elle
est égale à la limite de la dérivée dans le sens de la normale en
un point intérieur voisin, ceci ayant lieu uniformément sur tout arc

complètement intérieur à a(3. Utilisons cela dès maintenant : suppo-
sons la frontière 2 formée d'un nombre fini de courbes de Jordan
simples sans point commun, à courbure continue et supposons aussi
que la distribution sur 2 admette une dérivée en s satisfaisant à une
condition de Hölder. Traçons alors des courbes parallèles à celles de
la frontière, sur l'intérieur de Q et à la distance z assez petite. On
délimite ainsi un domaine Lïz de frontière ££ et l'on aura

I I Au d<s) -f- ƒ ——^As'™ o o u / -7— as = — I ƒ cuda.
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En faisant tendre z vers zéro, il vient alors

f w / 5 n - I / eu da.

Donnons un cas (Vapplication important du théorème fondamental
sur les dérivées à la frontière. Supposons qu'on trace sur un domaine
(Texistence to de Vintègrale u de (i) un arc à courbure continue.
Comme

est harmonique sur «o, elle prendra sur Taro considéré des valeurs
formant une distribution douée de dérivées secondes continues de

Tare s\ d'autre part la fonction — II prend le long de Tare des

valeurs dont la distribution admet une dérivée en s satisfaisant à une
condition de Hölder (théorème de Dini); donc u jouira de la même
propriété. Par suite toute fonction continue sur Parc et Vun des voisi-
nages, prenant sur Varc les valeurs de u, enfin intégrale de (7) sur le
voisinage considéré (arc exclu), jouira le long de Varc des propriétés
de dérivation expliquées.

On pourrait développer toute cette étude et considérer par exemple
la dérivée normale comme fonctionnelle de la distribution et de c( M);
je m'en tiendrai à ajouter le théorème suivant :

Considérons une solution de notre problème de Dirichlet généralisé
pour une distribution >o, non partout nulle, mais nulle sur une por-
tion de la frontière formant un arc a(3 à courbure continue. Je vais
montrer que le long de oc*(3, la dérivée normale (donc aussi la dérivée
vers V'intérieur dans toute direction non tangente) est positive.

Il est évident qu'elle est >o. Montrons qu'elle e s t > o en tout
point P de Tare (extrémités exclues). Je vais me ramener à un cas
simple en faisant des transformations qui ne pourront que diminuer la
valeur de cette dérivée normale parce qu'elles diminueront l'intégrale.
D'abord on se ramènera au cas de c — h const. ^> o. Cela fait, prenons
sur la normale en P un point Po de Ü, assez voisin de P pour que PP0 soit
le minimum de la distance de Po à Zet traçons deux cercles de centre Po,
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l'un y, de rayon inférieur à P0P, l'autre ya assez grand pour con-
tenir ù. Soit [J. le minimum, qui est ^>o, de notre intégrale sur le
contour de y,. Il suffira de prouver que la solution v du problème de
Dirichlet pour (Q — y^ ) la valeur o sur S, la valeur \x sur la circonfé-
rence y n enfin pour l'équation Ap = £e, admet le long do a{3 une
dérivée normale positive. Or soit vA la solution du problème de Diri-
chlet pour la même équation, la couronne (y o y2), la valeur \x sur y,
et la valeur o sur y2. On voit aisément que vK est fonction de P0M seul
et fonction décroissante (4) de sorte que le maximum de t», sur 2 est
atteint au point P. Soit ca la solution du problème de Dirichlet pour la
même équation, le domaine (û — y<), les valeurs de e, sur Set la
valeur o sur la circonférence y,. On a sur (12— y,) : v= <\ — c2. Or
le maximum de pa étant atteint en P, la dérivée normale de r2 en P
sera <o; d'autre part, vu la décroissance de vx fonction de (P0M), la

dérivée en P de v{ dans le sens PP0 sera positive. D'où le théorème
annoncé pour v et l'intégrale u initiale (2).

Sous une autre forme : c(M) étant continu et borné sur un domaine,
voisinage (d'un certain côté) d\in arc à courbure continue, toute inté-
grale de (7), positive sur ce domaine et s'annulant sur Varc, admet le
long de Varc une dérivée normale positive.

4 2. Nous dirons qu'une intégrale u(x9y) sur <o, de l'équation

( 7 ) Aw = cii, r ^ o

admet en O de co une singularité logarithmique de valeur A, si u est
intégrale sur (co — 0) et de la forme A l o g r ^ H- V{*Z*, Y), OÙ V est tel

que >• o avec OM.

On peut se poser le problèmede la détermination d'une intégrale
de (7) ayant en 0 une singularité de valeur donnée et prenant les

(') En effet, si yp est un cercle concentrique compris entre y{ et yi} la valeur
de vx en un point intérieur à la couronne (yp, y2) est inférieure à la \aleur sur
la circonférence yp.

(-) Je me suis inspiré un peu ici d'un rai bonnement de M. Licbtenstein
(\o\r Math. Zeitschrift, 1921 , Bd J 1 , p , 3 1 9 ) .
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valeurs d'une distribution donnée continue sur la frontière S d'un
domaine Ü du type D/t (contenant 0) et sur lequel c est continu et
borné. C'est le problème de Dirichlet généralisé avec une singularité
logarithmique.

La méthode d'approximations successives de M. Picard (Ouvr., loc.
cit.9 p. 179-186) (M établit l'existence d'une telle intégrale avec un 9
admettant des dérivées premières continues en 0, lorsque c est assez
petit ou que dans la région de continuité de c, on prend un Ü entou-
rant 0 de mesure assez petite. La méthode s'applique même à un c de
signe quelconque. C'est au fond l'intégration d*une équation de Fred-
holm dans un cas particulier. Mais on peut, grâce à la théorie de
Fredholm, résoudre très simplement le problème proposé en montrant
l'existence et l'unicité de la solution (2) et l'on voitmême que v admet
des dérivées premières continues en 0 ; l'unicité entraîne que la diffé-
rence de deux intégrales admettant en 0 une singularité logarithmique
de même valeur puisse être définie en 0 de façon à être intégrale sans
singularité.

Quant au flux I ^~^s à travers une circonférence y de centre 0,

il tend vers 271À quand y se réduit à 0 ; cela peut s'étendre à une
courbe quelconque. Ajoutons que si ^(M) est continue au voisinage
deO,

*Ajrc. 7 int

Quant à la solution du problème comme fonctionnelle des données,
indiquons que pour une distribution >o et A > o , la solution, ^>o,

( l) L'indication de ce procédé remonte à une Note de J\J. Picard (Comptes
rendus, t. 130, 1900, p. i5o2), qui avait déjà auparavant (Comptes rendus,
t. 112, 1891, p. 686) abordé l'étude des singularités ponctuelles des intégrales
d'équations du type elliptique. Ce sont les premiers travaux sur le sujet.
Plusieurs auteurs s'en occupèrent ensuite (Picard, Hedrick, Holmgren, Hilbert,
Hadamard) pour des équations de types divers, généralement à coefficients
analytiques. Enfin en 1907, E.-E. Levî (7?. dl. Palermo, 1907) a traité Je pro-
blème dans le cas le plus général pour Féquation elliptique à n variables, en
se ramenant à une équation de Fredholm.

(5) Voir/?, /st. Lombardo, loc. cit., n° 13.
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diminue partout dès que A diminue ou que c augmente quelque part ;
et Ton pourra aussi étendre les formules (10), (10'), (10") ( ' ) .

On appelle fonction de Green généralisée Gt.(M, P) relative au
domaine Ü» de type D/l5 l'intégrale de (7) s'annulant k la frontière et
admettant au point P la singularité logarithmique de valeur -+• 1. Elle
existe et est unique et Ton peut démontrer qu'elle est symétrique (3)
en M, P. Elle est partout > o, et si une portion de la frontière est un
arc a courbure continue les dérivées y prendront des valeurs finies

déterminées avec continuité (voir n° I I ) ; la dérivée normale - ^ y
v ' an J

sera >̂ o.
Considérons un domaine ù limité par un certain nombre fini

de courbes de Jordan sans points communs à courbure continue : et
d'autre part une distribution continue (sur le contour Z) possédant
une dérivée en s (arc) vérifiant une condition de Hölder. Seit u la
solution du problème (c0t.) correspondant. Traçons des courbes
parallèles aux courbes limitantes de 2, à l'intérieur de 12 et à la dis-
tance £ assez petite. On obtient ainsi un domaine £2£ de contour S£ qui
contient le point P de <Q choisi à l'avance arbitrairement. Isolons P
par un petit cercle y de centre P et appliquons la formule de Green (2)
au domaine (ûs— y) et aux fonctions u et Gt.(M, P). Il vient

r ( dGc n du\ . r ( <r/G(. n du

•/̂ intV dïl dîli A in A (hl dtl

ce qui donne en réduisant y au point 0

(*) On se ramène au cas d'une distribution nulle et de À ~ - h 1. On reprendra
alors le raisonnement du n" 10, en remplaçant dans l'expression de la fonction-
auxiliaire e, la constante JJL par la fonction G(O, P).

D'autre pari, je signale pour tout cela la possibilité d'introduire de même un
nombre fini de singularités.

(2) On le démontrera d'abord dans le cas d'une frontière formée d'un nombre
fini de courbes de Jordan sans points communs et à courbure continue. On passe
ensuite à la limite au moyen d'une suite de tels domaines Sln tendant vers le
domaine général proposé £2, parce que la fonction Ĝ  relative à QH tend vers celle
qui est relative à îî (Voir R* Ist. Lombarde* ̂  loc. cit., § II),
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Faisons tendre E vers O ; il vient d'après les propriétés des dérivées
normales

Et il est immédiat que cette formule s'étend au cas d'une distribution
continue quelconque sur S, On peut en effet approcher d'aussi peu
qu'on veut les deux membres de l'égalité à établir par deux quantités
égales; il suffit d'approcher de moins de E arbitraire ^>o la distribu-
tion continue donnée par une autre satisfaisant aux conditions sous
lesquelles la formule ( n ) a été établie et d'y appliquer cette formule.

13. Il y a à signaler des différences assez importantes dans Vexten-
sion de ce qui précède au cas de l'espace à n dimensions. D'abord au
n° 10, si les formules (9), (10'), (10") s'étendent, le raisonnement
qui fait passer de (9) à (10) est encore valable pour n = 3, mais pas

au delà (/i>4) parce que ƒ [G(M, P)]aû?<r,i est infini dès que n>4;

ainsi la formule (10) est encore valable pour n = 3 ; mais il n'y a même
plus continuité uniforme sur û; de la fonctionnelle u de c, quand on

prend 4 / / (oc)~ do comme distance de deux c, dès que n^l\ ( f) .

Les développements du n° 11 peuvent s'étendre, étant mis à part le
raisonnement mentionné de M. Picard, en prenant des surfaces dont les
deux courbures sont continues. Il faut au contraire reprendre le n° 12.
On dira qu'une intégrale de (7) admet en 0 une singularité élémen-

(J) On raisonnera par l absurde en partant d'une solution u correspondant a

un certain c et par evemple positive au voisinage d'un point Mo. On fera aug-

menter c en ce \oisinage, de 8c tel que i / I (àcy da soit arbitrairement petit,

et Fon considérera u -h -. — r— / Grtt de = h] u restera > o au \oisinage

de Mo et Ion fera apparaître la contradiction en montrant qu^on peut choisir ôL de

façon que / =—- ô' dtj soit arbitrairement grand en même temps que

ƒ (dry d<j soit arbitrairement petit.
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taire de valeur A, si elle est intégrale sur le voisinage (to — 0) et de la

forme A o ^ ^ 5 -+• ̂  (^^> 2 ) °ù *' e s t tel que —• > ° avec OM.
0M«-3

Posons-nous le môme problème que plus haut»
Dans l'espace à trois dimensions, on pourra utiliser la méthode de

M. Picard ou le raisonnement simple auquel on a renvoyé et qui con-
duit à l'intégration d'une équation de Fredholm; t> admettra encore
des dérivées premières continues en 0.

Mais les raisonnements ne peuvent plus s'étendre au cas de n ̂ > 3,
car l'intégrale i =Jr— ^ daP est une fonction de M de l'ordre ( ')

de Q|V*;i_4 pour n > 4 ou log g^j pour n = 4, au lieu d'être bornée. Et
l'on s'assurera que v n'est plus nécessairement borné pour n^>3, en
étudiant le cas de Au = ku (£ = const.) et les intégrales fonctions
de r = OM seul ( a). E. E. Levi a pu se ramener cependant d'une autre
manière à une équation de Fredholm pour des équations plus géné-
rales (3); mais j'ai indiqué, pour le cas précis qui nous occupe, un
procédé de passage à la limite indépendant de la théorie de Fredholm
et qui montre que le problème proposé admet une solution unique (*);
c'est d'ailleurs un cas particulier d'une étude plus générale que nous
ferons au Chapitre III. Indiquons que les dérivées premières de 9 sont

telles que 0M"~2 —̂ tende vers zéro avec OM. On pourra enfin définir
la fonction de Green généralisée et étendre la formule (i i).

(1) Rappelons que dans l'espace à n dimensions ƒ dav ebt une
1 ^ A v J 0P a MPP

fonction de M telle que :

Si a -h (3 < /i, elle est bornée (et môme continue) au voisinage de O;

Si a -+- (3 = n, elle est de Tordre de log ^ | ;

Si a -h j3 > /Î . elle est de Tordre de log ( o g ft < n\.

Voir Note À (Hadamard) de l'Ouvrage de Heywood et Fréchel surTéquation
de Fredholm, et une reproduction dans le Cours d'Analyse de Goursat, t. III,
3e édition, p. 862.

(2) Pour tout cela, voir R. [st. Lornb., loc. cit., n° 15.
(3) Rend, di Palermo, 1907, p. 276.
C') R. Ist. Lombardo, loc. cit., n° 15.
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IV. — Propriétés des suites et familles d'intégrales de

( ? ) À« = ctf ;

c i o continu sur Q ouvert ( 4) .

14. On connait les deux théorèmes classiques de Harnack sur les
suites de fonctions harmoniques sur un domaine Iî que nous pren-
drons borné. Nous allons voir qu'ils s'étendent aux intégrales de (7).
Tout s'appliquera au cas de n dimensions, mais pour le langage, on se
placera dans le cas du plan.

D'abord, comme il est bien connu, une suite uniformément conver-
gente d'intégrales sur û converge vers une intégrale (2),

II suffit de voir que la limite v est intégrale sur un domaine quel-
conque co complètement intérieur. D'abord

(12) MM) = Wft+ 4 ƒ ƒ J o g E P c ( P ) ^ ( 1 > ) ^ p

sera harmonique sur to. Or on voit aisément que

ƒ flog~c(P)Uu(P)dcrP

tend pour n -+- 00 vers

et cela uniformément pour M sur co.
En effet si k est une limite supérieure de c sur to et (/. une limite

supérieure de l'ensemble des \uu\ sur co? enfin tn la borne supérieure

(1) On ne fait pas d'hypothèse sur l'allure de a au voisinage de la frontière.
(2) Une démonstration tout analogue à celle du texte établirait le même théo-

rème pour une équation À« = F(a , M) où F est continue de (M, M) et douée de
dF

dérivée -=- bornée pour a borné et M sur tout domaine complètement intérieur.

THESE BRBLOT.
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de \v— u„| sur co

et il suffit de remarquer que ƒ ƒ login-p dav est borné pour M sur to

par ƒ r logj r, D étant le diamètre de

Mais alors hn converge uniformément sur co vers une fonction néces-
sairement harmonique h de sorte que

harmonique surco.
Il s'ensuit que p est intégrale de (7) surco.
Pour le cas où u prend des valeurs déterminées finies sur la fron-

tière, il suffit de supposer que ces distributions convergent uniformé-
ment, en vertu du n° 6. Ajoutons au théorème bien connu qui précède
un complément important : on sait que dans le cas harmonique les
dérivées convergent vers les dérivées correspondantes des limites, uni-
formément sur tout domaine complètement intérieur (') De même pour

(*) II suffît de le voir pour un cercle y parce qu'on pourra couvrir un domaine
complètement intérieur par un nombre fini de cercles également complètement
intérieurs. Or prenons y^ concentrique un peu plus grand et ausbi complètement
intérieur et la formule de Poisson :

1

«„( \1)=—
qui donne, en dérivant,

âoc
comme II est borné dans y intérieur à yx. On en déduit que dans y :

dun _ âu,L
ôx âx

r

d'où résulte la convergence uniforme danb y de la série de fonctions harmo-

niques ~-z—; a ou la conclusion.
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les intégrales de (7), les dérivées premières de la suite uniformément con-
vergente u n convergent vers les dérivées correspondantes de la limite v>
uniformément sur tout domaine complètement intérieur.

Il suffît de le voir pour un cercle y complètement intérieur; y, étant
un cercle concentrique un peu plus grand et complètement intérieur,
reprenons pour y, l'équation (12) qui donne en dérivant par rapport à a;
par exemple

- ~ convergera vers y- uniformément sur y; comme en dérivant (i3)il

vient

il suffira de i/oir que

1tend vers

uniformément sur y ou même y!. Et cela résulte en raisonnant comme
plus haut, de ce que

f f —
est borné

15. Avant de chercher à étendre le second théorème de Harnack,
parlons un peu des familles d'intégrales.

On sait qu'une famille de fonctions harmoniques sur û , bornées en
module dans leur ensemble sur tout domaine complètement intérieur,
jouit de la propriété d'égale continuité^) sur tout domaine complète-

(J) Pour cette notion classique due à Ascoli, voir, par exemple, MONTEL, Leçons
sur les familles normales^ p. 27 (Paris, Gauthier-Villars, 1927),
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ment intérieur, comme cela résulte aussitôt de la formule classique de
l'intégrale de Poisson (* ).

Cela s'étend aussitôt aux intégrales de (7), c'est-à-dire qu'une
famille dJ intégrales bornées en module dans leur ensemble sur tout domaine
complètement intérieur jouit de la propriété dy égale continuité sur tout
domaine complètement intérieur (2).

Il suffît de le voir pour un cercle y complètement intérieur ; prenons
encore y, concentrique un peu plus grand, complètement intérieur;
u étant une intégrale quelconque de la famille, considérons

Cette expression définit une famille de fonctions harmoniques et
bornées dans leur ensemble sur l'intérieur de y, ; donc elle jouira delà
propriété d'égale continuité sur y. Il suffira donc pour achever de
prouver que la famille / f logrrpc(P)z/(P)t/aP est également con-
tinue sur y ou même y,. Or puisque

à loc
MP

dx ƒƒ
I

MP
à y

sont bornés sur yM les dérivées en œ, y des fonctions delà famille
seront bornées dans leur ensemble sur yf. Et cela suffit pour établir
Tégale continuité.

De l'égale continuité de la famille considérée des intégrales, on
déduira par des raisonnements bien connus basés sur le procédé dia-
gonal (3) que de toute suite appartenant à la famille on peut extraire

( ! ) li suffit de le voir pour un cercle y; prenons un cercle yL concentrique un
peu plus grand et complètement intérieur. Grâce à la formule de Poisson pour y,,

on verra que, dans leur ensemble.
du du

~dy
sont bornés sur y comme les a sur

la circonférence yt et cela suffit pour l'égale continuité de la famille, d'après la
formule des accroissements finis.

(â) Ce théorème s'étend, par la même démonstration, aux intégrales de
AM — F ( « , M) déjà considérée plus haut ( | F ' M | borné pour u borné et M sur
un domaine complètement intérieur).

(;î) Voir MONTEL, Leçons sur les familles normales, p. 23 à 27.
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une suite convergeant uniformément sur tout domaine choisi à Vavance
complètement intérieur; puis même, une suite convergeant uniformément
sur un domaine arbitraire complètement intérieur; et la limite est inté-
grale de (7) sur tout Je domaine d'après le premier théorème de Ilar-
nack généralisé.

D'où Ton déduit l'extension suivante du second théorème de Hamack
(forme réduite).

Étant donnée une suite d'intégrales de ( 7 ), bornées {dans les deux sens)
dans leur ensemble sur tout domaine complètement intérieur, et partout
non croissante ou partout non décroissante sur ii, elle tendra vers une
intégrale de (7) et cela uniformément surtout domaine complètement
intérieur (').

(') Ce théorème peut encore s'établir par un passage à la limite sur :

1 c r 1
M,,(M) H / / log ̂ -^ r (P)ww (P) r/o-p— hn( M) harmonique.

2KJ Jy M*
en prenant l'intégrale au sens de Lebesgue; on en déduit pour la limite la pro-
priété de continuité et d'être intégrale; la propriété d'uniformité de convergence
résulte du théorème de Dini rappelé au n° 10. Voir ma Note des Comptes rendus,
t. 190. p. 4*i, ou celle deYIstituto Lornbardo (loc. cit.), n° 6.

L'énoncé du texte se trouve à peu près dans la Thèse M. Le Roy (Ann. de
l'École Normale, t. 14, 1897. P* ̂ 22) <ïui considère des équations de type un peu
plus général. Sa démonstration assez longue repose sur l'emploi de la formule
de Green généralisée (n) .

Comme plus haut cet énoncé et le précédent s'appliquent à l'équation plus
générale A« = F(w; M) déjà considérée.

Enfin par le même genre de considérations on peut compléter la démonstration
de M. Picard dans son exemple d'approximations successives divergentes (Bul-
l e t i n d e l a S o c i é t é m a t h . , t . 2 8 , 1 9 0 0 , p . 1 3 7 ) . I l s ' a g i t d e à u = F ( u ; œ } y )
avec F, F^ positives et bornées quand ] u | est borné; on cherche à résoudre le
problème de Dirichlet pour la valeur o sur le contour. La méthode d'approxi-
mations successives donne la suite un telle que

un = — - ^ / ƒ GF(wrt_t; x, y)da.

On voit que les u.iPrhl décroissent vers une limite p, les uw croissent vers une
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La suite a en effet nécessairement une limite; on peut en extraire
une suite qui jouisse de la propriété annoncée; et Ton en déduit qu'il
en sera de même pour la suite donnée.

Ajoutons en vue de la suite une remarque très simple relative à la
frontière.

Considérons une suite d'intégrales u}) et une portion G de la frontière,
séparée du reste s'il y en a (c'est-à-dire que les deux parties sont à une
distance non nulle); supposons que toutes les intégrales prennent,
avec continuité au voisinage de a, un même système de valeurs sur cr.
Prenons une suite extraite convergeant uniformément sur tout domaine
complètement intérieur. Je dis qu'elle convergera uniformément sur
le voisinage de a9 a compris; de sorte que la limite delà suite prendra
sur a les valeurs considérées, comme les //„, avec continuité au voisi-
nage de a.

On verra aisément qu'on peut délimiter un domaine partiel de fron-
tière constituée seulement par <j, et peut-être d'autres points intérieurs
au domaine ù, frontière formant un ensemble sur lequel la suite
converge uniformément. Alors d'après le u° ü, il j aura bien
convergence uniforme sur l'ensemble de ce domaine partiel et de sa
frontière.

10. Mais on peut étendre exactement le second théorème de Har-
nack et montrer que : une suite dHntégrales de (7) bornées inférieure-
ment dans leur ensemble sur tout domaine complètement intérieur, partout
non décroissante, enfin convergeant en un point (limite fi nie)} tend vers
une intégrale, uniformément sur tout domaine complètement intérieur.
Cet énoncé et celui qu'on obtient en changeant u en — u contiennent
le précédent. On peut le compléter en disant que si la même suite
tend vers + x e / i un point, elle tendra vers + oc uniformément surtout
domaine complètement intérieur.

limite u ^ p. II restait à prouver dans le cas général Vuniformité de convergence
de ces deux suites, qu'il suffît même de voir dans tout domaine complètement
intérieur. Et cela résulte aisément de ce que la famille un y estégalement conti-
nue, d'après la relation de récurrence.

On peut aussi conclure par passage à la limite grâce aux propriétés de l'inté-
grale de Lebesgue.



- 39 -

D'ailleurs une suite non décroissante d'intégrales est nécessairement
à partird'un certain rangou constante oupartoutcroissante, car la diffé-
rence de deux termes consécutifs est >o; donc partout nulle ou partout
> o. Il suffit d'examiner le cas de la suite croissante ; et en retranchant
le premier terme, on se ramène au cas de la suite croissante positive ou
encore de la série d'intégrales à termes positif s. On a alors un théorème
dû k M. Lichtenstein, qu'il a d'ailleurs établi pour l'équation de type
elliptique homogène général (1). Sa démonstration est l'extension de
celle classique du cas harmonique. Mlle résulte immédiatement du pre-
mier théorème de Harnack et du iemme suivant très intéressant en lui-
même et sur lequel nous allons revenir.

Pour toute intégrale u positive sur £1, le rapport —^r^ est, pour tout

couple de points M,, M2 appartenant à un domaine fixé to complètement
intérieur, borné par un nombre fixe \ indépendant de l'intégrale consi-
dérée, c'est-à-dire que

1 <7Tt"MT) <A ou >" w ^ i )<«(M a )<>-«(^ i ) -

Mais ce Iemme donne même des propriétés importantes des familles
d'intégrales positives. Puisque la limitation en un point entraîne une
limitation dans tout domaine complètement intérieur, on voit aussitôt
d'après le paragraphe précédent que si une telle f ami Ile positive est
bornée en un point^ on peut, de toute suite, extraire une suite conver-
geant uniformément sur tout domaine complètement intérieur. La
remarque finale du n° 15 et relative à la frontière s'appliquera évi-
demment.

D'autre part si une suite d'intégrales ^> o tend vers -h OC, il en est de
même uniformément dans tout domaine complètement intérieur; par
conséquent, étant donnée une famille dHntégrales ^>o, ae toute suite
on peut en extraire une, qui converge uniformément sur tout domaine
complètement intérieur, soit vers une intégrale, soit vers -f- ce.

Revenons au Iemme de M. Lichtenstein. Dans le cas harmonique.

[l) Voir Rend, de! Circolo Mat. di Palermo, t. 33, 1912, p. 201.



l'inégalité de Harnack (') déduite de la formule de Poisson prouve que,
si y est un cercle de centre Mo, rayon R, complètement intérieur à Ü,

on aura \ <C " )»( <C 3(2) si MM0< -• Choisissons R inférieur à la dis-

tance de la frontière de to à celle de £i. Quels que soient M,, M2 de co

tels que Mi AL < - on aura donc ~ < "L f . < 3. Or faisons un quadril-

lage du plan, régulier et tel que la distance maximum de deux points

de deux carrés contigus soit moindre que - ; alors si N est le nombre

des carrés recouvrant co, on pourra former une chaîne de points de I},

d'extrémités deux points arbitrairement choisis M, M; de co, le pas de la

chaîne étant moindre que - e t le nombre de ces points au plus égal
àN.

Un en déduit aussitôt

Le point essentiel consiste dans Tusage de la formule de Poisson,

(J) De la formule de Poisson :

i r R2 — p2

w ( M ) ~ — / ?/(/*) ~ rida (p — M0M); r = M/Jt; centre Mo)
2 7T J r-

ou pour n > 2 dimensions

il vient aussitôt l'inégalité de Ilarnack en remplaçant r par R ± p :

(it ^o non partout nulle sur la frontière a).

I 2"~~

(2) Dans Fespace à /Ï dimensions il faut remplacer les facteurs ^ et 3 par ^—^
et 3.2"~2, ce qui ne gênerait nullement la suite des raisonnements.

(**) On peut raisonner différemment en employantle lemmedeBorel-Lebesgue
(voir par exemple O. KELLOG, Onv. lor. c/L, p. a63). C^est aussi en s'appuyant
sur ce îemme que M. Lichtenstein démontre son théorème.
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c'est-à-dire de la formule de Green dans un cas particulier, en utilisant

deux limites positives inférieure et supérieure de -y- » M. Lichtenstein

emploie la même idée, pour son cas général, avec la formule de Green
généralisée et un petit contour convenable; mais il doit surmonter
bien des difficultés et? en particulier, il se sert de la continuité de la
valeur de la dérivée normale de la fonction de Green généralisée Gr en
un point de contour, par rapportaux coordonnées du point infini de Qc.

Aussi vais-je donner pour notre équation (7) une démonstration
assez différente, débarrassée de toutes difficultés relatives à la dérivée
normale, qui sera basée sur l'inégalité de Harnack du cas harmonique
et sur le lemme suivant :

Pour une distribution continue quelconque de valeurs sur une circonfé-
rence fixe y, il y a un rapport ̂ > o constant, c'est-à-dire indépendant de
la distribution, entre les valeurs au centre O des solutions du problème de
Dirichlet, d'1 une part, harmonique, d'autre part relatif à Véquation

Au ~ Â7/, k = const. > o.

Le lemme de M. Lichtenstein en résulte aisément; reprenons les
notations de son énoncé et soient co, un domaine complètement inté-
rieur à Ü et dans lequel co soit complètement intérieur, £une limite
supérieure de c(M)sur co,, enfin R un nombre ^> o inférieur à la dis-
tance de to à la frontière de co,. Considérons deux points M,, M2 de co

tels que M,M2 < - • Traçons le cercle y de rayon H et centre M,, tout

entier dans co, ; soient h et v les fonctions respectivement harmonique
et intégrale de Ar = /tT, qui prennent sur le contour de y les mêmes
valeurs ( > o) que l'intégrale u que nous étudions.

Alors

0 étant la constante positive du dernier énoncé, relative à R et k.
Puis

THESE BRELOT.
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d'après l'inégalité deHarnack, enfin

d'où

En raisonnant avec le cercle de rayon R et centre M2 on trouverait de
même

Ainsi

Le raisonnement s'achèvera maintenant exactement comme dans le
cas harmonique.

Quant au dernier point qui reste en suspens, on peut plus généra-
lement établir ce théorème de proportionnalité pour un coefficient c(M)
jonction de O M seul et borné à V intérieur du cercle.

En effet GC(M, 0) étant la fonction de Green généralisée pour le
cercle

d'après ce qu'on a vu au n° 4 2.
Mais Gf.(0, M) est symétrique autour de 0, vu l'unicité de la fonction

de Green G,.. Donc-—' ?i est invariable le longde y; c'est une cons-
tante ô, positive comme on sait, et comme cela résulterait aussitôt de
la considération du cas de la distribution > o et de la formule précé-
dente qui s'écrit

« ( ( ) ) = - - f u(SI) élu.

On en déduit aussitôt le femme k démontrer.
On peut d'ailleurs dans le cas de c = const. > o se passer des consi-

dérations générales des nos 11-J2 sur les dérivées normales et Gt.; mais

(*) Daiib l'espace à /? dimensions résultat analogue en remplaçant des deux
côtés le nombre 3 par3,2 ; i~2.
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sans développer la démonstration ( ' ) , j'en signale l'intérêt suivant:
c'est que le lemme de M. Lichtenstein est alors établi dans le cas
général sans l'emploi de G,, fonction dont l'existence repose, par la
méthode que j'ai proposée pour un nombre n quelconque de dimen-
sions» sur.la forme réduite du second théorème de Harnack généralisé.
Ainsi la démonstration de la forme la plus générale du second théorème
de Harnack généralisé, pour l'espace k n dimensions, peut être rendue
indépendante de la forme réduite.

CHAPITRE IL
ÉTUDE DES INTÉGRALES BORNÉES

AU VOISINAGE DTX POINT SINGULIER DE c(M) ( 2 ) .

I. — Théorèmes d'existence et unicité. Propriétés générales de la solution.

1. Comme je l'ai dit dans l'introduction, je considère l'équation (au
sens généralisé)

(0 lu =

où c>o est continu au voisinage d'un point O sauf peut-être en ce
point où il n'est pas défini; l'allure de c peut être quelconque quand
M ->- 0. Je me placerai pour le langage dans le cas du plan.

Considérons même un domaine £î, de type D/,, contenantlc point 0,
et supposons e(M)>o? défini et continu sur (£2 — 0) et aussi borné au
voisinage de la frontière S de £}, sans plus. Donnons-nous sur S une
distribution quelconque continue de valeurs. Alors, le problème de
Dirichlet généralisé dans le cas d'une singularité ponctuelle de r est
résolu par le théorème suivant :

(*) Elle utiliserait seulement, sans parler de G,, l'intégrale de

A// — ku ( À — const. ),

fonction de rr=OM seul, ayant une singularité en O et de développement en
série aisément calculable.

(-) Je reprends ici en grande partie, avec des compléments et sous une forme
plus générale, le Mémoire des /?. dl Palermo {loc. cit.)* d'ailleurs résumé dans
une Note des Comptes rendus, t. 190, p. 286.
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II existe une f onction unique bornée en module et intégrale de ( i ) sur
(Q — 0 ) qui « prenne » les valeurs données sur £.

Comme on peut considérer la distribution surlcomme la différence
de deux distributions >o, on voit aussitôt qu'il suffit d'établir le théo-
rème d'existence pour une distribution >o et même non partout nulle.
Isolons le point 0 par un petit cercle yp de centre 0 et rayon pet soit u?

la solution du problème de Dirichlet pour l'équation (i), le domaine
(12 — Yp) les valeurs >o considérées sur Set la valeur o sur le contour
de yp. Il est immédiat (Chap. I, nos 6-7) que u? > o sur le domaine et
qu'en tout point de Q, u9 est fonction croissante de c ; or u9 est bornée
par le maximum de la distribution sur Z; donc elle a une limite définie
et bornée sur (Q — 0 ) ; c'est cette limite qu'on obtiendrait aussi en pre-
nant la suite des uÇj correspondant à une suite quelconque de nombres
p > o et tendant vers zéro. D'après le théorème de Harnack généralisé
même sous sa forme réduite (Chap. I, n° 15), il suffit de considérer
une suite correspondant à des p décroissants pour voir que la limite
en question est une intégrale de(i) surtout domaine complètement
intérieur à (fl —• 0) , par conséquent sur (Q — 0 ) ; et cette limite c
prend sur S les valeurs données (avec continuité au voisinage) (voir
remarque fin du n° 15, Chap. I).Le théorème d'existence est donc établi.

Passons au théorème d'unicité. Je vais montrer, plus généralement,
quil n existe qu'une seule intégrale v de (i) sur^ù — 0 ) , prenant les
valeurs données sur S, avec continuité au voisinage, et telle que

— tende vers zéro avec OM.

°^ OM
II suffira de prouver qu'une telle intégrale est nulle dans le cas où

la distribution sur S est partout nulle. Pour cela empruntons à M. Za-
remba un type de raisonnement qu'il a utilisé pour les fonctions har-
moniques à propos de l'unicité de la solution du problème de Diri-
ehlet(').

Considérons la fonction harmonique //(M) = z '°g7pri (£>°)> D étant

supérieur à la distance maximum de Oà 2 de façon que //soit > o sur

( l) Ac. des Se. fie Cracovle, i -- i, 5 avril 1909, p. 56i. Îo/V la reproduction
dans le Cours dAnalyse de M. Goursal, t. III, 3e édition, p. 2o5-2o6.



( Ü — O). Retranchons de £1 'un cercle yp de centre O et rayon p assez
petit pour que sur le pourtour on ait h > [ r[; ainsi les fonctions h ± v
prendront des valeurs partout positives sur la frontière de (û — yp);
mais sur ce domaine

A(/i dz r) = /"(/*. d= e) — r/i où — ch^o.

Il s'ensuit que sur ce domaine A ± v > o, c'est-à-dire 11'|< /?. Comme
p est arbitrairement petit, cela vaut en tout point de {il — O). Obser-
vons maintenant que s est un nombre arbitraire > o et qu'on peut le
choisir tel qu'en un point choisi à l'avance de (O — O), h soit arbi-
trairement petit. Il en résulte qu'en tout point de (12— O), | e [doit être
arbitrairement petit, donc nul.

Conséquence : De ce théorème d'unicité on déduit aussitôt que
si c (M) est continu en O, toute fonction v intégrale de ( i ) sur le voisi-

nage ( co — O ) et telle que —-—— tende vers zéro avec Ox\l, peut être déjinie
lo8OM

en O de façon à être finie, continue et intégrale sur co. Autrement dit
l'intégrale est « régulière » en O, proposition que nous avons utilisée
déjà dans le cas harmonique (!).

C'est ce qu'on voit immédiatement en comparant v avec l'intégrale
« régulière » prenant les mêmes valeurs sur un petit cercle entou-
rant O.

"2. Extension du procédé de passage à la limite. — On peut étendre
beaucoup le procédé qui a fourni la solution du problème proposé.

Imaginons une distribution continue quelconque sur 2 puis une
suite quelconque de domaine co;i, contenant O et s'y réduisant
f c'est-à-dire que la distance maximum p,, de O à la frontière an de co7l

tend vers zéro avec M et supposons que (Ü — co/t — an) constitue un
domaine du type D/t; donnons-nous enfin sur an une distribution con-
tinue telle seulement que, en divisant par log-^> on obtienne une

(*) Dans le cas harmonique) M. Lebesguea indiqué le théorème en utilisant le
type de raisonnement de M. Zaremba {Comptes rendus, t. 176, 1923, p. 1270).
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nouvelle distribution dont le maximum du module tende vers zéro
avec -•

n
Sous ces conditions très larges, la solution un du problème de Diri-

chlpt relatif k (i) aux valeurs choisies sur 2 et aux valeurs précé-
dentes sur 3fl, pour le domaine (Q — ton — çn)f tend vers la solution
unique du problème proposé.

Il suffit de décomposer un en deux solutions s'annulant sur l'une
des frontières I , an et prenant sur l'autre les valeurs considérées.

Prenons d'abord celle un qui s'annule sur an et prend sur 2 les
valeurs données; et montrons qu'elle tend vers la solution du pro-
blème; on voit aussitôt qu'il suffit de le voir dans le cas d'une distri-
bution sur I , >o, non partout nulle. Alors considérons les cercles
yP(i, YP; de centre O ayant comme rayons pw, p'H les distances maximum
et minimum de O à a,,. Il est immédiat que un est compris (au sens
large) entre les solutions relatives aux domaines (fl — yP/t), (û — yp'rt),
à la valeur o sur yP//, y^ et les valeurs données sur S. Mais ces deux
dernières fonctions tendent, d'après ce qu'on a vu plus haut, vers la
solution de notre problème. D'où le premier point qui était à établir.

Considérons maintenant la solution un s'annulant sur 2 et prenant
sur aa les valeurs qu'on y a considérées. Un raisonnement tout à fait
analogue à celui du théorème d'unicité permet de voir que u"n -> o.

Ajoutons, comme c'est facile à voir, que dans ce procédé général as
passage à la limite, un tend vers la limite uniformément sur^tout domaine
complètement intérieur, donc sur tout ensemble fermé appartenant
à (D H- Ii— O). Il n'y a qu'à le constater séparément pour un et u"n.

On peut donner un autre procédé de passage à la limite. Supposons
qu'on rende c(M) continu même en O, mais toujours >o, en ne le
changeant qu'en des points intérieurs à un cercle yp. On peut le faire
pour une suite de nombres p r t-^o. Soit un la solution du problème de
Dirichlet pour le domaine Q, le c continu correspondant à pn et les
valeurs données sur 2. On voit que | un \ est borné par un nombre indé-
pendant de n et qu'il en est donc de même de ses valeurs sur le contour

Donc d'après le théorème général qui précède, tin tend sur (û — O)
vers la solution ç du problème, d'ailleurs uniformément sur tout
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ensemble fermé appartenant à (O -h 2 — O). Avec le procédé le plus
généralde rendre c continu en O en conservant sa continuité et sa pro-
priété c>o, et en ne le changeant peut-être qu'à l'intérieur de yPit, on
obtient un théorème de passage à la limite qui rentre dans le théorème
bien plus général précédent.

3. Propriétés générales de la solution. — Grâce à un passage à la
limite, on peut étendre bien des propriétés relatives au cas où c n'a pas
de singularité, en particulier, tous les résultats du n° 10 du Chapitre I.
Le passage a la limite par exemple du premier type donné plus haut
conserve les propriétés d'inégalité, avec égalité possible. Pour voir si
l'égalité est exclue on fait usage des théorèmes d'impossibilité de
certains extrema.

Ainsi la solution est toujours fonctionnelle linéaire et continue delà
distribution; si elle n'est pas nulle, elle est > o ou la différence de
deux solutions ^>o; pour une distribution >o non partout nulle, la
solution est^> o et si c augmente quelque part, elle diminue partout. On
généralisera aisément les formules (9), (10), (io'), (10") et le dernier
théorème du n° 10 s'étendra puisqu'on se ramène au cas c = const.

Il y a évidemment extension immédiate de tout ce paragraphe au
cas de n dimensions, avec les mêmes restrictions que dans le cas où c
n'a pas de singularités pour ce qui concerne les propriétés de conti-
nuité de la solution comme fonctionnelle de c.

IL — Étude directe de Tallure des intégrales au point 0.

4. Toute intégrale bornée u est la solution du problème du type de
Dirichlet considéré pour un petit contour entourant 0 et la distribution
des valeurs qu'y prend M, ce qui montre en un sens facile à préciser
que l'allure de u en 0 ne dépend de c qu'au voisinage de 0. On
vient de voir l'influence de la variation de c sur la solution. Il est tout
indiqué de comparer l'intégrale qu'on étudie avec les solutions rela-
tives à desc de nature simple et de faire se réduire au point 0 le petit
contour considéré.

Comparons d'abord aux f onctions harmoniques et prenons une intè-
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grale w > o au voisinage de O. Soit h? la fonction harmonique dans le
cercle y? de centre O et rayon c, prenant sur y0 les mêmes valeurs
que n. Dans le cercle yp, o < u<h?. On en déduit aisément que h9(O)
est non croissante quand p décroîteta donc une limite X> o pour p y o.
On verrait alors facilement que, en remplaçant yrj par un domaine &>„
(de type D/t) contenant O et s'y réduisant quand n —> -+- oc, si hn est la
fonction harmonique prenant sur la frontière de <oft les valeurs de u>
ha (O) tend aussi vers X. Mais le cas du cercle montre que la valeur
moyenne de u sur la circonférence yp tend vers X quand p -> o. Il en
résulte que la valeur moyenne de u sur une couronne circulaire de
centre O (et en particulier sur Taire d'un cercle de centre O) tend aussi
vers X quand le rayon extérieur tend vers zéro. Il suffit de considérer

et d'utiliser la propriété que [h, (O) — X j -^ o.
Je dirai que u admet en O rme valeur moyenne um(O)9 égale à X,

limite des moyennes précédentes. On voit que cette limite est atteinte
par non-croissance (et même décroissance si u n'est pas harmonique
au voisinage de O), pour la moyenne sur une circonférence yr> ou sur
Taire du cercle yp quand p décroît à o.

Ajoutons que um(O) est la plus grande limite de u au point O, c'est-
à-dire la limite X de la borne supérieure de H (M) à l'intérieur du
cercle y0 quand p -> o. En effet, puisque u(M)<h9(M) quel que soit p,
la plus grande limite A est au plus égale à hp (O), donc à X = um(O) ;
d'autre part sur toute circonférence yp il y a des points où

de sorte que A ne saurait être inférieure à X. D'où

Et Ton voit aussi que cette plus grande limite A = uin (O) ne saurait
être, dans un voisinage arbitrairement petit de O, supérieure à M (M) et
même, en excluant le cas u = const.7 supérieure ou égale à zz(M). C'est
la généralisation pour O singulier de Timpossibilité d'un maximum
positif en un point régulier de c.



La coïncidence de A et*/m(O)est importante; convenons de dire
d'une façon générale qu'une fonction 9 continue au voisinage d'un
point O sauf en ce point où elle n'est pas définie est quasi continue
en O si, en supprimant du voisinage de O un ensemble convenable E
dont la section par une circonférence yp de centre O a une mesure
angulaire tendant vers zéro avec le rayon p, cp est telle sur le voisinage
restant qu'elle tende vers une limite unique finie quand M -y 0, c'est-à-
dire qu'elle prenne une valeur finie en 0. Nous allons voir queCintégrale
u considérée est quasi continue en 0 où elle prend (au sens précédent) la
valeur wm(0).

Démontrons en général que si une fonction z> (M) continue au voisi-
nage de 0, sauf en 0, y admet une «valeur moyenne» finie égale à la
plus grande A ou k la plus petite A des limites en 0, il y a quasi-conti-
nuité en 0.

Supposons par exemple <pm(0) = A. Soient sur la circonférence YP

de centre 0 et rayon p, \xp et Mp la valeur moyenne et le maximum
de <p (M), qui tendent vers A quand p -»- 0; soit toprj la mesure angulaire
de l'ensemble des points de la circonférence yp où

Il est immédiat que

Prenons r, fonction > o de f, tendant vers zéro avec p mais moins
vite que (MP — ;xp)? c'est-à-dire tel que

•fl(p)->o et —?—_JfP->o.
Mp)

Alors

et (Op)Tj tendra vers zéro avec p. Et le théorème sera établi en prenant
comme ensemble des points à supprimer celui des points où

Dans le cas particulier de l'intégrale u > o, on remarquera que si

THESB BRELOT.
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l'intégrale s'annulera régulièrement en 0, c'est-à-dire que u (M') tendra
vers zéro avec OM. Il y a alors continuité en 0 en posant

Considérons maintenant une intégrale de signe quelconque; ou bien
elle est > o o u bien c'est la différence de deux intégrales > o. On voit
aussitôt que subsistent les théorèmes de la valeur moyenne en O et de la
quasi-continuité en O, qui ne font pas intervenir la plus grande limite
en O. Ceci justifie l'introduction de la notion de quasi-continuité.

Quant à cette valeur moyenne um(O) considérée comme fonction-
nelle de la distribution et de c, elle jouit des propriétés de z/(M)
(où M=̂= o), propriétés indiquées au n° 3, avec toutefois la différence
suivante : c'est que si la distribution est >o (etnon = o), on peut seu-
lement affirmer que «m(0) est >o [elle peut effectivement être nulle
(7wn°3) ] , et que si c augmente quelque part, «,„(()) n'augmente pas.
Toutes ces propriétés de z/m(O) s'obtiennent par passage à la limite sur
celles de h moyenne sur une circonférence yp, ces dernières se dédui-
sant aussitôt de celles de u(M) sur(f2 — O).

La valeur moyenne en O se présentera d'elle-même, comme on verra,
dans diverses questions. Montrons déjà, ce qui sera d'ailleurs utile
plus loin, comment elle apparaît dans le second procédé de passage à
la limite fournissant la-solution du problème fondamental du n°l .
Reprenons la suite pft -> o et les cercles yP( (voir n° 2) où Ton rend c
continu de façon arbitraire; soit //„ la solution correspondant au c ainsi
choisi (soit cn) et à la distribution sur £ ; un tend vers la solution v du
problème fondamental, uniformément sur tout domaine fermé de
(û -f- S — 0). Montrons que, lorsque la distribution sur S est>o, la plus
grande limite de la suite un (0) est auplus égale à rm(0).

En effet, F étant une circonférence de centre 0 et rayon fixe, un( 0)
est au plus égal à la valeur moyenne de uit suiT qui tend vers celle de v
sur F; il s'ensuit que la plus grande limite de «„(O) est au plus égale
à la moyenne de v sur 1\ Mais F étant arbitrairement petit, celle-ci est
aussi voisine qu'on veut de vm(0). D'où la propriété.

Si maintenant on suppose que dans yOn le changement qu'on fait subir
à c pour le rendre continu n'est en aucun point une augmenta-



— 51 —

tion ( ' ) , on voit que un(0) tendra vers vrn(0) (par valeurs au moins
égales).

En effet on aura toujours sur (û — 0) , un(M)>v(M); donc ufl(Q)
sera au moins égale à la plus grande limite de c(M) en 0. Ainsi
ufl(0)>çm(0). On conclut aussitôt grâce à la propriété de la plus
grande limite de la suite w,t(0).

Si maintenant on considère une distribution surZ de signe quelconque,
nous pouvons conclure que dans le second procédé de passage à la limite
la suite «„(0) tend vers om(O), valeur moyenne en 0 de la solution v
limite de un sur (ii — 0) , pourvu que c ne soit toujours rendu continu
en 0 que par une diminution possible.

D'ailleurs il n'y aura aucune restriction a faire dans le cas ontoutes
les intégrales bornées s'annulent régulièrement en 0, un(0) tendant
alors vers zéro.

5. On obtient encore des résultats intéressants paj*comparaison avec

des fonctions de r = OM seulement, intégrales de F équation particulière

(*>) \((~f(r)u ƒ(/*) continue, > o,

c1est-à-dire des intégrales de l'équation différentielle enr^> o

o r/J u x du , .

En effet si cp(V) est une intégrale de (3) positive au voisinage
de /• = o, l'inégalité c(M)> ƒ (r) entraînera que toute intégrale de (i)

(*) (Test ce qu'on peut léaliser en prenant r nul au voisinage de O dans un
petit cercle et raccordant convenablement. On aura la même opération à faire
plus loin (n° 7). pour un théorème essentiel. On voit Tavantage de n'avoir sur c
que les hypotheses : < continu et >o.

(-) Toute intégrale de (3) est intégrale de(2) et cela suffirait pour la suite,
Mais la réciproque est vraie parce que toute intégrale de (2) au sens généralisé
et fonction de r seul possède une dérivée seconde continue en r. C'est ce qu'on
établit aisément en appliquant la formule de Green à la fonction u et une cou-
ronne p n p,, formule qui s'écrit

(du\ (du\ 1 r^
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prenant sur un contour 2 des valeurs ^o sera au plus égale à Acp(r)
où A est un nombre > o choisi assez grand pour que Acp (r) prenne
sur S des valeurs supérieures à celles considérées. On en conclut que
toute intégrale de (i) de signe quelconque sera au voisinage de O de
module inférieur à B.ç(r) , où B estun nombre > o qu'on sait choisir
dès que Ton connaît les valeurs de l'intégrale sur un contour entou-
rant 0.

Vétude de l'équation (3) et la recherche de systèmes de fonctions
[f(r)9 sp (r)] où <p (r) tend vers zéro avec r permettront donc de donner
des conditions sur c(M) sous lesquelles toutes les intégrales (bornées)
s**annuleront régulièrement en 0, avec des limitations de rapidité.

D'abord si ƒ(/•) = %^ r* est intégrale.

On en déduit que, si dans un voisinage de 0, c (&,y)r2 > a, toute inté-
grale bornée de (i) est, dans ce voisinage, de module au plus égal à Br*,
ou B est convenablement choisi > o . D'une façon plus précise, si la plus
petite limite l en 0 de c(a?, y)r2 est > o, toute intégrale de module infé-
rieur à M au voisinage est dans un cercle de centre 0 et rayon p assez

petit, de module inférieur à ^ ra où a a éte' choisi à Vavance > o

rt<s/L

Ainsi, si la plus petite limite en 0 de c(cc,y)r2 est > o, toute intégrale
bornée s'annule en 0 régulièrement; et sic?'2 -> •+- oc quand r~>o, elle
s'* annulera plus vite que toute puissance positive de r.

Prenons encore le cas def(r) = ~* M. Picard a donné pour L'équa-

tion Au — u l'expression d'une intégrale fonction de /• qui a l'infini se

comporte c o m m e i / ^ r "le~r (M. Le changement de variable r = -

montre que l'équation (3) avec ƒ (V) = ~ possède au voisinage der = o

une intégrale équivalente à y — sjre 7'. On en déduit quesic(œ,y)rk

a dans un voisinage de 0 une borne inférieure a2 ^> o, toute intégrale

i1) Voir, par exemple, Ouvrage de PICARD, loc. citt) p. 191.
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a

de (i) y sera de module inférieur à À yre * (A ]> o dépendant de l'inté-

grale) et si cr'1 tend vers ~\- oo avec - toute intégrale s'annulera plus vite

que e ' quel que soit X > o.
Après avoir examiné ces deux cas simples où Ton connaît une inté-

grale de (3) pour les deux formes particulières de f (r), remarquons
qu^il est bien plus simple, pour obtenir des résultats, d'opérer inversement
en partant d^une fonction rj>{r)^> o s'annulant plus ou moins vite avec r

ç ( ) (

et formant ~r^ qu'on prendra, si elle est > o comme fonc-
tion / ( / i ) . Par cette voie on obtiendra aisément par exemple les
énoncés nouveaux suivants qu'on pourrait multiplier :

Si dans un voisinage de O, c(o?? ƒ )/i<itl+al ^a 2 (a >̂ o) chaque inté-
—(y-V

grale y sera de module inférieur à A e .

Si dans un voisinage de O

chaque intégrale y sera de module inférieur à N (A const. > oH)
dépendant de l'intégrale).

Pour obtenir des énoncés d*1 allure plus générale, il est commode de
faire un changement de fonction sur l'équation (3) de façon à faire
disparaître le terme de la dérivée première. Posant u = cp(r)c, il
suffira que

o
— rrz: O.

un fera donc le changement w = -4et il viendra l'équation trans-

formée de (3

d'où l'on déduit par exemple l'énoncé :



Soit 'b (r) continue, ^> o et tendant vers zéro avec r, telle que

f dr f <{,(/') ƒ ( ' • - •

^ero ja/us vite que r1.

dans un voisinage de 0, toute intégrale y sera démodule moindre que

A 4= f <>>' r J>(r)/r/r ( A > o )

et tendra donc vers zéro plus vite que ^^( r ) .

G. Quant à l'extension à l'espace à n dimensions, elle sera immé-
diate pour le n° 4 avec des définitions analogues évidentes de la valeur
moyenne et de la quasi-continuité en 0. Il n'y aura qu'une différence
relative aux propriétés de utu (0 ) considérée comme fonctionnelle de c,
tout à fait comme pour M (M).

Il y a davantage k retoucher au n° 5 pour en faire l'extension, car
l'équation (3) doit être remplacée par

d'1 a )i — i du
d?- r dr J v f

qui permettra toutefois des développements analogues.

Si ƒ (r) = ' - — ~ , r% est intégrale. On en déduira encore que

si la plus petite limite de c(M)r2 en 0 est >̂ o, toutes les intégrales
s'annulent régulièrement en 0, et si cr- v -j- ocavec -> elles s'annule-
ront plus vite que toute puissance > ode r. On pourrait aussi, pour en
tirer des conséquences, essayer de généraliser a l'équation Au = u le
procédé quia fourni à M. Picard, pour n = 2, une intégrale fonction
de r, en passant à l'équation différentielle; on verra que le procédé

réussit pour n pair; seulement le changement de variable r = ~ ne con-



serve plus la forme de l'équation (5), au coefficient de u près, comme
dans le cas n = 2, mais le facteur (n — T ) est remplacé par (3 — n),

tandis que le coefficient de // se trouve encore multiplié par — • On ne

peut donc, par cette voie, obtenir une intégrale d'allure connue

pour r-> o dans le cas de ƒ(/*) = ^ -

On pourra par contre étendre aisément les autres considérations
données dans le cas de n = 2. Le procédé général indiqué montrera

que, quel que soit n>2, si cr% -> -f- oc avec -, toute intégrale s'annu-

lera plus vite que e ' quel que soit n> 2. De même on obtiendra des
énoncés voisins de ceux donnés pour n = 2 comme application de la
méthode; le premier subsiste même tel quel si a>/i— 2. Quant à
Ténoncé de forme générale, il s'appliquera en remplaçant le fac-
teur 4= par ^ = r

v r r *
Au paragraphe suivant, je retrouverai par une autre voie les résul-

tats généraux concernant la valeur moyenne ; j'obtiendrai de nouveaux
théorèmes en m'aidant d'une équation intégrale dont l'existence cons-
titue en elle-même une propriété importante des intégrales bornées u
parce qu'elle précise un peu l'allure de eu; je pourrai donner alors des
propriétés générales des dérivées au voisinage de O et aussi pour des
formes simples du coefficient c, des propriétés plus précises de l'allure
de //. Mais il serait intéressant d'avoir pour c, des critères nécessaires
et suffisants correspondant à des propriétés générales des w, comme
la continuité ou la nullité en 0. Il y aurait surtout à élucider la ques-
tion de savoir si la continuité de u en 0 ne serait pas toujours vraie.

Je montrerai seulement au chapitre suivant que le cas où toutes les
intégrales bornées s'annulent régulièrement en 0 est identique à celui

où toutes les intégrales non bornées sont de la forme ƒ (Al) log j ^ (ou

bien /(AI) = — - si n > 2 dim) où \f\ n'est pas borné; alors toute

intégrale dont le quotient par logr^rj (ou ' j est borné, s'annule

0en 0.
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III. — Équation de Fredholm correspondante et applications.

7. Au paragraphe III d u Chapitre I on a parlé, à propos du problème de
Dirichlet généralisé, d'une certaine équation de Fredholm et d'une for-
mule de Green généralisée. Il est tout indiqué de voir ce qu'elles
deviennent lorsque le domaine d'intégration contient un point singu-
lier de c. On se placera dans le cas du plan. Voici d'abord un lemme
important :

Pour toute intégrale bornée de (i) au voisinage w de O? lesintégrales

ff r(P)«(P)^P, f f l
J Jtù~- U J Jiù — Q

ont un sens et même

f f l
reste bornée quand M varie au voisinage de O (').

(*) Rappelons une notion classique : soit ty (M) continue sur (co — O) et bor-
née à la frontière du domaine o> contenant O. Supposons d'abord ^ ( ^ ) = ° - ^ n

dit que ƒ ƒ ^ (M) d<j a un sens ou est finie si, yr<t étant un cercle de centre O
J JM _ o

et rayon variable p. ƒ / ^(M)f/<7 est bornée supérieurement. Dans tous
J »/w —YP

les cas on pose

/ I tj;(M)f/a = lim / / '^{1M)d<7, finie ou infinie.
J Ju-o ?~»J ^w-7

Si df (M) est de signe quelconque, on dit que ƒ ƒ tydv a un sens seulement si

i j \ <J> ( <:/a a un sens et l'on pose

""" ƒƒ • *=ƒƒ ••**?**

Cette définition équivaut à dire que ^ (M) est sommable au sens deLebesgue,

la valeur adoptée pour j j étant celle de l'intégrale de Lebesgue.

Par la suite, pour simplifier récriture, on écrira I j au lieu de j j
J J (xi J Jià — Q



Puisque toute intégrale u est soit > o , soit la différence de deux
intégrales > o, il suffira d'examiner le cas d'une intégrale u positive.

Prenons sur le voisinage de O un cercle y0 de centre O et diamètre
moindre que i ; soit g*(M, P) sa fonction de Green, considérons un
cercle concentrique yp arbitrairement petit, et, à l'intérieur, changeons c
en le conservant >o et sans l'augmenter nulle part, mais de façon à le
rendre continu; c'est facile en prenant le nouveau coefficient nul au voi-
sinage de O et en raccordant convenablement. On obtient ainsi un
coefficient cp continu et >odansyp, égala c à l'extérieur de yp et au plus
égal àc à l'intérieur. Soit enfin up la solution du problème de Dirichlet
pour Au = cpu, le cercle y0 et sur son contour les valeurs de u. On a

où le second membre est la fonction harmonique > o prenant les
valeurs de u sur y0. Mais puisque dans (y0 -— yp) : cp = c et o <^u<ap

on aura successivement

f f £(M, P)c(P)u(P)d<Tj>if f

Donc si [x est le maximum de u sur la circonférence yp

f f ^(M, P)c(P)M(P)^p^27rfJL,

quel que soit M intérieur à y0 et quel que soit p > o.
En prenant M différent de O, #(M, P) sera fonction >• o et continue

de P au voisinage de O, d'où il résulte que ƒ ƒ c(P)w

Mais puisque

on tire de l'inégalité précédente

/ f ^°^T3T> 6'( " ) w (* ) "°*P- 2U7T -h I ƒ O)(M, P ) c ( P) U(P) (
J ^Yo—Y? ^ ( Y o — Y ? )

f f w(M, P)r(P)a(P)rfo-p

THESE BR.ELOT.
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et comme eu (M, P) > o est bornée quand M varie au voisinage de O
et P dans yOi on achève aussitôt la démonstration.

8. Reprenons le problème fondamental du paragraphe I et soit u la
solution. D'après ce qui précède

aura un sens quel que soit la position de M sur il et elle sera même
bornée en module; si Ton remarque que, lorsque M varie au voisinage
d'un point de la frontière la partie de l'intégrale relative à un petit
cercle de centre O tend uniformément vers zéro avec le rayon p, il sera
facile en reprenant le raisonnement ordinaire (Chap. I, n° 8. Picard,
Ouvrage loc. cit, p. 129) et séparant il en yp et il — yp de voir que

G(M, P)c(P)u(P)d<jP
s

tend encore vers zéro quand M tend vers un point de Ja frontière.
D'autre part, en séparant il en deux parties dont l'une est le voisi-

nage d'un point Mo distinct de O et considérant les deux parties de l'in-
tégrale qui y correspondent, on verra que l'on peut dériver sous le
signe ƒ ƒ et que cette fonction de M

P)c(P)u(P)daP

admet un laplacien généralisé — 271.cw(*). Finalement l'expression

« + — ƒ / G ( M , P ) C ( P ) M ( P ) Û * 7 P

(1) Soit sur un domaine borné fermé A, /(M, À) continue de (M, 1) quand M
varie sur A et À au voisinage de Ào, et admettant une dérivée f{ (M, 1) jouissant de
ces mêmes propriétés; alors si ij;(JVI) est continue sur A sauf en O intérieur et

teJle que / / ty da ait un sens, I ( X ) = / / ƒ (M, X) ̂ (M) d<jM admettra au

voisinage de 1 la dérivée I \ À ) = f f fti (M,

La démonstration élémentaire s'étendra parce que ƒ ƒ | ̂  | da a un sens. Comme
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est harmonique sur (O — 0), prend sur S les valeurs de u et est de
plus bornée en module au voisinage de 0. C'est donc la solution har-
monique h (M) du problème. Ainsi la solution du problème proposé
satisfait à Véquation de Fredholm

(6) — f T
2KJ JQ

tout comme s'il n'y avait pas de singularité pour c(M).
Et réciproquement si u continue et bornée sur (û — 0) donne un

sensàTintégrale rrG(M,P)c(P)M(P)rfcrquelquesoitMde(O - 0)

et vérifie l'équation qui précède, ce sera la solution du problème du
paragraphe I ; car en étudiant f / comme on l'a fait dans le raisonne-
ment direct, on verraitque u prend les valeurs données sur lafrontière
et admet sur (Ü — 0) un laplacien généralisé égal à eu.

Ainsi subsiste l'équivalence du problème de Dirichlet généralisé et de
l'équation de Fredholm, telle qu'on l'avait vue au Chapitre I (§ III)
pour un domaine sans point singulier de c.

9. Afin d'utiliser cette équation de Fredholm pour en tirer des pro-
priétés en 0 de la solution, nous sommes conduits à étudier le potentiel
logarithmique

dans le cas où la densité 4*(P) est continue (et bornée à la frontière
de w) sauf en un point 0 du domaine co où elle n'est pas définie et

conséquence on verra que / / log jrpp ^ ( P ) d<rP est harmonique à l'extérieur

du domaine partiel d contenant O; que. si A, de type D/£ donne A par fermeture,

et admet G (M, P) —iog^=-p — w(M, P), comme fonction de Green, la fonc-

tion / / co(M, P) ^(P)dcp est harmonique sur A,-mente en O; on se rappellera

pour ce point les propriétés de <o(M, P) (voir Chap. I. n° 8). On obtiendra
alors aisément les propositions du texte en décomposant G et aussi le domaine £2
en deux parties dont Tune sera le voisinage d'un point Mo différent de O.
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pour lequel on suppose seulement que ƒ f tyda a un sens. Sans autre

hypothèse cette étudesera utile au chapitre suivant.

En séparant le voisinage d'un point, on voit d'après une remarque

précédente qne Pon peut dériver sous j f ailleurs qu'en O et que, de

plus, V(M) admet, ailleurs qu'en O sur to, un laplacien généralisé

A V = — 2 7T^)

tandis que V est harmonique à l'extérieur de (o. De sorte que l'étude de
V(M) est aussi celle des intégrales de AV~ 8 (M) lorsque 8 continue

admet un point singulier O tel que f f 6 da ait un sens.

A. Étudions l'allure de V(M) quand M->0. Puisqu'on peut consi-
dérer 4*00 comme la différence de deux densités >o, continues sauf
en Oy nous supposerons $abord ^(M)> o.

a. Étudions la valeur moyenne sur une circonférence yp de centre O
et rayon p. Isolons 0 par un petit cercle y, la circonférence yp par une
couronnex(YPl> Y P , ) ( P ' < P < P O -

Alors

On voit facilement que les derniers termes tendent vers zéro quand ^
réduit à la circonférence yp et y au point 0. Quant au premier terme,

s'écrit en permutant les signes f

se réduit à la circonférence yp et y au

il s'écrit en permutant les signes f
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ou en remarquant que
log p—5" s^ f e s t extérieur à

, i . _ . . .
log - si F est interieur a

i C i

I I ^ ° ^ 7 v D ^ ( f * ) dap-\~ l o g - I I

Par un passage à la limite, il vient donc

1 C CC I

2 Trp / / ^ O F

Or il est aisé de voir que

logi
avec p.

Étant donné £^>o, choisissons en effet p'tel que / /
J Jw

alors pour p < p'

fT ff iogö^

log- log-

quantité qui deviendra moindre que £ dès que p sera assez petit.

On conclut que

— f\(M)ds
! / V(M)ou ƒ —^—-ds

tend vers zéro avec p. Autrement dit, la valeur moyenne de V (M) sur la
circonférence yp est, pour p -> o, ÓTW/I orrfre rfe croissance moindre que
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Observons maintenant que
1 c r cc i

P
] J J I \J]L

Donc si Y ( O ) = f f log ^ 5 ^(P)fifo est fini, f f <\>(P)da -> o plus

vite que et la valeur moyenne de Y (M) sur -yp tend vers V (0)(p --> 0);

il en sera donc de même de la valeur moyenne sur une couronne circu-
laire se réduisant au point 0 (voir n° 4); au sens du n° 4, il y a pour
V(M) une valeur moyenne en 0, justement égale à V(0).

h. Montrons maintenant que V(0) , qu'il soit fini ou infini, estlaplus
petite limite de Y (M) quand M ̂  0 tend vers 0.

D'abord cette plus petite limite est au plus égale aV(0) puisque,
si V(0) est fini, c'est, d'après sa propriété de valeur moyenne en 0, la
limite relative à une suite de points qu'on peut former. Il suffira donc
de voir que la plus petite ïirniLe est au moins égale à V(0). Cela résulte
de la remarque suivante : Soit M„ une suite de points ^ 0 tendant
vers 0 et p?i> o tendant vers zéro mais moins vite que 0M;ï, c'est-à-dire

telle que p/t -> o, OM»
pn

o. Si YPn est le cercle de centre 0 et rayon pw,

f f lo8iïrp+(p)*p- ff log Jp

En effet cette différence est moindre que

o.

a
Mais

i —

donc à l'extérieur de

logw
.M^P OM,

OP - OP = "*" OP '

, MnP , , OM»

ce qui entraîne que tende vers zéro uniformément sur
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(eu — y9n). Comme f f ty(M)da a un sens, on conclut à la remarque

annoncée. Mais alors, puisque

V(M»)> f f log-!

quantité de limite V(O), on obtient le théorème en vue :
En conséquence : Si V(O) est infini, V(M) tendra vers -hoo régulière-

ment quand M -> 0 ;
Si V(0) est fini, il y a coïncidence [avec V(0)] de la valeur moyenne

en 0 et de la plus petite limite en 0, donc (voir n° 4) quasi-continuité
en 0.

c. Donnons maintenant quelques critères de continuité en 0; un cri-
tère nécessaire et suffisant qui se prête aux applications est que

tende vers zéro avec le rayon p du cercle yp uniformément par rapport
à M dans yp; ou bien qu'étant donné £ > o o n puisse trouver p et o'
(p'<p) tels que OM < p' entraîne

C f l

J J ïp°öMP
C'est ce qu'on démontrera aisément en s'aidant de la remarque faite plus
haut (è). Une conséquence immédiate est quil y aura continuité en O
pour f f log jrjp^(P)ö?aP si elle a lieu pour j j \oarrp9(P)fifop où 0

est au voisinage de O au moins égal à ^(P).
D'autrepart si ^(P) est au voisinage de O fonction de OP seul, il faut

et suffit pour qu'il y ait continuité que V(O) soit fini; car on peut se
ramener au cas d'un domaine co, cercle assez petit de centre O et il
suffit de remarquer alors que V(M) coïncide avec la valeur moyenne
sur la circonférence de centre O et rayon OM.

En conséquence :

sera continu en 0, si, p(OP) étant une fonction continue de OP, au
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moins égale à ̂ (P) au voisinage de Q, l'intégrale f j log^p p(OP) J<

a un sens. Comme application : si, au voisinage de 0,

( < 2 )= ( < ) ,

il y aura continuité en 0 de V(M).

B. Supposons maintenant ^(M) de signe quelconque. On voit

aussitôt que si ƒ ƒ log ̂ p | ̂ (P) | do est fini, V(M) admettra en 0 une

valeur moyenne égale à

avec la propriété de quasi-continuité en 0 ; puis qu'une condition suffi-
sante de continuité en 0 pour

est que j j log—^ j ̂ (P) [ dav y soit continue

On aura donc aussitôt des critères suffisants de continuité; par
exemple, il y aura continuité si

au voisinage de 0.

10. Étudions maintenant sous les mêmes hypothèses Vallure des
dérivées du potentiel logarithmique V(M) quand M ~> 0. Laissons ^(M)
de signe quelconque.

Généralisons la formule de Gauss relative au flux du potentiel lorsque
la densité a une singularité. Censidérons un domaine o de frontière F
formée d'un nombre fini d'arcs (sans points intérieurs communs) à
tangente continue. Lorsque ' |(M) est continue et bornée sur to, on
sait que, en prenant i = oà l'extérieur de <o,

(8)
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Montrons que cela subsiste quand ty admet une singularité en O

non surT, intérieur ou extérieur à S, ƒ ƒ | ty | da ayant un sens.

Isolons 0, par un petit cercle y ; si 0 est extérieur à S, la partie de
V(M) relative à y étant harmonique sur S, on est aussitôt ramené au
cas où il n'y a pas de singularité; si 0 est sur o on décomposera encore
V(M)en

/ / l o g ¥P^ ( P ) ^ et ff?_
 l 0 4 ^ ( P ) ^ '

et il suffira de voir que les dérivées de la première portion tendent vers
zéro avec le rayon de y, uniformément sur F. C'est ce qui résulte de
leurs expressions

r rƒ /J J
àl°zïk

où

est borné quand M et P varient sur deux ensembles à distance non
nulle.

Le fïux I ~j~ds tend donc vers zéro quand F se réduit au point 0, et en

considérant^ comme la différence des fonctions LJ_L=_L, on voit d'après

le n° 9, lorsque F est une circonférence de centime 0 et rayon p, et si

f / 1°S fTp 1^(P) l^a ?-stfinh que le flux tend vers zéro plus vite que ~^~ •

Comme application supposons quau voisinage de 0, ^ soit f onction
de OP seul, ^ = p(OP) et considérons la partie

'Y

relative à un petit cercle y de centre 0 qui ne diffère de V que par une
fonction harmonique à l'intérieur de y. Yif symétrique autour de 0,
est une fonction de OM = r et il résulte alors de la formule de Gauss

/ ^ 7

rP(r)dr

THÈSE BRELOT.
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Par exemple si p(r) = -^ (a <- 2 ) on aura

(IO)
dr 2 — OC

D'autre part la dérivée de V< dans le sens perpendiculaire à OM est
nulle ; de sorte qu'on obtiendra une expression très simple de la dérivée
dans une direction quelconque et le maximum en valeur absolue est

atteint pour les directions OM, MO,
Reprenons un ^ quelconque. Il vient aussitôt, pour la dérivée dans

une direction s,

ds

Lorsque

il vient donc
OP«

ds

On en déduit (1) que : si a

si a — i ,

si a < i,

ds

ds

dX

ds

OM01-1

est borné.

Dans ce dernier cas, on peut même montrer que pour toute direction s,

Voir le résultai général rappelé au Chapitre 1, n° 13, en note, sur
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il y a une dérivée en 0 égale à

'cos^OP, sr r

jj
V

et que ( — j e s t continue de M £/i 0.
\ ^ /M

11. Appliquons maintenant cette étude du potentiel logarithmique à
celle de la solution de notre problème de Birichlet au voisinage de 0, en
utilisant l'équation de Fredholm établie plus haut :

(6) w(M)+— f f G(M, P)c(P)u(P)d<rP=h(M).

On décomposera

ƒ TG(M, P)c(P)u{P)daj> en — f f w(M, P) c{P) u(P) daP

harmonique sur £2 et f f \og^p[c(P)u(P)]daP potentiel logarith-

mique du type précédemment étudié avec la propriété que

est fini.
À. On obtient alors aussitôt pour u les propriétés, en 0, de la valeur

moyenne et de la quasi-continuité et Ton voit de plus que

( i i ) tt

Si la distribution est >o sur S on retrouve aussi la propriété que la
plus grande limite en 0 est égale à um(0).

D'autre part pour tout petit domaine S de contour F entourant 0 et
formé d'un nombre fini d'arcs à tangente continue (sans points inté-
rieurs communs), il vient grâce à la formule de Gauss (8)

àude.f ^ds = — f fc(M)u(M)d(T = — f f

(l) Ceci peut d'ailleurs s'obtenir sans Tétude précédente du potentiel logarith-
mique, seulement avec le n° k du paragraphe II et Véquation de Fredholm (6),
Voir pour cela, le Mémoire des R. di Palermo {loc. cit.), n° 13.
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Ce flux I -y- ds tend donc vers zéro quandT se réduit au point 0 ; et si Y
J Tint

est une circonférence yp de centre 0 et rayon p, il tend vers zéro plus vite

4(0
log-

Cette formule (i 2) peut d'ailleurs se généraliser de la façon suivante :
soient au voisinage de 0 deux coefficients ciy c2, > o, continus sauf en 0,
et deux intégrales bornées correspondantes u^ u2 ; avec le contour F
du domaine 0, on aura

^ dux\ .

(i3) j j (u± Aw 2 — u>Au,)d<j = j ƒ ( c , —

J C (

Considérons un domaine O de type D^ dans le voisinage considéré,
mais où 0 soit complètement intérieur, et marquons sur la frontière S
les valeurs que prennent uK et u2. Reportons-nous au second procédé
de passage à la limite (voirn°2) qui fournit uA, u2 comme limites des
suites (w4)n, (u^)n correspondant aux coefficients continus ( c ^ n , ^ ^
égaux à c{ et c2 en dehors du cercle y?n. On aura

Sans développer la démonstration du cas général, à partir de cette
formule et grâce à (12), j'observerai que l'on conclut aussitôt dans le
cas c< = c2 en prenant (ci )n = (c2)n.

B. À côté de ces résultats généraux, donnons-en d'autres plus précis
en particularisant c(M), et définissons u(Q) comme égal à um(Q).

(*) Cette propriété peut s'établir par un raisonnement direct simple à partir de

(11) et du fait que / / log^-pC(P) u(P)d<j a un sens, donc indépendamment

aussi de Tétude des nos 9-10. Yoir B. deiLincei (loc. cit.), 2 février 1980, vol. XI,
p. 270-272.
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a. Si
OM

(o<a <̂  2) on aura

|c(M)K(M)|<=Jt1 OM

Donc il y aura continuité en O et de plus, pour les dérivées ^ :
ds

si a >̂ i ,

si a = 1,

si a< i,

6?&

c/5

R

est borné,

et dans ce cas la fonction u continue en O y admettra même des dérivées
premières continues ; on aura le droit de dériver sous le signe ƒ ƒ de (6)
même en 0.

p. Si au voisinage de 0

on sait (n° 5) que toutes les intégrales s'annulent régulièrement en 0
de sorte qu'il y a continuité en 0.

Signalons que cette propriété de nullité en 0, qu'il suffit de voir
pour une intégrale u ̂ > o résulte aussi de ce que ƒ I eu do a un sens et
de la propriété de la valeur moyenne, ou bien de la quasi-continuité de
u en 0 ; car il y aurait contradiction si um(0) ^> o.

On sait même que, au voisinage de 0, | u \ <^ A0M), de sorte que, si
X <^ 1, il y aura en 0, dans toute direction, une dérivée qui sera nulle.
En faisant des hypothèses plus restrictives sur c, on aura, d'après le
n° 5, des précisions sur l'allure de u donc de eu, et par suite des
dérivées de u.

Par exemple si, au voisinage de 0 :

=4=
0M= OM'-
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on aura sur ce même voisinage

| M | < A . Ö M \ d'où 1 eu |< A —£l

Donc, si X]>i , continuité en 0 des dérivées premières qui s'y

annulent, et dérivation possible en 0 sous / / ;
si X = i,

du

dt
si À<" i»

du

eh
etc.

12. On peut compliquer un peu le problème fondamental du para-
graphe I en imposant à l'intégrale d'avoir ailleurs qu'en O une ou
plusieurs singularités logarithmiques données. La question est facile à
traiter par divers procédés (passage à la limite par isolement de 0, ou
introduction des singularités logarithmiques parla méthode alternée).
On pourra en particulier introduire la fonction de Green généralisée Gc

du domaine initial (encore symétrique) puis établir la formule de
Green généralisée ( n ) du Chapitre I dans le cas actuel d'une singula-
rité de c (*). La formule

n'a de sens que pour P sur (û — 0); nous examinerons au chapitre
suivant ce qu'elle devient lorsque P vient en 0.

Je n'ai considéré qu'un problème deDirichlet « intérieur ». On peut
se poser des problèmes analogues pour un domaine non borné. En

(*) On raisonnera comme au n° 12, en isoJant O par une petite circonférence yp

et Ton remarquera que

d'après la formule (i3).
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particulier le « problème extérieur » est celui relatif à un domaine tel
que les points du plan qui ne lui appartiennent pas forment un ensemble
borné contenant des points intérieurs; une inversion par rapport à
l'un de ces derniers O nous ramène au premier problème, O étant sin-
gulier pour c. On peut aussi étudier le problème relatif au plan entier
avec des singularités logarithmiques données. Dans les deux cas l'inté-
grale doit seulementêtre bornée à l'infini. Le « pointa l'infini » joue le
rôle d'un point singulier pour c et l'on peut d'ailleurs introduire un
nombre quelconque de points singuliers de c. Je renvoie pour tout cela
au Mémoire des /?. di Palermo (loc. cit.), où l'on pourra élargir les hypo-
thèses qui y sont adoptées grâce au Chapitre I, en particulier remplacer
la condition c^>o par c>o, mais non partout nul dans le cas du plan
entier. Il apparaît une distinction intéressante entre ce cas et le cas
harmonique. Je signale aussi la particularité que présente l'équation
de Fredholm équivalente au problème du plan entier : c'est que la
<c valeur moyenne » à l'infini de la solution apparaît d'elle-même au
second membre de l'équation sous la forme d'une constante additive.

13. Vextension de tout ce paragraphe III au cas de n dimensions
comporte peu de changements. Signalons que dans l'étude du potentiel
« newtonien »

V(M) = ^ = U ^ ( P ) ^ p ,

l'exemple qui correspond à celui de

sera

Il y aura continuité en O et les mêmes trois cas à examiner a | i pour
les dérivées. Dans l'application à l'étude de l'intégrale P, il n'y aura à
reprendre que les résultats relatifs aux formes particulières de cet les
modifications sont faciles.

Quant au n° 12, il y a au contraire une différence importante pour
les problèmes relatifs à des domaines non bornés. Cela vient de ladiffé-



rence des allures à l'infini de log^^ et n 2 et de ce que la transfor-
U M OM

mation de Lord Kelvin change la f onction. Je parlerai à la fin du cha-
pitre suivant de l'allure des intégrales bornées à l'infini (c>o continu
à distance finie) dans l'espace à zi^>2 dimensions.

CHAPITRE III.

INTÉGRALES NON BORNÉES AU VOISINAGE D'UN' POINT SINGULIER DE c(M).
SOURCE PONCTUELLE SIMPLE. EXTENSION DU PRINCIPE DE PICARD ( i

I. — Intégrales bornées dans un sens et notion de source
ponctuelle simple. Forme nécessaire des intégrales.

1. On considérera toujours l'équation au sens généralisé
(i) àu = cu ( c ^ o ) ,

où c est définie et continue au voisinage (oo — 0) de O singulier et l'on
se placera d'abord dans le cas du plan. A la base de l'étude des inté-
grales bornées dans un sens, par exemple inférieurement, est le théo-
rème de décomposition qui suit :

Toute intégrale de (i) non identiquement nulle au voisinage de 0 et
bornée inférieurement est la somme d* une intégrale >o et d'une intégrale
bornée en module; donc (2) elle est soit ^>o, soit la différence d'une
intégrale > o et d'une seconde intégrale ^> o et bornée.

Soit ù de type Dh sur lequel c(M) est continue sauf en Ü intérieur,
et bornée à la frontière 2; M, intégrale sur ( 0 — 0) bornée inférieu-
rement et prenant des valeurs en distribution continue sur 2. Soit v
l'intégrale de module borné prenant ces valeurs sur S; u— v est inté-
grale bornée inférieurement et nulle sur 2; il suffira de voir que
u — ̂ >o. En effet:

(*) Une grande partie des résultats de ce chapitre ont été publiés dans trois
Notes des Lincei^ loc. cit.7 iersem. IO,3OJ vol. XL fasc. 3, 5, 9.

(2) Car, ou bien elle est bornée, cas connu; ou bien elle ne Test pas et le
premier terme de la somme, étant ^o et non identiquement nul, sera > o.
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Si une intégrale w de{\) sur le domaine (co — 0 ) est limitée inférieu-

rementpar — A — t log -^ (A ^> o, E ̂ > o), où A est une constante fixe

et s une constante arbitraire, et si elle s'annule sur la frontière de a>, elle

est partout > o.

C'est ce qu'on voit par un raisonnement du type Zaremba. D étant
le diamètre de w, considérons

v ( M ) = ï j l o g — ( Y Ï > Û ) ;

T{ étant fixé, on pourra trouver une circonférence yp de centre 0 arbi-
trairement petite sur laquelle ( — J P ) < O . Mais alors sur le domaine
( c o - T p ) :

à(iv 4- 9) — c(iv H- 9 ) — r ç / où ( — t ' V ) ^ o ,

tandis que (^4-9 prend sur la frontière de ce domaine des valeurs
déterminées >̂ o. D'après la propriété d'impossibilité de minimum <^ o
(tw'rChap. 1, n" 6), on aura sur (ro — y0), *r -h 9^0.

En tout point déterminé de (00 — O; on aura donc w> — 9 où ç a été
choisi avec un YJ arbitraire. Il s'ensuit bien w>o.

2. Dans le cas des fonctions harmoniques on connaît l'allure des
intégrales bornées dans un sens au voisinage d'un point singulier.

M. Picard a démontré très simplement, en utilisant les fonctions
analytiques d'une variable complexe (1), que si «(M) harmonique au
voisinage de 0, sauf au point 0, est telle que z/(M)->-t-00 quand
OM -r o, «(M) est de la forme

A log j^rrr 4- fonct. harmonique en O (A = const. > o ).

La même démonstration légèrement retouchée montre même que si u
est harmonique et bornée inférieurement au voisinage (a> — 0) :

u — \ logrjrz + fonct. harmonique en O ( A ̂  o).

(!) Comptes rendus} t. 176, avril 1928, p. g33, et Bulletin de la Soc. math.
t. LU, 1924, p. 162.

THESE BRELOT, 10
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On en déduit aussitôt la proposition plus générale qu'on pourra appeler,
à l'instar de M. Bouligand, principe de Picard ou bien principe des
singularités positives.

Si u(M) harmonique au voisinage de O sauf peut-être en O est telle
que, en ce voisinage :

u{\\ ) > a log -̂ 77 -Hconst. (a const. quelç. même < o ) ,

elle est de la forme

{3 log ^r— -h fonct . h a r m o n i q u e en O ( j 3 ~ cons t . ) ( 1 ) .

11 suffît de considérer la fonction u—a log ̂ rj harmonique et bornée
inférieurement.

3. L'étude des intégrales de (i) bornées dans un sens est étroite-
ment liée k la notion de source ponctuelle de chaleur. Lorsque, à propos
de l'équilibre thermique de la plaque rayonnante, régi par l'équation (i),
on s'est occupé de cette notion, on s'en est toujours à peu près tenu,
me semble-t-il, à prendre le cas d'un point O régulier de c et à iden-
tifier cette notion avec celle de singularité logarithmique pour l'inté-
grale (2); dans ce dernier cas, ƒ ^ ds, flux à travers un contour y entou-
rant 0, a une limite finie déterminée quand y se réduit au point 0 dans
une suite quelconque de contours (3). Mais je ne pense pas que l'on
ait étudié le problème inverse de la détermination de la forme de u

sachant que f ~ds a une limite déterminée, propriété qui correspond

à l'intuition physique de source ponctuelle.
Je vais résoudre ici la question pour le cas des intégrales bornées

(') D'autres démonstrations ont été données ensuite, qui s'appliquent au cas
de l'espace à n dimensions. Voir STOZES, Comptes rendus, 9 mars 1925, et
Annales de la Soc. Pol. de Math., 1925, p. 5i. — BOUUGAND, Mémorial* XI,
Chap. VII, et Annales de V ICcole A or maie* mars ig3i.

(-) Voir par exemple Ouvrage de PICARD, lor. cit.y Chap. X,
O Voir Chap. I, n() 12.
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dans un sens, en me plaçant même dans le cas d'un point 0 singulier
pour c.

Je dirai que pour une intégrale u de ( i ) sur le voisinage (co — 0 ) ,
0 est source ponctuelle simple si :

i° u est bornée dans un sens;
2° pour toute suite de courbes simples de Jordan y,, entourant 0,

formées d'un nombre fini d'arcs à tangente continue, y„ se réduisant

à 0 quand / i -v -hx ('). I c~ds a une limite finie ou infinie <ï>, indé-W K d n
pendante de la suite yrt, et qu'on appellera flux de la source 0.

La source sera dite finie ou infinie suivant que le llux est fini ou
infini.

D'après le chapitre précédent (n° 11), pour une intégrale bornée en
module, 0 est source simple de flux nul; et d'autre part l'intégrale

a un sens. On en déduit, comme on va voir, le théorème fondamental :

Pour toute intégrale bornée dans un sens, 0 est source simple ; le flux <î>
est>o ou <o suivant que Vintégrale est bornée infèrieurement ou supé-
rieurement (source respectivement chaude ou froide); et il n'est nul que si
F intégrale est bornée en module.

Prenons le cas de l'intégrale bornée infèrieurement et traçons un
petit cercle yR de centre 0. Retranchons de l'intégrale l'intégrale de
module borné prenantles mêmes valeurs sur yR; on obtient ainsi (n° 1)
une intégrale u>o s'annulant sur yu, il suffira d'établir que si u ^> o,
donc non borné, 4>> o.

Considérons un cercle yR, concentrique plus petit que yR et une
suite de cercles yp- concentriques de rayon p„ -± o. Par une formule de
Green, il vient pour la couronne D„ „

/ / eu ch — ( ( Ait cfo = — f i-^ ds -h / ^ c/s.

(*) C'est-à-dire que la distance maximum de O à yn tend vers zéro quand
n -> -H oc.
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Faisons tendre R' vers R; d'après l'existence et les propriétés de ^ le
long de yR {voir Chap. I, n°11) :

I I eu da = — / ——ds -+- I — d s .
J AT R ï T?B JTR int dn Jr^ int t/n

Donc, pour n —> + oo,

r <'« / r r ? c du,

limite fînie*ou non, indépendante de la suite yGn et positive parce que

ƒ c^ds^>o à cause de M > o ( t w Chap. I, n° 11).

Prenons maintenant une suite de courbes vn (définition de la source
simple) et soit yG/ contenant y,, et tel que cn ^ o avec - • D'après l'égalité

du . r du 7r r
I !

àudv —

X ^-ds est au moins éeçale à / ^ds et, lorsque / / eu da est

fini, la différence tend vers zéro. On conclut aussitôt.
Soulignons que, pour que Ü £O^ source simple finie, il faut et suffît

que u soit bornée dans un sens et que F intégrale

ait un sens. Alors o étant un domaine contenant 0, limité par une
frontière S, formée d'un nombre fini d'arcs à tangente continue et sans
points intérieurs communs :

/ (Aud<j=f I eu d<T = — f c-^-ds^rQ>.

4. Dans le cas harmonique, pour toute intégrale bornée dans un sens,
0 est source simple finie, et si $ est le flux, l'intégrale est de la forme

-— log -̂ %rr -h fonct. harmonique en O.
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Nous allons voir comment cela se généralise pour Véquation (i) et
les sources finies. Nous nous ramenons par le théorème de décompo-
sition au cas u^>o. Cherchons donc la forme des intégrales u^>o
de (i) telles que

/ / Au du =r ƒ I eu d&

ait un sens.
Considérons un petit cercle y de centre O et l'intégrale

En nous reportant aux propriétés du potentiel logarithmique (Chap. II,
n0& 9-10), nous voyons successivement que

est sur le domaine (y— 0), positive et harmonique, donc (n° 2) de la
forme

A log ^ -+- h (M) (AL^O), h (M) harmonique même en 0 ,

puis en considérant le flux à travers une petite circonférence yp de
centre 0 et rayon p ->t>, que $ = 271À; on retrouve ainsi la propriété
que $ > o et même ^> o si l'intégrale u n'est pas bornée; et il vient :

u est doncdelaforme/(M)log^Tj o ù / > o , d o n c / > o (puisque u^>6)
et bornée.

En prenant les valeurs moyennes sur une circonférence yp de
centre 0 et rayon p -> o on voit de plus que / (M) admet une « valeur

moyenne » en 0 égale à —— et comme d'après (4) sa plus grande limite
277

en 0 est au plus égale à—=, elle lui sera juste égale. D'où le théorème :
27T

Si pour Vintégrale u >̂ o au voisinage de 0, 0 est source simple finie
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de flux <ï>, u est de la forme

où f bornée > o admet une « valeur moyenne » en 0, fm(0) et une J

grande limite, ƒ(0) égales à ~—:

de sorte qu'il y a quasi-continuité de f en 0.
On retrouve alors la propriété que si $ = o, u est bornée parce que

— -> o avec OM, ce qui suffit (Ghap. II, nu 1) : c'est aussi une con-
l

séquence immédiate de (4).
On passe aussitôt au cas le plus général de la source simple finie, par

exemple chaude : toute intégrale correspondante doit alors être au voisi-
nage de 0 de la forme /(M)log7rvv où f admet une « valeur moyenne »
fm(0) et des limites plus petite [/(O)] et plus grande [ / (Ô)]

11 y a pour f quasi-continuité en 0 ; ƒ s'annulera régulièrement en 0
si la valeur moyenne fm(0) est nulle; c'est le cas où |u| est bornée.

D'après ce qu'on sait des intégrales bornées, on voit que u vérifiera
encore une équation du type (4).

Cela permet d'étudier le cas particulier

Alors

et, par suite (Chap. II, n° 9), f flog^pc(P)u(P)dop est continue

de M même en 0 ; de sorte que u est de la forme

O i
— l°g?TivT -+• fonct. 9 (M) continue enO,
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et 0(M) satisfait à l'équation intégrale

On en déduit aisément, après dérivation, des limitations de Tordre de
croissance des dérivées de 0. En particulier, si a <̂  i, 9 admettra des
dérivées premières continues en Ü.

Ajoutons que si c est continue en 0, la différence de deux intégrales
pour lesquelles 0 est source simple finie de même flux est bornée en 0,
donc (Chap. II, n° 1) y est régulière.

5. Passons au cas de la source simple infinie; je vais montrer que

u est alors de la forme ƒ'(M) log T^J OÙ f(JsV) possède en O une a valeur

moyenne » infinie, égale à H- oc ou — x e n même temps que le flux et
suivant que u est bornée inférieurement ou supérieurement.

On se ramène aussitôt au cas u >̂ o ; traçons une circonférence y9

de centre 0 et rayon p, et montrons que

p
quand p ->- o.

Considérons la couronne circulaire limitée aux deux cercles concen-
triques, YP variable et YR fixe. Appliquant la formule de Green (n°4du
Chapitre I) à ce domaine DRipetaux deux fonctions u et log^p> il vient

, i r du . i r .
=: log / -r- cls lu as.

?Jdn %
Il suffit de voir que

~i f I l ^ O !
Ion V -V?

 Ul
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ou encore que

E = - i - logi ƒ ƒ eu de—fi log^pcuda ->-hoc.

P

Introduisons un cercle y?i, intermédiaire entre yp et yK; le crochet est
au moins égal à

l o g - I I e u da — l o g ~ I I e n da — l o e — i f e u dtj

p J v p M p ^ ^
ou

(log I _ log ï^fj^cu da = log & ffBju da.

Prenons par exemple p< = i/p: on voit que le crochet est au moins
égal à

î i o gp-/X cuda''
donc

Ï r C
E ^ - / I eu da~>-hoo quand p -^o . C . Q . F . D .

Ainsi toute intégrale bornée dans un sens est de la f orme f (M) log^rr»

où f {M) admet une valeur moyenne en 0 toujours égale à —-y $ étant

le flux de O fini ou infini; et | / (M) | est borné ou non suivant que la
source est finie ou infinie.

6. Extension à Vespace à n dimensions. — Extension immédiate du
n" 1. Au n° 2 la démonstration citée de M. Picard ne peut évidemment
s'adapter, mais Ténoncé du « principe de Picard » s'étend cependant^) ;
et Ton peut, suivant M. Stozek (loc. cit.), le démontrer de façon élémen-

(J) M. Picard a établi pour l'espace le théorème analogue à celui quHla donné
dans le plan, c'est-à-dire en supposant que la fonction tende vers-h co quand
AI -> O singulier. Mais sa démonstration (Comptes rendus, t. 176, p. io25, ou
Bull, de la Soe. math., loc. cit.) ne peut s^adapter pour donner Fénoncé de
forme plus générale et dont on a besoin.
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taire en utilisant seulement la formule de Green et des domaines
limités par des sphères; la méthode peut s'appliquer au cas du plan et
fournit d'autre part un énoncé un peu plus général.

Le n° 3 s'étend aussitôt, sauf l'interprétation physique; au n° 4 on
changera aussi le facteur ir, en [(n— 2)^] et il faudra reprendre
l'étude du cas particulier qui termine et qui ne s'étend pas tel quel.

On conclura que u est de la forme / (M) 1
7r-^ où ƒ est continue

en O et mieux de la forme

«-'OM ->o avec OM.

où |fl(M)|, dont on obtiendra aisément des limitations suivant les
valeurs de n, est toujours d'un ordre de croissance moindre que n *

OM
et vérifie

0 ( M ) - h r— I !L ., c(P)itp) dvr> = fonction harmonique.
(n — 2)snJ^ ^ |p "~-

Soulignons que pour n = 3, a <̂  1, 0 (M) est continne en 0.
En dérivant l'équation précédente on obtiendra une équation four-

nissant des limitations pour Tordre de croissance des dérivées pre-
mières de ô.

dB
En particulier on aura toujours -7-

On verra encore que si c est continue, la différence de deux inté-
grales correspondant à un même $ est régulière en 0,

Quant au n° 5 concernant les sources infinies, il s'étend aisément
au cas n>3; les logarithmes seront remplacés par les puissances
(n — 2) des mêmes quantités, et à la fin de la démonstration on
prendra par exemple p< = 2p au lieu de p4 — ̂ p.

IL — Problèmes de Dirichlet. Questions d'existence et unicité.

7. Un problème tout naturel pour le cas de la source finie est le
problème de Dirichlet suivant :

Soit le domaine Ü de type Dk sur lequel c(M) est définie et con-
THESE BRELOT.
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tinue sauf en 0, et bornée à la frontière 2. Déterminer une intégrale
de (i) sur (û — 0), prenant sur 2 des valeurs en distribution continue
donnée, et pour laquelle 0 soit source simple finie deflUcc donné $
différent de o.

Dans le cas harmonique, il y a une solution unique égale à

où A(M) est la solution harmonique bornée correspondant à la distri-
bution donnée ; c'est qu'en effet la différence de deux intégrales cor-
respondant à une source simple de même fïux est harmonique en 0.

Dans le cas général de l'équation ( i ), le problème équivaut à trouver
une fonction u continue sur (û — 0) , bornée dans un sens, de module
borné à la frontière 2, intégrale de l'équation

(5) „(M) + — f f G(M, P)c(P)«(P)rfffP=: —G(0, M) + A(M).

Vexistence ne peut dépendre que de Vallure de c au voisinage de 0 et
pas de ùy de la distribution ou de $ ; car pour qu'il existe une solu-
tion il faut et suffit qu'il existe une intégrale au voisinage de 0 pour
laquelle 0 soit source simple finie de flux non nul. La condition suffit en
effet car on obtiendra aussitôt une intégrale au voisinage correspon-
dant au flux <E>̂  o donné et, traçant deux petites circonférences de
centre 0, on pourra ensuite par le procédé alterné en déduire une
solution cherchée dans O.

Les deux cas a" existence et non-existence sont effectivement possibles :

dans le cas c = o il y a existence ; au contraire si c^r—r^ (A^>o), il y
0M-

a impossibilité; sinon en effetpour une intégrale w= ƒ (M) log -^ >̂ o,

j j eu d(j aurait un sens et par suite, jx,, désignant la valeur moyenne

d e / ( M ) sur la circonférence de centre 0 et rayon r,

Tj '°S - F ' r dr~i - log - \xr (ir ( où j7.;. -> <b ^é. o quand r -•> o)

aurait une limite finie pour /• = o, ce qui est faux.
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Lorsqu'il y a existence, elle est unique; il suffît de se placer dans le
cas d'une distribution nulle et de $ > o et je vais montrer que la solu-
tion qui est > o est la limite d'une suite de fonctions qu'on peut for-
mer en connaissant seulement 12, c et $, ce qui prouvera l'unicité.

Considérons une suite de couronnes circulaires de centre O (yPn, y?n)
(o <p'„ < p«) telle que p/l+1 < p̂  et que p/t ^ o . Définissons sur fï, ctl

continue telle que :

clLz=c à l'extérieur de yp ;,

cn ^ c dans la couronne yp/(, yo'n«

c;i = o dans le cercle yo\r

On peut former, grâce au procédé alterné, une intégrale un de
Au = cn u sur ù prenant la valeur o sur S et, au voisinage de 0, égale

à l°gfvvT *+" *• harm. Comme cn est non décroissante, un est non

croissante : en effet, en tout point de (£2 — 0) : o <̂  u}l<^l,un+^ quel
que soit A ^> i comme on le voit en isolant 0 par un petit cercle. un

aura donc une limite sur (û — 0,) intégrale de Au = c« et sfannulant
sur li (conséquences du théorème de Harnack généralisé sous forme
réduite) et cette limite sera de la forme au voisinage de 0 :

où / ( M ) est >o et de plus grande limite en O au plus égale à —

Mais nous avons supposé l'existence d'une solution u; on voit en con-
sidérant Xun avec ^arbitraire ^> i que uft>u. Donc v>u, ce qui impose

que / ( M ) ait comme plus grande limite en O justement celle —

de —-—-; 9 et u sont donc des intégrales pour lesquelles O est source
l o g ÖM

simple finie de même flux ; donc ç — u est une intégrale >o, pour
laquelle O sera source simple de flux nul; et comme e — u s'annule
sur Ii il vient 9 = u, ce qui établit notre théorème.

On remarquera que s'il n'existait pas de solution u} la même suite un

devrait tendre vers zéro sur (£2 — 0); sinon 9 non partout nul ne serait
pas borné ; comme c'est une intégrale pour laquelle 0 est source simple



finie, le flux correspondant serait non nul, ce qui contredit l'hypothèse
de non-existence.

Conséquence: La différence de deux intégrales au voisinage de O
pour lesquelles O est source simple finie de même flux est bornée
enO.

Cas particulier d'existence ;

OM

II n'y a qu'avoir que la suite un de la démonstration qui précède ne
peut tendre vers zéro. Or

À ƒ ƒƒ
où, puisque

~

~(*<*) et

au voisinage de O, la fonction de M, ƒ ƒ est bornée relativement à n

et M voisin de O.
Vu la forme du second membre, z/n(M) est donc, dans un voisinage

assez petit de O, supérieure à un nombre fixe arbitrairement choisi,
indépendant de u. D'où la conclusion que un ne tend pas vers zéro.

On a vu (n° 4) que l'intégrale solution doit être de la forme

où 8(M) est de module borné et admet même, si a <̂  i, des dérivées
premières continues en O.

Lorsque c est continue en O, on obtient donc le théorème d'existence
et unicité pour le problème de Dirichlet avec singularité logarith-
mique donnée, posé au Chapitre I, n° 42, et cela par une voie indépen-
dante de la théorie de Fredholm et qui s'étendra aussitôt au cas de
l'espace à n dimensions (^oirplus loin, n° 12).
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8, Indiquons brièvement des propriétés de la solution du problème
précédent lorsqu'il est résoluble.

Rappelons-nous le théorème de décomposition (n° 1) et remarquons
d'autre part que, dans le cas d'une distribution nulle, deux solutions
du problème (7) sont dans un rapport constant égal à celui des deux
flux. Donc pour une distribution quelconque, la solution est fonction
linéaire de $, de coefficients égaux respectivement à Vintégrale bornée
prenant sur L les valeurs données et l'intégrale s'annulant sur £ et
correspondant aune source O simple de flux 1.

On a donc ainsi aussitôt des propriétés de la solution considérée
comme fonctionnelle de la distribution ou de <&. Pour étudier la solu-
tion comme fonctionnelle de c on prendra le cas de la distribution nulle
et de $ ^> 0 puis on utilisera le passage à la limite de la démonstration
du théorème d'unicité.

Lorsque le problème est possible pour un c, il Vest pour tout autre c au
plus égal; et quand la distribution est > 0 et $ ^> 0, une diminution de c
quelque part entraîne une augmentation partout de la solutionr

Le passage à la limite fournit la propriété avec égalité possible. On
complète grâce au nü 7 (Chapitre I).

En ce qui concerne la continuité de la solution comme fonctionnelle
de c(M), il vient avec une distribution nulle et O ̂ > 0, en raisonnant

comme au n° 10 (Chapitre I) où [/. serait remplacé par —G(O, P) :

<?•)«—('la)„| — G ( 0 , P ) G ( M , P)d<xp,

Fixons M ^ O : on peut disposer de la couronne (yOn1 Ypn)
 e n Pre"

nant p'rt assez voisin de pn pour que la partie de l'intégrale relative à
cette couronne tende vers zéro quand n => + oo. 11 vient alors

2 7 1 Ai- J */(Q-7pJ

On en déduira aisément que, dans le champ des c pour lesquels il
existe une solution, on aura pour une distribution quelconque et un
flux donné $ fini Vextension des formules (10) — (10') -- (10") du
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Chapitre I, c'est-à-dire, avec uniformité sur (Q— O),

] o« ' i A si ƒ / (ô/')2 3o- est fini

\ ou | ̂  B m a \ \àr\

où A et B sont indépendants des c(et de M sur fi), enfin pour des c

bornés par un nombre fini : \ou \ -± o avec ƒ ƒ |Gc|</a.

9. Généralisation du procédé de passage à la limite. — Supposons que
dansle cercle y,vde centre O et de rayon r«-> o, on rende c continu en O
sa/w augmentation possible; soit, pour le c obtenu, kn) et une distribu-
tion continue quelconque fixée, la solution crtdu problème relatif à une
singularité logarithmique en O égale à ; — ^ o . Lorsque n v + oc,

un tend uniformément sur tout ensemble fermé de (û + 2 — O) vers
la solution du problème de Dirichlet, soit relatives une source simple
de flux <£>, soit bornée en module, suivant qu'il existe ou non des inté-
grales correspondant à une source simple de flux fini non nul.

On se ramène aussitôt au cas de la distribution nulle et de <£> > o.
On considérera alors une suite de couronnes (yp, yo'/t) du n° 7 telle que

Ainsi

d'où

où 9 est la limite de la suite uH du n° 7, limite nulle on non suivant
les deux hypothèses de l'énoncé. D'où le théorème.

10. Ce théorème de passage à la limite, même pris sous sa forme
réduite du n° 7, permet d'établir Véquivalence remarquable du cas où
il existe des intégrales pour lesquelles O est source simple finie non nulle
et de celui où toutes les intégrales de module borné ne f annulent pas
régulièrement en O, ce cas équivalant à dire qu'il existe une inté-
grale ^>o bornée de valeur moyenne en O non nulle ou bien que toute
intégrale ^> o bornée jouit de cette propriété.

Soit F un petit cercle fixe de centre O et, correspondant à y,n et kn9
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l'intégrale régulière un prenant la valeur i sur F et de limite u, et
l'intégrale UH = G/rt(>I, O) fonction de Green généralisée relative à F.

Soit F' cercle concentrique un peu plus petit, on sait que

,r\\ l C f cl^f<n n dun\

Quand w-^-t-oo, un (O) -*• um(O) valeur moyenne en O de u
{voir Chapitre II, n° 4), et OAa (M, O) = UH a une limite U, soit nulle,
soit > o et correspondant alors à un flux 27. de O. La convergence est
uniforme sur tout domaine complètement intérieur à (F — O) et il en
est de même des dérivées premières. Donc :

du du
b d

Faisons tendre F' vers F. D'après ce qu'on sait des dérivées normales
à la frontière {voir Chapitre I, n° H) , il vient :

-L f ^ ils,u

où c~r~ est >̂ 0 lorsque U ̂ > 0 ; on conclut aussitôt.

Définissons la Jonction de Green généralisée en O, GC(M, O) pour le
domaine ii, commeégale à o ou à la solution du problème de Dirichlet
du n° 7 pour une distribution nulle et un flux 271. Alors la démonstra-
tion qui précède, légèrement modifiée, fournira le théorème suivant
qui complète la formule de Green du Chapitre II, n° 12 :

Z étant formée d'un nombre fini de courbes simples de Jordan sans
points communs et à courbure continue, soit u Vintégrale bornée du
problème de Dirichlet correspondant à une distribution continue quel-
conque : alors, pour sa valeur moyenne en O,

r/G,(M, O)

Le théorème d'équivalence énoncé plus haut est d'ailleurs une
conséquence de la symétrie de la fonction de Green Gt.(M,P). Repre-
nons le théorème du passage à la limite même sous sa forme réduite
du n°7, avec une distribution nulle et un flux 2 u.
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On aura en Mo 7^ O

G,„(M0, O) = GAll(O î M O ) ,

d'où en passant à la limite, par des raisonnements faciles,

Gt(M0, O) = val. moy. en O de G t(P, Mo),

où GC(P, M,,), fonction de P, est intégrale >̂ 0 au voisinage de O.
Et le théorème d^équivalence équivaut à exprimer la symétrie de

GC(M, P) quand l'un des points est O, à condition de prendre en O la
valeur moyenne.

On voit comment cela permettrait de faire autrement l'étude de
la solution du problème de Dirichlet du n° 7 comme fonctionnelle
de c(M), en étudiant la valeur moyenne en O de GC(M, Mo) comme
fonctionnelle de c (voir Chapitre II, n° 12).

11. Le problème de Dirichlet du n° 7 n'a donc pas toujours de solu-
tion. Mais en considérant les intégrales bornées dans un sens sans les
astreindre à correspondre à une source finie, on a le théorème a exis-
tence général suivant :

Étant donnée sur la frontière du même domaine ù une distribution con-
tinue quelconquef il existe sur (ù — O) une intégrale bornée dans un
sens (qu'on ne fixe pas), prenant les valeurs données sur 2 et9 en un
point donné arbitraire de (û — O), une valeur donnée arbitraire.

On se ramène aussitôt à prouver que sur (Ü — O) il y a des inté-
grales positives qui s^annulent à la frontière. On y parvient par le pro-
cédé très général suivant:

Imaginons une suite de domaines ton contenant O, de frontière afn

tels que (ù — coft — an) soit de type D/,, enfin se réduisant au point O
quand n -> 4- oc ; prenons sur an une distribution > 0 non partout nulle
assujettie seulement à la condition que la solution uH du problème de
Dirichlet généralisé pour (Q — ton — an) et les valeurs considérées sur
2 et an prenne en un certain point P fixe de (il — O) une valeur com-
prise entre deux nombres positifs a et b. Sur tout domaine 0 contenant
P et complètement intérieur à (Q — O)les un, qui à partir d'une valeur
assez grande de «sont définis dans un domaine où 0 est complète-
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ment intérieur, y seront, d'après le lemme de M. Litchtenstein {voir
Chapitre I, n° 16), bornés dans leur ensemble supérieurement et infé-
rieurement par deux nombres positifs; on peut donc en extraire une
suite qui, sur tout domaine S' complètement intérieur à S, converge
uniformément vers une intégrale > o.

Or S' peut être choisi à l'avance arbitrairement, complètement inté-
rieur à (û —O). Considérons une suite de tels o' tendant vers (û — O);
par des extractions successives de suites d'wrt et le procédé diagonal,
on formera une suite extraite de un possédant la propriété que, sur
tout domaine complètement intérieur à (û — O ), elle converge unifor-
mément vers une intégrale ^> o. Il y aura même convergence uniforme
sur tout ensemble ferme de (Ü -h 2 — O) et la limite est intégrale > o
sur (£} — O) et s'annule sur 2 (voir Chapitre I, n° 15 fin).

Signalons qu'un autre procédé, moins général consisterait à rendre
c continu en O en le modifiant au voisinage et à prendre l'intégrale
ayant en O une singularité logarithmique convenable pour que l'inté-
grale satisfasse en P à la condition indiquée plus haut. On voit com-
ment on formerait une suite un dont une suite extraite convergerait
vers une intégrale cherchée ; au lieu de rendre c continu en O, on
pourrait le rendre simplement tel que le problème de Diri chlet du n° 7
soit possible.

Lorsque le problème précédent n'est pas résoluble avec une source
finie, il Test donc avec une source infinie. Un cas d'existence des

sources infinies est donc c>=^ au voisinage de O ; par exemple si
"OJVf

c = -^-rt (a > o), u = j est intégrale et fournira par multiplication
OM" OM

par une constante et le procédé alterné une solution du problème.

J2. Extension au cas de n dimensions. — Comme différence signalons

que dans le cas de possibilité du problème du n° 7

OM

ƒ / Gncutl(lvp ne peut plus être affirmée bornée mais seulement d'un
J- Ju

THRSB HRKLOT. 12
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ordre moindre que l
n ^ ce qui suffit pour conclure. Au contraire on

O M
ne peut plus faire l'extension générale des résultats du n° 8, pour la
solution considérée comme fonctionnelle de c ; toutefois, pour un
point fixé de (û — 0) on aura :
pour n = 3,

pour n quelconque,
1 du l^B' inax | de

et si n = 3 il y aura uniformité sur (O — Ó).

Enfin pour des c bornés, | O M | - ^ O avec / f \oc\da, pour n

quelconque et il y aura uniformité si n = 3.

Comme cas d'existence de sources infinies indiquons c>——- et plus
~0M-

particulièrement c — a^a~ZJLT— (a > « — 2)avec l'intégrale — ^ •
OM" OM "

III. — Extension du principe de Picard.

13. Ce que l'on appelle le « principe de Picard » pour les fonctions
harmoniques (n°2) peut, grâce à ce qui précède, s'étendre sous la
forme suivante pour les intégrales de ( 1 ).

Si au voisinage du point singulier 0 de eu est intégrale, et telle
u(M)

que
l ogÖM

soit borné, c''est-à-dire encore

le point 0 est source simple finie; c'est-à-dire que u est bornée dans un

sens et, si elle Vest par exemple inférieurement, de la forme f (M) log =

où jf(M) admet en 0 une valeur moyenne et une plus grande limite égales
et finies.

Par l'addition d'une intégrale de module borné, on se ramène k
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démontrer le théorème dans le cas où u s'annule sur un petit cercle y

de centre 0. Soit A const. positive «(M) au voisinage de 0 et

considérons la suite un du n° 7, de la forme en 0 ;

B log ^— + fonct. h arm.,

où B > A .
On verra que : un^>u, donc pour la limite v de un : v>u.
Ou bien i>= o; alors u<o; 0 est source simple, nécessairement finie.
Ou bien (^>o; v correspond à une source de flux sr .B; alors

// > o et V — U est borné ; donc pour l'intégrale v — u qui s'an-

nule sur y, 0 est source simple finie ; par suite v — u est proportion-
nelle à v; donc u est proportionnelle à r> ce qui achève la démonstration.

En conséquence : dire qu'il n'y a pas d'intégrales pour lesquelles 0
est source simple finie équivaut à dire que toute intégrale non bornée
(il en existe toujours) est de la forme ƒ (M) log ̂ rj où | / ( M ) | n'est

pas borné. D'où l'énoncé déjà donné au Chapitre II (n° 6, fin), qu'il y a
équivalence entre le cas où toutes les intégrales bornées s'annulent
régulièrement en 0 et celui où toutes les intégrales non bornées sont
de la forme précédente.

AL BouligandOadésignésousle nom de principe de Picard sous forme
intégrale la proposition suivante, conséquence immédiate du n°2 :

Q étant un domaine borné de type D/t et 0 un point de ce domaine,
les ƒonctions harmoniques positives sur ( û — 0 ) et s*annulant à la fron-
tière de O sont proportionnellesy c'est-à-dire qu'il y en a une seule à un
facteur constant près.

Il serait très important de généraliser cet énoncé aux intégrales de
Véquation (i) où c admettrait une singularité en 0 et serait ailleurs

(*) Mémorial, fa*>e. X I , loc. cit.y p . i j .

12.
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continu, et borné à la frontière de Q. L'exactitude probable de la pro-
position entraînerait pour le théorème du n° 11 la propriété impor-
tante dunicité.

4 4. Le théorème démontré plus haut s'étend au cas de n dimensions

en remplaçant l o g ^ par 1
:L a - II a une application immédiate dans

r étude à Vin fini des intégrales bornées de Aw = c« où c est définie et
continue au voisinage de l'infini, c'est-à-dire à l'extérieur d'une cer-
taine sphère.

Dans le plan, l'inversion OM.OM' = i ramène la question à l'étude
des intégrales bornées au voisinage de O de l'équation

O3V1'

étant considérée comme fonction de M', et c'est le Chapitre II
qui s'appliquera.

Pour n>3 dimensions la transformation de Lord Kelvin :

OM.OM'=i, <>(W)=- n , «(M),
OM'

ramène la question à l'étude de l'équation (voir Chap. I, n° 4) :

pour les intégrales v telles que

OM7"""2

soit borné; et c'est le Chapitre

actuel III qui s'applique et donne les résultats suivants:
Toute intégrale u bornée à Vinfini est la somme d'une intégrale //,

s*annulant régulièrement à l'infini, et s'il n'en est pas ainsi pour u9

d'une autre «3d'un signe déterminé admettant une «valeur moyenne
h l'infini» égale, si par exemple u2 ^>o, à la plus grande limite de u2

à l'infini.
Quant au problème de üirichlet généralisé extérieur pour intégrales

bornées et un domaine dont l'inverse est de type D;(, il sera possible



— 93 —

avec unicité pour les intégrales assujetties à s'annuler régulièrement à
l'infini; il ne sera pas toujours possible lorsqu'on se donne à l'infini
une valeur moyenne non nulle; mais s'il est possible, ce qui dépend
seulement de l'allure de c à l'infini, il y a une solution unique.

On étudiera aisément les cas particuliers de possibilité et impossi-
bilité de ce dernier problème :

—l— avec # > « — i et
OM OM

15. Je n'ai donc étudié que les intégrales bornées dans un sens;
encore resterait-il avant tout à élucider l'importante question signalée
plus haut.

L'étude des intégrales ayant en O un infini des deux signes semble
beaucoup plus difficile. On connaît pour les fonctions harmoniquesun
développement au voisinage d'un point singulier, analogue à celui
de Laurent pour les fonctions analytiques; je renverrai pour son étude
à un travail ancien de M. Appell ( * ) et un mémoire récent de M. Bou-
ligand (2). On peut songer à quelque extension aux intégrales de(i),
au moins lorsque c a un ordre de croissance assez faible.

CONCLUSION.

Je ne rappellerai pas les divers points signalés qu'il serait important
de développer ou de trancher. Mais j'ajouterai quelques remarques
générales.

D'abord il ne semble pas qu'on puisse aller beaucoup plus loin dans
l'étude entreprise par les méthodes utilisées qui reposent en partie sur
la considération d'équations de Fredholm non résolues; on peut espérer
obtenir des résultats plus précis en résolvant l'équation de Fredholm
dans le cas d'un domaine sans singularité, puis en passant à la limite
sur la résolvante, de façon à obtenir pour la solution du problème avec

(') Actamath., 1884, p. 3i3.
(2) Annales de l'École Normale supérieure, 3U série, t. XLVIII, mars ig3i,

P- 95-
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singularité de cune expression qui en permettrait peut-être une étude
plus poussée. Mais ce procédé qui demanderait à être approfondi est
d'un ordre d'idées tout différent.

D'autre part une extension naturelle de ce travail est l'étude du cas
où c, aa lieu d'avoir une singularité ponctuelle, est singulier sur un
ensemble de points non nécessairement isolés. Lorsque cet ensemble
est de a capacité nulle (' ) » on peut étendre à peu près tous les résultats
du Chapitre II, les intégrales bornées se comportant au voisinage d'un
de ces points comme s'il était isolé. La question qui a un rapport étroit
avec l'extension que j'ai faite (2) au cas de notre équation de travaux
récents de M. Wiener sur le problème de Dirichlet est développée
dans un Mémoire qui paraîtra prochainement dans le Bulletin des
Sciences mathématiques et déjà étudiée dans une Note des Comptes
rendus (3). Une généralisation ultérieure serait l'étude des intégrales
bornées ou non sur un domaine ouvert (où c est défini continu >o)
au voisinage d'un point frontière quelconque.

Enfin on peut songer à étendre toute l'étude qui précède à des équa-
tions de type elliptique plus général et l'on en aperçoit aussitôt la pos-
sibilité sur certains points grâce aux travaux de M. Lichtenstein con-
cernant des types étendus — en particulier sa généralisation du
théorème de Harnack. — Mais une extension plus complète ne saurait
avoir lieu sans certains changements ou restrictions comme le montre
l'exemple suivant auquel je me bornerai pour finir :

Considérons dans le plan l'équation Au = u et une petite courbe F

entourant 0. Soit u l'intégrale nulle sur F admettant en 0 une singu-

larité logarithmique + i. En posant u = p l o g ^ j , on voit que 9 est

^> o et s'annule sur F, et d'autre part que

A I * 2

(M: x\y\ Mo : j?0, yQ).

(1) Un exemple simple dans Tespace est une ligne rectifiable,
(2) ƒ?. ht. Lombardo, loc. cit.
(->) Comptes rendus, t. 191, 1980, p. 697.
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Cette équation en 9 qui peut encore s'écrire

. x — x0 àv y — y0 dv

admet donc une intégrale s annulant sur F, bornée au voisinage de 0,
et cependant non nulle.

Vu et approuvé :

Paris, le 5 mars 1931.

LE DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES,

C. MAURAIN.

Vu et permis d'imprimer :

Paris, le 5 mars 1981.

LE RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE PARIS,

S. CHARLÉTY.


