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SUR I’ANALYSIS SITUS

DES

VARIETES A 7z DIMENSIONS

INTRODUCTION.

Les propriétés d’Analysis situs étudiéesicisont celles quise rattachent
aux systémes de variétés orientées ou chumps d’intégration et aux
intégrales multiples dans une variété close a n dimensions. Les champs
peuvent étre additionnés et multipliés par un entier; en outre, ils sont
I'objet de deux opérations fondamentales qui consistent, l'une a
prendre la frontiére d'un champ, 'autre a prendre l'intersection de
de deux champs qui remplissent certaines conditions. La premiére
conduit, par la notion d’homologie, aux invariants topologiques définis
par Poincaré : nombres de Betti et coefficients de torsion. La seconde
opération conduit a de nouveaux invariants topologiques, ainsi que
I’a remarqué M. J. W. Alexander (').

Les Chapitres I et I du présent travail étudient ces opérations et
ces invariants, au point de vue de I'Analysis situs combinatoire. La
variété est remplacée par un complexe défini arithmétiquement; au

(") Proc. of the Nat. Ac. of Sec., t. 10, 192]. p. g9, 101, 483; t. 11, 1925,
p. 113. (Je n'ai eu connaissance de ces Notes qu'aprés avoir obtenu les principaux
résultats.)

THLSE C. DE RHAM 1
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lieu des champs, on considére les c/aines ou combinaisons d’éléments
du complexe. On peut ainsi obtenir un exposé rigoureux sans intro-
duire aucune considération de théorie des ensembles.

Le Chapitre I contient d’abord un exposé des principes de la théorie,
pour lequel on s’est inspiré d’un mémoire de M. H. Weyl (*). Le
paragraphe 9 est consacré a4 un théoréme utilisé dans la théorie des
intersections qui, elle, remplit le Chapitre II.

Les intersections et les coefficients d’enlacement sont définis simul-
tanément, par récurrence. Aprés les généralités (§ 10, 11, 12), le
cas ou l'intersection a zéro dimension est étudié d’'une maniére appro-
fondie (§ 13 a4 17); cette étude, dont les résultats ne sont d’ailleurs
pas nouveaux, ne fait intervenir que I’homologie avec division et les
chaines d’ordre infini. La méthode suivie ici a permis de faire une
étude analogue relativement aux chaines d’ordre fini, en considérant
des coefficients d’enlacement au lieu de nombres d’intersections (§ 18
et 19).

Des exemples qui illustrent et complétent la théorie du Chapitre 11
ont été rassemblés au Chapitre 1V ils montrent que les diverses cir-
constances prévues se présentent effectivement. Ce dernier chapitre
a été rédigé d'une maniére concise : quelques démonstrations n’ont
pas été insérées dans le texte.

L’application de 1'’Analysus situs & la théorie des intégrales multiples
est développée au Chapitre III. On sait depuis longtemps que les
nombres de Betti jouent un roéle dans cette théorie; mais lorsqu’ou
veut préciser ce role, on est conduit a des théorémes qui ont été
énoncés d'une maniére tout & fait explicite par M. E. Cartan (*). On
trouvera ici une démonstration compléte de ces théorémes, valable
pour les variétés closes qui admettent une subdivision polyédrale. Les
rapports entre la théorie des intersections et celle des intégrales sont
indiqués au paragraphe 27.

Les résultats obtenus suggérent I'idée de considérer un champ &

(") H. Weyw, Analysis situs Combinatorio (fev. Mat. Hisp. .Amer., t, 5.
1923).

() E. Carran, Sur les nombres de Betti des espaces de groupes clos (Comptes
rendus, t. 187, 1928, p. 196-198). Voir aussi Innales de la Soc. polon. de
Math., 1929.
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g dimensions et un élément d’intégrale multiple d’ordre n — g comme
deux aspects d'une méme notion plus générale ('). C’est ainsi que
dans l'espace ordinaine, le courant électrique est représenté par un
champ a une dimension lorsqu’il parcourt les arétes d’un réseau con-
ducteur, ou par un élément d'intégrale double, son flux, lorsqu’il tra-
verse un corps conducteur a trois dimensions. De ce point de vue, les
opérations qui font passer a la frontiére d’un champ ou al'intersection
de deux champs sont rapprochées de celles qui donnent la dérivée
extérieure d'un élément d’intégrale ou le produit de deux tels éléments.
De méme, le calcul d’une intégrale est rapproché du calcul dunombre
d'intersections de deux champs. Le développement de cette idée obli-
gerait a considérer des intégrales ayant des singularités; pour ne pas
allonger davantage, on s’est borné ici aux intégrales partout réguliéres.

Qu’il me soit permis d’exprimer ici, & M. Henri Lebesgue, ma
profonde reconnaissance pour tout ce que je lui dois; c’est grace a ses
conseils et a ses critiques que j’ai pu m’orienter au début de mes
recherches, et ses encouragements m’ont fait persévérer.

Remarque sur les principaux travaux consultés.

Pour les Chapitres I et 1I, les mémoires fondamentaux sont ceux
de Poincaré :

{. H. Powcare. — a. Analysis situs (Journal de UEc. Polyt., 1894).

b. Complément a I’Analysis situs (Palermo Rendic., vol. 13, 1899).

c. Second complément a 'Analysis situs (Proc. of the London
math. Soc., 1900).

Les principes de I’ Analysis sitzus combinatoire ont été ensuite I'objet
de plusieurs exposés, dont voici les principaux :

2. H. WeyL. — Analisis situs Combinatorio (Res. Matem. Hisp.
Amer., 1923).

3. O. Vesceny and J. W. ALExanoer. — Manifolds of N dimensions
(Annals of Mathematics, 1912-1913).

(') Pour g =—=o, c'est I'integrale de Stieltjes.
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4. O. VeBLEN. — Lectures on Analysis situs (New-York, 1922).

5. J. W. Avrexaxorr. — Combinatorial .Analysis situs (Trans. Am.
Math. Soc., 1926).
Sur les coefficients d’enlacement, voir :

6. H. Leseseve. — Sur 'tneariance du nombre des dimensions d’un
espace et sur le théoréme de M. Jordan relatif aux variétés fermées
(Comiptes rendus, t. 152, p. 841).

7. L. E. J. Brovwer. — On loopings coefficients (Proc. of the sec-
tion of science. Kon. Akad. van Wetenschappen te Amsterdam, vol. 15,
1912, p. 113).

Sur les intersections, voir :

8. S. Lerscueiz. — Intersections and continuous transformations of
complexes and manifolds ( Trans. Am. Math. Soc., 1926).

Les coefficients d’enlacement et les intersections sont définis ici
(Chap. II) par une méthode sensiblement différente de celles suivies
dans ces trois derniers travaux.

Pour le Chapitre IlI, 1l faut citer, outre le mémoire 1 @ de Poincaré,
un autre antérieur :

9. H. Ponncarg. — Sur les résidus des iniégrales doubles (Acia muihe-
matica, 1887).
D’autlres mémoires utilisés sont cités dans le coursdu texte. Signalons

le livre récent : Topology, by S. Lerscuerz (1930), et le fascicule XL
du Mémorial des Sciences mathématiques, fascicule di au méme auteur.

CHAPITRE L

PRINCIPES DE LA THEORIE DES COMPLEXES.

1. Définition du complexe. Chaines. — Un complexe a n dimen-
sions est un systéme fini d’éléments qui ont entre eux certaines rela-
tions. Il y a n—+-1 catégories d’éléments, qui seront appelés éléments
de dimension o, de dimension 1, ..., de dimension n, suivant la caté-
gorie a laquelle ils appartiennent; ceux de dimension o, 1 ou 2 seront
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appelés respectivement sommets, arétes ou faces. Un élément quel-
conque sera souvent désigné par a?; l'indice supérieur, ¢, indique la
dimension, et l'indice inférieur servira a différencier les éléments de
méme dimension.

Nous appelons g-chaine toute combinaison linéaire a coefficients
entiers des éléments de dimension g. Si, dans une ¢-chaine ¢, le
coefficient de a? est 7.;, on écrira ¢/=X7;a! et I'on dira que a/ est pris
1; fois dans ¢”. Les g-chaines peuvent étre additionnées, soustraites,
et multipliées par un entier; ces opérations conduisent a de nouvelles
g-chaines définies sans ambiguité.

Les relations entre les éléments du complexe consistent en ceci,
qu’a toute g-chaine correspond une (¢ — 1)-chaine bien déterminée, sa
JSrontiére, cette correspondance vérifiant les trois conditions suivantes :

I. La frontiére d’une somme (ou différence) de deux chaines est égale
a la somme (ou différence) des frontiéres des chaines composantes.

II. La frontiére d’une q-chaine est une (q—1)-chaine fermée, en
convenant d’appeler fermée une chaine dont la fronticre est nulle.

III. Dans la frontiére d’un élément al, le coeffictent de tout élément
al™'estégala o, +1 ou —1.

Pour exprimer qu'une chaine ¢’ a pour frontiére c¢?~', on écrit,
d’apres Poincaré, ¢/== ¢/,

Un complexe est complétement défini si I'on donne le nombre «,
des éléments de dimension ¢, pour ¢==o0, 1, ..., n, et sil'on donne
la frontiére de chaque élément. La frontiére de a? est une (g — 1)-chaine
qu’on peut écrireE e al™

/

(1) al= Y&l ai
j

L’ensemble de ces relations constitue le schéma du complexe.
La condition III exprime que ¢/; est égal 4 0, 41 ou —1.
La condition II se traduit par les relations suivantes :

NY Lt
(2) Ze{jejk =0
i

(i=1,2, ..., k=1,2, ... 20 q==2,3, ..., n).
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Si Pon désigne par T, le tableau & «, lignes et ¢,_, colonnes formé
par les ¢/, ces relations (2) peuvent s’écrire sous la forme suivante,
en utilisant la multiplication symbolique des tableaux :

g -
T, T,y—o.

2. Homologies. Groupes abéliens attachés a un complexe. — Une
g-chaine ¢ est dite homologue a zéro ¢’~vo, si elle est la frontiére
d'un (g -+ 1)-chaine ¢/*'=c". Deux chaines sont dites homologues,
s1 leur différence est homologue a zéro.

Cette notion d’homologie permet d'attacher aux ¢-chaines fermées
d’un complexe un groupe abélien &, de la maniére suivante :

A toute g-chaine fermée correspond un et un seul élément de ¢j,; a
deux ¢-chaines homologues correspond le méme élément; a deux
7-chaines non homologues correspondent deux éléments distincts
de ¢,; enfin a la somme ¢7+ ¢! de deux g-chaines correspond le
« produit » des éléments de G, qui correspondent a ¢’ et ¢/.

On vérifie immédiatement que les éléments de ¢, se composent
bien comme dans un groupe abélien. Ainsi, & tout complexe &
n dimensions sont attachés (n -+ 1) groupes abéliens ¢, §,, ..., §,.
Pour préciser les définitions de ¢, et de G, nous conviendrons que
toute o-chaine est fermée et qu'une n-chaine fermée n'est homologue
a zéro que si elle est identiquement nulle. Pour plus de commodité,
I'opération de composition des éléments d'un de ces groupes sera
désignée par le signe -+ et sera appelée addition (alors qu’en théorie
des groupes on dit en général multiplication). En conséquence, 1'é1é-
ment identique sera désigné par o (zéro).

Les éléments d’ordre fini, ¢’est-a-dire dont un multiple est égal & o,
contenus dans ¢}, forment un groupe fini v, appelé groupe de torsion.
Les éléments e,, e,, ..., ¢,, d’ordres respectifs £,, k., ..., &, forment
une base pour y,, si tout élément de vy, est égal & une et une seule
combinaison de la forme

Zie 4+ &,e,+.. .z,

ou &, est un reste entier [mod £,]. La structure de v, est complétement
déterminée par la suite des entiers k,, &, ..., k ; mais la réciproque
n’est pas vraie. Pour que ces entiers soient univoquement déterminés
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par Y,, il faut les astreindre a des conditions supplémentaires, ce
qu'on peut faire de deux maniéres. On peut choisir la base de maniére
que les k; soient des nombres premiers ou des puissances de nombres
premiers, et alors ils sont univoquement déterminés (a l'ordre preés)
par le groupe. On peut aussi choisir la base de maniére que chacun
des nombres 4; divise le suivant, et alors aussi ils sont complétement
déterminés; on les appelle alors coefficients de torsion de dimension ¢;
on sait (ce qui sera d'ailleurs établi plus loin) que ces coefficients sont
égaux aux diviscurs élémentaires du tableau T,,,.

Disons qu’une g-chaine c? est homologue a zéro avec division si un
multiple de ¢?, kc? est homologue a zéro, ou ce qui revient au méme,
si 'élément de G, qui correspond & ¢ est d’ordre fini. De méme qu’au
moyen de I'homologie ordinaire (sans division) nous avons fait
correspondre aux g-chaines fermées le groupe §,, de méme au moyen
de I’homologie avec division on leur fera correspondre un groupe qui
sera désigné par g,. Ce groupe g, est purement infini, c’est-a-dire
quil ne contient aucun élément d’ordre fini (sauf o). Il s’obhtient &
partir de ¢, en assimilant a o les éléments d’ordre fini de ¢, ce qu'on

exprime en écrivant g,— gy’—’ La structure de g, est complétement
7

déterminée par le nombre P, des éléments nécessaires pour former
. 1 <

une base. P, est le ¢*"° nombre de Beiti du complexe. En désignant

par ¢, le rang du tableau T,, on a P,=«,—¢,—t,., (ce qui sera

d’ailleurs établi plus loin).

3. Complexes superposables, isomorphes, réciproques. — Disons que
les deux éléments a] et a?~' sont en relation positive, nulle ou négative,
suivant que ¢/,=--1, 0 ou —1I.

Deux complexes seront dits superposables, s'il existe entre leurs élé-
ments une correspondance biunivoque, les éléments qui se corres-
pondent ayant méme dimension, telle que deux éléments de I'un
soient en relation nulle ou non nulle en méme temps que leurs corres-
pondants.

Si, de plus, deux éléments de 'un sont en relation positive ou néga-
tive en méme temps que leurs correspondants, les deux complexes
seront dits isomorphes, et la correspondance sera dite un ésomorphisme.

THESE G, DE RHAM. 2
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Au point de vue ol nous nous placons, deux complexes isomorphes
doivent étre considérés comme identiques; ils ne différent que par les
notations. Les groupes abéliens attachés a deux complexes isomorphes
ont la méme structure. [l n’en est pas de méme pour deux complexes
superposables, bien que géométriquement, il semble qu’on ne doive
pas les distinguer. Toutefois, nous verrons que dans certaines condi-
tions, deux complexes superposables sont par la méme isomorphes.

Deux complexes & n dimensions sont dits réciproques, siles éléments
de dimension ¢ de l'un sont en correspondance biunivoque avec ceux
de dimension n — ¢ de I'autre, pour g =o, 1, ..., n, de maniére que
deux éléments de I'un soient en relation positive, nulle ou négative en
méme temps que leurs correspondants. Tout complexe a un complexe
réciproque et un seul & des isomorphismes prés. Sil'on désigne par a]
et 777 les éléments correspondants de deux complexes réciproques,
par U, les tableaux relatifs au second analogues aux tableaux T, du
premier, U, est le tableau transposé de T,_,.,. Il en résulte que les
coefficients de torsion de dimension q de 'un sont égaux @ ceux de
dimension n— q — 1 de Uautre, et que le nombre P, de lun est égal au
nombre P,_, de 'autre.

A. Complexes planoides et réguliers. — Soit a’ un élément de dimen-
sion ¢ d’'un complexe. Prenons les éléments de dimensions g —1 qui
sont en relation non nulle avec @/, les éléments de dimension ¢ — 2
qui sont en relation non nulle avec I'un au moins de ces derniers, puis
ceux de dimension ¢ — 3 qui sont en relation non nulle avec I'un au
moins des précédents, ete., jusqu'aux éléments de dimension o.
L’ensemble des éléments ainsi obtenus forme un nouveau complexe
qui est dit la frontiére de a’ (*).

Considérons d’autre part1l’ensemble des éléments de dimension ¢ 41,
g -2, ...,n,quiont a’ sur leur frontiére et abaissons de ¢ -+ 1 unités
la dimension de chacun d’eux sans changer leurs relations. On obtient
un complexe a n— ¢ — 1 dimenslons qui est 'aster de centre a’.

(') Le méme mot désigne aussi la (g — 1)-chaine frontiere de a’ envisagé
comme g-chaine; mais cela ne semble pas devoir préter a équivoque, du moment
qu'on sera prévenu.
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Nous pouvons maintenant définir une classe de complexes qui
joueront un role important, et que nous appellerons complexes pla-
noides.

Derixitios. — Un complexe planoide a o dimension est formé de deux
sommelts.

Un complexe a n > o dimensions est planoide st :
1° 1] est sans torsion et ses nombres de Bettt sont :
P,=P,=1, P,=—=0 (o<<i<<n):

2° La frontiére de chacun de ses éléments et tous ses asters sont pla-
noides.

Un complexe sera dit régulier s’il satisfait a la seconde condition
sans remplir nécessairement la premiére.

Turorime. — Le complexe réciproque d’un complexe planoide est
planoide; le complege réciproque d’un complexe régulier est régulier.

Le théoréme est évident pour n = o; supposons-le vrai pour n —1
et passons & n. Soient A et B deux complexes réciproques, a? et 77
deux éléments correspondants. De la définition des complexes réci-
proques, il résulte immédiatement que la frontiére de a? et 1'aster de
centre b7 sont deux complexes réciproques; de méme l'aster de
centre a’ et la frontiére de 5/77. Si donc A est régulier, B ’est aussi.
Si de plus A est planoide, c’est-a-dire vérifie la condition 1°, en vertu
de la remarque faite a la fin du paragraphe 3, B vérifiera aussi cette
condition et sera donc aussi planoide.

5. Connexité et orientation, — Un complexe est connexe s’il est
impossible de réparlir ses éléments en deux classes telles que tout
élément de 'une soit en relation nulle avec tout élément de l'autre.
Un complexe non connexe pourra étre considéré comme la réunion de
plusieurs complexes connexes; ses groupes s’obtiendront simplement
en réunissant les groupes de ses parties constituantes, ou, d'une
maniére plus précise, on aura une base pour le groupe G, d’'un com-
plexe non connexe en juxtaposant les bases des groupes G, relatifs a
ses parties constituantes.



— 10 —

Tueoreme 1. — Le groupe G, d’un complexe régulier et connexe est
cyclique d’ordre infini ou d’ordre 2. Réciproquement, si le groupe G,
d’un complexe régulier est cyclique, ce complexe est connexe.

Supposons le théoréme établi pour les complexes a moins de
n dimensions (il est évident pour n = o) et passons au cas de n dimen-
sions, en commencant par la premiére partie.

Remarquons d’abord qu’entre deux éléments quelconques d'un
complexe régulier et connexe, on peut en intercaler d’autres de
maniére a former une suite d’éléments dont deux consécutifs sont en
relation non nulle. En effet, s’il y avait deux éléments qui ne puissent
pas étre ‘unis par ce procédé, on pourrait répartir les éléments du
complexe en deux classes, la premicre contenant tous les éléments qui
peuvent étre unis au premier, la seconde tous les autres éléments; tout
élément de la premiére classe serait en relation nulle avec tout élé-
ment de la seconde : le complexe ne serait pas connexe.

Soient o et a) deux sommets; nous allons voir qu'on peut les unir
par une suite d’éléments de dimensions o et 1. En effet, soit v>1 la
dimension maximum des éléments d’une suite unissant a} et a). Choi-
sissons un sommet sur la frontiére de chaque élément de cette suite;
on obtient une sunite de sommets dont deux consécutifs sont sur la
fronti¢re d'un méme élément de dimension v au plus, donc dans un
complexe planoide & v — 1 dimensions au plus; comme v<n ces com-
plexes planoides sont connexes, par conséquent deux sommets consé-
cutifs de notre suitc pourront étre unis par des éléments de dimen-
sion v—1 au plus et il en sera de méme des sommets extrémes a!
et aj.

En répétant ce procédé, on obtiendra finalement une suite de som-
mets dont le premier est a{, le dernier a}, et dont deux consécutifs a’
et a' sont sur la frontiére d’'une méme aréte. On a donc ¢; ~ =t @, et
de toutes ces relations résulte a)~v==al. a] étant un sommet quel-
conque, a; forme unc base pour le groupe g, qui est bien cyclique.

Si 2a,~v0, G, est d’ordre 2. Si l'on n’a pas 2a4,~ 0, on ne peut
avoir a la fois «{~val et aj~v— «|; supposons les notations choisies
de maniére que ¢~ a| quel que soit 7. Alors, dans la frontiére de
toute arcte, et par suite de toute 1-chaine, la somme des coefficients
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des sommets est nulle. On ne peut donc avoir ka~vosi k<03 G, est
cyclique d’ordre infini. La premiére partie du théoréme est établie.

Pour établir la seconde, considérons un complexe régulier non con-
nexe; il est formé par au moins deux complexes réguliers et connexes.
Son groupe G, s'obtiendra donc en réunissant au moins deux groupes
cycliques d’ordre 2 ou infinij il en résulte qu’il ne ;peut étre cyclique.

Ce théoréme peut encore s’énoncer ainsi : Pour un complexe régu-
lier et connexe, ou bien P =1 et il n'y a pas de torsion a o dimension,
ou bien Py=oet il y a un et un seul coefficient de torsion a o dimen-
ston égal a deux.

En remarquant que deux complexes réciproques.sont en méme
temps connexes et non connexes, réguliers et non réguliers, on obtient
la proposition corrélative :

Tueorime 1. — Pour un complexe régulier et connexe a n dimen-
sions, ou bien P,=1 et il n’y a pas de torsion & (n —- 1) dimensions, ou
bien P,=o et il y a un et un seul coefficient de torsion a n — 1 dimen-
stons égal a deuzx.

Considérons un complexe régulier et connexe de P, =1 alors toute
n-chaine fermée est homologue & un multiple de 'une d’elles. Nous
allons voir que toute n-chaine fermée est identiqgue a un multiple de
I'une delles.

On a vu que deux sommets peuvent étre unis par une suite de som-
mets et d’arétes; de méme (proposition corrélative) deux éléments de
dimension n peuvent étre unis par une suite d’éléments de dimen-

%n
sions n et n—1. Cela posé, soitZR,-a:.‘ une n-chaine fermée. Tous
0
les A; sont ¢gaux en valeur absolue; en effet, si deux éléments avaient
deux coefficients différents en valeur absolue, de la suite d’éléments
les unissant, on déduirait deux éléments adjacents, c’est-a-dire ayant
un méme élément «’' sur leurs frontiéres, qui auraient des coeffi-
cients différents en valeur absolue, ce qui est impossible, car alors
;' tigurerait avec un coefficient non nul dans la frontiére de Z2,a;,
et cette n-chaine ne serait pas fermée. En modifiant au besoin les
notations (changement de «; en — a'), notre n-chaine pourra s’écrire
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~Za!, et I'on voit qu’elle est un multiple de Z«!'. Les deux chaines
Za! et —XZa! sont les deux n-chaines primitives du complexe.

Tueorenr 111, — S¢ deux complexes réguliers et connexes, de P,—1
sont superposables, ils sont isomorphes.

Soient A et B ces deux complexes; désignons par «f les éléments
de A, par b’ ceux de B, et supposons les notations choisies de maniére
que af et == b se correspondent, que «;~va et b}~ b quel que soit ¢.
Nous allons montrer qu’on peut préciser les signes de maniére que la
correspondance devienne un isomorphisme.

Nous ferons se correspondre -+« ¢t + b;. Supposons I'isomor-
phisme réalisé pour les éléments de dimension, inférieure a 7. et les
notations telles que, dans cet isomorphisme, -+ 6% et -+ ¥ se corres-
pondent (1+<7%), et passons aux éléments de dimension 7. Soit

u;".:: N e 1

uoJ
J

Le second membre est 'une des deux (A — r)-chaines primitives du
complexe frontiére de a;. En vertu de I'isomorphisme déja réalisé,

- 2y 12 s ) - N Ce.
ZS){;’)} ' sera I'une des deux (7 — 1)-chaines primitives du complexe

] .
frontiére de ", de sorte qu’on aura

[)3-;; 5253‘/./;),: ! (e ===r).

i

En mettant «} et ¢4} en correspondance, on étend l'isomorphisme aux
éléments de dimension A. Il s’étend de méme 4 tous les éléments et le
théoréme est établi.

Voici la proposition corrélative :

TreoreNe 1V. — St deua complexes réguliers et connexes, de P, =1,
sont superposables, tls sont isomorphes.

Dans la suite, nous limiterons notre attention aux complexes régu-
liers et connexes pour lesquels 'un au moins des nombres de Betti
extrémes P, et P,, est égal 4 1. On sait que lorsqu’on subdivise une
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variété d’un seul tenant de maniére & former un polyédre, en orien-
tant convenablement les éléments de ce polyédre, on obtient un com-
plexe régulier et connexe de P,=1. On pourrait de méme obtenir un
complexe de P,=1. Ces deux complexes sont identicues si la variété
est bilatére, et dans ce cas seulement. Cela nous conduit & poser les
définitions suivantes :

Un complexe régulier et connexe pour lequel Py =P, = 1 sera dit bila-
tére. Nous savons qu’alors il n’y a pas de torsion & o ni & » — 1 dimen-
sions.

Un complexe régulier et connexe pour lequel P, =1 et P, £ 1 sera dit
unilatére de premiére espéce. Nous savons qu’alors P,= o, qu'il y a un
et un seul coefficient de torsion & (n — 1) dimensions égal a 2, et qu'il
n'y a pas de torsion & o dimension.

Un complexe régulier et connexe pour lequel P, =1 et P, =~ 1 sera dit
unilatére de seconde espéce. Nous savons qu'alors P,=o0, et qulil y a
un et un seul coefficient de torsion & o dimension égal a 2 et pas de
torsion a (n — 1) dimensions.

Deux complexes unilutéres de premiére et de seconde espéce superpo-
sables seront dits unilatéres associés.

Orienter un complexe bilatére, c’est choisir simultanément une base
de G, et une base de ¢,. On peut supposer les notations telles que la
base de ¢, soit Xa] et celle de G, af, et qu'on ait a\~va] quel que
soit j. On convient que le choix de —X«! et — a} définit la méme
orientation que le choix de X« et «{. Par contre, les choix de —Xa/
et @} ou X« et — a! définissent l'orientation opposée.

Un compleve unilatére ne peut pas étre orienté, mais s’il est de
premiére espéce, on peut faire un choix entre les deux bases possibles
pour G,, et s'il est de seconde espéce entre celles de ¢,

Nous dirons que le complexe 4 ¢— 1 dimensions K frontiére de
’élément o/ du compleve A bilatére orienté ou unilatére de premiére
espece est ortenté naturellement, si I'on choisit pour base de G, la
méme dans K que dans A et pour base de ¢,_, la (¢ -— 1)-chaine fron-
tiere de «’.

Pareillement, nous dirons que ['aster K’ de centre a7 dans un com-
plexe A bilatére orienté ou unilatére de seconde espéce est orienté
naturellement, sil'on prend pour base de §,_,_, dansK'la(n — g —1)-
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chaine Xa) | la sommation s’étendant aux a contenus dans K/,

za;f étant la base du groupe G, de A ) et pour base de G, un élé-
A=t

ment a%"' (qui a o dimension dans K') en relation positive avec a’.
(On voit aisément que cette base ne dépend pas de l'arbitraire qui
réside dans le choix de o7"'.)

6. Subdivision et équivalence. Invariance des groupes ¢,,. — Soient a!
un élément d’un complexe A a n dimensions, K un complexe planoide

agq dlmensxons}dont la frontiére soit 1somorphe a celle de @7, I'isomor-
3,

phisme étant tel que, si 21)]’ est la g-chaine primitive de K, la

1
(g —1)-chaine qui limite 67 corresponde a la (¢ —1)-chaine qui
limite — a?.

Nous appellerons subdivision élémentaire de A 1'opération qui con-
siste 4 passer de A au complexe A ainsi défini :

A contient tous les éléments de A et tous ceux de K sauf o/ et 67 et
deux éléments correspondants des frontiéres de a? et b” sont identifiés
(ils ne comptent plus que pour un seul élément). Les relations entre
ces éléments ne sont pas changées, sauf que les éléments "' qui

B
avaient == ! sur leur frontiére ont & la place == Eb'{, et un élément
k=2

[l

- .
rovenant de l'identification

Al vias aa
”

P e deux éléments
mémes relations que ses antécédents dans A et K: Nous dirons que les
nouveaux éléments introduits (ceux de K ) sont dans «’.

o
251::

Totorime 1. — Les groupes G, G, ..., G, de A sont identiques a
ceux de A.

Ce théoréme résulte immédiatement du suivant :

Tueorime 1. — 7Toute p-chaine ¢ de A, qui est homologue & zéro

x . o P oK .

dans A, l'est aussi dans A ; toute chaine fermée ¢ de A est homologue a
une chaine de A.
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On va établir simultanément ces deux assertions en montrant que
toute chaine ¢’ de A, fermée ou dont la frontiére est dans A, est homo-
logue a une chaine ¢’ de A.

Soit ¢ =¢ 4-¢,, ¢ contenant les éléments de ¢’ situés dans a” (é1é-
ment subdivisé). La frontiére de ¢! sera une chaine ¢’ située sur la
frontiére de a!, qui, puisqu’elle est planoide, contient aussi une
chaine ¢} limitée a c{™'; ¢ —c” est une chaine fermée, homologue
4 zéro puisqu’elle est contenue dans K qui est planoide. c? = c? +-¢, est
alors la chaine cherchée, contenue dans A et homologue & ¢”. L’opé-
ration qui transforme ¢’ en ¢” s’appellera balayage de a!.

CoroLLARe. — St A est un complexe planoide, A en est aussi un.

La premiére condition caractérisant un complexe planoide est
remplie en vertu du théoréme I. Pour vérifier la seconde condition,
supposons la proposition établie pour moins de n dimensions. (Elle
est évidente pour n=o0.) Les modifications subies par les frontiéres
d’éléments et les asters consistent en une subdivision ; comme ce sont
des complexes planoides a moins de n dimensions, ils restent planoides.

Disons que deux complexes sont équivalents si 'on peut passer de
Pun & l'autre par une suite de subdivisions élémentaires et d’opé-
rations inverses. Nous pouvons alors résumer ce qui précéde ainsi :

TurorkMe III. — Un complexe équivalent ¢ un complexe régulier est
régulier et a les mémes groupes G,, donc aussi les mémes nombres de
Betti et coefficients de torsion.

7. Pyramides. Subdivision normale. — Soit K un complexe pla-
noide a (n — 1) dimensions. Nous allons construire & partir de K un
complexe planoide P a n dimensions qui sera dit la pyramide construite
sur K.

Les éléments de K se retrouvent dans I’ avec les mémes relations.
A chacun d’eux correspond un nouvel élément 4 une dimension de
plus, dont le premier est dit la base. Ces nouveaux éléments, edtés de
la pyramide, sont en relation négative avec leur base et ont entre eux
des relations opposées a celles de leurs bases : deux de ces éléments

TRESE G, DE RHAM. 3
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sont en relation positive, nulle ou négative, suivant que leurs bases
sont en relation négative, nulle ou positive. On ajoute encore un som-
met, le sommet de la pyramide, en relation positive avec toutes les
nouvelles arétes et un élément 4 n dimensions, dont la fronti¢re est la
(n—1)-chaine primitive de K ; ce dernier élément est la base de la
pyramide.

Pour vérifier que la condition 11 du paragraphe 1 est remplie, il
suffira de montrer que la frontiére de tout nouvel élément est fermée.
Soient «’'' un nouvel élément, b7 sa base, Z0¢"' la frontiére de 67,
a!l'élément ayant 4"’ comme base. En vertu de notre définition, on a

ar = — 07 — Zal.

La frontiére de Xa? est tout entiére contenue dans K, car sans cela
207" ne serait pas fermée. On aura donc

—1
Sal= - 3b7".

et la frontiére de /"' est bien fermée.

Prouvons que P est planoide. D’abord, on voit immédiatement
que P,=P,=1. Si 0 << g <n, toute q-chaine fermée ¢? est homo-
logue & zéro; en effet, soit ¢’=c¢’—c?, ¢’ contenant les éléments
de ¢* contenus dans I\, soit ¢?*' la chaine dont la base est —¢’; on
aura c¢?*' = ¢, car la frontiére de c/*' est formée par ¢’ et par les élé-
ments dont la base figure avec le signe + dans la fronuere de ¢/, et
ces derniers éléments forment précisément ¢’. On a donc bien c?~vo,
d’ou P, = o. Reste & mountrer que les frontiéres d’élément et les asters
de P gont planmdes, ce qui se fait immédiatement par induction,
puisque, sauf la frontiére de la base de P et I’aster de centre le sommet
de P qui sont identiques a K, la fronti¢re de tout nouvel élément et
chaque aster sont des pyramides & moins de n dimensions. 1’ est donc
bien planoide.

Si 'on prend, pour effectuer la subdivision élémentaire de 1'élé-
ment a’ du complexe A, la pyramide P construite sur la frontiére
de a?, la base de P jouant le role de I'élément 47 du paragraphe 6, on
obtient ce que nous appellerons la subdicision pyramidale de o .

Soumettons & la subdivision pyramidale toutes les arétes d'un com-
plexe régulier A, puis toutes les faces du complexe obtenu, puis tous
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les éléments a trois dimensions du complexe obtenu, etc., jusqu’a
n dimensions. On ohtient un complexe C qui est dit la subdivision
normale de A et qui va étre étudié.

On va montrer qu’a toute suite af*, al*, ..., al, de r+ 1 éléments
de A, de dimensions décroissantes, telle que chaque élément con-
tienne tous les suivants dans sa frontiére, correspond un et un seul
élément a r dimensions de C, et réciproquement. Cet élément sera
désigné par le symbole (af*a’*...a!"). Pour r= o, (a!’) représente le
sommet de la pyramide construite dans la subdivision de a° si ¢, > o,
et le sommet 4 lui-méme si ¢, ==o. Il est clair qu’il 0’y a pas d’antres
sommets et notre assertion est établie pour »= o. Passons par induc-
tion au cas de r quelconque. Aprés avoir subdivisé les éléments
a ¢, dimensions, «/ contiendra sur sa frontitre I'élément (af'...«!")
qui provient de la subdivision de ¢/, et en subdivisant &/, il s’intro-
duira un et un seul élément ayant pour base (al*...al); c’est cet élé-
ment qui est désigné par (al°af:...al").

Cette notation met en évidence la structure du complexe C; on voit
en effet que, pour qu'un élément soit sur la frontiére d’un autre, il
faut et il suffit que la suite qui représente le premier soit extraite de la
suite qui représente le second.

8. Théorémes de dualité. — Soient A et B deux complexes réci-
proques a n dimensions, dont les éléments correspondants sont dési-
gnés par a! et 077", Les subdivisions normales de A et B sont deux
complexes superposables; en effet, si & 1'élément (al°a/ ... a{") du pre-
mier, on fait correspondre I'élément (b7 7 ...b;") du second, deux
éléments de I'un sont en relation nulle ou non nulle en méme temps
que leurs correspondants dans ['autre.

Si A est bilatére et connexe, de Py =P, =1, il en sera de méme
pour B et pour chacune des deux subdivisions normales, quisont alors
isomorphes en vertu du théoréme 111 (§5). A et B sont deux com-
plexes équivalents, d’ou résulte le théoréme de dualité de Poincaré :

Trioriye I. — Dans un complexe bilatére a n dimensions, les nombres
de Betti et P,_, sont égaux; les coefficients de torsion de dimension q
sont respectivement égauwx & ceux de dimension n — g — 1.
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Si A est unilatére, B sera équivalent au complexe unilatére A’
associé de A. D’ou :

TueoreMe II. — S¢ A et A’ sont deux complexes unilatéres associés,
le nombre P, de U'un est égal au nombre P,_, de Uautre et les coefficients
de torsion de dimension g de 'un sont respectivement éguux a ceux de
dimension n— q — 1 de lautre.

9. Un théoréme géométrigue. — La subdivision normale va étre
utilisée pour établir un théoréme qui jouera un rdle important dans le
chapitre suivant.

Soit A un complexe & n dimensions, régulier, bilatére ou unilatére;
soit B le complexe réciproque de A si A est bilatére et du complexe
associé de A siA est unilatére. Les éléments correspondants de A et B
seront toujours désignés par a’ et ;7.

Les subdivisions normales de A et B sont isomorphes, comme on a
vu; elles seront considérées comme un seul complexe C, les éléments
que 'isomorphisme met en correspondance étant identifiés. Ainsi, les
deux symboles (a’...al") et (b7 ...b"") désigneront le méme élé-
ment de C. D’ailleurs, avec 'une et ’autre notation, on fait abstrac-
tion du signe de cet élément.

Les g-chaines de C qui proviennent, par la subdivision, d’une
g-chaine de A (ou de B), ou d’un élément de A (ou de B) seront
appelées respectivement g-chaines de A (ou de B) ou élément de A
(ou de B). Les autres chaines ou éléments considérés seront toujours
des chaines de C ou des éléments de C.

Nous dirons qu'un élément de A (ou de B) contient a son intérieur
un élément de C, si ce dernier provient de la subdivision du premicr.
Tout élément de C est a l'intérieur d'un élément de A et d'un seul,
et d'un élément de B et d’un seul; ainsi, (a/°...q!) est 4 I'intérieur
de a/° et de b7 7.

Nous dirons encore qu'un élément appartient & une chaine ¢? sl

figure dans c” avec un coefficient non nul ou s'il est sur la frontiére
d’un tel élément.

Lemme 1. — Les éléments qui appartiennent @ la fois a une (i + k)-
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chaine de \ et ¢ une (n— k)-chaine de B sont de dimension au plus
égale a t.

n effet, soit
AR = G

un élément appartenant a la fois & une (¢4 £)-chaine de A et a une
(n— k)-chaine de B. Cet élément est & 'intérieur d'un élément de A
de dimension (i—+ £) au plus, d'ott ¢, <7+ £. On obtient, de méme,
n—gq,<n—kougq, 2k, ce qui donne ¢, — ¢,<7, et comme g, — ¢, 27,
on a bien r<{. Le lemme est établi.

Faisons quelques remarques sur la structure du complexe C,, qui
forme la frontiére d'un élément &) de B. Les éléments de B qui appar-
tiennent a C, forment un complexe B, qui n’est autre que la frontiére
de b’ dans B, et dont C, est la subdivision normale. Pour que 1’élément

(al...al)=(br"" ... 6.")

r

soit contenu dans C,, il faut et il suffit que 6]~ soit sur la frontiére
de 4, ou, ce qui revient au méme, que @/ ait «;~° sur sa frontiére. Il
en résulte que les éléments de A qui figurent dans le signe (a/°...a!")
sont tous dans I'aster de A de centre @}, et réciproquement si tous
ces éléments sont dans cet aster, notre expression représente un élé-
ment de C,. G, est donc aussi la subdivision normale de cet aster, qui
sera désigné par A, et qui est le complexe réciproque de B,. De plus, a
toute (n — k)-chainec"~"de A correspond une(s — 1 — k)-chaine &—'—*
bien déterminée de A,, qu'on obtient en supprimant de ¢*~* les élé-
mentls de A qui n’ont pas @/ sur leur frontiére; la chaine &—'~* con-
tient tous les éléments de C, qui sont contenus dans ¢~ et aucun

autre.

Lemme LI, — Soient ¢+ une chaine fermée ou dont la frontiére est unt
chaine de B, c"~" une chaine de A n’ayant en commun avee ¢+ que des
éléments de dimension i au plus; on peut trouver une chaine ¢** de B

— I LR SN A S FaY | s PR y .
ec ¢ une chaine ¢ (¢ = — "), nayani en

vec " que des éléments de dimension (¢ + 1) au plus.

(%)
S
S
3
g
3
S

81 n=o0, le lemme est évident; A, B et C étant identiques, on n’a
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h o *ieh-t

qu'a prendre ¢,"=ct"* et ¢ = =o. Supposons-le établi pour les
complexes a4 moins de n dimensions.

Désignons par B(¢*") I'ensemble formé par les éléments de B qui

contiennent a leur intérieur un élément de ¢+ et par les éléments de
leur frontiére, et soit o(c™*) le nombre des éléments de B de B(c¢™")
qui ont une dlmensmn supérieure de ¢ + £.

Sig(c™")= o, ¢"* est une chaine de B. En effet, soient 4" un élément
de B, ¢, la portion de c¢** intérieure a 63 si c"" n’était pas égale a
un multlple de 67", elle aurait un élément frontiére a l'intérieur
de b cet élément, ne pouvant étre sur la frontiére de ¢™** — ¢} qui
n’a aucun élément & l'intérieur de 67" par définition de ¢}, ni & I'in-
térieur d’un élément de B limité par 55" parce que o(c™ "):o, cet
élément appartiendrait donc a la frontiére de ¢, ce qui contredit
I’hypothése que cette frontiére est une chaine de B. c”/‘ est donc égale

a un multiple de b5, 2,6/, et ¢+ = ¥ %;bi" est bien une chaine
i

de B. Dans ce cas, le lemme est évident, on n’a qu'a prendre

R " * 4l
= otk et ¢ =o

Supposons maintenant que o(c**)=N et que le lemme est établi
st o(¢'*)y<<N.

Soient 4} un élément de B(c¢**) de dimension maximum, ¢} la
portion de c’ Fsituée a l'intérieur de b et c'"le reste de ¢, de sorte
que ¢ " =c!""+ ", La frontiére ¢/~ de etk ‘ne contient aucun élé-
ment situé i l'intérieur de bj(smon la frontiére de ¢™* ne serait pas
une chaine de B), c¢’est donc une chaire fermée située sur la fron-
tiere C, de bj. C, est, comme on 1'a vu, la subdivision normale de
deux complexes réciproques A, et B,. Soit &~'~* la chaine de A, qui
se déduit de c"~* et qui contient tous les éléments de C, qui appar-
tiennent a ¢ . Les éléments communs a ¢/’ et & &'~ sont de
dimension # — 1 au plus, car ce sont les bases des éléments communs
a ZT/‘ et ¢, Comme C, est a s—1<n dimensions, nous pouvons
apphquer le lemme IT 4 C,, A,, B,, ¢/"' et &~'~"; on obtient deux

chaines ¢," " et ¢! contenues dans C,, telles que

UL Ry irh—1
(1) oy =T =T,
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s , * i+l X
¢'*'~' étant une chaine de B, et ¢, n’ayant en commun aveec d*~'~" que
des éléments de dimension ¢ au plus.

c’,*f" étant homologue a ¢/ *~' est donc homologue a zéro dans C et
aussi dans B, (puisque B, est planoide); soit ¢/ une chaine de B,
telle que ¢’ i =c7"""'; en vertu du lemme I, ¢/ n'a en commun
avec d~'~* que des éléments de dlmensmn rau plus. Avec les éléments

s ik a * {4+l ) .y
de b’ qni s’appuient sur c!,'+ ¢, on forme une chaine ¢, quin’a
en commun avec ¢*~* que " des elements de dimension z+1 au plus

- ik KRN
(car la base de ces éléments appartient a la fois a d@—'*et a ¢/ 4c,")
et telle que

* el i+ i—~h i+
(2) “ 'z(", -+ ;", —
Désignons par ¢**~' la frontiére de ¢'** et considérons la chaine
i+k
¢ 4¢"". Ona

(}I—v‘ =z k= J (.i'.-/.': ,,ll+/i-l .

Al
d'otr )
h— ik m’- Tl e ,.al-ix—t,

-~
1~

d’ou, en vertu de (1),

sk i L
el e = ek r"l',l‘ '

Le second membre est une chaine de B (¢"**~' en est une par hypo-
) . . o mivh L
thése et ¢!/~ par construction). La chaine ¢, "¢ est donc limitée

par une chame de Bj; de plus,
Pl * iyl S
o(eiF )< N,

Pl * 1+ . P - -
car B(¢i"*+¢'"") ne contient que des éléments de B (¢'**) et ne con-

tient pas 6. On peut donc appliquer le lemme 1I et ['on obtient deux

ik

N *i+/.'+—
chainesc, etc,, telles que

* i 4-ki| *Urn
I = ((" k4o ¢ ) L’;;".

—
>
e

+h+1
’*" étant une chaine de B et ¢, n'ayant en commun avec ¢ que

des éléments de dimension au plus 141,
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Pour terminer, posons

* f+fi4-1 * Lot ) * [ fot ) +k ‘ :
C = —c, -+, et el k— I;’,‘;l‘ . c,’-,“" .

* -l 4

et ¢ satisfont aux conditions exigées.
En effet, d’aprés (2) et (3), on a

*ith+t T P li
¢ = ¢i+h— kg
i+ A ik il * v fid |
c.” est une chaine de B parce que ¢\ et ¢;" en sont, et ¢ ne con-

tient aucun ¢lément de ¢** de dimension supérieure a -1 parce
™ . . *{+fi 1 * ikt \
qu’il en est ainsi pourc, et ¢, .Le lemme II est donc comple-
tement établi.
Le théoréme que nous avions en vue pourra maintenant s'établir

aisément.

Tutorime. — St ¢+ et ¢ sont deux chaines dans un complexe régu-
lier a n dimensions, n’ayant en commun que des éléments de dimension t
au plus, et si c'** est homologue a zéro, on peut toujours, en subdivisant
au besoin le complexe, construire une chaine ¢+'*' limitée @ c™* et
n’ayant que des éléments de dimension i+1 au plus en commun
avec ¢"—*.

En effet, en considérant la subdivision normale, on peut, d’aprés le
ik * iy
“fetc  telles que

lemme I, trouver deux chaines ¢

* frle . Pl
o = ¢k — el

c'** est une chaine homologue 4 zéro dans le réciproque; on peut donc

x

trouver une chaine ¢**' telle que
(:i+/f+| = (.;-4-/.'.

Alors, la chaine

. * g ht 1 il
ikt — NEYRE
sl ¢ chth

satisfait aux conditions désirées. On a, en effet,

oAt = crk,

et ¢ ' n’a en commun avec ¢"~* que des él¢ments de dimension ¢ +1
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au plus, car il en est ainsi pour ¢-**' en vertu du lemme I, et pour
p b * b

* 1A+t

en vertu du lemme 1II.

Remarque. — Si 'on ajoute dans I’hypothése que ¢** n’a que des
éléments de dimension :—1 au plus en commun avec la frontiére
de ¢"*, on peut ajouter dans la conclusion que ¢***' n’a que des
éléments de dimension 7 au plus en commun avec la frontiére de ¢"~.
Le théoréme ainsi précisé se laisse démontrer sans modifications essen-
tielles du raisonnement.

CHAPITRE 1I.

THEORIE DES INTERSECTIONS.

10. /Intersections et coefficients d’enlacement. — Soit A un com-
plexe & n dimensions, bilatére ou unilatére de seconde espéce;

on

supposons les notations choisies de maniére que 2 ay soit la n-chaine

1
primitive, base de G,. Soient ¢'** et ¢"~* deux chaines de A, n’ayant

en commun que des éléments de dimension ¢ au plus, ceux de dimen-
sion ¢ n'étant situés ni1 dans la frontiére de ¢, ni dans celle de ¢**.
Notre but est de définir une i-chaine, qui sera appelée [’intersection
de ¢* avec ¢ et qui sera désignée par la notation ¢+, ¢,

Si i=o0 et si A est bilatére orienté, ¢*.c"* sera homologue a un
multiple, la} de la base a| de G,. L’entier [ sera dit le nombre des
intersections de c* avec ¢,

Nous définirons en méme temps le coefficient d’enlacement de
deux chaines homologues a zéro, a (k—1) et (n— £) dimensions,
sans aucun élément commun, situées dans un complexe planoide
orienté & n dimensions.

Ces deux définitions seront données simultanément en procédant
par recurrence.

Derinirion I,. — Solent ¢ et ¢* deux chaines situées dans le com-

plexe A, n’ayant en commun que des éléments de dimension ¢ non
THLSE G, DE RHAM, 4
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situés sur la fronticre de ¢ ; soient @’ un tel élément, 7 le nombre de fois
qu’il figure dans ¢/, 1+ le nombre de fois qu'un élément a} ayant a’ sur
sa frontiere figure dans ¢" (si i =n, on prendra a’ lui-méme au lieu
de a}); 1. est indépendant du choix de af, parce que a' n’est pas sur la
frontiére de ¢". L'intersection de ¢ avec c* est la i-chaine

et = Zhudl,

ou la sommation s'étend a tous les éléments & ¢ dimensions de A con-
tenus & la fois dans ¢’ et dans ¢*, A et p. étant déterminés pour chacun
de ces éléments de la maniére indiquée.

Dermition I,. — Solent ¢ et ¢~ deux chaines situées dans le com-
plexe A, n’ayant en commun que des éléments de dimension ¢ au plus,
ceux de dimension 7 n’étant pas situés sur leurs frontitres; soit ' un
tel élément; dans I'aster P, de centre @/, & v=n — i —1 dimensions,
orienté naturellement, & ¢ et ¢"~* correspondent deux chaines d*~'
et d* a (k—r1) et (v— k) dimensions, fermées et homologues a zéro
parce que a’ n'est sur la frontiére, ni de ¢™**, ni de ¢~ et sans élé-
ment commun parce que ¢+ et ¢*~* n’en ont aucun a plus de ¢ dimen-
sions; soit A le coefficient d’enlacement de d*~' avec d'~* dans P,.
L’intersection de c** avec ¢~ est la i-chaine.

ok o=k —= Xl al,

ou la sommation s’étend & tous les éléments & ¢ dimensions de A con-
tenus a la fois dans ¢™* et ¢, A étant déterminé pour chacun de’ ces
élémenis de la maniére indiquée.

Derinirion I1,_, . — Soient ¢! et ¢*~* deux chaines fermées et homo-
logues a zéro, sans élément commun, situées dans un complexe pla-
? b
noide P a n dimensions. Le coefficient d’enlacement de c¢'—' avec ¢~
est le nombre des intersections de c=' avec une chaine ¢'**' limitée
a ¢, "=k n’ayant que des sommets en commun avec c'.
La définition I, s’appuie ainsi sur la définition II,_, qui, elle-méme,
suppose la définition I,_,. Comme I, se suffit a elle-méme, il n’y a pas
de cercle vicieux. Mais la définition II,_, demande & étre justifiée et
hi—1

complétée : il faut d’abord prouver que le nombre appelé coefficient
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d’enlacement de c¢*~' avec ¢*~* ne dépend pas du choix de ¢*~'*', et
ensuite il faudra s'affranchir de I'hypothése faite implicitement, qu’il
existe au moins une chaine, telle que ¢!, limitée 4 ¢*~* et n’ayant
que des sommets en commun avec ¢~'. On s'affranchit de cette hypo-
thése en remarquant que, d’aprés le théoréme du paragraphe 9, la
construction de ¢"~*+' sera toujours possible en subdivisant au besoin
le complexe P; mais il faut montrer que le coefficient trouvé ne
dépend pas de la maniére dont on fait cette subdivision. Ces exigences
seront satisfaites par les deux théorémes suivants :

TreoriME I, — Sotent ¢ et ¢'~'=' deux chaines fermées et homo-
logues a zéro, sans élément commun, situées dans un complexe planoide

orienté i n dimensions P ; ¢ "et ¢ deux chaines limitées a c"—'—,

n—/
|

cih= en—im et ¢lmh = (k-1

2

r’ayant que des sommets en commun avec c*; alors, les nombres des

tntersections de c* avec ¢ " sont égaux.

n—

2

et avec ¢

Tuiorime II,. — Soient ¢* et ¢"—' deux chaines fermées et homo-
logues a zéro, sans élément commun, dans un complexe planoide orienté
a n dimensions P; P, et P, deux subdivisions de P, ¢"™" une chaine
située dans P, limitée a ¢*——' et n’ayant que des sommets en commun
avec c*, ¢i™" une chaine analogue dans P,; alors le nombre des inter-
sections de c* avec ¢"™" dans P, est égal au nombre des intersections de c*

avec c;*"‘ dans P,.
Démonstration de 1, et 11,. — Une conséquence immeédiate de la
définition I, c’est qu’on a
et — v ef=c" (} —c}).
Pour établir I, il suffit de montrer que

(et —cl) ~o.
Or, comme on a

7 “w o
¢ PR

,
2 b

il
a
L
.
a
3

u

¢ — ¢} est une n-chaine fermée et est par conséquent égale & un mul-
tiple, uXa}, de la n-chaine primitive Xa}; en vertu de la définition I,
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on aura

=)y =p,

et cette chaine est bien homologue a zéro puisque c° I'est par hypo-
theése.

Le théoréme LI, revient a affirmer en plus que 'intersection ¢’.c"
ne change pas si 'on subdivise P, ce qui est une conséquence immé-
diate des définitions.

Démonstration de 1,. — Supposons les théorémes I, et II, établis non
seulement pour x = o, mais pour =1, ..., k—1. On peut alors
considérer la définition II, comme justifié pour <k et la défini-
tion I, pour z < £, ce qui va nous permettre d’établir le lemme suivant :

LemMe. — Soient, dans le complexe planoide P, ¢ une chaine
ayant pour frontiére c"=",
¢ =kt = (/n—K’

et ¢ une chaine fermée n’ayant que des sommets en commun asec c"~
et que des arétes en commun avec ¢""*' 5 alors on a

ok kit =k otk

Chacune de ces intersections est bien définie, puisque les défini-
tions I;_, et I, sont justifiées par hypothése. Il faut montrer que tout
sommet @’ de P figure le méme nombre de fois dans c¢*.c** et dans la
frontiére de c*.c*~*+'. Si a® n'est pas contenu a la fois dans ¢* et ¢,
aucune des arétes issues de " ne sera contenue a la fois dans ¢*
et ¢*~+' et a® ne figure ni dans et ~~“nidansla frontiére de ot cr—irt,
Supposons maintenant que «° figure y. fois dans c".c"*; soient a,,
a), ... les arétes issues de a°, qu’on peut supposer en relation positive
avec a*; A, hy, ... les nombres de fois qu'elles figurent dans c*. "=+,
Le lemme sera établi si nous montrons que

h4+2e+...=

Dans l'aster P,_, de centre a°, a ¢*, ¢"~*~' et ¢"~* correspondent des
chaines d*~', d" - et &, telles que d""=d"'~' et d~'=o0; d'"'
et d** n’ont aucun élément commun, d*~' et @*~* n’ont en commun
que des sommets. 1 est par définition le coefficient d’enlacement
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de d"—' avec d"~"~' dans P,_,, c’est-a-dire le nombre des intersections
de d"—* avec d"~*. Or, les sommets de P,_, proviennent des arétes a;,
ay, ...,issues de @"; pour trouver le nombre de fois que le sommet s,
provenant de a| figure dans d"~'.d"~*, il faut considérer I'aster P _, de

centre s, situé dans P, qui est 1dent1que a l'aster P),_, de centre a/

dans P, et chercher le coefficient d’enlacement dans P/_, des chames
provenant de d“~' et d"~"; ces chaines étant identiques a celles situées
dans P’,_, qui proviennent de ¢" et ¢*~**', dont le coefficient d’enlace-
ment est %, par définition de %, s, figure A, fois dans &*~' .d"~*. Pour
la méme raison, les sommets de P,_, provenant de a}, g}, ..., figure-
ront X, fois, A, fois, . .. dans d*~'.d"~*. Le nombre 1. des intersections
de d"' avec d"" est donc y.=A,+ A,—+... et le lemme est établi.

Le théoréme I, résulte aisément de la. Comme

(.III—-/n = (n—h—1 et C;L_kE en—k—1 ,

n—k n—k

" — ¢ “estune chaine fermée; d’aprés le théoréme du paragraphe 9,
en subdivisant au besoin P, on pourra construire une chaine c”—"H

n-k n—l,

limitée & ¢! ™ — ¢, ™" et n’ayant que des arétes en commun avec ¢*. En
vertu du lemme :

c

ok, en—k+ = ok (c’,’_"'— (,(_)z—/;%
b
d'ou
ck.clih~ ok el

les nombres d’intersections de ¢ avec ¢~ et ¢"* sont égaux.

9

Démonstration du théoréme IT,. — Reprenons les notations employées
dans 1'énoncé. Le théoréme est immédiat s’il existe dans P une
chaine ¢~ himitée a ¢"~'~' et n’ayant que des sommets en commun
avec ¢ en effet, en vertu du théoréme I, les nombres d’intersections
de ¢* avec ¢!™" dans P, et avec ¢! dans P, sont égaux au nombre
d’intersections de ¢* avec ¢"~*, qui est le méme dans P, P, et P,.

De la résulte que le coefficient d’enlacement de ¢* avec ¢"~—' dans P,
est bien défini et ne change pas si I'on subdivise P, ; soit 1, sa valeur.
Le coefficient d’enlacement de ces mémes chaines dans P, est aussi
bicn défini; soit ., sa valeur. Il faut prouver que u, = ji,.

Pour cela, nous utiliserons un complexe plan01de Q an-+ 1 dimen-

sions, qu’on peut appeler le prisme construit sur P et qui se définit
ainsi :
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Q contient tout d’abord deux complexes P’ et P" identiques a P.
linsuite, & chaque élément de P correspond un nouvel élément de Q,
a une dimension de plus, en relation positive avec son correspondant
dans P’ et négative avec son correspondant dans P”; ces nouveaux
éléments (les cotés du prisme) ont entre eux les relations opposées a
celles qui existent entre leurs correspondantsdans P. Enfin, Q contient
deux éléments & n+ 1 dimensions, 'un (base supérieure) en relation
négative avec la n-chaine primitive de P’, 'autre (base inférieure) en
relation négative avec la n-chaine primitive de P”. Il est aisé de véri-
fier que (Q est planoide, par un raisonnement analogue & celui du para-
graphe 7, pour la pyramide.

Subdivisons P’ et P” de maniére a obtenir des complexes P’ et D7
identiques & P, et P,, puis soumettons chacune des bases de Q a la
subdivision pyramidale; soient Q le complexe obtenu, s, et s, les
sommets introduits en subdivisant les deux bases. Remarquons que les
astres de centre s, et s, sont respectivement isomorphes a P, et P,,
les orientations coincidant si Q est convenablement orienté; de

plus s, ~ s,.

A toute ¢g-chaine ¢ de P correspond une (g -+ 1)-chaine bien déter-
minée C' de Q, formée par les cotés du prisme qui correspondent
aux éléments de c? et par les éléments contenus dans les bases qui
s’appuient sur les éléments des chaines de P’ et P” correspondant 4 ¢,

9

Cette correspondance est linéaire, et s1 ¢/*'=c¢", Cr** et C7*' corres-

pondant a ¢! et ¢%, on a
G«/+‘.’. = _ Cl/+1 .

Considérons en particulier les chaines C/*' et C*~* qui corres-
pondent & ¢* et ¢"~*~'. Ce sont deux chaines fermées et homologues a
zéro, n'ayant en commun que les sommets s, et s,. Si I'isomorphisme
entre l'aster de centre s, et P, est bien déterminé, les chaines de cet
aster provenant de (— 1)'' G et (— 1)~ C ~* sont identiques aux
chaines ¢’ et ¢*~*~' dans P, ; leur coefficient d’enlacement est donc bien
déterminé et vaut u.,. De méme, le coefficient d’enlacement des chaines
provenant de (— 1) C/** et (— 1)~ C"~* dans 'aster de centre — s,
est bien déterminé et vaut w,. 1l en résulte que lintersection
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de (—1)-~'C*'" avee (—1)"*C*" dans Q est bien définie et égale
& p 5, — U.$2, D'ailleurs, en reprenant le raisonnement utilisé pour
établir le lemme, on voit que cette intersection est homologue a zéro,
dolt w, = u.,. C. Q. F. D.

La définition I, tombe en défaut si i~ &k = n; nous poserons alors,
pour la compléter, ¢ .c’=c".c".

A1. Propriétés générales des intersections :

Triorime 1. — ¢'** et ¢~ étant deux chaines d’un complexe bilatére
ou unilatére de seconde espéce ¢ n dimensions, n’ayant en commun que
des éléments de dimension ¢ au plus, ceux de dimension i n’étant pas
situés sur leurs frontiéres, on a

ot A . (h — (__ ])A n— I\——ucn— A . CH—L’

ou, en posant i +k=petn—kL=y,

N — (__ l) n—p\ n—qi oy op,

Tutorine 11. — Sotent ¢+, ', ¢’ el ¢'~' des chaines contenues dans
un complexe bilatére ou unilutére de seconde espéce a v dimentions, telles
que

k= ch— et cl=c—,

ct et ¢’ nayant en commun que des éléments de dimension k41—

au plus, c* et ="' ainst que c¢'=' et ¢’ que des éléments de dimension
k—+1—v—1 «u plus; alors on a

choel==ch ¢I=" + (— 1)Vl ek— el

Le théoréme 1 a lieu pour n=1; alors, en effet, ¢ et # ne peuvent
prendre que les valeurs o et 1 et dans chaque cas le théoréme a lieu
par définition.

Supposons le théoréme I établi pour les dimensions inférieures a n
et-démontrons tout d’abord le théoréme II pour v < n.

Par un raisonnement identique a celui employé pour établir le

lemme du paragraphe 10, on montre qu'un élém

4 B4 - a N7 7 AN
!Ct!!!tﬁla\ﬁ,—f—l-‘.‘—l}

dimensions non contenu dans ¢! figure autant de fois dans c*.c/~*
que dans la frontiére de c¢‘.¢’. De méme, un élément non contenu
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dans ¢'~' figure autant de fois dans ¢’. ¢! que dans la frontiére de ¢’. ¢*;
d’ailleurs, en vertu du théoréme I applicable puisque v<n, on a

ol ok— (—1) V—liv—k ok ol et el pk—1— (—1) Yl k41 ph—1 (A/;

le nombre de fois qu'un tel élément figure dans ¢~'.¢’ est donc égal
au nombre de fois, multiplié par (—1)”"/, qu'il figure dans la frontiére
de ¢".¢'. Comme aucun élément & (k+ [—v—1) dimensions n’est
contenu a la fois dans ¢! et ¢!, on a bien

ckoot= ok ot 4 (— )Rt el

Démontrons maintenant le théoréme I pour n dimensions. Si
!+ k=n, il a licu par définition de ¢".c¢"*. Si i+ k <n, soit a' un
élément commun & ¢** et ¢"*, et soient d*~' et d"~* les chaines pro-
venant de ¢~* et ¢"~ dans l'aster P, de centreq;av=n—1ir—1<n
dimensions. Tout revient & montrer que le coefficient d’enlacement
de d"~' avec d"* est égal a celui de @"~* avec d"~' multiplié par

(_ ”kn—-k—i): (___ I)l;.v—k—q—u.
En subdivisant au besoin P,, on pourra construire deux chaines d*
et d’~**' n’ayant que des arétes en commun, lelles que
dk = dt— et A=kt = dv—k,
En vertu du théoréme II (applicable puisque v<n),
(]/c_ ([v—ﬁ-—H = dﬂ-_d~;—k+(_ l>v—-w—k+1) (/.(-—1 _dv—k—m’

d’ou

dk=v dv=k=r N (— )RR dV—k
En vertu du théoréme I (applicable puisque v <n), on a

db . dV—h = (— )R~k =k dk,

d’ou
dr—1 (VR (_ I)k,v—k+1x dr—* . d*,

ce qui signifie précisément que le coefficient d’enlacement de 4
avec " est égal a celui de &’ avec d*~' multiplié par (— 1)* =",
et ies théorémes I et Il sont maintenant complétement établis.

Tueorime IlI. — L’intersection de deux chaines fermées est une
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chaine fermée. St, de plus, U'une des deux premiéres chaines est homo-
logue a zéro, U'intersection est homologue a zéro.

Tueoreme. IV. — St dans Uintersection de deux chaines fermées, on
remplace chacune d'elles par une autre homologue, U'intersection reste
homologue a elle-méme.

Ces théorémes résultent immédiatement du théoréme 11 et du fait
que D'intersection est fonction linéaire de chacun de ses arguments,
grice au théoréme du paragraphe 9.

Appelons ordre d'une chaine homologue & zéro avec division le plus
petit entier positif par lequel il faut multiplier cette chaine pour la
rendre homologue & zéro; les chaines d’ordre infini seront celles qui
ne sont pas homologues & zéro avec division.

TutoriMe V. — L’intersection d’une chaine d’ordre d avec toute autre
chaine fermée a un ordre qui divise d. St la seconde chaine a aussi un
ordre fini d', Uordre de U'tntersection est un diviseur commun « d et d'.

Ce théoréme résulte immédiatement du troisi¢éme. En particulier,
le groupe ¢, d'un complexe bilatére ne contenant aucun élément
d’ordre fini autre que.I’élément identique, on a :

Taeoreme VI. — Dans un complexe bilatére a n dimensions, le nombre
des intersections d’une q-chaine homologue a séro acec division avec
toute (n — q)-chaine fermée est nul.

Tuakorime VII. — Associativité de 'intersection
(C/’ . (:’/) =l ( o7, )

Il faut supposer, bien entendu, que, » étant la dimension du com-
plexe,

p+qg—n2o, qg+r—n2o, p+qg+r—an2o;

nous supposerons encore que les trois chaines c”, ¢’ et ¢’ n'ont en
commun que des éléments de dimension p -+ g +7r— 2nau plus, ceux
pour lesquels cetle dimension maximum est atteinte n'étant pas situés
sur les fronti¢res de ¢”, ¢’ ou ¢'.

Supposons d’abord que deux des nombres p, ¢, r soient égaux & n,

THLSE G. DE RHAM, 5
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p et g par exemple. Soient ¢" un élément commun aux trois chaines,
a" un élément ayant a” sur sa frontiére; solent 7, u.et v les nombres
de fois que «" et a” figurent respectivement dans ¢, ¢’ et ¢’. Alors,
a" figure vy fois dans ¢”.c” et @ Juv fois dans (¢”.c”).c’. De méme,
a” figure 7. fois dans ¢7.¢' et 2vu. fois dans ¢”.(c?.c¢'"). Le théoréme se
démontre de méme si p et 7 ou ¢ et 7 sont égaux a n. L.’un de ces cas
se présentant toujours pour n=r1, le théoréme est établi pour n=1.

Supposons le théoréme établi pour les complexes de dimension
inférieure & n. Posons { = p+¢—r—2n; on peut supposer qu’aucun
des nombres p, ¢, r n’est égal 4 ¢, car dans le cas contraire, les deux
autres seraient égaux a n. Soit «' un élément commun a ¢, ¢’ et ¢’ ;
dans l'aster P, 4 v=n —1¢—1 dimensions de centre a/, & ¢”, ¢’ et ¢’
correspondent les chaines fermées ', d” et d''; d”.d" correspond
acl.ct et d'.d’ aci.c"y p/, q' el 1 sont respectivement égaux a
p—i—1,q—1i—1etr—i—1. Pour démontrer notre théoréme, il
suffit de prouver que le coefficient d’enlacement de ¢”'.d" avec d'" est
égal & celui de d” avec d’'.d'". Soit d'+*'=d""; on aura

A7 . dr = v, d".
D’ailleurs, comme v<n, on a
(dV .y dr ==V (T,

ce qui signifie précisément que nos deux coefficients d’enlacement
sont égaux. C. Q. F. D.

Ce théoréme donne un sens & l'intersection de trois ou plusieurs
chaines.

Des propriétés des intersections qui viennent d’étre énumérées, on
peut déduire une série d’aulres dont nous donnerons seulement un

n—1 n—i

exemple. Si ¢|™' et ¢}”' sont deux chaines fermées homologues entre

elles, ¢™'.¢,™" est une chaine d’ordre au plus égal & deux. En effet, en

vertu de I, on a

N1 J—=1 e L
e = el e

en vertude IV,

S=1 =] S~ n—1 .,
) Oy ~ - O N

d’ou

207 et~ o
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12. Conditions nécessaires pour équivalence. — Soient A et A’
deux complexes bilatéres ou unilatéres-de seconde espéce; ¢, G, ...,
G.. les groupes abéliens attachés a A5 G, G|, ..., G, ceux attachés

a A’. D’aprés le théoréme TI1 (§ 6), pour que A et A’ soient équiva-
lents, il est nécessaire qu'on puisse déterminer un isomorphisme
(holoédrique) entre les groupes G, et G, pour ¢=o0, 1, ..., n.

[’étude des intersections permet de préciser ces conditions. A tout
élément de G, suivi d'un élément de §,_, correspond, en vertu du
théoréme I'V (§ I1), un élément bien déterminé de ¢, qu'on appellera
encore 'intersection des deux premiers. Ces relations entre les élé-
meants de G, §,, ¢t §, ne changeant pas lorsqu’on subdivise le
complexe A, pour que A et A’ sovent équivalents, il est nécessaire qu’on
puisse déterminer entre les groupes G, et G, (q=0, 1, ..., n) des is0-
morphismes tels qu’a Uintersection de deux éléments de G, et &, cor-
responde U'tntersection des éléments correspondants de G, et &, quels
que sotent ces éléments, t, et k.

Transformons cet énoncé. En vertu de la linéarité de I'intersection,
il suffit, pour pouvoir trouver 'intersection de deux éléments quel-
conques de G, et-G,_,, de connaitre celles d’éléments pris dans des
bases de ces groupes. Soit ¢{, ¢/, ..., ¢/ une base de ¢, tout élé-
ment ¢! de ¢, peut se mettre d’'une maniére et d’une seule sous la
forme

g

1 /
l= 2 z, e,

=

o' x; est un entier quelconque si e’ est d'ordre infini et un reste
[mod(ordre de e”)|si cet ordre est fini. En particulicr, I'intersection

+h e
de e, avec e}, " pourra se mettre sous cette forme

]l
1A - \l
¢, " ey h — 2 Ly O

V=1

Les x; , , forment un tableau a triple entréc, qui sera désigné par T,
il fait connaitre I'intersection des éléments de ¢,., avec ceux de §,_,.
L’énoncé ci-dessus devient alors :

TutorEME, — Pour que deuzx complexes réguliers sotent équivalents, il



— 3 —

est nécessaire que par un choix concenable des bases de leurs groupes,
leurs tableaux T, |, deviennent égaux chacun a chacun.

Les propriétés des tableaux T, , ou du systéme de ces tableaux, qui
sont indépendantes du choix des bases, sont donc des propriétés du
complexe invariantes par rapport aux transformations élémentaires
(subdivision et opération inverse). Pour prendre 'exemple le plus
simple, le fait que T,, ait tous ses éléments nuls ne dépend pas du
choix des bases; il exprime que l'intersection d’une (i k)-chaine
fermée avec une (n — k)-chaine fermée est toujours homologue a zéro.
Un peu plus généralement, les intersections des (7 + k)-chaines fer-
mées avec les (n— k)-chaines fermées engendrent un sous-groupe
de G les nombres caractérisant la structure de ce sous-groupe sont
des invariants, qu'il est d’ailleurs aisé de calculer a 'aide de T ;.

Ces tableaux ne peuvent pas étre quelconques : chacune des pro-
priétés générales des intersections énumérées au paragraphe 11 se
traduit en un caractére général de ces tableaux. Par exemple, si’on
désigne par o, , , le terme général de T, , et pary, ,, celuide T, ,_,_,
on a, en vertu du théoréme I (§11),

B T— (___ l)& n—h—ut\ Yudye

Cette étude fournit-elle eéffeclivement de nouveaux invariants?
Existe-t-1l des complexes pouvant étre reconnus non équivalents au
moyen du théoréme ci-dessus et ne pouvant pas ’étre au moyen du
théoréme I1I (§ 6)? La réponse générale a cette question est affirma-
tive * nouns construirons an Chapitre 1V denx complexes réguliers
ayant les mémes groupes ¢, le tableau T, , étant nul pour I'un et pas
pour 'autre; cela pourvu seulement que ¢ soit positif. Au contraire,
si7==o0, le tableau T, , qui n’est plus qu’a double entrée, peut ¢tre
réduit & une forme canonique unique et ne fournit pas de nouveaux
invariants, sauf dans un cas exceptionnel. Ce sont ces tableaux T,
qui vont étre étudiés dans la suite, aprés quelques préliminaires indis-
pensables.

A3. Intersection d’éléments réciproques dans la subdicision normale.

1

— Soient A un complexe bilatére 4 n dimensions, B le réciproque



de A ; désignons toujours par «! les éléments de A\, les notations étant

An
. .y Y .

choisies de maniére que Za;‘ soit la base de ¢, et que a!~ a| quel
i=1

que soit ¢, a; étant la base de §,. L’élément de B qui correspond & «,

appelé réciproque de «?, est toujours désigné par 0!~. Identifions les

subdivisions normales de A et B en établissant entre elles un isomor-

phisme tel que Xaf=2Xb". On peut alors considérer, dans cette sub-

division normale C, dont I'orientation se déduit de celle de A, l'inter-

section d’une chaine de A avec une chaine de B.

THEOREME :
0 sifz),
(l/{ .b?_'/ ~ qr-+-1
(—1) 2 a) sii=—y.

La premiére partie est immédiate : si ¢=</, a/ et b7 ne se touchent
pas et «}.b;" =o.

Sii=/, a! et b/ ont en commun seulement un sommet, celui
désigné par (a?). Le théoréme est vrai pour g =o

ad. b= (al) ~ al.

Supposons-le établi pour les dimensions 1, 2, ..., 7—1 de I’élément
de A, et passons a la dimension q.

Soil a}™' un élément de A en relation positive avec a’. Alors
by™""" est en relation positive avec 0/7. Parmi les éléments de A situés
dans la frontiére de «f, a}™' est le seul qui touche 6, ™" et parmi les
éléments de B situés dans la frontiére de b,7"*', b est le seul qui
touche a’. Il en résulte (théoréme II, § 11):

s n—g i+l .. f n—if =1 yif—1 H-iil
- al. by = dl O (— 1) el b ,
d’ou
q 0~ Y P B 2N
ﬂl.bi !~ ( 1)/ak ‘bl. 740,

Comme par hypothése

U= g pegp ; NTTT s
ai™ o~ (=) ai.

on a bien

((',/./):f_"m(—l\ :al.
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e (1) 2 Syl

14. Réduction du schéma. — Reprenons le schéma d’un complexe A
(qque nous pouvons d’abord supposer tout a fait quelconque), tel qu’il
a été défini au paragraphe 1 :

O ,
— -1 — . - «
(1) al= Zs"/jag ({==1,2, o, 25y =1,2, ....0).
/

En désignant simplement par a“ le tableau a une colonneet «, lignes
formé par les «!, T, étant toujours le tableau des ¢! ,

oy 14 ~ ~ L/
af ¢, e, L. s,/y_qﬂ
af ef, el ... 5-(.'17.,1
al—= . T,/::
7 7z N
(la‘q E:Y-,,l °1q-' PR °‘7";7"/ .

les relations (1) peuvent se mettre sous la forme plus condensée
(1" art="T,a’".

Drailleurs, on a toujours

est un systéme fondamental, si toute g-chaine est égale & une et une
seule combinaison linéaire a coefficients entiers des A?. On obtient
tous les systémes fondamentaux en effectuant sur les @/ (qui forment
déja un systéme fondamental) une substitution unité quelconque S,
(substitution linéaire & coefficients entiers dont le déterminant
vaut ==1). En désignant par A’ le tableau & une colonne et «, lignes
formé par les A7, on a

{
N1=S,a.
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Si 'on effectue une telle substitution pour chaque dimension, le

schéma (1") devient
\r/ = Sl/ rrv S,;l| A\ W—1 .

Nous allons choisir les S, de maniére que ces relations prennent la
forme la plus simple possible.
Tout d’abord, en vertu d’un théorémc classique de Kronecker, on

peut trouver deux substitutions unités S, ct S_, telles que les seuls

éléments non nuls de S, T, S~ soient dans la diagonale principale et

que chacun d’eux divise le suivaut (en convenant que o ne divise que o
et est divisible par tout entier). Alors, en posant

\"=8,ar et \"1=1=S§|_ ar,
on aura
\'"1 =8, T, 87\,
ou, en détaillant,

" — -1 —
(5) g \t,,]—={l{ \«,I ' (1—17 2. ""t'/)y
| \7=o0 (i=t,+1. ..., 2),
t,estlerang de T,;d7, d}, ..., d] sont ses diviseurs élémentaires.

Toute g-chaine peut s’exprimer au moyen des A’7; pour qu’eclle soit
fermée, il faut et il suffit qu'elle s’exprime seulement avec les A"
d’indice ¢ plus grand que z,. En particulier, les A" (i =1, 2, ..., 1,)
qui figurent aux seconds membres de (3), étant fermées, pourront
s'exprimer avec les A”"' (i >1¢,_,). Alors, en effectuant sur les A7/~
une substitution unité convenable S'(;_,, on pourra obtenir que, en
posant A7~ = S;’]’_, A" on ait

— A Tg—1 — .
\'I/ —(\,(/ (t=1,9, ..., l’/—l)v

VAl e ANMy—| —
\z+f,, =\ (t==1,2, ..., &)

Les relations (3) deviennent
- -1 —— .
\/=d" \:IH’I ) (¢ =1,2, ... L),

\=0 (=t -+ 1. ..., ).

®
3
4
tn
"
D
]
(o9
o
]
%
'y
[l
3]
i3
3
]
o
2
(4]
n
a\
3
b}
P
-~
<

La substitution S,
A7=S,a", est égale

.
qui permet d
e
as,

S,S, . En posant

U
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les relations (3) s’écrivent encore
A=, A avec B, %,_, = o.

ou, en détaillant et en désignant par w/, le terme général de G, [ces
nombres sont tous nuls sauf les o], (c =1, 2, ..., 1) qulsont res-
" pectivement égaux aux d! |

A= A (=1, 2, ..., 1),

t z+l trly—y

,X;’Eo (z_l,,—l—l. cey Ay
Les homologies fondamentales sont

7+ A -
LI \l+lq 0 (f=1, 2, ..., b))

L’avantage du systéme fondamental ainsi formé résulte des
remarques suivantes. Pour que la chaine ¢’=2Xx;A’ soit fermée, il

faut et il suffit que
L= By ==y, =0

pour qu’elle soit homologue a zéro avec division, il faut et il suffit
qu’on ait de plus

.l;;q_,_,',.‘_,_,:. c = .l;,-,_rI:O.

Toute g-chaine fermée est donc homologue avec division a une et une
seule combinaison de

AY A7

A
gy a1 Lyl 1 42 ) a,

Ces %,—t,—t,,, chaines forment une base pour le groupe g,
et P,—=a,—1t,—1,., en convenant de poser ,=1,,, = o.
Enfin, cette forme rédnite du schéma met anssi en évidence la stry

ture de v, : Tles coefficients de torsion de dimension ¢ sont égaux a
i+l

ceux des nombres /7, qui sont plus grands que 1, et les A, corres-
pondants forment une base pour y,.

A3. Réduction corrélative du réciproque. — Soient B le réciproque
du complexe A du paragraphe 14, /!~ I'élément réciproque de «?,
0!, les nombres relatifs a B analogues aux ¢/, de A, U, le tableau
des 77, Le schéma de B peut alors s’écrire sous la forme sulvante ana-
logue a (1) (§ 14)
V=T, b,
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et I'on sait (§ 3) que U, est le tableau transposé, T,_,.,, de T,_,,,
U//: T n—tft-1 *

Effectuons sur les 4 la substitution S’ _, contragrédiente de S,_,

Br=S;_, b7
Le schéma devient
Br=S;_,U,Si), Byt
ou
Br = AL, Br—,
en posant

*—1
IL'/_ Sll—t/ H= 1 1

Il est aisé de voir que L, est le tableau transposé du tableau &, .,
du paragraphe 14. (On n’a qu’a utiliser les régles de calculs sui-
vantes : XY = Y X et \*=X-".)

En détaillant, on a donc

Nl o p ] H—t)—1 A .
13z+l’- 0>u+z,,B/ 4 (C==1, 2y ooy by

Bi~"—o (I=1, 2, ooy by, by Ly 1, ooy 24,
et les homologies fondamentales sont
00, BT~ 0 (f=1,2, ..., 0,
Pour que la chaine ¢"—"= X% B, soit fermée, il faut et il suffit que
é:l—n-[,,: EH-/,,: o= E,l,, 1ty — O3

pour qu'elle soit homologue & zéro avec division, il faut et il suffit
que de plus

Gttty LT Lty et e = G, == O,
Ilenrésulte queles,=2,—¢,—¢,,  chaines B!/ = (r=1,2,...,P))
forment une base pour le groupe g,_, de B.

2,

16. Cn théoréeme de 1
complexe .\, @"~7= Xy """ une chaine du réciproque B
Pour que ¢’ supposée fermée soit homologue @ zéro avec division, il

o
..
<]

LU/ —
otncare. — Soicnt ¢! = Nz

THESE G. DE RHAM. 6
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Saut et il suffit que, quelle que soit d"~" fermée, on ait

%y

2.1',)',:0 M.

1=}
Exprimons ¢’ avec les A7 et d"~7 avec les B 7
= Nur,al =X, \" et Adr=1 ="y bl 1= X, B,
On a
(1) 2= 2,

car les substitutions qui font passer des x aux £ et des y aux v, sont
contragrédientes.

D’aprés les remarques faites aux paragraphes 14 et 13, si ¢’ et -
sont fermées, on a

L= o0 pour (<t +4 L.

desorte qu’on peut se limiter auxindicesi > t,+¢,.,. Or, sic?esthomo-
logue a zéro avec division, tous ces £ sont nuls et la somme considérée
sera nulle aussi; dans le cas contraire, I'un de ces & n’est pas nul,
soit £,, si l'on fait &* "= B, la somme considérée se réduit a £,z£o.

17. Intersections des g- et (n— g)-chaines. — Supposons mainte-
nant que A soit un complexe bilatére, et identifions les subdivisions
normales C de A et B comme au paragraphe 13. ¢’.c"~ désignera
indifféremment la o-chaine intersection de ¢’ avec ¢"~ ou le nombre
des iniersections de ¢¥ avec ¢ 7.

TreoreME . — St ¢” fermée n’est pas homologue a zéro avec disision,
on peut trouver ¢~ fermée telle que c¢'.c"~"=£ 0. Si ¢! est primitice,
c'est-a-dire n’est pas homologue avec division ¢ un multiple d’une autre
chaine, on peut obtenir que ¢! .c'~1=1.

Ce théoréme résulte immédiatement de celui du paragraphe 16;on
peut supposer en effet que c? est une chaine de A\, ¢/=2X( A7, et

(*) On a évidemment un énoncé équivalent en permutant ¢ et ",
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si ¢"~7=X+;B/™ ona, d’aprésle paragraphe 13 et (1), paragraphe 16,

V7=
olett=(—1) * 2gm;
et si ¢’ est primitive, les %, qui figurent dans cette somme sont pre-
miers entre eux.

Pour tirer les conséquences de ce théoréme, distinguons trois cas :
a. g7~ n—gq. Si 'on prend pour bases des groupes g, et g, les
chaines A’ et B/ (i =1¢t,+¢,.,,+1, ..., %)), le tableau T, , est ramené

aune forme canonique : il a tous ses éléments nuls, sauf-ceux de la dia-
oy - 14
gonale principale qui valent (—1) * .

b. g=n—g= entier impair, n = multiple de 4 plus 2. Soit c,,
Csy ..., Cp, une base de g,. Le tableau T, ,, formé par les nombres

c;.ci, est antisymétrique d'aprés le théoréme 1 (§11) et son déter-
minant vaut == 1. On sait que son rang P,, est pair ct qu’il peut étre

réduit a une forme canonique en effectuant sur lesc; une substitution
unité convenable, c’est-a-dire en changeant la base de g,. D’ou :

Tutorime II. — Pour un complexe bilatére dont lu dimension n est un
multiple de 4 plus 2, le nombre P, est pair et le tableau T , peut étre

-~ ), —~
2 (’-:

réduit a une forme canonique.

¢. ¢=n— g = entier pair, n = multiple de 4.
Dans ce cas, le tableau des nombres c¢;.c, est symétrique. On peut
lui substituer la forme quadratique

O = Z(cicr)xxr
que nous dirons attachée au complexe. Sil'on change la base de g,

cela revient a effectuer une substitution unité sur les variables de ®.
Si I'on change la base de g,, c’est-a-dire si 'on change I'orientation
du complexe, @ est multipliée par —1. D’onr -

Tutoreme II1. — Pour que deux complexes bilatéres dont la dimension
est un multiple de 4 sotent équivalents, il est nécessaire que, st @ et
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@' sont leurs formes attachées, on puisse passer de ® a &' ou — ' par
une substitution unité sur les variables.

En d’autres termes, il faut que ® appartienne a la méme classe
arithmétique que ® ou — @'. Ce cas est donc le seul ou le tableau T, ,
puisse apporter de nouveaux invariants. On verra par des exemples,
au Chapitre IV, qu’il s'introduit effectivement de nouveaux invariants.

Ce théoréme donne aussi une condition pour qu'un complexe
admette une transformation en lui-méme qui renverse l'orientation.
Soient C, C;, C,, ..., C, une suite de complexes donc chacun dérive
du précédent par une transformation élémentaire et dont le dernier
est isomorphe & C. La suite de ces transformations et I'isomorphisme
entre C, et C définissent une transformation de C en lui-méme. Si C
est bilatére, il en sera de méme de C,, C,, ..., C, et de I'orientation
de C on déduit de proche en proche des orientations pour C,, C,, ..., C,.
Dans I'isomorphisme entre C, et C, on pourra toujours s’arranger
pour que les bases des groupes ¢j, se correspondent; si alors les bases
des groupes ¢, se correspondent, l'orientation est conscrvée; dans le
cas contraire elle est renversée.

Tutorime IV. — Pour qu’un complexe bilatére a n = 4 p dimensions
admette une transformation en lui-méme qui renverse l’orientation, il
Jaut que la forme quadratique ® attachée appartienne a la méme classe
que — .

En particulier, le rang P, doit étre pair et I'indice d'inertie égal a

Ia moitié du rang.

18. Enlacement des chaines d’ordre fini. — Les développements du
paragraphe précédent, relatifs aux chaines d’ordre infini, suggérent
I'idée de faire, relativement aux chaines d’ordre fini, une étude ana-
logue.

[ia définition du coefficient d'enlacement d'une ¢-chaine fermée
avec une (n — g —1)-chaine fermée dans un complexc planoide a
n dimensions, donnée au paragraphe 10, s’étend immédiatement au
cas de deux chaines homologues & zéro dans un complexe bilatére
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uelconque. En effet, si ¢? et ¢7="~' sont deux telles chaines, le nombre

q q ) ’

desintersections de ¢’ avec une chaine ¢/ ™ limitée a ¢ ' ¢ '=c"1~",
/

ne dépend que de ¢’ et ¢"~~', car si ¢, "=c¢" "', en vertu de ¢~ o0

etc,"—c) "=o,o0ona

2 |

Ty T— el eV =T ()77 = ¢{77) ~ o,

Il suffit méme que ¢’ ne soit homologue & zéro qu’avec division et
la conclusion subsiste. Si ¢ 7' n’est homologue a zéro qu’avec
division, soit £ un entier tel que 4¢” “/~'~v0; nous conviendrons que le
coefficient d’enlacement de ¢’ avec ¢"7~' est égal a celui de ¢’
avec k¢"—" divisé par £.

Comme l'intersection, le coefficient d’enlacement est linéaire par
rapport & chacun de ses argumenls; il est entier si I'un deux est homo-
logue a4 zéro; enfin si on les permute, il est multiplié par (— 1)+
ainsi qu’il a été établi au cours de la démonstration du théoréme 1
(§ 11).

Tutoreme I. - Le reste [ mod 1) du coefficient d’enlacement de deux
chaines d’ordre fini ne change pas st Uon rempluace chacune d'elles par
une autre homologue.

En effet, soient ¢” et ¢'~7~' les deux chaines d’ordre fini, et rem-
plagons ¢’ par exemple par une chaine homologue ¢’. La différence
des coefficients d’enlacement considérés est égale a celui de ¢/ — ¢’
avec ¢"~' qui est entier parce que ¢’/ — c¢’~vo.

Désignons le reste [mod 1] de ce coefficient par {¢?, ¢*~7=']. On est
ainsi ramené & considérer une nouvelle série de tableaux attachés au
complexe. Soient ¢/, ¢/, ..., ¢/ une base pour y, et ¢\, )" ...,
¢,”’"" une base pour v,—,, ; les nombres { ¢/, ¢/™"" } forment le " des
tableaux considérés. v, et v, étant isomorphes, on peut supposer,
ce que nous ferons, que 'ordre de ¢’ est égal a celui de ¢/™""'. Dési-
gnons-le par |c¢’].

Turorine IT. — On peut choisir les bases de v, et v, de maniére
que
0 merer CL
Vel el = siiz ).
Gy
PR St M

o
3]
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Soient A le complexe considéré et B son réciproque, et reprenons
les schémas réduits des paragraphes 14 et 13. Les chaines A/,
et Bi™™', 7 étant tel que !}, >>1, forment les bases cherchées. En

effet, les ordres de ces chaines sont égaux a ’ ', etlon a

L,

0 NN
; I gl 1
i Nt~ t 1 H—tf 77+
! \"*"'1‘ B’ T ! \’l""/'R/"{/ ) (=) ? .
J =y ————— N l’——/.
';)l/‘ !
Lty
CoROLLAIRE. — 8¢ ¢” est homologue a séro, quelle que soit la
chaine ¢" =" d’ordre fini, ) c’, ¢"~"~'| =o0. Réciproquement, si ¢! est

homologue & zéro avec division, on peut trouver une chaine d’ordre
fini ¢~ telle que { ¢, ¢"="=" | 5£ 0 plus précisément, si ¢ est d’ordre k,
. 1
. Vol plt——) e
on peut obtenir que | c’, ¢ f= 7

La premiére partie est déja établie. Pour la seconde, utilisons les
bases du théoréme II et posons

— ,.’(.:/ et cer——1—23 ‘,/',l]l——f/"l.
On a
% 3 r.A
Ve n—g—1 { = P Vol pnr—y—t b — et
(1) Ver o en=1 \_«\ 0l ey \__iz =i | modr |,
l
4H

x, et y, sont des restes entiers [mod|c¢’|]. L'ordre de ¢’ est le plus
petit entier £ tel que

hr,=o0 [mod e 1].
On a dounc
Sy
/l.lt—-_/.l (ol

et les 7, sont des entiers premiers dans leur ensemble. Multipliant (1)
par £, il vient
Lfer, enmr=! == 3%y,  |[modi]

et 'on peut bien choisir les y, entiers de maniére que &= X2, y,=1, ce
qui établit la proposition.

D’aprés le théoréme II, si g £ n— g —1, les tableaux considérés
ici peuvent étre ramenés a une forme canonique et ne fournissent pas
de nouveaux invariants. Si n est impair, appelons tableau d’enlace-



B

n—1

ieme
ment attaché au complexe le( > des tableaux considérés, et

disons que deux tels tableaux appartiennent & la méme classe s’ils
deviennent identiques pour un choix convenable des bases des
groupes v,_,. Si I'on change l'orientation du complexe, les éléments

de son tableau d’enlacement (ce sont des restes [mod 1) sont changés
de signes. Alors : '

TutoreMe I11. — Pour que deux complexes bilatéres a un nombre impair
de dimensions soient équivalents, il est nécessaire que, st T et T sont
leurs tableauzx d’enlacement, 'T' appartienne a la méme classe que T’
ou —T".

On peut aussi remarquer que pour qu'un tel complexe admette une
transformation en lui-méme qui renverse 1'orientation, il faut que T
appartienne a la méme classe que — T

n-—1

Les circonstances sont différentes suivantqueg =n—¢ -1 =

est impair ou pair. On a
bty el = (—nyr et ef) [mod1|.

Dans le premier cas, n =3 | mod4|, il y a symétrie; nous verrons au
Chapitre I'V, par des exemples, qu’alors le théoréme a effectivement
des applications. L.e second cas, ou il y a antisyméirie et n==1
| mod4 ], va étre examiné au paragraphe suivant.

19. Le probléme traité ici, purement arithmétique, peut étre posé
ainsi. On a un groupe abélien fini y; a tout couple formé par deux de
ses éléments, c, et c,, est attaché un reste [mod 1] bien déterminé,
{c,,c, !, satisfaisant aux conditions suivantes :

1¢ Cepeiegl=tee, 0] [ mod 1.

2v eyl =— 0y 00 | mod «}.

3° Sic, est d’ordre £, quel que soit ¢,, ona:

kicne,)=vo | mod);
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et 'on peut choisir ¢, de maniére que
i
(=g
Chercher quelles sont les structures de v compatibles avec ces hypo-
théses, et choisir une base de v, ¢, ¢, ..., ¢, de maniére que le
tableau des { ¢, ¢, ] ait une forme aussi simple que possible.
Posons quelques définitions.
Les éléments ¢, c,, ... seront dits indépendants si de
Ly Oyt Xy Ca—t 0. T=0
résulte
Ly T= 2, 0=, .= 0.

¢, el ¢, sont orthogonaux si | ¢,, ¢, | = o. Un sous-groupe y' de v sera
dit fermé, si la condition 3° a lieu pour y'. En vertu de 2°,

fecei= i el | mod 1 ];

I . .y P . .
donc {¢, ¢} = o ou -; c sera dit de premiére catégorie si {c,c|=o, de

seconde catégorie siic, c|= é Les éléments de premiére catégorie
forment un sous-groupe de y. Quel que soit ¢, 2¢ est toujours de
premiére catégorie; il en résulte que tout élément d’ordre impair est
de premiére catégorie.

a. Cas ot dny apas d’éléments de seconde catégorie :

-~ . ’ ’ . <, . n 1
Soit ¢, un élément d’ordre maximum Z, jsoit ¢, tel quefe,, e, =+
S
L’ordre {, de c, est égal & Z,, car

|

l
s

L Grl=o= 2 [mod].

¢, et c, sont indépendants, car de ,c,+ @,c, =0 on lire

N €
o={x e+ ayen o)) = e e = —c——‘ | mod 1],
i
d’ott x,c, = 0 et de méme z,c,= 0.
Considérons le sous-groupe v’ de y formé des éléments orthogonaux
ac, etc,. Tout élément ¢ de y peut s’exprimer avec ¢,, ¢, et un élé-
ment de v'; en effet, si‘(c,,ciz%:» etic,c,|="1"

» C— ) Cy— )¥1C, SETA

U
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orthogonal & ¢, et ¢, et par conséquent contenu dans y'. D’ailleurs,
tout élément ¢’ de y' est indépendant de c, et c,, car de

24 2 0+ XyCy=0
on tire comme ci-dessus

Z,0,=—0 et Z,0y==0,
d'ou aussi 2'¢’ =o.

Pour avoir une base de vy, il suffit donc d’adjoindre & ¢, et ¢, une
base de y'. Or, y' est fermé, car si ¢, est un de ses éléments d’ordre £,
on pourra trouver ¢, tel que {¢|,c,}= ;—(, etsic' n’est pas dans Y/, on
peut I'y faire rentrer en lui retranchant une combinaison de ¢, et c,,
ce qui n’altére pas {¢,, ¢, }.

On peut donc opérer sur y' comme sur vy, et I'on en tire deux élé-
ments indépendants ¢, et ¢,, d’ordre maximum {, ={,, tels que
I
3
naux a ¢, el ¢, jouira relativement & y' des mémes propriétés que y’
relativement a y.Z; divise {,, car sans cela, I'ordre de ¢, ¢;, plus
petit commun multiple de {, et {;, serait plus grand que {,, ce qui est
impossible.

En opérant sur y" comme sur ¥/, et en continuant, on arrivera fina-
lement & un Y ne contenant que 1’é¢lément identique (zéro). Alors, la

{cs, €4} = > et le sous groupe y" formé des éléments de y' orthogo-

suite des éléments c,, ¢y, ¢y, ..., ¢, forme une base pour y; les ordres
de ces éléments, J,, (s, ..., L, sont les coefficients de torsion ; ils sont
deux & deux égaux : {, ={,, {;=1{,, .... Enfin le tableau des { ¢, ¢, }

est ramené a une forme canonique, puisque les seuls qui ne soient pas
nuls sont
I

{Cojmrs Cojf=—{ €y, Cojy } = 57— [mod1] J=1,2,...,8).
2)—1

b. Casouly a des élémentsde seconde catégorie :

Pour avoir une base de v, il suffit de juxtaposer une base du sous-
groupe des ¢léments d’ordre impair et une base du sous-groupe des
éléments dont I'ordre est une puissance de deux.

On voit de plus que chacun de ces sous-groupes est fermé et que
tout élément de I'un est orthogonal a tout élément de 'autre. Le pro-

THESE G. DE RHAM. 7
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bléme cst ainsi décomposé en deux parties. La premiére, relative au
sous-groupe des éléments d’ordre impair, est déja résolue, puisqt’il
n'y a pas d’élément de seconde catégorie. Reste la seconde relative an
cas d'un groupe y dont 'ordre est une puissance de deux.

Soit 7 I'un des éléments de seconde catégorie d’ordre minimum 2%;
soit ¢, 'un des éléments d’ordre maximum 2%, et supposons d’abord
ky > .

On peut supposer ¢, de premiére catégorie, sinon on le remplacerait
par ¢, — 7. qui serait alors de premiére catégorie et encore d’ordre 2'.

. { . I . N . .y
Soit ¢, Lel que {c,, ¢, | = 5 on peut encore supposer c, de premiére

catégorie, car s’il était de seconde catégorie, on le remplacerait par

- ’

. -~ ) I .
¢,=/(c.—y), r étant tel que jc,,c, = ~; pour cela, il faut que,
(o 21— % Tot
en posant j¢,,y | = - d’ot
{(‘” )\((‘_,-'/J)}E)\(;I'A‘l — %) l]’ﬂOdIJ.
on ait

AMi—oh—*g) =1 [mod 2k ],

et si k, > %, / peut toujours étre choisi de maniére qu'il en soit ainsi.

En raisonnant comme dans @, on voit que 'ordre de ¢, esl égal &
celui ¢, et pour obtenir une base de vy, il suffit d’adjoindre a ¢, et c,
une base du sous-groupe y' forme des éléments orthogonaux a ¢, et c,.
Y’ esl fermé et contient des éléments de seconde catégorie d’ordre 2*
et aucun d’ordre inférieur. S’il contient des éléments d’ordre supéricur
a 2, on pourra opérer sur luicommesur v, et aprésun certain nombre
d’opérations, on obtiendra un groupe y!”, ne contenant pas d’élément
d’ordre supérieur a 2* et contenant des éléments de seconde catégorie,
tous d'ordre 2*. On a une suite d'éléments c¢,,c., ¢5,¢4. ..., Cory,

¢y, dlordres 2M=2% . . oft-r—=2af el les seuls {c;, ¢, non nuls
étant les suivants:

" A ) — !t (§—

Ly Cai g == (Cojn ooy | = [modl] (l-——l.'_),,....t).

g

Pour avoir une base de v, il suffit d’adjoindre & ces éléments une
base de Y/, de sorte qu'on est ramené aux cas examinés ci-dessous :
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c. Cas ot tous les éléments de seconde catégorie sont d’ordre maximum
2" tavec k; >1):

. , . . I
Soitc, de seconde catégorie, d’ordre 2*; soit ¢, tel que{¢,, ¢, { = —;
9 b { ? ) 2/!1

on peul s’arranger pour que ¢, soit de premiére catégorie, car si ce
n'était pas le cas, on le remplacerait par ¢, = %(¢, — ¢;), A étantchoisi
tel que

ou

ce qui est toujours possible si £, > 1.

Tout élément ¢ de y peut s’exprimer avec ¢,, ¢, et le sous-groupe v’
orthogonal & ¢, et ¢,. En effet, en retranchant de ¢ un multiple de c,,
on le rend orthogonal & c;, puis en lui retranchant un multiple de c,,
ce qui le laisse orthogonal & ¢,, on le rend orthoganal a ¢,. On voit,
comme dans a, que y' est fermé et que ses éléments sont indépendants
de ¢, et c,.

En opérant sur ¥’ comme sur vy, s’il contient encore des éléments de
seconde catégorie, on arrivera finalement 4 un groupe n’en contenant
plus et 'on achévera comme dans a.

Soit ¢,, ¢, €5, ¢,3 ... la base obtenue pour v; les ordres de ces élé-
ments sont 2" =2" 2"=02o% .. .. On peut encore s’arranger pour
que c, soit le seul élément de seconde catégorie; il pourrait se faire, en
effet, si k, = k,, que ¢, par exemple soit de seconde catégorie. Il fau-
drait alors le remplacer par

€y == ¢y ¢y — 2h—i oy,

(qui est de premiére catégorie; on a bien
’ 1

{(‘I,("}:O, {C’:H('/.}:',;

et en retranchant éventuellement de ¢, un multiple de ¢,, on obtient

’

Al —
Ty =20.

2y

d. Cas ot il y a des éléments de seconde catégorie et o tous les élé-
ments sont d’ordre 2 :
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. ’ r . I
Soit ¢, un élément de seconde catégorie, {c,, ¢, } = ~; ¥’ le sous-
) ) § 3>) Y

groupe des éléments orthogonaux a ¢, ; on voit qu'il est fermé et qu’on
aura une base de y en adjoignant & ¢, une basede y'. Si ¥’ contient des
éléments de seconde catégorie, en le traitant comme v, on arrivera a
un groupe Y'“ ne contenant pas d'élément de seconde catégorie, et qu'on
traite comme dans a.

On obtient ainsi une base formée d'une suite de « éléments de
seconde catégorie, c,, ¢,, ..., ¢,, et de ¢ couples d’éléments de pre-
miere catégorie,

Cutias Cutoy  Cu+ty; Cutny ¢+ 5 Curoo—iy Cutope

Les seuls {¢, ¢,} (¥5£)) non nulssont

{ Curaing, Cusnr } = — { Cutaty Cnioy } = [mod 1] (i=1,2,...,v).

N | o=

Siu> 2, on peut diminuer u de 2 en augmentant ¢ de 1. En effet, au
lieu de ¢, c, et ¢; on peut mettre dans la base :

CL=10C+ €y, Cy==Cy 1 Cy, €= 0+ Co+ Cy;5

¢, et ¢, sout de premiére catégorie et orthogonaux & ¢,; on a
r ’ I .
{ €1y Cy } = '2_;

et c, est de seconde catégorie.

On arrivera ainsi 4 u =1 ou 2, et ces deux cas sont d’ailleurs irré-
ductibles I'un a i’autre, puisque dans le premier cas la base couilent
un nombre impair d’éléments et dans le second cas un nembre pair.

e. Revenons au cas d'un groupe y quelconque et résumons cette
discusion : )

Il en résulte d’une part que le tableau d’enlacement peut étre ramené
a une forme canonique unique s'il n'y a pas d'élément de seconde
catégorie, et a une forme canonique ne dépendant que de x dans lecas
contraire ; d’autre part, que, sauf dans le cas ol x =1, les coefficients
de torsion peuvent &tre répartis en couples, chaque couple en contenant
deux égaux; si z =1 il peut y avoir un couple exceptionnel contenant
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un coefficient impair égal & la moitié de 'autre ou un seul coefficient
égal a deux.

Convenons que x = o dans le cas a. Relativement au complexe bila-
tére an =4 p + 1 dimensions, sasignification estla suivante : six =o-
toute 2p-chaine (d’ordre fini) est enlacée un nombre entier de fois avec
une chaine homologue; si z5£0, 2*est’ordre minimum d’une 2 p-chaine
enlacée un nombre non entier de fois avec une chaine homologue.

Nous devons alors compléter le théoréme III (§ 18) par le suivant :

Tuakoreme [. — Pour que les tableaux d’enlacement attachés ¢ deux
complexes bilatéres @ n=4p + 1 dimensions, ayant mémes groupes Y,
appartiennent a la méme classe, il faut et il suffit que le nombre » soitle
méme pour les deuzx.

Et nous avons aussi le résultat suivant :

TatoriMe II. — Pour un tel complexe, sauf I'exception signalée, pos-
sible seulement st . = 1, les coefficients de torsion de dimension 2.p sont
deux a deux égaux ().

CHAPITRE III.

VARIETES. INTEGRALES MULTIPLES (*).

20. Champs d’intégration et intégrales. — Avant d’aborder les inté-
grales multiples, il est nécessaire de définir avec précision ce qu’on
doit entendre par champ d’intégration a ¢ dimensions dans I'espace
a n dimensions.

L’ensemble de n fonctions @, x,, ..., x, des g variables ¢,, t,, ..., ¢,
définies dans un polyédre convexe T de l'espace des ¢, continues et
ayant des dérivées partielles continues jusqu’au second ordre en tout

(*) Dansune Note (Comptes rendus, t.186, 1928, p. 670), ou ces résultats sont
énoncés, j'ai omis de signaler les circonstances relatives au cas ot il y a des élé-
ments de seconde catégorie ; je ne sais d’ailleurs pas si ce cas peut effectivement
se présenter,

(*) Quelques-uns des résultats obtenus dans ce chapitre ont été annoncés dans
une Note aux Comptes rendus, t. 188, p. 1651.
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point de T, représente dans I’espace des x ce que nous appellerons un
g-champ élémentaire dont T sera dit le polycdre représentatif.

Un g-champ quelconque est représenté par la réunion de plusieurs
g-champs élémentaires; cette réunion sera indiquée par le signe —-.

Supposons qu'on puisse établir, entre les polyédres représentatifs
de deux g-champs élémentaires e et ¢’¢, une correspondance biuni-
voque s’exprimant par des fonctions linéaires, telle que les fonctions
qui définissent ¢? et ¢’ prennent en des points correspondants les
mémes valeurs; si le déterminant de la correspondance est positif, ¢¢
et ¢ sont dits égaux : ¢! =c'?; s'il est négatif, ¢? et ¢’ sont opposés :
¢l = c".

Ces notions s'étendent aux champs quelconques. Un g-champ est
nul, s’il est formé de champs élémentaires deux a4 deux opposés ou s’il
peut éitre rendu tel en subdivisant ses champs élémentaires.

Frontiére. — Soient T;(i=1, 2, ...) les faces (polyédres & ¢ — 1
dimensions) du polyédre T relatif au ¢g-champ élémentaire ¢/. Par
une substitntion linéaire & déterminant positif sur ¢,, t,, ..., 7,
on peut obtenir que T; soit contenu dans ’hyperplan ¢, = 0. En
restreignant a T,; les fonctions qui représentent c¢?, on obtient un
(g — 1)-champ élémentaire ¢/~'. Soit ¢;=- 1 ou — 1 suivant que les
points intérieurs de T satisfont & ¢, < o ou t,>o0. La fronticre de c*

est alors par définition
e~ — 2_1 ei(.q—l A
t
1

Parla se trouve définie la frontiére de toul g-champ elle en dépend
d’une maniére linéaire et homogéne. On vérifie que la frontiére est
toujours un champ fermé (c’est-a-dire dont la frontiére est nulle).

Il est commode de considérer aussi des o-champs, formés d'un
nombre fini de points dont chacun est affecté d'un coefficient entier.
Le polyédre représentatif d’'un 1-champ ¢' se séduit a un segment
a <t< b; la fronti¢re de ¢' se compose des points correspondant &
t = aett=>b, le premier pris avec le coefficient — 1, le second avec + 1.

Intégrales multiples. — Une expression telle que

w==XA\, j‘zu,iq[(lx,-‘ dug,. . .dx; .
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oules Ai, 7, ..., sont des fonctions de @,, @, ..., ,, et ou la som-
mation s’étend a toutes les combinaisons des nindices 1, 2, ..., npris
q & g, sera appelée ici, pour abréger, forme de degré g (*). Clest un
élément d’intégrale g-uple.

Il est commode de considérer aussi les formes de degré o : ce sont
les fonctions de point. Si w = f(p) est une telle.forme, et si ¢® est un
o-champ formé des points p,, p,, ..., p, pris avec les coefficients A,,
ha, ..., A, on aura par définition

L’intégrale d'une méme forme, étendue a des champs égaux (ou
opposés), prend des valeurs égales (ou opposées); elle dépend d’une
maniére linéaire et homogéne du champ d’intégration.

Dérivation extérieure. — Si les coefficients de w sont des fonctions
dérivables, on en déduit une forme de degré g+ 1, o', sa dérivée
(extérieure), par la formule

o= E[C{Ai,i,...iquildxi,- . .(lxiq]
Pour ¢ = o, cetle opération se réduit a la différentiation ordinaire.
Nous dirons qu'une forme est réguliére, si ses coefficients sont des
fonctions a dérivées premiéres continues et s’il en est de méme pour sa

dérivée extérieure. Toutes les formes envisagées seront supposées
réguliéres.

Formule de Stokes généralisée. — Si c?+' est un champ de frontiére

c¢?, on a
f (.)’:fco.
cq+1 cq

Avec les hypothéses faites ici, la démonstration ne présente aucune
difficulté.

(*) Ces expressions sont appelées, par M. E. Cartan, formes extérieures de dif-
férentielles. Pour tout ce qui concerne leurs propriétés et leurs régles de calcul,
voir E. CartAN, Legons sur les invariants intégrauz, Chap. VI et VIL.



Produit extérieur. — De deux formes de degrés p et ¢, v, et w,, on
déduit, si p+ ¢<n, une forme de degré p—+gq:[w, w,], appelée le
produit (extérieur) de w, et w,. Rappelons les formules :

[0,0,] = (— 1) [w,, ],
[wy0,]'=[0|0,]+{(—1)"[w,0,],
(o) =o.

21. Lemmes. — On va établir ici quelques lemmes qui seront uti-
lisés plus loin.

Lemme I. — Un g-champ fermé ¢?(q ™> o) contenu dansUintervalle 1,

|z, | <1 (i=1.2.....n0)

est toujours égal ala frontiére d’un (q - 1)-champ c7** contenu dans 1, ;
st g =o0, il faut que la somme des cocfficients des points qui constituent
c® soit nulle, ce qui s’exprime par

fl:o.
cO

L’énoncé relatif & ¢ = o est immédiat. Soit ¢ > o et supposons le
lemme établi pour » — 1 dimensions (il est évident pour n=o0). Soit
I,_, lintersection de I, avec 'hyperplan x, — 0. Par projection sur
L., il est aisé de construire un (g + 1)-champ ¢+ limité par 7 et par
la projection, ¢7, de ¢’ sur I,_,. ¢’ étant fermé, on peut trouver dans
dans I,_, un champ ¢?'' limité par ¢?. Alors, la frontiére du champ
Cl™ = o+ — ¢’ ', contenu dans I, est égale a ¢”.

Avant de passer au deuxiéme lemme, il convient de faire quelques
remarques.

Désignons par I, X,, X, <1, X, <X, les domaines définis res-
pectivement par les inégalités suivantes :

n
|2, | <o (i=1,2, ...,n) et 2.7:‘;’<p”—;
, 1
Za;f’<p‘-' et |a <o (i=r-+r1, ....n);
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Pour abréger, nous appellerons du type de, tout domaine qui peut
étre mis en correspondance avec l'un des domaines ci-dessus, de telle
maniére que les coordonnées d’un point soient des fonctions uniformes
et & dérivées premiéres et secondes continues des coordonnées du
point correspondant, qu'il soit a I'intérieur ou sur la frontiére de son
domaine. Cela posé, on va montrer qu’on peut établir une correspon-
dance satisfaisant a4 ces mémes conditions entre un domaine quel-
conque du type de I, et un domaine A tel que :

1° A est situé dans le domaine |z, | < & et contient le cylindre

n—1

| zn | <&, Zx?< &
1

kete etant deux constantes positives.

&3

I, et X,><1,_, satisfaisant déja a ces conditions, examinons le cas
de X,.. Posons

et soit f(x) une fonction paire définie pour |x|<p, ayant dans cet
intervalle une dérivée seconde continue et jamais positive, égale

AP —a? pour ]a:] < “2 et & une constante %(p), son maximum,

pour ,x[< ?. Une telle foncuon est aisée a construire. Si, sans
. JL)
changer les coordounées x,, «,, ..., «,.,, on multipliez, pa1 =
I, est transformé en un domaine défini par |z,| < /(2) qui rempllt
les conditions exigées pour A; en effet, d’une part, celte inégalité
[ . 2 - 0 . 1 - M P
équivaut pour [@| <} &|=,|<#, d'autre part
sous la forme 2* < o(,), ce qui prouve que T, estun X, _,.

Le méme procédé peut ¢tre appliqué a X, >< E,L_, on n’a qu’a poser

THESE G. DE RHAM. 8
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alors

n—\

=+ EJ?

71

Notre assertion est donc établie.

Lemve Il — Soit w une forme réguliére de degré p, nulle hors d’un

domaine @ du type de L, telle que o' =o sip<net fm =osip=n;
@

alors on peut trouver une forme réguliére de degré p — 1, @ nulle hors
de @, telle que &' = w.

Pour faciliter la démonstration, nous supposerons que w dépende
d’une manic¢re réguliére d’un certain nombre de paramétres ¢, ¢,, ...,
pour certaines valeurs desquels elle s’annule; ces valeurs seront indi-
quées par I'inégalité (z) > o; © devra aussi dépendre d’'une maniére
réguliére des ¢, s’annuler pour {(2z)> o, et I'égalité &' =w devra
avoir lieu pour toutes les valeurs de ces paramétres. !

1y
Pour n=1, on n'a qu’a prendre GJ:—“f w. En effet, & est une

forme de degré 1, w =¢(x,, t)dx,; ¢ étant nulle pour |x,]>1{

ou $() > o, il en sera de méme de w puisquef w=o0.
—4
Pour passer a n quelconque, supposons le lemme établi pour moins
de n variables.|D’apreés ce qui a été dit ci-dessus, on peut supposer que

M se réduit au domaine A.

Soit d’abord p=n. — Posons v ={dx,w, ] et

f w, = f(2n), an(wn)dxnz F(z,);

Tn

JS(x,) et F(x,) sont des fonctions réguliéres de x, et des ¢, nulles
pour |z, | >k ou () > o, car alors » s’annule et 'on a

[:f(xn)dxﬂzﬂw:o.

Soit w, une forme réguliére de degré n —1, indépendante de z,
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et dr,, nulle hors du domaine

n—1

.2 a2
Ly < EF
1

et dont l'intégrale étendue & ce domaine vaut 1. La forme de
degré n—1, w,— f(x,)w,, ot l'on considére x, comme un para-
métre, satisfait aux conditions du lemme pour (n»—1) variables,
T., jouant le role de @; de plus elle s’annule pour ¢(z)>o
ou |z,| > k. On peut donc trouver une forme réguliére ¢, nulle hors
de T, et pour ¢(2) >0 ou|x,| >#k, telle que ' = w, — f(x,)w, en
considérant o, comme un parametre.
Considérant o, comme une variable, on a

—[de, 0] =[de,», 1 — [ f(x.) dr,»,] =w — [dFo,].

La forme o =[F(@,)w,]—[dx,w] est réguliére, nulle hors de A
et pour ¢(z) >o0,etl'ona o' =w.

Sott maintenant p<n. — Séparant dans w les termes qui con-
tiennent dx,, on peut écrire

n=w,+[dr,»,].

Si I'on considére @, comme un paramétre, , est une forme régu-
liére satisfaisant aux conditions du lemme pour (7 — 1) variables. En
effet, sip<<n-—1, on a bien w,=o0;si p=n—r1, soit T, + S la
frontiére de 1'un des domaines A, en lesquels T,, partage A; w est
nulle sur S et1'on a

sl
[ 0)1:f (1):/ (,):f 0= o0.
VT, Ta, Ty S AW

De plus, w, s’annule pour ¢(¢) >0 ou |x,| > k. On peut donc
trouver une forme réguliére @, nulle hors de T, et pour |x,| >#
ou Y(t) >o, telle que @, = w, en considérant x, comme un para-
meétre.

Cousidérant @, comme une variabie, on a

w’, =, + [dx,l g—;@]
n
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I,
i dx,,
b ’ M r 1
c’est le cas de w ¢t &,. Considérant «, comme un paramétre, la forme
, Jw (o
de degré p—1, w,— - a donc sa dérivée nulle et I'on peut trouver
n

une forme w,, nulle hors de T, et pour {(2) >o0 ou |z,| >F, telle

La forme co—m’lz[dx,L<w2— >] a sa dérivée nulle puisque

ue o, =— Wy — — -
q 2 2 dxn

Considérant x, comme une variable, on a

-~ (danm=[ o (o, 3]

La forme de degré p —1, o =, — [dz,5,], est réguliére, nulle
hors de A et pour {(2) > o, et I'on a = w. Le lemme est donc établ.

Le troisiéme lemme fait intervenir d’autres domaines. Nous appel-
lerons du type I,>< S,_, tout domaine qui peut étre considéré comme
Pensemble des couples d’un point pris dans un domaine du type de I,
et d’un point pris sur une hypersphére 4 (rn — r) dimensions S,_,. Les
couples qui correspondent & un point fixe de S, forment un
domaine I & r dimensions, qu’on peut considérer comme un r-champ.

Leume III. — Soit w une forme réguliére de degré p nulle hors d’un
domaine & du type de 1,>CS,_,, satisfaisant ¢ «'—o, et de plus,
sSip=na f«) =o0, sSip=rada fw == 0} on peut trouver une forme

Q) P

réguliere de degré p — 1, @, nulle hors de @, telle que &' = w.

Jet é 5 1 icl u est contenu s u
Cet énoncé surpose implicitement e M est contenu dans un
espacc & n dimensions; nous supposerons, pour fixer les idées, que

c’est ’hypercylindre défini par 1’équation

n—r—+41

2 );":I
1

dans l'espace a (n - 1) dimensions de coordonnées z,, x., ..., Z,
Yis Yoy «oey Yu-rery €L que @ est le domaine, situé sur cet hyper-
cylindre, défini par les conditions |z;| <1 (=1, 2, ..., 7). I} sera
alors défini par les conditions

Vo—re =1, Vi=Y2=—. . 7= Yy == O.
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Sir=n, M se compose de deux domaines du type de I,, et I'on est
ramené au lemme [I. Supposons »< n, et raisonnons sur 1,><S,_,.

Coupons ce domaine par les hyperplans y,_,.,= I; et Yoy =— =;

2)

. , . . . \ I .
il est partagé en trois parties; soit D, celle ot y,,,, > = D, celle ou

1 .. L5 . . L1 .,
Y < — = et J la partie intermédiaire ou | y,—,., | < 5 Il est aisé de

voir que chacun des domaines D,, D,, D,+J, D,+J est du type
de I,. Par contre, J, qui est défini par les conditions

v X
-9 =1
2 -}l b

le‘gl (l.:h cey T, i)'n-—r-)—l}§
estdutypede ., ><S,_, .
Il est aisé de construire une fonction réguliére de y, ..., ¢( Y1),
I y . I
nulle pour y,_,.,$— S et égale a 1 pour y,—,.y2 5 La forme ¢w est
alors nulle hors de D, 4 J et égale a w dans D,.

a. Casdep=n. — Soit w, une forme réguliére de degré n, nulle
hors de J, et telle que
/w1: Q.
7 D,+J

La forme 9o — w, satisfaisant aux conditions du lemme II pour le
domaine D, +J, on peut trouver @, nulle hors de D, + J, telle que

L
®) == 00 — 0.

La forme o — o satisfait aux conditions du lemme 1l pour le
domaine D, J; en effet, elle s’annule hors de D, 4 J, puisque hors
de @ w=o0 et @, =o et dans D, &, = w; de plus,

f w—m'I:fm—m’lzfQ):o.
Do+ @ @

b. Cas de p<n. — Lelemme étant vrai pour les domaines I,>< S,_,
s1 ¢ = n, supposons-le établi pour ¢ > r.



— 60 —

Ona
[ow]' ={[dow].

Nous montrerons que la forme [dyw], de degré p + 1, satisfait aux
conditions du lemme III pour le domaine J. Cela supposé fait, on peut
trouver w, nulle hors de J telle que |, =[dyw]. La forme s — w,
satisfait aux conditions du lemme II pour le domaine D, +J, et I’on
peut trouver o, nulle hors de D, J telle que &\ =¢w—w,. La
forme w — @ satisfait aux conditions du lemme II pour le domaine
D,+J, et T'on peut trouver w, nulle hors de D,—+J telle que
o,=w —@,. La forme & =@, + ®, répond alors aux conditions
désirées.

11 reste ainsi uniquement & montrer -que [ dow | satisfait aux condi-
tions du lemme I pour le domaine J. Cette forme est bien nulle hors
de J, puisque w =0 hors de @ et dg =o dans D, et dans D,; sa
dérivée extérieure est nulle. Ces conditions suffisent sison degré, p + 1,
est différent de n et de 7+ 1.

Si p + 1= n, il faut de plus que fa’gow =o. SoitT, _,  lintersec-
J

tion de J avec I'hyperplan y,_,,, = const. On a

1

3 lo
low :[ ( ¢ {yn r. f .
;[,‘[(‘P ] J ([J'n—-m-x)() ! " ®

—— FYn 4.y

2

.-+ S la frontiére de

-1

’ : 14 Bl
Or, f ® = o, car, en désignant par T, _
T
Yn-1 -t

I'un des domaines A en lesquels T, _ | partage ®, o s’annule sur S

etl’on a
f m_—_./. 0 == [m": 0.
T e T)u») 1+ 8 v A

dn—r 1 -+

Sip-+1=r+1,il faut que
f [dow]=o0.
iy
On peut définir IY  par les conditions

r

J1=)e= = Y n—rmy =0} Vo -r=- \/1 —~ Yiereis



— 61 —

et
1

B gl (t=r, 9"",")1 1_)11—7#—\{<;’

Soit U, _ _, le domaine & r dimensions défini par les mémes condi-

tions que 1, ,, sauf que l'inégalité |y, .., [ < ; estremplacée par I'éga-

., . 1, 1
lité y,_, ., =const. Lorsque y,_,., varie de — sa 4o,
balaie I?, , etl'on a
1
’ d
[ [(I@c.)]:f (T——(P——>d),lk,ﬂf 0.
e i\ nrn Uypoy 4

Or [ w = o. En effet, soit A, le domaine halayé par 4l- lorsque

v‘llyu-‘l-ri
7 varie de y,—,., a 1; A, est limité par U, —U
olt w =03 on a donc

L.

Yr—1 vt

et une portion

Y= 1

il
w:f w'=o, d’ou / w=1{f
A U Uy

In—r 114

et cette derniére intégrale est nulle par hypothése, car “ll, n’est pas
autre chose que I7.

Q2. Variétés closes a n dimensions. — Nous supposerons qu’une

variété 4 n dimensions, V, jouit de la propriété suivante, qu'on
pourra prendre comme définition.

V peut étre complétement recouverte par un nombre fini de
domaines ¢, ¢,, ...; dans chacun de ces domaines ¢, les points sont
repérés au moyen de n coordonnées x,, &, ..., ., qui mettent ¢, en
correspondance biunivoque avec I'intervalle I,; dans la portion com-
mune a deux de ces domaines ¢, et ¢,, on passe des coordonnées de I'un
des systémes a celles de I'autre par des fonctions qui ont des dérivées
partielles continues jusqu'au second ordre.

Les définitions des champs et des formes réguliéres, données pour
I'espace a n dimensions, s'étendent immediatement & une variété telle
que V.

Un g-champ ¢’ est dit homologue & zéro (dans V), s’il existe
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un (g -+ 1)-champ ¢’ ayant pour frontiére c?, et I'on écrit

cItt=c9 et c? ~ o.

Une forme réguliére de degré p, w, sera dite fermée, sisa dérivée
extérieure est nulle : w'=o0. On dira encore que ® est homologue a
zéro, w ~ 0, s'il existe une forme réguliére & telle que &'= w.

La formule de Stokes montre que I'intégrale d'une forme homologue
a zéro étendue a un champ fermé est nulle, et que l’tntégrale d’une
Sforme fermée étendue a un champ homologue a zéro est nulle.

Le but des paragraphes qui suivent est d’établir les réciproques de
ces théorémes. Il sera nécessaire pour cela de faire une hypothése sup-
plémentaire sur V.

23. Subdivision polyédrale. — Disons qu’un champ élémentaire ¢,
dans la variété V, est régulier, si I'on peut trouver un systéme de
coordonnées x,, &,, ..., &,, valable dans un domaine contenant ¢, et
tel que ¢7 soit représenté par les fonctions z;=1¢; (15i<q), z;=o
(¢ <¢<n). La fronti¢re d'un ¢g-champ régulier se compose évidem-
ment de (¢ —1)-champs élémentaires réguliers.

Une subdivision polyédrale de V est un systéme d'un nombre fini de
champs élémentaires réguliers, tel que la frontiére de tout champ du
systéme soit formée avec des champs du systéme, et tel que tout point
de V soit a I'intérieur d’un champ du systéme et d'un seul. Soient a7,
a’, ... ces g-champs élémentaires (¢ =o, 1, ..., n). La structure de
la subdivision polyédrale est représentée par un complexe dont les
éléments sont les a’. La fronti¢re de a7 est en effet une combinaison
des «’"', et chacune des conditions I, II et III du paragraphe 1 est
vérifiée. .

Nous admettons encore que, pour tout élément «7, on peut trouver
un systéme de coordonnées, soit x,, @3, ..., x,, valable dans un
domaine contenant le domaine A rempli par les n-champs qui ont a’
sur leur frontiére, ayant son origine en un point de a7, et tel que la
ligne représentée par les équations

(1) L= a,t, == at, ciy Zp== ayt,
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les @ étant des constantes et ¢ un paramétre positif, ne coupe la fron-
tiére de A qu’en un seul point.

On peut alors établir la proposition suivante : Soiz @ un domaine
intérieur @ A; on peut construire un domaine du type de 1,, intérieur a A
et contenant 3. En effet, soit r la distance & I'origine du point ot la
ligne (1) coupe la frontiére de A; r est fonction uniforme et continue
de a,, a,, ..., a,; on peut trouver une fonction positive ¢ des a, infé-
rieure & r, continue et a dérivées continues jusqu’au second ordre,
telle que le domaine Xa} < ¢* (qui est du type de I,) satisfasse aux
conditions désirées.

Dans la suile, on admettra toujours que la variété considérée admet
une subdivision polyédrale, sans chercher & remplacer cette hypothdse
par une autre d’apparence plus générale.

Q4. Formes élémentaires. — Soient A le complexe d’éléments a7 défini
par une subdivision polyédrale de la variété V, et B le complexe réci-
proque de A, I'élément b7 correspondant toujours a a?. On va cons-
truire, dans V, un systéme de domaines @(b?) en correspondance

biunivoque avec les éléments de B et jouissant des propriétés sui-
vantes :

1° Chacun de ces domaines est du type de L,.

2° @ (b?) est alintérieur du domaine A rempli par les n-champs
élémentaires qui ont @~ sur leur fronticre.

3° Si b7"' est sur la frontiére de &7, @(67") est & l'intérieur
de @(b7).

La construction des @(b?) ne présentc aucune difficulté : on n’a
qu’a prendre un domaine du type de I, a I'intérieur de a). Supposons
construits les domaines @(b}) pour p< g et passons a W(bY).
L’ensemble des ®(077") tels que 77" soit sur la frontiére de b7 forme
un domaine (@ intérieur a A; en effet, W (H7™") est par hypothése inté-
rieur au domaine A’ rempli par les n-champs qui ont &' sur leur
fronti¢re, et si b7 est sur la fronti¢re de b7, """ est sur celle de #7=7*!
et A’ fait partie de A. Nous savons alors construire un domaine, du
type de I,, contenu dans A et contenant @ (§ 23), qu’on pourra
prendre pour @(b!).

THESE G. DE RHAM. 9
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Au moyen de ces domaines, on va construire, dans V, un systéme
de formes réguliéres, w(bd?), en correspondance biunivoque avec les
éléments de B, et jouissant des propriétés suivantes :

1° w(b?) est une forme de degré (n— ¢), nulle hors de M (57).

2° Si
2@1)5’5?}71)’{".
. H ’
on a
Mmw'(b2) = yiw(b5).
30 [w(b’,}“q): o sTl.;f/\"’
1 sii=k.

g
v

Tout d’abord, la construction des formes de degré n ne présente
aucune difficulté : il est aisé de construire w(5}) réguliére et nulle hors

de @(0}) telle que
/ w(by)=1.
@ (b

@(b}) étant contenu dans a!, I'intégrale ne change pas si on I’étend
a a, ct les trois conditions sont remplies.

Supposons construites les formes de degré supérieur & n—g, et
passons a celles de degré n — ¢.

Soit zsj/)’]’." la frontiére de b6¢, et considérons la forme de
]
degré n—gq-+1, sz(o(/)’j'f ). Elie satisfait aux conditlous du

lemme 1T (§21) pou/r le domaine M(&7); en effet, elle est nulle hors
de @(07), puisque chacune des formes qui la composent est nulle hors
d’un domaine contenu dans M(67); sa dérivée extérieure est nulle en
vertu de 2°, car la frontic¢re de b7 est fermée. Cela suffitsin—q -+ 1<n.
Sin—q—+1=n, oug=1, il faut de plus que son inlégrale étendue
a @(b;) soit nulle. Soit b;=cebi-<'b}; notre forme se réduit
aew(bj)+<w(by) et A(b;) est intérieur a 'ensemble de a; et a. On
pourra donc remplacer, dans 'intégrale, @M (6!) par un champ tel

H—

que == @/ %= a}, en choisissant les signes de maniére que a;”' ne figure
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pas dans sa frontiére. Or, puisque b, =cb! + ¢'b;, ;"' figure avec le

signe ¢ dans la fronti¢re de «) et avec le signe <’ dans celle de a}. On
peut alors prendre le champ ca/ —¢’a}, et 'intégrale devient

f sw(b}’)—}—s'o)(b}f):e?fm(b}’)—e"lfw(b‘,:),

n n
tay—¢eag ay @k

et comme ¢*==¢* =1, elle est bien nulle.

Appliquant le lemme 11 (§ 21), on obtient une forme w(6"), régu-
liére, nulle hors de M(67), et telle que

W' (67) :Z;,w(by—' ).
]

Ces formes w(b?) satisfont, par construction, aux conditions 1°
et 2°. La premiére partie de 3° résulte de 1°. Pour vérifier la seconde

partie, prenons un élément @, "' en relation positive avec ;7’5 on
aura
az—t/{-i = a;l-(/_*_ Lu-——f/,

c"~¢ ne contenant pas a,”"’.

077" sera en relation positive avec 67 et 'on aura
w' (b)) =w(bi™") + o,
w, étant nulle sur ¢, "*'. La formule de Stokes donne

/.

a) " Tn—g

w(b’,’):] W' ().
a]n—q-fﬂa

Comme ®, s’annule sur «; "', le second membre se réduit

a f w(b}"), c’est-a-dire 1. Comme w(b’) est nulle sur ¢, le

al;;“(/ 1
premier membre se réduit a f w(b677). La condition 3° est bien

a9

remplie.

28. Deux théoremes. — L’emploi des formes élémentaires et de la
subdivision polyédrale pour ’étude des propriétés générales de V
repose sur deux théorémes qui seront établis ici. 1ls permettiront, dans
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certaines conditions, de remplacer une forme quelconque par une
combinaison des formes élémentaires et un g-champ quelconque par
une combinaison des a’.

TueoriMe 1. — Toute forme fermée réguliére est homologue & une
combinaison linéaire a coefficients constants des formes ¢lémentatres.

La démonstration comprend deux parties : réduction a un théoréme
auxiliaire, et démonstration de ce théoréme auxiliaire.

THEOREME AUXILIAIRE. — Soit w une forme réguliére de degré p nulle
dans un domaine contenant les éléments de A de dimension inférieure
a q, et dont la dérivée o’ est nulle dans un domaine contenant af; on peut
construire une forme w, réguliére, de degré p—1, nulle a’ans un
domatne contenant tous les éléments de A qui n’ont pas af sur leur fron-
uére, et telle que I’on ait dans un domaine contenant a? :

SiP#% '=w; Sip:q, m’:w_kw(bzz—q),
k étant une constante.

a. Réduction au théoréme auziliaire. — Soit donc © une forme
fermée de degré p. D’apreés le théoréme auxiliaire, on peut construire
une forme @ telle que @' = » dans un domaine contenant a;. Cela
revient a dire que @ est homologue & une forme (& — @) nulle dans
un domaine contenant a}.

Supposons démontré que w est homologue & une forme w, nulle

dans un domaine contenant les éléments de dimension inférieure a ¢

: U
et les (i — 1) premiers éléments de dimension ¢ : af, o], .., 4l ;| et

montrons qu'elle est homologue & une forme nulle dans un domaine
contenant en plus «7, en supposant ¢ > p. En vertu du théoréme auxi-
liaire, on peut construire une forme @, nulle dans un domaine contenant
en partlcuher les éléments de dimension inférieure 4 geta’, ..., al |,
telle que @, = w, dans un domaine contenant 7. On a donc

W~~~ ®,— T,

la derniére forme s’annulant bien dans un domaine qui contient les
éléments de dimension inférieure a ¢ et les 7 premiers de dimension g.
On tire de la deux conclusions :
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1° © est homologue a une forme nulle dans un domaine contenant
les éléments de dimension inférieure & p.

2" Si w est nulle dans un domaine contenant les éléments de dimen-
sion p, elle est homologue a zéro.

Partant de 1°, supposons w elle-méme nulle sur les éléments de
dimension inférieure a p. D’aprés le théoréme auxiliaire, on peut
trouver une forme réguli¢re @; et une constante #; telles que I’on ait

(1) o= — kw(bi7)

dans un domaine contenant a’.
On aura, en conséquence,

(2) 2w, =0 — 2Zko(a )

dans un domaine contenant tous les éléments de A de dimension p. En
effet, dans un domaine convenable contenant a7, (2) se réduit a (1),
puisque les & et w(by™?) s’annulent dans ce domaine si ¢ < £.

Montrons que Xk;w(b]”) est fermée. Comme c’est une combi-
naison des formes ¢lémentaires, il suffit de montrer que son intégrale
est nulle lorsqu’on I'étend a la frontiére de n’importe quel élément de
A a(p—+1) dimensions ('); sur tel champ, (2) a lieu; lesintégrales du
premier membre et de w sont nulles, parce que ce sont des formes fer-
mées et que le champ est homologue & zéro; I'intégrale de Zk;w(6777)
sera donc nulle aussi.

La forme & — Zk;w(b;77) est donc fermée, elle est nulle dans un
domaine contenant les éléments de dimension p; d’aprés 2°, elle est

homologue a zéro :
0~ Zhie(biT).

b. Démonstration du théoréme auziliaire. — Prenons, pour repérer
les points d’'un domaine contenant «/, des coordonnées x,, x;, ..., %,
telles que af soit contenu dans I’hyperplan P, :

~ —_— —_—
K= K== o+

(1) Car ces intégrales sont égales aux coefficients /; de la dérivée extérieure,
Sl (0P, de ko (bf77).
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Soit, daus I'espace des @, Cle cylindre engendré par les hyperplans
4 n — ¢ dimensions perpendiculaires & P, et passant par un point dela
frontiére de af.

D’aprés la définition des g-champs ¢lémentaires réguliers tels que o/
(§ 23), il est aisé de trouver ¢ fonction y,, ¥a, ..., ¥, dex,, xs, ...,
@,, & dérivées premicres continucs el a jacobien non nul a l'intérieur
de af, qui représentent ¢ sur la sphére

Comme o s’annule dans un domaine contenant la frontiére de af, on
peut trouver deux nombres positifs, ¢ et ¢,, assez petits pour que w soit
nulle dans le domaine défini par

1—esrsi. ple,
en posant

n

7
o N\ a L N 9,
ri= _Zy, et pr= D &;;
1

g+

ce domaine tend en effet vers la frontiére de af lorsque ¢ et ¢, tendent
vers zéro. On peut encore supposer ¢ et €, assez petits pour que le
domaine D, défini par r<1—z¢ et p<¢,, conlienne tous les points de
al intérieurs & @(b,; ") et ne conlienne aucun point des domaines
@D (b)) tels que ;' n’a pas @/ sur sa frontiére; en effet, la frontiére de
a’ est extérieure & M (b, 7) et a est al'extérieur des M (b;) considérés.

Soient &, un nombre positif inférieur a ¢, et D, le domaine gui se
déduit de D, en substituant ¢, a ¢,.

La frontiére de D, se compose de deux parties adjacentes :

F,: r=1t—e ple. et ®,: rsr—e, p—e,.

La frontiére de D, se compose de deux parties analogues, I, et @,.
F, est située sur I,, @, est a 'intérieur de D,. w s’annule sur F,.
Cela posé, pour établir le théoréme auxiliaire, il suffira de cons-
truire une forme réguliére @, nulle hors de D, et telle que l’on ait dans
D,:
o' =w sipAq
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et
T'=w—ko(brY) sip=—gq.

En effet, cette égalité aura bien lieu dans un domaine contenant a?,
puisque la portion de a? extérieure & D, peut étre enfermée dans un
domaine ot m=w=o0[et w(d/")=o0sip=gq].

Liquidons tout d’abord le cas de ¢ =n. Alors, ¢ n’a plus de signi-
fication, D, est identique a D,, qui est un domaine du type de I,,
intérieur a a; et contenant M(by). D’aprés le lemme 11 (§ 21), on
peut trouver une forme @ nulle hors de D, et telle que I’on ait dans D,

w'=0 sip<n et v'=w—Lkw(d]) sip=n,

en posant & =f o.
a

Supposons maintenant que g < n.

Le domaine D =D, —D,, défini par

rir—e et &,Spley,

est dutype I, ><S, ,,. Le champ I7,, peut étre défini par
rir—e, e,5psey, Zg1 = Cg2=.. . = Ln— =0, Zn=0.

D est limité par ®@,, ®, et F, — F,.

Soit ¢(p) une fonction régulié¢re de o, nulle pour ¢ > ¢, et égale a 1
pour o < ¢,. La forme [9pw]s’annule hors de D, car sur F, o =o et
sur ®,9 =o. La forme [ow ] =[dpw] s’annule en plus dans D, ou
dp =o0; elle est donc nulle hors de D, et sa dérivée extérieure est
nulle. D’aprés le lemme III (§ 21), cela suffit pour que I'on puisse
trouver une forme réguliére w,, nulle hors de D, telle que », =|dow],
lorsque le degré, p 41, de [dpw] est différent de g +1 et de n.

Si p+ 1=n, il faut que la condition supplémentaire f[dcpw]: o
D

soit vérifiée. Soit T, I'intersection de D avec I’hypersurface p = const.

On a
€y
r[dcpw]: f (ﬁ\d_p fw.
b Je, \ap/ Uy

Or fw:o, car si A est la portion de D, limitée par T, et @,

Te
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(définie par 7<1 — ¢, ¢ Sconst.), w s'annulant sur ®,, on a

f';):fb)’zo.
T, A

La condition supplémentaire est bien vérifiée.

La forme [ow]— w, est nulle hors de D,, égale a w dans D,, et sa
dérivée est nulle. D’aprés le lemme II (§ 21), on peut trouver une
forme réguliére @, nulle hors de D,, telle que o'=[¢w]—w,. Le
théoréme auxiliaire est donc établi pour p £ 4.

Supposons maintenant p =gq.

Soit ¢, le champ défini par

r<r—e, Ly g ==+ . == Tp—y == 0, Zp== const.

¢, se réduit a I'intersection de D, avec af, de sorte que

/‘m(bl’-“‘i):[q(u(b§“9):1,

fo Yaf

car »(d;™7) s’annule dans la partie de af extérieure a ¢,. On voit

d'ailleurs que f w (b} ") ne dépend pas de x, pour |x,| <e,, carle
[

champ balayé par ¢, lorsque x, part de o est limité par ¢, — 7, et une

partie out w(b}~7) est nulle, et w(b=L) a sa dérivée nulledans D, . Pour

les mémes raisons, f o ne dépend pas de x,. En posant fm =k, on
t.l.‘,, ty

aura donc

f w— ko (b} 4)=o.
t

n

Considérons la forme [ p{w — ko (b;77)}]. Sa dérivée,

[dolmw — ko (b177)1],

est une forme de degré p+1=¢ 1, nulle hors de D, et dont la
dérivée est nulle. D’ailleurs

W&y d(?
foy — & n— — T I n—qy_—
.[‘: [dotw — kw (b ")}]—~1 (dp>dpft;w ko (b9 =o

J+1 g
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en vertu de 1'égalité précédente et parce que, quandx, variedec, a ¢,
t., balaie I7_ .
D’aprés le lemme III (§ 21), on peut trouver (*) une forme w,,

nulle hors de D, telle que
o\ =[doio — Ao (b7)}].

La forme [o{w —kw(b!™)]— w, est nulle hors de D,, égale &
w — kw(b;™?) dans D,, et sa dérivée est nulle. D’aprés le lemme II
(§21) on peut trouver une forme @ nulle hors de D, et telle que

w'=[¢{o— ko (b 1)}].
Le théoréme auxiliaire est complétement établi.

Tutorime II. — Tout champ fermé est homologue & une combinaison
des champs élémentaires.

Ce théoréme pourrait étre établi par une marche analogue a celle
suivie pour le théoréme I, en utilisant, outre le lemme I (§ 21), un
lemme analogue au lemme 111 (§21). Mais il a déja été établi, d’une
autre maniére, par M. J. W. Alexander (*); il est vrai que I'illustre
auteur se base sur des définitions un peu différentes des notres, en ce
qu'iln’introduit aucune condition de dérivabilité ; mais leraisonnement
subsiste sans aucune modification sil’on introduit ces conditions.

26. Théorémes généraux (*). — On appelle périodes d'une forme
fermée les valeurs de son intégrale étendue & des champs fermés.

TukoreMe I. — Une forme fermée dont toutes les périodes sont nulles est
homologue a zéro.

D’aprés le théoréme I (§ 23), une telle forme est homologue 4 une
combinaison des formes élémentaires, Zy;w(b777), qui sera évidem-

(*) Si p+1=n=¢g +1,1l y a une seconde condition supplémentaire, qui
est celle qui a été vérifiée plus haut.

(*) J. W. Avexanoer, A Proof of the invariance of certain constants of Ana-
lysis situs (Trans. of the am. math. Soc., 1915, p. 148).

(") Voir les Mémoires de M. E. Cartan cités dans I'Introduction.

THESE Q. DE RHAM. 10
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ment fermée, et que nous désignerons par w(d""?) en posant
d" =Xy b . w(d" ) a toutes ses périodes nulles, et il suffit de
montrer qu’elle est homologue & zéro. Or on va voir que c’est la
dérivée extérieure d'une combinaison des formes élémentaires, ou, ce
qui revient au méme, que la chaine ¢*~ est homologue a zéro dans le
complexe B. En effet, si elle ne I’était pas, on pourrait, en vertu du
théoréme de Poincaré du paragraphe 16, trouver une chaine fermée
de A, c¢’=Xx,a!, telle que Xz, y,5£ 0; on en dédut

f o (d"7)# o
cq

et notre forme aurait une période non nulle, contre I’hypothése.

Tueorime II. — Etant donnés P champs d’intégration fermés, a
q dimensions, entre lesquels n’existe aucune homologie, on peut trouver
une forme fermée de degré q, prenant, intégrée sur ces I’ champs,
P valeurs données a I’avance.

D’aprés le théoréme I (§ 23) et d’aprés le paragraphe 14, les
champs donnés sont homologues avec division & des combinaisons des
champs A7, . (¢=1,2, ..., P,). Supposons donc que le /i*r
champ considéré soit

(1) D (k=12 ..., P).

13

Désignons par (o(Bj’jﬁl ) la combinaison des formes élémentaires

i

qui se déduit de By*’s*. Clest une forme fermée, qui, intégrée sur
A7 .. Prend la valeur 1si i=4k, osi iz (§ 15 et 16). Cela
posé, si I'on cherche & déterminer les nombres , de mani¢re que la
forme

2z,0(B070, L)
prenne, intégrée sur les champs (1), les valeurs données /,, /,, ...,

ly, on est conduit au systéme

Zek,lx,:lk (k=1,2,...,P).

13
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Ce systéme est toujours possible, car, les champs (1) n’étant liés
par aucune homologie (dans V et a fortiori dans A), le rang du
tableau [ ¢, ;| est égal a P.

La condition que les champs donnés ne sont liés par aucune homo-
logie est évidemment nécessaire. De la résulte que les P, champs
Al . ..+ ne sont liés par aucune homologie (dans V), et P, est
le nombre maximum de tels champs. On peut faire une remarque

analogue sur les 0 (B2 | ;). D'ou:

Takoreyne [1I. — Si P, est le ¢°™¢ nombre de Betti du complexe A,
P, le nombre maximum de q-champs fermés de NV liés par aucune homo-
logie (dans V), P; le nombre analogue relatif aux formes fermées de
degré q, on a

P, =P, =P

27. Produits extérieurs et intersections. — De deux formes fermées de
degrés p et ¢, w, et w,, on déduil, si p+ g<n, une forme fermée de
degré p + ¢, leur produit extérieur [w, w,]. Si I'un des facteurs est
homologue & zéro, le produit I’est aussi. II est alors naturel de se poser
le probléme suivant : Calculer les périodes de [ w, w, |, connaissant celles
de w, et w,.

Sans changer les périodes d’un produit ni des facteurs, on peut
remplacer ceux-ci par des combinaisons des formes élémentaires,
w(c ) et w(e™7), correspondant aux chaines ¢"” et ¢~ de B(").
Nous supposerons qu’on peut les choisir de maniére que c¢" et ¢~
n’aient en commun que des éléments de dimension n — p — ¢ au plus.

Remarquons ici que le complexe A est régulier; en effet, si 'on
cherche & établir cela par récurrence, on est ramené a prouver que les
frontiéres d’éléments et les asters de A jouissent de la propriété 1° du
paragraphe 4; or cela résulte, comme on sait, de ce que ces complexes
correspondent a des subdivisions polyédrales d’hypersphéres. B sera
donc aussi régulier. Si 'V est d’un seul tenant, A et B sont connexes.
SiV est bilatére, il en est de méme de A et B; si V est unilatére, A est

1 T

unilatére de premiére espéee ei B de seconde espéce.

(*) Ce ne sont plus nécessairement des chaines entiéres : les coefficients
peuvent étre des nombres réels quelconques.
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Ces remarques faites, les deux chaines ¢* et ¢"~7 ont une intersec-
tion bien déterminée ¢*~7. ¢"* (les définitions du paragraphe 10
s’étendent d’elles-mémes au cas des chaines non entiéres), et le pro-
bléme posé sera complétement résolu par le théoréme suivant.

THEOREME :
[w(c™P)yw ()] ~ o (9. cP).

Lemve. — L’intégrale

H= [o(c7)w (7))

P+q
Tk

est égale au nombre de fois que by ™"~ figure dans c*~*. ",

Ce lemme admis, le théoréme est immédiat : les intégrales des deux
formes qui figurent dans son énoncé auront la méme valeur pour les
champs d’intégration formés d’éléments de la subdivision, elles auront
donc mémes périodes et seront homologues.

Démonstration du lemme. — 11 n’est pas nécessaire que ¢*~7 et ¢
soient fermées; nous supposerons seulement, dans I’énoncé du lemme,
que b%"~7 ne figure pas dans la frontiére de ¢"~7 ou ¢"” et n’est passur
la frontiére d'un élément commun a ¢*~7 et ¢ 7. Soit A ie nombre de¢
fois que 637 figure dans ¢*7.¢"~"; il s’agit de prouver que

(1) H=2.
Dans le cas ot 077" ne figure pas dans ¢ (ou ¢"~7), (1) est évi-
dent, car A =0 et H=o0 parce que w(c"*) [ou w(c"1)] est nulle

sur a7,

Laissant ce cas, supposons d’abord p = o. Soit 0} un élément ayant
by~ sur sa frontiére. Si b} ﬁgure u fois dans c”—l' et U377 v fois
dans ¢*-¥, on a par deﬁmtlon A=y (§ 10). Mais alors

f w(cT)=
a’/\’_"“f

et w(c"f) est une fonction égale & p en a; et dont la différentielle
s’annule sur a}*’ (parce que by~ n’est pas sur la frontiére de ¢*).
w(c* ") est done égale & w sur ¢;*, d'ot H=pv=2».

v (§24),
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Procédant par récurrence, supposons le lemme établi lorsque la
chaine qui joue le role de ¢™? a une dimension supérieure & n — p.

Soit ¢"~7*' une chaine de B telle que I'on ait, dans ’aster de centre
b7, ¢" P+ =c""", et n’ayant, dans cet aster, que des éléments de
dimension n— p — g+ 1 au plus en commun avec ¢*~?. Nous admet-
trons lexistence d’une telle chaine; il resterait a s’affranchir de cette
restriction, ce qui ne sera pas fait ici.

Soit Zw,-a’;*”“ la frontiére de a/;*7. Si b77~"* figure %; fois dans

i

¢4 . ¢’ on aura

A :Exi;-i;

parce que, dans 'aster de centre by, on a

=9, P+ = T P,

D’aprés le lemme appliqué a ¢*—7 et ¢*—»+!,

[ [eterne@ni=1,

a;’ +7—1

it

d’ou, par addition,

(2) j;‘ [o(cmr*)w(cm=7)]=ZN\=A.

u.?‘;((;’—’-l,—l

Mais sur a;*’ on a

o'(c"7)=o0 et o' (P = (c"P),
d’ott
(o) w(er)]'=[w(c*7)w(c" )]

La formule de Stokes montre alors que l'intégrale au premier
membre de (2) est égale & H. Sous réserve de I’hypothése faite, le
lemme et le théoréme sont établis.

Ce théoréme nous montre que le probléme posé au début, déter-
miner les périodes de [ @, w, | connaissant celies de w, et w,, ne néces-
site que la connaissance :des tableaux d'intersections de Bj inverse-
ment, la connaissance des périodes de produits extérieurs pourra servir
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a déterminer ces tableaux, ou du moins la partie de ces tableaux qui
subsiste lorsqu’on se borne a I'’homologie avec division.

Signalons quelques conséquences. Le produit de deux formes a
périodes entiéres a aussi ses périodes entiéres. Si V est bilatére et si w
est une forme fermée a périodes non toutes nulles, de degré p, on peut
trouver une forme fermée de degré n — p, @7 telle que

fv‘[ww]:x.

28. floméomorphie et équivalence. -—— Soient V, et V, deux variétés
donnant naissance, par subdivision, aux complexes A, et A,. Il peut
arriver que A, et A, soient équivalents sans que V, et V, soient
homéomorphes; cela résulte de I'existence, établie par Poincaré ('), de
variétés & trois dimensions ayant les mémes groupes G, (g=o0, 1, 2, 3)
que I'hypersphére et non homéomorphes a celle-ci.

Par contre, il semble trés probable, bien que ce ne soit pas prouvé,
que si 'V, et V, sont homéomorphes, alors A, et A, sont équivalents.
Il y aurait lieu de prouver directement que les conditions nécessaires
pour I'équivalence de A, et A,, formulées an Chapitre II, sont aussi
nécessaires pour ’homéomorphiede V, et V,. Cette preuve a été faite,
en ce qui concerne les nombres de Betti et les coefficients de torsion,
par M. J. W. Alexander (?). En ce qui concerne les tableaux d’inter-
sections des chaines d’ordre infini, et si I'on se restreint aux homéo-
morphies satisfaisant a des conditions de dérivabilité, unc preuve est
implicitement contenue dans le théoréme du paragraphe 27. Pour le
cas général, ou pourra consulier le mémoire cité de M. Lef

w
(<]
-

o

a
o
™

(1) II. Poixcart, Cinquiéme complément a U’Analysis situs (Palermo
Rendic., 1904).
(*) Loc. cit., § 25 ().
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CHAPITRE IV.

CONSTRUCTION DES COMPLEXES.

29. Produit de deux complexes. — Le produit, A > A, de deux
complexes A et A, a m et n dimensions, est un complexe & m—+ n
dimensions, dont les éléments sont en correspondance biunivoque
avec les couples formés d'un élément de A et d'un élément de A; celui
qui correspond au couple (a?, Z}) a p + ¢ dimensions et sera désigné
par a/>< a;.

Si

— N il = cat
ar=— Ex,a/,- et al= E),aj,
7

nous conviendrons d’écrire

a’x a’/:z 2.y (al < a’l’-).
i

Pour définir la frontiére des chaines de A >< A, nous conviendrons
que, si
a’= ar- et al=a’,
on a

arx al=a’ X al~' 4 (—1)7a’ x a‘.

Les trois condilions du paragraphe 1 sont bien vérifiées.
Pour déterminer la structure des groupes &, du produit, réduisons

les schémas de A et A comme au paragraphe 14. Le schéma de A < A
devient alors

— 7 . N1 I p—1 K
A}L) X 4 3’2 w/',j+17—1"\L” > A/—O-/{,—. -+ (ﬁ- I)'/(z)i,,'_f_lr‘“-\i.,_l',_i > \f,/
-~ —a L —a—1
N Y, -

) AF Nz A
1 X

P
i
\
/
e
[
&

/:-f+-/q—l .

'I
J “I‘+’q—l \
— —1 A - .
o RY= (0, A< K (it j> 1)
x<AY (
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Cherchons un systéme fondamental de chaines fermées. On a
d’abord les chaines a un terme, produits de deux chaines fermées, qui
se trouvent dans la quatriéme ligne de notre schéma. Reste a déter-
miner les chaines formées de plusieurs termes, dont les frontiéres se
détruisent.

Les chaines du second membre de la premiére ligne, produits d'une
chaine d’ordre fini avec une chaine limitée, ne figurant que dans un
seul second membre, une chaine fermée ne peut contenir de terme qui
se trouve au premier membre de la premiére ligne.

Une chaine dans le second membre des lignes deux et trois s'y
trouve exactement une fois ou deux fois, suivant qu'un seul de ses fac-
teurs ou les deux sont d’ordre fini. Dela résulte qu’on aura unsystéme
fondamental de chaines fermées en adjoignant aux chaines 4 un terme
des chaines 4 deux termes seulement ; ces derniéres sont les mémes, a
un facteur preés, qui se trouvent dans les seconds membres de la pre-
miére ligne : elles sont donc d’ordre fini. Les homologies se lisent
directement sur le schéma.

On aura uue base pour les chaines d’ordre infini, c’est-a-dire pour

les groupes g, de A >< A, en faisant tous les produits de chaines prises
dans des bases des groupes g, de A et A. En désignant par P,, P, P,
les nombres de Bettide A > A, A et A, ona

(1) P,= ¥ PP

i+k=q

Notre schéma fournit aussi aisément des bases pour les groupes v,
de A ><A. Désignons par 7,(x), = (z) et © (x) les no_mbres d_es
g-chaines d’ordre « dans les bases des groupes v, de A >< A, A et A.

Dans la base du groupe vy, de A > A, on a d’abord les produits d'une
chaine d’ordre infini par une chaine d’ordre fini; ['ordre est égal a
I'ordre de cette derniére. Ensuite, il y a les produits de deux chaines
d’ordre fini; 'ordre est égal au plus grand commun diviseur des ordres
de ces derniéres. Enfin, a chacun de ces derniers produits correspond
une chaine 4 deux termes, de méme ordre et de dimension d'une
unité supérieure. En désignant par (u, ¢) le plus grand commun
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diviseur de u et ¢, on peut résumer cela dans la formule suivante (') :

m ()= X Pim(2) +m@)Pi+ Y m(w)w(e),
1+h=yq H—(i:p)rgq;—l

Remarquons que, d’aprés la maniére dont on a choisi les bases des
groupes Y,, &, (x) et 7, (z)sont les nombres des coefficients de torsion
a g dimensions égaux &  pour A et A; mais en général il n’en est
plus de méme de w,(x) relativement & A > A. Ces nombres n’en
déterminent pas moins la structure du groupe v, de A >< A et il est
aisé d’en déduire les coefficients de torsion.

Les résultats obtenus contiennent le suivant :

Trrorime [. — Si A et A sont sans torsion, A > A est ausst sans
torsion, et ses nombres de Betti sont déterminés par la formule (1).

Je me bornerai & énoncer les deux théorémes suivants, dont les
démonstrations, un peu longues, ne présentent pas de difficulté.

Tueorime II. — S A et A sont deuz complexes réguliers, A >< A est
aussi un complexe régulier.

Treorime III. — Sotent A, et A, deux chaines a p, et p, dimensions
ayant une intersection bien déterminée, A, .A,, dans le complexe régu-
lier A, @ mdimensions; sotent A, et A, des chaines analogues, de dimen-

sions q, et q,, dans le complexe régulier A a n dimensions; alors, dans
le complexe A < A, on a

(A< A (Ayx Ay) =(— n)m—ratn+ad[ (A, A,) x (A,.A,)].

30. Somme de deux complexes. — Soient A et A deux complexes
bilatéres, orientés, & un méme nombre de dimensions n; cn les subdi-
visant au besoin, on peut toujours trouver deux éléments de dimen-

sion n, a dans A et a dans A, entre les frontiéres desquels existe un
isomorphisme tel que, si a° (resp. ®) et @' (resp. @) sont les

(1) Cette formule et la précédente ont été déja établies par M. Kunneth
(Math. Annalen, t. 90, p. 65-85; t. 91, p. 125-134).

THESLC G. DE RHAM. 11
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bases des groupes G, et ¢, de la frontiére de a (rcsp. Z) orienlée
naturellement, ¢ corresponde a a®et ¢*~* a — «*~'. En identifiant les
éléments correspondants de ces frontiéres et supprimant « et a, on
déduit de A et A un nouveau complexe qui sera désigné par A -+ A.
Cette opération est analogue a la subdivision élémentaire (§ 6) et se
confond avec elle si I'un des complexes A ou A est planoide.

A + A est un complexe bilatére, dont 'orientation se déduit de
celles de A et A ; on aura une base pour ses groupes ¢,(0 < ¢ < n)en
juxtaposant les bases des groupes ¢, de A et A, et ses tableaux d’in-

tersections s’obtiennent simplement en réunissant ceux relatifs a A
et A.

31. Construction des exemples annoncés au paragraphe 12. — Dési-

gnons par S, un complexe planoide & @ dimensions; s% et S* seront
les bases de ses groupes ¢, et § ..

a. Considérons le complexe (S, > S,_,) > S,. C’est un complexe
bilatére, sans torsion, a n=p -+ ¢ — r dimensions. D’aprés le para-
graphe 29, les chaines suivantes formeront des bases pour ses groupes
G.(o << n)

o = (Sp_. X SIT) < S,
o = (Srxsh_) =< 8,
== (87 < ST X s,
Crmy=(SF7 s)_,) < sP,
= (8], X< SU77) X Y,

or = (s X 8y_,) X 5N

Les intersections de ces chaines s’obtiennent aisément au moyen du
théoréme I1I (§ 29). On trouve que celles de dimension positive qui
ne sont pas nulles sont les suivantes :

A (_ 1 )///'(.I‘ﬂ . L.n-—/':( —1 )I /et | o= el == (_ 1 ) PN =

Si les entiers p, ¢, r, n—p, n— g et n—r sont tous distincts, le
nombre de Betti P, (o <@ < n) de nolre complexe est égala1ou ao,
suivant que x est ¢gal & I'un de ces entiers ou non; les seuls tableaux
T;.(:>o0) non nuls sont T, ,_,, T,_,, et T, ,,.,, qui contiennent
chacun un seul nombre égal & == 1.
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b. Considérons maintenant le complexe
(S, Spp) 4+ (S, < Sn—y) + (S < Spre).

P, ¢, r et n ayant les mémes valeurs que dans a.

Comme le précédent, ce complexe est régulier, bilatére et sans tor-
sion, il y a encore les mémes nombres de Betti. Mais ses tableaux
T, (2 > 0) sont tous nuls (car il en est ainsi pour ses parties constitu-
tives). Nos deux complexes ne sont donc pas équivalents, bien qu’ils
alent les mémes groupes G.: c’est I'exemple annoncé au para-
graphe 12.

L’hypothése que les entiers p, ¢, 7, n—p, n— g et n— r sont dis-
tincts n’a rien d’essentiel. Si par exemple n=3, p=¢ =2, r=1,0n
obtient deux complexes dont les nombres de Betti sont P,=P,=1,
P,=P,=3; le seul tableau & considérer, T, ,, a trois lignes et trois
colonnes; tous ses éléments sont nuls pour le second complexe, tandis
que pour le premier, avec les bases choisies, les éléments de la diago-
nale principale sont 1, 1, —1 et les autres o. Ce dernier exemple est
celui qui a été signalé par M. J. W. Alexander (*).

32. Construction des exemples annoncés au paragraphe 17. — Con-
sidérons la variété close & 2n dimensions représentée par ’espace pro-
jectif ponctuel complexe E, & n dimensions complexes. Il est aisé de
prouver qu'elle admet une subdivision polyédrale, qui engendre un
complexe régulier A. Ensuite, on peut voir que A est sans torsion et
que ses nombres de¢ Betti non nuls sont

P,=P,=...=Py=—...=P,,=

en raisonnant directement sur E, de la maniére suivante.

D’abord, on a Py =DP,,=1, parce -que la variété est connexe et
bilatére. Ensuite, si ¢ < 27, on peut voir que tout champ ¢? fermé ou
dont la frontiére est contenue dans I’hyperplan de l'infini E,_, cst
homologue & un champ contenu dans E,_,, en projctant ¢? sur E,_,
d'un point de E, non situé sur ¢? ni sur E,_,. Il en résulte que les

nombres de Beiit P, {g < 2n) soul les mémes pour E, et pour E
CLLL Iy lg < 27) S pour L, & pourl Neei *

(*) Proc. of the Nat. Acad. of Sciences, vol. 10, 1924, p. 101.
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On est donc ramené de E, & E,_,; comme notre assertion est vraie
pour n =1 (car I, est la sphére), elle est établie.

Choisissons n pair : n =2p. Le complexe A, a 4p dimensions, a
son nombre de Betti P,, égal a 1; la forme quadratique attachée & A,
ne contenant qu’une variable et ayant d’ailleurs un déterminant égal
a + 1, se réduil & * ou — x*. Le signe dépend de 1'orientation de A.
En vertu du théoréme IV (§17), A (et par suile E,,) n’admet pas de
transformation en lui-méme qui renverse 'orientation.

Prenons quatre exemplaires de A, A,, A,, A; et A,, orientés de
maniére -que leurs formes quadratiques attachées solent x?, x;, @]
et —xz;. Les complexes A, + A, et A; 4 A, sont sans torsion et ontles
mémes nombres de Betti; la forme attachée au premier est & = &} +
et celle attachée au second est & —=z; — x;. Comme @' n’appartient
pas a la méme classe que ® ou — @, nos deux complexes ne sont pas
équivalents : c’est 'application annoncée du théoréme IIT (§17).

33. Construction des exemples annoncés au paragraphe 18. — On
va commencer par construire un complexe & un nombre impair de
dimensions, dont les nombres de Betti P,(0 << g < n) sont nuls, et
qui a un coefficient de torsion, et un seul, égal & p, dans chaque
dimension impaire, et aucun dans les dimensions paires.

Considérons le complexe A, qui contient p éléments dans chaque
dimension, a/(¢=1, ..., p), défini par le schéma suivant (on convient
que al, , = a?)

+p
(o' =—al+af, (i=1,2,....p) pourq pair,

p
(1) , .
Qi+ = Z:ag (1=1,2, ..., p) pour q impair.

i=1

Il admet visiblement ’automorphisme J qui change a”en «’,_, et I'on
peut vérifier qu'il est planoide.
On peut d’ailleurs déduire A d’une subdivision convenable de

Phypersphére

(2) Ex?zl,
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Pautomorphisme J correspondant a la transformation

, 2T an 2T
Ty | == Tgi—y COS — — Zyp; SN —,
21—1 21 28

p p
(3)

, . 2T 2T
Loy=— Lai—y s — —+ x,;C0S —
2 P 2

. n-1
I=1,2..., — ’

qui engendre, comme J, un groupe cyclique d’ordre p.

L’automorphisme J s’étend évidemment 4 la subdivision normale C
de A. Les éléments'de C se répartissent en systémes contenant chacun
les p éléments qui se déduisent de 'un d’eux par J et ses puissances;
deux éléments d'un méme systéme ne peuvent étre sur la frontiére_
d’un méme élément, ni dans un méme aster. Appelons chaine inva-
riante élémentaire la somme des éléments d’'un méme systéme.

Cela posé, les chaines invariantes élémentaires peuvent étre considérées
comme les éléments d'un nouveau complexe C. A toute chaine ¢’ de C,
correspond une chaine ¢’ de C, invariante par J; on dira que c?

recouvre ¢?. Si ¢?=c!~', ¢ et ¢’~' étant recouvertes par c¢ et ¢,
on a ¢t = ci.

C est un complexe régulier; chacun de ses éléments est recouvert
par p éléments de C, dont les frontiéres ne se touchent pas et qui sont
centres d’asters ne se touchant pas; il en résulte que la fronti¢re de
tout élément de C est isomorphe & la frontiére d'un élément de C
et tout aster de C & un aster de C. La régularité de C entraine donc
celle de C. '

On remarquera d’ailleurs que C représente la variété, dont les
points correspondent aux systémes de points de I’hypersphére (2),
qui se déduisent de I'un d’eux en répétant la transformation (3).

Pour déterminer le groupe g, de C, remarquons qu’en vertu de la
relation entre C et C, G, est le groupe formé par les g-chaines fermées
invariantes de C lorsqu’on assimile & zéro celles qui limitent une
(g -+ 1)-chaine invariante.

On peut méme remplacer C par A, et alors on constate direc-
tement sur le schéma (1) que pour ¢ pair et positif, il n’y a aucune
chaine fermée invariante, dans ce cas, G, se réduit a I’élément zéro;
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pour ¢ impair, toutes les chaines fermées invariantes sont les mul-
}?

tiples de Za’j, et si g <n, les p"™ de cette chaine sont les seuls qui
j=1

limitent une chaine invariante, en sorte que ¢, est cyclique d’ordre p.

G, et G, sont cycliques d’ordre infini.

Creprésente donc bien le complexe qu’on voulail obtenir.

Faisons n=4k+ 3 et p=23. Le groupc y..., de C étant cyclique
d’ordre p =3, le tableau d’enlacement ne contient qu’un nombre :
{ c, ¢ } == ?3-,
¢ étant une base de v,,,, (qui ne contient que les éléments o, c et 2¢);
a ne peut étre nul en vertu du corollaire du théoréme 11 (§ 18); il est
donc égal a 1 ou 2. Il ne change pas si I’on change la base de vy,,,,, car

;20,2c}=—x=_ [mod 1],

mais il change si 'on change I'orientation de C. De la résulte que C
n’admet pas de transformation en lui-méme qui renverse 'orientation.

Prenons quatre exemplaires de C:C,, C,, C, et C,, orientés de

.y . . 1
manicre que leurstableaux d’enlacement contiennent respectivement , »

L et % Les complexes C,+ C, et C,+ C, onl mémes nombres de

373 €
Betti et mémes coefficients de torsion (deux égaux & trois dans chaque
dimension impaire). Leurs tableaux d’enlacement sont respecti-

vement :
I O _I o
T:(3 1) et T":<3 2>.
(o] g (o] -3-

Soient ¢,, ¢, et ¢, c, les bases correspondantes des groupes y;..4. Le
seul élément ¢ = wc, -+ yc, du premier pourlequel{c,c}=oestc=o,
car

z* 4+ y?

{e,e}= 3

=0 [mod 1]

entraine
z=y=o0 [mod3].
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Il n’en est pas de méme dans le second; ¢/ =¢| -+ ¢, n’est pas nul,
bien que { ¢, ¢'{ = o. De la résulte que le tableau T’ n’appartient pas
a la méme classe que T ou — T et nos deux complexes ne sont pas
équivalents : c’est I'application annoncée du théoréme 111 (§ 18).

34. Citons, pour terminer, d’autres exemples qui se rattachent au
précédent.

Le complexe A considéré au début du paragraphe 33, de dimension

= 2v -1, admet encore 'automorphisme qui change a}™' el " en

mntetal, s Lyl ..., 4 élant des entiers premiers avec p.

Comme ci-dessus, onendéduit uncomplexerégulier G({,, Z,, ..., 4,),
qui a toujours les mémes nombres de Betti el coefficients de torsion.

Si e, est une base de v,,.,, ¢,¢, e,e,¢, ... sont des éléments de
Yas—3, Yav—s, - - -, L I'on peut prouver qu’ils peuvent servir de bases
pour ces groupes. De cette maniére, les tableaux d’intersections sont
ramenés a une forme canonique : ceux qui ne sont pas nuls contiennent
le seul nombre 1. Inversement, e, étant fixé, c’est la seule maniére de
choisir les bases qui raméne les tableaux a cette forme.

En ce qui concerne les tableaux d’enlacement, on peut constater
que lorsque les bases sont choisies de la mani¢re indiquée, ils con-
tiennent tous le méme nombre (déterminé [mod1]). Pour une orien-
tation particuliére et un choix particulier de ¢,, ce nombre est

Si I'on change 'orientation, il change de signe; si I'on change e,
en me,, m étant premier avec p (ce qui est la base la plus générale
de y.y.), il est multiplié par m'='.

ConcLusiox. — Pour que les deux complexes
C=C(ly lis.., 1) et C=Cl,l,..., )

.

sotent équivalents, il est nécessaire que Uéquation 4 une inconnue
enticre m

(1) i, ...ly,==%= m"“}}; L4 [wmodp]

admette au moins une solution.
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Ainsi, pour n=3, v=1, p=5. ly=I=1,{{=1 et [|=2, les
deux complexes & trois dimensions C et (! ne sont pas équivalents, car
la congruence

1==m22 [mod5]

n’a aucune solution entic¢re; cet exemple est celui qui a été signalé par
M. Alexander ().

On voit ici la nécessité de considérer simultanément les tableaux
d’enlacement et les tableaux d’intersections. Pour v pair, en parti-
culier, les tableaux d’enlacements peuvent étre ramenés a une forme
canonique; mais ils ne peuvent pas 'étre en méme temps que les
tableaux d’intersections.

On peut se demander s’il suffit, pour 1’équivalence de C et &', que (1)
ait une solution. Désignons par f,, f;, ..., f.., les fonctions symé-
triques élémentaires de [y, /,, ..., I, f, étant celle de degré i;
soient f; les fonctions analogues des /'> et considérons le systéme

fizirﬁ-‘fl’ (t=1,2....,v+1),

(2) go— T3

Il est aisé de prouver que la condition que le systéme (2) admette une
solution m entiére est suffisante pour I’équivalence de C et C'. 1l semble
que cette derniére condition soit aussi nécessaire et que la premiére
soit insuffisante, mais la question n’est pas résolue.

(V) Trans. Am. Math. Soc., t.20, 1919, p. 339-342, et Proc. of the Nat. Ac.
of Sc., t. 10, 1924, p. 99.
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