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PREMIERE THESE.

QUELQUES PROBLEMES DE REPRESENTATION CONFORME

PREFACE.

Les problémes étudiés dans ce Mémoire se rattachent & la question générale
suivante : étant donné un ensemble de points sur une circonférence, on veut
représenter conformément 'intérieur de cette circonférence sur un domaine, la
représentation étant telle que la partie de la frontiére de ce domaine qui corres-
pond & ’ensemble jouisse de propriétés données.

Ces problémes m’ont paru fondamentaux dans I’étude du prolongement des
surfaces de Riemann [T. Rado (@)](*). Les questions rencontrées ne sont résolues
qu’en bien faible partie. Une conséquence des résultats me semble spécialement
digne d’intérét : le role qui semblait -devoir étre joué par les ensembles de
mesure 27 situés sur la circonférence de rayon un, conformément a une
hypothése émise par P. Kceebe en 1918 (0), est en réalité joué par des ensembles
dont la mesure peut étre inférieure a a7, et que j’ai nommés ensembles du type
maximum. Pour les étudier, j’ai utilisé l'intégrale de Stieltjés. Dans un cha-
pitre préliminaire sc trouvent réunies les propriétés utilisées de cette intégrale.
La place m’a manqué pour en donner I'exposé systématique que je compte
publier prochainement.

Je suis amené en passant a résoudre le probléme de la représentation con-
forme d'un domaine & connexion infinie sur un domaine dont chaque élément

(') Les lettres (jui suivent les noms d'auteurs renvoient a index bibliographique placé
a la fin du Mémoire.

THESE R, DE POSSEL. 1
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de frontiére est un segment de droite dont le prolongement passe par 'origine,
probléme résolu par P. Keebe (a,) en 1908, par une méthode différente.

Enfin, les deux premiers chapitres sont consacrés 'un & une étude topolo-
gique des domaines étoilés, I'autre aux propriétés des fonctions étoilées.

Qu’il me soit permis de remercier tout spécialement M. C. Carathéodory,
pour ses conseils si précieux et pour la bonne grace avec laquelle il m’a cons-
tamment guidé dans I'accomplissement de ce travail.

Il m’est agréable de mentionner aussi M. (.. Platrier qui s’est si aimablement
occupé de 'impression de ce Mémoire.

TERMINOLOGIE.

I. L'intersection de deux ensembles E et I' est 'ensemble des éléments qui
appartiennent & E et a F. Onle désigne par la notation E.IF. Des ensembles
sont disjoints lorsque aucun élément n’appartient a deux d’entre eux.

II. L’expression « ensemble mesurable — I3 » pourrait préter a confusion
avec l'expression « ensemble mesurable — 7.5, qui signifie « mesurable par
rapport & la fonction monotone (ou a variation bornée) % (z) ». Cette derniére
notion est d’ailleurs tout a fait analogue & celle d’ « ensemble mesurable » au
sens ordinaire du mot (sens de Lebesgue), tandis que celle d’ « ensemble mesu-
rable — B » est de nature toute différente. Pour ces deux raisons, nous adopte-
rons la terminologie «ensemble de Borel», qui est utilisée déja depuis longtemps
par de nombreux mathématiciens. [ Pour les définitions, »oirr H. Lebesgue (a),

ou C. Carathéodory (06).]

III. A moins d’indication contraire, nous distinguerons toujours entre I'tn-
tervalle (ou intervalle ouvert) d'une droite ou d'une circonférence, et le segment
(ou intervalle fermé). Le premier ne contient pas ses extrémités, le second les
contient.

IV. L’expression « domaine du plan » a pour nous le sens adopté partout en
théorie des fonctions. C’est un ensemble de la sphére de Riemann qui est
connexe, et dont chaque point est centre d’une calotte sphérique ne contenant
que des points de I'ensemble. Cornexe signifie que deux points du domaine
peuvent étre joints par un arc de Jordan situé dans le domaine.
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Si toute calotte de centre P contient des points du domaine et des points qui
ne lui appartiennent pas, P est dit point frontiére.

V. Un continu du plan est un ensemble parfait qui est bien enchainé entre
deux quelconques de ses points. Ceci veut dire qu’étant donnés deux de ses
points A et B et un nombre ¢, on peut trouver une chaine de points de I'en-
semble AM,M,...B telle que la distance cordale de deux points consécutifs
soit inférieure a ¢.

VI. I.ensemble des points frontiéres d’'un domaine est fermé. On D'appelle
la frontiére du domaine.

Soit P un point frontiére. Les points frontiéres qui sont bien enchainés avec
P forment un continu que 'on appelle un élément de frontiére. S’il n’y a pas
de point frontiére bien enchainé avec P, on dit que P est un élément de fron-
tiére réduit a un point.

Si un domaine n’a pas de point frontiére, il est constitué par la sphére de
Riemann; on dit que son ordre de connexion est nul. Un domaine qui a
1,2, ... éléments de frontiére est dit simplement, doublement, ..., connexe.
S’ily a une infinité d’éléments de frontiére, le domaine est dit & connexion
infinie.

VII. Une cntatile d'un domaine D est un arc de Jordan dont tous les points
sauf une extrémité appartiennent a D.

Une transcersale est un arc de Jordan dont tous les points sauf les deux
extrémités appartiennent a D. On démontre que si un domaine est simplement
connexe, toute transversale le partage en deux autres domaines, et réciproque-
ment [ voir B. de Kerekjarto (a)].

VIIL. La circonférence unité est la circonférence de centre origine et de
rayon un.

IX. Les deux mots réguliére et holomorphe étant employés dans le méme
sens pour qualifier une fonction analytique, nous choisirons le premier.

X. Une fonction méromorphe dans un domaine D est dite univalente si elle
prend deux valeurs différentes en deux points quelconques de D.

XI. Soit f(z) une fonction méromorphe a 'extérieur d’un cercle de rayon
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assez grand, et qui admet un développement de la forme

J()y=as-+-b —Fgﬂ—....

~

On appelle déricée  Iinfini la quantité a. C'est d’ailleurs la limite vers laquelle

tend f'(z)=a— ;0-2 — ... lorsque z tend vers 'infini.

XII. Soient .\ un ensemble quelconque du plan complexe et z, un point
de A, qui peut étre a I'infini.

On dit qu’une suite de fonctions complexes (pas nécessairement analytiques),
définies sur A, converge continiment par rapport a A au point z, si, pour toute
suite 3,, 35, ... de points de A qui converge vers 3,, la suite w,= /,(z,) est
convergente.

Si une suite de fonctions méromorphes dans un domaine D y converge conti-
niment, nous dirons qu’elle converge réguliérement dans D [voir C. Carathéo-

dory (e)].

XIII. Nous dirons, avec M. Fréchet (4), qu'une famille ® de fonctions
méromorphes dans un domaine D est compacte si toute fonction limite d’une
suite de fonctions de @ appartient encore a .

INTRODUCTION.

1. Les ensembles du type maximum. — Soit A un ensemble d’intervalles
ouverts disjoints ¢; (T et L) ("), situés sur la circonférence unité (VII) C définie
par |z|=1. Supposons qu'une fonction analytique w= f(z) satisfasse aux
conditions suivantes :

1° f est réguliére (1X) pour 5| <1 avec f(0)=o, f'(0)=1;

2° f représenle conformément l'intérieur de C sur un domaine (IV) D' inté-
rieur a un cercle C’ dont le centre est a l'origine du plan w, et I'on suppose
qu’a chaque intervalle 2; correspond (*) un intervalle ¢} situé sur C'.

(1) Les chiflres romains renvoient a la terminologie.

(*) Ceci demande quelque explication. Soit une fonction v — f( z) réguliére et univa-
lente (X) pour |z |<C1 et qui satisfait & | f(s)] << R. Désignons par ¢ un arc ouvert du
cercle |5 =1. Supposons que lorsque s tend vers un point de 6. | f(5)| tende vers R :
alors, d’apres le principe de symétrie de Schwarz [voir par exemple G.JuLia (@)1, f(5) est
réguliére aux points de g, et représente d sur un arc 8’ du cercle G’ de centre origine et de

rayon R,
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Désignons par ®y la famille formée par ces fonctions; si elle ne comprend
que sv = 5, nous dirons que A est du type maximum.|Dire que /(z) est différente
de s revient a dire que D’ a des points frontiéres intéricurs & C' (*).]

Dans le cas banal ot '’ensemble des points de C complémentaire de A,
soit C— A, contient un intcrvalle d, il existe une fonction de ®, différente
de z; elle représente l'intérieur de C sur le domaine formé de I'intérieur d’un
cercle C/ diminué d’une entarlle (VIL) correspondant a d et dirigée suivant un
rayon (*).

Dans les autres cas, A est partout dense, et C—A est fermé discontinu;
a priori, on pourrait croire que A est loujours du type maximum, mais on
connait depuis longtemps des exemples du cas contraire. En effet, on peut
trouver un domaine D formé d’une partie de I'intérieur d’un cercle C’; dont la
frontiére contienne des arcs libres (*) ¢, situés sur C/, et tel que si on le repré-
sente conformément sur un cercle C, les images ¢; des ¢, soient denses en tout
point de C : I'ensemble des o; n’est évidemment pas du type maximum. On
obtient aisément un tel domaine D au moyen d’un exemple de C. Carathéo-
dory (a) (*). Un autre excmple direct cst donné par P. Keebe (4). Nous en
donnerons un au Chapitre I. Dans ces cxemples, le complémentaire de A est de
mesure non nulle (*). En effet, nous montrerons trés simplement au Cha-
pitre III que si le complémentaire de A est de mesure nulle, @y ne comprend
que la fonction z.

L’hypothése la plus simple serait alors la suivante : si C — A n’était pas de
mesure nulle, A ne serait pas du type maximum. On y serait d’autant plus
porté que st elle était fausse, une autre hypothésc faite par P. Kcoebe () sur les
« minimale Schlitzbereiche » serait également fausse (voir Chap. V). Cependant,
nous donnerons un exemple d’ensemble du type maximum dont le complémen-

(') C'est une conséquence du lemme de Schwarz. Voir, par exemple, G. JuLia (a).

(*) Voir au Chapitre III le calcul de cette fonction.

(?) Clest-a-dire que tout point de l'arc ouvert 9, est centre d’un cercle dont la portion
intérieure 4 C’ appartient a D.

(*) Conservons les notations du Mémoire cité. Menons une paralléle a AB, équidistante
de AB et de CD, et qui rencontre en E et F les cotés AD et BC. Soient E’ et F/ les points
de cette droite situés sur le contour du polygone P, et les plus rapprochés de E et F.
Représentons conformément sur un cercle le rectangle dont deux sommets sont E’ et F’ et
dont un coté est sur AB. La portion de G intérieure a ce rectangle est alors représentée
sur un domaine de I'espéce voulue.

(*) Pour la théorie de la mesure, voir 1. Lesrscre («), ou C. CARATHEODORY (&).



—6 —

taire n'est pas de mesure nulle; c’est par conséquent ’hypothése de P, Keebe
qui doit étre rejetée ().

Un des buts de ce Mémoire est la recherche de conditions portant sur la structure
de Densemble A et permettant d’affirmer qu’il est ou qu'tl n'est pus du type
maximum.

Parmi les fonctions de @5, nous verrons qu’il y ¢n a une et unc scule pour
laquelle le rayon du cercle €/ atteint son maximum. Nous la nommerons
extrémale-A. Nous montrerons que cette fonction est étoilée, ¢t que I’ensemble
d’intervalles ¢, qui lui correspond est du type maximum.

Lorsque 'ensemble A n’est pas du type maximum, deux cas sont possibles :
le complémentairc de I’ensemble des o) correspondant a I'extrémale-A peut
étre de mesure nulle ou de mesure non nulle. Nous donnerons des exemples
des deux cas.

2. Quelques questions ol interviennent les ensembles du type maximum (3).
— L’étude des ensembles du type maximum parait présenter un triple intérét.

I. Tout d’abord, comme nous le verrons au Chapitre VI, elle touche aux
questions relatives aux « minimale Schlitabereiche » posées par P. Keebe (5).

II. Ensuite, elle est liée aux ensembles parfaits discontinus de singularités
[A. Denjoy (a), (b)]. En effet, prolongeons une fonction f(z) de la famille ®,
par réflexion (*) sur les cercles C et C'. Si f(3) est différente de =z et si A est
partout dense, on voit qu'elle posséde un ensemble parfait discontinu de singu-
larités contenu dans C—Aj; elle est univalente au voisinage de cet ensemble,
mais n’est pas continue sur I’ensemble.

III. Enfin, les ensembles du type maximum sont intimement liés & la théorie
des surfaces de Riemann générales. Comme nous n’y reviendrons pas, traitons
ici cetle question en détails, et commencons par rappeler la définition de la
surface de Riemann.

(') J'apprends qu'un tel exemple vient d’étre donné par H. Grotzsch au moyen de pro-
cédés différents (voir Berichten zu Leipzig, Bd 83, 1931, p. 186 et suiv.).

(*) Ce paragraphe est destiné a montrer 'intérét des questions étudiées, et comment
J'y a1 été amené. Cette partie est inutile au lecteur qui ne s'intéresserait qu’a la représen-
tation conforme.

(*) Pour le prolongement d'une fonction par réflexion, voir par exemple G. Juria (a).



DEFINITION DE LA SURFACE DE RIEVANN.

Nous adopterons la définition de T. Radé (a) équivalente a celle de
H. Weyl (@), mais peut-étre plus maniable [voir aussi S. Bocuner (a)].
Donnons d’abord les notions indispensables de topologie des surfaces.

USPACE TOPOLOGIQUE. — Soit un ensemble d’éléments P appelés points. Suppo-
sons qu'a chaque point P on ait fait correspondre des sous-ensembles de 'en-
semble précédent, contenant P. Ce sont les voisinages de P, et on les désigne
par V(P). Nous dirons qu’'un tel systéme de points et voisinages constitue un
espace topologique quand il vérifie les trois conditions suivantes :

1° St un point P a deux voisinages, il en a aussi un troisiéine qui est conteni
dans chacun des deux premiers;

2° Tout point Q pris dans un voisinage V() d’un point P posséde un voisi-
nage V (Q) contenu dans V (P);

3° St P et Q sont des points différents, ils possédent des voisinages sans point
commun.

La définition est due a F. Haussdorff (a). C’est un cas particulier des
espaces-V de M. Fréchet (5).

Considérons maintenant deux espaces topologiques R, et R,. Supposons
une correspondance biunivoque entre les points d’un ensemble E, contenu
dans R, et ceux d'un ensemble E, contenu dans R,. P, et P, étant deux points
correspondants, nous dirons que cette correspondance entre E, et E, est topo-
logique si, étant donné un voisinage quelconque V(P;), on peut trouver un
voisinage V(P,) tel que I'image de E,.V(P,) (*) soit contenue dans E,.V(P,),
et réciproquement.

Nous dirons que deux espaces topologiques formés des mémes points, mais
de voisinages différents, sont identiques, si la correspondance identique entre les
deux espaces est topologique. Par exemple, un domaine D du plan (IV') forme
deux espaces topologiques identiques, que ’on prenne comme voisinages de P
les intérieurs de tous les carrés de centre P contenus dans D, ou les intérieurs

(*) Lire : les points communs a E, et a V(P,).
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des cercles de centre P contenus dans D. En effet, dans tout carré de centre P,
il y a un cercle de centre P, ct inversement (*).

Un espace topologique est dit connexe si tout point P peut étre atteint a
partir de I'un d’eux A au moyen d’une chaine de voisinages en nombre fini
V(A), V(M,), ..., V(M,), V(P), deux voisinages consécutifs ayant au moins
un point commun. 11 est équivalent de dire que 'espace topologique n’est pas
formé de la réunion de deux espaces topologiques.

Un point P d’un espace topologique est dit point limite d’une suile infinie de
points si tout voisinage de P contient des points de la suite. Lorsque toute
suite infinie de points d'un espace topologique a au moins un point limite, on
dit que cet espace est ferme.

Surrace. — Un espace topologique connexe dont chaque voisinage est en
correspondance topologique avec I'intérieur d'un cercle est une « surface » on
variété a deux dimensions. Ainsi, le plan tout entier v compris le point a
'infini, un domaine du plan, sont des « surfaces ».

Une rétrosection d'une surface est un ensemble en correspondance topolo-
gique avec une circonférence, celle-ci étant considérée comme ensemble de la
« surface » formée par le plan (*).

Un arc a méme définition, la circonférence étant remplacée par un segment
de droite AB, extrémités comprises. A ces derniéres correspondent des points
P et Q de la surface. Décrire I'arc de P vers Q, c’est considérer les points de
cet arc dans I’ordre ol leurs images sont rencontrées en allant de A vers B.

Un arc ouvert est un ensemble en correspondance topologique avec un inter-
valle rectiligne (extrémités non comprises).

Si de plus, & toute suite de points de l'intervalle tendant vers une des extré-
mités correspond sur la surface une suite n’ayant aucun point limite, I'arc
ouvert est appelé scction transverse. (Il n’y a pas de section transverse sur une
surface fermée.)

Deux points d'une surface appartenant 4 un méme voisinage peuvent étre
joints au moyen d'un arc : on obtient ce dernier au moyen de I'image plane du
voisinage. Deux points quelconques d’une surface pouvant étre joints au

(') Dans ce paragraphe nous entendrons par domaine du plan 1'espace topologique qui
lui est ainsi attaché.

(*) 1l revient au méme de considérer la circonférence comme un espace topologique,
les voisinages d’un point étant les arcs ouverts qui contiennent ce point.
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moyen d’une chaine de voisinages en nombre fini, ils peuvent donc I'étre aussi
par une chaine d’arcs, de laquelle on peut déduire un arc joignant les deux
points.

On dit qu’une surface esl simplement connexe si elle peut étre mise en corres-
pondance topologique avec I'intérieur d’un cercle; qu’elle est « schlichtartig » si
elle peut ¢étre mise en correspondance topologique avec un domaine du plan.

DomaIne sitvk sur UNE suRrAcE. — Considérons sur une surface S un ensemble D
dont tout poinl posséde nn voisinage contenu dans D. Cet ensemble constitue
un espace topologique a condition de ne conserver, comme voisinages des
points de D, que ceux qui sont contenus dans D. Si cet espace est connexe,
c'est une « surface » que nous nommerons domaine de S. Par exemple tout
voisinage de S est un domaine simplement connexe de S.

Un point dont tout voisinage contient des points de D et des points n’appar-
tenant pas 4 D est un point frontiére du domaine. Supposons D différent de S.
Il y a alors au moins un point frontiére. En effet joignons au moyen d’un arc
un point P de D & un point Q de S n’appartenant pas a D; en décrivant cet
arc a partir de P, le premier point rencontré qui n’appartient pas a D est un
point frontiére. L’ensemble des points frontiéres forme la frontiére.

Une transcersale de D est un arc de S dont tous les points sauf les extrémités
appartiennent & D. Les définilions sont d’accord avec celles qui sont ordinaire-
ment employées pour les domaines du plan.

Remarquons enfin que les points communs & deux domaines constituent
évidemment un ensemble de domaines.

Citons encore quelques propriétés des surfaces.

Tukorime 1. — Etant donné un arc (ou un arc ouvert) y d’une surface S, il
existe un domaine simplement connexe de S qui contient vy. Autrement dit la
correspondance topologique qui, par définition, existe entre 'arc y et un segment
ectiligne du plan peut étre étendue a tout un domaine de la surface contenant
Uarc.

Le théoréme est évident pour un arc situé en entier dans un voisinage.

Etendons-le d’abord 4 un arc a = ABC tel que AB et BC soient contenus
respectivement dans des voisinages V, et V,. Appliquons aux images planes
de V, et V, les procédés de la topologie plane [ B. de Kerekjarté (a)] : tragons

THESL R. DB POSSEL. 2
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dans V, une rétrosection f, ne rencontrant « qu'en B et entourant AB. Prenons
sur f un arc ouvert f, contenant B et contenu dans V.. Réunissons les extré-
mités de f, par un arc ouvert f, situé dans V,, ne rencontrant ni f ni «. Les
arcs f— f, et f, limitent le domaine cherché.

Le théoréme s'étend alors a un arc (ou un arc ouvert) quelconque vy. En
effet, chaque point de v, sauf ses extrémités sil y en a, est intérieur & un arc
de y contenu dans un voisinage. Or v a, par définition, un segment rectiligne
(ou un intervalle ouvert) pour image topologique. L.e lemme de Borel-l.ebesgue
appliqué a ce segment permet de recouvrir y au moyen d’un nombre fini (ou
d'une infinité dénombrable) d’arcs, contenus chacun dans un voisinage, et tels
(que deux arcs consécutifs aient une portion commune.

On en conclut immédiatement le

TueoreME II. — Une surface S diminuée d’un arc constitue une nouvelle sur-
face. On exprime ce fait en disant qu’un arc tracé sur une surface ne la partage
pas. (1l n’en est pas de méme pour un arc ouvert.)

Du théoréme I on déduit aisément le

Throrime IIl. — Considérons sur la surface S une rétrosection (ou une section
transverse) C. De trois points distincts A, B, C n'appartenant pas a C, deux
peuvent toujours étre joints par un arc ne rencontrant pas C.

En effet, joignons un point O de € aux trois points A, B, C par des arcs.

Py . . . . N
Sur AO est un premier point P appartenant a €, de méme sur BO est un

. - N . . »
premier point Q et sur CO un premier point R.
Soit y un arc de € qui contient les points P, Q, R. D’aprés le théoréme I, il

DML
NN \\\\\\\\\\\\\\\\\\

Fig 1.

c/

existe un domaine simplement connexe contenant y. Représentons-le topologi-
quement sur un rectangle F, I’arc y correspondant a un segment paralléle &
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deux c6tés de I'. On peut tracer dans F un nouveaua rectangle I, qui entoure
les images P/, Q’, R’ de P, Q, R sans contenir ni 4 'intérieur ni sur son péri-
métre un point image de C — y. Les images des arcs AP, BQ, CR rencontrent
chacune le périmétre de I', en un premier point. Deux de ces trois points
peuvent ¢tre joints par le périmétre du rectangle sans rencontrer I'image de .
On en conclut le théoréme annoncé.

Une conséquence immédiate de ce théoréme est le suivant :

TuioreMe 1V. — Une surface S diminuée d’une rétrosection (ou d’une section
transverse) C constitue un ou deux domaines. Dans le premier cas, on dit que C ne
partage pas S dans le deuxieme cas, C partage S en deux surfaces.

Si la surface est « schlichtartig », toute rétrosection la partage (théoréme
deJordan); s1 de plus elle est simplement connexe, toute section transverse
la partage aussi (puisque la propriété est vraie pour un cercle) ().

SurrAce bE RiEMaNN. — Soient S une surface, { V] le systéme deses voisinages,
tT[V]! le systéme des représentations topologiques des voisinages sur des
cercles. Considérons deux de ces voisinages, V, et V,, contenant un domaine
commun G. Soient G et G, les domaines du plan images de G données par les
représentations T[V,] et T[V,]. 8¢ lu correspondance ainsi définie entre les
domaines G, et G, est toujours conforme et conserce le sens d’orientation, nous
dirons que la surface .S et le systéme des représentations T| V] constituent une
surface de Riemann.

Ainsi un domaine du plan avec cercles comme voisinages, et correspondance
identique pour chaque voisinage, répond a la définition (*).

(') D'aprés T. Radé (a), si une surface peut étre recouverte au moyen d’une infinité
dénombrable de voisinages, elle est triangulable, mais ce n’est pas toujours le cas (exemple
de Prufer cité par T. Rado). Pour une surface triangulable, on démontre que si toute
section transverse (rétrosection) la partage, elle est simplement connexe ( « schlichtartig »)
[voir H. WEyL (a)].

(?) Considérons une fonction analytique. Prenons comme points les éléments de la fonc-
tion (réguliers, polaires, algébriques); comme voisinages d'un élément, 'ensemble des
éléments contenus dans un cercle concentrique et de rayon au plus égal au cercle de
convergence de I’élément (cercles a un ou plusieurs feuillets); enfin comme représentation
de chaque voisinage, z’—2zs pour un élément régulier, z'—= é pour un élément polaire,

1
et 5= (5 — a)P ou 5'= i‘ pour un élément algébrique. Nous venons de définir une surface
<P
de Riemann au sens du texte.
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On peut remarquer que tout domaine d'une surface de Riemann est encore
une surface de Riemann.

Correspondance conforme entre deux surfaces de Riemann F, et F,. — Clest
une correspondance topologique jouissant de la propriété suivante : si un
domaine G, de F, est contenu dans un voisinage V,, et si son image G, est
contenue dans V,, la correspondance entre les deux domaines plans G et G,
donnés par T[V,] et T[V,] est conforme et directe.

Deux surfaces de Riemann qui seraient identiques si on les considérait
comme de simples surfaces seront des surfaces de Riemann identiques si la
correspondance identique entre elles deux est conforme.

Trrorive V. — Toute surfuce de Riemann simplement connexe peut étre repre-
sentée conformément sur Utntéricur d’un cercle | ¢’est un cas particulier du théo-
réme de 'uniformisation (*)]. | V'or une démonstration rapide dans C. Cara-
théodory (d), p. 131.]

TwukortMe V1. — Toute surface de Riemann « schlichtartig » peut étre repre-
sentée conformément sur un domaine du plan | voir P. Keebe («) (*)].

Voici la forme particuliere de ce théoréme que nous utiliserons plus loin.

Tutoride VI bis. — Supposons qu’une rétiosection  limite sur une surface S
un domaine « schlichtartie » D. On peut alors représenter conformément 1) sur un
domaine W avee les propricétés suivantes : H est intérieur a un cercle C, et il existe
une correspondance biunivoque entre G et y, telle qu’a toute suite de points de D
qut tend vers un point de vy corresponde une suite de pornts de H qui tende vers le
point correspondant de G, et inversenient.

DOMAINE DONT LA FRONTIERE EST UN ARC OUVERT. — Supposons que la frontiére
d’un domaine D situé sur une surface S soit un arc ouvert y. D’aprés le théo-

(') La théorie générale de I'uniformisation peut étre ¢tablie, comme le fait 1. Weyl (a),
pour les surfaces triangulables [ c'est-a-dire recouvrables par une infinité dénombrable de
voisinages; voir ('), p. 11]. En utilisant cette théorie, T. Radé («) montre que toute surface
de Riemann est triangulable : par conséquent la théorie de 'uniformisation s’applique a
toute surface de Riemann.

(?) En réalité, P. Kacbe démontre le théoréme pour une surface de Riemann étalée sur
un plan. Mais toute surface de Riemann peut étre représentée conformément sur une
surface étalée sur un plan | voir H. WEevYL («)|.



_ 13 —

réme [, nous pouvons trouver dans S un domaine E contenant v et simplement
connexe. Y est alors une section transverse de E et partage E en deux domaines
E, et i,. L'un des deux contient certainement ces points de D; on en conclut
que des deux domaines E, et E,, ou bien Uun est contenu dans D, et Uautre n'a
aucun point dans D, ou bien ils sont tous deux contenus dans D ('),

Supposons maintenant D simplement connexe. D’aprés le théoréme V, nous
pouvons représenter conformément D sur 'intériear D’ d’un cercle C'. Etudions
la correspondance entre les fronticres aux points de y. Pour cela, représentons
conformément I° sur I'intérieur d'un cercle C. Soient E,, E,, ? les images
de E,, E,, 7.

Supposons d’abord que D conticnne E,, mais aucun point de 15,. Nous avons
alors une représentation conforme de E, sur un domaine F contenu dans D’
telle qu’a toute suite de points de E, tendant vers un point de y corresponde
une suite tendant vers C'. On sait alors [C. Carathéodory (a)] qu'a y corres-
pond biunivoquement un arc ouvert v, de C’, de sorte qu'a toute suite tendant
vers un point de y corresponde une suite tendant vers le point correspondant
de v/, et inversement. Si donc une sutte de points de D tend vers un point de v,
elle est, a partir d’'un certain rang, intérieure a E, ; il lui correspond dans E,
une suite qui tend vers le point correspondant de v, et, dans D', une suite qui
tend vers le point correspondant de . Inversement, si une suite de D’ tend vers

cr

ol

Fig. 2.

un point de v/, elle est, a partir d'un certain rang, intérieure a E|, et par suite
il lui correspond dans D une suite qui tend vers le point correspondant de y.

(') Un voit aisément «(ue y partage S dans le premier cas et ne la partage pas dans
le second.
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Dans le cas o les domaines E, et E, appartiennent a D, on démontrerait de
méme qu'il existe deux arcs ouverts v, et v, de C/ dont chacun est en corres-
pondance biunivoque avec vy, de sorte que :

1° St une suite de potnts de D tend vers un point de y, la suite correspondante
dans D' ne peut acoir comme points limites que les points correspondants ¥, et ¥y 5

2° Si une sutte de points de D' a pour point limite un pornt de ¥, (ou de v,), la
suite correspondante dans D tend vers le point correspondant de .

ARC OUVERT ISOLE DANS LA I'RONTIERE D'UN DOMAINE. — Supposons que la fron-
tiére I d'un domaine D situé sur une surface S contienne un arc ouvert y. Si a
tout point de y appartient un voisinage qui ne contient aucun point de F — v,
nous dirons que y est un arc ouvert zsolé.

Dans ce cas, ' — v est un ensemble fermé; S — (I — v) est un cnsemble de
domaines disjoints dont I'un, H, contient D et a pour frontiére I —v; de plus
v est un arc ouvert de H. Par conséquent D peut étre considéré comme un
domainc de H dont la frontiére serait vy. lLes résultats obtenus ci-dessus
s’appliquent donc 4 D.

LE PROLONGEVIENT DES SURFACES DE RIEMANN.

La notion de prolongement a été introduite par T. Rado () & peu prés dans
les termes suivants :

« Soit F une surface de Riemann. Nous dirons qu’elle est prolongeable si Uon
peut la représenter con formément sur un domaine ¥' sttué sur une autre surface de
Riemann & | on cuppose que B’ est différente de 5.

» Tout d’abord, si I est prolongeable, I a sur & un paint frontiére P; en
utilisant I'image sur un cercle d’un voisinage de P, on peut trouver une suite
de points de F’ ayant P comme seul point limite sur &, et par conséquent sans
point limite sur F’ : la surface I n’est pas fermée. Une surfuce fermée n’est donc
pas prolongeable.

» Si I n'est pas fermée et est par exemple « schlichtartig », elle est prolon-
geable par le plan tout entier (c'esi-a-dire le plan y compris le point & I'infini).
Demandons-nous s’il existe des surfaces de Riemann non fermées (ui ne soient
pas prolongeables. Au point de vue de la théorie des fonctions, la question
s’énonce ainsi : existe-t-il cn dehors du cas algébrique d’autres fonctions analy-



tiques qui soient complétes, c’est-a-dire telles que leurs éléments ne puissent
étre mis en correspondance biunivoque et conforme avec un systéme partiel
d’éléments appartenant & une autre fonction analytique. »

T. Radé répond a la question en donnant un exemple de surface non fermée
qui n’est pas prolongeable. Le sujet a été repris par S. Bochner («). Celui-ci
démontre que toute surface prolongeable admet un prolongement complet,
c'est-a-dire qui n'est plus prolongeable. Sa démonstration fait appel & la bien-
ordonnance du continu.

La notion d’ensemble du type maximum permet de donner une condition néces-
saire et suffisante pour qu’unc surface de Riemann soit prolongeable. Pour
I’énoncer simplement, introduisons quelques définitions :

Etant donnée une surface de Riemann F, nommons rétrosection de Iespéce I
toute rétrosection qui partage la surface en deux autres dont I'une au moins est
« schlichtartig » et multiplement connexe.

Un domaine D de la surface F sera dit de {'espéce @ s°1l jouit des deux pro-
priétés suivantes :

1° D est simplement connexe ;
2° La frontiére de 1) est formée de sections transverses 1SOLEES t;, en nombre fini
ou en infinité dénombrable.

Représentons conformément D sur I'intérieur d’un cercle C'. D’aprés I'étude
faite ci-dessus, & chaque ¢; correspondent un ou deux arcs ouverts de C'.

Si I’ensemble de ces arcs est du lype maximum, nous dirons que le domaine de
Uespéce B est lui-méme du type mazximum.

Ces définitions posées :

TreoriME. — La condition nécessaire ct suffisante pour qu'une surface de
Riemann soit prolongeable est qu’elle contienne une rétrosection de Uespéce T' ('),
ou bien un domaine de Uespéce @ qui ne soit pas du type maximum.

(') Si une surface I’ posséde une rétrosection de l'espéce T, elle posséde aussi un
élément de frontiére de premiére espéce, au sens de B. de Kerekjarto (a). Considérons une
suite de rétrosections (,, jouissant des propriétés suivantes :

1 G, partage la surface en deux autres F, et F,.
2¢ Les F; forment une suite monotone non croissante et tendant vers zéro, c¢'est-a-dire
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l.a condition est nécessaire. — Nous pouvons supposer que la surface de
Riemann I est un domaine situé sur une autre surface &. 1l existe alors au
moins un point > de & qui est point frontiére de ce domaine. En tant que point
de la surface &, I’ posséde sur cctte surface un voisinage V(P). Soit V/(P)
I'image plane de ce voisinage sur un .cercle; tra¢ons-y un cercle C’ cntou-
rant P’. Il correspond a (' une rétrosection € de la surface & limitant un
domaine simplement connexe U coulenant P. Les points de F contenus dans U

V'(P")

C'

Fig. 3.

forment un nombre fini ou une infinité dénombrahle de domaines de I¥. Soit D
I'un de ces domaines ; sa frontiére appartient & I¥ et est constituée par des points
de €. Or, les points de C situés dans F forment des arcs ouverts de € qui sont
en méme temps des transversales de . La frontiére de D) est donc constituée
par certaines de ces transversales; ce sont des arcs rsolés de la frontiére; nous
les désignons par #;. L.eursimages sur C’ sont des avcs ouverts 2. Le domaine D
a dans U’ une image d, et les ¢ sont des arcs libres de la frontiére de d.

Premier cas. — Si d est multiplement connexe, nous pouvons y tracer une

que F; est contenue dans F,_,, et que, pour / assez grand, tout point de I finit par étre
extérieur a F,.

30 C; ., est située dans F,.

Om dit qu'une telle suite définit wn élément de frontiére. Si, & partir d'un certain rang,
les F; sont « schlichtartig ». on dit que 1'élément est de premiére espéce, sinon il est dit
de deuxiéme espéce.

Comme je I'ai fait remarquer dans une Note aux Comples rendus (b), une surface qui n’a
que des ¢léments de deuxicme espéce admet un modele topologique constitué de deux
disques plans égaux percés de trous circulaires en nombre fini ou non et qui sont accolés
le long des bords des trous. \u contraire, pour obtenir le modeéle topologique d'une sucface
avant des ¢léments de premiére espéce. il faut retirer de I'un des modéles précédents un
ensemble fermé de points.
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rétrosection contenant a son intérieur une portion de o schlichtartig et multi-

plement connexe; c'est 'image d'une rétrosection de I'espéce I' située sur la
surface F.

Deuxiéme cas. — Si au contraire d est simplement connexe, d est I'image
d'un domaine de I'espéce @ sur la surface . Représentons conformément sur d
le cercle unité C d'un plan z au moyen d'une fonction 4= f(5): les arcs o,
correspondent a des arcs o, du cercle C: ces derniers forment un ensemble A.

. z) . \ . N .
LLa fonction J[,((—O—) appartient a la famille @4, et ne peut étre =, puisque d a des
points fronticres intérieurs a (. d est donc un domaine de Uespéce D-qui n’est
pas du type maximum.
La condition est suffisante.

Lewme. — Socent ¥ une surfuce de Ricmann, ¥, un domaine de ¥, v la fronticre
de ¥,. Soient F une autre surface de Riemann, ¥, un domuine de ¥, ~ la_fronticre
de B,. Supposons que ¥, ¢t IV, soient en correspondance conforme, et que, pour
un point P de y et un point P de y, on puisse toujours trouser des voisinages sans
points communs. Il existe alors une surface de Ricmann & qui prolonge ala fois I

et E. Elle est définie comme il suit : ses points seront de trots sortes :

1° Ceux de ¥ —1

2" Ceux de I* — I ;

3¢ Les couples formés d’un point de I¥, et de son image dans I¥,.

Les voisinages seront, pour un point de la premicre owde la troisieme sorte, ceux

de 175 pour un point de la deuxicme sorte, par exemple ceux de IF.

En effet, ces voisinages satisfont évidemment aux deux premiéres conditions
de la définition d'un espace topologique. La troisiéme condition est évidente,
sauf si P est sur y et Q sur y; dans ce dernier cas, elle est vraie par hypothése.

F est donc une surface. e fait que c’est une surface de Riemann résulte
immédiatement de ce que I, et F, sont par hypothise en correspondance
conforme. La surface F constitue alors un prolongement pour I aussi bien que

pour F

Arrivons @ la démonstration du Jatt que la condition est suffisante.

1° Supposons qu'il existe une rétrosection y del'espéce I' . limitant une portion

IHESL R. DI, POSSLL. 3
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« schlichtartig » 17, de la surface I¥. )’aprés le théoréme VI bis, représentons F,
sur un domaine plan I, intérieur 4 un cercle C' en correspondance avec .

Considérons le domaine simplement councxe F constitué par lintéricur
de C'. La frontiére de Iv, sur I est constituée par v. Etant donné un point
de v, son image P’ sur C’, et un cercle z de centre I, il existe un voisi-
nage V(P) tel que I'image de F,.V(P) soit entiérement contenue dans z. Si
donc  est un point frontiére de I¥, considéré comme domaine de IV, il exisle
un voisinage de P> et un voisinage de () sans points commuuns. C'est précisement
le cas du lenune, les notations étant les imémes.

" Supposons qu’il existe sur I¥ un domainc de 'espéce (D qui ne soit pas du
Lype maximum, limité par des sections transverses 7,; appelons-le I7,. Repré-
sentons conformément I, sur le cercle unité C. Les images des ¢, sur C forment
un ensemble A d’intervalles 2, qui n’est pas du type maximum. Il existe une
fonction de la famille ®y qui représente Pintéricur de C sur un domaine I
intérieur & un cercle C'; dont la frontiére comprend des arcs ¢, du cercle €/,
images des 2;, et qui posséde des points frontiéres intérieurs & C'. Le raisonne-
ment s’achéyve comme au 1°, avee les mémes notations, sauf que v est remplacé
par les ¢, et qu'un point P de ¢, peul avoir deux images sur (7',

Remarquons enfin qu’on peut aisément prolonger une surface de Riemann
par une autre ne contenant plus de contour de l'espéce I' ('), mais il semble
plus difficile de la prolonger par une autre dont tous les domaines de I'espéce (0
soient du type maximum.

3. Contenu du Mémoire. — Dans le chapitre préliminaire se trouvent sous
une forme générale les définitions et propriétés de I'intégrale de Stieltjés uti-

(') Pour cela. tracons sur la surface F un systeme de rétrosections disjointes €, la ren-
dant « schlichtartig ». It, appliquant le théoréme V1, représentons conformément F—2X¢C.
sur un domaine du plan contenant le point & I'infini. .\ chaque G, correspondent deux élé-
wents de frontiére de D: soient &, et €,. Le plan se tromve partagé en domaines par ces
éléments de frontiére. Soit D celui de ces domaines qui contient I'image de F--2¢,.

Définissons une surface de Riemann dont les points sont :

1" Ceus du domaine D), avec mémes voisinages (ue pour la « surface » constituée par 1,
20 Ceux des rétrosections G, avec mémes voisinages que sur la surface I, & condition de
remplacer les points de I - &, par leurs images dans D,

La surface ainsi définie prolonge I¥ ou est identique a I et ne posséde plus de contour de
Iespéce I. | J'ai indiqué cette méthode dans une Note aux Comptes rendus t a). Certains
résultats indiques dans cette Note sont fauw. |
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lisées au cours du Mémoire. Je définis d’abord la mesure d'un ensemble de
'axe réel par rapport a une fonction monotone ~(t), et les ensembles mesu-
rables par rapport & cette fonction; en particulier, les ensembles de Borel (11)

sont mesurables par rapport & & quel que soit 7. L'intégrale [f([) di.( 1) est
R

alors définie au moyen de la mesure par rapport a 7 il suffit par exemple
que E soit un ensemble de Borel et /() une fonction de Baire.

I.e Chapitre I contient une étude topologique de la frontiére des domaines
étoilés, ou étoiles. C’est une application de la théorie des houts premiers de la
frontiére d'un domaine | C. Carathéodory (a)|. Ce chapitre n’est pas absolu-
ment indispensable pour la suite.

Aprés un rappel des propriélés connues des fonctions étoilées | R. \evan-
linna, W. Seidel ()], le Chapitre Il contient plusieurs propriétés plus ou
moins nouvelles de ces fonctions. l.a correspondance biunivoque entre fonc-
tions monotones et fonctions étoilées y est établie; aprés vient une formule
fondamentale pour la suite; elle donne le logarithme du module d’une fonction
étoilée f(z) en un point du cercle unité, sous forme d’'un potentiel logarith-
mique dia des masses dont la répartition sur ce cercle est celle de la variation
d’argument de /'(=).

Puis se trouve une curieuse propriété relative a la représentation conforme
de deux étoiles I'une sur I'autre. Dans le cas ou la frontiére de chaque étoile se
réduit a une courbe de Jordan, elle s’énonce ainsi : supposons que les origines
se correspondent, et que la dérivée a I'origine soil égale a un; si ¢ et § sont les
coordonnées polaires d'un point frontiére de 'une des étoiles, ¢’ et ) celles du
point correspondant de 'autre, on a

/log() (IG’:] logs'el9.

(Vest ici qu’est utilisée I'interversion de deux intégrations successives au sens
de Stieltjés.

Au Chapitre 11 se trouve d’abord une définition des ensembles du type
maximum un peu différente de celle que nous avons donnée ci-dessus. On sup-
pose qu’il s’agit uniquement de fonctions étoilées, mais ’ensemble A situé sur
la circonférence unité n’est plus forcément un ensemble d’intervalles. Au Cha-
pitre V, on démontrera l'équivalence des deux définitions, lorsque A est un
ensemble d’intervalles.

I.a famille F comprend les fonctions étoilées pour |z | <1, avec f(0)=o,
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J(0)=1; la famille Fy comprend les fonctions de }* dont I'accroissement
d’argument sur A est 27=. Comme conclusion du dernier théoréme du Cha-
pitre I, la borne supéricure dans le cercle unité du module d'une fonction
de Iy est toujours supérieure & la borne inférieure sur A du module d'une
fonction de F. J'en déduis une condition suffisante pour que A soit du type
maximum : il suftit qu’il existe dans la famille 17y des fonctions dont la borne
supérieure du module soit inférieure & 1 -z, quel que soit le nombre positif =.
On verra au Chapitre VI que pour un ensemble d’intervalles, la condition est
aussi nécessaire.

Au Chapitre IV, grice a la condition précédente, et a la représentation du
logarithme du module par une intégrale de Stieltjé¢s, je trouve une autre con-
dition suffisante pour qu'un ensemble soit du type maximum; cettc condition
porte directement sur la structure de I'ensemble A. Je forme alors un exemple
d’un ensemble d'intervalles qui vérifie cette condition, et dont le complémen-
taire n’est pas de mesure nulle.

Le Chapitre V contient d’abord une solution du probléme de la représenta-
tion conforme des domaines & connexion infinie. n utilisant cette solution, je
montre que lorsque la famille @y déja définie au paragraphe 1 ne contient pas
d’autre fonction ¢toilée que s, elle ne contient que 5. Il en résulte I'équivalence
entre la définition des ensembles du type maximum donnée au Chapitre 111, et
celle da début de I'Introduction. La portée dn résultat du Chapitre 1V se trouve
grandement accrue. Ceci permet de montrer que 'hypothése de . Keebe (&)
sur les « minimale Schlitzbereiche » est fausse [voir (1), p. 6, §1].

Enfin, dans le sixieme Chapitre, je poursuis ’étude des familles I7et Iy dans
le cas d’un ensemble d’intervalles. Je montre en particulier qu'un ensemble A

d’intervalles ¢, tel que la série - converge n'cst pas du Iype maximnm, el

l.oo —
o
que l'ensemble des intervalles ¢, donné par I'extrémale-A a alors un complé-

mentaire de mesure nulle.
CHAPITRE PRELIMINAIRE.
1 INTEGRALE DE STIELTIES.

1. Mesure d’'un ensemble par rapport 4 une fonction monotone. Correspon-
dance biunivoque entre fonctions monotones et fonctions d’ensemble de points
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d'un axe complétement additives. — Soit 2 (¢) une fonction monotone non
décroissante et bornée. Il sera commode de la supposer définic dans un inter-
valle & demi ouvert I : a <t <), et aussi pour la valeur @« — 0. Ceci veut dire
que si 7.(z) n’est pas connue pour des valeurs de ¢ inférieures a «, nous suppo-
serons que la quantité 7.(a — o) est donnée, et satisfait & la condition

La~ 0V<ila).

\ la fonction / = 7(2), on peut faire correspondre un ensemble de points du
plan que I'on appelle son graphe (voir (.. Carathéodory (6), § 157). Sur une
paralléle a I'axe des / d’abscisse ¢ contenue dans [, les points du graphe sont
ceux dont les ordonnées / satisfont a

ME—0)<IL0(L— o).

Considérons un ensemble IX de l'intervalle I. 1l lui correspond un certain
ensemble de points du graphe. Les ordonnées de ces points forment un
ensemble 12 que nous nommerons I'image de E donnée par la fonction 1.(1).

On dit qu'un ensemble E est mesurable-). lorsque son image ¥ est mesurable
au sens ordinaire, et la mesure-h de Uensemble Vo est, par définition, la mesure
ordinaire de son tmage, et s'écrit m, (V) ().

On a en particulier, pour un intervalle a demi ouvert 2 <s/< 3,

nmy(at<<3)=i(p—0)—Liz o)

pour un point,
my(l=ao)=2W(z-1 0)- Lz o)
pour un intervalle ouvert,
my (2 <<t <<3)=W3—0)—1(z+0);

pour 'intervalle fermé correspondant,

my(2SU<G)=1(3+0)—1(z--0).
On voit que la mesure d’un point est nulle, sauf pour les points de disconti-
nuité de A(¢) qui, comme on sait, sont au plus en infinité dénombrable. En
particulier, si %.(¢) est continue, tout point a une mesurc nulle, et la mesure

d'un intervalle est unique, que celui-ci soit ouvert ou fermé.
On démontre que la fonction d’ensemble m,(F) est complétement additive

(*) On peut aussi définir la mesure-). sans s‘appuyer sur la mesure ordinaire, cette
derniére correspondant au cas particulier 7.(#)=1¢. Voir 11. Lesescte (a).
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| voir, pour les démonstrations, H. Lesescue (@) |: de plus, si £ est mesurable-2,
son complémentaire | — I Dest aussi, et si un nombre fini ou une infinité
dénombrable d’ensembles sont mesurables-2, il en est de méme de leur inter-
section (ou cnsemble de leurs points communs). En particulier, tout cnsemble
e Borel (terminologie TI) est mesurable-2, car on peut I'obtenir & partir
('intervalles au moyen des deux opérations précédentes, répétées transfiniment.
Ainsi la famille des ensembles mesurables-7. varie avec la fonction 7.(¢), mais
comprend toujours les cnsembles de Borel (').

On ne nodifie évidemment en rien la mesure-2 si 'on change la valeur
de 7. en ses points de discontinuité sans medifier 7.(¢ — o), ousi I’on ajoute une

a

conslante & 7.(£). Nous dirons que les fonctions 7.(7) ainsi obtenues sont équi-
calentes.

Inversement, donnons-nous a priori une fonction d’ensemble de points de I,
v( 1), complétement additive et jamais négative. Supposons de plus que si v(E)
est définie pour un ensemble I, elle 'est auss: pour son complémentaire | — E,
et que si elle est définie pour des ensembles en nombre fini ou en infinité

dénombrable, elle I'est aussi pour leur produit. Considérons la fonction mono-
tone définie par

Il ==via -l 2t a - oy==rlo)—=o.
On a alors

mytkEy=vi k)

pour tous les ensembles £ pour lesquels m, et v sont simultanément définies.
Toutes les fonctions équicalentes 4 7.(t) conduisent & une mesure identique.

L.a mesurc-7. d'un ensemble 15 s’appelle aussi ’aceroissement de 7.(t) sur
I’ensemble I, et se note alors
Al 700

Soit K, un sous-ensemble de I£; si I'on a
my )y = my(E, ).

on dira (ue tout I"accroissement de 7. sur ’ensemble E est concentré sur E,. On

(') Dans le cas particulier ot 217 est absolument continue, la mesure-7. posséde comme
expression analytique

m",.(E):/ nindi..
o
oi 2 (1) est la presque dérivée de 1.(t), c'est-a-dire est égale a la dérivée de 2.(¢) en tout
point ol cette dérivée existe (ce qui a lieu presque partout). et quelconque ailleurs.
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a alors
my (1 )y =m(E)y -m, (E)==o.

Dans ce cas, si E — I, contient un intervalle ouvert, 7 devra v étre constante,

2. Intégrale de Stieltjés ('). — La théoric de I'intégration par rapport a la
fonction monotone 7.(¢) peut se développer d’une facon tout a fait analogue &
celle de I'intégration ordinaire au sens de Lebesgue, la mesure-7. jouant le
role de la mesure ordinaire.

La fonction réelle & intégrer f(¢) seva supposée délinie en tout point de I'in-
tervalle 1, sa valcur pouvant étre ===, Désignons, comme d’ordinaire, par

M%< /i0]

I'ensemble des points de I ot /'(¢) satisfait & inégalité « < f(¢). 87 cet ensemble
est, quel que sott o, mesurable-1., et st de plus les ensembles

M f(P)= 1 x| et M| f(Pi= =]

sont également mesurables-, nous dirons que f(t) est elle-méme MESURABLE-A.
En particulier, toute fonction de Baire est mesurable-i.. On démontre que
I’ensemble

M| 7L< f(1) <253
est alors mesurable-#. De plus, la somme, le produit de deux fonclions
mesurables-7, la limite d’une suile convergente de fonctions mesurables-2 sont
cncore mesurables-7..

Supposons d’abord que la fonction mesurable-1., [(t), soit finie. Nous allons
définir U'intégrale de Stieltjes de [(t), prise par rapport a la fonction détermi-
nante 7.(t).

Prenons une suite L. de nombres /, croissant avec ¢, et telle que

im /,= 1 = et im ,=—= .
1=+ 1 s

De plus, deux nombres /, conséculifs doivent étre au plus distants de <. Nous
dirons que L est une « échelle de largeur < ». Considérons les ensembles mesu-

rables-A
Hz( L) - MII llsf([) << ]I‘! ,1

(') La théorie s’applique presque sans modification a l'intégration d’une fonction de
I’élément d'un ensemble abstrait I, par rapport a une fonction complétement additive
d’ensemble définie pour des sous-ensembles de E. T'o1r par exemple M. Frecner («).
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dont la somme est égale a4 I; désignons par %, un nombre satisfaisant a la

condition
/i/_ Z (_ l/-V‘J .

<
et formons la série (')

(1) E v E )
i - .

St eette série converge pour une échelle L particuliére, on démontre qu'elle con-
verge pour toutes. Dans ce cas, lorsque & tend vers zéro, sa somme lend vers une
limite unique et finie qui sera, par définition, Uintégrale cherchée; nous dirons
alors que la fonction [(t) est sommable-1. sur 1. Une fonction mesurable-1.
bornée sera donc toujours sommable-1.. Dans le cas contraire, il n'y aura pus
d’intégrale. Toutefous, si la série (1) converge du coté négatif seulement, nous
dirons que Utntégrale est égale & +- x; cela aura lieu en particulier sv f(t) est
bornée (nfeérteurement ; st la série converge du coté positi f seulement, on dira que
Uintégrale est égale a — .

I’intégrale ainsi définie (?) s’écrit

/‘,/'u 1)di(r)
1

ou encore, en désignant par v(¢) la fonction d’ensemble m, (e):

f‘/'(l)r/v(r').
1

Cette définition s’étend aisément au cas ol /(¢) peut prendre des valeurs
infinies. Si les ensembles M| f(¢) ====] ont des mesures-7. nulles, la défi-
nition n’est pas changée. Dans le cas contraire, on dira que f(¢) n'est pas
sommable-v. Toutefois, si M;[/(¢)=-+ =] a une mesure non nulle, si
M,[ f(t) =—<=] a une mesure nulle, et si, de plus, la série (1) converge du
cOté négatif, on dira que I'intégrale est égale & + oc. Dans le cas inverse, on
dira que l'intégrale est égale 4 — =.

Donnons maintenant une légére extension. Soit I2 un ensemble mesurable-)
contenu dans 1. Désignons par 2,(t) lu fonction qui est égale a un pour les pornts

') Pour une fonction bornée, la série se réduit & un nombre fini de termes.
(*) Si I'on modifie la valeur de la fonction f(¢) aux points d'un ensemble de mesure-}.
nulle, elle ne cessera pas d'étre mesurable-}. et son intégrale ne changera pas.
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de E et qui est nulle partout arlleurs. Nous poserons

[rinann= [ oun ieydn
E I
et /(¢) sera dite sommable-7. sur E lorsque o.(¢) /() sera sommable-A sur 1.
Awnst, pour toute fonction [(t) sommable-k sur 1, cette derniére intégrale est
une fonction d’ensemble définie pour les ensembles E mesurables-1.. On démontre
qu’elle est complétement additice.

La plupart des propriétés de I'intégrale de l.ebesgue ont leur analogue pour
Pintégrale de Stieltjés, et se démontrent de méme. Citons la formule de la
IHO.'V(’II"(’.

Soit /(t) une fonction sommable-A sur I contenu dans |. Désignons par
AN f(t) et I f(1)
: L t_E

les bornes supérieure ct inférieure de /(¢) sur 'ensemble E. On a alors

:)lz_/‘(/).nr,(Ilj)gf/u) di (L) < f(1).my(K).
/R E t B

La formule s’applique si f(¢), sans étre sommable-7, a une intégrale égale
a—- e,

Une intégrale de Stieltjés peut se ramener & une intégrale de Lebesgue en
prenant 7. pour variable. Soit =(7%) 'une des fonctions inverses de 7.(¢); on a
I’égalité

JRNT RTT

f(i)d?.([):j STe(3)] dn,

a“{ hoaow

les deux membres pouvant étre infinis.

Cuas d’une fonction @ variation bornée. — On peut remplacer 7#.(¢) par une
fonction w & variation bornée, définie encore dans I et aussi pour a —o.
Décomposons 1. en ses variations positive et négative

‘u.(l):],([)f ().

Si E est un ensemble mesurable-, et mesurable-7.., et /(#) une fonction som-
mable-/., et sommable-2., sur I, on posera

f./'(/)(/y(l):[_/'(/)(/7.,([) -ff(t)(l)z(i).

rHESL R. DL POSSEL, 4
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On peut, dans ce cas, généraliser la formule de la moyenne; on démontre
aisément :

[,/'(/)//{J.(z)gmtf(/).m-,,(li) SRSty (K

R 7L /I E
Les quantités m, (E) et m, (E) sont appelées les variations positice et négative
de (1Y sur Lensemble 1.

Kn particulier, U'intégrale
/}-"l‘u(” = (1) —my (B)

s¢c nommera la mesure-p. de Yensemble IX, ou encore 1'accroissement de .

sur I: on Pécrit aussi
AlE: 1))

3. Interversion de l'ordre des intégrations, pour deux intégrations succes-
sives au sens de Stieltjés. — Iinoncons d’abord, dans le cas particulier quinous
sera utile, un résultat connu relatif & I'interversion de I'ordre des intégrations
pour les intégrales ordinaires de Lebesgue.

Soit ¢(7, 1) une fonction définie dans le rectangle lui-méme défini par
Ay < )< hy ety < < Uy, bornée inférieurement, mais pouvant prendre la
valeur + «. Pour supprimer toute difficulté relative & la mesurabilité, nous
admettrons que ¢ (7., u.) appartient a I’'une des classes de Baire. Dans ces con-
ditions, l'intégrale \

)
f (e ) .
)]

L

a une valeur déterminée finie ou égale & - o, et elle est une fonction de u. qui
appartient encore a une classe de Baire. [ Pour le voir, il suffit de considérer
o(%, ) comme limite d'une suite de fonctions de classes inférieures, et appli-
quer le théoréme sur la limite d’une suite d'intégrales. | Cette fonction de u. est
donc mesurable et bornée inférieurement, et par conséquent, l'expression

A .7
/ [/ “it. ;J.)(/?.] du
u. v

L
h

aura toujours une valeur déterminée, finie ou égale @ +oc; il en sera de méme de

Uexpression
Ty e
/‘ {/ Y( . .u‘\(/,u] 1.
, u.

1 1
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De plus, ces deux expressions sont toujours égales. En effet, on sait que si I'une
d’elles a une valeur finie, I'autre a aussi une valeur finie qui lui est égale [vour
C. Carathéodory (&) théoréme 1, §548 et théoréme 7, §553]. Par conséquent,
si I'une d’elles est égale & 4 oo, 'autre sera aussi égale & + .

Revenons aux intégrales de Stieltjés; soient A(t) et u.(9) deuzx fonctions
monotones non décroissuntes et bornées définies dans Uintervalle 1 :a<t < b, et
ausst pour « — o. Désignons par t(1.) et 0( ) deux fonctions incerses de ) (t) et
de u.(9). Soit f(¢, §) une fonction définie lorsque t et O sont dans 1, bornée infe-
rieurement, mars pousant prendre la valeur -+, et de plus, appartenant a Uune
des classes de Buire.

Dans ces conditions, l'intégrale ff(i, 0)di.(t) a une valeur déterminée

1

finie ou égale & + . Clette valeur est une fonction de f qui, pour la méme
raison que ci-dessus, appartient a une classe de Baire. Elle est donc mesu-
rable-1. et bornée inférieurement, et I’expression

[[[f“a 9)(17.(1)](/;1(0)
Jb

a elle-méme une valeur déterminée, finie ou égale i + «. Il en est de méme de

P'expression
f[/./u, B)zl‘qud)u).
1 1

Or, en remplacant les intégrations au sens de Stieltjés par des inlégrations au
sens de Lebesgue, on voit que ces deux expressions sont respectivement égales &

Y h—u T how
/ I:f f“(‘/.).’/(‘u.)]d)] du.
Yo~ 7

}ot—t

Fibh—n [T -
f [f mraAns
7 u--n Yo -

qui, d’aprés le résultat rappelé ci-dessus, sont toujours égales. On a donc
toujours (*):

| f[f‘/‘u, 9)([1”)](1;1.(9)_—_/v[/?f(f, On/p.(m]d}.m.\
138 I Y1 LY

{') Cette formule est donnée par R. Caccrorronr, Rendiconti di Palermo. t. 52, 1928,
p. 19.

el
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4. Intégration par parties.  Sowent 1.(1) ct 1u.(t) deux fonctions monotones
bornées et non décroissantes, définies dans Uintercalle 1: (a <t < b)), ainsi que
pour « — o. Dans ces conditions, nous allons démontrer la formule suivante :

(1) f?.(l—kn)(/‘u.(f)% fy.(i~-u)z/"/.(l):/‘(/[7.(1).9(/)’].
1

U v
Le second membre peut aussi s’éerire my; , (I), ou encore

b -o).u(h —o0)-=ha—0o).p(a—o).

Cherchons une valeur approchée de la premiére intégrale de (1). Posons

() Mo -—0)= et (b —~0)=DB.

La fonction % (¢ o) ne prend dans I aucune valeur en dehors de (A, B). Nous
obtiendrons donc cetle valeur approchée au moyen d’une échelle de largeur ¢
telle que
A=l <lL,<....<;=RB.

L’intégrale est la limite, povr = tendant vers zéro, de la somme

Ao
(3) PRAS (ASIVENC RS AN

1=
Voyons de quoi se compose I'cnsemble M|/, <7.(z+ 0) </, ]. Quelques pré-
cautions sont nécessaires. (lonsidérons celle des fonctions inversesde % () qui
est toujours égale & sa limite & gauche, et désignons-la par < (/) [vorr C. Cara-
théodory (4), § 157-161]. Vlle est définie dans lintervalle I qui peut étre,
sulvant les cas,

\</<<B ou bien A</7B.

On a 9(A) =gy, ct,dansle denxiéme cas seulement, ¢(B)=,. Dans le premier
cas, @ n’est pas définie pour B, mais il sera commode de poser aussi g(B)=16.
Si / satisfait a la condition A </ < B, I'ensemble

M| /_/27.(\1 - n)l
se compose (loc. cit.) de I'intervalle & demi ouvert
(1) vzt <h.

L’ensemble M| 7(z+ o)< ] sera alors le complémentaire du précédent par
rapport a I; c'est-a-dire qu’il sera défini par

(5) a ().
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On conclutde (4) et (3) que pour tous les intervalles (Z, /,_,) sauf pour le dernier,
Pensemble M(/,<%(t) < [.,,) est identique & 'intervalle

(0) ()2t (l0).
Pour le dernier intervalle (/,_,, B), cet ensemble est identique a

Yl ) 1< b

Comme nous avons pos¢, dans tous les cas, (B)=1,, la formule (6) est géné-
rale. La mesure-u. de l'intercalle (6) est done, quel que soit 1:
. AU'[?(/IH)_'“]"Hp'l(r"({')_”Jr

et la somme (3) s’¢écrit

A=}

Niplethog ol--pletly - oll.

=l

Considérons maintenant la deuxicme intégrale du premier membre de (1).

On peut I'écrire sous la forme d'une intégrale de Lebesgue :

B
[{J(/—())Il}([):f wlw(l) —o|dl.
Jy A
Or, p.[9(!) — o est une fonction de  qui est intégrable au sens de Riemann, et
sonintégrale estla limite, pour ¢ tendant vers zéro, de la somme
hA—1

Z{J.[?(/, y—ol (= 1).

=1

l.e premier membre de (1) est donc la limite de
A—1
M plo ) —o] -plo(l) —oll / —o |l —1
laplsti) —ol -plelh) —oly  ple(ln) -ol(la,—1)
=1
A=1

=Dl plp(le) = 01— Lpl 9 () — o)=Ll 9 (1) — o] —Lp2(4) — o]

=1

=Bpla(B) —o]—=\plo(\)—o],

ou, d’apreés (2):
’ b —o0)p(b—o0)—1(—o0)p(a— o),

ce qui est précisément le second membre de (1). La formule (1) est démontrée ().

(") Cette formule se généralise aisément : soient 7. et @ deux fonctions & variation bornée,
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CHAPITRE .

TOPOLOGIE DES KETOILES.

1. Définition d'une étoile. — On appelle domaine étoilé ou étoile par rapport
a l'origine O un domaine (lerminologie IV) du plan de la variable complexe
tel que tout segment joignant l'origine & un point du domaine y est contenu en
entier.

Iicartant le cas ot le domaine est le plan tout entier, v compris le point a
I'infini, une étoile est toujours simplement connexe.

Sur toute demi-droite d’argument 7 issue de I'origine, les points M apparte-
nant au domaine sont définis par une inégalité :

ONL -2 o0 7.

I.a fonction ¢(7.) finie ou non définit complétement I'étoile.

Réciproquement, étant donnée une fonction ¢(2) de période 2%, ct ayant
une borne inférieure positive, considérons I'ensemble & des points dont les
coordonnées polaires r, § vérifient I'inégalité

r<no(f).

Tout segment joignant 'origine & nn point de cet ensemble y est contenu en
entier; mais & n'est pas toujours un domaine.

Pour que ce soit un domaine, il faut et ([ suffit que o(1.) soit semi-continue
infeérieurement (*).

En effet, si & est un domaine, et M un de ses points d'argument 7.,, on peut
trouver un cercle ¢, de centre M et de rayon v, qui soit intérieur a4 &. Dans ces

1(2) une fonction sommable par rapport a deux des trois fonctions %.(2), p.(1), 1(¢)p.(£),
sur un ensemble E lui-m¢éme mesurable par rapport & deux de ces trois fonctions; on a
alors la formule :

/"/'u)‘/.(/ﬁ-o)dy.u) —r—ff(/)"J.(/~~-())([7.(\[):;/,[(t_)d[)d/)"J.(/)].
B K R ¥

(") Une fonction semi-continue infériecurement est une fonction toujours égale i sa limite
inférieure. Soit g la borne inférieure d'une fonction f(.r') dans un intervalle ouvert 1 con-
tenant @, ; la borne supérieure des nombres g ainsi obtenus est appelée limite inférieure
de f(x) pour la valeur &, de la variable.
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conditions, on a, pour /. assez voisin de A,, (%) > OM. La différence entre OM
et (%, ) pouvant étre rendue inférieure a tout nombre positif ¢, on en déduit

(I: ') P(;)>P(7o)—€,

d’ot 'on conclut la semi-continuité inférieure de (%) au point 7,.
Inversement, si ¢(7.) est semi-continue inférieurement pour 7,, on peut, quel
plAy)

que soit ¢, déterminer un nombre « tel que, si 7 — 7, < «, on ait I'inégalité
(I, 1). On en déduit que le domaine défini par les inégalités

Ty— 25 < by 2,

est, quel que soit &, intérieur & 'ensemble &. Par conséquent, tout point dont
les coordonnées satisfont a

est centre d'un cercle contenu dans &.

2. Etude de la frontiére d'une étoile. Recherche des bouts premiers (') dont
elle se compose. -— Recherchons les points frontiéres d'une étoile E qui sont
situés sur une demi-droite D(7,) issue de 'origine et d’argument %,. Nous dis-
tinguerons deux cas.

Premier cas. — Supposons d’abord que pour la valeur 7., considérée. la fonc-

(') Pour toutes les définitions relatives a la frontiére d'un domaine, voir C. CARATHEO-
DORY (a).
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tion semi-continue inférieurement définie ci-dessus satisfasse a la condition

(1, 2) o(ty)= lim o(2)= Tim o(2) ().

=", -0 Tahot 0

On sait qu’il en esl ainsi pour toute valeur de 7 sauf pour des valeurs cxception-

D)

|
i
|
1
i
!
)
|
i
|
t

rig. 5.

nelles, qui sont au plus en infinité dénombrable (voir §3 de ce chapitre). Dans
ce cas nous aurons le théoréme suivant :

Les potnts frontiéres de Vo situés surD (1.o) forment un segment allant du point P,
situé a la distance ¢ (ko) de Loregine, au point P, situé a la distance lim g (1) de
l'origine. Ce segmentn’est autre que le bout premier B dont P est point ;zc:cAc‘:.s‘.s'[l)le(‘*' )
parle chemin OP . De plus, aucun point de B n’appartient @ un autre bout pre-
mier de B, sauf peut-étre le point a l'infini.

Remarquons d’abord que d’apreés la définition des points I, et P, tous les
points de D(%,) hors du segment P, 1> sont poinls intérieurs a E ou bien points
extérieurs, et ne peuvent étre points fronticres.

Formons une chaine de transversales ¢; relative au bout premier B. Pour
cela, déterminons, d'apres (I, 2), une suite croissante 7, et une suite décrois-
sante 7.; tendant toutes deux vers 7., et telles qque:

limp(7,)==limp(7;)=0(2,).
1=»n i==»

(") L'expression lim o(7) signifie: limite inférieure de la fonction (1) pour la
)\:7\0—0

valeur }, ,quand on fait abstraction des valeurs de p pour 1. 1,.
(*) Voir (1), p. 31.
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Soit maintenant une suite croissante de nombres g;, telle que 1'on ait
e (7).

pour toute valeur de X satisfaisant a

2R,
et de plus, telle que
limp, =0 (2,)-

On peut prendre, par exemple,

o= O [p(A)]— (X—D1).

PRSTSN

Prenons pour ¢; la transversale composée de 1'arc

et des deux intervalles :

pi<l'<{)(7~i), pt<’<P();>a
H=2n, 0==2

Les g tendent vers P et coupent toutes le chemin d’accés OP,; doncla chaine ¢;
définit bien B.
Les domaines d;, séparés par les ¢; et ne contenanl pas l'origine, sont définis
par les inégalités
(1 3) <0< 1
pe<<r < p(9).

Le bout premier B n’est autre que 'ensemble des points communs a tous les d;.
La premiére de ces inégalités montre que cet ensemble est sur la droite D(%,),
et la deuxiéme, qu'il se compose du segment P, P, le point P pouvant d’ailleurs
étre a I'infini.

Il nous reste & montrer qu'un point P du bout premier B & distance finie ne
peut appartenir a un autre bout premier I3'. Supposons qu'il en soit ainsi et
que B’ soit défini par une chaine de domaines d;. Désignons par V,(P) I'en-
semble des points de E qui sont dans un cercle de centre P et de rayon /. Il
résulte des propriétés des bouts premiers que V,(P)doit avoir des points dans d;
et dans d, et que, si ¢ est assez grand, d; ct d, sont sans points communs.
D’autre part, les inégalités (I, 3) montrent que, si/ est assez petit, V,(P) est
contenu dans d;; il y a impossibilité.

Dans le cas ou ¢ (%,) est infini, nous avons bien un bout premier réduit au

TUESE R. DE POSSLL. °
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point a 'infini et alteint par la demi-droite D(%,), mais nous ne savons pas,
pour le moment, si cc méme bout premier n’est pas aussi atteint par d’autres
demi-droites D(2.).

Deuxiéme-cas. — Supposons que la condition (1, 2) ne soit plus réalisée; le
résultat sera moins simple. Admettons que I'on ait, par exemple :

(L 4) o(2) << lim p(2)Z Lim o(7).

h=ho—0 A=2y+0

Soient P,, P,, P,, P, P, les pointsde D(X,) tels que

OP,=p(,), OP,= lim p(2), OP,= lim p(2),

3

= -
OoP, = lim o(2). OP,="Tim p(2).
T=E a=a, 1o
Tout d’abord, comme dans le premier cas, on voit que les seuls points fron-
tiéres situés sur D(%,) sont sur P, P, ou sur P, P’,.
Prenons un point P de l'intervalle P, Py, et considérons le demi-cercle de
centrc P et de rayon /, dont les points ont un argument inférieur a %,. Si / est

Iig. 6.

assez pelit, ce demi-cercle sera intérieur & E, d’aprés la définition du point P,
(démonstration analogue & la fin du paragraphe 1). On en conclut que P, est
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un arc libre (') de la frontiére de B, dont le bord situé du coté des n inférieurs
a h, appartient a Uétoile L.

Le point P, est donc un point accessible par le bord de P P,. Etudions le
bout premier B correspondant. On peut d’aprés (1, 4) trouver une suite crois-
sante 7, tendant vers 1, et telle que

limp(2,) = OP,.
1=~
Déterminons, comme dans le premier cas, une suite de transversales ¢, tendant

vers P, et composées de I'arc
r=p,
2 <0<k
et de I'intervalle
0, <1 << p(h).
H=1.

Elles coupent toutes le chemin d’accés du bout premier B, et définissent bien I3.
les domaines d,, séparés par les ¢, et ne contenant pas 1'origine, sont définis par
les inégalités:

1< H < hy,

p<r<p(9),

ce qui monlre que B, ensemble des poinls communs a tous les «/,, se compose
dusegment P, P,.

De méme, P P sera un arc libre de la frontiére de I, dont le bord situé du
cOté des 7 supérieurs a A, appartient a E; le point P, réunit ces deux arcs
libres pour n’en former qu'un : P, I’ 1. Le point I, est point accessible d'un

bout premier B’ formé du segment I’ P’,.
Dans le cas ou le point ’, par exemple est confondu avec P, le seul arc libre

est P, P, et P, est point accessible d’un bout premier P, P,, pour lequel la
définition ci-dessus des transversales ¢, doit étre légérement modifiée : on doit
leur ajouter un demi-cercle de centre P, ( /ig. 7).

Tout point frontiére de D(,) appartient donc a un ou deux des bouts pre-
miers en nombre infini que I'on vient de trouver. Montrons que si P est un de
ces points situé a distance finie, et appartenant au bout premier B, défini par
la chaine de domaines @, (ou & B, et a BB, définis par les chaines d," et &;*), il
ne peut apppartenir a un autre bout premier B, défini par une chaine 4,”. Ceci

(") boir ('), p. 31.
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résultedufait que, si/ est assez petit, V,(1”) est, d’aprés ce qui précéde, contenu
dans d, (oudans d,' +d;*); V,(P) aurait aussi des points dans d,”, et, sizétait
assez grand, d, et d,' (oud,',d* etd,’ ) seraient sans points communs; il v a
impossibilité.

En résumé, pour toute valeur 1., telle que ¢ (1., soil fini, nous avons un bout pre-
micr, out bien un arc bibre fronticre dont les extrémités sont points accessibles de

Fig. 7.

deux bouts premiers (ce dernier cas ne peut d’ailleurs se présenter que pour
P'infinité dénombrable des valeurs exceptionnelles de 1.). La fronti¢re de E ne
pouvant avoir qu'une infinité dénombrable d’arcs libres, nous retrouvons ainsi
ce résultat : les valeurs exceptionnelles sont au plus en infinité dénombrable.

Toute demi-droite D(7,) telle que ¢ (#,) =2 constitue, d’aprés ce qui pré-
céde, un chemin d’accés pour un bout premier réduit au point a I'infini. L’étude
de ces bouts premiers repose sur la remarque suivante. Soient denx valeurs 4,
et 7., telles que ¢(A,) = ¢(%.) = . Les houts premiers correspondants ne sont
identiques que si I'un des deux angles formés par les deux chemins d’accées D (2,)
et D(%,) ne contient aucun point frontiére, ¢’est-a-dire si, pour toute valeur de 7
comprise dans cet angle, on a ¢ (%) = =. Inversement, si pour toute valeur de %
telle que 2, £2.<7.,, on a 3(2) ==, les deux bouls premiers réduits au point a
l'infini qui sont atteints par les demi-droites D(7,) et D(%,) sont identiques.

Cousidérons alors les intervalles (7., 7,) dans lesquels on a ¢ (%) =-cc. lls
sont au plus en infinité dénombrable et nous les nommerons intervalles excep-
tionnels; ils peuvent étre, selon le cas, ouverts, demi-ouverts, ou fermés. A
chacun d’eux correspond un bout premier distinct.
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Dans le cas de I'intervalle ouvert (2., 2), on a

p(M)<< lim p(h)=ox,
A=W -+0

donc la valeur 7 est exceptionnelle; il en est de méme de 7.”. Le bout premier
défini par les chemins d’accés D (%) pour 7' <2 <7." est extrémité des arcs
libres qui correspondent &4 2’ et 7 et qui sont situés du coté de I'intérieur de
I'intervalle (%', 2"). Pour un intervalle demi-ouvert, une conclusion analogue
subsiste pour 'extrémité ouverte.

Au contraire, si une valeur 2, telle que ¢(%,) =2, n’appartient pas & I'un
de ces intervalles exceptionnels, il lul correspond un bout premier distinct,
réduit au point a I'infini.

Définition de I'argument et du module d'un bout premier d’'une étoile. — Si le
bout premier n’est pas confondu avec le point & I'infini, son argument sera I'ar-
gument commun a tous ses points a distance finie. S'il est confondu avec le
point a l'infini, ce sera I'argument de I'une quelconque des demi-droites issues
de I'origine et qui constituent pour lui des chemins d’acces.

Enfin nous nommerons module d’un bout premier la distance de son point
accessible a I'origine.

3. Illustrons I'étude précédente de deux exemples. —- Pour cela, construisons
une fonction p(«) semi-continue supérieurement, définie pour — 1 <z <1,
et qui vérifie les conditions suivantes ('):

Lo o<h(a)<:
2 p(w)= Im p(s)= Im p(r) .
U r=ag+0 quel que soit z,
30 lim p(x)= lim p(r)=o s compris dans l'intervalle (— 1, +1);

r=ry—0 =0
1* 11 n'y a aucun intervalle dans lequel la fonction soit nulle:

30 lim p(x)= lim p(xr)=o0.
=1 p=—1
Pour cela, désignons par «, une suite de nombres qui vérifient la condi-
tion o < a,<1, et qui forment un ensemble partout dense dans I'intervalle (o, 1).

Soit E I'ensemble des nombres de l'intervalle (—1, 4 1) qui sont de la

(*) On arriverait au méme résultat au moyen de I'exemple de C. CARATREODORY (a),
p. 366.
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P

forme £, ot p cst un entier positif ou négatif. Définissons d’abord ¢(x) sur

I ensemble E. Posons z (o)=1,¢ (i é) = a,. Supposons ¢(x) définie pour les

valeurs de z de la forme £, et définissons ¢ () pour les valeursi ~ (g impair).

It—*

p—t—l

Ceseral’opération O,. Le nombre est compris entre des nombres J— et

o= 1

Soit A le plus grand des deux nombres

L P+t
P(;ﬁ.—l et ol S )

Posons ¢ < q > égal uu plus petit des deux nombres A et a,. Une propriété remar-

quable de cette construction est la suivante. Soient deux nombres £ p tp+I

et 6 une valeur appartenant a E et comprise entre ces deux nombres: l operatlon

qui définit ¢(0) a un indice supérieur a o, et par conséquent ¢ () ne peut dé-
~+ 1)

ii) etg (2

2 2%

passer le plus grand des deux nombres ¢

Soit maintenant < une valeur de ¢ située dans I'intervalle (— 1, 4 1), mais
n’appartenant pas a E. Nous allons montrer que les limites supérieures 4 droite
et a gauche de la fonction £(¢) définie sur I'ensemble E sont égales. Supposons

M

_p_ P+
g

...
~N
S

\

o

en effet qu’au point ~la limite supérieure a gauche soit M, et la limite supérieure
A droite L << M. Pour toute valeur de n, le point < est compris entre deux

. ) . .
pOlntS '),l‘ etp P ; par Consequent, sl n est SupeI‘leuI‘ a un certain nombre N,
on aura
. Pt A
(173) P( Y} ><L+;.

n, étant un indice supérieur a N et tel que L 4 ¢ <a, <M, on aura

(1, 6) 9(21)+l>:a,,0.

ol
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Deux cas sont possibles :

2p -1
27L

1° Sit< » (I, 5) est en contradiction avec (I, 6);

L2p 1 . ' .
20 Si2# "1 <~ on aura pour tout point de la forme r compris entre
on ) b on!
ip L '} I
p -+ ot P+

n)‘/! 2]1—1

>
'

I'inégalité ¢ <f—n> <a,,, et la limite supérieure & gauche ne pourra étre \l.

Ainsi les limites a droite et a gauche de ¢ (¢) au point < sont égales. Nous don-
nerons a (<) cette valeur commune. La fonclion ainsi définie vérifie donc la
condition 2° en tout point n'appartenant pas & E. On démontrerait de méme
(que 2° est encore vérifiée aux points de E.

La condition 3° se démontre aisément. Soit = un point quelconque de 1'in-
pr

2

tervalle (— 1, 4+ 1) : pour n assez grand, il existe un nombre de la forme

aussi voisin de <~ qu’on le veut. Il suffit de prendre un indice n tel que a, <s,

)
p<£—n>§ a,<e.

Le 4° est évident, car, dans lout intervalle, il existe des points de la forme

et l'ona

p

o
ou la fonction ¢ n’est pas nulle.

“nfin, la condition 5° résulte du fait qu’entre 2—"3-7—1 et 1, la fonction ¢(?) ne
peut dépasser a,.

L’ensemble des points dont les coordonnées polaires r, O satis font a U'inégalité

o(5)
r<i— —-o| —
2"\

est, d’aprés 2° et 5°, une étotle E,. D’apres 3°, toute demi-droite issue de 'origine
porte un bout premier de la frontiére de i, dont 'extrémité est sur la circonfé-
rence unité. Les demi-droites pour lesquelles ce bout premier ne se réduit pas
aun point sont, d’aprés 4°, denses dans toutes les directions.

L. . . , . 1
Désignons maintenant par g, () la fonction égale & ¢(z) — - lorsque ¢ ()
est supérieure a gs et nulle partout ailleurs. , () est nulle dans des intervalles

t
"<‘“f’*(&>

denses partout. L'inégalité
P g
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définit une étoile E, dont tous les bouts premiers ont un point sur la circonfé-
rence unité C; mais 1’étoile touche C suivant des intervalles partout denses.

/4. Etude de la représentation biunivoque et continue d'une étoile sur un
cercle, faisant correspondre aux bouts premiers de 1’étoile des points du cercle.
— Précisons d’abord les résultats topologiques que nous admettrons :

a. la notion de sens d’orientation sur une courbe de Jordan fermée;

b. la notion de transformation biunivoque et continue d'un domaine simple-
ment connexe sur 'intéricur d’un cercle, qui conserve le sens d’orientation;

c. soit un point O intérieur a un cercle C et trois lignes de Jordan /,, /|, (|
intérieures a G, issues de (), ne se coupant pas, ct aboutissant en des points M,,
M,, M, de C; soit maintenant une courbe de Jordan fermée intérieure a C,

Fig. 9.

entourant’(), et ne coupant chacune des trois lignes ci-dessus qu'en un point.
Soient @, @, @, les points d’intersection de 7, /|, {, avec I". Si I'on décrit IV
en partant de «, et C en partant de \,, tous deux dans le sens positif, les
points ¢ et a, sont rencontrés dans le méme ordre que M, et M.,.

Nous obtenons alors la propriété suivante :

TrEOREME. — Soit une correspondance biunivoque, continue et consercant le
sens d’ortentation entre un domaine D et Uintérieur d’un cercle C, et faisant cor-
respondre aux pornts de C les bouts premiers de D (), (2) (comme c’est le cas pour

(*) On entend par la qu'a toute suite de points tendant vers un bout premier correspond
une suite tendant vers le point correspondant de la circonférence.

(*) Pour I'établissement d'une telle correspondance sans faire appel & la représentation
conforme, voir B. de Kerekjarto (a).
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une représentation conforme). Prenons un cercle I' de centre O et intérieur a D.
Désignons par B, le bout premier qui correspond au point d’argument t sur le
cercle G. Chotsissons une valeur particuliére de t, telle que B, ait un pornt acces-
stble pour un chemin d’acees [, coupant 1" en a,. Prenons deux autres valeurs de t
satcs fuaisant a
LS <<ty,<<ly+2m,

et correspondant & deux bouts premiers B, et B, accessibles par des chemins 1, et 1,
ssus de O et coupant T en a, et a,. Dans ces conditions, st Uon décrit le cercle T
en partant de a, dans le sens posttif, le point a, est rencontré avant a,.

En effet, puisque la transformation conserve le sens d’orientation, si I" est
décrit dans le sens positif, son image I” est décrite dans le m¢éme sens; le théo-
réme est alors une conséquence immeédiate de c.

Les bouts premiers d’une étoile E étant tous accessibles, ce résultat va nous
permettre de déterminer dans quel ordre 1ils sont rencontrés lorsque le point
correspondant décrit la circonférence C.

Choisissons pour B, un bout premier situé sur une demi-droite non excep-
tionnelle D(7,), et donnons a 7. des valeurs satisfaisant &

(I,3) A< A< hg+ 2T

Tous les bouts premiers autres que B, ont un argument différent de %,. Soient

D(AZ) D)

D

0

Fig. 10,

deux houts premiers B, et B, d’arguments différents A(z,) et A(2,) véri-
fiant (I, 5), et tels que ¢, < ¢,. Etant donné un cercle I' de centre origine et
intérieur a 'étoile, on peut trouver, d’aprés le paragraphe 2, pour B, et B, , des

THISE R DL PUSSEL. 6
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chemins d’accés qui ne se coupent pas entre eax, qui ne coupent pas D(%,), et
qui soient confondus avec D (2,) et D(%.,) depuis I'origine jusqu’au dela de la
rencontre avec I'. On déduit alors du théoréme précédent :

L)Y <L),

On en conclut que la fonction ).(t) est monotone croissante.

Considérons maintenant les bouts premiers situés sur une méme demi-droite
exceptionnelle D(A). Prenons-les dans 1'ordre suivant (mémes notations qu’au
paragraphe 2) :

1° le bout premier B de point accessible P ;

2° les points de l'arc libre P, P P’ dans I'ordre ol ils sont rencontrés en
décrivant cet arc;

3 le bout premier B’ de point accessible P|. On peut trouver aisément pour
deux d’entre eux des chemins d’acces ne se coupant pas, ne coupant pas D (%,),
et qui coupent I' en des points qui se succédent dans le méme ordre.

Par conséquent il existe un segment ¢,<2<¢, du cercle C tel que lorsqu'un
point décrit ce segment dans le sens positif, le bout premier B, parcourt I'en-
semble des bouts premiers d’argument % dans P'ordre décrit ci-dessus. X(¢) est
constante dans cet intervalle, et présente ainsi un palier pour chaque demi-
droite exceptionnelle.

nfin 7.(¢) est discontinue et saute de %; & A] pour les valeurs de ¢ correspon-
dant aux bouts premiers réduits au point a I'infini qui sont accessibles par les
demi-droites D(7.) de I'intervalle exceptionnel (%, %.7).

Si Von désigne par J(¢) le module du bout premier B,, on peut voir, en
examinant les différents cas possibles, que J(¢) est, non plus seulement semi-
continue inférieurement comme £ (%), mais toujours égale & ses limites infé-
rieures a droite et a gauche. . :

Dans I'intervalle (¢,, 2,) du cercle C qui correspond aux bouts premiers d'une
demi-droite exceptionnelle, J(z) commence par décroitre lorsque ¢ varie de ¢,
jusqu’a une certaine valeurt, puis croit lorsque ¢ varie de # a 2,. ¢ peut d’ailleurs
étre confondu avec ¢, ou ¢,.

IFaisons encore une remarque qui sera utilisée plus loin : st tout ’accrorsse-
ment de A(t) est concentré sur un ensemble A, la borne supéricure de J(t) sur le
cercle C est égale a lu borne supérieure de J(t) sur Uensemble A.

Il faut montrer qu’étant donné un point 7, quelconque, on peut trouver un
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point ¢ de A tel que

Jeny>J(t)—=
et cela quel que soit ¢ positif. Si ¢, est point limite de '’ensemble A, cela résulte
immédiatement de la semi-continuité inférieure de J (7).

Si, au contraire, il n’y a pas au voisinage de 7, de points de A, c’est que la
variation de 7.(¢) est nulle dans ce voisinage, et 7.(¢) est constante dans tout un
intervalle 7, ¢, contenant ¢,. Cet intervalle correspond aux bouts premiers d'une
demi-droite exceptionnelle. L'un des deux nombres J(z,) et J(¢.) est alors au
moins égal & J(¢,); c'est par exemple J(¢,), et il y a, au voisinage de z,, des

points de A tels que
Jiny>J(t)) —=.

3. Les fonctions semi-continues inférieurement. — Soit f(x) une fonction
semi-continue inférieurement, définie pour toute valeur de z, et pouvant
prendre la valeur infinie. Soit i sa borne supérieure.

1° L’ensemble M| /() > a] ('), s’iln’est pas vide, est ouvert; en effet si 'on
a /(x,)>a, on a aussi /(x) >=x pour x compris dans un certain voisinage
de &,. On en conclut que I'ensemble M[ f(2)= m] est le produit dec 'infinité
dénombrable des ensembles ouverts emboités M| f(x)> «,| pour une suite
croissante de nombres «, tendant vers /n. Nous dirons qu’un tel ensemble est
de la catégorie A. De plus, cet ensemble ne peut étre vide.

2° 51, en outre, la fonction f{x) est en chaque point égale a ses limites infé-
rieures a droite et a gauche (*), on voit que lorsque I’ensemble M| f(x) =M]
contient un intervalle «3, il contient aussi ses extrémités, car on a alors
J(a)=f(3)=m. Nous dirons dans ce dernier cas que ’ensemble est de la
catégorie A'.

3° Inversement, sil’'on se donne un ensemble quelconque E dela catégorie A,
on peul former une fonction f(x), semi-continue inférieurement, et pour
laquelle I’ensemble M| f(x)= n¢] soit confondu avec IE.

En effet, nous pouvons supposer que E esl le produit d’une suite d’ensembles
ouverts E,, telle que E,., C E, (E, étant confondu avec I’axe des x tout entier).

(') Lire : I’ensemble des valeurs de .« pour lesquelles f(x)> a.

(®) Ceci a lieu, dans le cas d'une tonction semi-conlinue inférieurement, pour toute
valeur de z, sauf au plus pour une infinité dénombrable, que nous appellerons valeurs
exceptionnelles.
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Prenons unec suite croissante «; tendant vers un, ct définissons une fonction /()
de la facon suivante :

1° En tout poinl qui appartient & tous les E,, donc & £, nous posons
Jrri=r:

2° En tout point qui n’appartient qu'a un nombre fini d’E,, 4 savoir I,,

E,, ..., E,, nous posons
Slry==,.

La semi-continuité est immédiate, et 'ensemble M| f(@)=1] est bien
égal a E.

Si I'on supposait ¢n outre (que I’ensemble E fut de la catégorie A’, on pour-
rait former, par un procédé analogue, mais plus compliqué, une fonction
toujours égale a ses limites inférieures i droile et & gauche, et dont I'ensemble
M| /(&)= M] serait précisément E.

6. Etude des bouts premiers d'une étoile dont le module est maximum. —
Désignons par K la circonférence de centre origine et de plus petit rayon con-
tenant une étoile E; et par R ce rayon (qui peut étre infini) et que nous nom-
merons rayon de [’'ctoile.

Nous allons étudier Ucnsemble & des bouts premiers de ¥ qui ont pourmodule R.

Leur point accessible est sur K, et comme il ne peut y avoir de point fron-
) p
titre de E a D'extérieur de K, ces bouls premiers se réduisent chacun & un
point de K. Nous allons montrer que image &' de & sur le cercle C est un
ensemble de la catégorie A’ (voir paragraphe précédent). En effet) en désignant
par J(¢) la fonction toujours égale i ses limites inférieures & droite et a gauche
du paragraphe 4, on a : ~
S =MJ[I(t)=R],
R étant le maximum de J(#), et il résulte du paragraphe 8§ que &' appartient &
) I
la catégorie A'.
On peut montrer que, dans le cas ott R est fini, ’ensemble & lui-méme constitue,
sur le cercle K, un ensemble de points de la méme catégorie A'.

En effet, & se compose de ’ensemble e, des points frontiéres de E qui sont
sur K et qui sont accessibles par des rayons, augmenté de points P; au plus
en infinité dénombrable, situés sur des droites exceptionnelles.
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[.’ensemble des arguments des points de ¢, n'est autre que I'ensemble des
valeurs de % pour lesquelles la fonction ¢ () qui définit 'étoile (vorr § 1)
atteint son maximum R. ¢(7) étant semi-continue inférieurement, ¢, appartient
a la catégorie A, et I'ensemble & obtenu en lui ajoutant un ensemble dénom-
brable appartient encore & la catégorie A. De plus, on voit aisément d'aprés
P'étude faite au paragraphe 2, que si un intervalle appartient i ’ensemble &,
ses extrémités lui appartiennent aussi; donc & est de la catégorie A'.

L’ensemble ¢, est méme le plus général de la catégorie A. Lin effet, étant
donn¢ un ensemble ¢, quelconque de cette catégorie, on peut trouver, d’aprés
le paragraphe 8, une fonction ¢(7) semi-continue inférieurement, de maxi-
mum un, de période 2%, et de borne inférieure positive. Elle définit une étoile,
pour laquelle I'ensemble M| ¢(7)=1] est identique a ¢,

On verrait de méme que I'ensemble & est le plus général de la catégorie A’.

CHAPITRE II.

LES FONGTIONS ETOILEES.

1. Généralités. — Une fonction w=f(5) régulicre pour |[z|<1, avcc
S (0)=o, est dite étoilée dans le cercle unité lorsqu’elle en représente con forme-
ment U'intéricur sur une étotle de centre origine dans le plan sy,

D’aprés le théoréme général de la représentation conforme [ voir par exemple
C. Carathéodory (d) ou ( /)], étant donnée une étoile de centre origine dans le
plan & dont la frontiére comprend un point autre que le point a Pinfini, il lui
correspond une fonction éioilée et une scule, si I'on veul que I'argument de la
dérivée & U'origine soit nul.

Commencons par rappeler quelques propriétés des fonctions étoilées qui nous
seront utiles dans la suite [ pour les démounstrations, voir W. Seidel (a)].

1° St = f(5) est une fonction dtotlée duns le cercle undté, les domaines IS,
limités par les images T, des cercles G, du plan z, de centre origine et derayonr < 1,
sont aussi des étotles.

2° arg [(re'") est une fonction croissante de t pour tout r <1, et l'on «a

dJd . f'(3)
o ol } ——— - S
(11, 1) i arg f(rev) =@ s 705

>0

en tout potnt intéricur au cercle unité.
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3° La condition nécessaire et suffisunte pour qu'une fonction [(z) régulicre
dans le cercle unité avee la condition [ (0) = o soit étoilée dans ce cercle est que
l'on ait, dans ce méme cercle :

ey “/(:)

et de plus que la dérivée a lorigine ['(0) ne soit pas nulle.

2. Définition de la valeur d’une fonction étoilée en un point du cercle unité.
— Une fonction étoilée étant univalente, la limite de /(z) quand on tend vers
le cercle unité le long d’un rayon, ou plus généralement sur les chemins non
tangents, existe et est finic presque partout | V. Seidel (a)]. Mais nous allons
voir que la limile, finie ou infinie, cxiste partout.

En effet, le module de /'(r¢"*) est une fonction croissante de r, car on a, en
considérant la fonction Log f, de la variable Logr iz :

J Jd

— J(Logf )= 55— R(Logf).

i J(Logr)
ou

J . 7] R
— arg [(reft)y=r o Log ' f(reit) .

i

Le premier membre, d’apreés (11, 1), est positif, et par conséquent| /'(re) | croit
avec r. Il en résulte que cc module tend vers une limite, finie ou infinie, pour »
tendant vers un.

Utilisons les résultats topologiques du Chapitre 1. l.e point /'(r¢") tend vers
le bout premier B, de 'étoile E; et comme tous les points a distance finie d’un
bout premier d’une étoile ont le méme argument, on en conclut le

Tutorime L. — /'(re”) tend vers le point accessible de B, situé a distance fince
ou infinie, et que nous désignerons par f(e').

Les quantités arg f(¢") el | f(¢'")| sont égales a I'argument ¢t au module
de B, tels qu’ils ont été définis Chapitre I, paragraphe 2. On a par conséquent le

Tukoreve . — arg f(¢") est une fonction monotone non décroissante, ct
| ()| est une fonction toujours égale a ses limites inféricures a drotte et @ gauche.

3. Correspondance entre fonctions a partie réelle positive et fonctions mono-
tones. — Cette correspondance a été étudiée par C. Carathéodory (¢). L’énoncé
dont nous avons besoin étant uelque peu différent, nous reproduirons la
démonstration avec de légéres modifications.
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L)y =1+ E SYRN
=1

“
-

R bk_ [/)A

une fonction analytique, qui est réguliére dans le cercle unit¢ |z | <C 1, y posscde
une partie réelle positive, et satisfait & U(o)=1. Posant s =re¢, on peut
écrire

(11, ) Rb(re¥)y=1 +Z(b/‘ CoshT —4- by sin hZ ) rt,

A=

Remarquons que les fonctions

Al
(1, 3) unuzjdeMyﬁ
0

sont, comme fonctions de 7z, monotones croissantes et uniformément bornées
dans I'intervalle o <t < 2=, car on a toujours

27

7.(/',t)<f U’{H'/(re’j)(l:?:zr.
0

De plus, il résulte de (I, 2) que les coefficients de Fourier dei(r, t) qui
dépendent de r convergent vers des nombres déterminés lorsque » tend vers 1.

Au moyen du théoréme 2 du Mémoire cité, on voit que pour tous les points
de I'intervalle 0 <z < 27, sauf au plus pour une infinité dénombrable d’entre
eux, la valeur limite

C1INY) imz(r.t)y=13, (1)

r=i1

existe ('), A(t) étant une fonction monotone, non nécessairement continue. On

(') La valeur limite existe pour tous les points de I'intervalle o << (<< am. Posons
s==ro e et 3, —args,. P(z) devient une fonction ¢, (5,) telle que

(11.5) by(reny =d(red). Z=3,4 o,

D'aprés le resultat obtenu ci-dessus, la limite de I'expression
!
f R, (revr)dz,,
]

lorsque 7 tend vers 1 existe pour toute valeur de ¢ sautf au plus pour une infinité dénom-
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a de plus
2o t-0)=0 et 2 ()X (2m ~o)<ar.
Soient maintenant s un nombre complexe et z un nombre positif qui satisfont

aux conditions
lsl<ep<ny

on a alors 1'égalité connue (dont la partie réelle coincide avec la formule de
Poisson) :

1 el 3
g(s) - — P

R 7 o
— a—;ﬂl—_ﬁ_m{(pe Yt 4 (o).
i de o V ~

Par hypothése U (0)=o, et la formule s’écrit, d’apreés (II, 3) :

1 ”p("’»f- d .
—_ —_— — L l.
s ), pet—s dt (p, 1 dl

-~
1A
~—
(1}

(A}

Une intégration par parties donne :

= T Tl nel 4oz
_—— - (0, t) dl.
— 3 :zrfo dt pe't— = (50

ou, si I'on fait tendre ; vers un,

+

’#(:):

o

1 27

—3 R v ze
(11, 6) q,(;)_A‘___‘L_f G M L.
= * Y

Cette derniére expression peut ¢tre transformée en uneintégrale de Stieltjés.
Employons la formule d’intégration par parties du chapitre préliminaire, en
posant .(—o)=n(2n—o0)—2%:

143 I . [-y-ze Y I 14 ze
(z)= ————A{o;’-t<‘ér::/.(l)—'—-————]« f ——_;7(//.(1):

-

11— 3 27 1-— se7U r 7

brable. O)r celte-expression s’écrit, d'apres (11, D).
P 1 :

L1
f RY (13 el5.
%

Iitant donnée une valeur quelconque de 7. comprise entre o et 27, on peut done tiouver un
nombre ¢ compris entre o et 27— 9 tel que les intégrales de RY(re®) prises de 0 a9 - ¢
et de U4 6 + ¢ convergent toutes deux. Ll en est de méme de leur diflérence

1]

f Ry(re?)ds

0

qui converge donc quel que soit 6.
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(1L, 8) Pla)= = g R RO M),
Les intégrales des formules équivalentes (II, 6) et (11, 8) ne changent pas sil’'on
ajoute une constante a 7. ou si I’on modifie X en ses points de discontinuité.
Réciproquement, soit . (t) une fonction monotone définie pour toute valeur
de t telle que o<t << 2. La formule (II, 6) lui fait correspondre une fonction
d(5) qui est a partie réelle positive dans le cercle unité avec ¢(0)=1, carla
fonction .
1hse
1—ze
a dans ce cercle une partie réelle positive pour toute valeur réelle de .
Montrons maintenant que dans I'équation (11, 6), la fonction monotone A(¢)
est déterminée univoquement & une constante additive prés en tous ses points
de continuité par la donnée de {(z). Pour cela, considérons le développement
en série de Fourier de %(t) pour 0o <2< 2%. On a, en tout point de cet inter-
valle :

7\(t+0)+)\(t—o)
2

a, +Zak coskt 4 aL sin k¢;
k=1
le développement est indépendant de la valeur de A en ses points de disconti-
nuité. Posons
. . ar=ar— ia,
et considérons la fonction
®(z)= ao—i—Zakzk.
k=1
On constate, d’aprés1’égalité des coefficients, que cette derniére équation peut
s'écrire
I+ ze—it
(1L, 9) d)(z)_-—f e YOYL
d’ou il résulte que ®(z) est réguliére pour | z| < 1. Si maintenant on remarque
que
7 p—Il —it
(11, ¢ bis) Jd 1+ sze . 0 1+ze

o, =— 8 - ———
ot T—zett 0z 1—ze 1t

on peut, en utilisant (II, 9), remplacer (1L, 6) par

(11, g ter) Y(z) = ijf s ® (3).

TRESE R. DE POSSEL. 7
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On peut donc déterminer les coefficients «, de ®(z) au moyen du développe-
ment en série de puissances de ¢ (z), ct il en résulte que les coefficients de
Fourierde A(2), sauf«,, sont univoquement déterminés. Ainsi laformule (11, 6),
lorsqu’on donne (), détermine A(z) en tous ses points de continuité & une
coustante additive prés, et cette fonction A(2) doit par conséquent coincider
avec lafonction obtenue a partir de /(z) au moyen des formules (II, 3) et (1I, 4),
tant que ¢ reste compris entre o et 27,
On en conclut le

TutoreMe LIL. — En considérant comme équicalentes deux fonctions monotones
définies pour o < t < 2% qui ne différent que d’une constante en tous leurs pornts
de continuité, on peut énoncer le résultat obtenu en disant :

1l existe unce correspondance biunivoque entre, d’une part, les ensembles de fonc-
tions monotones équivalentes satisfaisant @ ).(27= — o) — A(+0)S2%, et, d"autre
part, les fonctions Y (3) @ partie réelle positive dans le cercle unité, avec (o) =1.
Cette correspondance peut étre obtenue de la fagon suivante : étant donnée L(t),
on en déduit la jonction $(s) correspondante au moyen de la_formule

27 :
145 I “d 14 seit

N Lla) — _ Bt R A
(IT, 6) *(“)—I—z am,), dt 1—zet

() di;

étant donnée U (3), K peut étre définie pour o< t < 2% par

=\

4
(11, 10) (t) :ﬁlimf RY(rei®) dz;
0

les autres fonctions U(t) équivalentes s’obtiennent donc en ajoutant une constante
a 1, (2), et en modifiant Ay () en ses points de discontiniité.

Donnons encore 1’énoncé de I'un des théorémes du Mémoire cité :

TutorinMe IILbis. — St une suite de fonctions §,(z) a partie réelle positice dans
le cercle unité G, avee ,(0) =1, tend dans C vers une fonction Y(z), cette der-
nicre est @ partie réelle positive avec b(0)=1, ctles fonctions 1.,(t) correspondant
aux Y,(3) tendent vers la fonction N(t) qui correspond & $(z), G condition de
chotsir convenablement les constantes arbitraires qui figurent dans les k, et dansi..

4. Correspondance entre fonctions étoilées et fonctions monotones. — /Dész-
gnons par I la famille des fonctions f(3) ctoilées dans le cercle | 5] <1, asec
f(0)==o, et satisfuisant de plus a la condition f'(0) = 1.

tant donnée une étoile dont la frontiére a un point a distance finie, il suffit
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de la transformer par une homothétie convenable de centre origine pour qu'il
lui corresponde une fonction de la famille I’ qui représente sur elle le cercle
unité.

La condition nécessaire et suffisante du paragraphe 1 pour qu’une fonction
soil étoilée conduit & une correspondance entre les fonctions de la famille F et
les fonctions a partie réelle positive.

En effet, /(z) étant une fonction étoilée, la fonction

b(s)=x= J(2)

V=20
est réguliére dans le cercle unité et y posséde une partie réelle positive; de plus
(I, 11) $(o)=r1.

Réciproquement, soit {(z) une fonction analytique vérifiant ces conditions;
4
toute fonction f( 3) telle que ¢ = z§ est donnée par la formule

(I1, 12) Logj(z):j qJ—T—Idz—%Log}:+const.
. 5

Or, au voisinage de l'origine, ¢ estde la forme 1 + bz + ..., et

Logf(z)=const. + Logz + bz +....

Siztend vers zéro, Log J(2) tend versla constante; on adonc Log /"(0) = const.,

et une seule des fonctions (II, 12) appartient a la famille F; c’est celle qui est
définie par
5{,{ — 1
Log f(5) =Log s —i—f fe—ds.
On en conclut le

TutoriMe IV. — Iy a correspondance biunivoque entre les fonctions de la
Samille ¥, et les fonctions U(=) réguliéres dans le cercle unité, a partie réelle posi-
tive, et telles que L (o) = 1. Cette correspondance est définie par les deux formules
réciproques :

(11, 13) up(:):%f'
et )
(11, 14) Log f(z) =Log = —}—j“ q)-j__l ds.

A P'aide du théoréme 111, nous obtenons le

TakoriMe V. — Il existe une correspondance biunivoque entre les fonctions
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f(z) de la famille ¥, et les ensembles de fonctions monotones J.,(t) équivalentes
entre elles au sens du théoréme 111, définies pour o < t< 2%, et vérifiant la con-
dition
hy(eam—o)—dy(+o0)<am.
Précisons cette correspondance :

Etant donnée A,(¢), la fonction /(=) correspondante est définie par les for-
mules (II, 6) et (II, 14). Celles-ci donnent, en utilisant la relation (I, g bis):

—1 2 I T d 14 seit
= ﬁz(:ﬁ))f“)“’*
dou (*)
e —it
11, 15 Log [ (= )_Loa—————- =L ) di,
) ( —

chacun des membres étant défini & 24 =7 prés (4 entier).
[nversement, étant donnée f(z), on déduit de (II, 3) et de (II, 13) la valeur

de 7(r,t) :
k(r,t)__f m<: S )dt
d’ou, d’aprés I'égalité (I, 1) :

(I, 16) M(r, t)y=arg f(ret) —argf(r).

Si I'on fait tendre r vers un, le premier membre tend vers A(¢), et en s’ap-
puyant seulement sur l'existence d’une valeur de ¢ pour laquelle arg f(re*) et
A(r, t) ont des limites, la formule ci-dessus montre que ces deux quantités ont
une limite pour toute valeur de z. On retrouve donc le résuitat démontré au
paragraphe 3 qui dit que % (r, t) a une limite pour toute valeur de z. On géné-
ralise en méme temps le théoréme 1 : pour une fonction étoilée f (), arg f(re™)
a une limite lorsque r tend vers un, quelle que soit la valeur fixe de ¢ considérée,
méme dauns le cas ot | f(re™)| a une limite infinie (*).

(*) On peut aussi mettre cette expression sous la forme d'une intégrale de Stieltjes :

. 1 (1-—e—itg)?

(1L, 15 bis) Logf (s )_._2—7-_[ ——Log —— | dhy(1).
arg f(e! ") +arg f(e10)
o
une démonstration de ce fait basée sur la méthode générale qu'il a développée (a).

(2) arg f(rei) tend alors vers - M. L. Ahlfors m'a indiqué



— 33 —
L’équation (II, 16) donne
A(t) =arg f(et) — arg f(1).

Par conséquent, les fonctions 2 ,(¢) correspondant & f(z) sont données en tous
leurs points de continuité par la formule

(11, 16 bis) hr(2) —arg f(el) + const.

On retrouve uinsi le résultat énoncé a la fin du paragraphe 2 de ce chapitre :
arg f(e*) est une fonction monotone de ¢.
Le théoréme V peut prendre la forme suivante :

Trtorime VI. — Etant donnée une fonction monotone 1.(t) vérifiant les con-
ditions du théoréme V, 1l existe une fonction de la famille F et une seule dont
Uargument prend en tout pornt du cercle unité d’argument t la valeur ).(t) a une
constante prés, sauf peut-étre aux pornts de discontinuité de \(t), et cette fonction

est définie par la formule (11, 15).

Par contre, il ne semble pas y avoir de condition simple caractérisant les
fonctions | f(e)| qui correspondent aux fonctions de la famille F.
Donnons enfin, comme conséquence du théoréme III bis, le

Treoreme VIL. — 87 une suite f,(z)de fonctions de la famille F conscerge vers
une fonction f(z) de ¥, la suite 1.,(t) correspondant aux f, converge vers la
Jonction 1.(t) correspondant & f, a condition de choisir concenablement les cons-
tantes dont dépendent les '\, et ).

5. Formule fondamentale donnant, sur la circonférence C du cercle unité, la
valeur du module d’une fonction étoilée, en fonction des valeurs de l'argument
sur C. — f(z) désignant toujours une fonction de la famille F, nous allons
déduire de ce qui précéde une formule donnant Log| f(e*)| sous forme d’une
intégrale en fonction de 7 (¢). Ce ne sera pas autre chose que la formule (II, 15)
dans laquelle on aura fait tendre le module de z vers I'unité. La formule (II, 15)
donne, pour z réel :

Log| f(=) |_Log(ll“I f zs_lfl,f,(,os—t)/(l)(”

Faisons tendre z vers — 1;la limite de I'intégrale du second membre est,

d’aprés I’. Fatou (a), page 359, égale a la valeur principale au sens de Cauchy
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de I'intégrale

2% P
f tang ;)\f(t)dt
A o

On a donc
{

(11, 19) Log| f(—1)|=Log+ — - lim [f —%—[— tangl-'}f(l)dl],
-+ 0 YA€ 2 _

2T zz:u0

les deuax membres pouvant étre infinis.

Effectuons une rotation d'un angle § — = dans le plan de la variable z : le
point — 1 devient e®, A (¢) = arg f{¢"*) devient A, (4 0 — =) et la relation
(II, 19) s’écrit (') :

Log| f(¢®)| =Log X — -~ lim [fﬂ—s—i—fmtangi}f(t—i—@—w)dt];
4 2 ) mae 2

T e=+0
d’ot, en posant
(1) =2p(04-t)— 2y (8 —1),
+7

I 1 2
+ 4+ lim — o(t)cot-dt (®
A s=l+0277 . ‘( ) 2 )

Log! f(e®) | =TLog

les deux membres pouvant encore étre infinis.
Intégrons par parties, d’apres la formule du chapitre préliminaire, dans I'in-
tervalle e <t < %. D’aprés I'égalité

A[e<1{x; 2% (2) Log It]:—_— 26 (e + o) Log le,

sin — sin —
2 Y

nous obtenons

+7
t
(13, 20) f o(t)cot—dt =25 (e+0)Log ! 2 Log — do (t).
- 2 ‘ e R

¢ sin — <L sin —

0 2
Supposons d’abord );(t) continue au point 6. Alors ¢ (¢) tend vers zéro pour ¢
tendant vers zéro. Nous allons montrer que si la limite du premier membre
de (11, 20) existe, clle est égale a la limite de I'intégrale de Stieltjés du second
membre; si au contraire le premier membre n’a pas de limite, 'intégrale de
Stieltjés tend en croissant vers -+ oo. Dans les deux cas, les limites de Log| f(re®) |

d i1 ~, ¢ AKY 4 1 $
etde Uintégrale de Stieltjés augmentée de Log ; seront égales.
4

(*) Nous supposons ici que Ay (¢) n'est plus seulement définie entre o et 2.
*) Cette formule peut aussi étre obtenue au moyen de la relation donnée par P. Fatou (@)
P ¥ P

appliquée aux parties réelle et imaginaire de iLogM .

o
&
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Les deux termes du second membre de (II, 20) étant positifs, il suffit de
montrer que si le premier terme ne tend pas vers zéro, I'intégrale de Stieltjés
augmente indéfiniment. Si ce terme ne tend pas vers zéro, on peut trouver une
suite de nombres positifs v; tendant vers zéro, telle que 'on ait, pour tout ¢ :

1

(11, a1) @ (n;+ o).Log > o,

i
s —

a étant un nombre positif. D’autre part, la formule de la moyenne donne

I )

. - A[at<b; (1)
sin — << sin —
2 = 2

(1L, 22) f 2 Log ! de(t)y>2 I 2Log
alr<h <. <

—=2Log b[go(b—i—o)—cp(a—o)].

Prenons 6 = v; et a égal & un nombre ¢; assez petit pour que 1’on ait

i+ O
(I, 23) o(e—0) < ﬂ”2——),
ce qui est possible puisque ¢ () tend vers zéro pour ¢ tendant vers zéro ; nous

obtenons, d’aprés (11, 21), (II) 22) et (1I, 23),

/‘ 2 Log ! tdgo(t) > Log -
v Eiélg'm 1 !

sin — sin —
> :

sy (ni+o0)>oa.

2

Comme v;; tend vers zéro, on en conclut que I'intégrale de Stieltjés de (II, 20)

augmente indéfiniment.
Cette intégrale peut s’écrire autrement ; en effet

f 2 Log — t(l[).f(@—l—t)——).f(Q———lr)]:f 2L09§—‘—;——6—-d)\/'(t)
324 $in — 0—-m<t<l—e sin — I
2
+f 2L0g——-1——6—-d)\j'(l).
0+e<t<lrm sint-—_ I

E étant un ensemble de la circonférence unité, et E 'ensemble des arguments

des points de E, pris avec la détermination qui satisfait 8 0<t< 2, écrivons,

d’une manié¢re générale, fF(t “d) (t) au lieu de fF(l)d?x (t). Lorsque ¢ tend
E E

vers 6 — 7 ou vers O 4=, la fonction a intégrer du second membre tend vers
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zéro, et 'on peut ajouter le point correspondant de C sans rien modifier. La
somme des deux intégrales du second membre est donc égale a

f 2 Log ({)‘/(1)‘
€ —[0—egeL04-¢]

I
. t—0
sin

En vertu de la continuité de A, (¢) au point 0, cette derniére intégrale a pour
limite finie ou non, lorsque ¢ tend vers zéro,

(I1, 21) f-_aLog
¢

Examinons maintenant le cas ot 1., (t) est discontinue au point 0. 1'intégrale
(I, 21) est infinie; d’autre part, dans (II, 20), le deuxi¢me membre n’a pas de

limite, et le premier n'en a par conséquent pas non plus; donc Log| f(e?)] est
infini.

1
T 741 (l)“/'(I).
sin

Nous avons finalement, pour toute valeur de 9,

ol fle") = [ aLog——> < Loos
Log | f(e )l'_z‘nl'ZLoa ‘inf—ﬁ'(h’({) LO“i ("),

ce qu’on peut écrire

Log| /()= - [2Los

— IVIGR
).Ttt,“ d,'/()

. l-—9,
sin

2
’ 9

Sil'on désigne par 7, la distance des points d’argument ¢ et 6 de la circonfé-
rence unité C, on peut aussi écrire (*)

(11, 22) Log-|f(ef0)|:£fLog# (1),
T Jg 74

(*) On retrouve ici un résultat connu : on a toujours | f(e) >~ . L'égalité ne peut étre
1

atteinte que si ¢ (¢) est nul dans l'intervalle o << t <7, ce qui exige que %,(?) soit constant
dans I'intervalle § — <<t <6 + . Par conséquent I'étoile se compose alors de tout le
1

plan, moins une demi-droite d'argument § -i- 7w etissue du point de module ;- La formule

(11, 13) montre (ue I'on a alors f(z)= -» ce qui, par une rotation simultanée

(1 - e=95)
dans les plans de la variable et de la fonction, seréduita f, (5,) = ’—1_27—5" .
(r—z)?

(?) La fonction log— est infinie pour (==10; si 2(t) est disconlinue pour =196, il
=} rlo ? 3
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L'intégrale du second membre est ici le potentiel logarithmique au point
de C d’argument 0, dit & des masses de somme 2, dont la répartition sur C est
donnée par la fonction A, (¢) (*).

On peut conclure de ce qui précéde que si une fonction A (z) conduit & une

étoile bornée, on a, quel quesoit 0,
I

lim [%(9+e+o0)—2(9—e—o0)]Log
g=0

e X
sin —
2
ou, ce qui est équivalent,
» - X
lim [ A(6 +¢) —A(0 —¢)] Log-s- —=o.
e=0
Enfin, on reconnait aisément, d’aprés la formule (11, 22), que | f(&™)] est
toujours égale & ses limites inférieures & droite et & gauche, conformément au
résultat du théoréme I. '

6. Formule relative a la représentation conforme de deux étoiles 1'une sur
l'autre, lorsque la dérivée a l'origine est égale a un. — Considérons deux
étoiles de centre origine, sur lesquelles se trouve représenté conformément le
cercle unité au moyen de deux fonctions f(z) et g(3) de la famille F. Dési-
gnant comme précédemment par A (z) et A, (¢) les arguments des fonctions f
et g aux points du cercle unité, nous allons démontrer la formule suivante (*)

(1, 23) f Log | f(e") | dig(t)= [ Log | g(ei) | dh(2)
C /G

dont les deux membres peuvent d’ailleurs étre infinis.

importe de ne pas vetrancher le point 6 du cercle d'intégration C, sans quoi la formule ne
serait plus vraie. En d’autres termes, on ne peut pas remplacer la fonction a intégrer par une
autre qui lui est égale partout ou elle est finie, et qui est nulle au point ou elle est infinie.

(*) Dans le cas d'une fonction f(s) réguliére aux points { z| <1, la formule (II, 22) est
- une conséquence directe de la formule de Green, appliquée aux partiesréelles et imagi-

(*) Dans le cas ou les fonctions f et g sont réguliéres pour |z|< 1, cette formule est une
conséquence de la formule de Green. Celle-ci, appliquée 4 deux couples de fonctions har-
moniques conjuguées, u#, ¢ et u,, ¢, réguliéres a 'intérieur d'un contour T et sur ce con-

z z .
tour, donne ful(lﬂ: — uydv, = 0. Posons Xl(z):Logf( )> X;_,(z):Logg( ). Si I'on

T ~ &

naires de (Log

prend pour u,, ¢, et pour u,, ¢, les parties réelles et imaginaires de y, et 7, et pour I' le
cercle unité, on obtient la formule ci-dessus.

THESE R. DB POSSEL. 8
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‘n utilisant la formule fondamentale (1l, 22), nous sommes ramenés &
démontrer la possibilité d'intervertir I'ordre des intégrations dans ’expression

. o
«/c [‘/CvLog o d/.j»(z)](/).é,(a)_

Cette inlerversion est possible, car nous sommes dans le cas examiné au cha-
pitre préliminaire, I étant ici I'intervalle o Sz < ar. 1l suffisait que la fonction
a intégrer fat bornée inféricurement el appartint & une classe de Baire; elle pou-
vait prendre des valeurs infinies.

Dans le cas particulier ot g(z)==3, on a 2,(7)=1{, et la formule (11, 23) se

réduit a
fl,og;f(e“)m:o.
[N
CHAPITRE III.
FAMILLES DE FONCTIONS ETOILEES CORRESPONDANT A UN ENSEMBLE A
SITUCE SUR LA CIRCONFERENCE UNITE.
1. Définition de différentes familles de fonctions étoilées. — Soit A un

ensemble situé sur la circonférence unité C dans le plan de la variable 5. Pour
pouvoir considérer des intégrales de Stieltj¢s étendues a A, nous supposerons
que A est un ensemble de Borel (1I); ces intégrales conserveront unsens, quelle
qfue soit la*fonction déterminante (chapitre préliminaire).

F désigne toujours la famille des fonctions /' (z) étoilées pour |z | <1, avec
les conditions f(0)==0, f'(0)=1. Considérons d’abord les fonctions de F pour
lesquelles | f(e")| atteint son maximum R fini ou non (que nous avons appelé
rayon de l'étoile) en tout pornt de A. Ces fonctions formeront la famille ®};
celle-ci contient toujours la fonction z.

Faisons quelques remarques relatives a cette famille :

1° Considérons I'étoile sur laquelle une fonction /' (z) de @3 représente le
cercle [z]| < 1. Soit (X' le cercle dont le centre est a 1'origine, et dont le rayon
est lerayon R de 1’étoile; & un point de A d’argument ¢ correspond un bout pre-
mier de 'étoile réduit au point d’argument 7, (¢) du cercle C'. Ainsi a A corres-
pond un ensemble A’ de C'.
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2° Toutes les fois que A, est contenu dans A, il est évident que @} con-
tient @}.

3° Prenons une fonction f(z) delafamille F différente de z; soient R lerayon
de Détoile correspondante, A, l'ensemble des points de C pour lesquels
i f(e)|=R(cf. Chap. I, § 4): si A est contenu dans Ay, la famille @} con-
tient /. Or A;, on I'a vu, satisfait aux deux conditions suivantes : il est le pro-
duit d’une infinité dénombrable d’ensembles ouverts, ct s’1l contient un inter-
valle, il contient aussi ses extrémités. On pourrait donc, sans restreindre la
généralité, ne considérer les familles @} que pour ces ensembles.

Dermation. — Si, pour un ensemble A, la famille @} ne contient que la fonc-
tion 3, nous dirons que A est du TypE MaXIMUM : dans ce cas, tout ensemble conte-
nant A est aussi du type maximum.

Ces ensembles sont définis indirectement ; nous cherchons & les caractériser
par des propriétés de structure. Tout d’abord, un intervalle A de longueur infé-
rieure & 2 n’est pas du type maximum (¢/. Introduction, et, ci-dessous, calcul
d’une fonction de la famille @} ). Par conséquent un ensemble dont le complé-
mentaire contient un intervalle n’est pas du type maximum.

Au contraire, un ensemble A dont le complémentaire est de mesure nulle est
toujours du type maximum. En effet, soit f(z) une fonction de ®} derayonR;
considérons la fonction harmonique

Log—%z—):

Jed
P<3

elle est réguliére et bornée dans le cercle unité, et tend vers zéro quand s tend
vers un point de A le long d’un rayon. Si nous représentons cette fonction par
une intégrale de Poisson prise le long d'un cercle de centre origine et de
rayon r < 1, et que nous fassions tendre r vers un, nous voyons qu’elle est iden-
tiquement nulle (*). On a donc, pour |[z! <1,

-

et f(z) se réduit a z. Nous retrouverons d’ailleurs ce résultat au paragraphe
suivant.

Il reste donc a examiner le cas ou A est partoﬁt dense et posséde un complé-
mentaire de mesure non nulle. Un tel ensemble n’est pas toujours du type maxi-

(*) Voir Farou (a).
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mum, comme on le voit en représentant conformément sur un cercle 'étoile E,
du Chapitre I.

On pourrait croire alors qu'un ensemble dont le complémentaire est de
mesure non nulle n’est jamais du type maximum. Nous donnerons un exemple
du contraire. Sans parvenir a caractériser les ensembles du type maximum,
nous nous contenterons de conditions, les unes nécessaires, les autres suffisantes,
pour qu'un ensemble soit de ce type. Nous nous occuperons plus spécialement
du cas ou A se compose d’'intervalles en infinité dénombrable et partout denses.
I1 est équivalent pour le contenu de ®} de les supposer ouverts ou fermés.

Définissons maintenant une autre famille de fonctions étoilées. En posant,
comme au Chapitre I,
Ap(t)y=argf(e"),
désignons par Ky la famille des fonctions appartenant i ¥ pour laquelle la varia-
tion de b, est concentrée sur ['ensemble A, autrement dit, pour lesquelles

(ITL, 1) A(Ak))=1r.

Cette expression a toujours un sens, puisque A est un ensemble de Borel
(chapitre préliminaire). Si Iy contient la fonction 3, le complémentaire de A
est de mesure nulle.

Enfin, nous désvgnerons par| Fa . ®) | la famille des fonctions appartenant a ¥y
et @ ®}. Considérons I'image A’ de I'ensemble A, donnée par une fonction f de
cette famille. La mesurc de 'ensemble des arguments des points de A’ est,
d’aprés (1L, 1), égale & 2=. La mesure du complémentaire de A' est donc nulle.

Nous verrons a la fin du Chapitre VI que cette famille peut étre vide, et nous
citerons un cas assez étendu ou elle ne 'est pas. Bornons-nous ici a calculer
I'unique fonction de [F,.®3], dans le cas ou A est un intervalle AB de lon-
gueur a.

Effectuons d’abord la transformation

\]Q

5—1 /
(11, 2) g == tango (o::
\

S +1

)

qui représente le cercle |z | <1 surle demi-plan R (g) > o.
Ensuite la transformation

(1, 3) o} —o2=—1,

aménera le plan 5 coupé par le segment (— ¢, - ¢) sur le plan &, coupé par le
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segment (— 1, -+1); nous prendrons pour g, la détermination qui améne lori-

gine O du plan z au point — e

Effectuons enfin la transformation

' 1 T ¢
(111, 4) — S ’
cos ¢ Wy -1

qui raméne le point O & l'origine du plan ¢,. La fonction w, = f(z) ainsi

—e 2P p C

SO ) . . 3 N ’r 1
délinie est étoilée; sa variation d’argument sur I'intervalle AMB est égale a 2%,
mais sa dérivée a l'origine est inférieure a un, d’aprés le lemme de Schwarz.
L’expression explicite de f(3) est, d’apres (111, 2), (III, 3) et (111, 4) :

1 x[I—I—:—\/I—r-g:cosmp—l—z?]2
T 4sin%g 5

Cherchons la dérivée a I'origine; nous avons

.do- —at o .@. —-___2 dg‘ —_— i — 51
dz ), 2H0sd dw, ), cose’ (7; imo \&y )y RO

dw, —sin%0
aw )= v

d’ou
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w,
sin*o
famille [Fy. @3] (). Le rayon de I'étoile sur laquelle elle représente le cercle
unité est

Lafonction & =

a une dérivée égale a un al'origine; elleappartient ala

Re o=t

sin?g

2

sin

N R

Cette derniére valeur sera utilisée bientdt.

On peut considérer ue la fonction s = f(5) établit une correspondance
conforme entre la surface de Riemann a deux feuillets du plan s ramifiés en A
et B, et la surface de Ricmann du plan & & deux feuillets ramifiés au point C
et au symétrique de C par rapport a C'.

Terminons enfin par une remarque relative aux familles ®} et [FFy.®1]. Si
I’on connait deux foanctions de I'une de ces familles, on en déduit une infinité
d’autres, car la fonction

o(z)=[[f(2)]*.[g(z)]~* (o réel)

appartient encorea la méme famille.

2. Théorémss sur les familles précédentes. — Soit f(3) une fonction de la
famille F. Désignons par m, la borne inférieure des valeurs que prend son
module sur ’'ensemble A.

Soit, d’autre part, g(3) une fonction de la famille F,. Désignons par M, la
borne supérieure des valeurs que prend son module sur la circonférence C du
cercle unité (M, est aussi la borne supérieure de ce module sur A, comme on
I’a vu au Chapitre I, § 3).

Ceci posé, nous allons démontrer le théoréme suivant :

TrioriME L. — On a toujours, avee les définitions ci-dessus :
m <M,

les deux membres pouvant d'ailleurs étre infinis.
Ecrivons pour f et g la formule (Chap. II, § 4) relative 4 deux fonctions de

(") Un procédé simple montre que la correspondance entre les deux cercles G et C/ est

4
cos -
définie par A (¢) =2 arc cos =

y pour 29 < I < 21 — 29.
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la famille I :

I, 5 Logl (et | Zh.(t): Log (et 12/ (t);
(111, 5) f e | [rogigtenan e

C

g(z) appartenant & Fy, la fonction 2,(¢) a un accroissement 27 sur 4, et I'inté-
grale du premter membre se réduit a sa portion étendue a A; I'égalité (111, 5)

s’écrit donc :
f]m;" Ve dr, () ;_‘f'h»;! 20ey ) dd ().
A c

Minorons le premier membre et majorons le second a I’aide de la formule de la
moyenne (chapitre préliminaire) :

(1L, 6) M [Log|f(e’)|]. A(A;h) < O [Log| g(e) 1. A(C; ).
TC-;S CC

On déduit, des définitions des nombres m; et M, les égalités

M [Log|f(et)|]=Logm; et N |Log|g(e’)|]=LogMy;
—_— 1CC

1A
I'inégalité (11, 6) devient :
o Logm < o LogM,,
d'ou
In_,‘g I\Ig.

Considérons maintenant la borne supérieure my des nombres m, relatifs a
toutes les fonctions f(z)delafamille IF, et la borne inférieure My des nombres M,

relatifs & toutes les fonctions g(s) de la famille Fy.
Supposons que I'on ait :
Ma < ma.

D’aprés les définitions mémes de My et de my, il existerait des nombres M,
et m, assez voisins de My et de my pour donner lieu aux inégalités :

Ma SM, < my<ma,
ce qui est en contradiction avec le théoréme précédent. On en déduit le

Tueorene I1I. — On a Uinégalité fondamentale :

(1, 7) ma < My,

les deux membres pouvant étre infinis.
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Nous pouvons dés maintenant assigner des limites pour ces deux nombres :
en effet, nous connaissons une fonction de la famille F, c’est f(z)= z, pour
laquelle m;=1. On a donc

(111, 8) 1 < mp £ Ma.

Dans le cas ot A contient un intervalle de longueur «, nous connaissons une

fonction de la famille Fy, c’est celle qui a été calculée au paragraphe 1. Elle
1

donne une limite supérieurc pour Ma ne dépendant que de «, c’est - Donc,

sin? A
dans ce cas, les nombres ma et M ne sont pas infinis.

Supposons maintenant que la famille ®} contienne une fonction f(s) diffé-
rente de z. Cette fonction appartient a la famille F, et son module a sur A une

valeur constante R qui est supérieure & 1 d’aprés le lemme de Schwarz. Ce
nombre R étant la borne supérieure du module de f(s) sur A, on a :

1< R < ma,

et, d’apres I'inégalité fondamentale (111, 7) :

1<R £ Ma.
Or ceci est impossible si My=1. On en conclut le

Tuiorine I, — Une condition suffisante pour que A sovt du type maximum
est Mpa=1.

Autrement dit, il suffira de trouver dans la famille ¥y une fonction dont le
module soit en tout point de G inféricur é 1 + ¢, ¢ étant un nombre positif arbi-

trairement petit.

Nous verrons au Chapitre VI que lorsque A est un ensemble d'intervalles,
cette condition est également nécessaire, et de plus my=M,. (D’ailleurs, ces
deux conclusions sont peut-étre vraies dans tous les cas.)

Au chapitre suivant, nous transformerons la condition ci-dessus en une
autre portant sur la structure de A.

Dans le cas particulier ot le complémentaire de A est de mesure nulle, la
fonction f(3)==3 appartient a Fy. On en conclut My=1, par conséquent A

est du type maximum ; nous retrouvons un résultat du paragraphe 1.



CHAPITRE 1V.

UNE CONDITION SUFFISANTE POUR QU’UN ENSEMBLE D’INTERVALLES SUR UNE
CIRCONFERENCE SOIT DU TYPE MAXIMUM. — EXISTENCE DE TELS ENSEMBLES
DONT LE COMPLEMENTAIRE N EST PAS DE MESURE NULLE.

1. Recherche de la condition suffisante. — Comme nous venons de le voir,
pour qu'un ensemble A soit du type maximum, il suffit de trouver, quel que
soit le nombre positif ¢, une fonction de la famille Iy dont la borne supérieure
du module dans le cercle unité soit inférieure a 14 «.
| Rappelons que toute fonction f(z) de la famille I se trouve définie par la
donnée de la fonction monotone correspondante

Lyp(t) ==argf(€*) + const.,
et quel'ona :

(IV, 1) Log | f(e) = %chogﬁjgzz(z).

Transformons légérement cette intégrale. Pour cela, remarquons que lorsque
f(z) se réduit & 5, A(¢) se réduit & ¢; la relation (IV, 1) donne alors, quel que

soit 0 :
) I
‘/C IJOg ITO di = o.
On peut donc écrire :
LOg ‘j(ele []40" —d)\(t) —_—— J Lorr —_ ([[

:ifLog.id[k(/)—l]
T ¢ "9

I 2 -
= %ﬂllog,—_l-edﬂ(l) — 1]

“ I3 . P . 2
Cette derniére forme présente un avantage : la fonction & intégrer, Log -~
1]
n’est jamais négative.
Nous sommes ainsi ramenés a la question suivante : frouver une condition

suffisante relative @ l'ensemble A pour qu’il existe une fonction monotone h(t)
présentant un accrovssement 2w sur A et telle que Uintégrale

vV, o oo (et ':_:_l l 0;’_ 3 -
(IV, 2) Logi f(e?)] W,[lot’rlodl'/(,) t]

THESE R. DE POSSEL.
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sott pour toute valeur de O inférieure @ un nombre positif € arbitrairement choist.
Tout d’abord A (¢) doit étre continue, car l'intégrale (IV, 2) est infinie pour
toute valeur de 6 qui est point de discontinuité pour A(2).
Imposons une premiére condition a A(¢) : recouvrons le complémentaire de A
au moyen d’intervalles fermés 1, sans points intérieurs communs; et en tout
point qui n’est pas a l'intérieur d’un intervalle I;, posons

(IV, 3) A1) =t

Lintégrale (IV, 2) se réduira alors a lu portion étendue aux intercalles 1,.
Voyons a quelles conditions est alors assujettie A(¢) a 'intérieur de I'inter-
valle I, allant du point d’argument £, au point d’argument ¢; dans le sens positif.
] . -
On a, d’apres (IV, 3),
1(t) = ¢, et 2t =05
donc :
A. La fonction continue (t) doit présenter un accroissement égal @

t';.‘_' t’/i: ”L(Ik)
sur Uintercalle fermél,.

De plus :
B. Cet accroissement doit étre concentré sur Uensemble A 1,

Nous allons partager notre intégrale (IV, 2) en deux parties :

1° D’aprés le lemme suivant, sous la seule condition A, la portion J, de I'in-
tégrale (1V, 2) étendue aux I, qui ne sont pas contenus dans un certain voisi-
nage du point { sera arbitrairement petite, pourvu que le plus grand des I, soit
assez pelit.

Lemme 1. — Sout, sur le cercle unité C, un intercalle < de centre 0 et de lon-
gueur 31, et des intervalles fermés 1, en nombre fini ou en infinité dénombrable,
chacun de longueur au plus U, les intervalles < et 1, n”’ayant aucun point intéricur
commun a deux d’entre ewx. Soit u.(t) une fonction a variation bornée ot t désigne
Uargument d’un point de G, et dont les vartations positice et négatise, ¢ et v,
dans chacun des intervalles 1, satis font aux inégalités
(1V, 4) vi Seg L
Dans ces conditions, Uintégrale

= [ Log->du(s)

pog Ix i
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Y1, désignant I'ensemble des points du cercle qui appartiennent & I'un au
moins des intervalles 1,) est en valeur absolue inférieure @ une fonction o(l),
tendant vers zéro avec l, et indépendante de 8 et des intervalles 1, pourcu que leur
longueur soit au plus 1.

La formule de la moyenne (chapitre préliminaire) donne pour la portion

de J, étendue 41,
— 2 2
fé I (Log -—>.v*,§- o <Log ——).v;,
e (Clk rig =N a

k

et en vertu de la condition (IV, 4)

— b R
f < /[nn (Log_i)— m <Log —>]
I 10k I it re

En désignant par d(I,, 6) et D(1;, 6)le minimum et le maximum de la distance
du point § aux points de I, nous obtenons :

—_— 2 2 s 2 2
M { Log — )= Log ——+~ et N (Lo«r — > —Log —0n
tcu-< ”ne) Sd(1x9) AN °D(I, 9)’

d’ou :
_D(I, %) D(1;,9)
ff”‘""d(lz-,e) <l[d(lk,e> _‘]’
D(1x, 8) — d(L;, 9)
(v, 5) [ <2

Ix
Nous allons limiter supérieurement la fraction du second membre. Pour cela,

désignons par 0z I'arc allant du point d'argument § au point d’argument ¢ dans
le sens positif, et posons

z(t)= éz—[ + m(“@/;.x’lk).

Le numérateur est inférieur & la corde (ui sous-tend I, donc a la longueur del,
qui est x(t, ) — x(t;).

Pour limiter inférieurement le dénominateur (I, 0), ne considérons d’abord
que les intervalles I, qui sont tout entiers sur la demi-circonférence fermée Dy
partant de O dans le sens positif. On peut alors écrire :

(1V, 6) A1, 9) > %(arc allant de 9 a 'origine de 1;) > ;—J;(li.-).

On déduit alors de I'inégalité (1V, 5) :

" (Y —x(t),)
<ol —FH—
A EANEE
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chacun des I, ayant au plus / pour longueur

(t7) — @ (t,) () qp
f<" =1 <* gy

x(t})

En remarquant que I'on a

Sy <Z L

Y/ —
X1, o
1 Chy

on en conclut

x () X = ' -
v, [ < 3 [ e T

Low—1 L r—1 r’
E' ]k Dy X&) —'l—
16Dy
an
(1V, 8) f <2llog—-
v

- k
I Dy

On obtiendrait la méme limitation pour l'intégrale étendue aux intervalles I,
situés sur l'autre demi-circonférence. Enfin, il peut y avoir un seul inter-
valle I, qui ait des points dans les deux demi-circonférences. L’inégalité (IV, 6)
est remplacée pour lui par

AL, 9)> S (m—1),
d’ou, d’apres (IV, 5):

2
v 2.
(1V, 9) f1k<7f—/

On en déduit, d’aprés (IV, 8) et (1V, g), pour l'intégrale J, étendue a tous
les I, la limitation

9T a*V
J1<4/L0g——,— ~+ 7_*1——/’

le second membre est indépendant dc 6 et des I, et le lemme est démontré.
C désignant une constante convenable, on peut écrire

J < GlLog

\1

Revenons a I'intégrale (IV, 2); les conditions du lemme sont remplies en
prenant pour w(2) la fonction A(¢)— ¢ ot A(?) satisfait a la condition A. En
effet, les variations positive et négative de 2 () seront alors égales entre elles,
et au plus égalesa m(I,).
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Désignant par | la mesure du plus grand des 1., la portion J, de I’intégrale (IV , 2)
étendue aux intervalles 1, qui n'ont aucun point intéricur & Uintervalle <(0) de
centre O et de longueur 31, pourra donc étre rendue, quel que soit 0, plus petite quec,
pourvu que 1 soit suffisamment petit.

2° [ étant ainst choist, étudions la portion J, de l'intégrale (1V, 2) étendue aux
tntervalles 1, qui ont des points a lintérieur de =(0).

Nous allons préciser dans un instant le choix de A (z), ce qui nous conduira a
la condition cherchée relative a I’ensemble A.

Pour cela, quelques préliminaires sont nécessaires. Soit E un ensemble
mesurable sur C. Nous désignerons par vg(e) la fonction additive d’ensemble
définie, pour tout ensemble mesurable e de C, par 'égalité

vg(e)=m(E. e).

Sa valeur sur la circonférence tout entiére est égale & m(E).
Ceci posé, nous aurons & utiliser la propriété suivante :

Lemme Il. — Avec la définition ci-dessus, on a l'inégalité
2 . 1
09 — dy < D o — D 008
£I g, dvg(e)<m(E) Log e (F) —+ m(E) (1 + Log8)

(t désigne la variable d’intégration dans I'intégrale du premier membre).

En effet, montrons d'abord que le maximum de I'intégrale du premier
membre a lieu lorsque E est confondu avec 'intervalle I de centre § et de lon-
gueur m(E). La formule de la moyenne donne

(IV, 11) Logidvg(e)é m <L0g1>.m(E—E,I),
E—EI T4 T ICE—El g

IV, 12) Log idvl (e)2 M <Log‘i>,m(1 —E.T).
T—E.I T ICI—E1 T

Or, si ¢, est un point de I, et z, un point n’appartenant pas a I, on a toujours
r0< I'py on en conclut

- 2 2
M Log—< IO Log —-
tCE—EI L Iy w3 g

En remarquant que puisque m(1)=m(E), on a aussi

m(E—E.1)=m(I—E.T),
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on déduit de (IV, 11) et (1V, 12):

(IV, 13) f Lo;.:idvE(e)éf Log 2 dvi(e).
E—ElI T T VI—Ra T

D’autre part, si 'on remarque que les fonctions vg(¢) et v,(e) prennent toutes
deux, d’aprés leur définition, la méme valeur m(e), pour un sous-cnsemble
quelconque e de E. I, on apercoit I'égalité

(IV, 14) f Log —:); dvg(e)= Log—?'— dvi(e);
% SEERAL g1 10
d’ot, en ajoutant membre a membre (IV, 13) et (IV, 14):
- 2 2
(IV, 15) lLog;()dv,.;(«)é[Log,—_I«Oclvl(e).

Ainsi, l'intégrale du premier membre de (IV, 10) est au plus égale a la valeur
qu’elle prend lorsque E est confondu avec 1.
1l nous suffit de limiter I'intégrale du second membre de (IV, 15). Elle se
réduit a I'intégrale ordinaire :
L) miE

2 2
I 1
f Log dt—=2 f Log dt
_mE t 0 o1
)

sin -- sin -
2 9

m k)
)

<2f Logé(lt
0 t

m(E)

s
I
=38 [ Log = du

o m(E) .3
=875 (1 ot
I

=m(E) Log-,;-(—ﬁ—) ~+ m(E) (1 + Log8).

Revenons a la détermination de A(¢). La fonction A(z) étant toujours sup-
posée égale a ¢ en tout point non intérieur a 'un des I, nous remplirons les
deux conditions voulues A et B en la définissant dans chacun des I, au moyen
de la fonction additive d’ensemble

(I
%.AT)A.)'”““(")'
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Sa variation sur I, est bien égale a m(1,), et elle est concentrée sur A.1,. La

valeur de % () au point ¢ de I'intervalle 7, #; sera :

. m(1) N
7.(/) =1,+ I)I—(—A-.T/?—). m(A.I,I.l).
Le lemme précédent nous permet alors de limiter supérieurement la deuxiéme

portion J, de l'intégrale (IV, 2). Il conduit a I'inégalité

wi' < ()'___.I___ y 0‘"
j};Loh ” di(ty<m(1;) Log (AT + m (1) (1 4+ Log8);

d’o1, en désignant par Z une sommation relative aux [, qui ont des points
. . . 7l
intérieurs a t(0):

J._.<ZfL()g%(l).(l)§2m(h)hogm+(1+L0g8)2m(h).

o Tk 0y ©0)

Et, comme Z m(1,)$51, on a

(9
J.,<2m(h.)Log‘—I- + 57(1+ Log8).
: "m(A.1) °
7(0)
La condition relative & A est alors la suivante : [ et v étant deuzx nombres posi-
tifs arbitraires, il faut poucoir trouver un systéme d’intervalles 1, tous inférieurs
al, et tels que la somme

(1V, 16) Z m(1;) Logm

T
étendue aux 1, recouverts par un intervalle T quelconque de longueur 1 soit infé-
rieure a .

En effet, dans ces conditions, la portion J, est inférieure a ¢, et la portion J,
est inférieure & (14 Log8)5/+ 5v, donc aussi inférieure a &, pourvu que /
et 7 solent assez petits.

Dans cet énoncé, les I, doivent étre inférieurs a /; on peut se débarrasser
de cette condition. Il suffit de montrer que la convergence vers zéro de I’expres-
sion (IV, 16) entraine celle du plus grand des |, ; c’est aisé : on a en effet, en
désignant par /' la longueur du plus grand des I :

1 1
m(1;) Log I 2 m(1;) Log 75
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2 m(1;) Log m—(:{——m > Log % Z m(1;) 2! Log 7[-,
nCT BT
D’aprés cette inégalité, étant donné un nombre !/, on peut déterminer un
nombre 7, tel que, si 'intégrale J, est inférieure & 7,, les I, soient tous infé-
rieurs a /.
Nous avons finalement le

TukoreMe 1. — Une condition suffisante pour qu'un ensemble A soit du type
maximum est la suivante :

Recouvrons le complémentaire de A au moyen d’intercalles fermés 1, en
nombre fini ou en infinité dénombrable, sans points intéricurs communs. Soit T
un intervalle quelconque de longueur égale au plus grand d’entre eux. Formons
la somme

1
Z m (1) Log AT

LT

étendue aux intercalles 1 recoucerts par T et prenons sa borne supérieure quand T
varde sur le cercle. La condition est alors lu sutvante : on peut effectuer le recoucre-
ment précédent de fugon que cette borne supérieure soit inféricure @ un nombre
posttif ¢ arbitrairement petit.

Etant donné un systéme d’intevvalles I, en nombre fini recouvrant le complé-
mentaire de A, désignons par P le nombre maximum des I, recouverts par T,

et par N la plus grande des quantités m(I;)Log
conclut alors le

I r )
'm' Du theoreme I, on

Trioreme 1. — Une condition suffisante pour qu'un ensemble A soit du type
mazximum est qu'il existe un nombre fixe N, et, quel que soit ¢, un systéme d’inter-
valles 1, pour lequel les nombres P ¢t N satis fassent aux conditions

P<N, On=—e.

2. Cas ou A se compose d'intervalles. — Le seul cas intéressant est celui ot
les intervalles sont en infinité dénombrable et partout denses, mais ce qui suit
s’applique a tous les cas. A tout ensemble A formé d’intervalles de A en nombre
fini, nous allons faire correspondre un systéme déterminé d’intervalles I, et
appliquer le théoréme II.
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Soient &, un intervalle de A, ¢, celui desinter valles complémentaires de A qui
précéde o, quand on décrit le cercle dans le sens positif, et Cx la mesure du plus

grand des ¢,. A chaque g, faisons correspondre un intervalle I, de la facon
sulvante :

Premier cas : st m(c,+ 6,)$2C3, prenons I, =c,+ ¢,;

Deuzitme cas : si m(c,+ ¢;) > 2Cz, prenons pour I, 'intervalle de lon-
gueur 2 C, qui comprend ¢, et une partie de 0.

! [ _
....... Kooo cm-lkoe- 2y
A _/Mk
8k Sk
1¢"cas 2% cas

Fig. 12,

Le systéme des intervalles I, recouvre le complémentaire de A. Evaluons une

limite supérieure des quantités m(1,)Log m .

De I'inégalité
m (A1) 2 m (0. 1),
il résulte

<m(I;) Log

; . . t 1
(1V, 16 bis) ’)I(IHLOD——-——I)I(A.IK») < PTG

—m(c;) Log ~+ m(9;.1;) Log

I [
m (0. 1z) /'1(5/,..11.,).

De m(1,)<2C3, on déduit m(3,.1,)S$2C3; le deuxiéme terme du dernier
membre de (IV, 16bis) est donc inférieur & 2CzLog 0175; quant au premier

terme, dans le premier cas, on a §,.1,=23,, et il est égal &

I
m(cy) Logm);

dans le deuxiéme cas, on a m(¢,.1,) > Cz, et ce premier terme est au plus
, 2 I
égal a CzLog = On a donc, dans les deux cas:

! A o*i.
< I)I(C/l-) LOg m + 3Cx LOb ex

D’autre part, si Q3 désigne le nombre maximum des intervalles de A recouverts
parun intervalle quelconque de longueur Cx, on a évidemment (P ayant le méme

i
(IV, 17) m(Ik)Logm—)

THESE R, DR POSSEL. 10
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sens qu’au théoréme II):
(IV, 18) P<20Q34+4.

Désignant alors par N3 la plus grande des quantités m(c;) Log ?E(Ia—k)’ les rela-
tions (IV, 17), (IV, 18) et le théoréme II conduisent au

Tukoreme I11. — Un ensernble d'intercalles A est du type maximum dans le cas ol

il existe un nombre fixe N et, quel que soit =, un ensemble A, composé d'intervalles
de A, et pour lequel les nombres Q3, N3 et Cy satisfont aux conditions

Qi< N, Ni<<e, €Ex<e,

CONSTRUCTION D'GN ENSEMBLE A, VERIFIANT LA CONDITION DU THEOREME 11T,
ET DONT LE COMPLEMENTAIRE N'EST PAS DE MESURE NULLE.

A sera défini comme somme d’ensembles d'intervalles A, formant une suite
monotone croissante. Prenons pour A, la demi-circonférence. Admettons que
A,_, ait tous ses complémentaires égaux a un nombre &,_,. Pour obtenir A,
ajoutons & A,_,, dans chacun de ses complémentaires, un intervalle ayant méme

n—i
R

milieu que ce complémentaire et de longueur - Les complémentaires de 3,

seront encore égaux et auront pour longueur
271—1
v o

(]\, 19) (-n-—en—iﬂ_l‘

De &,= = larelation (IV, 19) permet de conclure

9

&

2

). ()

2'1—1

e

ce qui s’écrit :
- T . 1 ) 1 , 1{ / . I |
(IV, 20) eu_E<‘*?><” 7>\1 N ;T_T)(XTQ")‘

1° Onvoit que C, tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment.

2° Deux intervalles quelconques de A, étant séparés par une distance au
moins égale a C,, le nombre Q,, du théoréme 11l est égal a un.

3° Puisque G, décroit lorsque n augmente les intervalles de A, les plus petits
sont ceux que l'on ajoute en passant de A,_, & A,; chacun d’eux a pour

cn—i K
longueur iy et I'on a
1 o7t I :
Na, =€, Log — =¢, Log —— =¢, Log— + (n —1) €, Loga.
Cu—i1} (& Ca

LU ¢
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Le premier terme tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment; quant au

second, la relation (1V, 20) montre que ugmente indéfiniment, donc

1
n—ne,?
que (n—1)C, tend vers zéro.

Ainsi, les trois conditions du théoréme III sont remplies si n est assez grand;
A est donc du type maximum.

D’autre part, en passant de A,_, & A,, la mesure de ’ensemble complémen-
taire est multipliée par )

Le produit infini [] (1 — o

complémentaire de A,, qui est égale 4 la mesure de C — A, n’est pas nulle.

) étant convergent, la limite de la mesure du

CHAPITRE V.

DOMAINES A CONNEXION INFINIE. — ETUDE DE LA FAMILLE (P} DU CHAPITRE I, —
L'HYPOTHESE DE P. KOEBE.

1. Une solution de la représentation conforme des domaines a connexion
infinie. — Rappelons d’abord quelques propriétés des fonctions univalentes.

Lemye. I. — Soit w= f(z) une fonction réguliére et univalente pour|s| <1,
qui satis fait aux deux conditions

fo)=o0, 1f'(0)|=1.

Il existe un nombre d, indépendant de la fonction f(3), tel que tout point fron-
tiere du domaine décrit par f(z) soit @ une distance du point w =0 au moins
égale a d (*). La plus grande valeur possitble pour d est ZI; .

Lemme II. — Consercons les hypothéses ci-dessus et désignons par r un nombre
. .. L1 . i . NS Y
inférieur @ —z+ En tout potnt 5 du cercle |5|<r, on a l'inégalité | f(z)[S4r.

En effet, soit s = p(w)la fonction inverse de f(z). D’aprés le lemme I, elle

(') L’existence de la borne d est connue depuis longtemps, mais la limite exacte - a été
4
donnée par L. Bigsersaca. Voir L. BieserBach (a), p. 82 ss., ou encore une démonstration

rapide et récente de E. Scamipt, dans C. CARATHEODORY (:f).
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est réguli¢re dans le cercle I' défini par |w!<4r. Appliquons de nouveau le

. . O(w . (¢4
lemme I 4 la fonction () de la variable — : nous en concluons que le cercle T’
Lr hr
4

est représenté par la fonction o(s») sur un domaine du plan z qui contient tout
le cercle C défini par [z'<r. Par conséquent, tout point 5 intérieur a C est
I'image d’un point intérieur a [, et 'on a | f(5) <47

Lemme 111, — Soit D un domaine du plan s contenant Uorigine et pouvant con-
terur le point & Uinfini. St des fonctions méromorphes f(z) sont unicalentes
dans D, satisfont aux conditions f(o)=o0, f'(0)= 1, et n’ont pas de péle dans
le cercle fixe |5 |<r contenu dans D, elles forment une famille normale (')
dans D, et toute fonction limite f(s) d’une suite f,(z) de fonctions de cette
Sfamille est encore univalente.

Soit D la portion de D extérieurc au cercle [z'=r,<r. Appliquons le
lemme I 4 la fonction{— de la variable {= --- Nous voyons que fa dans D un

1 "

module supérieur 4 -; la famille est donc normale en tout pointde D autre que
4

Porigine. D’aprés le lemme 11, les fonctions f sont uniformément bornées dans
un cercle de centre origine et de rayon assez petit. La famille est donc normale
a l'origine et par conséquent normale dans tout le domaine D.

D’aprés un résultat connu, si une suite f,(3) converge réguliérement (XII)
dans D vers la fonction £(s), cette dernicre est univalente ou constante (*). La
convergence des dérivées ayant lieu en tout pointde D ('), on a

7’(0) = ]_i_m Jn(o)=m,

et f(z) ne peut étre constante, elle est donc univalente. Le théoréme est
démontré.

Pour poursuivre I'étude des questions posées an Chapitre III résolvons le
probléme suivant :

Prosrime €. — Soit D un domaine du plan z, de connexion finic ou non, con-
tenant l'origine et le point a U'infini. On demande de représenter conformément D
sur un domaine D* du plan w, de sorte que les origines et les points a Uinfini se

(*) Les définitions et propriétés des familles normales utilisées ici se trouvent dans
C. CARATHEODORY (€).
(*) Voir par exemple G. CARATHEODORY (/).
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correspondent, que la dérivée @ lorigine soit égale a un, et que tous les éléments
de fronticre (VI) de D* sotent ou des points, ou des segments portés par des droites
issues de U'origine; sur chaque droite peuvent se trouver plusieurs segments (*).

Nous allons adapter au probléme € la méthode de calcul des variations uti-
lisée pour représenter conformément un domaine simplement connexe sur un
cercle [C. Carathéodory, (d) ou (f)]. Considérons la famille ® des fonctions
w = f(z), quifont la représentation conforme du domaine D sur un domaine D’
du plan v, avec les trois condilions f(o)=o0, f(®)=9%, f'(0)=1. Nous
allons démontrer que parmi les solutions de € sont les solutions du probléme
suivant V : trouver une fonction de la famille ® pour laquelle le module de la
dérivée a Uinfini (X1), | f'(w)], soit maximum.

Cominengons par montrer que V a une solution. Tout d’abord la famille @ n’est
pas vide, car elle contient & =13. Soit w la borne supérieure finie ou non des
valeurs de | f/(a0)| pour toutes les fonctions de @; il existe une suite f,(z)

extraite de @ et telle que
lim | f;,(e0) | = p-.

D’apreés le théoréme I, la famille @ est normale dans D et compacte (XIII). De
la suite f,(z), nous pouvons donc extraire une suite f, (3) qui converge régu-
liérement vers une fonction f*(z) de la famille ®; et I'on a, d’aprés le théoréme
sur la convergence des dérivées rappelé ci-dessus, | /*(oc) | = w. Parconséquent
/*(3)est solution de V. De plus, w. est fini.

Il nous reste & montrer que si une fonction f*(z) est une solution de 'V, elle est
solution de %, ou encore que tout élément de frontiére I du domaine D* sur
lequel f* représente D est vu de l'origine sous un angle nul. Pour cela, consi-
dérons le domaine simplement connexe d qui contient le point a I'infini et dont
la frontiére est I. Il existe une seule fonction ¢(w) qui représente d sur un
domaine d dont la frontiére est un segment porté par une droite issue de 1’ori-
gine, et qui satisfait aux conditions 3(0)=o0, ¢(®w)=o, ¢'(0)=1. Si 1
n’était pas vu de l'origine sous un angle nul, on aurait alors [d’aprés
K. Lowner (a) th. 1L, p. 68)] | ¢'(«)| > 1. Lafonction ¢[ /*(z)]appartiendrait

(') Le probléeme ¢ a été résolu par P. Koss (a,), par une méthode difiérente. La méthode
ci-dessus a été indiquée dans le cas d'un domaine & connexion finie par H. Grérzscn (),
p- 69, note 2. Ce probléme est analogue a celui de la représentation sur un « Schlitzbe-
reiche » dont les fentes sont des segments paralléles; voir au paragraphe s de ce chapitre.
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a la famille @, et aurait pour module de la dérivée a I'infini ul¢'(oc)|, nombre
supérieur a . Cest impossible. D'ou le

Tukorimr L. — Le probléme V a au moins une solution et toute solution de V est
solution de ¢ (').

Dans le cas ot D est a connexion finie, on démontre aisément que deux
solutions du probléme <7, f,(s) et f,(3) sont identicques. Il suffit de considérer

la fonction ¢(z) = LOng%Ei—; qui est réguliére dans tout le domaine D et dont le

maximum du module ne peut étre atteint en aucun point de la frontiére de D,
a moins que ¢ ne soit constante [voir . Kcebe (c)]. S1D est a connexion infinie,
il n’en est plus ainsi. Par exemple, si D est formé de 'intérieur et de 'extérieur
du cercle unité, réunis par un ensemble d’intervalles qui ne soit pas du type
maximum, au sens du Chapitre IiI, la fonction w = s est solution de < sans
étre solution de V. Mais nous allons démontrer que V n'a jamais qu’une
solution.

Introduisons encore une notion utile :

Dirixitiox @ Nous dirons qu'un domaine qui contient lorigine et le point a

Uinfini est EXTREMAL s7, pour toute fonction w = f(z) de lu famille ® correspon-
dante, ona ' f'(c) <1.

On voit immédiatement que :

1° Pourun domaine cxtrémal, le probleme NV admet la solution v = 3

—_—

2° Une solution du probléme N pour un domaine D quelconque représente D sur
un domaine cxtrémal.

3° St un domaine contient un domaine extrémal, il est lui-méme cactrémal.

1 bis. Le probléme précédent V n'a qu’une solution. (*).

Lemme IV, — Soit ww = f(5) une fonction réguliére et univalente pour|s| << 1

(') On aurait pu aussi chercher dans Ja famille @ une fonction pour laquelle le module
de la dérivée & I'infini soit minimum. Exactement de la méme maniére, on aurait montré
que la solution de ce problé¢me conduit & un domaine dont chaque éléuient de {rontiére est
un arc de cercle de centre origine.

(*) L'idée de cette démonstration est tirée de H. Grorzscu, Leips. Berichte, 81, 1929,
. 51-86.



qui satisfait aux deux conditions
Jlo)y=o, [f'(0)|=1.
. 4 . I sy Top
En tout point du cercle | 3|$r < 35 on a l'inégaluté
f(z)—s]<air

En effet, sur la circonférence | 5| = — le lemme 1] donne | f(3)|< 7+ Sinous

A
posons
J(3)=:s +2a,,:",
les inégalités de Cauchy donnent
la,|< L 16,

On en conclut

!./( )_'~{< Z(IGI )”—f)" r < 27r:,

L—16r

Lemme V. — Soit w = f(3) une fonction régulicre pour |z | > 1, sauf au point
a Utnfind, univalente, jamais nulle, et qui admet un déceloppement de la forme

‘f(z):s—koco—i—%-‘r-%;f—%—....
En supposant |3| 2R > 4, on a l'inégalité
| f(z) —=]<16.
En effet, la fonction —— de la varlable = satisfait aux conditions du lemme 1.

On en conclut, surle cercle |z]| =2, l’megahte | f(5)!<8. Les inégalités de
Cauchy donnent alors

On en conclut :

8 < 6.

S
R

Lesme VI, — Sout R un domaine du plan =%+ i formé de Uintéricurd’un
rectangle de cotés b et a paralléles aux axes, dont on a enleeé un nombre fint de
segments paralléles a Uaxe réel et ne touchant pas le périmetre. Soit s({) une fonc-
tion que représente conformément R sur un domaine @ du plan s = o+ 17 avec
les conditions suivantes :

1° 5(%) est encore régulicre sur le périmétre du 1ectangle.

2° M est contenu dans une bande de largeur b + o paralléle a Uaxe des ~.
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30 Les images A'D’ et B'C des cotés AD et BC paralleles a [ azxe des v sont exte-

8
rieures a une bande de largeur b — a limitée pardeux paralleles A et A’ a Uaxe des .
4° Sotent M un potntde AD d’ordonnde v, M' son tmage d’ordonnée =(v), ona
1 i fol i/
(V, 1) fe(n) —mn]<n

50 Les lignes A'B' et D'C' se déduisent Dune de Uautre par une translation a
paralléle a Uaze des =.

Dans ces conditions, si B, est le premier point de rencontre avee A' de Uimage
A'B' de AB, et st 103 désigne la projection surl’aze des = de la ligne A'B, Uune
des deux inégalités

0 < %,
o' 3abu
est vérifiée en tout pointdeD.

Désignons par MN le segment qui jointles points d’ordonnée 7, des cotés AD et

|
|
1
[ |
| t
] i
] ) v
! 1
1 i
1 N
%]
, g D c
| | :
| | |
Al | a M N
| | ; :
| : | —
' ! 3
te - A B T
} ! === b-mmme- "
. |
| 1
; |Bl(}?+l) g=%+7
|A’(p+ : H
ol P
Voo I
v |
Fig. 13.

BC et par L(n) la longueur de son image M'N’ dans le plan 5. (On suppose que
MN ne rencontre aucun des segments frontiéres de R. ) On a alors, en supposant
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par exemple A & 'origine du plan £,
h ,
ds

(V, 2) L{n)= Z

0

b .
dz;

l'inégalité de Schwarz appliquée a (V, 2) donne

b
Ly 50 [
)]

d’ot, en intégrant les deux membres par rapport a v :

a " /]
f L('r,)'-'(('ngbf f
[} 0 0

L’intégrale double du second membre représente la surface du domaine @;
cette surface est au plus égale a a(b -+ «). Nous avons donc

9

ds .
dz,

dz

ds|* .
d——c‘ dz dv.

(V, 3) f L(n)*da £ ab(b+ o).
0
Supposons ¢ 2 x.
1l existe un point de A’B| qui a pour ordonnée =(0)==52. Supposons que

nous ayons le signe +. Soient u, le maximum de 'ordonnée de M'N, et ., le
maximum de I'ordonnée de A’B’. Nous avons

pe2 T(0)+50>40.
Nous allons démontrer I'inégalité
P> 3 0.

Prolongeons I’arc D’A’ jusqu’en A»*" parune suite d’arcs déduits de D' A’ par
les translations —a, —2a, ..., — pa paralléles a Paxe imaginaire, ct enfin
jusqu’en BY"" cn effectuant sur A’B' la translation — pa. Prenons p assez grand
pour satisfaire a

Po— Pt < [y

Soient J la courbe fermée M'N' B ”*" A #*" M’ et y. e maximum de I'ordonnée
de J. Sur 'arc N B{”""A7*"M’, I'ordonnée ne dépasse pas u.,+»; de plus,
A’B est intérieur a J, on a donc

Pa S P Sy 2

On conclut des inégalités ci-dessus u, > 3¢.
Supposons o < r, < c. L’arc M'N, contient le point M’ d’ordonnée inférieure

THESE R, DE POSSKL. 1
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a 7, + », donc inférieure & 2¢, et un point d’ordonnée 3¢. Onen conclut (ue cet
arc a des projections sur les axes supérieures & ¢ et 4 b — «, et par conséquent
L(n) >0+ (b --a)

On en déduit 'inégalité

/ L(n)da>0[04 (b—a) ]+ («—0)(b—ax)

v
=0 (b —a)
L’inégalité (V, 3) donne alors
9 < 3aba.

Lemve VII. — Considérons un domaine & connexion finie D, contenant Iori-
gine (’t le 1)1)l'nt a Uinfini, et dont la frontiére est tout enticre entre les cercles
!

z

5, ﬁ et 5 =M. Soitw = [(3) unesolution du probleme N pour le domaine D,

. . , s R .| dsw
Nous avons alors, d’apres Uénoncé méme du probléme v

’ l ds |.—,
un nombre positif ¢, on peut trouser un nombre 9 tel que Uinégalité | ==

21. Elant donné

entraine, en tout potntde D, et pour des déterminations consenables ({('s argumcnt.s',
| argiv — args | < e,
le nombre O ne dépendant pas de D, mars seulement de M et e.

Soit = =29(s) la fonction inverse de f(=3). D’aprés le lemme I, elle est

définie dans tout l'intérieur du cercle o = ,— \1 - Limitons d’abord la diffé-

rence 'z —w, sur un cercle y duplan w de centre origine ct de rayon r assez
petit. Le lemme IV appliqué a la fonction 4My(w) de la variable 4Mg
nous montre que la condition

<M

entraine
IM ozl < (M),

d’ou la limitation cherchée
, 4) Ty < M

. y <L K . . 1 .
A condition d’avoir z —w <7, our<;, > on en conclut, sur y:

v . . S
(V, ) jargs — arg | <C 2sinjargs — argey |<‘>—|—W— << 2'Mr.
|
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Supposons maintenant que l'on ait

dev
V. 6 A )
( )) 1 < d- | I
el limitons la différence ||z — v  sur un cercle I' de centre origine et de
rayon R assez grand. Pour cela, posons
dsy
(v, - Q,(\\'):?(ﬂ‘)(d:},‘,
@ ()

. [N
de la variable -—: nous voyons

et appliquons le lemme V a la fonction ’/‘ N I

que la condition
o 2R >16M

entraine l'inégalité

(V,8) Y () — vl T ot

Les relations (V, 6), (V, 7) et (V, 8) donnent alors

(V. q) don(w) =) || < g () ([—— 1;_,}){ J(R =~ 2" M).

Puis(V, 8) et (V, 9) donnent

(V, 10)

) =gl (w) = 2 () Lo () — e << G(R4-2"3) )L

S1 nous prenons

R— M

b

et si nous supposons § < %, nous avons sur I' la limitation suivante :
(\, 1) ela) — e ] <ML

Posons r= ﬁ, et appliquons les inégalités (V, 4) et (V, 5). Nous voyons
qu’en supposant R < 2"M, ou 6 < %6’ nous avons sur y

AR AL 0100 )
le—wi<gT =71 et }args——argw|<—R—-:2"9.

Si nous posons, pour simplifier,

o!:?x’e,



8% -

nous pouvons dire que, sous lu condition o. < 2, U'image de y dans le plan s est
1

. .. o
comprise entre les cercles de centre origine et de rayons R (1 == ;> » et que Uon a,
sury :

(V, 1) jargzs — argee | < .

Supposant toujours o. < 2, U'inégalite (V, 12 bis) conduit a

. ‘ Ro
(V, 12 06s) H:g(w)}——]w]]<?;

par conséquent, U'image de U est comprise entre les cercles U et I, de centre ordgine
2
et de rayons R (I = )

Considérons une demi-droite issue du point s = o, et qui ne rencontre pas

R(H%)

®

Fig. 14.

la frontiére du domaine D' image de ID. Soient A ct B les points ot elle coupe y
et I', et B, le premier point de AB rencontré en partant de A dont I'image est

sur le cercle I',. Désignons par 82 loscillation de argz sur AB, et par 85 la
borne supérieure de 8¢ sur tous les segments AB,. D’apreés 'inégalité (V, 12 bis),
le point B, est extérieur au cercle ¥’ de centre origine et de rayon ]—f, on en con-
clut, d’apres (V, 12), qu'en tout point de D’ qui appartient a la couronne
limitée par y et v/, on a

(V, 13) |args — argmw | < 80 + o.
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Puisque args — argw est unefonction harmonique qui est réguliére & I'intérieur
de v et a I'extérieur de v/, cette inégalité est valable dans tout le domaine D'.
Il nous suffit donc de montrer que ¢ ne peut dépasser une fonction de « et de M
qui tend vers zéro avec o. Pour cela, utilisons le lemme VI. Effectuons des
transformations logarithmiques

Loge =s—=0o + (7 et Logw—=—¢=f+ in.
Le domaine D" formé de la portion de D’ comprise entre y etT" et coupée par AB
a pour image dans le plan { un rectangle de c6tés 2logR et 2. Dans le plan s,
I'image de vy est entre les droites ¢ =— LogR (1 == %) et a fortiori cntre les
droites

o
o —=— LogR = )

et celle de I' est entre les droites

-

o —LogR = ~.

NR

D’aprés (V, 12), on a , pour lesimages d’un point de y dans les plans s et {:
fe(n) —n <o
Le nombre 7 satisfait 4 I'unc des deux inégalités du lemme VI :

0 <o,

. 2103
0°<rama LogR —= 1272 Log

Le deuxi¢éme membre tend vers zéro avec «. Le lemme est démontré.

Taeoreme II. — Soit D un domaine a connexion infinie du plan { contenant
lorigine et le point & Uinfini. Considérons une suite de domaines a connexion
SinieD,, contenus dans D, et tels que : 1° D, est contenu dansD,., 5 2° tout point de
D appartient auzx D, pour n asses grand. Désignons par s = f(L) une solution du
probléme N qui représente D sur un domairne D* du plan z, et par 4, = f,({) une
solution du probleme N pour le domaine D, qui représente D, sur un domaine D;
du plan w,.

Dans ces condrtions, la suite yw,(C) converge vers z(0) en tout point de D. Par
conséquent NV n’a qu’une solution.

Démonstration. — Soient { = f~'(z), {=f"(w,) les fonctions inverses de
S0 et de £,(¥). La fonction z == f| /' (s,) ] est définie dans D et en donne
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une image D, ; de méme, lafonction o, = /..., [ /' (,)] est définie dans D :

ces deux fonctions appartiennent a la famille @ relative au domaine extré-
mal D};. On a par conséquent

dz

dwvy,

Ay,
dsy,,

(V.

<

<1 et

" z

Considérons maintenant les fonctions ¢, (3) = f, | /~'(5)]. D’aprés (V, 1)),
leurs dérivées a I'infini satisfont aux inégalités

dw,

s

dw,

(\,16) T )

2l==1 2...21

%

La fonction s, (=) est définie dans D, et appartient, pour 2>/, a la famille ®
relative au domaine D,. Ces fonctions forment donc une famille normale

dans D,. Montrons que i, ( = ) tend vers z. Supposons le contraire. Il existe alors
un point z, tel que v, (35,) ne converge pas vers z,. Nous pouvons extraire
de ¢,(5) une suite w, (z) qui converge régulicrement dans D, vers une
fonction limite s (z) telle que w(z,) £ z,. D’aprés le théoréme de Stieltjés
[ voir par exemple P. Montel (@) ], la convergence a lieu dans tout le domaine D*,

et par conséquent la fonction ¢'(z) appartient & la famille ® relative au domaine
D*. Ce domaine étant extrémal, on a

(Vo) % <r.

»

De plus, d’aprés un théoréme rappelé au paragraphe 1 :

dsy . divn,
(V, 18) ——| =hm | —]| .
(I: » p== N P
De (V, 16), (V, 17)et (1, 18) on conclut
lim | &0
ne=w=| d3 z*

Par conséquent, d’aprés le lemme VII, il suffit que n soit assez grand pour
y P ’
avoir, dans tout D,
|arger,—args | <e.

On en déduit, en tout point de D :

: 'y, . w
lim J(Log %): J Log — =o.
3 I3

p=o
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Par conséquent, la fonction Log — est constante, et elle ne peut étre nulle a 'ori-

gine et non nulle en z,.

2. Cas ou le domaine D est symétrique par rapport au cercle unité C. —
Soit ¢ = f () la solution du probléme V. Désignons par (* le cercle du plan ¢
de centre origine et de rayon

Ry=V /()]

Soient z un point de D, z, son symétrique parrapport a C, et /,(z,) le symé-
trique du point /(z) par rapporta C*. On a

=1 et | f(s)]-1/i(s)| =R},

) LG g
P Y
La fonction f, (=) appartient a la famille ® relative au domaine D. Montrons
qu'elle est identique @ f(5). Si s tend vers zéro, =, tend vers I'infini, et I'on
obtient | /' (=) =!f()|. Siau contraire z tend vers 'infini, 5, tend vers zéro,
et la relation (V, 19) donne ' /" (0);=1. Puisque V n’a qu’une solution, on
conclut de ces résultats :

1

[si]

[3

d’ou

(V, 19)

N

Ji(z)=e? [(3).

Pour déterminer la constante 2, faisons s =1, il vient 3, = 1, f,(1) = f(1),
d’ot ¢ =1 et [, (z) = f(5). Nous en concluons qu’ deuz points symétriques par
rapport o G, la fonction f(z) fait correspondre deux points symétriques par
rapport a C*.

3. Etude et extension de la famille ® du Chapitre III, dans le casou A estun
ensemble d'intervalles ouverts. — Soit A un ensemble d’intervalles ouverts
disjoints &, situés sur la circonférence unité C. Considérons le domaine D formé
de I'intérieur et de 'extérieur de (i, réunis par I'ensemble A. Ses éléments de
frontiére étant situés sur C, la théorie du paragraphe précédent s’applique a D ;
désignons par V, le probléme V correspondant au domaine D.

D’autre part, appelons ®, la famille des fonctions f(s) qui satisfont aux
conditions suivantes :

v f(0)=0, [ (0)=1;

2° [(z) représente conformément Uintérieur de G sur un domaine D' intéricur
a un cercle C! de centre origine, et fait correspondre auz S; des intercalles ¢ situés
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sur C'. Arnst @y est une extension de la famille O\ du Chapitre 11, obtenue en
supprimant pour D’ la condition d’étre une étoile.

En prolongeant les fonctions de &, par réflexion sur les cercles C et (7, on
voit que @, est contenue dans la famille ® définie plus haut qui correspond au
domaine D. D’aprés le paragraphe 2, la solution de V appartient & @,. Enfin
I'égalité (V, 19) s’applique a une fonction quelconque de @, et montre que le
rayon R, du cercle C' correspondant est égal 4 /[ /7(=)[. De ces trois proposi-
sitions résulte le

TutoriMe HI. — La solution du probléme V y, que nous pouvons appeler Uextre-
MALE-A, est celle des fonctions de ®y powr laquelle le rayon Ry atteint son
maxrmum; nous désignerons ce maximum par Ry.

Cette fonction est étoilée dans le cercle unité, c’est une conséquence immé-
diate du théoréme 1; elle appartient donc & la famille ®j}.

Supposons maintenant qu'il existe dans la famille ®, une fonction /' diffé-
rente de la fonction 5 : le lemme de Schywarz, joint a la condition /(o) =1,
permet de conclure que le rayon R, de cette fonction est supérieur 4 un; a for-
tiori, d’aprés le théoréme 111, le rayon Ry de I'extrémale-A est supérieur & un;
par conséquent cette derniére ne peut sc réduire a 35 on en conclut la pro-
priété importante suivante :

Tueoreme 1V. — S ®, contient une fonction autre que z, Uextrémale-A est
o )
une fonction de la famille ® différente de =, et par conséquent A n’est pas du
type maximum.

Des théorémes 111 et 1V, nous concluons le

Tueorime IV bis. — Prexier cas @ 87 A est du type maxinuom, autrement dit
st D\ ne contient que 3, lu fumille ®y ne contient que =.

(Zest en particulier le cas si le complémentaire de A est de mesure nulle, ou
bien si A satisfait a 'une des conditions du Chapitre 1V.

DruxiiMe cas. — ST A n’est pas du type maximum, toutes les fonctions de @y
différentes de = ont un rayon R tel que 1y < R<Ry. La seule dont le rayon est Ry
est Uextrémale-A qui est la solution du probléme V5 elle est étoilée et appar-
tient par conscquent a ®.

Ce cas se présente en particulicr si le complémentaire de A contientun inter-
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valle; il se présente toujours, comme nous le verrons au Chapitre VI, lorsque
les deux conditions suivantes sont remplies : 1° le complémentaire de A n’est

.. . L. I
pas de mesure nulle; 2° en désignant par ¢, les intervalles de A, la série 2

£
Log 37
converge.

On peut montrer que dans ce deuxiéme cas il y a des fonctions de @} de tous
les rayons compris entre 1 et Ry; en effet, f(z) désignant I'extrémale-A, la
fonction

[ f(s)]—
appartient a @\ et a pour rayon (Ry)'—=.

Démontrons encore le

Tutorine V.

Lorsque Uensemble d’intercalles A n’est pas du type maximum,

Uextérmale-A, w = f(z), le représente sur un ensemble d’intervalles A'.
SO .,

Posons v, = Ry ¢ A’ correspond un ensemble semblable A, sur le cercle unité du

planw,. A, est du type mazimum.

En effet, si A; n’était pas du type maximum, 'extrémale-A,, {(w,), aurait
un rayon Ry > r. La fonction
o [(2)
RW( Ry )

Fig. 15.

appartiendrait alors a la famille ®@,, et aurait un rayon égal a Ri.R,, donc
plus grand que Ry; c’est impossible.

Examinons le cas particulier ou A se compose d’un nombre fini d'intervalles.
Soit /() 'extrémale-A (*). Des intervalles complémentaires de A, elle donne

(") La recherche de cette fonction peut ici se ramener au probléme mixte de Dirichlet-

THESF R. DC POSSEL. 12
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des images vues de I'origine sous un angle nul; par conséquent elle représente
I'intérieur de C sur une étoile E formée d'un cercle C' de centre origine et de
rayon Ry, coupé par n entailles dirigées suivant des rayons. On voit que 'ar-
gument de f(z) présente un accroissement 27 sur A. f estdonc 'unique fonc-
tion de la famille [Fy.®} | définie au Chapitre 111.

4. L’hypothése de P. Keebe. — Nommons domarne du type S un domaine
du plan J, contenant le point a linfini, et dont tous les éléments de frontiére
sont des segments parall¢les a I'axe réel, qui peuvent se réduire a des points
( Schlitzbereiche). On sait [voir par exemple Hurwitz-Courant (@) ou encore
une Note de 'auteur ((i6tt. Nachr., 1931, p. 199)] que tout domaine plan
[et méme tout domaine schlichtartig (voir Introduction, § 3)] peut étre repré-
senté conformément sur un domaine du type S.

Deux domaines du type S a connexion finie ne peuvent &tre représentés 1'un
sur 'autre par une fonction développable a I'infini sous la forme
TR

2
S

(V. 20)

U

=L+

U R

que s'ils sont identiques. P. Kcoebe (0) a donné un exemple de deux domaines
du type S, non identiques, et qui peuvent étre représentés I'un sur l'autre par
une fonction satisfaisant a la condition (V, 20).

Cependant, parmi les différentes fonctions, = f({) qu satisfont & (V, 20)
et qui représentent conformément un domaine donné D du plan {, & connexion
infinie, et contenant le point a l'infini, sur un domaine du type S du plan J,, il
en est une qui se distingue par des propriétés remarquables : c’est la « fonction
de courant » (Stromungsfunktion). Elle est I'unique solution de plusieurs pro-
blémes de calcul des variations (). P. Keebe (4) appelle le domaine obtenu au

Neumann (ui consiste & trouver une fonction harmonique dans un cercle, sachant (u’elle
est nulle sur certains arcs de la circonférence et que sa dérivée normale est nulle sur les
arcs complémentaires. Ce probléme se raméne lui méme & une équation de Fredholm.
Voir par exemple D. Hilbert (a). J. Hadamard (a).

(') Celui qui consiste @ rendre minimum l'intégrale de Dirichlet de la partie réelle
de f(z), étendue a la portion de D intérieure a un grand cercle, ou encore (Note de l'au-
teur citée ci-dessus), celul qui consiste & rendre maximum la partie réelle du coefficient

de <

7 dans le développement (V, 20).
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moyen dc cette fonction « minimale Schlitzberciche ». Nous dirons que c’est
un domaine du type S,,. Deux domaines du type S,, ne peuvent étre représentés
I'un sur Iautre, par une fonction satisfaisant & (V, 20), que s’ils sont iden-
tiques.

P. Kbe émet alors Uhypothése suicante : pour tout domaine du type S, la pro-
Jection de la frontiére sur 'axe imaginaire est un ensemble de mesure nulle. Nous
allons montrer que, méme pour un domaine du type S,, dont tous les éléments
de frontiére sont réduits « des points de Uaxe imaginaire, lu propriété n’est pas
vraie (1. Cela résulte du théoréme suivant :

Tutorime VI. — Prenons sur le cercle unité C du plan = un ensemble A du type
maximum, formé d’intercalles oucerts, et dont le complémentaire n’est pas de
mesure nulle. Transformons le plan 5 en un plan { au moyen d’une transforma-
tion linéaire fractionnaire { = g(z) qui améne U'intérieur de C sur le demi-plan
R (L) > o, et A sur un ensemble A’ de [’axe imaginaire 1, le point & U'infind étant
le transformé d’un point de A. Le domaine D du type S obtenu en retirant du
plan { Uensemble T — A’ est du type S,,.

Considérons la fonction I, = f({) qui représente D sur un domaine D du

type S,., et qui satisfait a (V, 20). Nous decons montrer que ¢’est Z. Puisqu’elle
est unique, a deux points gymétriques par rapport & [, elle fait correspondre
deux points également symétriques par rapport a I'axe imaginaire I, duplan{,,
sinon on obtiendrait par symétrie une autre fonction jouissant des mémes pro-
priétés. A 'ensemble A’ porté par [ correspond donc un ensemble d’intervalles

du domaine D porté par 1,. Transformons le plan {, en un plan z, au moyen
d'une nouvelle transformation linéaire fractionnaire, z, = A({, ), qui améne le
point /| g(0)] a l'origine, le demi-plan RZ, > o sur l'intérieur d'un cercle de
centre origine, et telle que la fonction 2 | /[ g(=)]{ ait pour 5 =0 une dérivée
égale & un. Cette derniére fonction appartient a la famille @, donc se réduit
a z, puisque A est du type maximum (théoréme IV bis de ce chapitre). Par
conséquent le domaine D n’a pas de point fronti¢re en dehors de 1'axe imagi-
naire; la fonction {, = /({) représente le demi-plan R({) > o sur le demi-
plan R(Z,) > o, et satisfait 4 la condition (V, 20); c’est donc L.

(') J'apprends que ceci a été démontré par H. GrOrzsen, Leipziger Berichte, Bd 83,
1931, p. 185-200.
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CHAPITRE VI.

ETUDE DES FAMILLES DE FONCTIONS ETOILEES Iy, ®} T [ 17, ®1] pEFINIES
AU CHAPITRE M.

1. La famille I'y. — Rappelons qu'elle est formée des fonctions étoilées dont
la dérivée a 'origine est égale a un, et dont I'argument présente un accroisse-
ment 2% sur 'ensemble A. Démontrons d’abord la propriété suivante, A étunt
toujours formé d’intercalles ouverts.

TugoriMe 1. — Il existe une suite de fonctions f, de la famille ¥y qui conserge

réguliérement dans le cercle unité C vers Uextrémale —A. Le rayon Ry de cette
derniére est la limate des rayons R, des fonctions f,.

Les intervalles ¢; de A étant numérotés dans un ordre arbitraire, considérons
lensemble A, =2, + ...+ 2,. Soit /,(z) 'extrémale ~13,. Son argument pré-
sente un accroissement 2% sur A,, et aussi sur \; elle appartient donc a la
famille IFy.

D’aprés le théoréme 11, Chapitre VI, les fonctions /, tendent vers l'extré-
male —A f(3). De plus, on a

R,=\ |[u(c)| et R,=\T[(0)];

il en résulte la propriété énoncée.
Revenons maintenant aux bornes my et M, relatives aux familles F et IFy, et

définies au Chapitre [Hl. Nous avons démontré |'inégalité

(V1 2) ma < WMy,

A l'aide du théoréme | ci-dessus, on peut compléter ce résultat de la fagcon
suivante :

TukoreME 1. — Lorsque A est un ensemble d’intercalles oucerts, on a
(VL 3) ma— My—Raj.

En effet, puisque Ry est la limite des rayons R, des fonctions f, de la
famille Fj, il résulte de la définition de M,

(V1 4) Ra 2 Va.
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D'autre part, / appartcnant a la famille F, on a
(VL 3) Ra £ ma.

Les égalités (VI, 3) sont une conséquence des inégalités (VI, 2), (VI, 4)
et (VL 5).

Nous avons vu au Chapitre 111 que si My==1, A est du type maximum. Dans
le cas présent, nous pouvons démontrer la réciproque. En effet, si A est du
type maximum, nous avons (Chapitre V, § 3) Ry=1, et par suite, d’aprés le
théor¢me [l ci-dessus, Ma=1. D’olt le

TueorinE ILl. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble
d’intercalles ouverts A sott du type mazximum est My=1.

Nous avons construit au Chapitre IV un ensemble d’intervalles A du type
maximum dont le complémentaire est de mesure non nulle; il fournit un
exemple du cas o 'argument de /, fonction limite des f,, présente sur A un
accroissement inférieur a 2%, alors que les arguments des f, présentent sur A
des accroissements égaux a 2w. On a ici /= 5. Autrement dit, la famille F,
n’est pas compacte, ou si 'on veut, I'accroissement d’argument sur A n’est pas
une fonctionnelle continue.

2. La famille [[y.®}]. — Une conséquence immédiate du théoréme II est
la suivante :

L'extrémale-A est une solution du probléme de calcul des wvariations qui
consiste a trouver, dans la famille ¥, les fonctions pour lesquelles le minimum du

module sur A atteint sa borne supérieure ma (").

Considérons le probléme analoguc qui consiste a trouver, dans la famille ¥,
une fonction pour laquelle le maximum du module sur la circonférence unité C
attent sa borne inférieure My. D’apres le théoréme 11 de ce chapitre, une telle
Jonction [ appartient a la famille ®y; d’apres le théoreme III, Chapitre V, f est
Uextrémale-A. Elle apparticnt a la famille [Fy. D). Incersement (*), considé-

(') On peut d'ailleurs montrer que pour toute solution /() de ce dernier probléme, le
module de f a la méme valeur en tout point de A. Il en résulte que 'unique solution de ce
probléme est I'extrémale-A. Mais la démonstration ne saurait trouver place ici. Je compte
revenir prochainement sur ces questions.

(*) Ce raisonnement ne suppose pas que A soit un ensemble d'intervalles. Dans le cas
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rons une fonction f de la famille | V. ®\]. Appartenant a Iy, son rayon est au
moins égal a Ry appartenant a ®), il est au plus égal a Ry : par conséquent il
est égal a Ry; / est donc l’cxtrémale-A et appartient @ Fy. Nous avons ainsi le

TugoriMe IV. — La famille |Fy.®\] se réduit & Uextrémale—-A si celle-ct
appartient @ ¥y. Dans le cas contraire, la famille | Fy. D) ] est vide.

Si, pour un certain ensemble A, on peut affirmer que la limite d'une suite
convergente et uniformément bornée de fonctions de la famille Iy appartient
encore a I°y, il en résulte, d’aprés le théoréme I, que 'extrémale-A f(z)
appartient a I'y. Si, de plus, le complémentaire de A n’est pas de mesure nulle,
il est impossible que I'on ait f(z)=25; donc A n’esl pas du Lype maximum, et,
d’aprés le théoréme IV, f(3) est une fonction de | I°y. 1] différente de s.

Nous allons montrer qu'il en est ainsi, pourvu que A satisfasse 4 des condi-
tions asscz générales :

. - e , . 1 . .
Treorive V. — St la série — . converge, toute suite f, convergente et unt for—
Log 5

/
mément bornée de fonctions de Fy converge vers une fonction [ de Fy ().

Posons, comme au Chapitre 111,
Tott)y==arg fu(e), 1)y =g [ ().

La fonetion monotone 2.(¢) est continue, sinon, d’aprés la formule (IV, 1),
JS(5) ne serail pas bornée. Il résulte alors du théoréme VII, Chapitre I, que
A.(2) tend vers (%) lorsque n augmente indéfiniment. Pour I'intervalle ¢, allant
du point d’argument «, au point d’argument 3, dans le sens positif, nous avons
A0 M) =174(3)) — taulo)).
expression qui tend vers
Ao, 1) =2(53,) (=)

Nous devons montrer que si | f, | est borné supérieurement par un nombre K,
la difiérence
(V1L 6) AN 7, (O]—A[A 0]

général, il conduit & la conclusion suivante : si une fonction f(:) de rayon R appartient
. < * —_— . N A
a [I‘A.(I)A]. on a ma— My—=R, et toute autre fonction de Il}d’l] a alors le méme
rayon 1A,

(') (est le cas pour un nombre fini d'intervalles.
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tend vers zéro lorsque » augmente indéfiniment. En désignant par , I'argu-

ment du milieu de ¢,, la formule (IV, 1) donne

t EI 1
Log | fu(e®™) = = | Log i, (¢)-- Log--
r\ij/t( 1) nJ, n,,[ol /L( )“ 54

Or, la formule de la moyenne (chapitre préliminaire) permet d’écrire

fLog—vQ—-d)”(l) 2fLOg P (1) > Los—L < A(3,;7,) > Log = A(3,; 1,);
i 7, “ Vs, 10, - 0 s,

sin ~4
)
d’oti

I 9 . 1
Log | fulet) | > p Log_'o?/ A(9,; 1,) t- Log L

De| /.| <K, on conclut alors

A(d,; 7)<

N

b

1
Log ~

S,

K’ étant une constante. Puisque la série converge, nous pouvons prendre

1

LOg ’67
N assez grand pour que 'on ait, quel que soit n,
@ X X ¢
OV 7) EVA(D';I"K 2
/=D

ce (qui entraine, la série étant a termes positifs,

N
2A(6,;k)<§,

=N

et par suite

(V1, 8) JACN<p
=N

N étant ainsi déterminé, nous pouvons prendre n assez grand pour que I'on ait,
pour tout indice j inférieur a N,

(M, 9) IAG; )~ AG )< S

Il résulte alors de (VI, 7), (VI, 8) et (VI, 9) que la différence (VI, 6) est infé-
rieure a ¢.
De ce théoréme, nous concluons le
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Turkorime VI. — Un ensemble A d’intervalles ouserts o; dont le complémentaire

n'est pas de mesure nulle, et tel que la série

—conserge, n'est pas du lLype
IJO

il

8
7
maximum, et {’extrémale-A correspondante appartient « ¥y,
3. Exemple d'un ensemble A qui n'est pas du type maximum et pour lequel
la famille [I7y.®}] est vide; autrement dit, pour lequel l'extrémale-A n’appar-

tient pas a I

Soit ¢ un diamétre du cercle unité C du plan =, le partageant cn deux demi-
cercles d, et d., limilés par les arcs C, et C,. Prenons deux ensembles d'inter-
valles ouverts dont I'un, A,, est du type maximum, et a un complémentaire de

Fig. 16.

mesure non nulle situé sur C,, et 'autre, A,, n'est pas du type maximum, et a
un complémentaire situé sur C..

Montrons que l'ensemble A= A,.\, répond a la question. Tout d'abord, la
famille ®} contient, entre autres fonctions, celles de @3 ; A n'est donc pas du
type maximum.

Il reste a montrer que si f(5) est une fonction de ®}, elle ne peut appartenir
a IFy. En effet, si cela a lieu, elle transforme Uintérieur de C en un domaine
intérieur a un cercle C’, de sorte qu’aux intervalles de A correspondent des
intervalles d’un ensemble A' de C! dont le complémentaire est de mesure nulle.

Le diamétre ¢ aboutissant en des points de A, il en résulte que ¢’ partage C’ en
deux arcs 0| et C,, et son intérieur en deux domaines correspondants &', et b,.
Le domaine d,, image de d,, ne peut étre identique & &, ; s'il était, a C,,
f(z) ferait correspondre I'arc C|, et le complémentaire de A’ ne serait pas de
mesure nulle; d, a donc au moins un point frontiére P’ intérieur a &/.
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Représentons conformément le domaine &+ d,+¢ sur lintérieur d'un
cercle (', au moyen d’une fonction g(w), satisfaisant aux conditions g(o)=o,
g'(o)=1. La fonction g[f(s)| représente alors l'intérieur de C sur un
domaine D’ intérieur & C’, et qui a un point frontiére P”, image de P/, &
Iintérieur de ('; de plus, a tout intervalle de A, correspond un intervalle
situé sur C"; g[ f(s)] est donc une fonction de la famille @, différente de z.
Mais c’est impossible, puisque A, est du type maximum (th. IV bis, Chap. V).
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