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PREMIÈRE THÈSE.

QUELQUES PROBLÈMES DE REPRÉSENTATION CONFORME

PREFACE,

Les problèmes étudiés dans ce Mémoire se rattachent à la question générale
suivante : étant donné un ensemble de points sur une circonférence, on veut
représenter conformément l'intérieur de cette circonférence sur un domaine, la
représentation étant telle que la partie de la frontière de ce domaine qui corres-
pond à l'ensemble jouisse de propriétés données.

Ces problèmes m'ont paru fondamentaux dans l'étude du prolongement des
surfaces deRiemann[T. Radó(^)]( i). Les questions rencontrées ne sont résolues
qu'en bien faible partie. Une conséquence des résultats me semble spécialement
digne d'intérêt : le rôle qui semblait devoir être joué par les ensembles de
mesure 27; situés sur la circonférence de rayon un, conformément à une
hypothèse émise par P. Kœbe en 1918 (6), est en réalité joué par des ensembles
dont la mesure peut être inférieure à 2T, et que j 'ai nommés ensembles du type
maximum. Pour les étudier, j 'ai utilisé l'intégrale de Stieltjes. Dans un cha-
pitre préliminaire se trouvent réunies les propriétés utilisées de cette intégrale.
La place m'a manqué pour en donner l'exposé systématique que je compte
publier prochainement.

Je suis amené en passant à résoudre le problème de la représentation con-
forme d'un domaine à connexion infinie sur un domaine dont chaque élément

(*) Los lettres qui suivent les noms d'auteurs renvoient à l'index bibliographique placé
à la lin du Mémoire.

THES8 R. DE POSSEL,
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de frontière est un segment de droite dont le prolongement passe par Forigine,
problème résolu par P. Kœbe (a,) en 1908, par une méthode differente.

Enfin, les deux premiers chapitres sont consacrés l'un à une étude topolo-
gique des domaines étoiles, l'autre aux propriétés des fonctions étoilées.

Qu'il me soit permis de remercier tout spécialement M. C. Carathéodory,
pour ses conseils si précieux et pour la bonne grâce avec laquelle il m'a cons-
tamment guidé dans l'accomplissement de ce travail.

Il m'est agréable de mentionner aussi M. C. Plâtrier qui s'est si aimablement
occupé de l'impression de ce Mémoire.

TERMINOLOGIE.

I. L'intersection de deux ensembles E et F est l'ensemble des éléments qui
appartiennent à E et à F. On le désigne par la notation E.F. Des ensembles
sont disjoints lorsque aucun élément n'appartient à deux d'entre eux.

II. L'expression a ensemble mesurable — B » pourrait prêter à confusion
avec l'expression «ensemble mesurable —A >/, qui signifie «mesurable par
rapport à la fonction monotone (ou à variation bornée) X(î) ». Cette dernière
notion est d'ailleurs tout à fait analogue à celle d' a ensemble mesurable » au
sens ordinaire du mot (sens de Lebesgue), tandis que celle d' a ensemble mesu-
rable — B » est de nature toute différente. Pour ces deux raisons, nous adopte-
rons la terminologie a ensemble de Borehyy qui est utilisée déjà depuis longtemps
par de nombreux mathématiciens. [Pour les définitions, voirYi. Lebesgue (a),
ou C. Carathéodory (A).]

III. A moins d'indication contraire, nous distinguerons toujours entre Y in-
tervalle (ou intervalle ouvert) d'une droite ou d'une circonférence, et le segment
(ou intervalle fermé). Le premier ne contient pas ses extrémités, le second les
contient.

IV. L'expression « domaine du plan » a pour nous le sens adopté partout en
théorie des fonctions. C'est un ensemble de la sphère de Riemann qui est
connexe, et dont chaque point est centre d'une calotte sphérique ne contenant
que des points de l'ensemble. Connexe signifie que deux points du domaine
peuvent être joints par un arc de Jordan situé dans le domaine.



- 3 —

Si toute calotte de centre P contient des points du domaine et des points qui
ne lui appartiennent pas, P est dit point frontière.

V. Un continu du plan est un ensemble parfait qui est bien enchaîné entre
deux quelconques de ses points. Ceci veut dire qu'étant donnés deux de ses
points A et B et un nombre £, on peut trouver une chaîne de points de l'en-
semble A.M,Ma. . .B telle que la distance cordale de deux points consécutifs
soit inférieure à £.

VI. I/ensemble des points frontières d'un domaine est fermé. On l'appelle
la frontière du domaine.

Soit P un point frontière. Les points frontières qui sont bien enchaînés avec
P forment un continu que Ton appelle un élément de frontière. S'il n'y a pas
de point frontière bien enchaîné avec P, on dit que P est un élément de fron-
tière réduit à un point.

Si un domaine n'a pas de point frontière, il est constitué par la sphère de
Riemann; on dit que son ordre de connexion est nul. Un domaine qui a
1,2, . . . éléments de frontière est dit simplement, doublement, . . ., connexe.
S'il y a une infinité d'éléments de frontière, le domaine est dit à connexion
infinie.

VIL Une entaille d'un domaine D est un arc de Jordan dont tous les points
sauf une extrémité appartiennent à D.

Une transversale est un arc de Jordan dont tous les points sauf les deux
extrémités appartiennent à D. On démontre que si un domaine est simplement
connexe, toute transversale le partage en deux autres domaines, et réciproque-
ment [?wVB. de Kerekjartó («)].

VIIL La circonférence unité est la circonférence de centre origine et de
rayon un.

IX. Les deux mots régulière et holomorphe étant employés dans le même
sens pour qualifier une fonction analytique, nous choisirons le premier.

X. Une fonction méromorphe dans un domaine D est dite univalente si elle
prend deux valeurs différentes en deux points quelconques de D.

XL Soit / ( s ) une fonction méromorphe à l'extérieur d'un cercle de rayon



assez grand, et qui admet un développement de la forme

On appelle dérivée à Uinfini \z quantité a. Cest d'ailleurs la limite vers laquelle
tend ff (z) = a — — — . . . lorsque z tend vers l'infini.

XII. Soient A un ensemble quelconque du plan complexe et zQ un point
de A, qui peut être à l'infini.

On dit qu'une suite de fonctions complexes (pas nécessairement analytiques),
définies sur A, converge continûment par rapport à A au point z0 si, pour toute
suites,, £a, . . . de points de A qui converge vers -s0, la suite wn = fn(Zn) e st
convergente,

Si une suite de fonctions méromorphes dans un domaine D y converge conti-
nûment, nous dirons qu'elle converge régulièrement dans D [voir C. Carathéo-
dory (e)].

XIII. Nous dirons, avec M. Fréchet (6), qu'une famille <E> de fonctions
méromorphes dans un domaine D est compacte si toute fonction limite d'une
suite de fonctions de <t> appartient encore à $.

INTRODUCTION.

1. Les ensembles du type maximum. — Soit A un ensemble d'intervalles
ouverts disjoints o, (I et III)( ( ), situés sur la circonférence unité (VIII) C définie
par |^j = i. Supposons qu'une fonction analytique w = f(z) satisfasse aux
conditions suivantes :

i° ƒ est régulière (IX) pour j z | <^ 1 avec/(o) = o, / ' ( o ) = 1 ;
20 ƒ représente conformément l'intérieur de C sur un domaine (IV) D'inté-

rieur à un cercle C' dont le centre est à l'origine du plan w, et Ton suppose
qu'à chaque intervalle ot correspond (2) un intervalle S',, situé sur C;.

(J) Les chiffres romains renvoient à la terminologie.
(-) Ceci demande quelque explication. Soit une fonction tv—ƒ{£) régulière et univa-

lente (X) pour | z | <; J et qui satisfait à | / ( s ) ] < R . Désignons par ô un arc ouvert du
cercle \z\z=ii. Supposons que lorsque z tend vers un point de 0. I ƒ (z) \ tende vers R :
alors, d'après le principe de symétrie de Schwarz [voir par exemple G. JULIA (#)], f (s) est
régulière aux points de ô, et représente ô sur un arc ô' du cercle G' de centre origine et de
rayon R.



Désignons par $^ la famille formée par ces fonctions; si elle ne comprend
que w = z, nous dirons que A est du type maximum. [Dire que f(z) est différente
de z revient à dire que D' a des points frontières intérieurs à C ' f 1 ) . ]

Dans le cas banal où l'ensemble des points de C complémentaire de A,
soit C — A, contient un intervalle rf, il existe une fonction de $^ différente
de z\ elle représente l'intérieur de C sur le domaine formé de l'intérieur d'un
cercle G' diminué d'une entaille (VII) correspondant à d et dirigée suivant un
rayon (-),

Dans les autres cas, A est partout dense, et C — A est fermé discontinu;
à priori, on pourrait croire que A est toujours du type maximum, mais on
connaît depuis longtemps des exemples du cas contraire. En effet, on peut
trouver un domaine D formé d'une partie de l'intérieur d'un cercle C', dont la
frontière contienne des arcs libres (3) o'. situés sur C', et tel que si on le repré-
sente conformément sur un cercle C, les images o£ des o't soient denses en tout
point de C : l'ensemble des o, n'est évidemment pas du type maximum. On
obtient aisément un tel domaine D au moyen d'un exemple de C. Carathéo-
dory (a) (4). Un autre exemple direct est donné par P. Kœbe (è). Nous en
donnerons un au Chapitre I. Dans ces exemples, le complémentaire de A est de
mesure non nulle (5). En effet, nous montrerons très simplement au Cha-
pitre III que si le complémentaire de A est de mesure nulle, $^ ne comprend
que la fonction z.

L'hypothèse la plus simple serait alors la suivante : si C — A n'était pas de
mesure nulle, A ne serait pas du type maximum. On y serait d'autant plus
porté que si elle était fausse, une autre hypothèse faite par P. Kœbe (b) sur les
a minimale Schlitzbereiche » serait également fausse (voir Chap. V). Cependant,
nous donnerons un exemple d'ensemble du type maximum dont le complémcn-

(1 ) C'est une conséquence du lemme de Schwarz. Voir, par exemple, G. JULIÀ (a).
(-) Voir au Chapitre III le calcul de cette fonction.
(3) C'est-à-dire que tout point de Tare ouvert St est centre d'un cercle dont la portion

intérieure à C' appartient à D.
(•) Conservons les notations du Mémoire cité. Menons une parallèle à AB, équidistante

de AB et de CD, et qui rencontre en E et F les côtés AD et BC. Soient E' et F' les points
de cette droite situés sur le contour du polygone ï>2 et les plus rapprochés de E et F.
Représentons conformément sur un cercle le rectangle dont deux sommets sont E' et F ' et
dont un côté est sur AB. La portion de G intérieure à ce rectangle est alors représentée
sur un domaine de l'espèce voulue.

(5) Pour la théorie de la mesure, voir II. LEBESGCE (a), ou C. CAHATHÉODORY (b).
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taire n'est pas de mesure nulle; c'est par conséquent l'hypothèse de P. Kœbe
qui doit être rejetée ( ' ).

Un des buts de ce Mémoire est la recherche de conditions portant sur la structure
de Vensemble A et permettant d'affirmer quil est ou qu'il n'est pas du type
maximum.

Parmi les fonctions de $^, nous verrons qu'il y en a une et une seule pour
laquelle le rayon du cercle C' atteint son maximum. Nous la nommerons
extrêmale-A. Nous montrerons que cette fonction est étoilée, et que l'ensemble
d'intervalles S', qui lui correspond est du type maximum.

Lorsque l'ensemble A n'est pas du type maximum, deux cas sont possibles :
le complémentaire de l'ensemble des o\ correspondant à l'extrêmale-A peut
être de mesure nulle ou de mesure non nulle. Nous donnerons des exemples
des deux cas.

2 . Quelques questions où interviennent les ensembles du type maximum (2).

— L'étude des ensembles du type maximum paraît présenter un triple intérêt.

I. Tout d'abord, comme nous le verrons au Chapitre VI, elle touche aux
questions relatives aux c< minimale Schlitzbereiche » posées par P. Kœbe

IL Ensuite, elle est liée aux ensembles parfaits discontinus de singularités
[Â. Denjoy (a), (&)]. En effet, prolongeons une fonction f(z) de la famille $A
par réflexion (3) sur les cercles C et C'. Si f (s) est différente de s et si A est
partout dense, on voit qu'elle possède un ensemble parfait discontinu de singu-
larités contenu dans C — A; elle est univalente au voisinage*de cet ensemble,
mais n'est pas continue sur l'ensemble.

III. Enfin, les ensembles du type maximum sont intimement liés à la théorie
des surfaces de Riemann générales. Comme nous n'y reviendrons pas, traitons
ici cette question en détails, et commençons par rappeler la définition de la
surface de Riemann.

(*) J'apprends qu'un tel exemple vient cTêtre donné par II. Grötzsch au moyen de pro-
cédés différents (voir Berichten zu Leipzig, Bd 83, IO,3I, p. 186 et suiv.).

(2) Ce paragraphe est destiné à montrer l'intérêt des questions étudiées, et comment
j^y ai été amené. Cette partie est inutile au lecteur qui ne s'intéresserait qu'à la représen-
tation conforme.

(') Pour le prolongement d'une fonction par réflexion, voir par exemple G. JULIA (a) .
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DÉFINITION DE IA 8LRFACE DE RIEMANN.

Nous adopterons la déiinition de T. Radó (a) équivalente à celle de
H. Weyl (a), mais peut-être plus maniable \r>oir aussi S. BOCHNER (#)].

Donnons d'abord les notions indispensables de topologie des surfaces.

ESPACE TOPOLOGIQUE. — Soit un ensemble d'éléments P appelés points. Suppo-
sons qu'à chaque point P on ait fait correspondre des sous-ensembles de l'en-
semble précédent, contenant P. Ce sont les voisinages de P, et on les désigne
par V(P) . Nous dirons qu'un tel système de points et voisinages constitue un
espace topologique quand il vérifie les trois conditions suivantes :

iü Si un point P a deux voisinages, il en a aussi un troisième qui est contenu
dans chacun des deux premiers ;

2° Tout point Q pris dans un voisinage V(P) d'un point P possède un voisi-
nage V(Q) contenu dans V(P);

3° Si P et Q sont des points différents, ils possèdent des voisinages sans point
commun.

La définition est due à F. Haussdorff (a). C'est un cas particulier des
espaces-V de M. Fréchet (6).

Considérons maintenant deux espaces topologiques Rt et Ra. Supposons
une correspondance biunivoque entre les points d'un ensemble E< contenu
dans R, et ceux d'un ensemble E2 contenu dans R2. P4 et P2 étant deux points
correspondants, nous dirons que cette correspondance entre E, et E2 est topo-
logique si, étant donné un voisinage quelconque V(P2) , on peut trouver un
voisinage V(P< ) tel que l'image de E,.V(P, ) (' ) soit contenue dans E2 .V(P a) ,
et réciproquement.

Nous dirons que deux espaces topologiques formés des mêmes points, mais
de voisinages différents, sont identiques, si la correspondance identique entre les
deux espaces est topologique. Par exemple, un domaine D du plan (IV) forme
deux espaces topologiques identiques, que l'on prenne comme voisinages de P
les intérieurs de tous les carrés de centre P contenus dans D, ou les intérieurs

(4) Lire : les points communs à Ei et à V(P1).



des cercles de centre P contenus dans D. En effet, dans tout carré de centre P,
il y a un cercle de centre P, et inversement (*).

Un espace topologique est dit connexe si tout point P peut être atteint à
parti]1 de l'un d'eux A au moyen d'une chaîne de voisinages en nombre fini
V(A), V(M,), . . ., V(M„), V(P), deux voisinages consécutifs ayant au moins
un point commun. 11 est équivalent de dire que l'espace topologique n'est pas
formé de la réunion de deux espaces topologiques.

Un point P d'un espace topologique est dit point limite d'une suite infinie de
points si tout voisinage de P contient des points de la suite. Lorsque toute
suite infinie de points d'un espace topologique a au moins un point limite, on
dit que cet espace est fermé.

SURFACE. — Un espace topologique connexe dont chaque voisinage est en
correspondance topoiogique avec l'intérieur d'un cercle est une « stuf ace » ou
variété à deux dimensions. Ainsi, le plan tout entier y compris le point à
l'infini, un domaine du plan, sont des « surfaces ».

Une rétrosecüon d'une surface est un ensemble en correspondance topolo-
gique avec une circonférence, celle-ci étant considérée comme ensemble de la
a surface » formée par le plan (2).

Un arc a même définition, la circonférence étant remplacée par un segment
de droite AB, extrémités comprises. A ces dernières correspondent des points
P et Q de la surface. Décrire l'arc de P vers Q, c'est considérer les points de
cet arc dans l'ordre où leurs images sont rencontrées en allant de A vers B.

Un arc ouvert est un ensemble en correspondance topologique avec un inter-
valle rectiligne (extrémités non comprises).

Si de plus, à toute suite de points de l'intervalle tendant vers une des extré-
mités correspond sur la surface une suite n'ayant aucun point limite, l'arc
ouvert est appelé sectioji transverse, (II n'y a pas de section transverse sur une
surface fermée.)

Deux points d'une surface appartenant à un même voisinage peuvent être
joints au moyen d'un arc : on obtient ce dernier au moyen de l'image plane du
voisinage. Deux points quelconques d'une surface pouvant être joints au

(1) Dans ce paragraphe nous entendrons par domaine du plan l'espace topologique qui
lui est ainsi attaché.

(2) II revient au même de considérer la circonférence comme un espace topologique,
les voisinages d'un point étant les arcs ouverts qui contiennent ce point.
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moyen d'une chaîne de voisinages en nombre fini, ils peuvent donc l'être aussi
par une chaîne d'arcs, de laquelle on peut déduire un arc joignant les deux
points.

On dit qu'une surface est simplement connexe si elle peut être mise en corres-
pondance topo logique avec l'intérieur d'un cercle; qu'elle est u schlichtartig y> si
elle peut être mise en correspondance topologique avec un domaine du plan.

DOMAINE SITUÉ sua UNE SURFACE. — Considérons sur une surface S un ensemble D
dont tout point possède un voisinage contenu dans D. Cet ensemble constitue
un espace topologique à condition de ne conserver, comme voisinages des
points de D, que ceux qui sont contenus dans D. Si cet espace est connexe,
c'est une « surface » que nous nommerons domaine de S. Par exemple tout
voisinage de S est un domaine simplement connexe de S.

Un point dont tout voisinage contient des points de D et des points n'appar-
tenant pas à D est un point frontière du domaine. Supposons D différent de S.
Il y a alors au moins un point frontière. En effet joignons au moyen d'un arc
un point P de D à un point Q de S n'appartenant pas à D; en décrivant cet
arc à partir de P, le premier point rencontré qui n'appartient pas à D est un
point frontière. L'ensemble des points frontières forme la frontière.

Une transversale de D est un arc de S dont tous les points sauf les extrémités
appartiennent à D. Les définitions sont d'accord avec celles qui sont ordinaire-
ment employées pour les domaines du plan.

Remarquons enfin que les points communs à deux domaines constituent
évidemment un ensemble de domaines.

Citons encore quelques propriétés des surfaces.

THÉORÈME I. — Étant donné un arc {ou un arc ouvert) y dhtne surface S, il
existe un domaine simplement connexe de S qui contient y. Autrement dit la
correspondance topologique qui, par définition y existe entre l'arc y et un segment
ectiligne du plan peut être étendue à tout un domaine de la surface contenant
l'arc.

Le théorème est évident pour un arc situé en entier dans un voisinage.

Étendons-le d'abord à un arc a = ABC tel que AB et BC soient contenus
respectivement dans des voisinages Y^ et V2. Appliquons aux images planes
de V, et V2 les procédés de la topologie plane [B. de Kerekjartó (a)] : traçons

THÈSE R. DB POSSEL. 2
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dans V| une rétrosection ƒ, ne rencontrant a qu'en B et entourant AB. Prenons
sur f un arc ouvert fi contenant B et contenu dans V2. Réunissons les extré-
mités de fK par un arc ouvert f7 situé dans V2, ne rencontrant ni ƒ ni a. Les
arcs ƒ—fK e t / a limitent le domaine cherché.

Le théorème s'étend alors à un arc (ou un arc ouvert) quelconque y. En
effet, chaque point de y, sauf ses extrémités s'il y en a, est intérieur à un arc
de y contenu dans un voisinage. Or y a, par définition? un segment rectiligne
(ou un intervalle ouvert) pour image topologique. Lelemme de Borel-Lebesgue
appliqué à ce segment penuet de recouvrir y au moyen d'un nombre fini (̂ ou
d'une infinité dénombrable) d'arcs, contenus chacun dans un voisinage, et tels
que deux arcs consécutifs aient une portion commune.

On en conclut immédiatement le

THÉORÈME IL — Une surface S diminuée d'un arc constitue une nouvelle sur-
face. On exfrime ce fait en disant ijiCun arc tracé sur mie surface ne la partage
pas. (11 n'en est pas de même pour un arc ouvert.)

Du théorème I on déduit aisément le

THÉORÈME III. — Considéi^ons sur la surface S une rétrosection {ou une section
transverse) C De tims points distincts A, B, C ri appartenant pas à (?, deux
peuvent toujours être joints par un arc ne rencontrant pas C

En effet, joignons un point O de G aux trois points A, B, C par des arcs.

Sur AO est un premier point P appartenant à (?, de même sur BO est un

premier point Q et sur GO un premier point R.
Soit y un arc de € qui contient les points P, Q, R. D'après le théorème I, il

Fig i .

existe un domaine simplement connexe contenant y. Représentons-le topologi-
quement sur un rectangle F, Tare y correspondant à un segment parallèle à
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deux cotés de F. On peut tracer dans F un nouveau rectangle Fi qui entoure
les images P', Q', R' de P, Q, R sans contenir ni à l'intérieur ni sur son péri-
mètre un point image de C — y. Les images des arcs AP, BQ, CR rencontrent
chacune le périmètre de F, en un premier point. Deux de ces trois points
peuvent <Hre joints par le périmètre du rectangle sans rencontrer l'image de y.
On en conclut le théorème annoncé.

Une conséquence immédiate de ce théorème est le suivant :

THÉORÈME IV. — Une surface S diminuée d'une rètrosection {ou d'une section
transverse) £ constitue un ou deux domaines. Dans le premin* cas, on dit que C ne
partage pas S ; dans le deuxième cas, £ partage S en deux surfaces.

Si la surface est a schlichtartig », toute rètrosection la partage (théorème
de Jordan); si de plus elle est simplement connexe, toute section transverse
la partage aussi (puisque la propriété est vraie pour un cercle) (*).

SURFACE DE RIEMANN. —• Soient S une surface, { V j le système de ses voisinages,
) T [ V ] | le système des représentations topologiques des voisinages sur des
cercles. Considérons deux de ces voisinages, Vi et V2, contenant un domaine
commun G. Soient G', et G2 les domaines du plan images de G données par les
représentations TfV,] et T[V2] , Si la correspondance ainsi définie entre les
domaines G\ et G!, est toujours conforme et conserve le sens d'orientation, nous
dirons que la surf ace S et le système des représentations T[V] constituent une
surface de Riemann.

Ainsi un domaine du plan avec cercles comme voisinages, et correspondance
identique pour chaque voisinage, répond à la définition (-).

(*) D'après T. Radó (a), si une burface peut être recouverte au moyen d'une infinité
dénombrable de voisinages, elle est triangulable, mais ce n'est pas toujours le cas (exemple
de Prûfer cité par T. Radó). Pour une surface triangulable, on démontre que si toute
section transverse (rètrosection) la partage, elle est simplement connexe (« schlichtartig »)
[voir H. WEYL(a)].

(2) Considérons une fonction analytique. Prenons comme points les éléments de la fonc-
tion (réguliers, polaires, algébriques); comme voisinages d'un élément, l'ensemble des
éléments contenus dans un cercle concentrique et de rayon au plus égal au cercle de
convergence de l'élément (cercles à un ou plusieurs feuillets); enfin comme représentation

de chaque voisinage, z'=z pour un élément régulier, z'= - pour un élément polaire,

et zf= (z — a)P ou 5 ' = —- pour un élément algébrique. Nous venons de définir une surface
zP

de Riemann au sens du texte.
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On peut remarquer que tout domaine d'une surface de IUemann est encore
une surface de Riemann.

Correspondance conforme entre deux surfaces de Riemann F, et F2. — C'est
une correspondance topologique jouissant de la propriété suivante : si un
domaine G, de F, est contenu dans un voisinage V,, et si son image G2 est
contenue dans V2? la correspondance entre les deux domaines plans G, et G!,
donnés par T[ V, ] et T[Va.] est conforme et directe.

Deux surfaces de Riemann qui seraient identiques si on les considérait
comme de simples surfaces seront des surfaces de IUemann identiques si la
correspondance identique entre elles deux est conforme.

THÉORÈME V. — Toute surface de Riemann simplement connexe peut être repré-
sentée conformément sur V'intérieur d"un cercle [c'est un cas particulier du théo-
rème de l'uniformisation (1)] . | Voir une démonstration rapide dans C. Gara-
théodory (tf ), p. i 3 i . |

THÉORÈME VI. •— Toute surface de Riemann « schliciitartig » peut être repré-
sentée conformément sur un domaine du plan | voir P. Kœbe (•/) (*)].

Voici la forme particulière de ce théorème que nous utiliserons plus loin.

THÉORÈME VI bis. — Supposons qu'une rétwsection y limite sur une surface S
un domaine « schlicliturlig » D. On peut alors représenter conformément 1) sur un
domaine H avec les propriétés suivantes : H est intérieur à un cercle C, et il existe
une correspondance biunivoque entre C et y, telle quà toute suite de points de D
qui tend vers un point de y corresponde une suite de points de H qui tende vers le
point correspondant de C, et inversement.

DOMAINE DONT LA FRONTIÈRE EST UN ARC OUVERT. — Supposons que la frontière
d'un domaine D situé sur une surface S soit un arc ouvert y. D'après le théo-

(') La théorie générale de l'uniformisation peut être établie, comme le fait IL Weyl (a),
pour les burfaces triangulables [c'est-à-dire recouvrables par une infinité dénombrable de
voisinages ; voir (]), p. 1i ]. En utilisant cette théorie, T. Radó (a) montre que toute surface
de Riemann est triangulable : par conséquent la théorie de l'uniformisation s'applique à
toute surface de Riemann.

("2) En réalité, P. Kœbe démontre le théorème pour une surface de Riemann étalée sur
un plan. Mais toute surface de Riemann peut être représentée conformément sur une
surface étalée sur un plan | voir IL WEYL (a) |.
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rème I, nous pouvons trouver dans S un domaine E contenant y et simplement
connexe, y est alors une section transverse de E et partage E en deux domaines
Ej et E2. L'un des deux contient certainement des points de D ; on en conclut
que des deux domaines E< et E2, ou bien Vun est contenu dans D, et Vautre nu
aucun point dans D, ou bien ils sont tous deux contenus dans D ( ' ).

Supposons maintenant D simplement connexe. D'après le théorème V, nous
pouvons représenter conformément D sur l'intérieur D' d'un cercle C'. Étudions
La correspondance entre les frontières aux points de y. Pour cela, représentons
conformément K sur l'intérieur d'un cercle C. Soient E,, È2, y les images
deEH ,E, ,y .

Supposons d9abord que D contienne E , , mais aucun point de E a . Nous avons

alors une représentation conforme de Ê  sur un domaine E', contenu dans D'
telle qu'à toute suite de points de E, tendant vers un point de y corresponde
une suite tendant vers C'. On sait alors [G. Carathéodory («)] qu'à y corres-
pond biunivoquement un arc ouvert y', de G', de sorte qu'à toute suite tendant
vers un point de y corresponde une suite tendant vers le point correspondant
de y',, et inversement. Si donc une suite de points de D tend vers un point de y,
elle est, à partir d'un certain rang, intérieure à E, ; il lui correspond dans E,
une suite qui tend vers le point correspondant de y, et, dans D', une suite qui
tend vers le point correspondant de y',. Inversement, si une suite de D' tend vers

Fig. 2.

un point de y',, elle est, à partir d'un certain rang, intérieure à E',, et par suite
il lui correspond dans D une suite qui tend vers le point correspondant de y.

(i ) Un voit aisément que y partage S clans le premier cas et ne la partage pas dans
le second.



Dans le cas où les domaines E( et E2 appartiennent à D, on démontrerait de
même qu'il existe deux arcs ouverts y', et y!, de G' dont chacun est en corres-
pondance biunivoque avec y, de sorte que :

i° iSÏ ane suite de points de D tend vers un point de y, la suite correspondante
dans D' ne peut avoir comme points /imites que les points correspondants y', et y'2 ;

2° *SÏ une suite de points de D' a pour point limite un point de y', (ou de y',), /«
correspondante dans D /<"m/ vmi le point correspondant de y.

ARC OUVERT ISOLÉ DANS LA VROISTIÈKE D'CN DOMAINE. — Supposons que la fron-
tière F d'un domaine D situé sur une surface S contienne un arc ouvert y. Si à
tout point de y appartient un voisinage qui ne contient aucun point de F — y,
nous dirons que y est un arc ouvert isolé.

Dans ce cas? F — y est un ensemble fermé ; S — (F — y) est un ensemble de
domaines disjoints dont l'un, H, contient D et a pour frontière F — y; de plus
y est un arc ouvert de IL Par conséquent D peut être considéré comme un
domaine de H dont la frontière serait y. Les résultats obtenus ci-dessus
s'appliquent donc à D.

LE PROLONGEMENT J)ES SLRFACES DE RIEMANN.

La notion de prolongement a été introduite par T. Radó {b) à peu près dans
les termes suivants :

« Soit F une surface de Riemann. Xous dirons qu'elle est prolongeable si Von
peut la représenter conformément sur un domaine F' situé sur une autre sur/ace de
Riemann Ü*, fm wppow que F' est différente de *>.

» Tout d'abord, si F est prolongeable, F' a sur 3* un point frontière P ; en
utilisant l'image sur un cercle d'un voisinage de P, on peut trouver une suite
de points de F' ayant P comme seul point limite sur S*, et par conséquent sans
point limite sur F ; : la surface F n'est pas fermée. Une staf ace fermée n'est donc
pas prolongeable.

» Si F n'est pas fermée et est par exemple « schlichtartig », elle est prolon-
geable par le plan tout entier (c'esl-à-dire le plan > compris le point à l'infini).
Demandons-nous s'il existe des surfaces de Riemann non fermées qui ne soient
pas prolongeâmes. Au point de vue de la théorie des fonctions, la question
s'énonce ainsi : existe-t-il en dehors du cas algébrique d'autres fonctions analy-
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tiques qui soient complètes, c'est-à-dire telles que leurs éléments ne puissent
être mis en correspondance biunivoque et conforme avec un système partiel
d'éléments appartenant à une autre fonction analytique. »

T. Radó répond à la question en donnant un exemple de surface non fermée
qui n'est pas prolongeable. Le sujet a été repris par S. Bochner («). Celui-ci
démontre que toute surface prolongeable admet un prolongement complet,
c'est-à-dire qui n'est plus prolongeable. Sa démonstration fait appel à la bien-
ordonnance du continu.

La notion d'ensemble du type maximum permet de donner une condition néces-
saire et suffisante pour qu'une surface de Riemann soit prolongeable. Pour
l'énoncer simplement, introduisons quelques définitions :

Étant donnée une surface de Riemann F, nommons rétrosection de Vespèce F
toute rétrosection qui partage la surface en deux autres dont l'une au moins est
« schlichtartig » et multiplement connexe.

Un domaine D de la surface F sera dit de ^espèce 6i s'il jouit des deux pro-
priétés suivantes :

i° D est simplement connexe ;
2° La f routière de D est f orme e de sections transverses ISOLÉES tiy en nombre fini

ou en infinité dènombrable.

Représentons conformément D sur l'intérieur d'un cercle G7. D'après l'étude
faite ci-dessus, à chaque tt correspondent un ou deux arcs ouverts de C\

Si P ensemble de ces arcs est du type maximum, nous dirons que le domaine de
l'espèce (D est lui-même du type maximum.

Ces définitions posées :

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour (juune surface de
Riemann soit prolongeable est quelle contienne une rétrosection de V espèce T (*),
ou bien un domaine de Vespèce CD qui ne soit pas du type maximum.

(*) Si une surface F possède une rétrosection de l'espèce I\ elle possède aussi un
élément de frontière de première espèce, au sens de B. de Kerekjartó (a). Considérons une
suite de rétrosections Co jouissant des propriétés suivantes :

i° Ct partage la surface en deux autres I\ et F,.
2° Les F,- forment une suite monotone non croissante et tendant vers zéro, c'est-à-dire
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La condition est nécessaire. — Nous pouvons supposer que la surface de
Riemann F est un domaine situé sur une autre surface 3*. 11 existe alors au
moins un point P de & qui est point frontière de ce domaine. En tant que point
de la surface S7", P possède sur cotte surface un voisinage V(P) . Soit V'(P')
l'image plane de ce voisinage sur un cercle; traçons-y un cercle C' entou-
rant P' . Il correspond à C' une rétrosection C de la surface 3* limitant un
domaine simplement connexe U contenant P. Les points de F contenus dans U

V'(P')

Fig. 3.

forment un nombre fini ou une infinité dénombrable de domaines de F. Soit D
l'un de ces domaines; sa frontière appartient à F et est constituée par des points
de (3. Or, les points de C situés dans F forment des arcs ouverts de C qui sont
en même temps des transversales de F. La frontière de D est donc constituée
par certaines de ces transversales; ce sont des arcs isolés de la frontière; nous
les désignons par tL. Leurs images sur C7 sont des arcs ouverts or Le domaine D
a dans U' une image rf, et les o. sont des arcs libres de la frontière do d.

Premier cas, — Si d est multiplement connexe, nous pouvons y tracer une

que Fi est contenue dans F/__t, et que, pour / assez grand, tout point de F finit par être
extérieur à F,.

3° Ci_, est située dans ¥h

On dit qu'une telle suite définit un élément de frontière. Si, à partir d'un certain rang,
les F( sont « schlicbtartig », on dit que l'élément est de première espèce, sinon il est dit
de deuxième espèce.

Comme je l'ai fait remarquer dans une Note aux Comptes rendus (6), une surface qui n'a
que des éléments de deuxième espèce admet un njodèle topologique constitué de deux
disques plans égaux percés de trous circulaires en nombre fini ou non et qui sont accolés
le long des bords des trous. Vu contraire, pour obtenir le modèle topologique d'une surface
ayant des éléments de première espèce, il faut retirer de 1 un des modèles précédents un
ensemble fermé de points.
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rétrosection contenant à son intérieur une portion de d schlichtartig et multi-
plement connexe; c'est l'image d'une rétrosection de l'espèce F située sur la
surface F.

Deuxième cas. — Si au contraire d est simplement connexe, d est l'image
d'un domaine de l'espèce cO sur la surface F. Représentons conformément sur d
le cercle unité C d'un plan z au moyen d'une fonction w=f(z) : l<»s arcs o[
correspondent à des arcs o, du cercle C; ces derniers forment un ensemble A.

La fonction i-jf— appartient à la famille <J>A, et ne peut être ^, puisque d a des

points frontières intérieurs à (7. d est donc un domaine de l'espèce cQ+qui nest
pas du type maximum.

La condition est suffisante.

LEMME. — Soient F une surface de JU'emann, F^ un domaine de F, y la frontière

de F, . Soient F une autre surface de Biemann, F, un domaine de F, y la frontière

de F,* Supposons que F, et VK soient en correspondance conforme, et que, pour

un point P de y et un point P de y, on puisse toujours trouver des voisinages sans

points communs. Il existe alors une surface de Biemann 3* qui prolonge à la fois F
et F. Elle est définie comme il suit : ses points seront de trois sortes :

i° Ceux de F —F, -,

2° Ceux de F — F, ;

3" Les couples formés d'un point de F, et de son image dans F1 .

Les voisinages seront, pour un point de la première ou de la troisième sorte, ceux

de F; pour un point de la deuxième sorte, par exemple ceux de F.

En effet, ces voisinages satisfont évidemment aux deux premières conditions
de la définition d'un espace topologique. La troisième condition est évidente,
sauf si P est sur y et Q sur y; dans ce dernier cas, elle est vraie par hypothese.

& est donc une surface. Le fait que c'est une surface de Riemann résulte
immédiatement de ce que Fj et F, sont par hypothèse en correspondance
conforme. La surface 3* constitue alors un prolongement pour F aussi bien que
pour F.

Arrivons à la démonstration du fait que la condition est suffisante.

i° Supposons qu'il existe une rétrosection y de l'espèce F .limitant une portion
iHESL R, ])l, POSSU,.
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« scltlichtartig » F, de la surface F. D'après le théorème VI bis, représentons F,
sur un domaine plan F, intérieur à un cercle C' en correspondance avec y.

Considérons le domaine simplement connexe F constitué par l'intérieur
de G'. La frontière de F, sur F est constituée par y. Étant donné un point P
de y, son image P' sur C', et un cercle x de centre P', il existe un voisi-
nage V(P) tel que l'image deF 4 .V(P) soit entièrement contenue dans x. Si
donc Q esl un point frontière de F t considéré comme domaine de F, il existe
un voisinage de P et un voisinage de Q sans points communs. C est précisément
le cas du lemme, les notations étant les méines.

'V Supposons qu'il existe sur F un domaine de F espèce ó? qui ne soit pas du
type maximum, limité par des sections transverses t,\ appelons-le F,. Repré-
sentons conformément F, sur le cercle unité C. Les images des /, sur C forment
un ensemble A d'intervalles o, qui n'esl pas du t\pe maximum. Il existe une
fonction de la famille <b± qui représente l'intérieur de C sur un domaine l'i
intérieur à un cercle C', dont la frontière comprend des arcs o', du cercle C',
images des oh et qui possède des points frontières intérieurs à C'. Le raisonne-
ment s^achève comme au i°, avec les mêmes notations, sauf que y est remplacé
par les tn et qu'un point P de t, peut avoir deux images sur ( V.

Remarquons enfin qu'on peut aisément prolonger une surface de Riemann
par une autre ne contenant plus de contour de l'espèce F ( ' ) , mais il semble
plus difficile de la prolonger pur une autre dont tous les domaines de l'espèce ô?
soient du typt* maximum.

3. Contenu du Mémoire. — Dans le chapitre préliminaire se trouvent sous
une forme générale les définitions et propriétés de l'intégrale de Stieltjes uti-

(') Pour cela, traçons sur la biirface F un système de rétrosections disjointes ët la ren-
dant « schlichtartig ». Ft, appliquant le théorème \ 1, représentons conformément F — ]LCI
sur un domaine du plan contenant le point à l'infini. À chaque Ct correspondent deux élé-
ments de frontière de 1); soient Cf et (?,'. Le plan se trom e partagé en domaines par ces
éléments de frontière. Soil D celui de ces domaines qui contient l'image de F —ic*,.

Définissons une surface de Riemann dont les points sont :

i° Ceu\ du domaine I), avec mêmes voisinages que pour la « surface » constituée par I).
•V Ceux des rétrosections C^ avec mêmes voisinages que sur la surface F, à condition de

remplacer les points de F - Z<5t par leurs images dans I).

La surface ainsi définie prolonge F ou est identique à V et ne possède plus de contour de
l'espèce I\ [J'ai indiqué cette méthode dans une ^Sote aux Comptes rendus ia). Certains
résultats indiques dans cette ^ t e sont faux . |
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lisées au cours du Mémoire. Je définis d'abord la mesure d'un ensemble de
l'axe réel par rapport à une fonction monotone A (Y), et les ensembles mesu-
rables par rapport à cette fonction; en particulier, les ensembles de Borel (II)

sont mesurables par rapport à X quel que soit A. L'intégrale f f{t)(D\t) est

alors définie au moyen de la mesure par rapport à A; il suffit par exemple
que E soit un ensemble de Borel etf(t) une fonction de Baire.

Le Chapitre I contient une étude topologique de la frontière des domaines
étoiles, ou étoiles. C'est une application de la théorie des bouts premiers de la
frontière d'un domaine [C. Carathéodory {a ) j . Ce chapitre n'est pas absolu-
ment indispensable pour la suite.

Après un rappel des propriétés connues des fonctions étoilées [1\. \evan-
linna, W. Seidel (#)], le Chapitre II contient plusieurs propriétés plus ou
moins nouvelles de ces fonctions. La correspondance biunivoque entre fonc-
tions monotones et fonctions étoilées y est établie; après vient une formule
fondamentale pour la suite; elle donne le logarithme du module d'une fonction
étoilée f(z) en un point du cercle unité, sous forme d'un potentiel logarith-
mique dû à des masses dont la répartition sur ce cercle est celle de la variation
d'argument de J\z ).

Puis se trouve une curieuse propriété relative à la représentation conforme
de deux étoiles l'une sur l'autre. Dans le cas où la frontière de chaque étoile se
réduit à une courbe de Jordan, elle s'énonce ainsi : supposons que les origines
se correspondent, et que la dérivée à l'origine soit égale à un ; si p et 0 sont les
coordonnées polaires d'un point frontière de l'une des étoiles, p' et 0' celles du
point correspondant de l'autre, on a

f logp d Q ' = I

C'est ici qu'est utilisée l'interversion de deux intégrations successives au sens
de Stieltjes.

iVu Chapitre III se trouve d'abord une définition des ensembles du tApe
maximum un peu différente de celle que nous avons donnée ci-dessus. On sup-
pose qu'il s'agit uniquement de fonctions étoilées, mais l'ensemble A situé sur
la circonférence unité n'est plus forcément un ensemble d'intervalles. Au Cha-
pitre Y, on démontrera l'équivalence des deux définitions, lorsque A est un
ensemble d'intervalles.

La famille F comprend les fonctions étoilées pour | z | <^ i, avec J\o) = o,



— 20 —

y ( o ) = i ; la famille FA comprend les fonctions de F dont l'accroissement
d'argument sur A est 2 u. Comme conclusion du dernier théorème du Cha-
pitre II, la borne supérieure dans le cercle unité du module d'une fonction
de FA est toujours supérieure à la borne inférieure sur A du module d'une
fonction de F. J'en dédais une condition suffisante pour que A soit du type
maximum : il suftît qu'il existe dans la famille F^ des fonctions dont la borne
supérieure du module soit inférieure à i + - , cIuel (Vie so*t ^e nombre positif s.
On verra au Chapitre VI que pour un ensemble d'intervalles, la condition est
aussi nécessaire.

Au Chapitre IV, grâce à la condition précédente, et à la représentation du
logarithme du module par une intégrale de Stieltjes, je trouve une autre con-
dition suffisante pour qu'un ensemble soit du type maximum; cette condition
porte directement sur la structure de l'ensemble A. Je forme alors un exemple
d'un ensemble d*inter\ailes qui vérifie cette condition, et dont le complémen-
taire n'est pas de mesure nulle.

Le Chapitre V contient d'abord une solution du problème de la représenta-
tion conforme des domaines à connexion infinie. Kn utilisant cette solution, je
montre que lorsque la famille <Î>A déjà définie au paragraphe 1 ne contient pas
d'autre fonction étoilée que s, elle ne contient que z. Il en résulte l'équivalence
entre la définition des ensembles du type maximum donnée au Chapitre III, et
celle du début de l'Introduction. La portée du résultat du Chapitre IV se trouve
grandement accrue. Ceci permet de montrer que l'hypothèse de P. Kœbe {b)
sur les « minimale Schlitzbereiche » est fausse [voir ( * ), p. 6, § 1J.

Enfin, dans le sixième Chapitre, je poursuis l'étude des familles F et FA dans
le cas d'un ensemble d'intervalles. Je montre en particulier qu'un ensemble A
d'intervalles 0, tel crue la série converse n'est pas du tvpe maximum, el

que l'ensemble des intervalles 0, donné par l'extrémale-A a alors un complé-
mentaire de mesure nulle.

CIIAPITUK PRÉLIMINAIRE.

J.'lMEGRALE DE STIELTJES,

1. Mesure d'un ensemble par rapport à une fonction monotone. Correspon-
dance biunivoque entre fonctions monotones et fonctions d'ensemble de points



d'un axe complètement additives. — Soit À(7) une fonction monotone non
décroissante et bornée, f 1 sera commode de la supposer définie dans un inter-
valle à demi ouvert I : a<î<^b, et aussi pour la valeur a — o. Ceci veut dire
que si A ( 0 n ' e s t P a s connue pour des valeurs de t inférieures à a, nous suppo-
serons que la quantité ~).(a — o) est donnée, et satisfait à la condition

! ( « ~ o ) < l ( a ) .

Y la fonction / = A(*), on peut faire correspondre un ensemble de points du
plan que Ton appelle son graphe (voir C. Carathéodory (6), § 157). Sur une
parallèle à Taxe des / d'abscisse t contenue dans F, les points du graphe sont
ceux dont les ordonnées /satisfont à

l(t — o ) < / $ À ( / ~ O) .

Considérons un ensemble E de l'intervalle I. 11 lui correspond un certain
ensemble de points du graphe. Les ordonnées de ces points forment un
ensemble K que nous nommerons V image de E donnée par lu f onction A ( / ) .

On dit qu 'tin ensemble E est mesurahle-k lorsque son image E est mesurable
au sens ordinaire) et la mesure-\ de Vensemble E esl, par définition^ la mesure
ordinaire de son image, et s'écrit 77?>(E) ( ' ).

On a en particulier, pour un intervalle à demi ouvert a</<^ 3,

m\{a^t < p) =l(p — o) — }.(y. o);
pour un point,

/ ) t i ( / = a ) = À ( a -l o ) - l ( y . o ) ;

pour un intervalle ouvert,

mi(x< t < 3) = /.(,3 — o) — ).(a + o ) ;

pour l'intervalle fermé correspondant,

» i } ( x < ± t ^ $ ) = l ( $ -+- o ) — l ( x - - o ) .

On voit que la mesure d'un point est nulle, sauf pour les points de disconti-
nuité de ~k(l) qui, comme on sait, sont au plus en infinité dénombrable. En
particulier, si X(j) est continue, tout point a une mesure nulle, et la mesure
d'un intervalle est unique, que celui-ci soit ouvert ou fermé.

On démontre que la fonction d'ensemble /w-/t(E) est complètement additive

( j) On peut aussi définir la mesure-), sans s'appuyer sur la mesure ordinaire, cette
dernière correspondant au cas particulier l(t)=. t. Voir IT. LEBESGUK (a).



I voiry pour les démonstrations, H. LEBESGUE (fl) | ; de plus, si K est mesurable-X,
son complémentaire I — K Test aussi, et si un nombre fini ou une infinité
dénombrable d'ensembles sont mesurablos-X, il en est de même de leur inter-
section (̂ ou ensemble de leurs points communs). En particulier, tout ensemble
de Borel (terminologie ÏF) est mesurablo-A, car on peut l'obtenir à partir
d'intervalles au moyen des deux opérations précédentes, répétées transfiniment.
Ainsi la famille des ensembles mesurables-A varie avec la fonction A( / ) , mais
comprend toujours les ensembles de Borel (' ).

On ne modifie évidemment en rien la mesure-A si Ton change la valeur
de A en ses points de discontinuité sans modifier ~/,{a —o), ou si Ton ajoute une
constante à A(/). NOUS dirons que les fonctions À(0 ainsi obtenues sont équi-
s* (tien tes.

Inversement, donnons-nous à priori une fonction d'ensemble de points de I,
v(E), complètement additive et jamais négative. Supposons de plus que si v(E)
est définie pour un ensemble E, elle Test aussi pour son complémentaire 1 — E,
et que si elle est définie pour des ensembles en nombre fini ou en infinité
dénombrable, elle Test aussi pour leur produit. Considérons la fonction mono-
tone définie par

À l /„ ) -_-z v ( a ^ / C Ai )« '• ( a ~ n ) = >. ( o ï —r (>.
On a alors

ni) { K ) — vf K )

pour tous les ensembles E pour lesquels mtx et v sont simultanément définies*
'Toutes les fonctions équivalentes à A( / ) conduisent à une mesure identique.

La mesure-A d'un ensemble K s'appelle aussi Yaccroissement de À(/) sur
l'ensemble E, et se note alors

A|K: /.<n|.

Soit E, un sous-ensemble de E; si l'on a

//rA( K) =rr />*),( Ej ).

on dira que tout l 'accroissement de A sur l 'ensemble E est concentré sur E , . O n

f ') Dan^ le tas particulier où }j / ) e t̂ absolument continue* In mesure-/ possède comme
expression analytique

m\{ E) — / }.W)fIt,

où 1 (t) e^t la presque dérivée de l(t), c ' es t -à -d i re ebt égale à la d é r i \ é e de l(t) en t o u t

p o i n t où ce t t e d é r i v é e exis te ( ce qui a l ieu p r e s q u e p a r t o u t K et q u e l c o n q u e a i l l e u r s .
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a alors
/??>(E K, ) — m-)( K) - m, (Kx ) = o.

Dans ce cas, si E— E, contient un intervalle ouvert, A devra y être constante.

2. Intégrale de Stieltjes ( ' V — La théorie de l'intégration par rapport à la
fonction monotone X(z) peut se développer d'une façon tout à fait analogue h
celle de l'intégration ordinaire au sens de Lebesgue, la mesure;-)* jouant le
rôle de la mesure ordinaire.

La fonction réelle à intégrer ƒ(t) sera supposée déiinie en tout point de l'in-
tervalle I, sa valeur pouvant être ztac. Désignons, comme d'ordinaire, par

l'ensemble des points de I où /'(/) satisfait à l'inégalité a < / \ 0 . Si cet ensemble
est, quel que soit a, mesurable-}., et si de plus les ensembles

Mi[/{P)= » » 1 et Mi[/O*t= » |

sont également mesurables-},, nous dirons que ƒ (/) est elle-même MESURABLE-A.

En particuliery toute fonction de Baire est mesurable-}.. On démontre que
l'ensemble

M,|7lff/)<51

est alors mesurable-A. De plus, la somme, le produit de deux fonctions
mesurables-A, la limite d'une suite convergente de fonctions mesurables-À sont
encore mesurables-A,

Supposons d'abord que la fonction mesurable--A, f\t)> soit finie, Xous allons
définir l'intégrale de Stieltjes de /"(^), prise par rapport à la jonction détermi-
nante A( t).

Prenons une suite L de nombres /, croissant avec i7 et telle que

iim / , = | oc et lim /,™ oo.

Déplus, deu^ nombres lL consécutifs doivent être au plus distants de £. Nous
dirons que L est une « échelle de largeur s ». Considérons les ensembles rnesu-
rables-X

(% ) La théorie s'applique presejue bans modification à l 'intégration d'une fonction de
l'élément d'un ensemble abstrait E, par rapport à une fonction complètement additive
d'ensemble définie pour des sous-ensembles de E. Voir pai- exemple M. FRÉCHET (a).



dont Ia somme est égale à I ; désignons par c, un nombre satisfaisant à la
condition

et formons la série ( ' )

5V c /̂/̂  série converge pour une échelle L particulière, on démontre qu 'elle con-
verge pour toutes. Dans ce cas, lorsque s tend vers zéro, sa somme tend vers une
limite unique et finie qui sera, par <léfinition, l'intégrale cherchée; nous dirons
alors que la fonction ƒ(/) est sommahle-K sur I. Une Jonction mesurable-L
bornée sera donc toujours sommable-/.. Dans le cas contraire, // n'y aura pas
d'intégrale. Toutefois, si la série (i) converge du côté négatif seulement, nous
dirons que l'intégrale est égale à -+- oc; cela aura lieu en particulier si f(t) est
bornée inférieurement ; si la série converge du côté positif seulement, on dira que
Vintégrale est égale à — oc.

L'intégrale ainsi définie (3) s'écrit

ou encore, en désignant par v(^) la fonction d'ensemble mf{e) :

fif)th(e).I,"
Cette définition s'étend aisément au cas où ƒ(*) peut prendre des valeurs

infinies. Si les ensembles Mj[/(?) = ± x ] ont des mesures-/, nulles, la défi-
nition n'est pas changée. Dans le cas contraire, on dira que ƒ(/) n'est pas
sommable-v. Toutefois, si Mj[y'(^) = + x ] a une mesure non nulle, si
^ i [ / ( 0 = — ̂ l a u n e mesure nulle, et si, déplus, la série (i) converge du
coté négatif, on dira que l'intégrale est égale à -(-oc. Dans le cas inverse, on
dira que l'intégrale est égale à — x.

Donnons maintenant une légère extension. SoitYj un ensemble mcsurable-X
contenu dans 1. Désignons- par çE(*) la f onction qui est égale à un pour les points

(s ) Pour une fonction bornée, la série se réduit à un nombre fini de termes.
{-) Si Ton modifie la valeur de la fonction ƒ ( t ) aux points d'un ensemble de mesure-).

nulle, elle ne cessera pas d'être mesurable-)., et son intégrale ne changera pas.
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de E et qui est nulle partout ailleurs. Xousposerons

f j(ndi{t)= f oi:(t)j\t)di(t)

et ƒ(*) sera dite sommable-k sur E lorsque ? E ( 0 / ( 0 s e r a sommable-X suri .
Ainsi, pour toute fonction ƒ(/) sommable-X sur I, cette dernière intégrale est
une fonction d'ensemble déjiniepour les ensembles E mesurables-!^ On démontre
f/u 'elle est complètement additive.

La plupart des propriétés de l'intégrale de Lebesgue ont leur analogue pour
l'intégrale de Stieltjes, et se démontrent de même. Citons la formule de la
moyenne.

Soit /*( t) une fonction sommable-X sur E contenu dans I. Désignons par

JVif(t) et ,m

les bornes supérieure et inférieure de J\t) sur l'ensemble E. On a alors

/ - K JE ' "K

La formule s'applique si ƒ ( / ) , sans être sommable-A, a une intégrale égale
à r t oc.

Une intégrale de Stieltjes peut se ramener à une intégrale de Lebesgue en
prenant A pour variable. Soit T( A) Tune des fonctions inverses de A ( 0 ; o n a

l'égalité

= f f

les deux membres pouvant être infinis.

Cas d'une fonction à variation bornée. — On peut remplacer A(Z) par une
fonction u. à variation bornée, définie encore dans I et aussi pour a — o.
Décomposons a en ses variations positive et négative

Si E est un ensemble mesurable-/^ et mesurable-A2, et f(t) une fonction som-
mable-A i et sommable-)^ sur I, on posera

I. R. DU POSSEL,



On peut, dans ce cas, généraliser la formule de la moyenne; on démontre
aisément :

f fi / ) (f\J.(t) $ DM f( ( ). /») t{K) - DMf(t). //?>.,( K ).

Les quan t i t é s m-u(JE) et t)ht ( E ) sont appelées les variations positive et négative

de \x(t} surVensemble E.

En particulier, rintéj»Talo

(F.)f dp f / ) — /») t f E } ~~
«/F

se nommera la mesure-u, de Fensemble E, ou encore Vaccroissement de a
sur K; on l'écrit aussi

3 . Interversion de l'ordre des intégrations, pour deux intégrations succes-
sives au sens de Stieltjes. — Enonçons d'abord, dans le cas particulier qui nous
sera utile, un résultat connu relatif à l'interversion de Tordre des intégrations
pour les intégrales ordinaires de Lebesgue.

Soit <p(A; UL) une fonction définie dans le rectangle lui-même défini par
A, < X < ^ 2 et ;̂ i <C J^^^a? bornée inférieurement, mais pouvant prendre la
valeur-h oc. Pour supprimer toute difficulté relative à la mesurabilité, nous
admettrons que <?(A, f.) appartient à Tune des classes de Baire. Dans ces con-
ditions? l'intégrale

f

a une valeur déterminée finie ou égale à + oc, et elle est une fonction de a qui
appartient encore à une classe de Baire. [Pour le voir, il suffit de considérer
cp(X, a) comme limite d'une suite de fonctions de classes inférieures, et appli-
quer le théorème sur la limite d'une suite d'intégrales. | Cette fonction de a est
donc mesurable et bornée inférieurement, et par conséquent, l'expression

aura toujours une valeur déterminée, finie ou égale à + oc; il en sera de même de
l'expression

f,,
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De plus, ces deux expressions sont toujours égales. En effet, on sait que si Tune
d'elles a une valeur finie, l'autre a aussi une valeur finie qui lui est égale [voir
C. Caratiiéodon^ (6) théorème ] , §518 et théorème 7, §553], Par conséquent,
si Tune d'elles est égale à + oc, l'autre sera aussi égale à + oc.

lievenons aux intégrales de Stieltjes; soient X(f) et JJL( 8) deux f onctions
monotones non décroissantes et bornées définies dans Vintervalle l :a<t <^b, et
aussi pour a — o. Désignons par / ( A ) et 0 ( a ) deux fonctions inverses de X(t) et
de y-(0). Soit f (t, 6) une f onction définie lorsque t et 0 sont dans I, bornée infè-
rietirement, mais pouvant prendre la valeur -+- oc, et de plus, appartenant à tune
des classes de Bu ire.

Dans ces conditions, l'intégrale / ƒ( / , 0)</À(7) a une valeur déterminée

finie ou égale à + oc. dette valeur est une fonction de 0 qui, pour la même
raison que ci-dessus, appartient à une classe de Baire. Elle est donc mesu-
rable-a et bornée inférieurement, et l'expression

f ï f fH> fJ)dl(t)\<l{M 0)

a elle-même une valeur déterminée, finie ou égale à -f- oc. 11 en est de même de
l'expression

f\ fj
Or, en remplaçant les intégrations au sens de Stieltjes par des intégrations au
sens de Lebesgue, on voit que ces deux expressions sont respectivement égales à

r" ''-u T r' '' "

["'"'"f f ' \i\trn.rJ(ix)-\(iiJ.
eL

qui, d'après le résultat rappelé ci-dessus, sont toujours égales. On a donc
toujours ( ' ) :

f \ f ft** 0)dht)']diJ.(0)=n J f{t, 0)dlj.(0)^\cû.{t).

{') Cette formule est donnée par R. CACCIOPPOLI, Hendicontl di Palermo, t. 52, 1928,
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4. Intégration par parties. Soient A(/) et ;x(?) deux fonctions monotones
boutées et non décroissantes, définies dans l'intervalle 1: (a^t <^b}, ainsi que
pour a — o. Dans ces conditions^ nous allons démontrer la formule suivante :

(0 f f f
-i Ji «A

Le second membre peut aussi s'écrire ///>,u (I), ou encore

A ( h - o ) . \x { h - o ) - - 1 ( a — o ) . JUL ( r/ — o ).

Cherchons une valeur approchée de la première intégrale de ^i). Posons

(•>.) i((t --u)= \ e t } . ( 6 — o ) = B .

La fonction X^ï+ o) ne prend dans I aucune valeur en dehors de (À, B). Nous
obtiendrons donc cette valeur approchée au moyen d'une échelle de largeur z
telle que

À = / , < / a < . . . < / , = !*.

L'intégrale est la limite, pour i tendant vers zéro, de la somme

( 3 )

Voyons de quoi se compose lVnsemble M[/,< A ( Ï + o) <[ /,>, ]. Quelques pré-
cautions sont nécessaires. Considérons celle des fonctions inverses de X(*) qui
est toujours égale à sa limite à gauche, et désignons-la par cp(/) [voir C. Cara-
théodory (/>), ^ 157-I()I ]. l^lle est définie dans l'intervalle l qui peut être,
suivant les cas?

\ < / < B ou bien A^ /^B.

On a ç(A) = «, et, dans le deuxième cas seulement, ç(B) = /;. Dans le premier
cas, o n'est pas définie pour B, triais il sera commode de poser aussi ç(B) = />.
Si / satisfait à la condition A < / < I>, Tensemble

se compose {loc. cit.) de l'intervalle à demi ouvert

( i ) o(l)^t<b.

L'ensemble M[},(t + o)<^ l] sera alors le complementaire du précédent par
rapport à I; c'est-à-dire qu'il sera défini par
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On conclut de (4) et (*>) que pour tous les intervalles (/„ /,_,) sauf pour le dernier,
l'ensemble M(/, £>*(*) < /,+1) est identique à l'intervalle

Pour le dernier intervalle (4-i? !>)? c e t ensemble est identique à

Comme nous avons posé, dans tous les cas, cp(B) = 6, la formule (6) est géné-
rale. La mesure-^ de l'intervalle (6) est donc, quel que soit i:

et la somme (3) s'écrit

Considérons maintenant la deuxième intégrale du premier membre de ( i) .
On peut Técrire sous la forme d'une intégrale de Lebesgue :

= f
Or? jx[ç(/) — o| est une fonction de /qui est intégrable au sens de Riemann, et
son intégrale est la limite, pour i tendant vers zéro, de la somme

Le prexnier membre de (i) est donc la limite de

, . _ _ . . / / ) - o |

l — t

ou, d'après (2) :
/ ( h — o ) |JL ( b — o ) — ) ( a — o) [J. ( a — 0 ),

ce qui est précisément le second membre de (1). La formule {1) est démontrée (').

(') Cette formule se généralise aisément : soient À et ju. deux fonctions à \arialion bornée,
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CHAPITRE I.
TOPOLOGIE DES ÉTOILES.

1. Définition d'une étoile. — On appelle domaine étoile ou étoile par rapport
à l'origine O un domaine (terminologie IV) du plan de la variable complexe
tel que tout segment joignant l'origine à un point du domaine y est contenu en
entier.

Écartant le cas où le domaine est le plan tout entier, y compris le point à
rinfini, une étoile est toujours simplement connexe.

Sur toute demi-droite d'argument A issue de l'origine, les points M apparte-
nant au domaine sont définis par une inégalité :

<>M < où).

La fonction p(A) finie ou non définit complètement l'étoile.
Réciproquement, étant donnée une fonction p(X) de période 2u, et ayant

une borne inférieure positive, considérons l'ensemble & des points dont les
coordonnées polaires r, 0 vérifient l'inégalité

Tout segment joignant l'origine à un point de cet ensemble y est contenu en
entier; mais & nest pas toujours un domaine.

Pour que ce soit un domaine ̂  il faut et il suf fit que p (A) soit semi-continue
infèrieurement (').

En effet, si & est un domaine, et M un de ses points d'argument A0, on peut
trouver un cercle c, de centre M et de rayon rn qui soit intérieur à <S. Dans ces

f(t) uue fonction sommable par rapport à deux des trois fonctions l(t), /•*(/),
sur un ensemble E lui-même mesurable par rapport à deux de ces trois fonctions ; on a
alors la formule :

/ ƒ ( / ) , « ( / — o)dl(t)— I fit)d[lif)ij.{n].

(1) Une fonction semi-continue infèrieurement est une fonction toujours égale k sa /imite
inférieure. Soit £j la borne inférieure d'une fonction f{J') dans un intervalle ouvert 1 con-
tenant XQ\ la borne supérieure des nombres gi ainsi obtenus est appelée limite inférieure
de f{œ) pour la valeur x{) de la variable.
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conditions, on a, pour A assez voisin de Xo, f (A) > OM. La différence entre OM
et O(A0) pouvant être rendue inférieure à tout nombre positif s, on en déduit

(I , O P ( À ) > P ( > M » ) — £ ,

d'où l'on conclut la semi-continuité inférieure de P(A) au point A0.
Inversement, si f (A) est semi-continue inférieurementpour Ao> on peut, quel

Fig. \.

que soit E, déterminer un nombre a tel que, si A — Ao <^ a, on ait l'inégalité
(I, i). On en déduit que le domaine défini par les inégalités

est, quel que soit £, intérieur à l'ensemble &. Par conséquent, tout point dont
les coordonnées satisfont à

est centre d'un cercle contenu dans &.

2 . Étude de la frontière d'une étoile. Recherche des bouts premiers (') dont

elle se compose. - Recherchons les points frontières d'une étoile E qui sont
situés sur une demi-droite D( Ao) issue de l'origine et d'argument Xo. Nous dis-
tinguerons deux cas.

Premier cas. — Supposons d'abord que pour la valeur Ao considérée, la fonc-

(l) Pour toutes les définitions relatives à la frontière d'un domaine, voir G* CARATHÉO-

DORY (a).
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tion semi-continue intérieurement définie ci-dessus satisfasse à la condition

On sait qu'il en est ainsi pour toute valeur de A sauf pour des valeurs exception-

Fi g. 5.

nettes, qui sont au plus en infinité dénombrable (voir ^iî de ce chapitre). Dans
ce cas nous aurons le théorème suivant :

Les points frontières de K situés surD ( Ao) forment un segment allant du point P o ,
situe à la distance p(A0) de l'origine, (m point P, situé à la distance lim ?(X) de

l'origine. Ce segment nest autre que le bout premier M dont Po est point accessible (* )
par le chemin O P 0 . De plus, aucun point de B /t'appartient à un autre bout pre-
mier de E, sauf peut-être le point à l'infini.

Remarquons d'abord que d'après la définition des points Po et P, tous les
points de D ( A 0 ) hors du segment l \ P sont points intérieurs à E ou bien points
extérieurs, et ne peuvent être points frontières.

Formons une chaîne de transversales 7, relative au bout premier B. Pour
cela, déterminons, d'après (I, 2), une suite croissante A, et une suite décrois-
sante A; tendant toutes deux vers Ao, et telles que :

l i m p ( / , ) — l i inp (>.;) = 0 ( / , , ) .

( ') L ' e x p r e s s i o n l im p ( / . ) s ign i f i e : limite inférieure de la fonction p(A) pour fa

valeur Ào ,quand on fait abstraction des valeurs de p pour Àv> ).o.
H Voir('), p. 3i.
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Soit maintenant une suite croissante de nombres pt) telle que Ton ait

pour toute valeur de X satisfaisant à

et de plus, telle que

limp(=p(}.u).

On peut prendre, par exemple,

?l= DM Lp(À)] - ( ) / , - ) , ) .

Prenons pour qt la transversale composée de Tare

et des deux intervalles :

r — pi,
a ^ 9 £ a •

Ö = ).;.,

Les qL tendent vers Po et coupent toutes le chemin d'accès OP0 ; donc la chaîne qt

définit bien B.
Les domaines dh séparés par les qL et ne contenant pas Forigine, sont définis

par les inégalités

( I > O ) l p i < r < p ( 9 ) .

Le bout premier B n1est autre que Tensemble des points communs à tous les dL.
La première de ces inégalités montre que cet ensemble est sur la droite D( Ao),
et la deuxième, qu'il se compose du segment P 0 P, le point P pouvant d'ailleurs
être à Tinfini.

Il nous reste à montrer qu'un point P du bout premier B à distance finie ne
peut appartenir à un autre bout premier B'. Supposons qu'il en soit ainsi et
que B' soit défini par une chaîne de domaines d-. Désignons par V*(P) l'en-
semble des points de E qui sont dans un cercle de centre P et de rayon /. Il
résulte des propriétés des bouts premiers que V^P) doit avoir des points dans dL

et dans dî, et que, si i est assez grand, dt et d- sont sans points communs.
D'autre part, les inégalités (I, 3) montrent que, si /est assez petit, V/(P) est
contenu dans di\ il y a impossibilité.

Dans le cas où p(X0) est infini, nous avons bien un bout premier réduit au
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point à l'infini et atteint par la demi-droite D(A(>), mais nous ne savons pas,
pour le moment, si ce même bout premier n'est pas aussi atteint par d'autres
demi-droites D(X).

Deuxième cas. — Supposons que la condition (I, 2) ne soit plus réalisée; le
résultat sera moins simple. Admettons que Ton ait, par exemple :

( 1 , 4 ) lim
A =;)„-»-«

Soient Po , P ( , P2 , P',, P2 les points de D(X0) tels que

p

( ) P ' , = l i m p ( À ) . O P ! , = l i m p { A ) .

Tout d'abord, comme dans le premier cas, on voit que les seuls points fron-

tières situés sur D(X0) sont sur P 0P 2 ou sur P0P',.

Prenons un point P de l'intervalle P n P, , et considérons le demi-cercle de
centre P et de rayon /, dont les points ont un argument inférieur à Xo. Si / est

assez petit, ce demi-cercle sera intérieur à E, d'après la définition du point P1

(démonstration analogue à la fin du paragraphe 1). On en conclut que P0P, esl
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un arc libre ( l ) de la frontière de E, dont le bord situé du côté des X inférieurs
à Xo appartient à Vétoile E.

Le point P, est donc un point accessible par le bord de P0F<. Étudions le
bout premier B correspondant. On peut d'après (1, 4) trouver une suite crois-
sante X, tendant vers X(( et telle que

Déterminons, comme dans le premier cas, une suite de transversales ql tendant
vers P, et composées de Tare

et de l'intervalle

Elles coupenl toutes le chemin d'accès du bout premier B, et définissent bien B.
les domaines dn séparés par les qt et ne contenant pas l'origine, sont définis par
les inégalités :

ce qui montre que B, ensemble des points communs à tous les r/,, se compose

du segment P, P3.
De même, P,,!^ sera un arc libre de la frontière de E, dont le bord situé du

côté des X supérieurs à Xo appartient à E; le point Po réunit ces deux arcs
libres pour n'en former qu'un : PfP^P,. Le point P', est point accessible d'un
bout premier B' formé du segment P', P'2.

Dans le cas où le point P, par exemple est confondu avec Po , le seul arc libre
est POP I? et Po est point accessible d'un bout premier P 0 P 2 , pour lequel la
définition ci-dessus des transversales g{ doit être légèrement modifiée : on doit
leur ajouter un demi-cercle de centre Po (fig. 7).

Tout point frontière de D(X0) appartient donc a un ou deux des bouts pre-
miers en nombre infini que l'on vient de trouver. Montrons que si P est un de
ces points situé à distance finie, et appartenant au bout premier B, défini par
la chaîne de domaines d( (ou à B, et à B2 définis par les chaînes dt

r et ^ 2 j ) , il
ne peut apppartenir à un autre bout premier B^ défini par une chaîne dt*\ Ceci

( ' ) l o i r ( J ) . p . 3 i .
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résulte du fait que,, si /est assez petit, V^(P) est, d'après ce qui précède, contenu
dans dt (ou dans dj -+- d? ); V,(P) aurait aussi des points dans dt

l\ et, si tétait
assez grand, dt et dt* (ou dt

l , d,~ et dt
s ) seraient sans points communs; il y a

impossibilité.
En résumé^ pour toute valeur X(l tel/e que p( A^ s où fini, nous avons un bout pre-

mier, ou bien un arc libre f routière dont les extrémités sont points accessibles de

deux bouts premiers (ce dernier cas ne peut d'ailleurs se présenter que pour
l'infinité dénombrable des valeurs exceptionnelles de A). La frontière de E ne
pouvant avoir qu'une infinité dénombrable d'arcs libres, nous retrouvons ainsi
ce résultat : les valeurs exceptionnelles sont au plus en infinité dénombrable.

Toute demi-droite D(X0) telle que p(Xft) = oc constitue, d'après ce qui pré-
cède, un chemin d'accès pour un bout premier réduit au point à l'infini. L'étude
de ces bouts premiers repose sur la remarque suivante. Soient deux valeurs A,
et A2 telles que p(X, ) = ?(X2) = oc. Les bouts premiers correspondants ne sont
identiques que si l'un des deux angles formés par les deux chemins d'accès D(X< )
et D(A3) ne contient aucun point frontière, c'est-à-dire si, pour toute valeur de A
comprise dans cet angle, on a c (A) = oc. Inversement, si pour toute valeur de A
telle que X, ̂ X<X2, on a p(X) = oc, les deux bouts premiers réduits au point à
l'infini qui sont atteints parles demi-droites D(X,) et D(X2) sont identiques.

Considérons alors les intervalles (X,, Xj') dans lesquels on ac(X) = oc. Ils
sont au plus en infinité dénombrable et nous les nommerons intervalles excep-
tionnels; ils peuvent être, selon le cas, ouverts, demi-ouverts, ou fermés. A
chacun d'eux correspond un bout premier distinct.
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Dans le cas de l'intervalle ouvert (A', A"), on a

lim

donc la valeur A' est exceptionnelle; il en est de même de A". Le bout premier
défini par les chemins d'accès D ( A ) pour À ' < ^ A < A" est extrémité des arcs
libres qui correspondent à A' et A" et qui sont situés du côté de l'intérieur de
l'intervalle (V, A"). Pour un intervalle demi-ouvert, une conclusion analogue
subsiste pour l'extrémité ouverte.

Au contraire, si une valeur A,, telle que C(A,) = OC, n'appartient pas à l'un
de ces intervalles exceptionnels, il lui correspond un bout premier distinct,
réduit au point à l'infini.

Définition de Vargument et du module d'un bout premier d'une étoile. — Si le
bout premier n'est pas confondu avec le point à l'infini, son argument sera l'ar-
gument commun à tous ses points à distance finie. S'il est confondu avec le
point à l'infini, ce sera l'argument de l'une quelconque des demi-droites issues
de l'origine et qui constituent pour lui des chemins d'accès.

Enfin nous nommerons module d'un bout premier la distance de son point
accessible à l'origine.

3. Illustrons l'étude précédente de deux exemples. - Pour cela, construisons
une fonction p(a?) semi-continue supérieurement, définie pour — i <^a?<^i,
et qui vérifie les conditions suivantes (/) :

2" o(jü{))^=: h m p ( t r ) = h m p(j\
.v—.r0—o ' r = .r„+ol f quel que soit,

3" lim p(œ)= lim p(,/) = o i compris dans l'intervalle (— i, + i) ;

f\li II n'y a aucun intervalle dans lequel la fonction soit nulle;

5° lim p ( x ) — Km p(.r) = o.

Pour cela, désignons par an une suite de nombres qui vérifient la condi-
tion o<^a n<i , et qui forment un ensemble partout dense dans l'intervalle (o, i).

Soit E l'ensemble des nombres de l'intervalle (—i, + 1 ) qui sont de la

( l) O n a r r i v e r a i t au m ê m e r é s u l t a t au m o y e n de l ' e x e m p l e de C. CÀRÀTHÉODOIIY ( a ) ,

p . 366.
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forme ^ où p est un entier positif ou négatif. Définissons d'abord p(a?) sur

l'ensemble E. l isons p (o) = i, p f ± - j = as. Supposons p(#) définie pour les

valeurs de oc de la forme 7 ^ , et définissons p(a?) pour les valeurs^(qimpair).

Ce sera l'opération On. Le nombre ~a est compris entre des nombres -~^ et —737 •
Soit A le plus grand des deux nombres

Posons p ( ~ ) égal au plus petit des deux nombres A et an. Une propriété remar-

quable de cette construction est la suivante. Soient deux nombres —[ et ^ • ?
et Ô une valeur appartenant à E et comprise entre ces deux nombres: l'opération
qui définit p(ô) a un indice supérieur à a, et par conséquent p(Ô) ne peut dé-
passer le plus grand des deux nombres c( -^ j et p y a

 l V
Soit maintenant T une valeur de ï située dans l'intervalle (—i, + 1 ) , mais

n'appartenant pas à E. Nous allons montrer que les limites supérieures à droite
et à gauche de la fonction c(O définie sur l'ensemble E sont égales. Supposons

Fig. S

en effet qu'au point T la limite supérieure à gauche soit M, et la limite supérieure
à droite L < M . Pour toute valeur de TI, le point T est compris entre deux
points ~~-n et rt_x ; par conséquent, si n est supérieur à un certain nombre N,
on aura
(1,5)

n0 étant un indice supérieur à N et tel que L + z < a^ < M, on aura

<ï, 6)
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Deux cas sont possibles :

i° Si T < 2^^~ S (I, 5) est en contradiction avec (I, 6);

2° Si-^-^— <^T, on aura, pour tout point delà forme ^ compris entre

e t

n' ) =ff«oj e t ^a liwiite supérieure à gauche ne pourra être M.

Ainsi les limites à droite et à gauche de o(t) au point T sont égales. Nous don-
nerons à p(^) cette valeur commune. La fonction ainsi définie vérifie donc la
condition 2° en tout point n'appartenant pas à E. On démontrerait de même
que 2° est encore vérifiée aux points de E.

La condition 3Ü se démontre aisément. Soit T un point quelconque de l'in-

tervalle (—i, + i) : pour n assez grand, il existe un nombre de la forme ^
aussi voisin de T qu'on le veut. Il suffit de prendre un indice n tel que an < s,
et Ton a

Le 4° est évident, car, dans tout intervalle, il existe des points de la forme ~

où la fonction p n'est pas nulle.

Enfin, la condition 5° résulte du fait qu'entre 2 ~* et i, la fonction c(t) ne
peut dépasser an.

L'ensemble des points dont les coordonnées polaires r, 0 satisfont à V inégalité

est, d'après 2° et 5°, une étoile E,. D'après 3°, toute demi-droite issue de l'origine
porte un bout premier de la frontière de E4 dont l'extrémité est sur la circonfé-
rence unité. Les demi-droites pour lesquelles ce bout premier ne se réduit pas
à un point sont, d'après 4°, denses dans toutes les directions.

Désignons maintenant par p, (a?) la fonction égale à p(a?) — - lorsque p(#)

est supérieure à -5 et nulle partout ailleurs, p, (a?) est nulle dans des intervalles

denses partout. L'inégalité
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défiait une étoile E2 dont tous les bouts premiers ont un point sur la circonfé-
rence unité C; mais l'étoile touche C suivant des intervalles partout denses.

4. Étude de la représentation biunivoque et continue d'une étoile sur un
cercle, faisant correspondre aux bouts premiers de l'étoile des points du cercle.
— Précisons d'abord les résultats topologiques que nous admettrons :

a. la notion de sens d'orientation sur une courbe de Jordan fermée;
è. la notion de transformation biunivoque et continue d'un domaine simple-

ment connexe sur l'intérieur d'un cercle, qui conserve le sens d'orientation;
c, soit un point O intérieur à un cercle G et trois lignes de Jordan /0, /',, /',

intérieures à C, issues de (), ne se coupant pas, et aboutissant en des points Mo,
M o M2 de G; soit maintenant une courbe de Jordan fermée intérieure à G,

entourantT), et ne coupant chacune des trois lignes ci-dessus qu'en un point.
Soient Ö'O, an a2 les points d'intersection de /'0, ïn L, avec F'. Si Ton décrit F'
en partant de a{) et C en partant de Mo? tous deux dans le sens positif, les
points a\ et a!, sont rencontrés dans le même ordre que M, et ML,.

Nous obtenons alors la propriété suivante :

THÉORÈME. — Soit une correspondance biunivoque y continue et conservant le
sens d'orientation entre un domaine D et Vintérieur d'un cercle C, et faisant cor-
respondre aux points de C les bouts premiers de D ^4), ( J ) {comme c'est le cas pour

(*) On entend par là qu'à toute suite de points tendant vers nn bout premier correspond
une suite tendant vers le point correspondant de la circonférence.

(2) Pour rétablissement d'une telle correspondance sans faire appel à la représentation
conforme, voir B. de Kerekjartó (a) .
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une représentation conforme}. Prenons un cercle Y de centre O et intérieur à D .
Désignons par X\t le bout premier qui correspond au point d'argument t sur le
cercle G. Choisissons une valeur particulière de t(i telle que B,o ait un point acces-
sible pour un chemin d'accès l0 coupant V en aQ. Prenons deux autres valeurs de t
satisfaisant à

et correspondant à deux bouts premiers Bf± et B, accessibles par des chemins /, et L2

issus de O et coupant Y en ax et a2. Dans ces conditions, si Von décrit le cercle Y
en partant de a0 flans le se?is positif \ le point ai est rencontré avant a*.

En effet, puisque la transformation conserve le sens d'orientation, si F est
décrit dans le sens positif, son image F' est décrite dans le même sens; le théo-
rème est alors une conséquence immédiate de c.

Les bouts premiers d'une étoile E étant tous accessibles, ce résultat va nous
permettre de déterminer dans quel ordre ils sont rencontrés lorsque le point
correspondant décrit la circonférence C.

Choisissons pour B,o un bout premier situé sur une demi-droite non excep-
tionnelle D ( À 0 ) , et donnons à ), des valeurs satisfaisant à

(T, 5) X 0 < * < ) t n - i - 2 7r.

Tous les bouts premiers autres que B/y ont un argument différent de Xo. Soient

DCX)

deux bouts premiers Bti et B,2 d'arguments différents A ^ ) et X(£2) véri-
fiant (I, 5), et tels que tx<^t^. Étant donné un cercle F de centre origine et
intérieur à Tétoile, on peut trouver, d'après le paragraphe 2, pour B^ et B/j? des

TUI SE R DE l'OSSBL.



chemins d'accès qui ne se coupent pas entre eux, qui ne coupent pas D(),o), et
qui soient confondus avec D(X,) et D ( A 2 ) depuis l'origine jusqu'au delà de la
rencontre avec F. On déduit alors du théorème précédent :

On en conclut que la fonction X(î) est monotone croissante.
Considérons maintenant les bouts premiers situés sur une même demi-droite

exceptionnelle D( A). Prenons-les dans Tordre suivant (mêmes notations qu'au
paragraphe 2) :

i° le bout premier B de point accessible P, ;
2° les points de Parc libre P,P0P' t dans Tordre où ils sont rencontrés en

décrivant cet arc;
3° le bout premier B' de point accessible P'(. On peut trouver aisément pour

deux d'entre eux des chemins d'accès ne se coupant pas, ne coupant pas D(At>),
et qui coupent F en des points qui se succèdent dans le même ordre.

Par conséquent il existe un segment £,</<£2 du cercle C tel que lorsqu'un
point décrit ce segment dans le sens positif, le bout premier B, parcourt Ten-
semble des bouts premiers d'argument A dans Tordre décrit ci-dessus. X(/) est
constante dans cet intervalle, et présente ainsi un palier pour chaque demi-
droite exceptionnelle.

Enfin A(J) est discontinue et saute de A', à \] pour les valeurs de t correspon-
dant aux bouts premiers réduits au point à l'infini qui sont accessibles par les
demi-droites D ( A ) de l'intervalle exceptionnel (A-, A").

Si Ton désigne par 3{t) le module du bout premier Bh on peut voir, en
examinant les différents cas possibles, que J(z) est, non plus seulement semi-
continue inférieurement comme P(A) , mais toujours égale à ses limites infé-
rieures à droite et à gauche.

Dans Tintervalle(?,, t>)du cercle C qui correspond aux bouts premiers d'une
demi-droite exceptionnelle, J(z) commence par décroître lorsque t varie de t{

jusqu'à une certaine valeur £, puis croît lorsque £ varie de t à u. t peut d'ailleurs
être confondu avec tt ou t>>.

Faisons encore une remarque qui sera utilisée plus loin : si tout Vaccroisse-
ment de X(z) est concentre sur un ensemble À, la borne supérieure de J(?) sur le
cercle C est égale à la borne supérieure de J(^) sur Vensemble A.

Il faut montrer qu'étant donné un point t0 quelconque, on peut trouver un



point t de A tel que
J ( / ) > J ( f 0 ) — s

et cela quel que soit t positif. Si t0 est point limite de l'ensemble A, cela résulte
immédiatement de la semi-continuité inférieure de J ( î ) .

Si, au contraire, il n'y a pas au voisinage de t0 de points de A, c'est que la
variation de A(^) est nulle dans ce voisinage, et A(^) est constante dans tout un
intervalle ?, t> contenant /0. Cet intervalle correspond aux bouts premiers d'une
demi-droite exceptionnelle. L'un des deux nombres J (^ ) et J(/.>) est alors au
moins égal à J( /o) ; c'est par exemple J (O? e t i' y a? a u voisinage de tin des
points de A tels que

3[t) >3[tl) — s .

iî. Les fonctions semi-continues inférieurement. — Soit f (JE) une fonction
semi-continue inférieurement, définie pour toute valeur de a;, et pouvant
prendre la valeur infinie. Soit m sa borne supérieure.

] ° L'ensemble M [/(*?) ^> a] ( ' ), s'il n'est pas vide, est ouvert ; en effet si l'on
a / '(xo)^>a, on a aussi /'(a?)^>a pour oc compris dans un certain voisinage
de xQ. On en conclut'que l'ensemble M[ i / (a?)=m] est le produit de l'infinité
dénombrable des ensembles ouverts emboîtés M [ / ( a ? ) > a ( ] pour une suite
croissante de nombres a, tendant vers m. Nous dirons qu'un tel ensemble est
de la catégorie A. De plus, cet ensemble ne peut être vide.

2° Si, en outre, la fonction f(x) est en chaque point égale à ses limites infé-
rieures à droite et à gauche (2), on voit que lorsque l'ensemble M[ƒ(#) = M]
contient un intervalle aJ3, il contient aussi ses extrémités, car on a alors
y*(a) = ƒ(43) = m. Nous dirons dans ce dernier cas que l'ensemble est de la
catégorie A'.

3° Inversement, si l'on se donne un ensemble quelconque E de la catégorie A,
on peut former une fonction f(x), semi-continue inférieurement, et pour
laquelle l'ensemble M[/1( . r)=// / ] soit confondu avecE.

En effet, nous pouvons supposer que E est le produit d'une suite d'ensembles
ouverts Eo telle que E,. i d E, (E, étant confondu avec Taxe des ce tout entier).

(') Lire : l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles ƒ (x) > a.
(3) Ceci a lieu, dan^ le cas d'une fonction semi-conlinue inférieurement, pour toute

valeur de J?, sauf au plus pour une infinité déuombrable, que nous appellerons valeurs
exceptionn e Lies.



Prenons une suite croissante a, tendant vers un, el définissons une fonction ƒ(
de la façon suivante :

i° En tout point qui appartient à tous les E,, donc à E, nous posons

'2° En tout point qui n'appartient qu'à un nombre fini d'E,. à savoir K,,
E.», . . . , E/, nous posons

ƒ(./•> = */.

La semi-continuité est immédiate, et l'ensemble M.[f{x) = i] est bien
égal à E.

Si Ton supposait en outre que l'ensemble E fût de la catégorie A', on pour-
rait former, par un procédé analogue^ mais plus compliqué, une fonction
toujours égale à ses limites inférieures a droite et à gauche, et dont l'ensemble
M[ f{x)= M] serait précisément E.

(>. Étude des bouts premiers d'une étoile dont le module est maximum. —
Désignons par K la circonférence de centre origine et de plus petit rayon con-
tenant une étoile E, et par 11 ce rayon (qui peut être infini) et que nous nom-
merons rayon de Vétoile.

Xous allons étudie?* V ensemble & des bouts premiers de E qui ont pourmoduleR.

Leur point accessible est sur K, et comme il ne peut y avoir de point fron-
tière de E à l'extérieur de K, ces bouts premiers se réduisent chacun à un
point de K. Nous allons montrer que l'image 3' de S sur le cercle C est un
ensemble de la catégorie A' {voir paragraphe précédent). En effet, en désignant
par J(^) la fonction toujours égale à ses limites inférieures à droite et à gauche
du paragraphe 4, on a :

R étant le maximum de J ( ^ , et il résulte du paragraphe 1$ que éV appartient à
la catégorie A'.

On peut montrer que, dans le cas où R est fini, Vensemble & lui-même constitue,
sur le cercle K, un ensemble de points de la même catégorie A'.

En effet, & se compose de l'ensemble ei des points frontières de E qui sont
sur K et qui sont accessibles par des rayons, augmenté de points P î ; au plus
en infinité dénombrable, situés sur des droites exceptionnelles.



L'ensemble des arguments des points de r, n'est autre que l'ensemble des
valeurs de X pour lesquelles la fonction p(X) qui définit l'étoile (voir § 1)
atteint son maximum II. o (A) étant semi-continue inférieurement, ex appartient
à la catégorie A, et l'ensemble & obtenu en lui ajoutant un ensemble dénom-
brable appartient encore à la catégorie A. De plus, on voit aisément d'après
l'étude faite au paragraphe 2, que si un intervalle appartient à l'ensemble &,
ses extrémités lui appartiennent aussi; donc & est de la catégorie A'.

L'ensemble ex est même le plus général de la catégorie A. En eftet, étant
donné un ensemble cx quelconque de cette catégorie, on peut trouver, d'après
le paragraphe 5, une fonction c(X) semi-continue inférieurement, de maxi-
mum un, de période 27;, et de borne inférieure positive. Elle définit une étoile,
pour laquelle l'ensemble M[p(X)= 1] est identique à ei

On verrait de même que l'ensemble & est le plus général de la catégorie A'.

CHAPITRE IL
LES FONCTIONS ÉTOILÉES.

1. Généralités. — Une fonction w=f(z*) régulière pour | ^ | < ^ i , avec
ƒ (o) = o, est dite étoilée dans le cercle unité lorsqu'elle en représente conformé-
ment Vintérieur sur une étoile de centre origine dans le plan w.

D'après le théorème général de la représentation conforme [voir par exemple
C. Carathéodory (d) ou ( / ) ] , étant donnée une étoile de centre origine dans le
plan w dont la frontière comprend un point autre que le point à Finfini, il lui
correspond une fonction étoilée et une seule, si l'on veut que l'argument de la
dérivée ù l'origine soit nul.

Commençons par rappeler quelques propriétés des fonctions étoilées qui nous
seront utiles dans la suite [pour les démonstrations, voir W. Seidel(a)].

i° Si ÎV=J\Z) est une fonction étoilée dans le cercle unité, les domaines E,.
limités par les images Tr des cercles C,. du plan z, de centre origine et de rayon r<^i,
sont aussi des étoiles.

2° arg ƒ ( /r'7) est une fonction croissante de t pour tout r <^ i, et l'on a

en tout point intérieur au cercle unité.



3° La condition nécessaire et suf jisunte pour qu'une fonction f (z) régulière
dans le cercle unité avec la condition,/ (o) = o soit étoilée dans ce cercle est que
Von ait, dans ce même cercle :

et de plus que la dérivée à l'origine J\o) ne soit pas nulle.

2. Définition de la valeur d'une fonction étoilée en un point du cercle unité.
— Une fonction étoilée étant univalente, la limite de f(z-) quand on tend vers
le cercle unité le long d'un rayon, ou plus généralement sur les chemins non
tangents, existe et est finie presque partout [\Y. Seidel (a)]. Mais nous allons
voir que la limite, finie ou infinie, existe partout.

En effet, le module de f(reft) est une fonction croissante de r, car on a, en
considérant la fonction Log ƒ, de la variable Log?* + il :

OU

Le premier membre, d'après (11, i)? est positif, et par conséquent \f(reil)\ croît
avec ?\ II en résulte que ce module tend vers une limite, finie ou infinie, pour /'
tendant vers un.

Utilisons les résultats topologiques du Chapitre T. Le point /( / r") tend vors
le bout premier B, de l'étoile E, et comme tous les points à distance finie d'un
bout premier d'une étoile ont le même argument, on en conclut le

THÉORÈME I. — J \ r c ' r ) tend vers le point accessible de ]$, situé à distance finie
o u in fin ie, et que nous dés ign erons p a r J ( e 'f ).

Les quantités arg ƒ (V") el | f(<til)\ sont égales à l'argument et au module
de B, tels qu'ils ont été définis Chapitre I, paragraphes. On a par conséquent le

THÉORÈME II . — argf (<*'') est une fonction monotone non décroissante, et
| ƒ (V') | est une fonction toujours égale à ses Utilités inférieures à droite et à gauche.

5. Correspondance entre fonctions à partie réelle positive et fonctions mono-
tones. — Cette correspondance a été étudiée par C. Carathéodory (c). L'énoncé
dont nous avons besoin étant quelque peu différent, nous reproduirons la
démonstration avec de légères modifications.



Soit

une fonction analytique, qui est régulière dans le cercle unité | z | < i, y possède
une partie réelle positive, et satisfait à 6(0) = 1. Posant z = rë3, on peut
écrire

(H, '0 &$(,•(<<*) =

llemarquons que les fonctions

( H , .5) l{i
r't)=f

sont, comme fonctions de z, monotones croissantes et uniformément bornées
dans l'intervalle o < ï < 2 r , , car on a toujours

f
De plus, il résulte de (II, 2) que les coefficients de Fourier deX(/', /) qui
dépendent de /• convergent vers des nombres déterminés lorsque r tend vers 1.

Au moyen du théorème 2 du Mémoire cité, on voit que pour tous les points
de Fintervalle o<^ t<i 211, sauf au plus pour une infinité dénombrable d'entre
eux, la valeur limite
(11, \) l i m ) . ( / % / ) = } „ ( t )

r— 1

existe ('), ~k(t) étant une fonction monotone, non nécessairement continue. On

( ' ) La \aleur limite existe pour tous les points de l'intervalle O < / < ^ T T . Posons
; — z1e

17- et Ĵj = argzL. ^( z) devient une fonction ^(-Gi ) telle que

( 1 1 . 5 ) ^(r^)

D'après le résultat obtenu ci-dessus, la limite de l'expression

lorg([ue r tend vers 1 existe pour toute valeur de t sauf au plus pour une infinité dénom-
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a de plus
)n,(t-o) = o et l{)({)il0('2T. - o j ^ r .

Soient maintenant z un nombre complexe et p un nombre positif qui satisfont
aux conditions

| 3 | < p < i ;

on a alors l'égalité connue (dont la partie réelle coïncide avec la formule de
Poisson) :

Par hypothèse J'<]>(o) = o, et la formule s'écrit, d'après (II, 3) :

Une intégration par parties donne :

o-h z T CiTw d op"

ou, si l'on fait tendre p vers un,

Cette dernière expression peut être transformée en une intégrale de Stieltjes.
Employons la formule d'intégration par parties du chapitre préliminaire, en
posant A ( — o) = A(2T. — o) — ir. :

— - — A ( > < * < • * ; : : H t )

brable. Or cette -expression s'écrit, d'après (II. .">),

Jùant donnée une valeur quelconque de 0, comprise entre o et ^7r. on peut donc tiouverun
nombre t compris entre o el <>.T:— 9 tel que les intégrales de iR^(/v'^) prises de o à 0 -t- /
e tde 0 i\ 0 -h i convergent toutes deux. Il en est de même de leur di Heren ce

r
/

qui converge donc quel que soit 6.
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d'où

CM) + W = i

Les intégrales des formules équivalentes (II, 6) et (II, 8) ne changent pas si l'on
ajoute une constante à A ou si Ton modifie X en ses points de discontinuité.

Réciproquement, soit), (f) une fonction monotone définie pour toute valeur
de t telle que o<£< 2TI. La formule (II, 6) lui fait correspondre une fonction
d»(̂ ) qui est à partie réelle positive dans le cercle unité avec ^ ( o ) = i, caria
fonction

T 1 <~ /»—M-
x. r^ AÏ o

i — z e—lt

a dans ce cercle une partie réelle positive pour toute valeur réelle de £.
Montrons maintenant que dans l'équation (II, 6), la fonction monotone X($)

est déterminée univoquement à une constante additive près en tous ses points
de continuité par la donnée de <j>(s). Pour cela, considérons le développement
en série de Fourier de \(t) pour o<^£<^ 2ri. On a, en tout point de cet inter-
valle :

akco$kt-

le développement est indépendant de la valeur de X en ses points de disconti-
nuité. Posons

et considérons la fonction

On constate, d'après l'égalité des coefficients, que cette dernière équation peut

s'écrire

(11,9)

d'où il résulte que $(*) est régulière pour | z | < i. Si maintenant on remarque
que
, T T » • x ^ i-\~ze~lt . ^ i+gg-"
(11, QÔZ^) -v r. = — i ^ ^ - - ,

on peut, en utilisant (II, 9), remplacer (II, 6) par

(II, 9 ter) ty(z)=L±l

THESE R. DE POSSEL.



On peut donc déterminer les coefficients ah de $(z) au moyen du développe-
ment en série de puissances de ^(-O? e t ^ e n résulte que les coefficients de
Fourierde X($), sauf a0, sont univoquement déterminés. Ainsi la formule (11,6),
lorsqu'on donne 4"(^)? détermine X(Ê) en tous ses points de continuité à une
constante additive près, et cette fonction X(*) doit par conséquent coïncider
avec la fonction obtenue à partir de ƒ (z) au moyen des formules (II, 3) et (If, 4 \
tant que t reste compris entre o et 21t.

On en conclut le

THÉORÈME III. — En considérant comme équivalentes deux fonctions monotones
définies pour 0 <^£<^2u qui ne diffèrent que d*une constante en tous leurs points
de continuité^ on peut énoncer le résultat obtenu en disant :

H existe une correspondance biunivoque entre 7 d'une part, les ensembles de f onc-
tions monotones équivalentessatis faisant à X(2T; — o) — X( + O)<2Î ; , et, d'autre
part, les f onctions $(2) à partie réelle positive dans le cercle unité, avecfy(o) = 1.
Cette correspondance peut être obtenue de la façon suivante : étant donnée X(#),
on en déduit la jonction ty(z) correspondante au moyen de la formule

étant donnée '<\>(z), X peut être définie pour o <̂  t < 2 T: par

(11, 10) lQ(t) = lim di^(re^)dxj;

Ztf,v autres fonction? ty(t) équivalentes s'obtiennent donc en ajoutant une constante
à X0(Ê), et en modifiant X0(z) ^n ses points de discontinuité.

Donnons encore Fénoncé de l'un des théorèmes du Mémoire cité :

THÉORÈME III bis. — Si une suite de f onctions ty,,(?) à partie réelle positive dans
le cercle unité C, avec '^«(o) = i? tend dans G %)ers une f onction wt(^), cette der-
nière est à partie réelle positive avec '^(o) = 1 ? et les fonctions X/t(£) correspondant
aux ^rt(^) tendent vers la fonction X(f) r//u' coirespond à ty{z), à condition de
choisir convenablement les constantes arbitraires qui figurent dans les \n et dans/,.

4. Correspondance entre fonctions étoilées et fonctions monotones. — Dési-
gnons par F /a famille des fonctions f\z) étoilées dans le cercle \s \ <^i, avec
f (o) = o, ^̂  satisfaisant de plus à la condition ƒ'(o) = 1.

Etant donnée une étoile dont la frontière a un point à distance finie, il suffit
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de la transformer par une homothétie convenable de centre origine pour qu'il
lui corresponde une fonction de la famille F qui représente sur elle le cercle
unité.

La condition nécessaire et suffisante du paragraphe 1 pour qu'une fonction
soit étoilée conduit à une correspondance entre les fonctions de la famille F et
les fonctions à partie réelle positive.

En effet, f(z) étant une fonction étoilée, la fonction

est régulière dans le cercle unité et y possède une partie réelle positive; de plus

(II, n) +(o)=i .

Réciproquement, soit ty(z) u n e fonction analytique vérifiant ces conditions;

toute fonction ƒ ( z ) telle que ty = z ~ est donnée par la formule
j

(II, 12) Log ƒ (z) = f y dz -h Logjc -b const.

Or, au voisinage de l'origine, ty est de la forme i + bz + . . . , et

L o g / (z) = const. H- Logz -\- bz -\- . . ..

Si z tend vers zéro, Log—^ tend versla constante; on a donc Log ƒ'((>) = const.,

et une seule des fonctions (II, 12) appartient à la famille F ; c'est celle qui est

définie par

Loe/(5)=Logs-h f ^±dz.
•A» z

On en conclut le

THÉORÈME IV. — Itly a correspondance biunivoque entre les fonctions de la
famille F, et les f onctions ty(z) régulières dans le cercle unité, à partie réelle posi-
tive, et telles que f^(o) = 1. Cette correspondance est définie par les deux formules
réciproques :

(Il,i3) +(O = y

et

(II, i4) Log/(c)=Log5

A l'aide du théorème IIX, nous obtenons le

THÉORÈME V. — // existe une correspondance biunàvque entre les fonctions
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f(z) de la famille F, et les ensembles de fonctions monotones ̂ f(t) équivalentes
entre elles au sens du théorème III y définies pour o <^ it<^ 27;, et vérifiant la con-
dition

À/(27l— O) — >.ƒ

Précisons cette correspondance :

Étant donnée X/(^)? la fonction ƒ ( j) correspondante est définie par les for-
mules (II, 6) et (II, 14). Celles-ci donnent, en utilisant la relation (II, 961V):

s 1 — s 2TU

d'Où (' )

(II, i5) Log/(5) = L o g _ ^ . _ ' r™ SCT' A/(/) rf/,

chacun des membres étant défini à nlirà près (/c entier).
Inversement, étant donnée ƒ (*), on déduit de (II, 3) et de (II, i3) la valeur

d'où, d'après Fégalité (II, 1) :

(II, 16) Mr,O=*rg/(™")-arg/(r).

Si Ton fait tendre r vers un, le premier membre tend vers X(J), et en s'ap-
puyant seulement sur l'existence d'une valeur de t pour laquelle argf(reil) et
X(r, z) ont des limites, la formule ci-dessus montre que ces deux quantités ont
une limite pour toute valeur de t. On retrouve donc le résultat démontré au
paragraphe 5 qui dit que X (r, t) a une limite pour toute valeur de t. On géné-
ralise en même temps le théorème 1 : pour une fonction étoilée f(z), 'àrgf(j*eu)
a une limite lorsque r tend vers un, quelle que soit la valeur fixe de t considérée,
même dans le cas où \f(reu) \ a une limite infinie (2).

(*) On peut aussi mettre cette expression sous la forme dune intégrale de Stieltjes :

(II, iSbîs) Log/(s) = -i. f -LoJ{l-e~Uz)2]dlf(t).

(2) *rëf(relt) tend alors vers *J { ; y*l*JV-- L. M L Ahlfors m̂ a indiquéy
u n e d é m o n s t r a t i o n de ce fait basée s u r la m é t h o d e géné ra l e q u l l a d é v e l o p p é e (a).
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L'équation (II, 16) donne

Par conséquent, les fonction s Xy(z) correspondant à f(z) sont données en tous
leurs points de continuité par la formule

(II, i&bis) X/(0 = arg/(e") + c o n s t-

On retrouve ainsi le résultat énoncé à la fin du paragraphe 2 de ce chapitre :
ELTgf(eu) est une fonction monotone de t.

Le théorème V peut prendre la forme suivante :

THÉORÈME VI, — Étant donnée une fonction monotone À(£) vérifiant les con-
ditions du théorème F, il existe une fonction de la famille F et une seule dont
V argument prend en tout point du cercle 'unité d} argument t la valeur X(ï) à une
constante près, sauf peut-être aux-points de discontinuité de X(ï), et cette f onction
est définie par la formule (II, i5).

Par contre, il ne semble pas y avoir de condition simple caractérisant les
fonctions \f(eil)\ qui correspondent aux fonctions de la famille F.

Donnons enfin, comme conséquence du théorème III bis, le

THÉORÈME VIL — Si une suite fn(z)de fonctions de la famille F converge vers
une fonction f(z) de F, la suite X„(j) correspondant aux fn converge vers la
fonction X(z) correspondant à ƒ, à condition de choisir convenable ment les cons-
tantes dont dépendent les Xrt et X.

5. Formule fondamentale donnant, sur la circonférence C du cercle unité, la
valeur du module d'une fonction étoilée, en fonction des valeurs de l'argument
sur C. — ƒ(*) désignant toujours une fonction de la famille F, nous allons
déduire de ce qui précède une formule donnant L o g | / ( ^ ) | sous forme d'une
intégrale en fonction de X (t). Ce ne sera pas autre chose que la formule (II, i5)
dans laquelle on aura fait tendre le module de z vers l'unité. La formule (II, i5)
donne, pour z réel :

- f lr(t)dt.

Faisons tendre z vers — i ; la limite de l'intégrale du second membre est,
d'après P. Fatou (a), page 359, égale à la valeur principale au sens de Cauchy



de l'intégrale
tang -\f(t)dt

1

On a donc

fej deux membres pouvant être infinis.
Effectuons une rotation d'un angle 6 — T. dans le plan de la variable z : le

point —i devient <?'°, ~kf(t) = &Tgf(eH) devient Xy(z+6 — TC) et la relation
(II, 19) s'écrit ( ' ) :

Log | / ( e* ) |=Log i - ; i - Km \T -4- f tang! X/•(* + 0 - Tr)*] ;

d'où, en posant

lim - ^
3 = 4-0 27T

les deux membres pouvant encore être infinis.
Intégrons par parties, d'après la formule du chapitre préliminaire, dans Fin-

tervalle £ <*<> . . D'après l'égalité

f-o) Log —
sin -

nous obtenons

X
+IR t i r i

o(t) c o t - ^ ^ y o f s + o) Log —— + ƒ 9, Log do(t).
S 1 1 1 -

Supposons d* abord ̂ f(t) continue au point G. Alors 9 (z) tend vers zéro pour t
tendant vers zéro. Nous allons montrer que si la limite du premier membre
de (II, 20) existe, elle est égale à la limite de l'intégrale de Stieltjes du second
membre; si au contraire le premier membre n'a pas de limite, l'intégrale de
Stieltjes tend en croissant vers +00. Dans les deux cas, les limites dehog\f(rei(i) |
et de Vintégrale de Stieltjes augmentée de Log 7 seront égales.

(*) Nous supposons ici que\/- (t) n^est plus seulement définie entre o et 2TT.
(2) Cette formule peut aussi être obtenue au mojen de la relation donnée par P. Fatou (à)

appliquée aux parties réelle et imaginaire de t'Log^ •• •



Les deux termes du second membre de (II, 20) étant positifs, il suffît de
montrer que si le premier terme ne tend pas vers zéro, l'intégrale de Stieltjes
augmente indéfiniment. Si ce terme ne tend pas vers zéro, on peut trouver une
suite de nombres positifs ru tendant vers zéro, telle que l'on ait, pour tout i :

(II, 21) o).Lo
sin —

2

> a,

a étant un nombre positif. D'autre part, la formule de la moyenne donne

(II, 22) f ü L o g — ï - . d < f ( t ) ï JTt 2 L o g — — A [ a ^ t ^ b ] f(l)]
J * $ ' è h s i n - 7<7<ï sin-

2 ~ - 2

= 2 L o g — ^ [ < p ( £ - h o ) ~ ? ( « —o)].
sin -

2

Prenons b = YJ, et a égal à un nombre e, assez petit pour que Ton ait

(II, 23) 9(ei— o ) < * >

ce qui est possible puisque <p (/) tend vers zéro pour t tendant vers zéro ; nous
obtenons, d'après (II, 21), (II, 22) et (II, 23),

Comme YJ£ tend vers zéro, on en conclut que l'intégrale de Stieltjes de (II, 20)
augmente indéfiniment.

Cette intégrale peut s'écrire autrement; en effet

f
J*<t< s m —

2

•l)-lj(8 - * ) ] = ƒ 2 Log

-+• ƒ 2 Log
s in

E étant un ensemble de la circonférence unité, et E F ensemble des arguments

des points de E, pris avec la détermination qui satisfait à o < £ ^ 271, écrivons,

d'une manière générale, ƒ F(fvrfX(î) au lieu de ƒ F(f)c?X(î). Lorsque / tend

vers ô — îi ou vers 9 + TI, la fonction à intégrer du second membre tend vers



zéro, et Ton peut ajouter le point correspondant de G sans rien modifier. La
somme des deux intégrales du second membre est donc égale à

Log dkj(t).

En vertu de la continuité de ~kf (t) au point ô, cette dernière intégrale a pour
limite finie ou non, lorsque z tend vers zéro,

(II , 21) A, Log
. t — e

sin

dlf(t).

Examinons maintenant le cas oui.r{t) est discontinue an pointé. L'intégrale
(II, 2i ) est infinie; d'autre part, dans (II, 2o), le deuxième membre n'a pas de
limite, et le premier n'en a par conséquent pas non plus; donc Logj / (V ö ) | est
infini.

Nous avons finalement, pour toute valeur de 0,

Log | ƒ(«*) | = ^ ƒ"* Log i -
" J{: sin

ce qu'on peut écrire

-71 J v

Los
. t — 9sin

di,f(t).

Si l'on désigne par ?*,o la distance des points d'argument t et 8 de la circonfé-
rence unité C, on peut aussi écrire (2)

i r i
e&)\ = - f Lo«r — dlf(t).

(1) On retrouve ici un résultat connu : on a toujours \f(e*(i) ^ y L'égalité ne peut être

atteinte que si o (t) est nul dans l'intervalle o <C t < TT, ce qui exige que ^/(t) soit constant
dans l'intervalle 6 — 7r<£<C04-7T. l^ar conséquent l'étoile se compose alors de tout le

plan, moins une demi-droite d'argument 6 1- TT et issue du point de module y La formule

(II, i5) montre que Ton a alors ƒ (c) = -— ^ Q . W > c e ^l11^ P a r u n e rotation simultanée

dans les plans de la variable et de la fonctioiij se réduit à ft (zx) = -———- •

(2) La fonction log— est infinie pour t = Q; si l{t) est discontinue pour f—0, il
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L'intégrale du second membre est ici le potentiel logarithmique au point
de C d'argument 0, dû à des masses de somme 211, dont la répartition sur C est
donnée par la fonction Ày (t) (1 ).

On peut conclure de ce qui précède que si une fonction X(z) conduit à une
étoile bornée, on a, quel que soit 6,

l im [>. ( 6 -h e -h o ) — A ( 9 — s — o)] Log = o,
s = o • £

s in-
2

o u , ce q u i es t é q u i v a l e n t ,

lim [1(9 -h e) — 1(6 — e)] L o g - = o.
£=0 e

Enfin, on reconnaît aisément, d'après la formule (II, 22), que | / (V f i ) | est
toujours égale à ses limites inférieures à droite et à gauche, conformément au
résultat du théorème I.

6. Formule relative à la représentation conforme de deux étoiles l'une sur
l'autre, lorsque la dérivée à Torigine est égale à un. — Considérons deux
étoiles de centre origine, sur lesquelles se trouve représenté conformément le
cercle unité au moyen de deux fonctions ƒ (s) et g{z) de la famille F . Dési-
gnant comme précédemment par ~kf (t) et \{t) les arguments des fonctions ƒ
et g aux points du cercle unité, nous allons démontrer la formule suivante (2)

(II, 23)

dont les deux membres peuvent d'ailleurs être infinis.

importe de ne pas retrancher le point 6 du cercle d'intégration C, sans quoi la formule ne
serait plus vraie. En d'autres termes, on ne peut pas remplacer la fonction à intégrer par une
autre qui lui est égale partout où elle est finie, et qui est nulle au point où elle est infinie.

(1) Dans le cas d'une fonction ƒ (z) régulière aux points j ^ | ^ i , la formule (II, 22) est
une conséquence directe de la formule de Green, appliquée aux parties réelles et imagi-

naires de f'Log —— •

(2) Dans le cas où les fonctions ƒ et g sont régulières pour | z | ̂  i, cette formule est une
conséquence de la formule de Green. Celle-ci, appliquée à deux couples de fonctions har-
moniques conjuguées, z/, v et uu çu régulières à l'intérieur d W contour T et sur ce con-
tour, donne / u^ch^ — i/,zdçl=zo. Posons %t (z) = Log- ? ^ 2 ^ ) = Log——-• Si Ton

prend pour uly vl et pour wa, r2 les parties réelles et imaginaires de y^ et y^y et pour T le
cercle unité, on obtient la formule ci-dessus.

THESE R. DE POSSBL.



En utilisant la formule fondamentale (II, ^2), nous sommes ramenés à
démontrer la possibilité d'intervertir Tordre des intégrations dans l'expression

*° J
Cette interversion est possible ; car nous sommes dans le cas examiné au cha-

pitre préliminaire, I étant ici l'intervalle o</<^2r.. Il suffisait que la fonction
à intégrer fût bornée inférieurement et appartînt à une classe de Baire; elle pou-
vait prendre des valeurs infinies.

Dans le cas particulier où g^z) — z7 on a ).«.(?) = *, et la formule (il , Ü3) se
réduit à

fj

CHAPITRE III.
FAMILLES DE FONCTIONS ÉTOILÉES CORRESPONDANT À UN ENSEMBLE À

SITUÉ SUR LA CIRCONFÉRENCE UNITÉ.

1. Définition de différentes familles de fonctions étoilées. — Soit À un
ensemble situé sur la circonférence unité C dans le plan de la variable z. Pour
pouvoir considérer des intégrales de Stieltjes étendues à A, nous supposerons
que A est un ensemble de Borel (II) ; ces intégrales conserveront un sens, quelle
que soit la*ronction déterminante (chapitre préliminaire).

F désigne toujours la famille des fonctions f (s) étoilées pour | J 5 | < I , avec
les conditions f (o) = o, f (o) = 1. Considérons cP abord les fonctions de F pour
lesquelles \ f (elt) | atteint son maximum R fini ou non (que nous avons appelé
rayon de l'étoile) en tout point de A. Ces fonctions formeront la famille $\\
celle-ci contient toujours la fonction 5.

Faisons quelques remarques relatives à cette famille :

x° Considérons l'étoile sur laquelle une fonction ƒ (-s) de <!>£ représente le
cercle \z | <^ 1. Soit VJ le cercle dont le centre est à rorigine; et dont le rayon
est le rayon R de Tétoile; à un point de A d'argument t correspond un bout pre-
mier de Tétoile réduit au point d'argument A/(^) du cercle G'. Ainsi à A corres-
pond un ensemble Af de C'.
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2° Toutes les fois que À, est contenu dans A, il est évident que 4>^ con-
tient $1.

3° Prenons une fonction f (z) de la famille F différente de z\ soient Rie rayon
de l'étoile correspondante, A/ l'ensemble des points de G pour lesquels
[/(V')| = R(c/\ Chap. I, § 4) : si À est contenu dans A/? la famille <&̂  con-
tient ƒ. Or A/, on Ta vu, satisfait aux deux conditions suivantes : il est le pro-
duit d'une infinité dénombrable d'ensembles ouverts, et s'il contient un inter-
valle, il contient aussi ses extrémités. On pourrait donc, sans restreindre la
généralité, ne considérer les familles 4>A que pour ces ensembles.

DÉFINITION. — Si, pour un ensemble A, la famille $^ ne contient que la fonc-
tion z, nous dirons que A est du TYPE MAXIMUM : dans ce cas, tout ensemble conte-
nant A est aussi du type maximum.

Ces ensembles sont définis indirectement; nous cherchons à les caractériser
par des propriétés de structure. Tout d'abord, un intervalle A de longueur infé-
rieure à 2 7i n'est pas du type maximum (c/ . Introduction, et, ci-dessous, calcul
d'une fonction de la famille <&£). Par conséquent un ensemble dont le complé-
mentaire contient un intervalle n'est pas du type maximum.

Au contraire, un ensemble A dont le complémentaire est de mesure nulle est
toujours du type maximum. En effet, soit / ( ^ ) une fonction de <î>̂  de rayon R;
considérons la fonction harmonique

Log

elle est régulière et bornée dans le cercle unité, et tend vers zéro quand z tend
vers un point de A le long d'un rayon. Si nous représentons cette fonction par
une intégrale de Poisson prise le long d'un cercle de centre origine et de
rayon r < i, et que nous fassions tendre ;• vers un, nous voyons qu'elle est iden-
tiquement nulle (1). On a donc, pour \z \ <^ i,

R T

et ƒ (z) se réduit à z. Nous retrouverons d'ailleurs ce résultat au paragraphe
suivant.

Il reste donc à examiner le cas où A est partout dense et possède un complé-
mentaire de mesure non nulle. Un tel ensemble n'est pas toujours du type maxi-

( l) Voir FATQU (a).
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mum, comme on le voit en représentant conformément sur un cercle l'étoile E2

du Chapitre I.
On pourrait croire alors qu'un ensemble dont le complémentaire est de

mesure non nulle n'est jamais du type maximum. Nous donnerons un exemple
du contraire. Sans parvenir à caractériser les ensembles du type maximum,
nous nous contenterons de conditions, les unes nécessaires, les autres suffisantes,
pour qu'un ensemble soit de ce type. Nous nous occuperons plus spécialement
du cas où À se compose d'intervalles en infinité dénombrable et partout denses.
Il est équivalent pour le contenu de 3>A de les supposer ouverts ou fermés.

Définissons maintenant une autre famille de fonctions étoilées. En posant,
comme au Chapitre II,

désignons par FA la famille des f onctions appartenant à ¥ pour laquelle la varia-
tion de \f est concentrée sur Vensemble A, autrement dit, pour lesquelles

(III, i) A(A;V) = att.

Cette expression a toujours un sens, puisque A est un ensemble de Borel
(chapitre préliminaire). Si F^ contient la fonction z7 le complémentaire de A
est de mesure nulle.

Enfin, nous désignerons par [FA-^A] In f a mille des f onctions appartenant à¥ ±
et à $A- Considérons limage A' de l'ensemble A, donnée par une fonction ƒ de
cette famille. La mesure de l'ensemble des arguments des points de A' est,
diaprés (III, i), égale à 27;. La mesure du complémentaire de A' est donc nulle\

Nous verrons à la fin du Chapitre VI que cette famille peut être vide, et nous
citerons un cas assez étendu où elle ne l'est pas. Bornons-nous ici h calculer
l'unique fonction de [F^. <!>£], dans le cas où A est un intervalle AB de lon-
gueur a.

Effectuons d'abord la transformation

...... , 5 — 1 / cc\
(III, 2) (7=tanucp [o = j

qui représente le cercle \z | <^ 1 sur le demi-plan dl( a) > o.
Ensuite la transformation

(111,3) *?-**=!,

amènera le plan a coupé par le segment (— 1, + i) sur le plan G, coupé par le
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segment (— i, + 1 ) ; nous prendrons pour a{ la détermination qui amène l'ori-

gine O du plan z au point •
COSQ

Effectuons enfin la transformation

(111,4)
ï «V---I

= XCOS Cp Wx A- 1

qui ramène le point O à l'origine du plan wx. La fonction wA = f(z) a*

Fig. ii .

détîoie est étoilée; sa variation d'argument sur l'intervalle AMB est égale à 2T:?

mais sa dérivée à l'origine est inférieure à un, d'après le lemme de Schwarz.
L'expression explicite de ƒ (z) est, d'après (III, 2), (III, 3) et (III, 4) :

x
s — v/i-h 2 ^ cos2 © -h £2

Ï :
4 sin29

Cherchons la dérivée à l'origine; nous avons

(î)= cosep

fdix

d'où
(dwx\
\ dw /-=0
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La fonction w = w\r a une dérivée égale à un à l'origine ; elle appartient à la

famille [ F ^ . ^ A ] (1) . Le rayon de l'étoile sur laquelle elle représente le cercle
unité est

H = --— = * .
siu2© . a

sin2
 7

Cette dernière valeur sera utilisée bientôt.
On peut considérer que la fonction w=f(z) établit une correspondance

conforme entre la surface de Riemann à deux feuillets du plan z ramifiés en A
et B, et la surface de.Riemann du plan w à deux feuillets ramifiés au point C
et au symétrique de G par rapport à C'.

Terminons enfin par une remarque relative aux familles $^ et [FA.<!>£]. Si
Ton connaît deux fonctions de l'une de ces familles, on en déduit une infinité
d'autres, car la fonction

?(*)=[ƒ<*)]*.[*(*)]l"x («réel)

appartient encore à la même famille.

2. Théorèmes sur les familles précédentes. — Soit ƒ (s) une fonction de la
famille F. Désignons par rrif la borne inférieure des valeurs que prend son
module sur l'ensemble A.

Soit, d'autre part, g(s) une fonction de la famille F^. Désignons par Me la
borne supérieure des valeurs que prend son module sur la circonférence C du
cercle unité (MA, est aussi la borne supérieure de ce module sur d, comme on
l'a vu au Chapitre I, § 3 ) .

Ceci posé, nous allons démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME I. — On a toujours, avec les définitions ci-dessus :

les deux membres pouvant d'ailleurs être infinis.
Écrivons pour ƒ et g la formule (Chap. II, § 4) relative à deux fonctions de

(') Un procédé simple montre que la correspondance entre les deux cercles G et G' est

(cos- \
Q 1

— ' J, pour 2 cp < t: <; 2 71 — 29.
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la famille F :

(III, 5 ) f Log ; ƒ (*«) [ dlg(t) = f Log ( g(e«) \ dljit);
Je Je

g(z) appartenant à FA, la fonction X^(f) a un accroissement 271 sur A, et l'inté-
grale du premier membre se réduit à sa portion étendue à A; l'égalité (III, 5)
s'écrit donc :

Minorons le premier membre et majorons le second à l'aide de la formule de la
moyenne (chapitre préliminaire) :

(III, 6) ^[Log| / (^) | ] .A(A;^)^3î ï[Log|^(^) | ] -A(G;V).

On déduit, des définitions des nombres rrtj et M„, les égalités :

|/(e«)l]=Log/W/ et Ö « | ] L

l'inégalité (III, 6) devient :
2 71 Log m j ^ 2 7i Log Mg,

d'où

Considérons maintenant la borne supérieure m\ des nombres mf relatifs à
toutes les fonctions f(z) de la famille F, et la borne inférieure MA des nombres MA,
relatifs à toutes les fonctions g(js) de la famille FA-

Supposons que l'on ait :

D'après les définitions mêmes de MA et de m^, il existerait des nombres Mé,

et rrif assez voisins de MA et de m^ pour donner lieu aux inégalités :

M A ^ M ^ < TWy ^ W A ,

ce qui est en contradiction avec le théorème précédent. On en déduit le

THÉORÈME II. — On a V inégalité fondamentale :

(111,7) ^ M A ,

les deux membres pouvant être infinis.



Nous pouvons dès maintenant assigner des limites pour ces deux nombres :
en effet, nous connaissons une fonction de la famille F, c'est f(^s)=z} pour
laquelle mf = i. On a donc

(111,8) i g ^ $ MA.

Dans le cas où A contient un intervalle de longueur a, nous connaissons une
fonction de la famille FA, c'est celle qui a été calculée au paragraphe 1. Elle

donne une limite supérieure pour MA ne dépendant que de a, c'est Donc,
sm- j

dans ce cas, les nombres rrts, et MA ne sont pas infinis.
Supposons maintenant que la famille <Ï>A contienne une fonction f(z) diffé-

rente de z. Cette fonction appartient à la famille F, et son module a sur À une
valeur constante R qui est supérieure à i d'après le lemnic de Sclrvvarz. Ce
nombre R étant la borne supérieure du module de /(-s) sur A, on a :

i < R û m^

et, diaprés l'inégalité fondamentale (III, 7) :

i < R <; MA.

Or ceci est impossible si MA== I • On en conclut le

THÉORÈME III. — Une condition suffisante pour que A soit du type maximum
est MA = 1 •

Autrement dit, il suffira de troiwer dans la famille FA une fonction dont le
module soit en tout point de C inférieur à i + c, £ étant un nombre positif arbi-
trairement petit.

Nous verrons au Chapitre VI que lorsque A est un ensemble d'intervalles,

cette condition est également nécessaire, et de p!usmA=MA. (D'ailleurs, ces

deux conclusions sont peut-être vraies dans tous les cas.)
Au chapitre suivant, nous transformerons la condition ci-dessus en une

autre portant sur la structure de A.
Dans le cas particulier où le complémentaire de A est de mesure nulle, la

fonction f(z)=z appartient à FA- On en conclut M A = I , par conséquent A
est du type maximum; nous retrouvons un résultat du paragraphe 1.
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CHAPITRE IV.
UNE CONDITION SUFFISANTE POUR QU'UN ENSEMBLE D'INTERVALLES SUR UNE

CIRCONFÉRENCE SOIT DU TYPE MAXIMUM. — EXISTENCE DE TELS ENSEMBLES

PONT LE COMPLÉMENTAIRE N ' E S T PAS DE MESURE NULLE.

1. Recherche de la condition suffisante. — Comme nous venons de le voir,
pour qu'un ensemble A soit du type maximum, il suffit de trouver, quel que
soit le nombre positif s, une fonction de la famille F^ dont la borne supérieure
du module dans le cercle unité soit inférieure à i + e.

Rappelons que toute fonction /{JS) de la famille F se trouve définie par la
donnée de la fonction monotone correspondante

*/•(*) = arg / (e") -h consL,
et que Ton a :

Transformons légèrement cette intégrale. Pour cela, remarquons que lorsque
f{z) se réduit à JS, X(f) se réduit à t ; la relation (IV, i) donne alors, quel que
soit G :

/ Log — dt = o.

On peut donc écrire :

Cette dernière forme présente un avantage : la fonction à intégrer, Log 4~ >
n'est jamais négative.

Nous sommes ainsi ramenés à la question suivante : trouver une condition
suffisante relative à l'ensemble A pour qu'il existe une fonction monotone ~k(t)
présentant un accroissement 2it sur A et telle que Vintégrale

(IV, «) Log: f (e*) ! = ~ f Log ̂ dll(t) - t]

THIJSE R. DE POSSBL.
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soit pour toute valeur de 6 inférieure à un nombre positif i arbitrairement choisi.
Tout d'abord X(t) doit être continue, car l'intégrale (IV, 2) est infinie pour

toute valeur de ô qui est point de discontinuité pour X(ï).
Imposons une première condition à X(f) : recouvrons le complémentaire de A

au moyen d'intervalles fermés Ikr sans points intérieurs communs; et en tout
point qui n'est pas à l'intérieur d'un intervalle IA) posons

(IV, 3) l(t) = t.

[/intégrale (IV, 2) se réduira alors à la portion étendue aux intervalles I/(.
Voyons à quelles conditions est alors assujettie *k(t) à l'intérieur de l'inter-

valle Ik allant du point d'argument ik au point d'argument t"k dans le sens positif.
On a, d'après (IV, 3),

l(tl) = t'!k et l(t'k) = l'k;

donc :

A. La fonction continue X(/) doit présenter un accroissement égal à

t\—t'k=m{lk)
sur rintervalle fermé I/(.

De plus :

B. Cet accroissement doit être concentré sur Vensemble À. I/t.

Nous allons partager notre intégrale (IV, 2) en deux parties :

i° D'après le lemme suivant, sous la seule condition A, la portion J, de l'in-
tégrale (IV, 2) étendue aux I/c qui ne sont pas contenus dans un certain voisi-
nage du point 0 sera arbitrairement petite, pourvu que le plus grand des lk soit
assez petit.

LEMME 1. — Soit, sur le cercle unité C, un intervalle T de centre 0 et de lon-
gueur 3/, et des intervalles fermés lk en nombre fini ou en infinité dénombrable 9

chacun de longueur au plus /, les intervalles T et lk n'ayant aucun point intérieur
commun à deux dJ entre eux. Soit \x(t) une f onction à variation bornée où t désigne
Vargument d'un point de G, et dont les variations positive et négative, r£ et çK,
dans chacun des intervalles ïk satisfont aux inégalités

(IV, 4) vï^Vkiil.

Dans ces conditionsy l'intégrale

h= Log-i
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{£'Ik désignant l'ensemble des points du cercle qui appartiennent à l'un au
moins des intervalles !/.) est en valeur absolue inférieure à une fonction <p(/),
tendant vers zéro avec /, et indépendante de 9 et des intervalles IA, pourvu que leur
longueur soit au plus L

La formule de la moyenne (chapitre préliminaire) donne pour la portion
de J, étendue à \k

< DR l Log — ). ̂  — DR f Log — ). *>-,

et en vertu de la condition (IV, 4)

< ! \ DR (Log — \ - m

En désignant par rf(IA, 0) et 0(1*, 8) le minimum et le maximum de la distance
du point 9 aux points de IA, nous obtenons :

/ 2 \ 2 / 2 \

DR Log — = Log et ^ LOg — = Log
2

d'où :

, 5) f <l

Nous allons limiter supérieurement la fraction du second membre. Pour cela,
désignons par 9* Tare allant du point d'argument 9 au point d'argument t dans
le sens positif, et posons

Le numérateur est inférieur à la corde qui sous-tendl*, donc à la longueur de I/£

qui est a?(^)— x(t'k).
Pour limiter inférieurement le dénominateur rf(I/,., 9), ne considérons d'abord

que les intervalles IA qui sont tout entiers sur la demi-circonférence fermée De
partant de 9 dans le sens positif. On peut alors écrire :

(IV, 6) d(h/J)>~ (arc allant de 9 à l'origine del*)^ ^ ( ^ ) -

On déduit alors de l'inégalité (IV, 5) :

Jlk
<21 Ï ( Ô »
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chacun des I/c ayant au plus / pour longueur

/

En remarquant que Ton a

4
on en conclut

av.* ƒ <-2

(IV, 8)

DU
i*Ci>o *

S'

On obtiendrait la même limitation pour l'intégrale étendue aux intervalles I/;

situés sur l'autre demi-circonférence. Enfin, il peut y avoir un seul inter-
valle 1^ qui ait des points dans les deux demi-circonférences. L'inégalité (IY, 6)
est remplacée pour lui par

rf(I*.,S)>J(7r-O,
d'où, d'après (IV, 5) :

On en déduit, d'après (IV, 8) et (IV, 9), pour Tintégrale J, étendue à tous
les I/l? la limitation

le second membre est indépendant de Ö et des l,c et le lemme est démontré.
G désignant une constante convenable, on peut écrire

Revenons à l'intégrale (IV, 2); les conditions du lemme sont remplies en
prenant pour [x(/) la fonction \('£)—t où "X(z) satisfait à la condition À. En
effet, les variations positive et négative de A(0 seront alors égales entre elles,
et au plus égales àm(I/(.).
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Désignant par l la mesure du plus grand des IA, la portion Ji de V intégrale (IV, 2)
étendue aux intervalles I/f, qui n ont aucun point intérieur à Vintervalle T (0 ) de
centre 9 et de longueur 3 /, pourra donc être rendue, quel que soit 6, plus petite que e,
pourvu que l soit suffisamment petit.

20 / étant ainsi choisi, étudions la portion J2 de Vintégrale (IV, 2) étendue aux
intervalles ïk qui ont des points à Vintérieur rfe

Nous allons préciser dans un instant le choix de X(f), ce qui nous conduira à
la condition cherchée relative à l'ensemble A.

Pour cela, quelques préliminaires sont nécessaires. Soit E un ensemble
mesurable sur C. Nous désignerons par vE(e) la fonction additive d'ensemble
définie, pour tout ensemble mesurable e de C, par l'égalité

Sa valeur sur la circonférence tout entière est égale à m(E).
Ceci posé, nous aurons à utiliser la propriété suivante :

LEMME II. — Avec la définition ci-dessus, on a Vinégalité

(t désigne la variable d'intégration dans l'intégrale du premier membre).
En effet, montrons d'abord que le maximum de l'intégrale du premier

membre a lieu lorsque E est confondu avec l'intervalle I de centre 6 et de lon-
gueur m(E). La formule de la moyenne donne

(IV, 11) f Log —dvB(e)^ ÔTÏ f Log — Vm(E — E.I),

(IV, ia) f Log—dViie)^ 0)1 (^Log—V/w(I — E.I).
•A-E.I r<° £CI-E.A r '°/

Or, si tA est un point de I, et t2 un point n'appartenant pas à I, on a toujours
r,tB < rh§ 5 on en conclut

o o
DM Log — ^ OM L o g — •

'CE-E.I r(ö f C I _ E I Oe

En remarquant que puisque /w(I) = iw(E), on a aussi

w(E —E.l) = m(I —E.I),
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on déduit de (IV, 11) et (IV, 12) :

(IV, i3) f Log-̂ -rfvE(tf)̂  f Los—dv^e).

D'autre part, si l'on remarque que les fonctions vE(e) et Vj(^) prennent toutes
deux, d'après leur définition, la même valeur /«(tf), pour un sous-ensemble
quelconque e de E.I, on aperçoit l'égalité

(IV, i4) f Los±dvK(e)= f Log-i</v,(e);

d'où, en ajoutant membre à membre (IV, i3) et (IV, i4) :

(IV, x5)

Ainsi, rintégrale du premier membre de (IV, 10) est au plus égale à la valeur
qu'elle prend lorsque E est confondu avec I.

Il nous suffit de limiter l'intégrale du second membre de (IV, i5). Elle se
réduit à l'intégrale ordinaire :

m (E) «i (El

ƒ L°g—1 / g — ? ^
J_'iii£' s in- ^ s in-

2 2 2
»i (Kl

Log-

m (E)

8

Revenons à la détermination de X(z). La fonction X(<) étant toujours sup-
posée égale à t en tout point non intérieur à l'un des \k, nous remplirons les
deux conditions voulues A et B en la définissant dans chacun des lk au moyen
de la fonction additive d'ensemble

m(lk)
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Sa variat ion sur I/c est bien égale à w( I / c ) , et elle est concentrée sur A.IA . L a

valeur de X(z) au point t de l ' intervalle ik t"k sera :

Le lemme précédent nous permet alors de limiter supérieurement la deuxième
portion J2 de l'intégrale (IV, 2). Il conduit à l'inégalité

d'où, en désignant par V une sommation relative aux lk qui ont des points
TiO)

intérieurs à i (ô ) :

2 ƒ Log ~ rf).

Et, comme V m(I7l.)<5/, on a

La condition relative à À est alors la suivante : l et YJ étant deux nombres posi-
tifs arbitraires^ il faut pouvoir trouver un système d'intervalles I/c, tous inférieurs
à l, et tels que la somme

(IV, 16)
.h)

étendue aux I/(. recouverts par un intervalle T. quelconque de longueur l soit infé-
rieure à YJ .

En effet, dans ces conditions, la portion J, est inférieure à £, et la portion J.
est inférieure à (1 + Log8)5/+5YJ, donc aussi inférieure à e, pourvu que /
et YJ soient assez petits.

Dans cet énoncé, les lk doivent être inférieurs à /; on peut se débarrasser
de cette condition. Il suffit de montrer que la convergence vers zéro de l'expres-
sion (IV, 16) entraîne celle du plus grand des L/( ; c'est aisé : on a en effet, en
désignant par V la longueur du plus grand des I/; :

m( 1/,) Log ^ ;> m {h) Log i ;
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d'où

ÏJtCT UCT

D'après cette inégalité, étant donné un nombre /', on peut déterminer un
nombre r\A tel que, si l'intégrale J., est inférieure à YJM les lk soient tous infé-
rieurs à i'.

Nous avons finalement le

THÉORÈME I. — Une condition suffisante pour qu'un ensemble A soit du type
maximum est la suivante :

Recouvrons le complémentaire de A au moyen d'intervalles fermés Iky en
nombre fini ou en infinité dénomhrable, sans points intérieurs communs. Soit T
un intervalle quelconque de longueur égale au plus grand d'entre eux. Formons
la somme

étendue aux intervalles lk recouverts par T et prenons sa borne supérieure quand T
varie sur le cercle. La condition est alors la suivante : on peut effectuer le recouvre-
ment précédent de façon que cette borne supérieure soit inférieure à un nombre
positif t arbitrairement petit.

Etant donné un système d'intervalles lficn nombre fini recouvrant le complé-
mentaire de A, désignons par P le nombre maximum des I/t recouverts par T,

et par Jïl la plus grande des quantités w(IK)Log * , • » Du théorème I, on
conclut alors le

THÉORÈME il . — Une condition suf fis ante pour qu'un ensemble A soit du type
maximum est qu'il existe un nombre fixe N, et, quel que soit s, un système d'inter-
valles [/. pour lequel les nombres P et Jll satisfassent aux conditions

P < N, DM = e.

2. Cas où A se compose d'intervalles, — Le seul cas intéressant est celui où
les intervalles sont en infinité dénombrable et partout denses, mais ce qui suit
s'applique à tous les cas. A tout ensemble A formé d'intervalles de A en nombre
fini, nous allons faire correspondre un système déterminé d'intervalles I/;, et
appliquer le théorème II.
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Soient S/, un intervalle de A, ck celui desintervalles complémentaires de A qui
précède ok quand on décrit le cercle dans le sens positif, et (2% la mesure du plus
grand des cA. A chaque ok, faisons correspondre un intervalle IA de la façon
suivante :

Premier cas : si m(c/c+ ok) < 2 Cj, prenons lk = c f t+ ok ;
Deuxième cas : si m{ck-\- SA.) > 2(3^, prenons pour 1/. l'intervalle de lon-

gueur 2 SA qui comprend ck et une partie de 8k.

F i g . i2 .

Le système des intervalles I/t recouvre le complémentaire de A. Évaluons une

limite supérieure des quantités m(\h) Log — . T •

De l'inégalité

il résulte

(IV, i

De m(I/)<2(3^, on déduit m(ofc.IA.)<2Êj; le deuxième terme du dernier

membre de (IV, i6bis) est donc inférieur à 2(5^Log - ^ ; quant au premier

terme, dans le premier cas, on a S/.. ïk — o/c, et il est égal à

dans le deuxième cas, on a m(ok.lk) > <2Â, et ce premier terme est au plus

égal à £4 Log — • On a donc, dans les deux cas :

D'autre part, si Q^ désigne le nombre maximum des intervalles de A recouverts
par un intervalle quelconque de longueur <3x, on a évidemment (P ayant le même

THESE R. DB POSSBL. 10
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sens qu'au théorème II) :

(IV, 18) P

Désignant alors par N& la plus grande des quantités 7w(c/-)Log—TVTJ les rela-

tions (IV, 17 ), (IV, 18) et le théorème II conduisent au

THÉORÈME III. — Un ensemble d? intervalles A est du type maximum dans le cas ou

il existe un nombre fixe N et, quelque soit s, un ensemble A, composé dHnteivalles

de A, et pour lequel les nombres Q £, Nj et (5j satisfont aux conditions

CONSTRUCTION D ' C N ENSEMBLE A , VÉRIFIANT LA CONDITION DU THÉORÈME HT,

ET DONT LE COMPLÉMENTAIRE N'EST PAS DE MESURE NULLE.

A sera défini comme somme d'ensembles d'intervalles An formant une suite

monotone croissante. Prenons pour A( la demi-circonférence. Admettons que

Art_i ait tousses complémentaires égaux à un nombre (?-„_,. Pour obtenir A/n

ajoutons à A„_1? dans chacun de ses complémentaires, un intervalle ayant même

milieu que ce complémentaire et de longueur >w"7A * Les complémentaires de ân

seront encore égaux et auront pour longueur

(IV, 19) e„=e„_1^r.

De (3< = Ti la relation (IV, 19) permet de conclure

2 . a 2 . . . 2 f l -J

•M"ïï(2î+i)...(a«+i)'

ce qui s'écrit :

i° On voit que Cn tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment.

20 Deux intervalles quelconques de An étant séparés par une distance au

moins égale à Cny le nombre QAn du théorème III est égal à un.

3° Puisque Cn décroît lorsque n augmente les intervalles de An les plus petits

sont ceux que Ton ajoute en passant de A„_, à A„; chacun d'eux, a pour

longueur n~x ? et l'on a

WA» = e«I-og —l— ~en Log ?— = Cfi Log i- + (« — 1) e„ Log2.



Le premier terme tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment; quant au
second, la relation (IV, 20) montre que ^-^- augmente indéfiniment, donc

que (n— i)Gn tend vers zéro.
Ainsi, les trois conditions du théorème III sont remplies si n est assez grand;

A est donc du type maximum.
D'autre part, en passant de Aft_, à Àn, la mesure de Pensemble complémen-

taire est multipliée par
C

Le produit infini Y] ( 1 — ^ — j étant convergent, la limite de la mesure du

complémentaire de A„, qui est égale à la mesure de G —A, n'est pas nulle.

CHAPITRE V.
DOMAINES A CONNEXION INFINIE. — ÉTUDE DE LA FAMILLE <I>1 DU CHAPITRE III. —

L'HYPOTHÈSE DE P. KŒBE.

1. Une solution de la représentation conforme des domaines à connexion
infinie. — Rappelons d'abord quelques propriétés des fonctions univalentes.

LEMME. I. — Soit w = f(z) une fonction régulière et univalente pour | z \ <[ 1,
qui satisfait aux deux conditions

7(o) = 0, ! ƒ ( o ) | = i .

Il existe un nombre rf, indépendant de la Jonction f (z\ tel que tout point fron-
tière du domaine décrit par f (z) soit à une distance du point w = o au moins
égale à d (1). La plus grande valeur possible pour d est -f *

LEMME IL — Conservons les hypothèses ci-dessus et désignons par r un nombre

inférieur à—z< En tout point z du cercle | z | <r, on a V inégalité j f(z) | ̂ 4 r*

En effet, soit£ = <p(ip)la fonction inverse d e / ( ^ ) . D'après le lemme I, elle

(l) L'existence de la borne d est connue depuis longtemps, mais la limite exacte y a été

donnée par L. BIEBERBACH. Voir L. BIEBEKBACH (a), p. 82 ss., ou encore une démonstration
rapide et récente de E. SGHMIDT. dans C. GARATHÉODORY (.ƒ).
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est régulière dans le cercle F défini par |**>j<4'*« Appliquons de nouveau le

lernme I à la fonction , de la variable -)— : nous en concluons que le cercle F

est représenté par la fonction <p(w) sur un domaine du plan z qui contient tout
le cercle C défini par \z[<?\ Par conséquent, tout point ^ intérieur à G est
Tirnage d'un point intérieur à F, et Ton a | / ( s ) ; S4 r-

LEMME III. — Soit D un domaine du plan z contenant l'origine et pouvant con-
tenir* le point à Vinfini. Si des fonctions méromorphes f(z) sont univalentes
dans D, satisfont aux conditions f'(o) = o? f

f(o) = i, et n ont pas de pôle dans
le cercle fixe \z\<r contenu dans D, elles forment une famille normale (')
dans D, et toute fonction limite f(z) d'une suite fn{^) de fonctions de cette
famille est encore univalente.

Soit D la portion de D extérieure au cercle \z\ = rt<^r. Àppîiquons le

lemme I à la fonction ~- de la variable £== — • Nous voyons que ƒ a dans D un

module supérieur à ~-\ la famille est donc normale en tout point de D autre que

l'origine. D'après le lemme II, les fonctions ƒ sont uniformément bornées dans
un cercle de centre origine et de rayon assez petit. La famille est donc normale
à l'origine et par conséquent normale dans tout le domaine D.

D'après un résultat connu, si une suite fn(z) converge régulièrement (XII)
dans D vers la fonction ƒ(5), cette dernière est univalente ou constante (3). La
convergence des dérivées ayant lieu en tout point de D (1 ), on a

7(o)=l im/ ; i (o)=i î

et f(z) ne peut être constante, elle est donc univalente. Le théorème est
démontré.

Pour poursuivre l'étude des questions posées au Chapitre III résolvons le
problème suivant :

PROBLÈME ®. — Soit D un domaine du plan zy de connexion finie ou non} con-
tenant Vorigine et le point à Vinfini. On demande de représenter conformément D
sur un domaine D* du plan w7 de sorte que les origines et les points à l'infini se

(1) Les définitions et propriétés des familles normales utilisées ici se trouvent dans
C. GÀRÀTHÉODORY (e).

(2) Fozrpar exemple G. CÀRATHÊODORY (d).
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correspondent, que la dérivée à F origine soit égale à un, et que tous les éléments
de frontière (VI) de D* soient ou des points, ou des segments portés par des droites
issues de F origine; sur chaque droite peuvent se trouver plusieurs segments (*).

Nous allons adapter au problème $ la méthode de calcul des variations uti-
lisée pour représenter conformément un domaine simplement connexe sur un
cercle [C. Carathéodory, (d) ou ( / )] . Considérons la famille <Ê> des fonctions
w = / ( s ) , qui font la représentation conforme du domaine D sur un domaine D'
du plan w} avec les trois conditions y(o) = o, /(oc) = 00, / ' ( o ) = 1. Nous
allons démontrer que parmi les solutions de é£ sont les solutions du problème
suivant V : trouver une fonction de la famille <£> pour laquelle le module de la
dérivée à Vinfini (XI), | ƒ'(«>) |, soit maximum.

Commençons par montrer que V a une solution. Tout d'abord la famille $ n'est
pas vide, car elle contient w = s. Soit \L la borne supérieure finie ou non des
valeurs de |/'(ôo)j pour toutes les fonctions de <&; il existe une suite fn(%)
extraite de $ et telle que

Jû I / A ( ) l

D'après le théorème I, la famille $ est normale dans D et compacte (XIII). De
la suite/*ft(s), nous pouvons donc extraire une suite fn (5) qui converge régu-
lièrement vers une fonction /*(s) de la famille $ ; et Ton a, d'après le théorème
sur la convergence des dérivées rappelé ci-dessus, \fkl(&>) ! — !*• Par conséquent
f*(z)est solution de V. De plus, [JL est fini.

Il nous reste à montrer que si une fonction f *(z) est une solution de V, elle est
solution de ®, ou encore que tout élément de frontière I du domaine D* sur
lequel ƒ* représente D est vu de l'origine sous un angle nul. Pour cela, consi-
dérons le domaine simplement connexe d qui contient le point à l'infini et dont
la frontière est I. Il existe une seule fonction <p(wp>) qui représente d sur un
domaine d dont la frontière est un segment porté par une droite issue de l'ori-
gine, et qui satisfait aux conditions ç(o) = o, <p(oo) = oc, <p /(o)=i . Si I
n'était pas vu de l'origine sous un angle nul, on aurait alors [d'après
K. Löwner(a) th. II, p. 68)] | <p'(00) [ > 1. La fonction ç[ /*(s)] appartiendrait

(J) 'Le problème '? a été résolu par P. KOKBE (a^), par une méthode différente. La méthode
ci-dessus a été indiquée dans le cas d\in domaine à connexion finie par H. GRÖTZSCH (a),
p. 69, note ?,. Ce problème est analogue à celui de la représentation sur un « Schlitzbe-
reiche » dont les fentes sont des segments parallèles; voir au paragraphe k de ce chapitre.
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à la famille $? et aurait pour module de la dérivée à Tinfîni [/, I cp'(oc)|, nombre
supérieur à a. C'est impossible. D'où le

THÉORÈME I. — Le problème V a au moins une solution et toute solution de V est
solution de L% (*).

Dans le cas où D est à connexion finie, on démontre aisément que deux
solutions du problème c$-,fi(?) et f2(2) sont identiques. Il suffit de considérer

la fonction <p(s) = Log ^ yl\ qui est régulière dans tout le domaine D et dont le

maximum du module ne peut être atteint en aucun point de la frontière de D,
à moins que o ne soit constante [voir P. Kœbe (c)]. Si D est à connexion infinie,
il n'en est plus ainsi. Par exemple, si D est formé de l'intérieur et de l'extérieur
du cercle unité, réunis par un ensemble d'intervalles qui ne soit pas du type
maximum, au sens du Chapitre III, la fonction w = z est solution de ® sans
être solution de V. Mais nous allons démontrer que V n1a jamais qu'une
solution.

Introduisons encore une notion utile :

DÉFINITION : Nous dirons qiCun domaine qui contient Vorigine et le point à
Vinfini est EXTRÉMAL .M, pour toute fonction w=f(z) de la famille <& correspon-
dante , on a 'y'(oc) < 1.

On voit immédiatement que :

i° Pour un domaine extrémal, le problème V admet la solution \v = :>.
20 Une solution du problème V pour un domaine D quelconque représente D sur

un domaine extrémal.
3° Si un domaine contient un domaine extrémal^ il est lui-même extrémal.

1 bis. Le problème précédent V n'a qu'une solution. (2).

LEMME IV. — Soit w = f (5 ) une fonction régulière et univalente pour\z \ < 1

(1) On aurait pu aussi chercher dans la famille $ une fonction pour laquelle le module
de la dérivée à lïnfini soit minimum. Exactement de la même manière, on aurait montré
que la solution de ce problème conduit à un domaine dont chaque élément de frontière est
un arc de cercle de centre origine.

(2) L'idée de cette démonstration est tirée de H. GKÖTZSGH, Leipz. Berichte, 81, 1929,
p. 5*-86.
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qui satisfait aux deux conditions

/ ( o ) = o, | / ' ( o ) | = i.

En tout point du cercle \ z \ < r <^ ~- ? on a l'inégalité

En effet, sur la circonférence | s | = -« > le lemme II donne \f(z) | ̂  7 • Si nous
posons

les inégalités de Gauchy donnent

On en conclut

7=767-

LEMME V. — SW/ »-> = / ( s ) «m; fonction régulière pour \ z | ̂ > i, *««ƒ ««
à l'infini, univalente, jamais nulle, et qui admet un développement de la forme

E/z supposant | j | >R ^> 4> on a l'inégalité

En effet, la fonction y-̂ — de la variable - satisfait aux conditions du lemme I.

On en conclut, sur le cercle | s | = 2, l'inégalité j / (^)S<^8. Les inégalités de
Cauchy donnent alors

|aft|^8.2».
On en conclut :

LEMME VI. — Soit R un domaine du plan £ = £ + s'y] formé de V intérieur d'un
rectangle de côtés h et a parallèles aux axes, dont on a enlevé un nombre fini de
segments parallèles à l'axe réel et ne, touchant pas le périmètre. Soit s(Ç) une f onc-
tion qui représente conformément 11 sur un domaine (D du plan s = a + in: arec
les conditions suivantes ;

r .v(£) est encore régulière sur le périmètre du lectangle.
20 CD est contenu dans' une bande de largeur b + a parallèle à taxe des T.
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3° Les images A'D' et B' G' des côtés AD et BCparallèles à l'axe des r\ sont exté-
rieures à une bande de largeur b — a limitée par deux parallèles À etAf à Vaxe desz.

4° SoientM un point de AD d'ordonnée Ï ] , M ' son image d'ordonnée^(rj, on a
(V, i) ^(rO-ri lot .

5° Les* lignes A' B' e£ D /C / se déduisent Vune de Vautre par une translation a
parallèle à Vaace des c.

Dans ces conditionsy si B', est le premier point de rencontre avec à! de Vimage

A'B' de AB, et si ioo désigne la projection sur l'axe des T rfc A'B't
t,

tM* deux inégalités

à:' < 3 ab a
<M*£ vérifiée en toutpoint de D.

Désignons par MN le segment qui joint les points d'ordonnée r, des côtés AD et

CL

n

M

c

IN

Fig.

BG et par L(YJ) la longueur de son image M'N' dans le plan s. (On suppose que
MN ne rencontre aucun des segments frontières de R.) On a alors, en supposant
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par exemple A à l'origine du plan *(,

(V, 2) L(Yî)= ƒ'' J

Tinégalité de Schwarz appliquée à (V, 2) donne

"6 <fc
di,r

d'où, en intégrant les deux membres par rapport à YJ :

çaU' -a /- </; r" r/J ds

L'intégrale double du second membre représente la surface du domaine (Jà\
cette surface est au plus égale à a{b + a). Nous avons donc

(V, 3) f L{-oyd-a$ab(b + a).

Supposons o>x.
Il existe un point de A'B^ qui a pour ordonnée T ( O ) ± 5O. Supposons que

nous ayons le signe + . Soient ^ le maximum de l'ordonnée de M'N', et [j.a le
maximum de l'ordonnée de A'B',. Nous avons

Nous allons démontrer l'inégalité

p-i > 3 è.

Prolongeons Tare D ;A ; jusqu'en A ^ 1 1 par une suite d'arcs déduits de D ;A ; par
les translations —a, — 2 0 , . . ., —pa parallèles à Taxe imaginaire, et enfin
jusqu'en B\p+l) en effectuant sur A'B', la translation—pa. Prenons passez grand
pour satisfaire à

Soient J la courbe fermée M'N', B\p*'i:A:p+i:W et (/, le maximum de l'ordonnée
de J. Sur Tare N ' ^ / ^ A ^ ^ M ' , l'ordonnée ne dépasse pas [/.< + %; de plus?

A'B', est intérieur à J? on a donc

û F- ̂

On conclut des inégalités ci-dessus ;JL, > 3 O .

Supposons o < YJ < 8 . L'arc M'N', contient le point M' d'ordonnée inférieure

THESE R, DE POSSKL.



à 7j + x, donc inférieure à 20, et un point d'ordonnée 3ô. On en conclut que cet
arc a des projections sur les axes supérieures à 0 et à b — a, et par conséquent

On en déduit l'inégalité

/ L (-oy- dr, > ô [8- + (b - a)-] + {a — 6) (à - a)*
«- 0

L'inégalité ( V, 3) donne alors
â ' < 3 ab<Qi.

LEMME VU. — Considérons un domaine à connexion finie D ; contenant Vori-

gine et le point à Vinfini, et dont la frontière est tout entière entre les cercles

| z , = vj et \ z = AI. Soitiv= f'(z) une solution du problème Y pour le domaine D.

^ 1. Étant donné

i + 0

Sous mvns alors, diaprés Vénoncé même du problème V, 1 -r;

///i nombre positif s, on peut trouver un nombre 9 te/ r/we Vinégalité

entraîne y en tout point de D, et pour des déterminations convenables des arguments,

|argir — args'^e,

/ƒ' nombre 0 «r dépendant pas de D, m«à- seulement de M et E.

Soit ,r = îp(ip) la fonction inverse de ƒ O) . D'après le lemme I, elle est

définie dans tout l'intérieur du cercle *r = T-TT- Limitons d'abord la diffé-

rence } z- — w\ sur un cercle y du plan (^de centre origine et de rayon r assez
petit. Le lemme IV appliqué à la fonction ^My(w) de la variable 4M»'
nous montre que la condition

entraîne
\M 5-ir!<v(ÎMr)â,

d'où la limitation cherchée

A condition d'avoir ^ — ̂  ] <^7', ou /' <^ - n . ? on en conclut, sur y :

(\, 5) [argc--arg«'|< ^ sin j args — argtv 1 g a ^7° " ' < ̂ M
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Supposons maintenant que l'on ait

et limitons la différence ||^J— w^ sur un cercle Y de centre origine et de
rayon R assez grand. Pour cela, posons

®l\l 'et appliquons le lemme V à la fonction ®l.\l ' de la variable — : nous voyons
que la condition

entraine l'inégalité

Les relations (V , 6 ) , ( V , 7) et (V , 8) donnent alors

< ^ !» , I ?.(«') ' - 1 ?(cr) | j < i ?J (iv) ^1 - ^-fj ) < 9(R

P u i s ( V , 8) ot ( V , 9) donnent

Si nous prenons

et si nous supposons 6 < -, nous avons sur F la limitation suivante :

<\< 1 » ' i ? ( ^ r - ; ( r i ; < r M .

Posons r = «> et appliquons les inégalités (V, 4) et (V, 5). Nous Aboyons

qu'en supposant R < 2f|M, ou 6 <̂  -̂ > nous avons sur y

s9 M a* 6 , . iu*M rn

| c — w | < -g5- = ^ - et | argx; — argw> | < - ^ - rz= 2-9.

Si nous posons, pour simplifier,
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nous pouvons dire que, sous la condition a < 2, Vimage de y dans le plan z est

comprise entre les cercles de centre origine et de rayons ~ ( 1 zfc a~ J, et que Von a,

sur y :

( \ , rO | a r g 5 -

Supposant toujours a <^ 2, Vinégalité (V, 12 6w*) conduit à

par conséquent, P image de V est comprise entre les cercles V\ etV[t décentre origine

I zb - J •

Considérons une demi-droite issue du point w = o, et qui ne rencontre pas

R(H|;

la frontière du domaine D'image de D. Soient A et B les points où elle coupe y
et F, et Bi le premier point de AB rencontré en partant de A dont l'image est
sur le cercle F',. Désignons par 80 l'oscillation de arg^ sur AB, et par 80 la
borne supérieure de 8 0 sur tous les segments AB,. D'après l'inégalité (V, 12 èz'y),

le point B, est extérieur au cercle y' de centre origine et de rayon - ; on en con-
clut, d'après (V, 12), qu'en tout point de D' qui appartient à la couronne
limitée par y et y', on a

(V, i3) I arg^ — arg«'!<8d-h<?£.
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Puisque arg£ — argw est une fonction harmonique qui est régulière à l'intérieur
de y et à l'extérieur de y', cette inégalité est valable dans tout le domaine D'.
Il nous suffit donc de montrer que o ne peut dépasser une fonction de a et de M
qui tend vers zéro avec a. Pour cela, utilisons le lemme VI. Effectuons des
transformations logarithmiques

£ =s = a -4- iz et

Le domaine D" formé delà portion de D' comprise entre y et F et coupée parAB
a pour image dans le plan £ un rectangle de côtés 2logR et 2TV. Dans le plan s,
l'image de y est entre les droites a =—LogRf idz -J et à fortiori entre les
droites

= — Log R dr - »

et celle de F est entre les droites
a = LogR=b^.

D'après (Y, 12), on a , pour les images d'un point de y dans les plans s et

| T ( T Î ) — Y , ; < a .

Le nombre 0 satisfait à l'une des deux inégalités du lemme VI :

g g
oc

Le deuxième membre tend vers zéro avec a. Le lemme est démontré.

THÉORÈME IL —Soit D un domaine à connexion infinie du plan £ contenant
Vorigine et le point à Vinfini. Considérons une suite de domaines à connexion
finieD/n contenus dans D, et tels que : i°D,7 est contenu dansJ}n^ ; 20 tout point de
D appartient aux Dnpour n assez grand. Désignons par z = ƒ ( £ ) une solution du
problème V qui représente D sur un domaine D* du plan z} et par wn = /*«(£) ^ie
solution du problème V pour le domaine Dn qui représente D„ sur un domaine D*
du plan wn.

Dans ces conditions, la suite f*'rt(£) converge vers -s(£) ^/i to//f point de D. /V/r
conséquent V ;i'a qu\ine solution.

Démonstration. — Soient £=y- ' ( , s ) ? C^ /^ a (^ ' " ) ^es fonctions inverses de
fÇC) et de fnÇC)- La fonction -» = ƒ f /„ ' (^«)1 est définie dans D,* et en donne
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une image D„; de même, la fonction *r/i+, = fn+s [/,/(fp/t)] est définie dans D* :
ces deux fonctions appartiennent à la famille <& relative au domaine extrè-
mal D *. On a par conséquent

dz
d\vn

et

(Considérons maintenant les fonctions «^(5) = ƒ „
leurs dérivées à l'infini satisfont aux inégalités

' D'après (V, T.>),

, 16)
in

dwt

dz

La fonction (*'„(-) est définie dans D„ et appartient, pour n>k, à la famille 3>
relative au domaine DA. Ces fonctions forment donc une famille normale
dans D/c. Montrons que svn{z)iend vers s. Supposons le contraire. Il existe alors
un point ;?„ tel que iv„(-0) ne converge pas vers sQ. Nous pouvons extraire
de «v(^) une suite wcnj(-s) qui converge régulièrement dans D/. vers une
fonction limite ^(5) telle que ^ ( ^ ( ) ) ^ ^ 0 . D'après le théorème de Stieltjes
[voir par exemple P. Montel(a)], la convergence a lieu dans tout le domaine D*,
et par conséquent la fonction ir(z) appartient à la famille* relative au domaine
D*. Ce domaine étant extrémal, on a

( Y . 17) dz

De plus, d'après un théorème rappelé au paragraphe 1 :

= lim
dz

De(V, 16), (V, 17)et (Y, 18) on conclut

Hm —^

Par conséquent, d'après le lemme VII, il suffit que n soit assez grand pour

avoir, dans tout Dn,
r w — a r g s e.

On en déduit, en tout point de D :

liai Ö( Log —^ ) = 3 Log — — o.
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Par conséquent, la fonction Log — est constante, et elle ne peut être nulle à l'ori-
gine et non nulle en z0.

2. Cas où le domaine D est symétrique par rapport au cercle unité C. —
Soit w = ƒ (V) la solution du problème V. Désignons par C* le cercle du plan sv
de centre origine et de rayon

R/ = v/!ƒ'(«>) |.

Soient z un point de D? zx son symétrique par rapport à C, e t / , (^f) le symé-
trique du point f {z) par rapport à C*. On a

| 3 | . | 5 l | = i et | / ( s ) M / i ( * i ) l = R } ,

d'où

«0

La fonction ƒ, {z) appartient à la famille <ï> relative au domaine D. Montrons
q if elle, est identique à f{z). Si z tend vers zéro, zt tend vers l'infini, et Ton
obtient \f\ (oc)] = ] /'(oc) |. Si au contraires tend vers l'infini, 5, tend vers zéro,
et Ja relation (V, 19) donne ' f'i^o)[ = ï. Puisque V n'a qu'une solution, on
conclut de ces résultats :

fl{s) = e^f(z).

Pour déterminer la constante r , faisons 2= 1, il vient ^, = 1, ƒ, (1) = / ( i ) ,
d'où e'5 = i et ƒ, (s) =f(z). Nous en concluons qifà deux points symétriques par
rapport à C, la fonction f(z) fuit correspondre deux points symétriques par
rapport à G*.

5. Étude et extension de la famille <b\ du Chapitre III, dans le cas où A est un
ensemble d'intervalles ouverts. — Soit A un ensemble d'intervalles ouverts
disjoints 0, situés sur la circonférence unité C. Considérons le domaine D formé
de l'intérieur et de l'extérieur de C, réunis par l'ensemble A. Ses éléments de
frontière étant situés sur C, la théorie du paragraphe précédent s'applique à D ;
désignons par Y^ le problème V correspondant au domaine D.

D'autre part, appelons $A la famille des fonctions f(z) qui satisfont aux
conditions suivantes :

20 J\z) représente conformément Vintérieur de C sur un domaine D ; intérieur
à un cercle C de centre origine, et f ait correspondre aux o< des intervalles o^ situés
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sur G'. Ainsi <Ï>A est une extension de la famille <£>\ du Chapitre III, obtenue en
supprimant pour D ' la condition d\Hre une étoile.

En prolongeant les fonctions de <I>̂  par réflexion sur les cercles C el C', on
voit que $>\ est contenue dans la famille <fr définie plus haut qui correspond au
domaine D. D'après le paragraphe 2, la solution de A ^ appartient à <I>̂ . Enfin
l'égalité (V, 19) s'applique à une fonction quelconque de $}\ et montre que le
rayon R/ du cercle CJ correspondant est égal à \f\fr(vs)\. De ces trois proposi-
sitions résulte le

THÉORÈME III, —La solution du problème V^, que nous pouvons appeler /'EXTRE-

MALE-A, est celle des fonctions de <1>A pou? laquelle le rayon R/ atteint son
maximum: nous désigne?ons ce maximum par R^.

Cette fonction est étoilée dans le cercle unité, c'est une conséquence immé-
diate du théorème I; elle appartient donc à la famille <ï>̂ .

Supposons maintenant qu'il existe dans la famille <l)\ une fonction f diffé-
rente de la fonction z : le lemme de Schwarz, joint à la condition ff(o) = 1,
permet de conclure que le rayon Ry de cette fonction est supérieur à un -, à for-
tiori, d'après le théorème III, le rayon R^ de l'extrémale-A est supérieur à un;
par conséquent cette dernière ne peut se réduire à 5; on en conclut la pro-
priété importante suivante :

THÉORÈME IV. — .SV <Ï>A contient une fonction autre que 5, Vextrè?nale-L est
une fonction de la famille $^ différente de z, et par conséquent A n1 est pas du
type maximum.

Des théorèmes III et IV, nous concluons le

THÉORÈME IV bis. — PREMIER CAS : *SV A est du type maximum, autrement dit
si <&\ ne contient que z, la famille <$\ ?ie contient que z.

C'est en particulier le cas si le complémentaire de A est de mesure mille, ou
bien si A satisfait à l'une des conditions du Chapitre IV.

DEUXIÈME CAS. — Si A n^est pas du type maximum, toutes les fonctions de $^
différentes de z ont un rayon R tel que 1 < R< R^. La seule dont le rayon est R^
est Vextrérnale-A qui est la solution du problème V^#, elle est étoilée et appar-
tient par conséquent à <ï>̂ .

Ce cas se présente en particulier si le complémentaire de A contient un inter-



valle; il se présente toujours, comme nous le verrons au Chapitre VI, lorsque

les deux conditions suivantes sont remplies : i° le complémentaire de A n'est

pas de mesure nulle ; 20 en désignant par of les intervalles de A, la série

converge.
On peut montrer que dans ce deuxième cas il y a des fonctions de $>± de tous

les rayons compris entre 1 et 11^; en effet, ƒ(*) désignant Textrémale-A, la
fonction

- [ / ( ; ) ï - a

appartient à <b\ et a pour rayon (R^)1"*.
Démontrons encore le

THÉORÈME V, — lorsque Vensemb le cVintervalles An1est pas du type maximum,

V extèrmalc-L, <*> = ƒ ( ; ; ) , le représente sur un ensemble tVintervalles A'.

Posons iVi = j5~: à A' correspond un ensemble semblable Ai sur le cercle unité du

plan wx. A] est du type maximum.

En effet, si A< n'était pas du type maximum, Textrémale-A,,
un rayon llA > 1. La fonction

Fig.

A^ doncappartiendrait alors à la famille <&A, et aurait un rayon égal à RA
plus grand que R^; c'est impossible.

Examinons le cas particulier où A se compose d'un nombre fini d'intervalles.
Soit / ( ~ ) l'extrémale-A (*). Des intervalles complémentaires de A, elle donne

(1) La recherche de cette fonction peut ici se ramener au problème mixte de Dirichlet-

R.. DE POSSEL.
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des images vues de l'origine sous un angle nul; par conséquent elle représente
l'intérieur de C sur une étoile E formée d'un cercle C' de centre origine et de
rayon RA? coupé par n entailles dirigées suivant des rayons. On voit que l'ar-
gument de / ( s ) présente un accroissement ar. sur A. / est donc Tunique fonc-
tion de la famille [FA.<Î>A] définie au Chapitre IIF.

4. L'hypothèse de P. Kœbe. — Nommons domaine du type S un domaine
du plan £, contenant le point à l'infini, et dont tous les éléments de frontière
sont des segments parallèles à Taxe réel, qui peuvent se réduire à des points
(Schlitzbereiche"). On sait [voir par exemple Hurwitz-Courant (a) ou encore
une Note de l'auteur (Gött. Nachr.y i93i, p. 199)] que tout domaine plan
[et même tout domaine schlichtartig (voir Introduction, § 5)] peut être repré-
senté conformément sur un domaine du type S.

Deux domaines du type S à connexion finie ne peuvent être représentés l'un
sur l'autre par une fonction développable à l'infini sous la forme

que s'ils sont identiques. P . Kœbe (b) a donné un exemple de deux domaines
du type S, non identiques, et qui peuvent être représentés l'un sur l'autre par
une fonction satisfaisant à la condition (V, 20).

Cependant, parmi les différentes fonctions Ci = ƒ ( £ ) qui satisfont à (V, 20)
et qui représentent conformément un domaine donné D du plan £, à connexion
infinie, et contenant le point à l'infini, sur un domaine du type S du plan £1, il
en est une qui se distingue par des propriétés remarquables : c'est la « fonction
de courant » (Stromungsfunktion). Elle est l'unique solution de plusieurs pro-
blèmes de calcul des variations (1 ). P. Kœbe (b) appelle le domaine obtenu au

Neumann qui consiste à trouver une fonction harmonique dans un cercle, sachant qu'elle
est nulle sur certains arcs de la circonférence et que sa dérivée normale est nulle sur les
arcs complémentaires. Ce problème se ramène lui même à une équation de Fredholm.
Voir par exemple D. Hubert (a), J. Hadamard (a) .

( !) Celui qui consiste à rendre minimum l'intégrale de Dirichlet de la partie réelle
de ƒ(z)j étendue à la portion de D intérieure à un grand cercle, ou encore (JNote de Fau-
teur citée ci-dessus), celui qui consiste à rendre maximum la partie réelle du coefficient

de - dans le développement (V. 20).
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moyen de cette fonction « minimale Schlitzbereiche ». Nous dirons que c'est
un domaine du type Sm. Deux domaines du type Sm ne peuvent être représentés
l'un sur l'autre, par une fonction satisfaisant à (V, 20), que s'ils sont iden-
tiques.

P. Kœbe émet alors Vhypothèse suivante : pour tout domaine du type Sm, la pro-
jection de la frontière sur Vaxe imaginaire est un ensemble de mesure nulle. Xous
allons montrer que, même pour un domaine du type Sm dont tous les éléments
de frontière sont réduits à des points de Vaxe imaginaire, la propriété n''est pas
vraie ( ' \ Cela résulte du théorème suivant :

THÉORÈME VI. — Prenons sur le cercle unité C du plan z un ensemble A du type
maximum, formé d** intervalles ouverts, et dont le complémentaire JVest pas de
mesure nulle. Transformons le plan z en un plan Ç au moyen dhine transforma-
tion linéaire fractionnaire C = g{z) au^ amenc Vintérieur de C sur le demi-plan
tfv(£) > o, et A sur un ensemble A' de Vaxe imaginaire I, le point à Vinfini étant
le transformé d''un point de A. Le domaine D du type S obtenu en retirant du
plan C Vensemble I — A' est du type Swl.

Considérons la fonction Ci — f(C) qui représente D sur un domaine D du
type Sm, et qui satisfait à(V, 20). Xous devons montrer que c'est £. Puisqu'elle
est unique, à deux points symétriques par rapport à I, elle fait correspondre
deux points également symétriques par rapport à Taxe imaginaire ^ du plan £,,
sinon on obtiendrait par symétrie une autre fonction jouissant des mêmes pro-
priétés. A l'ensemble A' porté par T correspond donc un ensemble d'intervalles
du domaine D porté par 1,. Transformons le plan Ci en un plan zt au moyen
d'une nouvelle transformation linéaire fractionnaire, zi = h(Çi), qui amène le
point ƒ [g*(o)] à l'origine, le demi-plan (RZ\ > O sur l'intérieur d'un cercle de
centre origine, et telle que la fonction h \ f [^(^)]} ait pour z = o une dérivée
égale à un. Cette dernière fonction appartient à la famille $A? donc se réduit
à z, puisque A est du type maximum (théorème IV bis de ce chapitre). Par
conséquent le domaine D n'a pas de point frontière en dehors de l'axe imagi-
naire; la fonction Ci — ƒ(£) représente le demi-plan dl(C)^> o sur le demi-
plan dl(Ci)^> o, et satisfait à la condition (V, 20); c'est donc £.

( l) J'apprends que ceci a été démontré par II. 'GRÜTZSCH, Leipziger Berichte, Bâ 83,
1981, p. i85-2oo.



CHAPITRE VI.
ÉTUDE DES FAMILLES DE FONCTIONS ÉTOILÉES F A , 3>A E T [ ^ A J * A ] DÉFINIES

AU CHAPITRE III.

1. La famille FA- — Rappelons qu'elle est formée des fonctions étoilées dont
la dérivée à l'origine est égale à un, et dont l'argument présente un accroisse-
ment 27; sur l'ensemble A. Démontrons d'abord la propriété suivante, A étant
toujours f orme d'intervalles ouverts.

THÉORÈME I. — II existe une suite de fonctions Jn de la famille FA qui converge
régulièrement dans le cercle unité C vers Vejctrémale -A. Le rayon RA de cette
dernière est la limite des rayons R„ des f onctions f^

Les intervalles o-t de A étant numérotés dans un ordre arbitraire, considérons
l'ensemble A,t = oi + . . . + o„. Soit ƒ«(-) Textrémale - A,,. Son argument pré-
sente un accroissement i~ sur A,,, et aussi sur A; elle appartient donc à la
famille FA-

D'après le théorème II, Chapitre VI, les fonctions fn tendent vers l'extrc-
male -A / ( ^ \ De plus, on a

/ 1 v | y / - | et R/ = v/|/(oo

il en résulte la propriété énoncée.

Revenons maintenant aux bornes m± et MA relatives aux familles F et FA, et

définies au Chapitre III. Nous avons démontré l'inégalité

(M, 2) liTx < \ 1 A .

A l'aide du théorème f ci-dessus, on peut compléter ce résultat de la façon
suivante :

THÉORÈME II. — Lorsque A est un ensemble d]intervalles ouverts, on a

(M, 3) ^ = M A = R A .

En effet, puisque 1\A est la limite des rayons R n̂ des fonctions ftl de la

famille FA, il résulte de la définition de MA

(VI, 4) RA l MA.
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D'autre part, ƒ appartenant à la famille F, on a

(VI, 5) RA g ^Â-

Les égalités (VI, 3) sont une conséquence des inégalités (VI, 2), (VI, 4)
et (VI, 5).

Nous avons vu au Chapitre III que si M A = 1, A est du type maximum. Dans
le cas présent, nous pouvons démontrer la réciproque. En effet, si A est du
type maximum, nous avons (Chapitre V, § 3) R A = I , et par suite, d'après le
théorème II ci-dessus, M A = I . D'OÙ le

THÉORÈME 111. — La condition nécessaire et suffisante pour quUin ensemble
(f] intervalles ouverts A soit du type maximum est M A = I .

Nous avons construit au Chapitre IV un ensemble d'intervalles A du type
maximum dont le complémentaire est de mesure non nulle; il fournit un
exemple du cas où l'argument d e / , fonction limite des fn, présente sur A un
accroissement inférieur à 27;, alors que les arguments des fn présentent sur A
des accroissements égaux à 2 u. On a ici f=z. Autrement dit, la famille FA
nJest pas compacte, ou si l'on veut, l'accroissement d'argument sur A n'est pas
une fonctionnelle continue.

2. La famille [FA-$2J - — Une conséquence immédiate du théorème II est
la suivante :

Vextrèmale~L est une solution du problème de calcul des variations qui

consiste à trouver, dans la famille F , les f onctions pour lesquelles le minimum du

module sur A atteint sa borne supérieure m\ ( * ).

Considérons le problème analogue qui consiste à trouver, dans la famille F&,
une fonction pour laquelle le maximum du module sur la circonférence unité C
atteint sa borne inférieure MA. D'après le théorème II de ce chapitre, une telle
fonction f appartient à la famille <$\\ d'après le théorème III, Chapitre F, f est
l'ecctrémale-A. Elle appartient à la f ami Ile [ F A . $ A | * Inversement ( 2 ) , considé-

( ]) On peut d'ailleurs montrer que pour toute solution f{z) de ce dernier problème, le
module de ƒ a la même valeur en tout point de A. Il en résulte que l'unique solution de ce
problème est Pextrémale-A. Mais la démonstration ne saurait trouver place ici. Je compte
revenir prochainement sur ces questions.

(-) Ce raisonnement ne suppose pas que A soit un ensemble d'intervalles. Dans le cas
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rons une fonction f de la famille [FA.$A1- Appartenant à FA, son rayon est au
moins égal à RA; appartenant à <I>̂ , il est au plus égal à RA : par conséquent il
est égal à RA', ƒ est donc Vextrèmale-\ et appartient à ¥\. Nous avons ainsi le

THÉORÈME IV. — La famille [ F A - $ A ] se réduit à Vextrémale-\ si celle-ci
appartient à FA. Dans le cas contraire, la famille [ F A . ^ A ] est vide.

Si, pour un certain ensemble A, on peut affirmer que la limite d'une suite
convergente et uniformément bornée de fonctions de la famille FA appartient
encore à FA, il en résulte, d'après le théorème 1, que Fextrémale-A f(z)
appartient à FA- Si, de plus, le complémentaire de A n'est pas de mesure nulle,
il est impossible que l'on ait ƒ ( - ) = zm, donc A n'est pas du type maximum, et,
d'après le théorème IV, ƒ ( - ) est une fonction de | FA.<1>A] différente de z.

Nous allons montrer qu'il en est ainsi, pourvu que A satisfasse à des condi-
tions assez générales :

THÉORÈME V. —• Si la série — converge, toute suite fn convergente et unifor-

mément bornée de fonction» de FA converge vers une f onction J de FA (' ).

Posons, comme au Chapitre 111,

La fonction monotone X(f) est continue, sinon, d'après la formule (IV, i \
y ( ^ )ne serait pas bornée. Il résulte alors du théorème VII, Chapitre JI, que
"kn(t) tend vers \(t) lorsque n augmente indéfiniment. Pour l'intervalle 3y allant
du point d'argument a, au point d'argument [3, dans le sens positif, nous avons

expression qui tend vers
A ( o ; ; ) ) = v ( S , ) / ( a , ) .

Nous devons montrer que si \fn\ est borné supérieurement par un nombre K,
la différence

(M. *)) A[>. /„(*)] — A[A, }(/)]

général, il conduit à la conclusion suivante : si une fonction ƒ ( ; ) fie rayon K appartient

à [FA-<Ï>A]< on a / / ^ A = MA~= ^ e t toute autre fonction de [ I A - ^ 1 ] a alors le même
rayon 11.

(') C^est le cas pour un nombre fini d'intervalles.



tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. En désignant par G7 l'argu-
ment du milieu de on la formule (IV, i) donne

Loi; \fn(e<K) | = ~ ƒ Log ̂  dïti(i) + Log^.

Or, la formule de la moyenne (chapitre préliminaire) permet d'écrire

ç~cl}H(t) > f Log '* cDH{() l Log—^
' ' 0 , - J f i | ' / 0 , &in

d'où
[ *' ^ ï

- Loi; ^ A(o7 ; Ln) I- Log -
71 Óy [\

De | ƒ„ ] <^ K, on conclut alors

K' étant une constante. Puisque la série converge, nous pouvons prendreL o g i
N assez grand pour que l'on ait, quel que soit n,

(M, 7)

ce qui entraîne, la série étant à termes positifs,

et par suite

(VI, 8) yA(3,;>)<£,

N étant ainsi déterminé, nous pouvons prendre n assez grand pour que Ton ait,
pour tout indice y inférieur à N,

(M, 9)
2.N

11 résulte alors de (VI, 7), (VI, 8) et (VI, 9) que la différence (VI, 6) est infé-
rieure à s.

De ce théorème, nous concluons le
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THÉORÈME VI. — Un ensemble A d'intervalles ouverts Oj dont le complémentaire
n'est pas de mesure nulle,, et tel que la série converge, nest pas du type

maximum, et Pextrémale-A correspondante appartient à V±.

3 . Exemple d'un ensemble A qui n'est pas du type maximum et pour lequel
la famille [F^. 3>A] es^ vide ; autrement dit, pour lequel Textrémale-A n'appar-
tient pas à V\.

Soit t un diamètre du cercle unité C du plan z, le partageant en deux demi-
cercles c/, et d2, limités parles arcs Cj et C3. Prenons deux ensembles d'inter-
valles ouverts dont l'un, A,, est du type maximum, et a un complémentaire de

c;

Fig. 16.

mesure non nulle situé sur C,, et l'autre, A2, n'est pas du type maximum, et a
un complémentaire situé sur Co.

Montrons que l'ensemble A = A,.A2 répond à la question. Tou t d 'abord, la

famille <b̂  contient, entre autres fonctions, celles de <ï>̂ ; A nest donc pas du
type maximum.

Il reste à montrer que si f{z) est une fonction de <î>̂ , elle ne peut appartenir
à F\. En effet, si cela a lieu, elle transforme l'intérieur de C en un domaine
intérieur à un cercle C', de sorte qu'aux intervalles de A correspondent des
intervalles d'«n ensemble A' de C' dont le complémentaire est de mesure nulle.

Le diamètre t aboutissant en des points de A, il en résulte que t' partage C' en
deux arcs C\ et C>, et son intérieur en deux domaines correspondants b\ et b[%.
Le domaine d\} image de dtJ ne peut être identique à b\; s'il l'était, à C n

f {s) ferait correspondre l'arc C', et le complémentaire de A' ne serait pas de
mesure nulle; d\ a donc au moins un point frontière P' intérieur à b\.
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Représentons conformément le domaine b\ + d[t-\-tf sur l'intérieur d\in
cercle C", au moyen (Tune fonction g(w)7 satisfaisant aux conditions g*(o) = o?

gf{o)= i. La fonction #[/(^)J représente alors l'intérieur de C sur un
domaine D", intérieur à C", et qui a un point frontière P"? image de P'? à
l'intérieur de C"; de plus, à tout intervalle de A, correspond un intervalle
situé sur C"; #[ƒ(*)] est donc une fonction de la famille <ï>Ai différente de z.
Mais c'est impossible, puisque A, est du type maximum (th. IV bis, Chap. V).
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