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PREMIERE THESE.

e M

SOLUTIONS VOISINES

DES

SOLUTIONS DE LAGRANGE

DANS LE PROBLEME DES » CORPS

INTRODUCTION

M. Andoyer nous avait conseillé de reprendre les recherches effectuées
par de nombreux auteurs sur les solutions périodiques du probléme des
n corps, d’en faire un exposé d’ensemble, et, chemin faisant, de les com-
pléter, d’en préciser les résultats partout ou cela nous serait possible. Nous
avons, dans ce but, réuni une grande masse de documents, dont beaucoup
sont plus ou moins classiques et dont d’autres sont personnels. Nous avons
commencé la réalisation du travail que nous avait proposé M. Andoyer, et
nous en présentons ici la premiére tranche.

Nous nous occupons, dans les pages qui suivent, des solutions rigoureuses
qu'Euler et Lagrange ont découvertes pour le probléme des trois corps et
qui existent encore dans le cas des n corps (nous nous bornerons toujours
au cas ot la loi d’attraction est celle de Newton).

Le Chapitre 1 est consacré a établir l'existence de ces solutions : la
méthode utilisée dérive directement de celle que M. Andoyer a développée
(Bull. astronomique, XXIII) en vue de la recherche des positions d’équi-
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libre relatif dans le probléme des n corps; l'introduction d'un paramétre de
grandeur A nous a permis d'obtenir ainsi les trajectoires qui sont des
systémes de coniques semblables ayant un de leur foyer au centre de gra-
vité des masses.

Nous étudions, d’abord, le cas ou les n masses restent alignées, et nous
établissons, d’aprés M. F. R. Moulton ( Periodic Orbits, Chap. VIII), que le

\ I . .
probléme admet ~n! solutions. Nous supposons ensuite que les n masses

restent toujours dans un méme plan, d’'ailleurs fixe; comme illustration,
nous étudions le cas n=1/4. Aprés avoir exposé quelgues généralités clas-
siques, nous discutons aussi complétement que possible le probléme res-
treint, c’est-a-dire le cas ol trois des masses étant finies, la troisiéme est
nulle; ce probléme a été traité par M. F. R. Moulton (Trans. of the Am.
Math. Society, 1) par une méthode toute différente de la ndtre (I'étude des
courbes de vitesse nulle), mais sans discussion. M. Moulton annonce Iexis-
tence de vingt-huit solutions : les dix-huit solutions, dans lesquelles les
masses finles restent alignées, existent bien, et comme nous le montrons,
pour tous rapports finis des masses ('); mais, dans le cas oi les masses
finies sont en triangle équilatéral, nous montrons que les dix solutions
annoncées par M. Moulton existent, comme il I’a lui-méme prouvé si
m, = m, = my, que les six solutions extérieures au triangle M, M, M; sub-
sistent pour tous rapports des masses, mais quesi, partant de ’égalité, nous
faisons varier les masses par continuité, deux des quatre derniéres solutions,
intérieures au triangle, disparaissent, si l'une des masses devient ou trop
petite ou trop grande par rapport aux deux autres. Enfin, nous montrons
comment les solutions étudiées rejoignent celles du probléme restreint des
deux corps (m; = o) ou celles du cas ot une unique masse finie se trouve en
présence de masses nulles (m, =m, = o). Nous nous sommes étendu assez
longuement sur ce cas, qui, & notre connaissance, n'avait jamais été discuté
complétement, car c’est le plus simple aprés le probléme restreint des trois
corps.

Nous terminons cette étude du probléme plan en exposant des cas spé-
ciaux, symétriques, étudiés par M. Lindow et par M. Longley. Nous nous
occupons enfin du cas ol les » masses sont dans l'espace : les trajectoires

(1) La discussion, dans ce cas, se trouve aussi dans Henrick Brock, Sur ure classe
de singularités dans le probléme des n corps (Meddelanden fran Lunds Astrono-
mika Observatorium, Band I, n° 6).
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sont alors des droites concourantes; comme illustration, nous étudions le
cas ou une masse nulle se trouve en présence de quatre masses finies égales
aux sommets d'un tétraédre régulier (généralisation du probléme plan
étudié précédemment); enfin, nous déduisons de notre théorie les résultats
obtenus par M. E. Brehm (Partikularen Integrale des Problems der
n Korper).

Le Chaprtre 11 est consacré a 1'étude des solutions voisines des positions
d’équilibre relatif dans le probléme de n corps (A= const.) en se bornant
aux termes du premier ordre dans les équations du mouvement; en d’autres
termes, il est consacré & 1'intégration des équations aux variations. Nous
prenons pour cadre le beau Mémoire de M. Andoyer (Bulletin astrono-
mique, 23). Les paragraphes 16 418 et 22 sont consacrés a cette exposition,
fort importante pour la suite de notre travail; en voici d’ailleurs les
résultats essentiels. Les équations aux variations forment deux groupes ;
I'un d’eux ne contient que les variables {, et son intégration dépend d’une
équation algébrique d'ordre n en A?, A(h*)=o0; cette équation admet la
racine simple h*>=o0, elle admet aussi A* = — 1, racine simple si les
masses sont alignées, double en cas contraire, et les (n —2) ou (n—3)
autres racines sont réelles et négatives; 'autre groupe ne contient que &
et v, et son intégration dépend d’une équation algébrique d'ordre 27 en g2,
A(g?)=o0; cette équation admet la racine simple g* =o, et la racine
triple g2 =1 enfin, dans le cas ol les masses sont alignées, I’équation
A(g?)=o se décompose : a chaque racine ~* de A(A*) = o, différente de o
et — 1, correspond un facteur du second degré en g*, dont les racines en g*
sont réelles et de signes contraires si 4> < —1.

Nous avons explicité la solution dans le probléme des trois corps de
masses finies : nous retrouvons naturellement des résultats classiques, mais
nous nous sommes efforcés de préciser la disposition des trajectoires infini-
tésimales. Dans les paragraphes 23 et 24, nous avons complété le travail de
M. Andoyer. Nous montrons d’abord que dans le probléme restreint aligné
(n — 1) masses finies 1 masse nulle, alignées), I'unique racine utile
h* = —P est inférieure & — 1 il en résulte que les deux racines g? utiles
sont réelles et de signes contraires. Nous montrons ensuite que si n masses
finies restent alignées, les racines variables de A(A*)=o0 sont toujours
inférieures & —1; il en résulte que celles de A(g?)==o0 se groupent en
«quadruplets » de g, tous de méme structure : deux racines réelles opposées,
deux racines imaginaires pures opposées; ce fait nous permettra dans la
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suite de traiter complétement le cas ou les » masses sont alignées. Nous
terminons ce Chapitre en explicitant la solution : dans le probléme restreint
des trois corps (résultats classiques); dans le probléme restreint des quatre
corps, les trois masses finies étant égales (Lindow); dans le probléme
restreint des quatre corps, deux des masses finies étant égales. Ces deux
derniéres applications montrent, sur des exemples, que si les masses ne sont
pas alignées, tous les cas théoriquement possibles se présentent effecti-
vement : les deux racines de ’équation aux g* peuvent étre toutes deux
positives, toutes deux négatives, réelles et de signes contraires ou com-
plexes conjuguées; nous ne pouvons donc espérer ici la belle simplicité du
probléme aligné.

Dans le Chapitre 111, nous développons les solutions périodiques au voisi-
nage des positions d’équilibre relatif en nous bornant au probléme restreint :
(n—1) masses finies et une masse nulle. Les raisonnements sont, a de
petites modifications de détail prés, ceux de M. Moulton et de M. Buck
(Periodic Orbits, Chap. V et IX), mais leur portée se trouve considéra-
blement accrue, du fait méme de I'étude faite au Chapitre Il de notre
travail.

Dans le probléme restreint aligné des trois corps (deux masses finies et
une nulle, alignées), M. Moulton a montré I’existence d’orbites (A) & trois
dimensions et rattachées a la racine ~* = — P, et d’orbites (B) situées dans
le plan du monvement des masses finies et rattachées a la racine positive
g? =o?;il a, de plus, donné la forme analytique des premiers termes du
développement de ces orbites; ces résultats subsistent entiérement pour n
quelconque, les quantités P, A, C, etc. qui entrent dans les calculs ayant
seulement une signification plus générale.

Si les masses ne sont pas en ligne droite, les orbites (A ) existent toujours,
et 4 chaque racine positive de ’équation aux g* correspond une famille
d’orbites (B) : il peut donc y avoir deux familles de telles orbites (comme
dans le probléme restreint équilatéral des trois corps, étudié par M. Buck),
une seule famille ou aucune. En résumé, dans le probléme restreint, au
voisinage de chaque position d’équilibre relatif de la masse nulle, il existe
une famille d’orbites (A) a trois dimensions, et pour chaque racine positive
de I'équation aux g*, une famille d’orbites (B) planes; I'existence d’orbites
périodiques plus compliquées, dans des cas spéciaux de commensurabilité,
reste possible quoique peu probable.
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Le Chapitre IV est consacré au méme probléme dans le cas ol les masses
sont toutes finies. Nous étudions d’abord le probléme aligné des trois
masses; cette question a été traitée par M. H. E. Buchanan ; mais dans son
Mémoire, M. Buchanan élimine les coordonnées de I'un des points maté-
riels, en utilisant les intégrales du mouvement du centre de gravité; ce fai-
sant, il détruit la symétrie des équations, masque I’allure générale du pro-
bléme et rend difficile la généralisation. Nous avons estimé qu'il valait
mieux conserver la symétrie. Pour cela, nous avons tout d'abord mis les
équations du probléme sous forme normale; I'application des intégrales du
mouvement du centre de gravité prend alors une forme trés simple : six des
variables sont nulles et les équations ne contiennent plus que douze variables
symétriques. Les intégrales des aires, tout au moins en ce qui concerne les
termes utiles a notre raisonnement (termes indépendants de ¢), sont aussi
fort simples dans ce systéme d’inconnues. Nous montrons ensuite 1'exis-
tence d’orbites de période %ﬂ et de période 2?71' qui généralisent les orbites
(A) et (B) du probléme restreint; il existe aussi des orbites de période 2,
mais nous montrons que ce sont les solutions elliptiques de Lagrange déja
connues. Les cas de commensurabilité conduisent aux mémes difficultés
que dans le probléme restreint.

Notre méthode permet d’étendre les résultats précédents au cas de
n masses finies alignées : chaque masse nouvelle, en plus des Lrois pre-
miéres, introduit une racine A? inférieure & — 1 et un « quadruplet » de g,
ayant méme structure que celui que nous avonsrencontré dans le cas n =3
nous avons, en plus des solutions elliptiques de Lagrange, une famille
d’orbites (A) pour chaque racine A? différente de o et — 1 [soit (n— 2)
familles ], une famille d’'orbites (B) rattachée a4 chacune des racines posi-
tives g% de A(g?) =o [ soit aussi (n — 2) familles].

Nous faisons ensuite le méme travail pour le cas équilatéral du probléme
des trois corps : le Mémoire de M. Buchanan qui traite du méme sujet et le
nodtre présentent les mémes différences que ci-dessus. Ici, il n’existe que les
orbites de I.agrange (de période 2m) et deux familles d’orbites (B) de
période 26_7r et 2%

1 Gy

» encore faut-il, pour que ces orbites (B) existent, que

m,m, + mymy; + mym, 515 La généralisation au cas n > 3 est beaucoup
moins réguliére que dans le cas des masses alignées.

Nous signalerons enfin que la méthode de calcul, en partant des équa-
tions en & et v}, que nous développons au Chapitre V pour la construction
des orbites asymptotiques, s’appliquerait ici presque sous la méme forme.
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L Chapitre V traite enfin des orbites asymptotiques aux positions d’équi-
libre relatif. Nous étudions successivement le probléme restreint, masses
alignées et masses non alignées, le probléme des trois masses finies alignées
qui conduit naturellement & celui des n masses finies alignées, et enfin le
probléme des trois masses finies en triangle équilatéral. Nos preuves
d’existence se font en appliquant un théoréme de MM. Poincaré et Picard
(E. Picarp, Traité d’Analyse, t. 111, Chap. I et VIII), et nos constructions
des solutions introduisent les constantes d’intégration sous la forme méme
de la-démonstration de M. Picard.

D’une facon générale, toutes les orbites étudiées sont planes. M. Warren
(Am. Journ. of Math., vol. 38) avait étudié le probléme restreint aligné des
trois corps (deux masses finies et une nulle alignées), et il avait montré
Pexistence de deux orbites tendant asymptotiquement vers chaque position
de Lagrange, avec une tangente limite : ces résultats subsistent entié-
rement pour n quelconque. Le probléme restreint non aligné présente plu-
sieurs cas : les deux racines g* sont positives et il n’y a pas d’orbites asymp-
totiques; les deux racines g* sont de signes contraires et les conclusions
sont les mémes que dans le probléme restreint aligné; les deux racines g*
sont négatives, et nous avons deux familles & un paramétre d’orbites
asymptotiques tendant vers la position de Lagrange dans deux directions
limites opposées; les deux racines en g* sont complexes : dans ce cas, déja
rencontré par M. Daniel Buchanan pour le probléme restreint équilatéral
des trois corps, nous avons deux familles & un paramétre d’orbites asymp-
totiques s’enroulant en spirale autour de la position de Lagrange et rétro-
grades par rapport aux axes mobiles. Nous avons réservé a ce cas une
discussion plus compléte : d’abord il ne se présente pas si les masses sont
alignées; au contraire, il se présente dans le probléme restreint des trois
corps pour lequel nous avons calculé les premiers termes de la solution.

Notre étude du probléme des trois masses finies alignées différe beau-
coup de celle de M. Daniel Buchanan; d’abord, nous conservons partout la
symeétrie dans les calculs; ensuite, nous avons montré au Chapitre Il de ce
travail que, dans ce cas, lesracines g* de A(g?)=o sont — p?, o, 1 (triple)
et ¢ : un seul des quatre cas envisagés par M. Buchanan se présente effec-
tivement; nous montrons alors l'existence de deux systémes de trois
orbites qui tendent vers les positions de Lagrange avec une direction limite
commune; enfin, nous esquissons a cette occasion une méthode de calcul
des solutions & partir des équations en & et v,.

La méthode s’étend facilement au cas de n masses finies alignées : en
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plus de o et 1, A(g*)=o0 a (n—2) couples de racines — p} et o
(k=3,4,...,n), nous obtenons deux familles a (n—3) paramétres
d’orbites tendant vers les positions de Lagrange avec une direction limite
commune.

Nous traitons dans le méme esprit le probléme équilatéral des trois
masses finies et nous obtenons deux familles 4 un paramétre d’orbites en
spirales et rétrogrades.

Nous avons arrété la notre présent travail; I’étude des solutions voisines
des solutions elliptiques de Lagrange demanderait une place au moins
égale, nous la réservons pour une prochaine publication, ainsi que I'étude
de I'évolution des solutions ainsi trouvées : c'est la qu’auront leur place
I'exposition et la discussion des résultats numériques trés complets dus
a G. Darwin, a M. Stromgren et a ses collaborateurs et dont nous n’avons
point parlé jusqu’ici.

THESE MBYER. 2
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CHAPITRE 1.

SOLUTIONS DE LAGRANGE.

SOMMAIRE.

. Equations générales du probléme.
. Cas ou les masses sont alignées. Cas v =12, v =3.

PP . 1 .
. Généralisation au cas : v quelconque. Existence de 5 v! Solutions (Moulton).

Cas ol les masses sont dans un plan. Cas v = 3.
Cas v = 4. Généralités.

. Gas v == 4. Probléme restreint : trois masses linies alignées et une masse nulle.
. Cas v = 4. Probléme restreint : trois masses finies en triangle équilatéral et une masse

nulle. Généralités.

. Cas particulier m; = m, = m;.
. Etude des solutions doubles et évolution des solutions; (I') n’a pas de points dans 'aire (C),

ni dans ’aire (B), mais en a dansle triangle M, M, M;. Examen des cas limites m; = o,
my =1,

Etude de quelques cas symétriques (Lindow ).

Autres cas symétriques (Longley). .

Cas ot les masses sont dans 'espace. Cas v = 4.

Cas v = 5. Probléme restreint : quatre masses finies au sommet d’un, tétraédre régulier
et une masse nulle.

Etude d’un cas particulier (E. Brehm).

Comme il est bien connu, Lagrange a montré l'existence de solutions

particuliéres du probléme des trois corps, dans lesquelles les distances des
trols points matériels conservent des rapports constants pendant tout le
mouvemeut. Euler avait déja rencontré le cas ol les trois corps restent en
ligne droite, et Laplace (Mécanique céleste, IV a repris les investigations
de Lagrange en leur donnant une forme semi-géométrique. Ces résultats
devenus classiques (cf. Tisserano, Mécanique céleste, t. I, Chap. VIII;
CHARLIER, Die Mechanik des Himmels, g° Partie; Mourton, Introduction to
Celestial Mechanics, Chap. VIII) ont donné lieu 4 de nombreuses générali-

sations; nous nous bornerons ici au cas ou la loi d’attraction est celle de
Newton.
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1. Nous pouvons, naturellement, supposer immobile le centre de gravité
des masses, et le prendre pour origine O d'un triédre trirectangle d’axes
de coordonnées fixes, soit T.

Les distances mutuelles des v points matériels M,, M,, ..., M, restant,
durant tout le mouvement, proportionnelles, la configuration du systéme
a un instant ¢ quelconque, se déduit de sa configuration a4 un autre instant ¢,
par une homothétie et une rotation autour de O : il existe donc un triédre
trirectangle T’, mobile, par rapport auquel chaque point du systéme décrit
une droite passant par O; nous supposerons, de plus, qu'a I'instant ini-
tial T coincide avec T. A I'instant initial, M; a pour coordonnées (par rap-
port AT ouT") &;, 5, 2;; al'instant ¢,il a pour coordonnées par rapport a T’

E=hm, ni== Ay {=As:

Soient p, ¢, r les composantes sur T de la rotation de T’ & I'instant .
Les composantes de la vitesse de M; sur les axes T’ sont

Vo =—Mry—qsz)+ Na;
. . S, di\ |
Vy=—Mps—raz)+ ) <A_E>’
V., =— Mgz, —pyi)+ 1 s,

celles de I'accélération du méme point sont

d\.,

Jo=—7rV, +qgV., + >

. . av,,

J:‘L_.—I)\:L+ 7'\/\1;;4— W»
dy

Jo=—qgV, +pV,+ —
De plus M; est soumis, de la part des autres points a des attractions dont

les composantes sur T’ sont

riy= (@ — B (= )P+ (55— 20 (0,

la constante d’attraction étant, par un choix convenable du systéme
d’unités, faite égale a I'unité.
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Les équations du mouvement du point M| sont donc

N — (g )]+ pg — (Br)] walbpr(RgY] =g B m T

() { &lXpg+ (A1 + =22 (pr+ )]+ sllegr— (2p)] =5 X m; —/T‘

.

[ whpr—(02qY] 4 pDigr+(p)] sV R )] = 5 3 my L

Y

2. Cas oir les masses sont alignées. — Supposons d’abord que tous les
points M; restent toujours enligne droite (v2 2), nous prendrons cette droite
comme axe O, alors y;=z;=o0; nous pouvons, de plus, choisir Ov de
telle sorte que ¢ = o; les équations (1) se réduisent alors a

}\”——)\rz_—_)%i—i m,-x":;;ix" (f=1,2,....v; jZ£10).
(rxz) =o,
Mpr—o

Les deux derniéres donnent :

Soit r = o (O fixe, mouvement rectiligne);
Soit p = o, rA? = u(constante) (Of tourne autour de Oz, mouvement

plan).

Dans tous les cas, les v premiéres équations deviennent

2 l Xj— X;
)\[I H m; / 12
2: 7 : )

)\'; }\2 ri'ij

Les v quantités Zm t doivent étre égales 4 une méme constante — 2,

ri;
et 'on a

e — A

A2

>’r{:

a — 1.1.2.

Chaque point décrit une orbite keplérienne de foyer O.
Les conditions de possibilité sont données par les équations

(2) 1—2 m,

Zi \ ko=o (t=1,2,...,v;JZ1).
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Zmixi::: o.

Restent donc n— 1 relations pour déterminer n — 1 parameétres de forme
(k étant donné).
Dans le cas v = 2, on retrouve ( étant la distance M, M,)

On a la relation

myr myr ., M+ my
— Zy— ———) = —-
my—+ m, m,—+ m, r

(R

xlz—

Dans le cas v= 3, en supposant 2, < x, < x;, on a les trois équations

my my 5 :
5+ = —i—]fo,:O,
la Tis
my My

— = + & + kKx,—o,
Tia T's3
m, m,

— = — = +kz;—o.
iy T3y

On peut d’ailleurs remplacer l'une d’elles par leur combinaison

m,Z,+ myZ,—+ My2,—0

en posant
Lo — Ly
=2,
x,— x,
on tire
2 . Ly . L3
My my(1+5) M5z —m, T —my—(m,+my)z

3 étant donné par
mz 1 — (14 3)* ]+ my(1 +3)2(1 —5%) + my[ (1 + 5) — 3] =o,

équation du 5° degré, qui a une et une seule racine positive, convenant au
probléme.

A chacune des trois dispositions possibles des trois points correspond
donc une solution.

3. On peut généraliser (Lehmann Filhés; Moulton) et montrer que
v points matériels peuvent pendant tout le mouvement rester en ligne droite,

les distances mutuelles restant proportionnelles, et cela de %v! fagons, cor-

I . o . . .
respondant aux >v! dispositions relatives de ces points.
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Supposons d’abord la proposition démontrée pour v points et ajoutons
au systéme un (v-1)¥™ point de masse m,,, =o0; le systéme (2) se
décompose.

1° Les v premiéres équations, qui ne sont autres que les v équations
déterminant les solutions étudiées pour le systéme des v points de masses

finies, et admettant par hypothése év! solutions réelles.

2° Laderniére

Xy~ Ly Xy = Ty Ly = Ly ;
! '+ m, 2 5 T my ———— + Mayy—o,

3 K B
74 v+1 73V LA

X\H_,:m,

qui détermine z,, ,, les autres & étant connus.

Considérons une solution z}, ), ..., @) des premiéres équations et
supposons les notations telles que

< ay<...<zx:

d'ailleurs
0Xy 4

> 0;
02y
on conclut qu'il existe une racine réelle en @,,, dans chacun des intervalles

0 0 0
Ly Xay oon Ty, —+ 0O,

2

- 00,

soit v -+ 1 solutions; soit en tout é(v -+ 1)! solutions.

Considérons maintenant une solution )< x)< ... <), obtenue
pour my = m; 2o et supposons que m, varie d'une fagon continue en restant
supérieure ou au moins égale & zéro. Les valeurs z,, @,, ..., 2,,, subiront

des variations continues & partir de leurs valeurs initiales; elles resteront
des fonctions définies et continues de m, tant qu'aucune d’elles ne deviendra
infinie et tant que deux d’entre elles, restant finies, ne viendront pas se
confondre; d'autre part, un systéme de solutions d'un systéme algébrique
a coefficients réels ne peut devenir imaginaire qu’en devenant infini, ou en
s'unissant 4 un autre, en solution double.

a. Si ri; tend vers zéro (i< j), x; et x; restant finies, le terme corres-
pondant dans X; devient + oo, donc un r;, doit tendre vers zéro de telle
sorte que le terme correspondant tende vers —oo(g < 7); ... finalement
un r, , doit tendre vers zéro et X, ou tous les termes sont positifs, sauf £z, ,
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ne peut étre satisfaite; donc deux racines @; et ; ne peuvent se confondre
en restant finies.

b. Si x; tend vers — oo, il en est a fortior: de méme de x, et la relation
myx, + ...~ my,x,,, = o montre alors que x,,, tend vers + . Mais
puisque k*x, tend vers —, X, montre que x, tend aussi vers — oo, de

’ Xy — X
telle sorte que «, — «, tende vers zéro; k,x, et %—“ tendant vers — oo,

12

X, montre que x, tend vers —oo; ... finalement «,,, doit tendre aussi
vers — oo, d’oul contradiction; donc aucune racine x; ne peut devenir infinie.

c. Le systéme (2) ne peut avoir de solution double que si

/ . .
I"Q“‘Z am; _2m,
3 3
- - Tij Ty
N DONG X, X)L ’ ' Y
— Diz, x Zyrh) Ly Ji2 2m; -
1y Layoees Lyyy = vt 4 m
i Ty

Sitous les msont différents de zéro, multipliant les lignes par ym;, Jym., ...
et divisant les colonnes par les mémes quantités, on obtient

/
A‘Q—Q—Z 2m; _ 2\/17211712

T ria
A= _2\/n“z,mg k‘-’+212’?"
Tia T3
que l'on relie immédiatement a 'équation en S(S = —£?) de I'hyper-

quadrique

2(\/E“1—\/za2)2_‘_2(\//’730‘\_\//—’7«“3)2_}_‘

L= 0
3 - )
Vo ar

" qui a manifestement toutes ses racines réelles et non négatives.

Donc A > o. D’ailleurs si m; = o, A se réduit 4 un déterminant de méme
forme, multiplié par un facteur positif, et le systéme (2) n’a jamais de
solution double.

Finalement, quand m; varie en restant supérieur ou au moins égal a zéro,
les solutions du systéme (2) sont toujours des fonctions définies et conti-

. . . . . . I
nues de m; qui ne peuvent jamais passer selal’ = !
es de m; q peu ] s passer duréel al'imaginaire, les - (v + 1)
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solutions trouvées pour m, =0 se retrouvent par continuité pour toute
valeur positive de ce paramétre.

4. Cas ou les masses sont dans un plan. — Supposons maintenant que les
points M; restent toujours dans un méme plan (v23), que nous prendrons
pour plan {=o; le systéme (I se réduit a

@ W =22 (g2 + )]+ i Wpg — (Br)] =3 ¥ m

.___:Ial
I‘;,

sDpg + (Rry] DN =22t )= 5 3 my Ly
;[ Mpr — (Mq)'] “+ yi[Mgr—+ (¥p)] =o.

On a donc
Npr—(Xq) =DMk qr—+ (Mp) =o,
d’ou
M (p*+ g?) = const.,

on voit aussi que les quantités

W —R(g*+ 1), W —W(p*+r), Mgp, (Fr)
sont de la forme %; il en est donc de méme de A*(g* — p?), et par suite de

2 (g*+p*):
d’ou
A (p®+ ¢*) = const.
Par suite, ou bien
. p jmaie q =0
ou bien
A = const.

Dans ce dernier cas, p*+ ¢, ¢+ r?, p?+r® sont des constantes, donc
aussip, ¢, r, d’ou
pr—gqgr=—o.
Alors, ou bien
p=g=o (déja trouvé)
ou bien
r—o:

le plan £ O tourne autour d’un axe fixe contenu dans ce plan lui-méme; on
peut le choisir pour Oz de sorte que g =o. Les équations d’équilibre sont
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Z,— &,
0= E m,; T »
I‘,,

I O — .
—PPy= 3 z m, X1 ,‘y', d’ott p?=—const.;
y

alors

r

mais avec les premiéres on peut former la combinaison

N\ z,— @z, nmym,
2 m,z, E m, - =Yy —L—o,
] J r

Yy Ty

a laquelle il est manifestement impossible de satisfaire; donc p=g=o0:
le mouvement est plan.

LLes équations (1) deviennent donc

5 . 4 z,—Z
x‘(ﬂ\”—lzr’)—y,(/rr)’ :72 m, /r.‘. l)
y

z(%r) W= dern) =5 3 m, L,
Y

d’ou I'on tire
(MrY(z?+yt)= % zm, 2y, — V%,

)
puis }
(22r) Y mu(@+ y2) =o;
‘ (Ary=o;
enfin oy =y
et

2

- I I xz,— & I I — Y
X”__H_——;_. m, / : l—r_)_ m/L/._‘_‘)_l.
TN g, 2 r 12 ) Z r)

cg 1 X —a 1 Yi=Xi dn; ;
Les quantités wlZmJ = et by Zm, s doivent étre égales a une

méme quantité — £*, et I'on a
Nr=u2,

k2
2= 7\—2 -+

2

’F,

S

chaque point décrit encore une orbite keplérienne de foyer O. Les condi-
tions de possibilité sont données par les équations

‘ Xt:z m, x/; L Az,=o,
(3) { ’

_— yl__yl 9 -
(Y,_Zm, 7‘1} + A*y,=o.

THESE MEYER
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En tenant compte des relations

2 miXi: o,
Z mY;=o,

Z "’l,’(.Z‘,'Yi—)'iXt> =0,

il reste 2n — 3 relations pour déterminer 2n— 3 paramétres de forme du
systéme (£ étant donné).

On peut former des relations ne contenant que les masses m; et les
distances r;;
(2i—2;) (Yi—Y;) — (00— y;) (Xi—X;) =0

.. I 1
E mu(i, J, ﬂ)[r;} _r;sh]’
" 7

h étant différent de 7 et j et

ou

l Zi )i !
(i, J, h)= zj yj 1
T Yh I

On peut aussi remarquer que les équations de condition (3) expriment
que la fonction

m;m; 2 ; O
U :Z ,'_ L 0l 2 mim;ry <M :2 m,-)
i bl

satisfait aux conditions du premier ordre.

Ses dérivées premiéres sont toutes nulles, comme il arrive dans la
recherche des maxima et minima.

Dans le cas de trois points, on a le résultat classique depuis Lagrange :

les trois points forment un triangle équilatéral.
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». Ltudions le cas de quatre points. On a entre les 7 les six équations:

1 1] [ 1 t
m (123)} — — — |+ m, (124 _______]:0
()| g =7 |+ oo [ 7 | =
1 1] 1 I ]
"l-.(132)[———-—,— -+ m, (134 [—-——— =o0
ris 734 ’ ) T, ryy ’
[ 1 1] [ 1 1]
ma(142)| = — — | +my(143)| — — — | =0
( ) ri, r}, s L"?'s ri, ’
C 1 f I 1]
m(231)) = — — | +m(234)| — — —— | =0
ARl Il Il I Nl Bk
" 1 1| 1 I
my(241) ] —— — — | -+ m;(243) —————]:o
! L.rl“_’ 7‘,’,.» 3( Lrég "’;4 !
1 [ [ 1 1
m(341)[————— + my(342) ___]:0
' iy riy | 735 Toy
Outre la relation
o 1 I I 1
Lo 1}, ri; ri,
1 ri, o r3, ri, |=o,

2 2 2
I Iryy T3 O Ty

2 2 2
T Iy, Tesy Tis O

qui exprime que les quatre points sont dans un plan, les r vérifient encore,
quelles que soient les masses, une relation obtenue par exemple en éliminant
m,, my, m, entre les trois premiéres équations ci-dessus, et qui peut s’écrire
sous la forme symétrique :

.3 : 3 3
L Fia=Ty, Tl

k3 3 .3 2 J——
U 7yg=Tg, Ty, |—O.

4 3 3 3
L ry, 1y ryray

(Cette relation nécessaire n’est pas suffisante : tout quadrilatére la véri-
fiant n’est pas une figure répondant au probléme, car les masses placéesaux
sommets ne seraient pas forcément positives. Prenons par exemple un
losange

Pia="rsy, =73, =7I,=a;
on trouve les conditions
my=m,, m=m,

et en appelant ¢ I'angle de M, M, avec M, M,,

I 1
m‘[S——cos%{, — I] '_”Z’I‘S—sin’qa Aot I:I.
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N\,

E<o<f
6= 3)

Des six équations du probléme, on déduit facilement, en exprimant que les
masses sont positives, les résultats généraux suivants (Dziobek) :

a. Les quatre points M,, M,, M;, M, forment un quadrilétére convexe :
chacune des diagonales M, M, et My M, est supérieure a tous les cOtés
M, M,, M.M;, M; M,, M, M,, et, de plus, les deux cOtés extrémes (le plus
grand et le plus petit) sont opposés.

b. I.'un des points M, est intérieur au triangle M, M, M,; et

M, M, < M,M, < M, M,

alors MM, <M, M, <M, M,, et dans chacun des triangles de sommet M,,
c'est le coté M, M, ou M;M; ou My M, qui est le plus grand.

6. Développons complétement les calculs dans le cas des quatre points,
en supposant que trois d’entre eux ailent des masses finies et que le qua-
trieme (M,) ait au contraire une masse infiniment petite (m,=0). Ce
dernier n’exerce aucune action sur les trois premiers qui, par suite, doivent
étre, soit en ligne droite, soit aux sommets d’un triangle équilatéral.

Supposons d’abord que les trois masses finies soient en ligne droite; on
peut prendre cette droite pour axe des x, et I'on a, pour déterminer les
coordonnées de M,, les deux équations :

X, — 2, x, — x, Z, — X4
m, : o3 - m, 3 - my : -3 — kz,=o.
(4) V4 Ty L
m, -m,  m, )
Yl + 5 + 5 — A =0
[ Ty L

ou bien y,=—o et l'on retrouve les solutions alignées précédemment
étudiées, ou bien on a les deux équations

m, m, n,

- o+ o —k=o,
LA L 4

m,a, Ny Zs m,x, —Y
v 3 3 - .
v Taa Tya

On peut prendre comme variables r,,, .., ,, en ajoutant '’équation

9 B
P Tay = TS Tia— T3 Py — Ppalay Ty == 0 (2 <z < zy)
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) .
d’ol
I Ao, Maly, 1
T - N
Ty myryy My Ty Iy
I Mz, myry, 1
—— e =
ri., mr, mry; ry,
o, ris
L 5 + = 5 — FaTh, — Fielaa Ty == 0.
T kra, myry, 1 |? BAF R myry, 1 )¢
myry, Mg ri, myry, o omry e,
2, Ax,

1 . , ® . . .z
Quand —-reste inférieur a la plus petite des quantités et — ’
T'ay My Tog marys

I'expression qui constitue le premier membre de la troisiéme équation
décroit de 4 0 d — oo : nous avons toujours une et une seule solution réelle
pour.(7y,, 4, 3.), donc deux solutions symétriques par rapport a y =o.

7. Supposons maintenant que les trois masses finies forment un triangle
équilatéral, dont nous prendrons le c6té pour unité de longueur
L

~

(A2=my + my+ my).

Les coordonnées de ces trois masses sont (en prenant Ox paralléle a

Fig. 1.

M, 2
M. M. ] (fig. 1)
2 —_ L 2Matmy ool om,+ m, po— L Mu—m,
T2 M *TRTOM T2 T M
M] — Mg —l M3
V3 m, V3 m, — V3 my+m,
y:———-—' T e - —t ,}’3—_—_.
' 2 M’ Y =T M > M
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On a de plus
my— m,
r?.—r%.%—T:wh
. my - m,— 2m,
r?,‘+r§',‘——2r§h+—1—ﬁ——-———-‘—2\/§yu
Les équations sont ici :
z +1 2m,—+ m, z La2m,+m, z 1 my—m,
P M Y M S M
my ————————— - m, 5 —+ m, < — Mz, =0,
o Tas 34
(5) - _
4 \/8 m, o \/3 m, ) \/§ m, —+ m,
e 2 M A a2 M JiT S M
m, - + My —————— “+ m, . —My,=o0
Ty Taa Ty
ou, en prenant comme variables les r :
(r3 r’)—m<1 I>+ m(l I\+m<1 I)q
— I 1 ey b - 3 3 — 5
" 7L ris "ga) riv/ |
o)l )]
1 I———:-' -— 2 I———‘—- =
ri’b 7‘34 . ’
6 - . 1 -
(©) (rga‘_"gn)tml L— 5=+ ms l——-7->—|~m3 1"“—3—>
ri, Tay T3a/ J
—|—[m <1 ! mg| 1 ! ~~0
1= = ) —my{ 1 — ) |=
. T3 ri./ | ’
r2(r},—ri,—0)+ri, @l —ri,—n0+r i, —ri,—1)+1=o,

la derniére des équations (6) exprimant que les quatre points sont dans un
plan. On a d’ailleurs :

(I 1) I m 1 1
m\1— 5 Mmo\1— &~ s\ I— 35— ZM. 1— =5
Tiw/ Tan/ __ T34 s/,

(423) (439 T (4r2) (123)

On en déduit facilement que si aucune des masses m,, m,, m, n’est nulle
19 2 3 ?

il ne peut y avoir de solution que dans les aires laissées en blanc ( fig. 2); et
que de plus, pour toute solution,

1
2m1<1—’—'?—h><0.

Il en résulte que si les trois masses m,, m,, m, restent finies, aucune
solution ne peut ni disparaitre ni apparaitre a I'infini.
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D’autre part, d'aprés les équations (5), aucun r ne peut tendre vers zéro,
au moins tant qu'aucune des masses m,, m,, m, ne tend vers zéro.

Enfin le déterminant fonctionnel des équations (5) par rapport a ,
et y, est

m m, m z,— ) I, —Z ‘e
_3_|_+__T._+_T3_M__3Zm](£5 1) _32”11( 3 1)5(.)1» J)
ryis  Tay  Tia [T Tis
X, — & —y m m, m, )3
_32,”1( s 1)5(% Y1) T‘+T‘+T"—M~3Zmn(‘” . 1)
Ty Tis  Toy Ty Y4
ou

i 1 2 1 m, ~ mym,
[\Zml<l_ r?a)] +3Zm1(l— r_?j.)Em +92r?hr§b

Or, des équations (6), nous tirons

my m m,

BRd, R4, R R4,




o

avec
B,:l———%, HQII—+, R:;zl-—-——:—,
Tia Ta, T3
dy==rj,+r3,—o2ri,+1,
dy=ri, +ri, —ar;, +1,

dy=ri,+ri,—ar}, +1.

Le lieu des solutions doubles des équations (6) est donc

: 4
QRLRzR:;[R1RzR3+'RzR3_7:— -+ R3R1_;;1" -+ R, R, _JL
A T34 T3y
1 R, d, R,d, R,d,) .
(G ) | =
Lecercle R, =1 — '—;Ir = o correspond au cas limite m, =m;=o0; etil

14
en est de méme de R, =o0 et Ry =0, qui correspondent a m;=m,=o et

m, —=m,; =0,
Il reste enfin la courbe (I'):
R, d,

5 5
Tialaa

=0

d, 1
RIR,Bz,—l—E R,Rsm + Edldzdsz
qui a, comme nous le verrons, des points réels.

8. Etudions d’abord le cas particulier m, = m,=m,. Alors les deux pre-
miéres équations (6) s’écrivent :

.2 2 -
1 1 1 Fia T+ 1
(r,,,——r“)[(r“+r,,b)<3-—-7-___3 ___3_>+ 14 31» zb “J:o,
T4 s iy, AT
I 1 1 P N S &
(r:A“"at)[("ea“Frab)(g—'”"‘—;; -——J-__';—>+ 2 3“ 33‘ 2 1 —=o.
Ty T34 rsy/ . T34T34 .
On a: ou
e V3
Py =Ty =T3=— 3
oun
Tiw=—"Ty,
ou
Toy =Ty,

ou les deux crochets nuls en méme temps; mais alors

3 (p2 2 .
(ryy—ra) [Zr1n(rna+"zsrak+r34)+ 2"1/.":'4"302 "ursn]—ox
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donc, si les trois distances ne sont pas égales, deux d’entre elles le sont; il

I3

nous suffit d’étudier le cas r,,=r,, : &, =0 et y, est racine de I’équation

2()'4"" - Vi
Fln)= g ¢3§
[—’+<.)»u.+l/_§>] iy
4 6

Posons (en supprimant 'indice de y, puisqu’il ne peut y avoir d’ambiguité) :

2<)’+\-?> .

s —3)=o.

X

Fiy)= 32 Fo(y)=3y— RN e
! V3Y |2 V3
(%) ] (%)
<s>o,si)'>l/§;e<o,si)'<%_§>-
Alors
_[.___2<'y+£ :
. ‘ 6 A
F () =2 5 R=is o
()] b=)
4 6
V3 3\ _9
, (’ )% ) T 6
Fi(y)=2 - y o FL()=— A
)] o=
[i+ (%)) S
V3_ Ve v3 W V3 V3 vz VB B
YI=® =% T %6 —% °  —%tT %" 3
Fi| o Inflex. g —'Ggﬁ/v o A 3 A xeg N Inflex. N\ o
F — ’ —+ 16 -+ %5 -+ l —
Fy| —m A o o B2VE 45 s A A o
F, ‘69"/§ 3463
<a 56 _\/E 3y/2 16\/5)
T 2T T4 T T

THESE MEYER,
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I1 y a donc pour & = o, et outre y = o trois racines en y;

y =—0,2390,
¥y =—0,9352,
y= 11,1800,

Donc, dans le cas particulier,
m, == m,=mg,

nous avons dix position de Lagrange : O; A, A’, A", B, B, B"; C, !
et C.

9. Reprenons I'étude de la courbe (I'), lieu des solutions doubles des

équations (5). Si nous prenons le point M; pour origine des coordonnées,
(T") s’écrit :

=¥ +\3x )y —\3z Y+ {3
I‘:RleB_.,—R,R,‘\/SQ—r?VA— —RSR,\/3‘)—rgt—+R,R2\/§Z}—3L

T34

+ g (y*—32% (ay +y/3) [sz<2}’ +/3) _ Ri()’ +3z) . Rr(}’ - \/g”)] —o.

5 78 5 5 5 5
TiaTa, T2:T354 TiaT34

Plagons-nous, d’abord, dans!’aire (C) qui contient la solutionC: R, et R,
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sont positifs, R

I‘>[R —ﬁ‘_\/_x]

92 rs

LLIP ST ; et 'on peut écrire

V(0 4 VB (r 4 VEa) %]
34 2 Tay

3 (o0 +V3) [Rﬂ(."—\/gx) R+ Vgx)]
IA
i

3 H 5
T4 rl‘- r?l

= [R2R3+ (2)' + v’§)\/§ ,R;

r—

‘31 R, R, =\2 o
-+ R'l\T[r_“- (1— ?‘r?s)+ r—,—[(°)+\/3) - 2"5:.]]
3 R. 2
+R;,,a:; [—[(9)+v3)—|—vr ]em(l+2r,,)J.

Posons z=pcosf, y = ¢ sinf (g =r;,). Quand nous nous déplagons sur

un cercle ¢ = const., § variant de %ﬂ a g, R, croit, r,, croit et y—\/gx

décroit; le premier facteur du premier terme atteint son minimum sur
2T .« .
0= 5 ce minimum

L. 5

P +;P+l
= =
(p*+p—+1)2

1 e
croitdeoa 1 — V3 quand p croit de o a 1; le facteur étudié est donc tou-

jours posltif. Le second facteur est la somme des deux quantités

— @(2.)' +V3) (y + ﬂw);% et R, [1 3\%3]
toujours positives dans (C). Le premier terme reste posilif dans (C).

En raison de la symétrie évidente de (I') par rapport a I'axe My, nous
pourrons étudier les autres termes, seulement dans la moitié de (C) pour
laquelle x < 0. Alors, r,, <r,,, R, <R, : le second terme est positif. En
tenant compte de la relation

(2"?:"‘1)—[(2.}'4—\/3)2_ngh]:[lxzy

nous voyons que le coefficient de R,y est négatif; donc le terme entier est
positif. Reste a étudier le coefficient de R, : son premier terme croit tou-
jours, et son second décroit toujours quand on se déplace sur p = const. de
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0 = 5 4 0=0; le coefficient étudié sera donc toujours supérieur a sa valeur

2T oy . .. . , . .
sur 6 = 3 qun est pas toujours positive; mais sans détruire le raisonne-
ment, nous pouvons prendre dans le second terme

3y3 2v 43 R,
,.Z‘ r5 z
24

2%

BN

et ’écrire

33 C gy R 33 o R )
— T.Z'(?A‘} +\3>;Z —+ T(?) "{'\ 3>€R3$,

la premiére partie est positive, et la deuxiéme permet d’écrire, comme coef-

. 3
ficient de = R;z,

%1_ [<29'+ V3) -+ \—/i(?.}' +/3) + 2"3*]_ ldéi(l +277,),
Toa 2 e

qui, pour § = %r, prend la valeur

l &%[(‘+-"+P’)g—l](l+9+p*><§+59>
(p+1) (1 +p+p*)"

— (1) (3 2p 4 2¢%) (974 3"+ 3p) |3
mais si o < p< 1

8
(1+p—|—p’)"——1>%p(1+p),
(1+p+p“)<12§ +5p>> %(3—&—29—1—292)(92—&— 3p+3).

En définitive, (I') n’a aucun point réel dans I'aire (C) : la solution C existe
seule, dans cette aire pour tous rapports des masses finies. Il en est de méme
de C’ et de C" dans leurs aires respectives.

Placons-nous maintenant dans I’aire (B) qui contient la solution B. Cette
aire se trouve divisée en deux parties par le cercle (y) circonscrit au
triangle M, M, M, : soient (B,) la partie intérieure a ce cercle, et (B;)la
partie extérieure.
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Plagons-nous d’abord dans (B, ). Nous pouvons écrire :

F:—_R‘,g[}ll_ﬁf_‘:‘\/i”][&_ Y — \/3.2]_?: — 32
" ,\c -

<

X T3, 4 ri,ri,
CY: vy 5
e,
4 ri,ri, ri.ri,
\/3 2.)""\/3 _R1R:+£R1(}’+\/§x>2 ()_\/g‘£>
".ia . 4 r3.ri, T34
LBy, G=aBa) G v3a)
4 * ") ’H 'l»

\/3) +\/%x

Etudions le coefficient de R, : Pexpression R, — S

~————> quand

u
on se déplace sur un cercle r,, = const., atteint sa valeur minimum sur le

cercle (v); les coordonnées d’un point de ce cercle peuvent s’écrire :
_V3 =3 _Teg< T
r="1 sinf, ry=—753 (1 + cosf) 3<9<3
et la valeur minimum étudiée est :

l(I ~+/3sinf — cosh)

I ~—

[ (2 +V3 sinf — cose)-l

b1

qui décroit toujours, de +-oc a o, quand 6 croit de — 1§T a g; on a donc

R_\/g(]+\/§w) \/3 ()—*—\/39«”)

’.:I"‘ r I d
et de méme
R _J3 //g f e\
R_\/3(y “v&w)>_x___() ‘\M)
ry, 2 ri
/3 , ]
D’autre part (2—);_?—> est égal & [43 étant le rayon du cercle qui

147 2%
passe par M,, M,, et le point (z, ¥)]; cette quantité, dans (B, ) reste com-
prise entre 3 et 4. Donc, le terme en R, reste toujours positif dans (B,).

Considérons, maintenant, le coefficient de la quantité positive
2
— 32V H/— ; les expressions G+ =3 V3 x> et &= \/ z)

JA 2—5 42! ,Ifl 34

restent comprises
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entre 1 et 3, le coefficient étudié est donc supérieur &
—R,R, _;_V%R l_“ﬁf_,_l_sp\ y+y3z
4 T3, 4 ris
R, [R \/gy—\/gx] R’[R vll_iy—ﬁ—\/gx]
=— R, L YO

et reste positif dans (B.). Par conséquent, I reste positive dans (B,).
Placons-nous alors dans (B,), ou plus exactement dans la moitié (B)
de (B,) pour laquelle > o. Nous pouvons écrire :

. 2 h —_ 7 i) ' . I A . /2
1~:_R,”R‘2 _-\/gﬁ_—___}/_?’i”J [__ Ru_v’gw]_ -Z() —\32)(2y +v3)

rd, rs, ry,ri,
L 30 =v82)(ay +\/5)l(V+v5x>2 3
4 TN ry.re, .

_\/§y*'3‘/§x[3233+\l§<)’ V3a2)* (27 +V3)p

14 1 T4 L

v3(2y +v3)'(r —V3a) o ]

7 2 .8
-+ riLari,

2
G ﬁ:\/?’x) et O = Nx) restent compris

P
34734 LT

Remarquons, d’abord, que

cntre 3 et 4.
Puis, considérons 'expression

Y
-—R,—)\\/BE—Z:TV— (o< h<1)

3%

et déplagons-nous sur un cercle (K) passant par M, et M, :

“1.2_1__ 2 (/ @) — 1 =
yply+ 1=0
2y/3

ce cercle balayera (B,) quand variera deo & —3—J; la quantité que nous

étudions est :
1—A/3(2y +43) N e ay3hu

-+ —=5 T
[1-—}*(}'—%—@)] (1= pu)
avec ‘

3 3w 3 gy
B R Vi e

F=—
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<Par la suite, nous serons amenés A poser \/3— b= Gngas
) § 4
Uy =—=— ;tang ;')
Nous avons le tableau de valeurs :
w | u, 0
I 3 Q b} 3 /5
F (55;_2}\/3)—)‘“/3% ;p.-—2}v3>
F _l+1—2)\v3l;, o
(1—pu)?

de plus, — p.u, est une fonction croissante de w et
\’g (I—pu,)‘?——[
cp< e —
i —2y/3u,
Il en résulte que si
A> (1— }*ua) — I
—2y/3u,

alors

K est toujours positive sur le cercle (K). Soit A, la valeur limite obtenue;

en introduisant v, = —y, et correspondant a u,, nous avons

A=A ( 2\/3
' 2¢/39,— 3 <<
f 8y/3 2
onction qui croit de o a o =0 ,56396, quand ¢, varie de1 a
chacun des cercles (K) nous avons la relation
oy /3
_B_.\/323’+\/5 (,_;\])\/3?_)’_?}_3.
3’5 34

Considérons, de méme,

R,— 232 V32 ‘/5 (o<h<1)

sur le méme cercle ; nous pouvons poser
13

x:—é—i—pcos&, y:—\,—f——psinG

w_ .
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avec
0 l<a, tang o — —— . T—‘r<0!<1—r
V3—p 6 3
Nous avons
. __sinb
e ’
sin o

¥y —V3z=(y5 —p)sin?9 — V3 cos8 + (2 — py/3) sinfcosd

= >~ cos <9— g> sin (8 — 2).

sin o

Soit G I'expression étudiée, sa dérivée par rapport &4 6 a, dans l'inter-
valle utile, le signe de

AW3(2—py3)tang? 6 + (3 —3% — hpy3)ang?d + 2240/3(2 —py3)tangd +3(1 -32)
ou de

. 2hy/3 T\ . . T
30036+m [3(:059 cos(6~ F))sm(@ —a)—sinf cos(q@—a~- bT)];

.y . . 3 7. * s A
la premiére forme montre que si A < -———=; cette dérivée croit avec 6,
o+

py3

et nous avons le tableau de valeurs :

N R

’ . - a P 5 X 5 . & a
Gp | signe (1 —3%) 3cos — — [3cos~;+\/3sm;cos; +1]

]

<

G \ oo, signe (3A —1) t —[x — 73 l(\/_.%—i— lang%)] 8cos“§.

Or, dans notre intervalle

. I X
3+ y'3tang 3 1
24 X < =

= o

/ z 2 32

h—+/3 tang -+ tang® - 8 cos 2

iy fot ety 10 3 H4V3 o s
(la premiére de ces expériences décroit de —%\/ =0,763 4 0,75, quand
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o . m .7 . (5 ’ a
— varile de o7 tandis que la deuxiéme décroit de

3 -
. _(2_\/5)3 —=o0,86ra1— 3_g_3:0,80§>.

Nous serons assuré que G sera décroissant et restera positif sur le demi-

cercle (K) pourlequel >0 si A > 2,

I

I —

8cos? = .
S 2 _1—\/1-——\/3&)1—{—0?
= = -
@(\/m tang %) V3,
2 2
%y est d’ailleurs une fonction de « qui décroit de (\2/3 V3 ) = 0,497
3 . , 2¢/3
51;(1—\/_):0,404, quand « varie de 7(—;311—7;: ou ¢, 2}) .
Re—y32=Y32 o gyys 2=Y3e,
Ty 724

Par suite

3 — 2y +4+1/3 —V3z2)(ey+\/3

[R \/3y \/ ‘”][ R,—/3 ?Lr:‘,_,,i—] >3(1_12)(1—Al)<7 \/rga)fs;f v3),
Or
(1_7\1)(1'—7\:)>£‘
En effet, nous avons le tableau suivant :
I 1 1,13675 %\/—3 = 1,155
1—2 | 0,503 S 0,58548 Ve 0,596
1—M I ¢ 0,5 AW 0,460
3y+\/— est la

Le coefficient de — R, est donc positif. Celui de —/

somme de deux termes :

\/3(2y+\/3>2(y V3z) _

2
ry r2‘

THESE MEYER.
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et

Rst_‘__\//Tg(}’_\/gx)g.(z)"*‘\/g)R!>_R2 [_R”_%?_?}’-}-\/g] > o.

2 2 3 23
TVaT34 T34 T34

Le second terme de I est donc positif.

En définitive la courbe (L) n’a pas de points réels dans I'aire (B): la
solution B subsiste toujours, et seule dans cette aire. Il en est de méme de B’
et B” dans leurs aires respectives.

Les six solutions, extérieures au triangle M, M, M, trouvées dans le cas
m, = m, = m,, subsistent pour tous rapports des masses.

Avant d’étudier (I') & Dintérieur du triangle M,M,M;, nous ferons
deux remarques. D’abord, la courbe n’a, sur les cotés du triangle, aucun
point en dehors des sommets; en effet, faisons d; =3 (2y+y3)=o,
nous obtenons

R.g[R,R.l—i—g—f\—’ (1 —x>+ 3,{{‘<1 +x>]::o,
ri, \2 ri. \2

R,—o (qui donne M, et M,)

d'ou
et
(ri,—1)(r3,—1)+3(r3, —r1) <-;— —x> +3(ri,—1) (% +x>:o

Entre les points M, et M,

I 1
ra,——-+x Tegy=—=— — X
14 2 3 24 9 ’

(o o

N . 1 I
qui n'a pas de racine entre — - et —-
2 2

Avant M,

d’ou

r,b:——(é—l-x), l',k:—;———x,
d'ou
ro[rd, 4 3rt,+3r% +11r?, +15r,+18]=0
qui n’a pas de racine positive.
Remarquons encore que les points M,, M,, M; sont des points isolésde (I');
en effet, au voisinage de My, nous avons, en posant @ = p cosf, y = psinf,

i‘)P‘(7 sin%6 + 11 cos2f) +...=o.
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Etudions enfin (T") & l'intérieur du triangle; plagons-nous, plus particu-
liérement sur la bissectrice z = o (axe de symétrie de I') : 7, , =r,,. L'équa-

tion qui donne les y des points de la courbe se décompose :
2 :
—5—‘] =o.
1%

) / ‘ 5 R -3_
[R,—— \L:.’ _Ll [RI.RH— \/3(2)'+\/§);;t—] — \—/?-y(a)'+ V3)
* [ 3 “

L’origine de ce fait est la suivante : les équations (5) sont de la forme
7]8]
=0,

(')?}T-—(

oU
= 0

dz —

leur déterminant fonctionnel est

22U 02U 02U \?,
7 o \away )’
stz =o, .
- =0}
dz 0y

2 . 3 2U
alors %Lj fournit R, — v3 —}5/— t —[;, Pautre facteur.
Zz Vs Y
L’expression
ri+ 3—\2@1}/ —+1

AN

R V3
5 5
s =+ V3y +1)’

s'annule pour y = o, et pour une seule autre valeur de y, comprise entre

— 5 eto:
¥ =—0,37233.

Soit P le point correspondant.

Considérons maintenant le second facteur
) 2 R 3 5 \2 R
RR,+ \/3<2}’ -+ \/3)’3—1- — %—y(zy —+ \/é’.)';:s—J .
34 4

Dans le cas particulier ot nous nous sommes placés (étude de I'sur & == o),

I—fl’ nl:;:fJ-.

m, = m,; NOus pouvons poser

m, == m,=—
2
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Les solutionsde Lagrange pour lesquelles & = o sont données par I’équation

\/§>

3 (I—H)<)‘+— =o
L V3 By 2

(7) e e T =

o ) oo 2) )=

Cette équation aura une racine double, si nous avons aussi

(=) ool (=) (-2 =

donne, comme nous le savions a priori,

ou

L’élimination du rapport il

I'expression que nous devons étudier. Or, il est facile de suivre I'évolution
des solutions de (7) suivant les valeursde .. Posons (ep>0) :

(l— (J +——)

O3y +1)

/3
e w6+ 2)]

9 L, = >

G2+ 3y +1)

bjor

3 /5 /3 3 e

¥ 0 —%f—%% —L} —-—‘/Tg—l—%g o -+
2y — -+ l —
Za | 0 7\ —(JI—M)S‘/3 /! 0 Ve (HM% N l}(l‘—b‘) N o
: B

_—-3./3 ~+0
o |—w 7 W B A A o
de plus
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) § .
Les cas exirémes, et le cas .= 3, ont I'allure suivante :

/
i
I
I
|

e ====T
N
-~

pe+e w=" p=1-€

. |
Nous voyons que pour une valeur de (», comprise entre 5 et 1, les deux

courbes sont tangentes : les solutions A et O viennent se confondre en une

solution double (pour disparaitre quand . croit), située en — 3/3—3 et — @ :

y = —0,72574. Soit Q le point correspondant.
Les valeurs de p. qui correspondent aux points P et Q sont

pp=0,11960, ro=0,42342.

Si nous tenons compte de ’existence de trois axes de symétrie & 120° les
uns des autres, nous voyons que (I') est une petite courbe entourant le
centre du triangle M, M, M,.

Quand les trois masses sont voisines de 1'égalité, les dix solutions trou-
vées subsistent; quand cette égalité se trouve suffisamment rompue, deux
des solutions intérieures au triangle disparaissent et il ne reste plus que huit
solutions.

Examinons pour terminer les cas limites :

a. Une des masses, m, par exemple, tend vers zéro : B tend vers le
sommet du second triangle équilatéral de base M. M,; A, C’ et (" tendent
vers les solutions alignées du probléme restreint des trois corps; deux des
trois solutions O, A’ et A” ont disparu; celle qui reste, ainsi que B/, B” et C,
tendent vers My; en posant x=ypcosf, y =psinb (P'origine étant M,),
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nous avons
m, m,

(V3 cos26 —sin28) +p. .. (Vgcosze+sinz?)+p...

m,

33 ’
2

(cos?H — 3 sin?h) +. ..

03
v

et nous voyons que les solutions de Lagrange tendent vers M; de tellesorte
que, a la limite,
angof — (/32— "M
tang 26 —1/3 g

aucune difficulté ne se présente, tant que le rapport '—’:'— reste fini et nonnul,
1

c’est-a-dire tant que la seule masse m, tend vers zéro.

b. Deux des masses, m, et m, par exemple, tendent vers zéro : toutes les
solutions de Lagrange tendent vers le cercle p =r;, =1. Si nous posons
f = 1I -+ €, nous avons

m,

(y3cosd +sinf) (3¢ +...)

1

3
24

—(1+e)<1—-

~N
]

m,

(\/gcose —sinf) (3e +...)

)
5

(o) (1=

&
m,

(1— %) <1—— r:I‘ >[\/§—|— 2(1+ ¢) sin@]

[ 24

avec
"?a::(14‘€)[2 ~+1/3 sind +cos€] + €2,
rab:(l+€)[2+\/§sin9— c059]+€?'

Les trois dénominateurs sont nuls pour § = %T et 6= %Tr
Si nous posons § = 453 —- u, nous obtenons
_ m, M m, .
§\2—’?’(L¢2+62)g+... —Zlei %(I_\'§%>(\/§+g>’

’ u , , .
quand m, et m, tendent vers zéro, < tend vers zéro par valeurs négatives et



nous avons

=——— 3 . .
w= . |elPe + ,

C’et A” tendent vers M,, tangentiellement 48 M, M;; de méme A’ et C’
tendent vers M,, tangentiellement 4 M,M;; O et A ont d’ailleurs disparu.

Si § est différent de %1_: et 5—3‘5» le dénominateur de m, est différent de zéro;

Fig. 5.

les positions limites de B, B/, B” et C sont données par la relation

m, ‘m,

- b
_<[-— ;-f-) (\/gcose+sin9> (1—’%) (\/50059——sin9)
1%

24

r2,—2 +\/3sinf -+ cosd, r?, =2 -/3 sinf — cosh.

Ces positions dépendent de la valeur de Z—zi et évoluent comme l'indique
2

la figure 5.

10. Le cas symétrique, ol les masses finies sont égales, peut étre géné-
ralisé (Lindow) : n masses égales forment une figure de Lagrange quand
on les dispose aux sommets d'un polygone régulier de n cotés; posons

I . .
m,=m,= ...=m,= — et prenons le rayon du cercle circonscrit pour
n
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unité de longueur

2kT

Tp=C0S ——

ok [k=0,1,2,...,(n—1)],

= sin‘——
Y )

ra=asin(k—j)n (k> )),

on a alors

k=n-—1

I 1
Kz'_ﬁ Z . km

k—4 SI0L——
b n

Considérons alors une masse infinitésimale M de coordonnées polaires p
et O, et soumise 4 I’action newtonienne de ces n masses; en posant

k=n-—1
X

K?
U=n—p+ )
n5P E\/ akm

1—zpcos<—n——- ——9>+p"

les équations qui déterminent la position de M sont

cos (Q—k 9> P
718] —~ n )
e =nK?p + 2

[1— :a,pcos('—z—,gE —9\>—|—p2]‘l
9in<2kn 9)
ou ) n
w= r X 3=
akm )
[1 —_ zpcos<-n— —9) —I—p~]

Or, en utilisant les coefficients 6® de Laplace et remarquant que

ne—1

Z cosl(m —9):0
n
[t}

s1 A n’est pas un multiple de 7, et

n—1

skm
2cosg}-n<T—9> =ncosnpf,

[}
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on obtient pour ¢ < 1

I

V=
g\/1—~zpcos<ﬂ—0>+p2
n

:n[; b 4 bM cosnd + b2 cosanb .. .J,

mais
P — —p f sin? & dot
(1—p? sm”oc)
on déduit
n—1
I
V=
E 2km 2
o I— 2pCOS —n——9 +p
2 1— p2sin*o dot
TJy JT= prenta 1 aprsinacosnd + prsintia
d’ot
T sin®? o 1—p>tsinta de.
/A _P * \/I—p sinfq ! — 2p”sin? o cosnf + p** sin* o J?
Or,
1 I
V(P> 6): EV E, 6),
d’ou

dU(p,G)__dU(E’9>.
95 —5 o

k
Donc, sip5#1, dlej n’est nul que si sinnf = o, c’est-a-dire 6 = nn.

Reste le cas p =1, mais I'élément différentiel de I'intégrale qui donne %Lej

. . k
reste fini et continu en ¢ pour p =1 (sauf naturellement pour § = 2_n1r ) et

2k +1
T

.- ouU
de plus positif; donc pour p = 1, — ne s’annule que pour 6 = —

En définitive, M doit se trouver, soit sur le rayon vecteur d’une des

masses finles (6 =— >, soit sur la bissectrice de deux de ces rayons vec-
teurs <6= 2k+1 'K)-
Considérons d’abord le cas § = 2="; p < 1.

THESE MEYER, 6
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On a
T
JuU —nK?p + 2n * psinto i l—!-p"sin“"o: 1 ' 2np"='sin* o >
31—t 2n 3  Allcin” 2 E]
% T (1 —p?sin®a)? tersinT (1—p*sin%a)? (1—prsin”a) ]
quantité toujours positive.
. . k
Soit maintenant 6 —= 2”75; o >1.
=
ou Y an [* P p*+ sin*ta i anp*!sin®a
0_9—_”[&.9——? [ R . i‘p"—sin“"a+ " C ,—‘,(p”-usin"a){l
o | (p*— sin®a)? (p*— sin*a)?
S =Ui— L,

Il est facile de vérifier que, entre 1 et 4 o, U, croit d’'une quantité finie

3 r A 1 y . d
a + oo, tandis que U, décroit de + oo a 0; I'équation d—‘: =0 a donc dans

cet intervalle une et une seule racine.

. . k
Soit maintenant § = 2 :’ I

k=n—1

K2 I
v=nKps 3 ,
2 (2k+1)m .
k=0 I— 20 €08 ——— —4p
n
n—1 COSM——
Jou Y n
T)—:nh-p—a—z 5
4 : 2 2
0 (2h+1)T R
1——2pcos—n———+p~
Sip 1, )
K2 2 — phsin? g
Umn gy 22 t___ 1—ptsina
2 TJ, \/l—p‘lsin%t U P s o
b3
Jdu . ) 2 in2o — ot sin2 o
BL :nl&zp—l—zﬁf e il [ pnsfn'zna
2 nJ, (1——p‘2sin2a)§ I+ p*sin*

I 2n p"1 sin* o ]
— do.

(v —p? sin’oc)"-' (1 p"sin*ro)?

Si p est treés petit,

Qg—n <K2—1— 1\ +
= IR

donc positif et croissant.
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Pour ¢ =1, 0na

[~ n—1 n—\ -
dU 1 1 I
9 T 4 . km . (2k+1 ’
O R T el PO CL e kDL
n
U _ 1[ SN roL 1 1
do 4 . . T . 3nm T L em—o . an—1
sin—  sin—  sin — sin sin ™
L an 2n on on an
Cette quantité est toujours négative.
Pour ¢ > 1,
kO
K? an [ L n— sin?o
U:n—p‘z—l——— — P"—!—S'n?" 9
2 TJy ypt—sina P m= o
T
ou . an [ 0 p" — sin* o
_:nK~P+— - 3 on In2n
dp T ) . o \5 P+ sin?a
o (p*>— sin?ax)”
1 2np"!sin* «
+ . 3 (pn - sin?ra)? do.
(p?— sin*a)?

e oU . \
Quand p augmente indéfiniment, 3, apour valeur asymptotique nK?p a

laquelle elle reste d’ailleurs toujours inférieure.

. . ou
Il y a donc toujours une racine de 72 entre + ¢ et 1, et une autre entre

1 et + co. Il semble d’ailleurs que ce soient les seules.
Voici leurs valeurs pour les cas les plus simples (Lindow) :

3. 2,04382 0,4138¢ 1,61979
oo 1,88046 0,69738 1,60241
5. 1,78288 0,82218 1,59792
6.......... 1,71728 0,88432 1,59224
A 1,67000 0,91899 1,58412
8. ... 1,63430 0,94014 1,57452

11. 11 est d'ailleurs possible d’obtenir des figures de Lagrange relative-
ment compliquées, a condition qu'elles soient matériellement symétriques
par rapport a chacune des droites qui joint 'une des masses au centre de
gravité O; en passant en coordonnées polaires, les équations du probléme



sont :

K’-’pi+2 m; pj cos(9;— 6:) P —=o0

3,
Ty

~ isin(0;— 6;)
S O=00
iy

(i=1, 2, ..., n; JFZL).

Puisque la figure est matériellement symétrique par rapport a4 chaque
droite M;O, les équations en sin(6;— 0,) sont satisfaites; certaines des
équations en cos(0,— 0,) sont d’ailleurs identiques. Prenons par exemple
avec M. Longley, n=4%/ masses disposées sur [/ cercles concentriques,
les £ masses qui sont sur le cercle de rayon r; étant égales : les £ équations
correspondant & ces k masses sont identiques; il reste donc / équations
pour déterminer K? et les rapports de /— 1 rayons al’'un d’eux.

Bornons-nous, pour développer les calculs, au cas de huit masses sur
deux cercles (Longley) : 4

Premier cas : Quatre masses m sur le cercle de rayon r, quatre masses M

Fig. 6.

LN
N

sur le cercle de rayon R > r, chaque masse m a méme angle polaire qu'une
masse M, on obtient les deux équations

K‘I:2<_{+\’_2_)+:\] 2r - ! — !
’ r* \ 4 2 (R2—|—r‘~’)%+(R+r)2 (R—r) ’

m_ M1 ya 2R 1 I
KR_W(—[;—F—{-)—!—IN[ +(R+r)‘2+(R—r)2:|'

(R r2)?
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En éliminant K?

M r<1 \/E) R R
R\ "% ) T®=rF ®Barp

oRr
(R24- r2)2

. R /1 \/5) ro r
T EGTT ) TR T R T

a2Rr
)
(R2_|_ ,-2)2

Deuxiéme cas : Les huit mémes masses, mais les rayons vecteurs d’un

Fig. 7.

systéme de quatre masses sont les bissectrices de I'autre systéme :

’

m \/2 . F r—RS/;— r+R-\/2—E
K? r = = ( >—|— 2M 5 -
(rr—y2Rr+R)*  (rr4+y2Rr+R2)" |
R—r-@ R—i—r\/—; ]
K2R~R2<4 \/2>+2m 2 .+ 2 . |-
| (rr— V> 2Rr+lv)‘ (r*+3Rr+ R2)? |

En éliminant K2, on a la relation

i) i

R(Ry2+2r) ]

4 2

3
'—\,2Rr+r’) (Pﬁ——\/EIE{r—l—r‘z)§
. r(aR—+ry2) ]
3 _ N
(Rz—\/’z—Rr—i—r’)2 (Rﬁ—\/er—l-r?)§

:mlR<x +¢_§)_ r(2R—rya)
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On obtient, par exemple,

R
7 2. 5. 10.
M { Premiercas..... 0,2636 9,5914 308,814
m { Deuxiéme cas.... 2,622 10,197 330,39
12. Les masses sont dans I’espace. — Supposons enfin que les M; ne soient

pas dans un plan (v24). Les équations (I) montrent que A*pg, A*gr, A’rp

K .
sont de la forme < donc p, g, r restent proportionnels pendant tout le

mouvement : la rotation a une direction fixe que nous pouvons prendre

pour axe des Oz (p =g = o).
Les équations (I) deviennent alors
2 (AN — R2r?) — v (R2r) = ;\- 2 rn/—_xi_ Zi,

)
i

(1 bis) 2(22r) + yi(AN — R2rt) = ;Z nz,%—:g;”,
. I 5,— 5;
SN = T 2 m; Ir,?‘,- .

On déduit comme au paragraphe 4

(A*r)Yy=o;
mais alors,

22ri— et A%r = const.;

K
)

par suite : ou bien
A =—const. =1,
r étant aussi une constante w; ou bien

r—o.

Si A = const., r=w, les troisiémes des équations (I bss) s’écrivent :

Fi— g
7,— E m; ! . " —o,
I‘ij

n;m;
2 m,-th,:Z ——" L — 0,
71,'
ce qui est impossible.

Si r=o, il reste A?A"=—K? (mouvement rectiligne keplérien

d’ot1 I'on déduit

de



Y, S

chaque M,), avec les équations de conditions :

r,—x
m, L ! +K2z,—o
] ri ’

Yy

N - -
S 2 s
Ty

3,— 5,
E m, -/r‘ —|—K2 5,= 0.

Y

En tenant compte des six relations,

-
z mz,= o,

et

Zml(),Xt—w,Y,):o, cen,

on a (3 n—6) relations pour déterminer (3n — 6) paramétres de forme
(K étant donné).
On peut former les relations

)i 8 1 z, x 1 z, ), 1
Y 2 1 |[(X=X)+1z% 2z 1 |((Y.=Y)+|2z y, 1 (Z—=Z)=o0
Yr Bp 1 Zp Xh 1 Zr Jn 1
ou
2 my(ijhk)| — — L‘] —o  (k différent dei,j, L),
Tk Tk

ou remarquer que les équations de conditions expriment que la fonction

Ny Ko 2
U_Z T -+ i Z m,m,r}

satisfait aux conditions du premier ordre.
Dans le cas de quatre points, tous les r,, sont égaux : les points forment
un tétraédre régulier.

13. Considérons le cas de quatre masses finies égales M,, M,, M;, M, et
d'une masse infinitésimale M; nous nous bornerons au cas ou les quatre
premiéres se placent aux sommets d’un tétraédre régulier; on peut poser,
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en prenant le co6té de ce tétraédre pour unité de longueur :

My My =M= M —=1;

6
Zy;—0, Y1==0, Sy = -\/Z;
/3 /6
Zy= !'3“’ Y2=0, S \TQ-;
3 1 6
Ly —— \/F) Y= bt Zy=— \1/—2’
3 6
xL:——%, Yi=— s z,:—%—;
alors K2 =4.
La position de M est déterminée par les équations
z— ﬁ z + V3 z + V3
3 6 6
=+ 5 3 3 —4‘7":05
ri r rd r?
Y - Y+
N VA 2 ey —
ri - r3 - ri + r3 by =o,
s VB L VB Ve LB
4 " 12 12 12—
ri r3 r ri T
avec
6 2
ri= z* +~ 2+ <- — % )
2 2
r%:(w— -+ 2 —+—<z+:/—§ s

¢'est-a-dire les relations

3+Er?(3r3_rg_rg_r3_2):o.
— 2 2
2y =ri—r3,
R — p2 2 2
2y3x=r?+ri—arl,

r— p2 2 2 2.
2\6zs=ri+ri+ri—3r?,;
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on en déduit les équations

ey Lot L e (E— LY=o
1 1 X ] 1 1
(r?s——rg) -+ =5+ =+ ‘—[; -+ ,"'_:;>:0)
ry rg Ty T ry T2
1 1 H 1 ] 1 1
(rg—r?) ——,+—-‘+—§+—-;—4 +—=—5)=0
Ty ry ry Ty i ry Ty

et par suite, ou bien

NM=—Trs=r;—r,— —)

ou bien trois des r sont égaux; on peut alors se borneraucasx =y =o et
les s de points cherchés sont donnés par

3(z+\;/——2§> . z—\/—f

T

&
_3<5+\T/§—> , uzzaz____s\/?_?
NGy (--*%)

. /6 . 6
<8>0, SIS>—VZ; e <o, sxz<%->o

—hz=o.

Z —

[

W =

Posons

Uy =

3

&

[

Wl =~

', — ) ) 15'2::/; -+

THESE MEYER. 4



I o r ey I = f= o
S -_— (-—ﬂ;—\—> —-—\— —"—(—, 4} Lb __ﬁ_i_yj) \'9 —+»
12 2 4 12 12 12 2 4
= 39,46
w, — , 943 )qv —
ey Ioflex.  —2y3 A o S g A 243 N\ Inflex. N VB N\ o
1wy -+ ’,_4_% 4_32@ -+
2 9
+
Uy | — oo A %_Vgﬂ%_@j g A ollo A 4w

Il'y a donc pour « = y =0, et outre z == o, trois racines en 3 ( fig. 8).

14. Pour terminer, nous déduirons de la théorie ci-dessus les résultats
obtenus par M. Erich Brehm : considérons cinq masses M,, M,, M;, M,, M,
et cherchons les configurations dans lesquelles deux des distances sont
égales, par exemple r,,=r,,=a.

Les équations

I

my(2341) <r_‘ — r_I‘_> ~+ m,(2345) <——L — %) =o,

3 o
12 13 Tas r

_ ’—TT_‘> ~+ m,(2354) (-IT— — L) =X

1
3

m,(2351)<

Tis

o
o=

nous montre que deux cas sont possibles :

b
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1° (2345)=o0. Les quatre points 2, 3, 4, 5 sont dans un méme plan,
ce qui entraine par la considération de toutes les équations contenant
(2345) ou (2354) ou (2453) ou (3452),

Pie==Tr—=TI,=7,=—a,
2" ry,—=r,—=5b et Fys==171 ,==C.
Considérons d’abord le premier cas : les cinq points matériels sont les
sommets d’une pyramide quadrangulaire dont les arétes latérales sont

égales; le quadrilatére de base est inscriptible et par suite convexe; il reste
les six équations

el ) men( - )=
m;(m%)(g, — o) o) (5 — ) =0
m,(1336) (3 — 7 ) —ma1248) (5 — o )=,
ma(1236) (& — o)+ ma(1365) (z-7)=o
() w80 (5 ) =,

Si l'on écrit les équations qui ne contiennent que les distances mutuelles

des points M,, M;, M., M;, telles que

m,(w?u,)(r—l— — r——) +m, (1233)(r — I—‘>:: 0,

24 $h 25 Tsgs
ou encore, plus simplement,

I

m,( 034)[~‘--—f—]+m ( 935)[——-——7]:0

3
'2: )+ 25 r,

[(234) exprimant le double de la surface M,, M;, M.], on voit que ces
quatre masses réalisent une configuration de Dziobek, précédemment
étudiée.
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On a alors, pour déterminer a, les équations

@-m)E-7)-G-m)GE-7)

il B Bt sl Rl Bl ) B o)

a 1,/ \a 1t a ry, ) \a 7,,

1 I 1 1 1 1 I I

W) N )=

a T,y a I"s a ro, a I’,‘

I 1 4 1 I 1 1 I

a0 \e ") \e T ) \e T )T 0
23 Ao 24 5

qui se réduisent manifestement aux deux premiéres, celles-ci étant compa-
tibles en vertu de la relation

LT, Frys 1,05
Lor, rig 1)1, |=o
Uorytrly 13l

Enfin les équations aux s donnent

. 1 M
K= cT(m’—‘_ m_+my—+m,+m,)= -

Examinons maintenant le deuxiéme cas. Nous avons, entre autres, les

équations
1 I

m2(1245)<— — b-) + m‘(1345)<i _ bi) —o,

a a

711:(12[;5)(51- — ci) -+ m (1345)<l—:— — %):0,

m,(w[;é)(—} — C—_Z—)—l—m (1345)(% — E:—):O

satisfaites si
My=—1m,,
car

ou bien si

Dans cette derniére hypothése, il faut ou bien que
(1245) = (1345) =0
(les cinq points sont dans un plan, ce que nous ne supposons pas) ou bien
Tw==T1,=T4,,

on en déduit facilement que cette configuration ne peut se présenter que si

my—m et m,y=m,=m,
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Alors on a
I I
m 2 rd. & ri r?
My 2Ty @ e I3 Tis e
m, 3 1 I 4 3
ri,  a

m,(m?:[;)( 1 >+m (1245)(;;— — é):o,

5

m (1234)( T &)—l—m (1245)( 135 %):0,
m (1?35)<r;‘ — %) —m, 0245)("?1. é>: o,
m (1235)<;~:‘—x — %) — m,(m(;E»)(%s — bi) = o,
m (2365 (7 — 7 )+ (1253 )(r— —5)=0
m4 (234 5)<; — ;I—,> —l—nz,(lzl|5)<,—‘;—5 — ai> =o,

on en tire les relations indépendantes des m :

(1 1)(1 1) <1 x><1 1)_0

ri, atJ\ri, c ry, b\l ¢ )7
1 1 L U 8 L .

oy rs T« L)\ T )T

( I ) f I ( I 1 1 1)
—_— —_— - — — —_— e ) — O

\73, ‘ 1y, b ) « rie b !

qui se réduisent & deux par addition; et les relations

-
-
l -

!)—'
| -

m__ (1234) ry, & _ (1234) r,, b (1234) & &

m,  (1245) 1 . (1265) 1 1 T (1245) 1 1
ST iy T Tl
1 1 1 1 1 1

m, _ (1235) rn e _ (x235) T a . (1233) @ o

m — {(1945) 1 - (1245) 1 1 (1°45) 1 )
riy v N2 s
I 1 I I T

m, _ (3345) 13, b (2343) 13, & (2345) « b

m,  (1°45) 1 1 T (1245) 1 T T (04B) I
ri, o« iy @ NN
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auxquelles il faut joindre la relation qui exprime que les cinq points sont
dans un espace a trois dimensions :

o I 1 I I I
2 2 2

1 o a® a® ri, ri,

ioar o ri, b2

=0

ou

. . . o I 1 I
1 o a® ri, rig . 2
2 2 2 g [T 0 T T
21 a o b ¢ [+ Ty, 9 2
Tiw O Tis
1 r?, 2 o r?

14 4b 2 2

ri, ri; o

-~
N
-t
ot
-

¢t ri, o

soient six équations homogénes pour sept quantités; on a, d’autre part (en
prenant les équations en z),
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CHAPITRE 1L

SOLUTIONS PERIODIQUES
AUTOUR DES POSITIONS D'’EQUILIBRE RELATIF

PREMIERE APPROXIMATION.

SOMMAIRE.

Equations générales du probléme.

Etude de A(k2) = o.

Etude de A(g2) =o.

Cas ou les masses sont alignées.

Applications : trois masses finies en triangle équilatéral.

Trois masses finies alignées.

Exemple numérique (E. Stromgren).

Probléme restreint (une des masses est nulle). s

Etude particuliére du probléme restreint dans le cas ol les masses sont alignées : P est
toujours supérieur a 1.

. Extension au cas ol les masses étant alignées sont finies : les racines de A( A2) = o, autres

que o et — 1 sont inférieures & —1.

Trajectoire de la masse nulle dans le cas aligné du probléme restreint. Application :
V=2 +1.

Cas équilatéral du probléme restreint des trois corps.

Probléme restreint des quatre corps : trois masses finies égales et une masse nulle.
Toutes les masses sont alignées; les masses finies sont alignées; les masses finies sont
en triangle équilatéral.

Probléme restreint my, = 0, m, = my = £, m, = p. Solutions voisines des positions

2

d’équilibre relatif situées sur ’axe de symétrie.

Existe-t-il des solutions du probléme des n corps qui, par déformation

continue, peuvent se réduire aux solutions de Lagrange étudiées dans le
Chapitre précédent? En particulier, existe-t-il des solutions périodiques
satisfaisant a cette condition?

Nous étudierons, ici, le cas ot A =const., c'est-a-dire le cas ou les

solutions de Lagrange sont des positions d’équilibre relatif, le systéme total
étant alors animé d’une rotation constante w.
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15. Nous prendrons un systéme d'axes rectangulaires Oy : 'origine O
sera le centre de gravité des masses M; en équilibre relatif, et pourra étre
considérée comme fixe; Oz sera la perpendiculaire au plan de ces M; et sera
fixe dans I'espace ; les axes Ox et Oy seront fixes dans le plan des M; et par
suite animés d'une vitesse de rotation w autour de Oz; on supposera les
unités choisies de telle sorte que la constante de gravitation et la vitesse de
rotation o soient égales a I'unité; les équations du mouvement seront

d'lxi_ dy: 1 JF

ac 2 di — my 0z
d?y; dz; 1 OF

8 A, — —_— —
(8) gz 2 i 0y, (i=r, 2, 3, , )
dzz[ _L dF
dt? oy 0z
avec
1! 2 L .2 mim;
r—QEi”ll(xl +)l)+zll rj/'

On a d’ailleurs les relations

E mx;= o, E m;y;=o, E m;s; =0

et 'intégrale de Jacobi

my | [ dx;\* dy:\? ds\? .
E?RW) +<7.7[> +(2?> ]*P -G
Nous poserons

=z i\ — 1,

== xi—yi\/:

ou
U+ ¢; Qi— U; j——
xi:——;-—, Yi— 12 t\/—l.
On obtient
ri= (ui— u;) (vi— 9;) + (50— 2))*,
I m;m;
F—1 oo mim;,
QZim‘ulV'_*— Zii r‘i,- ’
d‘lu,-_,r_z\/:l—dui_ 2 ()F
de? dt __77_11 dvi’
d"z(’i /—dPi 2 OF
(9) aE " VTVd Ty ouy
d;:., __ 1 dF
\ dt? — -In_l 0,51.

THVESE MEYER. 8
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Soientu, = a,, ¥, = b,, 3, = o une solution de Lagrange (équilibre relatif);
nous pPoserons

= a,~+ €&, == b,+en,  sm=¢gf, L=(1+0)7,

¢ et ¢ élant des paramétres, pour l'instant, arbitraires, &, v, {, et 7 les nou-
velles variables.
On a d’ailleurs

en posant

a,— m,(a,—a,)p,=o,
2] ) (a 1) Py
bl—zlm,(bl—b,)p,,:(;,

l\.l.-

py=[(a—a)) (bi—b))] *;

les équations (8) deviennent alors

(10)

Xn——z ’"/Pl/[—
Y. :2 m/pl,|

3
3
3
8

J]P)——z 7711])1/ (ﬁ: C/)[ __E/ +21:2/]'

Pour ¢ =

(11)

¢ = 0, les équations du mouvement se réduisent a

d*g, :

dr% +2\/——1 E =X,
d*n, th

dT2 —2\/—1_—‘ '—‘YH’
&t

-Z‘-t? = Z“.

ZE‘ + oy —1(1+ 6)-Z—f =+ )X, + Xy 4.0 ],

%23‘ — oy —1(1+ o)‘fln‘ =+ 0 Y, +eY,+...].

‘f;c; =+ 0)[Z,+eZy+...]
Xo= e+ 3 2 (g 1)+ 3(n—n) 5= |
Y,.:v)l—i—zlm—’f'—'[(m—m)—'-3(51— 5/)2::2]’

Zy= —2/”‘/P11(Cz'—§/);
= T
G e B - F -y

a,—a,
b —b,

|
|
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Le systéme se décompose alors en deux systémes linéaires a coefficients
constants : les équations aux {;; et les équations aux &; et 7;.

16. Etude du systéeme auzx {;. — Posons

Piizzi m;pij, Pj——m;py ({ZJ, quantités réelles).

On a
d*g, .
253 =

La solution générale, de la forme {;= A;e"*, est donnée par les équations

12 AR+ AiPi—o
(12) 2 WPy
et
Py + A2 Py, Py,
A(h?) = Py, P,, + A? Py, —o.
Py Py, Py, + A2
L’équation A(A?*) se réduit & une équation en S = — A*? (multiplier les

lignes par y/m,, Vm,, ... et diviser les colonnes par ces mémes quantités) :
celle de I’hyperquadrique

Pu(\/—”T:OH — \/E“QY"*‘Pm(\/E“i - \/E%>2+ v .—=0.

Il en résulte que I’équation en A* a toutes ses racines réelles et non positives.
I est d’ailleurs évident que A(A*) = o admet la racine 4> = o (remplacer
une colonne par la somme des colonnes). Mais alors les A; sont tous égaux et
ne peuvent satisfaire a la condition Zm;A; = o [ conséquence de Zm;z, = 0]
que si ;= o0 : on retombe sur la solution de Lagrange d’oui I'on est parti.
Drailleurs, multiplions les équations (12 ) par m; et faisons leur somme;
en tenant compte de X;m;P;; = o, on obtient

hZE mih=o,

et I'on voit que, pour toute racine de A(h*)= o, autre que A*> = o, la con-
dition Xm;); = o est satisfaite.
Multiplions les équations (12) par m2;a; (ou par m;b;) et tenons compte
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des relations d'é équilibre qui s’écrivent ainsi :
. Wl
a—Y  ajPy=o, bi—Y  bPy=o
J ]

<
mia; — 2 m,a;Py=o, mil),—z‘m,b,-P,i_—_ 0,
j j

et des relations

ou

mgP,/ = m,P/i,
on obtient

(2 + 1)2 ma;hi=o, (N2 + 1)2 m;bih;— o.

En multipliant de méme par m;a; (ou m;b,) les lignes de A(h*)=o0, on
voit que A = — 1 est une racine simple si les M; sont alignés (les @, sont
alors proportionnels aux 4;) et double siles M; ne sont pas en ligne droite.

Dans le premier cas, on peut prendre A; = J.a;; dans le deuxiéme cas,
;= Aa;+ p.b;; cela correspond a la possibilité de mouvement de Lagrange
suivant des coniques semblables. .

Pour les racines différentes de A? = — 1, les X, satisfont aux relations

—
m-a?\-:z m;b;hi—o.
Z (AZIRAY] iVihi

Dans tous les cas, il existe des solutions périodiques pour lesquelles
£ = v, = o et les Z; sont des fonctions sinusoidales de .

17. Etude du systeme aux &, et v;. — lesP; et P;;ayant la méme signifi-
cation que ci-dessus, posons

, ai—a; . ai—a; ..
Py=— m;pi bi—__zé, l)”:Z, m;pij bl-— b/~ ({=7),

Y bi— b, bi— b; . .
Plj=—m;py = a;’ Pi= P G, (e#7),
les P’ et les P” sont des quantités conjuguées.
Les équations aux & et v sont alors
| ——dE I p., 3 o
T 42y —1 Pl i+ ;Z,E/pil+ 52/ 0, Py,
d?v;

— dy I
/=i = 2 £,Py +;2/~n,l’,-,-.
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La solution générale, de la forme
L=\ TE =B eV

est donnée par les équations

Mg+ 2o 5 3 NP+ 32 BiPy=o,

(13) X
9 - " L
B,‘(,","— l)‘+ ;Z/ 1\/PU+ ;Z/ B/'l)i/‘:“
et
| 3., 3.,
- P+ (g-+1)? 3 P, ;P,, ;Pm
1 I R 3, 3.,
;P‘l —P-_u_!""-(é,'—*“l)’ ;"P?l ;'l)‘_;z
- 3 3 ., 1 1
;l)u ;Pm ;Pn+(g—1)‘ 9171..
3 " 3 " 1 1 .
5 Py, j;l)_’_' ;le Py (g —1)

Multiplions les colonnes de A(g*) par Vm,, Vmy, ..o m o m,, ... et
divisons les lignes par les mémes quantités; si nous changeons alors y— 1

en —y—1, les lignes et les colonnes s'intervertissent : A(g?) = o a donc
ses coefficients réels. Changeons g en — g, quelques permutations faciles
de lignes, puis de colonnes, conduisent a4 un nouveau déterminant ou les
lignes et les colonnes sont interverties : I’équation est donc une équation de
degré on en g°.

Une racine positive en g° ou deux racines conjuguées fournissent pour g
des couples delaforme o + 3y —1, — & + By —1, auxquels correspondent
les constantes

A+ AY=1, B;+ Bjy—1
et
Bi—Biy—1, A=A/,
et la solution '
= (A4 Ajy—1) el=B+av=0t (B} — Bj/—1) el=B—av=i)s,

= (Bl Bl D) el=8av ™t (A)m ATV T By T,

Les £; ct v); sont conjuguées et conduisent A une solution réelle en z; et y;.
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On aura une solution périodique réelle (x;, y;; et z;=0)si 3 =o, c’esl-
a-dire si l’on a pris une racine positive de I'équation en g*.

A une racine négative en g* correspondent deux racines 3y —1 et
—B8y=T1;la premiére, par exemple, conduit a la solution

EJ:<AI+ A’ \/—-1 )e—g", m:(A'-—-A” »/j;) e—bBrt,

£; et v; encore conjuguées, mais ne fournissent pas de solution périodique.
Utilisant les relations

E‘Inil)jj: 0, Z_miPQI-: 0, E.m,Pi}: o,
et les relations (déduites des conditions d’équilibre relatif)
a;— ajP, = b;Py,
Z)’ Ity 2/. it
bi:—" bP,: 3 a<P}'—
S up=3 ar;

.
E ma;Piji—=mja;—= S m;b:Py,
i i

Z mibiPi/: m,b,:Z miaiPl'Q-.
i i

ou

En multiplant les n premiéres lignes par m,, m,, ..., m, et en ajoutant,
on obtient une ligne qui contient (g + 1)* en facteur; en opérant de méme
avec les n derniéres, on met en évidence le facteur (g — 1)?; en multiphiant
les n premiéres lignes par m,b,, m,b, ..., et additionnant, on obtient une
nouvelle ligne :

My Qy,

1 . 1 . 3 3
m;h[;—k(g-{—x)-], m,bz [a—*—(éf—i—l)"], ey —Z-mlal, ;

en multipliant les n derniéres par m,a,, m,a,, ..., on obtient de méme
3 3 I I

;mib,, ;m,/)._., Ceey mla{g F (é’-—l)2], myas| = +(yg—1)? RN

ces deux lignes deviennent identiques si

[ 2+ ][ 2+ e—m -

g&=o0 ou g=1.

=0,

=]

c’est-a-dire



L’équation admet donc la racine triple g* =1 et la racine simple g* =o.
Considérons, par exemple, g=1: on peut prendre les A;=o et les B;
égaux, mais alors la relation Zm;B; = o n’est vérifiée que si B,=o.
On peut prendre aussi
Al:?‘a,-, Bi:—.g)\bi;

alors, la racine g = — 1 donnera — 3 p.q; et b, et I'on aura une solution
réelle en prenant pour % et p. deux quantités conjuguées; ce dernier cas
correspond aux mouvements de Lagrange suivant des coniques semblables.

Les n premiéres équations (13), multipliées par m,, m,, ..., conduisent
a la relation

(é’+ 1)22‘ miAi: o,
i
les n derniéres conduisent de méme a
(§—12 Y, mB.=o;
i

on en conclut que, pour toute racine autre que ==1, les conditions néces-
saires
S‘ miAiZE miB,»-zo
L. At ; i
sont satisfaites.
Considérons maintenant g? = o ; on peut prendre alors

A,-:la,-, Bz:_7\bi;
pour que &; et v; soient conjugués, il faut que A soit imaginaire pure.

Cette racine correspond au fait qu’on peut faire tourner le systéme d’un
angle arbitraire sans rompre I'équilibre relatif.

En multipliant les n premiéres équations par m,b,, myb,, ..., on
obtient
1 ’ 3
[—— + (g + 1)2J 2 mib; A+ — 2 ma, B, =o;
2 i 2 ¢
de méme, les n derniéres multipliées, par m, a,, mya,, ..., donnent

L 3
[; -+ (é,r_ 1)2] EimiaiB,-—Jr— 5 Zimib,-A,-: 0}

pour toute autre racine que ==1 et 0, on a les relations

2- m,»a,-Bizz m;b;Ai=o.
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En définitive, on aura de nouvelles solutions périodiques voisines des
positions d’équilibre relatif en prenant :

1° Les racines de A(A?*), différentes de o et de — 1
2° Les racines réelles de A(g?), différentes de o et de ==1.

18. Dans le cas ou les masses M; sont en ligne droite, en prenant cette

droite pour axe O,
ai="b,— x) (réel)
et
Pyj=P}= ).

Soit A? une racine de A(A?), il lui correspond des A; donnés par
(12) )\lh2+2/)\jpij:0
ou

m,)\,h2+ m)\P,
Z/ JhI

Multiplions les n premiéres équations (13) par m;};; de méme, les n der-
niéres; il vient
( o 1) — é—z Z mih A, — ?ihzz mihB, =0
8 py . PN 5 ; ihiDj )

h? 3
[(“’-—'1)2— ;:l Eimi)\,-B,»— 5 ]Lzzi"’h‘)\zAi: (N

I’équation en g admet donc les racines de

(e) gr—(h*+2) g2+ (1+ A*) (1 — 2A%) =0,

cette équation a une racine positive si 4? < —1 et deux si —1 < A* < — 5

(ce dernier cas ne peut d’ailleurs pas se présenter comme nous le mon-
trerons par la suite); d’ailleurs, pour les racines de A(g) autres que celles
de (¢), ’
2 mihAi= Y mdBi=o.
t i

Dans le cas ou les M, sont en ligne droite, il suffit donc de pouvoir
résoudre A(h?)=o.

19. Appliquons cette premiére approximation a quelques exemples.
D’abord, au probléme des trois corps.
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Supposons que les trois masses ne soient pas en ligne droite; la
figure d’équilibre relatif est le triangle équilatéral, et les coordonnées de
M,, M,, M, peuvent étre prises égales &

I I .
Sl=—(ometm),  Sd=L(emitm), = L (m—m),
I —
V2 3 3
Yi=—"=m yi=-— \/_‘—m:n y3:£—(m1+mz)
2 2 2
avec
my -y 4+ my=—1 (pour avoir K*=1),
on a

Si nous posons j= — é -+ \/; 3 (racine cubique de 1'unité), nous
avons
ay=— Ny —+ m,J?, ay==m,— m,J, a,—— myJ -+ m,j,
by—=—my,+m,J, by=m — m,,?, by=—=— m,j -+ myj>2.
puis

A(R)=h*(R*+1)’=o0,
A(sﬂ):g‘z(éﬂ'— I):(I:gb_é'.z_‘— 24—7 (’nlnl‘!_‘_ m!’rtli_'_ mﬁnll)J;

I’équation en A* n’a que les solutions banales (o el =1); I'équation en g*
n'aura d’autres solutions que si

1
mym, -+ mymy —+ m,;m; < —

27 .
<m., my, m;, sont les rapports des trois masses & la masse totale
M=m,+ m,+ m,;

si ces quantités représentent les masses, I'unité étant quelconque, la rela-
tion ci-dessus devient, en rétablissant I’homogénéité,

m my— mym,—+ mym, < 1 >
(my =+ my+ ”?2)2 27

La distance du centre de gravité O au centre du triangle est
I I
= Z(m1 —m,)?+ 1—2-(m1+ my— 2m,)?

1
=3 (m,m,~+ mym,+ mym,),

TILLSEE MEYER. 9
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la condition trouvée s'interpréte donc géométriquement ainsi : le centre de
gravité des trois masses doit étre extérieur au cercle concentrique au

Fig. 9.

~_

. 8 s s ‘s
triangle et de rayon \/ e (le c6té étant l'unité et le rayon du cercle
'/

3
Cette condition étant remplie, nous aurons deux solutions posilives g

circonserit \/ —) .

. . T .. 2T 2T
et g”, donc, deux groupes de solutions périodiques de périodes — et —;-
o] [

Pour calculer les coefficients A; et B;, nous avons d'abord les relations

Z m;\i—o et Z mib;Ai=o

qui donnent

Ao A A 3
mymyjt T mgmy, T mym,
et
-
2 m;B;=o et Zm;a,‘Bi:o
qui donnent
B, B, _ B
mym,y  mgmygt omgm, H

On peut déterminer A et , les équations (13) fournissant les deux
relations

)‘[(5’+1)2+ —2[- l + gy[m,j—f— meji+ m, )=
- i o

L]

3 . .
St maf )| (=1 L] =,



Y .
compatibles si g est une racine, différente de o et de =1 de 1'équation

A(g*)=o, soit g’ ou g".

Chaque couple de racines (== g’ ou == g”) donne un groupe de solutions
périodiques :
ty=mntym,U,

Sir=mymy?l, th=mym,; U,

n=myny/ V, m=mym,j*\V, ny==m,;m, \V;

U= )‘ gigt_l,_ IJ‘I e-—igr
V=T ) et (>0}

a

A= —; (A+l)[myy + muy+ my), =

1% % (h—=10y[mJ* 4+ myj - my),

p=— (k)| (g 02 |, pe=— (k=10 | (g0 £

k et [ élant des constantes réelles.

Les trajectoires sont de petites cllipses ayant pour centres les points M,,

M,, M;, positions d’équilibre relatif.
Si, d'une fagon générale, nous posons

E=ue®4 ol et
n= p e+ u' e,
uetu', vet ¢ étant des couples de constantes conjuguées, et « une variable

réelle, 'ellipse a pour équation cartésienne

2

a2 (uu' 490"y — (u'v +uv')] —20(u'v — uv' )y
432[ (e o0") 4 (u'v + up') ] = (uw'— ve')2

Les directions des axes sont données par

Lane oo — L&' —u’)
M2P =~ o - uy’,
Si nous prenons 29 défini par les relations

sin2¢ _ €0S29 1
1, v — 7 7 —"
(u'v — v'u) w'y + uy 2y ww'¢9’

I’équation réduite de 'ellipse est

XQ[(uu’—i— oo’y — o\ wd v | + Y[ (uw' 4+ ¢0") + 2 Voo | = (un' — ov')2,
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Les carrés des axes ont pour valeurs

Xe=ut' 4 09’ 4+ 2\ uu'vv’,

Y2=uu'+ o0’ — 2\ uu'vv'.
Pour les trois points M,, M;, M;, nous trouvons
\/g(m;,— my)
VO T )

2m,— M, — m,

\/g(’ne— mny) ,

21, — My, — m,

\/g(ml_m2) .

2my— m, — m,

tang29,—

tang2¢, —

lang2@;=—

On peut construire ainsi les directions des axes : soit A la droite qui joint
le centre de gravité des masses M,, M,, M, (en équilibre relatif) au centre
du triangle équilatéral dont elles sont les sommets; les coordonnées du

centre sont

V3

I
;(ml-mg) et

de M,, par exemple, abaissons la perpendiculaire sur A :

3 (my+ m.— m,);

les axes de

Pellipse (M,) sont les bissectrices des angles formés par cette perpendi-

culaire et le c6té opposé M, M,.
On obtient ensuite :

SIHQSOI C0529,
V3 (my— my) m:x“"nl"“sz

sin2¢, €OS2Q,

1
3 (my—m,) Ma+my—amy [
V3 (m, 2) 1—32m1m»

sinag, cos29,
V3 (m,— m,) my—+4m,— 2my

X _ X5 _Xs

mam, | gy R 22

:(/;'14-{2)[( y+1)° + = 5+

Ve

2 2 2
LA & S (/+12)[(g+1)—+—— \/ g+ 3

my ., mym, mym,
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En supposant m,<m, <m;, on peut schématiser les résultats par la
figure suivante.

Fig. ro.

D’ailleurs,
m3m?
-7’;‘:—!-)/31:35,"71;;: 'n;j m‘;’ UV,

mim}

et en appelant 6, 'angle du demi-diamétre de 1'ellipse qui passe par la
position instantanée du mobile avec Oz :

_EameREm _ jH) 1
005(61_92)—2\m = =

sin (6, — 6,) = "1/&—5177: f It V3
2VE M1 Ea s 2 2

les trois ellipses semblables sont donc parcourues de la méme maniére.
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D’ailleurs,

Tin— E./z .
” I’

Tn—+ Cn

tangf,=—

_(% ( tang‘9n) s %_____(Qnﬂn—— Y)":'n) e ?jr—(————)/\ — IJ‘P’—>

G Gy
BBy oo
== g S <o

les trois mouvements sont donc rétrogrades.

20. Supposons maintenant que les points M,, M, M, dans leur position
d’équilibre relatif soient en ligne droite. On a alors, en prenant cette
droite pour axe Ox :

A(R2)=N10+ 1A pro(my = 10,) = Poy (Mg —+ my) = Py (4 iy )]

+ R ey = My [0 P e Py M P Poy - PPy Pag ]

Cetle équation admet la solution A? = o et la solution A* = —1 (ou plus
généralement A? = — w?, w étant la rotation du systéme d’axes mobiles);
elle ne peat avoir de racine double que si p,, = p,; = p;,, condition impos-
sible a réaliser, puisque les points sont en ligne droite; la troisiéme racine
h* = — h} est toujours différente de — w?*. Or, si m; =0, les racines sont

— 0= — pyy (1M, -+ M) et — R =— (mypyy+ MyPyy)

et si M, est entre M, et M,,
— << — W

Les racines inconnues de A(g?) = o sont données par I'équation
gr— (2w —N2) - (*—=N3) (0*+2L3) =0,

qui a toujours une et une seule racine positive en g?, soit g%; en substituant
w? et A3, on voit que
W< h3< g}

Pour /> = — /i}, les constantes %,, A,, A, sont données par les relations

Zmﬂ\,z o, z mia,hi—=o0

(les a; se réduisant aux abscisses a; des positions d’équilibre relatif); donc,

Mooy
a,— a, a,—a,  a,—a,

2

m, m, my

.
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Pour g?=g7 les constantes A,, A,, A, d'une part, B,, B,, B, d'autre
part, vérifient les mémes équations que les 2. On a donc

A . A, A, .
@w—a,  a—a, a,—a —
m, - n, my
B, B, B,
= e - = =V,
a,—ay a, —a, ay,— ay
m, ., my

p et v étant donnés par les deux équations compatibles
] , N2 3.,
(8 + o) -+ ey “+ ;/1;;\):0,

3 ' 2
Shap - ‘/[(A’.—"J)L“ 7“]20;
d’ou
2( &+ W)+ A3

i E— v=— Kpu.

La solution est de la forme

ay,— a, a4, — ay ay— a,
- 22U f,—=—=2=U R
& ne, ’ = m, ’ & ey ’
ay— d, a,—a, a,—a
m= 2 -V7 Ny == ' ..V, = — I
m, m, m,
avec
U= (k=+li)ews — K(h — li) e—ise,
V= — K(k + ) e84 « (k — Ii) e—&7,
On tire
a— a, - .
@ =G —(1— K)[kcosg v — Ising 1],
ne, : B
a,— a, . .
Ni=— 2(1+ K)[ ! sing, 7+ lcosg, 7],
L
x‘f }'? . (a,— a,)* JXRH
(K——I)'3+(K—|—I)2_ m? (A1),
d [y, _'l—+—K‘7 A2
dt\z, ) 1—RK®' (kcosg,t — {sing7)®’
a,—a, a,—4a; Ay — a,
et les deux groupes analogues, en changeant en ou .
. m, N, m,

Les trajectoires sont des ellipses semblables dont un axe est porté par Ox
(droite M,M;M;). Pour la discussion, on peut supposer g, > o (si I'on
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prenait g, < o, K se trouverait changé en IL(’ mais le changement de ¢ en

— 1, ken —K#, et [ en — K/redonnerait le méme mouvement).
Alors,

K:I-l—3—§L—2(¢‘.’1+w—i—]l)($’l+w'—h)>l'

On en conclut que Oz porte le petit axe de I'ellipse et que le mouvement
est rétrograde.

21. Développons les calculs dans le cas examiné par M. Stromgrén
(Monthly Notices, LXXX, ou Kopenhagen, 34) :

m,

ny,—=m;— )

les points étant dans I'ordre M, M, M;. La position d’équilibre relatif est
évidemment

T'ya== T3,
que nous prendrons égaux a 1. On a alors

ZXy=—=—1, Xy==0, Ly=1
et

Pie=T1, P2==1, Pru=g"

Nous prendrons aussi

de facon & avoir w?=1.
Alors
A(R®)=h*(h*+1) <h2 + —?) =o.
On a d’ailleurs
M=— =1 (évident),
L’équation qui donne les valeurs de g*? différentes de o et de &= 1 est ici

28
I

~1

[ 2
1 g

|

= 03

<ciwv
o]

d’ou

&= %\/1—{—12\/5:1,41306.
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On a ensuite
Ay=—A,=Ay=p,
B =—B,=B,=—v,

. 87 8
l-’-[(é’x"*l)“"’ 5] +gv=o0,

K+I: 7+2\/2 :I+2ﬁdl+]2\/§:2’31848_
K—r il 7

22. Dans le cas ou I'une des masses, M, par exemple, est infiniment
petite, d’influence négligeable, et peut sans erreur sensible étre considérée
comme nulle, le probléme se décompose en deux : étude du mouvement des
(n— 1) masses finies M,, M, ..., M,; puis ce mouvement étant considéré
comme donné, étude du mouvement de M,. En particulier, on peut sup-
poser que les (n—1) masses finies restent en équilibre relatif, et étudier
alors le mouvement de M, : ce sera le probléme restreint.

Les équations du mouvement sont alors (w?=1) :

d*u, du,  OF
7 S il P

Loy =% 98
dt® v dt — " 0u,’
&z, _ v
dt? T 03,
r ! m;,
F= 2 i, V1+Zi ™

Elles admettent alors I'intégrale premiére de Jacobi :
1 [ du, dy, dz,\*| __
;[7; n +(E> ]-”C-
Les positions d’équilibre relatif sont ici les solutions des équations

OF _OF _OF

T = =5— =0
Jdu, ~ dv, 03,
u,=a,,v,=b,, z5,—= o étant I'une d’elles ; posons encore
U= a,+ €, v,=20,+¢n, 5 =g, t=(1+ 0)7,

e et ¢ étant des paramétres, pour 'instant, arbitraires.

THESE MEYER. 10
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Les équations du mouvement deviennent :

d*F di - :

g eV 1+ 0) 2 =+ ) [Xi+eXy+. .
(12.{) o d'f)_ Sy ,

e 2V ) =+ 0 [V e Vot ],
dz . .

L?E =(1+0)[Zy+¢eZy+...];

n

mipiil . a,—a;
+Z———2 [»—1—371[)‘_0/_],
Y,:n+2 Ezlz’—’[njLBQFIQ],

17— aj
n
7,—=—¢ E m;ipyjs
2

X, =

Bass

AN

[ 2 3 ¥ 73 b
N | e P A L

a—a; 2a,—a; 8 (a,—a;)2|’

_3 £ n_ .
Zy= QCZ MiPy | ¢, — a; + b, — b,-] ’

5 3 *n 15 En?(a,— a;)?
X;,:Z )))_/l;ll-[;é (—(TE_-—.— -+ _9_ g_ 4 — _(—t_i

—a;)? 16 I‘?]' 16 rf;
35 w'(ay—a;)* 9% 15, (a,—a))’
B e e . Al
16 rd hry ry o
— 5 n' 9 En* | 13 En(bi—b)
Y= ’”/1’”[ © (G0 16 75 16 g
L 388 (@b 15 k(b —b) 9 0]
et - —_ T AR
16 riy h 7y 4 7
" L3, 156, =0, 9 15 0 (ay—a;)*
L;,_E m’P“'—”—?/[EC —g———T— ’_Zi‘ﬁ— S —T‘—‘ )

pour ¢ = 8 =0, les équations donnant la premiére approximation sont :

a2t —dt 1 3.
G T =N ) R
d? d 35,

72'1'—?—2 —I£ZY1:E,;P“+Y)<I+§P“>,
dag

drt
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(Comme il n'y a pas de confusion possible, nous écrirons simplement
P, P, P".) On a encore une équation qui ne contient que 7 :

d*g

— +Pf=o0

dr? + g ’

{=¢,cosht+ cysinhz, = —"P.
Les deux équations en £ et v conduisent aux relations

A[(‘u+;)2+ 21’1+ SpB—o,
R} 2

gl’”.\—kli[ ¢ — 1) éPJ:o,

& étant racine de ’équation

.-:"—gl(?—l’)+(,—;‘l’+r>‘— %P’P”:o.

A toute racine positive de cette équation en g* correspond une solution
périodique :

t=Aew"+ B e1s7,

n=DBerT+ A’ e—87,

A, A’ et B, B’ étant conjugués; les directions des axes sont données par

(A'B—AB") .P"—T1

tang2¢9 =1 AD - AD _Il),+l),,'

Il est commode, ainsi que I'ont fait de nombreux auteurs, d'utiliser pour la
discussion de ce cas (mouvements plans du probléme restreint) I'étude de

la surface
®—=F + C.

Un mouvement réel s’effectue tout entier dans les régions
F4+C=\V>o.
Si
OF _OF _JF _
ou,  ov,  0dz,

et si C est choisi de telle sorte que F + C =o, la surfacc ®=o0 a en M, un
point conique, les axes du cOne des tangentes étant Oz et les directions

PI/ — PI

tang2¢ = iP”+ P’;
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car alors, en portant I'origine en M,

3 I X 3 3 1
— = llrg _ _ z — P! 2 __ 2
] 8P,+(2+4P>m—|—8l’n 2Pc+...,

les termes non écrits étant du troisiéme degré au moins.

23. Portons plus spécialement notre attention sur le cas, ou les masses
finies étant alignées, la masse nulle est voisine d'une des positions d’équi-
libre situées sur cette droite.

I’équation aux g* se réduit a

=& (2—P)+(1—P)(a+2P)=0.

On peut alors montrer que P — 1> 0 et que, par suite, I'équation en g*n’a
qu’une racine positive.
En effet, supposons M, entre My et My, ; alors

P= (mopy s o =Mpy Prg—y == Mo Pr ks~ - - o= PPy ) = (PP~ P Pr ke )

La premiére parenthése est positive, et nous allons montrer que la deuxiéme
est supérieure 4 1. On a

i ny Mgy
=My~ Mg Py ks 1= (‘L —‘7/',():’ (JL‘,( z ):,
1 ) o i
avec &, < &, < T4y
du 3my Imyp,
de, ™ (@, —wr)  (Xpy— 2,

Cette dérivée s’annule pour

i 4
i MEZ A M T
= i 1
*

mi —+ mj.

et la fonction u a alors pour valeur

ki 1 *
, (17124— m"g_,)
U= ————" N -+ Ny 3 M
($k+1 — Z) > (m; ko1 )PA.L-H )

on a d’ailleurs pour « la variation

) , 2z ay & oy

ul—+—ao\ u g 4+ ’

u reste donc toujours supérieur a (my— My, )p .1, quelle que soit la
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position d’équilibre relatif dans l'intervalle M;M,.,. Or, parmi les équa-
tions d’équilibre des masses finies, il y a

my(xy— T YPak oo G (Lhey — Zk) Pl i

= Moy ( Lkt — L) Plispit o v o M (B — Lp) Phon+ ZTr==0,

My (L= Zpory) Prips + oo+ Mp (Zh — Thor ) Pl s
= Mpps (L hos — Lhiey) Pht hra - - -
+my (T — Xpy ) Phrrn + Thp =0
avec
Ly <o L X LT X< Ly o v < e

Retranchons la seconde équation de la premiére. Il vient

[ 1 1 4 I I
n,y 5 - 5 e M| =5 — 75
T3, k-1 st Ly Sy =N I'i—1,k

A+ (L — 2k [P0+ P 1P kR

I 1 I 1
—+- In/H.._,[-—;,-—— —_——— ] [ SR o I)l,L[T — ,—-] :(.Z‘/C_H-—.Z‘/;).
. Tk k2 7'/€+1,k+2_ r'in Tk+1,n

Toutes les parenthéses ou les » sont explicités sont négatives, (., — &)
est positif; donc
(M= My ) Phisa > 1
et
P>i.

Reste a cxaminer le cas ou M, est ou avant M,(«x, <), ou aprés
M,.(z, > x,); il suffit évidemment d’étudier I'un d’eux : &, < @,.
L’équation qui détermine x, quand on connait ,, ..., x,, s’écrit

i=n
mjx;

2 /:,’—i—xl(l—l’):o.
rjj

i=2

Appelons M, et M;,, les masses finies les plus voisines de o (x;, <o,
@y > 0) -

V<l Py <lo o TPy ey <o o o< Tye
En tenant compte de la relation

— (myz .o mpxn) = (Mp Zhy + o o~ MaZn),
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nous pouvons écrire

m, 2, My Mo Zs=. . .~ Mpp
- F AR A — >_[ 3
Tia Tin I'in

Mjyyy Zhy+ oo o= M2, My Xy + m, xy,

rJ:),h—O-l "13,114-1 ' ri,
Par suite

m;.r;
2 <o (m<o);
ij

donc encore
P>r.

Dans le cas ot m, = o, I'équation aux g* n'a qu'une seule racine posilive.

24. Nous pouvons en déduire qu'il en est de méme pour loutes les
équations en g*, quand toutes les masses alignées sont finies. Il faut montrer
que I'équation A(A*)= o n’a, en plus des solutions A*’—=o0 et A2=—1, que
des racines inféricures & — 1; nous avons déja vu qu’il en est bien ainsi
dans le cas des trois corps. Supposons que la propriété soit vraie pour
(n — 1) masses, ct montrons qu’elle est encore vraie pour n.

Si I'une des n masses, M, par exemple, est nulle, A(A?) =0 admet la
racine A’=—P, < —1 et les racines d'un déterminant A,(A*) d’ordre
n—1, qui n’est autre que le A(A?) de n—1 masses finies : il admet donc
les racines o, 1 et n— 3 racines inférieures & — 1.

Faisons croitre M, depuis zéro jusqu’a une valeur finie arbitraire (la
rotation w?=/* restant égale & 1); les &, donc les p, varient d’une fagon
continue, les p restant toujours les inverses des cubes des distances
mutuelles. Il en résulte que les racines A* varieront aussi d’une facon
continue.

D’autre part, aucun des p ne deviendra ni infini, ni nul, et le terme en A*"
qui a pour coefficient + 1 ne peut disparaitre : les racines /*, d’abord infé-
rieures & — 1, ne peuvent lui devenir supérieures qu’en traversant cette

valeur. Nous allons montrer que A(/*)=o0 ne peut admettre A*=-—1
comme racine double si les masses sont alignées.
Supposons en eftfet que A(h*)=o0 admette /i*=—1 comme racine

double; les équations
!
(Piz+ 1)1[-‘-2 )./l’,/:()

se réduiraient & n — 2 distinctes et donneraient pour les A des expressions
de la forme A;= p.a;~+ vb; (les b; n’étant pas proportionnels aux a;); nous
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aurions deux groupes d'équations

2 mj(a;— a;)pij+ a,=o
et

z m;(b;— b)piy+ b;=o,

de méme forme que celles qui donnent les solutions de Lagrange dans le
plan; nous pourrions former les équations

2l ijh) (pa—pin) = o,

dans lesquelles les (¢, /, £) ne seraient pas tous nuls, et il existerait entre
les p des relations dans lesquelles ils pourraient étre interprétés comme p
d’un systéme de points non linéaires, ce qui est impossible.

25. Dans le cas des masses alignées, les axes de 'ellipse (trajectoire de

premiére approximation) sont :la ligne des masses et sa perpendiculaire,
car P"=P'=P.

Posons (g >o0):
(g4 1)+ i Sp
2 2
k= 3 = - (h>1),
;P (é"~—1)2—|—;[’
ous avons
f= Aels™— kA e—isT,
n—=—~hkAes 4 A eisT,
d’ou
—k .
w=" ( Ae™+ A e 8T)=(1— k) acos(gt+ @),
¥y = l—_;—/“i(-— Aes™+ A e 8y = (1 4+ k) asin(g7t+9);

le grand axe est perpendiculaire a la droite des masses, et le mouvementest
rétrograde.

Développons les calculs pour quelques cas particuliers et occupons-nous
d’abord de celui ol il y a deux masses finies. Nous pouvons poser :

mmo mmimp m—p (a<i)

M, et M, dont la distance est prise égale a 1 étant sur I'axe Oz, leurs coor-
données sont (|, 0, o) et (1 — ., 0, 0).
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Supposons d’abord que M, soit sur la droite M,M;; nous aurons trois
positions d’équilibre relatif possibles :

Y

© 0—w 0o (b (W (@

1° En posant : @, = 1 — . +4- «, la position (a) est donnée par la racine
réelle positive de

W (3 — )t (3 —op)ui — put—opu — p—o,

qui se développe sous la forme

= () 58 50

2° En posant de méme o, =1 — . — u, la position (4) est donnée par la
racine réelle positive de

w— (3 —p)ut+ (3 —oap)iP — put+ 2pu — p=o,

dont les premiers termes du développement sont

1 2
AR Y AN
= ()= -30)+-

3° Enfin, en posant x, =—1— W+ u, la position (¢) est donnée par la
racine réelle positive de

wW— (7 +pyut+ (19 4+ 6p)u’ — (24 +13p) w4 (12 + thp)u —yp=o,
qui donne le développement

”:Y7_H+23><7_

Alors,
pP=—=F 4 B
[(p+2) ] [(e—1+p)p ]

ou z, a I'une des trois valeurs précédentes.

26. Supposons maintenant que M, soit 'un des sommets des triangles
équilatéraux de base M, M,, par exemple

I 3
-1'::'2"“V~> y1=%’
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P =1, I'équation en { n’a pour solution que
=€, COST —~+ ¢, SInT.
De plus,
7 : /g
L I L\ 0 ) . £ . _\_ . .
I’_——g—i—LT(l—-zy), Pre—=— = — ; (1—2/);

I’équation aux g* est donc
o e ‘_’Z ([__ L) == 0
S ~ A I p)=o,
qui a deux racines positives si
I—27u(1— ) >0;
donc si

P << 0,0383209. ...

Chacune d’clles donne une solution de la forme
- 3 D/ - 2 I ! i
Q:_—)}. A et — (‘,',"—|-1)~—|—: Al e—isv
. N2 L i o 3 " / o
n=-—|(g+1)+ 5 A elsv ;P A 15T,
A et A’ étant imaginaires conjuguées, et g une racine positive de l’équation

aux g.
Les directions des axes de la trajectoire sont données par

P pr 5 .
tang2¢ = i gy =~ y3(r—ap)=o.
Si nous choisissons
sin2g __cusng 1
= = = e
—\3(1—ap) L o/t — 3+ 3

nous obtenons pour longueurs des axes :

.\:\xml (g+ 17+ ! +§\/WJ,

Y :\,Wl (g+1)2+ % — %vll”P”];
le petit axe est dirigé approximativement vers la grosse masse (les dirce-
tions des axes étant les mémes pour les deux solutions g, et g,), si

gi>g N>V et V<Y

THESE MEYER. i
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27. Examinons encore sommairement le cas de trois masses finies égales.
Ces masses M,, M;, M, peuvent étre alignécs, ou aux sommets d'un triangle
équilatéral.

1° Si elles sont alignées (sur O.x), on peul prendre :

R |

3 Y A p— O, ,Z',':l

9

/
|
IS T NG, TS (pour w*=1),

-

M, peut occuper qualre positions d’équilibre deux & deux symétriques par
rapport a o : (a)et (a'), (b)et (d),

" il
——— el e ) — e o |
o’ M, 0 My leey
M,

La position («) est déterminée par l'unique racine supérieure o 1 de
Péquation

L
-

' 2
*'m_!"""":“ (an=1.75767);

la position (6) par la racine comprise entre o ct 1 de I'équation

I |
% (_EL.—:——!)" - ‘:T: — (-I:II—_IF_I —_—, =0 (z,=0,%19467).
Alors,
|
5 va ). ().
|
t
I 2.02476 13,01850
& 1,%1413 3.6598
:—__—;: —2.4306 —11,07979

2° Les masses M,, M,, M, étant loujours alignées, il existe pour M,
deux positions d'équilibre relatif, symétriques par rapport & Ox et qui, ici,
seront, par raison de symeétrie, sur Oy ; celle dont 1’ordonnée est positive
sera détcrminée par

I* ? L » Bl /
- — -y - | —1=0 (vi==r1.13943),
B I P Vy

(v + 52 !
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1S et

) ’ . 12 N
|”l”’:§l’: _:‘__*l__ I A
9 O, 9
fr--97) '
L’équation aux g* n'a que des racincs imaginaires; la seule solution pério-
dique est donc ici

L == ¢ CosT - ¢y sing.

3 Les masses M., M, M, ¢tant les sommets d'un triangle équilatéral,
on peut poser

£ - —y Ly - ST O,
0 A
\'9 \ o ()
by Te - T ViD= V=
( 0 ' 3
I
T I =

Comme nous 'avons vu, les positions d’équilibre relatif de M, (m, = o)

Fig. 11,
L C
B B!
AII AI
x
A
T B

sonl sur les hauteurs du triangle M, M, M, et, par raison de symétrie, il
suffit d’étudier celles qui sont sur Oy (x,=0). Alors,

t
]):_.—;('),[),2—7—/),,,).
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Donc tang 23 =o, et les axes des ellipses trajecloires sont paralleles

a Ox et Oy.

En posant
o - I)2+£]’ SPN
” o 2
A = 3 = T
= pr g—1)24--P
- (g—1)+7

un calcul déja fait nous conduit a

x=(t—h)acos(gt+¢),

y=(14A)asin(gTt-+9).

Le tableau suivant donnera un résumé des résultats :

Vi p. P P, <. ik,
’ 1+ A
0 o 343 0 imaginaire -
A —0,238958 5,568000 4.539508 1,987645 —0,270538
B —0,935186 1,317 475 —0,403 412 imaginaire -
G 1,180007 1,701 481 —1,601396 1,353340 —2,282840

Pour A, mouvement rétrograde, grand axe paralléle a Oy.
Pour B, mouvement rétrograde, grand axe paralléle & Ox.

28. Pour terminer, disons quelques mots du cas ol deux des trois masses
finies, placées au sommet du triangle équilatéral, sont égales.

Posons

My ==/, =

I—

2

)

m, ==,

et placons l'origine des coordonnées au point M,

&, == 0,
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les coordonnées du centre de gravité des trois masses étant d’ailleurs

y— V3
x ==o0, .‘\__—T(I—]J.).

Les solutions de l.agrange qui sont sur I'axc de symétrie (x = 0) sont
données par I'équation

_ _ A3
V2 e v ‘”('””T) _._

Nous avons toujours une solution (B) entre — /3 et 1; et unesolution (C)
entre o et 1. Si 1. <o0,42342 (¢f.§9), nous avons encore deux solutions,
=

-

3 . . s -

O et A, entre — V? et zéro, mais quand p. croit et traverse la valeur précé-

dente, ces deux solutions se réunissent en solution double et disparaissent.
| (1

p=—-t_ il

Rappelons que les racines de 1'équation aux g? sont réelles si

gP?—8P > o,

le signe de leur produit est celui de (P + 2)* — 9P, et celui de leur
somme, celui de 2 —P. Le tableau suivant donne les signes de ces
quantités :



i
" 1 5. P. P (P 4-9)t—g P2 |g Pr— 8P,
|
. l
S g —— (9 E> * 13 lI —
t 4" 4 4
0.11960 —o0,37233 485147 —>.984q 0 -~ 0
: e ) o
3 3 343 ° ) 1
o, 12842 —0.7257 1 50246 ’, fO8 0 '
! —o0,81631 5.8680 i.3305 — - ) \
8] P
3
(3] —1 bl 8 — \
P
!
"e (_Zg ' lé TI J— —+
4 4 -3
I 6081 % F G
7 0,60981 —1.701% — 16640 — +
1 I 1 —I 0 —+
1 —1 I —I o
1 . B
3 —1,51234 1.31755 —0,4334 - - — B
[¢] — \/g 1 ——17 ! —
|

Ce tableau montre que, dans le cas ou les masses nc sont pas alignées, les
racines de I'équation aux g* peuvent présenter toutes les combinaisons

possibles : imaginaires conjuguées, réelles et positives, réelles et négatives,
réelles et de signes contraires.
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CHAPITRE HI.

DEVELOPPEMENT DES SOLUTIONS PERIODIQUES
(PROBLEME RESTREINT).

SOMMAIRE,

29. Equations générales. Solution générale pour ¢=o. Transformation des équations:
forme normale.

30. Allure générale de la solution des équations générales, développées suivant les puissances
de e

31. Existence des orbites A (& trois dimensions).
32. Existence des orbites B (dans le plan des masses finies).

33. Cas de commensurabilité. Ces cas peuvent se présenter. Cas P = ps, 5, = ¢5.

34. Cas 5y = go, 0, = p7.

38. Cas /P = ps, 0, = g7, 6, = ro.

36. Construction des orbites : symétrie des orbites dans le cas ot les masses sont alignées.
37. Coustruction des orbites (A).

38. Construction des orbites (B).

39. Résultats. Cas des masscs alignées, Cas équilatéral des trois corps.

Nous avons vu, au Chapitre précédent, qu’au voisinage de certaines
solutions, d’équilibre relatif de Lagrange, il existait, au moins en premiére
approximation, des solutions périodiques; ces résultats ont été obtenus en
faisant, dans les équations du mouvement, ¢ = ¢ = o. Nous nous proposons
maintenant de chercher si ces équations du mouvement admettent des
solutions périodiques, développables suivant les puissances de ¢, et qui se
réduisent a celles que nous avons trouvées quand ¢ = o ces derniéres ayant
pour période T, tant en ¢ qu’en =, celles que nous nous proposons d'obtenir

auront encore T comme période en 7, mais leur période en # sera T' = =%
N k] oz . ’ .

et nous verrons que ¢ n’'est en général pas nul, mais développable suivant

les puissances de .

Nous nous placerons au voisinage d'une des solutions de Lagrange:

t=n=({=o0.
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Probléme restreint.

29. Nous examinerons d’abord le cas le plus simple, le probléme restreint ;
le seul mouvement a déterminer, celui de la masse nulle est donné par les

équations

9

—+-27(1 + O)d

Sl‘t
———-—-01(1 +0)

- DAY 2 7
(143 [<+ 2) +§”'P'J = (1482 e N+ 2N, 4.

(14) zﬂ (14 9)? [éfpl,+ﬂ<l+§)]:([+6)2[€Y«1+SQY»;%—-...],
dzc A2 ) N \o ly. 9
T -+ (1 +40)2¢l =(r+0)2eZ,+ 7, +...],

avec

<
P:Z iy,

a, —
I":Z iy,
il
b, —

&;

b,— b

Y J— /
s P! —= E m;p,y, ;
b, a,— a;

b2l ~
u—— '_’_ 12 3 e _1'2 .2 ._'_?_’_ o
\N,= 8,\_ /;A i1 SBn—x ’_,‘4\\_,
2
Y. = v 37z SA’tn— g At ZATE,
b R}
P
y/ - %:(A’L:_Jr}\”’n):
m,py, Mg
\/_V St \//: Tt
AJ((,—(/,’ /;1—/;/-’
=Ny = g,
(hy—bj)? (a —a/)
5 o 9 5. 35 .., . 9 . 19 .,
=02+ ZCe&n+ —Din? Bt — 2 G2 — D2y,
(O 16 £ -+ 16 e+ 16 ! 4 2T 4 b
. 35 ... . 5 . 15 . g .
V=SB4 -gn”"f 1+ (i Cn ot Gt — Pl — 7: G gy
2 5 5
: 5., 15
RN S T
‘ «
_Npy C:Z nypi, I8 2 MNP :
(a,— a;)? ry (h,—b;)*

T)’:Z 1)1/]),,(—(1%@—_,

v

% :E ’”/'/'li(al

THI'SE MEYER.

—a;)
ry;

I)”:Z m;py, (b,_———_‘ﬂ,

LAY
E'= E m,p,,

—_ b,)
r:',
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les sommations étant étendues a j=2,3,...,n, c'est-a-dire & toutes les

masses finies.
Dans le cas ou les masses finies sont en ligne droite, ainsi que la masse

nulle,
P=P= P”:Z m,py,

n
Al A= B B 3 Y
a,—a,

C=C=0=D=D=F=w=y 2 _% 1.

5
ry r‘,’/

Si nous réduisons ces équations aux termes du premier ordre en &, 7, {,
c’est-a-dire si nous faisons ¢ = o, ¢ 3£ 0, nous pouvons écrire la solution
générale. En appelant 5,, — o, g, et — g, les solutions de

S

g — 2o =P (14 1) = §PPr=o,

nous pouvons I’écrire sous la forme suivante (en vue des calculs ultérieurs) :

fo=(1+ b, i) K, LA T bgi)Kg e—10:(1-+3)7
e (l -+ b;l)K; 8"63(""5‘1 -+ (1 —+ ]),'i)Kl. e—l’fx(l+5ﬁ’

Nny=(1— b, () K, &% 5 (1= b, (YK, emim+5E
A (1= b 1)K, e (1 b, ) K eI

tO:LI eti+ny 1‘1«}~ ]‘2 PERAERAL l'7q

les K et L. étant des constantes arbitraives el

t—bi _ o(ga) P 3p’ a(g ) P =3P

i+ b1 3P’ T a0 P a(g—1)p+ P =3P’
b — 8g¢+ 3i(P'— P") _ bg*+ 2P 41 3(P +PY)

TRt aP 4 f—3(P Py —8gi+3iP —D"y

g etantl égal a o,, — g,, 0,, — g, respectivement pour b,, by, b,, b,.
Dans le cas ot les masses sont toutes alignées

o,==0 >0, T, = ilo‘ p >0,
gy 4-1+ 2P p?—1— 9P
by=— b, =2 b =—b,=—"! .
— 201 2p

Pour discuter 1’existence des solutions périodiques quand ¢ n’est pas nul,
il nous sera commode de mettre les équations différentielles sous la forme
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normale (tout au moins les deux premiéres); a cet effet, nous poserons :

T =0+bih)u, {1+ b )e, -0 - biu,+ (- b,

Z—i = +0)[ie,(x +b0)u, —io, (1 +byi)uy+io, (1 + by i) uy— (g, (1 -+ D, i)u],
(13) N =0—b,)u; 4+ (1 —by)ts+ (1 —b,0)uy+ (r—b,0)u,,
d—::([ +0)io, (1 — b)), —io (1 —=b,))uy+toy (1 — b, ) u,— o, (1 —b,)u,].

Le déterminant A, de cette transformation n’esl pas nul, en général; en
effet, il est égal &
— 256(1+4 0)%c,0,(a2 —0})?
(4o +aP 4 —3(P - P")|[hoi+aP + 4 —3(P +P"))
_ — 256 (1 + 0)%0,0,(0] —a})®
P 30(2+P) —48(P Py - g(P - P")2’

A

En particulier, si les points sont en ligne droite, il est égal &

_ 4i{1-+0)*0p (g% + p*)°
1—P

Z o,
et dans le cas des trois corps en triangle équilatéral, avec les notations du
chapitre précédent, nous trouvons

— 256(1+ 9)0,0, (03— ai)? 0 tant que o2+ o?
1hh — 27 (1 — o p.)? 2 "

Sinous effectuons le changement de variables (15), les équations (14) pren-
nent la forme

[ du, 140

—r Tt d)u = —¢ [AL (N X+ )+ Ay (Y + e Y 4 |,
d—(}:— Ao (14 d)uy—= [-:O§A==(e\'.:—\— eX,4 .. )+ A (YY),
(16) %—-icﬁ(l—l—ﬁ)m:IXOSAQ;,('E\.:—J—ezVQ—l—...)—}—A,,H(e\'._,—i——e‘lY:‘.A—...){,
%‘?+i0.5(1+6)345: I_:O)A,,‘(s\z—%s‘l\',:-a—..‘)+A,l,.(5\".l_g_5‘z\";_4_,:,);,
17iA S N n »
o A (140 P = (1+8) (eZ,4-27,-...),
L

A,; étant le mineur par rapport a la ligne de rang 4 et a la colonne de
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rang j du déterminant

1--0,7 140t 14041 I+ b0

A g, (1+0,0) = (1+0,0) o,(14+D,1) —oa,(140,0)
1 — 00 t— b.d 1— 0,0 1— 0,1

ot — 00y —ao(t—"0y0) ot —00)y —a,(1—07)

30. Nous remarquerons encore que la trajectoire traverse sirement le
plan s =0 : en effet, la solution étudiée étant périodique, s présente au

. - A’z .
moins un minimum <pour lequel W—E_O), et un maximum <pour lequel
d*s v, .
T §O> ; ct I’équation
d? = _ m;
dt? - i -

montre que le maximum de = est positif ou nul, tandis que le minimum est
négatif ou nul. Nous pourrons donc toujours prendre la valeur initiale de
.

Znulle

L,=—1L, et o= ———————sin(1+ ) \/Pr.

(1+0)\ P

Si nous voulons obtenir la solution des équations (14) développéce suivant
les puissances de ¢, nous sommes amenés a poser

N

UAY

et & déterminer successivement (&,, 7,, L) puis (& v, %), etc. Nous
connaissons déja %, 1, {,; les triades suivantcs seront déterminées par les
équations

. . N N T2 1 P
N(gm) =z 20t +0)2) — (12 0) (l“r >:.|+Zp'fn

2

- o o ~ .
.. 3., 3 ... 55, ., . 3 N
= (1 -9} - gA 0 / \ 2y — *(STB Ty ;4\”:6 )

Y (£,0,) =0 — 2 (1 8) 7, — (1 4 0)?

3 .. p
;[’ i+ <[+ ';)771]

aQ

D
A
\ g — (\_,

—=(r +9)

) T e

[
¢

)
]

] e

3
g S\ |

"
r, -t NN\ 9 ~ .)') 1Yy v N
7.(%,) :;,+(l+o)-l’§l:(t+o)-;§n[\E_,,+A Mo |3
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et
Lo I 3., 3., . 13
CN(Zy, ) =(1+3)? [_ 7l~’\li.oi.|'“ 7’-'\”(1.0711“*‘1,1710) — '4— B 1,1,
o \n T .
—+ ‘3 -\ "t‘(igl -+ '[-6 (" C_o T l?i (-":,q-; un
5, 33 9 . IO I
+ g P+ pEwl— A s D0, |,

2

Y2y, )= (1+0)

I ) : 3
pe - e oo [ . N
— Z‘B 20— i-\ (2070 :_l/“)) - 7“ \ 114 7Th

. 3D gy ) .
FBNGE B E G 2D,

~

ORI £ S s SRt SN
—+ ;-6(‘;.,7;5 + —I_?) G Ty — ‘[‘ I)I?;B:,o‘—.?;(li.'.")o.l)
7, N9 .3 ;- ” 3 > "
L(%,) —=(t+o9) ;CO(A &+ A"y )+ ;Cl(“x S0+ \')

R 13 I Y 15 L)
+3 Czi—¢ <'8_ RS Z’(Jr,mo+ 5 D’n:,)J,

Les premiers membres sont les mémes pour tous ces systémes, et les
seconds membres de chacun d’eux sont connus par l'intégration des sys-
témes précédents. Les constantes K, K.,, K, K, et L qui entrent dans £,v,,¢,
seront déterminées de telle sorte que, pour 1=o, ces trois fonctions et

o di da g

leurs dérivées se réduisent aux valeurs initiales de &, v, Z, S e ce qui

est possible puisque A =~ o3 alors, & chaque stade suivant, les fonctions £,
7., &, devront s’annuler, ainsi que leurs dérivées, pour = = o. Ces fonctions
sont obtenues de I'intégration, sous la forme

z.u :(l [ bl I.) l\l n eiG,nl—;—') T+ (( -+ l)'.'i) l{-z‘u e 143 Tt (l -+ Z’:[.) l\ n ('IG"H_':'T
+(1+0,0)K, , 102 1+5T F,.(K, Kk, K.\, L; 0, 7),
= — b, )K, %57 (1= 0,1)K,, eI (b0 K, , et T
4+ (1—0,0)K, e+ L F, (K, K,K,K,L; 3, 7),

L=z iy VP L, emiisin B By (K kR, R, Ls 3, 1),

les F;, étant homogénes par rapport aux constantes K ; ct L et de degré
n —+1; A n’étant pas nul, nous déterminerons les I\ ;, par les relations

. dz, daiy,

:’“:—(7:_71": EZO powr T=o01
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. A . % . , .
I.i,. et L, , seront donnés, de méme par , _—_(—[’Tﬁ= o; finalement, %,, ., Z,

seront des polynomes homogénes de degré n -1 par rapport aux ket |..
Nous aurons les mémes conclusions pour les u;, et {,, les «;, étant des

iy

. ., . . .. oe d
combinaisons linéaires et homogeénes des quantités £, 7;;:", T eL—7"

Soient
w,==k; (j==1.n, 3, 4),

les valeurs initiales correspondant a une solution périodique, pour ¢ =
prenons des conditions initiales voisines

o
I
c
[

| [ — (/C._ [, -
;== I\ 2. L=0, (7; _ 4—.—/.
nous aurons
Uy g (N 2, ) 7057 ==Ky o) e 1107
s (»::(K,:“‘“-'Z‘:)('m"ra:’ o= (N 2,y e 707
L—FA\' . - N (1: Y ~
o= —=————sm\ P(1 + d)7, —7‘:(':(|,+Y)CUS\I)([+O)7,
y P(1-d) oz

et la solution générale des équations (16) sera de la forme

= uj, + E ey o2y 2 Y0, 7 (f==1, 2, 3, 4),
, .

z

N
(17) T= %, 4 E e oy 00T,
|
% dz, - N
e = T E e oy 20, T,
<
I

il

les @, , étant des polynomes aux «; et v, dont les coefficients sont des fonc-
tions de = et de c.

Cette solution sera périodique, de période T, si

~ . ~ N (" . o2 A Y o—
U2y a2y, Yy €, 0, T')— w,(oo0,2,75 &, 0, ) =0,
(18) Loy ayao,yie,0,T) — § (o, 2,75 2, 0, 0) =0,
N
0

»
layayzoyie, o, T) — (o ayo0yt g

Mais il ne faul pas oublier que les équations (14) admettent l'intégrale
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premiére de Jacobi, qui peut s’écrire ici

(19) deds <d?;

2 P 3 J

ch 22} = C- 5)2| ¢ — )+ P S P P

i T (h-> ( 4—(1+o)l_,n(1+2>—n—,l 7 FA r, C‘
“+e(r ; 6)1[...1.

les six relations de périodicité se réduisent a cing distinctes, auxquelles

. , . N
nous devons ajouter (pour achever de déterminer o,, x., a5, 3., Y €t 5, en
fonction de ¢) une relation arbitraire.

3L. Orbites A. — Nous savons qu'a toute solution d’équilibre relatif du
probléme restreint correspond une solution périodique infinitésimale
N\
(E = 0= 0)

Uy == U, == U =— i, =0, {z=—=sm\ P,
)

Vi

de période j—% (l'origine ¢tant choisie de telle sorte que,’ pour ==o, le

mobile traversc le plan s = o avec une vitesse L.).
Alors

Ki=h,=K =k, =0, Loz 0

d’ailleurs la dérivée partielle de I'intégrale (19) par rapport a {’ = i-g est 2 ;-jg
(ui, pour o, ==7y==:=o0, se réduit & 2L.(1 +¢), non nul: nous pourrons
donc supprimer la sixiéme relation de périodicité. Examinons d'un peu
plus prés comment les o, et y entrent dans la solution générale; nous repré-
senterons cetle solution, symboliquement, sous la forme suivante :

c= Siloy) el fulay) Holomy )2 o) = ()i pi (o)
0= g (%) +elo.o) Hih4v)2]+elo (o) +(L+v) g (o] +. .,
I=(L+vy)by-+z| vl (L) du(o)) L4+ ..,

entendant par exemple que &, est la somme d’un polynome homogéne et
du troisiéme degré aux « , et de (L + y)? multiplié par un polynome lingaire
et homogéne aux o, (les « conserveront la forme de £ et v,); nous ajouterons
(que le terme en (L + )" dans { provient uniquement des termes

3 .. A I ,
SG Ve g =R 0) 4 - Glu--0)°gg
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dans la troisiéme équation du troisiéme systéme, et que les termes
- By . 3 Y 9 1792 3 N\ o 12

cu e(l.+ v)* proviennent de (1~ 2)* A"{j et - (14 0)* A'{[.
Les cinq relations de périodicité qui nous restent s’écrivent alors

95|L¢""7’ 15 T ——-lI—:—&[(L —1-‘}’)"(’1-%-..J———0,

oy e T ) e [(Lo1-y)tey .. ] =0,

(20) 2, ety — ]+ e[(L 4 v)e, 4. ]=0,
20) 4 ~
g fem @t g [((Lo4- y)te, 4. ] =0:
L+—y . = 2 - )
(Ta)\—l_):m-z;.()»rg(JJ+'\")/z,—i—c-(L+'~{)[/1._.+(L+'Y)-/z‘,]—|—...:u.

L¢ déterminant fonctionnel des quatre premiéres équations (20) par rap-
port & a, a,, oy, «, est poure =c¢=o0

(e T — 1) (e 1T — 1) (e — ) (el — 1),

Ilest différent de zéro si, ni 5, T, ni 5,1 ne sont des multiples de 27, c’est-
a-dire si ni o, ni o, ne sont des multiples de /P (cas que nous réservons
pour l'instant).

Nous pouvons alors résoudre ces quatre équations par rapport aux o,

sous la forme
xj—=¢& Q/(Y’ 6) 6)'

Si ni 5, ni o, ne sont des multiples de /P, les ¢, ne seront pas nuls, et
les Q; contiendront des termes en (L +v)* seul. Portons ces valeurs dans
la derniére équation (20): nous obtiendrons une relation entre v, ¢, ¢, &
laquelle nous devrons joindre une relation supplémentaire, d’ailleurs arbi-
traire. Cette relation ne peut étre 2 =o0: en effet, supposons ¢ nul identi-
quement; /i, étant homogéne et de degré un aux «;, notre relation sera
divisible par ¢*, et, d’autre part, elle le scra aussi par L 4 y (car I’équation
différentielle en { contient { en facteur dans son second membre); aprés
division par ¢*(I. 4 ¥), il restera des termes en (L -+ ¥)* seul qui ne dispa-
raitront pas identiquement : les uns proviendront de la substitution des a;
dans A, et contiendront A’ ou A” en facteur, parmi les autres le seul qui
contient C :

ho(L 4y )p=— 982 C(L+7)

n’est pas nul.
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Au contraire, y n’entre que par la combinaison L+ y et peut étre soit
fixé, soit incorporé a L : alors, I'unique relation entre 8 et ¢ peut étre résolue
par rapport a ¢ sous forme de série entiére commencant par un terme en &*;
en reportant la valeur fixée de y et celle de ¢ en fonction de & dans les «;,
on obtient la solution des équations (20) sous la forme

o=ep(e), o=eps).
les p étant des séries entiéres en ¢
Remarquons que les resultats auraient été les mémes en remplacant

T__F par \/_ T (u entier): ¢ étant donné, il existe une seule orbite de
v

période —,?(le mobile traversant pour ~=o le plan { =23 =0 avec une
VP
vitesse donnée L + y), mais la solution de période 2= = peut étre considérée
VP

comme ayant pour période 22T quel que soit I'entier u: donc les orbites
VP '
étudiées se ferment aprés une révolution.
Nous appellerons ces orbites, orbites A (désignation de M. Moulton dans

le cas de 2 + 1 masses alignées).
32. Orbites B. — Soit ¢*, une racine positive de I’équation aux g?; nous
savons qu'il existe pour ¢ = ¢ = o une solution périodique infinitésimale

u,= K %7, u,=Ke = (K réel), Uy=—Uy=={ =0

de période %T—r (l'origine de < étant choisie de telle sorte que pour t=o, le
1

. . . . . dx
mobile ait une vitesse perpendiculaire & l'axe desz: ——=o.

Alors
K,=K,=K, K,=K,=L=o;

la dérivée particlle de I'intégrale de Jacobi par rapport & «, se réduit, pour

e=K,=K,=L=o, K,=K,=XK,

e

160|207+ P — 2]

K(I+O) /O' J‘_qP /__3([,/ P”)

et n’est en général pas nulle: si toutes les masses sont alignées cette dérivée

se réduit &
R )

AR (1402 +1_P-

THESE MEYER. 13
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r : \ . . [) .
Or, P étant supérieur a un, ni P —1 ni 1 — ne peuvent étre racines de

I'équation aux g*. Dans le cas équilatéral des trois masses, cette dérivée est
égale a

K \20?(20?—1).
16K (1+9) iy

qui n’est pas nulle si les racines o} et o] sont distinctes.
Nous pouvons donc supprimer la premiére relation de périodicité.
Considérons d’abord 'avant-derniére

~
i

, P R
—— ———sinom (1 + 3 s 4 ey P (2, v. o. €),
(t+0)\ P g,

qui contient, comme nous l’avons déja remarqué, v en facteur; aprés divi-
sion par v, cette relation se réduit, pour a; =y =¢=¢ =0, au terme

qui n’est pas nul, si, comme nous le supposons pour l'instant, /P et o, ne
sont pas commensurables; il faudra prendre y=o, alors { ={'==0: 'or-
bite cherchée est plane.

Il nous restera donc pour déterminer a,, o, «,, 2, et ¢ en fonction de ¢
les trois relations

(K - o) [ emimd — 1] +eQ(a o a,0,08) =0,
21401 =2
(21) 95.:[_"1 T _‘1]+E~‘2:;(°‘|°‘2°‘.=‘7~465):03
i 2
a,| e 1| 2, (2, a0, 0e) = 0.

Mais nous devons ajouter deux relations : I'une, remplacant (o) =o et
provenant de ce que T n’entre pas explicitement dans les équations du mou-
vement, et I'autre, remplacant la relation défaillante du fait de ’existence
de I'intégrale de Jacobi.

L'orbite, étant périodique, est fermée; nous pourrons donc choisir

’ L ha — (]l‘_ .
I'origine des ~ de telle sorte que - = o, ce qui donne
(22) oy (2 —2y) -1 gy(o;— ;) = 0.

Pour choisir la deuxiéme relation, examinons de plus prés la forme des
équations (21) : reportons-nous aux équations (16); le systéme qui donne
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les u;, est de laforme

duj,

de (o (14 0) 1), =@ (10,0 Uag o U 4) (J=1,2,3,4);

les ®;, étant homogénes du deuxiéme degré et o ayant les valeurs ¢,, — 5,

g, et — 0,3 développées, les ®;, contiennent des termes constants et des
termes d’argument

Hoio, (1+0)r, Eoio,(1+08)r, Fi(g,4+0,)(14+0)7 et FEi(o,—o,)(1+0d)1

et n’introduiront, par l'intégration, aucun terme séculaire; d’autre part,
les termes en o, et ses multiples disparaitront dans les relations de pério-
dicité : on en conclut que 2, et 2, contiendront des termes constants par
rapport aux «;, tandis que 2, n’en contiendra pas.
Si1 nous considérons ensuite les équations
duj,

dr (g(1+4 0)uj =D,

qui donnent les u;,, nous remarquerons que les ®;, contiennent des termes
d’argument ==i5,(1+¢)t qui introduisent par intégration des termes
séculaires dans les u,, et u,,: 2, contiendra des termes en ¢* seul qui ne
s’annuleront pas identiquement. Les équations (21) sont donc de la forme

(K + a,)[ e—umd — 1] e fot 20,4+ ...=0

. ~ Oy
2T +0) =
oc,,l-e &£ —1]+ef;;—+- ¢, +...7=o0,
Ty

—2im(l 451 =2 . .
o, e T—r e fy 4o, +. .. =0,

Pour ¢ = ¢ =o;=0, le déterminant fonctionnel des deux derniéres, par
rapport a «, et a,, se réduit a

et n’est pas nul si, comme nous le supposons pour l'instant, 7, et o, sont
incommensurables; on peut résoudre ces deux équations sous la forme

o, =& S, (o, &y 0¢),
o,—¢e S, (a,0,08),

les séries S ayant en général un terme constant, puisqu'il en est ainsi de f,

et f..



— 100 —
I.’équation (22) devient alors

%, — 2, —e W, (2, 2.,0¢8);

elle permet d’exprimer «, (ct, par suite, «; et «,) sous forme de série
entiére en a,, ¢ et z.
Portons dans la premiére des équations (21); elle deviendra

a

(23) (K o) [e2™8 — 1]+ 2 W (2,02 ).

Y contenant un terme constant; il résulte que 1’on ne peut supposer ¢ = o.
On peut, au contraire, fixer o, (par exemple, I'incorporer 4 K avec lequel
il apparait toujours par la combinaison K + «,); 1’équation (23) donne
alors ¢ sous forme de série entiére, commencant par un terme en €.

Les résultats eussent été de méme forme si nous avions remplacé

2T 2T . . r A
T = — par p.— (1 entier) : on en conclut que les orbites étudiées se.
I i .

ferment aprés une révolution.
Nous les appellerons orbites B.

33. Cas de commensurabilité. — Les quantités VP, ¢, g, peuvent-elles
devenir commensurables? Si les masses sont alignées, o} est négaltif et ne

peut donner d’orbites périodiques; il n’y a donc 4 examiner que le cas \/P

et 5,. Posons 6, = 7.\/P, nous obtenons la relation
PP — 2P (2 —P)+ (1 —P) 1+ 2P);

P étant supérieur & 1, cette équation a une seule racine positive en 7.* qui

9
8

8 . . . .
de g acc. Or, P varie d’une fagon continue avec les masses : il sera donc

A A ) 8 M 4 A 3 A
croit de 1 a%quand P croit de 1 4 z» puis déeroit de g a 1 quand P croit

possible d’une infinité de fagons d’avoir une valeur de A* rationnelle et
carré parfait.
Examinons encore le cas équilatéral des trois masses

o
27

, ol —ol- i p(r—p)=o.

P=1

. < . . . . |
Quand w varie de o 4 0,0385. .., 'une des racines en s* varie de o & S

L1 .. . o,
et 'autre de 1 & ;; chacune d’elles, ainsi que leur rapport, sera une infinité
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de fois le carré d'une fraction; d’ailleurs,

o+ ol =1. as (1= ) =aiok.

N )2 . .y .
Si 52 =L, p et ¢ entiers, la premiére de ces relations donne
e

2

it 2
,/.2

D’i:

Si ¢* — p* est un carré parfait, la deuxiéme détermine p. de telle sorte
que 5,, 5, solent rationnels.

Nous voyons qu’il est possible que deux des quantités \/P—, 7,, g, soient
commensurables et aussi que ces trois quantités peuvent étre des multiples
d’une méme quatriéme. Les cas que nous avons réservés peuvent donc se
présenter : nous allons les examiner maintenant.

Supposons d’abord
\F—_—[)a‘, o, =¢yo (p, q eta>o).

Nous avons alors, pour ¢ = ¢ = o, une solution périodique infinitésimale de
la forme
wu, =K, e, uy=K, ¢ (K, et K, conjugués).

IJ . I~
Uy=1,==0, {=—=sin\ Pr,

\

de période T = 2= (I'origine des = étant choisie de telle sorte que, pour
ag

< =0, le mobile traverse le plan { =0).

On a alors
h,=K,=o.

Nous allons d’abord expliciter, dans les relations de périodicité, les
termes qui nous seront utiles pour la discussion.
Eu égard aux équations (16), les cinq premiéres peuvent s’écrire :

(K, + ll)L('l’“’/a — 1]+, +etfi+...==q,
(K, o) [e ™8 — 1) 4 equ+ €2 fu4-. .. =0,
‘ _lmd-»—'lq—; ]—G—ECP i
’ ale —1 s =0,
(”'4) | ~ 7, - -
—T 40 =2
xgl_e "~——1|+€95+......:n‘
Loy N ,
—t—simampi+e(L+y)o, 4+ (L4+Y)f, ... =o.
y (1 0)y P

Nous avons, sans calcul, les résultats suivants : 2,, 9,, 9;, ¢, sont des
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polynomes homogénes et du deuxiéme degré en K, + o, K, =,, =y, =,
et L ; 0, et @, ne contiennent ni (L. +- v), ni termes du deuxiéme degré
en K, + o, et Ky + a,3 9, et 9,, au contraire, contiennent (L y)* et des
termes du deuxieme degré en K, 4 «, et K, + «.,; o, est linéaire et homo-
géne en a, et «,; f, et f, contiennent des termes en (L + v)* (K, + «,),
(L+¥)* (K3 + «,) et des termes du troisiéme degré en K, + «, et K, + .
/s contient des termes du deuxiéme degré en L + v, K, + 2, et K, -+ «,.

Si, comme nous le supposons, o, est incommensurable avec g, les troi-
siéme et quatriéme équations (24) sont résolubles par rapport & o, et «,
sous forme de séries entiéres en «,, «, v, 8, ¢ commencant par des termes
en ¢ seul ; en portant dans les trois autres équations (24), nous n’aurons,
aprés les premiers termes, que des termes en ¢*. Comme précédemment,
nous voyons que NOUS Iie pouvons supposer ¢ = o, car si nous admettions
cette hypothése, les trois équations que nous venons de former, aprés
division par ¢*, contiendraient des termes constants et ne pourraient étre
vérifiées pour o;=y=¢=o0 [¢ n'entrant, en somme, que par la combi-
naison (1 3)7 et n’étant pas nul identiquement, nous le négligerons, nous
le ferons nul dans les termes en ¢ et ¢* ou il se trouverait toujours multiplié
par des puissances des variables étudiées].

Il nous faut, avant tout, préciser la forme de tous les termes utiles.
Revenons aux équations (16), et posons

Uj==ljo—+ EUj + eyt ..,

(=1L, +el +e> ¢ +...:

les u, et , sont connus; les z et {, sont déterminés par le systéme suivant :

du;j . . o o
T e = QR ey )2 e (K o) (K o) = € (K - o) o200
+ OB A ), 00T o E(K |+ ), e 70T
+ Fi(Ky+ oy ), =077 a0 (K, + o, ) 2, eft=%m0a "

L+ . = R R
—+ IR, ( [)Y) sin?{' Pt -+ termes en o2, a,a,, 27,
d*g,

T :gLT_)Ysin\/m[‘Z(Kl+a.)ewnv+.@(K2+aﬂ)e~m=
2 T

“+ Roy €% + So, 797,
les @;, ..., ;3 ¢, ..., S étant des constantes et ¢, =g, 5, = —a,,
03 == 0,, £4 == — 0,. Nous avons besoin, dans ¢,, o, et ¢,, des termes du
premier degré en «, et «,, dans o, et ¢,, des termes indépendants de o,
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et o, :

T,

oy=u, (T)—u,(o)= "(e!“—“

—ain & ‘

—|e T —

!

-~ termes en a2,
A
2UT —

e [e K —[J
!

—2in 22
+ Le 7—1 %

=2z
C?:,_.—_([;“(T)—u;”(ﬁ):—[e’“q '—I]z
=10, (T) —w, (0) =— [e—"iiﬂ - I] g
L+ 1= 4(T) = £(0) =2 (L+7) rr
s/ & St — o\ i/ 53(0'5—'

_I]{Lo,

§ @y (K - a)) 2ty

o (20— 0y)

T (Ky— 2 )2

(Ki+2)2,
' ((s,—29,) |

i,

E (K ),
17,

8, (Ky4-ay)2,
(g, 90)) |

ay o, et o,

To( Ky aty) )

(20, + gs) ig, §

Ey (K + o), _
(20, —0a,)

Iy (K, 4+ o),
io,

A (K +2)? B (K - 2y) (K 2)
(20, —0ay) a

(o,

. Cy(Ky+ a,)?
((20,+ 0y)

20 (L +v)?
l'O'g(O'f::—[;l’_)

A (K A4 o)
i(20,+ o?)

a3, (K + o) (Ky A+ a)
{7,

Ci(K,+ o)t 20, (L+v)* )

(i —4r) (T

! < "R
— R 2.
4[)) { hva,\e

Il nous faut encore les termes de /|, f,, f; qui sont indépendants de «,
et o,; ces termes ont deux origines distinctes : les uns proviennent des
termes en ¢~°" dans les seconds membres des équations qui donnent u,,,
u,, et {,; les autres sont les termes séculaires provenant des termes qui,

dans les seconds membres des mémes équations, sont en ¢'**

pour la pre-

miére, ¢~ pour la seconde et sin VP~ ou cos yP~ pour la derniére.

~+..

. —ain 22 N
So\e ”—J)S.
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Nous avons, pour déterminer les termes indépendants de o, et 2, dans ,,

du,y . a, (Kj+a,)?
— i = |
t

_(Gx(Kl‘i_“l)(K:“—“z) Ci(Ky+42,)?

(l _ ew,:) . o eio,z)

{0, 3ig,
N (L) 1 N 2y Psinay Pt — (g, cosay Pt
2P io, 4P — o3

. _____il:-—. ()”71:>
(o, (4P —a?)

x [ZCP(KI"L o, ) e + U}J(}\: -+ 0‘:) e_mi:]

-+ [ A, (K, an)l(ezzc,: — T | @By (K +-a,) (Ky+at,)
3o, ' ioy

(1 __6—10'11)

Cy (K, + o)

O (L + v)
i,

2P
< < I 24P sina \/Fz' ~+ (7, cos2 V/P.‘r 4P e‘"’*") ]

(6—‘21'0"7___ e"mlf) -+

io, 4P —at T e, (AP =c?)
=< [ (K| +4- o) €97+ 2€C (K, + o) ¢=197]

[ AL (K, + o))

@, (K o) (K4 o) (1

p2UT\T 1Ty — Pt~
i(20,—a,) (¢ “n) (o, )
— G(KZ + o) )e—zic,-._ ey — ‘DRJ( L+ ..’)2
i(20,+ 0,) 2P
1 2\/Psin2\/Pr—io,cos2\/Pr K rom '
5 (ia’, + 4P — ol T (a3, (4P —a?) ¢

< [ @, (K, + ) e 4 F (K, + a,) e—7]

+ I- qa(K| +2,)? (¥ 1057y . "’?'4(Kl+ofl)(‘\2+ %)
i(20,+ 0,) io,

(1—¢—7%)

_ Ct'. (Ky4-0,)? (e~ 2TT_ pi0TY 4 M, (L +- Y)*
i(20,—0y) 2P
(L VP sinuy Pr-ig,cosa\ Pt L et
(o, GP —a2 (7, —a?)

= [ &, (K, -+ 2,) 677 30, (K, 4 2y) =77

L+y{ <K +a)

\'/I—) \( o (4P — G?) [(U| Sin\’FT + ?".\/F Ccos \/l—’f) Pl

—ai\Peos\ Pr+o,siny Pr]

Q(K, s LS .S =0 -
-+ S (AP — o) ((k,' [;to;.“f)) [(51 siny Pt — 27\'P cos\/Pt) e
+ oy Pcos\'Pr +o,sinyPr ]}

X 201, L ¥ sin \Pr
VP

-+ termes du 3¢ degreé en w,, el wy,. et en L2y, et Ly,
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[Les termes séculaires sont de la forme

(K, 4 o) (K, 2) (Ku - ) M = (Lo y)2N

M et N étant des constantes. Ceux qui contiennent (¢**'— 1) sont :

(20, —0.) (o, (20,4 0y) (0, (4P —al)

_[CX:,(K,—i—zI)L’_(G:;(F\,—i—a,)(Ki—fz:) C(Ry4 o)t 2l (L)

¢ [ml(Kl'*‘zl) + :Fl(Ki_'_a:)]( 2[;:%_[)

. - e
(g, Hoy—20)) |

A (K42 ) 4 B (K +a,) (Ky+2,) . C(KyH-a,)? L 20, (L - TE
(20,4 0,) oy (20, —0,) (g,(4P —a3)
e JC —ain 2

=< éx(K_l‘f‘al) 4+ df-l(l\:”l‘ o) <(: 2 6-——l>.
(o, i(o,+20))

On aurait des résultats analogues pour «,,; on obtient de méme avec {,
termes séculaires de la forme

(L) R -y )2 SOK -2y ) (K, 4= a) ]
et lermes en (¢ —1):
e (K o) __"3.:(Kt o) (K4 a)

+§(l Y
20 TG (g2 P (20, — o) (o,
el - 2 0, » E
Ci(K, 4+ ay) M, (1 +Y) |>< al,™5 -—1)

- (20,4 0,) (o, (41 —

Al Aoy 4 @B, (K 4-ot)) (K, 9‘-.')

((no,+ 0,) 17,
> K 2 N sy2T o 22
_L}(Ix.ﬂ— 2)* ‘?,D]L,,(L—!—‘\‘) 9 5<f =2 ),
(2o, —07,) (g (41 — o) \

Nous pouvons alors reprendre la discussion : en portant les valeurs de «,
et o, tirées des troisiéme et quatri¢éme équations (24); dans les trois autres,
on obtient

(K, +oay) [edmd — ] e2(K, 4-0,)[M (K, 4a,) (K, -+ ) + N (L -+ v)2] +...=o0.
(Ko o) o218 — ()4 22 (K 4 oty) [M (K, -0 (Ko - oty) 4+ N/(LA-9)2] - ==

1. ’ »
(——i_s).]—/—_smwrpa A (L4 v) [R(L v+ S(K,+ a,) (Ky4-a,)] 4., =
1= \

(23)

—O—P/”'

car les termes en ¢**"5 — 1 disparaissent.
Si K, £ 0, l'intégrale de Jacobi permet de supprimer la premiére des

THIESE MEYER. "
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relations (24), mais alors la seconde équation (25) peut étre résolue par
rapport a ¢, ct si nous portons dans la derniére, nous obtenons une équation
qui n’est pas satisfaite pour «, =a, =y=:=0, que si

LO K K, + VL) =o.

Nous pouvons prendre L = 0, nous devons prendre alors y = o, et nous
retombons sur les orbites B qui se ferment aprés une révolution.

Si L £, 'intégrale de Jacobi permet de supprimer la sixi¢me relation
de périodicité (que nous n’avouns pas écrite); la derniére des (25), aprés
division par (L 4~ 7), peut étre résolue par rapport & ¢, et aprés substitution
et division par ¢, les deux premiéres deviennent

(K4 a2 ) [ M (K, +a,) (Ky+ o) + N (L+v)]+¢...=0,

(26) (K, o) [ M (K, + 2,) (Ky+ o) -+ N\ (L 4 ¥)2] +2...==o.

Pour que ces deux équations soient résolubles en «,, «, et y s’annulant
avec g, il faut
K,[M, K, K, + N, L] =0,

K. M, K,K,+ N, 1.2]=o.

Ces relations sont satisfaites pour K, = K, = o, et nous retombons sur les
orbites A qui se ferment aprés une révolution.

Pour qu’il existe des orbites périodiques distincles de (A) et de (B), il
faut que les conditions

(27) MK, K,+ ¥, L2= M K, K, + \| L=

soient satisfaites.

Dans le cas ot les corps sont alignés, elles se réduisent & une, comme on
peut le voir de la fagon suivante : les coefficients M; N, M’, N’ sont ind¢é-
pendants de K ,, K, et L; supposons K, = K, (réels), c’est-a-dire supposons
que le mobile infinitésimal traverse I'axe des x perpendiculairement :
x =u, + u, sera une fonction paire de 7 et y = n ¢(i, — 1, ), uue fonction
impaire ; il en résulte que M'= —NM et N'=— N, ces quantités étant
d’ailleurs des imaginaires pures.

La condition unique déterminera L si K, et K, sont donnés (pour une
solution réelle, il faut d’ailleurs que M,N, <o), et les équations (26)
deviennent

M (K o) [ Ko+ Kyoy 4o o, -6, .= 0,
M (K4 o) | Ko, + Koy + a0} +-6...== 0.
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Si nous éliminons «,, par exemple, la relation obtenue aprés division par ¢
contient un terme constant qu’il faudrait annuler.

Dans le cas ou tous les corps ne sont pas en ligne droite, on obtient
encore une condition en écrivant que les deux relations (27) sont compa-
tibles, condition qui n’est en général pas satisfaite.

Dans un cas comme dans l'autre, la condition que doivent satisfaire les
masses (en plus de la condition de commensurabilité) est fort compliquée,
et la discussion en serait trés laborieuse.

34. Supposons maintenant que ¢, = ¢ g, 6, = ps (s réel et positif). Nous
avons alors, pour é = ¢ == 0, une solution périodique infinitésimale :
w, =K, ¢ u,= K, e=i7" (K, et K, conjugués),
u,—= K, ¢t w, =K, em1%" (K, et K, conjugués).
. r 27T
de période T = =".
- ag
Alors L = o. La cinquiéme relation de périodicité
T s\ P
—————=82n(L -+ 0) — +EYP;+...=0
(14 0)\P o
(9, étant linéaire et homogéne en K, +«a,, K, + a,, K; + o, et K, 4+ «,)
ne peut étre satisfaite que par Y=o si nous supposons yP incommensu-
rable avec o, et o,. Si K, par exemple, est différent de zéro, I'intégrale
de Jacobi permet de supprimer la premiére relation, et il reste trois rela-
tions de la forme

(K~ o) [e2m18 — 1] 4 62 (K + 2) [ My (K 22,) (K 4 29) 4 N (K + 2,) (K 4 2,) [+ .
(28) ¢ (K, 4 a)[eX™8  — ] +4-e2(K, +2,) [M, (K, o) (Ky+ot) + N (K 4+ 2) (K, o) ]+ . .
(K, ) [em2mt — 1] e (K, + o) [M, (K +a) (Ky -+ a) + N, (K, 4+ o) (K, 4-00,) ] .

K, ne peut étre nul; nous ne pouvons donc faire ¢ = o3 si nous résolvons
la premiére des relations (28) par rapport a ¢ et si nous substituons dans
les deux autres, nous obtenons, aprés division par ¢*,

(K42 [ R (K o)) (Ry o) = S (K + o) (K, 4= o) ]+ 2. =0,
(N4 2V [RUCKR 2y ) (Ry 20 ) = SR+ ) (K 4 2,) ] 2. o=0,

et il faut, pour pouvoir les résoudre, que

K,(RK,K,+ SK,K,)=0, K, (R'Kk,+S'K,K,)=o.
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Si K, = K,, nous retombons sur les orbites (B) qui existent méme
pour g, = m.3,.

Pour qu'il y ait d’autres orbites périodiques, les masses devraient
vérifier une condition non identiquement satisfaite.

35. Supposons enfin que yP = po, 5, =g et 5, = ra. Nous avons une
solution infinitésimale :

u, =K, eior w,—= K, e="* (K, et K, conjugués),
w, =K, ", wu, =K, e=i0" (K, et K, conjugués),
L . =
{= —=sin v Pr,
VI
27

de période T = -~ ('origine des t étant telle que pour == o0, {=0o).

"
Les relations de périodicité sont de la forme

(K Ao [exmi® — 1]
+ e (K o)) [M, (K o) (K 4 2) 4+ Ny (K A4 ) (K - 2) -+ Ry (L4-7)7 ]+ =0

et les trois analogues. . ., et

(L+7)
(1+98)\/P
4+ e (L + V) M (K +a,) (Ky -+ a,) + N (K- o) (K- a) =Ry (L) - =0,

sinap om

Nous ne pouvons faire 6 = o.

S1 K, =4 0, nous pouvons supprimer la premiére, mais en résolvant, par
exemple, la deuxiéme par rapport & ¢, et en portant dans la cinquiéme,
nous devons avoir L=y =0, et nous retrouvons les orbites (B) ou une
relation que nous reverrons par la suite.

Si L £ o, nous pouvons supprimer la sixiéme (que nous n’avons pas
écrite); résolvant la cinquiéme par rapport & 8, et substituant dans les
quatre premiéres, nous obtenons quatre relations de la forme

K, T,K.K,+ S,;K,K.+ V;L*]=0 (j=1,2.3,4)

(T,, S;, V, étant des constantes) qui doivent étre vérifiées pour que le
systéme donne une solution.

Ou bien K, =K, =K, =K, =0, et nous retrouvons les orbites (A);
Ou bien les masses vérifient deux relations obtenues en éliminant K, K,
K,K, et L* et qui ne sont pas identiquement vérifiées,
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En résumé, nous sommes assurés de I'existence des orbites (A) a trois
dimensions et des orbites (B) planes, sans pouvoir affirmer que, dans
certains cas spéciaux de commensurabilité, ce soient les seules : dans chaque
cas particulier, il serait d’ailleurs possible de lever I'incertitude.

36. Nous allons construire ces deux sortes d’orbites, mais auparavant,
nous montrerons que, dans le cas ol toutes les masses sont alignées, elles
sont symétriques par rapport a I'axe Ox.

Par rapport aux axes (z,y, 5), les équations du mouvement sont de la
forme

d*z dy - s s
Jdee _27{7: l'l(x7 V5 ST),
dry de o o
T —l—zm =y F. (2, )2, s?),
ad*s - 0 e
—E =z F,(x, 92, 32).

Elles ne changent pas par la transformation

z=ua', Yy =1, 5=—2z, (=—1"

il en résulte que si nous prenons les conditions initiales

dy ds dx
— = —— =, Yy —=5= = =03

r=a,, = d, ,
" dt * dt i dt

ly ds . . l . . .
z, j—[“—;, Zﬂ seront des fonctions paires; y, 3 el ((7";-3 des fonctions impaires de ¢;
d’oll symétrie par rapport a I'axe Ox et par rapport & I'époque t =o0; si

I'orbite est périodique, elle coupera donc Oa perpendiculairement &
chaque demi-période.
Considérons d’abord les orbites (A) et supposons que pour ¢ = o,

__dx

V=E=m =

c'est-a-dire a, = a, et a, = 2, ; s ce choix est possible, les orbites obtenues

seront telles que, pour v = —%,
)

U == U,. u,=u,, =o,
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c’est-a-dire

(1 Y N
o) e e VPl 4eQ =o,

i0y 1451 — G +B
\P VP c6) —
x| e —e +e&,=—o,

IJ .
————=sinmd+ e, —o
(t+23)\P
(en faisant y = o0 comme nous en avons le droit). Ces relations ont une
solution unique en o,, «, et 3, développable suivant les puissances de ¢ : ce
résultat est immédiat car o, 3£ 2m/P.

Considérons ensuite les orbites (B); avec les mémes hypothéses, nous
avons les conditions

K [0 — ¢T0] + Q2 =0,
| imoad) 22 —imnady 2
a,le O —e 1| 4+ eQy,=0

(en faisant o, = «, = 0) qui déterminent une solution unique en «; et c.
Or, ¢ étant donné, il existe une seule orbite périodique : elle est donc
symétrique.

37. Construction des orbites A. — Posons donc

Uj=Ujg~+ eljy+ U4 . .,
= Co+el) +e28 +...,

0= €20, +....
on a d'abord
L . =
Uy == Uy == Uzp= U,y =0, Lo=—=sin\'Pz.
\
Les termes en ¢ sont donnés par
duy, . du,, . .
d'; — o, u,=U,,, s (o, 1y, = U,,,
du, . du .
TT”—IG'QU.J,:U“,, a’T“ —ioyu,, =U,,,
d*g
—— +Pt=o
dz* ¢ ’

2

les U, étant de la forme AL} ; les u; et {, devant étre périodiques et de
période

2

Bl
X
’
—
o
Nt

.

T=

Ik

et i (0)= =2 = o.

-

1

-
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Nous obtenons
wy=ai" + aj¥ cos2\'Pr 4 b sinn | Pr.

y==o.

Jnsuite, les termes en ¢ sont donnés par

du,, . N

2 — T
S o= 15,0,t,+ Uyy=c,
iy, . N B

I F T Uy —=— 10, Oy lUyy+ Un=—0,
du . NN }
(Tl = (g,0,u,,+ U,y=o,
¢

du,, ) N :

= A Ioy U =— Iy 0.+ U,y =0,
d*Ts

dr? + Py =— 2Pd¢, + V..

V, étant de la forme
C, sin\ Pr+ Cy'sin3 | Pr:

les u;, et {, devant étre périodiques, de période

__ 27 _d (o)
T.._ \/}_) et C‘.’(O)“— '—‘—;IT——‘—O.
Nous obtenons
s Clzl)
Ujfg=— 0, 0y — —
7 aL\/P

el

— (',[3 sin V/l_)‘r — 8in 3 \/l_)f'].

Il est facile de montrer que le procédé pourra se continuer indéfiniment :
supposons que jusqu’a unc certaine puissance n — 1 de ¢, on ait développé
la solution, jouissant des propriété suivantes :
Wish=0 (j==1,2.3,4%), Cokst = 024,1=0,
ox==somme homogéne de sinus de multiples impairs de Iz,

U} a1+ =somme de sinus et cosinus de multiples pairs de \'Px.

Les termes suivants seront donnés par

du;

/mn g — ; 1
—L —doju= io; Orthjr—i—= Uju.
dz /

2
= I o E: 3 o\
d=2 -+ l):" — ] I)')“ :" - )‘53 07,:“_,/1._/,'-5 - \ e
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Reportons-nous aux équations (16); les seconds membres des quatre pre-
miéres sont de la forme

(1+0)[e®,+ @, ... 4+e"®,-+...].

®, étant une fonction homogéne de degré n +ten %, v, {, donc en u; et 7,
L n'entrant d’ailleurs que par son carré.

Le coefficient de ¢ dans ®, s’obtient en prenant I’ensemble @ des
termes de poids p en u ;. et 7, (les {; entrant dans leur ensemble & des puis-
sances paires seulement); donc

U= 2 0, ®'r—r—,

Si g est impair, le terme correspondant disparait; nous allons montrer
que les autres termes disparaissent aussi si n est pair; en effet, un terme
quelconque

N0 1 Ky 7% *, &£ a € et
R TR el R Vbt 3 (e AR 724 TR T S A 1 R 25 S .,;,ocr?' N

est tel que (¢ étant pair)
Kyog~t+ oy oo Sgg+ gy - Ayt oy
+ o+ A+ ...+ By + B . =p .

Oy 200, 30, = Oy 20 L Ay 20,
-+ 0!.,1+20t,,|+‘..—¥—{31 +2@._‘ 4= n—=p—yq.

S'il y a des 3 d’indice impair, le terme est nul; s'il n’y a pas de 3 d'indice
impair, la somme des 3 d'indice pair est paire; donc,

!
2 Xk el 2 }.'2//;

ko

sont de paritédifférente ;leur somme X(k - 1)a, estimpaire et Z(2A 1),
est impaire, par suite différente de zéro; le terme contient donc des u;, (4 pair)
et disparait.

Quand 7 est impair, U}, est unc somme de sinus et cosinus de multiples
pairs de VP = (car les Z; entrent, dans leur ensemble, & des degrés pairs).

D'ailleurs U, et U,,, U,, et U,, sont & coefficients conjugués.

Etudions de méme le second membre de la derniére des équations (16)

(L0 eV’ -, on+ e, 400,

les W', étant homogenes et de degré n - 1 par rapport aux u; et 7, maisles J
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entrant sous forme impaire, nous pouvons écrire
Vn=2 6;‘ 6%’““.(,"_"—,’“’_"0"\.

Si p ou g est impair, le terme correspondant est nul; si p et ¢ sont pairs
tous deux, un raisonnement analogue & celui que nous venons de faire
montre que V, =0 si n est impair, et que si n est pair, V, est une somme
homogéne de sinus de multiples impairs de y/P .

D’ailleurs, V, ne changera pas si I'on change : en — ¢/ : tous ses coeffi-
cients sont donc réels.

Alors si n = 2m, nous avons

djom .
d‘l’ —_— ldju,'_.l,n: o,
................... R rm
A*Lam (2A+1) o}
T Plop=— 2P62n,§0+2 Gl sin(2Ad +1)yPr.
X=0
Donc,
A=m
8 Cfl) . —
Ujom==0, Oy == L‘\’;ﬁ, Cm:Z C(}}ﬂ'—]) SIn(z)‘ —+ I) \/PT
2 A=0

Si, au contraire, n = 2m -+ 1, nous avons

d A=m+1
Uy om i . P ; = . —_
L — it = A+ D AR cosady/Pr B sinady/Pr.
A=1
........... R
A* Loty
e + Plomyy =— 2P mpiCos
)
d’ou
o
O2m+1— 0, Lomr1=0,
h=m-1
. — g0 f2\) VP {2\) i P
Uj amry = Af2m-1 2 Q am+ cos2A Pt - bi,?m—H sin 2 A \/PT

A=1

Le procédé continue donc indéfiniment.
En pratique, dans ce cas, il est plus simple d’opérer, par la méme
méthode, directement sur les équations en x, y et 3.

. . ;. 2T
38. Construction des orbites B de période — . Nous pourrons supposer que
1

THISE MEYRR. D)
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pour T =0, ' = 0, c’est-a-dire que pour = =o,

o () — ) +o(uy—u)=o

et que
L=U;+ Uy+ Uy+ U, —a.
Alors
a . a
Upo—7 e, Uso =7 e=ior, Ugo== Uy = 0.

Les termes en ¢ sont donnés par

les U;, sont de la forme

C}:n —+ C/‘gl2) 207 D}?) e—'zic,r;

. L e 4. , . o1 .
les u;, doivent étre périodiques, de période —, et vérifier pour ~=o les
Tt ) o,

deux relations
Oy (s — Uay) + 0y (g — Uy ) == 0,

Uy == Ugy = Uy + Uy, == 05
nous aurons une solution de la forme
U= c(‘()')_'_ C(,',) eia,r+ 0(122 e2ia,r+ d(a‘n) e—ic,r+ d(]ﬁ‘) e—zzo‘,‘r,
Uy = )+ c4)) @177 - ¢2) 20T 4 gff)) e—101T 4 d3) e~ 0T,
Uy = ') + @) g2 + dip) e—2oiT

Uy = C.E‘o’) 4 0(421) PRICRS + df“ 2I) 20017

D’une facon générale, le terme en ¢ sera donné par

duyn . . s
Zc — lotin= 10,00 U+ 10, E 0%ty n—t—+ Uyy,
ko
du, . . .
d:' 4 00, Uy == [0, Op Uy — 10T, 2 Oxtts n—i—+ U,y
k#o0
du . . '
ke L B T i, E Ortty nt+ Uy,
dr
k0
du, . . '
=2 oy U, —=— w,z Ortty n—r—+ Usn,
dr
kF#0

les U, étant des polynomes en uj, (k< n) de degré n -1 en nous repor-
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tant aux équations (16), nous voyons que le changement de 7 en — ¢ inter-
vertit les équations qui définissent, d’une part u, et u,, d’autre part,
u; et u,; les fonctions initiales u,, et u,, jouissent de la méme propriété; il
en sera de méme a toutes les étapes du calcul : u,; et uyy, wy et u,, (k< n)
forment des couples conjugués; il en résulte que le coefficient de "
dans U,,, et celui de ¢ dans U,, sont conjugués. Mais nous avons montré
que la détermination de &, est possible; donc

s _A+Bi _A—Bi

io, — {0, ’
A est donc nul et ¢, réel.
On obtient ensuite les u,, sous forme de somme de la forme
k=n+1 k=n+1
(,}«,xl)_‘_ 2 (.;ﬁ‘ ekoy Z diﬁ) e—‘zilmx‘
k=1 k=1
les couples u,, et u,,, u,, et u,, étant conjugués.

Et le procédé peut étre continué indéfiniment.

Nous avons supposé, dans ces conditions, qu'il n’y avait pas de commen-
surabilité entre /P, o, et o,; la construction se poursuit de facon tout a
fait analogue, quoique un peu plus compliquée dans les cas de commen-
surabilité.

39. Donnons quelques résultats; dans le cas ou les masses sont alignées,
culs et les résultats sont relativement simples, car le no
les calculs et 1 ltat t relativement les, le nombre des
quantités qui entrent dans les équations est assez limité; en posant
o m;
p::z mjp”-, A:E _____/PU ) C: -—5—/3
ay—aj iy
nous pourrons calculer les termes du troisiéme ordre.
ur les orbites nous obtenons (en incorporant L a ¢ avec lequel i
Pourl bites (A), bt tLaeavecl lil
apparait toujours sous la forme L"¢"):

—3A + 3A(1+3P)
4P (14 2P)  4P(1— 7P +18P2)

y1:[ —3A sinz\/}—’f]e?—i—...,

VP(1— 7P+ 18DP?)

x,:a,—i—[ cosg\/I_’rJ52+...,

P I . P 3 3A2(I+3P) . P o /—- 3
“]_[\FSIHVP.]E—FGAP%[I—7P+18P2 —Cl[3siny/Pr—sin3\/Prle? + ...

9 3A2(1 — 3P 4-14P?) o ]2
[(I+2P)(X——7P—|—18P2) Clert-
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Pour les orbites (B), nous avons, de méme, en incorporant K a ¢, et en
posant

. o'41+2P
ne——bi=2"1T27,
20
me— b= 1 =2P
2p
3A(n*—2) m . n
T 8(mo—np)| o P ’
p— Alw+2) [m  8np 7 nA pr+-o”
T 8(mo—np)|l o Lo+ p? s(mp+ na) o(ha+ p)’
c___Anm(rﬁ—#z) o+ p? n nA [ﬁ_’_ﬂ]'
T h(mao—np) o(ba*+p*)  L(mp—+no)|o  Lor+p |’

&,==a, + cosa7é + 2[ @ — (@ + b) coseT + b cosaoT]e? 4. . .,

yi=-—n singre+ 2| n(a -+ b) sinor+ ¢ sin2orle?+-. ..,

5__§_3_A m(ha + 26+ ne) (——zna+rzb+c)]
I [ p(ma —np) a(mp &+ na)
3C|:m(2—n‘~’) n(h— 3n?) ]

T8 | mo—np  h(mp+na)

2

Prenons encore le probléme restreint des trois corps, cas équilatéral; les
masses finies p. et 1— p. ont pour coordonnées

Zy==71— [ et XLy=—=— I}

la solution de Lagrange donne, pour la masse nulle, la position

.2:1:—;-—;}-, J'izg’ s

l
=]

Les orbites A sont alors

I 8 " I 2
x1—<; —P-)“‘ W}———_zwlo—gp)coszr—i—\/?zsmzr]s Ay

V3 [19—=3(—2p» V3 B(1—op) V3
I LB Tty T T B gt T T e T
3p(r—p)

5, =—8InT.t + )2[sin3r—3sinr]e“,

73 —9(1—o2p

o p(t— )
73— 91— ap)

(=3
I

g2+, ..
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Pour les orbites B, nous emprunterons & M. Th. Buck les expressions
suivantes :

I .
2, = (; — .u) +€c0sa, T+ €[ a,,+ a,y, coso, T+ @y, sin o T

+ a,,€0820,7T + @), 8in20, 7] +. ..,

_\/___?_ [3\/3(1——29)

COST, T + 8y sinaz‘]
,}/1—- 2 40, +9 1

hoi+9

+ e[ b+ by cos o7+ b, sin o7
+ b, c0820,7+ b\, sin2e, 7] +. ..,

les coefficients a et b ayant les valeurs ci-dessous :

9&104—3\/3([—— 2}1.)]310

a0 =
* 27 (1 — 1)

b _Svg(l_zH)Aao—3Bm

10 = ’

27 (1 — )

ay =—(a,0+ ay,),

@\ =—2a},,

b ___3\/§(1——2p)a“+86,a’“

11 — 4g2+9 k]

by o= 80'1a.,——3\/_(1—2p.)a“

11— hol+g

. (I6U|+Q)A1o+3\/3(l— 2) B+ 16:7'18,2

s = 1202(5o? —1)

b 3\/3(1—2;}.)A1q-—160‘1A'l,, (160'2—|—3)A1.,
S 1203 (507 — 1)

. (1607 +9)A’|2—160‘13194-3\/3(1—2[.1.)13
Gra=" 1202 (502 —1)

b — 160’1A,.+3\/3(I——2p)A — (1603 + 3)B',
12_

1207 (50‘2— 1)

les quantités A et B s’exprimant au moyen des coefficients

8011—3\/3(1——251.)
haoi+9

—80,1—3\/3(1——2p)
hol+9

b= by—
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sous la forme suivante :
3 _
A= 5[7(1— 2p) —2V/3(by+ by) — A4 (1 — 2p2) b, 0. ],

A= %[7(1—2H)—2\/§(b,+b2)—22([—'){1)(5?+b3)],

, kY >
2= g V3 i —2p) (b b)),
By, :_‘%[\/34'66([—2!*)(1’1+1)2)+12\/§b1bz],
B, =— %[\/g* 66 (1 —ap) (by+ by) + 6\/§b,b2],
' 361
B'Q_[;o* oy [11(1—21.1)+3\/3(b +by)].
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CHAPITRE 1V.

DEVELOPPEMENT DES SOLUTIONS PERIODIQUES
(CAS DES MASSES FINIES).

SOMMAIRE.

Trows masses finies alignées.

40. Equations générales. Solution générale pour ¢ = o. Forme normale. Intégrales premiéres.
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41. Orbites de période W
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Existence. Symaétrie.

44. Construction de ces orbites.

48. Orbites de période 2. Existence. Ce sont les orbites elliptiques de I.agrange.
46. Cas de commensurabilité.

47. Cas de n masses finies alignées.

Trois masses finies en triangle équilatéral.

48. Equations générales. Solution générale pour ¢ = o. Forme normale. [ntégrales premiéres.

. X . .
49. Orbites de période s Existence. Construction.
1

30. Orbites de période 2. Existence. Ce sont les orbites elliptiques de Lagrange.
81. Cas général.

Cas de trois corps, de masses finies, alignés.

40. Les équations du probléme sont alors

d;

. dzai R . . .

et +2\/—I(I+3)-d; —(1—56)2[)\,,+exlz+...],

(2 ) d'l'f)l'_,)‘/_[(l—{-a')d_-ni—-—(l_'_a)'.‘[Y, +SY 4+ ]

9 dz? - dr - i is ey
a*¢

:(I+B)Z[Zi1+8Zi2+. . .],

dr?
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. , Pi;. 3
Xy= &;—i—zl_ _/C_,-—g—zj; Pymj,

2

3 ; P;;
Yi=n+Y 2P,: 0.,
o e 212 i 212 Y)/,
y= — E'iPUCP

Les polynomes X;,, Y;,, Z;, étant homogénes et de degré n -+ 1 aux £, ¢
dans les deux premiers, les { n’entrent qu'a des degrés pairs, dans le
dernier, ils entrent seulement a des degrés impairs.

Pour ¢ =o, le systéme se décompose : un systéme au { et un systéme
aux £ et 7.

L’intégrale générale du systéme aux { est (pour e =o0):

¢t =L,a, ein+8T_ L.a, e—m'*'a’f—l—zn‘_,m:,(a.!— a)[L, eint-+ORT i L, e—i.1+6‘ln] 4+ L, +Ly(1+9)r,
to=L,a, e+ Log, e=1 8T mm (@, — ) [ Loy e+ L, e=11+8t] - L, - L, (1+9)r,

z=L,a, e+t L,a, e“"l'+5’f+m, my(a,— a,)[L, e8Ity L,'e—i(t—#a»h'r] +L,+Ly(x -+,

avec, d’ailleurs, les deux intégrales premiéres :

ag;
27)2,{,:0, Em,'?[?':o,

d’ou L= L;=o0 (— A* étant laderniére racinede A(h*) =o0; — *<—1).
L’intégrale générale du systéme aux & et v est ;



t —
(1n-+1)(F»—1v)ww
(—1)("v —'w)Fuchw
(u+1)('v—1v)ww

(u—1)(Fp—'D)fw

(n+1) (v —tv)hwtw
SICCSI.&V:M}S
(u 1) (' —tw)wtw

(u—1)( ' —tD)lwtw

T —
(7-+1)(*»—w)
(1p—1) (v —w)
(u+1)(*—p) T

(u—1)(*n—v)Cw

7]
(p—1)(*o—"D)"w w
(-+1)(Fo—W)5w w
(u—1)(*» —"D)fw w

(v —+1)(Fo—1D)0W

(1—1) ("o —tv)lwtw
(n7-1)('o —tw)hwtw
(u—1)('o—tv)wutw

(v +1)('p—tD)wtw

™
(—1)(t» —%) ww
(27 +-1)(*»—F») wtw
(v —1)(Ep—*p)wtw

(u 1) (v —"») wsw

*rafg+n2? 2(Q 1Ty
......... 1ig+1? ««Vm
“2(g+1)1—22(Q +1)0Ty

a(g+)—2 OY

T 1)y iy
.......p@;.:@l.ww“

......... .im.TSQw mz

1(g+1107-2 7Y

2(g+1)022 ¥Y

D @ » fng— g — e — T afgean—2 ¥y
tpp — ipe— g — ‘p » (7% S PP g2 T
ey, (373 21N 3 3 13

16
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avec les intégrales premiéres :

mygi== m‘—i‘;i’— myn;— m-@’—o
jei= i = 1= ige — 9

qui imposent

K=K, ,=K, =K,,—o;

c? et — o? étant les deux racines de I'équation en g* :

et

gt—g¥2—RM)+ (1 —R¥)(1+2h*) =0

h> 3
I_’L“(a+1)2+?_ —E/ﬁ (o he
-+n —éhz _(0-_1)2_@_&—(0'—1)2_/"2’

2
20 o241+ 202
"= o241 — N? - 20
i 2017 :—924—1?4—2,!2’
—pi*+1—A? 2p1

Nous sommes amenés & faire le changement de variables :

Ei= a,u,—3a, uy+mym(@y—a,)[(14-n)e,~+ (1 —n)u, (1) s+ (1— 1) u,)
-+ %ialuri— Ay Ug—+ Ug—+ U\,

fa= @y uy,—3a, uy+ mum,(ay—a,) [ (14n) e+ (1—n)u,+ (11w~ (1—10) u,)
+ %f.ag U; - Ay Uy Ug—+ Uy,

Ei=  a u,—3ayust+momy(a,—a,) [(1+n)us—+ (1—n)u, - (1+ ) e~ (x—10) )
4 %l'a:, Uyt Qyllg =+ Uyt Uy,

Cm=—3a,u,+ a uy+mom(as—a,)[(v—n)u,+ (14n)u, (1 —lu+ (1L ug)

2l
-+ ? A Uy — Ay Ug Uy~ Uyy,

"= (1+ 0) { ayiu,+ 3a,lus+ mymy(a, — a,)
X [(1-+nr)icu;,— (1 —n)icu,+ (1+ li)pu;— (1 — li)pu,]
“+ @, u; 4+ (1 — i)u,,——iu“,;

7%,= (1 + 0) j —3a,iu,— a,ius+ mymy(a,— a,;)
X [(1—n)icu,— (1 +n)icu,~+ (1— ) puy,— (1+ li)pu,)
’ ——a,u-,—q—(l—{—i)u“—l—iu,,},
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Le déterminant de cette transformation n’est pas nul, car c’est celui d’un
systéme fondamental d’intégrales du systéme aux § et v; (pour e =10). Les
équations aux § et 1) prennent alors la forme

w, — i(1+9d)u, =e(1+9)Q,,

wy + (14 0)u, =e(1+0)Q,,

w, —ioc(1+ d)uy =¢e(1+9)Q,,

w, +ic(1+9d)u, =¢e(1+9)Q,,

Wy — p(i+8)u, =e(1-+8)Q,,

(31) wy + (14 0)u, —=e(1+06)Q,,
' «, — (1 +0)Qs,
uy ~  (1-+0)u, =e(1+ 0)Qs,

uy + 1+ 0)u, =e(1-+98)Q,,

Wig+ 1+ 0)u— (1+ ) uy =e(1+3)Q,,

), — (14 0)uy, =e(1+ 9)Q,,

wyg— (14 0)uy— (1+0)uy=c(1+3)Qy,

les Q étantdes séries en & dont les coefficients sont des polynomes homogénes
aux u; et {; ayant les mémes propriétés que ci-dessus.
De méme, en posant

C==a, 91+ ay v+ mamy(ay— ay)[vs+ 0, ]+ 05+ o,
=0+ 0)[a,iv,—a,iva+ mym;(a,— a;) hi(9,— 0,) + v, ],

(32)

nous obtenons

of— i(1+3d)p=e(1+ 0) Ry, Vot (14 0)r,=e(1+ 0)R,,
(33) 3 vy — (14 0)v,—e(1+ 0) Ry, v, 4 th(1+9d)v,—e(1+9) R,,
. —=¢e(1+ 9) R, ve— (1+0)e;—=e(1+ d)R,.

Les équations du mouvement admettent dix intégrales premiéres.
Les six intégrales du mouvement du centre de gravité (que nous avons
fixé a I'origine) donnent ici :

Vy=¥P;=—=<0, Uy == Uy == Uy == U ;35— 0.

nous pourrons réduire les équations (31) aux huit premiéres, et les équa-
tions (33) aux quatre premiéres, en faisant dans les seconds membres :

Pyo= Pym= Ug=—=..,.== U,;3=—O.
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Les intégrales des aires s’écrivent, par rapport aux axes fixes :
p m,(x, % — Y,%’> =G,
2 m, (Y, % — Z,%) =C,,
2 m,(Z, % — X,—‘%) =G,

Or, la rotation des axes mobiles étant constante et égale a 1,

X,=wx,cost — y,sint, Y,=xz,sint + y, cost;

d’autre part,

x/:a,+e

.
&+ n,—E .
AL > Ly . A z,=¢g,, t=(1+ d)r.

==€
X >
Si nous posons
@1:21n,(xj—l—)}-’+x,)’/f Yix))
C
; N - Lt N;— 2
:Em,aj—s—ez;n,a,[g,—kn,q—; ;+§/J+s-[...]

i .
_—:Zm,a}-’—k €3 u72m/(1j+ erf...],

N\ .
(1)2:2‘771,({1:,5}—,:/.1:] + ¥,5]
92

¢ &? .
:szm/a/;fa 4o 2| 1 —&) +

I+ 0

C;(gl_.— ) — C/(E.’] +n’j):|
2

—ei(v,— s’z)Zm,a}"—l— e ...,
(Dl:Z’n/[.}//:'J— 5,5, —2%)]

:eZma/Z/+ %22”1/ [itj (7)/—5,/)]:—%/(7)1 —&) g(8+ 77/)]

—=—c(p+ w)Em,a}—\— ef...]

(les dérivées 2/, y', 5’ étant prises par rapport a ¢, mais &', v/, { étant prises
par rapport a ©), les intégrales des aires s’écrivent :

®,—=C,, @, sint -+ @, cost = C,, — @, cost + @, sint =C,.

La premiére seule ne contient pas ¢, ou 7. Mais, 7, et T étant deux valeurs
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de 7, nous tirons des deux derniéres intégrales les relalions

D, (t,+ T)cos(1+0)T — D, (7,) + ®y(7y+ T)sin(1+9)T =o,
@, (7+ T)cos(1+49)T — @,(7y) — By (ry+ T) sin(1+ )T =o.

S'il existe une solution périodique, de période T =< 24, nous avons, pour
cette solution, quel que soit 7,

®,(7y) = Dy(7y) =0

et il en est de méme si T =24= et S = 0. Nous voyons en particulier que ¢,
et ¢, ne peuvent avoir de termes indépendants de ¢.
Si T =2kmn, d =o, les relations précédentes donnent seulement

(pg(’l'o—}- T) — ‘D._,_("L'n) =0,
D, (7,4 T) — ®,(7y) =0,

et nous en concluons que ¢, et ¢, sont périodiques si les autres variables le
sont.

Mais, dans ce dernier cas, la solution étudiée est périodique, non seule-
ment par rapport aux axes mobiles, mais aussi par rapport aux axes fixes;
d’autre part, la solution de Lagrange, circulaire, dont nous sommes partis,
subsiste quand on donne a son plan une orientation quelconque autour de O;
nous pourrons donc supposer que

(I)._,: ‘D';: 0,

cela revient a remplacer notre solution circulaire par celle dont le plan est
perpendiculaire au moment de la quantité de mouvement; cela ne diminue
pas la généralité du probléme.

En définitive, nous poserons

. . . 0 .
(I),:Zm,-aj[1+e§l*l], (1)2:u2m,-aj F,, (I),‘:—sZm;aj F,,

d’ou
Fi—=u,+¢[...],
Fo=(vi— ) +e[...],
Fo—o, +v,+¢[...];

nous aurons
F,=C\, F,=F,—=o,

et nous aurons toujours L, =L,=o.
Nous remarquerons encore que la solution circulaire de Lagrange, qui
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nous a servi de point de départ, se reproduit quand on la fait tourner dans
son plan, ou ce qui revient au méme quand on change l'origine des temps;
nous pourrons donc faire partout u,(0)=o, c’est-a-dire K,=o0 (ce qui
revient a poser t =1, + e¢K. 7).

Ecrivons encore l'intégrale des forces vives :

F, ==Y, m;(Ejnj+ )
—(1+ 5)2[2 mjcin;—+ ; 2 mjmpjx(5j— k) (nj— k)
3 , .
-+ ZZ mympjx( 25— &)
3 .
-+ 7 2 m;mgp(n;— ng)? ~—2 m/m;,p/k(cj—ck)ZJ ~+ ¢[...]==const.
Nous avons, a priori, 12 relations de périodicité. qui doivent étre compa-
tibles :
ui(T)_-l‘i(o) (‘]‘:I,Q,...,S), Vi(T)_V(O) (j:I,Z, 3';4)

mais le nombre des relations distinctes est moindre, & cause de 1’existence
des intégrales premiéres.
Nous poserons encore

Uj=—Ujo+ EUj + 6211-,'3—1-...,

e e A R A S

et nous déterminerons successivement les coefficients des diverses puissances
dee.

41. Orbites de période >*. — Nous prendrons comme solution géné-

h
ratrice
uj=o (j=1,2,...,8), Py= P, == 0,
Li Li .
po—— — el p,=— — e~" L réel
3 Y R " ah ( )

(pour T = o, les mobiles traversent le plan { =o0).
Si nous partons, avec des conditions initiales voisines, pour T=o0 :

i i
Uj=2aj, P1="71 o= Vs, Vn:"(L"FV'J)'Z‘Z’ VI.Z(I“*'}’a)E’

en faisant y,= Yy, puisque le temps n'entre pas explicitement dans les équa-
tions du mouvement.
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Les conditions de périodicité s’écriront :

a 270
i—+0) = —i(1+0 v
oc‘[eu+J’l —1]—&—5(1),_—_0, o:z[ w’ 1]—1—5(1),:0,
i1-+Bjem 7. (1+a»»1—
oc;,[el“-'_)ﬂ"——l +e®,—o, o, - —1|+e®,—o,
Bjex & —(-+Bpm &
océ[e(|+)n/‘—1]+sd)5:o, ozr,[e . ——1]4—&(1)0:0,
(34) om
ed,=—o, 057(14-8) +e®;—o,.
e ! i1-+8) 22
i ) =~ -— ) —
Y1l l Jh _“IJ’{"E‘P‘I:O’ 7'—’!.6 b= ]+E'~F.:O,
i - Py 9
—(L+Y3);ﬁ[e2‘“°—1]+ eW,=o, (L+y3) [e 28 __ 1] 4+ W, =o.
‘ . . D(F,F L ye . OF
Le déterminant fonctionnel ﬁ;‘—‘—’; seréduit pouroa;=y;=e=1=0,4a 5=
] 3
Or, dans les conditions indiquées,
oF Y . .
Jos 2(1+ 0)2m, mzrnJthz mymy(a, — a,;)?;
3

le déterminant n'est donc pas nul et I'on peut supprimer les relations de
périodicité relatives a u, et ¢,, et lesremplacer par des relations arbitraires.
D’autre part, nous avons £ >>1; si nous posons ¢ ==Ah, quand A varie de

%, et ne peut étre ni un entier ni l'in-

verse d’un entier. Alors, les relations (34) donnent

14 + oo, A reste compris entre 1 et

aj=eS;(as, Yy, 0, €) J=1,2,...,7)
71‘255} (0(3, y:haae) (.j:I, 2)‘

En portant ces valeurs dans la derniére des équations (34), elle devient

(L —+7vs5) ﬁ[e—znﬁ_ 1]+ e R(oy, v,y J, €),

R contenant des termes en (L4 y)* qui ne sont pas, en général, identique-
ment nuls : nous ne pourrons donc faire 8 = o0; au contraire le coefficient de
n’étant pas nul, nous obtiendrons

0==e*S(as, Ty, €)-

En reportant dans les expressions des «; (j =1, 2, ..., 7) et de v, et s,
ceux-ci seront aussi exprimés sous forme de séries en ay, v;, €.
Le paramétre v, entre toujours par la combinaison L + v, ; il peut donc
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étre fait nul, ce qui revient a 'incorporer & L; «, n’a d’autre effet que de
faire tourner dans son plan la solution de Lagrange initiale, il peut étre
pris égal & o.

r I3 . T . ro® 27 .
En résumé, les solutions périodiques de période - existent.

Nous allons montrer que I'on peut choisir les conditions initiales de telle
sorte que les orbites obtenues coupent O orthogonalement a chaque demi-
période. Les équations du mouvement en x, y, 5 [équation (8), Cha-
pitre II] ne changent pas, si 'on change y, en —y;, z,en —z;etten —¢:
il en résulte que, si 'on prend les conditions initiales :

dy; a’z,- dx/
xzi=a;, th—:b/, T = Yim=aj= =0,

les «; seront des fonctions paires du temps, et les y; et z; des fonctions
impaires : O sera un axe de symétrie.
Avec nos variables, ces conditions initiales deviennent :

)= Oy, Oy = Oy, Oy == Xy, Gy == 0, Ti+ Ya==0,
et il nous suffira d’écrire qu’au bout d’'une demi-période :
. iy ({.I)i o o
T—.E 9 _(ﬁ =Y;m==%;—=0,
c’est-a-dire
U, == U, Uy=u,, = 1, wy=o, 9~ =0, 0y v, = 0.

Ces relations s’écrivent :

W+8) T —i(i48) R = ildm < —i+3m 2
o, e k¢ Pl +ed,—=o, ayle e e ®=o0,
] ~ 0
(14+8)TC 5 — (10T = , aq T '
oc,.,[e "—e ”]—i—sd)s:o, oc7[1+o]7L +ed,=o,
i4+8) & —inad) = i ocoms s ,
YiL€ h—e " l+eW =o, (L_g_-[")z—h[e”‘ —e ]+ W, =o.

Si nous incorporons y; & L (y,=0) nous avons, pour déterminer «,, a;,
ay, %, Y, et 8, six équations qui sont résolubles par rapport a ces variables.

42. La construction de ces orbites se présente d’une facon tout & fait
analogue a celle des orbites (A) du probléme restreint. Nous posons

Uj=— Ujo~+ EUj+ E*Ujo+. ..,

Pim= Vo Evi 20+ ..,



nous connaissons les u;, et ¢, :

- — _— IJ l. i/l- IJi [/1
1j,— 0, e ", 0. == — P ¢, — pihT
J : 10 24 : 50 T y 40 _/1,

Dans le calcul des termes en ¢, les (), se réduiront a des termes en ¢=**
et des constantes, les R; seront nuls; en tenant compte des conditions de
périodicité et des conditions initiales, v;= 0, nous obtiendrons

wj = a/"l + “,"n ety b/_l' e-—zihr’

Vji— 0.

D’une facon générale, nous aurons, pour déterminer les termes en ¢ :

n--1

, . N . N .

Upypy— L Uy — O 0ty 1 S‘ 04 lly y—t L‘ 7
| dind
! 2
' . . . VWS

Uy =+ Uypy=——{ Opllyg— ( } Ostls i+ Usn,

, . C oA R SR .
Uiy — (T U == (TG0l =T 0ty i+ Ui,

, . LA . ~ 3
Wiy (0 U, ==~ (GOl y— (O E Optt, o i+ Uy,

' I ~

Usp— PU;= 00, U0+ 2 2 Oplly o~k U:m;

o ’ P N - l
( 35 ) U+ DU==— D0uUsy— 4 Oty n—i —+ Ui,

, .
Usp - Ul

’ by ~\ T
Ugp—  Uypy=— Opllyy— E Oflly i+ L‘mn

, . i . 5 \
Cin—1 V== & 0,0 4-F1¢ Ok ¥ yn—lc = ¥ tiny

, . N RN v
Cop— 1 £ ==—1 0,¢,,— O Vo n—tit Van,
£l — l'/”’.;u: ihau Py L E O LI v:;m

. = LN A -
"';n_‘_ t/u".n:"‘ 1/1011‘:,'.0_1 2 O 8, okt \ any

Admettons que les termes précédant e satisfassent aux condilions sui-

vantes :
o) == 0,

Fafry = Oaki =0,
sk —=somme des puissances paires de ¢*¥7,
.4 =—somme homogéne des puissances impaires de ¢*=/7,

THESE MEYER. 17
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Les équations du mouvement ont, par rapport aux variables « d'une part,
et aux variables ¢ d'autre part, la méme structure que les équations du
probléme restreint : I'induction obtenue dans ce cas, pour les orbites A
subsiste; ici, cependant, nous avons deux relations pour déterminer c,,
mais nous les savons compatibles et nous verrions (u’alors, elles donnent
pour o, une valeur réelle, car les équations en ¢,, et v, sont conjuguées.

Nous savons d’ailleurs, et nous pourrions le vérifier en utilisant a chaque
étape, les équations en .r, y et s que : x;, ne contient que les cosinus des
multiples pairs de A7, y,, que les sinus des multiples pairs de /< et 5, que
les sinus de multiples impairs de A~.

. , . 2T . P, .
43. Orbites de période . Nous prendrons la solution génératrice :
1,=k &7, i, =W ¢~i°% (K réel),
w;j=0 (f=1,2, 3,6, 7, 8) SE=N

(pour = =0, le mobile traverse, perpendiculairement, 'axe O.r). Prenons
des conditions initiales voisines :

7N (N o, — K+ 2, "=z, £ =,
en faisant «,=x, puisque le temps n'entre pas explicitement dans les
équations du mouvement.

Nous avons les conditions dc¢ périodicité, parmi lesquelles nous consi-
dérerons d’abord

T g iE YL
P40 =— . C ) )
}'l[e - -|l—l—s‘l'l'__;u, ".[(f i ——l!--}—i‘lﬂf_n,

i -02R n —1 140 2R A

"/,;l_e ‘7———1_l +4- e, =0, ““.,Il' ) ’7——1] e, = o.
Toutes les fonctions 4" contiennent en facteur un terme linéaire aux vy si
donc nous résolvons les trois premiéres relations par rapport a y,, v., vs et
substituons dans la quatri¢me, elle sera divisible par vy,; mais, aprés
division, elle contiendra un terme indépendant des «, v, ¢,  : la seule solu-
tion acceptable est donc v, =y, =v;=y,=o0, et les orbites étudiées sont
planes.
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Il nous reste les huit conditions :

1+ 22 —i(l 49 2
oc,[ell o —1]4—5@1:0, oz._.[e R —1]4—3@._,:0,
(K+a,)[e™® —1]+e®,=—o, (K+a,) e —1]+ed,—o,

(36) (1B 2 —(1++D)2T i
ot,,[e e _ 1]+ e®,=o, aﬁ[e ’ C—1|+ed,=o,

2T
e®.— o, o:7(1+8)—g— +ed,=—=o.

Mais le mouvement étant plan, il ne nous reste que deux intégrales pre-
miéres : la premiére intégrale des aires et 'intégrale des forces vives. Or,
pour a;=c=c=o0,

D(F,,F,) JF,
D(uqyy uy) ™ duy
et

% =4mymym,(1+ 6)21{2 [mom;(a,— a;)*(n?c*—1) — aM*myaip,.]

Mais en tenant compte des relations qui définissent la position d’équilibre

relatif
o h2
2 myaypis— (Z mel:Pn) <Z ml“?) :M‘ 2 myat,
Z mym,(a,— a;)*—= Mz m,al.
On a done
dl—:I N\ 9 .0 9
d_u: =hAmm,m;M (1 + 0)*K[n?c>—1— 2h~]2 m,a?,
mais
- 20 _a*41+42h?
T gtd1—hr 20 ’
d’ou
n¥e?—1—2h*=a*+ n*(h*—1)>o.
Donc
D(F17 FA) .
D(u:h u’l) < ’

nous devons supprimer les relations de périodicité relatives a u; et u,; il
nous reste six conditions pour les huit inconnues «; et ¢; nous pouvons
déterminer a,, «,, &;, &g, «, sous la forme

O(/:SK,‘(OC;,, X, a,é) (./.:la 2, 5>6> 7)
et nous obtenons une relation

(K + ay) [e—2m — 1] 4 2@ —o.
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®' contenant des termes du deuxiéme degré en K + a,; nous ne pourrons
faire ¢ = o, mais nous pourrons au contraire tirer de cette équation

0=2e’S(=x,, o, &)

et le parameétre «; pourra étre incorporé a K ; de plus, la solution initiale
de Lagrange, dépendant, dans son plan, d’une arbitraire, nous pourrons
imposer une condition supplémentaire aux «; : par exemple ay=o.

Nous pouvons aussi prendre les «; de telle sorte que la solution obtenue
soit symétrique par rapport & Ox; en effet, si nous posons

Ol === Olg, Oy === Oy &, == g, Oly— 0,

et si nous ¢écrivons qu'’au bout d'une demi-période I'orbite coupe perpendi-
culairement Oz, nous obtenons les conditions

w15 = —14s Z
Uy— u,— 0(1[8 T —e G]—I—&(I)’l:()’
u,—u,—= (K4 oa,)[e™  — gm0 ] +ed,=o,
5= s P
(1407 — —(147 =
u,— = o:;,[e C—e “] +e®, =0,
N 1T ’
TN— ot (14 0) — +ed,—=o.
o

En incorporant «, a K, nous avons quatre équations résolubles par rapport

) N
ao, o, a; et o.

A4. La construction de ces orbites se présente d’une facon tout a fait
analogue a celle des orbites B du probléme restreint. Les termes indépen-
dants de ¢ nous sont connus :

=0 (./:1» % ;)) ()> 7 8)7

=K e, =K e 97 (K réel);
b
d’ou
x£== mym;(a,— a,)Kcosor,
my=n.mym;(a,— a,)K sinoz,

et deux groupes analogues.

Etudions les termes en ¢; les équations du mouvement en z, y ne
changent pas par la transformation

— o J—— o J— !
z=a', y=-—)' T=—1
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