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PREMIÈRE THÈSE.

ÉTUDE

DE

DIVERSES ÉQUATIONS INTÉGRALES
NON LINÉAIRES

ET DE

QUELQUES PROBLÈMES QUE POSE L'HYDRODYNAMIQUE.

CHAPITRE I.

THÉORÈMES D'EXISTENCE NON LOCAUX.

1. SOMMAIRE— Les théorèmes d'existence fournis par la Méthode
des approximations successives sont en général locaux. Dans des cas
appropriés on peut, en répétant l'application de cette méthode,
atteindre de proche en proche des résultats non locaux : il faut que le
rayon de convergence ne tombe pas à zéro [cf. les travaux relatifs à
l'équation A u = e11 ; les Mémoires de M. S. Bernstein sur les équations
aux dérivées partielles du second ordre et du type elliptique]. D'autre
part M. E. Schmidt a montré que les solutions d'une équation inté-
grale, considérées comme fonctions des paramètres, peuvent admettre
des singularités de nature algébrique. Dans ce cas le procédé ci-dessus
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est sûrement inutilisable. Il est donc naturel d'essayer d'obtenir des
résultats non locaux en appliquant de proche en proche la méthode de
M. Schmidt. C'est ce que nous avons fait, au cours de la première
section de ce chapitre, sous une forme qu'exige la rigueur, mais dont
je regrette l'abstraction. Pour pouvoir conclure, il faut compléter les
hypothèses de M. Schmidt par quelques conditions de nature essen-
tiellement différente. [Les solutions du problème doivent être bornées
dans leur ensemble, . . . ]. Il est bien remarquable que ces nouvelles
conditions sont nécessairement vérifiées quand les solutions sont des
fonctions des paramètres finies, algébroïdes et à nombre fini de déter-
minations.

Au cours de la deuxième section de ce chapitre, ces conclusions sont
appliquées à des exemples simples; ceux-ci ont été multipliés afin de
montrer la diversité des résultats que l'on peut obtenir et l'impossi-
bilité de donner un critère pratique qui définirait le type des équations
relevant de notre méthode. Ces exemples ont été tirés de problèmes
que divers auteurs avaient étudiés en appliquant de proche en proche
la méthode des approximations successives; nous avons simplement
supprimé l'hypothèse qui entraîne l'unicité de la solution. Il est vrai
que du même coup les problèmes envisagés ont cessé de correspondre
à aucun problème de Physique.

La section III aborde enfin l'étude des régimes permanents et montre
comment on peut y utiliser les résultats de la première section.

I. — Généralités.

2. Une équation intégrale est une équation fonctionnelle du type
suivant :

L'inconnue est une fonction u(s) (\ui doit être définie sur un certain
domaine d2; elle doit annuler une fonctionnelle donnée ^[«(Y)]; cette
fonctionnelle est construite à partir de u(s) par l'intermédiaire d'un
nombre fini ou d'une infinité dénombrable de quadratures, de fonc-
tions de fonctions, de passages à la limite. Dans cette équation peuvent
figurer des paramètres; nous supposerons, pour simplifier, qu'il y en
a au plus deux : h et k.
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Donnons comme premier exemple l'équation :

ou F[*/, i j est une fonction rationnelle. [Toute solution de (i) a une
^aleur constante u qui satisfait l'équation : W + /?F[M, k] = o.]

Un second exemple élémentaire est l'équation

(2) a (5) M* (5) H- 2/16(5) w(s) + Ar (5 )=o ,

où a(A'), £(«?)> C(J) sont des fonctions continues données.
Les solutions de ces deux exemples sont des fonctions de h et de k

de natures très différentes. Il convient donc d'étudier des types parti-
culiers d'équations intégrales, et non l'équation intégrale la plus
générale.

3. C'est ce qu'a fait M. E. Schmidt dans son mémoire bien connu
des Mathematische Annalen (t. G5; 1908). Il se donne une solution
arbitraire de l'équation, « 0 ( J ) , correspondant aux valeurs h0 et Ao des
paramètres. Puis il suppose satisfaites certaines conditions; quand ces
conditions seront vérifiées, nous dirons que l'équation est du type de
Schmidt au voisinage de la solution : uo(s)> /io> £«• M. Schmidt cons-
truit alors deux nombres positifs : s0 et rJ0; et il limite son étude à
certaines solutions de l'équation; ce sont, dirons-nous, celles qui
appartiennent au voisinage de Schmidt de la solution donnée : uo(s),
Ao, /**o 5 elles sont caractérisées par les inégalités

Enfin il les détermine explicitement : elles sont fonctions analytiques
et régulières de h, de k et de n0 nouveaux paramètres : œ, y, ..., ^. Ces
«0 + 2 paramètres sont liés par un système de n0 relations analytiques,
régulières dans le domaine où on les utilise et désignées sous le nom
adéquations de bifurcation

( 4 ) * ! ( / ! , ky x , j , . . . , s ) = o , . . . , * „ ( / * , A, x ) } ' , . . ., s ) = o .

Il ne reste plus qu'à discuter (4) : en effet à toute solution de (4)
correspond une seule solution u(s), h, k de l'équation intégrale ; et réci-
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proquement. Si Ao, /c0, «0(.v) et l'équation integrale sont réels toutes
les relations utilisées sont à coefficients réels ; alors les solutions réelles
de l'équation intégrale et les solutions réelles du système (4) se
correspondent.

Les systèmes de valeurs de (J?, j , . . ., z) correspondant à un sys-
tème de valeurs de h et de k ne peuvent constituer un ou plusieurs
continus que dans des cas très exceptionnels; sinon ils sont en nombre
fini; si ce nombre est i nous dirons qu'il n'y a pas de bifurcation; c'est
toujours le cas quand o est la seule solution d'une certaine équa-
tion de Fredholm homogène, qu'on peut nommer : équation aux
variations.

En résumé les résultats de M. Schmidt nous permettent d'obtenir
des propriétés locales de l'ensemble des solutions d'une équation inté-
grale.

.V. B. — L'équation (i) est du type de Schmidt au voisinage de cha-
cune de ses solutions ; l'équation (2) est du type de Schmidt au voisi-
nage de toute solution continue uo(s)f telle que \a(s)uo(s)-\- hob(s)\
ait une borne inférieure positive.

4. UN MOYEN D'OBTENIR DES RÉSULTATS NON LOCAUX. — Supposons
dès maintenant que l'équation intégrale est réelle et que le point (A, k)
reste sur un ensemble fermé 0, constitué par un domaine réel borné 0
et par sa frontière. Soit à étudier l'ensemble e des solutions réelles et
continues [u(s)} h, k] qui correspondent aux divers points de 0 et qui
possèdent en outre, éventuellement, une certaine propriété (#-). La
circonstance la plus simple qui puisse se présenter est la suivante :
e constitue un ensemble compact en soi; c'est-à-dire : toute suite
d'éléments de e a au moins un élément d'accumulation appartenant ke.
Or, pour reconnaître celle éventualité, nous possédons une règle pra-
tique : c'est le célèbre théorème d'Ârzelà, dans le cas usuel où l'espace
fonctionnel employé est celui des fonctions continues et où l'on utilise
la notion de limite uniforme : il faut et il suffit que les fonctions cons-
tituant e soient bornées dans leur ensemble; qu'elles possèdent une
égale continuité; enfin que toute suite convergente d'éléments de e
ait pour limite une solution de l'équation, possédant la propriété
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Supposons que la nature de l'équation nous permet d'établir ces
trois dernières propriétés ; supposons en outre que l'équation soit du
type de Schmidt au voisinage de chacun des éléments de e. Désignons
par V le voisinage de Schmidt relatif à chaque élément de e, dans le
cas où la propriété (# ) n'existe pas; lorsque cette propriété existera
effectivement il conviendra, dans chaque cas particulier, de définir V
soit comme étant le voisisage de Schmidt, soit comme étant un voisi-
nage plus restreint, défini par des inégalités de la forme

( 3 ) I t t ( j ) — i / 0 ( 5 ) | < e ' 0 ) | h — ho\<ri'(n \L — Â o ' < - / ) ' „ .

où
o < e'0<£0, o < Y / 1 ) < YJO'

Ceci posé, utilisons le lemme de Borel-Lebesgue : une suite finie
Vn V21 . . ., Vp de voisinages V suffit à couvrir e tout entier.

On étudiera dès lors chacun des voisinages Vi par les développe-
ments de M. Schmidt; et des résultats non locaux seront ainsi acquis.

5. Faisons enfin l'hypothèse que les solutions réelles contenues dans
le voisinage V d'un élément de e appartiennent toutes à e. L'étude de
chacun des voisinages 'v^evient à discuter les solutions réelles du sys-
tème des équations de bifurcation, c'est-à-dire l'intersection de nt

surfaces analytiques réelles dans un espace à nt-\- 2 dimensions.
Nommons usuelles les portions de cette intersection qui constituent

des variétés à deux dimensions sur lesquelles h et k sont variables
indépendantes; nommons exceptionnelles les variétés constituant le
reste de l'intersection. [L'existence de variétés exceptionnelles à plus
d'une dimension exige des conditions extrêmement particulières.] Le
nombre des solutions usuelles est toujours fini; il ne peut changer que
si le point (h7 k) traverse certaines courbes analytiques; mais sa
parité reste la même. Les variétés exceptionnelles se projettent sur le
plan (A, k) suivant des courbes analytiques ou des domaines limités
par des courbes analytiques; si de tels domaines existent, il corres-
pond à chacun de leurs points une infinité continue de solutions.

Résumons ce qui précède : le point (A, k) appartenant à un
ensemble 0 constitué par un domaine borné 0 et par sa frontière, on
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étudie celles des solutions réelles de l'équation intégrale qui possèdent
une propriété (®).

On suppose établi que ces solutions vérifient les hypothèses ci-
dessous :

( H, ) L'équation est du ty pe de Schmidt au voisinage de chacune
d'elles

(H2) Chacun de leurs voisinages de Schmidt contient un voisi-
nage V7 plus restreint, défini par des inégalités (5) et à
l'intérieur duquel toute solution réelle de l'équation
possède la propriété (S*).

(H3) Ces solutions sont bornées dans leur ensemble.
(H,>) Elles possèdent une égale continuité [ce qui, en général,

se déduira sans peine de (H3)].
(H,-,) Toute fonction limite d'une infinité d'entre elles est solution

de l'équation.
(Hb) Cette fonction limite possède la propriété

(H)

Retenons seulement les conclusions les moins théoriques, celles qui
concernent le nombre des solutions :

o est divisé en régions par un nombre fini d'arcs de courbes,
analytiques dans un domaine qui contient o. A l'intérieur de
chacune de ces régions le nombre des solutions exceptionnelles
de l'équation étudiée est constamment nul ou infini, et le nombre
des solutions usuelles est fini et constant (').

(G) La parité du nombre des solutions usuelles est la même à Vinté-
rieur de toutes les régions dont Vensemble constitue o.

Remarque.— Si l'équation ne comporte qu'un paramètre, h, le
rôle de o est joué par un intervalle (ouvert) de Taxe des h\ celui
de o par le segment (fermé) correspondant; celui des régions
par un nombre fini d'intervalles, en lesquels o se trouve divisé.

{* ) Nous indiquerons à la fin du paragraphe 10 du présent chapitre un cab com-
portant effectivement des solutions exceptionnelles. Dans cette équation figure un
noyau dégénéré K (s, t), ce qui nous permettra de la résoudre à l'aide de fonc-
tions élémentaires. Mais la propriété de cette équation à laquelle est en réalité
liée l'existence de solutions exceptionnelles est la suivante : soit u (s) une de
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Remarque. — Ces résultais s'appliqueront fréquemment dans les
conditions suivantes : on connaîtra dans le plan (A, A) une région À,
bornée ou non, telle que tout domaine borné intérieur soit un domaine S,
À sera alors divisé en régions par un nombre fini ou une infinité
dénombrable d'arcs, analytiques en tout point intérieur à A; ces
régions posséderont les propriétés qui résultent de (C).

6. DÉTERMINATION DE LA PARFIS DU NOMBRE DES SOLUTIONS USUELLES. —

Cette détermination est importante; en particulier :

( Si le nombre des solutions usuelles est impair l'équation inté-
(C')\ grale admet au moins une solution, quelle que soit la position du

( point (A, k) à Vintérieur de o ou sur sa frontière.

Or pour connaître cette parité il suffit de la déterminer sur un petit
domaine intérieur à o. Le procédé le plus simple sera le suivant : on
cherchera un point particulier (A', A') de o, auquel corresponde un
nombre fini de solutions, qu'on sache toutes déterminer ; il
suffirait de construire les solutions appartenant au voisinage V de
chacune d'elles pour obtenir toutes les solutions qui correspondent à
(A, k) intérieur à o et à un cercle suffisamment petit, centré en (ƒ&', kf)
[on le démontre par l'absurde]; le décompte de ces dernières sera
donc aisé.

Le principal but de ce Mémoire est de montrer que les conclusions
(G) — et, éventuellement, ( C ) — s'appliquent à diverses équations
intégrales appropriées. Le mode d'étude que nous venons de décrire
se nommera : « Méthode d'Arzelà-Schmidt ».

ses solutions, elle est définie pour 0^5^271, coiwenons que u (s ± 27c) ~u (s) ;
alors quelle que soit la constante &>, u(s — co) est également une solution.
L'équation en question est donc telle que toutes les tiansfoimees de chacune de
ses solutions par les opérations dun gioupe continu la satisfassent encoie: Des
qu'elle possède une solution qui n'est pas invariante par les opeiations de ce
groupe elle en possède une infinité d'auti es
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II. — Application à divers exemples simples.

7. Premier exemple. — Soit Péquation

(6) u($) — h f K(s, t)u{t)dt + k f H[$, t} u(t)]dt.

Les fonctions données sont supposées vérifier les inégalités sui-
vantes :
Ton a pour o < / < 0 ? 0 < O *O> —QC<;

(7) | K ( J , 0 | < A, j K(,çn 0 - K(js, 0 < s,
(8) Ilir*, *, « 1 K B , | H [ Ç j / ^ * ] - H | X , t, u]\<C(u)n.

A et B désignent des constantes; e[>, —s2] et Y][,y4 —5*2] sont des fonc-
tions de (<?, —£2) qui tendent vers zéro avec (^ —<?2); C(w) est une
fonction de| u\ positive et croissante. On suppose enfin que, quel que
soit le nombre réel u0, on puisse développer VL[sy ty u] en une série de
la forme

(9 ) H [ Ï , f , « ] =

où\/\Hp(sJ t)\ a une limite supérieure indépendante dep.
Soit F(,y, t\ X) le noyau résolvant de Téquation de Fredholm :

t)o{t)dt.

Soient \ les valeurs singulières de cette équation, numérotées par
ordre de grandeur croissante. Supposons que h ne soit égal à aucun
des nombres At; et mettons l'équation (6) sous la forme équivalente :

k f f r(M; h)ïl[t, t\u(tf

Montrons que la méthode d'Arzelà-Schmidt supplique dans les
conditions suivantes ; la propriété (&) est inexistante; o est l'un quel-
conque des domaines bornés intérieurs à la bande? A, du plan (/?, £),
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que définit la double inégalité : \<^h<^'kl+i. [S'il n'existe aucune
valeur singulière Xi? A est le plan entier; s'il existe une valeur singu-
lière Xa inférieure (ou supérieure à toutes les autres), on pourra prendre
pour A le demi-plan : h <^ Xa(ou h ̂ > Xa). ] Les conditions (H< )3 (H2),
(H5), (Hc) sont vérifiées. D'autre part r(,y, t\ /?) satisfait les inéga-
lités

\T(s, t, h)\<f(h), \T(su t, h)-T{sx, t,

où ƒ(/?,) est borné sur tout segment fini ne contenant aucun point X,.
On a d'après (10) :

(11) | u(s) 1 < BA 4- Bhkf(h),

(12) | W ( 5 ] ) — M ( S O ) | < A

Les conditions (H3) et (H4) sont donc satisfaites. Et les conclusions
(C) sont valables.

Pour k — o la solution est unique; c'est w(^) = o; l'équation aux
variations correspondante n'admet que la solution nulle; il n'y a pas
de bifurcation au voisinage de cette solution. La conclusion ( C ) est
donc également valable.

Faisons tendre h vers X( ou Xt+1; le nombre des solutions usuelles,
qui n'est jamais nul, peut augmenter indéfiniment; il serait possible
de préciser comment elles se comportent. Nous ne le ferons pas; nous
nous contenterons d'indiquer un cas élémentaire et suggestif : prenons
H[^, £, u\ = F (a ) ; K($, t) = 1; la seule valeur singulière est Xt = 1 ;
les fonctions cherchées sont des constantes u qui satisfont la relation :

Les raisonnements précédents s'adaptent aisément au cas où l'on
remplace dans la première inégalité (8) la constante B par une fonc-
tion B(z/), bornée sur tout ensemble borné de valeurs de u et telle que
[ a [-' B(u) tende vers zéro avec | //1"1 .

8. EXTENSION DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS. — Soit à étudier l'équation (G)
lorsque les inégalités (7) et (8) sont vérifiées, sans que la condition (9)
le soit. La méthode d'Arzelà-Schmidt ne peut plus être appliquée.
Mais considérons une suite de fonctions H*[,?, £, u] vérifiant les con-
ditions (7), (8) et (9) et convergeant uniformément vers H[,?, z, u] à

THÈSE LERA\. 2
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Tintérieur du domaine : o < ^ < ^ i ; o < ^ < ^ i ; —oo<[z/<^+ oc sur lequel
H[s, ?, a] est supposé continu. Donnons à h et k des valeurs fixes (h^\).
Remplaçons dans (6) H[\?, t, u] par H*[>, £, M]; l'équation (6*) ainsi
obtenue a au moins une solution, u*(s). La suite des fonctions u*($)
est bornée dans son ensemble et possède une égale continuité, parce
que les u*(s) vérifient les inégalités (i i) et (12). Cette suite a au moins
une limite, dont l'existence prouve que (6) a encore, dans ce cas, au
moins une solution si h nest égal à aucun des Xt.

Mais l'ensemble des solutions réelles de (6) n'est plus, en général,
aussi régulier que précédemment. Si -—^—%-^-* n'existe pas, ou devient
infini pour certaines valeurs de w, la plus grande complexité est à pré-
voir. Toutefois si ——' " "-* est une fonction continue le Mémoire de

au
M. Schmidt peut servir à analyser la structure locale de l'ensemble
des solutions, à condition de résoudre par la Méthode des approxima-
tions successives les problèmes qui s'y trouvent résolus par des déve-
loppements en séries.

9. UN AUTRE PROBLÈME, A PROPOS DE L'ÉQUATION (6). — Soit à étudier
les solutions u(s) de (6) qui possèdent la propriété (®) de n'être
jamais négatrves; on suppose h>Oj £>o, K(.y, t)>o et VL[s, 2, u]^> o
pour u>o et les conditions (7), (8), (9) vérifiées pour u et u0 positifs
ou nuls. Il existe une constante positive XM qui est la plus petite des
valeurs À, positives, et une fonction, non identiquement nulle et jamais
négative, W^ (s), vérifiant la relation

De (6) résulte :

/ u(s)Wl(s)ds = y u(s)^f\(s) ds -h A ƒ / [I[> *, « ( 0 1 ^ (

Cette relation est impossible si h >X*. Il y a donc lieu d'étudier
exclusivement la région A du plan (A, k) définie par les inégalités :
O<&<^/H ' , o<k. Tout rectangle o < A < a < ) M * , o<^k<^$ est un
domaine 0 pour lequel les hypothèses (H) sont vérifiées. Les con-
clusions (C) sont donc applicables.
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D'autre part pour h = k = o l'équation (6) admet la seule solution
u(s) = o; il ne s'y produit pas de bifurcation : la conclusion ( C ) est
également valable.

Remarque. — Le cas où l'hypothèse (9) n'est plus vérifiée peut être
étudié par le procédé du paragraphe 8 : à tout point de Ail correspond
encore au moins une solution.

10. UNE SECONDE ÉQUATION INTÉGRALE :

(5, t)F[u(t)~\dt = o.

Nous nous proposons d'en étudier l'ensemble des solutions réelles qui
correspondent aux valeurs positives du paramètre h, quand les condi-
tions suivantes sont réalisées : K (s, t) 4- K ( t, s) est un noyau symétrique
positif, c'est-à-dire dont toutes les valeurs singulières sont positives;
K(j ? t) est une fonction continue sur le rectangle : o<s<i\ o<t<i -,
F(w) est une fonction analytique régulière pour —oo< u <^ + oc;
F ( u ) | reste inférieure à une constante A sur l'ensemble des valeurs
de u pour lesquelles u¥(u) < o. Ainsi la propriété (#) est inexistante ;
À est le demi-axe : o<A', l'intervalle 0 peut avoir pour origine le point
h ~ o. Établir les conditions (H) revient à établir (H3) .

Or désignons par E^ l'ensemble des valeurs de s pour lesquelles :
u(s)F[u($)]^> o; soit E3 l'ensemble complémentaire de Ei par rapport
à l'intervalle (o,i). Nous avons :

fu(s)F[u(s)]ds-hh f f K(*, t)F[u(s)]F[u(t)]dsdt

-h A f F[u(s)] ds f K(.Î, O F t « ( 0 ] ^ = o .

Par hypothèse ( F | <^ A sur E3 ; d'autre part :

f f K(s, t)F[ii(s)]F[u(t)]dsdt

t: s)]F[u(s)]F[u(t)]dsdt>o.



— 12 —

Donc, B désignant le maximum de | K(,y, ï) | ,

f u(s)F[u(s)]ds<h\B f\F[u(s)]\ds.

Soit E3 l'ensemble des points de E, en lesquels | « ( J ) | > 2AAB.
Soit ç(A) le maximum de [ F ( M ) [ pour [ u [<2^AB ; il vient :

D'où
f F[u(s)]\ds<l-9(h),

l'appelons que sur Ea : | F j <[ A et que sur E, — E3 : | F j
Nous sommes donc en état de majorer

h f K|(5, t)F[u(t)]dt,

c'est-à-dire — «(^) î îl vient :

Ainsi les conclusions (C) du pai^agraphe 5 sont valables. L'étude
de l'équation pour /* = o montre que les conclusions (C') le sont éga-
lement. Enfin si l'on suppose F ( M ) continu au lieu de le supposer
analytique on peut établir, parle procédé du paragraphe 8, l'existence
d'au moins une solution correspondant à chaque valeur positive de h.

iV. B, — II est aisé de vérifier les résultats énoncés dans le cas particulier de
l'équation suivante :

a et b sont des constautes, dont la première ebt positive.
Toute solution de cette équation est nécessairement de la forme

a (s) = }> -h p. cos (s — co),

1} /y., Ù> étant des constantes. La détermination de ces constantes est un problème

élémentaire. Enonçons les résultats que Ton obtient lorsque b > o, a > - :
2
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Pour o<h< —r? il existe une solution ;

Pour —7 <h<r, il existe trois solutions;

Pour v < h< ;—9 il existe trois solutions isolées et une famille continue
b - iabde solutions exceptionnelles ;

Pour — — < k, il existe trois solutions isolées et trois familles continues
icib

de solutions exceptionnelles.

H . PROBLÈME DE M. T. CARLEMAN. — Soit à construire, dans un
volume II el sur la surface £ qui le limite, une fonction continue u
satisfaisant les conditions suivantes sur S :

dans

#(a?, y, - ) est une fonction donnée en tout point de II, continue,

jamais positive [ou la suppose non identiquement nulle]; -7- est la

dérivée prise le long de la normale intérieure ; A est le symbole de

Laplace -y-̂  + y-j + - ^ • F(«) est une fonction définie et holomorphe

pour toute valeur positive de u\ quand u tend vers +oo? F (M) tend
aussi vers + Qo ; quand u tend vers zéro, F ( M ) n'a aucune valeur limite
positive. M. Carleman a montré que ce problème admet toujours une
solution unique dans le cas qui se présente en Physique : celui où
F ' (u )>o [Math. Zeitscïirift, t. 9, 1921]-

Nous ne ferons pas celte hypothèse; il résulte immédiatement du
Mémoire cité que le problème relève alors de la méthode d'Arzelà-
Schmidt.

Nous nous permettrons d'en reproduire la démonstration. Rappe-
lons les formules classiques :

b, r) =jT|_B ̂  - l pn J eb - J f ?



- Ik

pour («. b, e) intérieur à T.,

pour (a, è? c) sur 2:.
Au est donné : -^ = F ( u ) ; d'après (i3) le problème se ramène à la

détermination des valeurs prises par u sur 2 ; d'après (12) il équivaut
dès lors à l'intégration de l'équation

•. J , z) (IJJ d\ eh)

le point (7/, 6, c)élant situé sur2 ; nous avons explicité un paramètre//;
F est supposé dépendre analyliquement de u et de //.

Soit un segment o de Taxe des />, possédant les propriétés ci-dessous :
F ( ü ) , minimum de F (M, À) sur* G, doit tendre vers + oo avec u ; F (H) ,
maximum de F(u, h) sur ô, ne doit avoir aucune valeur limite positive
quand u tend vers zéro. Nous étudions les solutions conlinuesde(i5),
«(a, 6, c), qui possèdent la propriété (ct) d'avoir sur 2 un minimum
positif.

L'hypothèse (H, ) , du paragraphe o, est vérifiée, sous réserve
d'apporter à la théorie de M. Schmidt de légères modifications, exigées
par la présence, dans ( i5) , de fonctions non bornées. (H a) et(H^)
sont vérifiées. (H-,) est une conséquence de (H3) . Il reste donc à éta-
blir (H3) et (H o ) , c'est-à-dire que les solutions étudiées possèdent,
dans leur ensemble, une borne supérieure finie et une borne inférieure
positive.

Soit K(a?, JK, z) une solution du problème, définie sur 2 et dans II ;
soit V(^r, y} ^) la solution du système

AV = ^(x. y. z) clans n. \ = o sur 2.
Posons

$ est harmonique.
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Le maximum de u sur E et celui de $ dans 11 + S sont rcalibés au
même point (a?, , yi, JS^). En ce point

Donc

c'est-à-dire

Soit a, la plus grande î acine de l'équation, dont le second membre
est positif.

'••(»•• * « ( £

On a sur 1

On obtient de même
yz_ «(a., j . c) sur i ,

a2 étant la plus petite racine positive de l'équation

F(a) rrr \ min. de f V~ ) sur

le second membre de cette équation est positif. Et les conclusions (G)
du paragraphe ô se trouvent ainsi établies.

Prenons, avec M. Carleman, pour F(JM, h) la fonction

A F ( M ) H - (I — A) w

et pour S le segment o<h<i. Quand h = o le problème est linéaire et
admet une solution unique; il ne s'y produit pas de bifurcation. Donc
les conclusions ( C ) sont également valables. Un raisonnement ana-
logue à celui du paragraphe 9 prouve que le problème continue à
admettre au moins une solution si, au lieu d'avoir une fonction F(n)
holomorphe on a seulement une fonction continue.

12. EQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, DU SECOND ORDRE ET DU TYPE
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ELLIPTIQUE. — Soit l'équation

dl a i x^u , . x au

Nous nous proposons d'en étudier les solutions réelles et continues
qui sont définies sur une aire bornée £ et qui prennent sur les
courbes constituant la frontière de cette aire une suite continue,
donnée de valeurs [non toutes égales à un zéro de F(w)]; le para-
mètre h varie de o à H-oc; a(x, y) et b(oc, y) sont analytiques et régu-
lières en tout point de S et de sa frontière; F(w) est une fonction
analytique, régulière pour toute valeur de u ; il existe une constante A
telle que

— A < F ( u ) pour o < u << H- oo,
F ( u) > A pour — oo < u < o.

Si l'une de ces solutions, u(cc7y), atteint son maximum ul7 en un
point (a?, j y, ) intérieur à S, on a en ce point

donc F(«,)<o. On peut établir l'inégalité plus précise F ^
Ainsi le maximum d'une solution quelconque du problème sera soit le
maximum a des valeurs données sur le contour, soit un point de
l'ensemble ouvert du demi-axe des u positifs, que définit l'inégalité

F(a)<o.

Le point u = a et cet ensemble ouvert constituent un nombre fini
ou une infinité dénombrable d'ensembles d'un seul tenant I,? L , . . . .
I, se réduit à a, ou bien se compose d'un intervalle et de son origine,
cette origine étant a; I, peut s'étendre jusqu'à +oo, alors I2, . . .
n'existent pas; quand L , . . . existent, ce sont des intervalles (ouverts).
De même le minimum d'une solution quelconque u(cc,y) appartient
nécessairement à un ensemble J, -H J2 + . . . de Taxe des ?/, dont la
définition est analogue; tous les points de ce dernier ensemble ont
une abscisse inférieure à oc.

Considérons, parmi l'ensemble E des solutions de (16) que nous
avons à étudier, le sous-ensemble Ert(P constitué parles éléments u(po1 y)



de E qui possèdent la propriété (®) d'avoir un maximum appartenant
à un I;i déterminé et un minimum appartenant à un ip déterminé.
Indiquons comment l'étude de chaque E„,p relève de la méthode
d'Arzelà-Schmidt : A est le demi-axe A>o, S est un intervalle borné
quelconque de ce demi-axe, o peut avoir pour origine le point & = o;
les fonctions u(x, y) satisfont une équation intégrale facile à déduire
de (16); si In et Jp sont bornés on connaît de ce fait une limite supé-
rieure de toutes les fonctions | u(a?, y)\\ sinon on connaît une limite
supérieure de toutes les fonctions |F[w(a?, y ) ] | ; d'où, par l'intermé-
diaire de l'équation intégrale, une limite supérieure de toutes les
fonctions \u(cc7y)\. Finalement les hypothèses (H) sont vérifiées; les
conclusions (G) sont applicables à chacun des sous-ensembles En./;.
L'étude de l'équation pour A = o prouve que les conclusions (C) sont
valables en ce qui concerne le sous-ensemble E n , . Au contraire, si
l'un au moins des entiers netp diffère de i, le nombre des solutions
appartenant à E,^p reste nul lorsque h reste inférieur à une certaine
limite (variable avec n et p) ; le nombre des solutions usuelles appar-
tenant à E,i>p est donc pair (ou nul) sauf, peut-être, pour des valeurs
de h ne pouvant s'accumuler à distance finie.

15. ÉQUATIONS INTÉGRALES A NOMBRE PAIR DE SOLUTIONS USUELLES. — Soit
l'équation intégrale

(17) u{s) =

K(,y, t) est continu sur le rectangle O < J < I , O < 2 < I ; il existe une fonc-
tion A ( J ) J continue et positive pour o < s < i , telle que la fonction de t

s:
ait un minimum B positif; d'ailleurs toute fonction suffisamment
voisine de A (s) possède la même propriété; on peut donc supposer

f
F(iz) est analytique, régulière et positive pour —
u"i F(u) tend vers + oc avec u.

THÈSE LtRAY.
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Nous nous proposons d'appliquer la méthode d'Arzelà-Schmidt à
l'ensemble des solutions continues et réelles de (17), A étant le demi-
plan ; A > o ; 0 est un domaine quelconque, borné et intérieur à ce
demi-plan; 0 ne doit admettre pour point-frontière aucun point de
Taxe A = o. Établir les hypothèses (H) se ramène tout de suite à
établir (H3). Or nous avons

f A(s)u(s)ds= h f f À(.ç)k(>. t)¥[u{l)\dt-hk i A{s)f(s)ds.

D'où

(18) Hh f F[u(.i)]rls< f \(s)u{s)(h — A f A.(s)J\s) <ts.
t / 0 »/o *^Q

Soit A le maximum de A(*s'); soit o (h) la plus petite valeur positive
ou nulle de // telle que l'inégalité // ̂ > <?(/<) entraîne

f (h) est une fonction décroissante de h qui augmente indéfiniment
quand h tend vers zéro. Nous avons

f Ais)u(s)</s£\<t(h)+^f F[u(s)]ds.

Et l'inégalité (18) don ne, dès lors,

(19) -Bhf Y[u(s)]ds<A9(h)-kf A(s)/(s)rls.

Soit C le maximum de , K(Ó*, t) |; de (19) et de (17) résulte

i "(5) i < "B
C f A <?(/*) - kj^ A (s) f (s) ds\ + I k/(s)^

L'hypothèse (H 3 ) est bien vérifiée.
D'autre part nous avons, puisque le premier membre de (19) est

positif,

k f A(s)fis)f?s< \ ' i ( h ) .
•A»
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L'un des deux quadrants : A^>o, k^>o et h^>oy &<o ? contient
donc une région en tout point de laquelle le nombre des solutions est

nul. Si même on peut trouver deux fonctions A(s) pour lesquelles

les deux intégrales J A(s)f(s)d$ sont de signes opposés, chacun des

deux quadrants contient sûrement une telle région . Et dans le demi-
plan h^> o le nombre des solutions usuelles est pair, sauf sur certaines
lignes. Cependant la méthode des approximations successives déter-
mine un domaine : o < h < ty(k) sur lequel il existe une seule solution
assujettie à être fonction analytique et bornée de h et de k. Il existe
donc en outre, en tout point de ce domaine, une ou plusieurs autres
solutions usuelles; les maxima de leurs modules augmentent indéfi-
niment quand h tend vers zéro? k restant borné. Le nombre des solu-
tions usuelles peut d'ailleurs augmenter quand h tend vers zéro. Ces
résultats se vérifient tout de suite dans le cas élémentaire

Indiquons également que l'hypothèse A ( J ) ] > O est superflue lorsque
| u |~~' F(*/) tend vers H-oc avec n.

Enfin explicitons l'une des conclusions obtenues : si l'équation (17)
admet une solution u(s) — g(s)9 si l'équation de bifurcation corres-
pondant à cette solution

n'admet que la solution p(^) = o, alors l'équation (17) admet une

solution autre que g(s). Autrement dit, l'équation

K ( s , / ) F [ u ( t ) ] dl = £ v ( s ) — h t K(<;. l ) Y \ ' ç ( t ) ] dl

admet une solution différente de la solution évidente

quand l'équation (20) n'admet que la solution évidente

II est aisé de forger d'autres problèmes dont l'étude est analogue.
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14. NOTE SUR DES ÉQUATIONS VOISINES DE L'ÉQUATION (17). — Nous nous
proposons d'étudier les solutions de l'équation Au = —hurp qui sont
continues à l'intérieur d'une sphère II de rayon 1 et qui prennent à la
surface de cette sphère une valeur constante k\p est un entier positif;
soient x, t des points décrivant l'intérieur de cette sphère, os, $t les
éléments de volume, r la distance de s à l'origine; nous nous bornons
à la recherche des fonctions u (s) qui ne dépendent que de r. Si G (s, t)
est la fonction de Green de la sphère, nous avons

_ A j
2 7 r Ju

• / . .

L'équation ainsi obtenue n'est pas du type (17) parce que G ( J , t) n'est
pas borné supérieurement et a zéro pour borne inférieure. Soit t une
constante positive arbitrairement faible; soit K ( J , £) la fonction
égale à G ( J , t) quand s<G(,y, t)<-> a s quand ( J ( J , t) < s, à i quand
G(5, t)>_t. L'équation

( 2 2 ) u(s)=

est du type {17). Mais — nous croyons intéressant dele signaler —
pour j o > 2 , la structure de l'ensemble des solutions de (22) s'altère
profondément quand on fait tendre s vers zéro. L'ensemble des solu-
tions continues de (22) a pour limite l'ensemble des solutions de (21)

telles que l'intégrale f ii**'(s)ds ait un sens; ce dernier ensemble ne

possède pas les propriétés énoncées au paragraphe o : une corres-
pondance biunivoque et bicontinue peut être établie entre ses éléments
et les points d'une surface de l'espace (A, Je, x); Téquation de cette
surface est

la fonction ®p(a;) est représentée graphiquement ci-après; elle admet
une infinité de maxima et de minima au voisinage de la valeur x = 1.
Toutes ces solutions de (21) sont continues, sauf celles qui corres-
pondent à la ligne singulière de la surface

'2 ( 2 U — 8 )
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ces dernières ont pour expression :

Ainsi ni la méthode d'Arzelà-Schmidt, ni ses conclusions ne
s'appliquent à l'équation (21), bien que toute suite de solutions

de (21) ait au moins une fonction limite si l'ensemble des valeurs
prises par A2+ k- est borné; c'est que cette fonction limite peut être
la fonction —^-s qui est trop irreguliere pour que son voisinage

possède les propriétés des voisinages de Schmidt.

III. — Application au problème des régimes permanents,

Ü5. NOTATIONS. — Soient «, les composantes de la vitesse d'un
liquide visqueux, soitp sa pression; le système de référence utilisé est
un système de Galilée ou un système en rotation uniforme par rapport
à un système de Galilée; si le mouvement du liquide est permanent, il
est régi par les équations de Navier :

(23) k=l
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[i. et p sont deux constantes : le coefficient de viscosité et la densité;
Xe est la résultante des forces extérieures; ce vecteur satisfait une con-
dition de Hólder ; A^ est un tenseur symétrique gauche (A,/ + Afl= o),
ses composantes sont des constantes ; il représente la vitesse de rotation
dont est animé le système de référence.

Soit un domaine II; sa frontière est une surface 2 sans nappe infinie,
sans singularité, et qui admet des rayons de courbure en chacun de
ses points; les inverses de ces rayons de courbure ont sur 2 des
dérivées premières bornées; 2 se compose d'un nombre fini de surfaces
fermées et d'un seul tenant : —,, £_,, . . ., Zj. Nous représentons un
point de l'espace par x\ ses coordonnées par (a?,, a?2, a?3); l'élément de
volume qu'il engendre par Sa;; l'élément de surface par (8a?,, oa?2, oa?3),
l'élément de courbe par (û&r,, dxu, dcc{i). Quand nous aurons à faire
usage d'un second point, nous utiliserons les mêmes notations,
œ étant remplacé par y.

Définissons un vecteur ï/,(a?) « solution régulière de (2s3) dans un
domaine II borné » :

* s à Ut ( x ) , A , , - ,
Les fonctions i(t\.c) et —r-̂ —- devront être définies et continues en

tout point de JI et d e i ; la dernière relation (^3) sera vérifiée; les
fonctions Ui(jo) admettront des dérivées secondes continues à l'intérieur
de II; et les trois premièi^es relations (23) devront définir une fonc-
tion p(,v) continue et uniforme dans II et sur 2.

16. PROBLÈME RELATIF A UN DOMAINE BORNE. — Donnons-nous un
domaine II borné et proposons-nous de rechercher les solutions de (28),
réelles et régulières dans II, qui, sur la surface 2, sont égales à un
vecteur donné, a,(a?). Ce vecteur admet sur 2 des dérivées secondes
bornées; son flux total à travers £ doit être nul. Rappelons comment
M. Odqvist a ramené ce problème à la recherche des solutions con-
tinues d'un système d'équations intégrales (Math. Zeitschrift., t. 3*2,
1930) : il a construit le tenseur de Green, GtJ(co7 y), relatif au syslèmç



et son Mémoire permet d'obtenir le vecteur P,-(a?) défini à l'intérieur
de II, solution de (25), égal sur 2 au vecteur a,(a?); on a dès lors :

(,6) « . O = - P S £ <M*,.>-
D'où "'

Les équations (26) et (27), où les fonctions Ui(x) et " ' ^ sont les

inconnues, constituent fe$ équations intégrales de M. Odqvist.
Afin d'appliquer la méthode d'Arzelà-Schmidt, supposons que les

vecteurs X((a?) et at(x) — et par suite $t(x) — soient proportionnels
à un paramètre A. Utilisons les notations du paragraphe S : la pro-
priété ( # ) est inexistante; A est Taxe réel des h en entier. Le sys-
tème (26), (27) est du type de Schmidt au voisinage de toute solu-
tion continue. D'autre part nous établirons au Chapitre II le lemme
suivant :

LEMME A, — Soient toutes les solutions ut{x) réelles et régulières qui
correspondent aux valeurs de h comprises entre les deux quantités —hy)

et + hQ. Les intégrales

S
constituent un ensemble de nombres borné lorsque leflux du vecteur af-(a?)
à travers chacune des surfaces S,, . . ., 2/ est séparément nul. ( Condition
A, que nous supposerons remplie.)

Nous en déduirons au Chapitre III le théorème suivant :

THÉORÈME A. — Les f onctions ui(x) et ^ considérées sont bornées

dans leur ensemble et possèdent une égale continuité.

Autrement dit les propriétés (H3) et (H4) sont sûrement réalisées
quand est satisfaite la condition A. [Celle-ci est d'ailleurs nécessaire-
ment vérifiée quand l=i\ quand /^>i , la considération de sources
placées à l'intérieur des frontières internes de II n'a guère de sens
physique.] Enfin nous rétablirons également le résultat classique que
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pour // = o la solution est unique ; il ne s'y produit pas de bifurcation-
Donc les conclusions (C) et (G') sont valables; et nous sommes

assurés de Vexistence d'au moins une solution correspondant à des
données qui satisfont la condition A.

Remarques. — Du paragraphe S résultent des propriétés concer-
nant la nature de la solution en tant que fonction de h ; elles pour-
raient être étendues à des cas où a, (a?) et II lui-même dépendraient de
un ou de plusieurs paramètres.

— Tout ce qui précède peut être transposé sans peine au cas de
deux dimensions.

17. PROBLÈME RELATIF V ry no>iAiSE II INFINI. — Nous supposons
donnés non seulement n et a/a?), mais aussi un vecteur ö,(a?), de
divergence nulle, régulier en tout point de l'espace, n ne doit pas
occuper l'espace tout entier; les flux de at(o?) à travers chacune des
surfaces 2 , , 2 j , . . ., 2, sont séparément nuls; enfin nous prenons
pour simplifier X t = o . Soit 2* une famille de surfaces régulières,
fermées, dont la plus courte distance à 2 augmente indéfiniment (et
a une borne inférieure positive). Soit II* la portion de II intérieure
à 2*. Soit u*(cv) une solution de (23), régulière dans II*, égale
à (x^ar) sur 2 et à «,(,r) sur 2* — nous venons de dire qu'il existe au
moins une telle solution — Le problème que nous nous posons est de
savoir si la suite w*(.r) a au moins une limite. Nous serons conduits à
supposer aL(œ) égal à la vitesse d'un mouvement hélicoïdal uniforme
satisfaisant les équations (23); autrement dit on doit avoir

a(x) étant un polynôme de degré deux au plus; pour qu'il en soit
ainsi il faut que la rotation de ce mouvement hélicoïdal soit parallèle
à la rotation dont est animé le système de référence par rapport à un
système de Galilée; ce parallélisme est considéré comme réalisé si
Tune de ces deux rotations est nulle; pour at(a;) = o nos raisonne-
ments restent d'ailleurs encore valables quand les composantes du
tenseur A(/l, au lieu d'être des constantes, sont des fonctions qui satis-
font des conditions de Hólder sur tout domaine borné et qui se coin-



- 25 -

portent arbitrairement à l'infini. Sous ces réserves nous démontrerons
au Chapitre II le lemme suivant :

LEMME B. — Les intégrales

constituent un ensemble de nombres bornés.

Nous en déduirons au Chapitre III le théorème suivant :

THÉORÈME B. — Sur toute portion bornée de II les fonctions w*(a?)
et —~-—- sont bornées dans leur ensemble et possèdent une égale

continuité.

D'après le théorème d'Arzelà les fonctions u*(x) etc u" . o n t au

moins une limite u^x), tf'W. o n déduit aisément du Mémoire de

M. Odqvist, déjà cité, que cette limite constitue une solution de (23)
régulière sur toute portion bornée de IL Nous nommerons a solution
de (23) régulière dans le domaine II infini » tout vecteur u^x} sus-
ceptible d'être obtenu par ce procédé, lequel est d'ailleurs analogue
au passage à la limite effectué au cours du paragraphe 8.

18. Nous chercherons également à étudier les propriétés de ces
solutions régulières. Nous sommes déjà assurés quV/ en existe au
moins une correspondant au système de données défini au paragraphe
précédent. Nous établirons en outre les résultats suivants :

LEMME C. — Supposons a^x) fixe et a;(a?) — a^x) proportionnel à
un paramètre h. Soient toutes les solutions u^x) réelles et régulières qui
correspondent aux valeurs de h comprises entre deux quantités — hQ

et + //0. Les intégrales

constituent un ensemble de nombres borné.

Nous en déduirons au Chapitre III le théorème suivant :
THESE LEK A Y.
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THÉORÈME C. — Sur toute portion bornée de II les fonctions «/(a?)

et —V"' • considérées sont bornées dans leur ensemble et possèdent une

égale continuité.

Nous démontrerons également que pour A = o la solution est
unique; c'est M/(a?) = ai(œ).

Toutefois l'ensemble des solutions du problème correspondant
à —ho<h<ho ne me paraît plus pouvoir être analysé parla méthode
d'Arzelà-Schmidt; le cas où nous nous trouvons est très analogue à
celui qui fut signalé au paragraphe 14 ; il est également analogue à
ceux des paragraphes 8, 9, 10, 11 , 12 lorsque la fonction H[.v, ty u]
ou F(z/) n'est plus holomorphe, mais seulement continue : cet
ensemble de solutions est bien compact en soi; mais les voisinages de
certains de ses éléments ne peuvent plus être étudiés par la théorie de
M. Schmidt, parce que II est infini. L'ensemble de ces solutions est-il
susceptible d'une structure très irrégulière? Cette question, dont
nous ne reparlerons plus, reste donc à élucider.

N. B. — Les résultats annoncés valent également en ce qui concerne
les mouvements plans.

CHAPITRE IL

PROBLÈME DES RÉGIMES PERMANENTS : LES LEMMES A , B ET C , CONSÉQUENCES

DE LA RELATION DE DISSIPATION DE L'ÉNERGIE.

I. — Sommaire.

1. Rappelons la relation de dissipation de Vénergie :

te + £)



Le domaine II est supposé borné; le vecteur &r< est dirigé vers
l'extérieur de II.

Pour at.i(x) = o le premier membre de (1) s'annule, et d'autre part

La relation (i) devient donc

i, k

Or l'on a, A désignant une constante,

et par suite, d'après l'inégalité de Schwarz,

Portons dans (2)-, Ton obtient

Ainsi, quand a,-(u?) = o, le lemme A se trouve établi.

2. Dans les cas qui se présentent en Physique, le champ de
forces Xi(x) dérive toujours d'un potentiel; les solutions u^x) des
équations de Navier sont alors les mêmes que si les fonctions Xf(a?)
étaient nulles ; Phypothèse at-(o?) = o entraîne donc «,-(a?) = o ; autre-
ment dit le résultat précédent n'a guère d'intérêt.

Or si cLi(x) n'est pas identiquement nul le raisonnement du para-
graphe 1 tombe en défaut. Mais on peut modifier l'expression du pre-
mier membre de (1) : Soit ^i(ca) l'un quelconque des vecteurs qui sont
définis et qui admettent des dérivées secondes bornées dans II et
sur S, dont la divergence est nulle, qui sur 2 sont égaux à a ((#).
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Nous avons

itk
dut . ~\

t-5 H A ik Uk h

dxh J J

D'autre part

La relation de dissipation de Ténergie (i) peut donc être mise sous
la forme

iji

C'est de cette relation (3) que nous déduirons le lemme A.

3. Tout d'abord nous opérerons par l'absurde : supposons que
a,-(a?) et Yi(a?) soient proportionnels à un paramètre /* et qu'à une
suite bornée de valeurs de A, distinctes ou non, corresponde une suite
de solutions régulières pour lesquelles l'intégrale

augmente indéfiniment. Divisons tous les termes de la relation (3)
par JXJ; toutes les intégrales du second membre tendent vers zéro,
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sauf l'intégrale

<» i

qui tend donc vers i. Les fonctions - - —^—- satisfont dans leur

ensemble une même condition : la somme de leurs carrés, étendue
à II, reste bornée; elles ont dès lors des propriétés analogues à celles
des fonctions qui possèdent une égale continuité et qui sont boraées
dans leur ensemble; nous l'expliquerons en détail ultérieurement.
Pour l'instant contentons-nous de démontrer que l'intégrale (4) ne
peut tendre vers i quand les fonctions j ul sont bornées dans
leur ensemble et possèdent une égale continuité : on sait alors extraire
de la suite précédente une suite telle que h tende vers une limite h^
et que chacune des fonctions — —^—- converge uniformément vers

une limite; cette limite est de la forme —:p—> les fonctions U/(a?)
étant continues dans II et nulles sur S. Il vient

i,k

[Dans l'expression des fonctions a,-(a?) et yi(a?) la valeur hx doit
désormais être attribuée à h.] Cherchons si la conclusion ainsi
obtenue n'est pas absurde.

Soit \(a?) un vecteur défini et régulier dans II et sur S, qui
s'annule sur S et dont la divergence est nulle. (5) reste vérifié quand
on remplace y,-(a?) par y*(a?) + A,(o?). Donc

Soit une ligne fermée quelconque L, intérieure à II; on constate
aisément qu'un cas limite de la dernière relation écrite est la suivante :

i= o.

Autrement dit, le vecteur vl U/£(o?) ^ e s t le gradient d'une fonction
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P(a?), uniforme dans II; et le vecteur U,(a?) se trouve vérifier les équa-
tions auxquelles obéissent les régimes permanents des liquides parfaits

Comme L~A(#O est nul sur 2, P(œ) prend des valeurs constantes P ) ?

Po? . . ., P/ sur chacune des surfaces 2, , S2, . . ., S/; et la première
relation (5) s'écrit

Cette relation est effectivement impossible si chacune de ces inté-
grales de surface esi nulle (^condition À que nous supposons remplie).

Pour démontrer le lemme A il nous faudra donc substituer au rai-
sonnement de ce paragraphe un autre, envisageant toutes les éven-
tualités possibles. Nous établirons les lemmes B et C en même temps
que le lemme A} à cet effet nous donnerons préalablement une
nouvelle forme à la relation (3 ).

II. — Une relation équivalente à la relation de dissipation
de Pénergie.

4. CAS D'UIN DOMAINE n BORNE. — Nous déduirons directement des
équations de Navier la relation annoncée ; elle diffère de (3) en ce qu'il
nS figure que des intégrales triples et qu'on y emploie, le plus souvent

possible, les composantes du tenseur symétrique ^ + -^ — ce ten-
seur s'annule dans tout domaine où y,(a?) est égal à la vitesse d'un
mouvement de déplacement —. Nous utiliserons jusqu'à la fin de ce
chapitre « la convention de l'indice muet » : un terme d'une somme
où un indice figure deux fois représentera la somme des termes obte-
nus en donnant successivement à cet indice les valeurs i, 2, 3.
Ecrivons quatre identités valables sous la seule réserve que l'on ait
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nous y avons fait figurer une fonction a (ai) qui restera arbitraire
jusqu'à nouvelle indication

-*- F-
dut &fi

"• IL

p /ƒ P ' I W * " A — , ^ « Z W * ^ - . ^ W Ï M M

— _ o III (ii —*' ) u — - d r - o / / / ' — ' u u — \ 6 -

Ajoutons ces identités membre à membre] supposons que U-,(JC) soit
une solution, régulière dans II? des équations de Navier :

(0) = o.

Remarquons en outre que KikUiUk = A,7(y/y/t= o puisque A / A + A/.,-= o.
Il vient

(7) + P«(•*)](««- T.)

= - P Jjjn (
u'- T')v*ô*- A«Y* ~ ̂  ] ( «* - Y'

ÖX
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Enfin tenons compte du fait que z^=y, sur 2. Nous obtenons la
relation, dont l'emploi est préférable à celui de (3),

-4- P £<«•-ï

Réciproque. — Dans la définition des solutions régulières donnée
au paragraphe 15 du chapitre précédent on peut remplacer la con-
dition que les trois premières équations de Navier définissent une
fonction ƒ>(#), continue et uniforme dans II et sur 2, par la condition
que la relation (8) soit vérifiée pour tous les vecteurs y,-(#).

Remarque. — Supposons que a,-(a?) se trouve êlre égal à la
vitesse a;(a?) d'un mouvement hélicoïdal uniforme satisfaisant les
équations de Navier (6). Nous avons donc

da

a(oc) étant un polynôme du second degré auquel nous égalons la
fonction arbitraire qui figure dans (8). Prenons y,(a?) = a,(a?), le
second membre de (8) s'annule identiquement

Donc Ui(œ) = aL{oc) est la seule solution régulière qui corresponde
aux données que nous venons de choisir.

o. CAS D'UN DOMAINE II INFINI. — On suppose donnés II, a£(a?) et a,-(a?);
X ; = o ; soit u^x) une solution régulière correspondante. D'après la
définition que nous avons énoncée, à la fin du paragraphe 17 (Cha-
pitre I), iii(œ) est la limite de solutions des équations de Navier, u*t(ai)7

régulières dans des domaines bornés II* qui tendent vers II. Les
vecteurs que nous nommerons Y/(a?) sont ceux qui possèdent les pro-
priétés déjà indiquées au paragraphe 2 et qui en outre ne diffèrent
de üi(x) que sur un domaine borné. Dès que II* contient ce domaine
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borné les fonctions u\ vérifient la relation (8), où Ton prend pour a(cc)
le polynôme du second degré dont le gradient est

Toutes les intégrales qui figurent au second membre de cette rela-
tion (8) portent sur des quantités identiques à zéro hors d'un domaine
borné ; un passage à la limite aisé nous donne donc

Rappelons que
da(x) K . .

OXi

Remarque. — Soit S une surface régulière et fermée qui s'éloigne
indéfiniment. Toute solution U((cc) régulière dans II vérifie la relation
que Ton obtient en remplaçant dans ( 7 ) 2 par S + 2 et II par la por-
tion de II intérieure à S. On en déduit que la quantité obtenue en
retranchant le second membre de (9) du premier est la limite de l'in-
tégrale

| aniiiik— - iiiUiiik— ^ atuiUk §xk.

[Le vecteur ox; est dirigé suivant la normale extérieure à S. ]
Par suite la différence des deux membres de (9) a une valeur indé-

pendante du choix de Y/(a?).

THÈSE LERAY.



III. — Démonstration par l'absurde des lemmes A, B et C.

6. Supposons Inexistence d'une suite de solutions régulières u*t(x)
qui mettent en défaut les lemmes A, B o u C : l'intégrale

*n \âxk dxk) \ àxk dxt

augmente indéfiniment. Dans le cas A nous convenons que le vec-
teur ö/(a?) et la fonction a(x) sont nuls; dans le cas B nous
posons u!(a?) = al-(a?) sur II — II*. Nous désignons par a*(x) les
valeurs prises par u*(x) sur 2. Les fonctions OL*(X) — a{(x) sont pro-
portionnelles à un paramètre h* [et même toutes égales dans le cas B,
où h* représentera donc une suite de valeurs égales].

Introduisons une suite de vecteurs y*(a?) : ils seront définis dans II;
ils y admettent des dérivées secondes bornées; sur S ils seront respec-
tivement égaux aux vecteurs a*(a;); leur divergence sera nulle en tout
point de II; dans les cas B et C ils ne différeront de a-t(x) que sur un
domaine borné; nous ferons en sorte que les vecteurs y* (a?)— aL(x)
soient proportionnels à A*.

Remplaçons dans l'égalité (8) (cas A ou B) ou dans l'inégalité (9)
(cas C) u((x) et y((x) respectivement par u](x) et y*(a?) et divisons
par J* les deux membres. La relation ainsi obtenue sera nommée rela-
tion fondamentale. Dans le cas B elle n'est valable que pour les termes
de la suite de rang suffisamment élevé : II* doit contenir tous les points

[Dans le cas C, où cette relation fondamentale est une inégalité, la
différence de ses deux membres a une valeur indépendante du choix

de Y l » . ]

7. Nous avons le droit de supposer la suite choisie en sorte que h*
tende vers une limite unique, ainsi que les intégrales

lorsqu'elles sont étendues au volume de l'un quelconque des cubes
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intérieurs à II dont les sommets ont des coordonnées rationnelles. Dès
lors <x*i(&) et yî(a?) tendent uniformément vers des limites OLI(CC)

et Yt(a?) et les intégrales

tendent vers des limites bien déterminées chaque fois que les fonc-
tions Fij(cc) sont de carrés sommables sur II.

On démontre que ces limites sont de la forme

les U/y(a?) étant certaines fonctions mesurables? de carrés sommables
sur IL De même les intégrales

tendent vers

C $fn
quand les F/yW(o?, j ) sont de carres sommables sur le domaine à six
dimensions obtenu en faisant parcourir indépendamment II à œ et ky.
On dit que les fonctions

dx} dxj J

convergent faiblement, en moyenne, sur II vers les fonctions U/y(a?).
On trouvera dans le Mémoire de M.F. Ricsz [Ueber Système integrier-

barer Funktionen (Mathematische Annalen, 1910)] des renseignements
plus précis sur cette notion qui a pour origine certains travaux de
M. IliLbert.

8. Sachant ainsi comment se comportent les fonctions — -~ cher-

chons à en déduire des renseignements concernant les fonc-

tions ~^=rAu*(œ) elles-mêmes.
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Soit x un point intérieur à II ; soit z un point de la surface 2
tel que tous les points y du segment xz appartiennent à II. Nous
avons, en désignant par r et 7", les distances respectives de x à y et à zy

par co l'angle solide sous lequel on voit Z de a?

les intégrales sont étendues aux ensembles de points y et z que nous
venons de définir. Le second terme du second membre est inférieur en
module à la plus grande longueur du vecteur a* (a?). Le premier terme
est de la forme

. d u t ( y ) .

Imposons à x de rester à l'intérieur d'une portion de II bornée :
co; A, A", . . . désignant des constantes, nous avons

et
H*(^» y)z=z ° pour XiXt> A" et pour yiji~> A".

Posons
KkJ( v, y<)= (I[HL(X, y) H/(JÎ, r') ix.

Nous avons, r' représentant la distance des points y et yf
y

Klff

K*./0',y)i<7T
et

Kjfc,/(J?, j ) = o pour j'O'*> A/ ' etpour J J J ; > A \

Par suite l'intégrale

£ ffLKkAj'y>) KkAj'yt) 5yày/

a un sens.
Il en résulte que les fonctions

,(a?) = Jjf H*(JÎ, r) L\,(j)
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sont définies presque partout sur II et sont de carrés sommables sur
tout domaine GJ. Or

m M/a.

x

Diaprés le paragraphe précédent, cette dernière intégrale tend vers
zéro. Donc

tend vers

On exprime ce fait en disant que les fonctions —^u*(a?) convergent

fortement en moyenne vers les fonctions mesurables U((o?) sur toute
portion bornée GJ de II.

Soient F/y (a?) et FiJk(ca) des fonctions mesurables bornées qui ne
diffèrent de zéro que sur un ensemble borné de points de II : l'intégrale

Sx tend vers /// Ft/ (x)Ut(x)
•> MJn

(10)

p \\ljiik{x)ul{x)^l^àx tend vers /// Fijk(x) U,(*) U/lt(a;).
7n

9. De même la relation fondamentale donne à la limite

Dans cette formule on peut prendre pour yi(x) un quelconque des
vecteurs de divergence nulle, qui admettent dans II des dérivées
secondes bornées, qui sont égaux à a((a?) sur S et qui, lorsque II est
infini, coïncident avec flt-(a?) hors d'un domaine borné.
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[La différence des deux membres de la relation fondamentale est
indépendante du choix de y*(^); celte propriété vaut à la limite
pour (11); autrement dit le second membre de (i i) a une valeur indé-
pendante du choix de y/(^).]

Sait s une longueur tendant vers zéro et soit tn l'ensemble des points
de II distants de E de moins de e; w se compose de /domaines séparés :
GJI,GJ2, . . ., C7; qui correspondent respectivement aux surfaces 2,,
Z2, . . . , 2 ; . Énonçons deux inégalités que nous démontrerons aux
paragraphes suivants :

Première inégalité. — On peut trouver un vecteur yi(&) qui ne
diffère de ai(x) qu'à l'intérieur de G? et tel que

A étant une quantité dépendant exclusivement de 2, de a,(a?) et
de ai(cc).

Seconde inégalité. — II existe une quantité Ao, dépendant unique-
ment de 2, telle que

Dès lors

J T c'-»
Ainsi le second membre de (i i) peut être rendu arbitrairement voisin
de zéro, alors que le premier a une valeur positive. Ce résultat cons-
titue la contradiction cherchée, qui établit les lemmes A, B, C.

Indiquons que de simples raisons d'homogénéité suffisent à rendre
très probable la seconde inégalité. Quand à la première, elle est
intuitive : considérons, par exemple à l'intérieur de GJ1? le courant
dont la vitesse est yi(cc) — at{cc); ce courant entre dans xs{ par cer-
taines portions de2 I ? sort par d'autres, avec des vitesses données*, —
ceci exige la relation

ƒƒ



- 39 —

le volume qu'il traverse a une section dont Tordre infinitésimal est e;
le maximum de l'intensité de ce courant doit donc pouvoir être choisi

de Tordre de e"1, et le maximum de de Tordre de e~2.

10. DÉMONSTRATION DELÀ SECONDE INÉGALITÉ. — Soit 2 A le minimum
des longueurs de tous les rayons de courbure de 2 et de tous les seg-
ments perpendiculaires à S en leurs deux extrémités. Traçons en
chaque point de 2 un segment normal à 2, intérieur à II, de longueur A,
Ces segments emplissent un volume; définissons en tout point ce de ce
volume une fonction D(a?) comme étant la plus courte distance de ce
à 2 et un vecteur LA(a?) par les propriétés suivantes : ses lignes de
force sont les segments tracés; son flux est conservatif ; sur 2 il a pour
longueur 1 et est orienté vers l'intérieur de II. Nous prendrons £ <] A;
or est le domaine où D(a?) <^ e. Soit r\ une quantité positive arbitrai-
rement faible; nous avons

£ . „ (dut dyt
( «* — Y* ) -1— Ï -

..*)<« W dxjD + v

= (f («r-yDC^-ïDr^— U&xk >o.

Divisons par J*, passons à la limite en utilisant (10), il vient

D'où, par Tinégalité de Schwarz,

En chaque point x les vecteurs ~\—et LA sont parallèles; le pre-
mier a pour longueur i ; soit Ao le quotient de la plus grande longueur
du second par la plus petite, nous avons



D^où, en remplaçant D par son maximum dans GJ : s, puis en faisant
tendre YJ vers zéro,

£ ViVi dd? g 4 AJ £2 fff VitkHit& as. C. Q. F. D.

11 * DÉMONSTRATION DE LA PREMIÈRE INÉGALITÉ. — Puisque

on a
(f [«i(a?) —ai(

il est possible de définir dans TT et sur E un vecteur P,;(a?), à dérivées
secondes bornées, tel que sur S

O r la tonction ^—ü vaut i sur 2-, ses dérivées premières s y

annulent-, pour D(a?) = e, elle est nulle ainsi que ses dérivées pre-
mières et secondes. Donc la a première inégalité » est vérifiée par le
vecteur *yj(a?) que définissent les relations

( 1 2 )

pourD(aO<e;

^

dans II —

dans II —

Remarque. —Y«(^) doit admettre des dérivées secondes bornées;
nous venons donc de supposer implicitement que D(a?) possède des
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dérivées troisièmes bornées. Quand il n'en sera pas ainsi, on intro-
duira une fonction positive et monotone, $(a?), définie pourD(a?)<^À,
$ admettra des dérivées troisièmes bornées; la longueur de son gra-
dient et la fonction O(^)D~1(^) devront avoir une borne inférieure
positive et une borne supérieure finie ; xz sera alors le domaine où

<p(a?) <[ £, Lk sera parallèle en chaque point a ^^ et non plus a -3— »

et $ sera partout substitué à D au cours des paragraphes 9, 10, 1 1 .

Cas où le vecteur a(-(o?) — ö,-(a?) est tangent à S en chacun de ses
points. — On peut alors prendre le vecteur Pk(cc) nul sur S : les
conditions imposées se traduiront par deux relations concernant sa
dérivée normale sur Z. Et des formules (12) résulte une inégalité plus
précise que l'inégalité annoncée, à savoir

<Ar-S
I àxk

A étant une constante indépendante de t.

IV. — Détermination effective d'une majorante de J.

12. Nous venons d'établir les lemmes A, B et C. Il est naturel
d'essayer d'obtenir des résultats plus précis et de se poser le pro-
blème suivant : iii(œ) étant une solution des équations de Navier,
régulière dans un domaine II fini ou infini, construire, à l'aide des
seules quantités que nous avons nommées les données, une majo-
rante de l'intégrale

Notations. — a^x) a été défini dans le cas où H n'est pas borné.
Sinon, on peut prendre ce vecteur égal à la vitesse d'un mouvement

quelconque de déplacement qui satisfait la relation Aikak(œ)= ^ ?

a{oc) étant un polynôme de degré deux au plus; par exemple, si sur

THÈSE LERAY. 6



une surface fermée frontière de H OL-^X) se trouve être égal à la vitesse
d'un tel mouvement, il sera très avantageux de prendre dans
égal à cette vitesse. Modifions maintenant comme suit les notations
précédemment utilisées : soient £,, . . . , £ „ celles des surfaces fron-
tières de II, fermées et d'un seul tenant, sur lesquelles at(x) n'est pas
identique à û,-(a?); nommons A une longueur inférieure à la moitié du
plus petit rayon de courbure de S,, . . ., 2,o à la moitié du plus petit
segment perpendiculaire en ses deux extrémités à l'une des surfaces
£,, 22 , - . ., 2«i et inférieure à la plus courte distance de S,, 2 3 , . . . , S„
aux autres surfaces fermées qui constituent A.

Traçons en chaque point de 2,, 22, . . . , £ „ un segment normal à la
frontière, intérieur à II, de longueur A. Ces segments emplissent un
volume; définissons en tout point x de ce volume la fonction D(a?)
comme étant la plus courte distance de x à S, et le vecteur L/.(a?) par
les mêmes propriétés qu'au paragraphe 10. Soit £ une longueur
variant de o à A et soit cï(e) l'ensemble des points où D(x) est infé-
rieur à e. GJ(C) se compose de n domaines séparés : tar, (e), . . ., ©H(e);
xss{i) a pour frontière E, et une surface parallèle S,(e). Nous nom-
mons y,-(a?) le vecteur, dépendant de £? que définissent les rela-
tions (12).

Nous supposons, pour simplifier, que les dérivées troisièmes de
D(a?) existent et sont bornées. Posons

Introduisons enfin quatre constantes :

AJ qui est le maximum de l'aire de S 4 ( e )+ . - -+ S„(e), pouro<£<A;

Aa qui est le maximum de E2 -~—- et par suite une borne supé-

rieure de £ | xX^) |î
A3 qui est le maximum de [ a^x) | dans CÎ(A);

A4 qui est la plus grande des quantités ] Aik|.

Et, pour simplifier, supposons X / = o.
Dans ces conditions la relation fondamentaley c'est-à-dire Téga-
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lité (8) ou l'inégalité (9), nous donne

Et il en résulte l'inégalité

4- 3 p A2 e~2 ƒ/ƒ t«i M; ôa? H- 3 \/3 p A t A2 A4 £ * 4 / /// ŵ  ufi

| e + 3pA? A s e C A a e + A , ] 2

? A2 A t [ Aje- 1 + A 3 ] .

13. Ayons maintenant recours à des considérations analogues à
celles du paragraphe 10.

Soit r((a?) le vecteur y<(a?) correspondant à c = A , ou un autre
vecteur régulier dans cr(A) et égal à a,-(a?) sur S. Nous avons

£ <*-
D'où

ru r , w t . //r <?(»>-rp d(a,-rt)a

^ ° (B<" ° T ^ i U ^ ^ ^ ~
Et en désignant par Ao le quotient du maximum de \!LkLfi par son
minimum

,.4) J (*-
m{S) " Ji/CT(Aï dxk ÔXk
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Soit

y'(s) est la somme de (w/ — r,)(^-— Tt) étendue à la surface

®'(e)z-2 reste bornée quand t tend vers zéro. La relation (14) s'écrit

Or

On a donc

Soit Bu une quantité positive arbitraire; on ne peut avoir

——àa;

sur un intervalle (rh A) de variation de £ que si

Autrement dit entre A et yj = Ae Bf se trouvent des valeurs de £ pour
lesquelles

14. Dans (i3) prenons précisément pour £ Tune de ces valeurs;
posons

fjj' TtT,ix = A*; fjf
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Nous avons

JL'
c'est-à-dire

De (i3) résulte donc l'inégalité

4Aârr^v J H-3pÀs[Bv'J-t-BA6H- A.

-h 3 ̂ âpAtAaA^B v'TA -̂h BA6A*-+- A5vf

OÙ

(i5) est une inégalité du second degré en \/J? qui est vérifiée quel que
soit B; prenons

la résolution de cette inégalité fournit une majorante de J.
Montrons comment les lemmes A, B, C en résultent.
Lemme A : al(x) = o\ A, GJ? A M A3, A4 sont indépendants de A;

A2, A5, AB sont proportionnels à h\ (i5) fournit dès lors une majo-
rante de J qui est une fonction de h continue, donc bornée, c. Q. F. D.

Le lemme C résulte de considérations analogues.
Quant au lemme B, il est évident : at-(a?) = ^(o?) sur la paroi externe

qui s'éloigne indéfiniment; donc la majorante obtenue est indépen-
dante de la position de cette paroi.

Si Von f ait tendre JJ. vers zéro, les autres données restant fixes, la
meilleure majorante que Ton puisse déduire de(i5) croît indéfiniment,
comme une fonction exponentielle de -•

It>. EXAMEN DE CAS PARTICULIERS. — Dans certains cas particuliers il
peut être avantageux de choisir £ autrement que nous Tavons fait au



paragraphe 15. D'après l'inégalité (i4)> nous avons

JL '"-r'> '"•-''» -w
D'où

y fff utUi QX <: 2 Aoe[ \/J -h A6] •+- A,

et, en portant dans ( i 3 ) :

(16) /^Jg 6/xA, A,e"sv J + SpA^aAoV^ 4-2 A0A0-h A5

Cette relation doit être vérifiée quel que soit s. Un premier cas où
elle est utilisable est celui où le vecteur «/(a?) est suffisamment voisin

d'un vecteur a^œ) pour que A2<^ , \ï : Avec les hypothèses des

lemmes A et C, a,-(a?)— Û<(.Z?) est proportionnel à h, donc A2 égale-
ment; la relation (16) est applicable pour les faibles valeurs de h\ et
puisque A2 est en facteur dans tout le second membre, cette relation
prouve que J tend vers zéro avec h.

Un second cas intéressant est celui où l'on peut choisir aL{x) en
sorte que a,-(a?) — «/(a?) soit tangent à 2 en tous ses points; les der-
nières lignes du paragraphe 11 nous autorisent alors à remplacer
dans (16) la constante A2 par A'ae, A'2 étant une nouvelle constante,

il suffit de choisir £ inférieur à A et à —- ̂ -TEJ~ pour que la relation (16)

fournisse une majorante de J.
Ainsi les lemmes A, B, C s'obtiennent bien aisément dans certains

cas et en particulier dans ceux qui correspondent le mieux à des con-
ditions aux limites pratiquement réalisables : le liquide adhère à des
parois que l'on fait glisser sur elles-mêmes. Le cas plus général étudié
exigerait un dispositif permettant d'injecter un liquide dans un réci-
pient et de l'en laisser sortir avec une vitesse imposée en chaque point.
Rappelons à ce propos que nous avons dû renoncer à étudier le pro-
blème qui correspondrait à l'éventualité matériellement impossible



dans laquelle certaines parois internes de II contiendraient des sources
de liquide.

Remarque importante. — Tout le contenu de ce chapitre peut être
transposé sans difficulté au cas d'un espace à nombre quelconque de
dimensions; les lemmes A, B, C restent valables.

CHAPITRE III.

FIN DE L'ÉTUDE DES RÉGIMES PERMANENTS.

REMARQUES CONCERNANT QUELQUES AUTRES PROBLÈMES DE L'HYDRODYNAMIQUE.

I. — Démonstration des théorèmes A, B, C.

1. UNE INÉGALITÉ PRÉLIMINAIRE. — Les lemmes A, B et C seront
toujours utilisés par l'intermédiaire de l'inégalité en question.

Soit une solution du problème des régimes permanents, 111(00),
régulière dans un domaine borné II; r étant la distance d'un point
quelconque de l'espace, x, à un point y de II et y ((^) ayant la même
signification qu'au chapitre précédent nous avons l'identité

(0

r-

D'où, en appliquant l'inégalité de Schwarz au second membre, l'iné-
galité annoncée

àyyk

Soit maintenant une solution du problème des régimes permanents,
Ui(x), régulière dans un domaine infini II. Sur toute portion bornée TS0

de II cette solution */,(#) est limite uniforme de solutions U*L(ÜC) régu-
lières dans des domaines bornés II*, qui tendent vers II; nous avons,



- 48 -

dès que II* contient tous les points où yi(x) = ai(cc) :

jjjf [ «? (.v) - T' (y ) 1L «« 0') - ï«(y ) 1 p*.

Or, d'après le lemme B le second membre de cette dernière inéga-
lité reste borné ; donc l'intégrale

£ [««0'>-T.0-)][«i(

est inférieure à une borne indépendante de GJ0? autrement dit l'inté-
grale

(3)

converge.
Mais on peut obtenir un résultat plus précis : soil S une sphère de

centre ce, dont le rayon R augmente indéfiniment; soit V la portion
de II intérieure à S ; nous avons

(4)

Soit \F(R) l'intégrale de volume qui figure au premier membre de (4).
L'intégrale de surface vaut R^F^R). ^ ( R ) est une fonction bornée et
croissante. Donc il existe une suite de valeurs de R, augmentant indé-
finiment, et pour lesquelles R^F^R) tend vers zéro. D'autre part
l'inégalité de Schwarz appliquée au second membre de (4) donne
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On obtient à la limite l'inégalité (2).
Vinégalité (2) est donc applicable aux domaines II bornés et aux

domaines II non bornés. Cette inégalité vaut dans le cas d'espaces à
plus de trois dimensions, sous la seule réserve de remplacer par un
autre nombre le coefficient 4- Mais si l'espace est à deux dimensions
son premier membre n'a plus aucun sens.

2. LES INÉGALITÉS PRÉLIMINAIRES RELATIVES AU PROBLÈME A DEUX DIMENSIONS.

— Soit x un point extérieur à II et soit A sa plus courte distance à S.
Nous avons :

àyk âyk
 J

La démonstration en est analogue à la précédente; indiquons seule-
ment que la fonction bornée et croissante, ^ ( R ) a maintenant pour
expression :

et que le rôle de l'intégrale de surface qui figure dans (4) est joué par
l'intégrale curviligne

Mais il convient d'adjoindre une seconde inégalité à l'inégalité (5) :
soit œ0 une portion bornée du domaine II, et soit x un point intérieur.
Désignons par Ao le plus grand diamètre de GJ0 et par xsf la portion
de II distante de x de moins de 2 Ao ; si la fonction v(y) s'annule sur la
frontière de xsf nous avons :

THESE LERAY.
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Appliquons ce résultat aux fonctions

et tenons compte de ce que (5) nous fournit une majorante de l'inté-
grale

ff
on obtient finalement une inégalité de la forme

(6) (f [MV)-T*(J)][".CV)-Y*(>-)]

Bo est une constante qui dépend de xn0 et de IL

3 . Vinégalité (2) va nous permettre de déduire les théorèmes A, B, C
des lemmes A, B, C? l'espace étant supposé à trois dimensions. Consi-
dérons les ensembles des fonctions */,-(#) envisagés par les énoncés de
ces trois théorèmes : nous allons les étudier sur un domaine borné m, \
dans le cas du théorème A ro, sera le domaine II lui-même; dans les
cas B et C ce sera la portion de II intérieure à une sphère at arbitrai-
rement grande, et qui contient X à son intérieur. Traçons quatre
sphères concentriques à crI? de rayons croissants et supérieurs à celui
de a, ; a2, c3j a4, a5. Soient GT2? . . ., GT5 les portions de II respective-
ment intérieures à a2? . . ., <r5. Dans le cas A m,, TAJ2? . . ., c?5 coïncident
avec IL

D'après les lemmes A, B, C et l'inégalité (2) nous avons :

(8) (ff ui{y)

On en déduit

(9) ƒ/ƒ ui{y)ui{y)iy<B
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CT5

(10)

le symbole B représente au cours de ce paragraphe diverses quantités
indépendantes de celle des fonctions ii;(x) que Ton envisage et de la
position qu'occupe le point x. Soit d'autre part G{J(x} y) le tenseur
de Green relatif au domaine tu5 et au système

= o.

Nommons {̂ (a?) la solution de ce système, régulière dans ?n5? et égale
à Ui(x) sur sa frontière. Nous avons pour x intérieur à CJB [cf. for-
mules (26) et (27) du premier Chapitre] :

( i l ) Ut(ûS)=—p

( i 2 ) UÀIX) = -

ip(xy y) \uh(y) oykpkuk(y)

-^pkUk(y) \iy

Or? d'après le Mémoire déjà cité de M. Odqvist :

r représente la distance de x à y ; r' celle de or à a?' ; 7'0 est la plus courte
des distances de y à x et à a/.

De (io)et de la première inégalité (13) résulte que l'intégrale figurant
au second membre de (11) est inférieure en valeur absolue à une quan-
tité B. On en déduit grâce à (9) :
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Par suite, pour tout domaine intérieur à tir5 on a des inégalités de la
forme

àfr(x) dfy(x') Br'2.

— Cette dernière affirmation est trop voisine de propriétés classiques
des fonctions harmoniques pour que nous la démontrions—. Mais il y
a plus : sur S (3i(a?) coïncide avec un vecteur <Xi(a?); or, par hypothèse
les vecteurs <Xi(x) et ses vecteurs dérivés du premier et du second
ordre, calculés en déplaçant x sur 2, ont des longueurs bornées dans
leur ensemble. Par suite les inégalités (i4) valent dans le domaine &u.
Et puisque l'intégrale qui figure au second membre de (i i) est bornée
dans tn5, nous avons pour tous les points x de mh et pour toutes les
fonctions ii{{x) :

Tenons-en compte dans (12); il vient, pour x intérieur à GT3,

àut{y) B.

Multiplions les deux membres de (16) par l'inverse du carré de la dis-
tance de a? à un point fixe de CÏS et intégrons ; on obtient

Ui '" w « ' • Ui

Or, d'après Tinégalité de Schwarz,

Donc, x étant intérieur à C72, le premier membre de (i 7 ) reste inférieur
à une quantité B et par suite celui de (16) : nous avons pour tous les
points x de GJ3 et pour toutes les fonctions tii(x)

(18)

Tenons compte dans (12) des inégalités (i3), (i5), (18) et (10); il



vient, pour

d iii(x)

~dx~

D'où

(19)

—

x et œ! intérieurs à xa{

dUi(x>)
dx)

Biïf\d(.

dui(x) d
dxj

53 -

Jip(x, y

dxj

ui(xf)

dx)

) dGip(x\y>)
dx)

1

<

La validité des relations (i5), (18) et (19) pour tous les points a;
et d de tr̂  et pour toutes les fonctions iii{oo) entraîne l'exactitude des
théorèmes A, B et C.

Le cas d'un espace à deux dimensions se traite aussi aisément, à
partir des inégalité (5) et (6).

Et tous les résultats annoncés au premier Chapitre se trouvent enfin
démontrés.

4L REMARQUE IMPORTANTE. — Pour ce qui est des espaces à plus de
trois dimensions les inégalités (13) doivent être remplacées par d'autres
dans lesquelles les exposants de r et de R sont plus élevés ; et je n'ai
pas réussi à déduire les théorèmes A, B, C des lemmes A, B, C. Je ne
sais si les résultats énoncés au premier Chapitre sont également appli-
cables aux régimes permanents des liquides visqueux à plus de trois
dimensions. Le nombre de dimensions de l'espace joue donc un rôle
essentiel en ce qui concerne les problèmes de l'Hydrodynamique,
alors que son influence est secondaire dans toute la théorie des équa-
tions aux dérivées partielles linéaires.

II. — Allure d'un régime permanent aux points à l'infini.

. 5. GÉNÉRALITÉS. — Soit un régime permanent Ui(œ) régulier dans un
domaine II infini, à trois dimensions. D'après le paragraphe 1 les
intégrales

~MJn L àxj dxj J L àxj ôxf J



sont convergentes. Il n'en résulte pas que «/(a?)— a,(x) tende vers
zéro quand x s'éloigne indéfiniment. Mais considérons une sphère S,
ayant pour centre le point fixe x et dont le rayon R augmente indéfi-
niment; soit E(s) l'ensemble des valeurs de R telles que la moyenne
de [iti(x) — ai(ar)] \ui{x) — a,-(a?)] s u r S surpasse e; on a

II semble peu probable qu'on puisse énoncer d'autres résultats quand
ai(x) est nul et que A .̂ est un tenseur symétrique gauche dont les
composantes satisfont des conditions de Hölder sur tout domaine
borné, mais se comportent arbitrairement à l'infini. Toutefois l'hypo-
thèse que les Aik sont des constantes ne permet peut-être pas, en
général, d'obtenir des résultats plus précis.

Envisageons maintenant le problème à deux dimensions : l'intégrale

est convergente ; et si x est un point extérieur à II, dont la plus
courte distance à II est A, l'intégrale

[ut(y) - at(y)] \ oj

est également convergente. Soit S une circonférence de centre x et
dont le rayon R augmente indéfiniment *, soit E(e) l^ensembledes valeurs
de R pour lesquelles la moyenne de [ut(x) — a^x)] [ut(x) — «((^)J
prise le long de S surpasse s; nous avons

logx
mais l'intégrale
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est convergente, et contrairement au cas de trois dimensions la propo-
sition que nous venons d'énoncer ne suffit plus à différentier les solu-
tions du problème qui correspondent à des fonctions a^cc) dont les
différences sont des constantes. Nous ne devons pas nous en étonner :
pour p = o ces solutions sont identiques (paradoxe de Stokes).

6. EXAMEN D'UN CAS PARTCULIER : cii(x) = o, A£-A = o; l'espace a trois
dimensions. — Commençons par établir une formule importante
x étant un point arbitraire de II, représentons par R, S et V les
mêmes éléments géométriques qu'au paragraphe 1. Introduisons les
fonctions :

§ij=o pouri^y, àtj=i pour t=y;

) = TtJ(y) - Tv(y); P",(y) = Pt(y) - PJ
Ttj(y) est nul sur V

àykàyk dyj'

Un calcul classique nous donne :

(20) u((œ)=-

R augmente indéfiniment ; Fintégrale
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tend vers l'intégrale absolument convergente

Puisque T^ ( j ) , — J T ^ - e t P* ( j ) tendent vers zéro, la quantité.

tend vers une limite Wi(x) dont nous noterons les propriétés suivantes :

I . s T • i . / v àq àwi ,wAx) est solution du système : kwAx) — -c^- ~ o } -:— = o ; quand xK J v J âxi ' ôxt

(22) s^éloigne indéfiniment, wt(x), —-~—- et q{x) tendent vers zéro respec-

i

tivement comme (x^x^) 2, {xkXk)"1 et (&k&k)~~1*

Donc Ui(œ) = p«(a?) + ^/(a?) -+- limO,(R), en posant

Nous avons, C représentant une quantité positive indépendante de R,

II en résulte que l'intégrale

est convergente : la convergence de l'intégrale

iy



s'établit en intervertissant l'ordre des deux intégrations, puis en uti-
lisant la convergence de l'intégrale

')i
àjk

Quant à l'intégrale

èr.

elle peut s'écrire

(ff
or d'après l'inégalité de Schwarz le carré de cette dernière expression
est inférieur à la quantité finie :

ff \uj(y)\^

La convergence, ainsi établie, de l'expression

prouve l'existence d'une suite de valeurs de R faisant tendre 6,(V)
vers zéro.

On a dès lors

(23) ui{œ) — vt{œ) -h Wi(œ),

vt(œ) est parfaitement déterminé par les relations (21); «f,-(a?) l'est
par les conditions (22) et par la condition de satisfaire sur 2 la rela-
tion (23).

7. Indiquons deux applications de la formule (23).
Divisons, par exemple à l'aide d'une sphère, le domaine 11 en deux

portions II, et II2? la seconde étant bornée :

* ( * ) = - P fff Ti/ÜO uk{y) ï

THESE LERAY,
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Or,
,

On peut choisir II2 tel que

soit arbitrairement faible; la fonction

est bornée sur II. Donc on peut choisir IL tel que

yjo étant une quantité positive donnée arbitrairement. Ceci fait,
éloignons indéfiniment le point x\ l'intégrale

tend vers zéro comme (xkxf<) \
Donc | Ui^œ) | <^ 2Yj0 pour tous les points x situés hors d'une sphère

appropriée, qui contient II2. Autrement dit u{(ce) tend vers zéro quand x
s'éloigne indéfiniment.

Donnons la deuxième application de la formule (23). Supposons
les dérivées a,(a?) proportionnelles à un paramètre h qui tend vers
zéro. D'après le paragraphe 14 du second Chapitre J tend vers zéro.
Donc d'après la formule (2) du présent chapitre la fonction I(#) tend
uniformément vers zéro dans II. Il en est de même pour t>,-(a?) et w(-(a?) :
iii(x) tend uniformément vers zéro dans le domaine II. Il est d'ailleurs
aisé de préciser que le maximum de P;(a?) tend vers zéro au moins aussi
rapidement que h^ ; et par suite Wi(x) est un infiniment petit de
l'ordre de h.
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III. — Remarques sur les écoulements non permanents.

8. Donnons-nous un domaine borné II(f) variable avec le temps t.
Il serait intéressant de savoir s'il existe toujours des fonctions «,-(#?, t)y

p(x, £) définies dans le domaine n(^) pour toute valeur positive de t
et satisfaisant les conditions suivantes :
, , v A dut dp om duk(„4) A f e
les Wj(o?, t) ont des valeurs données K£(a?, o) pour it = o et prennent
des valeurs imposées OL^X, t) sur la frontière 2(z) de n(z)*, on suppose
naturellement

et

La relation fondamentale (8) du second Chapitre est valable, à condi-
tion d'y remplacer Xt par — -̂ ~> puis d'y annuler Ai/( et a(cc); pour
l'utiliser, introduisons les notations suivantes :

Ui(x> t) ut(x, t) &z?,

â Ui(ûc. t) â Ui{x, t) »

le symbole A(f) représentera diverses fonctions continues deï, dépen-
dant de II(£), de aj(^r; ï) et de Mi(a?, o), mais indépendantes de [/. et
de p; choisissons une fois pour toutes Yi(a?, f), en sorte que

dx <A(0, 01
ôt < A ( 0 ;

on déduit bien aisément de cette relation fondamentale l'inégalité

D'où

J(?) dtf^p f A(t') I(tf) dt'-k- (fx-h p) A ( O ,
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Et finalement

(25) f JXt')dt'

Dans le cas très particulier où a,(a?, i) = o. on a plus exactement

II me semble peu probable qu'on puisse déduire des deux inéga-
lités (25) la régularité du mouvement pour toutes les valeurs positives
de t.

Supposons que le mouvement cesse d'être régulier à l'époque tQ ;
faisons tendre t^ en croissant vers t0 ; alors les fonctions M(-(O?, t) con-
vergent faiblement en moyenne vers des fonctions u^ac, to)} de carrés
sommables surll(£o); mais ces fonctions sont peut-être trop irrégu-
lières pour qu'aucune méthode d'approximations successives permette
de définir les u^cc, t) quand t surpasse /0.

9. Les tentatives que j 'ai faites pour démontrer que ces fonctions
Ui{oC) £0) sont bornées ont attiré mon attention sur les solutions du
système (24) régulières dans tout l'espace, et de la forme

«,(*, 0 =M*)Uf[X(0)*],

\{t)oo étant le point de coordonnées A(f)a?,-. On constate que U,-(a?)
doit satisfaire le système, où a représente une constante arbitraire

/ AX ATT [ T T d U 0 ÔP TT â{]i âl]
k

' ' [ ôxk \ oxi ' âxk àxk

et que

Si ce système admet des solutions non identiquement nulles, a est
sûrement positif, dès que le nombre n des dimensions de l'espace
dépasse 2. En effet, II désignant l'espace tout entier, nous avons

fn
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D'où, par une intégration par parties, et moyennant des hypothèses
supplémentaires concernant l'allure à l'infini des fonctions U,-(o?)

Dès lors les fonctions

, t) = ' U< (

définiraient un mouvement, régulier pour £<£<), qui deviendrait
irrégulier quand t tendrait vers r0. On aurait d'ailleurs «/(a?, to)= o;
et le mouvement pourrait être défini pour t^> t0 : ce serait le repos.

10. La difficulté signalée au paragraphe 8 est de même nature que
celle qui nous a empêché de déduire les théorèmes A, B, G des
lemmes A, B, C, dans le cas d'un espace à plus de trois dimensions.
Elle nous interdit de compléter l'étude des régimes permanents par
une étude similaire des régimes quasi périodiques ou presque pério-
diques, parmi lesquels se trouvent vraisemblablement les régimes
stables qui correspondent aux phénomènes réels.

Pourtant il n'est pas impossible de la tourner : un premier procédé
consisterait à modifier les équations de l'Hydrodynamique, en y ren-
forçant l'effet des forces de viscosité; il est raisonnable d'admettre que
la régularité du mouvement devient certaine quand le coefficient de
viscosité [x cesse d'être une constante dès que la quantité scalaire

ôxk dxi ) \ dxk dxi )

dépasse une certaine limite L, pour être alors une fonction rapide-
ment croissante de cette quantité scalaire.

Les équations de Navier doivent maintenant s'écrire :

à [ faut âak\'\ dut dp dm duk

ce sont les quantités

l(t) = /// ui(x) t) iiiix, t) Sx
MJjiin
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qui restent inférieures à certaines fonctions continues A(t). La
démonstration de la régularité exigerait une étude très longue; et
celle-ci terminée la question se poserait de chercher comment se com-
portent les solutions M,-(a:, t) ainsi construites quand la quantité L
augmente indéfiniment.

Démontrer que ces solutions convergent uniformément vers une
limite serait aussi difficile que de démontrer directement la régularité
et l'unicité des solutions de (24), ce à quoi nous avons renoncé. Mais

les intégrales l(t) et I J(tf)dtf restent inférieures à une fonction A(f)
indépendantes de L; et sur tout le domaine à quatre dimensions engen-
dré par ïl(t) les fonctions Ui(x, t) et Ui^ * convergent donc faible-
ment en moyenne vers une ou plusieurs limites, U,-(a?, t) et U^a?, t),
qu'il convient d'étudier. Ces limites satisfont certaines relations inté-
grales, que vérifie d'ailleurs toute solution régulière de (24). Il n'y
aurait pas lieu de considérer les fonctions U,(a?) et U/f,-(a?, t) comme
dénuées de sens physique, même si elles présentaient les plus grandes
irrégularités : les composantes de la vitesse d'un liquide sont définies
par un passage à la limite, celui d'un milieu discontinu, constitué
d'un grand nombre de molécules, à celui d'un milieu continu; ce pas-
sage à la limite ne peut-il justement présenter les mêmes difficultés
que le passage à la limite que nous venons d'effectuer en faisant aug-
menter L indéfiniment ?

Il n'est pas paradoxal de supposer qu'il conduise à des fonctions
Uj(ar, z) irrégulières et indéterminées. Au cas où les fonctions U;(a?, t),
TJij^x, t) ne coïncideraient effectivement pas avec une solution régu-
lière de (24), nous proposons de dire que ces fonctions constituent
« une solution turbulente » de ce système.

Remarques. — Le procédé que nous venons de décrire peut être
transposé à l'étude des régimes quasi périodiques ou presque pério-
diques et des régimes permanents des espaces à plus de trois dimen-
sions; il est analogue à celui par lequel nous avons abordé les régimes
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permanents réguliers dans des domaines II infinis. Et c'est par un tel
procédé que l'on a déjà souvent cherché à élucider la question des
liquides parfaits : on les considère comme liquides à coefficient de
viscosité évanescent; quand JA tend vers zéro la fonction I(z) reste
inférieure à une fonction continue A(£); on est donc assuré que les
composantes de la vitesse des solutions, régulières ou turbulentes,
de (24) convergent faiblement en moyenne vers des limites, dont il
reste à préciser les propriétés. Ainsi les difficultés relatives aux
liquides à coefficient de viscosité constant sont analogues à ces diffi-
cultés, signalées depuis longtemps, que présentent les liquides parfaits.

11 . Il est préférable de donner, des « solutions turbulentes », non
une définition constructive et assez arbitraire, comme la précédente,
mais une définition descriptive consistant en un système de condi-
tions imposées aux fonctions Ut(o?, t) et U^a?, t). La considération
des équations (27) ne sert plus dès lors qu'à montrer l'existence d'au
moins une solution, régulière ou turbulente, des équations (24). Mais
on peut établir ce théorème d'existence à l'aide de systèmes plus
simples que (27), voisins de (24) et n'ayant plus nécessairement de
signification hydrodynamique : on fait tendre ces systèmes vers (24)
et l'on prouve que leurs solutions ont au moins une limite, qui est une
solution de (24), régulière ou turbulente. C'est un tel procédé
d'étude que nous utiliserons effectivement au cours de deux autres
Mémoires; l'un étudiera un liquide à deux dimensions, enfermé dans
des parois; l'autre un liquide illimité à trois dimensions.

Si le liquide est à deux dimensions et s'il est illimité, l'existence
d'une solution régulière est d'ailleurs assurée, et même le passage au
cas d'un liquide parfait s'effectue sans difficulté : les démonstrations
seront le sujet d'un quatrième Mémoire; elle sont basées sur les pro-
priétés du tourbillon découvertes par Helmholtz. Dès qu'existent des
parois ces propriétés sont inutilisables ; et nous ne disposons plus que
des inégalités (25) dont l'origine est la relation de dissipation de
l'énergie; aussi est-il intéressant d'établir que la régularité des mou-
vements plans d'un liquide visqueux illimité résulte des seules pro-
priétés de (24) qui permettent d'établir la relation de dissipation de
l'énergie ; tel est l'objet du chapitre suivant.



CHAPITRE IV.

MOUVEMENTS PLANS D*UN LIQUIDE VISQUEUX ILLIMITÉ.

1. SOMMAIRE. — Les mouvements d'un liquide plan? de viscosité
et de densité p, sont régis par les équations de Navier :

, t)

On peut les mettre sous la forme équivalente, où v = - :

, „,
, t) _

dxk

x est un point d'un plan II; ses deux coordonnées sont a?,-; l'élément
d'aire qu'il engendre sera nommé ox.

Posons

Ui(X} t)

et soit V(i) la plus grande longueur à l'instant t du vecteur vitesse
M,(a?, t).

Le liquide étant au repos à l'infini, une solution M,-(a?, t) du sys-
tème (i) sera dite régulière de Vépoque t=t{ à Vépoque t = t2 quand les
/onctions 3(t)% ^P(ï), V{i). seront bornées pour t{<t<t>2. Nous nous pro-
posons d'établir l'existence d'une solution régulière unique, définie pour
t>o et coïncidant à F époque t = o avec des données wt(o?, o).

Ces valeurs initiales sont continues ainsi que leurs dérivées pre-
mières*, ^ ( o ) , ^ ( o ) , V(o) sont bornées; enfin

d uk(x, o)
dxk ~ °'
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La construction de cette solution s'effectuera suivant un mode clas-
sique (cf. Chap. I, § 1) : une méthode d'approximations successives
convenable nous permettra de la définir pour o<£<T, ; puis les quan-
tités iii(x7 TH) nous serviront de valeurs initiales et le même processus
d'approximations successives fournira la solution pour T,<z<T2, etc.
La suite croissante o, T, ,T2 ,T3 , . . . a une limite Tw, et la solution
est construite pour o<t<^T^. Or nous prouverons que T w = + oo
en utilisant la propriété du second membre de (2) qui sert à établir la
relation de dissipation de l'énergie, à savoir :

[ dut âu/cl

Mais il est nécessaire d'étudier d'abord le système

(3)
, t)

dxk

Les fonctions Xi(j?, t) sont supposées données; elles sont continues,
dérivables, et

&*(t) — (JjXiix, t) X,(#, t) àœ

reste inférieur, pour t>o, à une fonction continue de t. La définition
des solutions régulières étant la même pour le système (3) que pour
le système (i), nous établirons un théorème d'existence ayant même
énoncé.

Remarque. — Les coefficients numériques, autres que les exposants,
qui figurent dans les diverses inégalités de ce chapitre jouent un rôle
accessoire. Quant aux valeurs de ces exposants elles peuvent être pré-
vues, le plus souvent, par de simples considérations d'homogénéité.

I. — Étude préliminaire du système (3).

2. PREMIER CAS PARTICULIER. — Supposons X^~ o. L'obtention d'une
solution de (3) régulière pour t>o et dont les valeurs sont données
pour t = o est aisée : on prend q(œ, t) = o et Ui(x} t) égal à la solution

THÈSE LERAY.
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de l'équation de la chaleur :
/ / A , x dw(x, t)(4) vi(v(«, 0 ^ - i =

qui vaut iti(cv, o) pour t = o

(5) «/(^0 =

r est la distance du point ce au point y,

De même —, ' est la solution de (4) qui vaut—^ y pour£ = o.

Rappelons que le maximum à l'instant t d'une solution w(xy t) de (4)
est une fonction décroissante de £, ainsi que l'intégrale

Donc

(6)

Remarque. — II est également possible de majorer V(t) à l'aide des
seules quantités v et 3(o) : l'inégalité de Schwarz appliquée à (5)
donne

Hi J'2 (o) If e
c'est-à-dire

(7) * ( « ) s

3 . SECOND CAS PARTICULIER.— Supposons maintenant le vecteur X£-(a?,*)
nul hors d'un domaine fini GJ du plan n . M. Oseen a fait connaître une
solution de (3) définie pour £>o, nulle pour £ = o [Acta mathematica,
t. 34; ou Ilydrodynamik, Leipzig, 1927J; cette solution est de la forme

(8) u^x. t)= f M (j Tij(j;. v, t—t^Xjir, t')8v.
.% dJn

On a des inégalités :

x. v, t—
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et

\^L(x,y,t-tf) <_AL_- (*'<*);

A représente une quantité qui dépend de v.
Donc quand x s'éloigne indéfiniment ut(x, t) tend vers zéro comme

(xkxk)~
]
 y

 u' 7 ' comme (cckxk)
 2; on constate de même que q(œ,t)

tend vers zéro comme (cckcck)
 À. Or on a, sur toute portion bornée GJ

de II:

v I dt' il M, (a? , *') A M, (a?, t') ùx

— - (j ut(jL, t)ut{x, t)ôx— f dt' 11 ut(x\ t') q ^ l > dx

Intégrons par parties et faisons tendre w vers II; nous obtenons :

rl i rl
 IT

(o) v / y{t')dtl •+- -32(t)~— f dt' II ut{x, tf)\l(x, t')8x.

D'où

v I 3 * { t l ) d t ' - r - Û 2 l t ) ^ f ö { t ' ) & ( t * ) d t ' .

Or la solution de l'équation

i - r ' -
-J2(£)=: / J{tf)&(t') dt
2 Jo

est

~â t —f\ t?

Nous avons donc

Ce premier résultat acquis, considérons à nouveau la relation (8) :
l'inégalité de Schwarz permet d'en déduire

ux(x, t) < ƒ &(t')dt'i/ (j Tlt(x,i, t—t')Tu(x,y\ t—t')Sy.
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Un calcul élémentaire donne

Donc

4. 11 reste à majorer $(z). Posons

(8) s'écrit

i
Posons

Nous avons

P(t)=j%tftK(t,t\l")dt'dt".

Or le vecteur v^x, t, t") satisfait l'équation de la chaleur

Donc

Le vecteur t'/ ^ 'Ti—^ vérifie le système

ày/
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d'après le Mémoire de M. Oseen déjà cité nous avons donc

dvj(y, T, tlf)

Prenons T = 2t— 2', il vient :

D'où
.v, it—tf— t(f)

On a

.y, 0)
àd

te
 8v0 pour

pour i =

Puisque les fonctions

satisfont Téquation de la chaleur

et qu'elles coïncident avec | Xy(j, ^) | pour 6 = o,

est une fonction décroissante de 6 et

D'autre part?

|X4 i W% -h | X 2 | WL] ÔX.
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Donc

Finalement

5. CAS GÉNÉRAL. — Ajoutons les deux solutions particulières du sys-
tème (3) définies aux paragraphes 2 et 3. Nous obtenons une solution
particulière de (3), égale pour t = ok des valeurs données w(-(a?7 o); à
savoir :

H- f dt' (j TtJ(aj, j , t - O X,(7, *') 3j.

D'après (6), (io), (i i) et (12), cette solution satisfait les inégalités

(t) ^ J(o)H- f $(tf)dt',

"' &(tf)dt'

4,;,

De plus un calcul analogue à celui qui fournit (g) donne ici

v f' * ' d' ^ w - 1 ' f' tf (Ta

Ces résultats sont valables à condition que X£(a?, f) soit nul hors
d'un domaine borné. Or supposons donné au second membre de (3)
un vecteur X/(a?3 t) continu, dérivable, assujetti à la seule condition
que 3*(t) reste inférieur à une fonction continue de t. Soit une
longueur R qui augmente indéfiniment; soit X*(a?, t) un vecteur con-
tinu et dérivable, égal à Xt-(a?, t) pour œkœl{<R2

y de longueur infé-
rieure en tout point à celle de X,(a?, t) pour R3<^a?Aa;A<2Ra, nul
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pour o,R2<xhxk. Le système (3*) obtenu en remplaçant dans (3) X,
par X* admet une solution u\(x, t) donnée par une formule (i3*)
analogue à ( i3); et sur toute portion bornée de II, u*(x, t) tend uni-
formément vers le vecteur ut(x, t) que définit ( i3) . Mais les fonctions
J*(0> #*(*)> ^*(0 vérifient des relations (14*) analogues à (14);
leurs plus petites limites sont au moins égales à J ( ï ) , 3*($) et V(t).
Les inégalités (i4) sont donc satisfaites. De même résulte de ( i5)
l'inégalité

(16) y f y(tr)dtf+±J*(t)£ 1ô*(o)- f M (fuiia;, tf)Xt{x, tf)dx.

[On démontre facilement qu'en réalité les deux nombres de (16) sont
toujours égaux : pour chaque valeur de t les fonctions u*L(x, t) et

Ul\x" convergent fortement en moyenne sur II vers ui(xJ t) et Uff°' *\

c'est-à-dire

et
(TVdut(x, t)

Jjnl ~^i ^ 7
tendent vers zéro.]

Le système (3) n'admet pas de solution régulière autre que (i3) :
il suffit de le montrer pour X£(a?, i) = o et iii(x, o) = o ; or les équa-
tions intégrales de M. Oseen permettent bien aisément d'établir dans
ce cas l'identité à zéro de toute solution de (3) telle que 3(t) et $(t)
restent inférieurs à des fonctions continues de t,

6. OBTENTION D'UNE NOUVELLE INÉGALITÉ — Supposons maintenant
Xi(a?, t) de la forme

les fonctions ^(a?, t) sont des fonctions données; elles sont bornées et
continues ainsi que leurs dérivées; pour la durée de ce paragraphe
nous posons

J*(«) = (j vk(x, t) vk(x, t) &e,

Ux\



par hypothèse 3(t) et %-(i) restent inférieurs à des fonctions continues
de t. Il sera important de savoir majorer la plus grande longueur à
l'instant t du vecteur Ui(œ, £), V(t\ k l'aide de J{t) et de $(j). Con-
sidérons d'abord le cas où «/(a?, o) = o. Nous avons

D'où, à l'aide de l'inégalité de Schwarz,

/""\« 'T1 /ry> <•»• t t^\ JT 'f T* v / —— ƒ'ï poit infp"piPUT* h - .,. p t
V J ' I X \ }{*JÜ* y s & v ) • * - i / \ t * / ? t / ) " ^^ V J CöL 11X1 Cl IC U i Cl , Tp^ 7~ . , - . - , CL

à , \ . ; soit

la première majorante est préférable pour r<^ s^ la seconde pour r ̂ > ̂ .
Posons

II vient

( i 7 )

Notons les renseignements que nous avons sur la fonction X(r)

( i 8 )

D'autre part,

D'où, par Tinégalité de Schwarz,

et par suite

(19)



Écrivons l'identité

if r-(r)rdr = [r*l*(r)]l— 2 f r*l(r)l'(r) dr.

2 ƒ* X2(r)r^r-52X2(5) ^^ ( l*(r)rdr f l'*(r)rdr
D'où

et

On a de même
2ƒ ^

D'où

et

Ainsi

Tenons compte de (19) et portons dans (17); il vient

(20) v(tx
4

Ainsi le problème se pose de majorer ~k(s). Utilisons d'abord l'inéga-
l é 0 9 ) :

I J& Js "s P
Donc

(r»I

St = S €

THÈSE LERAY. 10
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Dès lors Finégalité (t8) nous donne

c'est-à-dire

et a fortiori

Portons donc (20), nous obtenons

Considérons maintenant le cas général où «/(a?, o) n'est plus identi-
quement nul; c'est par l'inégalité (7) que nous compléterons la précé-
dente ; il vient

II. — Solutions régulières du système (1).

7. t/zie méthode d'approximations successives va nous permettre de
construire une solution zz,-(a?, ï) du système (1), régulière durant un
certain intervalle de temps : «v</<^ -t- t , , et coïncidant pour £=r ,
avec un vecteur donné i/,-(a?, ^ ) . Écrivons une suite de systèmes :

,A „,,«. „ _ w - a _ 'J^a=ut u, 0 J 4 ^

Le premier de ces systèmes admet une solution qui est régulière
pour ti<t et qui coïncide avec M (̂a?, tA) pour t = ti ; cette solution
satisfait des inégalités
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Le second système est du type (3) ;

Il admet une solution qui est régulière pour tx<t et qui coïncide
avec ui(cc1 ^ ) pour £ = tK. Le troisième système est du type (3 ) , etc.

La suite des fonctions ut
(n)(a?, t) est ainsi définie pour £>£< ; nous

allons l'étudier pour £,<£<£< + T ^ T 1 devant être choisi ultérieurement.
Soient ân, $-ny Vn les maxima respectifs de 3n(t)^ 3»(0> ^ « ( 0 P o u r

'i = t~^ + Ti • Nous avons

et ( i4 ) fournit les formules de récurrence

P, + 2 y/^^«

, ' ^ reste donc inférieur à la plus petite racine positive

D'où

Le produit
de l'équation

Cette équation est supposée admettre une racine positive. Nous
choisirons T, en sorte qu'elle admette une racine double positive :

Nous avons donc

D'après (22) les quantités J„, ^r t ; V„ sont dès lors bornées dans
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leur ensemble; on a par exemple

V Ti

II est facile d'en déduire la convergence des fonctions Ui{n)(ccy t) vers
une limite «K#? 0 qui est définie pour tA<t<ts + T < et qui constitue la
solution régulière cherchée du système (i). Cette solution vérifie l'iné-
galité

(24)
2V/7T

8. APPLICATIONS. — Soient des valeurs initiales données ut{x, o).
Prenons tx = o; le processus que nous venons de décrire nous fournit
une solution de (i) qui possède ces valeurs initiales et qui est régulière
pour o<£<T< ; d'après (23)

Prenons t\ — T\ ; le même processus définit cette solution ut(x, t)
pourT,<*<T a :

Soit T^ la limite de la suite croissante T\, Ta? . . . ; une solution
régulière du système (i) , ayant les valeurs initiales imposées, se trouve
ainsi définie pour o<t<^T^. Au cours du paragraphe 1 nous avons
déjà annoncé que T^ = + ao.

Pour le démontrer, il suffira Rétablir que les f onctions %(t) et V(t)
restent inférieures à des quantités indépendantes de l quand T< < t < Too.
Mais une digression s^impose.

Théorème d'unicité : Soient deux solutions du système (2) «,(#, i)
et Ui(x, t) -+- P/(a?, t) régulières pour tt<t<t3 et coïncidant pour t= t]
je dis qu'elles sont confondues :

.**, . , o -

duk{x,t)
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et

Le second membre de ce système satisfait la condition imposée au
second membre de (3). La relation (16) vaut donc

Posons

J dxk

Nous avons, en désignant par C une constante,

D'où

s/avi(0 l / / jHt')dt'ïC{/ j"'iHt')dt'i/ f jHt')dt',

et, par suite,
l(t) = O. C. Q. F . D .

Conséquences des relations (23) et (24). — Soit ^ une valeur quel-
conque comprise entre zéro et T,,. En vertu du théorème d'unicité
Ui(ccy t) est identique à la solution de (1) qui coïncide avec u(œ9 ̂ )
pour t = tx et qui est définie par les approximations successives du para-
graphe 7. L'inégalité (24) est donc valable pour o<£— tx <T, . Autre-
ment dit, soit t une valeur quelconque comprise entre o et T,, ; soit ?,
une valeur quelconque comprise entre o et t\ ou bien
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ou bien

D'après

Nous remplacerons cette égalité peu maniable par l'inégalité

et nous avons finalement, en désignant par le symbole {A; 8 } la plus
petite des deux quantités A et B :

(25) J=3P(f1) + 4V
y 7T7T / V l ~~ ' J 2 y TT

9. C/ne relation équivalente à la relation de dissipation de V énergie
va nous fournir des inégalités dont la confrontation avec (25) prouvera
que 2 ( 0 e t *V(^)sont bornés pour T< <t <^ Tw. Les fonctions «/(a?, *),
définies pour o ^ ^ ^ T . , , satisfont le système (2), dont le second
membre vérifie la condition imposée au second membre de (3). Nous
avons donc, d'après (16), la relation

Par suite

(26) v Ç 3i(t/)dt/< ~^-(o) ol

De plus la relation (21) est applicable ; jointe aux deux précédentes
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elle va nous permettre d'établir que l'intégrale

, ^ a K i ) 4 ( 1 )

f ^ ï*.

reste inférieure à une quantité indépendante de t— on constate que

sous le signe ƒ figure le premier membre de (25) —. Nous avons,

d'après (21) :

I

-L f' 3-{h)dh + i /•' dh rh p(t')dt'

Or,

V < ' -
d'autre part :

<
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puis :

vif. dtt

~̂ i / / / ? i — ?
w* • /,. et v ^ %// — *. r*. — ^1*( i *

2 V^2 ',

enfin

—,—

Donc

dt,

et

y^J(o) r' dtx AK
— p = — / —=— <. \ / —- <J (o).

Tenons compte maintenant de (25); il vient

ê

< ( - - h v 2 J — j ^ + / -=. +v^2"

Conclusions. — Introduisons donc la fonction

ch

; — cr
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— Rappelons que le symbole ; B | représente la plus petite

des quantités et B.

#[B] est une fonction de B continue et croissante; elle est propor-
tionnelle à B pour o<B<i ; elle augmente indéfiniment avec B car
lJ intégrale

/ — *

diverge, fait qui est essentiel. Soit B = G[C] la relation inverse de
C = g[B] ; G [G] est définie pour o < C ; elle est continue et croissante ;
elle est proportionnelle à C pour les faibles valeurs de C ; elle augmente
indéfiniment avec C.

La relation (27) s'écrit

Cette inégalité achève la démonstration des résultats annoncés au
paragraphe 1.

III. — Compléments.

10. La relation (28) montre que %(t) et V(t) tendent vers zéro avec p

au moins aussi rapidement que ~. Les résultats obtenus ne permettent

d'ailleurs pas d'affirmer que 3 (t) tend vers zéro avec ~ • Ils ne permettent

pas non plus d'étudier comment se comporte Ui(cc, t) lorsque l'on fait
tendre v vers zéro.

La relation de dissipation de l'énergie est vérifiée.
Quand J (o ) tend vers zéro, «?(*), %>{t) et V(t) tendent vers zéro.
M. Oseen a prouvé que si à un instant t2 la quantité

uL{x, t) «,(*, 0 + ( ^ k y ^ d U i ^ l ) dlli{
d*:t) (oc > o

THKSH: LFHAY. i 1
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est bornée, il en est de même pour t2 < t <^ t2 -+- T2, T2 étant convena-
blement choisi; autrement dit les époques auxquelles cette quantité est
bornée constituent certains intervalles de l'axe des t et certaines ori-
gines de ces intervalles; nous ignorons si ces intervalles, quand ils
existent, se réduisent nécessairement à un seul qui s'étendrait jus-
qu'à + OC.

Signalons une dernière difficulté : soit une suite de valeurs initiales
w*(a?, o) qui convergent fortement en moyenne vers une limite ?/<•(#?, o)
telle que l'un au moins des nombres *V(o) et ^P(o) n'existe pas; on
déduit bien aisément des inégalités (28) et (26) que les solutions régu-
lières de (1), u*(œ9 î), correspondant aux valeurs initiales «*(a?, o)
admettent au moins une limite M,-(a?, t) qui est solution régulière de (1)
p o u r * > o . Cette limite satisfait les inégalités (28) et (26); on peut
établir facilement que M;(a?, t) converge fortement en moyenne vers
//,-(#?, o) quant t tend vers zéro. Mais je ne sais pas si cette solution,
qui correspond aux a valeurs initiales irrégulières » iii(œ9 o), est
nécessairement unique.

Ainsi certains problèmes posés par le système (1) présentent des
difficultés comparables à celles qu'énonce la dernière section du troi-
sième Chapitre.
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