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ETUDE

DE

DIVERSES EQUATIONS INTEGRALES

ET DE

QUELQUES PROBLEMES QUE POSE L’HYDRODYNAMIQUE.

CHAPITRE L

THEOREMES D'EXISTENCE NON LOCAUX.

1. Sommairr.-— Les théorémes d’existence fournis par la Méthode
des approximations successives sont en général locaux. Dans des cas
appropriés on peut, en répétant l'application de cette méthode,
atteindre de proche en proche des résultats non locaux : il faut que le
rayon de convergence ne tombe pas a zéro [¢/. les travaux relatifs a
I’équation Au = e*; les Mémoires de M. S. Bernstein sur les équations
aux dérivées partielles du second ordre et du type elliptique]. D’autre
part M. E. Schmidt a montré que les solutions d’une équation inté-
grale, considérées comme fonctions des paramétres, peuvent admettre
des singularités de nature algébrique. Dans ce cas le procédé ci-dessus
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est sirement inutilisable. Il est donc naturel d'essayer d’obtenir des
résultats non locaux en appliquant de proche en proche la méthode de
M. Schmidt. C’est ce que nous avons fait, au cours de la premiére
section de ce chapitre, sous une forme qu’exige la rigueur, mais dont
je regrette ’abstraction. Pour pouvoir conclure, il faut compléter les
hypothéses de M. Schmidt par quelques conditions de nature essen-
tiellement différente. | Les solutions du probléme doivent ¢tre bornées
dans leur ensemble, ...]. Il est bien remarquable que ces nouvelles
conditions sont nécessuirement vérifiées quand les solutions sont des
fonctions des parameétres finies, algébroides et 4 nombre fini de déter-
minations.

Au cours de la deuxiéme section de ce chapitre, ces conclusions sont
appliquées A des exemples simples; ceux-ci ont été multipliés afin de
montrer la diversité des résultats que 'on peut obtenir et I'impossi-
bilité de donner un critére pratique (ui définiraitle type des équations
relevant de notre méthode. Ces exemples ont été tirés de problémes
que divers auteurs avaient étudiés en appliquant de proche en proche
la méthode des approximations successives; nous avons simplement
supprimé ’hypothése qui entraine I'unicité de la solution. Il est vrai
que du méme coup les problémes envisagés ont cessé de correspondre
4 aucun probléme de Physique.

La section III aborde enfin I'étude des régimes permanents et montre
comment on peut y utiliser les résultats de la premiére section.

I. — Généralités.

2. Une équation intégrale est une équation fonctionnelle du type
suivant :

L’inconnue est une fonction u(s) qui doit étre définie sur un certain
domaine @ ; elle doit annuler une fonctionnelle donnée F| u(s)]; cette
fonctionnelle est construite & partir de u(s) par I'intermédiaire d’un
nombre fini ou d’une infinité dénombrable de quadratures, de fonc-
tions de fonctions, de passages a lalimite. Dans cette équation peuvent
figurer des parameétres; nous supposerons, pour simplifier, qu'il y en
a au plus deux : A et £.
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Donnons comme premier exemple I’équation :
1
(1) w(s) -+ lzf Flu(?), k]ldt=o,
0

ot F[u, k] est une fonction rationnelle. [ Toute solution de (1) a une
valeur constante u qui satisfait I'équation : u + AF[u, k] =o.]
Un second cxemple élémentaire est 1'équation

(2) a(syu(s)+2hb(s)u(s) +Ac(s)=o,

ol a(s), b(s), c(s) sont des fonctions continues données.

Les solutions de ces deux exemples sont des fonctions de / et de £
de natures trés différentes. Il convient donc d’étudier des types parti-
culiers d’équations intégrales, et non l’équation intégrale la plus
générale.

3. Clest ce qu’a fait M. E. Schmidt dans son mémoire bien connu
des Mathematische Annalen (t. 0655 1908). Il se donne une solution
arbitraire de 'équation, u,(s), correspondant aux valeurs 4, et £, des
paramctres. Puisil suppose satisfaites certaines conditions; quand ces
conditions seront vérifiées, nous dirons que 1’équation est du type de
Schmidt au voisinage de la solution : u,(s), A, k,. M. Schmidt cons-
truit alors deux nombres positifs : ¢, et 7,3 et il limite son étude a
certaines solutions de 1'équation; ce sont, dirons-nous, celles qui
appartlienncnt au voisinage de Schmide de la solution donnée : 1,(s),
hq, ky; elles sont caractérisées par les inégalités

(3) Zl(S)—-lIU(\)‘\<EU, lh_/lul<f;0w 1/‘_/¢4),<le
Enfin il les détermine explicitement : elles sont fonctions analytiques
n,+ 2 paramétres sont liés par un systéme de r, relations analytiques.

réguliéres dans le domaine ol on les utilise et désignées sous le nom
d’équations de bifurcation

(4) D (N, hyz,pyy...,3)=0, D, (N, by, ¥y 3)y=o0.

I1 ne reste plus qu’a discuter (4) : en effel a toute solution de (4)
correspond une seule solution u(s), 2, k de!’équation intégrale; et réci-
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proquement. Si kg, ky, u,(s) et I'équation intégrale sont réels toutes
les relations utilisées sont & coefficients réels; alors les solutions réelles
de l’équation intégrale et les solutions réelles du systéme (4) se
correspondent.

Les systémes de valeurs de (x, y, ..., 5) correspondant a un sys-
téme de valeurs de /4 et de £ ne peuvent constituer un ou plusieurs
continus que dans des cas trés exceptionnels; sinon ils sont en nombre
fini; si ce nombre est 1 nous dirons qu’il n’y a pas de bifurcation; c’est
toujours le cas quand o est la scule solution d’une certaine équa-
tion de Fredholm homogéne, qu’on peut nommer : équation aux
variations.

En résumé les résultats de M. Schmidt nous permettent d’obtenir
des propriétés locales de V'enscmble des solutions d’unc équation inté-
grale.

N.B. — L'équation (1) est du type de Schmidt au voisinage de cha-
cune de ses solutions ; I’équation (2) est du type de Schmidt au voisi-
nage de toute solution continue u,(s), telle que |a(s)u,(s)+ hyb(s)|
ait une borne inférieure positive.

4. UN MOYEN D’OBTENIR DES RESULTATS NON LOCAUX. — Supposons
dés maintenant que 1’équation intégrale est réelle ct quc le point (4, k)

reste sur un ensemble fermé ¢, constitué par un domaine réel borné ¢
et par sa frontiére. Soit & étudier I’ensemble e des solutions réelles et
continues [u(s), h, k] qui correspondent aux divers points de ¢ et qui
possédent en outre, éventuellement, une certaine propriété (). La
circonstance la plus simple qui puisse se présenter cst la suivante :
e constitue un cnsemble compact en soij c'est-a-dire : toute suite
d’éléments de ¢ a au moins un élément d’accumulation appartenant ae.
Or, pour reconnaitre celle éventualité, nous possédons une régle pra-
lique : c’est le célébre théoréme d’Arsela, dans le cas usuel ou 'espace
fonctionnel employé est celui des fonctions continues et oti 'on utilise
la notion de limite uniforme : il faut et il suffit que les fonctions cons-
tituant ¢ soient bornées dans leur ensemble; qu’elles possédent une
égale continuité; enfin que toute suite convergente d’éléments de e
ait pour limite une solution de I’équation, possédant la propriété ().
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Supposons que la nature de I'équation nous permet d’établir ces
trois derniéres propriétés; supposons en outre que ’équation soit du
type de Schmidt au voisinage de chacun des éléments de e. Désignons
par ¥ le voisinage de Schmidt relatif 4 chaque élément de ¢, dans Ic
cas ol la propriété () n’existe pas; lorsque cette propriété existera
effectivement il conviendra, dans chaque cas particulier, de définir ¥
soit comme étant le voisisage de Schmidt, soit comme étant un voisi-
nage plus restreint, défini par des inégalités de la forme

(5) Tu(s) — uo(s) | <€y, [ h— DoV < 0y, LA — ko' < 0y

ou
0 <€)< &y, 0 < 7y << 1.

Ceci posé, utilisons le lemme de Borel-Lebesgue : une suite finie
Dy Vay ..., ¥V, de voisinages V suffit & couvrir e tout entier.

On étudiera dés lors chacun des voisinages %; par les développe-
ments de M. Schmidt; et des résultats non locaux seront ainsi acquis.

5. Faisons enfin I'hypothése que les solutions réelles contenucs dans
le voisinage % d'un élément de e appartienncnt toutes a e. L’étude de
chacun des voisinages %, revient a discuter les solutions réelles du sys-
téme des équations de bifurcation, c’est-a-dire l'intersection de 7,
surfaces analytiques réelles dans un espace & n,+ 2 dimensions.

Nommons usuelles les portions de cette intersection qui constituent
des variétés a deux dimensions sur lesquelles 4 et 4 sont variables
indépendantes; nommons exceptionnelles les variétés constituant le
reste de l'intersection. [L’existence de variétés exceptionnelles a plus
d'une dimension exige des conditions extrémement particuliéres. | Le
nombre des solutions usuelles est toujours fini; il ne peut changer que
si le point (h, k) traverse certaines courbes analytiques; mais sa
parité reste la méme. Les variétés exceptionnelles se projettent sur le
plan (4, k) suivant des courbes analytiques ou des domaines limités
par des courbes analytiques; si de tels domaines existent, il corres-
pond & chacun de leurs points une infinité continue de solutions.

Résumons ce qui précéde : le point (A, k) appartenant & un
ensemble 3 constitué par un domaine borné ¢ et par sa frontiére, on
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étudie celles des solutions réelles de ’équation intégrale qui possédent
une propriété ().

On suppose établi que ces solutions vérifient les hypothéses ci-
dessous :

(H,) L’équation est du type de Schmidt au voisinage de chacune
d’elles

(H,) Chacun de leurs voisinages de Schmidt contient un voisi-
nage %, plus restreint, défini par des inégalités (3) et a
Pintérieur duquel toute solution réelle de I'équation

(H) posséde la propriété ().

(H;) Ces solutions sont bornées dans leur ensemble.

(H.) Elles possédent une égale continuité [ce qui, en général,
se déduira sans peine de (H,)].

(H) Toute fonction limite d’uneinfinité d’entre elles est solution
de ’équation.

(H,) Cette fonction limite posséde la propriété ().

Retenons seulement les conclusions les moins théoriques, cclles qui
concernent le nombre des solutions :

¢ est divisé en régions par un nombre fini d’arcs de courbes,
analytiques dans un domaine qui contient d. A l'intérieur de
chacune de ces régions le nombre des solutions exceptionnelles
de I'équation étudiée est constamment nul ou infini, et le nombre
des solutions usuelles est fini ct constant (*).
(C) La parité du nombre des solutions usuelles est la méme a 'inté-
rieur de toutes les régions dont l'ensemble constitue c.

Remarque.— Sil'équation ne comporte qu'un parameétre, £, le
role de ¢ est joué par un intervalle (ouvert) de 'axe des /; celui

de ¢ par le segment (fermé) correspondant; celui des régions
par un nombre fini d'intervalles, en lesquels ¢ se trouve divisé.

(') Nous indiquerons  la fin du paragraphe 10 du présent chapitre un cas com-
portant effectivement des solutions exceptionnelles. Dans cette équation figure un
noyau dégénéré K (s, t), ce qui nous permettra de la résoudre a 'aide de fonc-
tions élementaires. Mais la propriété de cette équation & laquelle est en réalité
liée 'existence de solutions exceptionnelles est la suivante: soit « (s) une de
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Remarque. — Ces résultats s’appliqueront fréquemment dans les
conditions suivantes : on connaitra dans le plan (%, 4) une région A,
bornée ou non, telle que tout domaine borné intérieur soitun domainec,
A sera alors divisé en régions par un nombre fini ou une infinité
dénombrable d’arcs, analytiques en tout point intérieur a A; ces
régions posséderont les propriétés qui résultent de (C).

6. DETERMINATION DE LA PARIlk DU NOMBRE DES SOLUTIONS USULLLES. —
Cette détermination est importante ; en particulier :

g Si le nombre des solutions usuelles est impair I'équation inté-
(C")\ grale admet au moins une solution, quelle que soit la position du
? pownt (hy k) & U'vntérieur de ¢ ou sur sa frontiére.

Or pour connailre cette parité il suffit de la déterminer sur un petit
domaine intérieur a ¢. Le procédé le plus simple sera le suivant : on
cherchera un point particulier (4, ') de ¢, auquel corresponde un
nombre fini de solutions, qu'on sache toutes déterminer ; il
suffirait de construire les solutions appartenant au voisinage % de
chacune d’elles pour obtenir toutes les solutions qui correspondent a

(h, k) intérieur a ¢ et & un cercle suffisamment petit, centré en (#, 1)
[on le démontre par I'absurde]; le décompte de ces dernieres sera
donc aisé.

Le principal but de ce Mémoire est de montrer que les conclusions
(C) — et, éventuellement, (C') — s’appliquent a diverses équations
intégrales appropriées. Le mode d'étude que nous venons de décrire
se nommera : « Méthode d'Arzela-Schmidt ».

ses solutions, elle est definie pouro<s<2m, convenons que u (s 2w) =u(s);
alors quelle que soit la constante w, w (s — w) est egalement une solution,
L’equation en question est donc telle que toutes les tiansformees de chacune de
ses solutions par les operations d un groupe continu la satisfassent encore: Des
qu’elle possede une solution qui n’est pas invariante par les operations de ce
groupe elle en possede une infinite d’auties



II. — Application & divers exemples simples.
7. Premier exemple. — Soit I'équation
1 1
(6) u(s) :hf K(s, t)w(t)dt + Lf Hs, t, w(t)]dt.
0 [}

Les fonctions données sont supposées vérifier les inégalités sui-
vantes :

l'onapouro<s<{1, o<t 1, —e<ul+»®

(7) K (s, )] <A, (K (s, ) — K(ssy 1) <,
(8) [HTs, ¢, vl < B, yHls,, 1, n]—H[s_, t, ]| < C(u)n.

A et B désignent des constantes; e[s, — s, ] et v[ 5, —s, ] sont des fonc-
tions de (s, —s,) qui tendent vers zéro avec (s, —s.); C(u) est une
fonction de| | positive et croissante. On suppose enfin que, quel que

soit le nombre réel «,, on puisse développer H[s, ¢, ] en une série de
la forme

(9) H[s, ¢, u] :2 1L, (5. ) (2 — )7,

=0

ouy/|H,(s, )| a une limite supérieure indépendante de p.
Soit I'(s, t; 1) le noyau résolvant de I'équation de Fredholm :

g(s)=7f11{(s, £)o(t) dt.

Soient A, les valeurs singuli¢res de cette équation, numérotées par
ordre de grandeur croissante. Supposons que / ne soit égal a aucun
des nombres 7, ; et mettons I’équation (6) sous la forme équivalente :

(10) u(s‘):Lf His. ¢, u(t)]dt+ lzl.f f T(s t; D) H[t, ¢/, u(t'))de dr.
Montrons que la méthode d’Arzela-Schmidt s’applique dans les

conditions suivantes : la propriété () est inexistante; ¢ est I'un quel-
conque des domaines bornés intérieurs a la bande, A, du plan (4, &),
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que définit la double inégalité : A, < A< A, . [S'il n’existe aucune
valeur singuliére A,, A est le plan entier; s’il existe une valeur singu-
liére 1, inférieure (ou supérieure a toutesles autres), on pourra prendre
pour A le demi-plan : A< A (ou 2>2,).] Les conditions (H,), (H.,),
(H;), (H;) sont vérifiées. D’autre part I'(s, z; &) satisfait les inéga-
lités

[T(s, 8, R)| << f(h), [T (sy, &, ) =T (s, t, )| << f(R)e(s,— $5).

ou f(h) est borné sur tout segment fini ne contenant aucun point 7.,.
On a d’aprés (10):

(11) lu(s)| <BAL+BRARAf(h),
(12) lw(s)) —u(so)| < AnG[BA+ BRE f(R)]+ BAIL f(h)e.

Les conditions (H;) et (H,) sont donc satisfaites. Etles conclusions
(C) sont valables.

Pour k= o la solution est unique; c'est u(s)==o0; 'équation aux
variations correspondante n’admet que la solution nulle; il n’y a pas
de bifurcation au voisinage de cette solution. l.a conclusion (C’) est
donc également valable.

Faisons tendre 4 vers &, ou A, ,; lc nombre des solutions usuelles,
qui n’est jamais nul, peut augmenter indéfiniment ; il serait possible
de préciser comment elles se comportent. Nous ne le ferons pas; nous
nous contenterons d'indiquer un cas élémentaire ct suggestif : prenons
H[s, ¢, u|=F(u); K(s, t) =1; la seule valeur singuliére est A\, =1;
les fonctions cherchées sont des constantes u qui satisfont la relation :
(1—h)u=1§kF(u).

Les raisonnements précédents s’adaptent aisément au cas ol I'on
remplace dans la premiére inégalité (8) la constante B par une fonc-
tion B(u), bornée sur tout ecnsemble borné dc valeurs de « et telle que
|«[~* B(x) tende vers zéro avec |u|~'.

8. EXTENSION DES RESULTATS PRECEDENTS. — Soit a étudier I'équation (6)
lorsque les inégalités (7) et (8) sont vérifiées, sans que la condition (g)
le soit. L.a méthode d’Arzela-Schmidt ne peut plus étre appliquée.
Mais considérons une suite de fonctions H*[s, ¢, ] vérifiant les con-
ditions (7), (8) et (9) et convergeant uniformément vers H[s, ¢, u] a

THESE LERAY. 2
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'intérieur du domaine : 0 < s <130 < t <15 —o0 < u <+ ocsurlequel
H[s, t, u] est supposé continu. Donnons a A et k£ des valeurs ftxes (A£1,).
Remplacons dans (6) H[ s, ¢, ] par H*[s, ¢, «]; I’équation (6*) ainsi
obtenue a au moins une solution, #*(s). La suite des fonctions u*(s)
est bornée dans son ensemble et posséde une égale continuité, parce
que les u*(s) vérifient les inégalités (11) et (12). Cette suite a au moins
une limite, dont 'existence prouve que (6) a encore, dans ce cas, au
motns une solution st h n’est égal a aucun des \,.

Mais I’ensemble des solutions réclles de (6) n’est plus, en général,
OH[s, ¢, u]

du

aussi régulier quc précédemment. Si n’existe pas, ou devient

infini pour certaincs valeurs de u, la plus grande complexité est & pré-
OH[s, ¢, u]
du

voir. Toutefois si est une fonction continue le Mémoire de

M. Schmidt peut servir & analyser la structure locale de 1’ensemble
des solutions, a condition de résoudre par la Méthode des approxima-
tions successives les problémes qui s’y trouvent résolus par des déve-
loppements en séries.

9. UN AUTRE PROBLEME, A PROPOS DE L'EQUATION (6). — Soit a étudier
les solutions u(s) de (6) qui poss¢dent la propriété (2) de n’étre
jamais négatives; on supposc 220, k20, K(s,2)20 et H|s, 2, u] >0
pour u 2o et les conditions (7), (8), (g) vérifiées pour u et u, positifs
ou nuls. Il existe une constante positive ), qui est la plus petite des
valeurs A, positives, ct unc fonction, non identiquement nulle et jamais
négative, W', (s), vérifiant la relation

‘I’,(s):llf (s, )W, (¢) dt.
De (6) résulte : ’

1 - . ﬁ 1 ) . - I Al . .
fo w(s) Il(s)ds_.hfo u(s) W, (s) ds + vaf / s ¢ w(t)] W, () ds dt.

Cette relation est impossible si 22A,. Il y a donc lieu d’étudier
exclusivement la région A du plan (&, k) définie par les inégalités :
0Sh< A5 0<k. Tout rectangle o <A< a<< A5 o< k<P est un
domaine ¢ pour lequel les hypothéses (H) sont vérifiées. Les con-
clusions (C) sont donc applicables.
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D’autre part pour .= k== 0 I’équation (6) admet la seule solution
u(s)=o0; il ne s’y produit pas de bifurcation : la conclusion (C’) est
également valable.

Remarque. — Le cas ou ’bypothése (g) n’est plus vérifiée peut étre
étudié par le procédé du paragraphe 8 : a tout point de Ail correspond
encore au moins une solution.

40. UNE SECONDE EQUATION INTEGRALE :
1
w©(s) +hf K(s, t) Flu(t)]dt=o.
[}

Nous nous proposons d’en étudier ’ensemble des solutions réelles qui
correspondent aux valeurs positives du paramétre A, quand les condi-
tions suivantes sont réalisées : K (s,2)+ K (¢,s) estunnoyausymétrique
positif, c’est-a-dire dont toutes les valeurs singuliéres sont positives;
K (s, t) est une fonction continue sur le rectangle : 0<s<1;052<1;
F(u) est une fonction analytique réguliére pour — oo << u <+ c;
F(u)|reste inférieure & une constante A sur ’ensemble des valeurs
de u pour lesquelles uF (1) < 0. Ainsi la propriété () est inexistante ;
A est le demi-axe : 0<% intervalle ¢ peut avoir pour origine le point
h = o. Etablir les conditions (H) revient a établir (H,).

Or désignouns par E, I'’ensemble des valeurs de s pour lesquelles :
u(s)F[u(s)]> o;soit E, 'ensemble complémentaire de E, par rapport
a l'intervalle (o0,1). Nous avons :

fu(s)F[u(s)]ds +/z,f "K(s, ¢) FLu(s)] F[u(t)]ds d

I, E, YE,

I F[u(s)]ds/-I{(s, t)Flu(t)]dt=o.
JE,

E,

Par hypothése |F| < A sur E, ; d’autre part :

f K(s, t)F[u(s)]F[u(t)]dsdt
E

1 El

:ifE /E:[K(s, 1) +K(¢, )] F[w(s)] F[w(t)] ds de > o.
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Donc, B désignant le maximum de |K(s, )],

f w(s)Flu(s)]ds << hAB | |Flu(s)]) ds.
E, E,
Soit E; I'ensemble des points de E, en lesquels [u(s)|> 2k AB.
Soit ¢ (k) le maximum de [F(u)| pour |u[<22ABjil vient :
2h ABfl Flu(s))lds<<hABo(h)+ hAB | [Flu(s)]|ds.
D'oi ’ "
f Flu(s)]|ds < So(h):

E,

rappelons que sur E; : |F|<A et quesur E,— E; : |[F|<o(h).

Nous sommes donc en état de majorer
1
/Lf Kl(s, ¢) F[w(t)]dt,

c'est-a-dire — « () ; il vient :

) <mBA - Som).

Ainsi les conclusions (C) du paragraphe 8 sont valables. L’étude
de ’équation pour /i = o montre que les conclusions (C') le sonl éga-
lement. Enfin si 'on suppose F(«) continu au licu de le supposer
analytique on peut établir, parle procédé du paragraphe 8, I'existence
d’au moins une solution correspondant 4 chaque valeur positive de /.

N. B. — 1l est aisé de vérifier les résultats énoncés dans le cas particulier de
Péquation suivante :

2

ho[" )
u(s) -+ 7—_/ [cos(s — &)+ a][u*(t) — bu(t)]dt=o,
« et b sont des constautes, dont la premiére est positive.
Toute solution de cette équation est nécessairement de la forme
w(s)y=2»%+ p.cos(s —w),

A, -, @ étant des constantes. La détermination de ces constantes est un probléme

14 . T . . . I
élémentaire. Enoncons les résultats que 1'on obtient lorsque & > o0, a > 5°
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. T .
Pouro<hg 2ab’ il existe une solution;

I

Pour-L <h§b

» il existe trois solutions;
2ab

A
1 a—1 . . . . Y . .
Pour 7 < h< 49—ab—’ il existe trois solutions isolées et une famille continue

de solutions cxceptionnelles;

a—1 . . . . . . . .
Pour[‘—m- < h, 1l existe trois solutions isolées et trois familles continues

de solutions exceptionnelles.

11. Prosuime pE M. T. Cariemay. — Soit 4 construire, dans un
volume II el sur la surface X qui lc limite, unc fonction continue «
satisfaisant les conditions suivantes sur X :

du

;171::14(1&);

dansII :

All :g(w’ .J'? ;)7

g(zx, y, =) est une fonction donnée en tout point de II, continuc,

. . - . . du

jamais positive [ou la suppose non identiquement nulle]; = est la

dérivée prise lc long de la normale intérieure; A est le symbole de
02 02 0* . (e

Laplace 5— + o T am F () est une fonction définie et holomorphe

pour toute valeur positive de «; quand « tend vers -+, F(u) tend
aussi vers + %3 quand  tend vers zéro, F'(z) n’a aucune valeur limite
positive. M. Carleman a montré que ce probléme admet toujours une
solution unique dans le cas qui se présente en Physique : celui ou
F'(u) > o[ Math. Zeitschrift, t. 9, 1921].

Nous ne ferons pas cctte hypothése; il résulte immédiatement du
Mémoire cité que le probléme reléve alors de la méthode d’Arzela-
Schmidt.

Nous nous permettrons d’en reproduire la démonstration. Rappe-
lons les formules classiques :

;)
(13) 4T u(a, b, ) :ﬂ u—L 2 i‘-‘ do -—ﬂ;.ﬁu dz dy dz
s I

dn r dn
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pour («, b, ¢) intérieur a %,

. -
? d ( -I-) du

A = _rau M X A de it ds
(14)  omu(a, b, « )——.ﬂg U — - dn da M7 Audx dy ds
pour (a, b, ¢) sur X,
, . d . . \ \ .
Au est donné : :Tj: = F(u); d’aprés (13) le probléme se raméne a la

détermination des valeurs prises par u sur X d’aprés (12) il équivaut
dés lors a l'intégration de 'équation

" d<£>
T I 1

(13) w(u b, ey=  — / UT—;F(U’ hy ) de

(] 1
—— /// — &y s)dedy ds,
21.,_”1—17

le point («, b, ¢) élant situé sur X ; nous avons explicité un paramétre /;
F est supposé dépendre analyliquement de u et de /.

Soit un segment ¢ de 'axe des /2, possédant les propriétés ci-dessous :
I («), minimum de F(«, A)sur s, doit tendre vers +- oo avee u; I (),
maximum de F (u, /) sur o, ne doit avoir aucune valeur limile positive
quand « tend vers zéro. Nous étudions les solutions conlinues de (15),
u(a, b, ¢), qui poss¢dent la propriété (<) d’avoir sur X un minimum
positif.

L’hypothése (H,), du paragraphe 8, cst vérifiée, sous réserve
d’apporter ala théorie de M. Schmidt de légéres modifications, exigées
par la présence, dans (15), de fonctions non bornées. (H,) et (H,)
sont vérifiées. (H,) est une conséquence de (H,). Il reste donc a éla-
blir (H;) et (H,), c’est-a-dire que les solutions étudiées possident,
dans leur ensemble, une borne supérieure finie et une borne inféricure
positive.

Soit u(x, y, z) une solution du problé¢me, définie sur X et dans II;
soit V(x, y, =) la solution du systéme

AV = g(wx. ¥. 5) dans II. V =osur X,

Posons

w, y.s)=V(x. p.3)+ 02, y, 3);

® est harmonique.
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Le maximum de u sur X et celui de ® dans H -+ X sont réalisés au
méme point (2, ¥4, 5,). En ce point

dP

— ) <
((Zn),zo'
du d\®
an )= ?Iﬁ)l’

Fu, 1)< {[\> )
1

Donc

c'est-a-dire
dan

Soit «, la plus grande racine de I'équation, dont le second membre
est positif,
Fiz)= : max. de <([\ > sur X i

dn

OnasurX
wlr, v, 3)So,.
On obtient de méme

7, u(a.y.o3) sur X,

2, étant la plus petite raciune positive de I'équation

N S av Ly (.
F(o) = ) Tin. de ((/11) sur X b

le sccond membre de cette équation est positif. L les conclusions (C)
du paragraphe 3 se trouvent ainsi établics.
Prenons, avec M. Carleman, pour F(j, /) la fonction

B (u)y+ (1—h)u

et pour ¢ le segment 0</:<1. Quand A= o le probléme est linéaire et
admet une solution unique; il ne s’y produit pas de bifurcation. Donc
les conclusions (C') sont également valables. Un raisonnement ana-
logue a celui du paragraphe 9 prouve que le probléme continue &
admettre au moins une solution si, au lieu d’avoir une fonction F(u)
holomorphe on a seulement une fonction continue.

12. ‘:QUAT[ONS AUX DERIVEES PARTIELLES, DU SECOND ORDRE ET DU TYPE
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ELLIPTIQUE. — Soit 'équation
v 2u  Ju oo de o du o
(16) -()x—_,z—i—W—ra(x,))%ﬁ—b(x,))b;__hl(u).

Nous nous proposons d’en étudier les solutions réelles et continues
qui sont définies sur une aire bornée X et qui prennent sur les
courbes constituant la frontiére de cette airc une suite continue,
donnée de valeurs [non toutes égales a un zéro de F(u)]; le para-
métre A varie de 0 & +c; a(x, y)et b(x, y)sont analytiques et régu-
liéres en tout point de X et de sa frontiére; () est une fonction
analytique, réguliére pour toute valeur de u;il existe une constante A

telle que
— A< F(u) pour o << 1 < -+ 0,

F(u)>A pour —oo < u<<o.

Si 'une de ces solutions, u(x, y), atteint son maximum ,, en un
point (x,, ¥,) intérieur & , on a en ce point

du Jdu’
< _ i
Au, Lo, (()x>1_o, ((3,)">1_0

donc F(u«,)<o. On peut établir I'inégalité plus précise F(u,)<o.
Ainsi le maximum d’une solution quelconque du probléme sera soit le
maximum « des valeurs données sur le contour, soit un point de
I’ensemble ouvert du demi-axe des u positifs, que définit I'inégalité

F(u)<<o.

Le point u = « et cet ensemble ouvert constituent un nombre fini
ou une infinité dénombrable d’ensembles d’un seul tenant I,, I,, .. ..
I, sc réduit a o, ou bien se compose d’un intervalle et de son origine,
cette origine étant «; I, peut s'étendre jusqu'a 4o, alors L, ...
n’existent pas; quandl,, . .. existent, ce sont des intervalles (ouverts).
De méme le minimum d’une solulion quelconque u(x, y) appartient
nécessairement 4 un ensemble J, +J,~... de 'axe des u, dont la
définition est analogue; tous les points de ce dernier ensemble ont
une abscisse inférieure a «.

Considérons, parmi ’ensemble E des solutions de (16) que nous
avons 4 étudier, le sous-ensemble E, , constitué parles éléments u(z, y)
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de E qui possédent la propriété (£)d’avoir un maximum appartenant
4 un I, déterminé et un minimum appartenant a un J, déterminé.
Indiquons comment l'étude de chaque E,, reléve de la méthode
d’Arzela-Schmidt : A est le demi-axe 220, 2 est un intervalle borné
quelconque de ce demi-axe, & peut avoir pour origine le point 2= o;
les fonctions u(z, y) satisfont une équation intégrale facile & déduire
de (16);si1, et J, sont bornés on connait de ce fait une limite supé-
rieure de toutes les fonctions |u(x, y)|; sinon on connait une limite
supérieure de toutes les fonctions | F[u(x, y)]|; d’ou, par l'intermé-
diaire de 1'équation intégrale, une limite supérieure de toules les
fonctions |u(x, y)|. Finalement les hypothéses (H) sont vérifiées; les
conclusions (C) sont applicables & chacun des sous-ensembles E, ,.
L’étude de I’équation pour A= o0 prouve que les conclusions (C’) sont
valables en ce qui concerne le sous-ensemble E, ,. Au contraire, si
I'un au moins des entiers n et p différe de 1, le nombre des solutions
appartenant & E, , reste nul lorsque % reste inférieur a une certaine
limite (variable avec n et p); le nombre des solutions usuelles appar-
tenant 4 E, , est donc pair (ou nul) sauf, peut-étre, pour des valeurs
de & ne pouvant s’accumuler a distance finie.

13. EQUATIONS INTEGRALES A NOMBRE PAIR DE SOLUTIONS USUELLES. — Soit
I'équation intégrale

17 w@=hf K OFu@)drLf) () ol

K (s, t) est continu sur le rectangle 0 <s<1, 0 <¢<1; il existe une fone-
tion A(s), continue et positive pour 0<s<1, telle que la fonction de ¢

[ A(s)K(s, t)ds

ait un minimum B positif; d’ailleurs toute fonction suffisamment
voisine de A(s) posséde la méme propriété; on peut donc supposer

[ A fts) s os

F(u) est analytique, réguliére et positive pour — o< u < 4 ;
u~'F(u) tend vers -+ o avec u.

THESE LERAY.
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Nous nous proposons d'appliquer la méthode d’Arzela-Schmidt a
I’ensemble des solutions continues et réelles de (17), A étant le demi-
plan : 2> 0; ¢ est un domaine quelconque, borné et intérieur & ce
demi-plan; ¢ ne doit admettre pour point-frontiére aucun point de
I’axe h=o. Etablir les hypothéses (H) se raméne tout de suite a
établir (H;). Or nous avons

1 1 1 !
f A(s) u(s)({s:hf [ A(s) ks, t)F[u\[)J([t-&—/r[ A(s) f(s)ds.
0 o <o v
D’ou
1 1 L
(18) B/zf Flu(s)}ds <f ,\(s)u(s)(ls-—/\f A(s) [(s)ds.
o 0 0

Soit .\ le maximum de A(s); soit (/) la plus petite valeur positive
ou nulle de « telle que 'inégalité « > ¢ (/) entraine
B/

1w < T&l:(ll);

o(/) est une fonction décroissante de £ qui augmente indéfiniment
quand A tend vers zéro. Nous avons

folms) w(s) ds Ny (k) + %’ijo"l-‘[u(s)] ds.
Et 'inégalité (18) donne, dés lors,
(19) «I) B"[ll“[“(«?)]ds <Ag(h)— *‘fn‘f\(s)f(-?) ls.
Soit C le maximum de K(s,2)|; de (19) et de (17) résulte
le(s)i< )lf [A ¢ (h)— /\[lr\(s)./'(s)ds] + 1A f(s)]
L’hypothése (H,) est bien vérifiée.

D’autre part nous avons, puisque le premier membre de (19) est
positif,

1
/;f A(s) fis)ds < No(h).
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L’un des deux quadrants: A >o0,4>0 et £ >0, k<o, contient
donc une région en tout point de laquelle le nombre des solutions est

nul. [Si méme on peut trouver deux fonctions A(s) pour lesquelles
1
les deux intégrales /0' A(s) f(s)ds sont de signes opposés, chacun des

deux quadrants contient sirement une Lelle région |. Et dans le demi-

plan 2> o le nombre des solutions usuelles est pair, sauf sur certaines
lignes. Cependant la méthode des approximations successives déter-
mine un domaine : o << & < $(%)sur lequel il existe une seule solution
assujettie a étre fonction analytique et bornée de % et de £. Il existe
donc en outre, en tout point de ce domaine, une ou plusieurs autres
solutions usuelles; les maxima de leurs modules augmentent indéfi-
niment quand % tend vers zéro, k restant borné. Le nombre des solu-
tions usuelles peut d’ailleurs augmenter quand % tend vers zéro. Cles
résultats se vérifient tout de suite dans le cas élémentaire

K(s, t)==1, S(s)y=1.
Indiquons également que ’hypothése A(s) > o est superflue lorsque
||~ F(u) tend vers 4o avec u.
Enfin explicitons I'une des conclusions obtenues : si I’équation (17)

admet une solution u(s)==g(s), si I'’équation de bifurcation corres-
pondant a cette solution

(20) o (s) -11[ K(s, ) F[e(t)]e(t)dts o
o

n’admet que la solution ¢(s)=o, alors ’équation (17) admet une
solution autre que g(s). Autrement dit, I’équation

1 Wl
w(s) — /Lf K(s, ) Flu(t)jdi=gl(s) -—/Lj N(s, ) Flg(t)) e
[ 0

admet une solution différente de la solution évidente
u(s)=g(s)
quand I’équation (20) n’admet que la solution évidente
©(s)=o.

Il est aisé de forger d’autres problémes dont I'étude cst analogue.
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14. NOTE SUR DES EQUATIONS VOISINES DE L'EQUATION (17). — Nous nous
proposons d’étudier les solutions de 1’équation Au = — Au*? qui sont
continues & l'intérieur d’une sphére II de rayon 1 et qui prennent & la
surface de cette sphére une valeur constante £; p est un entier positif;
soient s, ¢ des points décrivant l'intérieur de cette sphére, cs, &t les
¢éléments de volume, r la distance de s a ’origine; nous nous bornons
a la recherche des fonctions u(s) qui ne dépendent que de r. SiG(s, ?)
est la fonction de Green de la spheére, nous avons

(21) w(s) —= %%/;G(s, t) W (L) ot + h.

L’équation ainsi obtenue n’est pas du type (17) parce que G (s, #) n’est
pas borné supéricurement et a zéro pour borne inférieure. Soit ¢ une
constante positive arbitrairement faible; soit K(s,¢) la fonction

égale 4 G (s, ¢) quand ¢S G(s,1)< is, acquand G(s,2) <z, a % quand
G (s, )2 L’équation

(22) u(s)= ;{%LK(S’ t) u(tydt + A

est du type {17). Mais — nous croyons intéressant de le signaler —
pour p > 2, la structure de ’ensemble des solutions de (22) s’altére
profondément quand on fait tendre ¢ vers zéro. L’ensemble des solu-
tions continues de (22) a pour limite I’ensemble des solutions de (21)

telles que I'intégrale fu’-‘f'(s) ds ait un sens; ce dernier ensemble ne
n

posséde pas les propriétés énoncées au paragraphe 5 : une corres-
pondance biunivoque et bicontinue peut étre élablie entre ses éléments
et les points d'une surface de I'espace (4, &, x); I'équation de cette

surface est
i1 =0,(2);

la fonction ©,(x) est représentée graphiquement ci-aprés; elle admet
une infinité de maxima et de minima au voisinage de la valeur z =1.
Toutes ces solutions de (21) sont continues, sauf celles qui corres-
pondent & la ligne singuliére de la surface

x=1I, hir—1 =
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ces derniéres ont pour expression :
k
2
r2p—1i

U —=

Ainsi ni la méthode d’Arzela-Schmidt, ni ses conclusions ne

s'appliquent a4 I'équation (21), bien que toute suite de solutions

A
Op(.r,)

22p9)
{ 2;3-/)2

B L LY TSyl W A

e o e e = -

de (21) ait au moins une fonction limite si 1’ensemble des valeurs
prises par A*— £* est borné; c'est que cette fonction limite peut étre

la fonction —; qui est trop irrégulicre pour que son voisinage

rer—1
posséde les propriétés des voisinages de Schmidt.

III. — Application au probléme des régimes permanents.

13. Norations. — Soient «; les composantes de la vitesse d'un
liquide visqueux, soit p sa pression; le systéme de référence utilisé est
un systéme de Galilée ou un systéme en rotation uniforme par rapport
a un systéme de Galilée; si le mouvement du liquide est permanent, il
est régi par les équations de Navier :

3
H-Auz S ‘—‘—PX +PSAtkui (i=1, 2, 3)5
(23) 4 k=1 k=1
Jduy

d.’l)k
k=1

=0,
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1. et ¢ sont deux constantes : le coefficient de viscosité et la densité;
X, est la résultante des forces extérieures; ce vecteur satisfait une con-
dition de Holder; A est un tenseur symétrique gauche (A, + A;,= o),
ses composantes sont des constantes; il représente la vitesse de rotation
dont est animé le systéme de référence.

Soit un domaine IT;sa frontiére est une surface X sans nappe infinie,
sans singularité, et qui admet des rayons de courbure en chacun de
ses points; les inverses de ces rayons de courbure ont sur X des
dérivées premiéres bornées; X se compose d'un nombre finide surfaces
fermées et d’un seul tenant : X,, X, ..., Z,. Nous représentons un
point de I'espace par @ ; ses coordonnées par (x,, Z:, ;) ;1'élément de
volume qu'il engendre par éz ; 'élément de surface par (3z,, ¢x,, oz, ),
I'élément de courbe par (dz,, dx,, dx,). Quand nous aurons & faire
usage d’'un second point, nous utiliserons les mémes notations,
@ étant remplacé par y.

Définissons un vecteur u,(x) « solution réguliére de (23) dans un
domaine IT borné » :

Jdu,(x)
dz,
tout point de II et de X; la derniére relation (23) sera vérifiée; les

Les fonctions «,t.c) et devront étre définies et continues en

2 . L., . C i aals
(>4) fonctions 1,(2) admettront des dérivées secondes continues & I'intérieur
de II: et les trois premiéres relations (23) devront définir une fonc-
tion p(z) continue et unifornme dans IT et sur =.
16. PRrOBLEME RELATIF A UN DOMAINE BORNE. — [onnons-nous un

domaine II borné et proposons-nous de rechercher les solutions de (23),
réelles et réguliéres dans II, qui, surla surface X, sont égales & un
vecteur donné, a,(x). Ce vecteur admet sur X des dérivées secondes
bornées; son flux total a travers X doit étre nul. Rappelons comment
M. Odgvist a ramené ce probléme a la recherche des solutions con-
tinues d’un systéme d’équations intégrales (Math. Zeitschrift., t. 32,
1930) : il a construit le tenseur de Green, G,,(x, y). relatif au syst¢me

S wAu,— ga%:—px, (t=1%. 2, 3),

o8 )

(»3) ) du;
dzz

h=1

Q.
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et son Mémoire permet d’obtenir le vecteur {3,(x) défini a I'intérieur
de II, solution de (25), égal sur X au vecteur o;(x); on a dés lors :

66wty =—p§ [l Gui@ ) [ 2L 4 i) | oy + i)
p,k‘ ” ¢
D’ou

i d Gy du,(y o d8,
(o) 2588 = PS/ﬂ; e Lk A A//kzm(})]o)’-&—————g;f)-
mk

z(x)

Les équations (26) et (27), ou les fonctions u;(x) et 2447) sont les

inconnues, constituent les équations intégrales de M. Odqmz.

Afin d’appliquer la méthode d’Arzela-Schmidt, supposons que les
vecteurs X,;(x) et a;,(x) — et par suite 3;(@) — soient proportionnels
a un paramétre 4. Utilisons les notations du paragraphe 5 : la pro-
priété () est inexistante; A est ’axe réel des . en entier. Le sys-
téme (26), (27) est du type de Schmidt au voisinage de toute solu-
tion continue. D’autre part nous établirons au Chapitre II le lemme
survant :

LemMe A. — Soient toutes les solutions u;,(x) réelles et régulicres quit
correspondent aux valeurs de h comprises entre les deux quantités — h,

et + hy. Les intégrales
J— dui
o [ﬂn S ( 0x >

constituent un ensemble de nombres borné lorsque le flux du vecteur a;(x)
a travers chacune des surfaces %, . . ., X, est séparément nul. ( Condition
A, que nous supposerons remplie.)

Nous en déduirons au Chapitre III le théoréme suivant :

) . du;(z N
TutoriMe A. — Les fonctions u;(x) et d‘; ) considérées sont bornées
7

dans leur ensemble et possédent une égale continuité.

Autrement dit les propriétés (H,) et (H,) sont stirement réalisées
quand est satisfaite la condition A. [Celle-ci est d’ailleurs nécessaire-
ment vérifiée quand /=1; quand />>1, la considération de sources
placées a l'intérieur des frontiéres internes de II n’a guére de sens
physique.] Enfin nous rétablirons également le résultat classique que
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pour /» = ola solution est unique;il ne s’y produit pas de bifurcation-

Donc les conclusions (C) et (C') sont valables; et nous sommes
assurés de Uexistence d’au moins une solution correspondant a des
données qui satisfont la condition A.

Remarques. — Du paragraphe 8 résultent des propriétés concer-
nant la nature de la solution en tant que fonction de /; elles pour-
raient étre étendues a des cas ou «,(x) et Il lui-méme dépendraient de
un ou de plusieurs paramétres.

— Tout ce qui précéde peut étre transposé sans peine au cas de
deux dimensions.

7. Prosrive reramv v vy povanxe I it — Nous supposons
donnés non seulement II el o, (), mais aussi un vecteur a,(x), de
divergence nulle, régulier en tout point de I’espace. II ne doit pas
occuper I'espace tout entier; les flux de «,(x) a travers chacune des
surfaces X, X,, ..., ¥, sont séparément nuls; enfin nous prenons
pour simplifier X,= 0. Soit * une famille de surfaces réguliéres,
fermées, dont la plus courte distance a ¥ augmente indéfiniment (et
a une borne inférieure positive). Soit II* la portion de II intérieure
a X*. Soit u,(x) une solution de (23), réguliére dans II*, égale
a o, (x)sur et aa(xr)sur ¥ — nous venons de dire qu’il existe au
moins une telle solution — Le probléme que nous nous posons est de
savoir si la suite «; (.r) a au moins une limite. Nous serons conduits &
supposer @,(x) égal a la vitesse d'un mouvement hélicoidal uniforme
satisfaisant les équations (23); autrement dit on doit avoir

da(x)

_\,/. (I,:(J;) —= s
e

a(x) étant un polynome de degré deux au plus; pour qu'il en soit
ainsi il faut que la rotation de ce mouvement hélicoidal soit paralléle
a la rotation dont est animé le systéme de référence par rapport a un
systéme de Galilée; ce parallélisme est considéré comme réalisé si
I'une de ces dcux rotations est nulle; pour a,(x)=o0 nos raisonne-
ments restenl d’ailleurs encore valables quand les composantes du
tenseur A, au lieu d'étre des constantes, sont des fonctions qui satis-
font des conditions de Holder sur tout domaine borné et qui se com-
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portent arbitrairement & I'infini. Sous ces réserves nous démontrerons
au Chapitre II le lemme suivant :

Leymve B. — Les intégrales

_ﬂ S du} @i \? o
dzr de ox

constituent un ensemble de nombres bornés.

Nous en déduirons au Chapitre III le théoréme suivant :

TueoreMe B. — Sur toute portion bornée de 11 les fonctions u(x)

du; (x
-—d£——) sont bornées dans leur ensemble et possédent une égale
7,

continuité.

D’apres le théoréme d Arzela les fonctions u; () et —%“L(—x) ont au
/

du(z),
) o dx;
M. Odgqvist, déja cité, que cette limite constitue une solution de (23)

réguliére sur toute portion bornée de JI. Nous nommerons « solution
de (23) réguliére dans le domaine II infini » tout vecteur u;(x) sus-
ceplible d’étre obtenu par ce procédé, lequel est d’ailleurs analogue
au passage a la limite effectué au cours du paragraphe 8.

moins une limite u;(x), ; on déduit aisément du Mémoire de

18. Nous chercherons également & étudier les propriétés de ces
solutions réguliéres. Nous sommes déja assurés qu'e/ en cxiste au
moins une correspondant au systéme de données défini au paragraphe
précédent. Nous établirons en outre les résultats suivants :

Lewywe C. — Supposons a,(x) fixe et a,(x) — a,(x) proportiouncl a
un paramétre h. Sotent toutes les solutions u,(x) réelles et réguliéres qui
correspondent aux valeurs de h comprises entre deux quantités — h,
et + hy. Les intégrales

f ()ul— ()a,- 2 o
J= / S Gl 91\ s
JUn oz, Oz
ik
constituent un ensemble de nombres borné.

Nous en déduirons au Chapitre 1II le théoréme suivant :
THESE LERAY.

-
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Tukorime C. — Sur toute portion bornée dell les fonctions u;(x)

0 u;(x
dx/

égale continuité.

et considérées sont bornées dans leur ensemble et possédent une

Nous démontrerons également que pour A=o la solution est
unique; c'est u,(x) = a,(x).

Toutefois 1'ensemble des solutions du probléme correspondant
a — h,<h<h, ne me parait plus pouvoir étre analysé par la méthode
d’Arzela-Schmidt; le cas ol nous nous trouvons est trés analogue a
celui qui fut signalé au paragraphe 14; il est également analogue &
ceux des paragraphes 8,9, 10, 11, 12 lorsque la fonction H[s, 2, u]
ou IF(z) n’est plus holomorphe, mais seulement continue : cet
ensemble de solutions est bien compact en soi; mais les voisinages de
certains de ses éléments ne peuvent plus étre étudiés par la théorie de
M. Schmidt, parce que II est infini. L’ensemble de ces solutions est-il
susceptible d'une structure trés irréguliére? Cette question, dont
nous ne reparlerons plus, reste donc a élucider.

N. B. — Les résultats annoncés valent également en ce qui concerne
les mouvements plans.

CHAPITRE 1I.
PROBLEME DES REGIMES PERMANENTS : LES LEMMES A, B Er C, CONSEQUENCES

DE LA RELATION DE DISSIPATION DE L’ENERGIE.

I. — Sommaire.

1. Rappelons la relation de dissipation de Uéncrgie :

, . v o Ty
(1) S // - ;o — b ﬂ puidn— = ” buf w0
A J's 2.0
7 : i P

du; duy”
bt

Z RPN =

:;—pSﬂuiXL&v
y II
_*.. 1L 92 % ¢ ) du"' 2+0 du“ :
{( al \dx, / oz, “\ 9z,

. (Ou, dus\* | ()u,_l_()u;‘ 2 Juy, | du\*| .
“\0z, 7 oz, oz, " o=,) T 0a‘ﬂ+()x.:)_ox'
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Le domaine II est supposé horné; le vecteur dx; est dirigé vers
Pextérieur de IT.
Pour o;(#) =0 le premier membre de (1) s’annule, et d’autre part

du; ()u;L
S 1 02y, 9z, S =

ik

La relation (1) devient donc

? du;\?* o .
(2) ‘U"WHS(%> O)‘:pl/ﬁ;Su;\ior.
ik 1

Orl'on a, A désignant une constante,

LS = <n [ § () o=

et par suite, d’aprés I'inégalité de Schwarz,

AT YA

ik

dttz )
dxﬁ

Portons dans (2); 'on obtient

WS G o=sn(E) [lu§ o=

Ainsi, quand o;(.r) =0, le lemme A se trouve établi.

2. Dans les cas qui se présentent en Physique, le champ de
forces X;(«x) dérive toujours d’un potentiel; les solutions u;(x) des
équations de Navier sont alors les mémes que si les fonctions X;(x)
étaient nulles; 'hypothése «;(x) = o entraine donc «,(x) = o; autre-
ment dit le résultat précédent n’a guére d’intérét.

Or si «;(x) n’est pas identiquement nul le raisonnement du para-
graphe 1 tombe en défaut. Mais on peut modifier ’expression du pre-
mier membre de (1) : Soit y;(«) 'un quelconque des vecteurs quisont
définis et qui admettent des dérivées secondes bornées dans II et
sur X, dont la divergence est nulle, qui sur X sont égaux & o;(x).



Nous avons

du; duy
§ (2 - flron§ v
= o oo - 2]
:'OSM[M%; —i—Aikuk—IYiéx
du; dur’| 0yi «
_oq ”7" U, oz—i—p.S W[()fm ()xi]m&c.

D’autre part
S *du; _d_u_; - P du; 67‘{/
/ “ ().I)/; ()J,, S / i dJ;L d;z,

La relation de dissipation de I’énergie (1) peut donc étre mise sous
la forme

2 ()ui BN L p > o s
(O) lﬂ/[(;s ‘J.ZT]:> 0L — — 5. LS,{S]/{-OJU‘.
du; dv;
- i \ i ,z\
+oS // (e,— Y1) Sx-*_HSﬁ/ e Sa
__QS [[W'—*"\zkua] - B
H

Z'est de cette relation (3) que nous déduirons le lemme A.

3. Tout d’abord nous opérerons par 'absurde : supposons que
a;(x) et y;(x) soient proportionnels & un paramétre /. et qu'a une
suite bornée de valeurs de 4, distinctes ou non, corresponde une suite
de solutions réguliéres pour lesquelles I'intégrale

= [ S (55)

augmente indéfiniment. Divisons tous les termes de la relation 3)
par J; toutes les intégrales du second membre tendent vers zéro,
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sauf 'intégrale

A £ RAZICINReY
(4) P‘JS.ﬁnuku) oms Yi(x) oz

ui tend donc vers 1. Les fonctions - - 9 ui(z) satisfont dans leur
1 ] Oz

ensemble une méme condition : la somme de leurs carrés, étendue
aII, reste bornée; elles ont dés lors des propriétés analogues a celles
des fonctions qui possédent une égale continuité et qui sont bornées
dans leur ensemble; nous I'expliquerons en détail ultérieurement.

Pour l'instant contentons-nous de-démontrer que l'intégrale (4) ne

1 dui(z)
j dxk

leur ensemble et possédent une égale continuité : on sait alors extraire

de la suite précédente unc suite telle que % tende vers une limite 4,

. 1 duz) . .

et que chacune des fonctions 75 Towg converge uniformément vers
olz'k
étant continues dans II et nulles sur Z. 11 vient

e Q- (I 0U;(x) - IdUk(z)
(5) ;lskﬂnuk(x) T me o=, §gEE =

peut tendre vers 1 quand les fonctions sont bornées dans

une limite; cette limite est de la forme » les fonctions U, (x)

dz k

[Dans I'expression des fonctions «;(x) et y;(x) la valeur A, doit
désormais étre attribuée & A.] Cherchons si la conclusion ainsi
obtenue n’est pas absurde.

Soit 2(x) un vecteur défini et régulier dans II et sur X, qui
s’annule sur X et dont la divergence est nulle. (5) reste vérifié quand
on remplace y.(x) par y,(«) + %(z). Donc

Sﬂ1Uk(x)-d—%i—(‘z:—)7‘i(w) 0x = o.
e Pk

Soit une ligne fermée quelconque L, intérieure a II; on constate
aisément qu'un cas limite de la derniére relation écrite est la suivante :

S"SgUk(x) dg;f) dx;=o.

Autrement dit, le vecteur S U(z) ?%(if—)- est le gradient d’'une fonction
k

7]
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P («), uniforme dans II; et le vecteur U () se trouve vérifier les équa-
tions auxquelles obéissent les régimes permanents desliquides parfaits

O () (2 dU (e
SLA(JJ 1 (.L):()l(uz)’ Ui(we)
i

) dxy Jdz, T oz;

A
Comme U,(2) est nul sur X, P(x) prend des valeurs constantes P,,
P., ..., P, sur chacune des surfaces X,, X,, ..., X;; et la premiére
relation (5) s’écrit

})lj/ SU:(l} a.r, -t ]’_»l[ Saz(-l) 6;1-1—~—. .. I’/ // S O(,(JL‘) 6‘7;‘1:_ %
= = 'y {

Cette relation est effectivement impossible si chacune de ces inté-
graies de surface esi nulle (condition A que nous supposons remplie).

Pour démontrer le lemme A il nous faudra donc substituer au rai-
sonnement de ce paragraphe un autre, envisageant toutes les éven-
tualités possibles. Nous établirons les lemmes B et (. en méme temps
que le lemme A; & cet effet nous donnerons préalablement une
nouvelle forme & la relation (3).

II. — Une relation équivalente 4 la relation de dissipation
de ’énergie.

4. Cas p’ox poMaINE II Borze. — Nous déduirons directement des
équations de Navier la relation annoncée; elle différe de (3) en ce qu'il
n'y figure que des intégrales triples et qu’on y emploie, le plus souvent

. s 07, 9,
possible, les composantes du tenseur symétrique 5 -+ =2 — ce ten-

dx;, ox,
seur s’annule dans tout domaine ou y,(x) est égal a la vitesse d'un
mouvement de déplacement —. Nous utiliserons jusqu’a la fin de ce

chapitre « la convention de 'indice muet » : un terme d’une somme
ol un indice figure deux fois représentera la somme des termes obte-
nus en donnant successivement a cet indice les valeurs 1, 2, 3.
Kcrivons quatre identités valables sous la seule réserve que 'on ait

du, oy

dx, ~ dx,

jresnall § 304
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nous y avons fait figurer une fonction «(x) qui restera arbitraire
jusqu’a nouvelle indication

l/ (w;— )}—" ox, = p.[ﬂ (= v,) Aw;ox
du, M du; dV: \ A
Ry [/ oM ox)(m*rx,()“”
dy; ¢ du; I\ 5
E [ﬁ Jz\dar — ay ) Y
’ N - ()Yln ()U, le )
“]/ = o “W ().l'i<0.L/ ()x/> oL
—_ // [ () —{-pa(.x;)](ul-—‘p) our;

Ve

) dp 7 da .

—— (t;=— ) =0 — 0 ” Ui — ) —— 0L}

_/ﬂ" o )().1,',- ) “( () de,
[ f 1

o ”“ Vel U =

B m(’ Vo u du, 0L -0 ”.()A""u " ) 0w
_—-.')(///" =) /()——) T \J,/”m;fl:—k‘ =Y. Yi) oL,

Ajoutons ces identités membre & membre; supposons (ue «;(x) soit
une solution, réguliére dans II, des ¢quations de Navier :

. Jdp du; . Jdu;
(6) Au,— ;)l—“———pul_.m =—oN;+ o \uuy, -(-)—;[:o.

Remarquons en outre que A u;u, = Ay y;y,= o puisque A+ A ;= o.
11 vient

du, oM\ o . .3
) [l w10 (5 (,;A)ow/.—//vwx)+.oa<vv>1<uf—woxi
—+ pj/.[y,u,u/ — - W — -I— NAGT l oLy,
———ofﬂ (ui— vi) N o»+ojﬁl Auyi— ~l(ul—v,
7/ du; . v\ [ duy ()(l 5

+IJ~L T ;)\—I,-/l (-)7/: 0.2/ ().,b/

o A s (N N TR T W s (NI
- ?ﬂ/“ <-(7:L—/ ' I)J/‘i> [(()w/ Y Jz: T oz, o

~+ P;///[;(/());’/ -+ % ) (tireg— Y1) 0.
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Enfin tenons compte du fait que u;= v, sur Z. Nous obtenons la
relation, dont I'’emploi est préférable & celui de (3),

([ (Qwi _ 01\ (Qui _ 0%\
® H»wn(()?/r_ﬂ) <55—"—/h()_r,>°‘”
BT v dui  dur\ _ [(ovi | M\ s
p— 2. ZKI <()-7/'/; - ()—Ll,> |:<dl'k -+ ()l-',' 0.%"- - ()—_7,1 - S
I O dve .
.”L <()J‘k + Oz > (it — Yivr) 02

> . Rl ()a .
4+ p wi—1)Njow — o /” {,\ik‘{/g—— —] Ui— 0,) O
= ﬂ( i— i) §//a 0z, ( )

Réciproque. — Dans la définition des solutions reguliéres donnée
au paragraphe 18 du chapitre précédent on peut remplacer la con-
dition que les trois premiéres équations de Navier définissent une
fonction p(), continue et uniforme dans II et sur X, par la condition
que la relation (8) soit vérifiée pour tous les vecteurs y,(x).

w IO

Remarque. — Supposons que o (x) se trouve élre égal a la
vitesse a;(x) d’un mouvement hélicoidal uniforme satisfaisant les
équations de Navier (6). Nous avons donc

da
Aik ak(a;) = BTZ‘-;-,
a(x) étant un polynome du second degré auquel nous égalons la
fonction arbitraire qui figure dans (8). Prenons y;(x) =a/(x), le
second membre de (8) s’annule identiquement

Donc u;(2) = «a;(x) est la seule solution réguliére qui corresponde

aux données que nous venons de choisir.

3. Cas p’un pomaNe Il iseixi. — On suppose donnés 11, o; () et a;(x);
X;=0; soit u;(«) une solution réguliére correspondante. D’aprés la
définition que nous avons énoncée, a la fin du paragraphe 17 (Cha-
pitre I), u;,(x) estla limite de solutions des équations de Navier, u} (),
réguliéres dans des domaines bornés II* qui tendent vers II. Les
vecteurs que nous nommerons Y;(«) sont ceux qui possédent les pro-
priétés déja indiquées au paragraphe 2 et qui en outre ne différent
de a;(x) que sur un domaine borné. Dés que II* contient ce domaine
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borné les fonctions u; vérifient la relation (8), ou1’on prend pour a(x)
le polynome du second degré dont le gradient est

da(z)

o7, = Agar(z).

Toutes les intégrales qui figurent au second membre de cette rela-
tion (8) portent sur des quantités identiques & zéro hors d’un domaine
borné; un passage a la limite aisé nous donne donc

dui ()'\./z du; d"{z
(9) “ﬂ(m N 5071:) <dw1 dlk) ou
ayi | oYk du;  Juy oy Ok
T aﬁ [(fm + a}:) ~ (m + dx,) 8z

/

dy; oYk
—_ Sﬂ(%—-‘,— >(ulu4— YiVk) Oz
[ da .

§13

Rappelons que
da(z) =Apar(z)
owt — A lr\x).
Remarque. — Soit S une surface réguliére et fermée qui s’éloigne

indéfiniment. Toute solution u;(x) réguliére dans II vérifie la relation
que ’on obtient en remplagant dans (7) X par S + X et II par la por-
tion de II intérieure & S. On en déduit que la quantité obtenue en
retranchant le second membre de (9) du premier est la limite de I'in-

tégrale
y.j] (wi— a;) (du’ % >oxA—ﬁ[p+oa](u,—a,) ox;

1
-+ pjf [a,- it — it — Q-aiaiak] dx;.
s

| Le vecteur ox; est dirigé suivant la normale extérieure a S. ]
Par suite la différence des deux membres de (9) a une valeur indé-
pendante da choix de y,(x).

[

THESE LERAY.
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III. — Démonstration par ’absurde des lemmes A, B et C.

6. Supposons 'existence d'une suite de solutions réguliéres u’(x)
qui mettent en défaut les lemmes A, B ou C: I'intégrale

(35~ 32) (35— 32

dxk d‘l)k d.Z‘k d-Z‘k

augmente indéfiniment. Dans le cas A nous convenons que le vec-
teur a;(x) et la fonction a(x) sont nuls; dans le cas B nous
posons u;(x)=a;(x) sur Il —1II*. Nous désignons par «;(x) les
valeurs prises par u} () sur Z. Les fonclions ] (z) — a,(x) sont pro-
portionnelles & un paramdéire A* [et m&me toutes égales dans le cas B,
ou A* représentera donc une suite de valeurs égales].

Introduisons une suite de vecteurs y; () : ils seront définis dans IT;
ils y adinettent des dérivées secondes bornées; sur X ils seront respec-
tivement égaux aux vecteurs «;(x); leur divergence sera nulle en tout
point de I1; dans les cas B et C ils ne différeront de a;(«) que sur un
domaine borné; nous ferons en sorte que les vecteurs ¥;(z) — a;(x)
solent proporlionnels a A*.

Remplagons dans 1’égalité (8) (cas A ou B) ou dans I'inégalité (9)
(cas C) u,(x) et y,(x) respectivement par u; () et y;(x) et divisons
par J* les deux membres. L.a relation ainsi obtenue sera nommée rela-
tion fondamentale. Dans le cas B elle n’est valable que pour les termes
de la suite de rang suffisamment élevé : II* doit contenir tous les points
ot v () > ai().

[ Dans le cas C, ou cette relation fondamentale est une inégalité, la
dillérence de ses deux membres a une valeur indépendante du choix

de y;(2).]

7. Nous avons le droit de supposer la suite choisie en sorte que A*
tende vers une limite unique, ainsi que les intégrales

1 dut
—_— —0x
yIrAlU 9z

lorsqu’elles sont étendues au volume de I'un quelconque des cubes
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intérieurs a IT dont les sommets ont des coordonnées rationnelles. Dés
lors a;(x) et vyj(«) tendent uniformément vers des limites «;()
et y,(x) et les intégrales

1 du; da;
\/J'ﬁ l/( )( 7;/) oz

tendent vers des limites bien déterminées chaque fois que les fonc-
tions I¥;;(z) sont de carrés sommables sur I
On démontre que ces limites sont de la forme

ﬁFi;(x)U,-/(x) oz,
it

les U;;() étant certaines fonctions mesurables, de carrés sommables
sur IT. De méme les intégrales

f " ¥ ’ d i
AL e 2552 - 252 [ 252 e

tendent vers

ﬂ ﬂ:Fw(x, ) Uy(2) Up(y) ox dy

quand les F;;,(, y) sont de carrés sommables sur le domaine a six
dimensions obtenu en faisant parcourir indépendammentIT a x eta y.
On dit que les fonctions

1 [Ouij(z) Odal(x)
\/j: dl‘,' - dx/

convergent fatblement, en moyenne, sur Il vers les fonctions U;;().
On trouvera dans le Mémoire de M. F. Ricsz [ Ucber Systeme integrier-

barer Funktionen (Mathematische Annalen, 1910)] des renseignements

plus précis sur cette notion qui a pour origine certains travaux de

M. Hilbert.
.. . 1 du?
8. Sachant ainsi comment se comportent les fonctions M -(ﬁ cher-
\ /
chons & en déduire des renseignements concernant les fonc-

tions 7}; u;(x) elles-mémes.
v
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Soit « un point intérieur & II; soit z un point de la surface X

tel que tous les points y du segment xz appartiennent a II. Nous
avons, en désignant par r et r, les distancesrespectives de x a4 y et 4 3,
par w ’angle solide sous lequel on voit X de =

U () =—

o(3) °(z)
I 0”:(.}") r _l *(= A 3.
w dyk oy 6y+mﬁa,(») Jsx 9313

les intégrales sont étendues aux ensembles de points y et z que nous
venons de définir. Le second terme du second membre est inférieur en
module a la plus grande longueur du vecteur «; («). Le premier terme

est de la forme
ﬁ}lk(x V) 0 u;’ (:y) a.}"
n T Iy

Imposons & « de rester a l'intérieur d’une portion de II bornée :
w; A, A" ... désignant des constantes, nous avons

/

A A
1 He(2, ) 1< 3

et
Hi(z, y)=o pour z;z;> A” et pour y.y; > A’.
Posons

Kr (v, ¥')= mllk(z, y)H(z, »') ox.
oy

Nous avons, r représentant la distance des points y et y/,

14

Kk,l(.)’a .,1'/) ‘l < e
et
Kri(z, y)=0 pour »;37> A" et pour 3737 > A",

Par suite 'intégrale

.ﬁﬁl{u()w ¥ Kea(yy 37) 3y 9y
11 I
a urmn seus.

Il en résulte que les fonctions

Cie) = ﬁ£ Hi(w. 3) Unk()y) dy
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sont définies presque partout sur II et sont de carrés sommables sur
tout domaine @. Or

[ 4 [ 2500
[L(r)__;{[ (@, y dul())oy]ax

— ey L dui(y) K o,
_‘ﬂ;‘ﬁn[u,k(}) Wi o ] w20, ¥

7 d :( ! /
x[uﬂy%j%-%ﬁg]®®u

D’aprés le paragraphe précédent, cette derniére intégrale tend vers
zéro. Donc
(o] " J

tend vers zéro.
. . . . I *
On exprime ce fait en disant que les fonctions \—/T'lti(x) convergent

Jfortement en moyenne vers les fonctions mesurables U;(x) sur toute
portion bornée @ de II.

Soient F;;(x) et F;;(x) des fonctions mesurables bornées qui‘ne
différent de zéro que sur un ensemble borné de pointsdeIl : I'intégrale

. _;—.'.[ﬁn‘Fi/ (z) uf (z) uf () Oz tend vers ﬂFq (2)Ui(z) Uj(z)dz,

jl;ﬂ;Fi,-k(x) u; () J lgx(f) dz tend ven‘sﬂFi;k(x) Ui(x) Uji(z) dz.

9. De méme la relation fondamentale donne a la limite

P . Oy
(11) ﬁ(dm )U U 0.

Dans cette formule on peut prendre pour y;(#) un quelconque des
vecteurs de divergence nulle, qui admettent dans II des dérivées
secondes bornées, qui sont égaux a «;(«) sur X et qui, lorsque II est
infini, coincident avec a;(«) hors d'un domaine borné.
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[La différence des deux membres de la relation fondamentale est
indépendante du choix de y;(x); cette propriété vaut a la limite
pour (11); autrement dit le second membre de (11) a une valeur indé-
pendante du choix de y,(x).]

Soit ¢ une longueur tendant vers zéro et soit & ’ensemble des points
de II distants de £ de moins de e; @ se compose de [ domaines séparés :
@,, T, ..., & qui correspondent respeclivement aux surfaces X,
Zoy oy 2o Enoncons deux inégalités que nous démonlrerons aux
paragraphes suivants :

Premiére inégalité. — On peut trouver un vecteur y,() qui ne
différe de a;(x) qu’a l'intérieur de o ct tel que
o ‘{,.’.2:') i e
I d.z:k l < Ae ’

A étant une quantité dépendant exclusivement de X, de o(x) et
de a;(x).

Seconde inégalité. — 1l existe une quantité A,, dépendant unique-
ment de X, telle que

ﬁU,-(x) U(x)dx<4A2 s’-’MUi,k(x) U, x(z) d.
Dés lors

.y H(%i + ) tise < 4A3A,ﬁ/; Cit() Upi() 2.
Ainsi le second membre de (11) peut étre rendu arbitrairement voisin
de zéro, alors que le premier a une valeur positive. Ce résultat cons-
titue la contradiction cherchée, qui établit les lemmes A, B, C.
Indiquons que de simples raisons d’homogénéité suffisent 4 rendre
trés probable la seconde inégalité. Quand a la premiére, elle est
intuilive : considérons, par exemple a 'intérieur de @,, le courant
dont la vitesse est y;(x) — a,(x); ce courant entre dans @, par cer-
taines portions de X,, sort par d’autres, avec des vitesses données; —

ceci exige la relation
ﬁ () dzi=o,
>

1
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le volume qu'il traverse a une section dont 'ordre infinitésimal est ¢;
le maximum de l'intensité de ce courant doit donc pouvoir étre choisi

de 'ordre de ', et le maximum de ‘?%‘:)l de I'ordre de e

10. DrMONSTRATION DE LA SECONDE INEGALITE. — Soit 2A le minimum
des longucurs de tous les rayons de courbure de Z et de tous les seg-
ments perpendiculaires 4 X en leurs deux extrémités. Tragons en
chaque point de X un segment normal & X, intérieur a I, de longueurA.
Ces segments emplissent un volume; définissons en tout point = de ce
volume une fonction D(«) comme étant la plus courte distance de
a I et un vecteur L,() par les propriétés suivanles : ses lignes de
force sont les segments tracés; son flux est conservatif; sur il a pour
longueur 1 et est orienté vers U'intérieur de II. Nous prendrons e < 4;
@ est le domaine ot D(x) <e. Soit v une quantité posilive arbilrai-
rement faible; nous avons

1 dDh
- (uf = 1) (e = Y]) o 5 Lo
D) <€ (D +n)? dzp
du; dﬁ)
=Yl 5— — 3= EY
+2nﬂ/:{x)<s(u Yt)(d-z‘k oxi D-|—~q i
I
= =) (=) 5L d ,
ﬂt) s(u i) (u Y)D—!-‘n % 0k >o0

Divisons par J*, passons & la limite en utilisant (10), il vient

ﬁUU(D_M) = L16x<2ﬁl, Usk s Led.

D’ou, par 'inégalité de Schwarz,

[ﬁUU(Din) 9z L"ax] <[‘ﬁb Vid oy L‘LL 797 ﬂ[U“U‘“’“’

. JD \
En chaque point x les vecteurs b et L, sont paralléles; le pre-

mier a pour longueur 1; soit A, le quolient de la plus grande longueur
du second par la plus petite, nous avons

1
U,-U,-—,,BxgaAﬁﬁU,-,kU,kéx.
ﬂ; (D +u) /e
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D’ou, en remplacant D par son maximum dans @ : ¢, puis en faisant
tendre v} vers zéro,

ﬁ U2 63 [ ViU ¢. Q. 7. D.
w o

11. DEMONSTRATION DE LA PREMIERE INEGALITE. — Puisque

ﬂ‘ o (z) 0x;=o,
=

s

ona

ﬂ [ai(z) — ai(x)] dz;= o,

il est possible de définir dans T et sur ¥ un vecteur P, (&), & dérivées
secondes bornées, tel que sur X

a(z) —a(x)= P, (z) _ dP,(x),

oz, 0z,
oy (2) — @y (2) = dl;i;”) _ dl;;flx),
oy (2) — ay (@) = dl;x(x) _ dl;;(.x)_
Or la fonction E_—_l#yl]. vaut 1 sur X, ses dérivées premiéres s’y

annulent; pour D(x)=¢, elle est nulle ainsi que ses dérivées pre-
miéres et secondes. Donc la « premiére inégalité » est vérifiée par le
vecteur y;(«) que définissent les relations

d ‘ d . v
V(@) —ai (@)= 5 g-[(# =D P)— 5 5 [(#—DP,]  pour D() <e;
Yi(x) —a,(z)=0 dans I — ®;
J . 9 . .
12y | T T @) =5 G (@ DY P~ 5 5 (= DY'P] pour D(z)Ses
Y:(z) —a.(x)=o0 dans IT — &
() — az(z) = = -g—[(ﬁ-—-— D) P, — L9 [(2—D2)*P,] our D(z)<e:
¥s BT e Oy 2 e dx, ! P ="
‘,,, Ys(x) —a,(z)=o0 dans IT — w.
Remarque. — y;(x) doit admettre des dérivées seccondes bornées;

nous venons donc de supposer implicitement que D (x) posséde des
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dérivées troisiémes bornées. Quand il n’en sera pas ainsi, on intro-
duira une fonction positive et monotone, ®(x), définie pour D(x) <A,
® admettra des dérivées troisiémes bornées; la longueur de son gra-
dient et la fonction ®(«) D~'(x) devront avoir une borne inférieure
positive et une borne supérieure finie ; @ sera alors le domaine ou

®(x)<e, Ly sera paralléle en chaque point a gf} et non plus a 3—2,

et @ sera partout substitué 4 D au cours des paragraphes 9, 10, 11.

Cas ot le vecteur a(x)— a;(x) est tangent a X en chacun de ses
points. — On peut alors prendre le vecteur P,(x) nul sur X : les
conditions imposées se traduiront par deux relations concernant sa
dérivée normale sur X. Et des formules (12) résulte une inégalité plus
précise que l'inégalité annoncée, & savoir

de(x)l <cAet,

A élant une constante indépendante de «.

IV. — Détermination effective d’une majorante de J.

12. Nous venons d'établir les lemmes A, B et C. Il est naturel
d’essayer d’obtenir des résultats plus précis et de se poser le pro-
bléme suivant : (@) étant une solution des équations de Navier,
réguliére dans un domaine II fini ou infini, construire, a l'aide des
seules quantités que nous avons nommées les données, une majo-
rante de 'intégrale

j du, > ou, da; s
=[], (55 — 722) (5 — 52) o

Notations. — a;(x) a été défini dans le cas ou II n’est pas borné.
Sinon, on peut prendre ce vecteur égal a la vitesse d’'un mouvement
quelconque de déplacement qui satisfait la relation Aya.(x) = %,
k
a(x) étant un polynome de degré deux au plus; par exemple, si sur

THESE LERAY. 6
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une surface fermée frontiére de Il «;(x) se trouve étre égal a la vitesse
d’un tel mouvement, il sera trés avantageux de prendre dans IIa;(x)
égal a cette vitesse. Modifions maintenant comme suit les notations
précédemment utilisées : soient X,, ..., X, celles des surfaces fron-
tiéres de I, fermées et d’un seul tenant, sur lesquelles a;() n’est pas
identique & a;(«); nommons A une longueur inférieure a la moitié du
plus pelit rayon de courburede X,, ..., X,, a la moitié du plus petit
segment perpendiculaire en ses deux extrémités a ['une des surfaces
Z, %, ..., %, etinférieure & la plus courte distance de X,, X,, ..., %,
aux autres surfaces fermées qui constiluent A.

Tracons en chaque pointde Z,, Z,, ..., X, un segment normal & la
fronti¢re, intérieur a II, de longueur A. Ces segments emplissent un
volume; définissons en tout point x dc ce volume la fonction D(z)
comme étant -la plus courte distance de x a £, et le vecteur L,(x) par
les mémes propriéiés qu'au paragraphe 10. Soit ¢ une longueur
variant de o a A el soit @w(e) "ensemble des points ot D(x) est infé-
rieur a €. ©(¢) se compose de n domaines séparés: @, (¢), ..., &,(e);
w,(e) a pour frontiére I, et une surface paralléle S,(¢). Nous nom-
mons Y{(x) le vecteur, dépendant de ¢, que définissent les rela-
tions (12).

Nous supposons, pour simplifier, que les dérivées troisiémes de
D () existent et sont bornées. Posons

w(x)=vi(x)+ a,(x), Yi(z) =xi(z) + ai(x).
Introduisons enfin quatre constantes :
A’ quiestle maximum de I'aire de S, (¢)+...4 S, (&), pouroLe<A;

A, qui est le maximum de ¢? __dx’(m)!
().l«‘k

et par suile une borne supé-

rieure de ¢ | 7,(x)|;
A, qui est le maximum de | a;(x)| dans w(4);
A, qui est la plus grande des quantités | A;|.

Et, pour simplifier, supposons X;=o.
Dans ces conditions la relation fondamentale, c’est-a-dire 1'éga-
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lité (8) ou I'inégalité (9), nous donne

’d‘)i dt’i N d‘)i d/z dxl
r s Ll or< — S .
& 0 9k 0 0r3 ‘uﬁms) dxk<dwk d.z',) 0z
o (’xl d'X.A
-+ I - d_.Z'L d_‘L’l ox
d i d /

—pﬂ Airpp(ui— 1) O
wiE)

Et il en résulte I'inégalité

(13) pl<6pA,A,e T\T

+ 3pA, s—?ﬁ w;u; 0x + 3 \/gpAlAﬂA4 ev_g‘ / ﬁ w;u,0x;
@ &l €l

+ ouATAT e+ 3pAT A e A et + AL T
+9pATA A [Aet+ Ayl

13. Ayons maintenant recours 4 des considérations analogues &
celles du paragraphe 10.

Soit I';(x) le vecteur y;,(x) correspondant & :=A, ou un autre
vecteur régulier dans w(A) et égal & «;(«) sur Z. Nous avons

dD d(u;—T;) Ly
ﬂa‘:m)(ui*n)(ui I)Dl’ Lk6£<2ﬂ7(A)(ui—ri) (udxk )—D—Léx.

D’on
[ﬂ (lti—ri)(ui r)])l, dD LAB.Z']
@)

<4 ’ (ui—T) (;—T Z)Ll‘)lf‘a fﬂ 9w — Ty d(““_ri)ax.
[ofY}

(A dz:k ()J:k

Et en désignant par A, le quotient du maximum de yL;L; par son
minimum

i ) 2 d(u;— 1) 0(w;—T,)
(14) (ui—T:) (wi—Ty) ,3x<4A ﬂ Sz.
o) D: o) oz oxr
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Soit
o(e)= (1;— T3) (1;—Ty) 8z

W€
?'(¢) est la somme de (1; —I';,)(u;— T)) étendue 4 la surface
Si(e) +...+S,(e);

9'(e)e reste bornée quand = tend vers zéro. La relation (14) s’écrit

Acp’(e)de</A2ﬁ O(w—Ty) O(w—TL0)
o g2 =4% (A dxz dx; ’

Or N
e A 4 '(s
E Ty
| £} v < Jy <
On a done

A
f i(Ts)dsngg 9(ui —~Ti) d(ui—-ri)&z.
A B () oz dzi

Soit B* une quantité positive arbitraire; on ne peut avoir

Ou;—Ty) 0(u;—T
dxk d.'??k

9(e)

52

> B2 ) ox

(A

sur un intervalle (1, A) de variation de ¢ quesi

B log% << 2A3.

2A3

Autrement dit entre A et ;==Ae ™ se trouvent desvaleurs de e pour
lesquelles

p d(ui—l’i) d(ui——l‘,-)
i— T) (u;— Ii) £ B2g? oz.
ﬂm (u ) (u ) eﬁm\, i e v

14. Dans (13) prenons précisément pour ¢ 'une de ces valeurs;
posons

[y' ILTidz = A2: A=) O 2 5, g,
oA @A) Lk Lk
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Nous avons

ﬁ u;uﬁx—aAﬂ/ﬂ uzuzéx—i—A%gBﬁe*[J—;-QA,,\/.T—a-Aﬁ],
@ig, wE

c’est-a-dire

\/ﬂ1 wu, Sz <Be[yT + Ay ]+ A,
(o)

De (13) résulte donc V'inégalité

a4
3

(15) pI<S6pA AL 2\ T+ 3pA,[ByT 4 BA,+ At |

—_ R 1 —.L
+3\3pA A A ByTAZ £ BA,AT £ A0 7]
- QuAT AT 4 Bp A2 A [Ayr— 4 A, T
oA AL AL [Asr— + Ay ),

243

n=Ae ”’,

(15) est une inégalité du second degré en /J, qui est vérifiée quel que
soit B; prenons

la résolution de cette inégalité fournit une majorante de J.

Montrons comment les lemmes A, B, C en résultent.

Lemme A :a(x)=0;4, », A,, A;, A, sont indépendants de A;
A,, A;, A, sont proportionnels & A; (15) fournit dés lors une majo-
rante de J qui est une fonction de % continue, donc bornée. «c.q.r.p.

Le lemme C résulte de considérations analogues.

Quant au lemme B, il est évident : «;(2) = a;(«) sur la paroi externe
qui s’éloigne indéfiniment; donc la majorante obtenue est indépen-
dante de la position de cette paroi.

St Uon fait tendre w vers zéro, les autres données restant fixes, la
meilleure majorante quel’on puisse déduire de (15) croitindéfiniment,

N . I
comme une fonction exponentielle de h

15. Examex bt cas particuLiers. — Dans certains cas particuliers i/
peut étre avantageux de choisir ¢ autrement que nous I’avons fait au
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paragraphe 13. D’aprés I'inégalité (14), nous avons

j ' (t;— 1) (; — ) dx L hARe? W I(wi—Ty) o(ui—T0) dx.
we oY

d.rk (9.1,}

‘/ﬂ wu Sz oA VI + A ]+ A,
-

D'ou

et, en portant dans (13) :

2 .
(16) pI< BpA A e Ty T+ 30A, 2ANT + oA+ A I

|-

= -1 L -
+ 3y 39A1A=A,,[2Ao\ Jer -2 A A e+ Aje J
+9pAZATe™ - 3pATAEe [AueT i A T4 o AZALA | Ase I+ Ay

Cette relation doit étre vérifiée quel que soit e. Un premier cas ol
elle est utilisable est celui ou le vecteur a;(«) est suffisamment voisin

d’un vecteur a;(x) pour que A2<-‘—;—‘:T_, : Avec les hypothéses des
o

lemmes A et C, a,(x) — a;(x) est proportionnel & k, donc A, égale-
ment; la relation (16) est applicable pour les faibles valeurs de 4; et
puisque A, est en facteur dans tout le second membre, cette relation
prouve que J tend vers zéro avec h.

Un second cas intéressant est celui ot I'on peut choisir a;,(z) en
sorte que a,(x)— a;(x) soit tangent a I en tous ses points; les der-
niéres lignes du paragraphe 41 nous autorisent alors & remplacer
dans (16) la constante A, par A¢, A étant une nouvelle constante,

il suffit dc choisir ¢ inférieur 4 A et & — £, pour quela relation (16)
12pAZAL

fournisse une majorante de J.

Ainsi les lemmes A, B, C s’obtiennent bien aisément dans certains
cas et en particulier dans ceux qui correspondent le mieux & des con-
ditions aux limites pratiquement réalisables : le liquide adhére & des
parois que l’on fait glisser sur elles-mémes. Le cas plus général étudié
exigerait un dispositif permettant d’injecter un liquide dans un réci-
pient et de I'en laisser sortir avec une vilesse imposée en chaque point.
Rappelons & ce propos que nous avons du renoncer a éludier le pro-
bléme qui correspondrait a 1'éventualité matériellement impossible
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dans laquelle certaines parois internes de II contiendraient des sources
de liquide.

Remarque importante. — Tout le contenu de ce chapitre peut étre
transposé sans difficulté au cas d'un espace a nombre quelconque de
dimensions; les lemmes A, B, C restent valables.

CHAPITRE IIL

FIN DE L'ETUDE DES REGIMES PERMANENTS.
REMARQUES CONCERNANT QUELQUES AUTRES PROBLEMES DE L’llYDRODYNAMIQUE.

I. — Démonstration des théorémes A, B, C.

1. Uxe NEGALITE PRELIMINAIRE. — Les lemmes A, B et C seront
toujours utilisés par I'intermédiaire de I'inégalité en question.

Soit une solution da probléme des régimes permanents, u;(x),
réguliére dans un domaine borné II; r étant la distance d'un point
quelconque de I'espace, z, a un point y de II et y;(x) ayant la méme
signification qu’au chapitre précédent nous avons l'identité

(1) [ﬂ[u(»)—mn[um—mn L3y
= [ utr) = v LI B

D’ou, en appliquant I'inégalité de Schwarz au second membre, 1'iné-
galité annoncée

(2) M) —vmtue) — v e
Ol ui—v:] M wi— vi]
il o It

Soit maintenant une solution du probléme des régimes permanents,
u;(x), réguliére dans un domaineinfiniII. Sur toute portion bornée @,
de II cette solution u;(@) est limite uniforme de solutions «; (x) régu-
liéres dans des domaines bornés II*, qui tendent vers II; nous avons,
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dés que IT* contient tous les points ou y,(z) = a;(x) :
I e 0 = vt tui ) = v o
u'

. Olui — i) OLui — il 5,
4»&1 9k I

Or, d’aprés le lemme B le second membre de cette derniére inéga-
lité reste borné; donc l'intégrale

N

ﬂT [ () =) ][ w () — y,(u\-)]—‘; 0y
. e

est inférieure a4 une borne indépendante de w,, autrement dit I'inté-
grale
(3) ﬂ["i()') — () [wil(y) — yi()')];lﬁ_r
1

converge.

Mais on peut obtenir un résultat plus précis : soit S une sphére de
centre z, dont le rayon R augmente indéfiniment; soit V la portion
de IT intérieure & S; nous avons

(4) Mty = vonte) —vaniger

— ﬂ Ly )y =yl ) T w(y) — ‘;‘z()’)]%ﬂdﬂ
w'y

- a i . N . dl_ ui__}'i] Ye— Tk o
—— ~V[I/‘ fu () —7:(0)] o —— 0.

Soit ¥'(R) I'intégrale de volume qui figure au premier membre de (4).
L’intégrale de surface vaut R¥/(R). W(R) est une fonction bornée et
croissante. Donc il existe une suite de valeurs de R, augmentant indé-
finiment, et pour lesquelles R¥(R) tend vers zéro. D’autre part
P'inégalité de Schwarz appliquée au second membre de (4) donne

~ 0

lﬂf[ w,(3) = 700) ] Lue(y) — Yz()')]%‘_; oy — qu/(R)]
\'

< 4t = w0 = v
v

Ofuwi—yi] =yl 5.

>
o 7
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On obtient & la limite I'inégalité (2).

L'inégalité (2) est donc applicable aux domaines 11 bornés et aux
domaines Il non bornés. Cette inégalité vaut dans le cas d’espaces &
plus de trois dimensions, sous la seule réserve de remplacer par un
autre nombre le coefficient 4. Mais si I'espace est & deux dimensions
son premier membre n’a plus aucun sens.

2. LES INEGALITES PRELIMINAIRES RELATIVES AU PROBLEME A DEUX DIMENSIONS.
— Soit z un point extérieur a Il et soit A sa plus courte distance a X.
Nous avons :

5) [t = 1Lt = 1]y
I r? (log T)
Ol ui— v:i] O wi— v.]
<[,ﬁ a7 T oy.

La démonstration en est analogue & la précédente; indiquons seule-
ment que la fonction bornée et croissante, ¥'(R) a maintenant pour
expression :

ﬂv Luely) — 1) L) — 1)) oy,

r? (lou ——)
et que le role de I'intégrale de surface qui figure dans (4) est joué par
'intégrale curviligne

) — &, Vo — ‘g — Tq d/1
‘55{%-(3')—My)]tui(y)—yi(m(” z) dys— (ya— @) dy
S

7? IOUK

:W’(R)Rlog%-

Mais il convient d’adjoindre une seconde inégalité a 'inégalité (5):
soit @, une portion bornée du domaine II, et soit & un point intérieur.
Désignons par A, le plus grand diamétre de @, et par @’ la portion
de IT distante de  de moins de 2, si la fonction ¢(y) s’annule surla
frontiére de @' nous avons :

dv dy
)2 ___—_o — — 6 .
ﬁw,p () ( ) y<h OV OFk )

log+

THESE LERAY.
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Appliquons ce résultat aux fonctions
0() =[w(y) — ()1 —4A%]

et tenons compte de ce que (5) nous fournit une majorante de I'inté-
grale

[aa(3) — () T wa () — 12 ()1 8y

on obtient finalement une inégalité de la forme

(6) [e(0) = 1)) — Y:(»)] ___17_‘ or
" T, r? <10g§'§' >
g
O, — 1 O e — w1
B L it YL izl
< Po I d)'k dyk <

B, est une constante qui dépend de @, et deIl.

3. L'inégalité (2) va nous permetire de déduire les théorémes A, B, G
des lemmes A, B, C, I'espace étant supposé & trois dimensions. Consi-
dérons les ensembles des fonctions u;(x) envisagés par les énoncés de
ces trois théorémes : nous allons les étudier sur un domaine borné @, ;
dans le cas du théoréme A o, sera le domaine II lui-méme; dans les
cas B et C ce sera la portion de II intérieure 4 une sphére o, arbitrai-
rement grande, et qui contient X & son intérieur. Tracons quatre
sphéres concentriques a a,, de rayons croissants et supérieurs a celui
de a, ; 0, 04, 04, G5. Soient @,, ..., ®; les portions de II respective-
ment intérieures 4 a,, ..., 5;. Danslecas A &,, ®,, . . ., &; coincident
avec II.

D’aprés les lemmes A, B, C et I'inégalité (2) nous avons :

N o dlli dlli N, i
(7) mng‘;;‘ ;)——MO»L<B,
(8) jﬂ ui(y)ui(}')-l—,,éy<B,
- =

On en déduit

(9) ﬁ wi(y) wi(y)dy < B

s
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ﬁ ()
(10) I 1wz <,

| ux(y) |5 0 < B;

et
J Uup (}’)
d)’k

-3y <B,

le symbole B représente au cours de ce paragraphe diverses quantités
indépendantes de celle des fonctions u;(x) que I'on envisage et de la
position qu’occupe le point . Soit d’autre part G (z, y) le tenseur
de Green relatif au domaine &, et au systéme

0 - 0Vi
,J.Avi—a%:p}xi, d—‘xiZO.
Nommons 3;(x) la solution de ce systéme, réguli¢re dans ©;, et égale
a u,(x) sur sa frontiére. Nous avons pour x intérieur & o, [¢f. for-
mules (26) et (27) du premier Chapitre] :

a
@) w@=—cf Cp@n|un L spwn |+ @),

(12) 0 u,(x) :—Pﬁ Teutes) [u/c(y)du"(‘y)+Aﬁ’c ”"(}')] 8“"'4—65‘]’«5?)'

ox; dx; dyr

o

Or, d’aprés le Mémoire deja cité de M. Odqvist :

l , B

Gu(z, ) <2,

dGy (2, y)
dl‘/‘

‘ dG,,,(.ﬁL‘, }’) _ d Gip(

I dx/ )

(13)

B
<< Pyl
3

' ’ 2
rreprésente la distance de z & y; ' celle de « a «’; r, estla plus courte
des distances de y a x et a4 ' '

De (10)etdelapremiéreinégalité (13) résulte quel'intégrale figurant
au second membre de (11) estinférieure en valeur absolue 4 une quan-
tité B. On endéduit grace a(g):

ﬁ Bi(z) Bi(z) dz < B.



— 52 —

Par suite, pour tout domaine intérieur 4 @; on a des inégalités de la
forme

(14) |Bu(x)|<B, i"ﬁ(x>|>g dgx(lx) dﬁo;({c)

— Cette derniére affirmation est trop voisine de propriétés classiques
des fonctions harmoniques pour que nous la démontrions —. Mais il y
a plus : sur X 3,(x) coincide avec un vecteur o;(x); or, par hypothése
les vecteurs o;(x) et ses vecteurs dérivés du premier et du second
ordre, calculés en déplacant x sur X, ont des longueurs bornées dans
leur ensemble. Par suite les inégalités (14) valent dans le domaine @,.
Et puisque 'intégrale qui figure au second membre de (11) est bornée
dans ©,, nous avons pour tous les points  de @, et pour toutes les
fonctions u,(x) :

(15) L (x) | < B.

Tenons-en compte dans (12); il vient, pour  intérieur & @,,

(16) S ‘)‘;‘xl ' BSﬂ/
i,/

Multiplions les deux membres de (16) par l'inverse du carré de la dis-
tance de « & un point fixe de o, et intégrons; on obtient

(17) Sﬂ ()U;(}),Ia <BSﬁ

Or, d’aprés 'inégalité de Schwarz,

duz(.y) dul())
W/ tA

. dy;

6+B

dx ;

()uh) 1 3 +

3ﬁ — 0y < B.

Donc, « étant intérieur ao,, le premier membre de (17 ) reste inférieur
? bl

4 une quantité B et par suite celui de (16) : nous avons pour tous les
points z de @, et pour toutes les fonctions «;(x)

Jdu; Jui(z) |
Tox;

(18)

\B.

Tenons compte dans (12) des inégalités (13), (15), (18) et (10); il
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vient, pour x et 2’ intérieurs a @,,

du;(z) Jdulz) 9 Gy (x, y) 3Gy, (2, y)| Ea
9z, 0w <Bﬁml 0z, T T om |V B

D’ot
du;(x) _ dui(z')

U
0&6/' r)x,-

(19)

4
}< Br2.

La validité des relations (15), (18) et (19) pour tous les points x
et 2’ de @, et pour toutes les fonctions u;(x) entraine 'exactitude des
théorémes A, B et C.

Le cas d'un espace 4 deux dimensions se traite aussi aisément, a
partir des inégalité (5)et (6).

Et tous les résultats annoncés au premier Chapitre se trouvent enfin
démontrés.

A. Remarue 1mporTANTE. — Pour ce qui est des espaces a plus de
trois dimensions lesinégalités(13) doivent étre remplacées par d’autres
dans lesquelles les exposants de r et de R sont plus élevés; et je n’ai
pas réussi a déduire les théorémes A, B, C des lemmes A, B, C. Je ne
sais si les résultats énoncés au premier Chapitre sont également appli-
cables aux régimes permanents des liquides visqueux a plus de trois
dimensions. Le nombre de dimensions de I'espace joue donc un role
essentiel en ce qui concerne les problémes de 1'Hydrodynamique,
alors que son influence est secondaire dans toute la théorie des équa-
tions aux dérivées partielles linéaires.

II. — Allure d’un régime permanent aux points 4 l'infini.

- 8. GexgraLtés. — Soit un régime permanent u;(x) régulier dans un
domaine II infini, & trois dimensions. D’aprés le paragraphe 1 les

intégrales
J— dui(z) da(=x) {du,{x) _day(= ]6.2;
—«ﬁn [ Oz; Oz; ] oz; Oz;

1) = [l 1) — a0 0) = @) 5y
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sont convergentes. Il n’en résulte pas que v, (@) — a;,() tende vers
zéro quand x s’éloigne indéfiniment. Mais considérons une spheére S,
ayant pour centre le point fixe et dont le rayon R augmente indéfi-
niment; soit E(¢) 'ensemble des valeurs de R telles que la moyenne
de [ui(x) — a(x)|[u(x) — a;(x)] sur S surpasse ¢; on a

tre | dR < 1(z).

E(g)

Il semble peu probable qu’on puisse énoncer d’autres résultats quand
a;(x) est nul et que A; est un tenseur symétrique gauche dont les
composantes satisfont des conditions de Holder sur tout domaine
borné, mais se comportent arbitrairement a I'infini. Toutefois I’hypo-
thése que les A; sont des constantes ne permet peut-étre pas, en
général, d’obtenir des résultats plus précis.

Envisageons maintenant le probléme a deux dimensions : I'intégrale

J_II‘ ['dui(x) . da;(x) dui(z) _ da;(z)
- i dx,- ()x,- dx/- dx,-

est convergentc; et si & est un point extérieur a II, dont la plus
courte distance a Il est A, I'intégrale

I Sy
R 2r\2 ™
r*(log —

est également convergente. Soit S une circonférence de centre x et
dontlerayon R augmenteindéfiniment ; soit E(¢) I'ensembledes valeurs
de R pour lesquelles la moyenne de [u,(x) — a;(x)] [u;(x) — a;(x)]
prise le long de S surpasse ¢; nous avons

I(z)= ﬁn [wa(y) — @) [ua(y) — ai(3)]

dR
TR <@
v Ee R [log —]

e

log 3

2TE

mais 'intégrale
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est convergente, et contrairement au cas de trois dimensions la propo-
sition que nous venons d’énoncer ne suffit plus a différentier les solu-
tions du probléme qui correspondent & des fonctions a;(x) dont les
différences sont des constantes. Nous ne devons pas nous en étonner :
pour ¢ = o ces solutions sont identiques (paradoxe de Stokes).

6. ExAMEN D'UN CAS PARTCULIER : ¢,(x) =0, A;; = 0; 'espace a trois
dimensions. — Commencgons par établir une formule importante
2 étant un point arbitraire de II, représentons par R, S et V les
mémes éléments géométriques qu’au paragraphe 1. Introduisons les
fonctions :

=g - =)
Pi(y)= ’;Ln ‘yi; p
Ty(y) = %“ ["—1 (3R?— art) + Wi xi)R(a}’i—‘ w;)];
Pi(y)= % )'i};xz

dij==o0 pourizXj, 0;=1 pouri=j;
Ty()=Ty(») = Ty(x¥);  Puy)=Puly) —Pi(y);
Ti(y) est nul sur V
et
»Tyy) _ 0P OTy_
By Ty dy T

Un calcul classique nous donne :

(o) wi@=—p [[[ T m) Loy
o [ o) -]
= M [H(% -+ %) — P'ﬁjk] ui(y) Oyk;

R augmente indéfiniment ; I'intégrale

' , du;(y) ’
— o [l o ) T
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tend vers l'intégrale absolument convergente

(a1) m(x>~—pjfo,<y) ux(y) L) ’(”’ 3

dTrJ ()’)
Iyx

du; 0
[l (3 32) -
Ty ,
_j[[ («m 0y/> Pi 6”‘] () Oy

tend vers une limite w;(z) dont nous noterons les propriétés suivantes :

Puisque T};(y), —i£= et P; (y) tendent vers zéro, la quantité.

w,(x) est solution du systéme : Aw;(z) — gi =o, g‘—;’

,(w)

=o0; quand z

(22) s'éloigne indéfiniment, w;(x),

et ¢ (z) tendent vers zéro respec-
1

tivement comme (zr2;) 2, (zpzr)~t et (zxxr)~t.

Donc u;(x) = vi(x) + wi(x) + lim0;(R), en posant
9(R) =+ Pﬁ’r;‘j(}') ur(y) d—u’—(—ky-) 3y

dT' T},
_ ﬁl (d_)’k dy,) P; B,k]u,éyk

Nous avons, C représentant une quantité positive indépendante de R,

clam®)l<g fJl1u1]| 25 §jftw>1”

Il enrésulte que I'intégrale

/'”R—lgai(R) | dR
R

0

est convergente : la convergence de I'intégrale

[ o222
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s’établit en intervertissant l'ordre des deux intégrations, puis en uti-
lisant la convergence de l'intégrale

[ 21
f Rsﬁlv/())‘” = 5y,
)/ ECIFDS

u/(?’)la

Quant a l'intégrale

elle peut s’écrire

or d’aprés I'inégalité de Schwarz le carré de cette derniére expression
est inférieur ala quantité finie :

La convergence, ainsi établie, de I’expression
f R~1]6,(R) | 4R
R

prouve l'existence d'une suite de valeurs de R faisant tendre 6,(r)
vers zéro.
On a dés lors

(23) ui(z) =vi(z) + wi(z),

v;(x) est parfaitement délerminé par les relations (21); w;(x) Dest
par les conditions (22) et par la condition de satisfaire sur X la rela-
tion (23).

7. Indiquons deux applications dela formule (23).

Divisons, par exemple & I'aide d’une sphére, le domaine II en deux
portions II, et II,, la seconde étant bornée :

dui(y
vi(z) =— Pﬁ Ty () ur(y) —Z’(J)ay

—Pﬂ Ty () a(y) 2L ’(y)

THESE LERAY, 8
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[.o ﬁ Ty () u() d—:;’(—))m]
du; ()u,
() [ oo [ g

On peut choisir II, tel que

Or,

du; du; 3y
u, e Iye ™

soit arbitrairement faible; la fonction
” I
1) = [[[ ) v 5oy
n 14
est bornée sur II. Donc on peut choisir II, tel que

ltﬁn Ty () wr(y) ——— ’()) < gy

7, étant une quantité positive donnée arbitrairement. Ceci fait,
éloignons indéfiniment le point x; 'intégrale

PH Ty () ur(y) I(})“'

tend vers zéro comme (x,;x,‘.)_

Donc |u;(x)| < 27, pour tous les points  situés hors d'une sphére
appropriée, qui contient II,. Autrement dit u;() tend vers zéro quand x
s'éloigne indéfiniment.

Donnons la deuxiéme application de la formule (23). Supposons
les dérivées a;(x) proportionnelles & un parameétre /& qui tend vers
zéro. D’aprés le paragraphe 44 du second Chapitre J tend vers zéro.
Donc d’aprés la formule (2) du présent chapitre la fonction I(z) tend
uniformément vers zéro dans IL. Il en est de méme pour ¢;(x) et wi(x) :
u,(x) tend uniformément vers zéro dans le domaine I1. 11 est d’ailleurs
aisé de préciser que le maximum de ¢;() tend vers zéro au moins aussi

rapidement que h*; et par suite w,(z) est un infiniment petit de
I'ordre de A.

of -
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III. — Remarques sur les écoulements non permanents.

8. Donnons-nous un domaine borné II(¢) variable avec le temps ¢.
I1 serait intéressant de savoir s'il existe toujours des fonctions u;(x, t),
p(z, t) définies dans le domaine II(¢) pour toute valeur positive de ¢

et satisfaisant les conditions suivantes :
du; dap ou; du
7 ) i — .
(24) pAw—p ot ox; pu"dxk’ oz 03

les u;(x, t) ont des valeurs données u;(x, o) pour t=o0 et prennent
des valeurs imposées a;(x, t) sur la frontiére X(z) de II(z); on suppose
naturellement
dur(, 0) =o0 et ﬂ ai(z, t) dzi=o.
0z )
La relation fondamentale (8) du second Chapitre est valable, a condi-
tion d’y remplacer X; par — %—", puis d’y annuler A; et a(x); pour

I'utiliser, introduisons les notations suivantes :

I(t):ﬁ;{ ui(z, t) ui(z,t)dx,

(0

3 :ﬂI dui(z. t) duy(zx, t) Y
(4)

dxk da:k

le symbole A (?) représentera diverses fonctions continues de z, dépen-
dant de II(¢), de a;(x, t) et de u,(x, 0), mais indépendantes de p. et
de p; choisissons une fois pour toutes y;(x, t), en sorte que

i dvys J,
e nl<Am,  |EEDcaw, DD <aw;

on déduit bien aisément de cette relation fondamentale l'inégalité
0.
pﬂI g7 L@ i) (wi— 73)) 0 4+ I (£) Sp A () 1(2) + (pr + p) A(0).
0
‘ot

D
o 1(¢) +f‘f I dt’gpf A()I(E) de'+ (2 +p) A(2),
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Et finalement

t
(25) 1(t) < 5—"—%_—‘91\(15), fJ'(t’)dt’< (i;LE)A(t).
v 0
Dans le cas trés particulier ou «;(«, t)= 0. on a plus exactement
14
pl(e) + Ql.l.f J(t") dt'=p 1(0).
]

Il me semble peu probable qu'on puisse déduire des deux inéga-
lités (25) la régularité du mouvement pour toutes les valeurs positives
de t.

Supposons que le mouvement cesse d'étre régulier & 'époque 7,;
faisons tendre 7, en croissant vers ¢, ; alors les fonctions u;(z, t) con-
vergent faiblement en moyenne vers des fonctions u;(x, t,), de carrés
sommables sur II(z,); mais ces fonctions sont peut-étre trop irrégu-
liéres pour qu'aucune méthode d'approximations successives permette
de définir les u;(x, t) quand ¢ surpasse ¢,.

9. Les tentatives que j’ai faites pour démontrer que ces fonctions
u;(x, t,) sont bornées ont attiré mon attention sur les solutions du
systéme (24) réguliéres dans tout I'espace, et de la forme

wi(z, t) = A(s) U [A(¢t))x],

A(2)x étant le point de coordonnées A(z)x;. On constate que U;(x)
doit satisfaire le systéme, o « représente une constante arbitraire

) oU; Jp aU; IU;
J.— : b DA S il
(26) ®AU; :xlo‘.Ul—i—x;‘ d-zk—l d.-p,»“oU‘ o o
et que
7\(l) p— __—*_L___—_°

V=—r2a(t— 1)

Si ce systéme admet des solutions non identiquement nulles, « est
sirement positif, dés que le nombre n des dimensions de l'espace
dépasse 2. En effet, IT désignant ’espace tout entier, nous avons

'’a JU oP oU;
I, 1. | - = U =t b —
_’ﬂ[}Ll[HAL' aoU,— apzy dz: " Om, o Uy da:k] 0z =0
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D’ou, par une intégration par parties, et moyennant des hypothéses
supplémentaires concernant I'allure a l'infini des fonctions U, (x)

et P(x),
U; JU; i
- =— 5—3 - —_ U 8 —
¢ Il()xk ()xk0x+2a9(n Q)MI;LJJL&Z—O.

Dés lors les fonctions

I z A
i ',t :——Ui
wl® 8) V—r2a(t—t,) (\/—2a(t—to))

définiraient un mouvement, régulier pourt<(?,, qui deviendrait
irrégulier quand # tendrait vers ¢,. On aurait d’ailleurs u,(z, ¢,)=o0;
et le mouvement pourrait étre défini pour £>>¢, : ce serait le repos.

10. La difficulté signalée au paragraphe 8 est de méme nature que
celle qui nous a empéché de déduire les théorémes A, B, C des
lemmes A, B, C, dans le cas d'un espace a plus de trois dimensions.
Elle nous interdit de compléter 1’étude des régimes permanents par
une étude similaire des régimes quasi périodiques ou presque pério-
diques, parmi lesquels se trouvent vraisemblablement les régimes
stables qui correspondent aux phénomeénes réels.

Pourtant il n'est pas impossible de la tourner : un premier procédé
consisterait a modifier les équations de 'Hydrodynamique, en y ren-
forcant I'effet des forces de viscosité; il est raisonnable d’admettre que
la régularité du mouvement devient certaine quand le coefficient de
viscosité u cesse d’étre une constante dés que la quantité scalaire

duy | dux (Jus | Ju
dxk - DE:) dxk ().’l?,;
dépasse une certaine limite L, pour étre alors une fonction rapide-

ment croissante de cette quantité scalaire.
Les équations de Navier doivent maintenant s’écrire :

(29) d [ <du,~ ()uk>"| du; ap du; oup
..4/ s

—_— — — 0 — = —pUr— —— =0;
dxy Oz + 0x; Coot Ox; pe ‘d.»rk’ Oz !

ce sont les quantités

I(l)—_—ﬁ ui(z, t)u(z, t)ox
ILiey
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et
¢ i ! 4 . . / ’
f de’ w dui(z,t) + Jur(z, ') ][ 0ulz, t') + 0 up(z, t') oz
0 ILi Oy dz; ozy Ox;

qui restent inféricures & certaines fonctions continues A(?). La
démonstration de la régularité exigerait une étude trés longue; et
celle-ci terminée la question se poserait de chercher comment se com-
portent les solutions u;(x, t) ainsi construites quand la quantité L
augmente indéfiniment.

Démontrer que ces solutions convergent uniformément vers une
limite serait aussi difficile que de démontrer directement la régularité
et 'unicité des solutionls de (24), ce & quoi nous avons renoncé. Mais

les intégrales I(2) et Jf J(2")dt restent inférieures a une fonction A (?)
indépendantes de L; etsur tout le domaine & quatre dimensions engen-
Ju;(x, t)
du;
ment en moyenne vers une ou plusieurs limites, U;(x, ?) et U; (, ?),
qu'il convient d’étudier. Ces limites satisfont certaines relations inté-
grales, que vérifie d’ailleurs toute solution réguliére de (24). Il n’y
aurait pas lieu de considérer les fonctions U;(x) et U, ;(x, t) comme
dénuées de sens physique, méme si elles présentaient les plus grandes
irrégularités : les composantes de la vitesse d'un liquide sont définies
par un passage & la limite, celui d'un milieu discontinu, constitué
d’un grand nombre de molécules, a celui d’un milieu continu; ce pas-
sage a la limite ne peut-il justement présenter les mémes difficultés
que le passage a la limite que nous venons d’effectuer en faisant aug-
menter L indéfiniment ?

Il n’est pas paradoxal de supposer qu’il conduise a des fonctions
U,(, t) irréguliéres et indéterminées. Au cas ou les fonctions U;(x, ¢),
U, ;(z, t) ne coincideraient effectivement pas avec une solution régu-
liére de (24), nous proposous de dire que ces fonctions conslituent
« une solution turbulente » de ce systéme.

dré par II(¢) les fonctions u;(x, t) et convergent donc faible-

Remarques. — Le procédé que nous venons de décrire peut étre
transposé a I’étude des régimes quasi périodiques ou presque pério-
diques et des régimes permanents des espaces a plus de trois dimen-
sions; il est analogue & celui par lequel nous avons abordé les régimes
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permanents réguliers dans des domaines II infinis. Et c’est par un tel
procédé que I'on a déja souvent cherché a élucider la question des
liquides parfaits : on les considére comme liquides a coefficient de
viscosité évanescent; quand p. tend vers zéro la fonction I(z) reste
inférieure a une fonction continue A(?); on est donc assuré que les
composantes de la vitesse des solutions, réguliéres ou turbulentes,
de (24) convergent faiblement en moyenne vers des limites, dont il
reste a préciser les propriétés. Ainsi les difficultés relatives aux
liquides a coefficient de viscosité constant sont analogues a ces diffi-
cultés, signalées depuis longtemps, que présentent les liquides parfaits.

11. 1l est préférable de donner, des « solutions turbulentes », non
une définition constructive et assez arbitraire, comme la précédente,
mais une définition descriptive consistant en un systéme de condi-
tions imposées aux fonctions U;(=, ) et U; ;(@, ¢). La considération
des équations (27) ne sert plus dés lors qu'a montrer l'existence d’au
moins une solution, réguliére ou turbulente, des équations (24). Mais
on peut établir ce théoréme d’existence a l'aide de systémes plus
simples que (27), voisins de (24) et n’ayant plus nécessairement de
signification hydrodynamique : on fait tendre ces systémes vers (24)
et 'on prouve que leurs solutions ont au moins une limite, qui est une
solution de (24), réguliére ou turbulente. C’est un tel procédé
d’étude que nous utiliserons effectivement au cours de deux autres
Mémoires ; 'un étudiera un liquide & deux dimensions, enfermé dans
des parois; 'autre un liquide illimité a trois dimensions.

Si le liquide est & deux dimensions et s’il est illimité, Pexistence
d’une solution réguliére est d’ailleurs assurée, et méme le passage au
cas d’un liquide parfait s’effectue sans difficulté : les démonstrations
seront le sujet d’'un quatriéme Mémoire; elle sont basées sur les pro-
priétés du tourbillon découvertes par Helmholtz. Dés qu’existent des
parois ces propriétés sont inutilisables ; et nous ne disposons plus que
des inégalités (25) dont l'origine est la relation de dissipation de
Pénergie; aussi est-il intéressant d’établir que la régularité des mou-
vements plans d’un liquide visqueux illimité résulte des seules pro-
priétés de (24) qui permettent d’établir la relation de dissipation de
I’énergie; tel est I'objet du chapitre suivant.
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CHAPITRE IV.

MOUVEMENTS PLANS D’UN LIQUIDE VISQUEUX ILLIMITE.

1. Sommare. — Les mouvements d’un liquide plan, de viscosité .
et de densité p, sont régis par les équations de Navier:

du 2 a x, t ad i 12
phua, ) —p PG D OPE D) (g, ) T D
(1)
Jdur(z, t
%}c)zo (¢, k=1, 2).
On peut les meitre sous la forme équivalente, o1 v= S—L :
. duiz, t)y Jdglx,t) [Oduiz,t) Jur(x,i)
‘ vA u;(z, t) — o ~ om _[ 7 Py J ur(z, t),
(2) 0 ui(z, t)

)

dx x

2 est un point d'un plan II'; ses deux coordonnées sont x;; I’élément
d’aire qu'il engendre sera nommeé cz.
Posons

J'Z(t):j]ﬂ‘ ui(z, t)y wuilz,t)dx,

Jz(t):ﬁjd ui(x, t) duiz, t)é‘.’r,
a

dzxy dz;,

et soit ¥(¢) la plus grande longueur & I'instant ¢ du vecteur vitesse
u(zx,t).

Le liquide étant au repos a l'infini, ure solution u.(z, t) du sys-
teme (1) sera dite réguliére de I'époque t =1, a I'époque t =t, quand les
Jonctions J(t), F(t), V(t).seront bornées pour t,<t<t,. Nous nous pro-
posons d'établir Uexistence d’une solution réguliére unique, définie pour
t20 et coincidant a I'époque t = o avec des données u,(x, o).

Ces valeurs initiales sont continues ainsi que leurs dérivées pre-
miéres; J(0), F(0), ¥(o)sont bornées; enfin

dui(z, o)
——0xk =0
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La construction de cette solution s’effectuera suivant un mode clas-
sique (¢f. Chap. I, § 1) : une méthode d’approximations successives
convenable nous permetira de la définir pour 0<2<T,; puis les quan-
tités u;,(x, T,) nous serviront de valeurs initiales et le méme processus
d’approximations successives fournira la solution pour T, <2< T,, ete.
La suite croissante o, T,, T,, T;, ... a une limite T, et la solution
est construite pour 0<¢<T,. Or nous prouverons que T, =4
en utilisant la propriété du second membre de (2) qui sert & établir la
relation de dissipation de I’énergie, & savoir :

CLTRLLD Y -
d.L’k - dl‘i 1 U= 0.

Mais il est nécessaire d’étudier d’abord le systéme

duzx,t) _dg(= )

vAui(z, t) — ot oz =X(=z, t),
(3) dw(z, t)
d.Z‘k =0

Les fonctions X;(z, t) sont supposées données; elles sont continues,
dérivables, et

F2(t) :ﬂxi(x, t) X,(z, t)ox

reste inférieur, pour £20, & une fonclion continue de ¢. La définition
des solutions réguliéres étant la méme pour le systéme (3) que pour

le systéme (1), nous établirons un théoréme d’existence ayant méme
énoncé.

Remarque. — Les coefficients numériques, autres que les exposants,
qui figurent dans les diverses inégalités de ce chapitre jouent un role
accessoire. Quant aux valeurs de ces exposants elles peuvent étre pré-
vues, le plus souvent, par de simples considérations d’homogénéité.

I. — Etude préliminaire du systéme (3).

2. Preyier cas particuLier. — Supposons X; = o. L’obtention d'une
solution de (3) réguliére pour 120 et dont les valeurs sont données
pour ¢==o est aisée : on prend ¢(x, t) == o et u;(x, t) égal & lasolution

THESE LERAY. 9
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de ’équation de la chaleur:

t
(4) vAw(z, :)_"_“"_f)ﬂ_lzo
¢
qui vaut u;(z, o) pour t=o0
(o= By o) sy
(5) wi(x, t)y = Anvtﬂ e u, (), 0) )
r est la distance du point  au point y.

()ui(.'zf, t)

A d { )
De méme ) ui(, 0)

est la solution de (4) qui vaut a5, pourt=o.

7
Rappelons que le maximum a I'instant ¢ d’une solution w(x, t) de (4)

est une fonction décroissante de ¢, ainsi que 'intégrale

j/ wi(z, t)ox.
n
Donec

(6) F(<I0),  FMSF(0)  V(1)S(0).

Remarque. — 1l est également possible de majorer () a 'aide des
seules quantités v et J(0) : I'inégalité de Schwarz appliquée a (5)
donne

v r
1 .

wi(x, t) ui(z, )< ——— J2(0 H e Mgy,
(2, 0) wil, '2 e (>un S

c’est-a-dire

(7) V(g —2L,
T oyaTmvt

3. SECOND CAS PARTICULIER. — Supposons maintenant le vecteur X;(x, )
nul hors d'un domaine finl @ du plan II. M. Oseen a fait connaitre une
solution de (3) définie pour 20, nulle pour ¢t = o [ Acta mathematica,
t. 34; 0ou Hydrodynamik, Leipzig, 1927]; cette solution est de la forme

1 .
(8) u,(x. t)y= f dt’” Ty, yot—1t)yX;(, t')or.
T 1

On a des inégalités :

Tt v, t—1t) <

rt-t—t'
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et
Ar

{dT,,
—_— t— —
!de (x7.}) ) <(7,2 t t/)g

(t'<t);
A représente une quantité qui dépend de v.

Donc quand « s’éloigne indéfiniment u,(x, ¢) tend vers zéro comme
3

(z2,)", ‘_’ﬁ(;;‘/;tl comme (2,,) *; on constate de méme que g(z, ?)

1
tend vers zéro comme (2,x;) *. Or on a, sur toute portion bornée @
delIl:

t )
vf dt’l] (2, U'yAu,(z, t')ox
0 (o3 .
o (T R : dy(xz,t')
— é,ﬁ w(ay ty w,(a, [)ow——f (lt’ﬂ w,(x. l’)T oz
o ¢ o
t »
:[ (lt’\ﬂ w(zx, U)X, (2, t')du.
v o w
Intégrons par parties et faisons tendre @ vers II; nous obtenons :

t A a2
(9) uf FLYy ot + /I;Jl(t):—/‘ dt’j] w(x, VYN (z, ') dx.
[ o n
D’ou
t
[(seysiwyar.

]

I
vf JHL At — S 32 (1)<
o
Or la solution de I'équation

I — "-_ ! / ’
57 (z)_f0 J(YF (') de

est
t

B(z):[ F(t)dt.

Nous avons donc

(10) J(t) <f F(t')dt'.

Ce premier résultat acquis, considérons a4 nouveau la relation (8) :
I'inégalité de Schwarz permet d’en déduire

N :
u (z, t) <f ..‘T‘(t’)dt’\/j/ T, a,t—t)Ty(x, v t—t')dy.
0 1
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Un calcul élémentaire donne

) 1
ffnTﬂ(w, Frt =) Tulz, y, t =)oy = 6nv(t—1¢)

Donc

t

F(t')dt’

(11) ‘U(t)<4 W—-——_—:-t—‘-;

4. 1l reste & majorer J(¢). Posons

Vi(x7 ta t,) :ﬂ‘HTU(x, )’, t— t’) X/(.}" tl) a.y>
(8) s’écrit

nt

ui(z, t)—‘/ vi(z, t, t')dl’;

— / AT Ovilz, t, ) dvi(z, t, 1)
F2(¢t) f dtf dl.ﬂ‘ P I Sz.

dvi(zx, t, ') doi(x, t, 1)
' y/A — y vy 9
Kttt )“ﬁ oz ok oz,

t ¢
92(1) :f f K(¢, ¢, 1) de dt".
(] 0

Or le vecteur v;(, t, ¢") satisfait I'équation de la chaleur

Posons

Nous avons

doi(x, t,t")

vAvi(x,t, t")y— =o.

at
Donc
v K(¢, v, t,,)__ﬁd_v,(_xd_t_t__t_} vi(z, t, t') 0z
=— [ [ =452 0w, 0 1= X0, 0 323y
. . " . .
Le vecteur %Qd_;z“t“) vérifie le systéme

s dV/()’,T,t”) dv; iy 7 ) —
)A[ dr ] 01'[ ot =9

d [dv;(v,z.t") —o:
dy; Jr -
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d’aprés le Mémoire de M. Oseen déja cité nous avons donc
dv,(y,‘: t)_ﬂ‘TU(x 5, -:-—t)d“(x’t t)6 (r>1).

Prenons t=2¢t— 17, il vient :

. —_ "
vK(¢, ot =_ﬂ100/(% 7 t)‘ : )Xi(y, ') dy
11

d(2t—1t'

. w0 T2, vy2t—1t — ") ‘ ,
——ﬁ‘ﬂll‘Xi(x,t) d(2t_t/__tll) X/(}’,t)axa.}"
D’ot

ou

) 1 na 0Tz, vyt —t'—t")],
K ey < [ [, )| B = e 21X, 0 0w 0y,
Ona

r

L )

‘oTi,(x. 7. e)‘ (et ® pour i3,

1 - .

amves? pour t=/.

Puisque les fonctions

w (2 0)= [[ e X0, )10
satisfont I'équation de la chaleur

dwi(xz, 0
2vAw;(z, §) — ———’59—)-.—_:0

et qu'elles coincident avec | X;(y, ¢')| pour 6 =o,

ﬂwf(x, 8) dx
1

est une fonction décroissante de 6 et

ﬂm}*(x, 6)6x§ﬂX}(m, t') dz.
n o

D’autre part,
lK(t, t,, t”)‘< mﬁ[ZlX (x t” 1W1(.Z‘ 2t — ' — t”)

+ 2| X, jws + | X, |, + | Xe |0, ] O,
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Donc
6

C / "y ! "
|K(t,t,t )'<‘)6(2t~t/~—'t”)gr(t)a(t )'

Finalement

/ 1 6
(12) F: (1) </0 v[mﬁ(t’).‘f(t”)dt’dt”.

3. Cas cinéraL. — Ajoutons les deux solutions particuliéres du sys-
téme (3) définies aux paragraphes 2 et 3. Nous obtenons une solution
particuliére de (3), égale pour t =o0 & des valeurs données u;(x,0); a
savoir :

re -
(13) wi(z, t) = ! lf e “u,(y, 0)0y
o

ATVt
Py P )
+J0 di || Ty, 5 t= )Xy, ¢) 3y
D’aprés (6), (10), (11) et (12), cette solution satisfait les inégalités

a(t) < J(o)-&—ft.‘}"(t’)dt’,

t L
F(t) £ 5(0)+\/ff ﬁ—(-zt—f_-zr_-_—t,)ﬁ(t’):f(t”)dt’dt”
0 o

P —

g de
bJy Vmv(t—1t)

(14) |

V(£) < V(o) +

De plus un calcul analogue & celui qui fournit () donne ici
14 2 p
(15) ufo go(t) dt + S o ()= 252(0)—f0 dz'ﬁ;u,-(x, vy Xy(@, (') dx.

Ces résultats sont valables a condition que X;(, t) soit nul hors
d’un domaine borné. Or supposons donné au second membre de (3)
un vecteur X;(x, t) continu, dérivable, assujetti a la seule condition
que F(t) reste inférieur a une fonction continue de z. Soit une
longueur R qui augmente indéfiniment; soit X; («, t) un vecteur con-
tinu et dérivable, égal a X;(x, t) pour z,2,SR?, de longueur infé-
rieure en tout point a celle de X;(z, ) pour R*< xx;<2R?, nul
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pour 2R?Sx, 2. Le systéme (3*) obtenu en remplagant dans (3) X,
par X; admet une solution u;(x,t) donnée par une formule (13%)
analogue a (13); et sur toute portion bornée de II, u; (x, t) tend uni-
formément vers le vecteur u;(x, t) que définit (13). Mais les fonctions
J*(t), F*(r), V*(t) vérifient des relations (14*) analogues a (14);
leurs plus petites limites sont au moins égales a J(¢), J(¢) et V(7).
Les inégalités (14) sont donc satisfaites. De méme résulte de (15)
l'inégalité

¢ t
(16) vf Fr() dt' + éJg(t)g ! J*(0) ——f clt’ﬂui(x, t') Xi(z, t') dx.
0 2 ) i

[On démontre facilement. qu’en réalité les deux nombres de (16) sont

toujours égaux : pour chaque valeur de ¢ les fonctions u](z, ) et
du; (2, 8) duiz, 1),

dx,- dx, 3
c’esl-a-dire

convergent fortement en moyenne sur Il vers u;(x, t) et

ﬂ‘[u;(‘”a t) — ui(z, t)]* oz
n

du; (z, t) d u;(x, t)]2
— dz
.ﬂx;[ oz; oz;
tendent vers zéro.]

Le systéme (3) n’admet pas de solution réguliére autre que (13) :
il suffit de le montrer pour X;(x, t)=o ct u;(x, 0) = 0; or les équa-
tions intégrales de M. Oseen permettent bien aisément d’établir dans
ce cas l'identité a zéro de toute solution de (3) telle que J(7) et F(¢)
restent inférieurs a des fonctions continues de .

et

6. OBTENTION D'UNE NOUVELLE INEGALITE — Supposons maintenant
Xi(x,t) de la forme
dv(z. t),

Xi(z, t)=vi(x, t) dzy

les fonctions ¢;(x, t) sont des fonctions données; elles sont bornées et
continues ainsi que leurs dérivées; pour la durée de ce paragraphe
nous posons

J‘-’(t):ﬂvdx, t)yvr(z, t)dz,

32(1) :ﬂdvi(x, t) dv(x, t)Bas;

da:k d.z‘k
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par hypothése J(z) et J(¢) restent inférieurs & des fonctions continues
de ¢. [l sera important de savoir majorer la plus grande longueur a

I’instant ¢ du vecteur u;(x, t), V(t), a I'aide de J(2) et de J(¢). Con-
sidérons d’abord le cas ot u;(@, 0) = o. Nous avons

u(z, t fdt'ﬂ"'r”(x,),t—t)v( )dv‘(.}’t)a

D’ou, a l'aide de I'inégalité de Schwarz,

t
‘v(t)éf F(@) d"\/ HT«i(w, Yy t—= )Tz, ot — ) ox(y, ) vy, ') Oy
[

o pa s \ 1
Or T,j(x,y,t—10)T, (2, y, t—1) est inférieur & ERTav (i = TF et
I .
a Z;—TE"’—I:“ solt
s.—:2\/v(t——- t'y;
la premiére majorante est préférable pour < s, laseconde pourr > .

Posons
I1— ZyT=Tr COS®, Ye— Ty==rsinw;

AX(r) =f- vr(, 8) vr(y, t) do.
0

Il vient

(17) ‘1>(t)§5l—7-rfo‘ j(t’)dl’\/%fo‘ Xz(l‘)l'dl‘~+£w%12(l') dr.

Notons les renseignements que nous avons sur la fonction A(r)"

(18) fwl‘z(r)rdrzdﬁ(t’).
D’autre part, '

272 () —f oxly, ) 280D gy,
D’ou, par l'inégalité de Schwarz,

A’?(r)gfwd‘“(()},t)dwﬁ t)d
o r

et par suite

(19) f TNy rdr < $(E).
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Ecrivons 'identité

2f )ﬁ(r)rdr:[r”\’(r)]f,—2fsr”-l(r) W (r)dr.

[/wuwm_enm]gbfvuwmfxwwmh

\// W(ryrdr <9\/[ N (ryr dr+si\/(s)
2

D’ou

et

On a de méme

2[m%7.2(r)dr:—[%7\2(7‘)]:4— 2/;‘;721(1‘) V(r) dr.

D’ou
[2[ —X‘(r)dr LS (S)J < [‘f P(r)drf rAi(r)dr
et
‘/ —A°(,)dr< \/f )\”(r)rdr—%-)\i/s)
Ainsi

f X’(r)'d""f —7‘2(')d'<[ ‘/j )\”(r)rdr—i—)\(s)]

Tenons compte de (19) et portons dans (17); il vient

14

(20) < g [ (3 )
Ainsi le probléme se pose de majorer A (s). Utilisons d’abord I'inéga-
lité (19):
L2 (r) —A(s) ’—If N (p) dp f pl”(P)de S <J
Donc

A(r)>A(s) — F(t)

’

1
AMr)> ;)‘(,s) pour s, << r <<s,;
_ 2(s) Ns)
si=se ‘30 5,—se *I,

THESE LERAY. 10



Dés lors I'inégalité (18) nous donne

/ Pi‘) rdr < J2(t),

1

c’est-a-dire
22(s)

~s2) (s)sh SH0

<)
et a fortiore

2RO ay, sy < VIO,
; V(=1

Portons donc (20), nous obtenons

CrPEd Ve e B
(e p — i N 4y,
( )</t7f‘o Vv(t—1) [mf [”(t—t')]% t

Considérons maintenant le cas général o u;(x, o) n’est plus identi-

quement nul; c’est par I'inégalité (7) que nous compléterons la précé-
dente; il vient

(2[) v(t)< _V_")_fl_‘; \/?f Mdﬁ -J‘L_‘i_)__

fth o Vy(t—1t [v(t—)]* z\/zmt'

II. — Solutions réguliéres du systéme (1).

7. Une méthode d’approximations successives va nous permettre de
construire une solution u;(«, t) du systéme (1), réguliére durant un
certain intervalle de temps : #;S¢<t,+ 7, et coincidant pour t=¢,
avec un vecteur donné u;(z, ¢t,). Ecrivons une suite de systemes :

(@ [P
vAui'(x, z)—du‘d(tx’t)_‘)l’l(x’ t):o duf(z, t)

ox, ! oz

duP(z,ty IOp2(x,t) _ ... dw'(zt) Jduf(zt)__
o T T 0m U @O T
dwP (e l) . dplx,t) dui*(z,t) dud (z,t)
at ()wi dxy ’ dxy -

vA ui (2, t) —

vAu (z t) — —=u? (&, t)

Le premier de ces systémes admet une solution qui est réguliére
pour #,<¢ et qui coincide avec u;(x, t,) pour t=t¢,; cette solution
satisfait des inégalités

I () £I(4), Fi () I (), V() $V(L).
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Le second systéme est du type (3) ;
Fo (1) 2T (1) V1 (0).

Il admet une solution qui est réguliére pour ¢, <t et qui coincide
avec u,(x,t,) pour t=1¢,. Le troisiéme systéme est du type (3), etc.

La suite des fonctions u,™ (z, t) est ainsi définie pour ¢2¢,; nous
allons 'étudier pour¢,$¢<¢, -+ 7,, 7, devant étre choisi ultérieurement.
Soient J,, F., V. les maxima respectifs de J,(¢), 3.(t), ¥.(¢) pour
t,<t<t,+ 7. Nous avons

Iy=J(ty), H=F (), Vi=(¢4),
et (14) fournit les formules de récurrence :

54
Ju{»—l§ J1 -+ Tign \‘,n\

/37, loga | T .
(22) ;}"‘Hé 3’1 =+ 2 __1;.6_“_ Tp V<< (7‘1 -~ 2 ';1‘ Jn.‘vn)

I Ty
‘U/I«[ § vl 5 v gn z')n-
T

7, ) AT
FJneiVna < [:}l -+ 2 7‘;],, ‘vnl [Q’\—*“ L /L“vn]-

% iy

Le produit J,%, reste donc inférieur a la plus petite racine positive

de I’équation 3
7 —| ¢ Sglla Yy /50y
/,_[J,—i—z\/v L] [11—!— 2\/mLJ.

Cette équation est supposée admettre une racine positive. Nous
choisirons 7, en sorte qu'elle admette une racine double positive :

(23) \/i_ /éV’J(tt)"‘_\f"o"(fi)-

T

Nous avons donc

i Ty o T
1 — __'~‘,«2\/J~p‘

, 2 ™ v
g'uvn< .

D’aprés (22) les quantités J,, J,, %, sont dés lors bornées dans
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leur ensemble; on a par exemple

1

;—\77‘—_: T+ 2V << \/‘i‘ .

11 est facile d’en déduire la convergence des fonctions u, (z, t) vers
une limite u;(x, t) qui est définie pour ¢,<t<t, + =, et qui constitue la
solution réguliére cherchée du systéme (1). Cette solution vérifie I'iné-
galité

(24) —‘—-:f:<t>+z‘v(z>g\/z-
2\/x Ty
8. Avrrrications. — Soient des valeurs initiales données u;(z, o).

Prenons ¢, = 03 le processus que nous venons de décrire nous fournit
uae soluiion de (1) qui posséde ces valeurs initiales et qui est réguliére
pour 0<z<T,; d’aprés (23)

Y T Ny ——
=\, 0) + /2 V(o).
Vb= VO + 70
Prenons ¢, =T, ; le méme processus définit cette solution u;(z, t)
pour T, <t<T,:

o/ v YE -
\/T,——Ti — 4_71.\/;('1‘1)4_\/2 V(Ty),

Soit T, la limite de la suite croissante T,, T,, ...; une solution
réguliére du systéme (1), ayant les valeurs initiales imposées, se trouve
ainsi définie pour 0<t<T,.. Au cours du paragraphe 1 nous avons
déja annoncé que T, = + .

Pour le démontrer, il suffira d’établir que les fonctions §(t) et V(t)
restent in férieures a des quantités indépendantes de t quand T, <t < Too.
Mais une digression s'impose.

Théoréme d’unicité : Soient deux solutions du systéme (2) u;(z, t)
et u;(x,t) + ¢:(x, t) réguliéres pour #,<1<t, et coincidant pour ¢ = ¢;
je dis qu’elles sont confondues :
doi(z, t) _ 9Q (. 1)

vAvi(z,t)— oF oz,
dv,(x,t dvi(x, t
=[ d‘; ) _ L >]uk(x, £)

. dulx, t)y Odvilx, ;f) dup(z, t) Jdup(z, t)
- [ dxzy T dxx dz: 0z ] vr(z, t),
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et
dvi(z, l)
().Z];

Le second membre de ce systéme satisfait la condition imposée au
second membre de (3). La relation (16) vaut donc

¢ T 9w (z, ') Ovi(z, t') I
vf dtﬂ Ozt PR ox + ;w[avi(x, t) v (z, t)ox

! d t, d . tl , )
f dtﬂ[ "f,jk VA(()jz )]uk(.z;, t')yvi(z, t')dz.

Posons

i2)::ﬁ.v,~(x, t)vi(z, t) oz,

2 (8) =ﬂ dvi(z, t) dvi(z, t)a

d.Z‘k oz k

Nous avons, en désignant par C une constante,

,.t t
vj Jry dt' + lz‘f(z)g:f i(eyjydte.
0 2 0

— 7 7
\/Q_Ji(z)\/fﬁ(t')dz’gc \// i?(t’)dt’\/fjﬂ(t’)dt’,

t
2vi2(t)§C'3f 2(t) dt'
0

D’ou

et, par suite, “
] = 0. C. Q. F.D.

Conséquences des relations (23) et (24). — Soit ¢, une valeur quel-
conque comprise entre zéro et T,. En vertu du théoréme d’unicité
u,(z, t) est identique & la solution de (1) qui coincide avec u(z, t,)
pour ¢t = ¢, et quiest définie par les approximations successives du para-
graphe 7. L’inégalité (24) est donc valable pour 0<z—¢,<=,. Autre-
ment dit, soit ¢ une valeur quelconque comprise entre o et T ; sovit ¢,
une valeur quelconque comprise entre o et ¢; ou bien

. 5
;—ﬁz(nw‘v(z)g\/;
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\/ d < _v_
t—t, =V 7,
v YER = 2
;'l': ﬁ\/?ﬂ(t;)-*-wv(h) .

Nous remplacerons cette égalité peu maniable par I'inégalité

ou bien

D’aprés (23)

\/;é = (4) + 4L

| \TL‘

et nous avons finalement, en désignant par le symbole { A: B} la plus
petite des deux quantités A et B :

(25) \—%;‘;(t,)+4‘27(t,,)g;\/t_\_;{l;ﬁ:j(t;—:—a‘v(t); o<ty <t<T,).

9. Une relation équivalente a la relation de dissipation de I énergie
va nous fournir des inégalités dont la confrontation avec (25) prouvera
que (1) et ¥(t)sont bornés pour T, <7z < T.. Les fonctions u;(, t),
définies pour o<t<T,, satisfont le systéme (2), dont le second
membre vérifie la condition imposée au second membre de (3). Nous
avons donc, d’aprés (16), la relation

Al
I

v/ () dt + ;J'Z(z)

(S} ’

< éa’*(o) -+—[zdt"[[;|:0 zz;(g:; )y 0111;;;, t')] wilz, O') iz, t')da
= '-i J?(0).
Par suite
(26) v flfy'l(t’)d/’< gsﬂ(})) el J(t)<I(0).

“0

De plus la relation (21) est applicable ; jointe aux deux précédentes
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elle va nous permettre d’établir que I’intégrale

= F (1) + 4 (1)

t
T
f L - dt,
o et *
Vit— tl(logt_‘ t1>

reste inférieure 4 une quantité indépendante de ¢ — on constate que
sous le signe f figure le premier membre de (25) —. Nous avons,

d’apreés (21) :

() + 4(4)

t
/T
f\ 5 dt,
0 e et N
t—t,{ log
\ 1<0°t—t,>

t t 4 2/ 4/ /

< L_f F(t,)dt, ,;—l—if dt, _ ?(t)dt/

Vr , | et \F T , | et \3 o \V(E,—1)
"‘“(c’gt—tl) ”‘“(""t—t.)

+“§f dt, / 7(t)g(t>dt,

V‘“‘i(“’%tf_{z‘) [v(t,— )"
1

L F(t,) dt,
L
\Tl‘
’ \/t—t1<log _e—tt)

/ J(o
f 92(t,) dt, / ‘”1 < (),
\/Tr et \? \TY
(t—1) log )

t—1t,

d’autre part :

[' dt, bogr(eydt
(1 —_— et T; \/V(t - )
vE—1t, (log >

t—1t
dt, < J*(0)

2(t (lt’[ — -
T\/v;(. }( ) I (f-—l‘;)(tlr—ll) 2.)7.'"
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puis :

vz [ dt, A LGY AT
ﬁf\/t—.t< et )‘f [v(t,— )T

St —t,

\/Ef PLITaY & (t)dt’f dt,
Ty Yo ;

(g 4\
R =t
N
2\2
<y

B
d

Vi=t,[t,— ']

14

FE) P ar

v G et _:
(t—1t') (loo - )

B3 4
o M IS kK ,.t / B T
< 224900 [ :ﬁu')dt] = — | <V2 Fo),
..IT 0 ([—t)( t__t/) \,-
enfin
Va2da(o) [ dt,

’ J

= < 220 <\/—J(o)
vy Y, ) et \* V7 Jo \/t,\t-—tl

\/t—t vi—1, (log )
\ t—t,

Donc
1 R
t ‘7_—3([1)+!{{'\7(t1) "
VT

dt, < (l ) (.‘; ﬂ/ﬁ) I(0),
o o Yo i /s
1] vt n (‘ et >n “ / 7 ,‘\7’.' \’/
—— 1 Og__.
t

Tenons compte maintenant de (25); il vient

t\ v 1 | dt
(27) [~\/-——;——_—7<z>+z‘v<z>- 2
Jy =547 oy \; | et \°
Vt—t1<0g,“tl>

N2 e\
<<,l—+\“’2 J—f—‘o—)+<—l-_+\/2ﬁ> 7{3)-
2 v2 VT Vv

Conclusions. — Introduisons donc la fonction

2l
¢B)= [ {V'II ,;BI» i - (Bo).
L1} - — e 4
vx-—a(logl_a_>
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— Rappelons que le symbole , -\/—1—; B } représente la plus petite
1—@G

et B.

o, I

des quantités

Vi—od
g[B] est une fonction de B continue et croissante; elle est propor-

tionnelle a B pour 0SB<1; elle augmente indéfiniment avec B car

Uintégrale
1
[ do
o

(1= ) (log Iﬁ,)%

diverge, fait qui est essentiel. Soit B= G[C] la relation inverse de
C = g[B]; G[C] est définie pour 0 <Cj elle est continue et croissante;
elle est proportionnelle & C pour les faibles valeurs de C; elle augmente
indéfiniment avec C.

La relation (27) s’écrit

28) '3 : val(r s\ 220 1 ==\,
() =30 v <\/76[ (5 17) 5+ ( +var) 22

Cette inégalité achéve la démonstration des résultais annoncés au

paragraphe 1.
III. — Compléments.

10. Larelation (28) mentre que F(¢) et ¥(¢) tendent vers zéro avec %,

o . . 1 ’
au moins aussi rapidement que 7 Les résultats obtenus ne permettent
t

d’ailleurs pas d’affirmer que J (¢) tend vers zéro avec % Ils ne permettent

pas non plus d’étudier comment se comporte u;(x, t) lorsque I'on fait
tendre v vers zéro.
La relation de dissipation de ’énergie est vérifiée.
Quand J(o) tend vers zéro, J(t), J(t) et V(¢) tendent vers zéro.
M. Oseen a prouvé que si & un instant 2, la quantité

dui(z, t) dui(z, t)

- B TR - - Lo )%
(xkxk) ui(x, t) w,(z, t) -+ (zrzr) ()x/‘ dx/.

(x>0

THESE LFRAY. 1
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est bornée, il en est de méme pour 1, << t, + =, 7, étant convena-
blement choisi; autrement dit les époques auxquelles cette quantité est
bornée constituent certains intervalles de I'axe des ¢ et certaines ori-
gines de ces intervalles; nous ignorons si ces intervalles, quand ils
existent, se réduisent nécessairement a4 un seul qui s’étendrait jus-
qu’a —+oc.

Signalons une derniére difficulté : soit une suite de valeurs initiales
ui(z, o) qui convergent fortement en moyenne vers une limite u;(x, o)
telle que 1'un au moins des nombres (o) et J (o) n’existe pas; on
déduit bien aisément des inégalités (28) et (26) que les solutions régu-
licres de (1), uj(=,t), correspondant aux valeurs initiales «}(x, o)
admettent au moins une limite u;(x, t) qui est solution réguliére de (1)
pour £ > o. Cette limite satisfait les inégalités (28) et (26); on peut
établir facilement que w;(x, t) converge fortement en moyenne vers
u(x, o) quant ¢ tend vers zéro. Mais je ne sais pas si cette solution,
qui correspond aux « valeurs initiales irrégulicres » u;(x, o), est
nécessairement unique.

Ainsi certains problémes posés par le systéme (1) présentent des

difficultés comparables a celles qu’énonce la derniére section du troi-
sitme Chapitre.

Vu et approuvé :
Paris, le 4 novembre 1932.
Le Dovex ok ra Ficeuté nes Sciencrs,
C. MAURAIN.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 4 nm.'embre 1932.

Le RECTEUR DE L'ACADEMIE DE PAmis,

S. CHARLETY.



