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RECHERCHES SUR DES MECANISMES
PARADOXAUX

Chapitre .

INTRODUCTION.

1. Enoncé du probléme. On voit & la figure (1, 1) le schéma du
mécanisme qui va faire 'objet de ce travail. 1l est composé de huit corps,
numérotésde 1 & 8, et liés de maniere a former en tout douze couples rotoides.
Les traits pleins de la figure représentent les axes des couples rotoides ;

/// %/ vI

/ 7 7

N
Fig. 1, 1.

les traits fins représentent les perpendiculaires communes aux axes
appartenant & un méme corps. Ce mécanisme a normalement un degré
de liberté égal & —18. Je me propose de trouver dans quelles
circonstances paradoxales il est déformable.
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On voit dans ce mécanisme six chaines fermées de quatre couples
rotoides, que j’ai numérotées de I & VI. Il est facile de démontrer* que
quand une telle chaine est déformable, elle doit appartenir & I'une des
trois catégories suivantes :

1. Angle tétraedre,
2. Quadrilatére plan,
3. Chaine isogrammatique.

Ce mécanisme comporte également des chaines fermées de six couples
rotoides telles que celle qui est formée par les corps 1 2 7 5 6 3. Tout
mécanisme déformable de cette classe est lui-méme paradoxal. comme on
le sait.

Lorsque toutes les six chaines de quatre corps sont des angles tétraédres,
les trois axes liés & chaque corps doivent se rencontrer, deux & deux. Pour
que ceci ait lieu, il faut ou bien que les trois axes de chaque corps
concourent en un peoint, ou bien qu’ils soient situés dans un plan. Si,
toujours dans I’hypothese que toutes les chaines de quatre corps sont des
angles tétraédres, les trois axes liés & un corps sont situés dans un plan
sans concourir en un point, il faut qu’il en soit de méme pour les trois
corps couplés au premier, et, par extension du raisonnement. pour tous les
corps du mécanisme. En effet. les deux axes libres de chaque corps
couplé au premier doivent rencontrer 'axe qui fait le couple en des points
différents, tout en se rencontrant. Les deux axes libres et celui qui fait le
couple doivent donc étre situés dans un plan.

D’autre part, si les trois axes d’un corps concourent en un point, qu’ils
soient ou qu’ils ne soient pas situés dans un plan, il est évident, tant que
toutes les chaines de quatre corps sont des angles tétraédres, que tous les
douze axes du mécanisme doivent concourir en ce méme point.

Cela fait que le mécanisme composé uniquement d’angles téiraédres ne
peul se présenter que sous deux formes. Premiérement, les trois axes de
chacun des huit corps sont situés dans un plan; le mécanisme devient alors
un octaedre articulé. Deuxiémement, tous les douze axes concourent en un
point; c’est le mécanisme de Kempe sur la sphere.

Lorsque toutes les six chaines de quatre corps sont des quadrilatéres
plans, ce mécanisme n’est autre que le systéme plan de Kempe.

2. Historique. C’est probablement le systéme plan de Kempe qui a
été étudié le premier de tous les cas connus du mécanisme de la figure (1, 1).
Les recherches de Kempet ont été complétées par Darboux .

* Voir Note sur les Chawes fermees de quatre Couples rotordes, & la page 210.
t Proceedings of the London Mathematical Socrety, 1878, t. 9, p. 1383.
t Bulletin des Sciences mathematiques, 1879, p. 151.
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Viennent ensuite les recherches de M. Bricard sur 'octaédre articulé*.
M. Bricard a complétement résolu ce cas.

M. Bennett a fait connaitret trois cas de déformabilité du mécanisme
de Kempe sur la sphére. Comme il les a déduits des solutions du probleme
de la déformabilité de 'octaédre, les trois axes de chaque corps sont, dans
les trois cas, situés dans un plan.

Dans une étude ultérieure que M. Bennett a faite des mécanismes
composés uniquement d’isogrammes, il a trouvé encore un cas de
déformabilité du mécanisme de la figure (1, 1)3.

Je ne sache pas qu’'on connaisse d’autres cas de déformabilité du
mécanisme en question que ceux que je viens de citer.

En étudiant ce mécanisme, je crois répondre en quelque sorte a la
question suivante, posée par G. Fontené:  Pourrait-on, avec des tétraédres,
obtenir un systéme articulé comparable aw systéme plan de Kempe?” §

Sans étre exactement celui envisagé par G. Fontené, le mécanisme que
je me propose d’étudier est bien un systéme a trois dimensions comparable
au systeme plan de Kempe.

3. Apercu général de la méthode. L’étude de ce mécanisme donne
lieu & une analyse qui se divise en deux parties. Ce sont le calcul des
angles que font entre elles les droites du mécanisme, et le calcul des longueurs
portées sur ces droites. Comme la valeur de 'angle que font deux droites
entre elles ne dépend nullement de la distance qui les sépare, il est évident
que la premiére partie de I'analyse est indépendante de la seconde. Aussi,
peut-on assujettir les douze axes du mécanisme a passer par un point,
sans imposer la moindre nouvelle condition ni aux angles qu’ils font entre
eux, ni & ceux que font entre elles leurs normales communes, deux & deux.
C’est ainsi que dans tout cas de déformabilité du mécanisme, les angles
doivent obéir premiérement aux lois établies au cours de I'’étude du
mécanisme de Kempe sur la sphére. J’étudierai donc ce cas-1a en premier
lieu.

Ensuite, je passerai a l'étude des mécanismes composés d’angles
tétraédres et de quadrilatéeres plans mélangés. Je terminerai par 1’étude
des mécanismes contenant des isogrammes. Je laisserai de c6té les cas,
déja connus, de 'octaedre articulé et du systeme plan de Kempe.

* Journal de Math. pures et appliquées, 1897, p. 113.

t Proceedings of the London Mathematical Society, 1912, pp. 322, 330 et 331. M. Bennett
dit & ce sujet: ‘* The spherical mechanisms of pp. 322, 330, and 331 belong presumably to a
class of such mechanisms as yet unexplored’’. (Loc. cit., p. 343.)

1 Proceedings of the London Mathematical Society, 1914, p. 166.

§ Nouvelles Annales de Mathématiques, 1904, p. 108,
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Chapitre 1.
I’ANGLE TETRAEDRE.

4. Conventions préliminaires. Avant de commencer 1’étude des
mécanismes eux-mémes, il est essentiel que je refasse une partie de la
théorie classique de I’angle tétraedre.

En se reportant & la figure (4, 1), soient ;, m;, n; (3= 1, ..., 4), les cosinus
directeurs des quatre axes, soient a;, b;, ¢; (¢ =1, ..., 4), ceux des vecteurs
normaux aux plans faciaux; soient a,, a,, as, a, les angles faciaux
constants; et soient B, Bs, B3, B, les diédres variables.

-
=
&
Fig. 4, 1.
L’orientation des angles sera alors déterminée par les régles suivantes :
lysinB; = b,c,—by ¢y, ay sina; = My Ne—my Ny,
my sin B = ¢, a;—C¢, ay, by sinay = n l,—n,l;,
(4 1) ny sin By = a, b, —a, by, ¢, sina, = l; my—Iymy,
cos B; = a, a,+byby+cqcy, cos a; =l [,+my mo—+1q Ny,

et par d’autres formules qui se déduisent de celles-ci en permutant cir-
culairement les indices.

Si I’on résout les formules (4, 1) par rapport & l,, m,, n,, @4, by, ¢4, ON
trouve r

ly = (byny—cymy) sinay+1; cosay,
my = (¢yl;—ay ) sina,+m, cosa,,
Ny = (a@; my;—b4 1) sina;+n, cosa,,
ay = (byny—c;my) sin B +-a, cos By,
by = (¢1l;—ay ny) sin B;+-b, cos By,

¢y = (a;my—b, 1) sin B,-+c, cosB;.

(4, 2) ]

—
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On n’a qu’a continuer & appliquer ce procédé pour avoir tous les cosinus
directeurs du mécanisme en fonction de l;, m,, n,, a,, by, c;.

5. Identités fondamentales. Les identités suivantes se vérifient

aisément & l’aide des calculs indiqués a la fin du paragraphe précédent.
[ Sa,a,=cos B, cos B,—cos a, sin f; sin f,
= cos f3; cos B,—cos ay sin f; sin B,
(5,1) 1 .
Sa,a,= cos f, cos B;—cos a, sin B, sin B,
L = cos B, cos B;—cos a, sin B, sin B, ;
(21,1, = cos a; cos a,—cos B, sina, sina,
= C0S a, COS a,—COS 3, sin a, Sin a,,
(5,2) 1 .
21,1, = cosay cos a;—cos B, sin a, Sinag
L = COS 0y CO8 a;—COS f3; Sina, Sina, ;
(31,1, = cosa; = cos az COS a, COS a,

+sin a, sin a, sin B, sin B,—sin a, sin a, €os a, cos B,

—sin a, 8in a, COS a, cos B,—sin a, sin a, €os a, cos B; cos By,
Z1l,ly = cosay = cosa, COSa, COSay

+sin a, sin a, sin B, sinB;—sin a, 8in a; cos a, cos B

—sin a, sin a,; ¢os ay cos ; —sin a, sin a, cos a, cos B, cos By,
(5,3) 1
21,1, = cosay = Cos a, COSa, COSay,

+sin a, sina, sinfB; sinf,—sina, sin a, cos a, cos B,

—sin a, sin a, cos a, cos 8,—sin a, sin a, cos a, cos B; cos fB,,
%1,1, = cosay = COS a, COS az COS ay

+sin ag sina, sin B, sin B;—sin a, sin a; cos az cos B,

—sin a, 8in az cos a; ¢os B;—sin a, sin a; Cos a, €OS B, cos By ;
(5,4) I (myng—mgn,)(myny—myn,) = COS a; COS az—COS a, COS a .
Ces formules-la servent de base & tous les calculs qu’on fera dans la

suite.

6. Angle tétraédre a plans diagonaux perpendiculaires. La
condition nécessaire et suffisante pour que les plans diagonaux soient
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perpendiculaires est évidemment
Z(myng—mgny) (Myny—myng) =0
En vertu de l'identité (5, 4) cette relation peut s’écrire

(6, 1) COS a, COS ag—COo8 a, Cosay = 0.

7. Etude de la variation des dié¢dres. Soient

Pr=sin}(—a;tay+oaztay), A=sinj(o—a,+az—ay),
Py = sin §(a;—ast-ag+ay), p=sin }(—a; —ay+az+ay),
Pg=sin 3(a;+ay—aztay), v=s8in3(—a;+a,+ag—ay),
(7, 1) Py =sin}(a;+aytag—ay), o =sin §(a;+aytag+ay);
__2—cos®a; —cos? <12~cosr)2 az—cos?a,+-2 cosa, cosa, COSa, Cos %,
2 sina, sin a, sin ay sin a,
L 7 = sin a, sin a, sin o, sin a,.

I1 en résulte que
(7, 2) 2Mwe = m(l—m), 2p,PyP3py=m(1+m).
Soient en outre
(7, 3) ty=1tg 3B, fa=1tgBy l=1gB; ti=1gip,
Au moyen de ces nouveaux symboles les identités (5, 2) et (5, 3)

s’écriront

APy 4262 upy t 24 vpy 8,242 sina, sin a, ¢, t,—opg; = 0,
— APy b2 82— v 824 upgts®+2 sinag sinay 6y t;—op, = 0,

Aps ta2 b2 —pup,y ts2—vp,t,2-+2 sinay sin agt3ty—op, = 0,

7,4) < . .
( ) — AP, b2t 2+ vpg t > —up, t,2+2 sina, sinagéyt;—op, =0,
{\)V‘ 822+ P Pat P — Do Py ts?Fve =0,
3
L AVt 2 82+ po Py to?— P3Py ty®+po = 0.

Les équations (7, 4) définissent complétement la variation des diédres
de I’angle tétraédre, supposé & angles faciaux constants.

8. Angle tétratdre circonscriptible. Tant que le sommet de
l’angle tétraédre ne s’éloignera pas a l'infini, on pourra écrire les équations
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des plans des quatre faces sous la forme
a;x+biy-tc;z=0, (=1, ..., 4).

La condition pour que ces plans soient tangents & une sphére ou & un céne
circulaire est

a, by ¢, +1|=0.
a, by, ¢, +1
a; by ¢ 41
a, by, ¢, +1

Le développement de ce déterminant donne
sin a, sin B, sin B34-sin a, sin B; sin B,+sina, sin B, sin B,
+sin ag sin B sin B, = 0.

Si l'on fait disparaitre de cette expression les signes doubles, en I’élevant
trois fois au carré, elle se réduit, en vertu de (5, 1) &

(8, 1) me—1=0q,
ce qui se réduit, en vertu de (7, 2), a
(8, 2) a;+aytagta,=0.

Telle est la condition définitive pour que I’angle tétraédre soit circon-
scriptible.

9. Angle tétra¢dre inscriptible. Si les quatre axes de 1’angle
tétraedre sont des éléments d’un cone circulaire, leurs cosinus directeurs
doivent satisfaire, tant que le sommet de I’angle tétraédre ne s’éloignera
pas a l'infini, & des équations de la forme

Al+ Bm+Cny= +D, (@E=1, ..., 4).
Pour que cela ait lieu, il faut que
iy my ny 1| =0.
ly my my 41
ly mg ng 41
ly my n, 41

Sans faire de calcul, on peut écrire le développement de ce déterminant,
parce qu’on sait qu’il se rapporte aux B de la méme fagon que le
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déterminant de tout & ’heure se rapportait aux a. La condition définitive
pour que ’angle tétraédre soit inscriptible est done

(9, 1) BitBetPstBs=0.

10. Angle tétraédre a déformation décomposée. Le discriminant
de celle des équations (7, 4) qui lie #; & ¢, pris par rapport & ¢, est

—Aup; Pyt -+mart 2 vop, ps.

Pour que ¢, soit une fonction rationnelle de t,, il faut et il suffit que cette
expression soit un carré parfait pour toute valeur de t;. Son discriminant
pris par rapport a ¢, se réduit & =%, quantité qui ne peut s’annuler tant que
les axes de l’angle tétraédre resteront distinets. Il faut donc qu’on ait
en méme temps

(10, 1) Aupypy =0, vop,p;=0.

Afin d’éviter des longueurs inutiles, je me borne & n’étudier que les
cas limités par I’hypothése suivante

(10, 2) 0<ay, ag, ag, ag <.

Dans I'hypothese (10, 2) les équations (10, 1) ne peuvent étre satisfaites
que des quatre maniéres suivantes :

1. pu=0, v=0, a;=oa3 ay=ay,;
2. A=0, 6=0, a;toaz=w, ayto,=m;
3. A=0, v=0, a;=a, az=ay,;
4. p=0, 0=0, atay=mn azto=m.
De méme, ¢, ne peut étre une fonction rationnelle de ¢, que lorsque
1. p=0, v=0, oy,=a; ay=ay;
2. A=0, =0, a;taz=m ayto,=m;
3. A=0, pu=0, ay=oay a;=u0a,;
4. v=0, =0, aytag=n o;ta=m.

Cela laisse six cas différents & étudier. Puisqu’on n’obtient aucun
nouveau cas en permutant les indices dans ceux déja trouvés, il est inutile
d’en chercher dans les autres équations du systéme (7, 4).

Cas 1.

p=0, v=0, a=a3 ay=a,
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Les équations (7, 4) se mettent sous la forme

__Sinay—esina, _ sinj(ay—ea,) cos $(ay+-€ay)
(10, 3) 172 sin(ay—o;) sin 4 (ay—ay) cos 3 (ag—ay) ’

=1, t;=c¢€t;, t,= ety

Si Pon fait tendre a, vers a;, le produit #,£, tend vers cosa, lorsque
e=1, et vers o lorsque e= —1. On pourrait donc dire que le cas ou
e=1 est parallélogrammatique, et que celui o e= —1 est contre-
parallélogrammatique.

Cas 2.
A=0, 0=0, oytoy=m, ayta=m.
Les équations (7, 4) se mettent sous I'une ou 'autre des deux formes
ty —t, ty —i,

| sink(agfa;) cosi(a;tay) sini(agtog) oS i(az+ta,)
(10, 4)

t — —ty — ty — —t
cos(ag+a;) sind(a;+ay) cosd(aytoag)  sind(agta,)’

Cas 3.
A=0, v=0, a,=a, az=a,
Les équations (7, 4) se mettent sous la forme
sin(ag—a,) 4%+2 sinagt, t,—sin(a, +ag) =0,
sin(ag—a,) 4,%2—2 sin o, ¢, t,4-sin(a; +ag) =0,

(10, 5)
sin? ag(ty241)—sin?a, (4,2+1) =0,

Ce cas n’est que partiellement rationnel. ¢, et ¢, sont les fonctions
rationnelles de ¢, ou de #;, mais la réciproque n’est pas vraie. On pourrait
P’appeler cas bi-isogone.

Cas 4.
A=0, u=0, ay=o0y a=a,.

Ce cas s’obtient en permutant les indices dans le cas précédent.

Cas 5.

[.1,20, c=0, oyfay=n oazta=m
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Les équations (7, 4) se mettent sous la forme
sin(a,+ag) {28, -+sin(a;—ag) t,—2 sinegt; = 0,
sin (o +ay) %, +sin(ag—o,) f,+2 sina ¢, = 0,
(10, 6) $in? o, t,2(t2 4 1) —sin® agt,2(f,2+1) = 0,
ty 4t =0.

Ici, comme au Cas 3, t, et t, sont des fonctions rationnelles de ¢, ou
de ¢;, sans que la réciproque soit vraie.

Cas 6.

v=0, 0=0, aytaz=m o;to=m.

Ce cas s’obtient en permutant les indices dans le cas précédent.

11. Digression sur ’hexaédre a faces quadrilatérales planes. On
pourrait se demander s’il est possible de trouver quatre points, un sur
chaque axe de I'angle tétraedre, et tous & distance invariable du sommet,
qui demeurent constamment dans un plan. S’il en est ainsi, le volume
compris entre deux sections de ce genre constituera un hexaédre a faces
quadrilatérales planes déformable.

Les quatre points auront pour coordonnées

t=Ulipy Yi=mipp z=mp, (=1, ..., 4).
La condition pour que ces points soient dans un plan est
l, my ny 1l/p;|=0.
ly my my 1fp,
ly mg mg 1/pg
ly my my 1jp,

Ce déterminant se développe comme suit:

1 . . . 1 . . .
(11, 1) or sin a, sin a, s1nB3~—;2— sina, sina, sin B,

1 . . . 1 . . .
+;; sina, sina, sin B; — 7’; sina, sina, sin B, = 0,
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En vertu de (5, 2), (5, 3), (7, 3) I’équation (11, 1) peut se mettre sous
la forme suivante :

t (11,2
(11, 2)  (Apy 8,282 —pupyty®+-vpo t+ops) ~1£-ijl;z—2
to(14-8,2
— (Apy 1y 8+, by —vpy 1+ 0py) —2(—%—)
2 2 2 2
+2sina,; sina, t‘l—tz(—;ﬂ2—) —2sina, sina, f’l_tz_(;_i‘_tl_) =0,
3 4

Pour que la section en question soit plane, il faut et il suffit que les
deux courbes représentées par la premiére des équations (7, 4) et par
(11, 2) aient au moins une branche en commun. Un calcul direct,
quoique long, démontre que ceci ne peut avoir lieu que lorsque

A =ag, 0p=0y, P17 P3, P27 P45

__sin}(ay+a,)
 sind(ap—ay)’

(11, 3)

105 by = —1t, 3= —1,.

Ainsi Uangle tétraédre doit étre contre-parallélogrammatique, dans le sens

du No. 10, et les points ot la section plane coupe les axes alternatifs dowvent
étre a la méme distance du sommet.

12. Quadrilatére plan. Cas limite de ’angle tétraédre. Si l'on

pose

m=G[B-F 00} w=8[2-F0-0)]
(12, 1)

w=G[2-F0-0)] aw=u[t-Fo-0]

ol {2=1{2=(2={22=1, et qu'on fasse tendre p vers co pendant que
74, T, T3, T4 Yestent constants et finis, chaque a tendra soit vers 0 soit vers «,
et I'on aura

psina;—>7r,, psinay—>7, psinag—>rs psina,—>7,
(12, 2)
cosa;—>{;, COSag—>{y COSaz—>{s cOSay—>{,.
Les formules (4, 2) donnent & la limite
L=0lL=000L=2010 Lala=101030s 040 khs
ce qui montre qu’on doit prendre

(12, 3) GLG6GL=1
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L’angle tétraedre devient ainsi un quadrilatére plan. Sans la relation
(12, 3) les { auraient 16 déterminations. La relation (12, 3) réduit ce
nombre & 8, qui est le nombre de maniéres différentes dont Uangle tétraédre
peut tendre vers un quadrilatére plan.

Les quantités introduites au No. 7 se comportent & la limite comme
suit:

[ 20p, > (—Lir+ Lot Ly Lary) sin(—+ L+ L+L) 3,
200y > (L4 71— Lo Tat Loyt Lary) sin(G— Lo+ Lo+L0) 3,
2095 > (L4 71+ Lo ra— L3+ Lamy) sin(G+-Lo—Lo+-80) 3m,
20ps—> (L1 LamatLara—Lara) sin(ly+Lo4-L— L) 3,
200> (L — Lo ra s rs—Lary) 08l — Ly -2 —L) b,
2op—> (— Ly r— Lo ot Lara+-Lary) cos(— Ly — Lot Ly +La) 3,
20w > (— L1t Lo e~ Lymy) 008(— Ly + Ly +L—La) b,
L 200> — (Lary+Larat Lorat-Lura) cos(@yt-LotLo+L0) 3.

(12, 4) 1

Si I’on pose

Py =3(—liri+LaratLars+Lar), N =3 (Eyr1—Lore+HLsma—Lamy),

(12, 5) Dy =3(Eur—LeretlarstLar), ' =3(—lir—Lerat-Lars+Lam),
P’ = (L era— L7t §47'4), V=3 (=0 Gorat Lara—ary),
Py = 3G+l tlars—Lary), o =3+ Lora Lt Lars),

les équations (7, 4) se mettront sous la forme limite suivante* :

(NP PR Py PV Dy 1220 ety ty—a pg’ =0,

=X Py 282 —v Py P pyl 1220 vy by ty—o' p, =0,
X py' ta2 82— py b2 —v' Py 822074 1oty ty—0" py =0,

(12, 6) 1 ’ ’ ! 7

—XN gt 224V Py P —p py 8220, ety t—o py =0,

N p't 2ty o, 2 —py Pp3 t2+v' o' =0,

NV 824 4y py P —py py 1,24 o’ = 0.

* La forme de ces équations rappelle celle des équations données par M. Koenigs dans ses
Legons de Cinématique, 1897, p. 254.
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La forme limite de l'expression (6, 1), qui exprime que les plans
diagonaux sont perpendiculaires s’obtient de la maniére suivante :

(12, 7)  p%(cos a; cOs az—COS a, COS ay)

_ & & cos(ryp) COS(’a/P)/-Cz {4 c08(ry/p) CO8(ry/p)
1/p? ’

0 ¢ < . Ty 74 . Ty Ty
—> ==2| 7, p 8IN —= CO8 — 47, p SIn — COs —=
g \TBP P T TP P

. Ty 7q . 7Ty 4
—7,p 8in— cos—2 —r,p sin —2 cos L
P P P p

- __51263 (ro? 412 —r2—73?).

On retrouve la une formule bien connue de la théorie du quadrilatére plan*.
Les équations (8, 2) et (9, 1) qui expriment, que l'angle tétraddre est
ou bien circonscriptible ou bien inscriptible reposent sur I’hypothése que
le sommet reste & distance finie. Elles ne sont donc pas susceptibles
d’étre interprétées dans le sens de ce paragraphe.
Toutefois la condition

a;+aytaz4a,=0
devient, lorsque le sommet de I’angle tétra¢dre s’éloigne & l'infini
(12, 8) r1+7rytr3dr, = 0.

Darboux a démontré{ que la condition (12, 8) exprime que le quadrilatére
plan est circonscriptible & un cercle.

En somme, lorsque Uangle tétraedre tend vers un quadrilatére plan, ses
angles faciaux tendant soit vers 0 soit vers =, la plupart de ses propriétés
subsistent. La relation (12, 3) démontre qu’il faut qu'un nombre pair des
angles faciaux tendent vers la méme limaite.

Il est évident, d’une part, que I’angle tétraedre, dont les angles faciaux
sont égaux deux & deux, ne tendra vers un quadrilatére plan & déformation
décomposée que si les angles égaux tendent vers la méme limite. D’autre
part, il est évident que l’angle tétraedre, dont les angles faciaux sont
supplémentaires deux & deux, ne tendra vers un quadrilatére plan &
déformation décomposée que si les angles supplémentaires tendent vers
des limites différentes.

* Cf. Lecons de Cinématique de M. Bricard, 1927, t. 2, p. 157,
t Bulletin des Sciences mathématigues, 1879, p. 64.
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13. Quadrilatére plan. Etude directe. Il sera utile d’identifier les
formules obtenues dans I'étude du quadrilatére comme cas limite de
Pangle tétraédre avec celles qu’on obtient directement en partant d’un
quadrilatére plan.

Soient ry, 4, 75, 7, les c6tés du quadrilatére, et soient (e;a,, €; by, €;¢4),
(€25, €Dy, €30,), (€33, €3b3, €303), (€404, €4y, €,Cy), OU

9 2 2. .2 __
€= €= " = ¢, =1,

les cosinus directeurs des c¢6tés, orientés dans un sens circulaire, comme
I'indique la figure (13, 1).

A
N"d
ZEQ,) (L a),

Fig. 13, 1. Fig. 13, 2.

Sur la figure le premier cosinus directeur est représenté entre paren-
theéses. Les vecteurs a; b, ¢; (=1, ..., 4) peuvent s’identifier avec
ceux des mémes noms dans mon exposé de la théorie de 'angle tétraédre,
parce qu’ils sont perpendiculaires aux axes deux & deux.

On aura
71 €019 €305+ T3 €305 = —T4 €40y,
(13, 1) 7y €1by 75 €0y 75 €505 = —7y€4by,
1 J—
L 71610175 €3CoFT3 €303 = —T4€,C4.

Sil’on éleve au carré les équations (13, 1) et qu’on les ajoute, on ohtiendra,

en se servant de (4, 1), (5, 1), (7, 3), et de (12, 2),

(13, 2) (exri—exTotegrgteary)(erry—e€aTyte3r3—eg7y) L2152

F(err1—exTa—€grg—eq7y) (€7 — €Ty — €35+ €47y) 82
F(e1r1teaTa—egrgteg?y) (171+ €27a—€373— €4 7y) t?
F (et earatesry—eg7y) (6171 €270 €373+ €4 %)
—8ey €505 7 T5taly = 0.
Cette équation sera identique & la deuxiéme du systéme (12, 6), si
I’on pose

s R
(13, 3) 7

L L 4
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Comme les équations (12, 6) se déduisent les unes des autres par une
permutation des indices, et que les relations (13, 3) sont symétriques par
rapport aux indices, il est inutile d’examiner les autres équations. On
sait définitivement, maintenant, que le quadrilatére plan considéré comme
cas limite de 1’angle tétraédre au No. précédent est identique & celui qui se
déduit de l’orientation donnée par la figure (13, 2).

14. Isogramme. Lorsque les axes de l'angle tétraédre totalement
décomposé ne se rencontrent pas, méme & l'infini, la chaine de quatre corps
ainsi constituée peut encore se mettre sous une forme déformable. Soit
ABCD'ordre dans lequel les quatre corps se succédent, et soient ry, o, 74, 73
les longueurs des segments de droites perpendiculaires aux deux axes
appartenant respectivement aux corps A4, B, C, et D. Supposons en
outre coincidents les deux points de chaque axe ol les deux segments de
droites qui lui sont perpendiculaires aboutissent. On voit le schéma du
mécanisme & la, figure (14, 1).

Fig. 14, 1.

Les fléches que portent les segments de droites perpendiculaires aux
axes dans la figure indiquent le sens d’orientation du segment par rapport
aux cosinus directeurs, dont le premier figure entre parenthéses sur le
segment. La notation étant celle du No. 10, on a

[ a;=0g, Gy= 0y,

|
14, 1) e s
( IS:S“‘“Z—ES‘%, tity =38, ty=-ct;, t,= ety

sin (ag—ay)
[ 71(ay+ag)—ery(ay+a,) =0,
(14, 2) { 71(bytby) — ery(bytby) = 0,
L 73(¢1+C5) —ery(cat-¢4) = 0.
En projetant les équations (14, 2) sur n’importe lequel des quatre
axes ou sur n’importe lequel des quatre segments perpendiculaires, on

trouve toujours 'unique condition suivante, qui exprime que le mécanisme
c2



20 RECHERCHES SUR DES MECANISMES PARADOXAUX.

est déformable :

T 7
(14, 3) I .
sina; sina,

M. Bennett* a nommé ce mécanisme 1’ssogramme.

On peut également construire un isogramme en partant de ’angle
tétraédre totalement décomposé aux angles supplémentaires. En effet,
si on adopte l'orientation des cosinus directeurs donnée par la figure
(14, 2), on aura

aFag=m, oayto=m,
(14, 4) t= €'ty . ty=—¢'t,
14¢ tgjas(tg $a,)  1—€ tgday(tg Jay)”

(e'2=1).

ry(@y—az)—€ ry(ay—ay) =0,
(14, 5) 71(by—bs)—€ r5(by—by) = 0,
71(C1—C3)—€ 1y(Cy—cy) = 0.
En projetant les équations (14, 5) sur n’importe lequel des quatre
axes ou sur n'importe lequel des quatre segments perpendiculaires, on

retombe toujours sur l'unique condition (14, 3), qui exprime que ce
mécanisme aussi est déformable.

* Hngineering, 1903, p. 777. Ce méme mécanisme a été retrouvé par M. Borel, Mémoires
présentés par divers savants a U’ Académie des Sciences, tome 33, 1908, p. 60.
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Chapitre III.

APPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES DE
WEIERSTRASS.

15. Formules préliminaires. Je me servirai des fonctions elliptiques
de Weierstrass pour établir 'existence des mécanismes, et des fonctions
Eta et Théta de Jacobi pour les calculs numériques.

Soient
P u d log 4/ (Pu—e,)
—1 — 1
(15, 1) fu=3 Pu—e, du ’
ou € =Pw;, € =Pw,, e3=pPuw; wtwytw;=0.
On aura

fru (P’IL P 3o,) {pu—p 2w1+w2)}
(15, 2) PU—eq

f2u=ftu—6e, fou-te2—4e,es.

La structure de ces fonctions se fait voir dans les formules, aisément
déduites :

Gw; 6 (u—w,) G (—w,)

fu“__ - )
GwyGws 6U G (U+w;)

(15, 3) G*w; G(u—3w;) G (u+fwy)

fu=— X G (u—4w;—w,) G (u+ o +w,),
62(3w;+w,) 62 lw; G2u G (u—wy) G (u+w,)

On trouvera également que
(15, 4) [wfulp=—1, [w2f uly=1.
Pour avoir la formule d’addition d’arguments je constate qu’en vertu de

o 6w G(u—2)G(utv4w,)
PV = G 60 6 (uteoy) 6 (v+n)

les deux fonctions

_ fuf'v
[futo)+fu—n)] et wilo
ont les mémes périodes, les mémes zéros, et les mémes poles.
En faisant tendre » vers zéro, on trouve que

futo)tu—) =2 el
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d’ou il s’ensuit que
_fufo=fofu  fRufPo—f2iew, fAGwtwy)
(15, 5)  f(u+v)= Fro—ftu uf ?)—}—vaf - 1T %o

Si 'on pose ut+v=a,

les fonctions fu et fv devront satisfaire & une eéquation doublement
quadratique, parce qu’elles ont chacune deux poéles. Cette équation
s’obtient en faisant disparaitre f'u et f'v de (15, 5) au moyen de (15, 2).
Cest

(15, 6) fPufPo—f2a(fPutf2v)—2f afufvie2—4e,es=0.

C’est en identifiant celle-ci avec les équations du systéme (7, 4) qu’on
fera l’application des fonctions de Weierstrass.

Quelques formules qui seront utiles, et qui se déduisent facilement,
sont les suivantes

futw)=—fu, f(utw)=—fu, flutow,) f~—____2w1f(2w1—l—w2)

(15, 7) f“4
I (u-w,) = _ [ho S 2}"21“““2 [ u fou = _ftu z(fuf ue‘,e:,)'

16. Introduction de constantes elliptiques. Avant de m’occuper
des équations (7, 4), il est nécessaire que j’introduise un certain nombre de
constantes elliptiques.

Soient
16, 1) e, = —1im,
1 3
(16, 2) ¥ jw;—ey = —3.

11 en résulte que

—l=e—deye3=¢,°—27g%, 14+m= —f2}w,,
(16, 3) 1—m = f*({w;+w,),
f?u = ftut2mfPut-m2—1, 4m2—3 = 3g,, m(8m2—9) = 27y,
ol la quantité m est celle introduite au No. 7.

Soient en outre

-

’

fra=2PAPs g Ppais gy 2uvDapy
T —ar ’

v
(16.4) 1 210 —a)— 2?\vp3p4 F2(ho,—B) — 2Mp1p4,
ol
F2(3 lw,—y) = 2!“’1)11)3

—m
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Les fonctions de la seconde ligne de (16, 4) se déduisent de celles de la
premiére au moyen de la formule

2w, —u) = f21 Lru—f?(Gw, +w,)

T Py

Je détermine davantage les constantes a, B, v en posant

(g s sinay B ey —y) _ sina sinay fy flhoy—)
1P 1P ’
f'(dwy—a) = sin ag sin a, fB fy __Sin ag sin ayf(Go,—PB) fGw,—y)
KPo Py ’

Fp= sin a, sina, fy f(3w—a) _ sin a4 Sin azj;(%_ail:—_'}i)ij.

b

(16, 5) 1 VP — P,
7 (hary—B) = sin a, sin a, fa fy _ sin a; sin a, f(3w;—a) f(Fw;—y)
VP2 VP, ’
Fry= Sin a, 8in o, fa f(3w;—p) __ sina, sin ay f(Rw,—a) B
)‘pl Apa >

(Lo ) — sinag sina,y fBfa  sinag sina; f(iw;—B) f(Rw;—a)
f (Zwl ‘Y) Apz - ‘—Ap4 .

Ces équations se déduisent au signe pres de (16, 4) a l'aide de I'équation
différentielle de la fonction fu. J’ai choisi les signes de telle fagon que
toutes les fonctions qui figurent dans ce systéme puissent s’éliminer
lindairement en ne laissant que des identités. Les arguments a, B, v
restent donc indépendants.

On a vu que

mP—1 = e,2—dey 05 = 9,°— 2797,
et ’on se rappelle que m2—1 = 0 est la condition pour que ’angle tétraédre
soit circonscriptible. On voit donc que Pangle tétraédre circonscriptible

est toujours unicursal et réciproquement. A plus forte raison, tout angle
tétraédre capable de s’aplatir sous une forme réelle est unicursal.

17. Représentation paramétrique des diédres. Je pose

_ iy _Yuy s Ut
an b h b= BT BT ey

~ fGe—B)’

les ¢ ayant les valeurs définies au No. 7.
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Les équations (7, 4) se mettront sous la forme

[ 2 uqfRuy—f2(y—w1)(f2ur+ 2 us) +2f (y—wy) fuy fus +mP—1 =0,
FPugfPus—f2 (3w, —y) (fPug+f?us)

+2f' (3w —y) fug fug+m?—1 = 0,

SR ug fRug—f2(y—w1)(f? us+f2 )+ 2f (y—wy) fus fuy+m?—1 =10,
SPug fruy—f2(hoy+y) (fPug+f2uy)

+2f' (3w, +y) fuy fu, +m?—1=0,

Sy fPus—f? Jo (fPu+f2ug)+mP—1=0,

JRuaf2ug—f?Foy (fuy+f2ugy)+-m?—1 = 0.

Chacune de ces équations est de la forme (15, 6). La premiére admet
les solutions elliptiques suivantes :

(17, 2)

U— U =Yty U TUSY, Uy—Up=—ytw, UtUy=—Y.

On peut donc remplacer le systéeme (17, 2) par un systéme d’équations
linéaires par rapport aux arguments. Il s’agit de le faire par un systéme
qui soit poristique par rapport aux . Le systéme suivant répond & tout
besoin :

(17, 3) {ul"uzzwl‘l’% Up—Uy = JW1—Y, Ug—Uy=w;+7,
b
J— 1 J— —_
Uy—Uy = — (Fowi+y), Ug—Uy = Uy—Uy = }w,.

La représentation paramétrique des diédres est ainsi donnée par les
formules (17, 1) et (17, 3).

18. Représentation elliptique des angles faciaux. Je me propose,
maintenant, de résoudre les équations (16, 4) et (16, 5) par rapport &
a;, ag, a3, a,. Pour y parvenir il sera utile d’introduire de nouvelles
quantités, qui joueront, du reste, des roles importants dans la suite.
Soient

__sinagsina, b sin a, sina, sina,; sinag
" sina, sina,” 7 sina,sine;’  sina, sina,’

(18,1) da' = COS @, COS ay—COS a3 COS % COS a, COS a;—COS a, COS o
’ sin a, sina, sin a, sin ag v

o — COSap COSa,;—C0Sa; COS 0y
sina, sina,
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On aura

(18, 2) a'2=a2—2am-+1, b'2=02—2bm-+1, c2=c2—2cm-+1;
ruoond e o
fH3o—a) =a—m—a’, fA(}w,—B) = b—m—b,

F2 (g —y) = o—m—c.
Quand on résout (18, 1) par rapport & a4, on trouve, en se servant de

(18, 2), que
(18, 4) 2(m2—1)sm2a4—(a+b)<m———1—>+(1+ab)<———l> a'b'e

c

(18, 3)

L ——A——

Quand on résout (18, 2) et (18, 3) par rapport a a, b, ¢, a’, b’, ¢/, on
trouve, que

(18,5) {a = fta—(m?—1)  —f*(Gw,—a)+(m*—1) _, fof2a

f? 2f%(dw;—a) - "a’
U0 ) _ —f¥e—B)+ (n*—1) _, fBF28

fB 2f*(30,—B) B
_fry=m*=1)  —ftGe—y)+m2=1) _, frf2y

[y 2f*(301—7) fv’

Pour avoir la représentation elliptique de sin%a,, on n’a qu’a substituer
dans (18, 4) les valeurs de a, b, ¢, @', b’, ¢’ fournies par (18, 5). Les carrés
des sinus des trois autres angles faciaux s’en déduisent au moyen de (18, 1).
On uniformise le radical qui reste dans les expressions des quatre sinus,
ainsi trouvées, en posant

(18, 6) P2=16f%Lw, f2af2Bf2y
—{ffa By —f by X [PafB
+f o, fA(fwitw,) 2f2 a—f4(3w;) f2 (w4 wy)}?

G2 wy 1} 6(§w1i“ﬂ:3ﬂ27)
G 10, 11 6% 6?(a+w,) G*(a—w,)
afy

Les valeurs qu’on trouve pour les carrés des cosinus en partant des
carrés des sinus sont déja des carrés parfaits. Ilreste a contréler les signes
des huit fonctions ainsi trouvées. Ceci se fait de fagon unique & I’aide
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de (16, 5). On aboutit aux formules suivantes:

sina —-———P sin o ———————P
2 dwy fo f RSy T 4f o, fafBfy’
Sina, = ——————-—P sina, = ————————P
2 Yoy flafBfy’ Y2 e flaf By
fraf?Bfry—f2(o) f2af2B+[2af2y—f2Bf2y]
+/f2 "wlj (3w1+w,y) [f2a —f2B—f%vy]
COS 0y — +f1Gwy) [Aiw,+w,)
' 2f Yoy fa f'Bf y ’
fraf?Bf?y—f*(3w,) [fzaf2/3+f2af2y+f2ﬁf27]
18, 7) | o) 2oy ) (2ot 2 B+29]
’ P — —f*(3 $wq) fR(3w;+w,)
* —4f Yo, fo fBfy ’
fraf2Bfry—f2Gw) [ f2af?B+[2Bf2y—[?af?y]
+/2(Gw) [P (o +wy) [f2B—f2a—f2y]
COS 0y — +f 1 (Ewy) fPEw+w,)
? 2f Sy fra fBf y ’
fRa fRBf2y—[2(Gwy) [f2a f2y+[2BfPy—[f2a f2H]
+f2(wy) fA 3w+ w,) [fz')’—fza_fzﬁ]
008 0y — +f(Gw,) f2 (30t w,)
Lt 2f Yy [ af By

Quand I'angle tétraédre devient un quadrilatére plan, les sinus des o
s’annulent, alors que leurs rapports conservent des valeurs finies et non
nulles. C’est done la quantité P de I'équation (18, 6) qui s’annule, c’est-

a-dire que TG (Gwytatfty) =0.

Cette expression a huit facteurs qui correspondent aux huit maniéres,
déja mentionnées, dont I'angle tétraédre peut tendre vers un quadrilatére
plan. Pour les identifier on n’a qu’a consulter le tableau suivant, qui se
déduit des formules (18, 7):

(1—cosa,; s’annule avec G (3w;—a-+p4+y),
1+4-cosa, ’ s O3y +atpEy),
1—cosa, » » G {iwy—at(B+y)} G{iw+at(B—y)},
15, 5) 14+cosay s 6 {ortat (B+y)}6 (3o —at (B—y)}
’ 1—cos o, " »  G(lwta—Bty),
14-cosag » »  G(wytatpfty
1—cosa, " »  6(3w;datB—y),
L 14cos a, " v 6(kw;dat-B+y)
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Quelle que soit la maniére du passage & la limite, les expressions
elliptiques des cotés du quadrilatére seront les suivantes:

(18, 9)

" _ Ty — s Ta
o’ afBfy  faf By~ 2faf'Bfy  2fafffy” "
le facteur de proportionnalité p étant nécessaire pour déterminer
elliptiquement les quatre cotés.

19. Nécessité que m > —1. Sil’on adopte I’hypothése
(19, 1) 0<ay, ay, ag, ay<<m,

Pangle tétraeédre n’a plus de déformation réelle, lorsque m < —1. En
effet les formules (18, 3) exigent que fa soit ou bien réelle ou bien
purement imaginaire, et les formules (18, 5) exigent que f’a ait le méme
caractére & cet égard que fa, puisque ¢ > 0. Si ces deux fonctions étaient
purement imaginaires, on aurait

—|faft = |fali—2m]| fal+mi—1,

ce qui est impossible tant que m < —1.
Il faudrait donc que fa et f'a fussent toutes les deux réelles. La
fonction f(}w;—a), donnée par

_ Vg
f(%au_a) = \/{fz (f:n_;_lﬁjlj s

serait également réelle, et les fonctions fu, et fu,, données par (¢f. 17, 1)
Jug = —ity fa,  fuy= —ity f(Fw;—a),

seraient toutes les deux purement imaginaires.
Mais la fonction f' u,, donnée par (cf. 17, 3)

o Jug [fPuy+m+1]
P === Ty

serait alors purement imaginaire aussi. Cela donnerait

—[ f2up|? = | fus|*—2m | fu, |2+-m2—1,

ce qui est impossible, tant que m < —1. Il faut donc que m > —1.

20. Etude des valeurs prises par la fonction fu lorsque —1<<m<1.
La fonction fu peut étre définie par son équation différentielle et par la

condition [ufu],= —1. Cela revient & poser
. _ dz _ dz
(20, 1) w= jfu VE T e 1) = )y Vi D@ w1}
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ol il est convenu que le chemin d’intégration ne passe pas par une
singularité de la fonction & intégrer, et que la détermination du radical
soit celle qui s’approche de

- _r dz

fu 2’
lorsque 2 est infiniment grand.

Puisque —1 <m < 1 par hypothése, le point z=4/(1—m) est situé
sur 'axe des . Soit A un chemin allant de z= 4/(1—m) & oo de telle
fagon que le contour formé par A et par Uaxe des x depuis z = +/(1—m)
jusqu’a oo n’enferme pas de singularité de la fonction & intégrer (Fig. 20, 1).

Je définirai la quantité w,+w, de la maniére suivante:

d
(20, 2) toytw, = —SA \/(z4—|—2mz22—|—m2—— 1)

* dz
o SV(l—m) V(@ 2ma?+-m2—1)°
Le quart de période w,+ w, sera ainsi réel et négatif. On aura, du reste,
2o twy) =1—m,
de méme que précédemment.

Soit B un chemin allant de 0 & o de telle fagon que le contour formé
par B, par A, et par 'axe des x depuis 0 jusqu’a = 4/(1—m) n’enferme

Y

Plan de =z

A
// X
N

Fig. 20, 1.

pas de singularité de la fonction & intégrer. Je définirai la quantité w, de
la maniére suivante :

dz
(20, 3) “2T —L V(@A 2m2+mi—1)’

Cette définition coincide avec la notion de w, qu’on a eue précédemment,
parce qu'on a

Jws=0.
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En combinant (20, 2) avec (20, 3), on a
N __5 dz
@1 4—8 V (H-2m22+m2—1)
o SV(l—m) dx
N 0 V{(@2+m+1) (1—m—a?}’

Le quart de période Lw, est ainsi purement imaginaire d’amplitude égale
a 3(37).

(20, 4)

(S

La fonction fu, comme elle est définie par la formule (20, 1), est réelle
et plus grande que 4/(1—m), lorsque » varie de Yw,+w, (qui est réel et
négatif) & 0. Lorsque u varie de 0 & — (Jw;+w,) (qui est réel et positif),
la fonction fu est réelle et plus petite que —+/(1—m). Puisque

fGo+wy—u) = flo,+w,+u), fu=—f(—u),

les valeurs que prend cette fonction quand u varie de w,+2w, & Yw;+w,
et de —(}w,+w,) & —(w;+2w,) sont symétriques & celles qu’elle prend
quand « varie de ($w;+w,) 4 0 et de 0 & — (3w, +w,). Comme 'intervalle
compris entre (w,-+2w,) et —(w,;+2w,) est une période, tout autre point
de I'axe des x est congru & un point de cet intervalle. On sait donc que
lorsque w est réel, la fonction fu est réelle, et f2u = 1—m.

La fonction f’u peut étre définie comme suit :

= V{(fPutm—1)(frutmt 1),

Lorsque w est réel, il est évident, d’aprés ce que je viens de dire de fu, que f'u
sera réelle également. )

Puisque fu est impaire et f'u paire, il est évident que lorsque u est
purement imaginaire, fu est purement imaginaire et f'u réelle.

Pour avoir les valeurs que prend fu lorsque u est complexe, on n’a
qu’a faire appel & la formule d’addition (15, 5). Je pose

U = o117,
ol o et = sont réels.
__foflir—firf'a
On aura fu= e
Pour que fu soit réelle il faut et il suffit que
firfle 0
frr—f20

Puisque o et 7 sont réels, ceci ne peut avoir lieu que des quatre maniéres
suivantes :

(20, 5) o=4{lwtw), 7=0, ir1=ow,,
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ou il est entendu que le signe — n’oblige jamais o et 7 & prendre des valeurs
imaginaires.
Pour que fu soit purement imaginaire il faut et il suffit que
foflir 0
frir—f%c ’
Dans les mémes conditions que tout a I’heure, ceci ne peut avoir lieu que
des trois maniéres suivantes:

(20, 6) tr=+3w;, o=0.

Pour avoir les valeurs que prend la fonction f'u je passe par
Pintermédiaire de la fonction f(3w,—u). Eneffet, f'u peut étre donnée par

ry — —2V{=(m+ 1)} f(Gw,—u)
(20, 7) flu= F2(lw,—u)+m—1 ’
et sera purement imaginaire toutes les fois que f(iw,—u) sera réelle, et
réelle toutes les fois que f(jw,—wu) sera purement imaginaire.* Grace
aux formules (20, 5) et (20, 6) on sait donc que f'(o-+¢7) sera réelle et
f(3w;—o—i7) purement imaginaire toutes les fois que

(20, 8) T=w,, =0, o=0.

De méme, f'(c+i7) sera purement imaginaire et f(iw;—o—ir) réelle
toutes les fois que
(20, 9) 0=+ (o tw,y), i1=tlw,
avec les mémes restrictions sur le signe = que tout a I’heure.

En résumé, m étant compris entre —1 et 1, et t dlant réel, fu sera réelle et
[ (3w,—u) purement tmaginaire toutes les fois que u se met sous Uune des

formes u=t, w=t+w, w=-t(hoytwy)tit.

Dans les mémes conditions fu sera purement imaginaire et f'(3w,—u) réelle

quand u =1, =t+iw;.

Toujours dans les mémes conditions, f "u sera réelle et f(yw,—u) purement
imaginaire toutes les fois que

u=t, u=it, u=t+tow,.
De la méme fagon f'u sera purement imaginaire et f(tw,—u) réelle lorsque

u=t+3w;, =i+ (w,+w,).

* Pour avoir tous les cas ou f'u est ou bien réelle ou bien purement 1maginaire, il faudrait
recourir a sa formule d’addition. Comme seuls les cas ol f(3w;, —u) est réelle ou purement
imaginaire peuvent intervenir dans 1’etude de la déformation reelle de 'angle tétraeédre, la
formule (20, 7) donnera tous les renseignements dont on a besoin 1c1.
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Aux figures (20, 2) et (20, 3) j’ai indiqué les chemins sur lesquels les
fonctions en question prennent des valeurs réelles et purement imaginaires
a l'intérieur d’un parallélogramme élémentaire.

-2(«»,%)
-(w _J \\‘(249"1'3502)
| l
F o
~ l_ ' l - Re )
- —-—-—l——-——
)Ié —[w,f}a)z)
~2w,
fu réelle
_____ {fu purement imaginaire

_____ frontiére du Fara//é,ogramme

Fig. 20, 2.
‘2("’1”’“’2_)
/‘7?
e N ~(Rew,t+ 3w
_M@r______\ﬁ(\, )
0 -7 L ! \)I
l\\ i A N=Cw+%e,)
~ | - 2
~ -
""ZL-—-— __—/:'(w +3u))
~ 1
N
—2ay
réelle

—_—— . fu purement imaginaire

_____ Frontiére du Paral/e/ogramme
Fig. 20, 3.

21. Valeurs des arguments constants qui donnent un angle
tétraeédre réel lorsque —1 <m <<1. Il arrivera dans la suite qu’on ait
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a calculer les angles faciaux de I’angle tétraédre & I’aide des formules (18, 7)
en se donnant arbitrairement 'invariant m et les trois arguments a, 8, y.
Il importe donc de savoir quelles valeurs de ces constantes donnent lieu &
un angle tétraédre réel.

On a vu au No. 19 que fa et f’ o doivent étre toutes les deux ou bien
réelles ou bien purement imaginaires. Le méme raisonnement s’applique
aux fonctions fB, f'B, fy, f'y. Les formules (18, 5) montrent en outre
que f2a, f2B, f2y doivent étre réelles, pour que a’, b’, ¢’ soient réels. Cela
n’a pourtant aucun inconvénient, parce que, d’aprés les conclusions du
No. 20, f2u est toujours réelle, quand fu et f’ u sont toutes les deux ou bien
réelles ou bien purement imaginaires.

Dans les formules (18, 7) les numérateurs des expressions qui donnent
les cosinus des a sont déja réels, grice aux conditions qu’on vient d’imposer.
Les dénominateurs de ces expressions contiennent le facteur purement
imaginaire fiw, et un produit de fonctions qui sera réel ou purement
imaginaire suivant le caractére du produit fafB8fy. Il faut done que ce
produit soit purement imaginaire. Ceci peut avoir lieu de quatre maniéres
différentes. ainsi qu’on le voit au tableau (21, 1).

TABLEAU (21, 1).

. , purement du méme de I’autre ,
Cas réelles imaginaires signe signe Conséquences
3 cos (ag— ay) > cos (a;— aq)
I f fa Hy v A cos (ag — ag) > cos (a; — ay)
Ty cos (ay—ay) > cos (a; —az)
i c0s (2, —ag) > cos (az— a,)
11 f'l f8 Ay py ¥ cos (a; —ay) > €os (ag—ay)
4 co8 (ag—ay) > cos (a; — ay)
7 cos (a; —ag) > cos (13— ay)
111 * fr A, v m cos (ay—03) > €08 (a; —ay)
78 cos (a; — ay) > cos (
1% ag—ay)
fa ©0s (a3— a,) > cos (a) — ag)
v /8 A, u v c0s («; — ay) > 08 (ag— ag)
fy c0s (@) —a3) > o8 (ag— a,)
tous cas Dy, Doy D3, Da cos (aj — ;) > cos (o + ax)
J’explique ce tableau. Si, par exemple, fa est réelle, et f8 et fy purement

imaginaires, les formules (18, 3) donnent, puisque m > —1,

a+1l—a’'">0, b4+1+b">0,

c+1+¢ >0,
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ce qui s’écrit également, moyennant (18, 1), sous la forme
cos(ay—az) > cos(a;+a,), cos(ay—ay) > cos(a;+az),
cos(ag—a,) > cos(a;+ay),

ou encore, moyennant (7, 1), sous la forthe

PeP3 >0, P3Py >0, p3p,>0.

D’autre part, on a p; p,p3p, = 3m(1+m) >0, ce qui fait que tous les p
ont le méme signe.
Cela étant, les formules (16, 4) donnent dans les hypotheses actuelles

Aw<0, Av<0, upr>0,
ce qui peut encore s’écrire sous la forme
cos(ag—a,) > cos(a;—a,), cos(ag—ag) > cos(a;—ay),
cos(ay—a,) > cos(a;—ag).

Ce sont les résultats qui figurent au tableau (21, 1) sous le titre Cas I,
Les trois autres cas se déduisent de la méme fagon.

Puisqu’il est impossible de donner aux trois quantités A, u, v d’autres
dispositions que celles indiquées au tableau (21, 1), ce tableau est complet
en ce sens que tout 'angle tétraédre appartient & un de ses quatre cas.
Le signe de o dépend de celui du discriminant m2—1.

Pour que Pangle tétraedre soit réel il faut encore s’assurer que P? des
formules (18, 6) et (18, 7) est positif. Cela se fera plus facilement dans
la notation du chapitre suivant. Je laisse donc cette considération
temporairement de coté.

Dans les calculs futurs je me bornerai a n’étudier qu'un seul des quatre
cas du tableau (21, 1). Comme la plupart des formules qui établissent
I'existence des mécanismes dont je vais exposer la théorie sont les mémes
dans tous les quatre cas, cette convention ne diminuera gueére la
généralité de ces mécanismes. Ce n’est qu’au point de vue du calcul
numérique que les différences entre les quatre cas exigent quatre systémes
de formules distincts. Je ne me borne donc, en somme, qu’a prendre tous
mes exemples numériques dans le méme cas. J’adopte pour cela le
Cas IV. Il sera donc convenu que les fonctions

(21, 2) fa9 IB: fro o, f'B f,')/

soient purement imaginaires, et que les fonctions

fGoi—a), fGwi—B), fGwi—y) f(Gwi—a), f'(Foi—B) [f(Feo—y)

sotent réelles.
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D’apreés les conclusions du No. 20, ces conditions ne peuvent se réaliser
que lorsque a, B, y sont de la forme r4-}w, ol 7 est réel. Comme 7+Fw,
est congru & un point 7' —%w;, olt 7" est réel, on peut poser sans perdre de
généralité
(21, 3) a=rt+iw;, B=rytio, y=rytiw,

ol 7y, 7y, 73 SONt réels.

22. Etude de la déformation réelle de I'angle tétraédre lorsque
—1<m < 1. Puisque f’'a, f’'B, f'y sont purement imaginaires, f(}w,;—a),
JRw,—B), f(3w,—v) seront réelles. On voit donc, en se rapportant aux
formules (17, 1), qu’il faudra que fu, et fu, soient purement imaginaires,
et que fu, et fu, soient réelles, pour que les quatre ¢ soient réels. Mais en
vertu de (17, 3) et de (21, 1)

fug=f[3w,—(rs—uy)], fus=fFw—w), fu,=f(rs—u,)

ol 75 est réel. Ainsi les deux fonctions

ful’ f(r3—u1)

doivent étre purement imaginaires, et les deux fonctions

flio—(rs—u))], fo—uy)

réelles. D’aprés les conclusions du No. 20, ceci ne peut avoir lieu que si %,
est de la forme s41w;, ou s est réel. Comme s-+3w, et congru & s'—3}w;
ol s’ est réel, on peut poser définitivement

(22, 1) uy;=s+iw;, Uy=s—1r3tw;, U3=8tw;, U =8—T;—3}w;.

Comme on passe d’un des cas du tableau (21, 1) & chaque autre par
une permutation des indices des a, on est str que les trois premiers cas
donneraient des déformations de méme nature que celle définie par les
équations (22, 1) pour le quatriéme cas.

On sait donc que 'angle tétraédre n’a qu'une seule déformation réelle
lorsque —1 <m <1, et que celle-ci est continue et simplement périodique.

23. Etude des valeurs prises par la fonction fu lorsque m > 1.
Comme avant, cette fonction peut étre définie par I'intégrale

(23, 1) uz_jw . dz =-—5°° i dz )
V@A =)~ ), V@ Fm—1) @mF1)

Maintenant toutes les singularités de la fonction a intégrer sont situées
sur 'axe des y, les points y = 44/ (m--1) étant plus éloignés de ’origine
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queles points y = 4-4/(m—1). Soit 4 un chemin allant de z = /{— (m-+1)}

a oo de telle fagon que le contour formé par 4 et par 'axe des y depuis
y=+/(m-+1) jusqu’a oo n’enferme pas de singularité de la fonction &
intégrer. (Fig. 23, 1.)

Y
Plan de =z
i~y A
B
v/ (1—m)
X
o
Fig. 23, 1.
Je définirai la quantité lw, par
dz
(23, 2) v - === =y

== —Z. j.w dy M
v V{E—m—+1) (y*—m—1)}

Le quart de période Lw, est ainsi purement imaginaire, d’amplitude
égale & 4(3m), et 'on aura, comme précédemment, f2 1w, = — (m—+1).

Soit B un chemin allant de z=4/(1—m) & o de telle fagon que le
contour formé par 4, par B, et par I’axe des y depuis y = 4/(m—1) jusqu’a
y = +/(m+1) n’enferme pas de singularités de la fonction & intégrer. Je
définirai la quantité }w,--w, comme suit :

dz
B V(244 2mz2+m2—1)°

Cette définition coincide bien avec la notion précédente :
2o+ w,) = 1—m.
On aura par soustraction d’intégrales

{ dz
—JB_A VvV (2*+2mz2+m2—1)

%“’1‘}"1)2: _5

(23, 3) wy =

o —SV(m—l) V{lyE—m3-1)(m-+ 1—y?)})

Le demt période w, est ainsi réelle et négative.

D2
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La fonction fu, comme elle est définie par la formule (23, 1) est réelle
quand w est réel. Lorsque u croit de 0 & —w,, fu est négative; elle est
positive lorsque % croit de —w, & —2w,. Puisque fu est une fonction
impaire, elle sera purement imaginaire lorsque w est purement imaginaire.

La fonction f’ u, peut étre définie comme suit :

f'u=V{(fPutm—1)(fPutm+1)}

ce qui montre que f’u est réelle lorsque u est réel. Comme elle est paire,
' u sera encore réelle lorsque w est purement imaginaire.

Comme avant, je fais appel & la formule d’addition (15, 5) pour repérer
les valeurs prises par fu et par f’u lorsque u est complexe. Soient o et 7
réels.

flo+ir) :flf,i"_—fhf,"..

frir—f%c
Pour que f(o+i7) soit réelle, il faut et il suffit que
firf'le g
frir—f2c 7
ce qui ne peut avoir lieu que des deux maniéres suivantes:
(23, 4) =0, it=uw,

ou il est entendu que le signe = n’impose pas de valeur imaginaire & la
quantité 7.

Pour que f(o+¢7) soit purement imaginaire, il faut et il suffit que
fof'ir 0
frir—f2c ™ 7
ce qui ne peut avoir lieu que des quatre maniéres suivantes :

(23, 5) oc=w, Ww=-4iw,, o=0,

o et 7 étant toujours réels.

En utilisant, comme avant, la formule (20, 7), on arrive aux conclusions
définitives suivantes :

Su est réelle et f'(3w,—u) purement imaginaire toules les fois que, t étant
réel,
u=t u=ittw,.

De méme, fu est purement imaginaire, et f’'(3w,—u) réelle, quand

u=it, w=ittw, u=ttiw;.
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S u est réelle et f(3w,—u) purement imaginaire, quand
u=il, u=ittw, u=t, u=itow,.
J'u est purement imaginaire et f(3w,—u) réelle, quand

U =t+1w,.

37

Aux figures (23, 2) et (23, 3) j’ai indiqué les chemins sur lesquels fu
et f'u prennent des valeurs réelles et purement imaginaires & l'intérieur

d’un parallélogramme élémentaire.

— 2w, —(2w;+w,) — (2011 2w,)
| | I
—3(3wy) ! ——————— : ——————— | —{3(3w;)+ 2wy}
—w : = : l‘“(wﬁ'zwz)
—to, ﬂ—— —————— : —————-——«} —(hooy+205)
L I |
0 —w, — 2w,
Sfu réelle
- — — fu purement imaginaire
Fig. 23, 2.
—2w, —(20;+w,) —(2w;+2w,)
—3Bw)) |—————— e —— — —{3(3wy)+2wy;
—% — (@1 2w,)
e e —| — o -+2ay)
0 —wy —2w,

f'u réelle
— — == f'u purement imaginaire

Fig. 23, 3.
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24. Valeurs des arguments constants qui donnent un angle
tétraedre réel lorsque m > 1. Le tableau (21, 1) résulte d’une discussion
qui est encore valable lorsque m > 1. Comme avant, j’adopte pour les
calculs futurs le Cas IV, c’est-a-dire ’hypothese (21, 2). Les conclusions
du No. 23 font voir que a, 8, y doivent encore étre de la forme r41w;, ou
r est réel.

Cependant, il n’existe plus de ' réel, tel que 41w, soit congru &
r'—%lw,. Le mieux qu’on puisse faire consiste donc & poser

(24, 1) a=r+€6iw;, B=ryteiw;, y=r3teiw,

ol 7y, 7y, 73 sont réels, et ol €2 = €,2 = €2 = 1.
Comme avant, je remettrai au chapitre suivant la discussion du signe

de P2.

25. Etude des déformations réelles de I’angle tétraédre lorsque
m>1. Comme au No. 22 il faut que fu; et fu, soient purement
imaginaires et que fu, et fu, soient réelles.

En vertu de (17, 3) et de (21, 1) on a, cette fois

Jus= esf [Jw;—(rs—uy)], fus=[f(Foi—w), fu,= e;f(rs—uy),
ol 75 est réel, et oll €, =
Cela veut dire que les deux fonctions

Juy,  flrg—uy)

doivent étre purement imaginaires, et les deux fonctions

fRo—(rg—uy)], f(Fw,—u,)

réelles. D’apres les conclusions du No. 23, ceci ne peut avoir lieu que si u,
est de la forme st{w;. Comme il n’existe pas de s’ réel tel que s'—3}w,
soit congru & s+ 1w, ce sont deux déformations distinctes, toutes les deux
réelles, de ’angle tétraédre. Elles sont données, d’une part par

{ Uy =8+1iw;, Uy=8—7"y3+(e3+1) 1w, U;=s+tw,,

Uy =8—T3— €3 3wy,

(25, 1)
et d’autre part par

Uy =8—1wy, Uy=8—T3+(l—¢€3)tw,, Us=S$6,
(25, 2) { 1 $wy 2 s+ ( 3) 3wy 3

— 1
Uy =8—73} €3 30w;.

Ainsi Uangle tétraédre a deux déformations réelles, distinctes, continues,
simplement périodiques, et sans forme commune, lorsque m > 1.
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26. Dégénérescence de la fonction fu lorsque m = 1. L’inversion
de I'intégrale

(26, 1) u:_ng: F _dt

S VE+22) ~ P ) e picusan (TFBY
olt p2 = —2, donne
V. I 2
(26, 2) fu“sh(vzu)’ f u_sh(\/?_u) th(\/‘?’w).

La définition suivante de 1w, est compatible avec toutes les notions
précédentes :

* dz todi m A/ 2
26 lon— —| — % % _myZ
(26, 3) W1 L v (2 222) pjo 14-¢2 4
La demi période w, est infinie.
Les formules (26, 2) font voir que fu et f'u sont toutes les deux réelles
lorsque u est réel, et que fu est purement imaginaire et f'u réelle, lorsque u
est purement imaginaire.

Comme avant, je pose % = o-+ir, oll o et 7 sont réels. La formule
d’addition donne

. —4/2{sh(+/20) cos(1/27)—i ch(1/20) sin (1/27)}
(26, 4) flo+Hi7) = — 1572 0) cos? (/2 7) Lo (/2 0) S (v/27)

On en conclut, comme dans les cas précédents que, ¢t étant réel,

fu est réelle et f'(3w,—u) purement imaginaire, quand
u=t, uzt—i—ﬂ%—/—%, (mod 7t 4/2);

fu est purement imaginaire et f’' (3w, —u) réelle, quand

i

\/2, (mod 7% 4/2);

i, u=t+ )

S
Il

S’ west réelle et f(3w,—u) purement vmaginaire, quand
w=1it, u=t, uzt+7l;/—2, (mod 7t 4/2);

' w est purement imaginaire et f(3w,—u) réelle, quand

u_z_tj:m; 2/2, (mod i 4/2).
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Les chemins sur lesquels fu et f'u prennent des valeurs réelles et pure-
ment imaginaires sont indiqués sur les figures (26, 1) et (26, 2)

/2 |
il ———— -
2|
1miA/2 : —————————————————————

0 i

—— fu réelle
———— fu purement imaginaire.
Fig. 26, 1.

i A/2
$911 A/ 2 [ e e e e et e e e e et e e e e e —
3miA/2
V2 |- - ——

flu réele
———— f'u purement vmaginaire

Fig. 26, 2.

27. Valeurs des arguments constants qui donnent un angle
tétraédre réel lorsque m = 1. Le tableau (21, 1) résulte d’une discussion
qui est encore valable lorsque

o=sin{(a;+ay+az+a,) =0,

et par conséquent m = 1. Comme avant, j’adopte pour les calculs futurs
le Cas IV, c’est-a-dire I’hypotheése (21, 2). D’aprés les conclusions du
No. 26, on voit donc que a, B8,y doivent étre de la forme r4-} (i 4/2), oL 7 est
réel. Comme il n’existe pas de ' réel, tel que ' —}(mi 4/2) soit congru &
r+1(7t 4/2), on n’a qu’a poser

2
(27, 1) a—\‘/2+€1m'\/ ) B ‘\/2+ 2m'\/2’ \/2+€3
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On aura
614/2 _ €y14/2 _ &314/2
Jo= chr, ’ = chr, ’ fr= chry ’
(27, 2) .
;o .thr, ‘o .thr, ;o .thrg
fla=—2¢1 ohr,’ f'B= —2¢,1 ohr,’ fly= —2631’0_11—7‘—3

Pour que les rapports des sinus des angles faciaux soient positifs, il est
évident, d’apres les formules (18, 7), que les trois fonctions

fle B [y

fa? fB° fy’®
doivent avoir le méme signe. Les formules (27, 2) font voir alors que
71, T, T3 dotvent se trouver tous du méme coté de 0 sur Uaxe réel.

La quantité P2 des formules (18, 6) et (18, 7) s’écrit maintenant sous
la forme suivante :

64 {4 ch?®r, ch?r,ch?r;—[1—ch?r,—ch?r,—ch2r4]%}

2 __
(27,3) P2= chtr, chr, chtr,

= 64 sh(—7r;+7,+73) sh(r;—r,+7;) sh(r+7,—7,) sh(rl+r2+r3).

ch®r, chtr,chir,

11 faut que cette quantité soit positive pour que les sinus des angles faciaux
soient réels. La formule (27, 3) fait voir que pour cela ¢l faut et il suffit,
st les trois r sont négatifs, que le plus petit d’entre eux soit plus grand que la
somme des deux autres, et s’ils sont positifs, que le plus grand d’entre eux soit
moindre que la somme des deux autres.

Les formules (27, 2) permettent de calculer fa, /B8, fy, f'a, f'B, f'y
lorsque 7y, 75, 73 sont donnés arbitrairement. On peut ensuite calculer
les angles faciaux de l'angle tétraedre au moyen des formules (18, 7).
Les trois e dont les carrés sont égaux a un sont de détermination com-
plétement arbitraire.

28. Remarque relative.au No. précédent. On se rappelle que
(¢f. 7, 2)
_ 2\pvo
==

1—m

La discussion du No. 27 ne s’applique intégralement que lorsque o= 0.
Quand c’est A qui s’annule, par exemple, les deux constantes o et B sont
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infinies, ainsi que le fait voir les formules (16, 4) et (26, 2). Cependant,

on a toujours

[ 2uaps Py @ 1
2(q— = = — —_—
f (a‘ w2) —ar a m+ a 3
2vop, p b’ 1
2(R_— 2 e - —
f (/8 w2) - T - b m+ b »

Plhorto,—f) = 222 _ by,

(28, 1) 4
fPGotw,—a) = %—Gﬁl‘&! =a—m+a’,
f2a—w,) S2(B—w,)
[/ A ha— T — 9 L = "72)
"= Rla—w,) b 2f'2(/3—w2)’
, fla—w,) f2(a—w,) 4, [(B—w,) f2(B—w,)
= —2 - , b =2 V2 2]
L Fla—ay) F(B—es)
11 suffit done, dans ce cas, de remplacer (27, 1) par
i /2 .
Ja_wzzf/‘l'i'*‘elﬂ%‘s B“w2={/—22+€2m2/2;
(28, 2) ,
y = %+€3 777,2/2’

et le raisonnement s’achéve comme auparavant.
Les formules (18, 7) s’écrivent avec f(a—w,) et f(B— w,) aussi facilement

qu’avec fa et fB.
Je n’insiste pas davantage sur ces détails, parce que je n’aurai pas

I’occasion de m’en servir dans la suite,
29. Etude des déformations réelles de 'angle tétraédre lorsque
m=1. Je commence par le cas étudié au No. 27, c’est-a-dire celui ol
o = sin §(a;+ay+az+a,) = 0.
De méme qu’au No. 25, il faut que les deux fonctions

73

i 1(J5=)
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soient purement imaginaires, et que les deux fonctions

73— (By—w) ] so—w)

soient réelles. D’aprés les conclusions du No. 26, ceci ne peut avoir lieu
que si u,; est de la forme (s/4/2)41(mi4/2), ol s est réel. Comme avant,
ce sont deux cas distincts, qui donnent lien aux deux déformations
suivantes :

( 1 ) 1 .
U= V2 <s+ %3) R Ug = _\ﬁ (8+m),
29, 1) 5 1 ) 1 A
( ) uzz-\—/a s—7r3+(1+€5) —7;1:], u4z—\7~2 (3—7'3——53 —7;1),
(mod 7 4/2);
T ™ 8
o !
29, 2 < > ]. .
( ) Uy = —\—}—2 [8—T3+ (1—ey) -‘%1' , U= _Jé (8—7’3—f—e3 %) ,
L (mod 7t 4/2).

Avnst Uangle tétraédre a deux déformations réelles, distinctes, et continues,
lorsque m = 1. Puisque les fonctions auxquelles on a affaire n’ont plus
de période réelle, s peut prendre la valeur co, ce qui fait que les quatre
diédres sont alors de mesure nulle. Cette forme de Uangle tétraédre est
commune aux deux déformations. C’est la forme ou 1’angle tétraédre
s’aplatit de telle fagon que ses quatre faces couvrent entiérement une fois
un plan. Ceci n’est possible que lorsque o = 0.

Quand c’est A qui s’annule, on doit considérer les formules (17, 1)
sous la forme suivante, qui n’est qu'une autre fagon d’écrire la méme
chose:

¢ _if(%wl—J;—wz—B) ¢ ﬁ_if(a—w2) ¢ _?f(ﬁ—wz)
1 e

flug—wy) 7 T fug—awy)’ P flug—w,)’

, _ifGoytw,—a)
4 J(ug—awy)

(29, 3)

Les fonctions qui doivent étre purement imaginaires sont maintenant,
moyennant (17, 3) et (28, 2),

J(uy— o), f[%—(%*wz)],



44 RECHERCHES SUR DES MECANISMES PARADOXAUX.

et celles qui doivent étre réelles sont

for—m—wn)l, f{lo—] 5 —m—wy)|}.

On voit que les choses se passent de la méme facon que tout & ’heure,
a condition de remplacer dans les formules (29, 1) et (29, 2) u,, u,, Us, U,
PAT Uy —wy, Ug—wy, Ug—wy, Uy—w,. La forme s = oo, qui est commune
aux deux déformations sera celle pour laquelle les quatre diedres de I’angle
tétraeédre sont tous égaux & =. C’est encore une forme aplatie. Cette
fois, pourtant, les faces de 1’angle tétraedre s’entrecroisent, et le tout ne
couvre qu’une partie du plan dans lequel il s’est aplati.

Les cas ol p =0 et olt =0 donnent des résultats analogues. Je les
laisse de coté.
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Chapitre 1V.
APPLICATION DES FONCTIONS ETA ET THETA DE JACOBI.

30. Formules empruntées aux Fundamenta Nova. Dans ses
Fundamenta Nova Jacobi a introduit deux fonctions entiéres, dont les
séries convergent rapidement pour les valeurs de ’argument auxquelles
on aura affaire, et qui permettent d’évaluer numériquement les fonctions
elliptiques qui se sont introduites au chapitre précédent. Ce sont les
fonctions H(v, k) et ®(v, k) définies de la maniére suivante.

Soient
. 3 d(ﬁ - &n—dé— . .
K_Xo Vi—krsmig) K —50 J—kZsnzg) KP=1-F
30,1
( ) q= e—nK'/K 7.:__'{7_1]_.
’ 2K

Les sus-dites fonctions seront définies comme suit :*
H(v, k) = 2¢* sinr—2¢? sin 3r4-2¢** sin 5r — 29 sin 7r4-...,
(30, 2) { O (v, k) = 1—2¢q cos 2r+29* cos 4r—2¢° cos 6r4-....
On en déduit
H(K —v) = 2¢% cos 7+ 2¢* cos 3r+2¢* cos 5r+2¢*¥ cos Tr+-...,
(30.3) { O (K —v) = 1+2q cos 2r+2¢* cos 4r+2¢° cos 6r+-....
Ces fonctions jouissent des propriétés suivantes: T
H(@w+2K)= —Hv, O@w+2K)=0v,
Hw+2K' )= —qle ™/ EHy, H(v+iK') =iqte2I2E@y,
O+iK') =1iqgte™2EHy, O(v+20K')= —qle K@y,
HE2mK+2niK')=0, O[2mK+(2n+1)iK']=0,

(m, n) des entiers,

1 HEK 00
30,4 | H(—v)=—Hv, 0O(—v)=0p, [-5 Hv:]v=0:

“OK
/(). - /(). oo /25,
kiz%{fg, k’4=§l%, @K = 040+ H*K,

H%(K—v)020 = 020H2K—H?v02 K,
O%(K—v)0%20 = 02002 K—H?*vH?K.

* Fundamenta Nova, p. 180.
t Fundamenta Nova, pp. 173-175.
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31. Expressions des fonctions fu, f'u lorsque —1<m<<1l. Je
reprends les définitions des périodes données au chapitre précédent. On a
en effet (cf. 20, 2 et 20, 4):

” dx
(31, 1) %w1+w2= —_SV(I—m) \/(x4+2mx2+m2—1)
_—1 F’r de
T v2)o V{1—4(1+m)sin?6}’
2 2
2 = - = 5 —
en posant x? = Y (14m) = tg26+1 m,
et
. (va-m) dx
(31, 2) %wl == —1 J’O \/(—x4—2mw2——m2—|—1)
_— o
V2o V{1—3(1—m) sin® 6}’
—m2 Iin2
en posant pr=1 (1—m?) sin%0

1—(1—m) sin26’
Je pose donc

o9 {k2= Hidm), Er=3(1—m), K=—y2(ostwy),
iK' = —} /(D).
Si je pose
(31, 4) v=—4/2u,

une fonction dont les périodes en u étaient 2w;, 2w, aura 2K-+2iK’ et
2K —2¢K' pour périodes en v.

O(K—v)

Ainsi la fonetion T

a les mémes périodes, les mémes zéros, et les mémes poles que la fonction fu.
En faisant tendre v vers zéro, on trouve

. HK G060 (K—v)
De méme, la fonction
OvH(K—v)
Hz2v

a les mémes périodes, les mémes péles, et les mémes zéros que f'u. En
faisant tendre v vers zéro, on trouve

HKO00vH(K—v)

(31, 6) fu=2 ="
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On se rappelle que les arguments a, B, y doivent étre de la forme r+ 3w,
ou 7 est réel (¢f. No. 21). Je pose donc

—1 — - ;1 i . :l g
(31, 7) a'="{/'—2 (a—1iK’), B"_ \/2 (b tK'), y= \/2 (c—1K'),
ou a, b, ¢ sont réels, compris entre 0 et 4K.
On aura

(.. HK@VH(K—a) , _ . HKO0HaO(K—a)
fa—iva B R =", ra= st G g

HKOOO(K—
(31,8) - fhoy—a) = —y/2 TERE—0)

, HKOOOaH(K—a
f'(fwy—a) = —2 ®2KH2(a ) ;

et d’autres expressions semblables en b, ¢ pour les mémes fonctions de 8, y.

La quantité P2 des formules (18, 6) et (18, 7) a des périodes w, et 2w,
par rapport & a, 8, ou y. Puisqu’on connait ses zéros et ses péles, on peut
Pécrire sous forme d’un quotient de fonctions Eta et Théta, qui aura les
périodes 2K et 2:K' par rapport & a, b, ouc. En effet, on trouve

(31,9) Pr— 64H2K @30 H(—a-+b-+c)H(a—b+c)H(a+b—c) H(a+b-+c)
’ 012K Ota b O4c
11 faut que cette quantité soit positive. Les seules facteurs douteux sont
les quatre fonctions Eia qui figurent au premier degré au numérateur.
On peut donc reconnaitre facilement si un certain choix d’arguments
constants donnent un angle tétraédre réel ou imaginaire, en regardant ces
quatre fonctions-la. Il suffit de se rappeler que Hv est positive lorsque v
varie depuis 0 jusqu’'a 2K, et négative lorsque v varie depuis 2K jusqu’a
4K.
Pour que les rapports des sinus des angles faciaux de ’angle tétraedre
soient positifs il faut que les trois fonctions
fla B [y
fa’ B° fy

aient le méme signe. La formule

fla Ha®(K—a)
7o = V2 GaH(E—a)
fait voir que lorsque a varie depuis 0 jusqu’a la 4K, la fonction f'a/fa
change de signe trois fois, une fois & chacun des trois points K, 2K, 3K.
Il faut donc que les trois quantités a, b, ¢ soient ou bien toutes dans les
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intgrvalles (0, K), (2K, 3K), ou bien toutes dans les intervalles (K, 2K),
(3K, 4K).

32. Expressions des fonctions fu, f'u lorsque m > 1. Je reprends
les définitions des périodes données au chapitre précédent. On a, en
effet (cf. 23, 2 et 23, 3),

_ il dy
321 boy = —d S«/(m+1) vV (y*—2my*+m2—1)
i 5 do
— /(m+1) Jo /{1—(m—1) sin®6/(m+1)}’
_V(mtl).
en posant =g
et
V(m+1) dy
32, 2 S
( ) “2 L(m—l) vV (—y*+2my*—m?>+1)
| Séw do
= VT )y VI—Z s m Dy
en posant m—1

2
Y = 1={2sin20] (m+1)}’
Je pose donc
2 m—1

(32, 3) kz:m, k'2=m—+1, K= —+/(m+1)w,,

1K' = —+/(m+1) Jo,.
Si je pose v=—\/(m—|—1)u=—\/72u,

une fonction dont les périodes en u étaient 2w,, 2w, aura les périodes 2K
et 44K’ en v.
H(K—v)

Ainsi la fonction ~Hr—

a les mémes périodes, les mémes zéros, et les mémes pdles que la fonction fu.
En faisant tendre v vers zéro, on trouve

OK OO0 H(K—v)
(32,4) fu=\/2 —I_ITK“IT.
De méme, la fonction
OvO(K—v)
H2v

a les mémes périodes, les mémes zéros, et les mémes pdles que la fonction f'u.
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En faisant tendre » vers zéro, on trouve

000K Ov O(K—)
WKy

(32, 5) flu=2

On se rappelle que les arguments a, 8, y doivent étre de la forme 7+ 4w,,
ou r est réel (¢f. No. 24). Je pose donc

(32, 6) a= ‘\:/l; (a—e,iK"), B— ;—’2“ (b—eyiK'), y— 3’“2- (o—eiK’),

ol a, b, ¢ sont réels, compris entre 0 et 2K.
On aura

. OKO0O(K—a) Q00K HaH(K—
fo=ei/2 W’ fla=2¢i HZI(;G)?(a 2,

(32,7) OK®OH(K
f(%wl—a) =€ \/2 _ﬁ?ﬁ__a—a),

et d’autres expressions semblables en b, ¢ pour les mémes fonctions de B, y.

La quantité P? des formules (18, 6) et (18, 7) a des périodes w, et 2w,
par rapport & a, B, ouy. Puisqu’on connait ses zéros et ses poles, on peut
I’écrire sous forme d’un quotient de fonctions Eta et Théta, qui aura les
périodes 2K et 20K’ par rapport & a, b, ou c. En effet, on trouve

64 002K H(—a-+b+c)H(a—b-+c)H(a+b—c)H(a+b+-c)

(32,8) P*= A2 K 0%q 0% 0 ¢ .

Cette formule reproduit & peu de chose prés, la formule (31, 9). Les
remarques que j’ai faites & cette place sont encore valables. Pour que
I’angle tétraédre soit réel, il faut que le produit

H(—a+b+c)H(a—b+c)H(a+b—c)H(a+b-+c)
soit positif.
Comme avant, les trois fonctions f'a/fa, f'B/f8, f'y/fy doivent avoir
le méme signe, pour que les rapports des sinus des angles faciaux de I’angle
tétraddre soient positifs. On a maintenant

fla HaH(K—a)

Jo = V2 0a0(K—a)"
Quand a varie depuis 0 jusqu’a 2K, certe fonction change de signe une
seule fois au point K. Les trois quantités a, b, ¢ dotvent donc se trouver
toutes du méme c6té du point K.
La réalité de I'angle tétraédre ne dépend nullement des déterminations
des trois nombres €;, €,, €; dont les carrés sont égaux & un.
E
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33. Formules donnant les angles faciaux de 'angle tétraédre en
fonction de a, b, c. Pour avoir de telles formules, on n’a qu’a substituer

dans (18, 7) les valeurs de fa, f’a, etc., données par (31, 8) et (32, 7). On
trouve ainsi les résultats suivants. Si ces formules ont ’air d’avoir perdu
leur symétrie primitive, c’est parce que j’ai voulu leur donner une forme
qui facilite le calcul numérique.

(33, 1)

<

Cas'1l. —1<m<1l.

sin a,

Ha®(K—a)@bH(K—b)OcH(K—c)

sina,

~ HaO(K—a)HbO(K—b)He O(K—c)

sinag

~ QaH(K—a)HbO(K—b)OcH(K—c)

sina,

~T OaH(K—a)ObH(K—b)He@(K—c)

B HK 00 0°K Q
" 211 Ho®aH(K—a)O(K—a)’
a,b,c

ot @*=H(—a+b+c)H(a—b+c)H(a+b—c)H(at+b+c):

( H(a+b)H(a—b) ©(K—c)
(@aH(K—a)HbO(K—b)He

O (K —a—b)®(K—a-+b)He }
T OaH(K—a)HbO(K—b)O(K—c))’

{ O(a+d)O(a—d)H(K—c)
®aH(K—a)©®bH(K—b)0c

H(K—a+b)H(K—a—b) Oc
T O H(K—a)0b H(K——b)H(K——c)}’

B H(a+b)H(b—a) O(K—c)
cosey = FHK @0 | G G R )

O(K—a—b)®(K—a+b)He }
" Ha©®(K—a)0bH(K—b)O(K—c)’

H(a+c)H(c—a) ®(K—b)
Ha®(K—a)OcH(K—c)Hb

O(K—a—c)®(K—a+c)Hb
T Ha®(K—a)OcH(K—c) ®(K'—b)} ’

cosa; = 1HK G0

cosa, = tHK 00

cosa, = $HK 00 {




APPLICATION DES FONCTIONS ETA ET THETA DE JACOBI. 51

Cas 2. m>1.

1 sin a,

HoH(K—a)@b0(K —b)0c®(K—0)

sin a,

~“HoH(K—a)HbH(K—b)HcH(K—c)

sin ag

~ 020(K—a)HbH(K—b)0c O (K—)

Sin ay

~ a0(K—a)ObO(K—b)HcH(K—oc)

_ H2K ©O00K @
211 HeOaH(K—a)O(K—a)’

a,b,c

ol Q2= fI(—a—[—b—l—c) H(a—b+4c)H(a+b—c)H(a+b+tc);

_ { H(a+b)H(a—b)H(K—c)
cosay %5162%@0@]{i@a@(K_a)HbH(K—b)HC

__ H(K—a—b)H(K—a+b)He }
Oa®(K—a)Hb H(K—b)H(K—c))’

(33, 2) 1
—1 ( O(a+b)O(a—b)O(K—c)
cosay =1t & 000K |5 5 R—a) 06 0(K—5) 00

i O(K—a—b)O(K—a-+b)Oc
®aO(K—a)®bO(K—b) @(K—C)} ’

B H(a+b) H(b—a) H(K—oc)
008 ag = }e; €36, 000K {HaH(K—a) 5 0 (K—b) Ho

__ H(K—a—b)H(K—b-+a)He }
HoH(K—a)0b0(K—b)H(K—0c))’

B ( H(a+o)H(e—a) H(K—b)
cosay = der 200 0K | g H VG0 (K —o) Hb

__ H(K—a—c)H(K—c+a)Hb
HaH(K—a)®c®(K—c) H(K———b)} ?

34. Calcul de g. Comme je l’ai fait remarquer au No. 21, le probléme
qui va se poser quand on s’occupera de la construction de mécanismes

paradoxaux, est celui ou il s’agit de calculer les angles faciaux lorsque
Pour se servir

l'invariant m et les trois arguments a, B, v sont donnés.
E2



52 RECHERCHES SUR DES MECANISMES PARADOXAUX.

des séries (30, 2) et (30, 3), pourtant, ce n’est pas m mais ¢ qu’il faut
connaitre.

On commence par calculer k£ au moyen des formules (31, 3) ou (32, 3),
suivant U'intervalle dans lequel m se trouve. On pourrait alors calculer ¢
par la voie de sa définition (30, 1), mais ce procédé est peu pratique.
Weierstrass a donné une formule* qui permet de faire ce calcul rapidement.
C’est la suivante :

(34, 1) g = H+2@05+ 153D+ 150 (45 + ...,

oul= (1—+/k)/(1++/k"), le radical 4/’ étant pris positivement.
11 semblerait qu’on ait également besoin de calculer les nombres K et
K’, afin de former les produits

ma mwb - me
2K’ 2K’ 2K’
qui figurent dans les séries (30, 2) et (30, 3).
Cependant, ce calcul est superflu. On verra, en effet, qu’on pourra
toujours considérer ces produits comme donnés & la place des arguments
a, B, V-

35. Exemple du calcul numérique. Je donne ici un exemple du
calcul dont on fera un large usage dans la suite. Soient

(35, 1) m=1c0850° a=85K, b=38K, c=

O

IK.
Les formules (31, 3) donnent alors
(35, 2) k=sin65°, k' = cos65°.

Maintenant, la formule (34, 1) permet de calculer ¢, aprés quoi les
séries (30, 2) et (30, 3) permettent de calculer toute fonction elliptique
de a, b, ¢ dont on aura besoin.

Tous ces calculs sont pourtant inutiles, grace aux tables dressées par
M. Hippisleyt.

* Werke, 11 (1895), p. 276 ; Formules et Propositions, H. A. Schwartz (1894), p. 56.

t Smithsonian Mathematical Formulae and Tables of Elliptic Functions, Smithsonian
Institution, Washington (1922), édité par E. P. Adams. Bibliothéque de I’ Université, S. J. ce
166, vol. 74, no. 1, 8°; Bibliothéque Nationale, R. 16054. Ces tables, dressées par le
Colonel R. L. Hippisley, C.B., donnent les valeurs des fonctions Hu/HEK, 0u/€0, H(K —u)/HK,
(K —u)/@0, avec dix décimales, pour vingt-cing valeurs de % et quarante-cinq valeurs de u.
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Je prends les valeurs suivantes dans les tables de M. Hippisley,
a, b, c, et k ayant les valeurs données par les formules (35, 1) et (35, 2):

' q = 0,106054
%—Ig = 1,538246--

00 = 0,788145

HEK =1,154170

%‘% = 0,899104
055 . g—g = 1,441735-+

(TI;@: 0,407175
%—“—) = 1,095757+
}—}III—I’{ = 0,817501+
% = 1,369386
H(}II{K 5) _ 0,542093-+

Q(go b _ 1167756

I%} —0,716217+

—8% — 1,287257+

E(T{K—C) — 0,665767 -
Q%E — 1,249711
gzb) — 0,847049

G(gjb) — 1,394968+

%HK“_“ —0,498202+

935@‘«03“—1’) — 1,142277
Hggb) = 0,149646

Q(go b _ 1013110+

H(K};I?er) — 0,986612
%I%(‘)i@ —1,525013

H(ato) _ ¢ 991303+

HK
(gj)rc) = 1,462404+
Ij_(liﬂjlg_—c) = —0,360280
@ﬂa_g:i) —=1,075222+
H(}‘g") — 0,296583
@(Z)EC) = 1,051176
I_{_(E}I‘T‘{lif) — 0,947015
_@@+—M —1,486626+
H_(_aHJer_ﬂLd = 0,598652
Ii(“};K_bJrc) — 0,817501+
}ﬂo_‘# — 0,958011+
E%“%tﬁ) — 0,199062+

Quand on introduit ces valeurs dans les formules (33, 1), on obtient .

sina; = 0,720562

sin a, = 0,967784+
sin ag; = 0,552146 4
sin a, = 0,4484154

(35, 4)

cosa; = —0,693390+4
cos ay = —0,251780
cos ag = —0,833747
cosay, = —0,893825+

Tel est ’angle tétraédre qui correspond aux constantes elliptiques données

par (35, 1)*.

* A I’exemple de M. Andoyer je me sers du signe + pour indiquer que la partie non écrite

d’un nombre décimal est comprise entre 250 ...
je force le dernier chiffre écrit.

et 749....

Quand elle est supérieure & 750 ...
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Chapitre V.

ETUDE DES SYSTEMES DE TROIS EQUATIONS DOUBLEMENT
QUADRATIQUES.

36. Considérations générales. Le probléme qui consiste a trouver
les cas de déformabilité du mécanisme de la figure (1, 1) repose sur celui
qui consiste & trouver les cas ol un systeme de trois équations, dont chacune
renferme deux des trois variables du systéme, et qui sont toutes les trois
doublement quadratiques, est poristique. En ce qui concerne des systémes
de trois équations toutes irréductibles, M. Bricard a fait une étude trés
détaillée du probléme.*

Dans ce chapitre je ne m’occuperai que de conditions nécessaires.

LemMmE. Etant donné deux équations quadratiques en x:
ax?+4-2bx+c=0 (a+#0),
o' 22+2b"x+c' =0 (p?=b%—ac);

trouver dans quelles conditions le radical p ne parait pas dans la seconde
équation, lorsqu’on y substitue une racine de la premiére.

Le résultat de la dite substitution se met sous la forme
afac’—a’'c)+2(ab’—a'b) (p—b) =0,

et I'on voit que les conditions nécessaires et suffisantes pour que 1’énoncé
ait lieu sont

c
4

ki

a b
a b
c’est-a-dire que les deux équations doivent avoir constamment deux racines

communes par rapport ¢ x.

Soient trois équations doublement quadratiques par rapport a z, ¥, 2;
je les représenterai symboliquement par

% y, 2% 2)=0,
(36, 1) (2% 2, 2%, ) =0,

(22, 2, y?, y) = 0.

* Bulletin de la Sociétée mathématique de France, tome XXV (1897), p. 212.
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Soit Y, le discriminant de la premiére équation qui renferme la
variable y (celui pris par rapport & z); soit Z, le discriminant de la méme
équation qui renferme la variable z et ainsi de suite. Il y aura six
discriminants, désignés par

X,, X, Y, Y, Z,, Z,.

Je suppose en premier lieu qu’aucune paire d’équations n’ait constamment
deux racines communes par rapport & sa variable commune et que les trois
équations soient trréductibles. Dans ces conditions-13, si I’on substitue dans
la premiére des équations (36, 1) une racine de la deuxiéme prise par
rapport a z, et une racine de la troisiéme prise par rapport & y, on aura une
relation en # qui pourra se mettre sous la forme

1/ (X, X ;) = fonction rationnelle de z.

Cette relation doit avoir lieu pour toute valeur de x, parce qu'on veut que
le systéme (36, 1) soit poristique. 11 faut donc que X, et X, aient les mémes
racines. De la méme fagon on trouve que Y, et Y, et que Z, et Z, doivent
avoir les mémes racines.

Je passe au cas ol une équation se décompose partiellement. On aura
(yz’ Y, 2)=0,
(36, 2) (2%, 2z, 2%, ) =0,
(% z, y%, y)=0.

Si la deuxiéme et la troisiéme des équations (36, 2) n’ont pas deux
racines communes par rapport a x, il faudra que la troisiéme se décompose
par rapport & . En effet, si Pon substitue dans la deuxiéme une valeur
de x tirée de la troisiéme, ct la valeur de z tirée de la premiére, on aura

4/ Y 5 = fonction rationnelle de y.

Ce cas n’a donc pas de solution, & moins que les deux derniéres n’aient
constamment deux racines communes par rapport & .

Je considére ensuite le cas ol deux équations se décomposent par rapport
& la méme variable. On aura

(y27 Y, Z) = 0’
(36, 3) (@2, @, 2) =0,
L(x% x, y% y)=0.
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Il n’y a pas de simplification dans ce cas. On n’a qu’a éliminer z des
deux premiéres équations et & identifier celle qui en résulte avec la troisiéme
qui est supposée irréductible.

Vient ensuite le cas ou deux équations se décomposent par rapport & des
variables différentes, en gardant la méme variable au second degré. On aura

(2% 2, y) =0,
(36, 4) (2% 2, 2) =0,
(2% x, y% y)=0.

La premiére et la deuxiéme de ces équations ne peuvent pas avoir deux
racines communes par rapport a z, parce que s’il en était ainsi, x et y
satisferaient & deux équations doublement linéaires, qui devraient étre
identiques & la troisiéme équation, que je suppose irréductible. La
premiére et la troisiéme équation ne peuvent pas avoir deux racines
communes par rapport & y, parce que la premiére n’en a qu'une. Il faut
donc que

1/ (X, X;) = fonction rationnelle de x.

Cependant X, a quatre racines, alors que X, n’en a que deux. I faut
donc que deux des racines de X, sovent identiques entre elles, et que les deux
autres sotent identiques a celles de X,. Tl en est de méme du produit Y, Y.
Par conséquent la troisiéme équation doit éire unicursale.

Le prochain cas a considérer est celui ol deux équations se décomposent
par rapport & des variables différentes, sans garder la méme variable au second
degré. On aura

(yz’ Y, z)=0,
(36, 5) (2%, 2, ) =0,
(22, x, y?, y) =0.

Ce cas n’a pas de solution. En effet, la premiére et la troisiéme
équations ne peuvent pas avoir deux racines communes par rapport & y,
parce que s’il en était ainsi, x et z satisferaient & deux équations linéaires
en z et quadratiques en z, qui devraient étre identiques & la deuxiéme
équation, que je suppose irréductible par rapport & z. Si 1’on substitue
dans la troisiéme équation une valeur de y tirée de la premiére, et la valeur
de x donnée par la deuxiéme, on aura une relation en z qui pourra se mettre
sous la forme

v/ Z, = fonction rationnelle de z,

et il faudrait que la premiére équation se décomposat totalement.
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Le cas ol toutes les trois équations se décomposent par rapport & des
variables différentes n’a pas de solution. En effet, on aurait

(?/2, Y, z) =0,
(36, 6) (2%, 2, ) =0,
(22, z, y) = 0.

Aucune paire de ces équations ne peut avoir deux solutions communes
par rapport & sa variable commune, parce que celle-ci est linéaire dans une
équation de chaque paire. Si l’on substitue dans la premiere une valeur
de z tirée de la deuxieme, et la valeur de y donnée par la troisieme, on aura

4/ X, = fonction rationnelle de x,
ce qui n’est pas possible, tant que la deuxiéme équation reste irréductible

par rapport & z.

Je passe au cas ou les trois équations se décomposent, deux par rapport
& la méme variable. On aura

(?/2, Y, Z) =0,
(36, 7) (22, z, 2) =0,
(22, z, y) =0.

Si la deuxiéme et la troisieme équations avaient deux racines
communes par rapport & z, les variables y et z satisferaient & deux équations
doublement linéaires qui devraient étre identiques & la premiére, que je
suppose irréductible par rapport & y. Dans les deux autres paires
d’équations la variable commune intervient une fois linéairement. Le

raisonnement s’acheve comme au cas précédent. Ce cas n’admet pas de
solution non plus.

Je passe maintenant au cas ol l'une des trois équations se décompose
totalement. On aura

(y,2)=0,
(36, 8) (2% 2, 22, ) =0,
(22, z, y?, y)=0.
Ici on n’a qu’a substituer dans la deuxiéme équation la valeur de z
donnée par la premiére, et & identifier ’équation résultante avec la

troisiéme équation qui est supposée irréductible. On remarquera toutefois
que X, doit avoir les mémes racines que X3 En effet, y est lié homo-
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graphiquement & z, ce qui fait que le discriminant de la deuxiéme équation,
pris par rapport & z, aura les mémes racines que celui pris par rapport & y
apres la substitution. Comme cette nouvelle équation doit étre identique
a la troisiéme, leurs discriminants pris par rapport & y auront les mémes
racines.

Aucun cas o lune des trois équations se décomposerait totalement, une
deuxiéme partiellement, et la troisiéme pas du tout, n’a de solution. En
effet, si I'on éliminait entre la premiére et la deuxiéme leur variable
commune, on obtiendrait une équation partiellement décomposée,
renfermant les mémes variables que la troisiéme équation. Il faudrait
donc qu’elle fiit identique & celle-ci qui est supposée irréductible.

Je considére maintenant le cas ol deux équations se décomposent totale-
ment. On aura
©, 2)=0,

(36, 9) (2, ) =0,
(22, z, y2, y) = 0.

L’élimination de z entre la premiére et la deuxiéme équations donne
une relation doublement linéaire entre x et y, qui doit étre identique & la
troisiéme équation, qui est supposée irréductible. Ce cas n’a donc pas de
solution. Il en serait encore de méme, si la troisiéme équation était
partiellement décomposée.

Je ne m’arréte pas ici sur le cas ol les trois équations se décomposent
toutes totalement. Il ne s’agit que d’éliminer les variables. Ce sera le
cas (36, 10).

Je passe au cas ol deux équations se décomposent par rapport & la méme
variable, et la troisiéme totalement. On aura

(:’/2> Y, z) =0,
(36, 11) (23, z, 2) = 0,
(z, y)=0.

On reconnait aisément que Z, et Z, doivent avoir les mémes racines.

Je considere ensuite le cas ol deux équations se décomposent par rapport
& des variables différentes, en gardant au second degré la méme variable, et
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la troisiéme totalement. On aura

(2% 2, ¥) =0,
(36, 12) (22, 2, ) =0,
(xz, y)=0.

Ici, il n’y a guére de simplification possible. On n’a qu’a éliminer
z et y, et & rendre nuls les coefficients de I’équation résultante.

En dernier lieu je considére le cas ou deux équations se décomposent par
rapport & des variables différentes, sans garder la méme variable au second
degré, et la troisiéme totalement. On aura

(2%,2,9)=0,
(36, 13) (22, x, 2) =0,
(x, y)=0.

Ce cas n’a évidemment pas de solution. On peut remplacer ce systéme
par les deux équations
(2%, 2z, ) =0,
(xz, x? z) = 0’

qui ne peuvent pas étre identiques sans se décomposer.

Je résume les résultats acquis au cours du No. présent de la maniére
suivante: Pour qu’un systéme de trovs équations doublement quadratiques,
chacune par rapport a deux des trois variables du systéme, soit poristique, 31
faut qu’il soit de Uune des formes (36, 1), (36, 3), (36, 4), (36, 8), (36, 10),
(86, 11), (36, 12). Les cas ou deux équations ayant deux racines communes
par rapport & lewr variable commune demandent une étude spéciale sont
les (36, 1) et (36, 2).

37. Mécanisme préliminaire. Ce mécanisme,dontla trace sphérique
est indiquée schématiquement a la figure (37, 1), est composé de trois
angles tétraédres & sommet commun, qui ont deux & deux un axe commun.
Seuls les diédres des angles tétraédres sont considérés comme variables.
Les angles tétraédres sont numérotés I, II, et III. Les angles faciaux et
les diédres des angles tétraédres sont désignés par les mémes symboles
qu’au chapitre II, sauf qu’il y a un second indice qui se reporte au numéro
de langle tétraedre. Les diédres marques 7y, sont constants. Ce
mécanisme, qui fait partie du mécanisme de Kempe sur la sphere, doit étre
déformable toutes les fois que ce dernier Uest. 11 est normalement blogué.
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Soient a,,, b,;, c,; les cosinus directeurs du vecteur normal au plan dans

lequel I’angle a,; est mesuré, et soient ,,, m,,, n;, ceux de ’axe commun aux

angles tétraédres ¢ et j. Dans ce dernier cas lordre des indices est
évidemment indifférent. Je définirai le sens des a, des B, et des y, par les
régles suivantes:

' - :

gy SIN Agy == My Nyz—My3Nyg,  lyg SIN By = byy Cgy—byy €3y,
boy Sinag = nyplig—ny3liy, Mgy SiN By = 3y Ay —Coy Ay,
Co1 8iN 0gy = Ly Myg—ligMyy, Mgy SIN Py = gy byy — gy by,

COS 09y = liplyg+Myp My +M19Ny3, COS By = Aoy Qg1 +Dyy byy 421 €31,
(37, 1) o .
lyp 8in ygg = bgy C33—b30 €1,
Mg SN Y3q == C31 (3o C35 A31,

Mg SIN Y36 = Ay Dgg— 39 bgy,

L COS Y3g = U3y Ugp+b31 bgy+Cay Cag,

et par d’autres régles qui se déduisent de la figure de la méme fagon que
celles-ci. Les fléches indiquent le sens circulaire & adopter dans chaque
cas.

Les liaisons intérieures des trois angles tétraédres ont fait I'objet des
Chapitres II, III, et IV. Elles subsisteront ici & condition d’ajouter un
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second indice & chaque symbole qui en avait un aux chapitres précédents
et un premier indice & chaque symbole qui n’en avait pas. Ce nouvel
indice, qui prendra les valeurs 1, 2, et 3, indiquera le numéro de ’angle
tétraedre dont il s’agit.

Je fais remarquer que les a et les B, qui sont numérotés depuis 1
jusqu’a 4 dans chaque angle tétraédre ne se succédent pas toujours dans
le méme ordre. Il y aura par 1 certaines légéres modifications & porter
aux équations des chapitres précédents; elles sont telles qu’on puisse les
faire & vue, sans entamer de calcul auxiliaire.

38. Egalités fondamentales. On déduit des formules (37, 1) les
relations suivantes, qui lient les y aux B:
(38,1) BaatBs= Yas Va6 BartBes=vaatviss PistBra=vautvan
et les suivantes qui lient les y aux a:
[ Sinay,  SiNay, SiNay
sinyy SNy,  Sinyy’

COS Y5y COS Yo —COS COS Y59 COS Yo —COS
COS Ogp = Y21 C08 Vo3 Vo2 , COS gy == Va3 COSYa Yo3
SIN ypy SIN Va3 SIN ygp 81N Y9y
COS Gy COS 093 —COS Oigp COS gy COS 09 —COS Ugg
(38, 2) { CO8Yep = 5 COBYy3=

Sin ay; Sin ayg 8in g, SiN ay;

COS Y93 COS Y99—COS Yg1

COS ) = 3 : s
SIN Yy3 SI1 Yy

€08 o o 005 023 COS dpp—COS agy

L Yo SIN a,y SIN 05y )

En ajoutant le second indice, introduit au No. 37, aux ¢ du Chapitre II,
on peut écrire les formules (38, 1) de la maniére suivant :

[ tagttar =t Ysetves _ J

1—tg9ty 2 77’
s+t Yo1+Yas g
8. 3 < h3mhs 4o Y =9
(38, 3) I—ti3t5 €72 g
tagtloy . Yest¥is _h'_
——'tg 2 - 7

U1 —153ty,

les trois constantes f/f’, g/g’, h/h' étant ainsi définies.
Les relations intérieures des trois angles tétraedres I, II, et III,
auxquelles satisfont les six ¢ des formules (38, 3) sont les suivantes; elles



62 RECHERCHES SUR DES MECANISMES PARADOXAUX.

se déduisent & vue des équations (7, 4):
Ay D1 831 13,4 vy P11 13—y Pag t51—2 sin gy sinayy 1y, t1+01941 =0,
(38, 4) 3 paPastistds—AsPDaoliat-veDaptia—2 SiNayySinagytyy tyy+o, P12=0,

V3 Pogt3a tia— s Pas s+ A3 P13t3s+ 2 Sinays Sin a3 byg by3— 03 gz = 0.

39. Systéme fondamental de trois équations doublement quadra-
tiques. En éliminant ¢5,, ¢, {,;, entre (38, 3) et (38, 4), on obtient

(A1 Doy (h—h 155)2 831 v D1y (B —h' t3)2 — iy P31 (Bos+h')2 5,
401 Pg1(Blos+h')2—2 sin ay; sinay; (h—A' ty5) (hys+h')t5, = 0,
paPoo(f—f" 131)* 2o — Ao Dso (f—F" b51)?+vaDus(ftar +17)2 8o
+ 03 P12(flsr )2 —2 sin agp sin agy(f—f"t31) (ftsr+f") 812 = 0,
V3 Po3(9—9 112)? 135+ 143 Pas(9— 7' 112)*+As P1s(gtio+9")? 135
— 03 P33(glia+9")?+2 sinay, sinayy(9—9" bs) (glia+9') tes = 0.

(39, 1) -

C’est un systéme du type étudié au No. 36. Pour que le mécanisme
préliminaire du No. 37 soit déformable, il faut visiblement que le systeme
(89, 1) soit poristique. Je passe maintenant & son étude analytique, en
me basant sur les résultats obtenus aux Nos. 10et,36. Puisque ces équations
sont liées homographiquement aux équations (38, 4), il est évident que
leurs cas de décomposition correspondent a ceux des angles tétraedres
eux-meémes.

40. Premier cas. Trois équations irréductibles dont deux ont
constamment deux racines communes par rapport & leur variable
commune. Soient

L = (uyPoo J >+ ve P f?) B1a+2 siN agy Sinagy ff 154 (02010 f2— A3 Paa f72),
M = (vyPap— o Poo) f 1o 5I0 ayp SN agy(f'2—[2) big+ (A Do+ 02 P1a)
N = (g Dop f2 vy Do %) 1o —2 Sin ayy SiN agy ff' 115+ (02 P10 2 —Aa Dga f2);

de sorte que la deuxiéme des équations (39, 1) peut s’écrire
Ltg +2Mty+N = 0.

Je suppose que ce soient les deux premieres de (39, 1) qui aient
constamment deux racines communes par rapport & leur variable
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commune t;;,. On aura
M Por (h— B t5)%— 1y D3y (htps+1')% M
—8in agy 8inayq (A tyg—h) (Atys+h') L =0,
{v1 P11 (h—1 t95)*+ 0y Pyy (hlos+1')% M
—sin agy Sinay; (A tyg—h) (htys+h') N = 0.

(40, 1)

Les deux équations (40, 1) doivent étre identiques sans se décomposer,
parce qu’on doit les identifier éventuellement avec la troisiéme des équations
(39, 1) qui est supposée irréductible. Tant que ff' = 0, on trouve par un
calcul direct qu’il faut et qu’il suffit pour cela que

M PorFvi011 =0, P31 —0 =0, PostFVa Py =0,
(40, 2) { 1Po1 T V1 11/ M1 P31 1Pau Mo Doz T V2 P2
03 P12~ Ay P = 0.

En vertu de I’hypothése (19, 1), les quatre conditions (40, 2) peuvent
étre remplacées par les suivantes :

(40, 3) gy = 05y = a3 = agy = $or.

Je désignerai par {t2,12;}, {13,155}, {t12t23}, ... les coefficients de la forme
sous laquelle se mettent les deux équations qu’on vient d’identifier, et par
[£2,13.], [t22005), [t12?2s5), ... ceux de la troisiéme des équations (39, 1).
On aura

{25159} = sin(agy—aye) {4 ff" hh' sin ay; cos ayy+ (f2—f'2) (A2 —h'?) sinay,},
{ty3} = sin(agy+ay,) {4ff' hh' sin ayy cos ayy+(f2—f'2)(h2—h'2) sin a,y},
[3,t55] = —2 sinayg sina,g 99,
[ts5] = 2 sina;5 Sinayz99’.

Puisque [t3,855]+[ta5] =0, il faut que {t3;¢,5}+{t;3} =0, et comme
j'écarte toute solution dans laquelle un angle tétraédre aurait trois de ses
angles faciaux égaux a }m, il faut en outre que les quatre coefficients
{82893}, {tas}, [t3515s], [fo3] soient nuls. Cela entraine

(40, 4) g9’ =0, 4ff'hh' sinay cosayy+ (f2—f'2)(h2—h'2) sinay; =0,
de sorte que les coefficients

[t123a] = 2(A3 P13~ V3 DP23) 99’5  [t1o] = —2(pa Pag+03Pss) 99"
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sont tous les deux nuls. Il faut alors qu’il en soit de méme des coefficients
{t12t35} = sin o,y {[A'2 sin (ay;—ayy)

—h2 sin(ay; 09 (f2—f2)—4ff’ bk’ sinay,},
{t15} = sin o, {[h? sin (ay;—ag;) —h'2 sin(ayy +ag)](f2—f2)+4ff" hh' sin ayy},
ce qui ne peut avoir lieu que si
(40, 5) hh' =0, f2—f'2=0

Il ne reste que les coefficients de degré pair. Moyennant les conditions
trouvées jusqu’ici, ils peuvent s’écrire sous la forme suivante :

{13, 135} {1} {t3o} +{t35} = —4ff ' (R2+R'2) sin ayy Sin ay, COS ayy COS ayy,

{135 135} — {1} +{ths} — {35} = 4" (A*+1'%) sin ay, Sin ay) COS ay, COS 0y,

{32 35} +{1}— {1} — {135} = 4" (A*—h'?) sin ay, Sin 0y COS agy COS 0y,
{82835} — {1} —{#a} {135} = 4" (W'2—R?) sin ayy sin ay; COS ayp COS 0y,
{2t15t55} = 2ff'(R®—h'?) sinay, sinay, ;

[£25 12514 [ 1] [¢2,] -+ [125] = 2(92-+9'2) (COS @45 COS 53 COS 53— COS agg),
(132 135]— [1]-+ [13.]— [t8s] = 2(9"2—¢?) sin ayg sin ayz cos ay,
(32 8351+ [1]—[132] — [135] = 2(9°—¢'?) sin ay5 sin ay3 cOS gy,
(132 1351 — [1]— [#3x] 4 [#35] = 2(9%+9'®) sin ayg sin gy COS ayg,
[2t15855] = (92—g'?) sin a5 8in a,5.
11 s’agit de rendre proportionnelles les expressions correspondantes de

ces deux groupes. On trouve facilement les quatre conditions suivantes:

COS 0,75 COS 045— COS Qlyg COS Oigg = 0,  COS dyy COS ay; —COS a9y = 0,

(40, 6) tgasy  tgas g2 +9*  tgay _ tgay h'2—h?

tgag, tgag g2 —g> tgay  tgays BPHRE

On voit ainsi que l’angle tétraédre III a ses plans diagonaux per-
pendiculaires et que le diédre y,4 est droit. [cf. (6, 1) et (38, 2).]

Les équations gg' =0 et hh' =0 peuvent étre satisfaites de quatre
maniéres différentes. Pour fixer les idées je pose définitivement
g=0,h=0.
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On a donc démontré que les conditions nécessaires et suffisantes pour que
le systéme (39, 1) soit poristique dans les hypothéses actuelles sont

— — 2__f12 — — — —1
g=0, h=0, f—‘fz— 5 Oy =031 = Qg = Qgp = 3T,,

(40, 7) COS a3 COS ayg—COS dgg COS g3 = 0, COS ayy COS @y —COS g3 = 0,
b

tgag tgas tgay _ tg %23
tgas tgag  tgay  tgag

Je considére maintenant le cas out ff’=0. On aura & la place des
conditions (40, 2),

MPor _  MiPs _ PePes 2+ vy Pas f* __92P12 fP=2A Pazflz_
ViPn 01P41  HaPor [PFVvePae f'? 03P1af P —AsPs f?

Ces trois conditions peuvent aussi s’écrire comme suit:

COS ayq COS 0y —COS @y COSag; = 0, COSa;, COS @yy—COS agy COS gy =0,

tgag 12 +f? _tgay
tgag, fP—f?  tgay’

ce qui donne
{t32 123} = sin ayy sin ayy (A2 —h"2) (g Doy f'24-v, 04e f2),
{tas} = sin ag; sin ayy (B2 —h'2) (0, 1a f2—As P30 f'2).

Comme avant, la somme de ces deux expressions doit étre nulle.
Cela exige, tant que h2—h'2 £ 0,

[COS a1y —COS ayy COS(agetage)]f24 [COS ajp—COS 0y COS(age—ag,)]f'2=0.

Puisque ff' =0, I'un des termes de cette équation doit s’annuler. Mais
cela exige que l'angle tétraedre II se décompose, contrairement &
Phypothése. Le cas ff'=0 n’a donc pas de solution, &4 moins que
h*—h'2=0.

Lorsque ff" =0 et h2—h'2= 0, les coefficients {t2,%,3} et {f,5} sont tous
les deux nuls. Il faut donc qu’il en soit de méme de [12,8,,] et de [ty].
Cela exige g9’ = 0, et par conséquent les deux coefficients

{t33t10} = Sin 0y SIN gy (A Py —py Par) (f'2—F2) A,
{t10} = sin ay, Sin agy (Ag Poy—pg Par) (f 2 —f2) A2

doivent s’annuler, vu que [t2;¢,,] et [f,] s’annulent quand gg'=0. Il
faut donc que A; Py;—py Ps; = 0, ce qui entraine la décomposition de I’angle
tétraedre I. Le cas ff' = 0 n’améne donc pas de solution.

¥
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En permutant les roles des angles tétraédres I, II, et IIT dans les
formules (40, 7), on obtient les conditions relatives aux cas oll chaque
autre paire des équations (39, 1) aurait constamment deux racines
communes par rapport a sa variable commune.

41. Deuxiéme cas. Trois équations irréductibles dont aucune
paire n’a constamment deux racines communes par rapport a sa
variable commune. On a vu au No. 36 que dans les conditions de cet
énoncé les discriminants qui renferment la méme variable doivent avoir
les mémes racines.

Les coefficients de ¢2; et de f,; dans le discriminant pris par rapport &
t15 de la troisiéme des équations (39, 1) sont tous les deux nuls. Il faut
donc qu’il en soit de méme de ces mémes coefficients dans le discriminant
pris par rapport a ¢,; de la premiere équation. Ceux-ci sont

2hh' {(2M1 vy Poy P11 71 M) B2 (21 0y P3y Py — 7y M) B,
(41,1) { et
2hb {(2Ay vy Poy Pyy -+ 11y M) B2+ (201 04 Py Pay— 7y M) B2}

Soit d’abord A= 0. Les deux discriminants en question se mettront
sous la forme

—Ay V1 Do1 P11 bas 71 My 833+ 11 04 D3y Pass
— A3 V3 Pag P13 tag 73 My 133+ 1hg 03 Pys Paa-

Pour qu’ils aient les mémes racines, il faut et il suffit que [j’écarte toute
solution qui dépasse les bornes de ’hypothese (19, 1)]

(41,2) a4 =0as a =a;, m;=m,

Soit ensuite A’ = 0. Les deux discriminants en question se mettront
sous la forme

1 01 P31 Pay b1 My B33— Ay vy Doy Pags
— A3 V3 Doy Pra los 3 My thg—+ g 03 a3 Daa-

Pour qu’ils aient les mémes racines (dans la méme hypothése que tout &
I’heure), il faut et il suffit que

(41, 3) ay=a; a =—a, m;=ms.
Si les deux coefficients (41, 1) s’annulent sans que kh' = 0, il faut que

Q.
2\, v o my)—(2u, 0 —mm ) =4T0%
(41, 4) (2A1 vy Py P11+ mM1)2— (219 0y Py Pay — 71 M) a2

h2—h'?= 0.
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Quand ces relations sont satisfaites, les deux discriminants en question se
mettent sous la forme

<2m1— i) (t3s+1)+2 (2'”7'1—“ ‘3—> 133
@y ay
— A3 V3 Pog Pa3 13+ Mg w5 135+ 3 05 Das Pas-
Pour qu’ils aient les mémes racines, il faut et il suffit que
(41, 5) a;’ =0, a’4a2=1

Je récapitule les trovs solutions qu’on vient d’étudier, sous les titres
Couple A, Couple B, et Couple C.

-

Couple A.
h=0, a’=ua), a,=a; m;=ms,,
Couple B.
(41’ 6) 1 ’ ’ ’
=0, a,=u0a; a'=—a;, m =m,
Couple C.
(BP—h2=0, a/=a =0, a’fa?=

Le couple & ’axe I, ITI doit appartenir & 'une de des trois catégories.

L’étude des deux autres paires de discriminants des équations (39, 1)
donne relativement aux couples I, II et II, III des résultats analogues &
ceux qu’on vient de trouver pour le couple I, III.

11 est clair que le couple C' ne peut pas se rencontrer plus d’une fois
dans le méme mécanisme. En effet, §’il se rencontrait aux couples I, III
et IT1, IT, on aurait a;’ = 0, ¢’ = 0, et la troisiéme des équations (39, 1) se
décomposerait, contrairement a I’hypothése. Je vais démontrer qu’il ne
peut pas se rencontrer du tout.

Je suppose que les couples I, IT et II, III soient de la catégorie 4. On
aura donc

(41,7) g=0, f=0, ¢5'=¢y, c3=10y, by =0by, by=0>y, my=my=ms.
Alors, si le couple I, TIT est de la catégorie C, on aura
a2 —2mya;+1=0, a?—2m,a;+1=0, a’+ta?=1, h*—h2=0.

Puisqu’il faut que les a soient réels et positifs, ce systéme peut étre
remplacé par

(41, 8) 4y =ay=——, m?=2 Hh—h2=0.

F2
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Dans les conditions (41, 8) les équations d’Euler qui se déduisent du
systéme (39, 1) se mettent sous la forme

dtsy
vV [{my— (1/b;)— (b1’ /by)} t§1+§m1 t31-+{my— (1/b1)+ (b /61)}]
— dity
T VM (55— 6855 +1))
dts,
v/ [{my— (1/b1)— (by'[by) } 831+ 2my 831 +{my — (1/by)+ (b4 /b1)}]
— +dity,
T A/ [{my— (1eg)— (€5 [eq)} 1o+ 2my 125 +{my— (1]cy) -+ (c5'[ea)}]

dtis
vV [{my— (1/ex) — (cy'[eg)} 1o +2my t3y-H{my— (1/co)+(c2'[cq)}]

- +idiy
V/{Em, (13— 6135 +1)}
La présence de I'imaginaire dans la derniére de celles-ci empéche que le
systéme ait d’autre solution que

Aty =0, diyg=0, dt;;=0.

On peut donc rejeter ce cas.

On trouve un résultat analogue lorsque les deux couples I, IT et IT, ITI
sont I'un de la catégorie 4 et I'autre de la catégorie B, ou tous les deux de la
catégorie B.

Les conditions qu’on vient de trouver sont nécessaires mais non pas
suffisantes & la déformation des mécanismes préliminaires du No. 36. Je
m’occuperai de conditions suffisantes au chapitre suivant.

42, Impossibilité qu'un systtme composé de deux équations
irréductibles, ayant constamment deux racines communes par
rapport a leur variable commune, et d’'une équation partiellement
décomposée, ait une solution. Ce phénoméne se produirait lorsque
la troisiéme des équations (39, 1) aussi bien que les deux équations (40, 1)
se décomposeraient partiellement. Je vais démontrer que la premiére
des équations (40, 1) ne peut pas se décomposer autrement que totalement.

Je suppose que la troisiéme des équations (39, 1) et les deux équations
(40, 1) se décomposent par rapport & t,,.

Sila deuxiéme et la troisiéme des équations (39, 1) avaient constamment
deux racines communes par rapport a ¢, les variables ¢, et t,, satisferaient
& deux équations quadratiques par rapport a t3 et linéaires par rapport
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a ly;, qui devraient &tre identiques & la premiere qui est supposée
irréductible. D’autre part, la premiére et la troisiéme des équations (39, 1)
ne peuvent pas avoir constamment deux racines communes par rapport
& t,, parce que la troisieme n’en a qu'une. Il faut donc’ que le
discriminant pris par rapport & f,; de la premieére équation et celui pris
par rapport a t;, de la deuxiéme équation aient les mémes racines. Cela
veut dire que le couple I, II doit appartenir & ['une des trois catégories
du No. 41.

Je considére d’abord le couple A. On aura
(42, 1) f=0, by=b, b'=0b, m=m,.

Le discriminant pris par rapport & (h't,—h)/(htys+h') de la premiére
des équations (40, 1) s mettra sous la forme (& un facteur qui ne peut
pas s’annuler pres)

22
A® P35y
sin? a4, sinag,

22 44 ’
1Pl (4 L_’>_1> (L_L> 2
(42,2) Sin2 ag, SN2 ag, 2\ by b/ \¢; 2a, s

Pour que I'équation en question se décompose par rapport & t,g, il faut que
cette forme soit un carré parfait. Son discriminant pris par rapport

a t3, est
(m _i__l_’1_'>2 Gy—0y
. Loby by age®
Si
(42, 3) ml__}___b_ll _ 21 1y Doy P — 25 145 P22 Pss =0,
by by K 7o

la premiére des équations (40, 1) se décomposerait par rapport & i,
contrairement & I'hypothése. En effet 2, et 1, n’interviennent dans
I’équation que par 'expression

BaPaa 32— A3 D3as

et ’'on voit que I'un de ces deux termes s’annulera quelle que soit la maniere
dont la relation (42, 3) aurait lieu,
Si

(42, 4) ay—¢, =0,

la premiére des équations (40, 1) se mettrait sous l'une des deux formes
suivantes :

Wig—h _ sinag sinay pPalls 00 ApPsy
htys+h" ~ sinay, sinag, A Partie
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La encore 1’équation en question se décompose par rapport & t,,, con-
trairement & I’hypothése.

Le cas du couple B est analogue & celui du couple 4. Je n’insiste pas la
dessus.

Je considére ensuite le cas du couple C. On aura
(42, 5) ff=¢ (o e=1), b2+b2=1, b'=b,=0.

Le discriminant pris par rapport & (h'ty3—h)/(hty+h') de la premiére
des équations (40, 1) se mettra sous la forme

(42, 6)  sin%agy sin®ayy {(1y PaotvePas) 1
+2€ sin oy 8in agy by, 4 (05 P1a—Ag P32)

4N g Poi Pa1 { (Vo Paa— B Pas) 132+ (A P32+02D12) )2

Pour que I'équation en question se décompose par rapport & #y4, il faut que
cette forme soit un carré parfait. Son discriminant pris par rapport &

Sin (ag—oag, > \/ <sm (24 099) > 1)
cosa
{\/<sm (agptags) bt Sin (agy—0g5)/ t1a) 32

by2c
4 - 2(gin2 in2 a..)2 sin2 2 2 %1
8t1y 712(SIN? 4y, —SIN? ayy)? SiN2 agy tg2 age(m, bl)[az b,

est

1T 2(m1_b1):|-

Si by2¢1+2(my—by)(agby—1) = 0, la premiere des équations (40, 1) se
mettrait sous I’'une des deux formes suivantes

(42, 7) h—h'ty _ V/{8in (agy—ag)} bypt € \/{gm (a4pta9)}
’ W +-hitgg V/A{SIn (ag— ag9)} 1o F € /{SIN (045 +agy)}’

siag, sinag, )
sin? az,—sinZay,)) ’

A . . (
olt K =sinag, sinay; (CO8 ag, tgag -+ V1

et ’on voit que 1’équation en question se décomposerait par rapport & #,,,
contrairement & ’hypothese.
Si m,—b; = 0, on aurait, en vertu de (42, 5),

br=1, by=0,

ce qui n’est pas admissible tant que les angles faciaux de I’angle tétraedre I1
restent différents de 0 ou de .



SYSTEMES DE TROIS EQUATIONS DOUBLEMENT QUADRATIQUES. 71

Si sin?a,,—sin%a,, = 0, l'angle tétraédre II, et par conséquent la
deuxiéme des équations (39, 1), se décomposeraient, parce qu’on a déja
COS 0,5 COS Ay — COS Qlyy COS age = 0.

I’énoncé est done démontré.

Je me suis ainsi débarrassé pour le moment des systémes des formes
(36, 1) et (36, 2). Je passe & ’étude de ceux de la forme (36, 3).

43, Troisiéme cas. Deux équations décomposées par rapport a
la méme variable. 1l sera plus commode ici, au lieu de sc rapporter aux
équations (39, 1), de se rapporter aux équations (38, 3) et (38, 4) qui leur
sont équivalentes. Soient

[ aj) =@gy, Qg1 =041, O13=0g3, 0A33= 043,

! .
P (a9 —ag) 13, +sin (“21+a31)
(43, 1) A 2 sin ay, ty

Sin (ag—ayg) t334-8in (0934 “43)
2 sinayg s

t23 -

Si 'on substitue dans la troisiéme des équations (38, 3) les valeurs de ¢,,
et de t,; données par (43, 1), on obtiendra

(43, 2)  h sin(ay —ay) Sin(ay; —aygy) 13y 815+ 2k sin ag, sin(ay —ag) 8 s
421/ sin ay; Sin (ags—agg) 34 63, +h SIN (a9 —ag;) Sin (agg+ayg) £y
~+4h sin agy Sin ayg by bi3-Fh SN (ay;+agy) Sin (agg—oy3) 135
+ 2R sin agy 8in (ags+ay;) ts;+ 20" sin ayg Sin (ay +agy) tyg
+h sin (ay +agy) sin (ag+-ay5) = 0.

On obtiendra une autre équation & laquelle ¢, et {,; doivent satisfaire,
si I’on substitue dans la deuxitme des dquations (38, 4) les valeurs de #;4
et de ¢, données par les deux premiéres de (38, 3). Ce sera .

(43, 3)  poPao(f—F"31)2(9—9 t13)—Aa Paa(f—f "131)2(9" +Gt15)*
F vy Pag(ftsr+f )9 —9 1) 200 Pra( flar +F T2 (9 +gb13)?
—2 sin ayy S$in oy (f—f"t31) (flar ') (9—9 t13) (9" +9t13) = O,

Le probléme qui consiste & rendre identiques les deux équations (43, 2)
et (43, 3) est le méme que celui qui consiste & résoudre le systéme (39, 1)
dans les conditions énoncées.

Je désignerai par {13,43,}, {t2,1,5}, {t3,135}, ... les coefficients de ’équation
(43, 2), et par [2,#3], [t3t5], [ts1135], ... ceux de I’équation (43, 3). On
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aura

([#35 83,0+ [1]— [#35]— [£3:]) cOS 0y +2[2615851] — (f _f_’> <i_9_'>
(835 83114 [1]— [35]— [£3:]4-2[ 2415 851] cOS apy H o f ’

({35 83} {1} — {3} —{t3,}) cos agy+2{2¢,4 t31} COS a3 COS dgg COS Gge— 1 |

g9 g

{ths 851} {1} —{t1s} — {181} + 2 {2013 fa1} cOS 0y COS @gg COS Gy —COS Ggy
done
(43, 4) <j__li> <_g__g_’>:40080.23008(1210080.22—1
’ fm f/\g g COS Olgg COS Gy —COS Qgy
D’autre part
— (B 1511+ [ 1]+ [#F5] — [134] _ I =LINGly+9'l9)
(35 8311 [11— [#35]— [131]+ 2 [2t1315;] cOS ay 4 sin oy, tgay,
—{t3s 3} H {1+ {ths) — {31} _ _Sinay; cota, cosay |

{13150} 4 {1} — {13} — {181} 2 {2l13851} COSagy  COS g5 COS Ay —COS g

donec

(43, 5) (L__ff_’) <g7+%'> :4sina22tga4zcos%l Sin o,y cota43.

I’ COS 053 COS GLg; — COS Uy
Soient
A = ([2ty5]— [2155,]) 008 age— ([2t51]— [20F525]),
= ({2t,3}—{2t131%,}) COS agy— ({205} —{2t2;15,}),
B = ([2ty5]— [2t1513,]) — ([2t51]— [28551]) cOS apy,
B’ = ({2t15} — {21313, }) — ({2t31}— {2025 3, }) COS agy.
On aura
(BB (11 ]—A[sz[Zt Josag)? 16 (% f7> <l"'g")’
1331 3 1 13031 22 g 9
A'B’

({8831} + {1} —{tfs} — {181} +2{2t 5851} cOS app)?

’2
__1 P"? (cos ay; COS a5y —CO8 ap3) (COS agy COS agy—COS dyy) |
h2 (COS ayy COS dgg—COS ayy)? ’

donc

o0 54

h'2 (COS ay; COS 99— COS @ly3)(COS alyg COS dge—COS a21)
h? (CO8 agg COS Og3—COS 0.99)2
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De méme

A([2133t5,]14 [2t5,]) _ f/f —f'1)glg +9 /g)
([33 85,1+ [1]— [#35]— [13, ]+ 2 [2¢15t5, ] cOS ag)? 16 sin ay, tg Q4o
A’ ({2635t5, ) +1{2t5})
({t1s B —{tts) — {3 +2 {21313} COS ayp)*

h'2 8in a,, (COS ay; COS @y —COS agg) |

=12
L h? tga,;(COSay; COS ayy—COS agy)?

done
f fr \) g h’2 SIN Ggg SIN dgy(COS Gyy COS Ay —COS 0lyg)

43,7) (F—F + 3 .
o f h tg 045 COL oy (COS gy COS g3 —COS agy)?

L’élimination de f et de g entre les équations (43, 4), (43, 5), (43, 6), et
(43, 7) donne

B2 (oS ay; COS ayy COS ayy—1)(COS 0y COS ap3—COS agy)
h? (COS 019y COS gy — COS @3 ) (COS gy COS gy —COS 0y )

(43, 8)

’ !
h'2 __ COS a9 (COS ay; COS a3 —COS agy)
h? COS Olyy COS Ugy— COS Aoy

On établit de la méme fagon, en cherchant les valeurs les produits

(FIf 1 1) glg’—9'[g) eb (f]f'+f'|f)9l9’+9'[g9), deux nouvelles valeurs
de h'2/h?. Ce sont

B c0S ay5(008 ayy COS ays—COS agy)
h? (COS 095 COS a.93—COS 0g;)

(43, 9)
h'?  cOS agy COS 0,5(COS gy COS ay;—COS dyy)
h? —  (COSayy—COS agy COS gy COS ayp)

Les quatre équations (43, 8) et (43, 9) ne peuvent étre toutes vérifiées
que lorsque
h' =0, ©cOSay COSayy—COSayy==0;

mais la condition ' = 0 exprime que les quatre coefficients
{Bsty),  {isthi),  {ts)  {fan)
sont nuls. Il faut alors qu’il en soit de méme des quantités
[2033t51]+ [265] = 2 sin ag, SiN agy €08 agy [f7 (9749'%),
[2t15 13114 [2t15] = 2 8in ay, SiN ay, COS agegy’ (f24f"2)-

Donc ff’ = 0 et gg' = 0, toute autre solution étant banale.
Dans les conditions

(43, 10) B =0 f=0, g=0,



74 RECHERCHES SUR DES MECANISMES PARADOXAUX.

les équations (43, 2) et (43, 3) se mettent sous la forme
[sin (ap; —ag) 51 +8in(ag; +agy)] [SI0(ans—ays) t5+5in (554 ags)]
(43, 11) —4 sinagy Sin aygty t3 =0,
PP B 151 — Ay Paga 31+ Vo Do 13— 2 sin ayy SN agyty by3+aype = 0.

C’est le cas que je vais étudier, les cas ol f” = 0 ou g’ = 0 étant de caractére
peu différent,.

On trouve aisément que les conditions nécessaires et suffisantes pour
que les équations (43, 11) soient identiques sans se décomposer sont

COS @1y COS tlgg—COS Ggy COS gy = 0,  COS tlgy— COS Ulg3 COS a1y = 0,

(43, 12) tgay, _ tgay t_g_(l_2_2_ — 1_352@

tgag  tgas’ tgay,  tgay

La premiére condition exprime que les plans diagonaux de Uangle
tétraédre 11 sont perpendiculaires. La seconde exprime que le diédre yyy
est drotit.

Ce cas posséde deux variantes dignes d’étude. Soient d’abord
¢
Gytan =7, apgtay=7, atau=m, aygtag=m,

—1 5111("-21—‘131)t13+31n(a21+a3l)
(43, 13) 1 ey 2 sin ag; gy

—1 Sm(a23—a43) 31 —{-sln(a23+a43)
L gy 2 sinaygtyy

Les angles tétraédres I et II1 sont ainsi bi-isogones supplémentairement
tous les deux.

L’élimination de —1/ty, et de —1/t,, a1aide de la troisiéme des équations
(38, 3) donne de nouveau I'équation (43, 2), de sorte qu’on est de nouveau
amené aux conditions (43, 10) et (43, 12).

On rencontre une seconde variante du cas, lorsqu’un angle tétraédre
est simplement bi-isogone, et un autre supplémentairement. Soient
aptan =7 aptayg=m apy=a;3 az=ag,

—1 _ sin(ay—ag)? ;1+sm(a21—i—a31)
(43, 14) toy 2 sin ag, 4,

Sin (agy— a43)t13—1—s1n(a23—l—a43)
2 sinayglyg

L bog =
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L’élimination de — 1/t et de ¢y, & I’aide de la troisiéme des équations
(38, 3) donne une équation qui ne différe de (43, 2) que par le fait que les
roles de h et de —A’ sont échangés entre eux. Les conditions (43, 10)
seront remplacées par

(43, 15) h=0, f=0, g=0,

et les conditions (43, 12) subsisteront.

Afin de me débarrasser dés maintenant des systémes du type (36, 11),
je vais démontrer que I'équation (43, 2) ne peut pas se décomposer. En
effet son discriminant pris par rapport & ¢,; peut se mettre sous la forme

{h?(sin? a3 —sin® ayg) +h'2 sin% a5}
% {\/(Sln(am—a‘ﬂ)> ; +\/ sin a21—l——an)> _l~}
sin (o +ay)/ % sm (ag—ag;)/ ty |
_ 4hhj sin®ay, §1n %31 J'\/(S%n(azl—a31)> ¢ +\/<S¥n(a21+a31)) 1)
V/(sin® ag —sinag) ( 8in(agy +ag)/ sin(agy —ag)/ tys

4 sin? ag, {h'2(sin? a3 —sin2a,;) +h2sin2a
31 43 23 43
(sin? ag; —sin? ayy)

Le discriminant de cette forme, pris par rapport a

: | s_in(a21~a31)>
2s1na31l\/ <sin (0gyFayy) 179

i \/ s1n(a21+a31)> ™ 4/ (sin? @,y —sin? agy)

sin(ag;—ag)
est 8in? a,5(sin? agy —sinZ a,,) (A2+4'2)2,

ce qui ne peut pas s’annuler, sans que 1’angle tétra¢dre III se décompose
davantage.

On ne saurait donc admettre de systeme du type (36, 11).

44. Quatriéme cas. Deux équations décomposées par rapport a des
variables différentes en gardant la méme variable au second degré.
C’est le cas du systéme (36, 4). On se rappelle que 1’équation qui ne se
décompose pas doit étre unicursale. Soient donc
[(Gg1 =031, O3 =0y, Gg3==043, O&13= 03y,

aptagy—ag—ay =0,

(44, 1) P $in (g —ay;) tzs+31n(a23+“13)
] 13 2 sin ay4t03
by = Sin(ag; —ay,) 13 +5ln(a21+0‘11)

2 sinay, 8y
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Les équations (39, 1) se mettront sous la forme
[ 8in(ag;—ay;) (B—h tyg)2+8in (09 +aqq) (B +hiys)?
—2 sinayy (h—h ty3) (B’ +htyg) ts; = 0,
Sin a4y 8iN (agy—ags) (f—f" 31)%+8IN agy Sin(agy—o4,) (fiz1—f")2 83,
(44, 2) - ~-sin g, SIN(agy+ays) (flsy+f")?
—2 8in ayy Sinagy(f—f"ts1) (flg1+f )t =0,
sin (a3 — ayg) (9" +gt1o) 133 +-8in (03 +ay5) (9 +-gt15)

L —28inay3(9—9g t1p)tes = 0.

Le coefficient de t;; dans le discriminant pris par rapport & t,, de la

deuxiéme équation est
—2ff' 8in a,, sin ag,.

Cette quantité doit étre nulle, parce que le méme coefficient dans le dis-
criminant pris par rapport a f,; de la premiére équation est nul. Il faut
donc que le produit ff ' soitnul. On trouve de la méme fagon que le produit
g9’ doit également s’annuler. J’adopte la solution

(44, 3) f=0, g=0.
Les équations (44, 2) se mettront maintenant sous la forme
[ 8in(ag; —ayy) (h—h"ly)? +-sin (ay; +agy) (B +hisg)?
—2 sin ayq (h—h'ly) (b +hiyg)ts; = 0,
(44, 4) < sinay, sin(agy—agy)t5; +Sin ag, sin(ag—ag) it
—+8in gy SIN(agy+040)+ 2 SiN ayy SiN agylyg i35 =0,

| sin(agg—ay3) BB31-sin(ags+-a5)+2 sin aygtys by = 0.

Les deux discriminants qui renferment ¢, sont
sin% oy, 1%+ (sin? a;; —sin ay),
Sin aye SN ;13 +8in (aye—ogs) SiN(agy+04s)-
Pour qu’ils aient les mémes racines, il faut et il suffit que

- . .
sinay; _ sinay, sinag,
Sin%ay;  SiNag, Sinag,

En étudiant de méme les deux discriminants qui renferment ¢,,, on
trouve que

sin®a,3 _ Sinag, sinag,
sinfa,;  Sinay, Sinay,
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Toutes les conditions trouvées jusqu’a présent peuvent s’écrire sous la
forme suivante [en tenant compte de I’hypotheése (19, 1)]:
f=0, 9=0, aptayp—a5p—a,=0,

(44, 5) sinay; Sinay;y _ Sinay,  Sinay, Sinay,;  Sinagy
Sinay Sinay;  SiNag,’ SiNoy SiNayy  Sinag,

Pour compléter ce systéme il faut substituer dans la deuxiéme des
équations (44, 4) les valeurs de ¢;;, et de #;, données par la premiére et la
troisieme de ces équations, et égaler & zéro les neuf coefficients de I’équation
résultante. Les seules nouvelles conditions que donne cette opération sont

hh' =0,

COS ay; COS ayj3—COS ayy  A'2—h? coS ayg COS ay; —COS Ay

44, 6 - :
(44, 6) Sin oy, Sina;, RN S Sin ay, SiN agy

Le cas qu’on vient d’étudier admet deux variantes. Soient d’abord

agtayg =7, aptay=7n oagtay=7, aptagm=m,

—1 Sm(am" 0y9) 31 F-sin (agy +‘111)
(44, 7) W Ty 2 Sin oy by

—1 _ sin(ags— a13)t23—|—s1n(a23+a13)
g 2 sinagtyg

Les angles tétraédres I et ITI sont ainsi bi-tsogones supplémentairement
tous les deux.

Ce sous-cas se rameéne au cas des formules (44, 1), & condition de
remplacer f=0,9=0 par f'=0,9'=0. En effet, on retombe sur le
systeme (44, 4) avec —1/t;; & la place de ¢,; dans les deux premiéres
équations. Les conditions (44, 5) ne seront modifiées qu’en ce qui
concerne f et g.

La seconde variante de ce cas est donnée par les formules suivantes:
r

O Fag =m, aptay=7, ap=ay, 013= ag,

—1_ 81n(a21——a11)t21+s1n(a21+a11)
(44, 8) < a1 2 sinayqty

Sin (apy—0y3) t33--sin (a23—|—a13)
2 8in.a 5t59

t13

Les angles tétraédres I et III sont bi-isogones, I'un simplement, et I'autre
supplémentairement.
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Ce sous-cas se raméne au cas des formules (44, 1), & condition cette fois
de remplacer f = 0 par f’ = 0. En effet, on retombe sur le systéme (44, 4)
avec —1/t;; & la place de t;; dans les deux premiéres équations. Les
conditions (44, 5) ne seront modifiées qu’en ce qui concerne f.

Afin de me débarrasser dés maintenant des systémes du type (36, 12),
je vais démontrer que le systéme (44, 2) n’apporte aucun résultat utile

lorsque la deuxiéme équation, au lieu d’étre unicursale, se décompose
totalement. Soient

[8in (agy—ayy) (h—h'ty3)?+sin (ag +ayy) (' +hiy)?
—2 sinay (h—h tyg) (A" +hiys) t3; = 0,
St tie Oty —ftia+f' 8, =0,

ot 5, Sinag—e; sinay,
27 sin(ogy—aq,)
327 012

Sin (agg—ay3) (9" +9ty2) t33-+8in(ag; +ay3) (9" +gt1s)
S —2 8inay3(9—9 t1a)tss = 0.

(44, 9) -

L’élimination de ¢4, et de ¢;, donne une quartique en #,;. Ainsi
coef. (t4s) = sin(agy—ay3){[A'? sin(ay,—ayq)+h2 sin(ay +ayy)](f'9 —8:2/9)
+2hh" sinay, (fg'+8,179)}
coef. (1) = sin(agg+ay3){[h? sin(ag —ayq)+A"2 sin(ay +aq,)](f 9 —8.f9)
—2hh' sinay, (fg'+8,1'9)}-
Pour que ces deux quantités s’annulent, il faut que
f'9—8fg=0, hh'=0.
Mais
coef. (t33) = 8 sin a5 sin ay; (A'2—A2)(fg—8,f'9’),
done fo—f'g'8,=0.

Il s’ensuit que 8,2 = 1, ce qui est impossible.

45. Cinqui¢me cas. Deux équations irréductibles et la troisiéme
totalement décomposée. C’est le cas du systéme (36, 8). Je pose

J a3 =0Ogy, Gg1 = Qy;
(45, 1)

Sin a;—€; Sina
1€ 21 2
l1— sin(a ) =1, lyty =20,
117 %21
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La premiére des équations (39, 1) sera remplacée par
(45, 2) B taytos+R (8 ta5—1ts;)+h' 8, =0.

Les deux autres ne subiront aucun changement.

Les discriminants, qui renferment la variable ¢;,, de la deuxiéme et de
la troisiéme des équations (39, 1) doivent avoir les mémes racines. Cela
fait que le couple IT, IIT doit appartenir & I'une des trois catégories du
No. 41. Pour fixer les idées, j’adopte le couple A. Soient

(45, 3) g=0, cy=c3 ¢ =¢;, my=my

Si ’on substitue dans la troisiéme des équations (39, 1) la valeur de #,,
donnée par (45, 2), on obtient une équation doublement quadratique par
rapport & £, et & ty;. On doit alors identifier cette équation avec la
deuxiéme des équations. (39, 1); ses coefficients de ¢;,t% et de ¢, sont
respectivement

(45, 4) —2s8ina sina,ghh’, 2 sinagg sinogghh’d,2
Les mémes coefficients dans la deuxiéme des équations (39, 1) sont
(45, 5) 2 sinay, Sinag, ff, —2sin ayy sinag, ff7.

Puisque 8,2=1 est inadmissible, les coefficients (45, 4) et (45, 5) ne
peuvent étre proportionnels autrement que quand

(45, 6) ff'=0, kb =0.
Je pose donc définitivement
(45,7) f=0, g=0, =0, co=cy ¢ =¢3, my=mmg.
Dans ces conditions, les deux équations qu’on a a identifier sont
V3 Postiathi— 03 D330, %+ 13 Pasd1 e+ A3 Dystdy
—2 8in a4 8in ay36;¢9t3; =0,
(45, 8)
Mo Paatiatii+ 0y PratvePaatla—2s Psaths
~+2 sin a,, sin agytypts; = 0.

Pour qu’elles soient identiques sans se décomposer, il faut et il suffit que

V3Pa3 I LY ) —MsPazds Va P42

O, 8ina;g8ina,; sinag, sinag,’ Sinag;sinag;  Sinag, sinag,’

(45, 9)
O3Ps30 O3 P12 A3 P13 "y 2
sina;gsina,; Sinay, sinag,’ 8; sina;gsina,g  Sinay, Sinag,




80 RECHERCHES SUR DES MECANISMES PARADOXAUX.

En vertu de (45, 7), les quatre conditions (45, 9), dont trois seulement
sont indépendantes, peuvent étre remplacées par

—_— r ___ ’
ay=b;, a, =by,

(45, 10) 5, = V3 Do Sin a4, Sin agy
SN ay3 SIN a3 M2 P22

On rencontre une variante de ce cas lorsque langle tétraédre I se
décompose supplémentairement. Soient

. . , __Sina;;+e€; sinay
J antep =7, aytay=m, 8, = SIN (g — dpy)

>

(45, 11)
by =01ty = €'ty = —e&1' 81 by, e?=1

La méthode & suivre ici est la méme que celle de tout & I’heure. On
aboutit & un systéme de conditions tel que le suivant:

7 ’ ’ !’ ’
(ff=g=h =0, ca=c5, €' =¢3', ay=>03, a,’ =by’, my=m,,

(45, 12) , V3 Pog Sin a,, Sin ag,
== : . .
SIN a3 SIN ay3 HoPoso

46. Sixiéme cas. Trois équations toutes totalement décomposées.
11 ne reste qu'un cas & étudier; c’est celui du systéme (36, 10). Soient
d’abord

A3y =071, Oy = Aoy, Qg9 == Ogg; Qgg == Uy,

__sinay;—e; Sinagy __sinag,—e;sinay,
1 3 2 — 0
Sin(a;; —ag) sin (agy—ay5)

2 _ s . 2 __ s .
=1, Iyly= 313 €2 =1, l3l1,=20,;
(46, 1) 3
Ogg = Olgg, O43== Oyg,
__SiDoyg— €5 SiN ayg
g = :
sin (a;3—ag;)

b

e?=1, loglis = 83-

L

Si l'on pose (cf. 38, 3)

a_ g9 b _ b o [
(46, 2) By =y B3~ B3 =
les ¢ devront satisfaire &
[ttt iy O togtta l, laitlyy tg °
(46, 3) 1—t5t5 27 1—lpgty 2 1—13125 27

borls = 31’ bialss = 82’ bigley = 83-
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Par une simple élimination des ¢ on trouve qu’un systéme de conditions
nécessaires et suffisantes pour que les équations (46, 3) soient poristiques
est

bc 5,88, ¢ a  8,—8.5
oty =155, B2 %3 1550,
(46, 4) ) .
G o4 O 93770102
%85 %5 = 1555,

et si 'on résout ces équations-1a par rapport aux 3, on trouve que
(L=8)/(148) _ (1=8)/(148y) _ (1—8,)/(1+8y) _
cos $(—a-+b-+c)  cosi(a—b-+c) cos 3 (a+b—c) ’

- cos J(a+b-+o)
" cos (—a+b-+c) cos Ha—b-+c) cos Ha+b—c)"

(46, 5)

Les variantes de ce cas sont au nombre de trois. Elles se calculent de
la méme fagon que le cas que je viens d’étudier.

Premiére Variante.

sina;;+ ¢’ sin a1
sin(ag; —ay,)

— —_ — r__
[0‘11‘*‘“31:", Qa9 =m, agtayn=m, 3=

Sin agy+ €, Sin %gp

— — _ ’
At ay=m, agtap=m, ajztoagg=m, § = Y pa——

sin a3+ €5’ 8in Ggg

tyy=01'tyy, lgp=20y"tip, t13=233"lys, 85’ = Sin (apg— agg)

b, ¢ 14-5,'8,’8,’ ¢ . a 115,'5,’S,’
—_ —_— = — s e tg—tg —= — 7 S 7 9
(46, 6) | g5 85 5/ 18,5, > ©73 B3 S, 195 8,
@, b 14888/
tg—z— tg‘—2— == — 83/+81/821 s
2=el =2 =1,

(148,)/(A—8,) _ (14+3,)/(1=8,) _ (1485)/(1=85) _ 1,
sin}(—a-+b+c)  sini(a—b+c) sin 3 (a+b—c) ’

o —sin }(a+b+-c)
" sin§(—a+b-+tc) sinf(a—b+c) sin}(a+b—c)
G
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(46, 7)

(46, 8)
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Deuxiéme Variante.
a3 =0g;, OGp 09 =7, apTay=",
Og =gy, Ogot04=1, ag3tag=m,

oy s = 81’ l3o = 82' tiss tig = 83’ 299

tgdc . 81——82'83'_, tgde 8,/ —38,8,
tgdb —  1-8;8,/8;"" tgla 1—8,8,'8;"

1 o 85/—0:8)
tglatgdb  1—8,8,'8;"

(1—8))/(1+3,) _ (1—8,)/(143,) _ (1—83)/(1-+35) _ pyor

cosi(at+btc) cosi(atb—c) —cosi(a—b+tc)

D2 — cos §(—a+b+c)
" cos F(a+b-+c) cos H(a+b—c) cos Ha—b+c)

Troisiéme Variante.
oy tag =, Ay = Qgg, a13 = Oy,
Qg Foy =, Ogg = Oyg, Ogg = Qgg,

by = 81’ la,  laatie = 82’ lyglis = 83:

tgde  148,'8,8;, tgdc = 148,858,
tgdb T 8,48, ° tgla 3y+0658,"
1 _14-8,78,38,.
tglatgdb  3348,'5, °

(14+8,)/(A—38,) _ _(1+8,)/(1—=8,) _ (14385)/(1—85) __ pys»v
sin $(a+b-c) —sind(a+b—c)  sin}(a—b--c)

D' — ——Siné(——a—l—b—i—c)
~ sin(a+b-+-c)sini(a+b—c) sin i (a—b+c)”

b
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Chapitre V1.
LE MECANISME DE KEMPE SUR LA SPHERE.

47. Conventions préliminaires. J’ai fait remarquer au No. 3 que
le mécanisme de Kempe sur la sphére est & la base de tous les mécanismes
qui sont représentés par la figure (1, 1). C’est donc celui-la que j’aborde

ol"lé —m
7]

en premier lieu. A la figure (47, 1) on voit sa trace sphérique. Il est
composé de six angles tétraédres & sommet commun, ayant deux & deux
un axe en commun. La notation est celle que j’ai décrite en détail au
No. 37, quand j’ai introduit un mécanisme préliminaire a trois angles

G2
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tétraédres. Le nouvel indice dont j’ai parlé & cette place variera main-
tenant depuis 1 jusqu’a 6.

Il est évident que chaque groupe de trois angles tétraédres qui se
touchent forme un mécanisme préliminaire du No. 37. Il faudra donc
que tous les angles et tous les diédres du mécanisme satisfassent & des
conditions analogues & celles qui ont été établies au chapitre dernier.

48. Premier mécanisme. Mécanisme réduit a cinq angles
tétraddres. Je suppose que les constantes des angles tétraedres T, I1. et
ITI satisfassent aux conditions (40, 7), ¢’est-a-dire &

G471 = Gg; = 045 = a3y = 7, COS a5 COS ay5— COS dyg COS agy = 0,
’
(48, 1) g=0, h=0, f+f =0, COS @59 COS 09 —COS agy = 0,
2

tgag  tgax  tgay _ tgay .
tgag, tgay’ tgan  tgag

Les diédres y obéiront &

YuT7Yu=0, Vautyis=0, yu=1im yp=m,
ce qui fait que az=0. C’est exceptionnellement que je conserve une
solution qui oblige un angle facial & s’annuler.
Si I’on substitue dans
tgag _ tgas
tgas, tgag
les valeurs des y données par (38, 2), on trouve
COS p44 8iN%y,, = 0.

J’adopte la solution y,3=4(37). De la méme fagon on aura y;;= %(ﬁw).

De tous les cas de déformabilité admissibles du mécanisme pré-
liminaire 1I, ITI, IV, celui qui impose le plus petit nombre de conditions
au mécanisme entier est certainement celui qui n’impose aucune nouvelle
condition aux angles tétraédres II et III, c’est-a-dire celui du type (40, 7).
Cela se ‘constate d’autant mieux que la condition y,;=1(3w), qu'on a
déja trouvée, fait partie de ce cas de déformabilité. Il en est de méme
de tous les autres mécanismes préliminaires. Je pose donc

01 = gy = Gy = Ggg = Uy = 01y = Gyp = agy = §7,
g = Oog = Ogg = 0y =0
16 26 36 46 ’
(48, 2)
’ Y13 = Va3 = 3(37) =y =137 =Yg =T =ys=0
13=Y43= 2 s Y3=VY33=32T, VY36= V26 > Y46 =716 s

L Yist Y= 0, Yautyu=0, Y tvs=0, yatyy=0,
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On peut uniformiser toutes les constantes du mécanisme en prenant

pour parameétres les quatre diédres s, Y44, V35 ¥11- En effet les formules
(38, 2) donnent

. sina sina
(Sinagy = ——22 = — "2 008 ay, = —CObyy, COtyyy,
SN yse SIN Y44
COS Yao COS Yqq |
CO8BQgy = -, COBQy = — ——— ;
Sin y,, Sin y,y
. sina, sina
Sinagyy = ——3% =42 co8a,3 = —COtyy COty,;,
Sy, Sy
COS Y35 COS Y,y .
COS Q= 232 COSay = ——— 3,
SIN v,y sin y
(48, 3) <
sina sina
Sing;; = ——28 = —— 11 coga,;;= —coty,,cotyy,,
Sin g, sin yq,
cos cos
COBayy = oo V2 Gogay = — w AL,
sin yy, Sin ygq
. sina sina
Sinagy = ——2 = ———3  cosay, = —cot yy5 COL Yy,
Sin y,5 sin yy,
| CO8Ugs = 2 V35 | o8 agy = —S08¥u,
sin yy; Sin g

Les valeurs des o données par (48, 3) satisfont identiquement aux
cing relations

tgay _ tgan tgos_ tg 35 tgas _ tgay tgayp _ tgay
(48, 4) tgagy tgay tgogy  tgass’ tgagy  tgou’ tgay  tgag,’

COS ay3 COS 033 = COS 0,;3 COS ay3,

qui sont les seules dont on n’a pas tenu compte en écrivant (48, 3).

On sait maintenant que chaque sous-mécanisme composé de trois
angles tétraeédres qui se touchent est déformable. Je vais démontrer
qu’il en est de méme du mécanisme entier.

Les variables ty3, 115, t5;, qui déterminent la forme du sous mécanisme
composé des angles tétraedres I, II, et III ne satisfont qu'aux deux
équations

(48 5) 2t31 — Sin(azl—‘all)t%:;'["sin(all+a21)
’ 5, —1 2 Sin aytyg

B —2 sinaty,
Sin(ag—age) ta+sin (agy+ay,)’
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parce que ’équation

v Paatiotds+pa Pastia+As Pigtis—2 sin ayg sin agatiatos— 03 P33 =0

est identique & celle qui est formée du deuxiéme et du troisiéme membres
de (48, 5).

Si 'on se donne arbitraitement une forme de ’angle tétraedre III,
T’angle tétraedre II aura deux déterminations qui seront données par
(48, 5). Sil’on se décide & prendre I'une de ces deux déterminations, la
forme de I'angle tétraédre I sera uniquement déterminée, ainsi que celle
de V’angle tétraédre IV, par deux de leurs diédres. D’une part et d’autre
la forme de I’angle tétraédre V sera uniquement déterminée. Il s’agit de
savoir si ses deux déterminations coincident.

On aura d’une part

(48, 6) cosP;= —sinf; = — :—?S—g‘; {sin ayy cot ayy €OS By +CO8 ag}

_ sin By,
sin Byg

{sin a,; cot a;; cos Byz+COS ag},

et d’autre part

. cos .
(48, 7) COS gy = —sin Py, = — gin_g;i {sin a,y cot ay, cos Bgy+-CO8 ay,}

_ __SinB,,

S By, {sin a,y cot as, cOS Bgg+-COS ay,},

la valeur de B,; étant la méme dans les deux cas.

Si les deux formes de 'angle tétraédre V ainsi trouvées coincident, il
faudra que les valeurs de cos ;; et de cos 8,5 données par (48, 6) et (48, 7)
satisfassent a

(48, 8) sin a5 €08 B;;—sin ayy €08 Byy = 0.

La condition est également suffisante, parce que si ces deux formes de
I’angle tétraédre ne coincidaient pas, il faudrait que les valeurs trouvées
de cos B;; et de cos fB,; satisfissent &

Sin a5 €08 P15 4-8iN agy €08 By = 0.

Si I'on substitue dans (48, 8) les valeurs de cos §;; et de cos 8,; données
par (48, 6) et (48, 7), on obtient, moyennant (48, 4),

(48, 9)  sin a4 COS g Sin? gy sin B, sin Py,

—8in agg COS a4, 8iN%a,3 8in By, sinf,,=0.
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Or

4

sin agg sin B3 sin B33 = sin ayy €08 ay3{14-tg ay; cot ayy cos By,

{14-tg a5 COb agy COS Bys),
. sin Ba,
8in By, = —COS ayy — {14-tg ay3 cOt ayy cOS Byy}.
sin 3;,
Si I'on substitue dans (48, 9) ces valeurs de sin ,, et de sin ,,, on obtient

—tg By — Sin a,5 COS ag; SN agq SiN gy COS a4 {1 —+tg Lt cot ay; cos 523}
2
Sin gy COS agy COS ayy SiN%ayy Sin Byy

La substitution dans cette formule-ci de la valeur de tgf8;, donnée par
(48, 5) donne

Sin a;; Sin ay; Sin ay; €OS a,yy Sin ag; COSayy
SinZ a, 5 COS a; SiN ay; COS Ay SiN ag5 COS ayy

=1.

Enfin, la substitution dans celle-ci des valeurs des a données par (48, 3)
montre qu’elle est satisfaite identiquement.

On sait donc qu’a une forme arbitraire de langle tétraedre III
correspondent toujours deux formes du mécanisme & cing angles tétraedres,
et que si les angles tétraédres III et 11 sont de forme donnée, compatible
avec les équations (48, 5), la forme du mécanisme & cing angles tétraedres
est uniquement déterminée. (

L’angle tétraédre VI s’évanouit d’apres les hypothéses (48, 2). Comme
son évanouissement est assuré, quelles que soient les formes des angles
tétracdres I, II, IV, et V, il ne saurait y avoir la de géne a la déformation
du mécanisme.

Pour construire un modéle de ce mécanisme, on n’a qu’a se donner
arbitrairement quatre constantes yss, Y44, Va5 ¥11- Les valeurs de toutes
les autres constantes seront données par les formules (48, 3). Les
rapports des sinus des angles faciaux seront positifs, si 'on prend siny,,
et sin y,; positifs et siny,, et siny;; négatifs. Pour que les angles faciaux
soient réels, il faut en outre que le carré du cosinus de chacun des deux
angles ygy, y35 S0it inférieur au carré du sinus de chacun des deux angles

Yas Y11

Je me suis posé le probléme qui consiste & trouver le genre de ce
mécanisme. On sait que sa forme est uniquement déterminée par les
valeurs de ty, ty, tp qui ne sont astreints qu'a satisfaire aux
équations (48, 5).
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Je pose

2 2 24 sin2
fr= sin®a,, sin azz—sm ayq Sin a22 sin? a,, sin? gy
sin®a,,—sin%a,,

o 8in? ay sin®ay,—sin®a,; sin? ay,—sin?ay; sin? %o
9= sin%a;;
{sin(ay; —ayy) 83— 2 flyg—sin(ay +ayy)}
X {sin(azy—ay,) Bfa+sin(ag+ay)}

9

f 2ty 81N ayy {8IN (00— agy) 135 8iN (age+age)}
1

7%

xR

b

bx|<2

En résolvant par rapport aux ¢, et en tenant compte de (48, 5), on
trouve

[ (@423 (P —y?)+ 2 sin ayy yz(2—a?)

T PR, ) = )
{2gwz—sin a,,(22—x%)}(22—y?) 2
by = 2__ 2 s b=
2 sin(agy—ay) Yz (22 —2%) y
et
(48, 10)  aw?22(2*—y?)i4-by? 22 (22— 2k o (P — ) (2—y ) =
olt a=g% b=sin?ay,—sin%ay,, c¢= —1sin?a,.

J’ai ainsi établi une correspondance uniforme dans les deux sens entre
les points de la courbe gauche (48, 5) et ceux de la courbe plane (48, 10).
Elles auront, par conséquent le méme genre, qui sera celui du mécanisme
en question.

La courbe (48, 10) a deux points quadruples aux points (0, 1, 0) et
(1, 0, 0). Les tangentes en ces points sont

ax?z24-c(22—a?)? =0, by?zt4-c(zt—y?)2=0.

Au point (1, 1, 1) la courbe (48, 10) a un point double auquel les tangentes
sont
a(y—z)2+-b(x—z)2 =

et il y a des points doubles de méme nature aux points (—1, —1, 1),
(—1,1,1), et (1, —1, 1).

Cette courbe n’a pas d'autres points multiples, & moins que son dis-
criminant

abc(4c—a) (4c—b) (4c—a—Db)

ne s’annule.

Cela donne & la courbe un nombre effectif de points doubles égal & 16.
Comme une courbe du huitiéme ordre est capable d’en avoir 21, sans se
décomposer, cette courbe est de genre cing.
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En fonction des parameétres v,,, ¥4, V35 Y11, 1€ discriminant de tout &
I'heure se met sous la forme

(sin®y,q—c08%y,,) (COS%yq —Sin2yy5) (sin?y, —sin?y, ) (sin?yg; —sinZy,,).

Tous les mécanismes qu’on étudiera dans la suite seront soit de genre
un soit de genre zéro.

49. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Le
mécanisme que je viens de décrire est composé de cing angles tétraédres
a sommet commun, disposés comme l’indique la figure (49, 1), qui

représente schématiquement sa trace sphérique.

La trace sphérique est composée des éléments suivants. Ily a d’abord
un quadrilatére irréductible dont les diagonales sont perpendiculaires.
Sur chaque c6té de ce quadrilatére est bati un triangle dont ’angle opposé
au coté du quadrilatére est droit. Enfin les quatre sommets ol se trouvent
ces angles droits se déplacent sur un grand cercle.

Ce mécanisme dépend de quatre constantes arbitraires. Toutes les
constantes du mécanisme s’expriment en fonction des quatre diedres
Yozs Yawr Vas vu (¢f Fig. 47,1). Les formules (48, 3) donnent les
expressions voulues. Le mécanisme étant de genre cing, on ne peut pas
uniformiser ses diédres variables.
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Je prends, par exemple
3 — 4 1 — 12 3 — 15 3 — 24
SMyse =73, SMyzs= 3%, Syy=—31%, Sy =—3%
— 3 — 5 — 8 —_
CO8Ypp =75, COSY3;=1v%, COSYy =77, COS Yy = 55-

Les formules (48, 3) donnent alors

sina;; = 0,936749+ sin ag, = 0,952884 4 cosa;; = 0,218750

sin ay; = 0,808690 sin ayy = 0,860290-+ oS ay; = 0,400000

sin ayy = 0,733212 sina;; = 0,780624 cosagy = 0,121528

sin a,, = 0,899996 - sin agz = 0,916235 COS a5 = 0,222222
8ina;; = 0,975781 cos a;; = —0,350000 cosaz, = —0,303333 -+
sin agy = 0,916515 cosay = —0,588235+  cosay = —0,509804
sin agq = 0,992588 €08 agy = —0,680000 cos a5 = —0,625000
8in a3 = 0,974996 cos ayy = —0,435897 cos ag; = —0,400641

50. Deuxiéme mécanisme. Six anglestétraédrestousirréductibles.
Si le mécanisme préliminaire du No. 37 composé des angles tétraedres I,

II, et III appartient au deuxiéme cas de déformabilité (No. 41), il est
évident que les angles tétraedres IV, V, et VI doivent étre ou bien tous
irréductibles comme les trois premiers, ou bien deux irréductibles et le
troisiéme totalement décomposé. Je remettrai & une place ultérieure la
seconde hvpothese, et m’occuperai ici de la premiére.

D’aprés les conclusions du No. 41, les douze couples du mécanisme
doivent appartenir & l'une ou & l'autre des catégories 4 et B. Il est
préférable, du reste, que le méme couple se rencontre un nombre pair de
fois sur chacune des trois diagonales du mécanisme; sans quoi certains
angles tétraédres perdraient inutilement leur généralité.

Toutes les formules des chapitres 11, I1I, et 1V dans lesquelles ne figurent
que des symboles qui se rapportent aux angles faciaux de 'angle tétraedre
sont indépendantes de I'ordre dans lequel les angles faciaux se succédent.
Elles peuvent donc s’appliquer indifféremment a chacun des six angles
tétraedres du mécanisme actuel, & condition qu'un indice, qui indique le
numéro de ’angle tétraedre dont il s’agit, soit ajouté a chaque symbole.

Il n’en est plus de méme des formules dans lesquelles figurent des
symboles qui se rapportent aux diedres variables. 1l faudra done récrire
celles-ci pour chacun des six angles tétraedres dont on s’occupe actuelle-
ment. Ainsi que j’ai eu l'occasion de le faire remarquer au No. 37, ceci
peut se faire a vue, sans exiger de calcul auxiliaire.
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Soient donc, & la maniére de (17, 1),

(50, 1)

et & la maniere de (17,

tfuyy

P ,

1 f(%w1“,81)

t ifu21

21 = _*fa >

fon — ifugy

BB

P ftgy

4 f(%aﬁ_%)
b,

b= Uy

14 = fa- >

t i ifu24

MTfB

tar = ifu34

3 f(Jz‘wr‘%)’

PR iy,
L f(%w1_/34)’

3)7

Uy —Ugy = W+

-

Ugy — Uy = Fw;—yy
31— Ug = wy+9;
Uy —Un

-(%w1+71)

111 = $;

—1
Uy —Ug1 = 3wy

Ugy— U3y = w1 +Yy
Ugy—Ugq

= — (3w;1+74)
Uy — Uy = w1+Yy
Ugy— Uy = 3003
Ugy—Uyg = 301

91

‘“(%‘”1'1")86)

—Bs

o — tfug _ tfus
12_f72 ’ B Sfrs’
b o— 7ffuzz o fugg
27 fGw,— BT fag?
b — _ ifug, tay = __Ufuss
3 fﬁz (%wr"aa)
by = tfuyy tyy = 1fuyy
- 3 - b
f(Gw1—PBs) J (Fw1—ys)
by = T tg= e ,
f( 2“’1—'/35) fas
by = Uty bag = ifttgg
’ - b
st f(%“h_?’e)
[— Ytgs bon = zfﬂﬁ
B f')’s ’ 36—f‘)’6 ’
tys = fhgs tas = = fthyg ,
> f(lwl—%) ’ f(%wl_as)
Upp—Ugg = Jw;—ay  Upz—Upy = }w;—Ps
Ugp—Ugp = w1+ 0y Ugg—Ug3 = w1+P3
uzz—"u42 ’I,l,43*—"U/33
= — (3w, +a,) = — (Jw;+Ps)
Ugp—Ugp = W10y a3 U3 = w;1Ps
Ugp— gy = 0y Ugg— Uiz =}y
Ugp—Uyy = Fy Ugy—Ugy = oy
Uyp—Ugs = w15 Upg—Ugg = wy+ B
Ugs—Ugs = Fw;—a5  Ugg—Uyg
Ugs—Uyp = W05
Ugs— U5 Ugg~—Uzg = w11Pg
= — (3w tas) U~ Up=3
Ugs— g5 = Jwy 16— Ugp = 301
Uygs—Ugs = Ugg— g = ;-
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Puisque tous les couples sont soit de la catégorie 4, soit de la catégorie B
(41, 6), les six m sont égaux, et toutes les fonctions elliptiques des
formules (50, 1) ont les mémes périodes.

Je considére maintenant les couples 4 et B dans le but de démontrer
que les paramétres elliptiques de deux angles tétraédres unis par un de ces
couples satisfont & une formule d’addition.

Premiérement, si le couple I, IIT est de la catégorie 4, les formules (18, 5)
et (41, 6) donneront

fray _ fPay  flagy—(mP—1) flag—(mP—1)

f’2a1_‘f'2a3’ fl2a1 f,20,3
Toutes les solutions communes & ces deux équations sont comprises dans
(50, 3) Fra, = f?a,.
D’autre part, la relation #,;+#,, = 0 donne
50, 4 fuy | fum _ g
( ) Jag * fa

Les équations (50, 3) et (50, 4) peuvent étre satisfaites de huit maniéres
différentes par des formules d’addition d’arguments. La solution la plus
simple est la suivante :

(50, 5) a4 =0y, Uy = Uty

Si I'on avait eu affaire au couple III, IV, on aurait eu & la place des
équations (50, 3) et (50, 4)

[(Ew1—a;) = f2(3w;—ay), zf"::xa s

Ces deux équations ont aussi une solution de la forme (50, 5).
Deuxiémement, si le couple I, III est de la catégorie B, les formules
(18, 5) et (41, 6) donneront

fPoy _ f?as f4a1——(m2~—1)+f4a3——(m2—1)
fPa fPay [%ay [as

Toutes les solutions communes & ces deux équations sont comprises dans

(50, 6) fPa f2ay=m2—1.

=0.

L’hypothése .(21, 2) exclut ce cas lorsque —1<m < 1. En effet, elle
oblige fa, et fa; & étre toutes les deux purement imaginaires.
La relation £,3¢,; = 1 donne

(50, 7) Sugy ftas+fay fag = 0.
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Les formules d’addition les plus simples qui assurent que (50, 6) et (50, 7)
ont lieu sont

(50, 8) a0y =agtwy, Uy = Upytws.

Comme auparavant, rien ne serait changé, si I'on avait eu affaire & un
couple tel que IIT, IV.

Afin d’avoir un mécanisme qui puisse se déformer dans les conditions
de I'hypothése (21, 2) quel que soit le signe du discriminant m2—1,
j’adopte partout le couple 4. Soient

(Voo 715 = Yao V35 = Y12 Y25 = Vao Va5 = Yes T V36 = Yas T Y1s

=73tV =Y15 Y6 =Vo1tVaa = YuuTvs1=Yat+va

=y +y=0;
(50, 9) J m1=m2=m3=m4:m5=m6,

—_— — —_ r___ r___ r____ ’
Ay = Q3 = Qg = U, a, =a3 =a, =ag,

’ 7 ’? !

b1=b2=b4=b5’ b1=62=b4=b5,

! ’ ! ’

| C2=C3=1C5="_C, Cy =04 =C5 =Cq .

En vertu de (50, 5) les formules (50, 9) peuvent étre remplacées par
(50, 10) o =ag=a=a, B=P=F1=PFs5 V2=Ys=Vs=Ys

Uy =Upgtwy, Ugg=UggFwy, Ugs=1UggF Wy, Ugg=Ugpt Wy,

(50, 11) < Uy =Uggtw;, Ugg=1TUgyFwy, Uya=1UygFwy, Uge="Ugy+wy,

{ Ys1== Ugp Ty,  Ugg =UggF W1, Ugg=1UpsFwy, Ups= Uy + 0.

La forme du mécanisme dépend maintenant des valeurs des vingt
quatre paramétres variables u;;, qui satisfont aux quarante-huit équations
(50, 2) et (50, 11). Pour que le mécanisme soit déformable, il faut et il
suffit que ces équations forment un systéme poristique. Comme elles
sont toutes linéaires, 1’élimination des vingt-quatre variables est facile.
On trouve les conditions suivantes :

to1+y,—ay+B3=0,
Ya=ntoe, oy=a, Bg=pf3tow;.

(50, 12)

Le mécanisme dépend ainsi de six constantes arbitraires. On peut se
donner m, ay, f;, vy, ay, ;. Les périodes dépendent uniquement de m,
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grice & (16, 2), et tous les autres arguments constants sont donnés par
(50, 10) et (50, 12). Ensuite tous les angles faciaux sont donnés par les
formules (18, 7).

I1 est intéressant de voir ce qui se passe dans les angles tétraedres
conjugués, I et IV, et IT et V, IIT et VI. Les formules (50, 10) et (50, 12)
donnent

ay=ay, a5 = dg, ag = ag,

Bi=P Bs=Pa; Bs=Pstw,,

Ya=y1towy, Y5 ="Ye» Y6 =V3

ce qui donne, en vertu de (18, 7)

-

Sinay, _ Sina,, sinag, sinay
sina,; S8ina, Sinag Sina,’

Sina;; _Sina,; sinag;  Sinag
sina;, Sinay, sinag, Sina,’

sinayg  sinay,; sSinagg  sSinag

(50, 13) - sina;; sSinay; Sinag; Sina,;’
COS ayy = —COS 0y, COS a5 = COS 0y, COS g = —COS aqq,
COS agy = —COS Oy, COS Olg5 == COS Oy, COS Agg = —COS Gy,
COS agy = —COS agy, COS agz = COS agy, COS agg = —COS agg,
L COS gy = —COS ayy, COS a5 = COS a4y, COS dgq = —COS ay .

On aurait pu choisir les relations (50, 10) et (50, 11) de maniére que les
formules (50, 13) fussent parfaitement symétriques. Je trouve pourtant
qu’il est préférable que le mécanisme n’ait pas I’air de découler de principes
de symétrie.

Lorsque —1 <m <1, les formules (50, 10) et (50, 12) se traduisent
dans la notation du No. 31 comme suit :

G=a3=a,=0q b;=by=by=b;, c,=cy=cz=c,,
Ci—ay+by; =0,
(50, 14)
cg=c+2K', az;=a, bg=b;+2K’,
[mod (2K 42K, 2K—2iK')J.
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Lorsque m > 1, ces mémes formules s’écrivent de la maniére suivante
(¢f. No. 32):

(@ =05+ (1 =€)t K = a4 (1— €y €40 K’ = ag+ (1 — €111 0 K,
by =by+ (1 —€p€0)t K" = byt (1—€g) €04 JiK' = b5+ (1 —€p1€p5)0 K,
Cy = g+ (1 —egp€33)t K’ = €5+ (L — €35 €550 K’ = g+ (1 — e50€34)0 K,

¢ — s34 (1— €51 €15 €55) 1K' =0,

(50, 15) <
cy=0C¢;+ (1+ €54 €5)t K,
y=ay+ (1—e15€15) 1K',
be="b3+ (1+ €9 €35) 1K',
L [mod (2K, 4iK')],

tous les ¢ étant de signe complétement arbitraire.

Pour construire un modéle de ce mécanisme, on commence par se
donner m. On calcule ensuite la valeur de ¥ au moyen de la formule
(31, 3) ou (32, 3). On se donne ensuite a;, by, ¢;, @y, ¢,. Les arguments
by, ag, by, ¢, sont donnés en fonction de ceux-ci par (50, 14) ou (50, 15).
On peut alors calculer les angles faciaux des angles tétraedres I, II, et IIL
au moyen des formules (33, 1) ou (33, 2); ceux des angles tétraedres IV,
V, et VI seront donnés par (50, 13). En se donnant les arguments
arbitraires on doit toutefois tenir compte des domaines de réalité que j’ai
décrits en détail au chapitre IV.

Lorsque m > 1, les imaginaires des formules (50, 15) exigent un calcul
préliminaire, avant qu’on puisse appliquer les formules (33, 2) intégrale-
ment. On y rencontre des fonctions du type

Hv4+(1—¢€)iK'], O[v+(1—e)iK'], &=1.
Cependant ces fonctions ne seront plus génantes, si I'on se rappelle que
[ H[v+ (1—€)iK'] = eq¥e—D grive—DI2K Hyp,
(50, 16) 1 .
@ [vv._l_ (1_‘6)7:KI] — Eq%(h—l) evw(s——l)/2K @U.

On verra disparaitre des formules définitives tous les facteurs exponentiels,
de sorte qu’il ne restera que des fonctions aux arguments réels,
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Pour étre siir que les diédres y sont réels, il faudrait étudier I’expression
D? donnée par

r Sinyy _ Siny,,  Siny, D
Sinay, Sinay Sinagy  Sinay; Sinag, Sinaey’

(50, 17) < 1 COSagy COSagy
N 2
ol D2 = |cosay, 1 COS gy |-
L COSay, COSay 1

Puisque les deux diédres y & chaque axe du mécanisme sont conjugués,
il est évident que si un seul y est réel, ils le sont tous.

L’expression elliptique de D? est trop compliquée pour étre utile. Le
procédé dont je me suis servi pour résoudre I’exemple numérique du No.
prochain consiste & faire les calculs rapidement d’abord & l’aide d’une
régle & calcul, en ne gardant que deux chiffres. Cela suffit pour déterminer
le signe de D2.  Si D? est positif, tous les diédres y du mécanisme seront
réels. C’est ainsi qu’on trouve dans ledit exemple que D? = 0,08....

51. Résumé et exemple numérique du précédent. Ce mécanisme
représente le seul cas de déformabilité du mécanisme de Kempe sur la
sphére, lorsque tous les six angles tétraedres sont irréductibles. Ses
propriétés principales sont les suivantes:

1. La somme de deux diédres constants ayant un axe en commun
est égale soit & =, soit & 2.

2. Tous les six angles tétraédres ont le méme invariant.
3. La déformation est de genre un.

4. Deux angles tétraédres conjugués ont leurs angles faciaux
correspondants soit égaux soit supplémentaires, les angles faciaux
correspondants étant ceux qui ont le méme premier indice sur la
figure (47, 1).

5. Le nombre des constantes arbitraires est de six.
6. Aucune relation ne lie les constantes du méme angle tétraédre.

Pour avoir un exemple numérique je prends pour I'angle tétraédre I
celui que j’ai calculé au No. 35. On aura done
{m =cos 50°, k=sin65° k' = cos65°,

(51, 1) s 5
‘,a:,zalEva’K, bzzblz %%K, Cy = %%K,



(51, 3)
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Soient en outre

(51’ 2) a’ZE%gK’

G=C=5 K,

by=

97

=26
a,—c,=2S8K.

Les formules (35, 3) donnent les valeurs des fonctions Eta et Théta

des arguments ay, b,, ¢, by, ag.

Je prends dans les tables de M. Hippisley

les valeurs suivantes des mémes fonctions de a,, ¢y, b3, c3:

%‘;_{2 — 0,952666+
g% 0,639432-
%_“0,2 — 1,492035+
%_%2 = 1,231039
E&@}%’?z) — 0,763450+-
@_(Q(f)oib_&) — 1,324462+
H(@fz{;{bz) — 0,280477
@__(c%gbz) — 1,045809
Ij_(%};_%) =0,512963 4
Ii((;{_z-li;_gz) — 0,906819+
E%(I%gz) — 0,280477
E(l}fl 1;02) — 0,740255+
®_(Iég_%) — 1,045809
%@%__Cz) = 1,305948
E({i_}t{;g:fz) — —0,612409+

@(_K:(;S_‘bz_) —1,212555
H(K— H?{ﬁb 2) _ 0,052666 -
f)(lr(a%zi‘ﬁ) — 1,492035+
%:(;’thc_z) — 1,386580+
_(_K_®%2_) — 1,088690
Ikﬁ_,f&bzi%) —0,391635-+
}L%i_%) — 0,837450+
(“2+b 2=%) _ 0,999336 -
E(%F%giz) — 0,166156+
%—% — 0,422616
H(fﬂ_{b 2) _ 0,801107+
O0s) _ 1 103035+
00
9@@_;93) —1,434413
E(_I“{S;_bﬂ — 0,999834
Eﬁ%}‘g;bs) — —0,016676

(“3+b3) — 1,538081+
9@:@%3:_%) —1,000163
H“g};bs) = 0,612409+
Eﬁiﬁf}gﬂl — 0,763450+
W = 1,212555
GM;@“f@ — 1,324462+
E(_“Ha%ﬁ*) — 0,9580114
@_(IS:G%:&Q — 1,040713+
ﬂ%%@ — 0,391635+
Qﬂf_—@%aLcﬂ — 1,448847
Iﬂﬂ%{%ﬂ — 0,033349
H(“_:«'};”Ksiﬁs_) — 0,083486
(aa+?{ %) _ 0,751960+
(as+ba+03> — 0,728339-+
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Quand on introduit ces valeurs dans les formules (33, 1), on obtient,

moyennant (50, 13),
sina,, = sina,; = 0,720562
8in ay, = sin ay, = 0,967784+
8in ay, = sin ay, = 0,552146-4
sinay, = sina,, = 0,448415+4-
sina,; = sina;, = 0,8275964-
Sin agy = sin ayy = 0,975274
8in ag; = 8in ag, = 0,447036
Sin a,; = sinay, = 0,318544
sina;q =sina,3 = 0,5633584
8in agq = Sin ayg = 0,301558
8in agq = Sin ay; = 0,196086

8in a4 = sinayy = 0,2913484-

Tel est le mécanisme qui correspond aux

Co8 a4 = —CO08 ay; = 0,693390--
COS a9y = —COS ay; = 0,251780
COS agy = —COS a4, = 0,833747
COS a4y = —COS a,; = 0,893825-+
COS a5 = COS aqp = —0,561323

COS Qlyg = COS Ay = —0,220999

COS ag5 = COS a3y = —0,894516
COS a5 = COS ay, = —0,947908
COS ajqg = —COS a3 = —0,845747

COS Qgg == —COS g3 = —0,953447
COS agq = —COS ag3 = 0,980586
CO8 ayq = —CO8 ay3 = 0,956617

constantes arbitraires données

par les formules (51, 1) et (51, 2).

52. Troisitme mécanisme. Quatre angles tétraédres bi-isogones
et deux a plans diagonaux perpendiculaires. 8i le groupe d’angles
tétraedres I, II, ITT est de la forme donnée par (43, 1), (43, 10), el (43, 12),
tous les autres groupes de trois angles tétraedres du mécanisme doivent
étre de méme nature. En effet, le groupe II, III, IV, qui est déja
caractérisé par les conditions

Ugg = 04, Q13 =gy, Va1 +Yaa =0,

tgag  tgas
- >

t8ag 18’ cosa,, COS agy—COS agy COS agy = 0,

ne peut appartenir a d’autres cas de déformabilité que celui qui est complété

par

04 =03y, O=0y, Yi3TY16=0, yptys=mn,

tgay _ tgag

’
tgayy  tgap, COS a5 COS 04— COS ayy = 0.

(Je laisse de c6té le cas ou I'angle tétraédre IV serait bi-isogone supplé-
mentairement.) On n’a qu’a étendre ce raisonnement au mécanisme entier

pour voir que les angles tétraédres I, III, IV, et VI sont forcément
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bi-isogones et que les angles tétraédres II et V ont leurs plans diagonaux
perpendiculaires.
On doit donc avoir

(013 = Qg1, Qg =0agp, O3 =03, O33=043, Agq==0yy,
A3y = OQyq, Ogg == Ujg, Qgg = Ogg,
Vo1t Yas = Y1173 =Vas Y16 = Va3 T 726 = Y31+ Y14 = Y+ 724
= Yot Vss = Y13V =0,
Yoo = Y15 = Y12 = Yar =37,
. Vi ="V35 = V32 = Ya5 = 5(37).

Les relations du type cas agg CO8 ay; —COS ag, = 0 donnent alors

(52, 1) |

(52, 2) Q15 =0y, Og5= 0y, Og5== 01y, Gy O3y,

et puisque
COS g3 COS 0lgy—COS Ayy
sin a,g Sin ag,

COS Y91 = = COS Y17,

on pourra convenir que
Va1 =Y11= TVUF TV Yas=Y3= TV1e= Veer

Y1a=Y2u= "Y1 = —Va Ve =Vae= Va3 = V13-

Tous les angles faciaux s’expriment maintenant en fonction de yy, 743
Y1 V3¢- En effet

. sina sin o
SIN top = 2 = — 2 08y, = —COb Y, CObY.
22 sin ’ 22 Y21 VELD
S Yo V36
COS Y9y COS Yag
COS Qg = = ,  COS Qg = — 138
SiN a4 sin yy,
. sina. sina,
8in gy = ——3 = — —38  coga,, = —coty,, cot
32 sin 32 Y14 V36>
S yqq 111 Y36
cos cos
COS ay) = ——— 14 Yia - o Ogg = — 22 Yas
810 Y36 S Y14
(62,3) sin sin
N a. S a
Sinag,=——2= —=—718  cosay,= —COoty, COty,s,
SINyyq SIN Y43
cos cos
oS ay, = 11 cosa;s= L)
SIN Y4q sin yy,
. sina, sina
Sinag=——t= —"—1 cosa,y = —Cotyy coty,s,
BID Va1 SID Y43
cos cos
008 Gy = 2l COS Q gy = — ——l23 Yag
Sin y,q sin yy,

H?
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ceux des a qui ne figurent pas dans ces formules étant égaux & ceux qui y
figurent. Les valeurs des a données par les formules (50, 3) satisfont
identiquement aux conditions qui expriment que les plans diagonaux des
angles tétraedres II et V sont perpendiculaires, ainsi qu’aux relations
entre tangentes qui ont lieu & chaque axe de ces deux angles tétraedres.

Non seulement les constantes de I’angle tétracdre V sont-elles égales
4 celles de l'angle tétraedre II, mais aussi les diedres de ces deux angles
tétraédres sont-ils constamment égaux. En effet, on a

by = —t1y = —lg; = 13, etcC.

On sait qu’a chaque forme de 'angle tétraédre II correspond une seule
forme de l’angle tétraédre III, que ce dernier soit considéré comme
appartenant au groupe I, IT, III, ou qu’il soit considéré comme appartenant
au groupe IT, IIT, IV. D’ailleurs, cette forme doit étre la méme dans les
deux cas, parce qu'elle est toujours déterminée par la connaissance du
diédre B;;. Ainsi & chaque forme de ’angle tétraédre IT correspond une
seule forme des angles tétraédres I, 11T, IV, et VI, lesquelles formes sont
compatibles entre elles. D’autre part, la forme de 'angle tétraedre V
donnée par

bis =1lag, lys =119, lo5=139, l35=1g

est compatible avec celles des angles tétra¢dres I, III, IV, et VI, lorsque
I’angle tétraédre II a une forme donnée a I’avance.

11 est & remarquer que les axes de la diagonale I, III, IV, VI sont dans
un plan, et que la figure est parfaitement symétrique par rapport & ce plan.
Si j'avais pris certains des angles tétraedres I, I1I, IV, VI bi-isogones
supplémentairement, il 1’y aurait pas eu cette symétrie parfaite. Iln’y
aurait eu qu’'une sorte de symétrie algébrique.

Pour construire un modéle de ce mécanisme on n’a qu’a se donner
arbitrairement quatre constantes vy, y43, Y140 ¥s6- LOus les angles faciaux
seront alors donnés par les formules (52, 3). Pour avoir les rapports des
sinus des o positifs, on doit prendre ces quatre constantes telles que sin y,,
et siny,, soient positifs, et que siny,, et sinyy soient négatifs. Pour
avoir un mécanisme réel il faut que les carrés des cosinus des deux angles
Ya1> V1a SOient inférieurs aux carrés des sinus des deux angles y,3, ys4.

53. Résumé et exemple numérique du précédent. Ce cas de
déformabilité du mécanisme de Kempe sur la spheére est composé de deux
angles tétraédres irréductibles, a plans diagonaux perpendiculaires,
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n’ayant aucun axe en commun, et de quatre angles tétraddres bi-isogones.
Les angles tétraédres bi-isogones sont disposés de telle maniére que le plan
de symétrie (du moins algébrique) de l'un prolonge ceux de ses deux
voisins. Les propriétés principales de ce mécanisme sont les suivantes :

1. Aux axes des deux angles tétraédres irréductibles la somme
des deux diédres constants est égale & 2.

2. Dans des circonstances favorables le mécanisme est parfaitement
symétrique par rapport au plan des quatre axes qui ne sont pas ceux
des deux angles tétraedres irréductibles. Dans toutes autres cir-
constances cette symétrie est simplement algébrique.

3. Tous les diédres constants dont les axes sont ceux du plan de
symétrie sont droits.

4. La déformation est de genre un.

5. Le nombre des constantes arbitraires est de quatre.

Pour avoir un exemple numérique je me donne arbitrairement les quatre

diédres constants qui sont marqués yay, Va3, Y1er Y3s SUr la figure (47, 1).
Soient

5

; —4 : — 12 ; — __15 ; — 24
Silygy =3, Sy = 1%, SllYy,;3= —37, SMYyz3= —33%,
— 3 — ¢ — 8 —
COS Y9y =75, COBYy1y = 73 COSY43= 77, COSY3= g3

Les formules (52, 3) donnent alors

sin ay; = sin ay, = 0,7806244 COS ay; == COS ay; = —0,625000
sin ag; = sin a,, = 0,916235 COS a4, = COSay = —0,400641
8in a,5 = sin ay, = 0,975781 COS a5 = COS ayy = 0,218750

8in ay5 = sin a,, = 0,974996 COS ayg = COS a5 = 0,222222

sin ag; = sina,, = 0,916515 CO8 ags == COS ay, = 0,400000

sin a,; = sin ag, = 0,992588 COS a5 = COS agy = 0,121528

sin a3 = sin ayy = 0,9367494 €OS 45 = COS ay3 = —0,350000
Sin ag; = sin a,; = 0,808690 COS agq = COS a3 = —0,588235+4-
sin a;y = sin a,, = 0,8999964 COS a;, = COS ay, = —0,4358974
sin agy = sina,, = 0,733212 COS ag, = oS ayy = —0,680000
Sin a4 = sin ayg = 0,8602904 COS a4 = COS agg = —0,509804

8in azq = Sina,e = 0,952884 COS agg = €OS agq = —0,303333 -
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54. Quatriéme mécanisme. Quatre angles tétraédres bi-isogones
et deux circonscriptibles. Si le groupe d’angles tétraédres 1, 1T, IIT est
de la forme donnée par (44, 1), (44, 5), et (44, 6), tous les autres groupes
de trois angles tétraédres du mécanisme doivent étre de méme nature.
En effet, le groupe II, I1I, IV, qui est déja caractérisé par les conditions

(54, 1) Sina, Sinag,  sin%ay Ugg =gz, g3 =053 Yz +Yaa=0
’ Sinay, Sina,, sin%a,,’

tygtagy —Ogy— g =0

ne peut appartenir a d’autre cas de déformabilité que celui qui est complété
par les conditions suivantes:

O34 = Qgy, Qg4 = 0ygg, Va3t Y16=0, Yaatvss=m,

. . -
sina,y Sinag,  Sin%a,,

. : = =2,
(54, 2) < sinagsina;, sin?ay,

COS a3 COS 0lyy—COS dgy | COS Gyy COS Ay3—COS Oyy
L Sin a5 Sinay, Sin a4 SiN ayy

0,

(Je laisse de c6té le cas ol I'angle tétraedre serait bi-isogone supplémentaire-
ment.)

Les conditions de déformabilité du groupe I, II, III que je n’ai pas
encore récrites sont

[ — — — —
0y =gy, Gy =0g;, Yoot V15 =7, Va3 tY36=0,

sinayy sina;, _ sinay,
(54, 3) < sinag, sinag, sinZay’

COS 043 COS 01;—COS Gyy | COS Qg COS 0y —COS Qg
L sin a,5 Sin a4 Sin agg Sin ag,

0.

Les choix que j’ai faits en écrivant y,,-+v35 = 7 €t vy -+ 7,15 = 7 sont, bien
entendu, arbitraires. J’aurais pu écrire y,,+7y35=0 et yy+7y;; = 0.

Quand les formules (54, 1), (34, 2), et (54, 3) ont lieu, les deux
groupes I, IT, I1I, et 11, I11. 1V sont déformables séparément. Il s’agit de
les rendre déformables ensemble.

Quand on donne une forme & l'angle tétraédre 1II, celles des angles
tétraedres I et IV sont uniquement déterminées. D’une part et d’autre
celle de 'angle tétraedre I1 'est aussi. Il faut que les deux déterminations
de 1’angle tétraedre 11 ainsi obtenues coincident. La valeur du diédre B,
étant la méme dans les deux cas, il suffit pour cela que les valeurs de ¢, et
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de t,, données par

b — . — 8in (09 —ay;) 1/8834-sin(ay +ayy)
3278l 28inayy 1/ty,

(64, 4) (tag = ts)s

Sin (o, —ag,) 1/t3;4-sin (a4 4-ayy)
2 8in agy 1/t54 ?

b

l. —lyp =ty =
satisfassent 3
(54, 5) t3o—byt3s—b,’ =0, ou b, =b,—1.
On sait déja que

sinagsina, sin*ay; _ sin’ay,
SiNage Sinag, sinfa,;  sin ey,

moyennant quoi, les conditions pour que (54, 4) et (54, 5) aient lieu
identiquement sont

tgay; _ tgay,

2. — eo? 2. — ool
CO8“ a4, = COB“a CO8° ey = COS“Qgpy.

) 14 115 24 21

tgay  tgay

J’adopte la solution donnée par
(54, 6) apytoan =7 aytay=m.

Maintenant 1'ensemble des deux groupes I, II, ITI, et II, III, IV est
déformable. Onn’aqu’a procéder de méme dans les groupes IV, IT, VI, et
VI, 11, I pour avoir les conditions nécessaires et suffisantes pour que le
sous-mécanisme composé des angles tétraedres I, II, III, IV, et VI soit
déformable. On trouve ainsi les conditions suivantes :

Qgq =0y = T—0gy — T 0, Ggq—Ogq—T — Uz =70y,
Qg = Qg =T—0g3 =T —0Ug3, O16=Qgg=T—03g3=T"—0g3,

Qg Fage—ag—ay, =0,

sina,, sina sin?a sin a;, 8ina sin? adi3
(64, 7) < 12 42 11 12 sz St ,
sin ay, Sin @ sin%ay;’  sinay, sina Sin? agg
22 32 21 22 42

COS Q97 COS @ 3—COS A9 , COS gy COS Qg —COS Ay 0
sina;, sina;s Sin a,g Sin ag

3

COS a3 COS 0y -+COS a3y | COSayy COS Ap3{-COS oy 0
L sin a,g Sin ay, Sin a;; sin ay;
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Les y satisfont &

[ Yoot V15 =7 Yazt¥3=0, ¥Yutyu=0,
(54, 8) {! Yao+ Vs =7 Y1e+vs=0. yut+yu=0,
‘ Y12t Yes =7 Vet v:3=0, yu+v,u=0,

t‘y32+')’4557"> Yis+v13=0, v5+yu=0.

Les relations de la premiére colonne de (54, 8) et les deux derniéres de
(54, 7) donnent

(54, 9) Q5= Q19 (g5 = Oy, G35 =03y, Oy5= Q4.

Les relations des deux derniéres colonnes de (54, 8) sont identiquement
satisfaites par les valeurs des y données en fonction des a.

Grace & (54, 9) la considération des groupes de trois angles tétraedres
contenant ’angle tétraédre V n’apporte rien de nouveau. On sait donc
qu’a une forme donnée de 1'angle tétraedre III correspond une seule forme
du mécanisme entier, lequel est déformable.

Si P'on résout les deux derniéres de (54, 7) par rapport a cosa,; et a
CO8 ay3, ON trouve

008 au. — 205911 SN @y COS ay; SiNay,
b sin (a4 —ay,) ’
(54, 10)
08 coS ay,; Sinag,+CoOS ay, Sina,,
A3 — v .
1 sin(agy—a;s)

Pour uniformiser rigoureusement les constantes de ce mécanisme il
faudrait avoir recours aux parameétres hyperboliques du No. 27. Comme
on ne reverra plus ce mécanisme, je ne trouve pas qu’il mérite une étude
aussi approfondie. Pratiquement, on peut trouver des solutions nu-
mériques des équations qui donnent les conditions de déformabilité, sans
que l'uniformisation des constantes soit compléte. Seule la définition
précise des domaines de réalité reste & peu pres impossible a faire sans
Puniformisation. On y parviendra par des procédés de tdtonnement.

Je commence donc par me donner arbitrairement quatre constantes
Qg Gg9, Ogg, 04, COMprises entre 0 et 7, et telles que

049 = Ayt agp—ag,

soit compris entre les mémes limites. Je prends a,; de telle fagon que
sin ay,, défini par

. . /8in a,, Sin a,
(54, 11) sinag =sinay,; \/ (éi—ﬁ_gg—sﬁ;g) )
Q2 42
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soit inférieur &4 1 en valeur absolue. J’adopte alors 'une des deux
déterminations de a,, ainsi obtenues. Les angles a,; et a,, seront donnés
par (54, 10). C’est la ol les considérations de réalité deviennent douteuses.
On voit pourtant qu’il convient de prendre les constantes originales de
telle fagon que sin(a;,—ay,) et sin(ag,—ay,) soient relativement grands et
cosay; et cosay relativement petits en valeur absolue, afin que les ex-
pressions de cos a,; et de cos a,, soient inférieures & 'unité. Dans ce méme
but on peut de plus disposer convenablement des signes de cosa,; et de
cosay. Les autres angles faciaux seront alors donnés par (54, 7) et (54, 9).

En se donnant a,; on doit également faire attention & ce que la valeur
de cosy,, donnée par (38, 2) soit inférieure & un en valeur absolue. En
vertu de (54, 8) tous les diédres y sont réels quand y,, 1’est.

Les deux équations

Sin a,, Sin ag, _ sin®ay3  COS @yq COS 0lyy—COS Gy __COS ayp COS ay3—COS ayy
Sinay, Sina,,  sin®a,,’ SN aeq SIN gy Sin a,, Sin ayg

qui sont les seules dont je n’ai pas tenu compte, sont satisfaites identique-
ment par les valeurs des a dont je viens d’exposer le calcul.

55. Résumé et exemple numérique du précédent. Ce cas de
déformabilité du mécanisme de Kempe sur la sphére est composé de deux
angles tétraedres unicursaux n’ayant aucun axe en commun, et de quatre
angles tétraedres bi-tsogones. Ces derniers sont disposés de maniére que
leurs plans de symétrie (du moins algébrique) aillent de 'un & ’autre des
deux angles tétraédres unicursaux. Les propriétés principales de ce
mécanisme sont les suivantes :

1. A chaque axe la somme des deux diédres constants est égale
80it & 7 soit & 27,

2. Deux angles tétraédres conjugués ont leurs angles faciaux
correspondants soit égaux soit supplémentaires, les angles faciaux
correspondants étant ceux qui ont le méme premier indice sur la
figure (47, 1).

3. La déformation du mécanisme est de genre zéro.

4. Le nombre des constantes arbitraires est de quatre.

Pour avoir un exemple numérique je me donne arbitrairement les quatre
angles a,q, agg, Ggg, Gg3.  SOi€NE

(65,1) a1, =115° g =40° ag,=25° a;;=80°; d’olt a;=130°
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Je prends dans les tables de M. Andoyer les valeurs suivantes [cf. (54, 9)
et (54, 7)]:

(8in a5 = sina,, = 0,906308 Sin agy = sin ay, = 0,422618+
COS a5 = COS ayy = —0,422618+ cos ag; = cos ag, = 0,906308

8in ay; = sina,, = 0,642787 Sin ay; = Sin a,, = 0,766044
(65,2) 1
COS ag5 = COS agy = 0,766044+4  c0s ay; = COS 0y = —0,6427874

sin ayy = sin a,, = sin ay, = sina;; = 0,984808

CO8 a4y = COS @yy = —COS Gy = —COS ay; = —0,173648
La formule (54, 11) donne alors [¢f. (54, 7)]
Sin ag, = SiN ay, = 8iN ay; = Sinag, = 0,616019-4
(85, 3)
CO8 a4 = COS 09y = —COS Ay = —COS ag; = —0,787731

le signe de cos a,,; étant choisi arbitrairement.
Ensuite les formules (54, 10) donnent [c¢f. (54, 7)]

( sin a;q = 8in agg = Sin a3 = sin ag; = 0,616553

COS a1 = COS Ggg = —COS 043 = —COS agqg = 0,787313+
(55, 4)
8iN 0gg = SIN 044 = 8iN 095 = SiN a,3 = 0,699067

CO8 Qgg = COS Gy = —COS Qlyg = —COS a3 = —0,715055-

Les valeurs des sinus et celles des cosinus de tous les angles faciaux du
mécanisme, dont les constantes arbitraires sont données par (55, 1), sont
ainsi données par les formules (55, 2), (55, 3), et (55, 4).

56. Cinqui¢me mécanisme. Deux angles tétraédres totalement
décomposés et quatre irréductibles. Si le groupe d’angles tétraédres
I, 11, I11 appartient au cas de déformabilité exposé au No. 45, il faudra
évidemment que tous les groupes de trois angles tétra¢dres comprenant
Iangle tétraedre [ appartiennent & ce méme cas. En effet, les angles
tétraedres II et I1I sont irréductibles et aucun groupe ne peut avoir deux
angles tétraedres totalement décomposés sans que le troisiéme le soit aussi.

Comme Yhypothese (21, 2), qui jusqu’a présent n’a pas été génante,
apporte maintenant des obstacles au point de vue de réalité, quand les
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angles faciaux des angles tétraédres V et VI sont numérotés de la fagon
indiguée sur la figure (47, 1), j’ai cru utile de numéroter & nouveau ces
angles. La figure (56, 1) donne le nouveau numérotage. Comme le
mécanisme préliminaire composé des angles tétraedres I, II, et IIT n’y
subit aucun changement, 'analyse du No. 45 est encore valable.

Je suppose que I’angle tétraedre I se décompose de la maniére suivante :

¢
011 =0g1;  CGg) = Oy,
(56, 1)

by ls = 81: = €1by, b1 = €13

5, = Sin ay;— €; SiNayy
sin(a;q—ay;)

s €12= 1’

Les conditions (45, 7) et (45, 10), et celles qui s’en déduisent & vue,
quand on compare le groupe I, II. IIT avec tous les autres groupes qui
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comprennent ’angle tétraédre I sont

YautYua=rutyu=yYa+rua=vatyu=0,
Y3t Vs =713t Y6 =0, Yoot Vi5=7Vst+vss=7;
My == My = My = My,

Cp=C3=1C5=0Cq, @y=0by=a;=bg,

(56, 2) <
[ N ) 2 A Y S N 2
€ =¢y =c¢ =¢g, ay =by’ =ay =by;
5, = Vs Doy Sinagsinagy _ vePa Sin a,y SiN ayg
Sina3 SINay3  —Mp Py Sl ag SIN oy ks Pas
I —— Pig  SiNoagsSinay;  —vePig  Sinag, sina;,
L SN a,3 811 a3z s P35 SIN agg S1I1 gq H2 P32

Moyennant (18, 5) et (16, 5), ces formules ont la solution elliptique
suivante :

Ya=Ys=Y5=7%6 a=Py=0;=P

S, _faa L“_G f“s f“s
B 1B fBs LfBy

(56, 3)

d’ol

(56, 4) { flgs = & fBs fag= s1.70“3’
f'(%‘"l“‘ﬁs) = & ' (w1—PBa)s ['(Fw;—a) = flfl(%wr"'aa)-

Soient, & la maniére de (50, 1),

£y = gy , b= g , by = if’”qs,
Iy Jvs fvs
tyy = ;f Ugs , fag= of “23’ bys = g5
f(Fwi—ye) fag S(Gwi—ys)
t32 = @fuaz ) t33 = l@fuss_ E) t35 = zfu35 3
(56, 5) /B J(Fw;—as3) IBs
o — _ fugy bys = fthg , b= _ Ufuys
“ f(‘]‘wr“ﬁz) Sf(Fwi—7ys) f(‘l‘wl Bs)’
— lifﬂﬁ - ifu36
1 Jre’ % f(Gw,—ag)’
b — e b g u“
. 2 Jag’ 4 f (Fw—
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et & la maniére de (50, 2),

[ Ugg—Ugy = F; — 0y, Uys—Ugs = §1—ag
Ugo—Ugy = W) +ay, Ugs— Uy = wy+as,
Upe—Ugy = —(Jw;+0y), Ups—Uys = — (3w, +aj),
Ugp— Uy = wy+ay, Ugs—Uy5 = w;+as,
Ugy—Ugy = Fy, Ugs—Ugs = w0y,

Ugy—Uqp = L Ugs— U5 = FW
22— U1 = 3w, 25— W15 = 3Wq,
(56, 6) ] N N

Uyy—Ugy = f; —Ps, Ugg—Uge = Fw1— P,
Ugy—Uyg3 = w1+ B3, Ugg—Ugg = w1+ B,
Ugg—Ugz = —(Fw1+B3), Uge—Uze= — (Jw;+B¢),
Ugz— U3 = w1+ Ps, Uge— U1 = W1+ Pss
Ugy— U3 = 0y, Ugg—U16 = 0,

L Ugg—Ugy = Fy, Ugg—Ugg = ;.

Les couples II III, III V, V VI, et VI II sont tous de la catégorie 4 ;
je puis done poser, [cf. (50, 5)],

(56, 7) Upg=Ujptwy, U =Ugtwy, Ug=Upstwy, Ugy=Uyg+w;.
Les équations (56, 1) et (56, 2) donnent

14 t
t =~—i2-=et = —¢€ 235
23 81 126 181’

ce qui peut également s’écrire, moyennant (56, 3) et (56, 5), sous la forme
suivante :

(56, 8) Stag = —fttgy = fitgg = —fuigs.

D’autre part les équations (56, 6) et (56, 7) donnent, en vertu de
(56, 3),

Ugg = Ugg W1 = Ugg = Ugs+w;-

Comme ceci est compatible avec (56, 8), le mécanisme est déformable
jusqu’a présent. 1l reste & voir ce que devient I'angle tétraedre IV,
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Les relations

Yatru=0, yutvu=0, va+ru=0 va+yu=0
donnent
({f2ag+f2By—2e fog fBy cOs ayy} f 20y
—2{f30, f2Bo+m(f2a3+[2Bs) +m*—1—f" a5 f' 5 cos agy} fRag =0,
(56, 9)4 U 20sf2Bat-m(f®astf2Bs) F-m?—1—f"ay ' B, cosay} f 2 a
—2{f?ag+f*By—2fa; fB; cos agy}f2a, =0,
[ as S Bs _ [ Baf g

Cos ayy = Cos a. COS agq == 3 cosa,
T Fagf By T 0T g e, R

.

ce qui montre, en vertu de (56, 4), que langle tétraedre IV est forcément
totalement décomposé. Ceci répond & la question laissée en suspens au
début du No. 50, quand j’ai remis & une place ultérieure la considération
d’un mécanisme composé de cinq angles tétraedres irréductibles et d’un
angle tétraédre totalement décomposé.

Je suppose que l'angle tétraédre IV se décompose a angles égaux.
Soient donc

- — 2 __ . .
A =0y Oy=0yy € =1, Sin oy, — €, SiN agy

£ sin (a14—agy)

tiatoy = 84’ lag = €4lyys  lag = €4ty

Yast Ve =Y1e TV =0, Vit Vss=Yosty2=7;

(56, 10) 1 . . . :
S, — — V3 P43 SlN agy SIM Ay — Vg Puag 81N ag5 SIN ayg
= = - == -
SIN agg SI1 033 Mo Pag SN Q3q SIN Agg M5 Pas
05— V3 P33 sinags sinoy; VePas_ Sillagy Sinay,
(4T sinaggsinag —psPys Sinaggsinayy  —py Py

En vertu de (16, 5) et de (56, 3), les relations précédentes donnent

(56, 11) 8§, =

(3w 1—03) f(% 1_%) = ¢ f(2w1—a3) f(%wl’_ae)
(3w —/32 f‘z ”'135 f 2‘”1—35 4f 2“’1”’:32
d’out

Jf(%wl—ae) = e f(hwy—ag),  fiw,—Bs) = s f(3w—By),
[lag= e [ ay, J'Bs=<af' By

(56, 12)
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Les relations qu’on a établies entre les diédres vy;; donnent de plus

sin a,, sin a,, __Sinag, Sinagy  sinag, sina,; _ Sina;q sinagg
sina, Sinay; SiNay Sina;; Sihap, sina,; SiNagg SiNagy

__sinays sinayg

a
= — : = 2€; €4 g2 = €1 €40y,
Sin agg Sin a,g f?ay

ce qui fait que €, = ¢4, parce qu’on veut que tous les a soient compris entre 0
et 7. Les deux angles tétraédres I et IV sont donc ou bien tous les deux
parallélogrammatiques ou bien tous les deux contre-parallélogrammatiques.

Toutes les solutions communes & (56, 4) et & (56, 12) quand €; = ¢,
sont comprises dans

(56, 13) { 5 =Bat (1—e) Joy,
7 ag = az+(1—¢) fooy.
Les deux équations

__Sina;—e sinay  fag _sinay—e sinay  f(w;—ay)
. sin (aq; —ag;) /B2’ 4 Sin (ay4—ay,) S(Fw—PB,)

peuvent s’écrire des fagons suivantes:

sin Qo1 __ & (f2B—[?ay)
sinay;  fRag+f?By—2¢; fog By cosay,
fPag+f2By—2fa, .ﬂiz COS ayy
€1(f2By—f"as) ’
(56, 14) ) S%na24 — el[fz(%wl_—BZ)—fz(%wl——aif)]
Siayy [ (3o, —By) +f2 (3w —ag)
—2¢; f(3w1—Bs) f(hw;—as) cosay,
J2(Fw;—Bs) + 3 (3w —as)
—2f(3w;—B,) f(3w;—ag) cos ay, .
L & [ (Fwr—Be) —[?(Fwi—a3)]
Puisque fB, et fa, sont purement imaginaires par hypothése, on doit done
avoir

(66, 15) € [fPaz—[f2B:] >0, ¢ [fz(%wl_”a3)"'f2(%w1”‘lgz)] <0

pour que les rapports des sinus soient positifs.
Les équations (56, 9) et (56, 14) étant compatibles par rapport aux
cosinus des angles faciaux des angles tétraédres I et 1V, on ne peut pas les

>
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résoudre par rapport & ces fonctions. On peut pourtant exprimer tous
ces cosinus en fonction de cosa;;. On obtient ainsi

-

COS ag; = COS 14y,

2fay fBa— e (f2az+f2Rs) cos au
JRag+f2By—2¢ fay fBy cosay; ’
f2(Lw1._a3)+f2 2‘“1_:32)

2eq f( o —a3) f(Fw,—Bs)

<f'2 “2) frag+f2Bs—2¢; fag fB, cos “11
2f%a, erflagf’ Bz

f2 2wl—a3)+f2(2w1—/32)

2f (3w, —as) f(3w;—Bs)

COS a4y = COS Ogy =

COSagy = COS ayy =

(56, 16) <

COS ayy = COS Ogq =

(%) (/2B
[2ay) flagf Bl f? “3+f2132'—2€1f0~3fﬁz cosau}
Sin a24 2f a'2 Sln 0.21 el(fz 62—f2 (13) <2f2 az)
(sinay,  f'%ay sinay  fRag+f2By—2e fag fB; cosay \f'2a,/”

Les liaisons intérieures de ’angle tétraédre IV donnent
typ = —O4lgy = €1ly5 = — €10,y
ce qui fait, en vertu de (56, 5) et de (56, 11), que
(56, 17) Jtge = —ftigs = futgs = —fuge.
Or, les équations (56, 6) et (56, 7) donnent
Ugp = Ugg Wy = Uygs = Uggt+ w3,

ce qui est bien compatible avec (56, 17). Le mécanisme est donc dé-
formable.

Ce mécanisme dépend des six constantes a;q, M, ay, By, vy, a3.  En effet,
tous les arguments constants du mécanisme sont donnés en fonction de
ay, Ba» Yas @3 Par (56, 3) et (56, 13). Les formules (18, 7) permettent alors
de calculer les angles faciaux des quatre angles tétraedres irréductibles.
Ensuite les angles faciaux des deux angles tétracdres totalement dé-
composés se calculent au moyen de (56, 16) en fonction de ay; et des données
déja introduites.

On pourrait craindre que les formules (56, 16) ne donnent parfois
des valeurs imaginaires aux angles ay;, a;4, 09 Il n’en est pourtant rien.
L’expression qui donne la valeur de cos ay,, est toujours inférieure a I'unité
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en valeur absolue, ainsi qu’on peut le voir en écrivant I’expression sous
b
la forme
2
1—cos?a (f2as—f?B,)* sin®ayy
21 = 2
{f2 a3+f2By—2¢, fa, fB, cos ‘111}2

D’autre part, le calcul de a,, et de ayy au moyen des formules (56, 16) repose
sur celui du troisiéme angle d’un triédre, lorsqu’on connait ses deux autres
angles et le diédre fait par leurs plans. On sait que ce probléme n’admet
pas de solution imaginaire quand les données sont réelles.

Les angles faciaux des angles tétraédres irréductibles et conjugués
satisfont aux relations suivantes:

r

sin G5 _ Sinas; Sinagy  Sinag
= = = = ,
sinajy, sina,, sinaz, Sina,,

Sinag__ SiNag  SiNags _ SiNa
sina;3 Sinayg; Sinagy Sinag’

(56, 18)

1 CO8 a5 = €; COSay, COS 0y = € COS g4
COS g5 = €; COS a9y COS 09 = € COS Qyq
COS ag; = €; COS agy COS agg = €; COS azy

| COS a5 = €, COS Ay,  COS Gz = €; COS ayg.

Lorsque —1 <m <1 les formules d’addition (56, 3) s’écrivent dans la
notation du chapitre IV de la maniére suivante :

(56, 19) Ca=Cy=C5=Cq, Ay=by=a5;=0b,,

[mod (2K+2:K’, 2K—2iK")].
On vérifie aisément que

H2K ©20H (a;—b,) H(az+b,)

fPag—f?By =2 02K 0%a, 02b, )
H:K0O*0H (by—az) H(b,+a
[P(w—ag)—f2(3w;—By) =2 @2 K(Hz a3 3})12 b( 3),

moyennant quoi les conditions (56, 15) peuvent s’écrire
(56, 20) e; H(az—by) H(ag+b,) > 0.

On n’a qu’a se rappeler que la fonction Hv est positive lorsque v est compris
entre 0 et 2K, et négative lorsque v est comprisentre 2K et 4K, pour choisir
az et b, de fagon que la condition (56, 20) soit remplie.
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Les formules (56, 16) se traduisent comme suit :

( COS ag; = COS ayq,
O(K—a,) Hb2+Ha,3®(K——b2)
Ha, ®(K—b,) " ©(K—az) Hb,
H2 (K —a,) 20,4+ H?(K—b,) Q%a,
—2¢; Oa; Ob, H(K —a,) H(K—b,) cosayy
Ha, Hb, O(K —a,) O (K —b,)
% H2a, 0% K —a,)
®2a, H2(K—a,)’
O (K —a,) Hb, +}IOL3€~)(I( b,)
Ha, ®@(K—b,) ' O(K—a,) Hb,
0K H3(ay—b,) H?*(a3+b,)
" Ha, Hb, 0 (K —a,) O(K—b,)
X {H2(K —ay) ©2b,+H2(K —b,) 0%a,
—2e; H(K—a;) H(K —b,) Oa, @b, cos ay,}

2¢; CO8 agy = 2¢; COSayy =

2 Cosayy = 2 COS ag, =

(56, 21)
% H%*(K—a,)0%a,
02K —a,) H?a,’
COS @y, = COS agy
20a, @b, H(K —a,) H(K—b,)
—e [@2a, HX(K—b,)+02%b, H2(K —a,)] cos Lt
CED) JH2(K —a;)+-0%a; H2(K —b,)
—2¢ Oaz Ob, H(K—a;) H(K—b,) cosa;y
sinay, H2a, 0% K—a,) sinay,
sino,; ©2a, H*(K—a,) sinay,
&1 [HA(K —b,) ©%a3—H*(K —as3) ©%b,]
T H2(K—b,) 02a,+H2(K—a,) 02b,
| —2¢€; Oa; Oby, H(K—a3) H(K—b,) cosay;

Lorsque m > 1, les formules (56, 3) s’écrivent dans la notation du
chapitre IV de la maniere suivante:
[(co=C3+(1—egp€33)t K" =5+ (1— €5 €35) 1 K" = cg+ (1 — €5 €54) 1 K.
(56, 22) ] Ap=by+ (1 —epp )i K = a5+ (1 —eppep5)i K =bg+(1—eyg€15) 1 K’
|L [mod (2K, 42K")].
Les expressions suivantes se vérifient aisément:

02K 020H (a;—b,) H(as+b
f2aa‘f2132:2 HzK((Sz%())%( 2t )

[2oy—ay)—f2 (G, —ps) =2 HE K Hea, Heb,
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En vertu de ces relations-ci les conditions (56, 15) peuvent s écrire comme
suit:

(56, 23) e; H(az—b,) H(ag+b,) > 0.
Comme tout & I’heure les arguments a,, b, doivent étre choisis de maniére

que la condition (56, 23) soit satisfaite.

Les formules (56, 16) se traduisent comme suit :

.
COS ag; = COS ayq,

COS a4y == COS ayy
2€14 €50 O (K —ay) O(K—b,) Oa, Ob,
— &, {02 K—a,) 020, +02 K—b,) O2a,} cosayy
0%(K —ag) @%b, +0O2(K —b,) @%a, ’
- —2e€ €93 €95 O(K —a;) O(K—b,) Oay Ob, cos a,y
2€) €13 €39 COS gy = 2¢€; €5 €95 COS gy
__H(K—a;)Hb,  Ha, H(K—b,)
" Hay,H(K—b,) " H(K—a,) Hb,
O2(K—a3) ©%b,4 0% K —b,) O2a,
—2€; €13 €35 O(K—ay) O(K—b,) Oay Ob, cosayy
Ha, H(K —a,) Hb, H(K —b,)
H2a, H*(K—a,)
O2(K—a,) O%a,’
2€13 €99 COS 0gy = 26,3 €59 COS Oy
_H(K—a,) Hbz—l— Ha, H(K—b,)
Ha, H(K—b,) " H(K—a,) Hb,
. H* K H?(a;—b,) H?(a3+b,)
"~ Ha, H(K—ay) Hb, H(K —b,)
X {0 K —a;) O2b,+0%*K—b,) O%a,
—2¢€; €13 €35 O (K —a3) O(K—b,) Oag ®b, cos ayy}
0*(K—a,) O%a,
H?q, H}(K —a,)’
sinay  H2a, H2(K—a,) sinao,
sina;; ©2a,0%K—a,) sina,,
N € [0*(K —b,) ©%a;— 0% (K —as) ©2b,]
Q2K —b,) O2a,+ 02K —a,) ©%b,
—2€ €13 €35 O3 Ob, O (K —ag) O (K —by) cosay,y

X
(56, 24) 1

L

Pour construire un modéle de ce mécanisme, on commence par se donner
m > —1. On calcule k alors, soit au moyen de (31, 3) soit au moyen de
(32, 3), suivant l'intervalle dans lequel m se trouve. On se donne ensuite
les arguments a,, by, ¢,, a5, assujéttis aux conditions de réalité détaillées

12
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au chapitre IV, et & (56, 20) ou & (56, 23). Les arguments b;, c; seront
alors donnés par (56, 19) ou (56, 22). Ceci fait, les formules (33, 1) et
(33, 2) permettent de calculer les angles faciaux des angles tétraedres II
et III, et les formules (56, 18) ceux des angles tétraedres V et VI. Pour
avoir ceux des angles tétraédres I et IV on doit encore se donner a,,, apres
quoi les formules (56, 21) ou (56, 24) donnent les valeurs de ces angles.
Les déterminations des sept quantités c;, €5, €30, €39, €13, €33, €33, dOnt les
carrés sont égaux a l'unité, sont complétement arbitraires.

En se donnant a;; on doit faire attention a ce qu’il soit tel que cosyzg
donné parla formule cos y4 = (€08 ay; COS azy—€; COS aq3)/(sin ay; Sin ag,) soit
inférieur en valeur absolue a 'unité. En vertu de (56, 2) et de (56, 10)
tous les diédres y sont réels lorsqu’un seul d’entre eux I’est.  On se rappelle,
du reste, que la réalité de a,, dépend de celle de v,,.

57. Variante du mécanisme précédent. Je vais étudier maintenant
le mécanisme analogue au précédent dans lequel les deux angles tétraédres
totalement décomposés se décomposent & angles supplémentaires. Tous
les groupes de trois angles tétraeédres seront du type (45, 12). Soient

-

optag =7 aytan=m, aytay=m, ayfay=m,

— ’ i ’ — rQ
tia =04 toy =€,/ b3y = —¢€,/ 8, ty,
. , . . , .
5, = Sin aq;-+€; Sinay, S = Sinay+€, SiNag,
= . s = .
Sin(ay —ayy) Sin(agy—aq4)

6?=¢P=1, ly =08ty =¢'ty=—e0 ty;
Y23t 736 = Yas T V16 = Va3t Y26 = Y13+ Va6 = Y22 T 715
=YtV =YetYs="YtYs="7,

Yatru=vutyu=yatyu=yan+yru=0;
— —_ _ [ N B
Ca=C3=C5=0Cq Cy =C3 =C5 =Cq,

(57, 1) < . b - b ’ b ’ ’ b ’
Ay =03 =05 = 0g, ay =03 =a5 = 0g,
My = Mg = My = My
J = V3 Pasg SiNagy SiNag,  —vePps  SiNags Sinay,
Sl a3 SN a43 Mo Pos SN a; ¢ SIN a4q Hs P25
N vaPrs  SiBagssiags  vePye Sin a,y SiNay, .
S agg SIN a33 M5 P35 SIN agq SIN agg Ha P32
L= v Pas sinaj;sinay;  —vyp,;  Sinog, sinag,
SIN Ay SIN azg H5Da5 SN g3 SIN g3 H2Pas
N —— vePye  SiMagySinagy V3 Pas Sin agg sina,;
L S a;q SIN a,q HaP12 SN a3 81N a,3 Hs P15

la notation étant encore celle de la figure (56, 1).
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On aura, comme avant

Ve=V3=V5=Ve Gp=P3=a5=f,,

Sr:_.fﬁ_ rfa?,_IEe__ s fag
1

Bt fBs T Bt fBy

§./ — _f(%wl”“as) —c » fGwy—ag) — JGw,—as)
! S(Gw—B5) 4 fGwi—Bs)  f(3wi—Bs)

(57,2) A

—-—e,’ fEw,—as)
- * f(Gw—B5)’
d’out
(fBs = —e'fBas  [fog=e1'fag, ['(3w1—Bs) = —e'f'(3wi—Pa),
(67, 3)  f (Gwi—ag) = &/ f'(Jw;—as), S, —Bs) = _51,0%‘”1“‘/32):

Lf(Fwr—ag) = € f(Rwi—ay), [f'Bs=—¢/f Ba [ ag=¢/f as.
Les liaisons intérieures des angles tétraédres I et IV donnent
(57, 4) t3=38, tyg = _€1It35 = €81 byg, by =1384tyg= —¢, = €484 ts.
On peut encore adopter la représentation paramétrique donnée par les
formules (56, 5), (56, 6), et (56, 7). Si I'on substitue dans (57, 4) les
valeurs des ¢ données par (56, 5), on obtient, moyennant (57, 2),
(57, 5)  fusy = —fugy = fugs = —fige, fbys = —fthge = fityy = —[flgs.
D’autre part, I’élimination de certains % entre (56, 6) et (56, 7) donne,
comme auparavant,
Ugy = Ugz+ W1 = Ugs = Ugg+ Wy, Uys = Uggt W3 = Uygy = Ugz+w;.

Comme ces relations-ci sont compatibles avec (57, 5), le mécanisme est
déformable.

Il reste & exprimer les relations qui lient les deux angles tétraedres
décomposés. Les relations

Yo TYau=YutvYua=Yatra=yat+ru=0

(2{f2asf2Bo+m(f2ag+f2By)+mi—1—e) f asf’' By cOSarg} f2ay
—{f2ag+f2By+2¢, fasfBy cOs 0y} f2ay =0,

{f2agf2Botm(f2ag+f2By)+m2—1+f ayf' By cosag}f?a,

(57, 6) —2{f2ay+[2By—2f0;fBy cOS ag}fPa; =0,

Sinay, Sinay;  Sinay, Sinagg _ Sinagy Sinays _ Sinag sina
Sinay, Sinoy,  Sihay, Sina;;  SiNag, SiNag;  SINdgz SINagg

donnent

__ sinagg sinag

2a, ,

= = 2¢, ¢,/ = = ¢ €,/ Q.

< i 1 €4 Fr7g 1 %4 2
Sin oz, SiN g f2a,

’ ’
Done ¢, = ¢,".
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Or, les deux équations

5. — sinay;;+¢'sinay,  fog 5./ — Sinay+e sinay,  f(Rw;—ag)
0 - — 25 - n -
Sin(ag; —ayy) fB sin(agy—ay4) f(3w;—PBs)
peuvent également s’écrire de la maniére suivante :
Sinag &' [fPaz—f2Bs]

sinay;  foyf2By+2¢) fag fBy cOS ayy
— J2ag+[f?By—2fa, B, cos ay
€' [f2az—[f2B,] ’
(57,7) s%n g _ e [f2 (3w —ag) —f2(Jw;—B,)]
Sinay  f2(fw;—ay)+f2(Fw;—PBe)
—2¢ f(3w;—03) f(3w;—By) cos ayy
[P(Ewy—ay)+f2 (3w, —By)
+2f (Jo,—ag) f (3w, —B,) cos ayy
L €1I [f2(3w;—as) —f2(3w;—PB,)]
Puisque fa, et f, sont purement imaginaires, et f(§w,—as) et f(3w,—pB,)
réelles, on doit donc avoir, comme auparavant,

(57, 8)  &[fraz—[f2B,) <0, & [f*(iw—a5)—f2(3w;—PB,)]> 0.

Sil’on résout les équations (57, 6) et (57, 7) par rapport & cos ay;, COS ayy,
COS ay,, On trouve

-

COS tgy = —COS tyy,

_ [2Go1—a3)+/*(Gw;—B)

008 Gaa = 008 = T Gy —a) [ (hoy—B)
_ (2f2 “2) [f2az—f%B,]?
f2ay) frogf Bal f2ag+f2Bat2€y fay fB, coOs “11}’

&' [f2a5+[?Bs] cos ary+2fas fB,
JRag+f?Ba+2€; fas [By cosayy

f2(%w1"—°'3)+f2("}w1—i32)

—¢&;’ COSag =€ COSay, = T

?f(%wl-aa)f(%w1—ﬁz)

_ <f’2a2> J2as+[?Bs+2¢) fas fBs cOs Y
2f%a, S asf By

Toutes les solutions elliptiques des équations (57, 3) sont comprises dans

(57, 10) Bs=By+(1+¢')jw, ag=o03+(l—¢’)jo;.

(57, 9) -

—CO8 @yy = COS ayy ==
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Celles-ci et les formules d’addition (57, 2) font savoir que

-

sina;;  sinay;  Sinagy  sinag
: = — = = = ,
Sina;, Sinay SiNag, Sinag,

Sinag _ SiNags _ SiNags  SiNay,
sina;; sinoy Sinaz; sina,s’

(57, 11) 1 cosays = —¢;’ cOSay,, CoSaq= €;’ COS a3,
COB g = — €, COS Qyg, COS g = €;’ COS ayg,

COS 0g5 = — €, COS agy, COS 035 = €;’ COS g3,

| COS ags = —¢;’ COS ayy, COS a4 = €;’ COS ay3.

—~

On constate facilement que toutes les formules depuis (56, 19) jusqu’a,
et y compris, (56, 24) sont encore valable au No. présent & condition que
le symbole ¢, soit remplacé par —e,". Il est inutile que je récrive ces
formules. La construction d’un modeéle se fait de la méme maniere qu’au
No. précédent.

58. Résumé des deux Nos. précédents. Exemple numérique,.
Ce cas de déformabilité du mécanisme de Kempe sur la sphére est composé
de deux angles tétraedres totalement décomposés, n’ayant pas d’axe

commun, et de quatre angles tétraédres irréductibles. Ses propriétés
principales sont les suivantes :

1. La somme de deux diédres variables, ou de deux diédres
constants, ayant un axe en commun est égale soit & 7 soit & 2.

2. Les quatre angles tétraédres irréductibles ont tous le méme
invariant.

3. La déformation est de genre un.

4. Deux angles tétra¢dres irréductibles conjugués ont leurs angles
faciaux correspondants soit égaux soit supplémentaires, les angles
faciaux correspondants étant ceux des angles tétraedres (LI, V),

(111, VI) de la figure (56, 1) qui ont le méme premier indice sur cette
figure.

5. Le nombre des constantes arbitraires est de six.

6. Aucune relation ne lie les constantes du méme angle tétraedre
irréductible.
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7. Au cours de la déformation du mécanisme chacun des deux

angles tétraedres totalement décomposés conserve sa déformation
initiale.

Pour avoir un exemple numérigue de ce mécanisme je prends pour

P’angle tétraedre II celui du No. 35.

(58,1) m=cos 50°, k=sin65°, k'=cos65°, a,=$3K, b,=

On aura

Soient en outre, d’aprés les formules (56, 19),

(58, 2)

41
a;= 31K,

d’oli, en vertu de (56, 23), ¢, = —1.
Les fonctions Eta et Théta des arguments a,, b,, ¢,, b;, ¢c; sont données

par les formules (35, 3).

—q.=85
by=a,=§3K,

— — 47
632022—9—61{,

Je prends dans les tables de M. Hippisley les

valeurs suivantes de ces mémes fonctions de I’argument a, :

(58, 3)

%ﬁ}{é = 0,639432+
E(ﬁ}“_*) — 0,740255-+
%%Q — 1,231039
_,._@(Ié 3“3) — 1,305948
H_(‘;;Eb?») = —0,391635
.}&’I‘{‘;{ﬁbﬁ — 0,906819+
Q&é%b_s) — 1,088690
@_@T(;Ts‘*‘l’s_) — 1,448847
}_I_(%%b—ﬂ — 0,958011 -+
—0,264307

H(K—a3—bg)
7

®(a3+b3) _
00 = 1,497172

(NK_—(;Z)s—bs) — 1,040713+4
EL;E_K_W — 0,999336

@M;@%sia) — 1,000652+
H_VI“{sE_‘.’Q — —0,099929+

9(_1*(6005&3) —1,532337+

H(——a?,’—{—b3+c3) -
et - 0,941058+

H(a;—b3+-c¢,)

R = 0,376002+

H(az+b;—cs)
HEK = 0,847049

H{az4-bg4cg)
——'"’H—K——— = 0,437956



Le MfcaNiSME DE KEMPE SUR LA SPHERE. 121
Quand on introduit ces valeurs dans les formules (33, 1), on obtient,
moyennant (56, 18),
[ sina,; = sin a,, = 0,720562 COS a5 = —COS a;, = 0,693390+
SiN agy = Sin agy = 0,967784+  cOS ag; = —COS ayy = 0,251780
Sin ag; = sin agy = 0.5521464  cosay; = —cos azy = 0,833747

Sina,; = Sina,, = 0,4484154  cosa,; = —CO8 ayy = 0,8938254-
(58, 4) -
sina,g = sina,3 = 0,5334114+ cosa,q = —co8 a;3 = 0,845856

SiN agg = SiN ayg = 0,934947  CO8 agg = —COS ayg = —0,3547874

8in agg = sin agg = 0,976906 COS agq = —CO8 agg = 0,213669

| 8in a4 = Sinay3 = 0,6079414  cos ayy = —COS a5 = 0,793982

Pour avoir les angles faciaux des angles tétraedres I et IV il faut encore
se donner a;;. Soit

(58, 5) ayy = 1(27).

Les dits angles seront alors donnés par les formules (56, 21) dans le cas
actuel, ou par (56, 24) si m était plus grand que un.
Je prends dans les tables de M. Hippisley les valeurs suivantes :

(58, 6) E—(c}%}—b&) — —0,248076-L, %}%) — 0,991890.
Cela donne
sin a,; = sin ag, = 0,866025-4 cosa;; = co0s ag; = —0,500000
(55, 7) sin ay; = sinayy; = 0,633108 €08 ay; = COS a,; = 0,774063

sina;y = sinag, = 0,939571 COS ay, = COS ag, = 0,342354
Sin ay, = sina,y = 0,243871-+ cos ay, = cOS ay, = 0,969807 4

Les angles faciaux du mécanisme dont les constantes arbitraires sont
données par (58, 1), (58, 2), et (58, 5) sont ainsi données par les formules
(58, 4) et (58, 7).

59. Sixi¢me mécanisme. Six angles tétraédres totalement dé-
composés. Si le mécanisme préliminaire composé des angles tétraédres
I, I1, IIT appartient au cas de déformabilité du No. 46, il faut que tout autre
groupe de trois angles tétraédres appartienne au méme cas. Ceci résulte
de la proposition, déja démontrée, qui fait voir que deux angles tétraédres
d’un tel groupe ne peuvent se décomposer totalement sans que le troisiéme
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en fasse autant. Soient donc

O3 = G31, Oy = Coy;
__Sinay;—e; SiNay,

1™ sin (ay3—ay)

2 __ —
=1, lyly= 81,
tn = €1ty by = €1t

Og9 = Ogzg, Qjg == Ogg,

_ Sinag—e, Sinay,

2

: 3
(59, 1) 4 sin (agy—0ys)
2 __ _
€&2=1, iyt =23,,
by = €at1p, lyg = €pl3a;
Ogg = Qgg, Oyz- O3,

__ Sina;;—e; Sinagg
SN (oy3—ays)

3

632 =1, tyl3= 53,

%33 = €3lag,  lag = €3ty3;

la notation étant celle de la figure (47, 1).
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Ogg = Qyg, Gygy = Cop
__ Sina;,—e, Sinay,

¢ sin (aya—agq)

2 __ _
=1, tyly= 54,

taa = €4ligs by = €qlpg;
O45 = Qg5, Qg5 = U5y

_ Sinag,—e; sinays
sin (ag5—ay;)

5

2 __ _
=1, ly5t5="0s,
tys = €5ls5, los = €5l153
O4g = Ogq5 Ogg = Cg6>

55— SIN aqg— €q SIN Agq
Sin (a;6— dgg)

=1, taglos = 86’

tie = €6lags  lgs = €ol265

Si tous les groupes de trois angles tétraedres sont déformables

séparément, le mécanisme entier le sera

aussi, parce que la forme d’un

angle tétraédre totalement décomposé est déterminée par un seul de ses

diedres.

On se rappelle (46, 4) que les conditions nécessaires et suffisantes pour
que le sous-mécanisme I, II, III soit déformable sont

[ Yo t+Y15 Yozt Vae __ 81"%&
e - e T B S
Yast+ Y36 Vo1 Yaa 82"81 83
59, 2 Y t = )
(59, 2) gy BTy 1—5, 5,0,
’}’21‘}‘?’45 Yoot Y15 33'—8182
BT BT T 15,5,

Les conditions analogues pour le groupe I, IT, VI sont

[ Yas T Va2

€1 81“5282 86

+
tg 5 tg Y3 5 V36

<

Yos+Vae 4 Y1iat Va1
(59, 3) tg =55 tg S =

1—e;€,6,0,8¢°

€0, —€; 3 86

1—e€; €,0,0,05°

dg—€1 €5 81 82

- +
tg Y11 5 Y31 tg Va5 5 Va2 __

l1—¢ 62818286.
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Si 'on élimine tg}(yy5+1vs,) €t tg 3 (y14+7ys;) entre celles-ci, et qu’on résolve
la résultante par rapport & §4, on trouve

d¢+ L €1 € 80,2485+ (14-8,%85%) t8” § (yas+v36)
3¢ B 8105 [1+1tg2 §(v2s+v36)]

b

ou, en tenant compte de (59, 2),
1 1
et g — <1 <53+§>.

Soit 8 = €; €,8;. Les équations (59, 2) et (59, 3) donnent alors
+ +
tg 21;4_2_194 = e, tg 7’2_32_7’3_6

Si 1’on applique ce procédé a tous les groupes de trois angles tétraedres
du mécanisme, on trouve les conditions définitives suivantes :

745’;‘732 =e tg 722“;}’15’ tg

(59, 4) ’—61636466:1, €p€ges€g=1, € €6,65=1,
8¢ = €1 €303, 8y = €3 €30y, 05 = €1 €30,
€3(v11Tv31) = €3 €5(Va1t+va1) = €2(y31+714) = (Yar Tvad) =0,
(59, 5) { e3(vaatvss) = €3 €a(Y1aFVas) = €1(Va2+7Yas) = (Yoo +v15) =0,
€2(Va3T716) = €3 €4(Va3+726) = €1(V1aTVa6) = (VasTv36) =

les symboles a, b, ¢ ayant encore leur sens défini au No. 46.
On vérifie aisément que

1-$§ 1-8§
T—lTS—i = € tg $ay (tg Fa10), 1—l—5: = €, tg Fo5(tg fagy)?,

| )
1—‘|:8_:?; = €3 tg Fog5(tg $a15)",

ce qui fait, en vertu de (59, 4) que
J €4 Vg $a5y(bg Jayg) = € [tg Jayy (tg Fayy)],

(59, 6) €5 18 Jay5(tg Sags)” = €o[tg Faio(tg Fagy)@] e,
€ U8 $ae(tg $a16) = e5[tg Fans(bg Fays) ]
Comme on veut que tous les a soient compris entre 0 et =, il faut qu’on
ait

(59, 7) € =€ €=¢€; €3= €q
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Les diédres B satisfont maintenant aux équations suivantes:
(Bu=—Piteac=—efutac=cpy=cefu

=—€ &futeac=—fptac=efy=pHnh,
Bas= €3Bas=—e3Pat+b=—¢ €5 By,+b

=€ e3fe= € Pu=—c1Buntb=—Pu+b=py
Bis=€3fs=—€3Busta=—eye3B35+0a
L == efyp=—cPpta=—Ppte=ps,
et sont tous par conséquent des fonctions uniformes (& des multiples de la
période 27 pres) de By, Bigs Pog, Si I'on veut. Ceux-ci restent indéterminés
4 un degré de liberté. Le mécanisme est donc déformable.

Les formules (59, 2), (59, 4), (59, 5), et (59, 7) constituent un systéme
complet de conditions nécessaires et suffisantes. Au moyen des formules
(59, 6), (59, 7), et (46, 5) on peut calculer tous les angles faciaux en fonction
de ayy, ag5, 016, G115 Qg9 g3, @, D, ¢ de fagon que les conditions (59, 2) et
(59, 4) soient satisfaites; mais les conditions (59, 5) ne seront pas en
général satisfaites par ce choix de constantes. L’uniformisation totale
des constantes dans le cas actuel est & peu prés impossible a faire. Je me
suis contenté de la faire dans le cas particulier ol tous les corps s’aplatissent.

C’est le cas étudié par M. Bennett.*
Soient égaux & 0:

(59, 8) 4

Yie: Y260 VY3e: Yaer Yazs V3ss  Ya2o  Vis
et soient égaux a =:

Va2 Va5, VY23 Y13 Yaer Y21 Yir» Vs Vazr Vsz Vab
Y1ao V12> VY25 Y240 Yar-
Il est évident que les conditions (59, 5) sont ainsi satisfaites.
Les équations (38, 2) donnent
Ogg = Og5T Aoy, Olgp =gy +0lgg,
03¢ = O3+ Qg9  Ogg = G5+ ayy,
O4p = Oy3+Qyy, Q5= 0gy+ags,
a5 =011 0g5  G1g= ayytag,.

Comme les quatre o de chaque angle tétraédre sont deux & deux égaux,
ces équations, dont six seulement sont indépendantes, permettent
d’exprimer les douze a du mécanisme en fonction de six parameétres de la

* Proceedings of the London Mathematical Society, 1912, p. 331.



Le MfcaNisME DE KEMPE SUR LA SPHRERE. 125

maniére suivante :

c =1 = = = 4 ’
031 = 0y = Ay 03, 04y = ay =y +0a5,
p— p— — P !’ ’
04y = A3y =y —0g, G =01, =0 103,
—_ — — — ! ’
Q3 =013 =01 — Ay, Azgz3=093=0a; —0Qy,
(59, 9) 4

J— —_— —_— J— !’ ’
Og =09 =Ay—0ag, aAgg=0ay, =0y —0ag,

p— — — — ’ !
o5 = Qs = Ay 1Ag, Oys=0g, =0 —ag',

a— — — P ’ ’
Lagg=0og =A1+ay, agg=a13=0a; +ay.

Puisqu’on veut que a,5 et a5 soient compris entre 0 et =, les deux
fonctions sin(a,+a,) et sin(a, —a,) doivent étre positives. Pour que ceci
ait lieu, il faut et il suffit que |sina,|>|sina,|, et que sina, cosa, > 0.
En étendant ce raisonnement & toutes les formules (59, 9), on trouve que
toutes les fonctions de la méme ligne horizontale dans le tableau suivant
doivent avoir le méme signe:

sina,, sina, cosSa, COSAs,

(59, 10) L ' '
sina,’, sina,’, cosa,’, cosa;’;

et que les inégalités suivantes doivent étre satisfaites:
(59, 11) |sina,|>|sina,| > |sina,s|, |sina,|>|sina,’|>|sinay’|.

Je m’occupe ensuite des équations (59, 6), qui avec (59, 7) remplacent

(59, 4). Quand on y substitue les valeurs des a données par (59, 9) on
obtient,

81 € €5€3=1,

sina,’ sina,’ sin ag’
€ T = —€y — = €5 — ;
sin a, sin a, sin a,
et si € e eg=—1,
cosa,’ coS @y’ cosa,’
€ =€ =% Gosa.’
cos a, cos Cos a4

ce qui donne, en vertu de (59, 10), les deux cas suivants:

r Cas 1
o, .
sina,’ sina sin a, .
€6 =—€, €e=—1, — L =2 — ¢, — =p;;
sina,  sina, sina,
(59, 12)
Cas 2
L 1 cosa,” cosa, cosay
€ = — €9 == € —€ = - = = Pg.
1 e 2 cosa, cOsa, COSdg Pz
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Les conditions (59, 2) se réduisent dans le cas particulier dont on
s’occupe & la condition unique 8,8,—3; = 0, qui est satisfaite identique-
ment lorsque les parameétres a,, a,, a5, @', @', a;" satisfont aux équations
(59, 12).

Pour construire un modéle de ce mécanisme, on n’a qu’a se donner quatre
constantes réelles a,, a,, a3, p. On peut alors calculer a,’, a,’, a;/ au
moyen des équations (59, 12), et ensuite les angles faciaux au moyen de
(59, 9). En se donnant oy, a,, a; on doit tenir compte des conditions
(59, 10) et (59, 11). Aussi, en se donnant p doit-on le prendre assez petit
pour que les paramétres a,’, @y, @y’ donnés par (59, 12) soient réels. Les
formules (59, 12) ne donnent a,’, a,’, @, qu’a un nombre fini de déter-
minations pres. Il est facile de constater qu’on peut toujours en trouver
qui soient compatibles avec les conditions (59, 10) et (59, 11). Les e ne
sont assujéttis qu’a satisfaire & (59, 7) et & (59, 12); la distribution des
angles tétraedres parallélogrammatiques et des angles tétraédres contre-
parallélogrammatiques reste donc considérablement arbitraire.

60. Variante du mécanisme précédent. Je considére maintenant
une variante du mécanisme précédent dans laquelle certains angles
tétraedres se décomposent & angles supplémentaires. Soient, & la maniere
de (59, 1),

( aptoag =7, aytay =, a3t 0y =7, aytay=m,
5./ — 8in a4 €' Sin ay; , _ sinag+e, sinay,
1= T ’ 4 = : >
SN (ag;—aqy) sin (agy—asy)
S Y . rQoe . 8 o Y X ] .
t21——81 Iy =€ by =—¢ 81 b1 t34—84 bu=¢€ lyy=—¢4 84 toss
Qg = Qgp, Ogg = Oy, Oyp == O35, Qg5 = U5,
__Sinagy—e€y8inag, __ sinag;— e Sinayg
2= T 5= -
sin (agy—ay,) sin (ags—ays5)
(60, 1)1 ¢ __82__€282_ o ¢ _§_5__€585__ o
27T 7 T ¢ = €342, [ = €5l35>
12 22 15 25
Q43 = Q43, QGg3== Ogg, Oy == O4q) Ogg = Qgg;
_ sina;g—ezSinay, . _ Sila;s—€q SiNayg
3= : = S
Sin (a;3—ag;) sin (a;—0gq)
¢ _ 83 €8 fo ¢ __§6___€t _ €69,
287 § ——"t‘—Gaaa, 46§ T €l T
13 43 26 36
' 2 2 __ 2 o2 2_—1-
L €7 = €= 3° = ;" = ¢;" = " = 1
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la notation étant toujours celle de la figure (47, 1). On voit que chaque
groupe de trois angles tétraedres est du type (46, 8).
Je suppose que tous les corps s’aplatissent cette fois de fagon que
tous les diédres y,, soient nuls. Les équations (38, 2) donnent
aptagta;s =0, aptayta,e=0,
(60, 2) Agatapstag =0, aytaxptay=0,
agtagtage =0, agtagtap=0,
agptagtay=0, aygtaytae=0.

Comme auparavant, les o peuvent s’exprimer en fonction de six para-
métres comme suit :

J— — s — —_— ’ ’
(011 =703 = Ay—0ag, Og =7 —0g =0y —0a3,
— o _— — ’ ’
Qg == T—0gy = T+ A+ 0y, gy =T —0y =Ty +0a3,
— — — J— ’ ’
Q= Qgp =T —0)— 0y, Qg = Qyp =0y — 0y,
(60,3) ¢ o
Qg3 = Q13 =0y — 0y, Ogg = Qgg = by — Ay,
. J— J— — ’ ’
Qo5 = Q15 = U3—0qy, Og5 = Qg =T— 0y —0a3,
— J— e — ’ ’
L Qgq = Qg = A1 10y, Qg = 01 =0y +ay .

Pour que tous les a soient compris entre 0 et =, il fant et il suffit que
sinag cosa, <0, sina,cosa, >0, sina,cosa, >0,
(60, 4) sinay’ cosa,’ << 0, sinay’cosa, >0, sina, cosay, >0;
|sinag| > [sina,| > |sina,|, |sinay’|>|sina,’|>|sina,’|.

L’unique condition donnée par les formules (46, 8) et celles qui lui
sont analogues sont

93+0,"8, =0, €' €8,/ '8,+8=0, 8,/8;,—8=0,
O3—€y €58, 85 =0, €;8;—¢;/8,/8,=0, ¢€85—¢€;858, =0,
€506+ €,/ 0,8, =0, €;8;4¢,8,8, =0.
Ce systéme est équivalent au suivant :
(60, 5) &' g6 eg=1, €' ee/e5=1, eee5e=1,
183+81I 8, =0, 8/ =ee3d), 8= —e €38y Og= €1 20
les trois derniéres relations pouvant également s’écrire somme suit :
€y tg Yoy (tg Jasy) ™ = € [tg $ap (tg Fa1n) ],

(60, 6) l €5 b Jay5(tg Jags)” = eoltg Joa(bg Fage) ]

L €5 b2 $gg (b Fauyg)" = €3[tg Bags(tg Sayg)]r e,
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d’ou
(60, 7) & =¢€', &=¢€, e= €.

Quand on substitue dans les équations (60, 6) les valeurs des a données
par les formules (60, 3), on trouve,

Si € eqeg=1,

., . .
_oSina’  sin @’ _ _ sinay’
1 sing, ?sina, °sinay’
et si € eeg=—1,
’ ’ ’
s 00sa | cosay  cosag
! cosa,  %cosa, % cosa,

Ces formules donnent lieu, en vertu des conditions (60, 4), aux deux cas
définitifs suivants:

[ Cas 1
, sina,’ ,sina,”  sinag
€ =—¢€, €=—1 = —==—=
sina, sina, sina,
(60, 8)
Cas 2
, cosa,” cosa, , COS ag’
€ = €, €= —1, = = .
cosa, CO8a, cos ag

L

La seule condition dont on ne s’est pas occupé est §,+8,"8,=0. On
trouve pourtant qu’elle est satisfaite identiquement lorsque les parameétres
Ay, Gy, A, Ay, @y, a3 satisfont aux conditions (60, 8).

Un modéle peut se construire de la méme fagon que tout & I’heure au
moyen, cette fois, des formules (60, 3), (60, 4), (60, 7), et (60, 8).

61. Résumé des deux Nos. précédents. Exemple numérique. Ce
cas de déformabilité du mécanisme de Kempe sur la sphére est composé
de six angles tétraédres tous totalement décomposés. Quelques unes de
ses propriétés sont les suivantes:

1. Si @ représente la somme de deux diédres constants ayant le
méme axe, et b celle de deux dieédres constants dont I’axe commun se
trouve sur la méme diagonale du mécanisme que le premier axe, les
deux sommes a et b sont ou bien égales ou bien supplémentaires,

2. La déformation est algébrique.



corps s’aplatissent.
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3. Aucun angle tétraédre ne peut passer de l'une de ses deux
déformations & ’autre au cours de la déformation du mécanisme.

Je n’ai pu pousser mes calculs jusqu’au bout que dans le cas ol tous les
Dans ce cas-13 le mécanisme dépend de quaire con-

stantes arbitraires.

a, assujéttis a satisfaire aux conditions (59, 10) et (59, 11).

(61, 1)

Pour avoir un exemple numérique, je me donne trois parameétres a,, a,,
Soient

€ =¢€=¢€3=—1,

sina, =%, sinaz=g%,

cosa, =3, cosay=32%.

Soit en outre p, = 2.

26

Il vient, d’aprés les formules (59, 12),
(., 114/(821) . ., 4/(451) . .,
sing,’ = —%;——, sina, =-Y5—, sina,’ =,
(61, 2) ) 1 221 2 26 3 13
Lcosa,” =199, cosa, =15, cosas =12,

Les formules (59, 9) donnent les valeurs suivantes pour les angles a:

[ sinay, = sinay; = 0,936000
sinay; = sinay = 0,9758614
8in agy = Sin a,;, = 0,997206+
sin a4, = sin ag, — 0,715294
sin a,; = sina;3 = 0,152941
Sin ag; = sin ayg = 0,1448904
(61, 3) <
8in ag, = sina, = 0,5320744
sin ayy = sin ayy = 0,600000
Sin ayy = sina,; = 0,978823 -
8in a5 = sin az; = 0,6491384-

§in a,q = sin a,g = 0,884075

| Sin a6 = 8in 046 = 0,9058824-

€08 ag = cos a;; = 0,352000

008 a4y = COS ay; = 0,218391

COS age = COS a5, = 0,074693 -
COS @45 = COS a3, = 0.6988234-
COS a5 = COS a3 = 0,9882354-
COS g3 = COS ayy = 0,9894474-
€08 a4, == COS a4 = 0,846697
COS a4y = COS agy = 0,800000

COS a5 = COS ay5 = 0,204706

COS a5 = €OS ag; = 0,7606704-
COS a4 = COS a4 = —0,467345-+
COS agq = COS agg = —0,423529+

Tel est le mécanisme qui correspond aux constantes arbitraires données

par (61, 1).

K
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Chapitre VII.
OCTAEDRES A UN OU A DEUX SOMMETS IMPROPRES.

62. Enoncé du probléme. Au chapitre précédent j’ai étudié les cas
ol toutes les chaines de quatre corps du mécanisme représenté par la
figure (1, 1) sont des angles tétraédres & sommet commun. Au premier
chapitre j’ai fait remarquer que les seuls autres cas de déformabilité de ce
mécanisme, tant que toutes ses chaines de quatre corps sont des angles
tétraedres, étaient des octaedres articulés dont M. Bricard a fait et achevé
I'étude. J’ai également fait remarquer que le cas ol toutes les chaines de
quatre corps seraient des quadrilatéres plans avaient été completement

Fig. 62, 1.

étudié par Darboux. Il reste a examiner les cas ol il y aurait des angles
tétraédres et des quadrilatéres plans mélangés dans le méme mécanisme.
Si deux des trois chaines qui entourent un corps étaient des quadrilatéres
plans, la troisieme aurait déja deux de ses axes paralléles, et ne pourrait
donc pas étre un angle tétraédre. C(ela fait que deux chaines ayant un
axe en commun ne peuvent pas étre toutes les deux des quadrilatéres
plans. Le nombre de quadrilatéres plans du mécanisme ne peut donc pas
dépasser deuzx, el sl y en a deux, ceux-ci n’auront pas d’axe commun,
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I1 est clair que les trois axes d’un corps qui est entouré de deux angles
tétraédres et d’'un quadrilatére plan doivent étre dans un plan. En effet
celui des trois axes qui ne fait pas partie du quadrilatére plan rencontre
les deux axes paralléles, et doit par conséquent se trouver dans leur plan.

D’autre part, quatre angles tétraedres qui ont chacun un axe en commun
avec un quadrilatére plan doivent avoir des sommets distincts, chaque
sommet étant sur un axe différent du quadrilatére plan. Il en résulte
que tous les corps du mécanisme doivent s’aplatir quand celui-ci est composé
d’un ou de deux quadrilatéres plans et de cinq ou de quatre angles
tétraédres. En effet. deux des trois axes de chaque corps rencontrent le

Fig. 62, 2.

troisitme en des points différents tout en se rencontrant, s’ils ne sont
paralléles. Dans les deux cas il faut que les trois axes soient situés dans
un plan. Les seuls mécanismes composés d’angles tétraédres et de quadrilatéres
plans mélangés sont donc des octaédres & un ou & deux sommets impropres.
On voit les schémas de ces deux cas aux figures (62, 1) et (62, 2), la
notation des angles et des diédres étant toujours celle de la figure (47, 1).

63. Aplatissement des corps. Comme ’angle de deux droites est
indépendante de la distance qui les sépare, toute 1’analyse du chapitre

précédent s’applique encore aux mécanismes du chapitre présent.
K2
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Cependant, certaines formules trouvées précédemment ne se présenteront
dans I’analyse actuelle que sous une forme limite; d’autres disparaitront
par suite d’étre satisfaites identiquement. Enfin, de nouvelles constantes,
qui représenteront les longueurs portées sur les arétes de 'octaedre,
s’introduiront. Je conserve donc tous les résultats acquis au chapitre
précédent.

On a vu tout & I’heure que les trois axes de chaque corps devaient
étre situés dans un plan et que leurs points de rencontre devaient étre
distincts. Il s’agit de trouver la forme limite des équations (38, 2) qui
convient a ce cas.

Evidemment chacun des diédres v,, du chapitre précédent est maintenant
égal soit & 0 soit & 7. Soient

Yo ={n [Si;—‘(l—§21)%77 s Yea=10s [’%——(1——{22)%77],

63, 1 8

( ) Vo3 = a3 f‘(l'—gza)%’”’]:
o __ 72 __ 72 __
21 = 62 = Cag = 1,

olt 835/p, 83,/p, $12/p sont de nouvelles constantes. Si je fais tendre p vers
oo pendant que sg,, 851, 81, restent finis, les v auront les valeurs voulues,
et les équations (38, 2) se mettront sous la forme

(63, 2) 39 831 819 {o1 091+ Log azet Loz agy =0,
s —_——— I T = e
Sinay, Sinay, Sinayg Loy Log Los = 1.

On voit done que les trois s représentent les longueurs des c6tés du triangle
formé parles trois axes du corps. Cetriangle n’est autre quela face I, II, ITL
de Doctraédre (figure 62, 1). On voit sur cette figure que j’ai donné &
chaque longueur s les mémes indices que ceux des cosinus directeurs
I, m, » dont je me suis servi au No. 37 On se rappelle que 1'ordre de ces
indices est indifférent.

Si 'angle tétraedre III était remplacé par un quadrilatére plan (figure
62, 2), I'angle a,; serait égal soit & 0 soit & =, et les deux longueurs sy, 83,
seraient infinies. Soient

= lim € m—(l——e)%w], =1,

831> 0 S31

Tos étant une nouvelle constante qui reste finie lorsque s; augmente
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indéfiniment. En vertu de celle-ci les formules (63, 2) donnent

833> 00, Tg3—>81, SN gy, Loy Agy+{gpagy—> Loz e(1—e)dm.

Pour que a,, et ay, soient tous les deux compris entre 0 et =, il faut done
que € = —{y; {po = —{,5. Cela donne en définitive

Loy g1+ o0 ago = (14-{y3) 3,
(63, 3)

Tag = 819 SiN agy = 8y, SiN gy

ce qui fait que r,; représente la distance perpendiculaire des deux axes I,
IIT et 11, ITI, ou, sil’on veut, le c6té du quadrilatere plan III.

On n’a plus qu’a étendre ce raisonnement au mécanisme entier. Ceci
peut se faire a vue sans qu’on soit obligé de faire de calcul auxiliaire. On
trouve pour le mécanisme de la figure (62, 1)

(La10at+LopantLasa2s =0, Lepag+linau+tlssan=0,

Lasasntlasags+Lasag=0, (isai5+Lnan+linen=0,

Lagtlsase=(14+L5) 37  Lipappt+liga=(1+{56) m,

LaaoaatLos 005 = (1+Lo6) 3, LysgstLag aar = (14+Lg6) 37,

(63, 4) | Gi=1

aye=(1+L1e) 37, g =(1+0lag) 37, agg=(1+4Lg) 4,
age=(1+Ls6) 3m  L160268s68ss =1,

521 sz gzs = §42 §44 C43 = C34 Cas 533 = Cls Cn C13 = §31 gaz Css

L = (12810816 = Lo o5 L6 = Las Lar Las = 13
(_Se3 __ _Saa __  Sea __ "6
sina, sinag, Sinag Sikagsinag,’

Ssa  __ S35 _Sa5 T26_ ,
Sinag; Sinag, Sinagy Sinagg Sinag,

(63, 5) )
. T46

Ss5 __ _S13 S5 i ,
sinay; sinay; Sinayy  sinagg Sinagg

l

S13 __ _Se3 _ _S12 __ T3 :
lsinay, Sinay Sinag Silagg SiNag
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et pour celui de la figure (62, 2),

[Lo1anr+Lopaze = (14-L9) 3,
L4054+ L35 035 = (14-35) 3,
Ca1 ag1+ g agy = (14-L36) 3,
Loq agqt+Los g5 = (14-Lg6) §om,
agg = (1+4-Lg5) 3,
agg = (14-L33) 3,
age = (14-Lg) 3,
96 = (1+a6) 3,

(63, 6) 1

\ = 16826 La6 Las = 1;
13 _ ¢
sina;y 18
Tes
sina,, 12
(63, 7)
r
33
—_ =8
sina,, %
T3 __
Lsing,, 2

RECHERCHES SUR DES MECANISMES PARADOXAUX.

Lag agotLagaga = (1+L45) 37,
L5 a5+ Lyy agy = (1+La9) 37,
Lypaypt Ly ayq= (14L14) 4,
L5 045t Lay a1 = (1+-Lyg) 3,

g3 = (1+{4s) 3,
ay3 = (14-{y5) 4, =1
a1 = (1+L46) 37,
g = (14{46) 37,

zzl sz 523 = Z42 ‘:43 Z44 = 533 C34 €35 = Cu €13 515 = 431 Z32 C36
= §12 §14 Cls = Z24 C'zs Zae = €41 €45 §46 = 413 Czs C:;s 543

T46

= — ,
sin a,g

— T3
sinag,’

_ T2
sinay,’

—_Ts
sin a;,

Les dieédres B satisfont toujours aux relations suivantes :

[ BaatBar = (1—La5 Lge) 3,
BiztBis = (1—Lo1 Laa) 37,
BartBas= (1 —Lg0 Ly5) 4,
BuitBis = (1— 13 Lgg) 3,
BastBas= (111 Laa) 37,
L Bas+Bag = (1— {33 Log) 37,

(63, 8) |

64. Quadrilatére du coude.

BaatBas = (1— L35 {45) 3,
BaatPaa= (1 — {43 {ig) 3,
Bas+Bag == (1—L51 {14) 3.
BiatBie= (1—L158p5) 3,
Bas+Bse = (1— L4 Lyy) 3,
BaatBas = (1— {45 L30) 3.

On pourrait se demander dans quelles

circonstances le quadrilatére articulé dont les arétes sont les axes (I, II),
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(I1, IV), (IV, V), et (V, I) est constamment plan. En ce qui concerne
loctaédre représenté par la figure (62, 1), ce probléme a déja été résolu
au No. 11; il faut et il suffit que Pangle tétraédre 11T soit contre-
parallélogrammatique, et que sy = 8,5, et 85, =8;;. Kn ce qui concerne
Poctaédre représenté par la figure (62, 2), il faut une nouvelle analyse.
Une condition nécessaire et suffisante pour que 1'énoncé ait lieu est

évidemment

Lis b ly|=0

Mys Mg Mgy

N5 Nyp Moy

4 tout instant. Ce déterminant développé selon les régles (37, 1) donne,
puisque vy =(1—Lp3) 3,

(64,1) sinay; sinay, COS a4, Sin Byy +8in ayy 8in ayy COS ay, SiNP,,; €os By
~+-sin a4, Sin a,; Cos ay4 8in B,
-+-sin a,, sin a,; cos a,, sin B, cos By, = 0.

11 s’agit ensuite d’identifier '’équation (64, 1) avec celle qui lie B,, &
Bs; au cours ordinaire de la déformation du mécanisme. Cette opération
est peu commode avant qu’on n’ait déduit toutes les conditions de defor-
mabilité du mécanisme. Je reviendrai la-dessus ultérieurement.

65. Deux cas a résultats négatifs. Je commence par me débarrasser
des mécanismes du chapitre précédent quine donnent pas lieu a un octaédre
du genre de celui qu’on est en train d’étudier.

Le premier mécanisme (No. 48) ne donne rienici. En effet, les relations
du type

COS dg; COS Qlgy—COS g3 = 0

ne sont compatibles ni avec (63, 4) ni avec (63, 6). 1l est vrai que cette
difficulté ne se présenterait plus, si I'on échangeait entre eux les roles
des angles tétraedres I et I1I, car on aurait alors

COS 05y COS Ggg—COS ag; = 0,

ce qui est compatible avec (63, 6). Cependant, dans cette nouvelle dis-
position, il faudrait en outre que les angles a,3 et ay; fussent droits, ce qui
est impossible, parce qu’on a déja supposé qu’ils fussent égaux respective-
ment & (1+{,3) 37 et & (1+Ly3) 37 On peut donc exclure ce cas.
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Le quatriéme mécanisme (No. 54) ne donne rien non plus. En effet,
les relations
cos?ay = cos? agy = €082 a4 = CO8% ay,,

€082 agy = CO8% oy = €082 0y = COS2 a4

exigent, si la chaine VI est un quadrilatére plan, que la chaine III en
soit un aussi. Alors, les équations

Ag1 =gy,  Lo1 091t Laa = (1+0ss) 37, L5 0g+Lsaage = (14 Lgg) 3,

ag=0yy Lpaptligan= 14+ I, Lopapntluau=(14{p) i
donnent g9 = {36 Log ot (1— o3 Ca6) 37,
s = {16 Lag aypt (1— 16 L) 37,

ce qui fait que Pangle tétraédre II se décompose partiellement. Cela
voudrait dire que le systéme fondamental d’équations appartenant au
groupe I, II, III est composé de trois équations toutes partiellement
décomposées. On se rappelle (No. 36) qu'un tel systéme ne peut pas
étre poristique dans les hypotheéses de ce probléme. Le cas est donc exclu.

On pourrait espérer un résultat positif si, au lieu de partir d’un quadri-
latére plan bi-isoscele & la place d’un angle tétraédre bi-isogone, on partait
d’un quadrilatére plan circonscriptible a la place d’un angle tétraedre
de méme nature. Il n’en est pourtant rien. En effet, je suppose que ce
soit 'angle tétraedre 1l au lieu de I'angle tétraédre VI qui soit remplacé
par un quadrilatere plan. Les relations (54, 9),

Qg 7 Qpz.  Ogg == Og5, Ogg==Ogz, Ogp= Oyg

montrent que I'angle tétraedre V sera également remplacé par un quadri-
latere plan.
Soient, & la maniére de (63, 6),

Cz1°~21+£23“23£(1+422) %7": §21 Cza §22 =1,

lisaptluan=(1+0p) 37 (plule=1

Celles-ci et les formules (54, 7) donnent

Qg = Qgy = — Can Lap0qt (14+Lop Lup) 37 = — a0 Lgp s+ (14 Ean Lag) 3.

Le cas est donc banal.

66. Septiéme mécanisme. Quatre angles tétraédres et deux
quadrilatéres plans tous irréductibles. Lorsque I'angle tétra¢dre VIdu
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deuxiéme mécanisme (No. 50) tend vers un quadrilatére plan de la
maniére indiquée par les équations (63, 4), les formules (18, 8) donnent

(66, 1) Yo+ g aet+ L6 BetLas Y6 = 0.
Or, en vertu de (50, 10) et de (50, 12), ceci donne
(66, 2) Y — 603 L6 Be—Las 73 =0.

L’angle tétraedre III est donc également remplacé par un quadrilatére
plan, avec

(66, 3) 513 = ‘Cw Cza = —Czev Z;33 = _Casy C43 = *‘§46:

dans la notation des formules (63, 6).
On se rappelle (50, 9) que tous les couples sont de la catégorie 4. 11
faut donc, en vertu de (63, 8) et de (66, 3), que

‘ ‘:13 = C43 = C4s = —Cle? Czs = _zaa = C36 = —Cze,
(66, 4) §21 = C44, Zzz = C15: Cn = §34: C35 = C42> Z:n = §14:
1 §12 = 525, §24 = 541: C45 = E:zz-

Les formules (50, 13) et (63, 6) donnent alors, puisque tous les a« sont
compris entre 0 et =,

[ sina; =sino, =sina, =sina;y (E=1, 2, 3, 4),
coS ay; = — {15 CO8 ayy = —COSayy = —{;5 COS ay;,
(66, 5) 1 o8 ag = —{y3 COS agy = —COS agy = — ;3 COS a5,
COS ag; = — {93 COS @tgy = —COS agy = — {53 COS ay;,
| cosay = —{;3 COSayy = —COSayy = —{;3 COS ay.

Si I’on substitue dans celles-ci les valeurs des a en fonction des arguments
elliptiques, on obtient

(66, 6) {hzyz—l.(l‘d%wlzh‘*‘wl,z)’s'*‘(l—e){,—wl, =1,
’ ay =yt (1+4ge) by =ag=ay+ (145 €) dwy,  {13= Ly

Les arguments elliptiques de I'angle tétraédre II et du quadrilatére
plan III s’expriment maintenant en fonction de ceux de ’angle tétraédre
I de la maniére suivante :

ag = o+ (I+4p€) dwy, Bo=Ph1 ay=ay,

ya=ys=y1+(1—¢) 3wy, Ba=o—y1+ {3 e dowy,
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ce qui fait que les équations (18, 9) s’écrivent comme suit :

(66 7) T13 = T3
’ 2f1“1f(%w1+“1**‘}’1)f71 f a1f'(%w1+‘11“‘)’1)f")’1

— T33
2fa1f'(%w1+a1—'y1)f'y1

743

- 2f“1f(%‘”1+“1_71)f171.
Les formules (50, 13) donnent & la limite,
Tis__Tes __Tss _ Tas
Tie Tee T3e  Tae
Or, pour que ce soit, compatible avec (63, 7), et (66, 5), et (66, 7), il faut et
il suffit que

(66, 8) "3="Te__Tos="7o6_ T33="T36__ Taz="Ta6 __ S15= Soa _ $12=Sss
’ Asina;; Bsina, Bsinag Asinag A B

A

ou

A4 B B
(66, 9) FGorFar—yl B~ FGorta—y) B

Telles sont les conditions auxquelles les longueurs du mécanisme doivent
satisfaire.

De tous les symboles dont les carrés sont égaux a I'unité, le seul qui
subsiste dans les formules définitives est {;;. Ainsi, les formules (66, 5)
s’écrivent en définitive

sin a;; = Sin a;y = Sin a;y = sin ay

(86, 10) { (=1,i=1,23,4).

—cosa; = { cosa;, = cosay; = { cosa

Toutes les constantes du mécanisme sont maintenant exprimées en
fonction de m, ay, By, y;, €t d’un facteur de proportionnalité par les formules
> 015 P15, V1

(66, 8), (66, 9), (66, 10), et (18, 7). Le mécanisme dépend donc de cing
constantes arbitraires.

Lorsque —1<m<1, la formule (66, 9) se met sous la forme
suivante, dans la notation du chapitre IV :

A

(66, 11) O(a,—c,) H(K—a,+c,) Hb, ©(K—b,)

B
= H(a,—c) O(K—ay 1 ¢,) 06, H(K—b;)
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Il est évident d’aprés les équations (66, 8) et (66, 9) que la fonction

f_‘:_(%w1+a1—'}_’_1_) = /2 H(a1_01) O(K—a,+c,)
fGw;+a;—y,)

O (a,—c;) H(K—a;+-c,)

doit avoir le méme signe que celui des trois fonctions f'a,/fa,, f'B,/fBis
F'vilfr1 qu’on a déja assujetties & avoir le méme signe. Il faut donc que
les quatre quantités a,, b;, ¢;, (@;—¢c,) soient ou bien toutes dans les
intervalles (0, K), (2K, 3K), ou bien toutes dans les intervalles (K, 2K),
(3K, 4K).

Lorsque m > 1, la formule (66, 9) se met sous la forme suivante,
dans la notation du chapitre IV :

A
0(a;—c,) O(K—a,+c;) Hby H(K—b,)

(66, 12)
B

H(a,— o) H(K—a,1¢,) 06, 0(K—by)’

Comme tout & ’heure, la fonction

[ Goyta—y,) H(a,—c¢,) H(K—a,+c,)
fGow+a—y,) O(a;—c;) O(K—a;+--c,)

doit avoir le méme signe que celui des trois fonctions f’a,/fay, f'B1/fB1,
f'yi/fy, qu’on a déja assujétties & avoir le méme signe. Il faut donc que
les quatre quantités a,, by, ¢;, (a;—c¢,) se trouvent toutes du méme c6té
du point K.

Pour construire un modeéle de ce mécanisme on doit commencer par
construire ’angle tétraedre I en se donnant m, a,, b, ¢, de la fagon exposeé
au chapitre TV. 1l convient pourtant de faire attention & la condition
que je viens d’imposer a la quantité (a,—c,). Les angles faciaux des
angles tétraédres I1, IV, et V seront alors donnés par les formules (66, 10).
On n’a plus qu’a calculer les nombres 4 et B au moyen soit de la formule
(66, 11) soit de la formule (66, 12), aprés quoi toutes les longueurs du
mécanisme seront données par les formules (66, 8).

Pour trouver les cas, 8’il y en a, ol le quadrilatére du coude serait con-
stamment plan, on procéde de la maniére suivante.
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Les deux diedres f;, et B,, sont liés par une équation qui se déduit de
la troisiéme des équations (39, 1) et qui s’écrit & la limite comme suit :

(66, 13) vy pagtfs 13+ g Pigtia—+As' Pig ’%1— 0y Pag+285, T13Tg3b1ale =0,

les coefficients étant ceux définis par les formules (12, 5).

D’autre part, on a vu au No. 64 que les deux diédres en question doivent
satisfaire & 1’équation (64, 1), si 'on veut que le quadrilatére du coude
soit plan. Cette équation se met dans le cas présent sous la forme
suivante :

(66, 14)  cotayy(1+4-13;)¢19+COb ag; (B19—Lygtar) (1413 tyatsy)
—C08 ay; (14-135)t = 0.

Pour que le quadrilatére du coude fiit constamment plan, il faudrait
que les deux équations (66, 13) et (66, 14) fussent identiques sans se
décomposer, parce que (66, 13) est supposée irréductible. Ceci est
impossible parce que les coefficients de 1'une sont justement ceux qui
manquent & Vautre. Il n’existe donc pas de cas du mécanisme actuel ow le
quadrilatére du coude soit constamment plan.

67. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Le
mécanisme que je viens de décrire est un octaedre & deux sommets
impropres. Ses propriétés principales sont les suivantes :

1. Les quatre angles tétraedres ont leurs angles faciaux corres-
pondants soit égaux soit supplémentaires, les angles faciaux corres-
pondants étant ceux qui ont le méme premier indice sur la figure
(62, 2).

2. Les deux quadrilatéres plans ont leurs c6tés correspondants
égaux, les cOtés correspondants étant ceux qui ont le méme premier
indice sur la figure (62, 2).

3. Le quadrilatére gauche du coude a ses cotés opposés égaux.

4. Aucune relation ne lie ni les constantes du méme angle
tétraedre ni celles du méme quadrilatére plan.

5. Les quatre angles tétraédres et les deux quadrilatéres plans
ont tous le méme invariant.

6. La déformation de ’octaedre est de genre un.

7. Le nombre des constantes arbitraires est de cing.
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Pour avoir un exemple numériqgue de ce mécanisme, je prends pour

Pangle tétraedre I celui du No. 35. On aura, moyennant les formules
(66, 5),

-

sin ay; == 8in oy, = sinayy = sin a5 = 0,720562
Sin ag; = SiN agy = SiN agy = Sin ay5 = 0,967784
sin ag; = sin agy = sSin agy = sinag; = 0,5521464

sin ay; = sin ay, = Sina,y = sin a5 = 0,4484154

(©7. cosayy = { cosa, = —cos8a,y = { cosa; = —0,693390-+
COS ay; = { COS gy = —COS Ay, = { COS a5 = —0.251780
cosag ={ COS agy = —COS ay = { cosag; = —0,833747
cosay = { cosay, = —cosay, = { cosa,; = —0,893825+

Je laisse indéterminé le symbole ¢ dont le carré est égal a 'unité. On a
vu que sa détermination est arbitraire.

Les formules (66, 11) donnent les valeurs proportionnelles des longueurs
du mécanisme quand on y substitue les valeurs des fonctions Eta et Théta
données par (35, 3). On trouve ainsi

499013 434670 247990+ 310542

Tig = 7T Toqg =T Tag =17 Voo =1
(67, 2) *13 16 __ 723 26 __ "33 36 ___ "43 46

— S15=9894 _ S10= 845
692532+ 449139

68. Huititme mécanisme. Deux angles tétra¢dres irréductibles
a plans diagonaux perpendiculaires, deux angles tétraédres bi-
isogones, et deux quadrilatéres plans bi-isosceles. Ce mécanisme
découle du cas de déformabilité du systéme sphérique de Kempe donné
par le No. 52. Cependant, afin d’avoir un octaédre plus maniable, je
remplace les hypothéses (43, 1) et (43, 10) par (43, 14) el (43, 15). La
notation est toujours celle des figures (62, 1) et (62, 2).

Soient

09 =7, aj37 3, COS Gy COS Agy—COS gy COBG e = 0,
(68, 1) g1t =7, 33 =0y, COS Ggy—COB Qgg COS Mgy = 0,
’

tg ag _ tgay  tgag, _ tg ags .
tgaz, tgas’ tgay, tgag

L’élimination de a,, entre les deux équations

008 Ggg COS Qg —CO8 Ay = 0, Loy agy+Lap agy+ L3953 =0,
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donne sin a,g sinay =0,

ce qui fait que l'angle tétraédre III est remplacé par un quadrilatére
plan. Cette relation fait voir également que ce ne pourrait pas étre ’angle
tétraédre irréductible & plans diagonaux perpendiculaires qui joue le réle
de celui qui est remplacé par un quadrilatére plan. De plus, on y voit
la raison pour laquelle le cas actuel ne se présente pas dans la théorie des
octaédres & sommets tous propres, dont M. Bricard a fait I’étude compléte.

On se trouve ramené par la au mécanisme de la figure (62, 2) et des
formules (63, 6). Soient, & la place des formules (68, 1),

s

ap oy =7, aytagy=m, Ti3="Ta, T15="ag

Oyt ay =7, Ayt =T, Tyga=1"r43, T35="T4q
COS 015 COS Qlyy—COS gy COS 0y = 0,

(68, 2) - COS a5 COS Qg5 —COS Qg5 COS ayp = 0,

tgag tgay tgay, tgay tgay  tgayp tgays  tgay
tgaz tgay’ tgap, tgay’ tgay tgay’ tgay  tgay

tgagy Lo3Tys  tgag — 36736 t@ass _ CogTes 18 ass — Css "33
(tgasy  Las7as’ t8ary  Lig716" t8ass  Lae7as’ 18015 LisTis

Les formules de ’avant derniére ligne de (68, 2) deviennent, en vertu
de (63, 6),

(68, 3) lzs = Cas: C43 = lls’ Caa = Cze’ 513 = 546:

ce qui est parfaitement compatible avec (43, 15) et (63, 8).
Les équations

COS 0y = COSagy = — {13 = —Uy3, COSay = CO8ayy = —{33= —{y,
COS 0y = COS Ogg = — {15 = —{sg, COSagg=CO08asq=—"{a6= —"{4¢
donnent, moyennant (68, 3),
[ 513 = §23 = Cm = Cas’ Caa = {43 = lza = Cm’
(68, 4) 3
n={n= €34 = {44 531 = 541 = C14 = 1:24,

et I'on sait d’apres des relations analogues & (43, 15) et d aprés (63, 8) que

€22 = C157 Caz = C45» §42 = Cas’ §12 = 525-

Telles sont les relations auxquelles les { du mécanisme doivent satisfaire,
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Tous les a s’expriment maintenant en fonction de ceux de l’angle
tétraédre II de la maniére suivante :

[ 8in a;; = Sin a;; = SiN ay; = SiN ag,,
Sin ays = sin ayy = sina,, = sin a,,,
8in ag; = Sin agy = sin a,, = Sin ay,,

Sin a,; = sin a,; = Sin ay; = sin ag,,

(68, 5) J
coS a5 = — {3 COSa;; = {13 COS ay; = —COS ayy,
COS Ay = — {16 COS ayy = {14 COS ay4 = —COS ayy,
COS ags = — {16 COS agy = {14 COS a4y = —COS a4y,
[ COB a5 = —{;3 COS ayy = {;3 COS 0z = —COS agy.

Les longueurs du mécanisme doivent satisfaire & (63, 7) et aux équations
de la derniére ligne de (68, 2). En vertu de (68, 4) et de (68, 5) toutes ces
équations se réduisent aux suivantes:

Ti13=Tes __ 733 = T43 _ T16 = To6
(68, 6) Sinagy COSayy {15 {ie SiNay, COSagy  §y5{q6 SiNay, COS ag,
b
_ _"36="Tae _ S12=815__ S = 545
Sinay, COSaye  COSaye  Cy6 055 COSag

Pour que toutes les longueurs soient positives, il faut évidemment que
{15 et {1 soient déterminés de fagon que

(68, 7) {13816 COS ayp COS gy > 0.

Pour construire un modéle de ce mécanisme, on n’a qu’a se donner quatre
arguments a;,, ey, 039, a4 COMPris entre 0 et 7, et tels que

COS 0,15 COS Qlgy— COS agy COS Ay = 0.

On doit se donner ensuite deux quantités {;; et {;; dont les carrés soient
égaux & l'unité et qui satisfassent & la relation (68, 7). Tous les angles
faciaux des quatre angles tétraédres seront alors donnés par les formules
(68, 5); aprés quoi, les longueurs du mécanisme seront données & un
facteur de proportionnalité prés par les formules (68, 6). Le mécanisme
dépend ainsi de quatre constantes arbitraires.

Je vais démontrer maintenant que le quudrilatére du coude est constam-
ment plan. En effet, 'équation (64, 1) s’écrit dans les conditions
actuelles sous la forme suivante :

(68, 8)  (COt oyy—COt agy) tp+ 2015 COb agy 1 tyy+ (COL agpt-cOt agy) = 0.
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D’autre part, la dernitre des équations (43, 14) s’écrit & la limite,
grace a (63, 8) et & (68, 4), comme suit:
(816713 L13733) Ta+ 2rsg tratar 1 (L157aa+ L1671s) = 0.

En vertu de la relation

L1673 _ L1738
cotay, cotay,’

qui fait partie du systéme (68, 2), les deux équations que je viens d’écrire
sont identiques. Le quadrilatére du coude est donc constamment plan.

69. Résumé et exemple numérique du No. précédent. L’octaédre
que je viens de décrire est composé de deux angles tétraedres irréductibles
& plans diagonaux perpendiculaires, n’ayant aucun axe en commun, de

\

deux angles tétraédres bi-isogones a angles supplémentaires, et de deux
quadrilatéres plans Dbi-isoscéles. Ses propriétés principales sont les
suivantes :

1. Les angles faciaux des deux angles tétraedres irréductibles
sont supplémentaires un & un.

2. Le quadrilatére du coude est bi-isoscéle et constamment plan.
3. La déformation est de genre un.

4. Le nombre des constantes arbitraires est de quatre.

Pour avoir un exemple numérique je me donne les quantités suivantes,
comme il a été expliqué plus haut. Soient

COSap =7}, COSagp ==}, COSagp =1}, cosap=7, {3=~{4
Cela me donne
sina,; = sina;; = sin ay = sinagy = 2 4/2 = 0,942809
COS oy = — {13 €08 ay; = {35 CO8 ay; = —COS @y = — 1 = —0,3333334
SN ayy = Sin ay, = Sinayy = sinag, = +4/(15) = 0,968246
—0,250000

Sin agg = Sinagy = Sinay = sinay, = 1 4/(35) = 0,986013

I

— — J— [UR—
COS agy = — {45 COS agy = {13008 a;y = —COS ayp = —1

COS agy = — {15 COS agy = {13 COS 04y = —COS ayy = —% = —0,166666--
sin ayy = Sin oy, = sin g, = sinag, = § 4/3 = 0,866025--
COS ag5 = — {13 COS ayy = {45 COS agy = —COS agy = — % = —0,500000

T13=1"To3 "33 =Ta3 __ T16 = To6 T36=1"46 __ S12=S15 __ S20 =545

157135 328671 322748+ 144337+ 166666+ 333333+

Je laisse indéterminé le symbole {;,.



OCTAEDRES A UN OU A DEUX SOMMETS IMPROPRES. 145

70. Neuvieme mécanisme. Deux angles tétraédres et deux quad-
rilatéres plans, tous irréductibles, et deux angles tétraddres totalement
décomposés. Les prochains octaedres a considérer sont ceux qui découlent
de l'analyse des Nos. 56 et 57. Pour le cas actuel c’est celle du No. 57
qui a l'avantage de donner 'octaédre le plus maniable. On se rappelle
que j’ai renuméroté les angles faciaux des angles tétraedres V et VI aux
Nos. 56 et 57. Aux figures (70, 1) et (70, 2) on voit ce nouveau numérotage
sur les octaédres & un et & deux sommets impropres. Je ne pense pas
qu’il y ait besoin que je récrive les formules du No. 63; elles se modifient
facilement & vue. Il y a pourtant lieu de se rappeler que les { du No. 63
sont affectés des indices des y de la figure (56, 1) et que ceux-ci ne
correspondent plus & ceux des a qui leur sont opposés dans leurs corps.

B% /'\
/
/ \
/ \
4 \s
/ 2
/ \
/ \
VI \‘
\ \
— gy = — 47
\3 /
3 «b,’
\
\
\/

Fig. 70, 1.

Ainsi les valeurs limites des angles faciaux de l'angle tétraédre VI sont
données par

COS ayg = —{3q, COBagg= —{ss, COSage=—L1g ©COSayg= —Loes
ce qui fait que
(70, 1) $wy+La6 26+ L16Bst Las v6 = 0-
Mais en vertu de (57, 2) et de (57, 10), ceci donne
Yot Lgoster’ LieBst e Lavs=0.
L’angle tétraédre III est donc remplacé par un quadrilatére plan, avec

(70, 2) Lyg= &' Lass Los = €' Lag» Log = 51' C13> Ly = € Lons
L
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arce qu’on a forcément
q

(70, 3) %w1+C13a3—}—§33;33+{43'y350.

L’octaédre a ainsi deux sommets impropres.

En vertu de (57, 1), de (63, 8), et de (70, 2) les { du mécanisme satisfont
a

(70, 4) {

L Cm = C44: Cu',:zsm 541 = §24, C:u = C14~

543 = —51' Csa = 51, €26 = —gls’ sz = 51’ Cas = €1' cza = “‘Cls’

B%/;‘r
\
/

Y &

2t N |

Vs 7—5 ﬂ - \

SO o
4 > L I'V'dl‘f_ T |

"’\ - Gav— " -3
\V"Of"f @‘f{ ‘1 /I?w
X2 |

dqj_f w2
P s af_;- /
b5 By
Fig. 70, 2.

Les formules (57, 11) et celles qui sont analogues & (63, 6) donnent
maintenant
[ sin a5 = sina;, = sin agy = sinay,,
Sin o,y = SiN ay; = SiN ay; = SiN ayy,
Sin agy = Sin ag, = sin a,; = 8in ag,,

Sin a,; = Sin ay, = Sin ay, = Sin a,,,

(70, 5) 14 , , ,
COS ay5 = €;" {14 CO8 a1y = —€;" {15 CO8 a3y = —¢€," COSayy,
’
COS ag5 = {13 COS agy = — {3 COS agy = —€;’ COS gy,
’
CO8 ags = {15 COS agy = — {3 COS ay; = —¢€;’ CO8 ag,,

’ r __ ’
| COS a5 = €, {15 COSage = —¢;' {15 COS agy = —¢;’ COS gy



OCTAEDRES A UN OU A DEUX SOMMETS IMPROPRES. 147

Les arguments constants du quadrilatére plan III s’expriment main-
tenant en fonction de ceux de I’'angle tétra¢dre II au moyen des formules
(57, 2) et (70, 3) de la fagon suivante :

(70, 6) Bs=ay, v3=yy a3={s; [Cm)’z_ﬁlgleaz—%wd»
ce qui fait que
faz = “§13f[%w1“(€1,‘12“)’2)]’ Jay= —L16f [%wl*‘ (€1 ag—,)].

Les équations analogues & (63, 7) se réduisent, en vertu de (70, 5), &

___Tesg _ Tig " S 7
S1p= gt = y Spy= = =36
a5 Sinag, sinay, Sina;,
r r 7 r
__Ta3 16 M3 T
S45 = 815 = —

sina;, /sinag,’ Sinag,  sinag,’

Mais, d’apres les équations (57, 11), on a

Tie __T26 _ "36 _ Tae
- - - H
o T3 Tag T3z 743
ce qui fait que

Tog =Tog __ T13="T16

Tas =736 _ T3 = T4s
SIN agy Sin agy

sinaq, sina,

819 =815~

s Spg =845 =

Enfin, les équations (18, 9) permettent d’écrire celles-ci sous la forme
suivante :

(70, 7) T183=T1e_ T23=Tos _ "33=T36 _ T3 =T4s _ S12=S15 __S2a = 845
7 Asinag, Asinaey, Bsing,, Bsina,, A B

ou
A . B
Cialief Bwr— (et ap—ya)1fB: — flRwi— (1 az—y2)1f"Be’

Les formules (57, 9) sont remplacées par (70, 5). On se rend compte
facilement que les deux systémes sont compatibles.

(70, 8)

Quand —1 <m <1, la formule (70, 8) s’écrit dans la notation du
chapitre IV de la maniére suivante :

A
C13816 H(cg—€1"ap) O(K —cy+¢; ay)0b, H(K—b,)

B
O(co—e; ay) H(K—cy+€;"ay) Ho, O (K —b,) "

(70, 9)

L2



148 RECHERCHES SUR DES MECANISMES PARADOXAUX.

Les formules (70, 7) font voir que la fonction

Lol ['oy— (e ag—ys)] _ Linlie V2 H(cy— ey’ ay) O(K—cy+ €' ay)
18518 fliw — (er as—ys)] 18218 O(cy— € ag) H(K—cy+ €' ay)
doit avoir le méme signe que celui des trois fonctions f'a,/fa,, f'Bs/fBa
f'valfys quon a déja assujétties & avoir toutes les trois le méme signe.
Ceci veut dire que si {;3 = {;4, la quantité (c,— e, @,) doit se trouver dans
les mémes intervalles que a,, by, ¢y, et que si (3= —{;,, elle doit se

trouver dans les intervalles contraires.

Quand m > 1, la formule (70, 8) s’écrit dans la notation du chapitre
IV de la maniére suivante :

A
G138 H(co— €)' ay) H(K —cy+€," ay) ©b, O (K —b,)

B
= 00— ey ag) O(K—cyt ey ay) Ho, H(K—by)

Comme tout & I’heure, la fonction

(70, 10)

l1slie [ oy — (51: as—vy9)] _ Lslis V2 H(%'_el:“z) H(K—c,+ 51:_22_)
Jlhoi— (e ag—y,)] O(co—e€1"ap) O(K—cy+ey'ay)
doit avoir le méme signe que celui des trois fonctions f'ay/fas, f'Ba/fBes
F'val [yvs, qu’on a déja assujétties & avoir le méme signe. Ceci veut dire que
8i {13 = {4, 12 quantité (c,—e," a,) doit se trouver du méme c6té du point
K que ay, by, ¢y, et que si {13 = — Uy, elle doit se trouver du c6té opposé.

Pour construire un modéle de ce mécanisme on commence par se donner
m, @y, by, ¢y, €t 'on procéde a la construction de I’angle tétraedre II de la
maniére exposée au chapitre IV. On se donne ensuite les deux symboles
;3 et {5 dont les carrés sont égaux & 1'unité, et qui satisfont a la condition
que je viens d’imposer relativement & la valeur de (c,—e¢," a,), (ol le signe de
e,” est arbitraire). Les valeurs des angles faciaux des autres angles
tétraedres seront alors données par les formules (70, 5). Pour avoir les
longueurs il faut d’abord calculer la valeur du rapport 4:B au moyen
soit de (70, 8) soit de (70, 9), apres quoi les valeurs des longueurs seront
données & un facteur de proportionnalité prés par les formules (70, 7).
Comme ce facteur reste arbitraire, le mécanisme dépend de cing constanites
arbitraires.

Le quadrilatére du coude ne peut pas étre constamment plan. En effet,
le quadrilatére plan III étant supposé irréductible, les variables ¢, et £y,
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sont liées par une équation doublement quadratique, dans laquelle ne
figurent que les puissances paires. D’autre part ¢, et £,, ne figurent &

Péquation (64, 1) que par les puissances impaires. Il est donc impossible
que ces deux équations soient identiques.

71. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Cet octaedre
4 deux sommets impropres est composé de deux angles tétraédres irré-
ductibles, n’ayant aucun axe en commun, de deux angles tétracdres
totalement décomposés et de deux quadrilatéres plans irréductibles.
Ses propriétés principales sont les suivantes :

1. Les angles faciaux correspondants des deux angles tétraédres
irréductibles sont ou bien égaux ou bien supplémentaires, les angles
faciaux correspondants étant ceux des angles tétraedres II et V de
la figure (70, 2) qui ont le méme premier indice sur cette figure.

2. Les c6tés correspondants des deux quadrilatéres plans sont
égaux, les cOtés correspondants étant ceux des quadrilatéres plans

IIT et VI de la figure (70, 2) qui sont affectés du méme premier indice
sur cette figure.

3. Aucune relation ne lie ni les constantes du méme angle tétraédre
irréductible, ni celles du méme quadrilatére plan.

4. Le quadrilatére gauche du coude est bi-isoscele, les axes apparte-
nant au méme angle tétraédre totalement décomposé étant égaux.

5. Les deux angles tétraédres irréductibles et les deux quadrilatéres
plans ont tous le méme invariant.

6. La déformation du mécanisme est de genre un.
7. Le nombre des constantes arbitraires est de cing.

8. Au cours de la déformation du mécanisme chacun des deux

angles tétraédres totalement décomposés conserve si déformation
initiale.

Pour avoir un ewemple numérique de ce mécanisme je prends pour
Pangle tétra¢dre II celui du No. 35. Puisqu’alors
c;—0ay,=3K+72K, c,+a,=K+33K,

il est évident, d’aprés la remarque qui suit la formule (70, 9), qu’on doit
poser {;3 = — {5 quel que soit le signe de ¢;". Je pose ¢’ = —1.
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Les formules (70, 5) donnent alors
sin a,; = sin a,, = Sin agy = sina,, = 0,720562
cosa; = { cosayy = —{ coS azy = cos a;, = —0,6933904
SiN agy == SiN a4y = SiN ayy = SiN gy = 0,967784 4
COS @g; = L COS ay; = — { COS ay; = COS ayy = —0,251780
Sin ey = Sin ag; = sin aq; = sinag, = 0,5521464
CoS ag5 = £ COS ay; = —{ COS @y = COS ayy = —0,833747
Sin a4y = Sina,, = Sin ay, = sina,, = 0,448415+4
COS a5 = { COS ayy = —{ COS ayy = COS ayy = —0,893825+

Je laisse indéterminé le symbole { dont le carré est égal a I'unité et dont la
détermination est arbitraire.

/g
XN, A A
632"‘42\ / \\
d)?%\'; > // \
" X
G2 < \~,£ g\;‘/ \\:’;
Q0 <2 / \
o23 %Hl Ty B 4 \
057 53 B E v 3 IV
0(3_'_,_,/'5_—_— 2 oy \ 83 O O \ )
e 2 N B ——f —
“ £} a, 36 /4
- 9 o456, % V1 \2 ,
2, \" o \ \; /
‘ J/y <> C,y \ \\i‘/
v O/'s‘ Cos $ié \
> / Y.
8; B,
Fig. 72, 1.

Quand on introduit dans les formules (70, 8) les valeurs des fonctions
Eta et Théta données par les formules (35, 3), on obtient pour les longueurs
du mécanisme les valeurs suivantes

Ti3=Tie__ Teg=7Tos __ T33==T36 _ Tag=7Ty4s _ S12=S15 __ S9a = 845

352796 ~ 618369-- 314880 195954+ 638954 436993

72. Dixiéme mécanisme. Deux parallélogrammes n’ayant aucun
axe en commun, et quatre angles tétraédres irréductibles. Comme le
mécanisme précédent, celui-ci découle de I’analyse des Nos. 56 et 57. Au
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lieu de faire tendre des angles tétraédres irréductibles vers des quadrilatéres
plans, je vais commencer cette fois par faire tendre un angle tétraédre
totalement décomposé vers un quadrilatére plan. La notation est encore
celle de la figure (56, 1). On se rappelle que les indices des diddres v (et
par conséquent ceux des { dans les cas des octaédres) ne correspondent:
plus toujours & ceux des angles faciaux a qui leur sont opposés dans leurs
corps. La nouvelle disposition des octaédres est indiquée schématique-
ment aux figures (72, 1) et (72, 2).

J’adopte 1’analyse du No. 56, et je fais tendre 1’angle tétraédre IV
vers un quadrilatére plan. On aura

Taa=T10 Tag =Ty COSay = COSayy = —{g=—Ly
19 1 COS @y = COS Ay = — L4y = —Uyy, COSaug= —{4 COSay,
(72, 1) COSayy = — ;4 COSage, COSays= —{y COSays,
cos ay5 = — {3, COS ag3.

Ceci donne, en vertu de (18, 7), de (56, 3), de (56, 13), et de (56, 18),
{f(%‘“l“aa) +§44f(%w1—/32)}{f(%w1—~a3)f(%w1——;32)
—Laaf(ay +')’2)f("~2“)’2)} =0,
{f(%wl——ua) e C34f(%w1‘_182)}{f(1§‘”1" ag) f(hw,— B2)
—€ C,34f(a2+'}’2)f(0-2"“'}’2)} =0.

(72, 2)
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D’autre part, la considération de §, donne

Sin a;,— € Sinay, L Tu—€Ta fGw;—ay)
i — CiaTos—Loamia fRwr—PBa)
Sin (ayy—ayq) 147247624714 W1 P

4=

Je suppose d’abord que c’est le premier facteur de la premiére des
équations (72, 2) qui s’annule. Cela donne

(72, 3) 84 = ~C44: €1—§14 C24 =0, f(%“’1“13)+€24f(%w1_32) =0,

et en conséquence, le premier facteur de la seconde des équations (72, 2)
s’annule également.

Si c’est le second facteur de la premiére des équations (72, 2) qui
s’annule, il faut évidemment que ce soit aussi le second facteur de la
deuxiéme équation qui s‘annule, sans quoi ’évanouissement de son
premier facteur entrainerait celui du premier facteur de la premiére
équation. Cela donne

lon= L= e1lu= € s
W — ) = Coaf(astys)f(a ‘}’2) - Coaf(astys)flay ’)’2)
fe 3= J(3w1—Py) % b= T 2“’1"132

le cas ot 7,4 = 7,, étant banal. Cependant ’équation

f zwl*ﬁz + £ az+72)f —y2) =0

est également banale, parce qu’elle donne, moyennant (18, 7), cos a;, = 0.
On sait donc que l'évanouissement des seconds facteurs des équations
(72, 2) ne donne rien d'utile.

En vertu de (56, 2), (56, 10), et (63, 8), les { du mécanisme satisfont
aux relations suivantes :

€44 = €24 = € €14 =& Cs4 = C21 = C«u =& §31 = Cn» 423 = Cas’
(72: 4) €43 = Cls’ Cas = Czs, 513 = 646’ sz = —gls’ C42 = _gssx
€12 = ‘“gzs’ 432 = _2.:45-

L’équation
(72, 5) f(%w1_‘13)+ € guf(%wl—ﬁz) =0
entraine fPaz= f2B,,
. L 2
d'ont $.2 — <Smf111 € 50 a21> _fPay _ 1.
1 Sin (ag;—agy) T8

Pour que 6,2=1, sans que l'angle tétraédre I soit losangique (cas
banal), il faut que celui-ci tende vers un parallélogramme. On doit donc
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avoir
.
T ="Ts, Ta="ry, € =",
COS ayy = COS ay = — Lo = —€; {13, COSay =cosay; = —&11
79 6) COS gy = —€; {17 COS a3, COSa 3= —{;; COS ag,
(72, 6)
COS Qg5 = — €1 {17 COS agg, COSayg= —{;; COS ag,,
= Sin a,;— €; Sin ag; Tn—€ Ty el _&3
== = —€tn="m,
L sin (ay; —agy) tura—{Clumn IBa

ce qui fait, en vertu de (72, 5), que
(72, 7) ag = Bot+ (1+ € {11)doy.
Les équations (56, 3) et (72, 7) donnent bien

Sinayg _ SiNay Sihagg  SiNag
sinagy, Sinay Sinay,, sinag’

de sorte que les angles faciaux des angles tétraédres ITI, V, et VI 8’expriment
maintenant, moyennant (56, 18), en fonction de ceux de ’angle tétraédre
II de la maniére suivante :

[ 8in a,q = Sin agy = 8in a,3 = sin ay,,

SiN a,q = SIN Ay = SiN ayg = SiN agy,
SiN a4¢ = SiN a5 = 8iN agg = SiN a,y,

Sin a,q = Sina,; = sin a3 = Sin a,,;

(72, 8) 1
COSa g = —€; {1, COS a5 == €; COS ay3 = —{;; COB agy,

COS 0y = — €; {11 COS Qs = €; COS Qg = — ;7 COS ayy,

COS agq = —€; {11 COS ay5 = €; COS agg = —{;; COS ayy,

| COS @y = —€; {13 COS ay5 = €; COS a3 = —{1; COS agy.

Les équations (56, 16) se vérifient d’elles-mémes sans rien apporter
de nouveau.
Les longueurs du mécanisme satisfont aux équations suivantes :

ra=r T3a0="14 Taa="a__, _ o _Taa="Ty
(72,9) LTI g — (38 , 2 = 8y = 855 = 14—,
Sin ag, sinaq, sin a,y 040
Les relations 8, = §, = —e€; {;; montrent que les deux quadrilatéres

plans I et IV sont des parallélogrammes.
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Pour construire wn modéle de ce mécanisme on commence par se donner
quatre constantes a,, gy, a3, a4, comprises entre 0 et 7. Tous les autres
angles faciaux seront alors donnés par les formules (72, 8). Les formules
(72, 9) donnent les longueurs du mécanisme & deux facteurs de propor-
tionnalité prés. Ceux-ci sont arbitraires. Le mécanisme dépend ainsi de
six constantes arbitraires.

Pour trouver les cas, s’il y en a, ou le quadrilatére du coude serait
constamment plan, il faut récrire I’équation (64, 1) en se basant sur la
figure (72, 2). Ceci peut se faire & vue sans calcul. On trouve effective-

ment:
(72, 10) sina;y 8in ayy COS agy SN PByg-+8iN a4 SN agy COS agy SIN Byg €O8 B3y
+-8in ag, 8IN ayy CO8 a4y 8in B,
+8in a4 8N agy COS ayy Sin By, €08 Byg = 0.
Dans les circonstances actuelles, cette équation se réduit & la suivante :

(72, 11)  sin agy, COS agy [8iN Byy + €5 {47 8N B4y ]
+8in agy COS agy [SIN By €OS By — €,y 8in Py c0s By;] = 0.

D’autre part, on sait que fy, t5; = 6; = — €; {;;, moyennant quoi

8in By = —e; {3y 8in By, €08 Py = —cos By

Les deux accolades de I’équation (72, 11) s’annulent donc toutes
seules, et le quadrilatére du coude est constamment plan.

73. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Cet octacdre
4 deux sommets impropres est composé de quatre angles tétraédres
irréductibles et de deux parallélogrammes. Ses propriétés principales
sont les suivantes:

1. Les angles faciaux correspondants des quatre angles tétraedres
irréductibles sont ou bien égaux ou bien supplémentaires, la corres-
pondance étant définie par les formules (72, 8) et la figure (72, 2).

2. Aucune relation ne lie les constantes du méme angle tétraedre.
3. Les quatre angles tétraedres ont tous le méme invariant.

4. La déformation est de genre un,

5. Le nombre des constantes arbitraires est de six.

6. Le quadrilatere du coude est constamment plan, et a ses cotés
opposés égaux.
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Pour avoir un exemple numérique je me donne arbitrairement les quatre
constantes suivantes :

. o . 12 . 1 .
SlNay, =%, Sllag =12, Sinag =12 sina,=2

252

o

(73, 1)

— 3 —__5 — _
COSajp =13, COSay =%, COSaz= 1%, COSa,,=

|
o™

Comme il a été expliqué plus haut, cela me donne le mécanisme
suivante :

[ sinay; = sin agg = sin ayy = sin a;, = £ = 0,800000

SN ay5 = 8IN agg = 8iN ayg = sin ay, = 12 = 0,923077
SiN a5 = 8iN ay4 = 8iN a;3 = sin agy = 15 = 0,882353
8in a5 = Sin 0, = $in a5 = sin ayy, = 24 = 0,960000

€; 008 ay; = —{;; COS age

= — ¢ {41 CO8 ag3 = €OS a;y, = £ = 0,600000

€1 CO8 gy = — {17 COS ayg
(73, 2) < = — €1 {11 COS 0y3 = COS agy = 5 = 0,384615}
€1 COS agy = —{;; COS a4

= —¢; {}; COS ay5 = COS a3y = % = 0,470588
€1 COS a5 = — {11 COS ayq
= — € {;; COS a3 = COS a5 = 5= = 0,280000

Tn="sn _ S6=S35_T1a="Tn
75 85 68 °’

Tor ="y _ So3=Ss6 _ T2a ="Twa
L 300 325 312 -

Je laisse indéterminés les deux symboles ¢, {;; dont les carrés sont
égaux & l'unité, ainsi que les deux facteurs de proportionnalité nécessaires
4 la détermination compléte des longueurs.

74. Onzieéme mécanisme. Un contre-parallélogramme et cing
angles tétraédres totalement décomposés. Ce mécanisme découle
soit de I’analyse du No.59 soit de celle du No. 60. J’adopte celle du No. 60
parce qu’elle a l’avantage de donner l'octaédre le plus maniable. La
notation est de nouveau celle de la figure (62, 1).

Je suppose que la chaine VI soit un quadrilatére plan, et que les corps
s’aplatissent de la maniére définie par les formules (63, 4). On aura, en
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vertu de (60, 1),

Ti6="Tag T3s="Tag L16=Llae> L36= Loe
(74, 1)

S, — 16— 6726
8 Li6rae—C
16726 626716

D’autre part, les formules (60, 2) et (60, 3) donnent

= log 46

(74, 2) {C.m = sz = §23, gu = Clg = Cl_r,, Zg3 = §34 = Zas» §42 — §43 — 544,
ay= (1+4o) dm—ay,  ay' = (1+{s6) dm—ay’.

Si I’on introduit les valeurs de a, et de a,” données par (74, 2) dans les
conditions (60, 4), on trouve

los=1C1g=1, sinagcosa, >0, a,+a,=a,'+a,=m,
(74, 3) sin 2a, < 0, sinay cosa,” >0, sin2a, <O,
|sinag| > |sing,|, |sinay’|>|sina,’|.

Tous les angles faciaux s’expriment maintenant en fonction des quatre
paramétres a,, a3, @,, @, de la maniére suivante :

[ a3 =T—ag = 049 = agy =7— (a3} ay),

Qg =T Ogy == g5 = Qg5 = O30y,
Qg3 = 043 = 74204,

(74, 4) 1

Qgy = T—04 = 45 = ags = 71— (@, +a3'),

= — J— —y ! ’
Ugy = T— Uy = Ogg = Q19 = as —Q,

L O3y = Ogy =+ 2a,".

En vertu de (63, 8), (74, 1), (74, 2), et (74, 3) tous les { du mécanisme
sont égaux & un. Ceci n’a pas d’importance du moment qu’on sait que
toutes les relations auxquelles ils doivent satisfaire sont compatibles les
unes avec les autres.

Quand on introduit les valeurs de a, et de a,” données par (74, 2) dans
les formules (60, 8), on obtient les deux cas suivants:

Cas 1
, sineg,’ sina,’ 71 tga,
51::-——58=—~52= N " = == =" ————-::—————-;
sina, sina; Ty g0,
(74, 5)
Cas 2
’ ’
, cos a, , COS ag 6 tgay
€1 :Gz, 63:-—— ) p— 1 ) e
L COoS a, cos ag Ty tEay
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Les longueurs du mécanisme satisfont aux équations suivantes, qu’on
déduit de (63, 5) en passant par (74, 4):

(74, 6) S32 _ 831 _ S35 . S34
, ; : = — : = = : = :
sinay sina,, Sinag, sina;;  sinay; Sinag,  sinays sina,,

S12 S15 Sa5

Sinags Sinay, SiNag, SiNa;;  SiNag Sinay;

_ Saa "6 ="T4e _ Ta6 = T3¢

T sinaggsinay  Sinaygsinag, Sinay;  Sinay sinay, sina,;”

On vérifie aisément que celles-ci sont compatibles avec (74, 5).
Puisqu’on a toujours

8y = a6+ 716

, Tos— 716

on sait que le quadrilatére plan VI est un contre-parallélogramme.

= lyg lag>

Pour construire un modéle de ce mécanisme on n’a qu’a se donner trois
constantes a,, a,’, a; assujétties aux conditions (74, 3). a, sera alors donné
par (74, 5), toute détermination compatible avec (74, 3) étant admissible.
Ensuite les formules (74, 4) donnent tous les angles faciaux du mécanisme.
Finalement, les longueurs sont données & un facteur de proportionnalité
prés par les formules (74, 6). Le mécanisme dépend ainsi de quatre constantes
arbitraires. Si 'on adopte le Cas 2 des équations (74, 5), on peut encore
disposer du signe de ¢,’.

Pour rendre constamment plan le quadrilatére du coude, on n’a qu’a
POSET 83y = 834 € Spy = S35, parce qu'on a déja ;= —1. (cf. 11, 3.) Ceeci
donne

Sin ag, SiN 05 = Sin agy Sin ay,,

Sin ay, 8in a4, = sin ay, sin ay,,
ce qui s’écrit également, moyennant (74, 4), sous la forme suivante :
sina, sina, cos a, cosag =0,
sinag’ sina,’ cosa,’ cosay = 0.
On reconnait immédiatement que la seule solution non banale, et
compatible avec (74, 3), de ces équations est

(74, 7) cosas =0, cosas =0.

Voila donc les conditions nécessaires et suffisantes pour que le quadrilatere
du coude soit plan. Les équations (74, 6) montrent qu’il est alors un contre-
parallélogramme,
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11 est évident que seulement le Cas 2 des équations (74, 5) donne un
octaedre intéressant, quand on veut que le quadrilatére du coude soit plan.

75. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Cet
octaédre & un sommet impropre est composé de cinq angles tétraédres
totalement décomposés et d’un contre-parallélogramme. Ses propriétés
principales sont les suivantes:

1. La déformation est algébrique.
2. Le nombre des constantes arbitraires est de quatre.

3. Aucun angle tétraedre ne peut passer de 1'une de ses deux
déformations & ’autre au cours de la déformation du mécanisme.

4. On peut rendre constamment plan le quadrilatére du coude
aux dépens de deux parametres.

Pour avoir un exemple numérique je me donne trois constantes a,,
a,’, as assujétties aux conditions (74, 3). Soient

6 =€ =¢e=—1,
1 —— 1 r'— __ 5 ] — 4
sina; = —3%, sinag,’ = —%, sina;=%,
cosay = 2%, cosa;’ =12, cosaz=32

Les formules (74, 5) donnent alors

V/(451)

. ’
SimMa, = ~
3 26 >

f— 15
cosay’ = —18,

et les formules (74, 4) donnent
sin a,, = 8in agy = 8in ag; = sin a,; = 0,600000
8in agy = sin a5 = sin a,;, = sina,; = 0,975861+
8in a4 = Sin ayy = 8in ay; = sin a,5 = 0,936000
Sin agy = siN a;, = sinayy = Sina,, = 0,5320744-

sin a5 = sin a3 = 0,537600 sin az; = sin a,g = 0,710059

COS Qg5 = COS 03y = —COS ag; == €08 ay; = —0,800000
COS ag5 = COS a5 = —COS oy = COS ay; = 0,218391

COS 044 = —CO8 Ayy = COS Ay = COS a5 = 0,352000

COS 034 = —COS Ayy = COS 0y = COS ay = —0,846697 -

€08 ay3 = COS 03 = —0,843200  coS agz = COS ay3 = —0,704142
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Les longueurs sont données par les formules (74, 6) comme suit :

Se3 ___Ssa __Ssa ___ S13 S35
913406 585517 524623 498021+ 319244+

%15 __ Sas __ S12 _ T16=T4e __ "o =T3¢
286043 426035+ 6646154 2791384 398769

76. Douziéme mécanisme. Deux contre-parallélogrammes et
quatre angles tétraédres totalement décomposés. Cet octaedre,
comme le précédent, découle de I'analyse du No. 60. Je pars main-
tenant de ’hypothése que les deux angles tétraédres IIT et VI sont
remplacés par des quadrilatéres plans. La notation est celle de la figure
(62, 2).

Soient done

COS a5 = COS ayg = — {13 = —"{43, COSay5=0C0Sayy = —0{16=—"Lgq
COS 0lgg = COS agg = — {93 = — {33, COSayg=COSags = —"Log = —0s4
76,1) < — _ _ _
(76,1) Yo3 =T33, 7T13 =743, Toe =736 716 = T46>

T — €37
— — 16— =3726
- t13 t23’ ) e

8 ? 13 E3 23
6 2 7 ___2. r
16’ 26 26716

L 37 L137e3—Loa"1s

= log lyg-

Puisque tous les diédres y,, du mécanisme du No. 60 sont nuls, les
formules (63, 8) donnent

lie=Clis=lis="lis L36= Los = L3z = Loa-
D’autre part, les formules (60, 3) donnent dansles circonstances actuelles
(76, 2) { ap=a13=0—0,=(1+{3) Im,  ayg=azg =0+, = (1+{y) i,
a3y = Oy =@y —ay = (1+Lg5) §71, ags=ay6=0y"+ay" = (14{y5) 4,
ce qui fait que
sin a, cos @, = sina, cosa; =sina,’ cosa,’ = sina,’ cosa,’ =0,
(76, 3) COS @y CO8 @y = —%({13+ Cys) = cOsa,’ cosay’,

sina, sina, = }({y3—{;3) = —sina,’ sina,’.

En vertu des conditions (60, 4), les équations (76, 3) ne peuvent étre
satisfaites autrement que par

. o e e
sina, = sina, = sina," = sina,’ = 0.
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Je pose done

m=a,=0, ay=0ay=m, [;3=~{_5=1, sina;>0, sina; >0,
(76. 4)

s
__Ti3—€3T93
83_ “'t13t23’

8 T16— €379¢
T23— 713 To6— 716

= log lag-
Les formules (60, 3) se mettent maintenant sous la forme
031 =T 0 =T — Qg =T 039 = Qg = T—0gy = Qg5 = Q15 = 03,
— — —_— —_ —_— —_— - — ’
(76, 5) < 04y =T—05 =gy =01y =03y =T— 0y =T—ay5 = 7T—ag5 =03,
{ Q13 = Qg3 = O3z = Oy43 == Q16 = Qgg = O3g = Qyg = 7.

Le Cas 2 des équations (60, 8) peut étre rejeté, parce qu’il entraine
cosay’ = €' cosa,, ce qui rend losangiques tous les angles tétraédres du
mécanisme. Les équations du Cas 1 deviennent

(76, 6) €6 = —€;, €=—1, 8;=¢33;.

Les formules (63, 6), (63, 8), et (76, 5) seront toutes compatibles si
Pon pose tous les { du mécanisme égaux & un.*

Je considére en premier lieu le cas oll e,= —1. Le cas oll ¢;=1 fera
I’objet du No. 78.
Si ’on substitue dans 85 = —8§; les valeurs de 3, et de §; données par

(76, 4), on obtient
71371623726 = 0.

Ceci donne, en vertu de (63, 7) et de (76, 1),

Y13 ="743="T96 =736 __ T23 =733 = 16 = 746
76, 7 18 43 = 3 = 89 == 89y = 845 = 815.
(76, 7) sina, sin a,’ 127 %20 ™ %45 ™ 718

gsz_gszm

Puisque
To3—T13

= liglog = —laglses
on sait que les deux quadrilatéres plans III et VI sont des contre-
parallélogrammes.

Pour construire un modéle de ce mécanisme on n’a qu’a se donner deux
arguments ay et a;" compris tous les deux entre 0 et 7. 'Tous les angles
faciaux seront alors donnés par les formules (76, 5), et les longueurs, &
un facteur de proportionnalité pres, par les formules (76, 7). Celui-ci
est arbitraire. Le mécanisme dépend ainsi de trois constantes arbitraires.

% Ce signe sert & marquer un renyo1 ulterieur,
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L’équation (64, 1) s’écrit dans les circonstances actuelles comme suit :
(76, 8)  tgay,’ [sin Byy+-sin By5]+4-tg ag [sin B3 cos Byy—sin Byy cos B3] = 0,
ce qui devient, en vertu de (60, 1), ‘

(76, 9) [tgas —tg as] 85+ [tg ay’ +tgas]tds = 0.

Comme cette équation ne peut en aucun cas étre satisfaite identiquement,
ol est impossible de rendre constamment plan le quadrilatére du coude. Cette
discussion est d’ailleurs indépendante du signe de e;.

77. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Cet
octaédre & deux sommets impropres est composé de deux contre-parallélo-
grammes et de quatre angles tétraedres totalement décomposés. Ses
propriétés principales sont les suivantes:

1. Les c6tés égaux de chacun des contre-parallélogrammes sont
égaux & ceux de l'autre qui sont disposés sur les faces contraires du
prisme coudé du mécanisme.

2. Les quatre cotés du quadrilatére gauche du coude sont égaux.
3. La déformation du mécanisme est algébrique.
4. Le nombre des constantes arbitraires est de trois.

5. Aucun angle tétraédre ne peut passer de I'une a I'autre de ses
deux déformations au cours de celle du mécanisme.

Pour avoir un exemple numérique je me donne deux arguments a; et
a,’ comme suit. Soient

Les formules (76, 5) donnent
Agy = TGy = T gy = T gy = Oy = TGy = g = 05 = 7,
gy =Ty = gy = Ay = gy =Ty = T gy = T 0g5 = 4,
la notation étant celle de la figure (62, 2).
Ensuite les formules (76, 7) donnent

T13="T43 = "9 =736 _ T2 =T33 ="16="Ta6 _ S12= 894 == 845 = $15
V3 V2 2

Je laisse indéterminé le facteur de proportionnalité qui est arbitraire.
M
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78. Treizitme mécanisme. Deux parallélogrammes et quatre
angles tétraédres totalement décomposés. Comme les deux précédents,
cet octaedre découle de ’analyse du No. 60. Je conserve méme toute
I’analyse du No. 76 jusqu’au signe % qui suit de peu les formules (76, 6).
Naturellement la notation est encore celle de la figure (62, 2).

Je m’occupe maintenant du cas oit e, =1. On aura

(78: 1) 86:83: —1 =t13t53 = laglags

ce qui n’entraine aucune relation entre les longueurs du mécanisme. Celles-
ci ne sont astreintes qu’a satisfaire aux équations (63, 7), qui se mettent
maintenant sous la forme suivante :

Pig =1 Tig =T Voq =T Tog =T
13 43 - __ 716 46 23 33 __ . __ 26 36
(78, 2) —E—22 =g, =8y = — il ; 22 = 81y = 845 = i —.
sin a, sinag sina, sinag

La forme des relations (78, 1) montre que les deux quadrilatéres plans
IIT et VI sont des parallélogrammes.

Pour construire un modéle de ce mécanisme on doit se donner d’abord
deux arguments a; et a,’ compris tous les deux entre 0 et =, et calculer
ensuite les angles faciaux au moyen des formules (76, 5). Finalement
les formules (78, 2) donnent les longueurs du mécanisme & deux facteurs
de proportionnalité prés. Ceux-ci restent arbitraires. Le mécanisme
dépend ainst de quatre constantes arbitraires.

La discussion que j’ai faite au No. 76 au sujet du quadrilatére du coude
s’applique intégralement ici. Il est tmpossible que ce quadrilatére sout
constamment plan.

79. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Cet octaédre
4 deux sommets impropres est composé de deux parallélogrammes et
de quatre angles tétraeédres totalement décomposés. Ses propriétés
principales sont les suivantes :

1. Le produit des deux c6tés inégaux d’un des parallélogrammes
du mécanisme est égal & celui des deux c6tés inégaux de I'autre.

2. Le quadrilatére gauche du coude a ses cotés opposés égaux.
3. La déformation du mécanisme est algébrique.
4. Le nombre des constantes arbitraires est de quatre.

5. Aucun angle tétraédre ne peut passer de 'une & l'autre de ses
deux déformations au cours de celle du mécanisme.



OCTAEDRES A UN OU A DEUX SOMMETS IMPROPRES. 163
Pour avoir un exemple numérique je me donne deux arguments a; et
a;' comme suit. Soient
’
a;=3im, ay’ =1m.
Les formules (76, 5) donnent alors
A3 =T — 0y =T —0gp =T 0Ogp = 0gy = T—0gy = Qg5 = 015 = },
Qg =T — gy = Ggy = Qp = Oy = T— 0y = T— 0,5 = T—ag5 = ,

la notation étant celle de la figure (62, 2).
Ensuite les formules (78, 2) donnent

T18="743 __ S15=S04 __T16 =746 T23 =733 S10=3545 __ T26 = "36

V'3 2 V2 /2 2 V3

/
Je laisse indéterminés les deux facteurs de proportionnalité qui sont
arbitraires.

M2
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Chapitre VIILI.
MECANISMES CONTENANT DES ISOGRAMMES.

80. Remarques préliminaires. On a vu au No. 14 que les angles de
Pisogramme satisfont aux mémes lois que ceux de 1’angle tétracdre totale-
ment décomposé. Si done on veut que quelques-unes des chaines de
quatre corps du mécanisme de la figure (1, 1) soient isogrammatiques, il
faut que ’analyse angulaire de celui-ci soit identique & celle de I'un des
mécanismes du chapitre VI qui comporte des angles tétra¢dres totalement
décomposés. Ce sont les mécanismes des Nos. 56 et 59. Je pourrai
conserver toute I’analyse angulaire de ces deux mécanismes et ne m’occuper
ici que des relations quilientles diverseslongueursdesnouveaux mécanismes,
tant celles qui sont portées sur les axes que celles qui sont portées sur les
segments perpendiculaires des isogrammes.

81. Quatorzieme mécanisme. Deux isogrammes n’ayant pas
d’axe en commun, et quatre angles tétraédres irréductibles. Ce
mécanisme découle de l'analyse du No. 56. Avant de commencer son
étude propre il est nécessaire que je fasse quelques remarques relatives
aux diédres y du mécanisme du No. 56. La notation est celle de la figure
(56, 1).

Puisque tous les a sont supposés d’étre compris entre 0 et =, les sinus
des trois y appartenant & un méme corps doivent avoir le méme signe.
En effet ils satisfont & des relations du type

Sinyy _ siny,,  sinys,
Sinay, Sinay, Sinay,”

Du reste, on sait que les quantités
Sinygy;, SiNyg, SiNyy
ont le méme signe que

SiNyyy, Sinygg, Sinygg,

et le signe contraire de celui de

SiNyyy, SiNYy.s SiNyy,
a cause des relations

YisTY2e =7, Ye3tva=0,
qui font partie du systéme (56, 2).
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Quand les a sont déterminés elliptiquement de la fagon exposée au No.
56, les cosinus des y sont uniquement déterminés par des relations du type

COS 099 COS Qgy— COS Agy
SiN agy SiN aey

COS Ygp =

mais leurs sinus ne le sont qu’au signe prés. Cependant, en vertu du
raisonnement que je viens de faire, les signes des sinus de tous les y du
mécanisme dépendent de celui d’un seul d’entre eux, qui reste arbitraire.
On peut donc dresser un tableau tel que le suivant:

.. sin sin sin sin sin sin
[ Positifs Y1 Y22 Y3 Y11 Y13 Y15

(81, 1) Siny,, SiNvy,; SNy, siny,, siny;, sinyi,

Négatifs sin yg /sin Y32 SiNys Sinyy si'n Yas5 si'n Y16
Sinygs Sinys, sinyg, siny,, Sy, Siny,,.
D’autre part, les équations (38, 2) et (56, 18) font voir que
[COS Y46 = COS Y13 = €1 COSYge = €1 COS Yyg

COS gy COS Gyy—COS Qyg
sin ag; Sin ayy

= € N

COSYys5 = —COBY3p = —€; COBY 5= €1 COSYp,

COS 0,93 COS 0y —COS Ugy
Sin agg SiN agy

(8L,2) 4
COB 7y == COS Y33 = €; CO8Y;4= €; COSYy3

COS a9 COS 0,44 —COS O3

= €1 0 0 N
Sin a4, SiN agy
CO8 Ya5 = —COS Y19 = —€; COS Y35 = €; COS Y4y
COS a4 COS 043 —COS Oyp
— € - i .
| 1 Sin a,, SiN a4

. : . ’ 1 1 iv
J’introduis maintenant quatre nouveaux symboles €', €7, €, €

] b
dont les carrés sont égaux & 1’unité, et qui sont déterminés de fagon que les
quatre expressions

b

) COS Gy; COS gy —COS dgy s COS Gy COS Ayy —COS Ay
Sin ay; Sin g, ’ SN ayg SiN gy

(81, 3)
- - a,
o7 008 g COS Ay —COS gy py COS Gy COS a4y —COS Oy
Sin oy, SiN oy, ’ sin a,, Sina,g

soient positives. Les signes de ces quatre ¢ dépendent donc éventuellement
de 1a détermination elliptique des a, que j’ai exposée au No. 56.
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En vertu de (81,1), (81, 2), (81, 3) on peut maintenant écrire
définitivement les équations suivantes

r Sin vy, = —8iNy;3 = 8iN y54 = —8in y,3 <0,

Sin g = SiNygy = —8iNy;5 = —siny,, <0,

SiN yyg = —8iN y53 = SiN y, = —siny,3 > 0,

(81, 4) Sin yg5 == 8iN Yy = —8iN y55 = —siny,, >0,

€16 CO87Y,= €, € COSy13 =€ COS7Yzs =€ COSyy3 >0,
’” r 1 r
€€’ COSys=—e1€ COSyg = —¢€" COSYy;; =€ COSYz >0,

e e e e
€16 COS Y= €€ COSyz3=€"" COS Y4 =€""" COSy 3 >0,

L€y €V COS yy5 = — €1 €Y COS y1p = — €V CO8 Y35 = €l cosy,, > 0.

Je passe maintenant & 1’étude des longueurs portées sur les axes et sur
leurs perpendiculaires communes. A la figure (81, 1) on voit le schéma
du mécanisme en question.

0y
N
5\"' 3
5:2(“15'22
A
I
v
-~ — /
d o7 3 W 3
SR g S
NP d &7 Y
Seled) | K
/6 16 P VI 3#6 (£m /%) R
Fig. 81, 1.

Sur chaque aréte sont marqués, d’abord sa longueur, et ensuite entre
parenthéses son premier cosinus directeur orienté dans le sens indiqué
par la fleche que porte I'aréte. Les € ont le sens que je viens de leur donner.

Les longueurs appartenant au corps I, II, III satisfont aux trois
équations suivantes:

’ 124
S1g€1€ ligt8ag€1logt81g€s € lip—7y € a9y =0,
’ 24
815 €1 € Mg+ 8yg € Mog~+815 €1 €' Myy—Ty; €1bgy =0,

’ ’"” .
813 €1 € Ny3t89g €1 Moy +815 €1 € Nyy—Tg; €1C9y = 0.
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Quand on projette ces équations sur les vecteurs normaux aux axes
du corps, on trouve:
(€ 85 8N Y,y SIN dgy—79; COSYgg =0,
(81, 5) €' 815 8IN gy SIN ay; —T5; COS Vg = 0,
853 SIN Yo SIN age—79; = 0.
Les trois équations (81, 5) expriment que la chaine qui est composée

des quatre arétes dont les longueurs sont s;3, S5, 819, 79y €5t fermée. En

vertu des équations (81, 4) elles peuvent étre satisfaites par des valeurs
positives de ces longueurs.

Quand on applique ce méme procédé a tous les corps du mécanisme,
on obtient les formules suivantes :

r /
To1

S f—t f— ,,‘11
1877 ¢ tgygq SiNay, € € tgy38inay,’
8y = To1 _ 5%
2= 1 : - r > 2
€' tg yypSiNay; €€’ tEys, SIN Ay,
Bua == T2 _ ™
16 — ’ : - ’ : ’
—e € tgy 68N 0y —€ 1y 8inay;
PR Ta1 _ T
= _ = - R
B™ e €'t sina —e't sin a.
1 Yas 21 15 11
P T4 _ 714
34 - 1’ s - rre 3 2
—e'"" tgysinay, —ej€’ tgygzsinag,
8o — T24 _ T4
= i , - . - ,
M eV g sina —e €Vt sina,,
Yae 24 1 12
(81, 6) <
S — 724 _ T14
46 — e 3 — 4 ’
€16 gy 8iNay € tgygsinay,
Sue == T4 _ 714
45 = i : =7 : ’
€167 tgyy; Sinay, €V tgy;8inay,
Son = To1 _ T24
= — : = - - R
2B SNy, SiNag,  —SiNy,s Sinay,
8on == 1 _ 714
26 — n I == = 0 )
—sinygg sinag,  sinygsina;,
Son — To1 — T4
8 7 —siny,gsinay;  Sinyeg sinayg’
Sur — ™ _ T14
| ¥ sinypsinag;  —sinysgsinagg
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On voit qu’en vertu de (81, 4) toutes les équations (81, 6) admettent
des valeurs positives des longueurs. On voit également que toutes ces
équations sont compatibles avec les conditions de déformabilité des deux
isogrammes, & savoir (cf. 14, 3)

11 To1 T _Tos

: == y = == .
sina;; Sinay’ Sina; sinay

On se rappelle que

Sin ay, sinay; _ Sinay, sinag,
Sinaq, Sinay;  SiNay, Sinay,

-ATaide de cette identité, et moyennant (81, 4), on peut écrire les équations
(81, 6) sous la forme suivante :

(81, 7) i Tor  _ _ Tie Tog _ S13=3834
1) 0 - 3 == N = = =
Asina Asina Bsina Bsina A€’ cot
11 21 14 24 Va3

$107=815 _ $3a=84s _ _ S2a= 845
—Be'" coty,;  —BelV coty,,

A€ coty,,

_ Sa3 = 856
T A'Sin ay,/(Sin y, SiN agy) = Bsin a,,/(—siny,; sin agy)

— S26 = S35
: : - - : : ,
A sin a;,/(sin yyg sin az,) = Bsin ay,/(—siny,, sina,,)
oh A B B
SIn y9q SiN gy SIN g,  —SiN Y, SINag, SiN gy’
A B
ou - - - =— - - .
SN ey SiN gy SiN 0y,  —SiN 7y, SiNay, SiN Ay,

Pour construire un modéle de ce mécanisme, on n’a qu’a se donner
six constantes m, a,, by, ¢y, @3, ay;. On calcule alors les angles faciaux
de la fagon que j’ai exposée au No. 56. Ensuite on calcule les quatre
diédres a9, Vo, Va2, V43 a0 moyen des équations (81, 2). Ce dernier calcul
donne, du reste, les déterminations des quatre symboles €', ¢, €', V.
Les signes a donner aux fonctions sin y,,, Sin y,g, Sin y,,, Sin y,5 sont indiqués
soit sur le tableau (81, 1) soit par les formules (81, 4). Finalement, toutes
les longueurs du mécanisme sont données a une constante de proportion-
nalité preés par les formules (81, 7), celle-ci étant arbitraire. Le mécanisme
dépend ainsi de sept constantes arbitraires.

La condition pour que le quadrilatére dont les arétes sont les axes
893, S35, Sser Sg¢ S0it constamment plan est évidemment exprimée par
I’équation (72, 10). Dans les circonstances actuelles elle se met sous la
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forme suivante :
SiN a4 SiN 6y COS age by (1—12;)+8iN ay5 SiN agy COS ayy by (1—12;)
. . 2 . . N
—sin ag, Sin ayg €08 1383, (14-13;)4-8in a4 sin agy o8 agytyy (1—12,) = 0.
Pour que cette équation soit compatible avec t,,¢;; = 6, il faut et il
suffit que
sina;;  sinag, . Sin (agy—+ag,)
SiNa,, Sinag’ 1 SiNagy COS ay—+Sinag, COSayy°

On vérifie aisément qu’en vertu de (18, 7) et de (56, 3) ces équations sont
satisfaites identiquement. Le quadrilatére dont les arétes sont les axes
8535 S35, S56> Sz €5t donc constamment plan.

82. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Ce mécanisme
est composé de deux isogrammes dont les axes de I'un sont articulés un
4 un par des couples ponctuels & ceux de l'autre, les dites articulations
étant les sommets de quatre angles tétraedres tous irréductibles. Son
schéma est indiqué sur la figure (81, 1). Il possede toutes les propriétés
attribuées au cinquiéme mécanisme au No. 58 sauf la cinquiéme, a
condition toutefois d’y remplacer l'expression angle tétraédre totalement
décomposé par isogramme. Il posséde en outre les propriétés suivantes :

1. Le nombre des constantes arbitraires est de sept.

2. Les longueurs portées sur les axes alternatifs de chacun des
deux isogrammes sont égales.

3. Le quadrilatére dont les sommets sont les articulations des
axes des deux isogrammes est constamment plan, et a ses cotés
opposés égaux.

Pour avoir un exemple numérique, j’adopte, en ce qui concerne les
angles, la solution du mécanisme du No. 56 donnée par les formules
(58, 1), (58, 2), (58, 4), (58, 5), et (58, 7).

Les formules (81, 2) donnent alors

P

COS aly; COS 0lyy—COS Ay

CO8 Vo3 = - : —0,897128
Vs SIN 0y, SIN dgy ’ ’
COS ayg COS Ay —COS a
COS gy = 05 G23 COS & 22 — ,889319+,
SIN agq SIN agy
(82, 1) <
P CO8 04y COS A —COSAys _ _ ( Gagogs .+
43 Sin aye SIN ayy ’ ’
COS 01,4 COS 043—COS @
COS 49 = 4 i 12 — 0,835128,
l Sin a,, 8ina,,
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d’ou1, en vertu des hypothéses (81, 3),

(82, 2) f=—1, &'=1, "=—1, =1,

et en vertu des hypothéses (81, 1),

(82, 3) {sin Yoy = 0,441770+, siny,, — —0,745741+,
8in y, = 0,457286+, siny,, = —0,550056.

Quand on introduit ces valeurs 1a dans les formules (81, 7), on trouve

(82,4) -u—=Ta1 _Ta—=Ta_Tu—Tu _ Tu=ru _ S13— S
s 1984774 145097 437240 1134884 465412+

_S512=9515 __ S3a=S46 __ Saa=S45 __ Sa3 =556 __ S26= Sas
445707+ 415747+ 7065394 3393774 813692 °

83. Examen de deux cas nuls. On pourrait se demander premiére-
ment si analyse du No. 56 ne peut pas donner lieu & un mécanisme dans
lequel la chaine I serait isogrammatique, et toutes les autres chaines
des angles tétraedres. Ceci est impossible. En effet, puisque les angles
tétraedres II, III, V, et VI ne pourraient pas alors avoir un sommet
commun, il faudrait que les quatre corps qui font partie de l’angle
tétraedre IV s’applatissent. Il s’ensuivrait, en vertu des relations

Yatvu=0, yutvau=0, vatrau=0, yatviu=0
que les quatre corps faisant partie de l'isogramme en feraient autant,
ce qui est impossible.

Deuxiémement, on pourrait se demander si ’analyse du No. 56 ne peut
pas donner lieu & un mécanisme dans lequel la chaine I serait isogram-
matique, les chaines II, III, V, et VI des angles tétraédres, et la chaine
IV un quadrilatére plan totalement décomposé. Ceci est également
impossible. En effet, il faudrait alors que les quatre quantités

Sy, Siyg, SiNyy,, sinyg,
fussent nulles. Il g’ensuivrait, en vertu des relations que j’ai citées tout

a I’heure, que les axes de I'isogramme seraient paralléles, ce qui est impos-
sible.

84. Quinziéme mécanisme. Deux angles tétraédres, deux quadri-
latéres plans, tous irréductibles, et deux isogrammes. Je considére
maintenant le mécanisme qui découle de I’analyse du No. 56, et dans
lequel les deux chaines I et IV sont isogrammatiques, les deux chaines
IT et V des angles tétraédres, et les deux chaines I1I et VI des quadrilatéres
plans. En vertu des relations

Vo3t V36 =0, Y1i3+v6=0, V33t v26=0, vi3ty16=0,
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il est évident que si I'une des deux chaines III et VI est un quadrilatére
plan, il faut qu’il en soit de méme de ’autre.

11 est aussi évident que toutes les quatre chaines II, III, V, et VI ne
peuvent pas étre des quadrilateres plans, car alors les axes des deux
isogrammes seraient paralléles.

La notation du No. présent est celle de la figure (56, 1). Je conserve
en outre I’étude que j’ai faite au No. 81 des diedres y. A la figure (84, 1)
on voit le schéma du mécanisme actuel. Comme d’habitude sont marqués
sur chaque aréte sa longueur et, entre parenthéses, son premier cosinus
directeur orienté dans le sens de la fleche. Les e ont encore le sens qu’on
leur a attribué aux formules (81, 3).

A
\JA!
QQ;/ 4\
R
/4 W]
— O
| ) ‘Ei b
2 S
S Yo 8
Y VIR
N - & |
S I, 7 NG|
38 TS 7 ol
‘\,’ 4 (=4 (fy |
94 X 5, 18 v o
(4 8 oA
35) %& }’/ |?¢}'7
Wb !
v (/55) /
Fig. 84, 1.

Les longueurs appartenant au corps I, II, IIT satisfont aux équations
suivantes :
Tog €1 € Qgg—815 €1 € Lig—Tg1 €1 Goy+ Llpg+ My =0,
’” ’ .
Tog €1 € boz—S1a € € Myy—Ty; € by + Lomgy+- Mz = 0,
1 12
Tog €1 €’ Cog—81p €1 € Niy—Ty € Oyt Limgg+-Mnyy =0,
ou L et M sont des quantités sans intérét qui disparaitront dans les
formules qui vont suivre.
En projetant ces équations sur les trois vecteurs normaux aux axes
du corps, et en se souvenant que (cf. 81, 4)

Sin ogy = 8iN Yy =0, COSyy3 = €,
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793 So1 __ a1

on trouve que ; = — =— : ’
Sinay,, 8Ny, €' COSy,, sina,,

, . .
CO8 Yy == € COSYyyy, SiNyy = Sinvy,,,

COS 0y = — €' COS O,

COS Qg = ~—¢',
SN ay; = SIN ay,.

Le méme procédé appliqué & tous les corps du mécanisme donne

-

sin a,; = Sin agy = sina;, = sina,,,

8in ay; = 8in a,; = 8in ay; = Sin a,,

Sin ag; = sin a;; = sin ag; = sin ag,,

8in a5 = Sin ay, = Sin oy, = Sin o,
CoSa;; = —¢; €' cosag = —e €' COSay = € COSay,,
COB Ay = —¢€; € COS @y = —¢€; € COS Ay = €; COS Aygy,

(84, 1) ; , ,
COBags = —€; € COSay; = —¢€; € COS ag; = €; COS Agy,
117 1t

COSay = —¢; €’ COSay, = —e; €’ COSayy = € COS ay,,
COS @15 = €; COS 0y3 = €; COS Apg = COS Aoy = — €,
S y,e = 8y, = —SM Yy = —SM Yy,
COS Glgg = €; COS tg3 = €; COS Oy = COS gy = — €,

LcosJ Ve =€""C08y,y =€ CO8yy = € €' COSyy,;

Ta3 S12 721

(84, 2)

SiNog,  SiNYy,,

713 S15

€'/ CO8 gy SN ayy’

L&Y

Sinag; Sinyg,

—¢€'' cosyy5 Sinagy’

Tasg ___ Sas _ _ Tia

Sina;; —sSinyg;  —elVcosyg, sinayg’
Tag _ _ Sea To4

SiNayy —SiNy,, €VCOSy,, SiNag,’

J

Tve __ S13 L5V

Sinag, —SiNysy —ep € CO8Ygy SiNagy’
Toe ___ S15 To1 ,

SiNay, —SiNy,; € € CoSy,;8inay
36 So4 T14

sina;, Siny;,,

746 Sa5

—€; €V COS yp5 SiN 0y’

T24

| sinag;  Sinyys

€, €V COS yys SiN 0y
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En vertu des équations (81, 4) toutes celles-ci peuvent étre satisfaites
par des valeurs positives des longueurs qui y figurent.

Tous les y s’expriment maintenant en fonction de y,, qui, n’étant
plus lié aux a, demeure arbitraire. Les formules (81, 3) se réduisent &
(84, 3) €cosyy >0, €€ €Vecosy,, >0, dou €"=¢¢€"€".

Les deux symboles ¢’, €’’’ deviennent ainsi indéterminés.
En vertu de (18, 8) les arguments elliptiques des deux quadrilatéres

plans satisfont &
(84,4) Jwite€azte e’ Byte" y3=0, lw;+e€agte’ Bstere’ ye=0.
Puisque (14 €' —¢; €') w, = € w,, ces deux relations sont bien compatibles
avec (56, 3) et (56, 13). Elles donnent, du reste
Jag= € fag= —¢€ f[Jo—(as+e€172)],

frag=re flag= —€"" ' [o;—(ay+e€ 75)],
ce qui fait que (cf. 18, 9)
(

T13

_ T23
2f' [o;— (ag+€;75)] Jas fra o ' hor—(azt¢ Y2)] fag f"}’z

. 733
T2 € fliw— (gt € v)] [ an fre

(84, 5) <
_ Ta3 —
26'€”’f[%w1—‘(a2+€172)]fa2f Y2
Tie _ Tas _ Tse _ Tae
L T3 Taz T3z Ty3

Les équations (84, 1) remplacent les équations (56, 16). On reconnait
facilement que les deux systémes sont compatibles.

Les équations (84, 2) et (84, 5) se combinent maintenant sous la forme
unique et définitive suivante:

(84, 6) ™ _ To1 —T3="1e
’ Ae€" cosyyy sinag, A€’ COSyy,sinay, A sinag,

__Teg=1"T9¢ _ "33 =173 __ T4z ="Tae __ _ Ls VI
Asina,, Bsina;, Bsingg, Be'’ cosyy,sina,

T4 _812=815 __ S2a =45
= < —_— v == 0 )
Be'' cosy,, sina,, Asiny, Bsinyg,

Y

ou
A _ B
€€ By f' [3w1— (as+ €y ys)] T [ BafBor— (ot e vl

(84, 7)
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Lorsque —1 <m < 1, ’équation (84, 7) se met sous la forme suivante :

A
(84, 8) € " H(K—b,) Ob, H(a,+ €, ¢,) O(K —a,—e; ¢5)

B
T —Hb, O(K—by) H(K—ay,—e€,¢,) O(ay+€.¢5)

Lorsque m > 1, ’équation (84, 7) se met sous la forme suivante :

A
(84, 9) e @(K““bz) ®b2H(a2+ €,Cy) H(K—afz—’ €,Cy)

B
= THDb, H(K—b,) @(agt ¢, 05) O(K —g—¢165)°

Pour que les équations (84, 6) admettent comme solutions des valeurs
positives des longueurs, il faut donc que le produit €' ¢’’’ soit déterminé
comme suit:

(84, 10) €' €' Hb, H(K—b,) H(ay+ €, ¢5) H(K—ay,— e, ¢5) <O.

Pour construire un modéle de ce mécanisme on doit se donner d’abord
les quatre constantes m, a,, b,, c,, €t construire ’angle tétraedre II de la
facon expliquée au chapitre IV. On détermine ensuite le produit €' €'”’
par la condition (84, 10). Tous les o du mécanisme seront alors donnés
(84, 1) en fonction de ceux de l'angle tétraedre II, les déterminations
individuelles des deux symboles €', €’”’, ainsi que celle de €,, étant arbitraires.
Aprés cela on calcule le rapport 4/B, soit au moyen de (84, 8), soit de
(84, 9). On se donne ensuite y,, compris entre 0 et =, et on détermine
¢’ par la condition €'’ cosy,, > 0. Les formules (84, 6) donnent alors,
a un facteur de proportionnalité pres, toutes les longueurs du mécanisme.

Ce facteur de proportionnalité est arbitraire. Le mécanisme dépend ains
de six constantes arbitraires.

85. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Ce mécanisme
est composé de deux angles tétraédres irréductibles, de deux quadrilatéres
plans irréductibles, et de deux isogrammes, disposés de la fagon indiquée
par la figure (84, 1). Ses propriétés principales sont les suivantes :

1. Les deux angles tétraédres et les deux quadrilatéres plans
ont tous le méme invariant.

2, La déformation est de genre un,
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3. Les angles faciaux correspondants des deux angles tétraédres
sont ou bien égaux ou bien supplémentaires, les angles faciaux
correspondants étant ceux qui ont le méme premier indice sur la figure
(84, 1).

4. L’angle que font entre eux deux axes d’un isogramme est ou
bien égal ou bien supplémentaire & 1’angle facial de ’angle tétraedre
qui contient I'un de ces deux axes, lequel angle facial étant celui
qui fait partie du corps qui contient les deux axes.

5. Les cOtés correspondants des deux quadrilatéres plans sont
égaux, les cOtés correspondants étant ceux qui ont le méme premier
indice sur la figure (84, 1).

6. Le nombre des constantes arbitraires est de six.

7. Aucune relation ne lie ni les constantes du méme angle tétraédre
ni celles du méme quadrilatére plan.

8. Au cours de la déformation du mécanisme, chacun des deux
isogrammes conserve sa déformation initiale.
Pour avoir un exemple numérique, je prends pour I’angle tétraédre II
celui du No. 35; c’est-a-dire que
(85, 1) m=1cos50°, a,=53K, b,=35K, c,=%IK.
Je pose en outre ¢, = 1. On a alors
ayteco=K+22K, K—a,—ec,=3K+§3K,

ce qui fait, en vertu de la formule (84, 10), que € ¢’ = 1.
Dans ces hypothéses les formules (84, 1) donnent

r sin a;; = sin agy = sin a4 = sin a,, = 0,720562
Sin ay5 = SiN ayy = SiN ay; = sin ay, = 0,967784 4
Sin ag; = Sin a,; = 8in ay; = sin ag, = 0,5521464-

sin a4; = sin ay, = sin a,, = sina,, = 0,448415-4-

(85, 2)
coS a5 = { COS agy = { COS ayy = cos a;; = —0,693390+
COS ags = { COS ayy = { COS agy = COS agy = —0,251780
cos ags = { cosa;; = { cos agy = cO8 agy = —0,833747
L cos a5 = { COS ay, = { COS ayy = COS ayy = —0,893825+

ol {2=1. Je laisse indéterminé ce nouveau (.
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Quand on substitue dans la formule (84, 8) les valeurs des fonctions
Eta et Théta données par les formules (35, 3), on trouve

4 B
638954  436993°

Je pose ensuite yy, = 47, d’ol1 '’ = 1.
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\Q\/ a 32 (€"32) \,p
5 7 \
36 (evtsg) < %ﬁb
Fig. 86, 1.
Finalement, les formules (84, 6) donnent
(85, 3) 7'13:’1‘16__ Tog="Tgog __ T33 = "3 _ T43 = Tyg _ 711

352796 ~ 618369-- 314880+ 195954+ 176398

"o T4 __Tea _ 815=812 _ S45= 382

T 309185 157440 97977 553350+ 378447 °

86. Seizieme mécanisme. Six isogrammes. Si 'on remplace les
six angles tétraedres du mécanisme du No. 59 par des isogrammes, on aura
le mécanisme dont le schéma est donné par la figure (86, 1). Comme
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d’habitude les traits pleins représentent les axes des isogrammes, et les
traits fins leurs perpendiculaires communes. Sur chaque aréte sont "
marqués, d’abord sa longueur, et ensuite entre parenthéses son premier
cosinus directeur.* Il est évident qu'on peut conserver intégralement
l’analyse angulaire du No. 59. Je ne m’occuperai donc ici que de
I’'uniformisation des longueurs.

Les équations de fermeture du corps I, II, III sont les suivantes:
81910189303 8130131 Ta1 €1 € oy +Tgp €5 € gy +Ta3€5€"" Ay =0,
819M 1o+ So3 Moz —813My3+7y €1 € by 759 €3 € bygtTa3 €3¢ " by =0,
819 Mgt 893 Mo3— 813N 31 Tgy €1 € Coy 799 €3 € CoptTag €3¢ Ca3=0.
En projetant ces équations sur les trois axes du corps, et sur leurs trois
perpendiculaires, on trouve

S12 S13 _ Sa3

Sinay,; Sinay, Sinay

’ 144 17t
, €€ Tgy—€x€ Togteg€ ' 195 =0.

En procédant de méme pour tous les huit corps du mécanisme, on obtient
les relations suivantes :

S13 _ S15 __ S35 Soa  __ _Sa6 __ Sz
sina;; sina;3 sinay;;’ Sina;g Sinay, Sinaog,’

S5 _Sae  __ _Sse S18 _ Sz ___Si2
(86, 1) Silagg Sinay; Sinay,’  Sina,, Sinay, Sinag’
;
b
_S12 _ _Si16 __ Sa_ 834 845 835

Sinags Sinay, Sinay’ Sinag; Sinag  silag,’

S3a  __ Sa3 S S15 S16 856

| sinoy, sinay Sinay’  siney  Sinay  sinay

(731 =711 = € (pa+p3), Ty =Ty = € € (ps' +p3),

T4p =133 =€ (py—p3), Tag =T13= €3¢ (py'+p3),
(86, 2) Ty3=T713=€""(p1—pa), T33="Tg3=c€3¢""(py—ps),
y 2) 9

744 ="T25 = €V (py—p3), T3y =114 = € €V (p' —p3'),

To5 =715 = €' (p1+p3), Ty5 = T35 = €3 € (p1'—p3')s

L 736 = Ta = €"'(p11p2); 46 ="16= €3¢ (py +p2);

olt les six p sont de nouveaux parameétres.

neg —_—
ol @V 2 = Vi ],
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Il est évident que les équations (86, 1) admettent comme solutions
des valeurs positives des s, tant que tous les a seront compris entre 0 et 7.
Toute élimination des s dans celles-ci conduit au méme déterminant :

mn 2 m2a.’ p—
sin®a; sina," 1|=0,
sin®a, sin%q,” 1

in? in2a.’
sinfag; sin®ag’ 1

qui est compatible avec les équations (59, 12).

Je pose
__sin(ay’+ay’) __sin(a,"+ag’) __sin(a,’—ay)
17 Sin (agta5) © P27 Tsin(a,—a,) Ps= Sin (a;—ay) ’
(86, 3)
Pe— sin (ay —ay') __sin(ay,"—ay) __sin(a,"+a,)
= S T )

sin (a,—a,) ’ Ps= i (ay+as)’ P = i (ay+ay)
En vertu de (59, 12) j’aurai

€1€2€3P1P2P3 .
€ P1t€Ds—€3D;

(86, 4) P1Py=DP2P5=P3Ps =
Les six équations du type

=7 __Ta="Tu
sin a,, Sin ag,

g’écrivent maintenant sous la forme suivante :

(2 +ps)—€1P1(patps) =0,  (py'—ps')—e1Da(pa—ps) =0,
(86, 5) 1 (p1'+ps')—e€2pa(pr—ps) =0,  (p1'—ps’)—€205(p1+p3) =0,
(p1'—ps')— €3 P3(p1—p2) = 0,  (p1'+p2')—€3Pe(p1+p2) = 0;
mais, en vertu de (86, 4), elles se réduisent aux quatre suivantes:
(€101t €205) p3 = (€2 P2— €3 P3) p1+ (€3 P3— €1P1) pas
2p," = €3(Pe+Ps) prt+€3(Ps—Ds) P2
(86, 6) 1 2p;’ = €3(Pg—ps3) P11 €3(P+P3) P2
2(e1 Pyt €2 s) p3” = €1(P1+Da)(€2D3—€303) Py

+ €2(P2+P5) (€1 91— €3 03) po-

Celles-ci permettent d’exprimer tous les p en fonction de p, et de p,, ou,
ce qui revient au méme, tous les » en fonction de r,; et de r,;. Dans ce
dernier cas on n’a plus besoin des symboles €'’ et €', parce qu'on peut
convenir de se donner 7, et r,s positifs. Soient donc €' =e"'=1. Les
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formules (86, 2) donnent

(T ="Ta _ Tay =Ty = €226 €3P3"13
- ’
2 € (e1P1+ €2 0,)
Too =T1a __ Tag =T33 = €1P1796 T €3 P37 13
- 1 )
2 €' (e1p11+€2p,)
Taa =1
33 23
=7 =7
43 13>
P3
(86, 7) 1
T34 ="T1a _ Taa="Tos = €2P5T96— €3P3713
iv )
Py €V (eg Pyt €3 p5)
Tas =735 O €1P4796+ €3 P37
=T15= "o = B
Ps €¥ (e, Pyt €205)
Ve =T
18 = 1y = 1y
L Pe

L’uniformisation des longueurs est maintenant compléte. Pour
construire un modéle de ce mécanisme on doit commencer par se donner
les quatre constantes a,, a,, a5, ;" et calculer les angles de la fagon expliquée
au No. 59. Ensuite on calcule les p au moyen de (86, 3), aprés quoi tous
les » seront donnés par les formules (86, 7) en fonction de r,; et r,, qui
sont arbitraires. On détermine les quatre symboles ¢, €, €, ¢ de fagon
que tous les r soient positifs. Les longueurs s sont données & un facteur
arbitraire de proportionnalité pres par les formules (86, 1). Le mécanisme
dépend ainst de sept constantes arbitravres.

Si ’on pose égaux & zéro tous les s, ce mécanisme devient le mécanisme
D3 de M. Bennett*.

87. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Ce mécanisme,
qui est composé de six isogrammes, est une généralisation du mécanisme
D3 de M. Bennett*. Au cours de sa déformation, qui est algébrique,
chaque isogramme conserve sa déformation initiale. Dans le cas ou
j’ai pu uniformiser les constantes, il y en a sept qui sont arbitraires, dont
quatre angles et trois longueurs. On voit son schéma & la figure (86, 1).

Pour avoir un exemple numérique je me donne les mémes constantes
angulaires que celles du No. 61, c’est-a-dire

€ =€ =¢€3=—1,
(87, 1) sing; =12, sina,=1$%, sinagz= a5 sinay’ = %,
8 3 — 24 — 12
cosa, =%, cosa,=%2, cosaz;= 3%, cosas =1%

N2
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Les valeurs des angles o seront ainsi données encore par les formules
(61, 3) que je ne récris pas.
Les parameétres p sont donnés par les formules (86, 3) de la maniére

suivante :
‘rpl = 1,042587 Py = 0,886790+

(87, 2) py=1,394121  p, = 0,663182
Py = 0,947362+ pg = 0,975927.

Je me donne 7,4 et 753 de la fagon suivante :

Toe __"T13
(87, 3) =D

Les formules (86, 7) donnent alors

(87, 4) L= Ta1__ Tor=Ta _ T19="9p T3 ="74p
» %) 16793 — 17508 ~ 248353 _ 178143

_T13=T"Ty3  To3=T33 1T14a="34 _Toa ="y

T 243671 © 230844+ ~ 581094+ 65527

_Ts="es __Tss="Ta5 _ T16="a6 _ To6 = T34
260464 172735 190244 194936 -

Finalement, les onze premiéres équations du systéme (86, 1) donnent

(87, 5) S12. __ %16 __ S __ Sz __ _Sis
’ 13195 10419 20625+ 90815+ 14190

S S5 __ S46 ___Ss6
868424 23648 255524+ 15663

S34 Sa3 Saq

T 105949~ 88871+ 226531 °

Les cinq derniéres équations de ce systéme ne servent qu’a contrdler
Parithmétique.

Toutes les constantes du mécanisme, dont les constantes arbitraires
sont données par (87, 1) et (87, 3), sont ainsi données par les formules
(61, 3), (87, 4), et (87, 5).

88. Dix-septitme mécanisme. Cinq isogrammes et un angle tétra-
¢dre totalement décomposé. Exemple numérique. Sil'on pose égaux
zero certains des r dans les formules (86, 7), on aura tous les mécanismes
dont les angles obéissent encore aux lois établies au No. 59, et qui con-
tiennent & la fois des angles tétraédres et des isogrammes.
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Je suppose que I'isogramme III soit remplacé par un angle tétraedre.

On aura
T1g = To3 == Tg3 ="Ty3 =10,
et en vertu de (86, 7)

(88, 1) T="751="5 =" __Tia=7T00=Tg1 =Ty __ T14 =734 =735 ="y5
, = =

P2 P1Ps P1DPys= P3P
T3 =T =T =T4q 716 = T4
P {pe(€1 01+ €505)
T =Tz 2 —1).
{(ey P14 €302) (¢ )

Pour construire un modéle de ce mécanisme on calcule tous les angles et
les longueurs r comme on 1’a fait au No. 86. Les longueurs r sont données

(,., N24
B
555 Mas c)\\"’
s
¥ *
IV <
3
o
vV e - =
) 2
M Xe3 534
< 023/\033
)3 VI
Nd
N & of I N
A
S5 Zus N, 5 R
¥ R
§
3 II
¥ I N
R
N3y
&
‘7'6 () N3
b
N3¢ 9?
Fig. 88, 1.

3 un facteur arbitraire de proportionnalité prés par les formules (88, 1).
Le mécanisme dépend de six constantes arbitraires.
A la figure (88, 1) on voit le schéma de ce mécanisme,
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En ce qui concerne les angles a et les longueurs s, je conserve 1’ exemple
numeériqgue du No. 87. Les nouvelles valeurs des longueurs r sont

Tn=Ts=T15="e5__T12=T0s =" =7Tg1 __T14 =734 =735 ="Ty5
139412 145349 92455+

(88, 2)

_ T3 =T4p =" ="4q _T16 = T46 __ T26 = T3¢
104258+ 237805 243671 °

89. Dix-huiti¢me mécanisme. Quatre isogrammes et deux angles
tétra¢dres totalement décomposés. Exemple numérique. Puis-
qu’aucun des parametres p des formules (86, 3) ne peut étre ni nul ni
infini, sans qu’il s’introduise un quadrilatére plan, il est évident d’aprés
les équations (88, 1) que le seul isogramme du mécanisme précédent
qui peut étre remplacé par un angle tétraédre est I'isogramme VI.
Pour que ceci ait lieu, il faut que

(89,1) €31+ €, = € 8in(a;—ag) sin(ay’ +a;")+ €, sin(ay+as) sin(e, +-a;')
=0.

L’équation (89, 1) ne peut étre compatible avec (59, 12) que des quatre
manieres suivantes:

Solution 1
€§=—¢€, €=1,
: ’ M ’ : 1
sing,” _sinay’  sina,

< - = €y — ,
ing, sina, Sinag

cosa,” —cosa,’ —ezcosay |=0;
—sina, sina, —sina,
COS @y cosa, cosag
Solution 2
a=—1 e=c¢,

cosa,’ cosa, cosas

— €y ’
cosS@;  COSa,  COSQ,
€, sina;’ sing, —sinagy [=0;
sina; sina, —sina,

—cosa; Cosa, COS atg
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Solution 3
€1= €y, 632_1,
sinag =0, sinay =0,
sing,” sina,

q ==,
sina, sina,
Solution 4
€6 =—1, e =c¢,,
cosa; =0, cosa; =0,

cosa,” cos a,’

2 .
cos a, cos a,

Les deux premiéres de ces solutions conduisent & des cas losangiques,
et la quatriéme est incompatible avec les conditions (59, 11).

Seule la
troisieme peut donner quelque chose d’utile. Soient donc

6= —¢€, €=—1, sina;=0, sinay, =0,

(89, 2) sing,’ _sina,’

- =— cosa; = cosa,' ={’ 2=0"2=1.
sin a/l sin a’2 ’ 3 C: 3 C 3 C C
Les conditions (59, 11) se mettent maintenant sous la forme

sina,, sina,, cosa, signe de {;
(89, 3) sina,’, sina,’, cosa,’, signe de {’;
|sina, | >|sina,|, |sina,|>|sinay|;

et les équations (59, 9) sous la forme

gy = 05y = Qg = gy = A+ (1= )},
Qgp=agp = ags=a;5=a;+ (1—{)}m,

O3 =a13=0a;— 0y, Og5= Ogg= 011Uy,
(89, 4)

A

0y = gy = gy =ay =0y + (1—')3m,
099 = Q1o = ays=ag;=a,"+ (1—{")}m,

J— PR ’ ’ —_— — ’ ’
Lag3=093=0;"—Qy', a=0;4=0; +0 .

Les paramétres p sont définis comme suit :

(

, sina,’
P1=Py=Py=ps =L ",
1 2 __
(89, 5) ) o (P> =D3De)-
_sin(a,"—a,’) sin (a,"+a;')

P3=gin (a;—ay) ’ P = “in (ay+a,) °
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Les équations qui donnent les 7, qui se déduisent de (88, 1), sont les
suivantes :

(89, 6) 73 =1y =Tos =115 ="y ="Tgy ="y ="y

T Ty T Ty =Ty =T =11 = T3 = T1e
P
Les longueurs s satisfont maintenant aux équations suivantes :

(89, 7) _ S137= a4 _ $15 = Spa
’ {sin®a, sin (a,"+a,’)  sina, sin (a;—a,) sin(a,"—a,’)

— 893 = 835 - S10 = 845
{sina, sina, sin (a,"4+a,") ~ {{'sina,’(sin2a,—sin%a,)

— S16 = Sag —- S26 = S56
{'sina, sina,’sin(a,—a,)  {'sina, sina,’ sin(a;—a,)’

Pour construire un modele de ce mécanisme on n’a qu’a se donner
trois constantes a;, a,, a," telles que la valeur de sina,” définie par

N2
. 5.
598 T s
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0’35% 224
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o | P & | IV
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& SR I
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3 a Az
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"
/ e
3, 74 NEN
043
N3 X3
ik
o
22 3 M35
]
4 (N
Fig. 89, 1.

sina,’ = sina, sina,’/sina, soit comprise entre —1 et 1, et telles que
les conditions (89, 3) soient satisfaites, les deux symboles { et {’ étant de
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détermination arbitraire. Les angles a seront alors donnés par les formules
(89, 4) et les longueurs s par (89, 7). On calcule ensuite la valeur de p,
aumoyen de (89, 5), aprés quoi tous les 7 seront donnés par (89, 6). Comme
il y a deux facteurs arbitraires de proportionnalité, le mécanisme dépend
de cing constantes arbitraires.

A la figure (89, 1) on voit le schéma de ce mécanisme.

Pour avoir un exemple numérique de ce mécanisme, je me donne

¢

{ sina, = 2%, sina,=12, sina,’ =3,
(89,8) ({={=1,
cosa; =%, COSa,= 3, cosa,’ =4%.
L’équation (89, 2) donne
(89, 9) sina,’ =12, cosa, = 4/(451)/26.
Ensuite les formules (89, 4) donnent

[ 8in ag; = sin ayy = s8in a,, = sin ay, = 0,923077
sin a,y = 8in oy, = sin ayy = sin a,, = 0,576923
8in a,, = 8in a4, = 8in ay; = sin a,; = 0,960000
SiN ag = SiN a4 = Sin a5 = 8in azy = 0,600000

Sin agq = 8in ayy = 0,028540-

sin a3 = sin a;3 = 0,110769

8in agg = Sin ayg = 0,627692-
(89, 10) ] Sin o, = sin a,q = 0,951617 -+
COS ag; = COS a;; = COS ayy = COS agy = 0,384615+
COS ay; == COS Gy = COS agy = COS oy, = 0,816798+-
COS gy = COS Ggy = COS dg5 = COS a5 = 0,280000
COS G99 = COS 0,9 = COS 045 = COS ag5 = 0,800000

COS g3 = COS ay3 = 0,9995924

COS a5 = COS a5 = 0,993846

COS agg = COS agg = —0,778461+

- €OS ayq = €08 0,4 = 0,307285
Les formules (89, 5) donnent les valeurs suivantes des paramétres
{ Py =Py =Py =ps = 0,625000

p

(89, 11,
s =0,257658+, p,=1,516057-+.
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Les longueurs r sont alors données par les formules (89, 6) comme suit:

Ty =111 = Tog = V15 = Vo == Tg0 = Vg4 =T
(89, 12) 31 11 25 15 3 42 32 44 24

LT =T =Ty = T35 =799 =719 =734 =Ty
5 .

Les formules (89, 7) donnent les valeurs suivantes des longueurs

877010 ~ 101193+ ~— 843279+ = 41717+

813 =28 815 =38 893 = 8 8190 = 8
(89, 13) 13 34 __ °15 24 23 35 __ 212 45

__ 516 = Sa6 __ S26 = Ss6
63803 61349 °

Les valeurs de toutes les constantes du mécanisme dont les constantes
arbitraires sont données par les formules (89, 8) sont ainsi données par les
formules (89, 10), (89, 12), et (89, 13).

90. Dix-neuvieéme mécanisme. Un contre-parallélogramme et
cinq isogrammes. Exemple numérique. Je considére maintenant
les cas ol certains des isogrammes du mécanisme du No. 86 seraient
remplacés par des quadrilatéres plans. Puisque deux axes adjacents
d’un isogramme ne peuvent étre paralléles sans que tous les quatre le
soient, on voit qu’on n’a affaire qu’a des mécanismes qui comportent ou
bien un seul quadrilatére plan ou bien deux n’ayant pas d’axe commun.
J’exclus, naturellement, le cas du systéme plan de Kempe ol tous les
isogrammes sont remplacés par des quadrilatéres plans. Je suppose que
Iisogramme IIT du mécanisme du No. 86 tende vers un quadrilatére plan.

On aura

Sin a,g3 = SiN ag; = 8iN ag3 = sinay = 0,

d’ol1, en vertu de (59, 9) et de (59, 10),
U3 = Ogg = O3 = a3 = Ay — Ay =y — @y =0,
A =0y = U = 0 =010y, 0y = 0y =y =ayp =0y +ay,
(90, 1) , ,
Qg = Ogp = 0gq = Ogq =y — 03, 034 =01y =045 =035=0; —0a3,
Qg = Ogg = 20, e =a,6=2a,’.
Les conditions (59, 10) et (59, 11) s’écrivent maintenant comme suit:
sing, cosa; >0, sin2a; > 0,
(90, 2) gina,’ cosay >0, sin2a," >0,

|sina,| >|sinag|, |sina,’|> |sinag’|.
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Les équations (59, 12) se réduisent a

r Cas 1
€= —€ €e=—1I,
sina,’ sina,’
—— — € 0 5
sina, 2sina, ’
(90, 3) \
Cas 2
€ =€ =¢€3=—1,
cosa,” cosag
cosa; COSay

L

Dans les deux cas on a

S, — T15+Tag
Lo e

= toal
230135
71373

ce qui fait que le quadrilatére plan I11 est un contre-parallélogramme.

Maintenant les équations (86, 1) ne peuvent é&tre satisfaites gue
lorsque
819 = Sy = 845 = 815 = 81 = S5 = 846 = 856 = 0,

813 = Sa3 = 834 = 83s-
Les longueurs s n’interviennent donc pas dans I’analyse de ce mécanisme,
ainsi que le montre la figure (90, 1).
La valeur du paramétre p; donnée par 1’expression
sin (a,"—a,’)
sin (o, —a,)
est indéterminée actuellement. Pour avoir la valeur de p; il faut passer

soit par (p;p,)/pg soit par (pyps)/pe.  Les autres p se calculent directe-
ment. On trouve

_ sin(a,'+ay) _ sin(ay'+a5)
1™ sin (@, +as) P2™= "sin (a,—as) °
tga,’ cota, si € = —¢,, sin (2, —ay’
(90,4) I py= :_ ] 2 Py = _(1_3)’
tga, cota,” si € = e, sin (a;—as)
_sin (/' —ay) _ sin2ay
Lps T sin(aytaj) ’ Ps = “gin 2a, -

Les longueurs r sont encore données en fonction de ry3 et de 7y par
les formules (86, 7).

Pour construire un modéle de ce mécanisme, on n’a qu’a se donner
trois constantes a,, a,, a,” telles que la valeur de a;" donnée par les formules
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(90, 3) soit réelle, et telles que les conditions (90, 2) soient satisfaites.
Tous les angles a seront alors donnés par les formules (90, 1). On se donne
ensuite les deux constantes 7, et 44 et toutes les autres longueurs r seront
données par (86, 7), les parameétres p étant définis par les formules (90, 4).

s l Soy
v
“
’i\*
3
K
s
—— u ~
R
2
¥ !
Ny A32
7136 I
Fig. 90, 1.

Le mécanisme dépend ainsi de cing constantes arbitraires. Commeauparavant,
on détermine les symboles €', €”, €', ¥ de fagon que les r soient positifs.

Pour avoir un exemple numeériqgue je me donne les trois constantes
a,, a3, @, de la maniére suivante: soient

€6 =¢€=¢€=—1.
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Les formules (90, 3) donnent alors

sinay = \—/—(—g—;él—), cosay’ = 28,

Ensuite les formules (90, 1) donnent
( sin ay; = sin a;; = sin ay; = sin a5 = 0,969231
sin a,y = sin ag, = sin a,, = sin ayy, = 0,5076924
Sin ay; = sin ay; = sin ay, = sina;, = 0,666228
sin azy = sin ay, = sin a,; = sin az; = 0,160849

sin agg = sin ayg = 0,960000 sina,q = sina;s = 0,537600

(%0, 8) COS ag; == COS @ty; = COS 095 = COS a5 = 0,246154
COS Qg5 = COS Olgp = COS gy = COS ayy = 0,861538 4
COS Gy; = COS Gy; = COS Agy = COS a;o = —0,745748
COS 0,34 = COS a;4 = COS a5 = COS o35 = 0,986979
| COS a3 = COS age = —0,280000 coS a4 = cOS a; = —0,843200

D’autre part, les formules (90, 4) donnent
[p1=0,687378  p,=0,316824
(90, 7) { p,=1,312267  p; = 0,165955+
L p, = 0,388889  ps = 0,560000.

Je me donne les deux constantes r,; et 7, comme suit: soit

\ T3 __ T2
(90, 8) 53— 4"

Les formules (86, 7) donnent alors

(90,9) M=Tm _Tu =Ty _ T2=Tn _Tn="'y
%) 56092+ 45430+ 123194+ 93879

_Ts="Ta3 _Te3=T33 T1a=T3a _ Tu=Ta
1999644 77764 33610+ 106085+

_Ti5=T"es  T35="45 _Ti6==T46 __ T26. =736

T 266057 44153+ © 89584 1599714

Toutes les constantes du mécanisme dont les constantes arbitraires
sont données par (90, 5) et (90, 8) sont ainsi données par les formules
(90, 6) et (90, 9).
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91. Vingtitme mécanisme. Un contre-parallélogramme et un
angle tétraédre totalement décomposé ayant un axe en commun,
et quatre isogrammes. Exemple numérique. Je considére ensuite
le mécanisme qui se déduit du précédent quand on fait tendre I'isogramme

I vers un angle tétraedre.

/ Az /
M s 2%
>

+* v 3

—_— T S
\
\ L e B
e =
vI
Q$
N
&

A2

3¢
Fig. 91, 1.

On aura P11 =="Tgy =T33 =174, =0,

d’oti, en vertu de (86, 7) et de (90, 3),

PaTog—P3T13=0, €3=¢3=—1.

(La condition e, = ¢, provient du choix arbitraire que j’ai fait en écrivant

4 ‘Vi = )

les formules (86, 7), quand j’ai posé €'’ = ¢
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Les formules (86, 7) se mettent maintenant sous la forme suivante :

(91, 1) T3g=Tap="To6 =736 __T13=Ty3=7"T15="To5 __ T13= T3 ="Tp3 =733
, = =

Ps P2 P2Ps
T =T =T16="46 _ T1a=T3a _ T2a=Ty (=1
P3Ps {pa(Py—ps)  L(Da—Ps) ’

les p étant toujours définis par les formules (90, 4). Comme auparavant,
toutes les longueurs portées sur les axes sont nulles.

A la figure (91, 1) on voit le schéma de ce mécanisme. Pour en
construire un modéle on doit se donner d’abord les trois constantes a,, s,
a,’, de fagon que a;" donné par (90, 3) soit réel, et que les conditions (90, 2)
soient satisfaites. En évaluant a;’ au moyen des formules (90, 3), on
doit tenir compte de la nouvelle condition e, = ¢;.

Tous les angles o seront alors donnés par les formules (90, 1). Enfin les
longueurs seront données & un facteur arbitraire de proportionnalité pres
parles formules (91, 1). Le symbole { doit étre déterminé de facon que tous
les r soient positifs. Le mécanisme dépend de quatre constantes arbitraires.

11 est évident d’apres les formules (91, 1) que le seul autre isogramme
qui puisse tendre vers un angle tétraédre est le IVeme. Pour cela il
faudrait que p,=p;. En vertu des équations (90, 3) ceci ne conduit
qu’a des cas banaux. Je ne m’arréte pas la-dessus.

Pour avoir un exemple numérique de ce mécanisme, je conserve, en
ce qui concerne les angles a, celui du No. 90.
Les formules (91, 1) donnent pour les longueurs

(91,2) T=Tn=Tw= Tag _ Tig =Ty =Ti5="Tss _ Ty ="Tg
, 35989 131226+ 29255

_T1a =T =T793="33 T35 =745 ="16=Tas _ "24 ="a4
51032+ 21778 92338 °

Ainsi toutes les constantes du mécanisme dont les constantes arbi-
traires sont données par les formules (90, 5), sont données par (90, 6) et
(91, 2).

92. Vingt et uniéme mécanisme. Un contre-parallélogramme et un
angle tétraédre totalement décomposé n’ayant pas d’axe en commun,
et quatre isogrammes. Exemple numérique. Je considére ensuite
le mécanisme qui se déduit de celui du No. 90, lorsqu’on y fait tendre
Iisogramme VI vers un angle tétraedre.
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On aura V16 =="Tgg = T3 = T4 = 0,

<z
Aoy /
Fig. 92, 1.
d’ol1 en vertu de (86, 7)
(92, 1) T ="y =73 =75 __T12=T9p="14="34 __  T13=7s3
’ P3DPs P2Dqy {(€3 Pyt €309)
=T T3 T T =Ty = N5 =795 T3 =T33
Ps P2 {P3(e1 Pyt €20s)

(f2=1),
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les p étant toujours définis par les formules (90, 4). Comme auparavant,
toutes les longueurs portées sur les axes sont nulles.

A la figure (92, 1) on voit le schéma de ce mécanisme Pour en
construire un modéle, on doit se donner d’abord les trois constantes a,,
as, @, de fagon que a," donné par (90, 3) soit réel, et que les conditions
(90, 2) soient satisfaites. Tous les angles a seront alors donnés par les
formules (90, 1). Enfin les longueurs r seront données & un facteur
arbitraire de proportionnalité pres par les formules (92, 1). Le symbole
{ doit étre déterminé de fagon que tous les r soient positifs. Le mécanisme
dépend de quatre constantes arbitraires.

Pour avoir un exemple numérique de ce mécanisme, je conserve, en ce
qui concerne les angles a. celui du No. 90.
Les formules (92, 1) donnent pour les longueurs r

(92, 2) To1 =Ty =T35 =45 __T19=Top =714 =T34 T13="743
’ 21778 11549 162909

1= T3 = T3 =Typ  T9a =Ty =715 =795 T3 =T33

31682+ - 131226+ T 63353+°

Ainsi toutes les constantes du mécanisme dont les constantes arbi-
traires sont données par les formules (90, 5), sont données par (90, 6) et
(92, 2).

93. Vingt-deuxiéme mécanisme. Deux parallélogrammesn’ayant
pas d’axe en commun, et quatre isogrammes. Il reste & étudier les
mécanismes qui découlent de celui du No. 86, lorsqu’on remplace deux
des isogrammes par des quadrilatéres plans. On a vu que ces deux-la ne
peuvent avoir d’axe en commun, et qu'on ne peut remplacer plus de
deux isogrammes par des quadrilatéres plans sans retomber sur le systéme
plan de Kempe.

On se rappelle que I’analyse angulaire du mécanisme du No. 86 est celle
du No. 59, et qu'a ce dernier No. on a été obligé d’introduire des
hypotheéses spéciales afin de pouvoir pousser jusqu'au bout les calculs
algébriques. Du moment que deux des chaines sont des quadrilatéres
plans, on n’a plus besoin de ces hypothéses; on peut étudier le probléeme
sous la forme la plus générale, Je reprends donc I'analyse aux équations
(59, 8).

0
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Soient,

(93: 1) 3

L
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comme au No. 63,

£ 8in aq3 = 8iN ag3 = SiN ag3 = sinayy =0,

sin a;q = 8in ayg = Sin agg = Sina,;g = 0,

COS a3 =—"{;3, COSagy=—Up3, COSagz=—"Us,

cosagg =~y (=0=0=0h=1 ls=0ln ls="1lsm
cosayg=—U1q COSass=—Ls;, COSags=—"{z

cosage=—"{45 (6=0= 2= l36=1, L16="0lss C26="Clag-

Les formules (38, 2) donnent

(93, 2)

ce qui fait

Sin ;5 = SiN yy5 = 8iN Y33 = 8iny,3 =0,

SiN ;6 = SiN Yy = 8iN Y34 = SiN y4 = 0,
COS Y13 = COS Y3 = {13, COSyyy = COS Y33 = g,
LGOS Y16 = COS Y4 = 1g, COSyps = COS Y35 = Ly,

que le parameétre ¢ des formules (59, 5) est congru soit & 0 soit

a m. Dans ces conditions la seule solution non banale des équations

(46, 4) est

(93, 3)

1-8,8,8;,=0, a=b=c=m.

Maintenant, en vertu de (38, 2) et de (59, 5), on a

(93, 4) 1

Cls = "’Cla, ‘:26 = —sz

Sin ygy = SiNygs = —siNy,, = —siny,,

= sinyy; = siny,, = —siny;; = —sinyy,,
Sinygy = —8iNy5 = —Siny, = siny,,

=8iny,; = —SiNy,,= —sin yy4 = sin yg,,

CO8 Y34 = a3 COS Y35 = g3 COSy4g = {13 {p3 COS Y4y
= {13 {o3 €08 Y91 = {15 COS Y5 = {13 COS 5 = COS yyq,
COS ygq = COS Y5 = — {13 COS Y43 = — {13 CO8 yaq = {13 {p3 COS Y35

= {43 o3 COS Y15 = — L33 COS 71y = — o3 COS 4.
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D’autre part, les formules (38, 2) et (59, 1) donnent
sin a5 = 8in ayy = sin agy = sina,;,,
sin azs = sin a;, = sina,, = sin a,,,
(93, 5)
CO8 ay5 = {53 COS apy = — {13 {s3 COS agy = — {5 cOS ayy,

COS ags = — {53 COS ayy = — {15 p3 COS agy = {15 COS ayy.

Pour que les deux équations 3, = €, €38, et §; = €; €8, (59, 4) soient
satisfaites, il faut et il suffit qu’on ait

(93, 6) C13 Loz = €1 €3 €3.

Il reste a satisfaire aux deux relations 85 = €; €,8; et 8; §,8;—1=0.
Pour cela je considérerai séparément les deux cas €; = - ¢, %.

Soit d’abord €, = —e¢,. On aura
[ lisloz=1€3, 3= 2‘1%3;3:_%:‘:‘1'3 = —{o3 = tiatas
(93, 7)
_ _Te—€T6 __, __
1 % = L16726— 26716 $o = Laoas:

La condition 84 = ¢, €, 3, est donc satisfaite.

On voit d’aprés les formules (93, T7) que les deux quadrilatéres plans 111
et VI sont des parallélogrammes.

Dans ’hypothése actuelle les deux quantités 8, et §, peuvent s’écrire
comme suit;

5. — 1—¢, tg Jay (tg 3a4,)" 5, — Ltetg a5 (tg Fagy) ™
VU 146 tg dag (tg dayy) P 1—e; tg by (bg dag,) ™
d’ol1, en vertu de (93, 5), la condition 3, §,8;—1 = 0 est satisfaite.
En plus des équations (93, 4) et (93, 5), les formules importantes &
retenir, qu’on a trouvées jusqu’ici, sont les suivantes:

C46 = Cm = —C43 = —C13 = —€3 Cza = —€3 433 = €3 Czs = €3 Cae’
(93, 8)
€ = —¢€,

A la figure (93, 1) on voit le schéma de ce mécanisme. Comme
d’habitude sont marqués sur chaque aréte sa longueur et, entre paren-
théses, son premier cosinus directeurt orienté dans le sens de la fléche.

% Ce signe sert & marquer un renvoi ultérieur.
+ €2 =gt =M= V2=,

02
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Les équations de fermeture du corps I, II, III sont
Tog € Oogt+T9y € tgy 819 € lig— g9 € Qg+ L+ M ly3 =0,
Tog € Doy 721 €1 051815 € Mya—Tyy € g+ Limyg+ M myg = 0,
T3 € CogTa1 €1 Co1 819 € Myg—Toy € Cont-Limyz+ M myy =0,

ol L et M sont des quantités sans intérét qui disparaitront des formules
de la suite.

w3 (£ )

(46) Yy

Fig. 93, 1.

Quand on projette ces équations sur les trois vecteurs (a3, bas, Ca3),
(@91 Doy, Ca1)s (a9, bags C20), ON trOUVE

(93, 9) _Tes 51 _ LogTo1—"o9
’ sinay; —¢ ""sinyy  —ep € cOSyy Sinag’

\i\

| 7
]r \/‘i
1 ‘% |
, I \V/
S VA
‘Ql («//6) // Y

3 [ T
i C
o) . 4 N
§| 'ﬂ?:}}/y —;: \'\)J
= NI
| & X
o
? |
|
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et il y aura sept autres systémes d’équations semblables 3 celui-ci
attachés aux sept autres corps du mécanisme.

D’autre part, les longueurs des perpendiculaires des quatre isogrammes
doivent satisfaire &

Tu=7Tyn _Ta=7Ty Tip="Tss T39="Tg

sin aqq sinay, °  sinag, sinagy

(93, 10)
T10="T34 _ "2a=74a T15="e5 _T35=174s

sin a;y Sina,, ’  sinayg sinagg

Quand on exprime que les seize équations du type (93, 9) et les équations

(93, 10) sont compatibles, on obtient, moyennant (59, 1), (93, 4), (93, 5),
et (93, 8),

sinyg; = siny,q, COS Y31 = €; €5 COS Y41,
819==845 _ To3="Ty3 Tog="T3s _  €3T3p—L13Tyy
T =2 = -2 = -
€ €siny;;  sinay sinag,; €€ COS yy; sinay,’
S15=84 __ T13="43 _ T16=Ta6 __ T3otCiaTos
€' eVsiny,;;  sinag; Sin oy, ege’ cosyy sinay,;’

T15="795 __ T35 =T45 _ ToatLi3Tsp— €371
(93, 11) 5 sin a,, sin a,, €303 Sinay,

T3a =T1a __ Taa =Ty
Sin ay, sin ayq

Tun=7%n__"s1="n
Sin agy sinagy

Too ="T19 __ T42 =T33,
| Sin agy sin ag;

d’olt €’ €’ ¢'" €l = 1. Toutes les longueurs sont ainsi exprimées en fonction
de 731, 245 Tg9, 115 Ba1, V11-

Pour construire un modéle de ce mécanisme, on doit se donner arbi-
trairement les six constantes 7y, 7oy, 739, @47, g1, y11-  LOUs les angles a
seront alors donnés par les formules (59, 1) et (93, 5), et les longueurs
par les formules (93, 11). Le mécanisme dépend de six constantes arbitraires.

En ce qui concerne les déterminations des divers symboles dont les
carrés sont égaux & l'unité, on procéde comme suit. Les symboles €, €3
sont arbitraires. Le symbole {;, doit étre détérminé de fagon que

739> L13(ryy — 724), 81 g =1;

Tgg <Tp+7ps €6 (za=—1, 8l e=—L
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Cela rend positives les longueurs r;; et 7,;. On détermine ensuite €’ et
'’ de fagon que les deux expressions

€373~ L1371 T35+ {15704
’ b r’
€ € COSy €3 €'’ cos yy,

soient positives. Finalement on détermine €'’ et ¢V de fagon que €' €’’’ sin y,,
€'’ eiVsiny,; soient positifs. La relation ¢ €’ ¢’ =1 en est une
conséquence algébrique. Comme toujours, on doit se donner 7y, 754, 739
positivement, et a,;, ay; compris entre 0 et 7. Le symbole {,; qui figure
dans les formules (93, 5) est donné en fonction de {;; par (93, 8).

94, Résumé et exemple numérique du No. précédent. Ce
mécanisme est composé de deux parallélogrammes et de quatre isogrammes,
disposés comme l'indique schématiquement la figure (93, 1). Pendant sa
déformation, qui est algébrigue, aucun isogramme ne peut passer de 'une
a lautre de ses deux déformations. Le nombre des constantes arbitraires
est de six, dont trois angles et trois longueurs.

Pour avoir un exemple numériqgue de ce mécanisme je me donne les
six constantes 715, 75, 7395 @19, Goy, Y13 de la fagon suivante : soient

. ot . 12 ; — 24
Sinay;; =73, Sllog =gy, Sy =335,
3 5 7 = 1= CI:”
94. 1 COSay =73, COSay =7y COSY =33,
» 1)

Les formules (93, 8) donnent {,; = {;; = 1 moyennant quoi les formules
(98, 5) donnent

'd . . 3 . . 3 .
Sinays; = SiN a gy = Sin ayy = Sin ayy = sin ay, = sin ayy = Sinagy
= sin a,; = 0,800000
8in ag; = Sin a,; = 8in oy, = Sin oy, = sin a;, = sin ayy = Sinayy

= sin ay; = 0,923077

(94, 2)
COS 045 = COS Gy5 = COS Gy = COS Qlyy = —COS gy = —COS Oyp
= —CO0S ag = —Co8 ay; = —0,600000
COS 0igs = COS 645 = —COB Oy = —COS Qg = —COS Oy = —COB Uy

L = COS ay; = COS ay; = 0,384615-4-.
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Les formules (93, 11) donnent alors

(94, 3) "i=Ty _ T =T __T15="Tos__ T16="s6__T13="a3
’ 455 210 182 2625 2275

—S15=8u _ T =736 __"Tez=Tg3_ S19=8s5_Tan="Tu

2730 325 375 390 525

—Te="Tp Toa=Ty Tia=T7y__ T19="5
364 273 315 420 -

Je laisse indéterminé le symbole ¢; dont la détermination est arbitraire,
et qui n’intervient que dans les formules qui lient les diédres .

95. Vingt-troisi¢me mécanisme. Deux parallélogrammes n’ayant
pas d’axe en commun, un angle tétraédre totalement décomposé, et
trois isogrammes. Exemple numérique. Ce mécanisme se déduit de
celui du No. 93 quand on y pose

Ty5==Tg5 =135 =745 =0.

Les formules (93, 11) deviennent

-

S1N yg; = 81N Y47, CO8Ygy = €; €3C08%Y,y,

T1a="%34 _"24a="Taa __ €3 711~ 15730
Sin agy 8in aqy sin ayy

T =Ty "™ ="7y

. : )
Sin ay, sin agy
(95, 1) <
T19="9s _ T3s=7q
sin ay, sinay;, ’
819=8s5 _ Tos =T33 _ T =736 _ _ €373s—L13"n
. =2 =2 = — .
e €''siny;;  sinay sinaq, €, € COSyy, Sinay,;’
S15=S82 _ T13=7T43_ T16=T46 __ =Ty
— =2 = -1 = —7 : .
L€' €Vsiny,;  sinay Sinay, €' {3008y, sinay,

Pour construire un modéle de ce mécanisme, on doit se donner arbi-
trairement 7,q, 739, 1, @g1, Y11- Loutes les longueurs seront alors données
par les formules (95, 1) et tous les angles a par (59, 1), (93, 5), et (93, 8).
Les deux symboles €, €; sont de détermination arbitraire. Le symbole
{5 doit &tre déterminé de fagon que €37y, —{;373, > 0. Comme auparavant
il est toujours possible de trouver ¢’, €”’, €’”/, €!" tels que les autres longueurs
soient positives. Le mécanisme dépend ainsi de cing constantes arbitraires.
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Pour avoir un exemple numérique, je conserve, en ce qui concerne les
angles a, celui du No. 94. Soient done

sinay,; =4, sinay =1%, siny;; =3%%,
(95, 2)

5 - . eg=Lig="{n=1
CoSay; =5, COSay =73, CO8Yy, =33

Soit en outre

(95, 3) 2T
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Les formules (95, 1) donnent

(95, 4) "i=Ts_ Tor=Ta  T1a=Ts _To1 =Ty _ 7T3s =740 _ T12="p
’ 455 91 105 525 364 420

_Tos =736 _To3 =T33 T16 =746 _ T13="43

325 375 1875 1625

__S12 7= 845 __ 15 = Sy

390 1950

Ainsi, les constantes du mécanisme dont les constantes arbitraires
sont données par les formules (95, 2) et (95, 3), sont données par (94, 2)
et (95, 4).

96. Vingt-quatritme mécanisme. Deux parallélogrammes sans
axe commun, deux angles tétraédres totalement décomposés égale-
ment sans axe commun, et deux isogrammes. Exemple numérique.
Il est évident d’aprés les formules (95, 1) que le seul isogramme du

mécanisme précédent qu’on peut remplacer par un angle tétraédre est celui
dont les longueurs perpendiculaires aux axes sont désignées par 75, 7,
T30, T4e- J€ considére maintenant ce cas-la.

Soient
Tyg ==Tag = T3y =145 = 0.

Les formules (95, 1) deviennent

.

€s=1, sinyg =8siny;;, COSy3 = € COSYyy,

819 =845 =815 =804 __ T93="33 =716 = "4 __ T13 == Ta3 = 26 = T3¢

{ sinyyqy Sin agy sinagy
(96, 1) 1
=g =T =T T =Ty = a "y
{' cos yy; sinagy {’ cosyqp sinag,
r={2=1.

Pour construire un modéle de ce mécanisme, on n’a qu’a se donner les
trois angles a,;, ayy, ¥4 tels que les quatre fonctions

sinay. sihay, {siny,, {cosy,;, ((2=0%=1),

soient positives. Les autres a du mécanisme seront donnés par les
formules (59, 1) et (93, 5) (dans lesquelles il convient de poser {;3 = {s3).
Toutes les longueurs sont données & un facteur arbitraire de pro-
portionnalité prés par les formules (96, 1). Le mécanisme dépend ainsi de
quatre constantes arbitraires.

A la figure (96, 1) on voit le schéma de ce mécanisme.
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Pour avoir un exemple numériqgue de ce mécanisme, je conserve en
qui concerne les angles a celui du No. 94. Soient donc

sinay;; =%, sinay =13, siny;=3%,
(96, 2) )
D

cosay; =32, cosay =5, COSY, =35

s

ce
i
A
/

\J

v/ |
/ |
/]
|
|
Lo
Vi

0

Fig. 96, 1.

On se rappelle que cette fois 3= 1, ;5= {,, obligatoirement. Soient

en outre {,3={;3=1.
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Les formules (96, 1) donnent

819 =845 =815 =38 Tog = Tgg =11 =T P13 =143 = Fog =1
96 12 45 15 24 — 23 33 16 46_: 13 43 26 36
(96, 3) 390 375 325
L

T =T =Ty T =T =T ="y
91 105 ’

Ainsi, les constantes du mécanisme dont les constantes arbitraires
sont données par les formules (96, 2) sont données par les formules (94, 2)
et (96, 3).

97. Vingt-cinqui¢me mécanisme. Deux contre-parallélogrammes
sans axe commun et quatre isogrammes. Je reprends maintenant
Panalyse au signe % qui suit de peu les formules (93, 6).

Soit cette fois €; = €,. On aura

C13 = —¢€3 5237
8, = T13— €393 €y {yy 13— S3T: T13—€3793 __ tiotas
3 b
(97, 1) Ci37o3—LazT1s 713+ €3793 °
€T T16—€3726
8 == 16T _ —63‘:13 =2 = {534

C16T26— L6716 T+ €379

Ces formules montrent que les deux quadrilatéres plans I11 et VI sont des
contre-parallélogrammes.
L’équation 8 = €; €585 (59, 4) donne

(97, 2) 713716 = T3 726"
D’autre part, on a

1—¢; tg oy (tg Faqy,)" _ 1—¢; tg faip(tg ag) )
1+ e tgdag (tgday)” 2 1€ tg Jag,(tg dags)®

1 frmmmed
En vertu de celles-ci, de (93, 5), et de (97, 2), I’équation §; 8, 63 =1 donne

( €) = €9 = — €3,

97, 3 — — —
(97, 3) T1s="43 _Te3=7"33 T26=736__ T16 = "46
sinagy Sinay ~  sinay Sin ay;

A la figure (97, 1) on voit le schéma de ce mécanisme. Comme
d’habitude j’ai marqué sur chaque aréte d’abord sa longueur, et ensuite,
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entre parenthéses, son premier cosinus directeur® orienté dans le sens de

la fléche.
)
7 R I (o)
L / &) ity
g2 / ) /1
(e~ P, (02 N/ !
}123/ / a2 ﬁb/l
7 / Q) =~ éo/ !
W7 ! VAR A
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\\ / I %) (/?é) / ?v !
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Fig. 97, 1.
Les équations de fermeture du corps I, IT, ITT sont
Tog € Ogg—Tg1 Ugy 815 € Uip—799 € gy + L3+ M lyy =0,
T93 € byg—791 bgy 815 €7 Myg—735 €1 bgo+ L+ M myy = 0,
Ty3 € Cog—Tp1 Cort810 € Myy—7gy €1 CoptLimyg+M myy =0,

ou L et M sont des quantités sans intérét qui disparaitront des formules

LI U Nl
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de la suite. Quand on projette ces équations sur les trois vecteurs
(@3, Doz, Cag)s (@1, Doy, Ca1), (@, bags C99) ON Obtient
(97, 4) Tes __ S12 —_ LogTayt+7an

r1rr

Sinay —€ €''sinyy; €€ COSyy sinay,”

Il y aura sept autres systémes d’équations analogues & celui-ci qui appar-
tiennent aux sept autres corps du mécanisme.
D’autre part, on a

{ T =Tn__Ta=%Ta Tee=Tip T4="Ts
sina;; sinay, °  sinag, Sin ag,
(97, 5)
Tos="T15 __Tas="35 T3a=Tia T4a=7Tp
sin a;; sinag; °  sinagy Sin ay,

Quand on exprime que les équations (97, 3), (97, 5), et les seize équations
du type (97, 4) sont compatibles, on trouve

g=6=—g=1, [3=">{;
$19=815=50a=S45__ _ Te3=T33 _ _ Ti3=Tq3
€'’ siny;; siny,, € siny,, sinay, € siny,, sinaygy
. =TT =Ty T3 = T4 ="15="T9s
= : - = o -
(97, 6) . 3015 8in (v +yp) Sinay; 3 8in (g —yy) sinay

796 = "3 T =Ty =T =T34

= 7 : =z - :

€'sinyy sinay; 345580 (yg+y11) sinag
T =T =Ty =745 __ T16 = T4
= = . = ! .
L $8in(yg—yn) sinay  €”siny,; sinay

Pour que ces équations puissent é&tre satisfaites par des valeurs
positives des longueurs, il faut et il suffit que

€' (coty;;—cotys;) >0, €' € siny; >0, € € siny; >0,
(97, 7) ,
€'’ {13(cot gy +-cotyg) > 0.
On voit que, quelles que soient les valeurs de y;; et de y;, les symboles

€, €, €', {1, peuvent toujours étre déterminés de fagon unique.

Pour construire un modéle de ce mécanisme, on doit commencer par se
donner les quatre angles y,;, y3;, a1, a9 dont les deux derniers doivent
&tre compris entre 0 et 7. On détermine ensuite les symboles €', €, €', {5
dont les carrés sont égaux & l'unité, au moyen des conditions (97, 7).
Les formules (59, 1) et (93, 5), dans lesquelles il convient de poser

{13 = {y3 donnent alors les valeurs de tous les autres a, Finalement les
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formules (97, 6) donnent, & un facteur arbitraire de proportionnalité

pres, les valeurs des longueurs. Le mécanisme dépend ainsi de cing
constantes arbitraires.

98. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Ce
mécanisme est composé de deux contre-parallélogrammes et de quatre
isogrammes, disposés comme l'indique la figure (97, 1). Les quatre
isogrammes ne jouissent que d'une seule déformation. Deux
isogrammes conjugués ont leurs arétes correspondantes égales, la corres-
pondance étant définie par les formules (97, 6) et la figure (97, 1). Le
nombre des constantes arbitraires est de cing, dont quatre angles et une
longueur. La déformation du mécanisme est algébrique.

Pour avoir un exemple numeérique de ce mécanisme, je me donne les
quatre constantes y,;, va;, @13, a9y de la maniére suivante: soient

1 — 4 1 — 12 ] — 24 1 — 15
Silay =73, SMog =713, SMYyy =355, Syy =17
(98, 1) 3 5 7 8
(COSap =%, COSay =71y COSYy =33 COSYa =17
On se rappelle qu’on a obligatoirement €, = €, = —e; =1, {;3= {y3.

Les formules (97, 6) donnent alors

(98, 2) $19 =815 =804 =845 __ ™1 =T51 =T =Ty _ "1 =Ta1 =714 =Tg
’ 11700 3861 4455

_ T =T =T35="T45 __ T3e =740 =715 795

1305 1131

_T3="43 Tos=7T33_ T1i6="Ta6__"26 = T3¢
9750 11250 12240 10608

Ensuite les formules (93, 5) donnent
([ 8in a,5 == 8in ays = Sin ay, = 8in 0y, = sin agy = sSinay, = sinay,

= sin a;; = 0,800000
Sin agy = 8in ayy = 8in a4 = 8in agy = SiN a; = SiN agy = sinay

= sin ayy = 0,923077

(98, 3)
] COS a5 = COS Qg5 = —COS Qyy = —COS Ayy = —COS Azy = —COS 0y
= CO8 ag; == CO8 a;; = 0,600000
COS g5 = COS 045 = COS 03y = COS 03y = —CO8 yg = —COS Gyy

L = —C08ay = —CO08ay = —0,3846154
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99. Vingt-sixitme mécanisme. Deux contre-parallélogrammes
sans axe commun, deux isogrammes également sans axe commun,
et deux angles tétraédres totalement décomposés. Exemple
numérique. Il est évident d’aprés les équations (97, 6) qu’aucun
isogramme du mécanisme du No. 97 ne peut étre remplacé par un angle
tétraédre sans que son conjugué le soit en méme temps. Je considére

Fig. 99, 1.

maintenant le cas ol les deux isogrammes du mécanisme du No. 97
dont les arétes sont r;, et 7;; sont remplacés par des angles tétraédres
totalement décomposés.

Soient
T=0=r5 (@@=1,2,3,4).



208 RECHERCHES SUR DES MECANISMES PARADOXAUX.

On aura, en vertu des formules (97, 6),

'd . .
sinyg; = €' €’'siny,;, cosyg = €’ €'’ cosyyy,

810815831845 __ Tos =To3 =116 ="y __ "13 = T43 = 96 = T3

{sinyg, Sin ay, sin aqy
(99, 1) <
=T T =y T =T ==y
{’ cosyyq sinay, {’ cosyyy Sinay,
LY 11 ’ rrr
| olt {=¢€¢", '=¢";s

Pour que ces équations puissent étre satisfaites par des valeurs positives
des longueurs, il faut qu’on ait

(99, 2) Z sin Y11 > O, C’ cot Y11 > 0.

Pour construire un modéle de ce mécanisme on commence par se donner
les trois angles y,4, a4y, ay; dont les deux derniers doivent étre compris
entre 0 et 7. On détermine ensuite les symboles ¢, {’ dont les carrés sont
égaux a l'unité, au moyen des conditions (99, 2). Les formules (59, 1) et
(93, 5) (danslesquelles il convient de poser {3 = {,;) donnent les valeurs de
tous les autres o. Finalement, les formules (99, 1) donnent & un facteur
arbitraire de proportionnalité prés les valeurs des longueurs. Le
mécanisme dépend arnsi de quatre constantes arbitraires. On voit son schéma
a la figure (99, 1).

On voit aux formules (99, 1) qu’il est impossible de remplacer un
troisiéme isogramme par un angle tétraedre.

Pour avoir un exemple numérigue de ce mécanisme, je conserve, en ce
qui concerne les angles a celui du No. 98. Soient donc

. . o L
sina;; =%, sinay =13, siny;= 3%,

(99, 3) 5 s . La=1{p=—1
COSayy =735, COSaAy =735, COSYy = 3%

Les formules (99, 1) donnent

S19=815=8904 =845 _ T3 =733 =T16=T4s _ T13=Ta3 = Tag = T3g
(99, 4) 390 - 375 3256

_ =T =1 =Ty Ta=7"Tyn=Ty=7"Tn

91 105

Ainsi les constantes du mécanisme dont les constantes arbitraires
sont données par les formules (99, 3) sont données par (98, 3) et (99, 4).
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Chapitre 1X.
REPERTOIRE DE TRAVAUX ANTERIEURS.

100. Recherches de Darboux. Darboux a démontré* que le
systéme plan de Kempe posséde sept cas de déformabilité. Il les a
numérotés depuis a jusqu’a g. Ce sont les suivants :

(@) Deux parallélogrammes et quatre quadrilatéres irréductibles.

(b) Six parallélogrammes.

(e) Six contre-parallélogrammes.

(d) Deux quadrilateres a diagonales perpendiculaires, et quatre
quadrilatéres bi-isosceles.

(e) Deux contre-parallélogrammes et quatre quadrilatéres irré-
ductibles.

(f) Six quadrilatéres irréductibles.—Premier Cas.

(9) Six quadrilatéres irréductibles.—Second Cas.

101. Recherches de M. Bricard. M. Bricard a démontréf que
Poctaédre & sommets tous propres posséde les quatre cas de déformabilité
suivants:

1. Six angles tétraédres irréductibles.

2. Deux angles tétraédres circonscriptibles et quatre angles
tétraedres rhomboides (bi-isogones).

3. Quatre angles tétraédres irréductibles et deux angles tétraedres
@ faces opposées égales ou supplémentaires deux o deux (totalement
décomposés).

4. Six angles tétraédres o faces opposées égales ou supplémentaires
deux ¢ deux (totalement décomposés).

102. Recherches de M. Bennett. M. Bennett a fait remarquer]
que les représentations sphériques des axes des octaedres de M. Bricard
donnent des cas de déformabilité du mécanisme de Kempe sur la sphére.
Sa méthode a a prior: les deux inconvénients suivants: elle ne donne que
des mécanismes dont les axes sont trois & trois dans des plans, et elle ne
donne ni le mécanisme du No. 48 ni celui du No. 52.

Dans un mémoire sur I'isogramme§ M. Bennett a fait connaitre un cas
particulier du mécanisme du No. 86.

* Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, 1879, p. 151.

t Journal de Mathématigues pures et appliquees, 1897, p. 113.

t Proceedings of the London Mathematical Society, 1912, pp. 322, 330, et 331,
§ Proceedings of the London Mathematical Seciety, 1914, p. 166,
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NOTE SUR LES CHAINES FERMEES DE QUATRE COUPLES
ROTOIDES.

Il m’a paru utile d’adjoindre au travail précédent une démonstration
du théoréme énoncé au No. 1, savoir que la chaine fermée de quatre
couples rotoides ne posséde que trois cas de déformabilité.

Soient I;, m;, n; 1 =1, 2, 3, 4) les cosinus directeurs des quatre axes
dela chaine, et a;, b;, ¢; ceux du vecteur normal aux axes¢ et ¢41. Soient
en outre s; la longueur portée sur I’axe ¢ entre les deux segments perpendicu-
laires qui y aboutissent, et r; la longueur portée sur le segment ¢ depuis
Paxe i jusqu'a 'axe ¢+ 1.

Si 'on adopte une orientation convenable des cosinus directeurs, les
équations de fermeture s’écriront

S A 8oloF83ly4-8, 1,47 €101+ 75 €500 +75 e3a3+7, €40, =0,

8, My 8y My~+83Mg+8,My—+7 €, by +75 €305+75 €3b3+7, 6,0, =0,
81N FSa Ny +83Ng+-8, My +7 €617y €9Co+T5€5C3+T,€4¢4 =0,
(?=e?=¢€’=¢?=1).

Comme l’analyse angulaire du probléme actuel est identique a celle
de l’angle tétraédre étudié au chapitre II (4 condition de convenir que
les quatre corps se suivent dans l'ordre 1, 2, 3, 4), j’adopte intégralement
toutes les formules de ce chapitre. On se rappelle en particulier que les
tangentes des demi diédres alternes satisfont aux équations

(N, 1)

J')\V 12,2+ Py Doty —PsPatys®+po =0,
[ Art 282 +Dy Pyt 2 — Py Pats®+vo = 0.

D’autre part, si 'on projette les équations (N, 1) sur les quatre axes,
on trouve

(N, 2)

[ [$1+85 COS ;483 COS 0y COS ay+8, oS a,](141,2)(1-41,2)
— 85 sina,y sinay(1—12,2)(142,2)+2€, 75 sin a,y 85(142,2)
+2ey375 sina, t,(144,2) =0, °
[8, cos ag cos ay+ 8, COS ag+85-+8, COs ag](141,2)(1+¢,2)
—8, sinag sina,(1—%,2)(14+4,2)+2¢, 74 sin agty(1-4+£,%)
+2€; 7, sinayty(141,%) =0,
[8, cos ay+s, COS ay COS ;-85 COS ag+5,](1+852)(14¢42)
—8y 8inay sin ay (1 —#,2)(1+4,2)+2€, 7, sinay ¢ (14-152)
+ 26,7, Sinagts(14-4,2) = 0,
[8 cos ay 8,485 COS ay+84 COS ay cOS ag](14252) (14¢,2)
—84 Sin a, sinag(1—#3%) (1+4,%)+2€373 sin aytg(14-442)
L +2¢47, sina, t;(14-4%) = 0.

(N,3)
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Il faut que les deux premiéres des équations (N, 3) soient identiques
a la premiére de (N, 2), et que les deux derniéres des équations (N, 3)
soient identiques & la derniére de (N, 2); & moins, bien entendu, que les
équations (N, 2) ne se décomposent. Dans ce dernier cas il faut que les
deux premiéres de (N, 3) aient un facteur en commun avec la premidre
de (N, 2), et que les deux derniéres de (N, 3) en aient un en commun avec
la deuxiéme de (N, 2). Ces conditions sont également suffisantes, sauf
dans le cas ol il n’y aurait pas trois des quatre axes qui ne soient pas
équipollents. On verra que ce cas exceptionnel ne se présente pas.

Je considére en premier lieu le cas ol les équations (N, 2) sont urré-
ductibles. Puisqu’elles ne contiennent pas de puissance impaire des
variables, il faut que les coefficients de ces puissances s’annulent dans les
équations (N, 3). Cela entraine

Ty8ina; =0, 7y8ina;=0, 7r;sina,=0, 7y;sina,=0,
rgsina, =10, 7,8ina,=0, rysina;=20, r,sina;=0.
Celles-ci n’ont que les quatre solutions suivantes :

1. sing; =0, sina,=0, sina;=0, sina,=20;

2. Ty=Teg=7r3=7,=0;

N, 4 . .
( ) 3. r,=r3=0, sina;=0, sina;3=0;
[4, ra=1r,=0, sina,=0, sinay=0.

Le premier cas des équations (N, 4) est celui du quadrilatére plan: je
n’insiste pas la-dessus.
Le second cas donne, en vertu de (N. 3),

838ina, sina, =0, ¢, sinagsine; =0, sysina,sina; =0,
8, Sina, sinag = 0.

Puisque tous les r sont nuls, aucune des quatre quantités sina, ne peut
s’annuler, sans que deux axes adjacents se confondent, ce qui rendrait
impossible toute déformabilité. Il ne reste donc que le cas connu de
Vangle tétraédre pour lequel s; = 8 = 83 =8, = 0.

Les troisiéme et quatriéme cas des équations (N, 4) sont inadmissibles,
parce qu'ils donnent lieu & deux axes adjacents confondus.

Je passe aux premiers cas de décomposition. Soient

lrasz gr—L(im—ay), ay= In—{(§n—ay), ly=¢by, t3=elt,,
(N, 5) ‘Ik e==1.
P2
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Les équations (N, 3) s’écrivent maintenant sous la forme suivante :
(1[8, 485 COS ;485 COS ay COS ay-8, L cOS ay](1-1,2)

—8; sina, Sina, (1—14,2)+2[€, 7, Sina, -+ €e375 sina,y]t, =0,
[s1 cos a, cos ay+8,C08 ag+s3+ s, cos a;](1-+2,2)

—8; sina; sinay(1—1,2)+2[e, ery sina; 4 €, 74 sin ay]f, = 0.

(N, 6) -
[C sy cosay+ s, cOS a, COS aq -+ {8y cos ay+8,](1+¢,2)
—8, sinay sinay(1—#,2)+2[€, €lr, sina;+ €7, sina,] t; =0,
[s, cos a;+8,+s, cOs ay-+{s, cos oy cos a,](14842)
L —8, 8ina, sinay(1—4,2)42[e,7, Sina;+ €, €l 75 sina,] £, = 0.

Comme chacune des équations (N, 6) ne contient qu’une seule variable,
il faut que ses coefficients soient tous nuls. Parmi d’autres conditions on
trouve
838ina, 8ina, =0, $;8ina;sina,=0, §,sina,sina,=0,

(N, 7)

84 Sina, sinay = 0.

Si les deux quantités sina, et sina, étaient nulles, on aurait affaire & un
quadrilatére plan. Si une seule d’entre elles I’était, par exemple sina,,
on aurait r, = r, = 0 en vertu de

€379 Sina;+€e57; 8ina, =0, € ery sina,+ €, 7, sina, =0,
(N, 8)

egelrysina;+e 7y sinay, =0, ¢€,7,8ina,+e;elr;s8ina, =0,

ce qui voudrait dire que les deux axes 2 et 3 se confondent. Les conditions
(N, 7) ne peuvent donc pas étre satisfaites autrement que par

8 =8, =83=8,=0,

et, cela étant, tous les coefficients des équations (N, 6) seront nuls dés que
les conditions (N, 8) seront satisfaites. Celles-ci peuvent s’écrire comme
suit (en tenant compte de I’hypothése qui veut que les sinus de tous les
a soient positifs):

ry=7 ro =17 € € € €
(N, 9) 1 3__T2 4 €4 3 2 1

- - )
sina, sina, 1 €

C’est le cas de 'isogramme de M. Bennett. Analytiquement, le mécanisme
dont M. Bricard parle dans ses Legons de Cinématique, 1927, No. 413, 2°,
est un cas particulier de celuj-ci,
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Il reste encore deux modes de décomposition & étudier. Ceux-ci
sont donnés par

f'

(N, 10) {

ay=ir—{(ir—a), a=ir—{(}r—ay), 1, =L, .
sin? a, (6,24 1) i~ —sin2 ay (b2 4+ 1) 189 =0, {2=1.
Les deux derniéres des équations (N, 3) s’écrivent mainienant comme suit :
[{s1 cos ag+-Ts, cos ay oS ay+8; oS ag+8,](1-+¢,2)
—8, Sina, Sinag(1—£,2)+2 sinag(e; 7+ €5 rp) t; = 0,

[81 cos a;+8,+{s5 cos a;+C s, cos ay cos az](1+42)

(N, 11)

—8, sin a 8in ag(1—¢,2) 42 sin a,(e; {ry+e,74) t; = 0.

Ici encore il faut que les coefficients des différentes puissances de ¢; soient
nuls. En particulier, on a les deux conditions

Sinag(e 1+ €,{ry) =0, sina,(ez{rg+e,r,) = 0.

11 serait impossible que les deux quantités sin a, et sin a, s’annulassent,
q 1 3
parce que cela donnerait lieu & un quadrilatére plan. Soient par exemple
sinag =0, sina; #0. Il en résulte que
rqg=r €4 = —(E€
4 ' 4 Les, 81+ L83t Lesy Sy .
coSaz=¢, €=1; Sa 81+ L83+ Lesy

+1,

ce qui fait que sina, = 0, contrairement & ’hypothése.
I1 faut done qu’on ait

Ty=0y, Ta=1, €=—le, €&=—{¢, 8=8=0,

(£ 81+83) cosaz =0, (8y+{83) cosa; =0.

(N, 12) {
Quand cosay; =cosa; =0, ona t,= ety 2= 1, etlesdeux premieres
des équations (N, 3) s’écrivent
81(148,%) —85(1—1,%)+-2(eg erg—L € 71) 2 = 0,
83(1+152)—81 (1 —1,2)+2(e;r— € €3{73) E, = 0.

Celles-ci n’ont pas d’autre solution que s; =83, 7r;=r;. C’est un cas
particulier de I’isogramme.

Quand s, = s, { = —1 les deux premiéres de (N, 3), et la relation
(N, 2) qui lie #, & t,, s’écrivent comme suit [toujours moyennant les
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conditions (N, 10) et (N, 12)]:

8y 8in? ay (141,2) b2+ €; 74 Sin ay (1 4-4,2) to+ €375 Sin ay(14-1,2) ¢, = 0,
(N, 13) 3 sy sin2ay(14-1,2)t,2+ €375 sin az(14-8,2)E4+ €7 sina, (14-14%)t, = 0,

sin? aq (8,24 1) t,2—sin? a4 (8,24 1) 1,2 = 0.
Ces trois équations ne sauraient étre identiques sans se décomposer, parce
que la troisiéme ne contient pas de puissances impaires des variables, et
que les coefficients de ces puissances dans les deux premieres équations ne
s’annulent que lorsqu’on retombe dans des cas déja étudiés. La troisiéme
de ces équations ne se décompose que lorsque sina; = €' sina,, €2=1,
auquel cason a f, = €''t,, ¢€’'2=1. Les deux premiéres s’écrivent alors
Sy sina; byt (€71 Feg€’ €'r5) =0, sysinayty+t(ege €' ry+€,7y) =0.

Celles-ci ont bien la solution s; = 0, 7; = r,, mais ce n’est qu’un cas parti-
culier de I'isogramme.

Le théoréme qui est énoncé au No. 1, savoir que la chaine fermée de
quatre couples rotoides ne possede que trois cas de déformabilité, se trouve
donc démontré.
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ERRATA.

ERRATA.

Page 38, ligne 17, il faut lire tout angle tétraédre au lieu de tout I’angle tétraédre.
Page 85, derniére ligne, il faut lire la demi période au lieu de le demi période.
Page 47, ligne 3 en remontant, il faut lire jusqu’d 4K au lieu de jusqu’a la 4K.
Page 49, ligne 5 en remontant, il faut lire cette au lieu de certe.

Page 61, ligne 7 en remontant, il faut lire suivante au lieu de swivant.

Page 67, ligue 15, il faut lire de ces trois au lieu de de des (rois.

Page 68, ligne 14 en remontant, il faut lire No. 37 au lieu de No. 36.

Page 73, ligne 10, il faut lire valeurs des produits au lieu de valeurs les produits.



