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RECHERCHES SUR DES MECANISMES
PARADOXAUX

Chapitre I.

INTRODUCTION.

1. Enoncé du problème. On voit à la figure (1, 1) le schéma du
mécanisme qui va faire l'objet de ce travail. Il est composé de huit corps,
numérotés de 1 à 8, et liés de manière à former en tout douze couples rotoïdes.
Les traits pleins de la figure représentent les axes des couples rotoïdes ;

Fig. 1, 1.

les traits fins représentent les perpendiculaires communes aux axes
appartenant à un même corps. Ce mécanisme a normalement un degré
de liberté égal à —18. Je me propose de trouver dans quelles
circonstances paradoxales il est déformable.
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On voit dans ce mécanisme six chaînes fermées de quatre couples
rotoïdes, que j'ai numérotées de I à VI. Il est facile de démontrer* que
quand une telle chaîne est déformable, elle doit appartenir à l'une des
trois catégories suivantes :

1. Angle tétraèdre,
2. Quadrilatère plan,
3. Chaîne isogrammatique.

Ce mécanisme comporte également des chaînes fermées de six couples
rotoïdes telles que celle qui est formée par les corps 1 2 7 5 6 3. Tout
mécanisme déformable de cette classe est lui-même paradoxal, comme on
le sait.

Lorsque toutes les six chaînes de quatre corps sont des angles tétraèdres,
les trois axes liés à chaque corps doivent se rencontrer, deux à deux. Pour
que ceci ait lieu, il faut ou bien que les trois axes de chaque corps
concourent en un point, ou bien qu'ils soient situés dans un plan. Si,
toujours dans l'hypothèse que toutes les chaînes de quatre corps sont des
angles tétraèdres, les trois axes liés à un corps sont situés dans un plan
sans concourir en un point, il faut qu'il en soit de même pour les trois
corps couplés au premier, et, par extension du raisonnement, pour tous les
corps du mécanisme. En effet, les deux axes libres de chaque corps
couplé au premier doivent rencontrer l'axe qui fait le couple en des points
différents, tout en se rencontrant. Les deux axes libres et celui qui fait le
couple doivent donc être situés dans un plan.

D'autre part, si les trois axes d'un corps concourent en un point, qu'ils
soient ou qu'ils ne soient pas situés dans un plan, il est évident, tant que
toutes les chaînes de quatre corps sont des angles tétraèdres, que tous les
douze axes du mécanisme doivent concourir en ce même point.

Cela fait que le mécanisme composé uniquement d'angles tétraèdres ne
peut se présenter que sous deux formes. Premièrement, les trois axes de
chacun des huit corps sont situés dans un plan ; le mécanisme devient alors
un octaèdre articulé. Deuxièmement, tous les douze axes concourent en un
point ; c'est le mécanisme de Kempe sur la sphère.

Lorsque toutes les six chaînes de quatre corps sont des quadrilatères
plans, ce mécanisme n'est autre que le système plan de Kempe.

2. Historique. C'est probablement le système plan de Kempe qui a
été étudié le premier de tous les cas connus du mécanisme de la figure (1, 1).
Les recherches de Kempe f ont été complétées par DarbouxJ.

* Voir Note sur les Chaînes fermées de quatre Couples rotoïdes, à la page 210.
f Proceedings of the London Mathemahcal Society, 3878, t. 9, p. 133.
f Bulletin des Sciences mathématiques, 1879, p. loi.
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Viennent ensuite les recherches de M. Bricard sur Voctaèdre articulé*.
M. Bricard a complètement résolu ce cas.

M. Bennett a fait connaîtref trois cas de déformabilité du mécanisme
de Kempe sur la sphère. Comme il les a déduits des solutions du problème
de la déformabilité de l'octaèdre, les trois axes de chaque corps sont, dans
les trois cas, situés dans un plan.

Dans une étude ultérieure que M. Bennett a faite des mécanismes
composés uniquement d'isogrammes, il a trouvé encore un cas de
déformabilité du mécanisme de la figure (1, 1) J.

Je ne sache pas qu'on connaisse d'autres cas de déformabilité du
mécanisme en question que ceux que je viens de citer.

En étudiant ce mécanisme, je crois répondre en quelque sorte à la
question suivante, posée par G. Fontené : " Pourrait-on, avec des tétraèdres,
obtenir un système articulé comparable au système plan de Kempe ?" §

Sans être exactement celui envisagé par G. Fontené, le mécanisme que
je me propose d'étudier est bien un système à trois dimensions comparable
au système plan de Kempe.

3. Aperçu général de la méthode. L'étude de ce mécanisme donne
lieu à une analyse qui se divise en deux parties. Ce sont le calcul des
angles que font entre elles les droites du mécanisme, et le calcul des longueurs
portées sur ces droites. Comme la valeur de l'angle que font deux droites
entre elles ne dépend nullement de la distance qui les sépare, il est évident
que la première partie de l'analyse est indépendante de la seconde. Aussi,
peut-on assujettir les douze axes du mécanisme à passer par un point,
sans imposer la moindre nouvelle condition ni aux angles qu'ils font) entre
eux, ni à ceux que font entre elles leurs normales communes, deux à deux.
C'est ainsi que dans tout cas de déformabilité du mécanisme, les angles
doivent obéir premièrement aux lois établies au cours de l'étude du
mécanisme de Kempe sur la sphère. J'étudierai donc ce cas-là en premier
lieu.

Ensuite, je passerai à l'étude des mécanismes composés d'angles
tétraèdres et de quadrilatères plans mélangés. Je terminerai par l'étude
des mécanismes contenant des isogrammes. Je laisserai de côté les cas,
déjà connus, de l'octaèdre articulé et du système plan de Kempe.

* Journal de Math, pures et appliquées, 1897, p. 113.
f Proceedings of the London Mathematical Society, 1912, pp. 322, 330 et 331. M. Bennett

dit à ce sujet : '*The spherical mechanisms of pp. 322, 330, and 331 belong presumably to »
class of such mechanibins as yet unexplored ". (Loc. cit., p. 343.)

| Proceedings of the London Mathematical Society, 1914, p. 166.
§ Nouvelles Annales de Mathématiques, 1901, p. 108.
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Chapitre IL
L'ANGLE TETRAEDRE.

4. Conventions préliminaires. Avant de commencer l'étude des
mécanismes eux-mêmes, il est essentiel que je refasse une partie de la
théorie classique de l'angle tétraèdre.

En se reportant à la figure (4,1), soient Zt-, mt-, n{ (i = 1,. . . , 4), les cosinus
directeurs des quatre axes, soient a{, b{, ct (i== 1, ..., 4), ceux des vecteurs
normaux aux plans faciaux ; soient al5 a2, a3, a4 les angles faciaux
constants ; et soient j8l9 j32, j83, j34 les dièdres variables.

Kg . 4, 1.

L'orientation des angles sera alors déterminée par les règles suivantes :

Zx sin j3x = 64 cx—b± c4, a± sin ax = mx ?i2—m2 ̂ H?

m o m w — n ri /•» ŷ A o î n /f — 'M 7 'Yi 7

(*. i) i

c4,
et par d'autres formules qui se déduisent de celles-ci en permutant cir-
culairenient les indices.

Si l'on résout les formulés (4, 1) par rapport à Z2, m2? nv a4, 64, c4, on

trouve f h = fii % ~ c i mi) s i n a i + ^ i c o s a i ?

( Z ) i + m ! cosa1?

% cosa1?

C! cosj31.
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(5,2)

(5,3)

On n'a qu'à continuer à appliquer ce procédé pour avoir tous les cosinus
directeurs du mécanisme en fonction de lv mv nv av bv cv

5. Identités fondamentales. Les identités suivantes se vérifient
aisément à l'aide des calculs indiqués à la fin du paragraphe précédent.

^aa2(ii
z=z cos^ cos/?2—cos 04 sin/3]̂  sin/?2

= COSJ83 COSJ84—cosa3 sin/33 sinjS4,

Sa xa 3= cos/?2 COSJS3—cosa2 sin/32 sin/33

— cos jS4 cos^—cosa4 sin/?4 s i n^ ;

S lx lz = cos ax cos a2—cos j82 sin ax sin a2

= cos a3 cos a4—cos j84 sin aa sin a4,

S l21± = cos a2 cos a3—cos j83 sin a2 sin a3

= cos a4 cos ax—cos fii sin a4 sin a± ;

S Zj_ Z2
 == C 0 S al ==z C O S a3 C 0 S a4 C 0 S a2

-f-sin a4 sin a2 sin 8̂3 sin /84—sin a3 sin a2 cos a4 cos j83

—sin a3 sin a4 cos a2 cos jS4—sin a2 sin a4 cos a3 cos j33 cos j34,

2 Z2 Z3 = COS a 2 = COS a 4 COS a x COS a 3

+s in a± sin a3 sin j34 sin px—sin a4 sin a3 cos ax cos /S4

—sin a4 sin ax cos a3 cos j8x—sin <x3 sin ax cos a4 cos j34 cos yS1?

S Z3 Z4 = cos a3 = cos ax cos a2 cos a4

+s in a2 sin a4 sin j8x sin j82—sin ax sin a4 cos a2 cos j8x

— sin ax sin a2 cos a4 cos p2—sin a4 sin a2 cos a-L cos )8X cos /?2,

S Z4 Zx = cos a4 = cos a2 cos a3 cos ax

+s in a3 sin ax sin j82 sin j83—sin a2 sin ax cos a3 cos jS2

—sin a2 sin a3 cos a± cos ̂ 33—sin ax sin a3 cos a2 cos jS2 cos /33 ;

(5, 4) S (m1%3-m3%)(m2%4-~m4%2) = cosaj cosa3—cosa2 cosa4.

Ces formules-là servent de base à tous les calculs qu'on fera dans la
suite.

6. Angle tétraèdre à plans diagonaux perpendiculaires. La
condition nécessaire et suffisante pour que les plans diagonaux soient
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perpendiculaires est évidemment

En vertu de l'identité (5, 4) cette relation peut s'écrire

(6, 1) cos ax cos a3—cos a2 cos <x4 = 0.

7. Etude de la variation des dièdres. Soient

px = sin-|( — a1-j-a2-}-ci3+a4)5 À = sin^a-i

p2 = sin | ( a x — a 2 + a 3 + a 4 ) , (JL = sin

^)3 = sin J(ax+ a2— a3+ a4)? v = sinè( —

tïl =

—a2+a3—a4),

ax—a2+a3+a4),

04+0^-f-a3—a4),

2—cos2^—cos2a2—cos2a3—cos2a44-2cosa1cosa2cosa3cosa4#

2 sin ax sm a2 sin a3 sin a4

77 = sin aj sin a2 sin a3 sin a4.

= 7T(1—m), 2p1p2psp4i = 7r(l+m).

Il en résulte que

(7, 2)

Soient en outre

(7,3) *i

Au moyen de ces nouveaux symboles les identités (5, 2) et (5, 3)
s'écriront

- Xp21
2 t2—

sina2 sina^fg—opg-^ 0,

sin a3 sin ax t2 t^—ap^ = 0,

sin a4 sin a2 ̂ 3 ̂ 4—apx = 0,

~-ap2^= 0,

4

0.

[A/X ^ 2

Les équations (7, 4) définissent complètement la variation des dièdres
de l'angle tétraèdre, supposé à angles faciaux constants.

8. Angle tétraèdre circonscriptible. Tant que le sommet de
l'angle tétraèdre ne s'éloignera pas à l'infini, on pourra écrire les équations
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des plans des quatre faces sous la forme

aix+biy+ciz = 0, ( i = 1, ..., 4).

La condition pour que ces plans soient tangents à une sphère ou à un cône
circulaire est

a3

h

±1

±1

±1

±1

= 0.

Le développement de ce déterminant donne

sina2 sin/32 sinj

sin j33 sin j84 == 0.

Si l'on fa/it disparaître de cette expression les signes doubles, en Félevant
trois fois au carré, elle se réduit, en vertu de (5, 1) à

(8, 1) m 2 - 1 = 0,

ce qui se réduit, en vertu de (7, 2), à

(8, 2) anhaaioai^sO.

Telle est la condition définitive pour que l'angle tétraèdre soit circon-
scriptible.

9. Angle tétraèdre inscriptible. Si les quatre axes de l'angle
tétraèdre sont des éléments d'un cône circulaire, leurs cosinus directeurs
doivent satisfaire, tant que le sommet de l'angle tétraèdre ne s'éloignera
pas à l'infini, à des équations de la forme

Ali+Bmi+Cnl=±D,

Pour que cela ait lieu, il faut que

= 1, ..., 4).

h m2

3 3

h m4

n2

n3

w4

±1
±1
±1
±1

= 0.

Sans faire de calcul, on peut écrire le développement de ce déterminant,
parce qu'on sait qu'il se rapporte aux fi de la même façon que le
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déterminant de tout à l'heure se rapportait aux a. La condition définitive
pour que l'angle tétraèdre soit inscriptible est donc

10. Angle tétraèdre à déformation décomposée. Le discriminant
de celle des équations (7, 4) qui lie tx à t2 pris par rapport à t2 est

Pour que t2 soit une fonction rationnelle de tv il faut et il suffit que cette
expression soit un carré parfait pour toute valeur de tv Son discriminant
pris par rapport à t-^ se réduit à TT2, quantité qui ne peut s'annuler tant que
les axes de l'angle tétraèdre resteront distincts. Il faut donc qu'on ait
en même temps

(10, 1) tyPiPt = 0, v<rp2ps = 0.

Afin d'éviter des longueurs inutiles, je me borne à n'étudier que les
cas limités par l'hypothèse suivante

(10, 2) 0 < av a2, a3, a4 < TT.

Dans l'hypothèse (10, 2) les équations (10, 1) ne peuvent être satisfaites
que des quatre manières suivantes :

1. ^ = 0, v = 0 , a! = a3J a2 = a4;

2. A = 0, cr = O, a x + a g — TT, a 2 + a 4 = 7r;

3. À = 0, v = 0, aj^^ag, a3 = a4;

4. /x = 0, or = 0, a-L+a-g^TT, az-\-a^ir.

De même, tx ne peut être une fonction rationnelle de t2 que lorsque

1. jLt = O, v = 0, ^ = 0 3 , a a = a 4 ;

2. A = 0, a = 0, ax+ag^TT, a 2 + a 4 = Tr;

3. A = 0, fi = 09 a2==a8, ax = a4;

4. v = 0, cr = 0, a2-|-a3 = 7r, ai+a^EETr.

Cela laisse six cas différents à étudier. Puisqu'on n'obtient aucun
nouveau cas en permutant les indices dans ceux déjà trouvés, il est inutile
d'en chercher dans les autres équations du système (7, 4).

Cas 1.

ix = 0, v = 0, ax == a3, a2^E a4.
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Les équations (7, 4) se mettent sous la forme

sin<z2—e !

13

(10, 3) sin(a2—ax) ~~ sin-|(a2—ax) cos|(a2—ax) '

€«=1, h=dv h=et2.

Si Ton fait tendre a2 vers av le produit t±t2 tend vers cosc^ lorsque
€ = 1, et vers oo lorsque e = —1. On pourrait donc dire que le cas où
e = 1 est parallélogrammatique, et que celui où e — — 1 est contre-
parallélogrammatique.

Cas 2.

A = 0, or = 0,

Les équations (7, 4) se mettent sous l'une ou l'autre des deux formes

(10, 4)
sin ̂ (^4-^) cosK^+ag) sin-|(a2-f-a3)

cos|(a2+a3) sin|(a3+a4)'

Cas 3.

A = 0, v = 0, a± == a2, a3 = a4.

Les équations (7, 4) se mettent sous la forme

sin(a3—a1)t1
2+2 sina3^ ^2—8^(^+^3) = 0,

sin(a3—a-^t^— 2 sina1^1^4+sin(a1+a3) = 0,

= 0,
(10, 5)

Ce cas n'est que partiellement rationnel. £4 et t2 sont les fonctions
rationnelles de t± ou de tz, mais la réciproque n'est pas vraie. On pourrait
l'appeler cas bi-isogone.

Cas 4.

A -= 0, fi = 0, a2 = a3, a4 = av

Ce cas s'obtient en permutant les indices dans le cas précédent.

Cas 5.
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Les équations (7, 4) se mettent sous la forme

• sin(a1+a3) ^1
2

(10, 6)

1—a3) £2— 2 sinccg^ = 0,

0,

Ici, comme au Cas 3, £4 et t2 sont des fonctions rationnelles de tx ou
de tz, sans que la réciproque soit vraie.

Cas 6.

Ce cas s'obtient en permutant les indices dans le cas précédent.

11. Digression sur l'hexaèdre à faces quadrilatérales planes. On
pourrait se demander s'il est possible de trouver quatre points, un sur
chaque axe de l'angle tétraèdre, et tous à distance invariable du sommet,
qui demeurent constamment dans un plan. S'il en est ainsi, le volume
compris entre deux sections de ce genre constituera un hexaèdre à faces
quadrilatérales planes déformable.

Les quatre points auront pour coordonnées

La condition pour que ces points soient dans un plan est

: m2 n2 l/p2

ffï\> 71 1 a

Ce déterminant se développe comme suit :

(11,1) — sin a2 sin a3 sin/33 sin a3 sin a4 sin j34
Pi P2

, 1 . . . o 1 .4 sin a4 sm ax sm pĵ  siu â  sm a? sm / = 0,
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En vertu de (5, 2), (5, 3), (7, 3) l'équation (11, 1) peut se mettre sous
la forme suivante :

(11, 2) (XpiW

sin ax sin a4 *i!Ml±i!) _ 2 sin ou sin a2 ^
2 #

P3 P4
Pour que la section en question soit plane, il faut et il suffit que les

deux courbes représentées par la première des équations (7, 4) et par
(11, 2) aient au moins une branche en commun. Un calcul direct,
quoique long, démontre que ceci ne peut avoir lieu que lorsque

Ainsi l'angle tétraèdre doit être contre-parallélogrammatique, dans le sens
du No. 10, et les points où la section plane coupe les axes alternatifs doivent
être à la même distance du sommet.

12. Quadrilatère plan. Cas limite de l'angle tétraèdre. Si l'on
pose

(12, 1)

où Çx
2 = £2

2 = £3
2 = £4

2 = 1, et qu'on fasse tendre p vers oo pendant que
rl9 r2, r3, r4 restent constants et finis, chaque a tendra soit vers 0 soit vers TT,
et l'on aura

f p sin ax -> r1? p sin a2 -> r2, p sin a3 -> r3, p sin a4 -> r4,

Ç ^ ^3, eosa4->£4.

Les formules (4, 2) donnent à la limite

1̂ — léh:= ^3 ̂ 4 ̂ 3 — ^2 ̂ 3 b4 ̂ 2 = = ^1 b2 b3

ce qui montre qu'on doit prendre

(12,3) CMzC^h
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L'angle tétraèdre devient ainsi un quadrilatère plan. Sans la relation
(12, 3) les £ auraient 16 déterminations. La relation (12, 3) réduit ce
nombre à 8, qui est le nombre de manières différentes dont l'angle tétraèdre
peut tendre vers un quadrilatère plan.

Les quantités introduites au No. 7 se comportent à la limite comme
suit:

(12, 4)
i.—£2+£3—£4) ï^

^4) JTT.

Si l'on pose

ri>i' = i(H

(12,5)
Pz'

les équations (7, 4) se mettront sous la forme limite suivante* :

(12, 6)
A''Pz'W-H-'Pt «s2-"'Pi<4

2+2^r4r2<3«4-a'Pl' = 0,

A' ,x' tf ts*+Pl'Pi' tf-pt'

A' v' f2
2

' a' = 0,

' a' = 0.

* La forme de ces équations rappelle celle des équations données par M. Koenigs dans ses
leçons de Cinématique, 1897, p. 254.
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La forme limite de l'expression (6, 1), qui exprime que les plans
diagonaux sont perpendiculaires s'obtient de la manière suivante :

(12, 7) p^cosc^ cosa3—cosa2cosa4)

)-g2g4 cos (r2/p) cos(r4/p)
/ 2

^- cos ^
p P

Y r Y Y \
—r, p sin —- cos — —r*p s i n -^ cos-1-)

P P P pl

On retrouve là une formule bien connue de la théorie du quadrilatère plan*.
Les équations (8, 2) et (9, 1) qui expriment que l'angle tétraèdre est

ou bien circoiiscriptible ou bien inscriptible reposent sur l'hypothèse que
le sommet reste à distance finie. Elles ne sont donc pas susceptibles
d'être interprêtées dans le sens de ce paragraphe.

Toutefois la condition

devient, lorsque le sommet de l'angle tétraèdre s'éloigne à l'infini

(12,8) r1±ra±r8±r4 = 0.

Darboux a démontré f que la condition (12, 8) exprime que le quadrilatère
plan est circonscriptible à un cercle.

En somme, lorsque Vangle tétraèdre tend vers un quadrilatère plan, ses
angles faciaux tendant soit vers 0 soit vers TT, la plupart de ses propriétés
subsistent. La relation (12, 3) démontre qu'il faut qu'un nombre pair des
angles faciaux tendent vers la même limite.

Il est évident, d'une part, que l'angle tétraèdre, dont les angles faciaux
sont égaux deux à deux, ne tendra vers un quadrilatère plan à déformation
décomposée que si les angles égaux tendent vers la même limite. D'autre
part, il est évident que l'angle tétraèdre, dont les angles faciaux sont
supplémentaires deux à deux, ne tendra vers un quadrilatère plan à
déformation décomposée que si les angles supplémentaires tendent vers
des limites différentes.

* Cf. Leçons de Cinématique de M. Bricard, 1927, t. 2, p. 157.
j- Bulletin des Sciences mathématiques, 1879, p. 64.

C
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13. Quadrilatère plan. Etude directe. Il sera utile d'identifier les
formules obtenues dans l'étude du quadrilatère comme cas limite de
l'angle tétraèdre avec celles qu'on obtient directement en partant d'un
quadrilatère plan.

Soient rl5 r2, r3, r4 les côtés du quadrilatère, et soient {e1a1, e±b], £\C>\),
(e2a2, e2è2, €2c2), (e3a3, €3b3, e3a3), (e4a4, e4è4, e4c4), où

2 e 2 e 2 - 2
1 — €2 — e3 — €4 —

les cosinus directeurs des côtés, orientés dans un sens circulaire, comme
l'indique la figure (13, 1).

Fig. 13, l. Kg. 13, 2.

Sur la figure le premier cosinus directeur est représenté entre paren-
thèses. Les vecteurs ab b{, c,. ( i = l , ..., 4) peuvent s'identifier avec
ceux des mêmes noms dans mon exposé de la théorie de l'angle tétraèdre,
parce qu'ils sont perpendiculaires aux axes deux à deux.

On aura
r1€1a1+r2e2a2+r3e3a3= ~r±€éaà,

(13,

c8 = —r4 4 c4.

Si l'on élève au carré les équations (13, 1) et qu'on les ajoute, on obtiendra,
en se servant de (4, 1), (5, 1), (7, 3), et de (12, 2),

(13, 2) —e 2 r 2 +e 3 r 3 +e 4 r 4 ) (€ 1 r 1 —

Cette équation sera identique à la deuxième du système (12, 6), si
Ton pose

, Ó) « €1 — €2 _ €3 __ £4.-y — y~— y-— y.
bl b2 b3 b4
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Comme les équations (12, 6) se déduisent les unes des autres par une
permutation des indices, et que les relations (13, 3) sont symétriques par
rapport aux indices, il est inutile d'examiner les autres équations. On
sait définitivement, maintenant, que le quadrilatère plan considéré comme
cas limite de l'angle tétraèdre au No. précédent est identique à celui qui se
déduit de l'orientation donnée par la figure (13, 2).

14. Isogramme. Lorsque les axes de l'angle tétraèdre totalement
décomposé ne se rencontrent pas, même à l'infini, la chaîne de quatre corps
ainsi constituée peut encore se mettre sous une forme déformable. Soit
ABCD l'ordre dans lequel les quatre corps se succèdent, et soient rv r2, rl9 r2

les longueurs des segments de droites perpendiculaires aux deux axes
appartenant respectivement aux corps A, B, C, et D. Supposons en
outre coïncidents les deux points de chaque axe où les deux segments de
droites qui lui sont perpendiculaires aboutissent. On voit le schéma du
mécanisme à lai figure (14, 1).

Fig. 14, 1. Kg. 14, 2.

Les flèches que portent les segments de droites perpendiculaires aux
axes dans la figure indiquent le sens d'orientation du segment par rapport
aux cosinus directeurs, dont le premier figure entre parenthèses sur le
segment. La notation étant celle du No. 10, on a

(14, 1)

(14, 2)

~ sma2—e
sin(a2—ax

) — er2(a2+a4) = O,

En projetant les équations (14, 2) sur n'importe lequel des quatre
axes ou sur n'importe lequel des quatre segments perpendiculaires, on
trouve toujours l'unique condition suivante, qui exprime que le mécanisme

c2
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est déformable :

(14,3) JJ^J^
sina

2

M. Bennett* a nommé ce mécanisme Y isogramme.
On peut également construire un isogramme en partant de l'angle

tétraèdre totalement décomposé aux angles supplémentaires. En effet,
si Ton adopte l'orientation des cosinus directeurs donnée par la figure
(14, 2), on aura

r^-a^-e r2(a2-a4) = 0,

(14, 5) r i ( 6 l-&3)_e ' r2(62-&4) = 0,

En projetant les équations (14, 5) sur n'importe lequel des quatre
axes ou sur n'importe lequel des quatre segments perpendiculaires, on
retombe toujours sur l'unique condition (14, 3), qui exprime que ce
mécanisme aussi est déformable.

* Engineering, 1903, p. 777. Ce même mécanisme a été retrouvé par M. Borel, Mémoires
présentés par divers savants à VAcadémie des Sciences, tome 33, 1908, p. 60.
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Chapi tre III.

APPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES DE
WEIERSTRASS.

15. Formules préliminaires. Je me servirai des fonctions elliptiques
de Weierstrass pour établir l'existence des mécanismes, et des fonctions
E ta et Thêta de Jacobi pour les calculs numériques.

Soient

où

On aura
f ,,

ƒ IAJ

(15, 2)

La structure de ces fonctions se fait voir dans les formules, aisément
déduites :

(JCOI (3(u—œ2) (5(u—œ
ƒ»=-——-—_ . . , :

OOJ2 (JOJ2 <5u o (u-\-co1

(15, 3)

ƒ'« =

On trouvera également que

(15,4) [«ƒ«]„=-1 , [u*fu\0=l.

Pour avoir la formule d'addition d'arguments je constate qu'en vertu de

J J 6u(jv(5(u-{-œ1)(5(v+œ1)'
les deux fonctions

U(u+v)+f(u-v)] et j^jrv

ont les mêmes périodes, les mêmes zéros, et les mêmes pôles.
En faisant tendre v vers zéro, on trouve que
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d'où il s'ensuit que

(15,5) ƒ ( « + » ) -

Si l'on pose
fufv+fvfu

u-\-v = a,

les fonctions fu et fv devront satisfaire à une équation doublement
quadratique, parce qu'elles ont chacune deux pôles. Cette équation
s'obtient en faisant disparaître ƒ' u et ƒ' v de (15, 5) au moyen de (15, 2).
C'est

(15,6) pupv-Pa(Pu+Pv)~2f'a
C'est en identifiant celle-ci avec les équations du système (7, 4) qu'on
fera l'application des fonctions de Weierstrass.

Quelques formules qui seront utiles, et qui se déduisent facilement,
sont les suivantes

(15, 7) <

16. Introduction de constantes elliptiques. Avant de m'occuper
des équations (7, 4), il est nécessaire que j'introduise un certain nombre de
constantes elliptiques.

Soient

(16, 1) e -̂Jm,

(16, 2) y>\cù1—e1= — i .

Il en résulte que

(16,3)

{f'*u=f*u+2mf2u+m2—l, 4m2—3=3^2, m(8m2— 9) =

où la quantité m est celle introduite au No. 7.
Soient en outre

(16.4) -

— TT



CABINET DU D^FAfc
DES SCIENCES MATHËW,T)OLlr^

APPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES DE WEIERSTRASS. 23

Les fonctions de la seconde ligne de (16, 4) se déduisent de celles de la
première au moyen de la formule

Je détermine davantage les constantes a, /3, y en posant

/., sin ai sin a2 fB f(i&>i —y) sin ou sin a2 ;
ƒ a = c ^

(16, 5)

= sin a3 sin a

P —a) sin a3 sin a2

sin a4 i—y)

-, __ sina2 sina4 /a fj^—j3) _ sina2 sina4 /(^x—a)/j6

sina8sina1/ i3/a __ sin a3 sin ax fi^—

y) zx^
Ces équations se déduisent au signe près de (16, 4) à l'aide de l'équation
différentielle de la fonction fu. J'ai choisi les signes de telle façon que
toutes les fonctions qui figurent dans ce système puissent s'éliminer
linéairement en ne laissant que des identités. Les arguments a, /3, y
restent donc indépendants.

On a vu que

m 2 _ i = c1
a-4e2e3 - g2

s-

et l'on se rappelle que m2— 1 = 0 est la condition pour que l'angle tétraèdre
soit circonscriptible. On voit donc que Vangle tétraèdre circonscriptible
est toujours unicursal et réciproquement. A plus forte raison, tout angle
tétraèdre capable de s'aplatir sous une forme réelle est unicursal.

17. Représentation paramétrique des dièdres. Je pose

(17,1) h- h-fa> t =

les t ayant les valeurs définies au No. 7,
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Les équations (7, 4) se mettront sous la forme

(17, 2) <

-l = 0,

- l = 0,

Chacune de ces équations est de la forme (15, 6). La première admet
les solutions elliptiques suivantes :

ux—u2 = y+œv u±+u2 = y, u1—u2= — y+cov u1+u2~—y.

On peut donc remplacer le système (17, 2) par un système d'équations
linéaires par rapport aux arguments. Il s'agit de le faire par un système
qui soit poristique par rapport aux u. Le système suivant répond à tout
besoin :

(17, 3)

La représentation paramétrique des dièdres est ainsi donnée par les
formules (17, 1) et (17, 3).

18. Représentation elliptique des angles faciaux. Je me propose,
maintenant, de résoudre les équations (16, 4) et (16, 5) par rapport à

a2, a3, <x4. Pour y parvenir il sera utile d'introduire de nouvellesa2, a3,
quantités, qui joueront, du reste, des rôles importants dans la suite.
Soient

(18, 1)

sin a3 sin a4 , sin ax sin <x4

sin sin ' sisin a± sin a2 ' sin a2 sin a3 '
sin a2 sin a3

sin a2 sin a4 '

, cosa1cosa2—cos<x3cosa4 ,, cosa2cosa3—c
"" sin a± sin a2 ' ~~ sin a2 sin a3

, COS a 2 COS a4—COS a 3 COS a x

~~ sin a2 sin a4
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On aura

(18,2) a'2 = a2—2am+l, 6'2 = b2—26m+l, c'2 = c2—2cm+l ;

2a — m-| , f2B = ——m+-r-, f2y = mA ,
a a J r b b J r c c

/2(iWl—a) = a—m—a', fHfat—P) = b—ni—b',
(18, 3)

Quand on résout (18, 1) par rapport à a4, on trouve, en se servant de
(18, 2), que

(18, 4) 2 (m 2 - l ) s in 2 a 4 = ^ '
C / C

Quand on résout (18, 2) et (18, 3) par rapport à a, &, c, a', b', c', on
trouve, que

(18, 5)

/'2a
A 2 / | 8 i

' = / 4 a - ( m 2 - l ) = - / 4 ( ^ 1 - a ) + ( m 2 - l ) = £ /a/2a
/ ' 2a 2/2(lco1—a) ƒ' a '

fPffl_ 2

~ S'y '
Pour avoir la représentation elliptique de sin2 a4? on n'a qu'à substituer

dans (18, 4) les valeurs de a, 6, c, w', b', c' fournies par (18, 5). Les carrés
des sinus des trois autres angles faciaux s'en déduisent au moyen de (18, 1).
On uniformise le radical qui reste dans les expressions des quatre sinus,
ainsi trouvées, en posant

(18,6) P 2 ^16 / 2 | c o 1 / 2 a / 2
i 8 / 2 y

+f2

! II (D4a(32(a+a>1)(52(a—œj
*Py

Les valeurs qu'on trouve pour les carrés des cosinus en partant des
carrés des sinus sont déjà des carrés parfaits. Il reste à contrôler les signes
des huit fonctions ainsi trouvées. Ceci se fait de façon unique à l'aide
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de (16, 5). On aboutit aux formules suivantes:

P . P

(18, 7)

sin ax =

2/ K7'a//37'y' sm a4 =

cos a, =

cos a2 =

cos a3 =

pPyPPy
>1 + *»2) [ƒ 2 / 3 - / 2 a - / 2 y]

Quand l'angle tétraèdre devient un quadrilatère plan, les sinus des a
s'annulent, alors que leurs rapports conservent des valeurs finies et non
nulles. C'est donc la quantité P de l'équation (18, 6) qui s'annule, c'est-
à-dire que 1

Cette expression a huit facteurs qui correspondent aux huit manières,
déjà mentionnées, dont l'angle tétraèdre peut tendre vers un quadrilatère
plan. Pour les identifier on n'a qu'à consulter le tableau suivant, qui se
déduit des formules (18, 7):

1—cosax s'annule avec (5(^œ1—a__:/3__:y),

(18, 8)

1—cos<x2

l + c o s a 2

1—cos a3

l + c o s a 3

1—cosa4

6{lc i-a±(i8-y)},
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Quelle que soit la manière du passage à la limite, les expressions
elliptiques des côtés du quadrilatère seront les suivantes :

(18,9) 2 f 4 h È

le facteur de proportionnalité p étant nécessaire pour déterminer
elliptiquement les quatre côtés.

19. Nécessité que ra> —1. Si l'on adopte l'hypothèse

(19,1) 0 < a l 5 a2, a3, a4 < TT,

l'angle tétraèdre n'a plus de déformation réelle, lorsque m < — 1 . En
effet les formules (18, 3) exigent que fa soit ou bien réelle ou bien
purement imaginaire, et les formules (18, 5) exigent que fa ait le même
caractère à cet égard que fa, puisque a > 0. Si ces deux fonctions étaient
purement imaginaires, on aurait

ce qui est impossible tant que m < — 1.
Il faudrait donc que fa et fa fussent toutes les deux réelles. La

fonction ƒ (\u>\—a), donnée par

HM-a) - pa+m+l ,

serait également réelle, et les fonctions fu2 et fué, données par (cf. 17, 1)

fu2 = —it2fa, fa = —ité f {$<*)!—a),

seraient toutes les deux purement imaginaires.
Mais la fonction ƒ ' u2, donnée par (cf. 17, 3)

serait alors purement imaginaire aussi. Cela donnerait

ce qui est impossible, tant que m ^ —1. Il faut donc que m> —1.

20. Etude des valeurs prises par la fonction/^ lorsque — K m < l .
La fonction fu peut être définie par son équation différentielle et par la
condition [ufu]0 = — 1. Cela revient à poser

___



28 RECHERCHES SUR DES MÉCANISMES PARADOXAUX.

où il est convenu que le chemin d'intégration ne passe pas par une
singularité de la fonction à intégrer, et que la détermination du radical
soit celle qui s'approche de

lorsque z est infiniment grand.
Puisque — 1 < m < 1 par hypothèse, le point z— <\/(l—m) est situé

sur l'axe des x. Soit A un chemin allant de z = \/(l—m) à oo de telle
façon que le contour formé par A et par l'axe des x depuis z = <\/{l~-m)
jusqu'à CÛ n'enferme pas de singularité de la fonction à intégrer (Fig. 20, 1).

Je définirai la quantité Jto1+a>2 de la manière suivante :

'~"L dz

dx

(20, 2)

Le quart de période ^ i + c o 2 sera ainsi réel et négatif. On aura, du reste,

de même que précédemment.
Soit B un chemin allant de 0 à oo de telle façon que le contour formé

par B, par A, et par l'axe des x depuis 0 jusqu'à x = \/(l— m) n'enferme

y

Pla n Je 2

Fig. 20, 1.

pas de singularité de la fonction à intégrer. Je définirai la quantité o>2 de
la manière suivante :

(20, 3) o,2 =

Cette définition coïncide avec la notion de œ2 qu'on a eue précédemment,
parce qu'on a

/0



APPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES DE WEIERSTRASS. 29

En combinant (20, 2) avec (20, 3), on a

(20,4) ico3 = - [ -r, dz

JA-B V (
V(l—m) ^x

Jo \Z{(x2-\-mJ
rl) (l—m—x2)}'

Le quart de période ^œ1 est ainsi purement imaginaire d'amplitude égale
à | (3TT) .

La fonction/^, comme elle est définie par la formule (20, 1), est réelle
et plus grande que ̂ /(l—m), lorsque u varie de |O)1-|-CÜ2 (qui est réel et
négatif) à 0. Lorsque u varie de 0 à — (|o>1+co2) (qui est réel et positif),
la fonction fu est réelle et plus petite que — \/{l— m). Puisque

f(^1+oj2—u) = /(|cüx+a>2+^), fu = —f(—u),

les valeurs que prend cette fonction quand u varie de to1+2co2 à \<*>i-\-u}%
et de — (^o)Prœ2) à — (œ1-\-2œ2) sont symétriques à celles qu'elle prend
quand u varie de (^œx+œ2) à 0 et de 0 à — (|cü1+aj2). Comme l'intervalle
compris entre (a^-j^a^) et —(co1+2co2) est une période, tout autre point
de l'axe des x est congru à un point de cet intervalle. On sait donc que
lorsque u est réel, la f onction fu est réelle, et f2u ^ 1 — m.

La fonction ƒ ' u peut être définie comme suit :

fu=V{(f2u+m-l)(f*u+m+l)}.

Lorsque u est réel, il est évident, d'après ce que je viens de dire de fu, que fu
sera réelle également.

Puisque fu est impaire et fu paire, il est évident que lorsque u est
purement imaginaire, fu est purement imaginaire etfu réelle.

Pour avoir les valeurs que prend fu lorsque u est complexe, on n'a
qu'à faire appel à la formule d'addition (15, 5). Je pose

u = (
où a et r sont réels.

^ n faf'ir—firf'a
On aura fu = J ,».—ilj~—.

Pour que fu soit réelle il faut et il suffit que

Puisque a et r sont réels, ceci ne peut avoir lieu que des quatre manières
suivantes :

(20, 5) a == ± (io>1+co2), T = 0, ir = tov
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où il est entendu que le signe -_ n'oblige jamais u et r à prendre des valeurs
imaginaires.

Pour que fu soit purement imaginaire il faut et il suffit que

Dans les mêmes conditions que tout à l'heure, ceci ne peut avoir lieu que
des trois manières suivantes :

(20, 6) ir=±lœl9 CF=EO.

Pour avoir les valeurs que prend la fonction f'u je passe par
l'intermédiaire de la fonction ƒ (^co1—u). En effet, ƒ 'u peut être donnée par

(20, 7) f'u =

et sera purement imaginaire toutes les fois que f(^o)1—u) sera réelle, et
réelle toutes les fois que f(^co1—u) sera purement imaginaire.* Grâce
aux formules (20, 5) et (20, 6) on sait donc que ff{a-\-ir) sera réelle et
ƒ(§<%—a—ir) purement imaginaire toutes les fois que

(20,8) ir~cov ir = 0, a^=0.

De même, f'iv+ir) sera purement imaginaire et /(|co3—a~ir) réelle
toutes les fois que

(20, 9) or = ± ( K + ^ Î ) , ir = ±icüi,

avec les mêmes restrictions sur le signe == que tout à l'heure.
En résumé, m étant compris entre —1 et 1, et t étant réel, fu sera réelle et

f(iœi—u) purement imaginaire toutes les fois que u se met sous l'une des
formes . . ,
J u = t u — t^roj^ %
Dans les mêmes conditions f u sera purement imaginaire et f'(^œ1—u) réelle
quand .,

Toujours dans les mêmes conditions, f'u sera réelle et f(\o)x—u) purement
imaginaire toutes les fois que

u~t, u~it, u = t-\-œv

De la même façon f'u sera purement imaginaire et f(^co1—u) réelle lorsque

u = t±%(ov u = it± ( %œx+ù)2).

* Pour avoir tous les cas où fu est ou bien réelle ou bien purement imaginaire, il faudrait
recourir à sa formule d'addition. Comme seuls les cas où f(^\-u) est réelle ou purement
imaginaire peuvent intervenir dans l'étude de la déformation réelle de l'angle tétraèdre, la
formule (20, 7) donnera tous les renseignements dont on a besoin ici.
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Aux figures (20, 2) et (20, 3) j'ai indiqué les chemins sur lesquels les
fonctions en question prennent des valeurs réelles et purement imaginaires
à l'intérieur d'un parallélogramme élémentaire.

i

„-T
~ r— —.̂

i
— i — , —̂

tu réelle

- — — — f IL purement imaginaire

rroniière au parallélogramme

Fig. 20, 2,

L" j

y

fit rêeli

-————. f u pure ment / mogi natre

-froniière du parallélogramme

Kg. 20, 3.

21. Valeurs des arguments constants qui donnent un angle
tétraèdre réel lorsque — 1 <m < 1. Il arrivera dans la suite qu'on ait
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à calculer les angles faciaux de l'angle tétraèdre à l'aide des formules (18, 7)
en se donnant arbitrairement l'invariant m et les trois arguments a, j8, y.
Il importe donc de savoir quelles valeurs de ces constantes donnent lieu à
un angle tétraèdre réel.

On a vu au No. 19 que fa et ƒ ' a doivent être toutes les deux ou bien
réelles ou bien purement imaginaires. Le même raisonnement s'applique
aux fonctions //3, ƒ'ƒ?, fy, f' y. Les formules (18, 5) montrent en outre
que f 2a, f2j3, f2y doivent être réelles, pour que a'', b', c' soient réels. Cela
n'a pourtant aucun inconvénient, parce que, d'après les conclusions du
No. 20, f 2u est toujours réelle, quand fit etf'u sont toutes les deux ou bien
réelles ou bien purement imaginaires.

Dans les formules (18, 7) les numérateurs des expressions qui donnent
les cosinus des a sont déjà réels, grâce aux conditions qu'on vient d'imposer.
Les dénominateurs de ces expressions contiennent le facteur purement
imaginaire f\cox et un produit de fonctions qui sera réel ou purement
imaginaire suivant le caractère du produit faffify- II faut donc que ce
produit soit purement imaginaire. Ceci peut avoir lieu de quatre manières
différentes, ainsi qu'on le voit au tableau (21, 1).

TABLEAU (21, 1).

Cas

I

II

I I I

IV

réelles

fâ
fy

fy

f*
f*

purement
imaginaires

/«

f»

fy

U
f»
fy

tous cas

du même
signe

M, v

A, p, v

A, v

A, fx

Pl,P2,P3,P4

de l'autre
signe

A

v

Conséquences

COs(a 3 —a 4 ) > 0 0 8 ( 0 ! — a2)

COS (a2 — o3) > COS (<*! — a4)

COS (a2 — a4) > COS (a!— a3)

COS (04 — o2) > COS ( a 3 — a 4 )

COS (at — a4) > COS (a2 — a3)

COS(a 2—a 4) > COSfa! —a 3 )

COS (ai — a2) > COs(aH—a 4)

COs(a2 — c3) > COS (al~a4)

cos(a! — a3) > COS (a2—a4)

cos(a3—a4) > cos(a1 —a2)

c o s f a j - a ^ > COS (a2--a3)

COs(al — o3) > COS (a2—a4)

COS (ah — a,) > COS (otj + a.k)

J'explique ce tableau. Si, par exemple, fa est réelle, et ƒƒ? et fy purement
imaginaires, les formules (18, 3) donnent, puisque m > —1,

a+l—a'>Q, 6+1+6' > 0, c + l + c ' > 0 , .
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ce qui s'écrit également, moyennant (18, 1), sous la forme

cos(a2—a3) > cos(ax+a4), cos(a2—<x4) > cos(a1+a3),

cos(a3—a4) > COS^+ag),

ou encore, moyennant (7, 1), sous la forme

P<LPZ > 0, P2P* > °> PzP* > 0.

D'autre part, on a p1P2P3P^ = i7r(l+m) > 0, ce qui fait que tous les p
ont le même signe.

Cela étant, les formules (16, 4) donnent dans les hypothèses actuelles

A/X < 0, Xv < 0, jLtV > 0,

ce qui peut encore s'écrire sous la forme

cos(a3—a4) > cos(a1—a2), cos(a2—a3) > cos(a1—a4),

cos(a2~a4) > cos(ax—a3).

Ce sont les résultats qui figurent au tableau (21, 1) sous le titre Cas I.
Les trois autres cas se déduisent de la même façon.

Puisqu'il est impossible de donner aux trois quantités À, [x, v d'autres
dispositions que celles indiquées au tableau (21, 1), ce tableau est complet
en ce sens que tout l'angle tétraèdre appartient à un de ses quatre cas.
Le signe de a dépend de celui du discriminant m2— 1.

Pour que l'angle tétraèdre soit réel il faut encore s'assurer que P2 des
formules (18, 6) et (18, 7) est positif. Cela se fera plus facilement dans
la notation du chapitre suivant. Je laisse donc cette considération
temporairement de côté.

Dans les calculs futurs je me bornerai à n'étudier qu'un seul des quatre
cas du tableau (21, 1). Comme la plupart des formules qui établissent
l'existence des mécanismes dont je vais exposer la théorie sont les mêmes
dans tous les quatre cas, cette convention ne diminuera guère la
généralité de ces mécanismes. Ce n'est qu'au point de vue du calcul
numérique que les différences entre les quatre cas exigent quatre systèmes
de formules distincts. Je ne me borne donc, en somme, qu'à prendre tous
mes exemples numériques dans le même cas. J'adopte pour cela le
Cas IV. Il sera donc convenu que les f onctions

(21,2) fa, ƒ/?, fy, fa, /'j8, f'y

soient purement imaginaires, et que les f onctions

soient réelles.
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D'après les conclusions du No. 20, ces conditions ne peuvent se réaliser
que lorsque a, #, y sont de la forme r ± ^œ1 où r est réel. Comme r+^œ1

est congru à un point r' — \œx, où r' est réel, on peut poser sans perdre de
généralité

(21, 3) a = ?!+£«>!, P = r 2 + W y = rz+$œv

où rl9 r2, r3 sont réels.

22. Etude de la déformation réelle de l'angle tétraèdre lorsque
— 1 < m < 1. Puisque fa, ƒ'/?, f y sont purement imaginaires, ƒ (\u>x~ a)>

/(ICÜ!—j3), /(^o>!—y) seront réelles. On voit donc, en se rapportant aux
formules (17, 1), qu'il faudra que ƒ% et fu^ soient purement imaginaires,
et que fu2 etfu3 soient réelles, pour que les quatre t soient réels. Mais en
vertu de (17, 3) et de (21, 1)

où r3 est réel. Ainsi les deux fonctions

doivent être purement imaginaires, et les deux fonctions

réelles. D'après les conclusions du No. 20, ceci ne peut avoir lieu que si
est de la forme « s J : ^ , où s est réel. Comme s-\-^co1 et congru à s'
où s' est réel, on peut poser définitivement

(22, 1) u1 = sJ
r^œv u2~s—rs

J
rajv us = s-{-œv u/i = s—r3—^(x)v

Comme on passe d'un des cas du tableau (21, 1) à chaque autre par
une permutation des indices des a, on est sûr que les trois premiers cas
donneraient des déformations de même nature que celle définie par les
équations (22, 1) pour le quatrième cas.

On sait donc que Yangle tétraèdre n'a qu'une seule déformation réelle
lorsque — 1 < m < 1, et que celle-ci est continue et simplement périodique.

23. Etude des valeurs prises par la fonction fu lorsque m > l .
Comme avant, cette fonction peut être définie par l'intégrale

Maintenant toutes les singularités de la fonction à intégrer sont situées
sur l'axe des y, les points y= ± V ( m + l ) étant plus éloignés de l'origine



APPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES DE WEIERSTRASS. 35

que les points y = ± y (m — 1 ). Soit A un chemin allant de z = \/{ — (m + 1 )}
à oo de telle façon que le contour formé par A et par l'axe des y depuis
y=^{m-\-\) jusqu'à oo n'enferme pas de singularité de la fonction à
intégrer. (Fig. 23, L)

Plan Je z

O

Fig. 23, 1.

Je définirai la quantité ^œ1 par

(23,2) dz

= - • ]
A V(z4+2raz2+m2-l)

dy

de période \OJX est ainsi purement imaginaire, d'amplitude
égale à |(37r), et l'on aura, comme précédemment, ƒ2 \œx = — (m+1).

Soit B un chemin allant de z= \/(l—m) à oo de telle façon que le
contour formé par A, par B, et par l'axe des y depuis y = \/(m— 1) jusqu'à
y = y (m+1) n'enferme pas de singularités de la fonction à intégrer. Je
définirai la quantité \O)X-\-ÙJ% comme suit :

Cette définition coïncide bien avec la notion précédente :

On aura par soustraction d'intégrales

dz
(23, 3)

Le demi période œ2 est ainsi réelle et négative.
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La fonction fu, comme elle est définie par la formule (23, 1) est réelle
quand u est réel. Lorsque u croît de 0 à — œ2, fu est négative; elle est
positive lorsque u croît de —œ2 à —2œ2. Puisque fu est une fonction
impaire, elle sera purement imaginaire lorsque u est purement imaginaire.

La fonction ƒ ' u, peut être définie comme suit :

ce qui montre que fu est réelle lorsque u est réel. Comme elle est paire,
ƒ ' u sera encore réelle lorsque u est purement imaginaire.

Comme avant, je fais appel à la formule d'addition (15, 5) pour repérer
les valeurs prises par fu et par fu lorsque u est complexe. Soient a et r
réels.

) - pir_f2(J •

Pour que f(a-\-ir) soit réelle, il faut et il suffit que

ce qui ne peut avoir lieu que des deux manières suivantes :

(23,4) T = 0, ir = œv

où il est entendu que le signe = n'impose pas de valeur imaginaire à la
quantité r.

Pour que f{<J-\-ir) soit purement imaginaire, il faut et il suffit que

ce qui ne peut avoir lieu que des quatre manières suivantes :

(23, 5) a = cü2, ir = ± fav a = 0,

<T et T étant toujours réels.
En utilisant, comme avant, la formule (20, 7), on arrive aux conclusions

définitives suivantes :
fu est réelle et f (\œ1—-u) purement imaginaire toutes les f ois que, t étant

réel,
U = t, U~t-\-ü)v

De même, f u est purement imaginaire, etff(^œ1—u) réelle, quand



APPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES DE WEIERSTRASS.

ƒ' u est réelle et f(\œ1—u) purement imaginaire, quand

u=it, u^=it-\-œ2, u==t, u = t~\-a)v

f'u est purement imaginaire et /(|o>i—u) réelle, quand

37

Aux figures (23, 2) et (23, 3) j'ai indiqué les chemins sur lesquels fu
et f'u prennent des valeurs réelles et purement imaginaires à l'intérieur
d'un parallélogramme élémentaire.

-(20^+20,)

I
— *(Sco x ) J

r
J—

I

— 2œl

fu réelle

« — fu purement imaginaire

Fig. 23, 2.

— (2CÜ1-\-OJ2) —(2cu1H

J'u réelle

._ f'u purement imaginaire

Fig. 23, 3.



38 RECHEBCHES STJB DES MÉCANISMES PARADOXAUX.

24. Valeurs des arguments constants qui donnent un angle
tétraèdre réel lorsque m > 1. Le tableau (21, 1) résulte d'une discussion
qui est encore valable lorsque m > 1. Comme avant, j'adopte pour les
calculs futurs le Cas IV, c'est-à-dire l'hypothèse (21, 2). Les conclusions
du No. 23 font voir que a, ƒ?, y doivent encore être de la forme r^z^cov ou
r est réel.

Cependant, il n'existe plus de r' réel, tel que r-{-^œ1 soit congru à
r'—\OJV Le mieux qu'on puisse faire consiste donc à poser

(24, 1) a = rt+ e± \a)v j3 = r 2 + e2 %œv y = r 3 + <

où rv r2, 7*3 sont réels, et où €±
2 = e2

2 = e3
2 = 1.

Comme avant, je remettrai au chapitre suivant la discussion du signe
deP 2 .

25. Etude des déformations réelles de l'angle tétraèdre lorsque
m > l . Comme au No. 22 il faut que ƒ% et fuA soient purement
imaginaires et q\xefu2 et ƒ% soient réelles.

En vertu de (17, 3) et de (21, 1) on a, cette fois

> 2 = €3/ [icü!— (r8—Ui)], > 3 = /(io)!—%), > 4 = €8/(r8—1^),

où r3 est réel, et où e3
2 = 1.

Cela veut dire que les deux fonctions

doivent être purement imaginaires, et les deux fonctions

réelles. D'après les conclusions du No. 23, ceci ne peut avoir lieu que si ux

est de la forme 8±\<A)V Comme il n'existe pas de s' réel tel que s'—^w1

soit congru à s-^^co^ ce sont deux déformations distinctes, toutes les deux
réelles, de l'angle tétraèdre. Elles sont données, d'une part par

(25, 1) J

et d'autre part par

Ainsi l'angle tétraèdre a deux déformations réelles, distinctes, continues,
simplement périodiques, et sans forme commune, lorsque m > 1.
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26. Dégénérescence de la fonction fu lorsque m = 1. L'inversion
de l'intégrale

(9<\ i\ — f00 dz P dt

o ù ^ 2 = — 2, donne

/o

(26,2) / ^ =_____sh(V2^) ' J

La définition suivante de Ja>x est compatible avec toutes les notions
précédentes :

dz f1 dt _ iri^/2
- 4 •

La demi période œ2 est infinie.
Les formules (26, 2) font voir que fu et fu sont toutes les deux réelles

lorsque u est réel, et que fu est purement imaginaire et fu réelle, lorsque u
est purement imaginaire.

Comme avant, je pose u = aJ
rir, où a et r sont réels. La formule

d'addition donne

(M ±\ ffrr 1 J \ - -V2{sh(V2a)cos(V2T)~^ch(V2(7)sin(V2T)}
1 ' ; JVo-t"^— sh2(V2(7)cos2(V2T)+oh2(V2o-)sina(V2r) *

On en conclut, comme dans les cas précédents que, t étant réel,

fu est réelle et fr{\œ1~u) purement imaginaire, quand

u = t u = t+7Tl^

fu est purement imaginaire et f (\œ1—u) réelle, quand

u = it, u = t± 7Î"^ , (mod Tri

ƒ ' % est réelle et f{\o)1—u) purement imaginaire, quand

u==it, u==t, u = t+T^~—, (mod m

fu est purement imaginaire et f(\œ1—u) réelle, quand

, (mod7ri\/2).
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Les chemins sur lesquels fu et f'u prennent des valeurs réelles et pure-
ment imaginaires sont indiqués sur les figures (26, 1) et (26, 2)

7ri<\/2

|

fu réelle

— fu purement imaginaire.

Fig. 26, 1.

— — f'u réele

— — f ' u purement imaginaire

Fig. 26, 2.

27. Valeurs des arguments constants qui donnent un angle
tétraèdre réel lorsque m = 1. Le tableau (21,1) résulte d'une discussion
qui est encore valable lorsque

a = sin f K = 0,

et par conséquent m = 1. Comme avant, j'adopte pour les calculs futurs
le Cas IV, c'est-à-dire l'hypothèse (21, 2). D'après les conclusions du
No. 26, on voit donc que a, j8, y doivent être de la forme r ^ J(77i \/2), où r est
réel. Comme il n'existe pas de r' réel, tel que r' —\(rri <\/2) soit congru à
T-\-\{7ri V 2) ' o n n ' a ^ ' à poser

n -y/2 •ni \ / 2
~~1T'

77» V 2
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On aura

chrs

(27,2)
. thr , „ rt .thVo

Pour que les rapports des sinus des angles faciaux soient positifs, il est
évident, d'après les formules (18, 7), que les trois fonctions

fi^ fil six
ƒ « ' fP' fy'

doivent avoir le "même signe. Les formules (27, 2) font voir alors que
r1? r2, r3 doivent se tronver tous du même côté de 0 sur Vaxe réel.

La quantité P2 des formules (18, 6) et (18, 7) s'écrit maintenant sous
la forme suivante :

(27,

== 64 sh(—r

II faut que cette quantité soit positive pour que les sinus des angles faciaux
soient réels. La formule (27, 3) fait voir que pour cela il faut et il suffit,
si les trois r sont négatifs, que le plus petit d'entre eux soit plus grand que la
somme des deux autres, et s'ils sont positifs, que le plus grand d'entre eux soit
moindre que la somme des deux autres.

Les formules (27, 2) permettent de calculer fa, ƒƒ?, fy, ƒ'a, ƒ'ƒ?, f' y
lorsque r1? r2, r3 sont donnés arbitrairement. On peut ensuite calculer
les angles faciaux de l'angle tétraèdre au moyen des formules (18, 7).
Les trois e dont les carrés sont égaux à un sont de détermination com-
plètement arbitraire.

28. Remarque relative. au No. précédent. On se rappelle que

(cf. 7, 2)

ir

La discussion du No. 27 ne s'applique intégralement que lorsque cr=O.
Quand c'est À qui s'annule, par exemple, les deux constantes a et ƒ} sont
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infinies, ainsi que le fait voir les formules (16, 4) et (26, 2). Cependant,
on a toujours

(28, 1)

= 6 _ m + 6 ' ,

= a-m+a',

/2(a-a>2) / 2

/ ' 2

-co,) /2(j8-a>2)

Il suffit donc, dans ce cas, de remplacer (27, 1) par

r1 Tri \/2 Q r2 . Tri -y/2

(28, 2) 1

et le raisonnement s'achève comme auparavant.
Les formules (18, 7) s'écrivent avec f(a—œ2) et f(fï—to2) aussi facilement

qu'avec fa et ƒƒ?.
Je n'insiste pas davantage sur ces détails, parce que je n'aurai pas

l'occasion de m'en servir dans la suite.

29. Etude des déformations réelles de l'angle tétraèdre lorsque

m = 1. Je commence par le cas étudié au No. 27, c'est-à-dire celui où

a = sin |(a1+a2+a3H-a4) = 0.

De même qu'au No. 25, il faut que les deux fonctions
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soient purement imaginaires, et que les deux fonctions

soient réelles. D'après les conclusions du No. 26, ceci ne peut avoir lieu
que si ux est de la forme ( S / V ^ Ü O ^ A / 2 ) » oh s est réel. Comme avant,
ce sont deux cas distincts, qui donnent lieu aux deux déformations
suivantes :

(29, 1)

(mod

(29, 2)

7ri

y 2
(mod

Ainsi Vangle tétraèdre a deux déformations réelles, distinctes, et continues,
lorsque m = 1. Puisque les fonctions auxquelles on a affaire n'ont plus
de période réelle, s peut prendre la valeur co, ce qui fait que les quatre
dièdres sont alors de mesure nulle. Cette forme de l'angle tétraèdre est
commune aux deux déformations. C'est la forme où l'angle tétraèdre
s'aplatit de telle façon que ses quatre faces couvrent entièrement une fois
un plan. Ceci n'est possible que lorsque a = 0.

Quand c'est À qui s'annule, on doit considérer les formules (17, 1)
sous la forme suivante, qui n'est qu'une autre façon d'écrire la même
chose :

(29, 3)

4
l ^ + ^ - a )

Les fonctions qui doivent être purement imaginaires sont maintenant,
moyennant (17, 3) et (28, 2),
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et celles qui doivent être réelles sont

On voit que les choses se passent de la même façon que tout à l'heure,
à condition de remplacer dans les formules (29, 1) et (29, 2) uv u2, u3, ué

par nx—œ2, u2—a>2, u%—co2, u±—a>2. La forme «s = oo, qui est commune
aux deux déformations sera celle pour laquelle les quatre dièdres de l'angle
tétraèdre sont tous égaux à 77. C'est encore une forme aplatie. Cette
fois, pourtant, les faces de l'angle tétraèdre s'entrecroisent, et le tout ne
couvre qu'une partie du plan dans lequel il s'est aplati.

Les cas où \i = 0 et où v = 0 donnent des résultats analogues. Je les
laisse de côté.
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Chapitre IV.

APPLICATION DES FONCTIONS ETA ET THETA DE JACOBI.

30. Formules empruntées aux Fundamenta Nova. Dans ses
Fundamenta Nova Jacobi a introduit deux fonctions entières, dont les
séries convergent rapidement pour les valeurs de l'argument auxquelles
on aura affaire, et qui permettent d'évaluer numériquement les fonctions
elliptiques qui se sont introduites au chapitre précédent. Ce sont les
fonctions H(v, h) et Q(v, h) définies de la manière suivante.

Soient

(30, 1)
K y

q = e~nK'IK, r = ~
7TV

2K'

(30, 2)

Les sus-dites fonctions seront définies comme suit :*

(v, k) = 2q^ sinr—2g* sin3r+2g^ sin5r—2g" sin7r4-...,

On en déduit

f H(Jf—v) = 2gJ cosr+2g^ cos 3r+2g*5 cos 5r+2g4*9 cos7r+...,
(30,3) \

{ @{K—v) = l + 2g cos 2r+2g4 cos 4r+2g9 cos 6r+.. . .

Ces fonctions jouissent des propriétés suivantes :f

U(v+2K)^~ÏLv

) = — g-i e-*folK Hv, H (v+iK' ) = iq

®(v+iK')=:iq

B.(2mK+2niK') = Q, ®[2mK+{2n+l)iK'] = 0,
(m, n) des entiers,

(30,4)

//2kK\ n _ //2lc'K==v (—)' ^0=v (-v

* Fundamenta Nova, p. 180.
f Fundamenta Nova, pp. 173-175.
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31. Expressions des fonctions fu,fu lorsque — l < m < l . Je
reprends les définitions des périodes données au chapitre précédent. On a
en effet (cf. 20, 2 et 20, 4) :

dx
(31, 1) ^co1-[-a>o=—\

--1 f

V2 J< Jo \/{1 — ̂ (1+m) om2

o o
en posant x2 =

i

et

(31,2) b»i = -
JO V V~~^ "

_ -< f dB
A/2 Jo V{l~l(l"~m) s"

(1—m2)sin2ö
1~(1—m)sin20*

en posant x2 =

Je pose donc

(31, 3) I

Si je pose

(31,4) t ; = - V 2 t t ,

une fonction dont les périodes en u étaient 2o)1? 2a>2 aura 2K-\-2iK' et
2K—2iKf pour périodes en v.

Ainsi la fonction

a les mêmes périodes, les mêmes zéros, et les mêmes pôles que la fonction/^.
En faisant tendre v vers zéro, on trouve

(31,5) >

De même, la fonction

a les mêmes périodes, les mêmes pôles, et les mêmes zéros que fu. En
faisant tendre v vers zéro, on trouve

(31,6) } u -
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On se rappelle que les arguments a, ]8, y doivent être de la forme r-\-\œv

où r est réel (cf. No. 21). Je pose donc

(31,7) a = ^ ( a - * Z ' ) , j 8 = ^ ( ô - * 2 T ) , Y==±(c-iK'),

où a, b, c sont réels, compris entre 0 et 41L
On aura

(31, 8)

et drautres expressions semblables en b, c pour les mêmes fonctions de j8, y.

La quantité P2 des formules (18, 6) et (18, 7) a des périodes a>x et 2œ2

par rapport à a, ƒ?, ou y. Puisqu'on connaît ses zéros et ses pôles, on peut
l'écrire sous forme d'un quotient de fonctions Eta et Thêta, qui aura les
périodes 2K et 2iK' par rapport à a, h, ou c. En effet, on trouve

/qi QX p2_64H12,S:Q8QH(-a+6+c)H(a-6+c)H(a+fe-c)H(a+6+c)
1*1,»; 2- - 0 i 2 X 0 4 0 4 6 e 4

II faut que cette quantité soit positive. Les seules facteurs douteux sont
les quatre fonctions Eta qui figurent au premier degré au numérateur.
On peut donc reconnaître facilement si un certain choix d'arguments
constants donnent un angle tétraèdre réel ou imaginaire, en regardant ces
quatre fonctions-là. Il suffit de se rappeler que Hv est positive lorsque v
varie depuis 0 jusqu'à 2K, et négative lorsque v varie depuis 2K jusqu'à
4cK.

Pour que les rapports des sinus des angles faciaux de l'angle tétraèdre
soient positifs il faut que les trois fonctions

/i ö Ö
ƒ « ' ft' f Y

aient le même signe. La formule

fa Ka®(K-a)
fa ~~V ®aH(K-a)

fait voir que lorsque a varie depuis 0 jusqu'à la 4tK, la fonction f'ajfa
change de signe trois fois, une fois à chacun des trois points K, 2K, 3K.
Il faut donc que les trois quantités a, b, c soient ou bien toutes dans les
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intervalles (0, K), (2K, 3K), ou bien toutes dans les intervalles (K, 2K),
(3JT, 4Z).

32. Expressions des fonctions fu,f'u lorsque m > 1. Je reprends
les définitions des périodes données au chapitre précédent. On a, en
effet (cf. 23, 2 et 23, 3),

d6

en posant V(m+1)

et

(32,2) «,
Jvc-« V ( -
- 1 fi-

en posant

V(»»+l)Jo
o m—1

^{2sii?«/(«+1 )}'
Je pose donc

(32,3) 1 'm+V

Si je pose v = — <y/(m+l)u= — ̂ - u,

une fonction dont les périodes en u étaient 2œv 2o>2 aura les périodes 2K
et éiK' en v.

H(K-v)
Ainsi la fonction

B.v

a les mêmes périodes, les mêmes zéros, et les mêmes pôles que la fonction fu.
En faisant tendre v vers zéro, on trouve

(32,4) fu=V* V '

De même, la fonction

Wv

a les mêmes périodes, les mêmes zéros, et les mêmes pôles que la fonction fu.
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En faisant tendre v vers zéro, on trouve

(32,5) f'u=2 fflffti

On se rappelle que les arguments a, j3, y doivent être de la forme f i l » ! ,
où r est réel (cf. No. 24). Je pose donc

(32,6) a=^{a-exiK% p=^(b-et%K'), y= |

. /ctQK@0@(K-a) .,
= €x» V2 ï p ^ ^ , ƒ a

où a, b, c sont réels, compris entre 0 et 2K.
On aura

(32, 7)

et d'autres expressions semblables en b, c pour les mêmes fonctions de j3, y.

La quantité P2 des formules (18, 6) et (18, 7) a des périodes œl et 2co2

par rapport à a, j8, ou y. Puisqu'on connaît ses zéros et ses pôles, on peut
l'écrire sous forme d'un quotient de fonctions Eta et Thêta, qui aura les
périodes 2K et 2iK' par rapport à a, 6, ou c. En effet, on trouve

-6+c)B.(a+b-c)B.(a+b+c)

Cette formule reproduit à peu de chose près, la formule (31, 9). Les
remarques que j'ai faites à cette place sont encore valables. Pour que
l'angle tétraèdre soit réel, il faut que le produit

soit positif.
Comme avant, les trois fonctions f'a/fa, /'j3///3, f'yjfy doivent avoir

le même signe, pour que les rapports des sinus des angles faciaux de l'angle
tétraèdre soient positifs. On a maintenant

fa ~~V &a&(K-a)'

Quand a varie depuis 0 jusqu'à 2K, certe fonction change de signe une
seule fois au point K. Les trois quantités a, b, c doivent donc se trouver
toutes du même côté du f oint K.

La réalité de l'angle tétraèdre ne dépend nullement des déterminations
des trois nombres el9 e2, e3 dont les carrés sont égaux à un,

E
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33. Formules donnant les angles faciaux de l'angle tétraèdre en
fonction de a, 6, c. Pour avoir de telles formules, on n'a qu'à substituer
dans (18, 7) les valeurs de/a, ƒ'a, etc., données par (31, 8) et (32, 7). On
trouve ainsi les résultats suivants. Si ces formules ont l'air d'avoir perdu
leur symétrie primitive, c'est parce que j'ai voulu leur donner une forme
qui facilite le calcul numérique.

Cas 1. — 1 < m < 1.

(33, 1)

sina.
B.a@(K-a

sma2
Ha Q(K-a)W) Q(K-b) Hc0(Z-c)

sina3

®aB.{K-a)H.b®(K-b)@eK(K-e)

sina4

®aH(K-a) 06K(K-b)Hc®(K-c)

2 n Ha@aE-(K-a)Q{K—a)'
a,b,coù

COS Cli
- ITTK«an f H(g+fe)H(g-6)0(g
- 2 u |0aH(Za)H60(Z

- c )

@{K-a-b)&(K-a+b)Hc
' @aH(K-a) H6 ®{K-b) ®(K-c)ï*

f ®(a+b) &(a—b)ÏL(K-c)
\®aK(K—a) 06 E_(K—6) 0c

K(K-a+b) B.(K-a-b) 0c
0aH(üT-a) 06 TS.(K-b) B.(K-e)j '

H(a+6)H(6-a

cosa4 =
H(g+c)H(c-g)0(Jg-6)

Ha ®(K—a) ecE-(K-c) H6

®(K-a-
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Cas 2. m> 1.

sma2

51

(33, 2)

Ha K(K-a) 06 ®(K-b) @c&(K-c)

sina3

sina4
c)

2 n B.a@aK(K~a)@{K—ay
a,b,c

où Q2 = H(-a+6+c) H(a-6+c) H(a+6-c) H(a+6+c) ;

cosa -cos a i -

'®a®(K-a)mK{K-b)'H.(K-c)

—a+6) 0c
0a®(Z-a)06®(K—b) 0(Z-e)J '

cosa3

cosa4 =

HaH(Z-a) 06®(K-b)TL(K-c)) '

' H(a+c)H(c-a)H(Z-6)

)
HaH(Z-a) 0cQ(K-c)H(JST-6)j '

34. Calcul de q. Comme je l'ai fait remarquer au No. 21, le problème
qui va se poser quand on s'occupera de la construction de mécanismes
paradoxaux, est celui où il s'agit de calculer les angles faciaux lorsque
l'invariant m et les trois arguments a, j8, y sont donnés. Pour se servir

E 2
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des séries (30, 2) et (30, 3), pourtant, ce n'est pas m mais q qu'il faut
connaître.

On commence par calculer h au moyen des formules (31, 3) ou (32, 3),
«uivant l'intervalle dans lequel m se trouve. On pourrait alors calculer q
par la voie de sa définition (30, 1), mais ce procédé est peu pratique.
Weierstrass a donné une formule* qui permet de faire ce calcul rapidement.
C'est la suivante :

(34, 1) ^ = 1Z+2(1Z)5+15(|Z)9+15O(|Z)13+...,

où l = (1 —\A')/U + V '̂)> Ie radical ŷ fc' étant pris positivement.
Il semblerait qu'on ait également besoin de calculer les nombres K et

K'', afin de former les produits

rra 7rb TTC

2ÏT 2ÏT 2K'

qui figurent dans les séries (30, 2) et (30, 3).
Cependant, ce calcul est superflu. On verra, en effet, qu'on pourra

toujours considérer ces produits comme donnés à la place des arguments
a, p, y.

35. Exemple du calcul numérique. Je donne ici un exemple du
calcul dont on fera un large usage dans la suite. Soient

(35,1) m = cos 50°, a==%%K, b==%%K, c = %%K.

Les formules (31, 3) donnent alors

(35, 2) k = sin 65°, h' = cos 65°.

Maintenant, la formule (34, 1) permet de calculer q, après quoi les
séries (30, 2) et (30, 3) permettent de calculer toute fonction elliptique
de a, 6, c dont on aura besoin.

Tous ces calculs sont pourtant inutiles, graGe aux tables dressées par
M. Hippisleyf.

* Werke, II (1895), p. 276 ; Formules et Propositions, H. A. Schwartz (1894), p. 56.
f Smithsonian Mathematical Formulas and Tables of Elliptic Functions, Smithsonian

Institution, Washington (1922), édité par E. P. Adams. Bibliothèque de V Université, S. J. ce
166, vol. 74, no. 1, 8° ; Bibliothèque Nationale, R. 16054. Ces tables, dressées par le
Colonel R. L. Hippisley, C.B., donnent les valeurs des fonctions Hu/HK, ®u/®0, Iî(K— w)/HiT,
®(K—u)l®0, avec dix décimales, pour vingt-cinq valeurs de k et quarante-cinq valeurs de u.
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Je prends les valeurs suivantes dans les tables de M. Hippisley,
a, b, c, et k ayant les valeurs données par les formules (35, 1) et (35, 2) :

Hc

(35, 3) -

q = 0,106054

^~ = 1,538246+

= 0,716217 +

g =1,287257+

= 0,921393+

= 1,462404+

00 = 0,788145 ^S~^ = 0,665767+ H g _ - ^ c > = _ 0 ,
H Z H Z

360280

HZ =1,154170

Ha
00

HZ
0a
00

H(Z-a)
HZ

= 0,899104

= 1,441735+

= 0,407175

HZ

0(a+b)
00

= 1,249711

= 0,847049

= 1,394968+
@(a-c)

00

-=1,075222+

- = 0,296583

= 1,051176

00
' = 1,095757+

g=9 =-0,498202+ H ^ - | + C ) = 0,

~ ^ = 1,142277 Q ( " g 0 O
a + C ) = 1 ' 4 8 6 6 2 6 +

= 0,817501+ ^ '=0,149646
MA

| ^^=1,369386 +

g = ^ = 0,542093+

&(a-b)
00 = 1,013110+

= 0,986612+

H(—a+fe+c)
HZ

K(a-b+c)
HZ

H Z

:= 1,167756 ® ^ = J ± * ) = 1,525013

(35, 4)

Quand on introduit ces valeurs dans les formules (33, 1), on obtient v

r sin a± = 0,720562 cos a± = —0,693390+

sina2= 0,967784+ cosa2= —0,251780

sina3 = 0,552146+ cosa3= —0,833747

l sin a 4 = 0,448415+ cosa4= —0,893825+

Tel est l'angle tétraèdre qui correspond aux constantes elliptiques données
par (35, 1)*.

* A l'exemple de M. Àndoyer je me sers du signe + pour indiquer que la partie non écrite
d'un nombre décimal est comprise entre 250... et 749.... Quand elle est supérieure à 750...
jelorce le dernier chiffre écrit.

= 0,598652

= 0,817501 +

- = 0,958011 +

= 0,199062 +
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Chapitre V.

ETUDE DES SYSTEMES DE TROIS EQUATIONS DOUBLEMENT
QUADRATIQUES.

36. Considérations générales. Le problème qui consiste à trouver
les cas de déformabilité du mécanisme de la figure (1,1) repose sur celui
qui consiste à trouver les cas où un système de trois équations, dont chacune
renferme deux des trois variables du système, et qui sont toutes les trois
doublement quadratiques, est poristique. En ce qui concerne des systèmes
de trois équations toutes irréductibles, M. Bricard a fait une étude très
détaillée du problème.*

Dans ce chapitre je ne m'occuperai que de conditions nécessaires.

LBMME. Etant donné deux équations quadratiques en x :

ax2+2bx+c = 0 (a^O),

a' x2+2b' x+c' = 0 (p2 = b2—ac) ;

trouver dans quelles conditions le radical p ne paraît pas dans la seconde
équation, lorsqu'on y substitue une racine de la première.

Le résultat de la dite substitution se met sous la forme

a(ac'-a'c) + 2(ab'--afb) (p-b) = 0,

et l'on voit que les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'énoncé
ait lieu sont

a b c

c'est-à-dire que les deux équations doivent avoir constamment deux racineè
communes par rapport à x.

Soient trois équations doublement quadratiques par rapport à x, y, z ;
je les représenterai symboliquement par

(36, 1)

(y\ y, #, *) = o,

(z2, z, x2, x) = 0,

. (x2, x, y2, y) = 0.

• Bulletin de la Société mathématique de France, tome XXV (1897), p. 212.
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Soit Y1 le discriminant de la première équation qui renferme la
variable y (celui pris par rapport à z) ; soit Z1 le discriminant de la même
équation qui renferme la variable z et ainsi de suite. Il y aura six
discriminants, désignés par

^ 2 > ^ - 3 ? •* 3» - * ! > ^ 1 > ̂ 2 *

Je suppose en premier lieu qu'aucune paire d'équations n'ait constamment
deux racines communes par rapport à sa variable commune et que les trois
équations soient irréductibles. Dans ces conditions-là, si l'on substitue dans
la première des équations (36, 1) une racine de la deuxième prise par
rapport à z, et une racine de la troisième prise par rapport à y, on aura une
relation en x qui pourra se mettre sous la forme

^/(X2X3) = fonction rationnelle de x.

Cette relation doit avoir lieu pour toute valeur de x, parce qu'on veut que
le système (36,1) soit poristique. Il faut donc que X2 et X3 aient les mêmes
racines. De la même façon on trouve que Y± et F3, et que Zx et Z2 doivent
avoir les mêmes racines.

Je passe au cas où une équation se décompose partiellement. On aura

(36, 2) | (s«, z, x\ x) = 0,

(x*, x, y*, y) = 0.

Si la deuxième et la troisième des équations (36, 2) n'ont pas deux
racines communes par rapport à x, il faudra que la troisième se décompose
par rapport à x. En effet, si l'on substitue dans la deuxième une valeur
de x tirée de la troisième, et la valeur de z tirée de la première, on aura

•\/Y3 = fonction rationnelle de y.

Ce cas n'a donc pas de solution, à moins que les deux dernières n'aient
constamment deux racines communes par rapport à x.

Je considère ensuite le cas où deux équations se décomposent par rapport
à la même variable. On aura

{y\ y, z) = 0,

(36, 3) -I (x2, x, z) = 0,
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Il n'y a pas de simplification dans ce cas. On n'a qu'à éliminer z des
deux premières équations et à identifier celle qui en résulte avec la troisième
qui est supposée irréductible.

Vient ensuite le cas où deux équations se décomposent par rapport à des
variables différentes, en gardant la même variable au second degré. On aura

f (z2, z, y) = 05

(36,4)- | {z2, z,x) = 0,

[ (x2, x, y2, y) = 0.

La première et la deuxième de ces équations ne peuvent pas avoir deux
racines communes par rapport à z, parce que s'il en était ainsi, x et y
satisferaient à deux équations doublement linéaires, qui devraient être
identiques à la troisième équation, que je suppose irréductible. La
première et la troisième équation ne peuvent pas avoir deux racines
communes par rapport à y, parce que la première n'en a qu'une. Il faut
donc que

<\/(X2Xs) = fonction rationnelle de x.

Cependant Xz a quatre racines, alors que X2 n'en a que deux. Il faut
donc que deux des racines de X3 soient identiques entre elles, et que les deux
autres soient identiques à celles de X2. Il en est de même du produit Yx Ys.
Par conséquent la troisième équation doit être unicursale.

Le prochain cas à considérer est celui où deux équations se décomposent
par rapport à des variables différentes, sans garder la même variable au second
degré. On aura

r (y2, y, z) = 0,

(36, 5) I {z2, z, x) = 0,
[ (x2, x, y2, y) = 0.

Ce cas n'a pas de solution. En effet, la première et la troisième
équations ne peuvent pas avoir deux racines communes par rapport à y,
parce que s'il en était ainsi, x et z satisferaient à deux équations linéaires
en z et quadratiques en x, qui devraient être identiques à la deuxième
équation, que je suppose irréductible par rapport à z. Si l'on substitue
dans la troisième équation une valeur de y tirée de la première, et la valeur
de x donnée par la deuxième, on aura une relation en z qui pourra se mettre
sous la forme

x = fonction rationnelle de z,

et il faudrait que la première équation se décomposât totalement.
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Le cas où toutes les trois équations se décomposent par rapport à des
variables différentes n'a pas de solution. En effet, on aurait

f (y2, y, z) = o,

(36, 6) | (z2, z, x) = 0,

l (x\ x, y) = 0.

Aucune paire de ces équations ne peut avoir deux solutions communes
par rapport à sa variable commune, parce que celle-ci est linéaire dans une
équation de chaque paire. Si l'on substitue dans la première une valeur
de z tirée de la deuxième, et la valeur de y donnée par la troisième, on aura

V^2 = fonction rationnelle de x,

ce qui n'est pas possible, tant que la deuxième équation reste irréductible
par rapport à s.

Je passe au cas où les trois équations se décomposent, deux par rapport
à la même variable. On aura

r (v2, y, z) = o,
(36, 7) I (x*, x, z) = 0,

L (x2, z, y) = 0.

Si la deuxième et la troisième équations avaient deux racines
communes par rapport à x, les variables yetz satisferaient à deux équations
doublement linéaires qui devraient être identiques à la première, que je
suppose irréductible par rapport à y. Dans les deux autres paires
d'équations la variable commune intervient une fois linéairement. Le
raisonnement s'achève comme au cas précédent. Ce cas n'admet pas de
solution non plus.

Je passe maintenant au cas où Vune des trois équations se décompose
totalement. On aura

f (y,*) = o,
(36, 8) I (z*, z, x\ x) = 0,

L (x2, x, y2, y) = 0.

Ici on n'a qu'à substituer dans la deuxième équation la valeur de z
donnée par la première, et à identifier l'équation résultante avec la
troisième équation qui est supposée irréductible. On remarquera toutefois

X2 doit avoir les mêmes racines que X3. En effet, y est lié homo-
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graphiquement à z, ce qui fait que le discriminant de la deuxième équation,
pris par rapport à z, aura les mêmes racines que celui pris par rapport à y
après la substitution. Comme cette nouvelle équation doit être identique
à la troisième, leurs discriminants pris par rapport à y auront les mêmes
racines.

Aucun cas où Vune des trois équations se décomposerait totalement, une
deuxième partiellement, et la troisième pas du tout, n'a de solution. En
effet, si l'on éliminait entre la première et la deuxième leur variable
commune, on obtiendrait une équation partiellement décomposée,
renfermant les mêmes variables que la troisième équation. Il faudrait
donc qu'elle fût identique à celle-ci qui est supposée irréductible.

Je considère maintenant le cas où deux équations se décomposent totale-
ment. On aura

(36, 9) (z, x) = 0,

L (x*, x, y*, y) = 0.

L'élimination de z entre la première et la deuxième équations donne
une relation doublement linéaire entre x et y, qui doit être identique à la
troisième équation, qui est supposée irréductible. Ce cas n'a donc pas de
solution. Il en serait encore de même, si la troisième équation était
partiellement décomposée.

Je ne m'arrête pas ici sur le cas où les trois équations se décomposent
toutes totalement. Il ne s'agit que d'éliminer les variables. Ce sera le
cas (36, 10).

Je passe au cas où deux équations se décomposent par rapport à la même
variable, et la troisième totalement. On aura

!

(y2> y, z) = o,

{x\ x, z) = 0,

(x, y) = 0.

On reconnaît aisément que Zx et i?2 doivent avoir les mêmes racines.

Je considère ensuite le cas où deux équations se décomposent par rapport
à des variables différentes, en gardant au second degré la même variable, et
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la troisième totalement. On aura

r (z2, z, y) = 0,

(36, 12) 2, a?) = 0 ,

(x, y) = 0.

Ici, il n'y a guère de simplification possible. On n'a qu'a éliminer
x et y, et à rendre nuls les coefficients de l'équation résultante.

En dernier lieu je considère le cas où deux équations se décomposent par
rapport à des variables différentes, sans garder la même variable au second
degré, et la troisième totalement. On aura

f (z2, 2, y) = 0,

(36, 13) | {x\ x, z) = 0,

L (*, y) = 0.

Ce cas n'a évidemment pas de solution. On peut remplacer ce système
par les deux équations

{z\ z, x) = 0,

{x\ x, z) = 0,

qui ne peuvent pas être identiques sans se décomposer.

Je résume les résultats acquis au cours du No. présent de la manière
suivante : Pour qu'un système de trois équations doublement quadratiques,
chacune par rapport à deux des trois variables du système, soit poristique, il
faut qu'il soit de Vune des formes (36, 1), (36, 3), (36, 4), (36, 8), (36, 10),
(36, 11), (36, 12). Les cas où deux équations ayant deux racines communes
par rapport à leur variable commune demandent une étude spéciale sont
les (36, 1) et (36, 2).

37. Mécanisme préliminaire. Ce mécanisme, dont la trace sphérique
est indiquée schématiquement à la figure (37, 1), est composé de trois
angles tétraèdres à sommet commun, qui ont deux à deux un axe commun.
Seuls les dièdres des angles tétraèdres sont considérés comme variables.
Les angles tétraèdres sont numérotés I, II, et III. Les angles faciaux et
les dièdres des angles tétraèdres sont désignés par les mêmes symboles
qu'au chapitre II, sauf qu'il y a un second indice qui se reporte au numéro
de l'angle tétraèdre. Les dièdres marques yl3 sont constants. Ce
mécanisme, qui fait partie du mécanisme de Kempe sur la sphère, doit être
déformable toutes les fois que ce dernier Vest. Il est normalement bloqué.
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Soient al3, b^, ctj les cosinus directeurs du vecteur normal au plan dans
lequel l'angle atj est mesuré, et soient liv mw nh ceux de Taxe commun aux
angles tétraèdres i et j . Dans ce dernier cas l'ordre des indices est
évidemment indifférent. Je définirai le sens des a, des j8, et des y, par les
règles suivantes :

(37, 1)

a21 sina21 =

b21 sina21 =

c21 sina21 ==

—m1 Bn1Bn12, = bslc21—b21czv

3—nlzl12, m12 s in£ 3 1 = c 3 1 a 2 1 —c 2 1 a u ,

3—llzm12, n12 sin/331 = a3lb21—a21bsl,

m12 siny36 = c31a32—c32a31,

n12 siny3 6 = aslbS2—a32b31i

cosy36 = a 3 1 a 3 2 +6 3 1 6 3 2 +c 3 1 c 3 2 ,

Fig. 37, 1

et par d'autres règles qui se déduisent de la figure de la même façon que
celles-ci. Les flèches indiquent le sens circulaire à adopter dans chaque
cas.

Les liaisons intérieures des trois angles tétraèdres ont fait l'objet des
Chapitres II, III, et IV. Elles subsisteront ici à condition d'ajouter un
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second indice à chaque symbole qui en avait un aux chapitres précédents
et un premier indice à chaque symbole qui n'en avait pas. Ce nouvel
indice, qui prendra les valeurs 1, 2, et 3, indiquera le numéro de l'angle
tétraèdre dont il s'agit.

Je fais remarquer que les a et les /3, qui sont numérotés depuis 1
jusqu'à 4 dans chaque angle tétraèdre ne se succèdent pas toujours dans
le même ordre. Il y aura par là certaines légères modifications à porter
aux équations des chapitres précédents ; elles sont telles qu'on puisse les
faire à vue, sans entamer de calcul auxiliaire.

38. Egalités fondamentales. On déduit des formules (37, 1) les
relations suivantes, qui lient les y aux 8̂ :

(38, 1) Aj2+j831EE= 723+736' 021+023 = 722+715» 013+012 =

et les suivantes qui lient les y aux a :

(38, 2)

sm a2

siny21

sm a2

siny22

sm a23
siny2 3 '

cos y22 =

smy21smy23

cosa23—cosa22 cos y23

cos y22 cos y21—cos y23

sin y22 sin y21

cos a22 cos a21—cos a23

sm a21 sm a23 ' sm a22 sin a21

eosy23 cosy22—cosy21cos a21
 :

cosy21 =

smy 2 3smy 2 2

sin a23 sin a22

En ajoutant le second indice, introduit au No. 37, aux t du Chapitre II,
on peut écrire les formules (38, 1) de la manière suivant :

f
736 + 723 __ /

(38, 3)

les trois constantes ƒ /ƒ', g\g\ hjh' étant ainsi définies.
Les relations intérieures des trois angles tétraèdres I, II, et III,

auxquelles satisfont les six t des formules (38, 3) sont les suivantes ; elles
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se déduisent à vue des équations (7, 4) :

{

(38, 4)

l-Z S i ï l a31 S i n «11̂ 21 3̂1 + 0-1^41= 0,

2 — 2 Sina4 2Smag2$3 2 Ê12 + (72jp12 == 0,

13

39. Système fondamental de trois équations doublement quadra-
tiques. En éliminant £32, t13, t21 entre (38, 3) et (38, 4), on obtient

2—2 sina
31

= 0,

sina42 sinaS2(f—f'tsl)(ft31+f)t12 = 0,
(39, 1)

+flf/)«28 = 0.

C'est un système du type étudié au No. 36. Pour que le mécanisme
préliminaire du No. 37 soit déformable, il faut visiblement que le système
(39, 1) soit poristique. Je passe maintenant à son étude analytique, en
me basant sur les résultats obtenus aux Nos. 10 et 3 6. Puisque ces équations
sont liées homographiquement aux équations (38, 4), il est évident que
leurs cas de décomposition correspondent à ceux des angles tétraèdres
eux-mêmes.

40. Premier cas. Trois équations irréductibles dont deux ont
constamment deux racines communes par rapport à leur variable
commune. Soient

a42 s i n a32( ƒ '2~f2) *12+ (A2^32 + CT2̂ 12) ƒƒ ',

2P+v2p,2f
 2)tf2-2 sina42 sina32 ƒƒ' t12+(a2p12f

 2 - A 2 % 2 ƒ*);

de sorte que la deuxième des équations (39, 1) peut s'écrire

Je suppose que ce soient les deux premières de (39, 1) qui aient
constamment deux racines communes par rapport à leur variable
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commune tzl. On aura

—sina31 sinan(A'f23- h)(ht2Z-\-hr\L = 0,

—sin a31 sin an(&' t23—h) (ht2Z+h') N = 0.

Les deux équations (40, 1) doivent être identiques sans se décomposer,
parce qu'on doit les identifier éventuellement avec la troisième des équations
(39, 1) qui est supposée irréductible. Tant que ff' ^ 0, on trouve par un
calcul direct qu'il faut et qu'il suffit pour cela que

(40, 2)

En vertu de l'hypothèse (19, 1), les quatre conditions (40, 2) peuvent
être remplacées par les suivantes :

(40, 3) a41 = a31 == a12 = a32 = |TT.

Je désignerai par {̂ 2̂ 23}' {̂ 12̂ 23}' {̂ 12̂ 23}' ••• ^es coefficients de la forme
sous laquelle se mettent les deux équations qu'on vient d'identifier, et par
[̂ 12̂ 23]? ^12^23]' [̂ 12̂ 23]' ••• c e u x de la troisième des équations (39, 1).
On aura

{t\2 *23} = sin(a22-a42) {4 f f JA' sin a21 cos a n + ( ƒ »-ƒ '») (h*- h'*) sin an},

{̂ 23} = sin(a22+a42){4//'M/ sina21 cosa n +( / 2 - / / 2) (^_A ' 2 ) sinan},

Pi2̂ 23] = — 2 sina13 sina43öröf',

p23] = 2 sina13 sina^gg'.

Puisque [tl2t2S]+[t23] = 0, il faut que { 2̂̂ 23}+{ 2̂3} = 0, et comme
j'écarte toute solution dans laquelle un angle tétraèdre aurait trois de ses
angles faciaux égaux à \n, il faut en outre que les quatre coefficients
{*i2*23}> fe}> P12 *23L P23] soient nuls. Cela entraine

(40, 4) gg' = O, éff'W sina21 cosan+(/2-/ '2)(fe2-A / 2) s ina n = 0,

de sorte que les coefficients
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sont tous les deux nuls. Il faut alors qu'il en soit de même des coefficients

#12*23} = sina42{|>'2 sin (an—o21)

-fc» sm(a n +a 2 1 ) ] ( / ' 2 - / 2 ) -4 / / 'M ' sinan},

{t12} = sin<x42{[ft2 sin (a n-a 2 1)-fe ' 2 sin(a11+a21)](ƒ'2_/2) + 4 / / 'M ' sinan},

ce qui ne peut avoir lieu que si

(40,5) hh' = O, / 2 - / ' 2 = 0 .

Il ne reste que les coefficients de degré pair. Moyennant les conditions
trouvées jusqu'ici, ils peuvent s'écrire sous la forme suivante :

sin<x22 s ina 2 1 cosa4 2 c o s a n ,

i2}—#23} = 4 / / ' ( ^ 2 + ^ ' 2 ) s ina 4 2 s ina 2 1 cosa2 2 c o s a n ,

#i2%}+{1}—#12}—#23} = 4 / / ' ( ^ 2 — ^ ' 2 ) s ina 4 2 s i n o n cosa2 2 cosa2 1 ,

{*îa*is>—{!}—{*ïa}+{*is} = ±ff'(h'2-h*) s ina 2 2 s i n a n cosa4 2 cosa2 1 ,

{2t12t23} = 2/jf '(A2-ft '2) s ina 4 2 s i n o n ;

7'2) (cosa1 3 cos 2 3 c o s a 4 3 - c o s a 3 3 ) ,

2) s ina 4 3 cosa1 3 ,

s ina 4 3 cosa2 3 ,

[̂ 12^23]— t 1 ] — #12]+Pis] = % 2 + 9 r ' 2 ) s ina 1 3 s ina 2 3 cosa4 3 ,

[2^12^23] = (g2—g'2) s ina 1 3 s ina 4 3 .

I l s 'agit de rendre proportionnelles les expressions correspondantes de
ces deux groupes. On t rouve facilement les qua t re conditions suivantes :

i
cos a13 cos a43—cos a23 cos a33 = 0, cos a22 cos a21—cos a23 = 0,

tgq 2 2 t g a 2 J g'*+g2 t g a 2 1

' 2 2 'J ^
t g a 4 3 sr '2-ör2 ' t g a n t g o u A'

On voit ainsi que l 'angle té t raèdre I I I a ses plans diagonaux per-
pendiculaires e t que le dièdre y23 est droit , [cf. (6, 1) e t (38, 2).]

Les équations gg' = 0 et hh' = 0 peuvent être satisfaites de qua t re
manières différentes. P o u r fixer les idées je pose définitivement
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On a donc démontré que les conditions nécessaires et suffisantes pour que
le système (39, 1) soit poristique dans les hypothèses actuelles sont

(40, 7)

0 = 0, h = 0, / 2 - / ' 2 = 0, a 4 1 s a 3 1 s a 1 2 s a 3 2 s | 7 7 ) ,

cos a13 cos a43—cos a23 cos a33 = 0, cos a22 cos <x21—cos a23 = 0,

Je considère maintenant le cas où ƒƒ' = 0. On aura à la place des
conditions (40, 2),

Ces trois conditions peuvent aussi s'écrire comme suit :

cos a21 cos a41 — cos a n cos a31 = 0, cos a12
 c o s a22—cos a32

t g a 3 2 / ' 2 - / 2 tga31 '
ce qui donne

fe} = sina31 sinan(^-^2)(c72^12 f*-\2p32 f'*).

Comme avant, la somme de ces deux expressions doit être nulle.
Cela exige, tant que A2—A'2 ̂  0,

[cosa12—cosa42 cos(a22+a32)]/2+[cosa12—cosa42 cos(a22—a32)]/'2 = 0.

Puisque ƒƒ ' = 0, l'un des termes de cette équation doit s'annuler. Mais
cela exige que l'angle tétraèdre II se décompose, contrairement à
l'hypothèse. Le cas ƒƒ' = 0 n'a donc pas de solution, à moins que

Lorsque ƒƒ' = 0 et h2—h'2 = 0, les coefficients {t^hs} e^ #23} s o n^
les deux nuls. Il faut donc qu'il en soit de même de [£|2£23] et de [£23].
Cela exige gg' = 0, et par conséquent les deux coefficients

#23*12} = s i n a 4 2 s m

{£12} = sina42 sina32(A1^)21-iu,1^31)(//2-/2) h2

doivent s'annuler, vu que P23£12] et [t12] s'annulent quand ggf = Q. Il
faut donc que À1̂ p21—f̂ iPsi = 0, ce qui entraine la décomposition de l'angle
tétraèdre I. Le cas ff' = 0 n'amène donc pas de solution.
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En permutant les rôles des angles tétraèdres I, II, et III dans les
formules (40, 7), on obtient les conditions relatives aux cas où chaque
autre paire des équations (39, 1) aurait constamment deux racines
communes par rapport à sa variable commune.

41. Deuxième cas. Trois équations irréductibles dont aucune
paire n'a constamment deux racines communes par rapport à sa
variable commune. On a vu au No. 36 que dans les conditions de cet
énoncé les discriminants qui renferment la même variable doivent avoir
les mêmes racines.

Les coefficients de t\3 et de t23 dans le discriminant pris par rapport à
t12 de la troisième des équations (39, 1) sont tous les deux nuls. Il faut
donc qu'il en soit de même de ces mêmes coefficients dans le discriminant
pris par rapport à £31 de la première équation. Ceux-ci sont

• 2hh' {{2X1 v1p2lp11+7r1 mx) h

(41,1) ] et

. 2hh' {(2X1 Vii^n+TT!rax) h2+ (2^ o^^p^—<nxmx) h'2}.

Soit d'abord h = 0. Les deux discriminants en question se mettront
sous la forme

Pour qu'ils aient les mêmes racines, il faut et il suffit que [j'écarte toute
solution qui dépasse les bornes de l'hypothèse (19, 1)]

(41,2) ax = a3, < = a3', m1 = m3.

Soit ensuite h' = 0. Les deux discriminants en question se mettront
sous la forme

i

— A3 ^3^23^13 4 + ^3 m 3

Pour qu'ils aient les mêmes racines (dans la même hypothèse que tout à
l'heure), il faut et il suffit que

(41, 3) ax = a3, a±
f = —a3', m1 == m3.

Si les deux coefficients (41, 1) s'annulent sans que hh' = 0, il faut que

„ i , x I ( l 1 ^ 2 1 ^ 1 1 + l l ) ( ^ l 1 ^ 3 l P 4 1 l l ) ^

(41, 4) \ %
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Quand ces relations sont satisfaites, les deux discriminants en question se
mettent sous la forme

Pour qu'ils aient les mêmes racines, il faut et il suffit que

(41,5) as' = 0, a

(41, 6)

Je récapitule les trois solutions qu'on vient d'étudier, sous les titres
Couple A, Couple B, et Couple C.

Couple A.

h = (f, a-l =• a3, a± = a3, m1 = m3,

Couple B.

' = 0, a1 = a3, a / = — a3, mx-=m3,

Couple C.
2—h'2=^0, a / = a 3 ' = 0, a 1

a +o 8
2 =l .

Le couple à l'axe I, III doit appartenir à l'une de des trois catégories.
L'étude des deux autres paires de discriminants des équations (39, 1)

donne relativement aux couples I, II et II, III des résultats analogues à
ceux qu'on vient de trouver pour le couple I, III.

Il est clair que le couple C ne peut pas se rencontrer plus d'une fois
dans le même mécanisme. En effet, s'il se rencontrait aux couples I, III
et III, II, on aurait a3' — 0, c3' = 0, et la troisième des équations (39,1) se
décomposerait, contrairement à l'hypothèse. Je vais démontrer qu'il ne
peut pas se rencontrer du tout.

Je suppose que les couples I, II et II, III soient de la catégorie A. On
aura donc

(41,7) g = Q, / = 0 , c3' = c2', cz = c2, 6a' = 61
/, b2 = bv m1 = m2 = mz.

Alors, si le couple I, III est de la catégorie C, on aura

a1
2—2m1a1~\-l = Q, a3

2—2m1a3+l = 0, a 1
2 + a 3

2 = l , A2—h'2 = 0.

Puisqu'il faut que les a soient réels et positifs, ce système peut être
remplacé par

^ , «4* = ! , h*-h'* = O.

1-2

(41,8) = «3
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Dans les conditions (41, 8) les équations d'Euler qui se déduisent du
système (39, 1) se mettent sous la forme

±^ 23

± dt1

dt12

La présence de l'imaginaire dans la dernière de celles-ci empêche que le
système ait d'autre solution que

dt31 = 0, dt23 = 0, dt12 = 0.

On peut donc rejeter ce cas.
On trouve un résultat analogue lorsque les deux couples I, II et II, III

sont l'un de la catégorie A et l'autre de la catégorie B, ou tous les deux de la
catégorie B.

Les conditions qu'on vient de trouver sont nécessaires mais non pas
suffisantes à la déformation des mécanismes préliminaires du No. 36. Je
m'occuperai de conditions suffisantes au chapitre suivant.

42. Impossibilité qu'un système composé de deux équations
irréductibles, ayant constamment deux racines communes par
rapport à leur variable commune, et d'une équation partiellement
décomposée, ait une solution. Ce phénomène se produirait lorsque
la troisième des équations (39, 1) aussi bien que les deux équations (40, 1)
se décomposeraient partiellement. Je vais démontrer que la première
des équations (40,1) ne peut pas se décomposer autrement que totalement.

Je suppose que la troisième des équations (39, 1) et les deux équations
(40, 1) se décomposent par rapport à t23.

Si la deuxième et la troisième des équations (39, 1) avaient constamment
deux racines communes par rapport à t12, les variables t23 et t31 satisferaient
à deux équations quadratiques par rapport à t31 et linéaires par rapport
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à t2S, qui devraient être identiques à la première qui est supposée
irréductible. D'autre part, la première et la troisième des équations (39, 1)
ne peuvent pas avoir constamment deux racines communes par rapport
à £23, parce que la troisième n'en a qu'une. Il faut donc que le
discriminant pris par rapport à £23 de la première équation et celui pris
par rapport à t12 de la deuxième équation aient les mêmes racines. Cela
veut dire que le couple I, II doit appartenir à l'une des trois catégories
du No. 41.

Je considère d'abord le couple A. On aura

(42,1) / = 0 , &i = 62> V = V» ^ i = ^2-

Le discriminant pris par rapport à (hft2%—h)l(M2^-{-hf) de la première
des équations (40, 1) se mettra sous la forme (à un facteur qui ne peut
pas s'annuler près)

(42,2)
v ' s 42 sm2 a32 \ b1 b1) Vcj 2a J sm2 a42 sm2 a32

Pour que l'équation en question se décompose par rapport à t2S, il faut que
cette forme soit un carré parfait. Son discriminant pris par rapport
à t\2 est

1 6/\ 2a9—c1
i b1 bj a9eS'

Si

(42,3) m i _ _ _ _

la première des équations (40, 1) se décomposerait par rapport à t12,
contrairement à l'hypothèse. En effet t\% et t\2 n'interviennent dans
l'équation que par l'expression

et l'on voit que l'un de ces deux termes s'annulera quelle que soit la manière
dont la relation (42, 3) aurait lieu.

Si

(42, 4) a2-cx = 05

la première des équations (40, 1) se mettrait sous l'une des deux formes
suivantes :

h't—h __ sina31 s inan fi2p^t\% ou A
1ht23+ft' "~ sina42 sina32
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Là encore l'équation en question se décompose par rapport à t12, con-
trairement à l'hypothèse.

Le cas du couple B est analogue à celui du couple A. Je n'insiste pas la
dessus.

Je considère ensuite le cas du couple C. On aura

(42,5) / ' ^ e / ( o Ù € 2 = l ) ? V + V = l , b±' = b2' = 0.

Le discriminant pris par rapport à {hf t2^~h)j{ht2^'hf) de la première
des équations (40, 1) se mettra sous la forme

(42, 6) sin2a31 sin2au{(^2p22+v2i>42)«ï2

+ 2e sina42

Pour que l'équation en question se décompose par rapport à t2S, il faut que
cette forme soit un carré parfait. Son discriminant pris par rapport à

/sin (a42-a22)X //sin (a42+a22)X 1 |
Vsm(a42+a22)/

 12 V \sm(a42—a22)/ t12)
 32

est

S ^ V ^ i ^ a ^ - s i n 2 ^ , ) 2 sin2a32 tg2a32(m1-b

Si 62
2c1+2(m1—61)(a262— 1) = 0, la première des équations (40, 1) se

mettrait sous l'une des deux formes suivantes

(42 7) h—hft2z = g V{sin (a42—a22)} t12± e V{sin (a42+a22)}

j-r { , . s in <xo2 s in a4 2 )
ou Z s 1 n s m ^ o s t g i ^ 2 ^

et Ton voit que l'équation en question se décomposerait par rapport à t12,
contrairement à l'hypothèse.

Si m1—b1 = 0, on aurait, en vertu de (42, 5),

6^=1, 62-0,

ce qui n'est pas admissible tant que les angles faciaux de l'angle tétraèdre II
restent différents de 0 ou de TT.
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Si sin2a42—sin2a22=: 0, l'angle tétraèdre II, et par conséquent la
deuxième des équations (39, 1), se décomposeraient, parce qu'on a déjà
cos a12 cos a42—cos a22 cos a32 = 0.

L'énoncé est donc démontré.

Je me suis ainsi débarrassé pour le moment des systèmes des formes
(36, 1) et (36, 2). Je passe à l'étude de ceux de la forme (36, 3).

43. Troisième cas. Deux équations décomposées par rapport à
la même variable. Il sera plus commode ici, au lieu de se rapporter aux
équations (39, 1), de se rapporter aux équations (38, 3) et (38, 4) qui leur
sont équivalentes. Soient

(43, 1)

1» a31 = a41

sin (a2 1—q3

2sina31£31

sin (a23—a43) £f3-f-sin (<x23-[-oc43)
a43£13

Si l'on substitue dans la troisième des équations (38, 3) les valeurs de t21

et de t2Z données par (43, 1), on obtiendra

(43, 2) h sin(a21—a31) sin(a23 —a43)Ê§1£ï3+2A' sina43 sin(a21—a^t%xt^

+ 2h' sina31 s in(a2 3—a^)tl3 t s l+h sin(a21—a31) s i n ^ + a ^ ) ^

+ 4-h sin a31 sin a43131 t13+h sin (a21+a31) sin (a23—a43) tj3

+ 2h' sina31 sin(a23+a43)f31+2fe' sina43 sin(a21+a31)^13

-{-h sin(a2 1+a3 1) sin(a2 3+a4 3) = 0.

On obtiendra une autre équation à laquelle t31 et £13 doivent satisfaire,
si l'on substitue dans la deuxième des équations (38, 4) les valeurs de £33

et de t12 données par les deux premières de (38, 3). Ce sera .

(43, 3)

- 2 sina42 smaZ2{f-f't31)(ft31+f')(g-g't13)(g'+gt13) = 0#

Le problème qui consiste à rendre identiques les deux équations (43, 2)
et (43, 3) est le même que celui qui consiste à résoudre le système (39, 1)
dans les conditions énoncées.

Je désignerai par {£31£i3}, {/li^}, {̂ 31̂ 13}? . . . les coefficients de l'équation
(43, 2), et par [^^3] , [ ^^3] , [W13], ••• c e u x d e l'équation (43, 3). On
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aura

(f f ' (
cos<x22 H / ' f)\g'

—ftlsl —ftlll) CQS a 2 2 + 2 ffil3 *3l}
c31) cos a22 cos a23 cos a21—cos a22

donc

(43,4) (^_^)(^L_JL.)_
V/ f J \g gJV/ f J \g gJ COSa23COSa21—cosa22

D'autre part

(fir-f'lf)(9l9'+9'lg)
_

[t\z <li] + [1] - Pïsl - PIil + 2 [2*13 *3i] cos a22 4 sin a22 tg a42
= s ina 2 3cota 4 3cosa 2 1 .

cosa23 cosa 2 1 -cosa 2 2 '

donc

(43 5) (f f'\(9 i 9' ) _ i s i n a22 ̂  a42 cos «Hi a n <*23 cot «43
' \f' ƒ / Vfir' gr / cosa23 cosa21—cosa22

Soient

^ = ([2«i3]-[2f13«li])coSa22-([2<31]-[2<f3<31]),

A' = ({2«13}-{2<13«11}) cosa22-({2<31}-{2<l3«31}),

cos a22.

On aura

f'\(g 9"

cos a2

_ i /'Z fL\(£—SL\

1 h'2 (cos a21 cos a22—cosa23)(cosa23 cosa22—cosa21)
~~ ï i 2 (cosa21 cosa23—cosa22)2

donc

. h'2 (cos a21 cos a22—cosa23)(cosa23 cosa22—cosa21)
h2 (cos a21 cos a23—cos a22)2
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De même

^ (flf'-f'lf)(9l9'+9'l9)
2 16s ina 2 2 t ga 4 2

1 h'2 sin a23 (cos a21 cosa22—cosa23)
4 h2 tg a43 (cos a21 cos a23—cos a22)2 '

donc

(43 7) (-L — ÎL) (-£- + £-) = 4 — S i n a23 S i n ^22(CQS a21 CQS a 22~ C Q S a2s)
' v f <' ̂ 9 9 / h2 tga43 cota42(cosa21 cosa23—cosa22)2'

L'élimination de ƒ et de g entre les équations (43, 4), (43, 5), (43, 6), et
(43, 7) donne

' h'2 (cos a21 cos a22 cos a23— l)(cos a21 cos a23—cos a22)
h2 (cos a21 cos a22—cos a23) (cos a23 cos a22—cos a21)

 9

(43,8)
h'2 cos a21 (cos a21 cos a23—cos a22)
h2 cosa21cosa22—cosa23

On établit de la même façon, en cherchant les valeurs les produits
(flff+f'lf)(9l9'~9'lg) et (flf'+f'lf)(glg'+g'lg), deux nouvelles valeurs
de h'2lh2. Ce sont

' h!2 cos a23(cos a21 cos a23—cos a22)
h2 (cos a22 cos a23—cosa21)

(43, 9) \
h'2 cosa32 cosa42(cosa21 cosa23—cosa22)
h2 (cos a12—cos a22 cos a32 cos a42)

Les quatre équations (43, 8) et (43, 9) ne peuvent être toutes vérifiées

que lorsque
}i' — 0, cosa21cosa23—cosa22 —0;

mais la condition W = 0 exprime que les quatre coefficients

{^13^3l}' V1Z ̂ 3l}? {^13J' l^3l}

sont nuls. Il faut alors qu'il en soit de même des quantités

= 2 sina32 sina22 co8a±Jff(g2+g'2),

= 2 sina42 sina22 cosa32gg'(f2+f'2).

Donc ƒ ƒ ' = 0 et gg' = 0, toute autre solution étant banale.
Dans les conditions

(43, 10) V = 0, ƒ=<), flf = 0,
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les équations (43, 2) et (43, 3) se mettent sous la forme

[sin(a21—a31)

— 4 sina
3 1

3— 2 SH1 (Z4

= 0,

= 0.

C'est le cas que je vais étudier, les cas où ƒ ' = 0 ou g' = 0 étant de caractère
peu différent.

On trouve aisément que les conditions nécessaires et suffisantes pour
que les équations (43, 11) soient identiques sans se décomposer sont

cos a12 cos a22—cos a32 cos a42 = 0, cos a22—cos a23 cos a21 = 0,

tga22 tga23

tg^a""" tga43 '

La première condition exprime que les plans diagonaux de l'angle
tétraèdre II sont perpendiculaires. La seconde exprime que le dièdre y22

est droit.

Ce cas possède deux variantes dignes d'étude. Soient d'abord

= 7T,

— 1 _ sin(a23—a,
2 si

(43, 13)

Les angles tétraèdres I et III sont ainsi bi-isogones supplémentairement
tous les deux.

L'élimination de —1/£21 et de —1/£23 à l'aide de la troisième des équations
(38, 3) donne de nouveau l'équation (43, 2), de sorte qu'on est de nouveau
amené aux conditions (43, 10) et (43, 12).

On rencontre une seconde variante du cas, lorsqu'un angle tétraèdre
est simplement bi-isogone, et un autre supplémentairement. Soient

(43, 14)
— 1 = Sin (q21-~q3

fci 2

sin(q23—a
2sina43£13
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L'élimination de —1/£21 et de £23 à l'aide de la troisième des équations
(38, 3) donne une équation qui ne diffère de (43, 2) que par le fait que les
rôles de h et de —h' sont échangés entre eux. Les conditions (43, 10)
seront remplacées par

(43, 15) fc = 0, ƒ=<), (7 = 0,

et les conditions (43, 12) subsisteront.

Afin de me débarrasser dès maintenant des systèmes du type (36, 11),
je vais démontrer que l'équation (43, 2) ne peut pas se décomposer. En
effet son discriminant pris par rapport à t13 peut se mettre sous la forme

{/&2(sin2 a43—sin2 a23)+/&'2 sin2 a43}

f //sin(q21—a31)\ / /sin(a21+a3i)\ _M 2

X | V W(aai+a81)/ *8 l i~V W(a21-a31)^31l
4M' sin2 a23 sin a31 j //sin(a21—a31)\ ^ / /sin(a21+a3i)\ 1

-y/(sin2a21—sin2a31) ( V \sin(a21-f-a31)/
 31 v \sin(a21—a31)/ t13

4 sin2 q31{/i/2(sin2 a43—sin2a23)+/^2 sin2a43}
(sin2a21—sin2a31)

Le discriminant de cette forme, pris par rapport à

31 ( V Vsin(q21+q31

est sin2 q43(sin2 a23—sin2 a43) i

ce qui ne peut pas s'annuler, sans que l'angle tétraèdre III se décompose
davantage.

On ne saurait donc admettre de système du type (36, 11).

44. Quatrième cas. Deux équations décomposées par rapport à des
variables différentes en gardant la même variable au second degré.
C'est le cas du système (36, 4). On se rappelle que l'équation qui ne se
décompose pas doit être unicursale. Soient donc

a21 ==̂  a31> a l l == a 41' a23 = a43> a13 = a33>

2 a32 a42 = >̂

sm(a21—c
^31 =
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Les équations (39, 1) se mettront sous la forme

sin(a21—an) (A—^/f23)2+sin(a21+a'11) (hf

— 2 sinan(&—h't23) (h'-\-ht2Z) t31 = 0,

(44, 2)

a21
a n )

sina42sin(a22—a32) (ƒ—jfZ31)
2+sina32 sin(a22—a4

+sina2 2 sin(a32+a42) (ft31+f)2

— 2 sina42 sina32(/ —f'tzl) (ft31+f')t12 = 0,

sin(a23-a13) (g'+gt12) 4+s in(a 2 3 +a 1 3 ) (gf+gt12)

— 2$ina13(g—g't12)t23 = 0.

Le coefficient de t31 dans le discriminant pris par rapport à t12 de la
deuxième équation est

— 2/ / ' s ina 2 2 s ina 3 2 .

Cette quantité doit être nulle, parce que le même coefficient dans le dis-
criminant pris par rapport à £23 de la première équation est nul. Il faut
donc que le produit ƒƒ ' soit nul. On trouve de la même façon que le produit
gg' doit également s'annuler. J'adopte la solution

(44,3) ƒ=<), 0 = 0.

Les équations (44, 2) se mettront maintenant sous la forme

"sin(a21—au)(&—fe723)2+sin(a21+an)(^+fe23)2

— 2 sman(h—h'l2S)(h'+M23)t31 = 0,

(44, 4) sina42 sin(a22—a3 sin(a22—a

s ina 4 2

£23 — 0.

= 0,+sina2 2 sin(a32+a42

sin(a23—a13)^l3+sin(a23+a13) + 2 sin

Les deux discriminants qui renferment £31 sont

sin2 an tlx + (sin2 an—sin2 a21),

sina42 sina12il1+sin(a42~a22) sin(a32+a42).

Pour qu'ils aient les mêmes racines, il faut et il suffit que

sin2 an __ sin a42 sin a12

sin2 a21 sin a22 sin a32 *

En étudiant de même les deux discriminants qui renferment t12, on
trouve que

sin2 a13 sin <x32 sin <x12

sin2 a23 ~~~ sin a22 sin a42 *
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Toutes les conditions trouvées jusqu'à présent peuvent s'écrire sous la
forme suivante [en tenant compte de l'hypothèse (19, 1)] :

f=0, g = 0, q12+q22—q32—q42 = 0,

(44, 5) sin alt sm q13 sin q12 sin q n sm q23 sm q42

sin q21 sin q23 sin q22 ' sin q21 sin q13 sin q32 '

Pour compléter ce système il faut substituer dans la deuxième des
équations (44, 4) les valeurs de t31 et de t12 données par la première et la
troisième de ces équations, et égaler à zéro les neuf coefficients de l'équation
résultante. Les seules nouvelles conditions que donne cette opération sont

(44, 6)

hh' = 0,

cos a n cos a13—cos a12 h'2—h2 cos a23 cos a21 — cos aa22

sma n sina13 h'2-\-h2 sina23sinaX21

Le cas qu'on vient d'étudier admet deux variantes. Soient d'abord

(44, 7)
sin(a21—a1

^31 2 sinaxit21

--J. _ sin(a23—a13)^l3+sin(a234-a13)

13

Les angles tétraèdres I et III sont ainsi bi-isogones supplémentairement
tous les deux.

Ce sous-cas se ramène au cas des formules (44, 1), à condition de
remplacer ƒ = 0, g = 0 par ƒ' = 0, g' = 0. En effet, on retombe sur le
système (44, 4) avec —1/£31 à la place de t31 dans les deux premières
équations. Les conditions (44, 5) ne seront modifiées qu'en ce qui
concerne ƒ et g.

La seconde variante de ce cas est donnée par les formules suivantes :

-q31 = 77, a n + q 4 1 = TT,

— l__sin(q21—au)^i
(44, 8)

a33,

t31 2 si

_ sin(q23-q
2 sin a

*
-, o £
JLo

Les angles tétraèdres I et III sont bi-isogones, l'un simplement, et l'autre
supplémentairement.
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Ce sous-cas se ramène au cas des formules (44, 1), à condition cette fois
de remplacer ƒ = 0 par ƒ ' = 0. En effet, on retombe sur le système (44, 4)
avec —1/£31 à la place de tzl dans les deux premières équations. Les
conditions (44, 5) ne seront modifiées qu'en ce qui concerne ƒ.

Afin de me débarrasser dès maintenant des systèmes du type (36, 12),
je vais démontrer que le système (44, 2) n'apporte aucun résultat utile
lorsque la deuxième équation, au lieu d'être unicursale, se décompose
totalement. Soient

sin (a91 — a-n ) (h—In! L)2 '
V &X. 11 / \ Zó/

— 2 sin chi (h—h' t™) (hf+ht9») Li = O,

(44, 9)
rkii >% — ' Z l

sin(a3 2—a1 2)
. _ s i n a 3 2 — € 2 s i n a 1 2 2 _

ou o 2— ^ ^ 7 ^ j — ^ , e2 — i ,

— 2 sina13(0—g't12)t23 = 0.

L'élimination de tsl et de t12 donne une quartique en t2S. Ainsi

coef. (tfzs) = sin(a23—<x13){|>'2 sin(a2 1—an)+h2 s i n ( a 2 1 + a n ) ] ( / y — SJ#)

+ 2hh' ainan(fg'+S2f'g)},

coef. (1) = sin(a23+a13){[^2 s in(a 2 1 -a n )+^ ' 2 sm(a21+ail)](f'g'-8 Jg)

-2hhf$man(fg'+82f'g)}.

Pour que ces deux quantités s'annulent, il faut que

ffg'-hfg = o, hh' = o.
Mais

coef. (Jfg) = 8 sina13 sinan(^
/2—h2)(fg—82f'g')9

donc fg—frgf^2 = 0-

II s'ensuit que 82
2 = 1, ce qui est impossible.

45. Cinquième cas. Deux équations irréductibles et la troisième
totalement décomposée. C'est le cas dxi système (36, 8). Je pose

a l l = a3l> a21 ^ a41?

o, sina1:L—ejSinagj 2 ~
1 " ~ s i n ( a n - a 2 1 ) ' H ~~ ' 21 31 ~ i-



SYSTÈMES DE TROIS EQUATIONS DOUBLEMENT QUADRATIQUES. 79

La première des équations (39, 1) sera remplacée par

(45, 2) ft't8i*23+MM23-t3i)+fc'8i = 0.

Les deux autres ne subiront aucun changement.
Les discriminants, qui renferment la variable £12, de la deuxième et de

la troisième des équations (39, 1) doivent avoir les mêmes racines. Cela
fait que le couple II, III doit appartenir à l'une des trois catégories du
No. 41. Pour fixer les idées, j'adopte le couple A. Soient

(45, 3) g = 0, c2 = c3, c2' = c3', m2 = m3.

Si l'on substitue dans la troisième des équations (39, 1) la valeur de £23

donnée par (45, 2), on obtient une équation doublement quadratique par
rapport à t12 et à t31. On doit alors identifier cette équation avec la
deuxième des équations^(39, 1); ses coefficients de t12tlx et de t12 sont
respectivement

(45, 4) —2 sina13 sina43M', 2 sina13

Les mêmes coefficients dans la deuxième des équations (39, 1) sont

(45, 5) 2 sina42 sina32 ƒƒ', —2 sin a42 sina32 ƒƒ'.

Puisque §x
2 = 1 est inadmissible, les coefficients (45, 4) et (45, 5) ne

peuvent être proportionnels autrement que quand

(45, 6) ƒƒ ' = 0, hh' = 0.

Je pose donc définitivement

(45, 7) ƒ = 0, g = 0, h' — 0, c2 = c3, c2' — c3', m2 = m3.

Dans ces conditions, les deux équations qu'on a à identifier sont

— 2 sina13 s ina^S^Êsi = 0,
(45,8)

+ 2 sina42 sina32£12£31 = 0.

Pour qu'elles soient identiques sans se décomposer, il faut et il suffit que

x sin a13 sin a43 sin a42 sin a32 ' sin <x13 sin a43 sin a42 sin a32 '
(45, 9) j

sin a13 sin a43 sin a42 sin a32 ' âx sin a13 sin a43 sin a42 sin a32 "
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En vertu de (45, 7), les quatre conditions (45, 9), dont trois seulement
sont indépendantes, peuvent être remplacées par

(45, 10)

sm <x13 sm a43

sm a42 sm a3

On rencontre une variante de ce cas lorsque l'angle tétraèdre I se
décompose supplémentairement. Soient

(45, 11)
a n = 7T, a 2 1 + a 4 1 = 77, sina21

sin(a21—an)

e i 2 =
La méthode à suivre ici est la même que celle de tout à l'heure. On

aboutit à un système de conditions tel que le suivant :

r f' = n = h' = 0 c — c c ' = c ' a — b d ' = b ' m TU

(45, 12) <{ ^3^23 sina4 2sina3 2
1 sin a13 sin a43 '

46. Sixième cas. Trois équations toutes totalement décomposées.
Il ne reste qu'un cas à étudier; c'est celui du système (36, 10). Soient
d'abord

a31 = all> a41 = a2V a42 ^ a32' a22 — a12'

(46, 1)

s ina n — sin a32— e2 sin asin a32
12s i n ( a n — a 2 1 ) ' 2 s in(a 3 2 —a 1 2 ) '

2 _ - J j l l _ § • £ 2 __ J? £ £ __ g .

a33 = a23' a43 ^ a13'

ç, sin a13— €3 sin a23
3 ~ sin(a13—a23) '

Si Ton pose (cf. 38, 3)

(46,2) tg-|- = -Jk ^^-^X7" ' t g - J " ^ ^ '

les f devront satisfaire à

2 ~ ƒ

(46, 3)
= = " 1 ' ^12^32 = = "2> = = " 3 #
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Par une simple élimination des t on trouve qu'un système de conditions
nécessaires et suffisantes pour que les équations (46, 3) soient poristiques
est

(46, 4) T~ r= §A' t g T t g T "~
2~§1S3

T "~ î=

—fa — -- isZ^1^2
2 ë 2 1-8182S3 '

et si l'on résout ces équations-là par rapport aux S, on trouve que

hl - (1—§2)/(l+32) ( l-83)/( l+83)

(46, 5)
cos|( —a

D2 =

cos|(a—6+c) cos|(a+6—c)

cos|(a—6+c) cos J(a+6—c)*

Les variantes de ce cas sont au nombre de trois. Elles se calculent de
la même façon que le cas que je viens d'étudier.

(46, 6)

Première Variante.

= ^ a12+a22~7T, a3

— °2

§i ' J2 U3

a b
g 2 g 2

sina21

sina2
sin(a22—a32)

— 8 ' / S / _
— °3 2̂3' °3 — S i nV a23 — a43/

c , a

—a+b+c) sin|(a—b+c) sin J(a+6—c)

sin|(—a+b+c) sin|(a—6+c) sin|(a+6—c)'
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(46, 7)

(46, 8)
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Deuxième Variante.

sin

a21 — a41, a 3 2 + a 4 2 = TT, a2 3+«33 = >̂

21 ̂ 31 ~ " 1 ' 3̂2 = = °2 ^12' 1̂3 ~ "3 ^23'

tgjc
tg |-6

8̂3% tg | c 82
/-8188

/

(i—8/
cos —cos|(a—

cos|(
cos|(a+6-—c) cos|(a—6+c)'

Troisième Variante.

X 3 2 : a23 = a33,

— O^ f31, ^32^12 — "2» ^23^13 — " 3 '

l+81
/8283,

tg|6
l+8/S283,
82+838/ '

i ^1+8/8283.^
83+8/S2

—83)
_

—c) sin ^(a
-sin|(—a+6+c)

sin|(a+6+c) sin|(a+6—c) sin|(a—6+c)*
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Chapitre VI.

LE MECANISME DE KEMPE SUR LA SPHERE.

47. Conventions préliminaires. J'ai fait remarquer au No. 3 que
le mécanisme de Kempe sur la sphère est à la base de tous les mécanismes
qui sont représentés par la figure (1, 1). C'est donc celui-là que j'aborde

r î é

Fig. 47, 1.

en premier lieu. A la figure (47, 1) on voit sa trace sphérique. Il est
composé de six angles tétraèdres à sommet commun, ayant deux à deux
un axe en commun. La notation est celle que j'ai décrite en détail au
No. 37, quand j'ai introduit un mécanisme préliminaire à trois angles
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tétraèdres. Le nouvel indice dont j'ai parlé à cette place variera main-
tenant depuis 1 jusqu'à 6.

Il est évident que chaque groupe de trois angles tétraèdres qui se
touchent forme un mécanisme préliminaire du No. 37. Il faudra donc
que tous les angles et tous les dièdres du mécanisme satisfassent à des
conditions analogues à celles qui ont été établies au chapitre dernier.

48. Premier mécanisme. Mécanisme réduit a cinq angles
tétraèdres. Je suppose que les constantes des angles tétraèdres I, II, et
III satisfassent aux conditions (40, 7), c'est-à-dire à

(48,

a41 = a31 = <z12 == a32 =s \TT, COS a13 cos a4 3—cos a23 cos a83 = 0,

°> cosa22cosa21—

t g a n tga13 '

Les dièdres y obéiront à

721 + 744 = °> 722 + 715 = °' 723 ̂ i73"- 736 = w>

ce qui fait que a36 = 0. C'est exceptionnellement que je conserve une
solution qui oblige un angle facial à s'annuler.

Si l'on substitue dans

tgq42 tgq43

les valeurs des y données par (38, 2), on trouve

cosy43sin2y44 = 0.

J'adopte la solution y43 = |(3TT). De la même façon on aura y13 = §(3TT).

De tous les cas de déformabilité admissibles du mécanisme pré-
liminaire II, III, IV, celui qui impose le plus petit nombre de conditions
au mécanisme entier est certainement celui qui n'impose aucune nouvelle
condition aux angles tétraèdres II et III, c'est-à-dire celui du type (40, 7).
Cela se'constate d'autant mieux que la condition y43=|(377), qu'on a
déjà trouvée, fait partie de ce cas de déformabilité. Il en est de même
de tous les autres mécanismes préliminaires. Je pose donc

(48,2)

q 3 1 = q 4 1 = q 4 5 = q2 5 = q 2 4 = q 1 4 = <xia = q3 2 = |TT,

q1 6 = q 2 6 = q3 6 = q4 6 = 0,

713 = 7 4 3 = 2 ( 3 ? r ) ' 723 = 733 ̂  l77"' 736 = 726 = ^ 746 = 7l6 = °>

715+722 = 0 ,
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On peut uniformiser toutes les constantes du mécanisme en prenant
pour paramètres les quatre dièdres y22, y44, y35, y n . En effet les formules
(38, 2) donnent

(48, 3)

sm<s m aOo = - — =a23 smy22 smy44

-, cos a23 = — cot y22 cot y44,

COS'
COSa 2 2 = -r—— , COSa21= :—— \

22 smy 4 4 ' 21 smy 2 2 '

sm a44 _ sm a42
c o s a * 3 = = -

COS'
, COS a 4 4 = -

smy 4 4 ' smy3 5

sin eu*
smy22 s m y n '

sm
cos a n = — sin y22

sin ou c smaqi , ,
• m a » = S ^ = - Ï E ^ I ' cosa33=-coty35cotyi l )

cos y**
cos a« = ——-^, cos <iq4 = ; .db sinyu

 d4 smy35

Les valeurs des a données par (48, 3) satisfont identiquement aux
cinq relations

(48, 4) J tga 2 3 ' tga1 3 tga3 3 ' tga3 3 tga4 3 ' tga4 3 tg(

cos a23 cos a33 = cos a13 cos a43,

qui sont les seules dont on n'a pas tenu compte en écrivant (48, 3).
On sait maintenant que chaque sous-mécanisme composé de trois

angles tétraèdres qui se touchent est déformable. Je vais démontrer
qu'il en est de même du mécanisme entier.

Les variables £23, i12, £31, qui déterminent la forme du sous mécanisme
composé des angles tétraèdres I, II, et III ne satisfont qu'aux deux
équations

(48, 5)
_ sin(q21—a11)^3+sin(a11+q21)

2 sin q n ̂ 23

sin (a22—a
— 2 sina42£12

a42) «f 2 ( a 2 2 + a 4 2 ) '
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parce que l'équation

3—2 SÎïl tt13 Slli a^t12t^ — O^M = °

est identique à celle qui est formée du deuxième et du troisième membres
de (48, 5).

Si Ton se donne arbitraitement une forme de l'angle tétraèdre III,
l'angle tétraèdre II aura deux déterminations qui seront données par
(48, 5). Si l'on se décide à prendre l'une de ces deux déterminations, la
forme de l'angle tétraèdre I sera uniquement déterminée, ainsi que celle
de l'angle tétraèdre IV, par deux de leurs dièdres. D'une part et d'autre
la forme de l'angle tétraèdre V sera uniquement déterminée. Il s'agit de
savoir si ses deux déterminations coïncident.

On aura d'une part

(48, 6) cos/?15 = — sinj8n= r^-™i{sin a21 co ta n cos/?21+cos a21}
sm p21

sin Bo9 , . . n . %
= — . g {sm a21 cot a n cos j823+cos a21),

sin P23
et d'autre part
(48, 7) cos/325 — —sin/?24 = :—£~~ {sina44 cot a34 cos j834+cos a44}

34

sm
33

{sin a44 cot a34 cos jS33+cos a44},

la valeur de /345 étant la même dans les deux cas.
Si les deux formes de l'angle tétraèdre V ainsi trouvées coïncident, il

faudra que les valeurs de cos/315 et de cos/?25 données par (48, 6) et (48, 7)
satisfassent à

(48, 8) sina15 cosj815—sina36 COSJ825 = 0.

La condition est également suffisante, parce que si ces deux formes de
l'angle tétraèdre ne coïncidaient pas, il faudrait que les valeurs trouvées
de cos Ŝ15 et de cos/325 satisfissent à

sin a15 cos /315+sin a35 cos j325 = 0.

Si l'on substitue dans (48, 8) les valeurs de cos/315 et de cos/325 données
par (48, 6) et (48, 7), on obtient, moyennant (48, 4),

(48, 9) sin a15 cos a21 sin2 a33 sin /332 sin j833

—sin a35 cos a44 sin2 <z13 sin 842 sin/?23=0.
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Or

sin a33 sin /S13 sin /?33 = sin a23 cos a13 {1 + tg a23 cot a43 cos j813}

{1 + tg a13 cot a23 COS j823},

sin£42 = - c o s a 2 2 U | ^ { l + t g a 2 3 c o t a 4 3 cos/312}.
binp 1 2

Si Ton substitue dans (48, 9) ces valeurs de sinj833 et de sin/342, on obtient

a21 S m a33 S m a23 C 0 S a13 {* + t g a n COt a21 COS j823 |
sin a35 cos <x22 cos a44 sin2 a13 sin /?23

La substitution dans cette formule-ci de la valeur de tg/331 donnée par
(48, 5) donne

sin a15 sin a n sin a23 cos a21 sin a33 cos a13

sin2 <x13 cos a n sin a21 cos a22 sin a35 cos a44

Enfin, la substitution dans celle-ci des valeurs des a données par (48, 3)
montre qu'elle est satisfaite identiquement.

On sait donc qu'à une forme arbitraire de l'angle tétraèdre III
correspondent toujours deux formes du mécanisme à cinq angles tétraèdres,
et que si les angles tétraèdres III et II sont de forme donnée, compatible
avec les équations (48, 5), la forme du mécanisme à cinq angles tétraèdres
est uniquement déterminée.

L'angle tétraèdre VI s'évanouit d'après les hypothèses (48, 2). Comme
son évanouissement est assuré, quelles que soient les formes des angles
tétraèdres I, II, IV, et V, il ne saurait y a^oir là de gêne à la déformation
du mécanisme.

Pour construire un modèle de ce mécanisme, on n'a qu'à se donner
arbitrairement quatre constantes y22, y44, y35, y n . Les valeurs de toutes
les autres constantes seront données par les formules (48, 3). Les
rapports des sinus des angles faciaux seront positifs, si l'on prend siny22

et siny35 positifs et siny44 et sinyn négatifs. Pour que les angles faciaux
soient réels, il faut en outre que le carré du cosinus de chacun des deux
angles y22, y35 soit inférieur au carré du sinus de chacun des deux angles

Vu> Viv

Je me suis posé le problème qui consiste à trouver le genre de ce
mécanisme. On sait que sa forme est uniquement déterminée par les
valeurs de £23, tUi i la, qui ne sont astreints qu'à satisfaire aux
équations (48, 5).
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Je pose

.2 __ sin2a21 sin2a22-—sin2a11 sin2a22—sin2a21 sin2a42,
** sin2a42—sin2a22 '

2 sin2 a21 sin2 a22—sin2 <xn sin2 a22—sin2 a21 sin2 a42
9 = * sin2an '

{sin(a21-a11)^3-2/^23~sin(a21+a11)}
x____ g X {sin(a22—aA2)ff2+sJn(a2a+a42)}
z / 2̂ 23 sina42{sin(a42—a22)^

2
2+sin(a42+a22)}

z t31'

En résolvant par rapport aux t, et en tenant compte de (48, 5), on
trouve

et

(48, 10) a#2z2(z2—y2)2+by2z2(z2—x2)2+c(z2—x2)2(z2—y*f = 0,

où a = g2, b = sin2a22—sin2a42, c = —J sin2a42.
J'ai ainsi établi une correspondance uniforme dans les deux sens entre

les points de la courbe gauche (48, 5) et ceux de la courbe plane (48, 10).
Elles auront, par conséquent le même genre, qui sera celui du mécanisme
en question.

La courbe (48, 10) a deux points quadruples aux points (0, 1,0) et
(1, 0, 0). Les tangentes en ces points sont

ax2z2+c(z2—x2)2 = 0, by2z2+c(z2~ y2)2 = 0.

Au point (1, 1, 1) la courbe (48, 10) a un point double auquel les tangentes
sont

et il y a des points doubles de même nature aux points ( — 1, —1, 1),
( _ 1 , 1, i),©t (1, - 1 , 1).

Cette courbe n'a pas d'autres points multiples, à moins que son dis-
criminant

abc(4tc—a) (4c—b) (4c—a—b)
ne s'annule.

Cela donne à la courbe un nombre effectif de points doubles égal à 16.
Comme une courbe du huitième ordre est capable d'en avoir 21, sans se
décomposer, cette courbe est de genre cinq»
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En fonction des paramètres y22, y44, y35, y n , le discriminant de tout à
l'heure se met sous la forme

Tous les mécanismes qu'on étudiera dans la suite seront soit de genre
un soit de genre zéro.

49. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Le
mécanisme que je viens de décrire est composé de cinq angles tétraèdres
à sommet commun, disposés comme l'indique la figure (49, 1), qui

\

Kg. 49, 1.

représente schématiquement sa trace sphérique.
La trace sphérique est composée des éléments suivants. Il y a d'abord

un quadrilatère irréductible dont les diagonales sont perpendiculaires.
Sur chaque côté de ce quadrilatère est bâti un triangle dont l'angle opposé
au côté du quadrilatère est droit. Enfin les quatre sommets où se trouvent
ces angles droits se déplacent sur un grand cercle.

Ce mécanisme dépend de quatre constantes arbitraires. Toutes les
constantes du mécanisme s'expriment en fonction des quatre dièdres
722' 744' 735' Vu (cf- ^ 8 - 4 7 ' *)• ^ e s formules (48, 3) donnent les
expressions voulues. Le mécanisme étant de genre cinq, on ne peut pas
uniformiser ses dièdres variables.
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Je prends, par exemple

sin y22 = i, sin y35 = if, sin y44 = —if, sin y n = —f f,

cos y22 = f, cos y35 = ~%, cos y44 = T
8
T,

Les formules (48, 3) donnent alors

s ina n = 0,936749+ sina34 = 0,952884+

sina44 —0,860290+

sina15 = 0,780624+

sin a35 = 0,916235

c o s a u = —0,350000

cosa21= —0,588235+

cosa22= —0,680000

cosa42= —0,435897 +

13 = 0,218750

cos a23 = 0,400000

cosa33 = 0,121528

cos a 4 3 ^ 0,222222

cos a34=—0,303333+

cosa44= —0,509804

cosa15= —0,625000

= —0,400641

sina21 = 0,808690

sina22 = 0,733212

sina42 = 0,899996 +

8ina13 = 0,975781

sin a23 = 0,916515

sina33 = 0,992588

sina43 = 0,974996

50. Deuxième mécanisme. Six angles tétraèdres tous irréductibles.
Si le mécanisme préliminaire du No. 37 composé des angles tétraèdres I,
II, et III appartient au deuxième cas de déformabilité (No. 41), il est
évident que les angles tétraèdres IV, V, et VI doivent être ou bien tous
irréductibles comme les trois premiers, ou bien deux irréductibles et le
troisième totalement décomposé. Je remettrai à une place ultérieure la
seconde hypothèse, et m'occuperai ici de la première.

D'après les conclusions du No. 41, les douze couples du mécanisme
doivent appartenir à l'une ou à l'autre des catégories A et B. Il est
préférable, du reste, que le même couple se rencontre un nombre pair de
fois sur chacune des trois diagonales du mécanisme; sans quoi certains
angles tétraèdres perdraient inutilement leur généralité.

Toutes les formules des chapitres II, III, et IV dans lesquelles ne figurent
que des symboles qui se rapportent aux angles faciaux de l'angle tétraèdre
sont indépendantes de Tordre dans lequel les angles faciaux se succèdent.
Elles peuvent donc s'appliquer indifféremment à chacun des six angles
tétraèdres du mécanisme actuel, à condition qu'un indice, qui indique le
numéro de l'angle tétraèdre dont il s'agit, soit ajouté à chaque symbole.

Il n'en est plus de même des formules dans lesquelles figurent des
symboles qui se rapportent aux dièdres variables. 11 faudra donc récrire
celles-ci pour chacun des six angles tétraèdres dont on s'occupe actuelle-
ment. Ainsi que j'ai eu l'occasion de le faire remarquer au No. 37, ceci
peut se faire à vue, sans exiger de calcul auxiliaire.
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Soient donc, à la manière de (17, 1),
* ƒ * X

(50, 1)

f
1 3 ~

*22

J. J 31
^32 —

î24~ fP< '
/ ffi*34

^45

ifi

ifuu

^33

, - y 3 ) :

x-y.)

et à la manière de (17, 3),

1 — ̂ 41 =

(50, 2)

^12" » = i (O i—OU

^15

^26 ^46

^36 :

*25~

5 — ̂ 35 = £ * > !
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Puisque tous les couples sont soit de la catégorie A, soit de la catégorie B
(41, 6), les six m sont égaux, et toutes les fonctions elliptiques des
formules (50, 1) ont les mêmes périodes.

Je considère maintenant les couples A et B dans le but de démontrer
que les paramètres elliptiques de deux angles tétraèdres unis par un de ces
couples satisfont à une formule d'addition.

Premièrement, si le couple I, III est de la catégorie A, les formules (18, 5)
et (41, 6) donneront

Toutes les solutions communes à ces deux équations sont comprises dans

(50.3) pai=Pas.

D'autre part, la relation t2Z-\-t21 = ̂  donne

(50.4) ^23+^21 = 0.

Les équations (50, 3) et (50, 4) peuvent être satisfaites de huit manières
différentes par des formules d'addition d'arguments. La solution la plus
simple est la suivante :

(50.5) Ĉ EECla, U^^U^ + O)^

Si l'on avait eu affaire au couple III, IV, on aurait eu à la place des
équations (50, 3) et (50, 4)

Ces deux équations ont aussi une solution de la forme (50, 5).
Deuxièmement, si le couple I, III est de la catégorie B, les formules

(18, 5) et (41, 6) donneront

Toutes les solutions communes à ces deux équations sont comprises dans

(50,6) Pajza^mz-l.

L'hypothèse (21, 2) exclut ce cas lorsque — l < m < l . En effet, elle
oblige fat et /a3 à être toutes les deux purement imaginaires.

La relation t2S t21 = 1 donne

(50, 7) f*nfUto+Mf** = 0.
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Les formules d'addition les plus simples qui assurent que (50, 6) et (50, 7)
ont lieu sont

(50, 8) u21 ==

Comme auparavant , rien ne serait changé, si Ton avait eu affaire à u n
couple tel que I I I , IV.

Afin d'avoir un mécanisme qui puisse se déformer dans les conditions
de l 'hypothèse (21, 2) quel que soit le signe du discriminant m 2 — 1 ,
j 'adopte par tout le couple A. Soient

722 + 715 = 742 + 735 = 7l2 + 725 ̂  732 + 745 = 723 + 736 = 743 + 7l6

= 733 + 726 = 713 + 746 = 721 + 744 = 7ll + 734 = 741 + 724

(50, 9)

bl = b2 = &4 = ft5>

c2 = c3 = c5 = c6,

; = ra4 = m 5 = m6 ,

a 1
/ = a3 ' = al = <

^ ' r f r f r

\sa uo l/c t/

En vertu de (50, 5) les formules (50, 9) peuvent être remplacées par

(50,10) a i - a 3 - a 4 = a6, & =/32 - £4 = fe 72 = 73^75^76;

(50, 11)

La forme du mécanisme dépend maintenant des valeurs des vingt
quatre paramètres variables uij9 qui satisfont aux quarante-huit équations
(50, 2) et (50, 11). Pour que le mécanisme soit déformable, il faut et il
suffit que ces équations forment un système poristique. Comme elles
sont toutes linéaires, l'élimination des vingt-quatre variables est facile.
On trouve les conditions suivantes :

(50, 12)

Le mécanisme dépend ainsi de six constantes arbitraires. On peut se
çionner m, ai? jüv yv a2, y2. Les périodes dépendent uniquement de m?
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grâce à (16, 2), et tous les autres arguments constants sont donnés par
(50, 10) et (50, 12). Ensuite tous les angles faciaux sont donnés par les
formules (18, 7).

Il est intéressant de voir ce qui se passe dans les angles tétraèdres
conjugués, I et IV, et II et V, III et VI. Les formules (50, 10) et (50, 12)
donnent

a 4 E E a l > <*5 = a2> <X6~ a3 ,

ce qui donne, en vertu de (18, 7)

(50, 13)

sm a14 sm <x24 sm a34 sm a44

s i n a n sina21 sina31 s ina4 1 '

sin a15 sin a25 sin a35 sin a45

sina12 sina22 sina32 s ina4 2 '

sin a16 sin a26 sin a36 sin a46

sin eu o sin ou* sin a™ sinado '
±O £tà óó *±O

cos a24 = —cos a21, cos a25 = cos a22, a26

cos a14 = —cos a n , cos a15 = cos a12, cos a16 = —cos a13,

cos a9R = —cos a23?

—cosa33,

— COSOVIQ.

cos a34 = —cos a31, cos a35 = cos a32, cos a36 =

cos a44 = —cos a41, cos a45 = cos a42, cos a46 = X43'

On aurait pu choisir les relations (50, 10) et (50, 11) de manière que les
formules (50, 13) fussent parfaitement symétriques. Je trouve pourtant
qu'il est préférable que le mécanisme n'ait pas l'air de découler de principes
de symétrie.

Lorsque — l < m < l , les formules (50, 10) et (50, 12) se traduisent
dans la notation du No. 31 comme suit :

(- ax = a3 = a4 ==

(50, 14)

bx = 62 = 64 = 65, c2 = cz~c5 = c6,

jmod (2K+2iK\ 2K-2iK')].
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Lorsque m > 1, ces mêmes formules s'écrivent de la manière suivante
(cf. No. 32) :

(503 15) -

% = 08+ (1 —eu€18KK:' = a 4 + (1 — €l1 €u)iK' = a 6 + (1 — ene16)iZ',

6i ̂  b2+(l~e21e22)iK' = bt+(l-e21eu)iK' = h5+(l-e21e25)iK',

(l — €32€35)iir = c 6 + ( l —e32€36)iir,

— «SI €12 ̂ s ) ^ ' = 0 ,

[mod

tous les e étant de signe complètement arbitraire.

Pour construire un modèle de ce mécanisme, on commence par se
donner m. On calcule ensuite la valeur de Je au moyen de la formule
(31, 3) ou (32, 3). On se donne ensuite av hv cv a2, c2. Les arguments
&2> a3> ̂ 3» C3 son"t donnés en fonction de ceux-ci par (50, 14) ou (50, 15).
On peut alors calculer les angles faciaux des angles tétraèdres I, II, et III
au moyen des formules (33, 1) ou (33, 2) ; ceux des angles tétraèdres IV,
V, et VI seront donnés par (50, 13). En se donnant les arguments
arbitraires on doit toutefois tenir compte des domaines de réalité que j'ai
décrits en détail au chapitre IV.

Lorsque m > 1, les imaginaires des formules (50, 15) exigent un calcul
préliminaire, avant qu'on puisse appliquer les formules (33, 2) intégrale-
ment. On y rencontre des fonctions du type

Cependant ces fonctions ne seront plus gênantes, si l'on se rappelle que

f H [v+(l-e)iKf] =

[ 0
(50, 16)

On verra disparaître des formules définitives tous les facteurs exponentiels?

de sorte qu'il ne restera que des fonctions aux arguments réels,
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Pour être sûr que les dièdres y sont réels, il faudrait étudier l'expression
D2 donnée par

(50, 17)

où

sin y21 sin y22 sin y23 D
sin a21 sin a22 sin a23 sin a21 sin a22 sin a23 '

1 cos a23 cos a22

cos a23 1 cos a21

cos a22 cos a21 1
Puisque les deux dièdres y à chaque axe du mécanisme sont conjugués,

il est évident que si un seul y est réel, ils le sont tous.
L'expression elliptique de D2 est trop compliquée pour être utile. Le

procédé dont je me suis servi pour résoudre l'exemple numérique du No.
prochain consiste à faire les calculs rapidement d'abord à l'aide d'une
règle à calcul, en ne gardant que deux chiffres. Cela suffit pour déterminer
le signe de D2. Si D2 est positif, tous les dièdres y du mécanisme seront
réels. C'est ainsi qu'on trouve dans ledit exemple que D2 = 0,08

51. Résumé et exemple numérique du précédent. Ce mécanisme
représente le seul cas de déformabilité du mécanisme de Kempe sur la
sphère, lorsque tous les six angles tétraèdres sont irréductibles. Ses
propriétés principales sont les suivantes :

1. La somme de deux dièdres constants ayant un axe en commun
est égale soit à TT, soit à 2TT.

2. Tous les six angles tétraèdres ont le même invariant.

3. La déformation est de genre un.

4. Deux angles tétraèdres conjugués ont leurs angles faciaux
correspondants soit égaux soit supplémentaires, les angles faciaux
correspondants étant ceux qui ont le même premier indice sur la
figure (47, 1).

5. Le nombre des constantes arbitraires est de six.

6. Aucune relation ne lie les constantes du même angle tétraèdre.

Pour avoir un exemple numérique je prends pour l'angle tétraèdre I
celui que j'ai calculé au No. 35. On aura donc

f m = cos 50°, k = sin 65°, k' = cos 65°,
(51, 1) S
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Soient en outre

(51,2) a2 = fôK, c3^c2^UK> b^a^c^^K.

Les formules (35, 3) donnent les valeurs des fonctions Eta et' Thêta
des arguments a1? bv c1? 62, a3. Je prends dans les tables de M. Hippisley
les valeurs suivantes des mêmes fonctions de a2, c2, 63, c3 :

00

J i A

= 0,952666+

= 0,639432+

= 1,492035+

= 1,231039

= 0,763450+

= 1,324462+

) = 0,280477

l = 1;045809

= 0,512963+

) = 0,906819+

) = 0,280477

> = 0,740255+

- = 1,045809

) = 1,305948

Ky\)

-6 2) = _ 0 6 1 2 4 0 9 +

) = 1;2l2555

_2) = 0 9 5 2 6 6 6 +

) = 1,492035+

2) = 1,386580+

ca) _ 1,088690

= 0,837450+

= 0,999336+

= 0,166156+

0,422616+

= 0,891107+

i = 1,108036+

) = 1,434413

_ 0 > 0 1 6 6 7 6 +

xiiv
= 0,612409+

r«s±$») = 0,763450+

= 1 ) 2 1 2 5 5 5

= 1 ) 3 2 4 4 6 2 +

= 0,958011 +

^ = 1,040713+

= 0,391635+

= 0,033349

= 0,983486

l+Az^J = 0,751960+
xlil

H



98 RECHERCHES SUR DES MÉCANISMES PARADOXAUX.

Quand on introduit ces valeurs dans les formules (33, 1)„ on obtient,
moyennant (50, 13),

sina14 = s ina n = 0,720562 cosa14 = —cosan = 0,693390+

sin a24 — sin a21 = 0,967784+ eos<x24= — cos a21 = 0,251780

sina34 = sina31 —0,552146+ cosa3 4~ — cos a31 = 0,833747

sina44 = sina41 ™ 0,448415+ cosa44= ~cosa41 = 0,893825+

sin a15 = sin a12 = 0,827596+ cos a15 •= cos a12 •= —0,561323

sina25 = sin a22 == 0,975274 cos a25 = cos a22 = —0,220999 +

sina35 = sina32 = 0,447036 cosa35 = cosa32 = —0,894516

sin a45 = sin a42 = 0,318544 cos a45 — cos a42 = -—0,947908

sin a16 = sin a 1 3= 0,533584+ cosa16= — cosa13— —0,845747

sina2 6~ sina23 = 0,301558+ cosa26= —cosa23— —0,953447 +

sin a36 = sin a33 = 0,196086 cosa36= —cos a33 •= 0,980586 +

sina46 = sin a 4 3= 0,291348+ cosa46 = — cos a43 = 0,956617

Tel est le mécanisme qui correspond aux constantes arbitraires données
par les formules (51, 1) et (51, 2).

52. Troisième mécanisme. Quatre angles tétraèdres bi-isogones
et deux à plans diagonaux perpendiculaires. Si le groupe d'angles
tétraèdres T, II, III est de la forme donnée par (43, 1), (43, 10), et (43, 12),
tous les autres groupes de trois angles tétraèdres du mécanisme doivent
être de même nature. En effet, le groupe II, III, IV, qui est déjà
caractérisé par les conditions

tg a23 _ tg a22
 a03~~a43> a13=a23> 721 + 744 = °>

4? a43 ^g a42 cos a42 cos a32—cos <x12 cos a22 = 0,

ne peut appartenir à d'autres cas de déformabilité que celui qui est complété
par

4 4 _ _ t g q 4 2
 a44 = a34? a 2 4 ~ q 1 4 , y

tg q12' c o g a^ CÇ)g a 4 4 „

(Je laisse de côté le cas où l'angle tétraèdre IV serait bi-isogone supple-
mentair ement.) On n'a qu'à étendre ce raisonnement au mécanisme entier
pour voir que les angles tétraèdres I, III, IV, et VI sont
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bi-isogones et que les angles tétraèdres II et V ont leurs plans diagonaux
perpendiculaires.

On doit donc avoir

(52, 1) \

a l l =* a21> a 41 = a31> a13 = a23> a33 = a43> a24 = a 14 '

a34 — a44> a 26 L - a 16> a46 —* C

l = 711 + 734 = 743 + 716 = 733 + 726 = 731 + 7l4 = 741 + 724

= 723 + 736 •= 713 + 746 = °>

722 = 7l5 = 7l2 = 725 = l7 7 '

742 = 735 — 732 — 745 = i ( ^ ) .

Les relations du type cos a23 cos a21—cos a22 = 0 donnent alors

(52, 2) ct15=Ea22

et puisque
cos y21 =

a 2 5

cosa22—cosa,

5— a32»

sma 2 3 sma 2 2

on pourra convenir que

721 = 711= 744= 734' 743 = 733= 7l6 = 726»

7l4 = 724 = —731 = ~~741' 736 = 746 = "~723 = ~~7l3'

Tous les angles faciaux s'expriment maintenant en fonction de y21, y43,

7i4' 736- E n e f f e t

sina9 1 sina2o , ,
sm a22 = -7— f = - - r — - , cos a22 = - cot y21 cot y36,

S m 721 S m 736
cos y91 COS yofi

cosa21 = -:—LAk, c o s a 2 o = :—Lj2a,
il smy 3 6 s m y 2 1

(52, 3)

sm a32 =
sma 3

sm y36

, cos a32 = - c o t y 1 4 cot y36,

COS aoi = —ra3L
— C 0 S 7l4

sin y36 * cos a36 =
cos y36

siny14
?

sm a12 =
__ sm a14 __ sma 1̂ , cosa l o = — coty1 4 coty43 ,

smy 1 4 smy 4 3 ' ^ Y^ / 4 3

cosy 1 4 _ _ __ CQSy43

cos a14 : sm y43

sm a4o , ,
sm a42 = ~ " = ; M, cos a4O = —cot y21 cot y43,42 smy 2 1 smy 4 3 ' 4-

cos y21 COS y4«

ÇOSa^^-r-f1, cosa43- -jgj—%
S i n 743 b111 721
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ceux des a qui ne figurent pas dans ces formules étant égaux à ceux qui y
figurent. Les valeurs des a données par les formules (50, 3) satisfont
identiquement aux conditions qui expriment que les plans diagonaux des
angles tétraèdres II et V sont perpendiculaires, ainsi qu'aux relations
entre tangentes qui ont lieu à chaque axe de ces deux angles tétraèdres.

Non seulement les constantes de l'angle tétraèdre V sont-elles égales
à celles de l'angle tétraèdre II, mais aussi les dièdres de ces deux angles
tétraèdres sont-ils constamment égaux. En effet, on a

On sait qu'à chaque forme de l'angle tétraèdre II correspond une seule
forme de l'angle tétraèdre III, que ce dernier soit considéré comme
appartenant au groupe I, II, III, ou qu'il soit considéré comme appartenant
au groupe II, III, IV. D'ailleurs, cette forme doit être la même dans les
deux cas, parce qu'elle est toujours déterminée par la connaissance du
dièdre j813. Ainsi à chaque forme de l'angle tétraèdre II correspond une
seule forme des angles tétraèdres I, III, IV, et VI, lesquelles formes sont
compatibles entre elles. D'autre part, la forme de l'angle tétraèdre V
donnée par

est compatible avec celles des angles tétraèdres I, III, IV, et VI, lorsque
l'angle tétraèdre II a une forme donnée à l'avance.

Il est à remarquer que les axes de la diagonale I, III, IV, VI sont dans
un plan, et que la figure est parfaitement symétrique par rapport à ce plan.
Si j'avais pris certains des angles tétraèdres I, III, IV, VI hi-isogones
supplémentairement, il n'y aurait pas eu cette symétrie parfaite. Il n'y
aurait eu qu'une sorte de symétrie algébrique.

Pour construire un modèle de ce mécanisme on n'a qu'à se donner
arbitrairement quatre constantes y21, y43, y14, y36. Tous les angles faciaux
seront alors donnés par les formules (52, 3). Pour avoir les rapports des
sinus des a positifs, on doit prendre ces quatre constantes telles que siny21

et siny14 soient positifs, et que siny43 et siny36 soient négatifs. Pour
avoir un mécanisme réel il faut que les carrés des cosinus des deux angles
y21, y14 soient inférieurs aux carrés des sinus des deux angles y43, y36.

53. Résumé et exemple numérique du précédent. Ce cas de
déformabilité du mécanisme de Kempe sur la sphère est composé de deux
angles tétraèdres irréductibles, à plans diagonaux perpendiculairesf
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n'ayant aucun axe en commun, et de quatre angles tétraèdres bi-isogones.
Les angles tétraèdres bi-isogones sont disposés de telle manière que le plan
de symétrie (du moins algébrique) de l'un prolonge ceux de ses deux
voisins. Les propriétés principales de ce mécanisme sont les suivantes :

1. Aux axes des deux angles tétraèdres irréductibles la somme
des deux dièdres constants est égale à 2TT.

2. Dans des circonstances favorables le mécanisme est parfaitement
symétrique par rapport au plan des quatre axes qui ne sont pas ceux
des deux angles tétraèdres irréductibles. Dans toutes autres cir-
constances cette symétrie est simplement algébrique.

3. Tous les dièdres constants dont les axes sont ceux du plan de
symétrie sont droits.

4. La déformation? est de genre un.

5. Le nombre des constantes arbitraires est de quatre.

Pour avoir un exemple numérique je me donne arbitrairement les quatre
dièdres constants qui sont marqués y21, y43, y14, y36 sur la figure (47, 1).
Soient

siny21 = f, siny14 = £§, siny43 = —if, siny36 = - § § ,

cos y21 = f, cos y14 = ~\, cos y43 = T
8

T, cos y36 = &.

Les formules (52, 3) donnent alors

sin a n = sin a21 = 0,780624+ cos a u — cos <x21 = —0,625000

sina31 = sina41 = 0,916235 cos a31 = cos a41 = —0,400641

sina15 = sina22 = 0,975781 cosa15 = cosa22 = 0,218750

sin a25 = sin a12 = 0,974996 cos a25 = cos a12 == 0,222222

sina35 = sina42 = 0,916515 cosa35 = cosa42 = 0,400000

= sina32 = 0,992588 cosa45 = cosa32 = 0,121528

= sina23 = 0,936749+ cosa13 = cosa 2 3= —0,350000

sin a33 = sin a43 = 0,808690 cos a33 = cos a43 = —0,588235+

sin <z14 = sin a24 = 0,899996+ cos au = cos a24 = —0,435897 +

sin a34 = sin a44 = 0,733212 cos a34 = cos a44 = —0,680000

sin a16 = sin a26 = 0,860290+ cos a16 = cos a26 = —0,509804

sin a36 = sin a46 = 0,952884+ cosa38 = cosa 4 6= —0,303333+
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54. Quatrième mécanisme. Quatre angles tétraèdres bi-isogones
et deux circonscriptibles. Si le groupe d'angles tétraèdres I, II, III est
de la forme donnée par (44, 1), (44, 5), et (44, 6), tous les autres groupes
de trois angles tétraèdres du mécanisme doivent être de même nature.
En effet, le groupe II, III, IV, qui est déjà caractérisé par les conditions

- 1 \ J S ^ n tt12 S n i a32 _ S U l 2 a13 a 2 3 ^ a 4 3 ' a 3 3 ^ a i 3 ? 721 + 744 = ^ '
* ' 1 sina2o sina42~~ sin2a23 ' „ i _ _ „ — n

L ó Ct12 + a : '2"a32~"a42 : : : :^U

ne peut appartenir à d'autre cas de déformabilité que celui qui est complété
par les conditions suivantes :

(54, 2)

a34~a
245

sin a22 sin a32 sin2 a24

sin a42 sin a12 sin2 a14 '

cos a13 cos a24—cos a32 cos a14 cos a23—cos a42

sin a13 sin a24 sin a14 sin a23

(Je laisse de côté le cas où l'angle tétraèdre serait bi-isogone supplémentaire-
ment.)

Les conditions de déformabilité du groupe I, II, III que je n'ai pas
encore récrites sont

^ ^ 723+736 ^

sin a42 sin a12 ___ s in 2 a n

sin a22 sin a32 sin2 a2]

COS a 1 3 c o s a l x—COS a 1 2 COS a 2 3 COS a 2 1 — c o s a 2 2 r,
sin a13 sin au sin a23 sin a21 ~~

(54, 3)

Les choix que j'ai faits en écrivant y^-^Vsô = ^ et y22+7i5 = ^ sont, bien
entendu, arbitraires. J'aurais pu écrire y42+y35 = 0 et y22+7i5 ̂  0.

Quand les formules (54, 1), (54, 2), et (54, 3) ont lieu, les deux
groupes I} II, III, et II, III. IV sont déformables séparément. Il s'agit de
les rendre déformables ensemble.

Quand on donne une forme à l'angle tétraèdre III, celles des angles
tétraèdres I et IV sont uniquement déterminées. D'une part et d'autre
celle de l'angle tétraèdre II l'est aussi. Il faut que les deux déterminations
de l'angle tétraèdre II ainsi obtenues coïncident. La valeur du dièdre /J12

étant la même dans les deux cas, il suffit pour cela que les valeurs de £32 et
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de ti2 données par
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(54, 4)

_ _ Bin(a21-an)l/<l3+sin(a81+tt11)
32 31 2sinanl/f23 '

_ __ sin(a14—a24) l/f§3+sin(a14+a!84)
- ' « * - 2sina24l/«33

satisfassent à

2'=:0, où &2' = & 2 - l .

On sait déjà que

sin a42^in a12 sin2 a n sin2 a14

sin a22 sin a32 sin2 a21 sin 2a2
2?

moyennant quoi, les conditions pour que (54, 4) et (54, 5) aient lieu
identiquement sont

9 cos2 a14 = cos2 an , cos2 a24 = cos2 a21.
a 2 1 a 2 4

J'adopte la solution donnée par

(54, 6) a14 + allEEE7T> «

Maintenant l'ensemble des deux groupes I, II, III, et II, III, IV est
déformable. On n'a qu'à procéder de même dans les groupes IV, II, VI, et
VI, II, I pour avoir les conditions nécessaires et suffisantes pour que le
sous-mécanisme composé des angles tétraèdres I, II, III, IV, et VI soit
déformable. On trouve ainsi les conditions suivantes :

<x44 :=E a 1 4 =- 77 — a 4 1 _ 7T — a u , a 3 4 _ a 2 4 _ TT - a 3 1 == 7r—a21 ,

a 2 6 = a 4 6 = TT—a 4 3 = 77—a23, a 1 6 — a 3 6 = 77—a33 = 77—a13,

(54, 7) sin a12 sm a42 sm2 an sm a12 sm a32 sinJ a13

sin a22 sin a
32

sin2 a21 ' sin a22 sin a42 sin2 a23 '

c o s a n cos a13—-cos <z12 , cos a23 cos a21—*cos <x22

sin an sin a13 sin a23 sin a21
 5

cos a13 cosa21+CQS a32 cos au cos a234-CQSa42 ^
s ina 1 3sina 2 1 s i n a n s i n a 2 3
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Les y satisfont à

f 722 + 715 ̂ ^ 723 + 736 =°> 721 + 744 = °>

l V^O + VQ!

(54, 8)

712 + 725 = ^ 726 + 733 = °> 741 + 724 = °>

- 732 + 745 ̂ 7r> 746 + 713 = ^, 731 + 7l4—^-
Les relations de la première colonne de (54, 8) et les deux dernières de

(54, 7) donnent
(54,9) a15 — a12, a25 = a22, a 3 5 ^a 3 2 , <z45E=a42.

Les relations des deux dernières colonnes de (54, 8) sont identiquement
satisfaites par les valeurs des y données en fonction des a.

Grâce à (54, 9) la considération des groupes de trois angles tétraèdres
contenant l'angle tétraèdre V n'apporte rien de nouveau. On sait donc
qu'à une forme donnée de l'angle tétraèdre III correspond une seule forme
du mécanisme entier, lequel est déformable.

Si l'on résout les deux dernières de (54, 7) par rapport à cosa13 et à
cos a23, on trouve

COS Ctoo = *- :—,22 r^ — ,
sm(a4 2~a2 2)

(54, 10) <
cos a n sin a32+cos a21 sin a12

cosa13— sin(a32—a12)

Pour uniformiser rigoureusement les constantes de ce mécanisme il
faudrait avoir recours aux paramètres hyperboliques du No. 27. Comme
on ne reverra plus ce mécanisme, je ne trouve pas qu'il mérite une étude
aussi approfondie. Pratiquement, on peut trouver des solutions nu-
mériques des équations qui donnent les conditions de déformabilité, sans
que l'uniformisation des constantes soit complète. Seule la définition
précise des domaines de réalité reste à peu près impossible à faire sans
l'uniformisation. On y parviendra par des procédés de tâtonnement.

Je commence donc par me donner arbitrairement quatre constantes
ai2> a22> a32> a n comprises entre 0 et TT, et telles que

<X42 = Ct12~T~a'22 a 3 2

soit compris entre les mêmes limites. Je prends a n de telle façon que
sina21, défini par

(54, 11) sma2i = sinan \
v ' ; 21 n V
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soit inférieur à 1 en valeur absolue. J'adopte alors l'une des deux
déterminations de a21 ainsi obtenues. Les angles a23 et <x13 seront donnés
par (54, 10). C'est là où les considérations de réalité deviennent douteuses.
On voit pourtant qu'il convient de prendre les constantes originales de
telle façon que sin(a42—a22) et sin(a32—a12) soient relativement grands et
cosa î l et cosa21 relativement petits en valeur absolue, afin que les ex-
pressions de cos a23 et de cos a13 soient inférieures à l'unité. Dans ce même
but on peut de plus disposer convenablement des signes de cosan et de
cos a21. Les autres angles faciaux seront alors donnés par (54, 7) et (54, 9).

En se donnant a n on doit également faire attention à ce que la valeur
de cosy22 donnée par (38, 2) soit inférieure à un en valeur absolue. En
vertu de (54, 8) tous les dièdres y sont réels quand y22 l'est.

Les deux équations

sin a12 sin a32 sin2 a13 cos a23 cos a22—cos a21 cos a42 cos a43—cos a44

sin a22 sin a42 sin2 a23 ' sin a23 sin a22 sin a42 sin a43

qui sont les seules dont je n'ai pas tenu compte, sont satisfaites identique-
ment par les valeurs des a dont je viens d'exposer le calcul.

55. Résumé et exemple numérique du précédent. Ce cas de
déformabilité du mécanisme de Kempe sur la sphère est composé de deux
angles tétraèdres unicursaux n'ayant aucun axe en commun, et de quatre
angles tétraèdres bi-isogones. Ces derniers sont disposés de manière que
leurs plans de symétrie (du moins algébrique) aillent de l'un à l'autre des
deux angles tétraèdres unicursaux. Les propriétés principales de ce
mécanisme sont les suivantes :

1. A chaque axe la somme des deux dièdres constants est égale
soit à TT soit à- 2TT.

2. Deux angles tétraèdres conjugués ont leurs angles faciaux
correspondants soit égaux soit supplémentaires, les angles faciaux
correspondants étant ceux qui ont le même premier indice sur la
figure (47, 1).

3. La déformation du mécanisme est de genre zéro.
4. Le nombre des constantes arbitraires est de quatre.

Pour avoir un exemple numérique je me donne arbitrairement les quatre
angles <z12, a22, a32, an . Soient

(55,1) a12~115°, a2 2s40°, a32E=25°, a u s 8 0 ° ; d'où a42=130°.
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Je prends dans les tables de M. Andoyerles valeurs suivantes [cf. (54, 9)
et (54, 7)] :

sin a15 = sina12 = 0,906308 sina35 = sina32 =*= 0,422618+

cos a15 = cos a12 = —0,422618+ cos a35 = cos a32 = 0,906308

sin a25 = sina22 = 0,642787+ sina45 = sina42 = 0,766044+
(55,2)

cos a25 = cos a22 = 0,766044+ cos a45 == cos a42 =s= —0,642787 +

sin a44 = sin a14 = sin a41 = sin a n = 0,984808

cosa44 = cos a14 = —cos a41 = —cos a n = —0,173648

La formule (54, 11) donne alors [cf. (54, 7)]

I sin au = sin a24 = sin a21 = sin a31 = 0,616019+

cos a34 = cos a24 — —cos a21 = —cos a31 = —0,787731

le signe de cos a21 étant choisi arbitrairement.
Ensuite les formules (54, 10) donnent [cf. (54, 7)]

f sin a16 = sin a36 = sin a13 = sin <z33 = 0,616553

cos a16 = cos a36 = —cos a13 = —cos a33 = 0,787313 +
(55,4)

sin a26 = sin a46 == sin a23 = sin a43 =- 0,699067 +

L cos a26 = COS a46 = —cos a23 = —cos a43 = —0,715055 +

Les valeurs des sinus et celles des cosinus de tous les angles faciaux du
mécanisme, dont les constantes arbitraires sont données par (55, 1), sont
ainsi données par les formules (55, 2), (55, 3), et (55, 4).

56. Cinquième mécanisme. Deux angles tétraèdres totalement
décomposés et quatre irréductibles. Si le groupe d'angles tétraèdres
I, II, III appartient au cas de déformabilité exposé au No. 45, il faudra
évidemment que tous les groupes de trois angles tétraèdres comprenant
l'angle tétraèdre I appartiennent à ce même cas. En effet, les angles
tétraèdres II et III sont irréductibles et aucun groupe ne peut avoir deux
angles tétraèdres totalement décomposés sans que le troisième le soit aussi.

Comme l'hypothèse (21, 2), qui jusqu'à présent n'a pas été gênante,
apporté maintenant des obstacles au point de vue de réalité, quand les
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angles faciaux des angles tétraèdres V et VI sont numérotés de la façon
indiquée sur la figure (47, 1), j'ai cru utile de numéroter à nouveau ces
angles. La figure (56, 1) donne le nouveau numérotage. Comme le
mécanisme préliminaire composé des angles tétraèdres I, II, et III n'y
subit aucun changement, l'analyse du No. 45 est encore valable.

'36

'fé

Fig. 56, 1.

Je suppose que l'angle tétraèdre I se décompose de la manière suivante :

(56, 1)
- s i n a H ~ 61 s ina21 * 2

— e i hv hi —* e i 3̂i-

Les conditions (45, 7) et (45, 10), et celles qui s'en déduisent à vue,
quand on compare le groupe I, II. III avec tous les autres groupes qui
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comprennent l'angle tétraèdre I sont

721 + 744 = r i l + 734 = 741 + 724 = 7si + 7l4 = 0,

723 + 736 = 713 + 746 = °> 722 + 7l5 = 732 + 745 = *" >

(56, 2)

§ - -1 si

_ / / / t IL / n t _

Vn p9o sin a*? sin a™
sm a13 sin a43 — /x2p22 sin a16 sm a46 — f.

sin a25 sin a15 — v6 p1Q sin a22 sin a12

sin a35 sin a45

sm a36 sin a26

Moyennant (18, 5) et (16, 5), ces formules ont la solution elliptique
suivante :

(56, 3)

d'où

(56, 4)
/a6 =

Soient, à la manière de (50, 1),

f _

)' 2 3 ~

(56, 5)

R

* v "ia f
1 6 ~/y 6 ' 3
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et à la manière de (50, 2),

I 9 "~~"" Uoa ^ ^ In Cl)-t ~~~~ CLn+ tlf-t *r ~~" Uoc :=I=^ "^CO-% *"™" CL e

(56, 6)
5 — ^15 = 2^1>

6 — ^ 3 6 = "" ( 2 ^ 1

109

Les couples II III, III V, V VI, et VI II sont tous de la catégorie A ;
je puis donc poser, [cf. (50, 5)],

(56, 7) u13~u12+œv u25^uiS+cov uu = u15+

Les équations (56, 1) et (56, 2) donnent

^ ^ ^ ^ ^ € l * 2 6 ^ ~ € l

ce qui peut également s'écrire, moyennant (56, 3) et (56, 5), sous la forme
suivante :

(56, 8)

D'autre part les équations (56, 6) et (56, 7) donnent, en vertu de
(56, 3),

^23 = %2 + ^ l = M26 = ^35 + ^1*

Comme ceci est compatible avec (56, 8), le mécanisme est déformable
jusqu'à présent. Il reste à voir ce que devient l'angle tétraèdre IVf
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Les relations

721 + 744 = 0, 7ll+734 = °> 741+724 = °'

donnent

(56, 9)-
faJp2 COSa21}/*a2 = 0,

f'ozf'Ps
COS a 1 4 = o, ft o COS <*34,

 c o s a 2
ƒ a 6 / f*2 P5/ a7—^ cos a44,

ce qui montre, en vertu de (56, 4), que Vangle tétraèdre IV est forcément
totalement décomposé. Ceci répond à la question laissée en suspens au
début du No. 50, quand j'ai remis à une place ultérieure la considération
d'un mécanisme composé de cinq angles tétraèdres irréductibles et d'un
angle tétraèdre totalement décomposé.

Je suppose que l'angle tétraèdre IV se décompose à angles égaux.
Soient donc

(56, 10)

a24 = a44, a34 = a14, €4 5 _ S m 4 ~ e4 S m a2

733 + 726 = 716 + 743 = °> 742 + 735 = 725 + 7l2 = * Î

sin a22 sin a12 — ̂ 6^46 s ^ n a25 s ^ n a i 5

s m a 2 3 s m a 3 3 ^2^42 s i n a 3 6 s i n a 2 6

sin a35 sin a45 ^6^36 s^n a32 s^n a42
4 4 s i n a 1 3 s m a 4 3 —^5^15 s i n a 1 6 s m a 4 6 —{JL2 p12

En vertu de (16, 5) et de (56, 3), les relations précédentes donnent

tra n \ X —(06, 11) 64 -

d'où

(56, 12)
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Les relations qu'on a établies entre les dièdres yi5 donnent de plus

sin a24 sin a n sin a42 sin a35 __ sin a32 sin a45 sin a]6 sin a43

sin au sin a21 sin a22 sin <x15 sin a12 sin a25 sin a36 sin a23"

sin a13 sin a46

sma33sma26
 x Vz<*2 x * "

ce qui fait que e1 = e4, parce qu'on veut que tous les a soient compris entre 0
et 7T. Les deux angles tétraèdres I et IV sont donc ou bien tous les deux
parallélogrammatiques ou bien tous les deux contre-parallélogrammatiques.

Toutes les solutions communes à (56, 4) et à (56, 12) quand ex~ e4

sont comprises dans

(56,13) . . J - -

Les deux équations

£ sinan—ex sina21 /a3 ^
1™"^ÏÏK~=^27)" ~ / 8 2 ' 4 "

peuvent s'écrire des façons suivantes :

sma14—€x sina
sin(a14—a24)

24 f{\

(56, 14)

sin a'21

sinau

sin a24
5 ^

2—2€l /a3 , COS a n

j - a g ) cosa14

1—a8)
 C O S a 24

Puisque /j82 et /a3 sont purement imaginaires par hypothèse, on doit donc
avoir

(56, 15) 2a3-ƒ» 0, € l [ƒ^K-as ) - / 0

pour que les rapports des sinus soient positifs.
Les équations (56, 9) et (56, 14) étant compatibles par rapport aux

cosinus des angles faciaux des angles tétraèdres I et IV, on ne peut pas le§
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résoudre par rapport à ces fonctions. On peut pourtant exprimer tous
ces cosinus en fonction de cosani. On obtient ainsi

(56, 16) -

COSa3 1 = COS

cos a - c o s a - 2/c o s a 4 1 - c o 8 a 2 1 - ƒ. cosa

cos a34 = cos a14 :

& \ /2«3+/2j82-2gl/a3/<62coSg11

cos a,4 = cos a,od =*44

sina24 ^ 2/2a2 sina21 =

sina14 / ' 2 a 2 s ina n /2a3+/202—2eifazfP* cosau \ / ' 2 a 2 /

Les liaisons intérieures de l'angle tétraèdre IV donnent

ce qui fait, en vertu de (56, 5) et de (56, 11), que

(56, 17) K 2 = - > 3 3 = ƒ*% = -fun-

Or, les équations (56, 6) et (56, 7) donnent

ce qui est bien compatible avec (56, 17). Le mécanisme est donc dé-
formable.

Ce mécanisme dépend des six constantes an, m, a2, j82, y2? a3. En ejffet,
tous les arguments constants du mécanisme sont donnés en fonction de
a2, j32, y2, a3 par (56, 3) et (56, 13). Les formules (18, 7) permettent alors
de calculer les angles faciaux des quatre angles tétraèdres irréductibles.
Ensuite les angles faciaux des deux angles tétraèdres totalement dé-
composés se calculent au moyen de (56, 16) en fonction de a n et des données
déjà introduites.

On pourrait craindre que les formules (56, 16) ne donnent parfois
des valeurs imaginaires aux angles a21, a14, a24. Il n'en est pourtant rien.
L'expression qui donne la valeur de cos a21, est toujours inférieure à l'unité
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en valeur absolue, ainsi qu'on peut le voir en écrivant l'expression sous
la forme

21 ~

D'autre part, le calcul de a14 et de a24 au moyen des formules (56, 16) repose
sur celui du troisième angle d'un trièdre, lorsqu'on connaît ses deux autres
angles et le dièdre fait par leurs plans. On sait que ce problème n'admet
pas de solution imaginaire quand les données sont réelles.

Les angles faciaux des angles tétraèdres irréductibles et conjugués
satisfont aux relations suivantes :

(56, 18)

sin a1 sin a
2 5

« Sma22

sin a16 sin a26

sin a13 sin a23

cos a15 = ex COS a12

cos a25 — €1 cos a22

cos a35 = €x cos a32

cos a45 — €x cos a42,

sin a35 __ sm a45

sin a32 sin a42 '

- S ^ n a36 = S*11 a46
sin a33 sin a43 '

cos a16 = COS a 1 3

cos a26 = ex cos a23

cos a36 = cos a33

Lorsque — 1 < m < 1 les formules d'addition (56, 3) s'écrivent dans la
notation du chapitre IV de la manière suivante :

(56, 19) c2 = c3 = c5 E= c6, a2 — b3~a5 =

[mod (2K+2ÎK', 2K-2iK')].
On vérifie aisément que

moyennant quoi les conditions (56, 15) peuvent s'écrire

(56, 20) €1H(a3-62)H(a3+62) > 0.

On n'a qu'à se rappeler que la fonction Hv est positive lorsque v est compris
entre 0 et 2K, et négative lorsque v est compris entre 2K et 4if, pour choisir
a3 et 62 de façon que la condition (56, 20) soit remplie.

I
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Les formules (56, 16) se traduisent comme suit:

cos a31 — cos au ,

o o 0(Z-a)H
2ex COS a34 = Ux cos a14 = /

(56, 21)

H2 (K-a3) 02 62+H2 (K~b2) 0
2 a3

cosan
—62)

X

2 cosa4 4^ 2

H2a202(.ff-a2)

-2elB.(K~a3) B(K-b2) 0a3062 cos au}

cos a41 = cos a21

20a3 0
-a 3 ) ] oosa

u

-6 2 ) cosa
n

sin a21 __ H2a202(iC—a2) sina2

—a2) sina14

[H2(Z-62) 02 a 3 - H 2 ( Z - a 3 ) 0 2 6J

H2(Z-62)©2a3+H2(Z-a3)0262
~62) cosa

n

Lorsque m > l , les formules (56, 3) s'écrivent dans la notation du
chapitre IV de la manière suivante :

(56, 22) -j a2 =
{ [mod (2K, UK')].

Les expressions suivantes se vérifient aisément :

J ** J P*-

Mo, a) lKU2a3K^b2
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En vertu de ces relations-ci les conditions (56, 15) peuvent s'écrire comme
suit:

(56, 23) e iH(a3~62)H(a3+62) > 0.

Comme tout à l'heure les arguments a3, b2 doivent être choisis de manière
que la condition (56, 23) soit satisfaite.

Les formules (56, 16) se traduisent comme suit:

cos a31 = cos an ,

2c13 e22 Q(K~a3) 0(K—b9) 0a3 062

(56, 24)

C 0 S a34 =

~2e1 613 e22 0(K—as) 0(K—b2) 0a3 062 cos a n

e13 *22 C O S a14

H (K-~b2) ^ ïl{K-a3)
)0 2a 3

T—a3) ®(K—b2) 0a3062 cosan

X

i €22 cos a24 = 2e13 €22 cos a44

_ H ( j g - o 3 ) H 6 2

-b2)
+ H(iT-a3) H62

Tî{K-a2) B.b2ÏL(K~b2)
X

— 2ex e13 e22 0(K—a3) 0 (K—b2) 0a 3 062 cos a u }

sina
sinan

21 __ —a2) sinao^
—a2y sina

14

__a 3) ©2 52

Pour construire un modèle de ce mécanisme, on commence par se donner
m > —-1. On calcule k alors, soit au moyen de (31, 3) soit au moyen de
(32, 3), suivant l'intervalle dans lequel m se trouve. On se donne ensuite
les arguments a2, è2, c2, a3, assujettis aux conditions de réalité détaillées



116 RECHERCHES.suit DES MÉCANISMES PARADOXAUX.

au chapitre IV, et à (56, 20) ou à (56, 23). Les arguments 63, c3 seront
alors donnés par (56, 19) ou (56, 22). Ceci fait, les formules (33, 1) et
(33, 2) permettent de calculer les angles faciaux des angles tétraèdres II
et III, et les formules (56, 18) ceux des angles tétraèdres V et VI. Pour
avoir ceux des angles tétraèdres I et IV on doit encore se donner <xn, après
quoi les formules (56, 21) ou (56, 24) donnent les valeurs de ces angles.
Les déterminations des sept quantités cv €12, e22, £32? çi3> 2̂3' e33> dont les
carrés sont égaux à l'unité, sont complètement arbitraires.

En se donnant a n on doit faire attention à ce qu'il soit tel que cos y36

donné par la formule cos y36 = (cos a n cos a32—ex
 c o s ais)l(^n a n s n l a32)so^

inférieur en valeur absolue à l'unité. En vertu de (56, 2) et de (56, 10)
tous les dièdres y sont réels lorsqu'un seul d'entre eux l'est. On se rappelle,
du reste, que la réalité de a44 dépend de celle de y21.

57. Variante du mécanisme précédent. Je vais étudier maintenant
le mécanisme analogue au précédent dans lequel les deux angles tétraèdres
totalement décomposés se décomposent à angles supplémentaires. Tous
les groupes de trois angles tétraèdres seront du type (45, 12). Soient

a i l+ a3i — ^ a21+a,41E=7T, a14+a34 = 7r, a

tu = o4 £24 = €4 £34 = €4 o4 tu,

(57, 1)

s ' _ s ina n +€i ' sina21 ~ , __ sina14+€4
/ sina24

1 ~ sin(a21—au) ' 4 " sin(a24—a14) '
'2 '2

= e4 =
4

= e i 4̂i = hi 5

723 + 736 = 743 + 716 = 733 + 726 = 7l3 + 746 = 722 + 7l5

= 742 + 735 = 712 + 725 = 732 + 745 = w>

721 + 744 = 711 + 734 = 741 + 724 = 731 + 7l4 = ° Î
P r p p pi p ' pi pi

^2 — ^3 — °5 — U6' °2 — °3 — °5 — °6 >
a 2 = 6o = etc = 6fi, a2 ' = 6«' = d / == 6f i',

ó O O O* â O O O 7

m9 = m, = m^ =

sm a42 sin a.[32 sm a35 sm a45

sma 1 3 sma 4 3 ^2^22 sma 1 6 s ina 4 6

sin a15 sin a25
 V6^i6 snlL a22 s i n ai2

sma 2 3 sma 3 3 sm a26 sm a
26 36

sm a15 sm ag5 — sina1 2sina2 2

sma26sma36 s m a 2 3 s m a
33

sina3 2sina4 2
•

sin a35 sin a451

sina1 6sina4 6 V>2p12 s ina1 3sina4 8

la notation çtant encore celle de la figure (56, 1).
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On aura, comme avant

117

(57, 2)
s ' —

1 ~

i—a6) _

d'où

Lf(iœi-~ae) = ^/( ic^—a 3) , f' P5 = —uf'p2> / ' a 6 ~ €4:'f'aa-

Les liaisons intérieures des angles tétraèdres I et IV donnent

( 5 7 , 4) t32 = O1 ^23 = € 1 £35 = €1 Oj 2̂6? ^45 = = "4 ^36 = = €4 "4

On peut encore adopter la représentation paramétrique donnée par les
formules (56, 5), (56, 6), et (56, 7). Si l'on substitue dans (57, 4) les
valeurs des t données par (56, 5), on obtient, moyennant (57, 2),

(57, 5) fu32 = -fu23 =fuS5 = -fu2Q, fu^ = - > 3 6 = > 4 2 = —jfaaa-

D'autre part, l'élimination de certains u entre (56, 6) et (56, 7) donne,
comme auparavant,

Comme ces relations-ci sont compatibles avec (57, 5), le mécanisme est
déformable.

Il reste à exprimer les relations qui lient les deux angles tétraèdres
décomposés. Les relations

donnent
721 + 744 = 711 + 734 = 741 + 724 = 731 + 7l4 =

(57, 6)

sin a24 sin a n __ sin a42 sin a35 __ sin a32 sm a45 __ sm a43 sm a16

sin a14 sin a21 sin a22 sin a15 sin a12 sin a25 sin a23 sin a36

f 2nsm a13 sm a46

sin a33 sin a26

4 f'2a = €, ed a«.

Donc €±' = e4'.
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Or, les deux équations

g ' =1
ƒ03 § , = sina14+€1

/sina24
fp2'

 4 sin(a24-a14)sin(a21-a11)

peuvent également s'écrire de 3a manière suivante :

sin a21 =

sin a n

>i—a 8)

(57, 7)

l ' / a 3 / | 3 2 COS a u

sina34

i—&) cosa
14

+2/(iay-a3)/(-|-qJ1-/32) cosa24

Puisque/a3 et /j82 sont purement imaginaires, et f{\o)1—a3) et /(loi!—jS2)
réelles, on doit donc avoir, comme auparavant,

(57, 8) € 1 ' [ f a 8 - / 2 j 8 2 ) < 0 , ^[ /2(^1~-a3)- /2( ico1-- i32)]>0.

Si l'on résout les équations (57, 6) et (57, 7) par rapport à cos a21, cos a14,
cos a24, on trouve

(57, 9)

cosan,

cos a44 = —cos a24 =

— COS a 4 1 = COS a 2 1 =
2 «3

&] COSa11+2/a3/)82

ö—^7—75—7^ »
26! /as/j82 COSan

€ / COS a 3 4 = e / COS a 1 41 34 1 14 \ 77I
1—a3) ƒ ( - | ^ i -

Toutes les solutions elliptiques des équations (57, 3) sont comprises dans

(57, 10) ft, = j8,+ (1 + e i ') | W l , a6 = a 3+ ( 1 - 6 / ) JWl.
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Celles-ci et les formules d'addition (57, 2) font savoir que

(57, 11) cos <x15

cos a25

cos a35

cos a45

sm a15
sm a12

sin a16

sm a13

= - 6 l '
/

= — e /

sm a25
sm a22

sin a26

sm a23

cos a12,

COSa2 2 ,

cos a32,

cos a42,

sm a35
sm a32

sina36

sma3 3

cos a16

cos a26

cos a36

COS a 4 6

sma4 5
sin a42 '

sin a46

sina4 3 '

= ex ' COS a 1 3

= €i cos a23

= ex' cos a33

= €i cos a43

On constate facilement que toutes les formules depuis (56, 19) jusqu'à,
et y compris, (56, 24) sont encore valable au No. présent à condition que
le symbole ex soit remplacé par — €±'. Il est inutile que je récrive ces
formules. La construction d'un modèle se fait de la même manière qu'au
No. précédent.

58. Résumé des deux Nos. précédents. Exemple numérique.
Ce cas de déformabilité du mécanisme de Kempe sur la sphère est composé
de deux angles tétraèdres totalement décomposés, n'ayant pas d'axe
commun, et de quatre angles tétraèdres irréductibles. Ses propriétés
principales sont les suivantes :

1. La somme de deux dièdres variables, ou de deux dièdres
constants, ayant un axe en commun est égale soit à ir soit à 2TT.

2. Les quatre angles tétraèdres irréductibles ont tous le même
invariant.

3. La déformation est de genre un,

4. Deux angles tétraèdres irréductibles conjugués ont leurs angles
faciaux correspondants soit égaux soit supplémentaires, les angles
faciaux correspondants étant ceux des angles tétraèdres (II, V),
(III, VI) de la figure (56, 1) qui ont le même premier indice sur cette
figure.

5. Le nombre des constantes arbitraires est de six.

6. Aucune relation ne lie les constantes du même angle té t raèdre
irréductible.
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7. Au cours de la déformation du mécanisme chacun des deux
angles tétraèdres totalement décomposés conserve sa déformation
initiale.

Pour avoir un exemple numérique de ce mécanisme je prends pour
l'angle tétraèdre II celui du No. 35. On aura

(58,1) m = cos 50°, & = si

Soient en outre, d'après les formules (56, 19),

(58, 2) 0,% = (JQK, 6>3 = a 2=9^gA, CS = C

d'où, en vertu de (56, 23), €x= — 1.
Les fonctions Eta et Thêta des arguments a2, b2, c2, &3, c3 sont données

par les formules (35, 3). Je prends dans les tables de M. Hippisley les
valeurs suivantes de ces mêmes fonctions de l'argument a3 :

(58, 3)

= 0,639432+
HZ

— Ü - ^ — = 0,740255+

= 1,231039
00 MA

=*-=^ = -0,391635+MA

=J±È3_) = 0,906819+

= 1,088690

— 1 4

MA

= 1,497172

i = 1,040713 +

• = 0,999336+

1 = 1,000652+

)= -0,099929+

HZ
• 0,941058+

(y0

MA

MA

= 0,958011+
MA

» 0,847049

MA = _ 0 +h+çà = 0,437956
MA
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(58, 4)

Quand on introduit ces valeurs dans les formules (33, 1), on obtient,
moyennant (56, 18),

' sin <x15 = sin a12 = 0,720562 cos a15 = —cos a12 = 0,693390 +

sin a25 = sin a22 = 0,967784+ cos a25 == —cos a22 = 0,251780

sin a35 = sin a32 == 0.552146+ cos a35 = —cos a32 = 0,833747

sina45 = sina42 = 0,448415+ cosa45 = —cosa42 = 0,893825+

sin a16 = sin a13 = 0,533411 + cos a16 = —cos a13 — 0,845856

sina26 = sina23 = 0,934947 cosa26 = —cosa23 = —0,354787 +

sina36 = sina33 = 0,976906 cosa36 = —cosa33 = 0,213669

sina46 = sina43 = 0,607941+ cosa46 == —cosa43 = 0,793982

Pour avoir les angles faciaux des angles tétraèdres I et IV il faut encore
se donner alv Soit

(58,5) a n = i(27r).

Les dits angles seront alors donnés par les formules (56, 21) dans le cas
actuel, ou par (56, 24) si m était plus grand que un.

Je prends dans les tables de M. Hippisley les valeurs suivantes :

^ = 0,991890.(58, 6) -v-3 -2/ = „o,248O76+,

Cela donne

(58, 7)

• sin an = sin a31 = 0,866025+ cos a n = cos a31 = —0,500000

sina21 = sina41 = 0,633108 cosa21 = cosa41 = 0,774063 +

= sina34 = 0,939571 cosa14 = cosa34 — 0,342354+

= sina44— 0,243871+ cosa24 = cosa44 — 0,969807 +

Les angles faciaux du mécanisme dont les constantes arbitraires sont
données par (58, 1), (58, 2), et (58, 5) sont ainsi données par les formules
(58, 4) et (58, 7).

59. Sixième mécanisme. Six angles tétraèdres totalement dé-
composés. Si le mécanisme préliminaire composé des angles tétraèdres
I, II, III appartient au cas de déformabilité du No. 46, il faut que tout autre
groupe de trois angles tétraèdres appartienne au même cas. Ceci résulte
de la proposition, déjà démontrée, qui fait voir que deux angles tétraèdres
d'un tel groupe ne peuvent se décomposer totalement sans que le troisième
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en fasse autant. Soient donc

(59, 1)

X31 — all> a41 = a 2 1 '

sinan—ex sina21
1 sin(an—a21) '

a34 = a14,

— s m a i 4 "

[ = «-24'

§ _
sin(a14—a24) '

1 =

a42 — a32> a12 = a 22 '

§2 =
sm a32— e2 sm a12

sin(a32—a12)

= 1} ^32^12 = = "2>

^34 — €4 ^

u 4 5 = u 3 5 , a 2 5 = tx15,

§ ==sina35--€5sina16
5 sin(a35~a15) '
- 2 1 ƒ i S

"^ € 5 "15 '

X43 X 1 3 ' X 4 6 : X 1 6 ' a36 SE a,2 6 '

sma16—e6 sm a,26

*6
2 = i

sin(a16—a26)

26 '

~ sm a13 — e3 sm a23
3 " sin(a13—a23) '

^33 = = 6 3 ' 2 3 ' ^43 ==z e 3 ^13 '

la notation étant celle de la figure (47, 1).
Si tous les groupes de trois angles tétraèdres sont déformables

séparément, le mécanisme entier le sera aussi, parce que la forme d'un
angle tétraèdre totalement décomposé est déterminée par un seul de ses
dièdres.

On se rappelle (46, 4) que les conditions nécessaires et suffisantes pour
que le sous-mécanisme I, II, III soit déformable sont

(59, 2)

tg

t g

. 721 + 744 =
 S2 —

8182S3 '

1 + 744 x 722 + 715 ^ 83
2 ë 2i 1 — ô-i ôo ôo

Les conditions analogues pour le groupe I, II, VI sont

+ „ 745 + 732 i o . 723 + 736 __ € 1 S 1 ~ € 2 § 2 § 6

(59, 3)

tg 2 tg

1 —e162S1S2S6'

+<v 714+731 i a 745 + 732
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Si l'on élimine tg|(y45+y32) et tg|(y14+y31) entre celles-ci, et qu'on résolve
la résultante par rapport à S6, on trouve

I f f i2§2
2) tgH(y23+y36)

S6
 e 6S6

ou, en tenant compte de (59, 2),

Soit 8 6 = €±€2 S3. Les équations (59, 2) et (59, 3) donnent alors

tg 4 5
2

 = €i t g 222 15? t g 142 = €2 t g 232 36#

Si l'on applique ce procédé à tous les groupes de trois angles tétraèdres
du mécanisme, on trouve les conditions définitives suivantes :

(59, 4) I i » « •

) = (721+744) = «>

(59, 5) J e3(y42+y35) = e3 €4(y12+y25) = €1(y32+y45) = (y22+yi5) = b>

2743 7l6 = €2 €4(733 + 726) = e l(7l3 + 746) = (723 + 73B) = C>

les symboles a, 6, c ayant encore leur sens défini au No. 46.

On vérifie aisément que

ï q ^ = «a tg ia1

e3

ce qui fait, en vertu de (59, 4) que

f e4 tgiaM(tg K*)'4 = «ittgè«2i(tg W) f l]"n»

(59, 6) e5 tg -|a15(tg la36)" = €2[tg I a 1 2 ( t g K ) t ' .

Comme on veut que tous les a soient compris entre 0 et ir, il faut qu'on
ait

(59, 7) ex = e4, e2 = e5, e3 = e6.
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Les dièdres 0 satisfont maintenant aux équations suivantes :

011 = — 015+ e l C = ~~ €2 025+ € 1 C — €2 024 = €1 €2 044

— €1 e2 043+ e l C = e l 032+ e l C = e l 031 = 011'

(59, 8) \ 2 3 - Ç3 3 3 - ^ 3 3 4 ^ — 1 3 14 ^

— €le3016— e1046== €1041 + ^ — 021 + ^ =023'

— Co ^3 r^36 — ^2 P%Q =~: "~~~ ̂ 2 P

et sont tous par conséquent des fonctions uniformes (à des multiples de la
période 2TT près) de 031, 012, 023, si l'on veut. Ceux-ci restent indéterminés
à un degré de liberté. Le mécanisme est donc déformable.

Les formules (59, 2), (59, 4), (59, 5), et (59, 7) constituent un système
complet de conditions nécessaires et suffisantes. Au moyen des formules
(59, 6), (59, 7), et (46, 5) on peut calculer tous les angles faciaux en fonction
de a14, a35, a16, a11? a32, a13, a, 6, c de façon que les conditions (59, 2) et
(59, 4) soient satisfaites ; mais les conditions (59, 5) ne seront pas en
général satisfaites par ce choix de constantes. L'uniformisation totale
des constantes dans le cas actuel est à peu près impossible à faire. Je me
suis contenté de la faire dans le cas particulier où tous les corps s'aplatissent.
C'est le cas étudié par M. Bennett.*

Soient égaux à 0 :

7l6' 726' 736' 746' 742' 735' 722' 7l5 \

et soient égaux à TT :

732' 745' 723' 713' 744' 721' YIV 734' 743' 733' 731»

714' 712' 725' 724> 741'

II est évident que les conditions (59, 5) sont ainsi satisfaites.
Les équations (38, 2) donnent

«26 = «25 + «24> «22 —c _

«36 ~ «31+ «32' «46 == «4

a42 = a 4 3 + a 4 4 , a35 = a34 -f- <x33,

«15 = «11 +«13 ' «16 — «14+«12-

Comme les quatre a de chaque angle tétraèdre sont deux à deux égaux,
ces équations, dont six seulement sont indépendantes, permettent
d'exprimer les douze a du mécanisme en fonction de six paramètres de la

* Proceedmgs of the London Mathematical Society, 1912, p. 381.
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manière

(59, 9)

suivante :
r«31 =

«43 =

«44 =

«25 =

- «36 =

«13 =

«24 =

«15 =

«26 =

a41 = a21 =a 4 1 21

= Q-32 = ^1 ^3? a22 ^ a12 ^ ^

— ^ 2 ' a33 — a23 — ai ~

~ ~ a 3 ' a34 = a14 = a2 ~~a 3 4 14

a45 = a35 ~a 4 5 35

^2' a46 -= a16 ^ a l ~Ta2 *

Puisqu'on veut que a26 et a13 soient compris entre 0 et TT, les deux
fonctions sin^-f-ag) e^ sin(^i—^2) doivent être positives. Pour que ceci
ait lieu, il faut et il suffit̂  que | sin ax | > |sina2|>

 e^ ( l u e sinax cos<x2 > 0.
En étendant ce raisonnement à toutes les formules (59, 9), on trouve que
toutes les fonctions de la même ligne horizontale dans le tableau suivant
doivent avoir le même signe :

(59, 10)
sin ax

sina2

sin <z
2 ,

cosa2,

cos a2'

cosa3,

cos a3' ;

et que les inégalités suivantes doivent être satisfaites :

(59, 11) |sina2 | > |sina3 |sinax |sina3'

Je m'occupe ensuite des équations (59, 6), qui avec (59, 7) remplacent
(59, 4). Quand on y substitue les valeurs des a données par (59, 9) on
obtient,

si €1 e2 e3 = 1,

sma9

a * sma2

e t si €1€2€Z= — 1,

cos a/ _ cos a2' _

sin a3

sina3

cos% #

^ cosa2
 6 cosa3 '

ce qui donne, en vertu de (59, 10), les deux cas suivants :

Cas 1

(59, 12)

€ 2 , i — 1?
smc

€ ! = - ! , €g =

Cas 2

cos a
2

Qosax

s m a 2
sina2

cos a2'
cos a2

sin%
! sina3

cosa3
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Les conditions (59, 2) se réduisent dans le cas particulier dont on
s'occupe à la condition unique 8̂^ S2—S3 — 0, qui est satisfaite identique-
ment lorsque les paramètres av a2, a3, ax\ a2', a3' satisfont aux équations
(59, 12).

Pour construire un modèle de ce mécanisme, on n'a qu'à se donner quatre
constantes réelles av a2, a3, p. On peut alors calculer ax

r, a2', a3' au
moyen des équations (59, 12), et ensuite les angles faciaux au moyen de
(59, 9). En se donnant av a2, a3 on doit tenir compte des conditions
(59, 10) et (59, 11). Aussi, en se donnant p doit-on le prendre assez petit
pour que les paramètres a±\ a2', a3' donnés par (59, 12) soient réels. Les
formules (59, 12) ne donnent a^, a2', a3' qu'à un nombre fini de déter-
minations près. Il est facile de constater qu'on peut toujours en trouver
qui soient compatibles avec les conditions (59, 10) et (59, 11). Les e ne
sont assujettis qu'à satisfaire à (59, 7) et à (59, 12); la distribution des
angles tétraèdres parallélogrammatiques et des angles tétraèdres contre-
parallélogrammatiques reste donc considérablement arbitraire.

60. Variante du mécanisme précédent. Je considère maintenant
une variante du mécanisme précédent dans laquelle certains angles
tétraèdres se décomposent à angles supplémentaires. Soient, à la manière
de (59, 1),

(60,1)

a l l " f* a 31 — ̂ y a 21 + a 41 = 7T?

~ , sinan-l-ei'sina21
1 sin(a21—an) '

1 — °1 f31 — £1 C41 — e l °1 Hl y

a12 = a22, a32 = a42,

^ sin a32— e2 sin a12
2 ~ sin(a32—a12)

^22

N sin a13 — e3 sin a23
3 ~ sin(a13—a23) '

__ 3 _ 33 __
— f~ — f — €3

a34 i a i 4 = = 7 r ' a4 4-T-a2 4 = ?r

o, , s ina 3 4 +c 4 ' sina44
4 ~ sin(a44—a34) '

t = o 4 r44 = e4 t14 = — €4 o 4 t

a45 = a 35 ' a25 = a 1 5 '

5 " si5 " sin(a35 — a16) '

a16 = = a 46 ' a36 == a 26 '

. _sina16—€6sina26

°6 sin(a16-a26) '

€6 ̂ 1

^ 2 ^ 2 '2 — , 2 — ^ 2 — ]
— €% — e 3 — €4 — €§ — eQ — x
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la notation étant toujours celle de la figure (47, 1). On voit que chaque
groupe de trois angles tétraèdres est du type (46, 8).

Je suppose que tous les corps s'aplatissent cette fois de façpn que
tous les dièdres yh soient nuls. Les équations (38, 2) donnent

(60, 2)

a 1 8 +a 1 6 == 0, = 0,

1 a4 2+ct4 3+a4 4 = 0, <x41+a45+a46 = 0.

Comme auparavant, les a peuvent s'exprimer en fonction de six para-
mètres comme suit :

n = 77—a31 = a2—a3,

(60, 3)

a34 = 7 r ~ a14 —a 3 4 14

a42 ~ a32 = 77—ax~a42 a32
a22 ^ a12 ^ ^3

a33 == a23 = a{—

a 4 5 — a 3 5 = 77—ax

a46 — a16 ^ aa 4 6 16

Pour que tous les a soient compris entre 0 et 77, il faut et il suffit que

sin as cos a2 < 0, sin a3 cos ax > 0, sin ax cos a2 > 0,

(60, 4) \ sin a3' cos a2 < 0, sin as' cos a/ > 0, sin a / cos a2' > 0 ;

sina3 > sin a. | sin a21 sin a3 | sin ax | sin a2

L'unique condition donnée par les formules (46, 8) et celles qui lui
sont analogues sont

8 8+8/8 a = 0, €1
/€28/8a+86 = O, 8 /8 6 -8 6 = 0,

3—€4 € 5Ô 4 Ô6 = 0 , €3Ô3—€3. O± Ob=0, ^ Ô e — e g Ô s Ô ! = U,
€6 ̂ 6+ €/ 82 8/ = 0, €3 S3+ €2 82 8/ = 0.

Ce système est équivalent au suivant :

f € ' € € ' € —l ' ' € — 1 € € € € = l

[83 + 8/82 = 0, S4
/ = e2e3S/, 86=—€/€382 , 86=€1

/€288 ,

les trois dernières relations pouvant également s'écrire somme suit :

(60, 6)

Ia16)
e^ - €3[tg |a23(tg K s W * 2 ?
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d'où

(60, 7) e4' = e / , €5 = e2, €6 = e3.

Quand on substitue dans les équations (60, 6) les valeurs des a données
par les formules (60, 3), on trouve,

si € l ' € 2 € 3 = 1,

, sin a/ sin a/ sin a./
__

1 smax * sma2 ° sma3

e t 81 6-i €n €o ==: — 1,

Cas 1
• /

' sin ax

Cas 2

cos a /
>

, sin a2'
~~ x sina2

cos a2'
cosa2

sina3'
sma3

, cos a3'
1 cos a3

, cos g/ __ cos a2' __ cos a3'
1 cos ax ~~ 2 cos a2 ~~ 3 cos a3 '

Ces formules donnent lieu, en vertu des conditions (60, 4), aux deux cas
définitifs suivants :

e 3 '

(60, 8)

•1 —— C o « €o — —~ X,

La seule condition dont on ne s'est pas occupé est S3+8/ S2 = 0. On
trouve pourtant qu'elle est satisfaite identiquement lorsque les paramètres
al9 a2, a3, a/, a2', a3' satisfont aux conditions (60, 8).

Un modèle peut se construire de la même façon que tout à l'heure au
moyen, cette fois, des formules (60, 3), (60, 4), (60, 7), et (60, 8).

61. Résumé des deux Nos. précédents. Exemple numérique. Ce
cas de déformabilité du mécanisme de Kempe sur la sphère est composé
de six angles tétraèdres tous totalement décomposés. Quelques unes de
ses propriétés sont les suivantes :

1. Si a représente la somme de deux dièdres constants ayant le
même axe, et b celle de deux dièdres constants dont l'axe commun se
trouve sur la même diagonale du mécanisme que le premier axe, les
deux sommes a et b sont ou bien égales ou bien supplémentaires,

2, La déformation est algébrique.
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3. Aucun angle tétraèdre ne peut passer de l'une de ses deux
déformations à l'autre au cours de la déformation du mécanisme.

Je n'ai pu pousser mes calculs jusqu'au bout que dans le cas où tous les
corps s'aplatissent. Dans ce cas-là le mécanisme dépend de quatre con-
stantes arbitraires.

Pour avoir un exemple numérique, je me donne trois paramètres av a2,
a3 assujettis à satisfaire aux conditions (59, 10) et (59, 11). Soient

(61,1) = f̂, sina2=f,

sma9 =

cos a± = T
8
T, cos a2 — 5, cos az = § f,

Soit en outre p2 = § | .
Il vient, d'après les formules (59, 12),

f . , 11V(321) . , V( 4 5 1 )
(61,2) 221

I cosa/ =A#£, cosa2' =i?

Les formules (59, 9) donnent les valeurs suivantes pour les angles a :

* sin a31 = sin a n = 0,936000 cos a31 = cos a n = 0,352000

sina41 = sina21 = 0,975861+ oos a41 = cosa21 = 0,218391

sina22 = sina12 = 0,997206+ cosa22 = cosa12 = 0,074693+

sina42 = sina32 -= 0,715294 cosa42 = cosa32 = 0,698823 +

sina43 = sina13 = 0,152941 cos a43 = cos a13 == 0,988235 +

sina33 = sina23 = 0,144890+ cosa33 = cosa23 = 0,989447 +

sina34 = sina14 = 0,532074+ cos a34 = cos a14 = 0,846697 +

sin a44 = sin a24 = 0,600000 cos a44 = cos a24 •= 0,800000

sina25 = sina15 = 0,978823+ cos a25 = cos a15 — 0,204706

sina45 = sina35 = 0,649138+ cos a45 = cos a35 = 0,760670 +

sina46 = sina18 = 0,884075 cosa46 = cosa16 = —0,467345+

sina36 = sina26 = 0,905882+ cosa36 = cosa26 = —0,423529+

Tel est le mécanisme qui correspond aux constantes arbitraires données
par (61, 1).

(61, 3)
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Chapitre VII.

OCTAEDRES A UN OU A DEUX SOMMETS IMPROPRES.

62. Enoncé du problème. Au chapitre précédent j'ai étudié les cas
où toutes les chaînes de quatre corps du mécanisme représenté par la
figure (1, 1) sont des angles tétraèdres à sommet commun. Au premier
chapitre j'ai fait remarquer que les seuls autres cas de déformabilité de ce
mécanisme, tant que toutes ses chaînes de quatre corps sont des angles
tétraèdres, étaient des octaèdres articulés dont M. Bricard a fait et achevé
l'étude. J'ai également fait remarquer que le cas où toutes les chaînes de
quatre corps seraient des quadrilatères plans avaient été complètement

III

étudié par Darboux. Il reste à examiner les cas où il y aurait des angles
tétraèdres et des quadrilatères plans mélangés dans le même mécanisme.

Si deux des trois chaînes qui entourent un corps étaient des quadrilatères
plans, la troisième aurait déjà deux de ses axes parallèles, et ne pourrait
donc pas être un angle tétraèdre. Cela fait que deux chaînes ayant un
axe en commun ne peuvent pas être toutes les deux des quadrilatères
plans. Le nombre de quadrilatères plans du mécanisme ne peut donc pas
dépasser detix, et s'il y en a deux, ceux-ci n'auront pas d'axe commun.
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II est clair que les trois axes d'un corps qui est entouré de deux angles
tétraèdres et d'un quadrilatère plan doivent être dans un plan. En effet
celui des trois axes qui ne fait pas partie du quadrilatère plan rencontre
les deux axes parallèles, et doit par conséquent se trouver dans leur plan.

D'autre part, quatre angles tétraèdres qui ont chacun un axe en commun
avec un quadrilatère plan doivent avoir des sommets distincts, chaque
sommet étant sur un axe différent du quadrilatère plan. Il en résulte
que tous les corps du mécanisme doivent s'aplatir quand celui-ci est composé
d'un ou de deux quadrilatères plans et de cinq ou de quatre angles
tétraèdres. En effet, deux des trois axes de chaque corps rencontrent le

Kg. 62, 2.

troisième en des points différents tout en se rencontrant, s'ils ne sont
parallèles. Dans les deux cas il faut que les trois axes soient situés dans
un plan. Les seuls mécanismes composés d'angles tétraèdres et de quadrilatères
plans mélangés sont donc des octaèdres à un ou à deux sommets impropres.
On voit les schémas de ces deux cas aux figures (62, 1) et (62, 2), la
notation des angles et des dièdres étant toujours celle de la figure (47, 1).

63. Aplatissement des corps. Comme l'angle de deux droites est
indépendante de la distance qui les sépare, toute l'analyse du chapitre
précédent s'applique encore aux mécanismes du chapitre présent.
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Cependant, certaines formules trouvées précédemment ne se présenteront
dans l'analyse actuelle que sous une forme limite ; d'autres disparaîtront
par suite d'être satisfaites identiquement. Enfin, de nouvelles constantes,
qui représenteront les longueurs portées sur les arêtes de l'octaèdre,
s'introduiront. Je conserve donc tous les résultats acquis au chapitre
précédent.

On a vu tout à l'heure que les trois axes de chaque corps devaient
être situés dans un plan et que leurs points de rencontre devaient être
distincts. Il s'agit de trouver la forme limite des équations (38, 2) qui
convient à ce cas.

Evidemment chacun des dièdres yl3 du chapitre précédent est maintenant
égal soit à 0 soit à TT. Soient

b2l == S22 = = b23 = = I5

où s3jp, 531/p, s12/p sont de nouvelles constantes. Si je fais tendre p vers
00 pendant que s32, s31, s12 restent finis, les y auront les valeurs voulues,
et les équations (38, 2) se mettront sous la forme

' sina91 sina™ sincuo' y y Y 1
2 1 22 2 3 £21 £22 £ 2 3 = l'

On voit donc que les trois s représentent les longueurs des côtés du triangle
formé par les trois axes du corps. Ce triangle n'est autre que la face I, II, III
de l'octraèdre (figure 62, 1). On voit sur cette figure que j'ai donné à
chaque longueur s les mêmes indices que ceux des cosinus directeurs
l, m, n dont je me suis servi au No. 37 On se rappelle que l'ordre de ces
indices est indifférent.

Si l'angle tétraèdre III était remplacé par un quadrilatère plan (figure
62, 2), l'angle a23 serait égal soit à 0 soit à 77, et les deux longueurs s31, s32

seraient infinies. Soient

a23^ lim e r j * - . ( l -
s3i->oo L*31

étant une nouvelle constante <jui reste finie lorsque s31 augmente
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indéfiniment. En vertu de celle-ci les formules (63, 2) donnent

S i n a22> £21 a 21+^22 a 22"^ ̂ 23 €(1 — €) JT

Pour que a21 et a22 soient tous les deux compris entre 0 et TT, il faut donc
que 6 = — Ç21 ̂ 22 = — 2̂3- Cela donne en définitive

(63, 3)
£21 a21 + £22 a22 = ( 1 + £23) l77*

r2 3 = 512 sin a22 = s12 sin a2 1

ce qui fait que r23 représente la distance perpendiculaire des deux axes I,
III et II, III, ou, si l'on veut, le côté du quadrilatère plan III.

On n'a plus qu'à étendre ce raisonnement au mécanisme entier. Ceci
peut se faire à vue sans qu'on soit obligé de faire de calcul auxiliaire. On
trouve pour le mécanisme de la figure (62, 1)

£34 a34 "f" £35 a35 H" £33 a 33 — 0, £l5 a 15 + £ l l a l l "+" £l3 a 13 = ^ >

£31 a 31 "4" £32 a32 = ( 1 4~ £30) i77"? £l2 a12"f" £l4 a14 = ( 1 "t" £ie) è77*'

£24 a 2 4 + £25 a25 = ( * + £26) h77'> £45 a 4 5 + £41 a 41 — ( 1 + £40) è77"?

(63, 4)
ai6 = ( l + £ie) i", a26 = ( 1 + C26) in, a36 s ( 1 + £36)

a46 = ( 1 + £40) i77? £l6 £26 £36 £46 = 1 >

£21 £22 £ 2 3 = £42 £44 £43 — £34 £35 £33 = £15 £ n £13 — £31 £32 £36

= = £12 £14 £16=== £24 £25 £26 = = £45 £41 £46 — * >

(63, 5)

' 16

sin a44 sm a42 sin a43 sin a43 sm a12

— °45 ___ ' 26

sm <z35 sm a34 sm a33 sin a33 sm a24

l 35_ _ ' 46

sm <xn sm a15 sm a13 sm a13 sm a45

' 3 6

l sin a22 sm a21 sm a23 sm a23 sm <z31
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et pour celui de la figure (62, 2),

£21 «21 + £22 «22 ̂  ( ! + £23) f77"' £42 «42 + £44 «44 = ( 1 + £43) l77"'

£34 «34+ £35 «35 EE=(1 + £33) i77"' £ l5 a 15+£l l a l l —U + ÉisH7''»

£31 «31+£32 «32 ̂  ( 1 + £30) i77"? £12 «12+£14 «14 ~ ( 1 + £ie) i77"'

£24«24+£25«25=EE(1 + £26) I77"' £45 «45+ £41 «41 ̂  U + £40) ï77"'

«23 = ( 1 + £23) I77*» «43 = ( 1 + £43) Î K

(63, 6)

«36 (̂l + £36)̂ ? « ^ d + U K

«26 = ( l + £26) l77» «46 ^ ( l + £46) i77'^

£21 £22 £23 = = £42 £43 £44 ^ £33 £34 £35 — £ l l £l3 £l5 = = £31 £32 £36

== £12 £14 £16 '=z £24 £25 £26 z = £41 £45 £46 '==z £13 £23 £33 £43

~ £l6 £26 £36 £46 = = 1 '

(63, 7)

/13 _ ,

sina15

sin a21

s i n a ,

' 4 3

12

:-I«L-

sina45'

sina31
5

s i n a 24

L ,sm a42 * sm a12

Les dièdres ƒ} satisfont toujours aux relations suivantes :

°31—V1 b23 b36/ 2 7 r ' P34 1 r33 —z \L '35 ^42/ 2 ^ '

L^O ~£43£l6)i77'

(63, 8)

= ( 1 ~ Cil £34) ^ ( 1 - £24 £4l)

J841+j846 = ( 1 - Î45 £32)

64. Quadrilatère du coude. On pourrait se demander dans quelles
circonstances le quadrilatère articulé dont les arêtes sont les axes (I, II),
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(II, IV), (IV, V), et (V, I) est constamment plan. En ce qui concerne
l'octaèdre représenté par la figure (62, 1), ce problème a déjà été résolu
au No. 11; il faut et il suffit que l'angle tétraèdre I I I soit eontre-
parallélogrammatique, et que s31 = sM et s32 = «s35. En ce qui concerne
l'octaèdre représenté par la figure (62, 2), il faut une nouvelle analyse.

Une condition nécessaire et suffisante pour que l'énoncé ait lieu est
évidemment

= 0h, ht

ra12

% 2

^24

m24

à tout instant. Ce déterminant développé selon les règles (37, 1) donne,
puisque y23 = (l~Ç23)i77,

(64,1 ) sin a n sin a22 cos a42 sin j821+sin a n sin a42 cos a22 sinj821 cos /?12

+s in a42 sin a21 cos a n sin/312

+s in a42 sin a u cos a21 sin j612 cos j821 = 0.

Il s'agit ensuite d'identifier l'équation (64, 1) avec celle qui lie j812 à
/321 au cours ordinaire de la déformation du mécanisme. Cette opération
est peu commode avant qu'on n'ait déduit toutes les conditions de dèfor-
mabilité du mécanisme. Je reviendrai là-dessus ultérieurement.

65. Deux cas à résultats négatifs. Je commence par me débarrasser
des mécanismes du chapitre précédent qui ne donnent pas lieu à un octaèdre
du genre de celui qu'on est en train d'étudier.

Le premier mécanisme (No. 48) ne donne rien ici. En effet, les relations
du type

cos a21 cos a22—cos a23 = 0

ne sont compatibles ni avec (63, 4) ni avec (63, 6). Il est vrai que cette
difficulté ne se présenterait plus, si l'on échangeait entre eux les rôles
des angles tétraèdres I et III, car on aurait alors

cos a22 cos a23—cos a21 = 0,

ce qui est compatible avec (63, 6). Cependant, dans cette nouvelle dis-
position, il faudrait en outre que les angles a43 et a33 fussent droits, ce qui
est impossible, parce qu'on a déjà supposé qu'ils fussent égaux respective-
ment à (l + £43) \-n et à (1 + Ç38) \n. On peut donc exclure ce cas.
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Le quatrième mécanisme (No. 54) ne donne rien non plus. En effet,
les relations

cos2 a13 = cos2 a33 = cos2 a16 = cos2 a36,

COS2 a 2 3 = c o s 2 a 4 3 = COS2 a 2 6 = COS2 a 4 6

exigent, si la chaîne VI est un quadrilatère plan, que la chaîne I I I en
soit un aussi. Alors, les équations

a21 == a31, £21 a21-f£22 a22 = ( 1 + £23) I77"' £31 a3i+£32 a32 -= ( * + £30) I77*'

a44 = aU> £l2 a12 + £l4 a14 = ( ! + £ie) l77"' £42 a42 + £44 a44 = ( l + £43) l77"'

donnent a22 == £36 £23 a 3 2 + ( 1 — £23 £36) |TT,

a42 == £l6 £43 a 1 2 + ( * £l6 £43) "27r?

ce qui fait que l'angle tétraèdre II se décompose partiellement. Cela
voudrait dire que le système fondamental d'équations appartenant au
groupe I, II, III est composé de trois équations toutes partiellement
décomposées. On se rappelle (No. 36) qu'un tel système ne peut pas
être poristique dans les hypothèses de ce problème. Le cas est donc exclu.

On pourrait espérer un résultat positif si, au lieu de partir d'un quadri-
latère plan bi-isoscèle à la place d'un angle tétraèdre bi-isogone, on partait
d'un quadrilatère plan circonscriptible à la place d'un angle tétraèdre
de même nature. Il n'en est pourtant rien. En effet, je suppose que ce
soit l'angle tétraèdre II au lieu de l'angle tétraèdre VI qui soit remplacé
par un quadrilatère plan. Les relations (54, 9),

a12 ~ a l o 1 a22 ~ a25' a32 ==z a35' a42 ==z a45

montrent que l'angle tétraèdre V sera également remplacé par un quadri-
latère plan.

Soient, à la manière de (63, 6),

Celles-ci et les formules (54, 7) donnent

a21 = a31 = -"?22 ^42a l l+ (1 + ?22 £42) I77" = —£22 £42 a41+ (i + 2̂2 £42) i77"'

Le cas est donc banal.

66. Septième mécanisme. Quatre angles tétraèdres et deux
quadrilatères plans tous irréductibles. Lorsque l'angle tétraèdre VI du
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deuxième mécanisme (No. 50) tend vers un quadrilatère plan de la
manière indiquée par les équations (63, 4), les formules (18, 8) donnent

(66, 1) ^1+^16^6+^36^6+^6 76 = °'

Or, en vertu de (50, 10) et de (50, 12), ceci donne

(66, 2) 2^1— £l6a3— ^36^2— 4̂6 73 = °-

L'angle tétraèdre III est donc également remplacé par un quadrilatère
plan, avec

( 6 6 , 3) £1 3 = £16 , £23 = = ^26' £33 = = b36' £43 == b46>

dans la notation des formules (63, 6).
On se rappelle (50, 9) .que tous les couples sont de la catégorie A. Il

faut donc, en vertu de (63, 8) et de (66, 3), que

l3 " £43 = b46 == £l6' £23 = b33 = = £36 = —^26'

(66 , 4) <j 421 = = b44> b22 = = bl5> bl l = b34> b35 = = b42' b31 ~ £l4?

4l2 = = b25> ^24 = = b4lJ b45 " ^32*

Les formules (50, 13) et (63, 6) donnent alors, puisque tous les a sont
compris entre 0 et n,

r

(66, 5)

sin aa = sin ai2 = sin at-4 — sin al5 (i = 1, 2, 3, 4),

cos a n = — £13 cos a12 = —cos a14 = — Ç13 cos a15,

COS a 2 1 = —£23 C O S a22 "^ — C 0 S a24 = = —£23 C 0 S a 25 '

cos a31 = — £23 cos a32 = —cos a34 = — Ç23 cos a35,

COS a41 = — Ç13 cos a42 = —cos a44 = — £13 cos a45.

Si Ton substitue dans celles-ci les valeurs des a en fonction des arguments
elliptiques, on obtient

* Vi = 72+ (! — €) è^i = 74+œv = 75+ (! — €) i^i> *2 = 1,
(66, 6) ^

[ + (1 + S ) i = a4 = a

Les arguments elliptiques de l'angle tétraèdre II et du quadrilatère
plan III s'expriment maintenant en fonction de ceux de l'angle tétraèdre
I de la manière suivante :

72 = 73 =
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ce qui fait que les équations (18, 9) s'écrivent comme suit:

' 3 3

Les formules (50, 13) donnent à la limite,

___ f23 ___ r33 ___ r43
f26 r36 r46

Or, pour que ce soit compatible avec (63, 7), et (66, 5), et (66, 7), il faut et
il suffit que

((3(3 g\ 9*13 = T16 __ T23 = T ^ 3 = ^36 ^43 = ^46 ^15 g ^ == ^45

A sin an ~~ B sin a21 B sin a31 J. sin a±x A B
où

Telles sont les conditions auxquelles les longueurs du mécanisme doivent
satisfaire.

De tous les symboles dont les carrés sont égaux à l'unité, le seul qui
subsiste dans les formules définitives est £13. Ainsi, les formules (66, 5)
s'écrivent en définitive

i sin aa = sin ai2 = sin aî4 = sin ai5
(£«=1, » = 1 , 2 , 3,4).

— cos ael = L, cos ai2 = cos a^ = £ cos ai5

Toutes les constantes du mécanisme sont maintenant exprimées en
fonction de m, al9 fiv yv et d'un facteur de proportionnalité par les formules
(66, 8), (66, 9), (66, 10), et (18, 7). Le mécanisme dépend donc de cinq
constantes arbitraires.

Lorsque — l < r a < l , la formule (66,9) se met sous la forme
suivante, dans la notation du chapitre IV :

(66, 11) ^ ( < h _ c ) H ( ^ Z ^ + c 1 ) H 6 1 0 ( J g - 6 1 )
B
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II est évident d'après les équations (66, 8) et (66, 9) que la fonction

/
V

doit avoir le même signe que celui des trois fonctions fa.ilfal9 //jS1//j8l5

f'Yi/fVi qu'on a déjà assujetties à avoir le même signe. Il faut donc que
les quatre quantités al9 bv cv (ax—cx) soient ou bien toutes dans les
intervalles (0, K), (2K, 3K), ou bien toutes dans les intervalles (K, 2K),
(3K, 4K).

Lorsque m> 1, la formule (66, 9) se met sous la forme suivante,
dans la notation du chapitre IV :

(66, 12)
B

H(a1-c1) 'EL{K-a1+c1) Qb^K-bJ '

Comme tout à l'heure, la fonction

a i - r i ) ^ /2H(a1-c1)H(Z-~a1+c1)
^ - r ) V e ( a -

doit avoir le même signe que celui des trois fonctions fajfa-^, fPJfPx,
f'yjfyi <lu'°n a déjà assujetties à avoir le même signe. Il faut donc que
les quatre quantités a1? bv cv (a1—-c^) se trouvent toutes du même côté
du point K.

Pour construire un modèle de ce mécanisme on doit commencer par
construire l'angle tétraèdre I en se donnant m, av bl9 c± de la façon exposée
au chapitre IV. Il convient pourtant de faire attention à la condition
que je viens d'imposer à la quantité (%—Ci). Les angles faciaux des
angles tétraèdres II, IV, etV seront alors donnés par les formules (66, 10).
On n'a plus qu'à calculer les nombres A et B au moyen soit de la formule
(66, 11) soit de la formule (66, 12), après quoi toutes les longueurs du
mécanisme seront données par les formules (66, 8).

Pour trouver les cas, s'il y en a, où le quadrilatère du coude serait con-
stamment plan, on procède de la manière suivante.
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Les deux dièdres j812 et /321 sont liés par une équation qui se déduit de
la troisième des équations (39, 1) et qui s'écrit à la limite comme suit :

(66, 13) v 3 >^? 2 %+^ 3 y 4 3*? 2 +A^^ = 0,

les coefficients étant ceux définis par les formules (12, 5).
D'autre part, on a vu au No. 64 que les deux dièdres en question doivent

satisfaire à l'équation (64, 1), si Ton veut que le quadrilatère du coude
soit plan. Cette équation se met dans le cas présent sous la forme
suivante :

(66, 14)

Pour que le quadrilatère du coude fût constamment plan, il faudrait
que les deux équations (66, 13) et (66, 14) fussent identiques sans se
décomposer, parce que (66, 13) est supposée irréductible. Ceci est
impossible parce que les coefficients de l'une sont justement ceux qui
manquent à l'autre. Il n'existe donc pas de cas du mécanisme actuel où le
quadrilatère du coude soit constamment plan,

67. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Le
mécanisme que je viens de décrire est un octaèdre à deux sommets
impropres. Ses propriétés principales sont les suivantes :

1. Les quatre angles tétraèdres ont leurs angles faciaux corres-
pondants soit égaux soit supplémentaires, les angles faciaux corres-
pondants étant ceux qui ont le même premier indice sur la figure
(62, 2).

2. Les deux quadrilatères plans ont leurs côtés correspondants
égaux, les côtés correspondants étant ceux qui ont le même premier
indice sur la figure (62, 2).

3. Le quadrilatère gauche du coude a ses côtés opposés égaux.

4. Aucune relation ne lie ni les constantes du même angle
tétraèdre ni celles du même quadrilatère plan.

5. Les quatre angles tétraèdres et les deux quadrilatères plans
ont tous le même invariant.

6. La déformation de l'octaèdre est de genre un.

7. Le nombre des constantes arbitraires est de cinq.
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(67, 1)

Pour avoir un exemple numérique de ce mécanisme, je prends pour
l'angle tétraèdre I celui du No. 35. On aura, moyennant les formules
(66,5),

sin a n = sin a12 = sin a14 = sin a15 = 0,720562

sin a21 = sin a22 = sin a24 = sin a25 = 0,967784 +

sin a31 = sin <z32 = sin a34 == sin a35 = 0,552146 +

sin a41 = sin a42 = sin a44 = sin a45 = 0,448415 +

c o s a u = £ cosa12 = —cosa14= £ cosa15 = —0,693390+

cosa21= £ cosa22= — cosa24 = £ cosa25 — -—0.251780

cosa3 1= £ cosa32= —cosa34= £ cosa35 = —0,833747
/

. cos a41 = £ cos a42 = —cos a44 = £ cos a45 = —0,893825+
Je laisse indéterminé le symbole £ dont le carré est égal à l'unité. On a
vu que sa détermination est arbitraire.

Les formules (66, 11) donnent les valeurs proportionnelles des longueurs
du mécanisme quand on y substitue les valeurs des fonctions Eta et Thêta
données par (35, 3). On trouve ainsi

(67, 2) 7*13 = 7*16

499013
r23 — T'26

r33 — T'36 ^43 = 46
434670 247990+ 310542

— °15 ~~ Ö24 — S
45

692532+ 449139

68. Huitième mécanisme. Deux angles tétraèdres irréductibles
à plans diagonaux perpendiculaires, deux angles tétraèdres bi-
isogones, et deux quadrilatères plans bi-isosceles. Ce mécanisme
découle du cas de déformabilité du système sphérique de Kempe donné
par le No. 52. Cependant, afin d'avoir un octaèdre plus maniable, je
remplace les hypothèses (43, 1) et (43, 10) par (43, 14) et (43, 15). La
notation est toujours celle des figures (62, 1) et (62, 2).

Soient

(68, 1)

a n + a 2 1 = 77, a13 — a23, cos a12 COS <z22—cos a32 CO8o42 = 0,

= ^ a33 = C O S a 2 2 ~ 23
C 0 S a21 =

tga22 ___ tga21

L'élimination de a22 entre les deux équations

ços a23 cos an—cos a22 = 0, £gl a21+^22 a22+^23 a 3̂ = 0?
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donne sin a23 sin a21 = 0,

ce qui fait que l'angle tétraèdre I I I est remplacé par un quadrilatère
plan. Cette relation fait voir également que ce ne pourrait pas être l'angle
tétraèdre irréductible à plans diagonaux perpendiculaires qui joue le rôle
de celui qui est remplacé par un quadrilatère plan. De plus, on y Toit
la raison pour laquelle le cas actuel ne se présente pas dans la théorie des
octaèdres à sommets tous propres, dont M. Bricard a fait l'étude complète.

On se trouve ramené par là au mécanisme de la figure (62, 2) et des
formules (63, 6). Soient, à la place des formules (68, 1),

(68, 2)

a 3 i + a 4 i = w> = 77, r3 3 = rr43,

' 1 6

r36 = r
46,

tga2

COS a 1 2 COS a 2 2 — c o s <z32 COS a 4 2 = 0,

COS a 1 5 COS a 2 5 — COS a 3 5 COS a 4 5 = 0 ,

tga2 1 t g a 4 2 _ t g q 4 4 t g a 3 4 _ t g q 3 5 t g q 1 5 _ t g a 1 1

tgq32 tga3 1 ' tgq12 tga1 4 ' tgq24 tgq25 ' tgq45 tga41 '

a25 =
a 3 5

^ ^ = ^
ga42 £43r43' tgq12 £16r16' tgq45 £46r46' tga1 5 Ç13r18'

Les formules de l'avant dernière ligne de (68, 2) deviennent, en vertu
de (63, 6),

(68, 3) £ __ Y Y __ __ Ç J = Ç ,

ce qui est parfaitement compatible avec (43, 15) et (63, 8).
Les équations

cos q13 = cos q23 = = — Ç23, cos q33 = cos q43 = — J88 = —

cos q36 = cos q46 = — £36 = —

(68, 4)

cos q16 = cos q26 — — £16 = —• ̂

donnent, moyennant (68, 3),

[ ^13 = = b23 = = b46 ~ b3

t bll = b21 = = ^34 "^ b4

et l'on sait d'après des relations analogues à (43, 15) et d après (63, 8) que

b22 = = bl5> b32 ~ b45> b42 r r = ^35' ^12 "^ b25'

Telles sont les relations auxquelles les £ du mécanisme doivent satisfaire.

y y y y
b33 — ^43 — b26 bl6?

b31 = = b41 = = bl4 ^ b24>
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Tous les a s'expriment maintenant en fonction de ceux de l'angle
tétraèdre II de la manière suivante :

sin a15 = sin <xn = sin a21 = sin a22,

sin a25 = sin a24 = sin au = sin a12,

sin a35 = sin a34 = sin a44 = sin a42,

sin a45 = sin a41 = sin a31 = sin a32,

COS a 1 5 = — £1 3 c o s a n = £1 3 COS a 2 1 = —COS a2 2 ,

cos a25 = — £16 cos a24 = £16 cos a14 = —cos a12,

cos a35 = — Ç16 cos a34 = £16 cos a44 = —cos a42,

cos a45 = — £/13 cos a41 = £13 cos a31 = — cos a32.

Les longueurs du mécanisme doivent satisfaire à (63, 7) et aux équations
de la dernière ligne de (68, 2). En vertu de (68, 4) et de (68, 5) toutes ces
équations se réduisent aux suivantes :

(68, 5)

/AQ A\

' 13 — ' 23 '33 — '43
cos a42 413 416 sm a42 cos a22 £13 £16 s m a12 cos a22

r36 = = ^46 ^12 = = ^15 524 === ̂ 45
sin a32 cos a42 cos a42 £16 £13 cos a22 '

Pour que toutes les longueurs soient positives, il faut évidemment que
£i3 e^ Ci6 soient déterminés de façon que

(68, 7) £13 £16 cos a12 cos a32 > 0.

Pour construire un modèle de ce mécanisme, on n'a qu'à se donner quatre
arguments a12, a22, a32, a42 compris entre 0 et TT, et tels que

cos a12 cos a22—cos a32 cos a42 = 0.

On doit se donner ensuite deux quantités £13 et £16 dont les carrés soient
égaux à l'unité et qui satisfassent à la relation (68, 7). Tous les angles
faciaux des quatre angles tétraèdres seront alors donnés par les formules
(68, 5) ; après quoi, les longueurs du mécanisme seront données à un
facteur de proportionnalité près par les formules (68, 6). Le mécanisme
dépend ainsi de quatre constantes arbitraires.

Je vais démontrer maintenant que le quadrilatère du coude est constam-
ment plan. En effet, l'équation (64, 1) s'écrit dans les conditions
actuelles sous la forme suivante :

(68, 8) (cota42—cota22)^f2+2^13 cota22^12^31+(cota42-)-cota22) = 0.
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D'autre part, la dernière des équations (43, 14) s'écrit à la limite,
grâce à (63, 8) et à (68, 4), comme suit :

En vertu de la relation
£ l 6 i 3 _ £ l 3 3
cot <x42 cot a22

qui fait partie du système (68, 2), les deux équations que je viens d'écrire
sont identiques. Le quadrilatère du coude est donc constamment flan.

69. Résumé et exemple numérique du No. précédent. L'octaèdre
que je viens de décrire est composé de deux angles tétraèdres irréductibles
à plans diagonaux perpendiculaires, n'ayant aucun axe en commun, de
deux angles tétraèdres bi-isogones à angles supplémentaires, et de deux
quadrilatères plans bi-isoscèles. Ses propriétés principales sont les
suivantes :

1. Les angles faciaux des deux angles tétraèdres irréductibles
sont supplémentaires un à un.

2. Le quadrilatère du coude est bi-isoscèle et constamment plan.
3. La déformation est de genre un,
4. Le nombre des constantes arbitraires est de quatre.

Pour avoir un exemple numérique je me donne les quantités suivantes,
comme il a été expliqué plus haut. Soient

cos a12 = | , cos a22 = \, cos a32 = •£, cos a42 = £, £13 = £16.

Cela me donne

sin a15 = sin a n = sin a21 = sin a22 = | <y/2 = 0,942809

cosa15= —£i3 c o s a u = £13 cosa21= —cosa22 = — \~ — 0,333333 +

sina25 — sina24 = sina14 = sina12 = J<y/(15) == 0,968246

cosa2 5= — î3 cosa24= Ç13 COSa14= — COSa12= — \~ —0,250000

sina35 = sina34 = sina44 = sina42— J V(^^) = 0,986013 +

cos a35 = — Ç13 cos a34 = Ç13 cos a44 = — cos a 4 2 = — J = —0,166666 +

sin a45 = sin a41 = sin a31 = sin a32 = \ -y/3 = 0,866025 +

cos a45 = —Ci3 c o s a4i = Ci3 c o s a3i = ~cos a32 = — | — —0,500000

157135 328671 322748 + 144337+ 166666+ 333333+ '

Je laisse indéterminé le symbole £ 3̂.
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70. Neuvième mécanisme. Deux angles tétraèdres et deux quad-
rilatères plans, tous irréductibles, et deux angles tétraèdres totalement
décomposés. Les prochains octaèdres à considérer sont ceux qui découlent
de l'analyse des Nos. 56 et 57. Pour le cas actuel c'est celle du No. 57
qui a l'avantage de donner l'octaèdre le plus maniable. On se rappelle
que j'ai renuméroté les angles faciaux des angles tétraèdres V et VI aux
Nos. 56 et 57. Aux figures (70, 1) et (70, 2) on voit ce nouveau numérotage
sur les octaèdres à un et à deux sommets impropres. Je ne pense pas
qu'il y ait besoin que je récrive les formules du No. 63 ; elles se modifient
facilement à vue. Il y a pourtant lieu de se rappeler que les £ du No. 63
sont affectés des indices des y de la figure (56, 1) et que ceux-ci ne
correspondent plus à ceux des a qui leur sont opposés dans leurs corps.

V
Fig. 70, 1.

Ainsi les valeurs limites des angles faciaux de l'angle tétraèdre VI sont

données par

cos a16 = — £36, cos a26 = — £46, cos a36 = — £16, cos a46 = — £26,

ce qui fait que

Mais en vertu de (57, 2) et de (57, 10), ceci donne

ï w l + e l ' ^36a3+€ l ' £l6 03+ € l ' 2̂6 73 = 0.

L'angle tétraèdre I I I est donc remplacé par un quadrilatère plan, avec

(70, 2) ln = €X' £23, £26 = €X' Ç43, £36 = ex' Çw, £4Q = ex' C23?
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parce qu'on a forcément

(70, 3) K

L'octaèdre a ainsi deux sommets impropres.
En vertu de (57, 1), de (63, 8), et de (70, 2) les £ du mécanisme satisfont

à

j S43 ~ €1 b33 ~ e l b26 = bl6? £46 = €1 £36 = €1 b23 === —£l3>

=== b44> b l l ,—> = = 4*24' ^31 ~

Les formules (57, 11) et celles qui sont analogues à (63, 6) donnent
maintenant

sin a15 = sin a14 = sin a34 = sin a12,

sin a25 = sin <x41 = sin a21 = sin a22,

sin a35 = sin a31 = sin a n = sin a32,

sin a45 = sin a24 = sin a44 = sin a42,
(70, 5)

COS a 1 5 — cos a14 = ~ cos a34 = — ex ' COS a12,

cos a25 = £13 cos a41 = — £18 cos a21 = — e^ cos a22,

cos a35 = Ci3 cos a3 1 = — Sis c o s a n = ~~ e i ' c o s a32>

t COS a 4 5 = COS a 2 4 — —
44

— — e{ COS a
4 2 .
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Les arguments constants du quadrilatère plan III s'expriment main-
tenant en fonction de ceux de l'angle tétraèdre II au moyen des formules
(57, 2) et (70, 3) de la façon suivante :

(70,6) fiz^a^ y 3^y 2 , az~ £13 [£i6y2—ei'£i6a2—i^J,

ce qui fait que

hz= — ̂ îsfih^i—(^i a2~ 72)1' / ' a 3 = —£ief Cè^i—(ei'aa—y2)].

Les équations analogues à (63, 7) se réduisent, en vertu de (70, 5), à

sina22 sina32' 24 sina42 sina12'

r* ' 1 3

sma12 sma42
 xo sma32 sma22

Mais, d'après les équations (57, 11), on a

r i 6 __ T26 __ ^36 __ ^46

XO âO OO 4u

ce qui fait que

26 _ r i 3 — rlfi « _ o __ r33
—— O o J o i K T~

o — o — 23 26 _ i3 lfi « _ o __
12 15 sm sm 24 45sma22 sma32 «* *° sma12 sma42

Enfin, les équations (18, 9) permettent d'écrire celles-ci sous la forme
suivante :

(70 7) rl3 = rl6 _ r23 = r2fi _ r33 = r36 = =
 f43 = r46 = ^12 = g15 ̂  ^24 = g45

^ ' ' u4 sin a32 A sin a22 5 sin <z12 J5 sin a42 J. B '

où

Les formules (57, 9) sont remplacées par (70, 5). On se rend compte
facilement que les deux systèmes sont compatibles.

Quand — l < m < l , la formule (70, 8) s'écrit dans la notation du
chapitre IV de la manière suivante :

H ( c a - e x ' a 2

J5
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Les formules (70, 7) font voir que la fonction

doit avoir le même signe que celui des trois fonctions / 'a2 / /a2 , /'j32//j82,
f'ydfy% qu'on a déjà assujetties à avoir toutes les trois le même signe.
Ceci veut dire que si £13 = £16, la quantité (c2—€±' a2) doit se trouver dans
les mêmes intervalles que a2) b2, c2, et que si £13 = —Ç16, elle doit se
trouver dans les intervalles contraires.

Quand m > 1, la formule (70, 8) s'écrit dans la notation du chapitre
IV de la manière suivante :

(70, 10)

B

Comme tout à l'heure, la fonction

2—€1
/g2)H(jr~-c2+€i/a2)

2-^a2) Q(K~c2+e/a2)

doit avoir le même signe que celui des trois fonctions /'a2//a2? f'fizl
ffy2/fy2, qu'on a déjà assujetties à avoir le même signe. Ceci veut dire que
si £13 = £16, la quantité (c2—e^ a2) doit se trouver du même côté du point
K que a2, 62, c2, et que si £l3 = —£16, elle doit se trouver du côté opposé.

Pour construire un modèle de ce mécanisme on commence par se donner
m, a2, è2, c2, et l'on procède à la construction de l'angle tétraèdre II de la
manière exposée au chapitre IV. On se donne ensuite les deux symboles
£i3 e^ £i6 d°n t les carrés sont égaux à l'unité, et qui satisfont à la condition
que je viens d'imposer relativement à la valeur de (c2— e/ a2), (où le signe de
€x' est arbitraire). Les valeurs des angles faciaux des autres angles
tétraèdres seront alors données par les formules (70, 5). Pour avoir les
longueurs il faut d'abord calculer la valeur du rapport A: B au moyen
soit de (70, 8) soit de (70, 9), après quoi les valeurs des longueurs seront
données à un facteur de proportionnalité près par les formules (70, 7).
Comme ce facteur reste arbitraire, le mécanisme dépend de cinq constantes
arbitraires.

Le quadrilatère du coude ne peut pas être constamment plan. En effet,
le quadrilatère plan III étant supposé irréductible, les variables tl2 et tu
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sont liées par une équation doublement quadratique, dans laquelle ne
figurent que les puissances paires. D'autre part t12 et t21 ne figurent à
l'équation (64, 1) que par les puissances impaires. Il est donc impossible
que ces deux équations soient identiques.

71. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Cet octaèdre
à deux sommets impropres est composé de deux angles tétraèdres irré-
ductibles, n'ayant aucun axe en commun, de deux angles tétraèdres
totalement décomposés et de deux quadrilatères plans irréductibles.
Ses propriétés principales sont les suivantes :

1. Les angles faciaux correspondants des deux angles tétraèdres
irréductibles sont ou JDien égaux ou bien supplémentaires, les angles
faciaux correspondants étant ceux des angles tétraèdres II et V de
la figure (70, 2) qui ont le même premier indice sur cette figure.

2. Les côtés correspondants des deux quadrilatères plans sont
égaux, les côtés correspondants étant ceux des quadrilatères plans
III et VI de la figure (70, 2) qui sont affectés du même premier indice
sur cette figure.

3. Aucune relation ne lie ni les constantes du même angle tétraèdre
irréductible, ni celles du même quadrilatère plan.

4. Le quadrilatère gauche du coude est bi-isoscèle, les axes apparte-
nant au même angle tétraèdre totalement décomposé étant égaux.

5. Les deux angles tétraèdres irréductibles et les deux quadrilatères
plans ont tous le même invariant.

6. La déformation du mécanisme est de genre un,

7. Le nombre des constantes arbitraires est de cinq.

8. Au cours de la déformation du mécanisme chacun des deux
angles tétraèdres totalement décomposés conserve sa déformation
initiale.

Pour avoir un exemple numérique de ce mécanisme je prends pour
l'angle tétraèdre II celui du No. 35. Puisqu'alors

il est évident, d'après la remarque qui suit la formule (70, 9), qu'on doit
poser £13 = —£16 quel que soit le signe de e/. Je pose e/ = — 1.
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Les formules (70, 5) donnent alors

sin a15 = sin a14 = sin a34 = sin a12 = 0,720562

cosa15 = £ cosa14 = — £ cosa34 = c o s a 1 2 = — 0,693390 +

sin a25 = sin a41 = sin a21 = sin a22 = 0,967784 +

cosa25 = £ cosa41 = —£ cosa21 = cosa22 = —0,251780

sin a35 = sin a31 = sin a n = sin a32 = 0.552146+

c o s a 3 5 = £ c o s a 3 1 = — £ c o s a n = cosa32— —0,833747

sin a45 = sin a24 = sin a44 = sin a42 = 0,448415 +

c o s a 4 5 = £ c o s a 2 4 = — £ cosa44-= cosa42— —0,893825 +

Je laisse indéterminé le symbole £ dont le carré est égal à l'unité et dont la
détermination est arbitraire.

Fig. 72, 1.

Quand on introduit dans les formules (70, 8) les valeurs des fonctions
Eta et Thêta données par les formules (35, 3), on obtient pour les longueurs
du mécanisme les valeurs suivantes

' 13 - Lie -_ — r\26 ' 3 3 • ' 36

352796 618369-

'46 °12 '
314880+ 195954+ 638954 436993'

72. Dixième mécanisme. Deux parallélogrammes n'ayant aucun
axe en commun, et quatre angles tétraèdres irréductibles. Comme le
mécanisme précédent, celui-ci découle de l'analyse des Nos. 56 et 57. Au
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lieu de faire tendre des angles tétraèdres irréductibles vers des quadrilatères
plans, je vais commencer cette fois par faire tendre un angle tétraèdre
totalement décomposé vers un quadrilatère plan. La notation est encore
celle de la figure (56, 1). On se rappelle que les indices des dièdres y (et
par conséquent ceux des £ dans les cas des octaèdres) ne correspondent
plus toujours à ceux des angles faciaux a qui leur sont opposés dans leurs
corps. La nouvelle disposition des octaèdres est indiquée schématique-
ment aux figures (72, 1) et (72, 2).

J'adopte l'analyse du No. 56, et je fais tendre l'angle tétraèdre IV
vers un quadrilatère plan. On aura

(72, 1)

^34 = r14> riî = r24» C O S a34 = C O S a14 = ~ ^34 = ~ £l4>

cos a44 = cos a24 = — ̂ 44 = — £24, cos a43 = — Ç44 cos a42,

COS a 1 2 = — t u COS a3 6 , COS a 4 6 = — £2 4 COS a 4 5 ,

cosa15= — £34cosa33.

Ceci donne, en vertu de (18, 7), de (56, 3), de (56, 13), et de (56, 18),

(72, 2)
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D'autre part, la considération de 84 donne

4—€ i r ,24 ^
4 Sin(a14-a24) Çl4

Je suppose d'abord que c'est le premier facteur de la première des
équations (72, 2) qui s'annule. Cela donne

(72,3) S 4 - - £ 4 4 , ^ - ^ ^ - 0 , /(ico1-a8) + Sa4/(icü1~i8a) = 0,

et en conséquence, le premier facteur de la seconde des équations (72, 2)
s'annule également.

Si c'est le second facteur de la première des équations (72, 2) qui
s'annule, il faut évidemment que ce soit aussi le second facteur de la
deuxième équation qui s'annule, sans quoi l'évanouissement de son
premier facteur entraînerait celui du premier facteur de la première
équation. Cela donne

b24 ~ £44 = = € l£l4 ~ €1S34>

—72)

le cas où r14 = r24 étant banal. Cependant l'équation

/2(!o>1-A !)+/(a2+y2)/(a2-y2) = 0

est également banale, parce qu'elle donne, moyennant (18, 7), eosa12 = 0.
On sait donc que l'évanouissement des seconds facteurs des équations
(72, 2) ne donne rien d'utile.

En vertu de (56, 2), (56, 10), et (63, 8), les £ du mécanisme satisfont
aux relations suivantes :

(72, 4)

b44 — b24 — €1 4l4 — €1 £34 — b21 — b41 — €1 ̂ 31 — €1 £ll> b23 — b36>

Y Y Y / Y Y Y Y Y Y
V>43 — b l 6 ' b33 — b26> ^13 ~~ b46> ^22 — bl5> ^42 — ^35 '

Y / Y Y
b l 2 — b25' ^32— b45*

L'équation

(72, 5) f(fai-**)+*iZnf(fai-Pi) = 0

entraine ƒ2 a3 = ƒ2 j82,

J 9 fr S; 2 / o x x x - 1 1 c l ° x x x - 2 1 \ ƒ a 3 1
1 \ sm(an —a21) j pp2

Pour que Sx
2 = 1, sans que l'angle tétraèdre I soit losangique (cas

banal), il faut que celui-ci tende vers un parallélogramme. On doit donc
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avoir

(72, 6)

— r31» r21 — e l — bll 2̂1?

cos a41 = cos <x21 = — £21 = — ex £ u , cos a31 = cos a n = — £ u ,

cos a22 = —

cos a25 = —

s m a

cos a
23, cos a13 = — cos a

35,

cos a265 cos a16 = — £ u cos <x32,

1 sin(an—a21)

ce qui fait, en vertu de (72, 5), que

(72,7) a3 = j

Les équations (56, 3) et (72, 7) donnent bien

sina13 sin<x23 sina33 sina43

sina32 sina22 sina12 sina42'

de sorte que les angles faciaux des angles tétraèdres III, V, et VI s'expriment
maintenant, moyennant (56, 18), en fonction de ceux de l'angle tétraèdre
II de la manière suivante :

sin a16 = sin a35 = sin a13 = sin a32,

sin a9R = sin eu* = sin a™ = sin a90,

(72, 8)

X26 23

sm a36 = sm a15 = sm a33 = sm a12,

sin a46 = sin a45 = sin a43 = sin aa46 a45 43 a42 ;

cos a16 = —

cosa26 = —

cos a36 = —

cos a46 = —

cos a35 =

cosa25 =

cos a45 = €1 cos a43 = —a45

cos a13 = — £u cos a32>,

cosa22,

42.43

Les équations (56, 16) se vérifient d'elles-mêmes sans rien apporter
de nouveau.

Les longueurs du mécanisme satisfont aux équations suivantes :

(72, 9) -H
sm a32 sm a12 sma2 2 sma4 2

Les relations 81 = S4 = — ex £u montrent que les deux quadrilatères
plans I et IV sont des parallélogrammes.
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Pour construire un modèle de ce mécanisme on commence par se donner
quatre constantes a12, <x22, a32, a42 comprises entre 0 et TT. TOUS les autres
angles faciaux seront alors donnés par les formules (72, 8). Les formules
(72, 9) donnent les longueurs du mécanisme à deux facteurs de propor-
tionnalité près. Ceux-ci sont arbitraires. Le mécanisme dépend ainsi de
six constantes arbitraires.

Pour trouver les cas, s'il y en a, où le quadrilatère du coude serait
constamment plan, il faut récrire l'équation (64, 1) en se basant sur la
figure (72, 2). Ceci peut se faire à vue sans calcul. On trouve effective-
ment :

(72, 10) sina13 sina22 cos<x32 sinj323+sina13 sina32 cosa22 sinj823 eos/J32

+sin a32 sin a23 cos a13 sin jS32

+sina13 sina32 cosa23 sin/332 eos£23 = 0.

Dans les circonstances actuelles, cette équation se réduit à la suivante :

(72, 11) sina22 cosa32 [SÙIJS^+É! £u sinj331]

+sina32 cosa22 [sinj821 cosj881— e ^ sin/?31 cos/321] = 0.

D'autre part, on sait que t21tsl
= $i = ~~ €i £n> moyennant quoi

sin£31 = - e ^ sin/321, cos/331 = -cos^2 1 .

Les deux accolades de l'équation (72, 11) s'annulent donc toutes
seules, et le quadrilatère du coude est constamment plan.

73. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Cet octaèdre
à deux sommets impropres est composé de quatre angles tétraèdres
irréductibles et de deux parallélogrammes. Ses propriétés principales
sont les suivantes :

1. Les angles faciaux correspondants des quatre angles tétraèdres
irréductibles sont ou bien égaux ou bien supplémentaires, la corres-
pondance étant définie par les formules (72, 8) et la figure (72, 2).

2. Aucune relation ne lie les constantes du même angle tétraèdre.

3. Les quatre angles tétraèdres ont tous le même invariant.

4. La déformation est de genre un,

5. Le nombre des constantes arbitraires est de six.

6. Le quadrilatère du coude est constamment plan, et a ses côtés
opposés égaux.
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Pour avoir un exemple numérique je me donne arbitrairement les quatre
constantes suivantes :

(73, 1)
sin a12 = f, sin a22 = sin a32 == sin a42 = §f= §f
COS a12 = | , cos a22 = T

5^, cos a32 = T
8

Y, cos a42 = ^ .

Comme il a été expliqué plus haut, cela me donne le mécanisme
suivante :

sin a15 = sin a36 = sin a33 = sin a12 = § = 0,800000

sin a25 = sin a26 = sin a23 = sin a22 = i | = 0,923077

sin a35 = sin a16 = sin a13 = sin a32 = i f = 0,882353

sin a45 = sin a 4 ^= sin a43 = sin a42 = | 4 — 0,960000

X cos a15 = — £ u cos a36

= — €X £ u cos a33 = cos a12 = f — 0,600000

(73, 2)

COS a 2 5 = cos a26

a22
= 0,384615+= — ex Ç1X cos a23 = cos a

= — SuCOSa1 6

= — ex ̂ n cos <x13 = cos a32

COS <Z45 = — Ç u COS <X46

= — ex Çn cos a43 = cos a42 = ^ - = 0,280000

= T
8
T = 0,470588

300 325

Je laisse indéterminés les deux symboles €1? t,xl dont les carrés sont
égaux à Funité, ainsi que les deux facteurs de proportionnalité nécessaires
à la détermination complète des longueurs.

74. Onzième mécanisme. Un contre-parallélogramme et cinq
angles tétraèdres totalement décomposés. Ce mécanisme découle
soit de l'analyse du No.59 soit de celle du No. 60. J'adopte celle du No. 60
parce qu'elle a l'avantage de donner l'octaèdre le plus maniable. La
notation est de nouveau celle de la figure (62, 1).

Je suppose que la chaîne VI soit un quadrilatère plan, et que les corps
s'aplatissent de la manière définie par les formules (63, 4). On aura, en
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vertu de (60, 1),

b46> b26>

(74, 1)
rl6 € 6 rrl6 €6r26

bl6'26 b26'l6

D'autre part, les formules (60, 2) et (60, 3) donnent

{ Y _ _ Y —Y Y _ _ Y _ _ Y Y _ Y _ _ Y Y _ Y — Y M

*uJL *^MU y ^JQ/ » J.JL *^ J-O ** _LO ^ O O ^O^t i'oO *^fsA ^*iO *^ A A' *

Si Ton introduit les valeurs de a2 et de a2' données par (74, 2) dans les
conditions (60, 4), on trouve

f
£ 2 6 = £ 1 6 = l , sina3 cosax > 0, a j+^^^ ' - f -^ ' ^ 7 7 "?

sin 2a1 < 0, sin a3' cos a / > 0, sin 2a/ < 0,

I sin &31 ]> I sin c^ , | sin a^ | > | sin öt̂ ' |.

Tous les angles faciaux s'expriment maintenant en fonction des quatre
paramètres av a3, ax', as' de la manière suivante :

a n = 77—a3 1 = a 4 2 = a 3 2 = 77— \

a 4 4 = 77—a2 4 = a 2 5 = a 1 5 = a3—C

a 43 E E a 13 E E E 7 r + 2 a l >

a 2 1 = 77—a4 1 = a 4 5 = a 3 5 = 77— (

^ S i l = = : 77 CLTA = CX90 = = CL-\9. '==- Q"k ^

(74, 4)

a34 a22

a 33 — ̂ 3 =

En vertu de (63, 8), (74, 1), (74, 2), et (74, 3) tous les £ du mécanisme
sont égaux à un. Ceci n'a pas d'importance du moment qu'on sait que
toutes les relations auxquelles ils doivent satisfaire sont compatibles les
unes avec les autres.

Quand on introduit les valeurs de a2 et de a2 données par (74, 2) dans
les formules (60, 8), on obtient les deux cas suivants :

(74, 5)

Cas 1

/ ^ _ i

sin ax sin a3 ' r26

Cas 2

COSG^' , COSa3 ' T1Q

cos ax """ € l cos az ' r26 tg«i'
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Les longueurs du mécanisme satisfont aux équations suivantes, qu'on
déduit de (63, 5) en passant par (74, 4) :

? 6 )
sin a21 sin a44 sin a22 sin a15 sin a n sin aM sin a35 sin a42

— ^12 __ ^15 __ ^45

sin a23 sin a24 sin a12 sin a13 sin a23 sin a n

^24

sm a13 sm a21 sm a13 sm a12 sm a21 sm a23 sm a24 sm a u

On vérifie aisément que celles-ci sont compatibles avec (74, 5).
Puisqu'on a toujours

6 26 46
'26 '16

on sait que le quadrilatère plan VI est un contre-parallélogramme.

Pour construire un modèle de ce mécanisme on n'a qu'à se donner trois
constantes av %', a3 assujetties aux conditions (74, 3). a3' sera alors donné
par (74, 5), toute détermination compatible avec (74, 3) étant admissible.
Ensuite les formules (74, 4) donnent tous les angles faciaux du mécanisme.
Finalement, les longueurs sont données à un facteur de proportionnalité
près par les formules (74, 6). Le mécanisme dépend ainsi de quatre constantes
arbitraires. Si l'on adopte le Cas 2 des équations (74, 5), on peut encore
disposer du signe de €x''.

Pour rendre constamment plan le quadrilatère du coude, on n'a qu'à
poser s31 = sM et s23 = s35, parce qu'on a déjà e3 = —1. (cf. 11, 3.) Ceci
donne

sin <x22 sin <z15 = sin a35 sin a42,

sin a21 sin a44 = sin a n sin a34,

ce qui s'écrit également, moyennant (74, 4), sous la forme suivante :

sin a3 sin a± cos ax cos az = 0,

sina3' sin a/ cos a/ cosa3' = 0.
On reconnaît immédiatement que la seule solution non banale, et

compatible avec (74, 3), de ces équations est

(74, 7) cos a3 = 0, cos a3' = 0.

Voilà donc les conditions nécessaires et suffisantes pour que le quadrilatère
du coude soit plan. Les équations (74, 6) montrent qu'il est alors un contre-
parallélogramme,
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Il est évident que seulement le Cas 2 des équations (74, 5) donne un
octaèdre intéressant, quand on veut que le quadrilatère du coude soit plan.

75. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Cet
octaèdre à un sommet impropre est composé de cinq angles tétraèdres
totalement décomposés et d'un contre-parallélogramme. Ses propriétés
principales sont les suivantes :

1. La déformation est algébrique.

2. Le nombre des constantes arbitraires est de quatre.

3. Aucun angle tétraèdre ne peut passer de l'une de ses deux
déformations à l'autre au cours de la déformation du mécanisme.

4. On peut rendre constamment plan le quadrilatère du coude
aux dépens de deux paramètres.

Pour avoir un exemple numérique je me donne trois constantes al9

ax'y <x3 assujetties aux conditions (74, 3). Soient

e i ~ £2 = = e3 ~ —1>

sin ax = —,fe, sin ax' = —T%, sin a3 = f,

cosax = ff, cos a 3 ' = •}§-, cosa3 — § .

Les formules (74, 5) donnent alors

sina3 = 2£

et les formules (74, 4) donnent

sin a42 = sin a32 = sin a31 = sin a n = 0,600000

sina35 = sina45 = sina41 = sina21 = 0,975861 +

sin a44 = sin a24 — sin a25 = sin a15 = 0,936000

sin <x34 = sin a14 = sin a22 = sin a12 = 0,532074+

sina43 = sina13 = 0,537600 sina33 = sina23 = 0,710059

cos <x42 = cos a32 = — cosa s l = c o s a 1 1 = —0,800000

COS a35 = cos a45 = —cos a41 = cos a21 = 0,218391

cos a44 = —cos a24 = cos a25 = cos a15 = 0,352000

cos a34 = — cos a14 = cos a22 = cos ct12 = — 0,846697 +

cos a43 = cos aX3 = —0,843200 cos a33 = cos a23 = —0,704142



OCTAÈDRES À UN OTJ À DEUX SOMMETS IMPROPRES. 159

Les longueurs sont données par les formules (74, 6) comme suit :

o o o o o

#23 634 Ó24 613 635
913406 ~~ 585517 ~~ 524623 ~ 498021+ ~~ 319244+

__ ^15 ^45 __ ^12 __ ^16 ~ ^46 ^26 = = ^36
~ 286043 ~ 426035+ 664615+ 279138+ ~~ 398769

76. Douzième mécanisme. Deux contre-parallélogrammes et
quatre angles tétraèdres totalement décomposés, Cet octaèdre,
comme le précédent, découle de l'analyse du No. 60. Je pars main-
tenant de l'hypothèse que les deux angles tétraèdres III et VI sont
remplacés pai des quadrilatères plans. La notation est celle de la figure
(62, 2).

Soient donc

(76,1)

cos a13 = cos a43 = — £13 = — £43, cos a16 = cos a46 = — £16 = — £46,

cos a23 = cos a33 = — £23 = — £33, cos a26 = cos a36 == — £26 = — £36,

^23 = ^33» ^13 = = ^43' *̂26 = = ^36' ^16 = = ^46'

5̂  r l 3 € 3 r 23 / ƒ £ r l 6 €3 r26 / /
3 — t T l T — l'13e'23J ° 6 — Y r Y r —^26^46'

Puisque tous les dièdres yl3 du mécanisme du No. 60 sont nuls, les
formules (63, 8) donnent

bl6 ~ b46 = = M3 = = £l3> ^36 = = b26 == ^33 = = ^23*

D'autre part, les formules (60, 3) donnent dans les circonstances actuelles

i a43 = a13 = a\ — a2 = (l + £u) i77' a26 = a36 = ai + a2 = (^ + ^2s) I7 7 '
f

a33 = a23 = <*>î—a2 = ( l + W I7 7 ' a46 = a16 = al +a2 = ( i + ^is) l7 7 '

ce qui fait que

I s in^ cosa2 = sina2 cosat = sina/ cosa2' = sma2' cos a / = 0,

cosax cosa2 = —1(̂ 13+^23) = cos a / cosa2',

sinax sina2 = 1(̂ 23— 1̂3) = —sina/ sina/.

En vertu des conditions (60, 4), les équations (76, 3) ne peuvent être
satisfaites autrement que par

% — sin a2 = sin ax
f = sin a2' = 0»
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Je pose donc

= ^ 2 3 = i ? s ina 3 >0 , s ina 3 ' >0 ,

(76, 4)] r -€ r r * r
% r13 €3 r23 __ / ƒ 5 _ r16~~~€3r26

v — t13e'23> ° 6 — ~ ~

Les formules (60, 3) se mettent maintenant sous la forme

f «31 = 77>~-aH — 7T—a42 = ^—a32 — a44 = 77"~a24 =: a25 = a15 = a3,

(76, 5) i a41 = 7r—a21 = a 2 2 ^ a 1 2 = a34 = 7r—a14 = 7T—a45=Ei7r—a35 = ei3',

L a13 = a23 — a 33 = a43 = a16 = a26 = a36 == a46 = 7T'

Le Cas 2 des équations (60, 8) peut être rejeté, parce qu'il entraîne
cos a3' = e±' cos as, ce qui rend losangiques tous les angles tétraèdres du
mécanisme. Les équations du Cas 1 deviennent

(76,6) ^ = - € 3 , ^2= — 1 ? 36=^3§3'

Les formules (63, 6), (63, 8), et (76, 5) seront toutes compatibles si
l'on pose tous les Ç du mécanisme égaux hun.*

Je considère en premier lieu le cas où e3 = — 1. Le cas où e3 = 1 fera
l'objet du No. 78.

Si l'on substitue dans S6 = -~S3 les valeurs de S3 et de S6 données par
(76, 4), on obtient

^13^16-^23^26 = 0 -

Ceci donne, en vertu de (63, 7) et de (76, 1),

/va rj\ ri3 ~ r43 ~ r26 ~ r36 r23 = r33 = r16 = r46

(76, 7) - i ï ^ - - g ^ - , - *12 - su - 545 - «15.

Puisque S3 = - S 6 = ^ 1 3 + ^ 2 3 = tlz t23 = -t26 t
r23 r13

r 1 3
26 té6,

on sait que les deux quadrilatères plans III et VI sont des contre-
parallélogrammes .

Pour construire un modèle de ce mécanisme on n'a qu'à se donner deux
arguments a3 et a3' compris tous les deux entre 0 et TT. TOUS les angles
faciaux seront alors donnés par les formules (76, 5), et les longueurs, à
un facteur de proportionnalité près, par les formules (76, 7). Celui-ci
est arbitraire. Le mécanisme dépend ainsi de trois constantes arbitraires.

Ce signe sert à marquer un rerrvoi ultérieur,
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L'équation (64, 1) s'écrit dans les circonstances actuelles comme suit:

(76, 8) tga3 ' [sin£23+sin£13]+tga3 [sin£13 cosj823—sinj823 cosj813] = 0,

ce qui devient, en vertu de (60, 1),

(76, 9) [tga8 /-tga3]83+[tga3 /+tga8]«Î3 = 0.

Comme cette équation ne peut en aucun cas être satisfaite identiquement,
il est impossible de rendre constamment plan le quadrilatère du coude. Cette
discussion est d'ailleurs indépendante du signe de 63.

77. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Cet
octaèdre à deux sommets impropres est composé de deux contre-parallélo-
grammes et de quatre arigles tétraèdres totalement décomposés. Ses
propriétés principales sont les suivantes :

1. Les côtés égaux de chacun des contre-parallélogrammes sont
égaux à ceux de l'autre qui sont disposés sur les faces contraires du
prisme coudé du mécanisme.

2. Les quatre côtés du quadrilatère gauche du coude sont égaux.

3. La déformation du mécanisme est algébrique.

4. Le nombre des constantes arbitraires est de trois.

5. Aucun angle tétraèdre ne peut passer de l'une à l'autre de ses
deux déformations au cours de celle du mécanisme.

Pour avoir un exemple numérique je me donne deux arguments az et
a3' comme suit. Soient

a3 = in, az' = \TT.

Les formules (76, 5) donnent

a 3 1 = 7 7 — a n = 77—a42 := 77—a32 == a 4 4 = 77—a24 = a 2 5 == a 1 5 == J77,

a 4 1 = 77—a21 == a 2 2 = a 1 2 == a 3 4 = 7 7 — a u = 77—a45 = 77—a35 = J77,

la notation étant celle de la figure (62, 2).

Ensuite les formules (76, 7) donnent

== r33 = r i 6 = r
46 =

Je laisse indéterminé le facteur de proportionnalité qui est arbitraire.
M
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78. Treizième mécanisme. Deux parallélogrammes et quatre
angles tétraèdres totalement décomposés. Comme les deux précédents,
cet octaèdre découle de l'analyse du No. 60. Je conserve même toute
l'analyse du No. 76 jusqu'au signe x- qui suit de peu les formules (76, 6).
Naturellement la notation est encore celle de la figure (62, 2).

Je m'occupe maintenant du cas où c3 = 1. On aura

(78, 1) 86 = S3 - - 1 = t13t23 = t2Qt^

ce qui n'entraîne aucune relation entre les longueurs du mécanisme. Celles-
ci ne sont astreintes qu'à satisfaire aux équations (63, 7), qui se mettent
maintenant sous la forme suivante :

/7Q O\ r i 3 = = r43 _ Q _ Q _ r i 6 = f46 r23 :

^ J ' QiTi/y ~~Ô15 — 6 2 4 — „z^n ' > „•„ n /©111 U/n felll U/n b l l l U/oO ö O

La forme des relations (78, 1) montre que les deux quadrilatères plans
III et VI sont des parallélogrammes.

Pour construire un modèle de ce mécanisme on doit se donner d'abord
deux arguments a3 et a3' compris tous les deux entre 0 et 77, et calculer
ensuite les angles faciaux au moyen des formules (76, 5). Finalement
les formules (78, 2) donnent les longueurs du mécanisme à deux facteurs
de proportionnalité près. Ceux-ci restent arbitraires. Le mécanisme
dépend ainsi de quatre constantes arbitraires.

La discussion que j'ai faite au No. 76 au sujet du quadrilatère du coude
s'applique intégralement ici. Il est impossible que ce quadrilatère soit
constamment plan.

79. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Cet octaèdre
à deux sommets impropres est composé de deux parallélogrammes et
de quatre angles tétraèdres totalement décomposés. Ses propriétés
principales sont les suivantes :

1. Le produit des deux côtés inégaux d'un des parallélogrammes
du mécanisme est égal à celui des deux côtés inégaux de l'autre.

2. Le quadrilatère gauche du coude a ses côtés opposés égaux.

3. La déformation du mécanisme est algébrique.

4t. Le nombre des constantes arbitraires est de quatre.

5. Aucun angle tétraèdre ne peut passer de l'une à l'autre de ses
deux déformations au cours de celle du mécanisme.
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Pour avoir un exemple numérique je me donne deux arguments az et
a3' comme suit. Soient

Les formules (76, 5) donnent alors

a 3 1 == 7 7 — a n = 7T—a42 = 77—a32 = a 4 4 = 77—a24 = a 2 5 = a 1 5 =

a 4 1 = 77—a21 = a 2 2 = a 1 2 = a 3 4 = 77—a14 = 77—a45 = 77—a35 =

la notation étant celle de la figure (62, 2).
Ensuite les formules (78, 2) donnent

~~ " 2 V2 ' V2 2 V
Je laisse indéterminés les deux facteurs de proportionnalité qui sont
arbitraires.
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Chapitre VIII .

MECANISMES CONTENANT DES ISOGRAMMES.

80. Remarques préliminaires. On a vu au No. 14 que les angles de
Fisogramme satisfont aux mêmes lois que ceux de l'angle tétraèdre totale-
ment décomposé. Si donc on veut que quelques-unes des chaînes de
quatre corps du mécanisme de la figure (1, 1) soient isogrammatiques, il
faut que l'analyse angulaire de celui-ci soit identique à celle de l'un des
mécanismes du chapitre VI qui comporte des angles tétraèdres totalement
décomposés. Ce sont les mécanismes des Nos. 56 et 59. Je pourrai
conserver toute l'analyse angulaire de ces deux mécanismes et ne m'occuper
ici que des relations qui lient les diverses longueurs des nouveaux mécanismes,
tant celles qui sont portées sur les axes que celles qui sont portées sur les
segments perpendiculaires des isogrammes.

81. Quatorzième mécanisme. Deux isogrammes n'ayant pas
d'axe en commun, et quatre angles tétraèdres irréductibles. Ce
mécanisme découle de l'analyse du No. 56. Avant de commencer son
étude propre il est nécessaire que je fasse quelques remarques relatives
aux dièdres y du mécanisme du No. 56. La notation est celle de la figure
(56, 1).

Puisque tous les a sont supposés d'être compris entre 0 et TT, les sinus
des trois y appartenant à un même corps doivent avoir le même signe.
En effet ite satisfont à des relations du type

siny21 _ siny22 __ siny23

sin a21 ~~ sin <x22 ~~ sin a23 '

Du reste, on sait que les quantités

siny21, siny22, siny23

ont le même signe que

sinyn , siny13, siny15,

et le signe contraire de celui de

siny42, siny43, siny44,

à cause des relations

715 + 722 = ^ 723 + 736 ̂  °>

qui font partie du système (56, 2).



MÉCANISMES CONTENANT DES ISOGRAMMES. 165

Quand les a sont déterminés elliptiquement de la façon exposée au No.
56, les cosinus des y sont uniquement déterminés par des relations du type

cosy21
cos a22 cos a23—cos a21

sm a22 sin a23

mais leurs sinus ne le sont qu'au signe près. Cependant, en vertu du
raisonnement que je viens de faire, les signes des sinus de tous les y du
mécanisme dépendent de celui d'un seul d'entre eux, qui reste arbitraire.
On peut donc dresser un tableau tel que le suivant :

(81, 1)

Positifs J S i n y i 3 S i n y i 5

[siny24 siny25 siny26 siny12 siny14 siny16,

I siny31 siny32 siny36 siny41 siny45 siny46Négatifs
[siny33 siny34 siny35 siny42 siny43 siny44.

D'autre part, les équations (38, 2) et (56, 18) font voir que

COS y46 = COS y13 = e-L cos y36 = ex cos y23

cos a22—

(81,2)

sin a21 sin a22

cos y4 5 = —COS y3 2 = —€1 COS y15 COS y 2 2

cos a23 cos a21—COS a22

s i n a 2 3 s m a 2 1

cos y 2 6 = COS y3 3 = ex cos y16 = ex COS y4 3

cos a42 cos a44—cos a43

sm a42 sm a44

cos y25 = —cos y12 = — €1 cos y35 = ex cos y42

___ cos a44 cos a43—cos a42
x sin a44 sin a43

J'introduis maintenant quatre nouveaux symboles e', e", e'", €1V,
dont les carrés sont égaux à l'unité, et qui sont déterminés de façon que les
quatre expressions

(81, 3)

c o s a22~

sm a21 sm <x22

, , , COS a42_C Q S a44 — C Q S a 43

21—cos a22

sm a23 sm a21

C 0 S a43 —CQS a42

sin a44 sin a43sm a42 sm a44

soient positives. Les signes de ces quatre e dépendent donc éventuellement
de la détermination elliptique des a, que j 'ai exposée au No. 56.
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En vertu de (81, 1), (81, 2), (81, 3) on peut maintenant écrire
définitivement les équations suivantes :

sin y46 = — sin y13 = sin y36 = — sin y23 < 0,

siny45 = siny32 = — siny15 = —siny22 < 0,

siny26 = —siny33 = siny16 = —siny43 > 0,

siny25 = siny12 = — siny35 == —siny42 > 0,

€x €
f cos y46 = €x e' cos y13 = e' cos y36 = e' cos y23 > 0,

€1 e" cos y45 = — €1 e" cos y32 = — e" cos y15 = e" cos y22 > 0,

€1e
rff cosy 2 6 = €1e

rff co sy 3 3 = e" cosy16 = e'" cosy43 > 0,

€x e
iv cos y25 = — €1 e

iv cos y12 = — eiv cos y35 = €iv cos y42 > 0.

Je passe maintenant à l'étude des longueurs portées sur les axes et sur
leurs perpendiculaires communes. A la figure (81, 1) on voit le schéma
du mécanisme en question.

(81, 4)

Fig. 81, 1.

Sur chaque arête sont marqués, d'abord sa longueur, et ensuite entre
parenthèses son premier cosinus directeur orienté dans le sens indiqué
par la flèche que porte l'arête. Les e ont le sens que je viens de leur donner.

Les longueurs appartenant au corps I, II, III satisfont aux trois
équations suivantes :

3 i 5 12 e l € ^12

e'm12—r
12 r21

= 0,

2~r21 ç l C21 =
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Quand on projette ces équations sur les vecteurs normaux aux axes
du corps, on trouve :

f e' s13 sin y23 sin a21—r21 cos y23 = 0,

(81, 5) i e" s12 siny22 sina21—r21 cosy22 == 0,

[ s2S sin y23 sin a22—r21 = 0.

Les trois équations (81, 5) expriment que la chaîne qui est composée
des quatre arêtes dont les longueurs sont sls, s23, s12, r21 est fermée. En
vertu des équations (81, 4) elles peuvent être satisfaites par des valeurs
positives de ces longueurs.

Quand on applique ce même procédé à tous les corps du mécanisme,
on obtient les formules suivantes :

(81, 6)

' 2 1
e ' tg y23

 s i n <*2i
' i l

s i n a
n

L2JL ' 1 1

722 S m a21 e l e " *g 732 S

7 1 1
— €X e' tg y46 sin a21 — e' tg y36 sin a u '

' 2 1 ' i l

45

s i n a n '

' 24 ' 14

°24'

«46 =

' 24 ' 14
eiv tg y42 sin a24 — ex €

iv tg y12 sin a14 '

' 24 ' 14
e'" tgy1 6 sina14 '

«45 =
r14

725 S m a24 35 S i n a14 '

' 2 1 ' 2 4

sm y23 sm a22 — sm y43 sm a42

' 1 1 '14

—sm y36 sm a32 sm y16 sm a12

—siny46 sina25 siny26 sina4 5 '

Ô35
'14

sm y13 sm a35 — sm y33 sm a15
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On voit qu'en vertu de (81, 4) toutes les équations (81, 6) admettent
des valeurs positives des longueurs. On voit également que toutes ces
équations sont compatibles avec les conditions de déformabilité des deux
isogrammes, à savoir (cf. 14, 3)

f n __. _Z.2i_ ri4 __ r24 ^
sina1]L sina21' sina14 sina24'

On se rappelle que

sin a24 sin a n sin a42 sin a32

sin a14 sin a21 sin a22 sin a12 "

•A l'aide de cette identité, et moyennant (81, 4), on peut écrire les équations
(81, 6) sous la forme suivante :

(81, 7) f l l __ r21 __ r i4 ___ r24 __ Sl3 = 1̂6

A s i n a n A sina21 B sina14 B sina24 Ae coty23

t' coty22 —B<="' coty43 — J5eiv coty42

A sin a21/(sin y23 sin a22) = B sin a24/(—sin y43 sin a42)

S26 —

OÙ

OU

A sin an /(sin y23 sin a32) = B sin a14/(—sin y43 sin a12) '

A B

sm y23 sm a32 sm a14 — sm y43 sm a12 sm a

A B
sin y23 sin a22 sin a24 — sin y43 sin a42 sin a21 "

Pour construire un modèle de ce mécanisme, on n'a qu'à se donner
six constantes m, a2, 62, c2, a3, alv On calcule alors les angles faciaux
de la façon que j'ai exposée au No. 56. Ensuite on calcule les quatre
dièdres y22? y23, y42, y43 au moyen des équations (81, 2). Ce dernier calcul
donne, du reste, les déterminations des quatre symboles ç', e"', e'", eiv.
Les signes à donner aux fonctions sin y22, sin y23, sin y42, sin y43 sont indiqués
soit sur le tableau (81, 1) soit par les formules (81, 4). Finalement, toutes
les longueurs du mécanisme sont données à une constante de proportion-
nalité près par les formules (81, 7), celle-ci étant arbitraire. Le mécanisme
dépend ainsi de sept constantes arbitraires.

La condition pour que le quadrilatère dont les arêtes sont les axes
S23> S35> 556> 526 s o ^ constamment plan est évidemment exprimée par
l'équation (72, 10). Dans les circonstances actuelles elle se met sous la
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forme suivante :

sina13 sina22 cosa32£21(l—^li)+sinai3 sina32 COSa22^2i(l—^ii)

—sina32 sina23 cos13^31(l+^|1)+sina13 sina32 cosa23£31(l—Êfi) = 0.

Pour que cette équation soit compatible avec t21131 — 8X il faut et il
suffit que

sin a13 sin a32 ~ sin(a22+a32)
__ __ ^ Q == __ - ^

sma23 sma22 sma32 cosa23-]-sina22 cosa13

On vérifie aisément qu'en vertu de (18, 7) et de (56, 3) ces équations sont
satisfaites identiquement. Le quadrilatère dont les arêtes sont les axes
523> 535> 556> S26 es^ donc constamment plan.

82. Résumé et exemple^numérique du No. précédent. Ce mécanisme
est composé de deux isogrammes dont les axes de l'un sont articulés un
à un par des couples ponctuels à ceux de l'autre, les dites articulations
étant les sommets de quatre angles tétraèdres tous irréductibles. Son
schéma est indiqué sur la figure (81, 1). Il possède toutes les propriétés
attribuées au cinquième mécanisme au No. 58 sauf la cinquième, à
condition toutefois d'y remplacer l'expression angle tétraèdre totalement
décomposé par isogramme. Il possède en outre les propriétés suivantes :

1. Le nombre des constantes arbitraires est de sept.

2. Les longueurs portées sur les axes alternatifs de chacun des
deux isogrammes sont égales.

3. Le quadrilatère dont les sommets sont les articulations des
axes des deux isogrammes est constamment plan, et a ses côtés
opposés égaux.

Pour avoir un exemple numérique, j'adopte, en ce qui concerne les
angles, la solution du mécanisme du No. 56 donnée par les formules
(58, 1), (58, 2), (58, 4), (58, 5), et (58, 7).

Les formules (81, 2) donnent alors

= cosa2icosa22-cosa23 = _ Q

'ùo sm a21 sm a22

(82, 1)

COS a23 cos a21—cos a22
COS Voo — ï ; —

' ** sm a23 sm a21

C 0 S v =
 C Q S a42 C Q S a 44— C ° S a43 = ; Q

7 4 3 sin a42 sin a44 '

c o s = cofla44cos«yooaa« = 0;835128,
' ** sm a44 sm a43
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d'où, en vertu des hypothèses (81, 3),

( 8 2 , 2 ) € ' = - 1 , € " = 1 , € ' " = - 1 , € i V = l ,

et en vertu des hypothèses (81, 1),

/«9 Q\ [s in r 2 3 = 0,441770+, sin743 = -0,745741 + ,
(8Z, 6) <

[ siny22 = 0,457286 + , siny42 = —0,550056.

Quand on introduit ces valeurs là dans les formules (81, 7), on trouve

198477+ 145097 437240 113488+ 465412 +

=
445707+ 415747+ 706539+ 339377+ 813692 *

83. Examen de deux cas nuls. On pourrait se demander première-
ment si l'analyse du No. 56 ne peut pas donner lieu à un mécanisme dans
lequel la chaîne I serait isogrammatique, et toutes les autres chaînes
des angles tétraèdres. Ceci est impossible. En effet, puisque les angles
tétraèdres II, III, V, et VI ne pourraient pas alors avoir un sommet
commun, il faudrait que les quatre corps qui font partie de l'angle
tétraèdre IV s'applatissent. Il s'ensuivrait, en vertu des relations

721 + 744 = °> 711 + 734 = Q> 741 + 724 = <>, 731 + 7 l 4 ^ °
que les quatre corps faisant partie de l'isogramme en feraient autant,
ce qui est impossible.

Deuxièmement, on pourrait se demander si l'analyse du No. 56 ne peut
pas donner lieu à un mécanisme dans lequel la chaîne I serait isogram-
matique, les chaînes II, III, V, et VI des angles tétraèdres, et la chaîne
IV un quadrilatère plan totalement décomposé. Ceci est également
impossible. En effet, il faudrait alors que les quatre quantités

siny44, siny34, siny24, siny14

fussent nulles. Il s'ensuivrait, en vertu des relations que j'ai citées tout
à l'heure, que les axes de l'isogramme seraient parallèles, ce qui est impos-
sible.

84. Quinzième mécanisme. Deux angles tétraèdres, deux quadri-
latères plans, tous irréductibles, et deux isogrammes. Je considère
maintenant le mécanisme qui découle de l'analyse du No. 56, et dans
lequel les deux chaînes I et IV sont isogrammatiques, les deux chaînes
II et V des angles tétraèdres, et les deux chaînes III et VI des quadrilatères
plans. En vertu des relations

723 + 736 = 0, 713 + 746 = °> 733 + 726 = °> 743 + 716^ °>
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il est évident que si l'une des deux chaînes III et VI est un quadrilatère
plan, il faut qu'il en soit de même de l'autre.

Il est aussi évident que toutes les quatre chaînes II, III, V, et VI ne
peuvent pas être des quadrilatères plans, car alors les axes des deux
isogrammes seraient parallèles.

La notation du No. présent est celle de la figure (56, 1). Je conserve
en outre l'étude que j'ai faite au No. 81 des dièdres y. A la figure (84, 1)
on voit le schéma du mécanisme actuel. Comme d'habitude sont marqués
sur chaque arête sa longueur et, entre parenthèses, son premier cosinus
directeur orienté dans le sens de la flèche. Les e ont encore le sens qu'on
leur a attribué aux formules (81, 3).

U*)

Kg. 84, 1.

Les longueurs appartenant au corps I, II, III satisfont aux équations

Z12—r21 e1a21+.LZ!!3+.MÏi3 = 0,
suivantes :

r23
e" a2Z—

2Z—s12

= 0,

^23" 7112"

où L et M sont des quantités sans intérêt qui disparaîtront dans les
formules qui vont suivre.

En projetant ces équations sur les trois vecteurs normaux aux axes
du corps, et en se souvenant que (cf. 81, 4)

sin a23 = sin y23 = 0, cos y23
 = €'>
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on trouve que ' 2 1
sin a22 sin y22 e" cos y22 sin a22 '

cos y21 = e' cos y22, sin y21 = sin y22, cos a23 = — €'9

cos a21 = — e' cos a22, sin a21 = sin a22.

Le même procédé appliqué à tous les corps du mécanisme donne

sin a15 = sin a34 = sin a14 — sin ai2,

sin a25 = sin a41 = sin a21 = sin a22,

sin a35 = sin a lx = sin a31 = sin a32,

sin a45 = sin a24 = sin a44 = sin a42,

(84, 1)

(84, 2)

COS a 1 5 = — ex e" c o s a 3 4 = — e j e ' " COS a 1 4 = €x COS a J 2 ,

COS a 2 5 = — €x e ' COS a 4 1 = — e1e
f COS a 2 1 = €x COS a

22,

cos a35 = — €1 e' cos a n = — e1 e' cos a31 = €1 cos aâ2,

COS a 4 5 = — a24

/ COS a 4 4 =

cos a16 = €j cos a13 = €1 cos a26 = cos a23 =
13 26 a23

siny42 = siny44 = — siny21 = — siny22,

COS a 3 6 = ex COS <x33 = ex COS a 4 6 = COS a 4 3 = — e'"9

^ COS y 4 2 = e" c o s y 4 4 = e ' " COS y 2 1 = e e'" COS y 2 2 ;

' 23 7 21

sin a22 sm y22 e cos y22 sm a22

sma3 5 smy1 5 —e cosy 1 5sma 3 5

133__ . ' 1 4

sma1 5 — smy35 - elv cos y35 sm a15

r24
v cos y42 sin a42 'sma4 2 — smy42

sin a32 — sin y32 — ex e' ' cos y32 sin a3i '

s i n a 2 5 ~ — siny45

' 2 1

cosy 4 5sma 2 5

' 14

sm a12 sm y12 — ex e
lv cos y12 sm a12

sina45 sin y25
^iv

7 24

€ l vcosy2 5sma4 5



MÉCANISMES CONTENANT DES ISOGRAMMES. 173

En vertu des équations (81, 4) toutes celles-ci peuvent être satisfaites
par des valeurs positives des longueurs qui y figurent.

Tous les y s'expriment maintenant en fonction de y22 qui, n'étant
plus lié aux a, demeure arbitraire. Les formules (81, 3) se réduisent à

(84, 3) €" cosy22 > 0, e' e'" eiv COSy22 > 0, d'où eiv = e' e" e'".

Les deux symboles e', e'" deviennent ainsi indéterminés.
En vertu de (18, 8) les arguments elliptiques des deux quadrilatères

plans satisfont à

(84,4)

Puisque ( 1 + e' — e1 e') \OJ1 = €1 ̂ a>v ces deux relations sont bien compatibles
avec (56, 3) et (56, 13). Elles donnent, du reste

ce qui fait que (cf. 18, 9)

2f' [£<*>!— (a 2 + ex y2)] fa2 fy2 f [l^— (a 2 + ex y2)] ƒ' a2 f ' y 2

T QQ

(84, 5)
'43

r23 r33 r43

Les équations (84, 1) remplacent les équations (56, 16). On reconnaît
facilement que les deux systèmes sont compatibles.

Les équations (84, 2) et (84, 5) se combinent maintenant sous la forme
unique et définitive suivante :

r21 = =
 r13 "= r l6
A i

(84 6) ^ : = r21 = =
 r13 "= r l6

' Ae" cosy22 sina32 Ae" cosy22 sina22 A sina32

== ^ =

A sin a22 £ sin a12 5 sin a42 £e" cos y22 sin a12
= = ^24 _ 12 = = ^

J3e" cos y22 sin a42 J. sin y22 B sin y22 '
où

A B
( 8 4 7 )
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(84, 8)

Lorsque — 1 < m < 1, l'équation (84, 7) se met sous la forme suivante :

A
-&2) 06 2H(a 2+ € l c2) @(K-a2-e1 c2)

B

(84, 9)

Lorsque m > 1, l'équation (84, 7) se met sous la forme suivante :

A

B

Pour que les équations (84, 6) admettent comme solutions des valeurs
positives des longueurs, il faut donc que le produit e' e'" soit déterminé
comme suit :

(84, 10) e' e'" H62B.(K—b2) H(a2+ exc2) H ( Z - a 2 - €xc2) < 0.

Pour construire un modèle de ce mécanisme on doit se donner d'abord
les quatre constantes m, a2, 62, c2, et construire l'angle tétraèdre II de la
façon expliquée au chapitre IV. On détermine ensuite le produit e e"
par la condition (84, 10). Tous les a du mécanisme seront alors donnés
(84, 1) en fonction de ceux de l'angle tétraèdre II, les déterminations
individuelles des deux symboles e', e"', ainsi que celle de el5 étant arbitraires.
Après cela on calcule le rapport A/B, soit au moyen de (84, 8), soit de
(84, 9). On se donne ensuite y22 compris entre 0 et TT, et on détermine
e" par la condition e / /cosy2 2>0. Les formules (84, 6) donnent alors,
à un facteur de proportionnalité près, toutes les longueurs du mécanisme.
Ce facteur de proportionnalité est arbitraire. Le mécanisme dépend ainsi
de six constantes arbitraires.

85. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Ce mécanisme
est composé de deux angles tétraèdres irréductibles, de deux quadrilatères
plans irréductibles, et de deux isogrammes, disposés de la façon indiquée
par la figure (84, 1). Ses propriétés principales sont les suivantes :

1. Les deux angles tétraèdres et les deux quadrilatères plans
ont tous le même invariant.

2, La déformation est de genre un,
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3. Les angles faciaux correspondants des deux angles tétraèdres
sont ou bien égaux ou bien supplémentaires, les angles faciaux
correspondants étant ceux qui ont le même premier indice sur la figure
(84, 1).

4. L'angle que font entre eux deux axes d'un isogramme est ou
bien égal ou bien supplémentaire à l'angle facial de l'angle tétraèdre
qui contient l'un de ces deux axes, lequel angle facial étant celui
qui fait partie du corps qui contient les deux axes.

5. Les côtés correspondants des deux quadrilatères plans sont
égaux, les côtés correspondants étant ceux qui ont le même premier
indice sur la figure (84, 1).

6. Le nombre des constantes arbitraires est de six.

7. Aucune relation ne lie ni les constantes du même angle tétraèdre
ni celles du même quadrilatère plan.

8. Au cours de la déformation du mécanisme, chacun des deux
isogrammes conserve sa déformation initiale.

Pour avoir un exemple numérique, je prends pour l'angle tétraèdre II
celui du No. 35 ; c'est-à-dire que

(85,1) m - c o s 5(P, a2=fôK, b2

Je pose en outre ex = 1. On a alors

ce qui fait, en vertu de la formule (84, 10), que e' e" = 1.
Dans ces hypothèses les formules (84, 1) donnent

sin a15 = sin <z34 = sin a14 = sin a12 = 0,720562

sin a25 = sin a41 = sin a21 = sin a22 = 0,967 784-f-

sin a35 = sin <xn = sin a31 = sin a32 = 0,552146-f-

sin a45 = sin a24 = sin a44 = sin a42 = 0,448415+

cos a15 = £ cos a34 = £ cos <z14 = cos a12 = —0,693390+

cos a25 = £ cos a41 = £ cos a21 = cos a22 = —0,251780

cos a35 = £ cos a u = £ cos a31 = cos a32 = —0,833747

. cos <z45 = £ cos a24 = £ cos a44 = cos a42 = —0,893825+

où £2 = 1. Je laisse indéterminé ce nouveau £.

(85, 2)
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Quand on substitue dans la formule (84, 8) les valeurs des fonctions
Eta et Thêta données par les formules (35, 3), on trouve

A B
638954 436993*

Je pose ensuite y22 = \TT) d'où e" = 1.

Fig. 86, L

Finalement, les formules (84, 6) donnent

352796 ™ 618369+ ~ 314880+ ~~ 195954+ ~~ 176398

'14

309185 157440+ " 97977 553350+ 378447 '

86. Seizième mécanisme. Six isogrammes. Si Ton remplace les
six angles tétraèdres du mécanisme du No. 59 par des isogrammes, on aura
le mécanisme dont le schéma est donné par la figure (86, 1). Comme
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d'habitude les traits pleins représentent les axes des isogrammes, et les
traits fins leurs perpendiculaires communes. Sur chaque arête sont '
marqués, d'abord sa longueur, et ensuite entre parenthèses son premier
cosinus directeur.* Il est évident qu'on peut conserver intégralement
l'analyse angulaire du No. 59. Je ne m'occuperai donc ici que de
l'uniformisation des longueurs.

Les équations de fermeture du corps I, II, III sont les suivantes :

512^12~T523^23 513^13 I ^21 e l € ^21~t~^22 e2 e ^22~l~^23 e 3 € ^23 = ^>

C23 = °'

En projetant ces équations sur les trois axes du corps, et sur leurs trois
perpendiculaires, on trouve

s 13
• » €1 € ^ 2 1

En procédant de même pour tous les huit corps du mécanisme, on obtient
les relations suivantes :

(86, 1)

sina15 sina13 s ina n ' sina16 sina12 sina14'

sma26 sma25 sma24 sma22 sma21 sma23

^12 __ SU __ ^26_

sina36 sina32

_ °45 __
sina35 sina33 sina3 4 '

S15

(86, 2)

sin a42 sin a44 sm a43 sm a46 sin a45 sm a41

41 = = f21

22 = = *̂12

33 ~ 7>23 = = fc3 fc VFl

34 ==TU== {

45 = = r35 = =

26 = * •"VP1TP2/» '*46 = r i 6 =

fff/ f

\ — r23 — €3 e VPl 2 h

36 = = *̂26 = = : ^ \Pl 1 P2)»

où les six p sont de nouveaux paramètres.

: €ïV2 _ € v2 _ eVi2 .
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Il est évident que les équations (86, 1) admettent comme solutions
des valeurs positives des s, tant que tous les a seront compris entre 0 et TT.
Toute élimination des s dans celles-ci conduit au même déterminant :

sin 2a± sin2 a±
f 1 = 0 ,

sin2 a2 sin2 a2' 1

sin2 as sin2 a3' 1

qui est compatible avec les équations (59, 12).
Je pose

(86, 3)
sin(a2+a3) '

S in(<-<)
sm (a2—a3)

sin(a1—a3)

sin(a1
/—a3'

~~ sin(a1+a3)

En vertu de (59, 12) j'aurai

(86, 4) PlP4t = p2p5 = p3p6 =

Les six équations du type

= sin(a1
/--aa ')

sin^—a2) 9

sin
sin(a1+a2)

= r41

sin a n sm a21

s'écrivent maintenant sous la forme suivante :

= 0,l-Ps) = 0, (Pl'-/>3')-

l — P2)Z=°J (Pi +P2)

mais, en vertu de (86, 4), elles se réduisent aux quatre suivantes :

3— €lPl) P2>

(86, 6)

Celles-ci permettent d'exprimer tous les p en fonction de px et de p2, ou,
ce qui revient au même, tous les r en fonction de rls et de r26. Dans ce
dernier cas on n'a plus besoin des symboles €.'" et evi, parce qu'on peut
convenir de se donner r13 et r26 positifs. Soient donc e'" = evi = 1. Les
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formules (86, 2) donnent
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(86, 7)

. — ' 11 =
- € 3 ^ 3 r 1 3

; — * ie ,

L'uniformisation des longueurs est maintenant complète. Pour
construire un modèle de ce mécanisme on doit commencer par se donner
les quatre constantes av a2, a3, as' et calculer les angles de la façon expliquée
au No. 59. Ensuite on calcule les p au moyen de (86, 3), après quoi tous
les r seront donnés par les formules (86, 7) en fonction de r13 et r26 qui
sont arbitraires. On détermine les quatre symboles e', e", €iv, ey de façon
que tous les r soient positifs. Les longueurs s sont données à un facteur
arbitraire de proportionnalité près par les formules (86, 1). Le mécanisme
dépend ainsi de sept constantes arbitraires.

Si l'on pose égaux à zéro tous les s, ce mécanisme devient le mécanisme
D3 de M. Bennett*.

87. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Ce mécanisme,
qui est composé de six isogrammes, est une généralisation du mécanisme
D3 de M. Bennett*. Au cours de sa déformation, qui est algébrique,
chaque isogramme conserve sa déformation initiale. Dans le cas où
j'ai pu uniformiser les constantes, il y en a sept qui sont arbitraires, dont
quatre angles et trois longueurs. On voit son schéma à la figure (86, 1).

Pour avoir un exemple numérique je me donne les mêmes constantes
angulaires que celles du No. 61, c'est-à-dire

(87, sina2 = | sina3' =

Proceedmgs of the London Mathematical Society (1914), p. 166.
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Les valeurs des angles a seront ainsi données encore par les formules
(61, 3) que je ne récris pas.

Les paramètres p sont donnés par les formules (86, 3) de la manière
suivante :

fPl = 1,042587 pA = 0,886790+

(87.2) \ p2 = 1,394121 p5 = 0,663182

[p3 = 0,947362+ p6 = 0,975927.

Je me donne r26 et r13 de la façon suivante :

(87.3) r-f = r-f'

Les

(87,

formules (86,

4^ 16793+

donnent

r21 = r41

17508+

^13 = ^43
243671

r15 = r25

alors
rl2 = = r22
248353

230844+

r35 = = r45

178143

rl4 = r34
58109+

r16 = ^46

r24 = r44

65527 +

r26 = = r36

(87, 5)

260464 172735 190244 194936+ '

Finalement, les onze premières équations du système (86, 1) donnent

«S-«o S-i a S0R S t<y «Sir

13195 10419 20625+ 90815+ 14190

J35 °45 °46 S.

86842+ 23648+ 25552+ 15663

°34 °23 __

_ __ =
105949 88871+ 22653+'

Les cinq dernières équations de ce système ne servent qu'à contrôler
l'arithmétique.

Toutes les constantes du mécanisme, dont les constantes arbitraires
sont données par (87, 1) et (87, 3), sont ainsi données par les formules
(61, 3), (87, 4), et (87, 5).

88. Dix-septième mécanisme. Cinq isogrammes et un angle tétra-
èdre totalement décomposé. Exemple numérique. Si l'on pose égaux à
zero certains des r dans les formules (86, 7), on aura tous les mécanismes
dont les angles obéissent encore aux lois établies au No. 59, et qui con-
tiennent à la fois des angles tétraèdres et des isogrammes.
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Je suppose que F isogramme III soit remplacé par un angle tétraèdre.
On aura

et en vertu de (86, 7)

(88 1) r n = r3i = 1̂5 = = r22 = r ru = r34 = r3 5 == r422 = r21 = r4 1 ru = r34 = r3 5 == r45

1 46

Pi

Pour construire un modèle de ce mécanisme on calcule tous les angles et
les longueurs r comme on l'a fait au No. 86. Les longueurs r sont données

Fig. 88, 1.

à un facteur arbitraire de proportionnalité près par les formules (88, 1).
Le mécanisme dépend de six constantes arbitraires.

A la figure (88, 1) on voit le schéma de ce mécanisme.
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En ce qui concerne les angles a et les longueurs s, je conserve 1' exemple
numérique du No. 87. Les nouvelles valeurs des longueurs r sont

(88, 2) — ' s i — ^15 — '25 __ 112.' 3 1 — r22 — T21 — ' 7*1d — TOA — 7*35 — ' 45

139412

7 32

145349

— TAO — TQA —

92455 +

' 42 24 i — '46 '26Tna 36

104258+ 237805 243671

89. Dix-huitième mécanisme. Quatre isogrammes et deux angles
tétraèdres totalement décomposés. Exemple numérique. Puis-
qu'aucun des paramètres p des formules (86, 3) ne peut être ni nul ni
infini, sans qu'il s'introduise un quadrilatère plan, il est évident d'après
les équations (88, 1) que le seul isogramme du mécanisme précédent
qui peut être remplacé par un angle tétraèdre est l'isogramme VI.
Pour que ceci ait lieu, il faut que

(89,1)

— 0.

L'équation (89, 1) ne peut être compatible avec (59, 12) que des quatre
manières suivantes :

Solution 1

sina/ sina2' sina3'
sinGhi

cos a{

—sinax

cos^

sm a2

—cosa2'

sin a2

cosa2

Solution

* sma 3

— e3 cos a3

—sina3

COS&3

2

0;

— €o
cos a^ _ cos a2 __ cos a3'
cos ax cos a2 ~ cos az '

e2 sm ax sm a2 -sma,

sm a± sm a2 — sin a3

- cos ax cos a2 cos a3

= 0;
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Solution 3

sin a3 = 0, sin a3' = 0,

183

sinai _ sina,
'1 0111. Vl/n

Solution 4

— 1, €9= i

cos a3 = 0, cos a3' = 0,

cos ai

cos a.
cos a2

5 cos a2 '
Les deux premières de ces solutions conduisent à des cas losangiques,

et la quatrième est incompatible avec les conditions (59, 11). Seule la
troisième peut donner quelque chose d'utile. Soient donc

= — 1 , sina3 —0, sina3' —0,

(89, 2) sina/ sina/
—.—1 =—.—2,smax sma2

Les conditions (59, 11) se mettent maintenant sous la forme

sina-L, sina2, cosa2, signe de £;

(89,3) 1 sina^ '̂, sina2', cosa2', signe de £' ;

sin â sin a2 sin a2

et les équations (59, 9) sous la forme

(89, 4)

a42 = a32 = a25 = a15 =a 4 2 32 25 a 1 5

a43 = a13 =a 4 3 13
a36 = a26 =

a41 = a21 = a34 = aa 4 1 a 2 1 34 14

a22 = a12 = a45 = a35 =

Otqo CLnti (X-\^33 X23

Les paramètres p sont définis comme suit :

(89, 5)
sin (a^—
sin(a1—a2) '

sin ax '

_ sin(a1
/+^2/)

' sin (cti-^^) '
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Les équations qui donnent les r, qui se déduisent de (88, 1), sont les
suivantes :

(89, 6) r81 = r u = r25 = r16 = r42 = r32 = r44 = r24

= r41 ~ r21 ~ r45 == r35 === r22 ~ T12 === r34 ~ ri4

Les longueurs s satisfont maintenant aux équations suivantes :

(89 ^13 = ^34 ^15

sin2ax sin(a1 '+a2
/) sine^ sin(a1—a2) sin(a/—a2)

t, s i n^ sina2 sin(a1
/+aa

/)

'sina! sina1
/sin(a1—a2)

—sin2sin2a2)

—a 2 ) '

Pour construire un modèle de ce mécanisme on n'a qu'à se donner
trois constantes av a2, a / telles que la valeur de sina/ définie par

Fig. 89, 1.

sina2 = sina2 sina^/sinax soit comprise entre —1 et 1, et telles que
les conditions (89, 3) soient satisfaites, les deux symboles £ et £' étant de
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détermination arbitraire. Les angles a seront alors donnés par les formules
(89, 4) et les longueurs s par (89, 7). On calcule ensuite la valeur de px

au moyen de (89, 5), après quoi tous les r seront donnés par (89, 6). Comme
il y a deux facteurs arbitraires de proportionnalité, le mécanisme dépend
de cinq constantes arbitraires.

A la figure (89, 1) on voit le schéma de ce mécanisme.

(89,8)

Pour avoir un exemple numérique de ce mécanisme, je me donne

sin ax = f f, sin a2 = if, sin %' = | ,

cos ax = -£z, cos a2 = y\, cos ax' = f.

L'équation (89, 2) donne

(89, 9) sina2' = if, cos a2' = y/(451)/26.

Ensuite les formules (89, 4) donnent

' sin a31 = sin a n = sin a44 = sin a24 = 0,923077

sin a41 = sin a21 — sin a34 = sin a14 = 0,576923

sin a42 = sin a32 = sin a25 = sin a15 = 0,960000

sin a22 = sin a12 = sin a45 = sin a35 = 0,600000

sina33 = sina23 = 0,028540 +

sin a43 = sin a13 = 0,110769

sina36 = sina26 = 0,627692+

sina46 = sina16 = 0,951617 +

cos a31 = cos a n = cos a44 = cos a24 = 0,384615+

cos a41 = cos a21 = cos a34 = cos a14 = 0,816798+

cos a42 — cos a32 = cos a25 = cos a15 = 0,280000

cos a22 = cos a12 = cos a45 = cos a35 = 0,800000

cos a33 = cos a23 = 0,999592 +

cos <x43 = cos a13 = 0,993846

cosa36 = cosa26 = —0,778461 +

cos a46 = cos a16 = 0,307285

Les formules (89, 5) donnent les valeurs suivantes des paramètres

f Pl=p2=p4L=p5^ 0,625000

\pz = 0,257658+, pQ == 1,516057+.

(89, 10) 1

(89, 11,
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Les longueurs r sont alors données par les formules (89, 6) comme suit :

5

Les formules (89, 7) donnent les valeurs suivantes des longueurs

1 ' j 877010+ 101193+ 843279+ 41717+

__ ̂ 16 = = ̂ 46 __ ̂26 = = ̂ 56

63803 61349 *

Les valeurs de toutes les constantes du mécanisme dont les constantes
arbitraires sont données par les formules (89, 8) sont ainsi données par les
formules (89, 10), (89, 12), et (89, 13).

90. Dix-neuvième mécanisme. Un contre-parallélogramme et
cinq isogrammes. Exemple numérique. Je considère maintenant
les cas où certains des isogrammes du mécanisme du No. 86 seraient
remplacés par des quadrilatères plans. Puisque deux axes adjacents
d'un isogramme ne peuvent être parallèles sans que tous les quatre le
soient, on voit qu'on n'a affaire qu'à des mécanismes qui comportent ou
bien un seul quadrilatère plan ou bien deux n'ayant pas d'axe commun.
J'exclus, naturellement, le cas du système plan de Kempe où tous les
isogrammes sont remplacés par des quadrilatères plans. Je suppose que
l'isogramme III du mécanisme du No. 86 tende vers un quadrilatère plan.

On aura
sin a13 = sin a23 = sin a33 = sin a43 = 0,

d'où, en vertu de (59, 9) et de (59, 10),

a13 == a23 = a33 = a43 ^ ai a2 — al a2 ~ >̂

a31 — a l l = a25 — a15 = a i + %> a41 = a21 = a22 = a12 — ^l '+^s'*

/ /
a42 = a32 = a44 = <x24 = a± a3, a34 = a14 = a45 = a35 = ax a 3 ,

<*36 =
 a26 = 2 a v a46 = a i6 = 2 a i -

Les conditions (59, 10) et (59, 11) s'écrivent maintenant comme suit:

sin ax cos a3 > 0, sin 2ax > 0,

(90, 2) -j sin a / cosa3' > 0, sin 2a/ > 0,

> | s i na J , Isina/I > [sinaq'i.

(90, 1)
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Les équations (59, 12) se réduisent à

Cas 1
= e2, €3 = 1,

(90, 3)

sma3
2 sina3 '

Cas 2

cos g/ _ cos a3'
cosa1 cosg3

Dans les deux cas on a

_ f
23 ^

ce qui fait que le quadrilatère plan III est un contre-parallélogramme.
Maintenant les équations (86, 1) ne peuvent être satisfaites que

lorsque

Les longueurs 5 n'interviennent donc pas dans l'analyse de ce mécanisme,
ainsi que le montre la figure (90, 1).

La valeur du paramètre ps donnée par l'expression

sin(a1
/—a2')

sin(a1—a2)

est indéterminée actuellement. Pour avoir la valeur de ps il faut passer
soit par (p1p^)lpQ soit par {p^Vb)!^^ L e s autres P se calculent directe-
ment. On trouve

(90, 4)

sin (a-.

tg<

tg«i

sin (a±

L + %) '

cotgx

cot %'

si €± = — e

Si €± = €2 ,

sin(a1'—<z3')
sinK—a3) '

sin(a1+a3) ' sin2a1 '

Les longueurs r sont encore données en fonction de r13 et de r26 par
les formules (86, 7).

Pour construire un modèle de ce mécanisme, on n'a qu'à se donner
trois constantes av a3, a / telles que la valeur de a3' donnée par les formules
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(90, 3) soit réelle, et telles que les conditions (90, 2) soient satisfaites.
Tous les angles a seront alors donnés par les formules (90, 1). On se donne
ensuite les deux constantes r13 et r26 et toutes les autres longueurs r seront
données par (86, 7), les paramètres p étant définis par les formules (90, 4).

y

Fig. 90, 1.

Le mécanisme dépend ainsi de cinq constantes arbitraires. Comme auparavant,
on détermine les symboles e', e", eiv, €v de façon que les r soient positifs.

Pour avoir un exemple numérique je me donne les trois constantes
av a3, a{ de la manière suivante : soient

(90,5)
[cos 0̂  = 1,

€ l = = € a = € 8 = — 1 .
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(90, 6)

Les formules (90, 3) donnent alors

, V(3441) , 9R

Ensuite les formules (90, 1) donnent

sin a31 — sin a n = sin a25 = sin a15 = 0,969231

sin a42 — sin a32 = sin a44 = sin a24 = 0,507692+

sin a41 = sin a21 = sin a22 = sin a12 = 0,666228

sina34 = sina14 = sina45 = sina35 = 0,160849

sin a36 = sin <z26 = 0,960000 sin a46 = sin a16 = 0,537600

cos a31 = cos a n = cos a25 = cos a15 = 0,246154

cos a42 = cos a32 = cos a44 = cos a24 = 0,861538 +

cos a41 = cos a21 = cos a22 = cos a12 = —0,745748

cos a34 = cos a14 = cos a45 = cos a35 = 0,986979

cos a36 = cos a26 = —0,280000 cos a46 = cos a16 = —0,843200

D'autre part, les formules (90, 4) donnent

fp± = 0,687378 pi = 0,316824

(90,7) |p 2 =l ,312267 p5 = 0,165955+

[ p3 = 0,388889 p6 = 0,560000.

Je me donne les deux constantes r13 et r9R comme suit : soit'26 l

(90, 8) 4 "

Les formules (86, 7) donnent alors

<90'9> 45430+ 123194+ 93879

r14 = r,M = rt44

199964+
f15 = = r25 _
266057

77764 33610+ 106085-

= T(45

44153 +
r16 - r4

89584 159971+ "

Toutes les constantes du mécanisme dont les constantes arbitraires
sont données par (90, 5) et (90, 8) sont ainsi données par les formules
(90, 6) et (90, 9).
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91. Vingtième mécanisme. Un contre-parallélogramme et un
angle tétraèdre totalement décomposé ayant un axe en commun,
et quatre isogrammes. Exemple numérique. Je considère ensuite
le mécanisme qui se déduit du précédent quand on fait tendre l'isogramme
I vers un angle tétraèdre.

'26

On aura r n = r21 = r31 = r41 = 0,

d'où, en vertu de (86, 7) et de (90, 3),

6— #3r13 = °> € 2 = € 8 = — 1.

(La condition €2 — e3 provient du choix arbitraire que j'ai fait en écrivant
les formules (86, 7), quand j'ai posé <E!" = evi = 1.)
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Les formules (86, 7) se mettent maintenant sous la forme suivante :

(91 1) r32 = r42 ~ r26 = = r36 _ rl3 ~ f43 ~ ri5 = = r25 __ ri2 = = r22 = = r23 = r33

2> #

__ r35 = = r45 = = rl6 = = r46 __ ri4 = r34 __ r24 ~ TU /£2 _ ] \

les ^ étant toujours définis par les formules (90, 4). Comme auparavant,
toutes les longueurs portées sur les axes sont nulles.

A la figure (91, 1) on voit le schéma de ce mécanisme. Pour en
construire un modèle on doit se donner d'abord les trois constantes av a3,
a/, de façon que a3' donné par (90, 3) soit réel, et que les conditions (90, 2)
soient satisfaites. En évaluant a3' au moyen des formules (90, 3), on
doit tenir compte de la nouvelle condition e2 = e3.

Tous les angles a seront alors donnés par les formules (90, 1). Enfin les
longueurs seront données à un facteur arbitraire de proportionnalité près
par les formules (91,1). Le symbole £ doit être déterminé de façon que tous
les r soient positifs. Le mécanisme dépend de quatre constantes arbitraires.

Il est évident d'après les formules (91, 1) que le seul autre isogramme
qui puisse tendre vers un angle tétraèdre est le IVème. Pour cela il
faudrait que P2=zPs- ^ n ve r^u des équations (90, 3) ceci ne conduit
qu'à des cas banaux. Je ne m'arrête pas là-dessus.

Pour avoir un exemple numérique de ce mécanisme, je conserve, en
ce qui concerne les angles a, celui du No. 90.

Les formules (91, 1) donnent pour les longueurs r

v ' '
' 32 ' 4 2 ' 2 6

38889
~ ' 3 6 ' :

= T 22 = r

51032

13 — r43 — ^15 — r

131226+

4-

25 r i4 — r34

29255

^45 = '16 = r 46

21778
24 — A

92338

Ainsi toutes les constantes du mécanisme dont les constantes arbi-
traires sont données par les formules (90, 5), sont données par (90, 6) et
(91, 2).

92. Vingt et unième mécanisme. Un contre-parallélogramme et un
angle tétraèdre totalement décomposé n'ayant pas d'axe en commun,
et quatre isogrammes. Exemple numérique. Je considère ensuite
le mécanisme qui se déduit de celui du No. 90, lorsqu'on y fait tendre
l'isogramme VI vers un angle tétraèdre.
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On aura r16 = r26 = r36 = r46 = 0,

Fig. 92, 1.

d'où en vertu de (86, 7)

(92, 1) -ZJL43

. r l l — r31 — r32 — r42 __ r24 ~ r44 — f 15 — r25 __ r23 — r33
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les p étant toujours définis par les formules (90? 4). Comme auparavant,
toutes les longueurs portées sur les axes sont nulles.

A la figure (92, 1) on voit le schéma de ce mécanisme Eour en
construire un modèle, on doit se donner d'abord les trois constantes at,
a3, ax' de façon que a3' donné par (90, 3) soit réel, et que les conditions
(90, 2) soient satisfaites. Tous les angles a seront alors donnés par les
formules (90, 1). Enfin les longueurs r seront données à un facteur
arbitraire de proportionnalité près par les formules (92, 1). Le symbole
£ doit être déterminé de façon que tous les r soient positifs. Le mécanisme
dépend de quatre constantes arbitraires.

Pour avoir un exemple numérique de ce mécanisme, je conserve, en ce
qui concerne les angles a. celui du No. 90.

Les formules (92, 1) donnent pour les longueurs r

r41
21778 41549 162909

y W ry ry /y y ry iy ry ty

— '11 — '31 ~~~ '32 — '42 __ '24 — '44 — '15 — ' 25 '23 — r33

31682+ 131226+ ~~ 63353+'

Ainsi toutes les constantes du mécanisme dont les constantes arbi-
traires sont données par les formules (90, 5), sont données par (90, 6) et
(92, 2).

93. Vingt-deuxième mécanisme. Deux parallélogrammes n'ayant
pas d'axe en commun, et quatre isogrammes. Il reste à étudier les
mécanismes qui découlent de celui du No. 86, lorsqu'on remplace deux
des isogrammes par des quadrilatères plans. On a vu que ces deux-là ne
peuvent avoir d'axe en commun, et qu'on ne peut remplacer plus de
deux isogrammes par des quadrilatères plans sans retomber sur le système
plan de Kempe.

On se rappelle que l'analyse angulaire du mécanisme du No. 86 est celle
du No. 59, et qu'à ce dernier No. on a été obligé d'introduire des
hypothèses spéciales afin de pouvoir pousser jusqu'au bout les calculs
algébriques. Du moment que deux des chaînes sont des quadrilatères
plans, on n'a plus besoin de ces hypothèses ; on peut étudier le problème
sous la forme la plus générale, Je reprends donc l'analyse aux équations
(59, 8).

0
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Soient, comme au No. 63,

' sin a13 = sin a23 = sin a33 = sin a43 = 0,

sin a16 = sin a26 = sin a36 = sin a46 = 0,

3 ^ — Ç23, cosa33= — £33,
(93, 1)

(93, 2)

cosa 1 3 =— 413,

COSa43=-C43? è ï s ^ S ^ É l s ^ ï s ^ * 4]

C0Sa16=— £16, co sa 2 6 =— £26, cosa 3 6 =— £36,

cosa 4 6=—£ 4 6 , QQ = £|6 = ÇZQ = £46 = 1, £16 =

Les formules (38, 2) donnent

sin y13 = sin y23 = sin y33 = sin y43 = 0,

sin y16 = sin y26 = sin y36 = sin y46 = 0,

COS y13 = cos y43 = ^13, cos y23 = COS y33 = Ç23,

cos y16 = cos y46 = l16, cos y26 = COS y36 = ^26,

=£43> $28=588»

ce qui fait que le paramètre c des formules (59, 5) est congru soit à 0 soit
à 77. Dans ces conditions la seule solution non banale des équations
(46, 4) est

(93,3) l -8 1 8 2 8 8 = 0, a = & = CE=7T.

Maintenant, en vertu de (38, 2) et de (59, 5), on a

siny34 = siny35 = —siny42 = —siny44

= siny21 == sin y22 = — siny15 = — sinyu ,

siny32 = — siny45 = — siny41 = siny24

(93, 4) - = siny25 = —siny12=: ~siny14 = siny31,

COS y 3 4 = ^23 C O S 735 = ^23 C O S 742 = £l3 ^23 C O S 744

= £l3 ^23 C O S 721= £l3 C O S 722 = Î l3 C 0 S Y15 = C 0 S Yll>

COS y 3 2 = COS y 4 5 = — £ 1 3 COS y 4 1 = — Ç18 COS y 2 4 = J 1 8 ^ 2 3 COS y 2 5

= 1̂3 C23 c o s 7̂ 2 = -^23 cos y i4 = - £& cos yn.
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D'autre part, les formules (38, 2) et (59, 1) donnent

(93, 5)

cos a15 = £23 cos a24 = — £18 £23 cos a32 = — £13 cos a u ,

- cos a35 == — £23 cos a14 == — £13 £23 cos a12 = £13 cos a21.

Pour que les deux équations S4 = €2€3SX et 85 = e3 <=3S2 (59, 4) soient

satisfaites, il faut et il suffit qu'on ait

II reste à satisfaire aux deux relations S6 = €1e2S2, et Sx S2S3—1 = 0.
Pour cela je considérerai séparément les deux cas ex = ± e 2 * .

Soit d'abord ct = — e2. On aura

(93, 7)

% ___ r i 3 € 3 r 2 3 _ J* _
° 3 — / ^ y «. — b23 —

b l 3 ' 2 3 V ' 1 3

Sj f 16 fc3'26 Y
°6 — f Z f I~~ — Ï»23 —

bl6'26 ^26'16

La condition S6 = ex e2S3 est donc satisfaite.
On voit d'après les formules (93, 7) que les deux quadrilatères plans III

et VI sont des parallélogrammes.
Dans l'hypothèse actuelle les deux quantités 8X et S2 peuvent s'écrire

comme suit ;

d'où, en vertu de (93, 5), la condition 818283— 1 = 0 est satisfaite.
En plus des équations (93, 4) et (93, 5), les formules importantes à

retenir, qu'on a trouvées jusqu'ici, sont les suivantes :

i y y y y y Y Y Y

U6 = £l6 = — b43 = — Cl3 = — €3 423 = ~~ £3 ̂ 33 = €3 ̂ 26 = H ^36»

A la figure (93, 1) on voit le schéma de ce mécanisme. Comme
d'habitude sont marqués sur chaque arête sa longueur et, entre paren-
thèses, son premier cosinus directeur f orienté dans le sens de la flèche.

•$£ Ce signe sert à marquer un renvoi ultérieur.

02
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Les équations de fermeture du corps I, II, III sont

7*23 € &23 i ^21 6 1 ^ 2 1 i~^12 e ^12 ^22 e l ^22 I -^ ^13 i ^ ^23 ~ " '

r23 € ' &23 + r21 €lè21 + 1̂2 * '" m i2~ r 22 €1 622+ ^ m i3 + ^ m23 = °>
r23 e' C23 + r21 €1 C21 + 512 c'" U12 — T22 €l C22+L Ulz + M U23 = 0,

où L et M sont des quantités sans intérêt qui disparaîtront des formules
de la suite.

Kg. 93, 1.

Quand on projette ces équations sur les trois vecteurs (a23, 623>
 C23)>

(a21, 621, cal), (a22, 6225 c22), on trouve

(93, 9) b23'21 '22

23. e cos y2l sm a21
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et il y aura sept autres systèmes d'équations semblables à celui-ci
attachés aux sept autres corps du mécanisme.

D'autre part, les longueurs des perpendiculaires des quatre isogrammes
doivent satisfaire à

(93, 10)

— r* = r,41

sma i l sma,21

r14 = r.,34 'JAr9, = r.44

sma14 sma24 sma15 sma35

Quand on exprime que les seize équations du type (93, 9) et les équations
(93, 10) sont compatibles, on obtient, moyennant (59, 1), (93, 4), (93, 5),
et (93, 8),

(93, 11)

e' e'" sin y n sin a21 sin a n e1 e' cos y n sin a n '

e" eiv sin y n sin a n sin a21 e3 e'7 cos y lxsin a n '

sma, sma'21

r34 — r i 4 __ r44 — r24
sin a21 sin axl

r41 — r21 r31 — r l l

sm a9t sm ata21

' 3 2 .

sm a2i sm a11L

d'où e' e" ç ; / / eiv = 1. Toutes les longueurs sont ainsi exprimées en fonction

Pour construire un modèle de ce mécanisme, on doit se donner arbi-
trairement les six constantes r n , r24, r32, an , a21, y1]L. Tous les angles a
seront alors donnés par les formules (59, 1) et (93, 5), et les longueurs
par les formules (93, 11). Le mécanisme dépend de six constantes arbitraires.

En ce qui concerne les déterminations des divers symboles dont les
carrés sont égaux à l'unité, on procède comme suit. Les symboles e1? e3

sont arbitraires. Le symbole £13 doit être déterminé de façon que

' 3 2 <r i l "
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Cela rend positives les longueurs r15 et r35. On détermine ensuite e' et
c" de façon que les deux expressions

€3r32 bl3 ril r32"t"bl3r24

€1e'c0By11 COS y n

soient positives. Finalement on détermine e'" et €1V de façon que e' e'" sin y u ,
e"e ivsinyn soient positifs. La relation e' e" e'" elv = 1 en est une
conséquence algébrique. Comme toujours, on doit se donner r n , r24, r32

positivement, et an , a21 compris entre 0 et TT. Le symbole £23
 CLVL^ figure

dans les formules (93, 5) est donné en fonction de £13 par (93, 8).

94. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Ce
mécanisme est composé de deux parallélogrammes et de quatre isogrammes,
disposés comme l'indique schématiquement la figure (93, 1). Pendant sa
déformation, qui est algébrique, aucun isogramme ne peut passer de l'une
à l'autre de ses deux déformations. Le nombre des constantes arbitraires
est de six, dont trois angles et trois longueurs.

Pour avoir un exemple numérique de ce mécanisme je me donne les
six constantes r n , r24, r32, an , a21, y n de la façon suivante : soient

(94, 1)

sin a n = sin a21 =

cos au = f, cos a21 =

sin y n = f f,

cos y n = ̂ ,

! _ i l l _ L24
~ 5 ~ 3 '

Les formules (93, 8) donnent £23 = £13 = 1 moyennant quoi les formules
(93, 5) donnent

' sin a15 = sin a25 = sin a24 = sin a44 = sin a32 = sin a42 = sin a31

= s i n a n = 0,800000

sin a35 = sin a45 = sin a14 = sin a34 = sin a12 = sin a22 = sin a41

= sina21 = 0,923077

cos a15 = cos a25 = cos a24 = cos a44 = —cos a32 = —cos a42

= — cosa 3 1 = — c o s a n = —0,600000

cos a35 = cos a45 =• —cos a14 = —cos a34 == —cos a12 = —cos a22

== cos a41 = cos a21 = 0,384615+ •
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Les formules (93, 11) donnent alors

(94, 3)

199

455 210

2730

r32 = T4
364

182

26 — ' 3

325

r 24 = Tk
273

2625

375

315

2275

390 525

Je laisse indéterminé le symbole ex dont la détermination est arbitraire,
et qui n'intervient que dans les formules qui lient les dièdres y.

95. Vingt-troisième mécanisme. Deux parallélogrammes n'ayant
pas d'axe en commun, un angle tétraèdre totalement décomposé, et
trois isogrammes. Exemple numérique. Ce mécanisme se déduit de
celui du No. 93 quand on y pose

r15 = r25 = ^35 = r45 = 0.

Les formules (93, 11) deviennent

s i n 73i = s i n Yiv c o s 73i = €i H °o s Yn>

(95, 1)

e € smy n sma21

> —°24 _ _ 7 i 3 -

e cos y l x sin axl '

6"eivsinyn sm a1:L

; _ ' 16

sm a21

Pour construire un modèle de ce mécanisme, on doit se donner arbi-
trairement r n , r32, a n , a21, y n . Toutes les longueurs seront alors données
par les formules (95, 1) et tous les angles a par (59, 1), (93, 5), et (93, 8).
Les deux symboles el9 e3 sont de détermination arbitraire. Le symbole
£13 doit être déterminé de façon que e3 rxl—Ç13 r32 > 0. Comme auparavant
il est toujours possible de trouver e', e'', e//7, eiv tels que les autres longueurs
soient positives. Le mécanisme dépend ainsi de cinq constantes arbitraires.
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Pour avoir un exemple numérique, je conserve, en ce qui concerne les
angles a, celui du No. 94. Soient donc

(95, 2)
cos a n = f, cos a21 =

Y Y
\ — bl3 — b23 —

cos y n =

Fig. 95, 1.

Soit en outre

(96, 3)
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Les formules (95, 1) donnent

(95,4) ^ r2%

f2fi

8U

= ru91

i — 36
325

! = 545

r14 — r34
105

^23 = ^33
375

s15 = 5 2 4

'21 — ^41
525

r16 = ^46
1875

r32 — f42
364

^13 = ^43
1625

r12 = r
420

390 1950 *

Ainsi, les constantes du mécanisme dont les constantes arbitraires
sont données par les formules (95, 2) et (95, 3), sont données par (94, 2)
et (95, 4).

96. Vingt-quatrième mécanisme. Deux parallélogrammes sans
axe commun, deux angles tétraèdres totalement décomposés égale-
ment sans axe commun, et deux isogrammes. Exemple numérique.
Il est évident d'après les formules (95, 1) que le seul isogramme du
mécanisme précédent qu'on peut remplacer par un angle tétraèdre est celui
dont les longueurs perpendiculaires aux axes sont désignées par r12, r22,
r32>r42* J e considère maintenant ce cas-là.

Soient
ri2 ~ r22 = r32 = = r42 = *̂

Les formules (95, 1) deviennent

€ 3 = 1 , sin y31 = sin y n , cos y31 = ea cos y n ,

(96,1)

15 — ^15 — ^24 __ ^23 — ^33 — ^16 — ^46 __ ^13 — ^43 — ^26 ^36

sin y n sin a21 sin a n

_ . '11 ^ 'SI — r24 = = '44 __ A 21 ~ ' 41 — '14 '34

l' cos y u sin a n ^' cos ylx sin a21 '

Pour construire un modèle de ce mécanisme, on n'a qu'à se donner les
trois angles an , a21, y n tels que les quatre fonctions

sinau , sina21, ^sinyn , ^cosy n (^ = ^f2=l),

soient positives. Les autres a du mécanisme seront donnés par les
formules (59, 1) et (93, 5) (dans lesquelles il convient de poser £13 == £23).
Toutes les longueurs sont données à un facteur arbitraire de pro-
portionnalité près par les formules (96, 1). Le mécanisme dépend ainsi de
quatre constantes arbitraires.

A la figure (96, 1) on voit le schéma de ce mécanisme.
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Pour avoir un exemple numérique de ce mécanisme, je conserve en ce
qui concerne les angles a celui du No. 94. Soient donc

(96, 2)
ƒ sin an = f, sin a21 = if, sin y n = §§,

[ cos ou = f, cos a21 = -53, cos y u = ^ . .

Fig. 96, 1.

On se rappelle que cette fois €3 = 1, £13 = Ç23 obligatoirement. Soient
en outre £ 1 3 =£ 2 3 = 1.
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Les formules (96, 1) donnent

(96 3} 1̂2 ~ g45 ~ 1̂5 ~ 2̂4 __ r23 === r33 == rl6 ~ r46 __ rl3 ~ r43 == r26 == f36
390 375 325

i
rll === r31 ~ r24 === r 4 4 r 2 1 === r41 == ri4 ~r 2 1

91 105

Ainsi, les constantes du mécanisme dont les constantes arbitraires
sont données par les formules (96, 2) sont données par les formules (94, 2)
et (96, 3).

97. Vingt-cinquième mécanisme. Deux contre-parallélogrammes
sans axe commun et quatre isogrammes. Je reprends maintenant
l'analyse au signe x qui suit de peu les formules (93, 6).

Soit cette fois e±= e2. On aura

bl3 — e3 b23>

r l 3 €3 r23 _ Y r l 3 €3 r23Ô3 — Y~T Y r — €3
' 1 3

I

g __ ^16 €3^26 __ € r __ ^ ^
bl6r26 r r + e r 2

(97, 1)

Ces formules montrent que les deux quadrilatères plans III et VI sont des
contre-parallélogrammes.

L'équation § 6 = e^Sg (59, 4) donne

(97> 2 ) ^13^16 = ^23^26-

D'autre part, on a

S = 1 - € i t g l a 2
1 1 + € l tg iaa

En vertu de celles-ci, de (93, 5), et de (97, 2), l'équation Sx 82 S3 = 1 donne

[ s ina n sma21 s m a n sma21

A la figure (97, 1) on voit le schéma de ce mécanisme. Comme
d'habitude j'ai marqué sur chaque arête d'abord sa longueur, et ensuite,
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entre parenthèses, son premier cosinus directeur* orienté dans le sens de
la flèche.

tfu)

Fig. 97, 1.

Les équations de fermeture du coipb I, II, III sont

= 0,

où i et Jf sont des quantités sans intérêt qui disparaîtront des formules

* e'2 = €"2 =
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de la suite. Quand on projette ces équations sur les trois vecteurs
(&23> &23> C23)> (a21> &21> C2l)> (a22> &22> C22) O n o b t i e n t

(97, 4) ' 23

sina21 — e' €'"siny21 e COS y2 1 sm a21

II y aura sept autres systèmes d'équations analogues à celui-ci qui appar-
tiennent aux sept autres corps du mécanisme.

D'autre part, on a

(97, 5)

sin a15 sin a sin a14 sm a24

Quand on exprime que les équations (97, 3), (97, 5), et les seize équations
du type (97, 4) sont compatibles, on trouve

12 — ^15 — ^24 — ^45 7*23 — 7*33 __ 7*13 — r 4 3

e" sin y n sin y31 ~~ e sin y31 sin a21 e' sin y31 sin ax

(97, 6)
— 7*oi — '/'o/i — T.' 3 1 24 '44 ' 3 2 ' 1 5 — ' 2 5

sin sin a n J sin (y31—yn) sin a u

' 2 67* OR — 7*.3G — 7*41 — T-i A — T>

€"sinyu sinan

' 4 1 14 ' 3 4

sin (y31+yn) sina21

__ '127*19. 7*o9 • TQK T.' 2 2 35 ' 4 5 = 7*.46

sin (y^— sin a21 €7/ sin y u sin a21 *

Pour que ces équations puissent être satisfaites par des valeurs
positives des longueurs, il faut et il suffit que

(97, 7)
€///(coty11—coty31) > 0, e"' e' sinyn > 0, > 0,

€ / / /£18(coty11+coty81)>0.

On voit que, quelles que soient les valeurs de y n et de y31, les symboles
e', e"\ e'", £13 peuvent toujours être déterminés de façon unique.

Pour construire un modèle de ce mécanisme, on doit commencer par se
donner les quatre angles y u , y31, an , a21 dont les deux derniers doivent
être compris entre 0 et TT. On détermine ensuite les symboles e'', e", e'", ̂ 13

dont les carrés sont égaux à l'unité, au moyen des conditions (97, 7).
Les formules (59, 1) et (93, 5), dans lesquelles il convient de poser
£13 = £23 donnent alors les valeurs de tous les autres at Finalement le§
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formules (97, 6) donnent, à un facteur arbitraire de proportionnalité
près, les valeurs des longueurs. Le mécanisme dépend ainsi de cinq
constantes arbitraires,

98. Résumé et exemple numérique du No. précédent. Ce
mécanisme est composé de deux contre-parallélogrammes et de quatre
isogrammes, disposés comme l'indique la figure (97, 1). Les quatre
isogrammes ne jouissent que d'une seule déformation. Deux
isogrammes conjugués ont leurs arêtes correspondantes égales, la corres-
pondance étant définie par les formules (97, 6) et la figure (97, 1). Le
nombre des constantes arbitraires est de cinq, dont quatre angles et une
longueur. La déformation du mécanisme est algébrique.

Pour avoir un exemple numérique de ce mécanisme, je me donne les
quatre constantes y n , y31, au , a21 de la manière suivante : soient

f sin a u = f, sin a21 = i | , sin y n = f f, sin y31 = if,
(98, 1) \

{ cos a u = f, cos a21 = T%, cos y u = &, cos y31 = T
8
T.

On se rappelle qu'on a obligatoirement ^ = e2 = — e3 = 1, £13 = £23.
Les formules (97, 6) donnent alors

/qo e\\ g12 ~ ^15 ~ ^24 = = SA5 ___ r i l == r31 ^ r24 = = r44 r21 = = r41 = = r i 4 === r34
11700 " 3861 4455

1305 " 1131

9750 11250 12240 10608 '

Ensuite les formules (93, 5) donnent

sin a15 = sin a25 = sin a24 = sin a44 = sin a32 = sin a42 = sin a31

=-0,800000

sin a35 = sin <x45 = sin au = sin a34 = sin a12 = sin a22 = sin a41

= 0,923077
(98, 3)

COS a15 = cos a25 = —cos a24 = ~cos a44 = —cos a32 = —cos a42

= cos a31 = cos a n = 0,600000

cos a35 = cos a45 = cos au = cos a34 = —cos a12 = —cos a22

—cosa 2 1 = — 0,384615-f-
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99. Vingt-sixième mécanisme. Deux contre-parallélogrammes
sans axe commun, deux isogrammes également sans axe commun,
et deux angles tétraèdres totalement décomposés. Exemple
numérique. Il est évident d'après les équations (97, 6) qu'aucun
isogramme du mécanisme du No. 97 ne peut être remplacé par un angle
tétraèdre sans que son conjugué le soit en même temps. Je considère

Fig. 99, 1.

maintenant le cas où les deux isogrammes du mécanisme du No. 97
dont les arêtes sont ri2 et ri5 sont remplacés par des angles tétraèdres
totalement décomposés.

Soient
n.3 = 0 = r,5, (»=1 ,2 ,3 ,4 ) .
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On aura, en vertu des formules (97, 6),

sin y31 = e' e" sin yn , cos y31 = e' e" cos y n ,

(99, 1)

s12 = alh == s2i = s45 = r23 = r33 = r16 = r46 = r13 = r43 = r26 = r8

£ sin y n sin a21 sin a n

ril = = r31 = = r24 === r44 r21 ~ r41 = f14 = = r34r44 __

4 cos y n sm a n 4 cos y n sm a21

_ v y / / / / y f / / / y

ou £=€ e , 4 = € 413.
Pour que ces équations puissent être satisfaites par des valeurs positives

des longueurs, il faut qu'on ait

(99, 2) £ sinyn > 0, £' cot y n > 0.

Pour construire un modèle de ce mécanisme on commence par se donner
les trois angles yn , an , a21 dont les deux derniers doivent être compris
entre 0 et TT. On détermine ensuite les symboles Ç, £' dont les carrés sont
égaux à l'unité, au moyen des conditions (99, 2). Les formules (59, 1) et
(93, 5) (dans lesquelles il convient de poser £13 = £23) donnent les valeurs de
tous les autres a. Finalement, les formules (99, 1) donnent à un facteur
arbitraire de proportionnalité près les valeurs des longueurs. Le
mécanisme dépend ainsi de quatre constantes arbitraires. On voit son schéma
à la figure (99, 1).

On voit aux formules (99, 1) qu'il est impossible de remplacer un
troisième isogramme par un angle tétraèdre.

Pour avoir un exemple numérique de ce mécanisme, je conserve, en ce
qui concerne les angles a celui du No. 98. Soient donc

f sin a n = f, sin a21 = \%, sin y n = § f,

[ COS a n = f, COS a21 = J5TJ, COS y n = ^V,

Les formules (99, 1) donnent

(QQ 4.\ 12 15 24 45 __ 23 33 16 46 __ 13 43 26 36
{ ' ' 390 375 325

' 11 ~ ' 31 ~ r24 ~ ' 44 __ ' 21 = = r41 ^^ A14 = = / 34
~~ 91 — 105

Ainsi les constantes du mécanisme dont les constantes arbitraires
sont données par les formules (99, 3) sont données par (98, 3) et (99, 4).



RÉPERTOIRE DE TRAVAUX ANTERIEURS. 209

Chapitre IX.

REPERTOIRE DE TRAVAUX ANTERIEURS.

100. Recherches de Darboux. Darboux a démontré* que le
système plan de Kempe possède sept cas de déformabilité. Il les a
numérotés depuis a jusqu'à g. Ce sont les suivants :

(a) Deux parallélogrammes et quatre quadrilatères irréductibles.
(b) Six parallélogrammes.
(c) Six contre-parallélogrammes.
(d) Deux quadrilatères à diagonales perpendiculaires, et quatre

quadrilatères bi-isoscèles.
(e) Deux contre-parallélogrammes et quatre quadrilatères irré-

ductibles.
(ƒ) Six quadrilatères irréductibles.—Premier Cas.
(g) Six quadrilatères irréductibles.—Second Cas.

101. Recherches de M. Bricard. M. Bricard a démontréf que
l'octaèdre à sommets tous propres possède les quatre cas de déformabilité
suivants :

1. Six angles tétraèdres irréductibles.
2. Deux angles tétraèdres circonscriptibles et quatre angles

tétraèdres rhomboïdes (bi-isogones).
3. Quatre angles tétraèdres irréductibles et deux angles tétraèdres

à faces opposées égales ou supplémentaires deux à deux (totalement
décomposés).

4. Six angles tétraèdres à faces opposées égales ou supplémentaires
deux à deux (totalement décomposés).

102. Recherches de M. Bennett. M. Bennett a fait remarquer^
que les représentations sphériques des axes des octaèdres de M. Bricard
donnent des cas de déformabilité du mécanisme de Kempe sur la sphère.
Sa méthode a a priori les deux inconvénients suivants : elle ne donne que
des mécanismes dont les axes sont trois à trois dans des plans, et elle ne
donne ni le mécanisme du No. 48 ni celui du No. 52.

Dans un mémoire sur Yisogramme§ M. Bennett a fait connaître un cas
particulier du mécanisme du No. 86.

* Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, 1879, p. 151.
f Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1897, p. 113.
% Proceedmgs of the London Mathematical Society, 1912, pp. 322, 330, et 331.
§ Proceedmgs of the London Mathematiçal Society, 1914, p. 166,
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NOTE SUR LES CHAINES FERMEES DE QUATRE COUPLES
ROTOIDES.

Il m'a paru utile d'adjoindre au travail précédent une démonstration
du théorème énoncé au No. 1, savoir que la chaîne fermée de quatre
couples rotoïdes ne possède que trois cas de déformabilité.

Soient lb m(, n{ ( i = 1, 2, 3, 4) les cosinus directeurs des quatre axes
de la chaîne, et ah bb ct ceux du vecteur normal aux axes i et i + 1. Soient
en outre s{ la longueur portée sur l'axe i entre les deux segments perpendicu-
laires qui y aboutissent, et r{ la longueur portée sur le segment i depuis
l'axe i jusqu'à l'axe i + 1 .

Si l'on adopte une orientation convenable des cosinus directeurs, les
équations de fermeture s'écriront

è3+r4 €464 = 0,
(N, 1)

Comme l'analyse angulaire du problème actuel est identique à celle
de l'angle tétraèdre étudié au chapitre II (à condition de convenir que
les quatre corps se suivent dans l'ordre 1, 2, 3, 4), j'adopte intégralement
toutes les formules de ce chapitre. On se rappelle en particulier que les
tangentes des demi dièdres alternes satisfont aux équations

( '
D'autre part, si l'on projette les équations (N, 1) sur les quatre axes,

on trouve

i+52 cos 0^+s3 cos 04 cosa2+54 cos a4](l+£2
2)(l+t4

2)
—s3 sinaa sina2(l

(N, 3)

~s1 sina3 sina4(l
COSa3

cosa4+s2 cosa4 cos ^ +
—«s2sina4sina1(l — 1̂

^4 cosa2 cosa3](l+£3
2)(l+£1

2)
—54 sina2 sina3(l—^
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II faut que les deux premières des équations (N, 3) soient identiques
à la première de (N, 2), et que les deux dernières des équations (N, 3)
soient identiques à la dernière de (N, 2) ; à moins, bien entendu,, que les
équations (N, 2) ne se décomposent. Dans ce dernier cas il faut que les
deux premières de (N, 3) aient un facteur en commun avec la première
de (N, 2), et que les deux dernières de (N, 3) en aient un en commun avec
la deuxième de (N, 2). Ces conditions sont également suffisantes, sauf
dans le cas où il n'y aurait pas trois des quatre axes qui ne soient pas
équipollents. On verra que ce cas exceptionnel ne se présente pas.

Je considère en premier lieu le cas où les équations (N, 2) sont irré-
ductibles. Puisqu'elles ne contiennent pas de puissance impaire des
variables, il faut que les coefficients de ces puissances s'annulent dans les
équations (N, 3). Cela entraine

r2 sin ax = 0, r4 sin a3 = 0, rx sin a4 = 0, r3 sin a2 = 0,

r3 sin a4 = 0, rx sin a2 = 0, r2 sin a3 = 0, r4 sin ax = 0.

Celles-ci n'ont que les quatre solutions suivantes :

1. sina1 = 0, sina2 —0, sina3 = 0, s i n a 4 = 0 ;

2. r1 = r2 = r3 = r4 = 0;

3. rx = rz = 0, sin ax = 0, sin a3 = 0 ;

4. r2 = r4 == 0, sin a2 = 0, sin a4 = 0.

Le premier cas des équations (N, 4) est celui du quadrilatère plan ; je
n'insiste pas là-dessus.

Le second cas donne, en vertu de (N. 3),

s3 sin ax sin <x2 = 0, sx sin a3 sin <z4 = 0, $2 sin a4 sin ax = 0,

«s4 sin a2 sin a3 = 0.

Puisque tous les r sont nuls, aucune des quatre quantités sinat ne peut
s'annuler, sans que deux axes adjacents se confondent, ce qui rendrait
impossible toute déformabilité. Il ne reste donc que le cas connu de
Vangle tétraèdre pour lequel s1 = s2 = ss = s4 = 0.

Les troisième et quatrième cas des équations (N, 4) sont inadmissibles,
parce qu'ils donnent lieu à deux axes adjacents confondus.

(N, 4)

(N,

Je passe aux premiers cas de décomposition. Soient

fa 3 = 177-—£(|TT—a-J, a4=-|7r—m^T—a2), £4 = etf2, 3̂ =
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Les équations (N, 3) s'écrivent maintenant sous la forme suivante :

1+«92 cos ̂ +«$3 cosat cosa2+s4£ cosa2](l-H2
2)

—-s3 sina5 sina2 (1—£2
2) + 2[c2r2 sinc^n-ccg?^ sina2]£2 = 0,

sx COS ax COS a2~\-s? COS a 2 + 5 3 + & 4 COS a i ] ( l +^2
2)

—S1 sinaj sina2(l —£0
2) + 2[€4 er4 sina3 + €1r1 sin a2]f9 = 0,

(N, 6)
[£ +Ç cosa

—s2 sinc^ sina2(l—t1
2)-\~2[e2 e£r2 sin 0 4 + e ^ s in a2l h == ̂ ?

sx cos ̂ +«2+^3 cosa2+^54 cosa1 cosa2](l+^i2)
—54 sinax sina2(l—^2) + 2[^4r4 s in^+cg €^r3 sina2]^ = 0.

Comme chacune des équations (N, 6) ne contient qu'une seule variable,
il faut que ses coefficients soient tous nuls. Parmi d'autres conditions on
trouve

f s3 sin ax sin a2 = 0, sx sin ax sin a2 = 0, s2 sin ax sin a2 = 0,
(N,7) . .

[ 54 sinajt sma2 = 0.
Si les deux quantités sin 04 et sina2 étaient nulles, on aurait affaire à un
quadrilatère plan. Si une seule d'entre elles l'était, par exemple sina2,
on aurait f2 = r4 = 0en vertu de

f 2 2 ^ g ^ 2 = 0, €4€r4 8ina1+€lr1 sina2 = 0,

^ i + sina2 = 0, e4r4 sin ai+e3e^r3 sina2 = 0,

ce qui voudrait dire que les deux axes 2 et 3 se confondent. Les conditions
(N, 7) ne peuvent donc pas être satisfaites autrement que par

si = S2 = <*3 = 5 4 =

et, cela étant, tous les coefficients des équations (N, 6) seront nuls dès que
les conditions (N, 8) seront satisfaites. Celles-ci peuvent s'écrire comme
suit (en tenant compte de l'hypothèse qui veut que les sinus de tous les
a soient positifs) :

sina2

C'est le cas de Visogramme de M. Bennett. Analytiquement, le mécanisme
dont M. Bricard parle dans ses Leçons de Cinématique, 1927? No. 413, 2°?

est un cas particulier de celuj-çit
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II reste encore deux modes de décomposition à étudier. Ceux-ci
sont donnés par

| 2 | £ M a i ) , a4=!7T—£(!TT—a3), t8 = &, ,
(N, 10) ^

Les deux dernières des équations (N, 3) s'écrivent maintenant comme suit :

£«§! cosa3-f-£s2 cosa3 cosc^+Sg cosa3+54](l+^2)

—s2 sinc^ sina3(l— ̂ 2)+2 sinas(€1r1+€2^r2) t± = 0,

S1 COS ̂  + ^2 + ^ 3 COS <*!-}-£ 54 COS ax COS a3] (1 + ^ 2 )

—sA sinc^ sina3(l—^2) + 2 sina1(€3Çr3+€4r4)^1 = 0.

, 11)

Ici encore il faut que les coefficients des différentes puissances de tx soient
nuls. En particulier, on a les deux conditions

sina3(e1r1+€2^2) — 0, s i n c t ^ £r3+e4r4) = 0.

Il serait impossible que les deux quantités sin ax et sin a3 s'annulassent,
parce que cela donnerait lieu à un quadrilatère plan. Soient par exemple
sin a3 = 0? sin a± =£ 0. Il en résulte que

€, € 2 - l ; 2̂ *i+î«s+î^4

ce qui fait que sin ax =>= 0, contrairement à l'hypothèse.
Il faut donc qu'on ait

(N, 12) \
[ (£«i+*s) oosa3= 0, («x+î^s) c o s a i = °-

Quand cos a3 = cos ax = 0, on a tA = <-t2, e2 = 1, et les deux premières
des équations (N, 3) s'écrivent

Celles-ci n'ont pas d'autre solution que ^ = ^3, rx = r3. C'est un cas
particulier de l'isogramme.

Quand sx = s^ 1= — 1 les deux premières de (N, 3), et la relation
(N, 2) qui lie tz à £4, s'écrivent comme suit [toujours moyennant les
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conditions (N, 10) et (N, 12)] :

«! sin2a3(l+f2
2)^2+€3f3 sina3(l + ^2)^+€1r1 s ina^H-^ 2 )^ = 0,

Ces trois équations ne sauraient être identiques sans se décomposer, parce
que la troisième ne contient pas de puissances impaires des variables, et
que les coefficients de ces puissances dans les deux premières équations ne
s'annulent que lorsqu'on retombe dans des cas déjà étudiés. La troisième
de ces équations ne se décompose que lorsque sinc^ — e'sina3, e'2 = 1,
auquel cas o n a ^ 4 = e" t2, e"2 = 1. Les d,eux premières s'écrivent alors

8± sinax £ 2+( e i r i+ e3 e ' ^Vg) = 0, s± smaxt2+(€3 e' €'^3+6!^) — 0.

Celles-ci ont bien la solution s± = 0, rx = r3, mais ce n'est qu'un cas parti-
culier de Fisogramme.

Le théorème qui est énoncé au No. 1, savoir que la chaîne fermée de
quatre couples rotoïdes ne possède que trois cas de déformabilité, se trouve
donc démontré.
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220 EBEATA.

ERRATA.

Page 33, ligne 17, il faut lire tout angle tétraèdre au lieu de tout Vangle tétraèdre.

Page 35, dernière ligne, il faut lire la demi période au lieu de le demi période.

Page 47, ligne 3 en remontant, il faut live jusqu'à &K au lieu de jusqu'à la 4JC.

Page 49, ligne 5 en remontant, il faut lire cette au lieu de certe*

Page 61, ligne 7 en remontant, il faut lire suivante au lieu de suivant.

Page 67, ligne 15, il faut lire de ces trois au lieu de de des trois.

Page 68, ligne 14 en remontant, il faut lire No. 37 au lieu de No. 36.

Page 73, ligne 10, il faut lire valeurs des produits au lieu de valeurs les produits.


