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PREMIERE THESE

SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS D'UNE
OU DE DEUX VARIABLES REELLES.

Introduction.

Daps la théorie des fonctions on cherche & approfondir I'étude
des fonctions trés générales qui se rapprochent, d'une certaine manjére,
de fonctions connues. Les fonctions les plus simples sont les polynomes,
il est donc tout naturel d’étudier les fonctions auxquelles certaines
propriétés des polynomes s’appliquent. C’est d’'un tel probléme que
nous nous occupons dans la premiére partie de ce travail.

Pour étudier la fonction nous considérons ses différences divisées
de divers ordres. La nem¢ difféerence divisée de f(o) pour les pgints
Xy, Xz,..., Loty €St égale au quotient

:g‘(ﬂ‘y L2500 Turq; D_

V@, 3, ..., &nt)
ot U(ry, ugy.+.y Laty; [) est le déterminant d’ordre = + 1 dont la
ligne générale est 1 wv i ... "1 f(r) et V(wy, 22, ..., Tnpy) =
=U(x;, 22,..., Toy1; &)

La n®me différence divisée d’'un polynome de degié n est cons-
tamment égale 2 un méme nombre; ce nombre est nul si le polyngme
est de degré m—1. Nous examinons les fonctions dont la néme différence
divisée est bornée. Nous considérons également la néme variation totale
(ou la variation totale d’ordre n) d'une fonction, qui est par définition
égale a la limite supérieure de la somme

m—np—1 )
Z IA:,-..-.\Z'_}{

1=y

[xl) X2 5000, Tnt1; f]

l -
Ans[xi’ Tigqy oo azl-rﬂ; f}; lgl,‘g,..., m—a
2y < s <L X
lorsqu’on fait varier les points y, #2,..., zm €t leur nombre de fom-

Mathemtica VIl -1



9 T. PorovICIU

tes les maniéres possibles sur ’ensemble de définition Je la fonction.
Nous dirons que la tonction est a néme variation bornée si sa variation
totale d’ordre n est finie. Nous étudions aprés les fonctions dont la
(n+1)?me différence divisée ne change pas de signe. Nous dirons qu'une
telle fonction est d'ordre n. Pour n=0 nous avons les fonctions mono-
tones et pour n=1 les fonctions convexes (ou concaves) ordinaires.
Nous signalons les principales propriétés de ces fonctions et nous mon-
trons leur rapport avec les fonctions 4 méme diflérence divisée bornée
et les fonctions a mrme variation bornée.

Si la fonction f(r) est a (n+ 1)¢me différence divisée bornée on
peut évidemment déterminer A tel que la fonction f(x)+Xzn+! soit
d’ordre n. Nous montrons aussi qu’une fonclicn a nime variation bornée
est la différence de deu.r fonctions d'ordre n.

Nous étudions aussi la dérivation des fonctions précédemment
définies, aprés avoir complete certaines recherches de STiELTJES sur la
néme dérivée d'unc fonction. Nous examinons la limitation de la dérivée
d’une fonction d'ordre » définie dans un intervalle. On trouve ainsi que
les fonctions d’ordre m se comportent &t pew prés comme les polynomes de
degré m, tout au moins dans un intervalle intérieur convenablement choisi

Dans la seconde partie nous essayons d’étendre pour les fonctions’
de deux variables les résultats obtenus pour les fonctions d’une seule
variable.

La différence divisée d'ordre (m, m) de f(x, y) pour les k =
== (m+1) (n+1) points M, (s, y:), 1=1,2,..., L est égale au quotient

: Unn (M, Mz, ..., M5 £)
M,My-.. M ; m = 21 L) 2 : L
[M; 2 s Mi; flm,n Vo,n My, Mo, ..., M)

ot Um,n(M;, Ma,...,Ms;f) est le déterminant dont la ligne générale
est 1o, afe oo @™ i ZiYiouwo XM Yio YR XYL xtyr f(x., ¥)
et Vm,o(My, Mo, ..., Ms) = Umnu(M;, Mz,...,Ms; z™97). Nous sup-
posons, bien entendu que les points M; soient tels que le déterminant
Vm,n soit différent de zéro,

Nous étudions ces différences divisées et nous montrons qu'on peut
étadblir une analogie compléte entre le cas d’une et le cas de dew. variables.

Dans le dernier Chapitre nous donnons une généralisation des
fonctions convexes et des fonctions doublement conve.res (Voir . MoNTEL,
Journal de Math., Yeme série, t. 7 (1928), p. 29—60) de deux variables.

Nous sommes heureux de pouvoir exprimer ici 'hommage de
notre profcnde reconnaissance a M. P. MoNTEL qui nous a beaucoup

encouragé et dont les conseils précieux nous ont été tres utiles pour
1a rédaction de ce travail.
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;PREMIERE PARTIE.

‘SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS D'UNE
“VARIABLE REELLE CONVEXES D'ORDRE SUPERIEUR

CHAPITRE 1,
‘SUR LES DIFFERENCES DIVISLES DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE.

§ 1. — Fonections a différence divisée bornée et fonctions
a variation bornée.

1. Nous considérons des fonctions f(«) définies, uniformes et
aéelles de la variable réelle » sur un enseamble linéaire et borné E.
A tout point de E correspond une valeur finie et bien déterminée pour
f(x). Nous désignons par a lextrémité gauche et par b l'extrémité
droite de l'ensemble E. Les points & et b sont déterminés quel que
-soit E. Nous désignons par E’, E” ..., les ensembles dérivés successifs
de K. Nous disons qu'un ensemble E, est complétement intérieur 3 E
si tous ses points appartiennent a E et si ses extrémités a;, b; sont
intérieurs a l'intervalle (a, b), (@ <Za; == b; <b).

Nous disons qu'une suite de points de l'axe de la variable z est
ordonnée ou bien que ces points sont ordonnés si leurs abscisses rap-
portées a4 une origine fixe sont rangées par ordre de non décroissance.
Nous supposons d’ailleurs, saufavis contraire, que tous les points d’une
telle suite sont distinets.

Nous appelons polynome L (polynome de Lagrance-Hermite) le
:polynome de plus petit degré

P@)=P(a, %,... a; f|x)

wérifiant les conditions(?): (les accents désignent des dérivations)

() HermiTE a généralisé les polynomes de Lagrange dans son mémoire
»8ur la formule d’interpolation de LacranGe®. Journal fur die Reine und
Angew. Math t 84 (1878) p. 70.
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P() =f(z)) P (2p41) =1 (2p+1) P (@pte+1)=F (@ptqa)- - -
P’ (22)={"(22) P/ (2p42)=F" (2p+2) P’ (2p4qt2)=F" (@ptq+2) - - -

............................ - o -

a‘=:42= -.::ap N “p-{—l =ap+2:...=ap+q y aP’H"’“ =“p—l—q+2="':mq+p+ry oo o
prag+r+ - =k.
On sait que ce polynome est unique.
Enfin nous appelons avec M. NorLunp (2) différence divisée d’ordre

k de la fonction f(z) pour les points distincts a;, &z,... %kt l'expres—
sion définie par la relation de recurrence

[aq, “3"--9“k+1;fl—[a‘9 %,...\dh;f]
Qk+y — Ay
lo; fl=1(=).
La quantité (1) est symétrique par rapport aux poinis a« et peult
se meltre sous la forme d’'un gnotient

(1) [a],ag,...,ﬂk+;f]=

U(aiyaZ’”-’m‘K-ﬁ-‘;f)‘
V(“!)“?»““aak-l-l)‘

fey a2,y antys fl=

ou
1 & o ..... ak=1 f(ay) |
1 o ol..... k=t f(a) |,
U, ey .oy fl=| -« - me v e o on oo -
| Lo oy s efd o)
et

V(“l? aZ:"',mk‘Fl): U(a,,ag ,‘--;“7:+|§-7’")3
est le déterminant de Van pEr MonDE des quantités a;.

De la formule (1) on peut en déduire d’autres que Lous signale-
rons & mesure de leur emploi. Remarquons ici que

@) f(@)— P, a2, o flaw) =
=U(“h¢2,--~,uk+|;f)zy__(ahaz,--nakn)_» R
V(alraZa---’a"‘) V(‘“ls“’é;--')ak’) .a'l,wl'y-'-’-q*-hty'f"’

Il en résulte que si [;,az,.. , 2%4y;F]=0, f(x) prend sur E less
mémes valeurs gu'un polynome. Nous disons alors- que f(x) est une-
fonction polymomiale.

2. Considérons les difféerences- divisées-

[rr,22,..., ‘”’H‘l;ﬂ‘
(3) N. E. NoaLunp ,Legons sur les, séries d’interpolation® p. 2
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sur tous les groupes de n4-1 points distincts de E. Si E contient

moins de n+41 points on peut indifféremment supposer que la néme

différence divisée n’existe pas ou bien qu’elle soit identiquement nulle.
Posons

Lim . | [z, 22, @Tnas [l = Aalf ;K]
(sur E)

Ce nombre sera appelé la néme borne de f(z) sur E A,[f; E] peut
@tre désigné aussi par A,[f] ou méme A, quand il n’y a pas d’ambiguité
b
et par A,|f] quand il s’agit d’un intervalle (a,bd).
a

Nous disons que la fonction est a méme différence divisée bornée
sur E si A, est fini.

Le cas n=0 est celui des fonctions bornées; n-==1 celui des fon-
eetions vérifiant une condition de LipscHiTz ordinaire.

3. Considérons m points ordonnés

(3) Ly yX2y0.00yTm
ot soient
4) Af=T%e, Bkt e o oo Xegae; f] A'=/(x))

=1, 2,...,m-k, £k=0,1,2,...,m-1

des différences divisées d’une fonction défimie en ces points.
L.a somme

m-n-1
) va= > A —4; ]

=1

est la néme variation de f(x) sur les points (3).
Soit f(x) définie sur un ensemble E. Les variations v, sur toutes
les suites ordonnées de E ont une limite supérieure V,[f;E]. Nous
b

désignons ce nombre par V.[f], V. ou Vp [f] et nous l'appelons la
a

ndme pariation totale de f(x) sur E.

Nous dirons que la fonction est a méme variation bornée sur E st
Yr est fini.

Le cas n=0 est celui des fonctions a variation bornée ordinaire
-de JoroaN(3); n=1 a é1¢ implicitement considéré déja par M. DE 1a

(3) Pour l'etude de ces fonctions voir H. LeBEsGUE ,Lecons sur l'in-
Aégration ., . etc.* 2%me ed. (1928) p. 96; ou encore L. ToNeELLI ,Fondamenti
di Calcolo della variazioni“ t. I, p. 40.
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VaLLee Poussin(4) et étudié d’ume manmiére générale par M. A. WinTem-
nitz (3).

§ 2. — Propriétés des fonctions dont In néme différence divisée
est bormée.

4. Soient @y, @ ,...,%; Bi,B2,--es B @r1=Bit 2 42=PFia2se00n
ai=Bx, k +j points distincts (1 < j < k). Nous avons-d’aprés la formule (1)
(@i—B)[ar, &2, eny @i Biy Bitiyeeen s 1=

=y, @, en., Gy Bidryee.,Bres fl— [, @, o0 @y, Bryee o, Bes Fl s

Faisant i=1, 2,...,k, ajoutant membre & membre et supprimant
les termes identiquement nuls nous en déduisons la formule suivante:.

(6) [“l,alo-'-aak;f]_[p?; 323“-751‘;,]:
=2(a:,—ﬁ,)[a,,ag,...,ai,ﬂ',,ﬁi.p,,,...,pk;ﬂ-

=1
(pour j=1 nous avons la formule (1) elle méme).
Cette formule permet d’écrire

@ Hx‘.xz,...,xn;msl{x',,z'z.....x',.;fﬁl+(§”x"x'i')"k"("’
i=1
<4, %s,eees &3 F] 1+ 0 (B-0) Balf)

donc toute fonction a néme différence divisée borwée est aussi & (n-1)éme
différence divisée bornée.

En particulier toute fonction a néme différence divisée bornée est
bornée.

On voit encore que la fonction est & mombre dérivés bormés s&
n > 1; elle est donc aussi continue dans ee cas.

La continuité résulte également de la formule suivante:
@) X, X2,y Xnp s 1 — (X1, X250 oy X a5 1| <2m An . 8

x""f’_’ 6
5, <1(9

8, = max. i

(4) CH. pE LA VaLLEE Poussin ,Note sur I'approximatien par un polynome-
d'une fonction dont la dérivée cst a variation bornée“ Bull. Acad. Belgique
1908 p. 403. .

(3) A. WinterniTz ,Uber eine Klasse von linearen Funktional Un-
gleichungen und tiber konvexe Funktionale“. Berichte kon. sichsischen Gesellsch.
der Wissensch. zu Leipzig t. 69 (1917) p. 349.

(6) Par la notation max(a;,a;,....) ou max(a;)) nous désignons le-
=1,2,..
(ou les) plus grand des nombres a;,a;,...Notation analogue pour le plus
petit de ces nombres.
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& = longueur du plus petit intervalle contenant
les points Xy ,X2,c00, X o X5y X g1 5. ooy X 04t

1=1,2,...,n+1.

Soit x’ un point de E’ n’appartenant pas 4 E. Si, quelle que soit
la maniére dont le point x de E tend vers x’, f(x) tend vers une
méme limite finie et bien déterminée, nous pouvons encore dire que
la fonction est continue au point X’ en prenant f(x) égal & cette limite,

Il existe toujours un sous-enseinble dénombrable E* de E tel que
E-E* appartienne a E* et que la fonction continue f(x) soit compléte-
ment déterminée par ses valeurs sur E*.

La formule (1) permet encore d’établir la suivante:

9) (aer‘“l)(“l»“2,---,“1-1,¢l+1,~--sak+1;f]=
=(“t'“x)[“h“z--.-,ak;f]+(“k+1'“:)[“2s¢3,---,“k+|;ﬂ~

Si la suite &;,a@z,..., 2kt est ordonnée on voit que la d fférence
divisée [a@;,@2,..., &—1, %f1,.-.,%41; f] est comprise entre. les
différences divisées [oty, @2, ... ,ax;f1, [@2, 3,00, @kt f -

Soit a'y,a’,...,a&'ky; une suite partielle extraite de la suite
ordonnée «;, &,...,am et telle que a'i=a;,a'sy;=0m.

Par application répétée de la formule (9) nous obtenons

m—k

(10) (“'h“'z»---7¢'k+1;f]=2Ar[“i, LLTES PR -,“t+k§f] Q)

1=1
ou les A; sont positifs, indépendants de la fonction f(x), et ont une
somme égale a 1.
Il en résulte que

min. ([aiyai-H’0--)al{k;f])§[“'lﬂa,2v'~"a'k+l;f]S

=1, 2,..., m-k
< max. (lois @ipry ooy @ia s £])
t=1, 2,...,m-k

() On peut remarquer d’une maniére générale que si la somme
m—k
2 Ao, @pys e ooy @irs £ (A; indépendants de f(x))
i=1
ne dépend explicitement que de f(a’,),, f(a'2),...,f(@p);a&"1,&'2,..., a"’
étant une suite partiellede &) , 23 ,..., %m, elle est nécessairement de la form®

2 Ale' o s oo, @ik £ (A’; indépendants de f(z)).
1=1
Un cas particulier de la formule (10) a été employé par M. A. MARCHAUD

dans sa Thése _Sur les dérivées et les différences des fonections de variables
réelles® (Paris 1927) p. 32.
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et
&'y, a2 @sps 11 maxe  (Lle, @, oo, @ik 71D
=1, 2,..,m-k
Supposons que E soit un intervalle et soient X;,Xz2,..., ¥nts
X\,x5,...,X'nt1, 2n+2 points de cet intervalle.
Supposons que n> 0 et écrivons

— X,+lx’,'
¥ =1

La formule (8) montre que (& ,&,...,Ewr ;] est une fonttient
continne de X pour A>>0, égale pour A=0 & [x;,X2,...,Xn41;f] €t
pour A=+4o0 a [x';,x,..., %41 F].

On en déduit donc la propriété suivante :

Si E est un intervalle et st |x;,x2,..., %np1; f] = A,

[x", yX'a sy a3 £]=B, il existe dans tout intervalle contenant tous
tes points xy, x'; une différence divisée prenant wune valeur quelconque
comprise enire A el B.

La propriété n’'est pas vraie pour n=0 puisque dans cé cas on
a toujours =1 dans la formule (8).

En particulier si la méme différence divisée reste en module plus
grande qu'un nombre positif, elle garde un signe constant.

Soit x*y,x*2,...,%"*n une suite ordonée telle que xy, %2, ..,, Xnty
en soit une suite partielle (xy=x*, x4 =1x*y) et telle que

i=1,2,...,n% L.

e
max. (| x* 4, —x%]) <
t=1,2,..,m-1 vt n+1
e étant un nombre posilif.
Considérons les différences divisées
(11) =[x e X s £ 1=1,2,...,mn,

Supposons maintenant que [¥;.Xx2,...,x,4,;f]=0 et appliquons
la formule (10). On voit alors qu'il doit exister au moins un indice
pour lequel did; 4, <0. De cette inégalité et de la propriété précé-
demment démontrée on déduit que

Si [x1,%2,...,%, ., f] =0 il eriste, dans le plus petit intervalle
contenant les points x,, un intervalle de longueur aussi pelite qu'on
veut oit il y a aw moins une différence divisée nulle.

En appliquant la propriété a Ja fonction f — Ax" et en regardant
plus attentivement la démonstration, on voit que si [xy,x; ,. ., a1 f1=A,
il existe un point x dans le plus petit intervalle contenant les points
x tel que daas tout intervalle I1(x;7n) de milicu x et de longueur 7 il
existe au moins une différence divisée prenant la valeur A.
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Nous pouvons voir encore que, de la formule (6), on peut déduire
que si E est un intervalle et si

. — ’ ’ r .
lxl,x21-'-1xn:fl—09 [xl7x2’-"7xnaf]=0
X, , % x5, ., X ordonnés

-on peut trouver dans l'intervalle (x;,x’s) au moins une néme difiérence
-divisée nulle.

5. 1l résulte de la définition que la wméme borne sur un sous-
-ensemble est au plus égale a An.

Soit ¢ un point de E et E;, E, les parties de E comprises
respectivement dans les intervalles fermés (a,c¢), (¢, b). Nous allons
montrer que si I’ensemble E est dense dans lintervalle (a, b) la néme
borne de f(x) est égale & A,[f;E] sur 'uvn au moins des e¢nsembles
nEl N E2.

Pour »= 0 la propriété est évidente, quel que soit E.

Supposons donec n >0 et considérons une suite de nombres

- 1 .
-positifs e;,& ,...,&n,... tendant vers zéro avec o Il existe, par dé-

finition, une différence divisée telle que
. €
lxly'?s"'vxn-{—l;f]l>A"—_zﬂ'>An—e’"'

Si les points x, sont du méme cOté du point ¢ nous prenons
cette différence divisée ct nous la désignons par A, (em). Dans le cas
contraire, en appliquant au besoin la formule (9), on peut supposer
-que ¢ intervienne dans la différence divisée considérée.

Soit donc
{12) |[x|,x2,...,x,-,c.xi+,,...,xn;f“)An—%'
la suite xy,x,....v.¢,x,4,,...,% é€tant ordonnée. Appliquons la
formule (9) en intercalant un nouveau point entre ¢, x;,, [ce qui est
toujours possible puisque E est supposé dense dans l'inteivalle (a, b)]
et prenons celle des différences divisées qui vérifie V'inégaliteé (12). En
répétant ce procédé, deux cas peuvent se présenter:

10. Ou bien, il reste toujours ¢ points a gauche de c et alors il
v a des différences divisées [xy ., %, ..., x,¢, x5, . ..., x'n; [] vérifiant
(12), les points x';,{,...,x'y étunt aussi prés qu'on veut de ¢. Nous
pouvons trouver alors une suite ordonnée ry, x5, ..., %, X"
< telle que la formule (8) nous donne

. ) &
H[fhxz ,...,xi,x',-“ yoeny 1"n-<‘;f”>“"n Xy, Xi, 0, l'iH ’ ',X'n;f_”"_gm

"
i 1a-+2% ny
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et alors
l[l’;,»tz ,...,n,x"H,,‘..,’."n,c;f]|>An-e,,,.

Nous prenons cette différence divisée pour Ap(&m).

20, Qu bien, 2 un moment donné, il n’y a que ¢-1 points & gauche-
de ¢ et nous sommes ramenés au cas 19

Finalement il existe donc toujours dans E; ou E2 une différence-
divisée Jp(en) vérifiant les mégalités

A= ! An (5m) I >An—tem.

An(ey), An(ed), ..., Anl(em),...

a donc pour limite A.. Or, il y a certainement une suite partielle
infinie située tout entiere dans K, ou K, et cette suite a évidemment
la méme limite A, ce qui prouve la propriété.

Nous en déduisons facilement que

La néme borne d'une fonction définie et a nméme différence divisée
bornée sur un ensemble dense dans wun intervalle (a, b) est la méme
que sur un sous-ensemble compris dans un sous-intervalle de (a, b), de
longueur aussi petite qu’on veul.

I.a démonstration précédente nous montre aussi que si E est
dense dans un intervalle, la limite supérieure de |lxy . xz, ..., %nq1 3 f1}
est égale a sa plus grande limite.

La formule (9) nous montre encore que si [[x; x2,..xn41;f]]|=42n
la néme différence divisée est constamment égale a [xy,x2,..., Yo}
dans le plus petite intervalle contenant les points Xx,.

L’étude des fonctions dont la méme différence divisée est une
constante A revient a celle des fonctions a méme différence nulle puis-
que f—Ax" est une telle fonction. Cette derniére est donc une fonction
polynomiale. Pour préciser nous dirons qu’elle est une fonction polyno-
miale d’ordre n-]1. Elle prend sur E les valeurs d’'un polynome de
degré n-1.

Si la borne A, est atteinte par [¥;,%2,..., a4 ; f] la fonction est
polynomiale d’ordre n sur la partie de E comprise dans le plus petit

intervalle contenant les points x;. Si A, > 0, le degré du polynome-
est effectivement égal a n.

[.a suite

6. Entre deux bornes ),, A, il n’y a en général aucune relation,
Reprenons la formule (7). La relation (1) nous montre que

(13) '[X'laxlz"--’xln;f]ISAk-Ak:k<n’1

ou Ax dépend des points x';. Le minimum A de Ax dépend seulement:
de I'ensemble E. Nous avons alors



PROPR DES FONCT. DUNE OU DE DEUX VAR REELLES. 1L

(14) A,,_igA.Ak-*-B.—\n, E<n-1
ou A, B ne dépendent que de ’ensemble E.
D’une maniére générale entre trois bornes Ap, 8y, N, p < g <7 i
y a toujours une relation de la forme Ag<A.A, 4+ B.A;, o A et B:
ne dépendent que de Uensemble E.
Supposons en particulier que E soit un intervalle fermé (a, d).
On peu* écrire o
’ ’ ', < . »
|[xl,x2)°"7xn7f]|___'xl|_xlnl All 2
2 2

[*i—xn] b—a’

min.

Les résultats du Nr. 5 nous montrent que pour rendre minimums
le coefficient de 3, dans la formule (7) il est permis de prendre

x’2=x’3=. . .=w'n_'=1" =1‘2=. =0n .
On obtient alors la formule

15) An-y ga—z.\m + (b—a)As.

Prenons aussi

A(c'n + ' ny— 'y —x')
l[x'I’3’23'-';""";/]'S(‘7_/ ( " ol ! 2

n —(L"l) (.L,n_|— $,|) (-Z'n ‘—‘Z’?)
n> 3, 'y <, <x'n-y <&n.
Procédant comme plus haut, on arrive a la relation

(16) Any < (”17?4& Brs+2(b=a)An  (n>3).

Prenons encore

An-3.

|V(a:';,x'g....,x’;_;,x',+.,...,x',,)|

'y, a2, @ 11 <=2

|V($'|,x'2,...,x'n)| AO'-
Le minimum du coefficient de A est égal a(8)
92n-3
(b—a)*?

(8) Le maximum de l'invers de cetle quantité est en effet égal au.
maximum du polynome g"~1--... s’écartant le moins possible de zéro dans.
I'intervalle (a, b). Voir Ch. de la VaLrtr Poussin ,Lecons sur I'approximation.
des fonctions d'une variable réelle“ Chap. VI. Le polynome en question est:

(b—a)n-1 2x—a—>b
W Cos (71-— 1) arc cos —b:-a——-

Yoir: S. BERNSTEIN ,lecons sur les propriétés extrémales... etc.* p. 6.
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avee 5 .1
b+a —a 1— .

L —_ = p’ .o .

xi=—5 5 cosn_l‘u, 1=1,2,...,n

Nous avons alors

n , n s b—a il 1— n (
2|x:—-z:|§2|w.-—a|= 5 [n“Ecosmﬂ) =5 —u)

i=1 =1 1=1

~d’ou la relation

2n-8
17) Bpoy < 20

n
m Ao+ § (b—a) An .
Dans les relations (15), (16), (17) on peut évidemment remplacer
-b—a par un nombre inférieur.
Les inégalités précédentes sont celles de M. Hapamarbp (9) lorsqu’on
suppose l’existence de la m’me dérivée. Nous les avons obtenues par

une méthode trés simple.

7. Si f et ¢ sont & néme difféerence divisée bornée. f+¢, ¢f ou ¢
est une constante sont aussi a méme différence divisée bornée.
Le produit de deux fonctions a néme différence divisée bornée est
encore a néme différence divisée bornée. Cela résulte de la formule (10)
k
-
(18) [ay, 22,00, g1t 7= Z [21,a2,..., Xp—i+1 fl.
=0
(@k—it1s Zh—iy2r-oer 159]

que l'on vérifie facilement par récurrence a l'aide de (1).
Plus généralement si F et / sont a néme différence divisée bornée
F(f) I'est aussi. Cela va résulter d'une formule donnant la différence
divisée d’'une fonction de fonction.
Posons
fi=f(a), 1=1,2,...,k+1.

On a évidemment une relation de la forme

k
'(19) [417“21-"a“k+1;F(f)]=2[f“fi+l)""fk+l;F]'

=1

(k
LA )(11,22,...,Gk+‘)

(® Voir par ex. T. CARLEMAN ,Les fonctions quasi-analytiques“ (Paris,
1926) Chap. II,

(10) C’est l'analogue en termes finis de la formule de LEeiBNiTZ. Pour
des points équidistants elle a éte signalée par M. E. JacoBsTHAL ,Mittel-
wertbildung und Reihentransformation Math. Zeitschr. t. 6 (1920) p. 100.
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les A® (ay,a,,... , & 1) ne dépendant que de la fonction f(x). Ces
quantités peuvent se calculer a ’aide des relations de récurrence

)
(k k41

A e ayy ey ) = D@z, 2ty 3 1) [HanNCHE TRy A

=

k
Ag:)(a'l!“27"'a“k+l)=[“h""ak+l ;7).

Si nous désignons par d/, d:”’,,. .., dP des différences divisées.
d’ordre r de la fonction f(«) surdes points «;, convenablement choisis,.
le coefficient A(ay, @z, ..., axt;) est de la forme

’ ” ’ " ‘q ’ ” (i
(20) >'a, a...dPad . .. d9. . .dd...a)
avec

21 p4gt+ - Ht=k—1i+1, p+2q4 - - - FEkt=k (M),

Par exemple si [ est a méme différence divisée bornée, f* 1'est
aussi si £ = n ('2), ou bien si k est un entier positif. Si | f| >c>0
sur E, f* est a néme différence divisée bornée quel que soit k. On en
déduit que le quotient de deux fonctions a méme différence divisée bor-
née l’est aussi si le dénominateur reste en module plus grand qu'un
nombre positif. Nous en déduisons aussi que le module d’une fonction
a neme différence divisée bornée n’est pas en général a néme différence-
divisée bornée si n > 1.

Considérons une famille de fonctions (f) définies sur un méme
ensemble E. Désignons par A; la limite supérieure des mémes bornes
des fonctions de cette famille. On voit tout d’abord que si A, est fini,
toute fonction limite de la famille est a ncme différence divisée bornée
et sa borne ne dépasse pas A%, Si A*, est fini, il ne résulte pas encore
que N, A%, ..., A _; sont finis. Mais si A*;, A*n (m <<mn) sont finis
il résulte des inégalités de M. Habamarp que A°, .\, A%, Lo, .0, A% 4
sont aussi finis. Si les fonctions de la famille ne sont pas définies sur
le méme ensemble des circonstances toutes différentes peuvent se pré-
senter.

Considérons une suite d’ensembles finis k*, E*,,..., En, ... cha-
cun contenant le précédent et ayant pour limite E*, évidcmment dénem=
brable ; inversement, tout ensemble dénombrable peut s’obtenir de

(1) La somme (20) s’étend a toutes les solutions en nombres entiers et
(k—i41)!
plg!...t!
La formule (19) doune a la limite la dérivée kéme d’une fonction de fonction,
('2) On considére bien entendu une branche réelle de la fonction f*,

positifs du svstéeme (21) et & chaque solution correspondent

termes.
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~cette maniére. Soit une suite de fonections fi, f2, .+, fmy. .., m étant
«définie sur E*n, m=1, 2,..., et telle que

AO[fm; E.ml = AO’ An[fm ’ E*m] = 4,, m = 1, 2,---

Il existe alors au moins une fonction limite f(xz) définie sur E*
weérifiant les inégalités

Bolf; E*] = Ao, Adlf; EY] = An.

{a démostration est immédiate (!3).

§ 3. Propriétés des fonctions a néme variation bornée.

8. La formule (6) donne
422) | [ra,z,eees g sFI == [ ®'see s gy i F] | +(n4-1) Va

-done, toule fonction & néme variation bornée est & méme différence divisée
bornée.

La réciproque n’est pas vraie.

De (1) et de (5) nous déduisons Vp= (n+1)(b—a)A,,,, donc
toute fonciion & (n-}1)éme différence divisée bornée est & méme yariation
bornée.

La réciproque n’est pas vraie (14).

Il en résulte que toute fometion a néme variation bornée est aussi
@ (n—1)me variation bornée. En particulier une telle fonction est tou-
jours bornée.

Posons vp=uvn(t;, *3,..., Tm) en mettant en évidence les points
A8). Soit v!™ la limite supérieure des va(%y,®3,..., «m) lorsque les
'points varient sur E, leur nombre restant fixe. A tout ¢ > 0 correspond
-donc au moins une suite (3) telle que

v(Zy, Ty s oo, Zm) > VM —e.

On démontre facilement, a l'aide de la formule (9), que si on
ajoute un nouveau point x, compris par exemple entre x;, Tity, ON &
vn(’cl,ﬂ‘z...., Piy Xy Ty gseeny :Cm) = vn(-"}], T yene 1xm)

d’ott
(m+1) (m) _
v, > v €

(13) La démonstration se fait par Ja méthode diagonale bien connue.
“Grace aux travaux de M. MonTEL, c’est aujourd’hui une méthode zourante
dans ce genre de problémes,

(") Il est facile de mettre en défaut la réciproque par des fonctions
<convenablement choisies et par des intégrations répétées.



PROPPR DES FONCT. DUNE OU DE DEUX VAR. REELLES. 15

<donc
pim+1) —- v("') .
n n

La quantité »/™ tend donc pour m —» oo vers une limite, qui est
nécessairement égale & V,. Si E contient m points V,=V{™, Si E
contient une infinité de points V, est aussi la plus grande des limites
des vn.

Il est & peu prés évident que, si E* est un sous-ensemble de E,
-on a V,[f;E*] <V, |[f;E]

Prenons un point ¢ appartenant a E4E’ et désignons par E;, E;,
des parties de E comprises dans les intervalles fermés (a, ¢), (c, b).

Il est facile de voir que

Vo[£ Eqd + Valf 5B <[f;E].

Supposons maintenant que ¢ appartienne a E. Soit v’ la variation
sur les points (8) auxquels on ajoute le point ¢ et v,, v, les varia-
tions sur les points de cette suite qui sont respectivement dans E; et
A, . On peut prendre les points (3) de maniére que

oM — e v < v <uv, + v,

d’ou "
Vol El S Va5 Bl + Va [f5 By
Nous avons donc dans ce cas
23) Vo[£ El=Valf; Edl +Valf; EJ.

9. Si »> 0, une fonction a néme variation bornée est continue.

Soit E* un sous-ensemble dénombrable de E, tel que E-E* appar-
tienne tout entier au dérivé de E* (E* peut coincider avec E).

A toute variation v, et 4 tout nombre € > 0, on peut faire cor-
respondre une variation v*; sur E* telle que va <v*; + e, done :
Vo [/ Bl < Va[f;E"].

Mais on a aussi V,[f;E]> V,[f;E*], donc:

Vo lf5El = Vo [/ EY.

Nous pouvons toujours trouver une suite d’ensemble E* finis
E*,E*%,...,E*n,..., chacun contenant le précédent, telle que la
fonction soit complétement déterminée par ces valeurs sur la limite E*
de cette suite, et telle aussi quz

“m. Vn [f; E*m] = Vn [f; E] .
m —y 00
Ces propriétés résultent de la continuité. Elles restent done vraies

pour n=0 si la fonction est continue. On voit aussi que dans ce cas
(23) reste vraie méme si ¢ est un point de E".
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10. Si f, ¢ sont & meéme variation bornée il en est de méme pour
f+9 et ef, ¢ étant une constante.

La formule (19) permet de montrer que si f est a néme variatione
bornée et F a (n4-1)me différence divisée bornée, F(f) est a méme va-
riation bornée. f* l'est aussi pourvu que £ > n-+1 ou bien égal & une
nombre entier positif. La propriété est vraie quel que soitk si | f|>¢>0.
On en déduit que le quotient de deux fonctions a néme variation bornée
est a néme variation bornée si le dénominateur reste en module plus
grand qu’un nombre positif.

Il est & remarquer que f¥ peut ne pas étre a néme variatiom
bornée si £ <<n+41. Par exemple la fonction

F(L)=&Er, n=1,2,3,...

n n3

1
est a variaticn bornée ordinaire (d’ordre 0) tandis que fs est a variatiom
non bornée.

Si la méme variation totale des fonctions d’une famille (f) reste-
au-dessous d’un nombre fixe, toute fonction limite a une variatiom
totale d’ordre n au plus égale & ce nombre.

Soit enfin, comme au No. 7, une suite de fonctions fi,f,...,
fm, ..., définies respectivement sur les ensembles finis E*y,E* ...,
E*n, ... et telles que

—‘olfm H E*m] <3y, Va [fm;E*m! <Va,

il existe alors au moins une fonction limite définie sur ’epsemble
limite E* et vérifiant les inégalités

A()[IC;E*] < Ay, Vn[f;E*]SVn-

La formule (22) nous montre d’ailleurs, par un raisonnement
analogue a celui employé au No. 6 que

An<A. 8+ (n+1)Vq

A étant un nombre fixe dépendant des ensembles E*n, cette inégalité
étant vérifiee par toutes les fonctions fn. La limite f() peut alors
étre déterminée et elle vérifie aussi l'inégalité

AdfiE] < A g+ (i 1)V,
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CHAPITRE II.

DEFINITION ET PRINCIPALES PROPRIETES DES FCNCTIONS CONVEXES
D'ORDRE SUPERIEUR.

§. 1. — Classification des fonctions de variable réelle
par rapport aux polynomes.

11. Considérons n+2 points ordonnés de ’ensemble E
(24) TyyT 40
et représentons la fonction f(7) par les points A; de coordonnées
xi, f(xi), 1=1, 2,..., n42.

Le point A, t, peut avoir trois positions différentes par rapport
a la courbe représentative (L) du polynome

oy Epg2

P(ey, .oy 7ptq; Fl o)

Il peut étre au-dessus, sur ou au-dessous de (L). Nous dirons que
la fonction est convexe, polynomiale, ou concare pour les points (24)
suivant les trois cas.

Analytiquement, on aura les trois relations
f(@py2y=Plxy, 1o, ev, iy 5f| Tpi2)
<
La formule (2) permet d’écrire ces relations sous la forme
>
(25) [y, 23,0, &g 23f) = 0.
<

Sous cette forme, on voit que la définition est indépendante de
Uordre des points.

Si les points (24) sont ordonnés on peut écrire aussi
U1y Zgse.ey Tyt ) =0
<

puisque dans ce cas, V(xy, Z3,..., Ty 9)> 0.

En général le point A; aura une disposition précise par rapport
au polynome
(26) P(O"],Iz,...:f’:“__1,m'i+|,...,7)” 2;f|$).

La fonction est par exemple convexe si le point A; est au-des-
sus ou au-dessous de cette ligne suivant que =» 4 2—i est pair ou
impair.

Mathematica VIII. 2
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Nous pouvons donner la définition géuérale

La fonction sera appelée convexe, non-concave, polyno-
miale, non-convexe ou concave d’ordre n sur Uensemble E suivan:
que les différences divisées d'ordre m—1 sur tous les groupes de n+2
points de £ sont > 0, == 0,=0, = 0, < 0.

Ces fonctions forment la classe des fonctions d’ordre n.

Pour mn=0, nous avons les fonctions monotones. Pour n=1 les
fonctions convexes ou concaves ordinaires.

Si la fonction f(7) est convexe ou concave, — f(x) est respec-
tivement concave ou convexe. On peut prendre la fonction non-concave
d’ordre n comme type de fonction d’ordre n. Les fonctions convexes
et polynomiales peuvent alors ¢ire regardées comme des cas particu-
liers. Dans 1'¢tude des fonctions d’ordre = il s’agira toujours, sauf avis
contraire, de fonctions non-concaves.

Il peut arriver qu'une fonction posséede a la fois plusieurs pro-
pirétés de convexit¢ d’ordre différents. Nous dirons qu’elle est de la
classe (a, b,c,...) si clle possede des propriétés d'ordre a, b, ¢,...
Pour mettre en évidence la nature de la fonction nous affecterons les
nombres a, b, ¢, ... d'indices de Ja maniére suivante: a, a*, a_, a’, a’™
suivant que la fonction est non-concave, convexe, polynomiale, non-
convexc ou concave dordre a. Il est quelquefois utile de distinguer
les fonctions de signe invariable. Pour 'uniformité des notations, nous
conviendrons de les appeler fonctions d’ordre —1, et nous affecterons
ce nombre d’indices, comme plus haut, suivant que la fonction reste

>0,>0,=0,<0,<O0.
12. Si nous faisons le changement de variables
x=ax'+8, y'=vy+s [i(x)=1F(ax"+p)+3
nous obtenons facilement

[z, 22y oo @i £l =°#[1‘uxz,n-,wn+2;f]-

Donc un changement d’axes de coordonnées ne change pas
I'ordre de la fonction. Un changement d’unités sur les axes, ou un
déplacement d’origine ne changent pas la nature de convexité de la
fonction. La nature de la fonction ne change pas si on change I'orien-
tation des deux sxes, la fonction étant d’ordre pair, ou bien I'orien-
tation de l'axe des abscisses, la fonction étant d'ordre impair. Dans
les autres cas, la fonction non-concave (convexe) se change en une
fonction non-convexe (concave).

Soient a’, b, les extrémités d’un sous-ensemble complétement
intérieur a E. Dans la suite (24) prenons le point r, dans i'intervalle
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a, a') fermé & droite et %, , dans l'intervalle (b',b) fermé a4 gauche.
‘La fonction est, par définition, comprise entre les deux polynomes L

P(’ThTZw"'“‘n—{-l;”x)a P(x2:5531-... 33n+2;f| x)

Toute fonction d’ordre n (= 0) est bornde sur tout sous-ensembles
complétemant intériewr & Uensemble sur lequel cette fonction est définie.

Si E contient ses extrémités, on peut prendre o ;=a, 2, ;,=b et
on voit alors qu'une fonction d'ordre n (= 0) définie sur un ensemble
contenant ses evtrémilés est bormée.

Nous pouvons remarquer encore que si /(&) est d'une classe don-
née sur K, elle sera de méme classe sur tout sous-ensemble de E a
condition, bien entendu, de regarder la convexité et la polynomialité
comme des cas particuliers de la non-concavité.

13. Occupons-nous des fonctions définies sur un ensemble fini.

Prenons une fonction définie sur la suite ordonnée (3) et emplo-
wyons les notations (4) ; on voit alors que

Les conditions mécessaires et suffisantes pour que la fonetion soit
mon-concave (convexe, polynomiale) d’ordrc n sur (3) sont:

AL, =0,(>0,=0), i=12...,m—n—1.

Ces conditions sont, par définition, nécessaires. Montrons qu’elles

-sont suffisantes.
Il suffit de montrer que de I’hypothése

A;»+1 ’ A?ﬁ—l =0, (> 0,=0)
.on peut conclure
[ei, 2,00 @ o1y Tyggre- 2 @pyy33f] = 0, (>0, =0)
1=2,8,...,n+1.
Construisons les polynomes L
+27) Py, @p,ees@pqy3f | 2), P(®a, 3,000 Tpyaif| @)
«28) B o O S TR TR T A L))

et soit le point A;(x;. f(x). On vérifie sur la figure que si les signes
‘ne se correspondaient pas le polynome (28) aurait en commun avec
-P'un au moins des polynomes (27) plus de n points(15) ce qui ne saurait
.arriver que si les trois polyomes (27), (28) coincident. Il y a alors
-contradiction, ee qui démontre la propriété. En répétant ce procédé

(13) Si deux polvnomes coincident sans se traverser, ce point compte
:an moins pour deux points d'intersections.
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on peut atteindre tous les groupes de n +2 points de (3). La propriété
vésulte d'ailleurs aussi trés simplement de la formule (10).
La fonction étant non-concave d’ordre » sur (3) la suite

(29) Arpt, Ahpr,.. ., AT

ne présente pas de variation de signe('6). La formule (1) menire alors
que la suite
Al‘!; A:,'-')Arn

est non-décroissante. Si f est convexe cette suite est eroissante et si
elle est polynomiale, la suite a tous ses termes égaux.

Une fonction polynomiale d’ordre 7 est aussi polynomiale d’ordre
supérieur a m, elle ne peut ¢tre que convexe, polynomiale, ou concave
d’ordre (n—1)('7). Pour gqu'une fonction d'ordre = soit aussi d’ordre
n—1 il suffit d’ajouter une condition supplémentaire, comme nous le
montre la monotonie de la suite (30). Cette condition est mise en
évidence dans le tableau suivant

nature d’ordre n de la fonction
- n n ) n ! n'*
en [—=1)| 32>0 >0 | >0 ATT">0 A7">0
E‘.E'g (n—l)i AL:O | A!,:O lilmpossnbililér_\:'_nZQTAT—":O
227 (1) ATT"=0 A" =0 Ta=0 | ar=0
T ln—D)* AT AT 0 An<0 | <0 A, <0

Maintenant, pour que la fonction soit d’ordre —1, 0, 1, 2,...,n
il nous faut m conditions au plus (dont une coastante additive éven-
tuelle correspondant a 1'ordre —1). Pour que la fonction soit de classe-

donnée il suffira d’égaler les différences divisées Agpys A2, anent)
Ay AL LAY et f(z,) & des nombres convenab'ement choisis,
etant égal & 1 ou m—j suivant le caractere de la classe. On voit
immédiatement que le systeme est toujours compatible sous les re-
strictions signalées, done:

1l existe des fonctions d'une classe donnée d'avamce sur m points,
pourvu que cette classe vérifie les conditions suivantes.

19, La condition d’ordre m étant polynomiale, toutes les conditions-
d'ordre supérieur sont polynomiales.

('®) Une suite o, @y,... presente une variation de signe entre-
@xm , “m.+l. S1 & o 0y, 4 g <0. Si Fm+ 1 =%y 2="" ‘;‘_'“m-i—k—-l:o ilya
une variation de signe enire ay , &,y 1 lorsque a, | @y 1< 0.

(17) Elle est d’ailleurs nécessareraent d’ordre n—1.



PTROPR. DEY FONCT. DUNE OU DE DEUX VAL. REELLES. 21

20. La condition d'ordre n étant la plus petite condition de poly~
nomialité la condition d'ordre n—1 est de convexité ou concarité.

Soit f(x) une fonction d’ordre n définie sur un ensemble quel-
cconque. Je dis que si elle est polynomiale sur wune suite ordonnée
Ey, Ly, .., Pyyg elle sera mécessairement polynomiale sur toute la
partie de E comprise dans Vintervalle fermé (24, x,, ,).

Soient x\, ,',..., 2,4, n+2 points de E dans (24, x, ;) non
Mnécessairement tous distincts des a,. llsuffit évidemment de montrer que

[y 7y ooy &y yas 1 =0.
Or, parmi les points 2% il y a au moins un qui est distinct des
#,, par exemple x,, supposons &, <z, x;4,.
1l suffit de considérer les deux polynomes L
P(x4, T2y &y T4 Ty 4 g 9e0sTy [ 1), P(X2,23000 120,81, Ty yee s Bpg 13 1 E)
Jpour voir que si A/(x, f(z)) ne se trouve pas sur
P(ml)a’Z)-"va‘n'f‘l ;fl‘T)
da fonction ne peut étre d’ordre n. Analytiquement, la propriété est
immédiate en vertu de la formule (10).
14. Si la fonction f(x) est d’ordre n sur (3) la suite (29) ne pré-
:sente pas de .variations de signes. On en déduit alors que la suite

1 2 m—n+k—1
{31) Bp ket Bumkr 1o Buo gt

présente k variations de signes au plus ('8).

Supposons que f(x) soit définie et d’ordre n sur E. Nous allons
.admettre que toute fonction définie sur moins de n+2 points soit
d’ordre n et que sa nature de convexité soit la plus défavorable pour
des propriétés que nous avons en vue.

Nous dirons que deux différences divisées d’'ordre quelconque

{al,azz,...,ar+|;f]7 [«31552:'--7§r+l 7f]

:80.4t conséeutives si on a
<o ... <z =E/h<h<. . . <Bry
«ou bien généralement
<oy l.<la=3<ax, =P <.<py =B i1 2<By . i43<.<By 41

Considérons les points e, f, Yy dans lintervalle (a, b) tels que
4 = a = f = y = b. Soit E; la partie de E comprise dans l’inter-

(!8) Cela 1ésulte du fait que si ay-ay, az-az,..., am=a,,—y, présenté
4% variations, la suite a,, a2, ..., a, présente k41 variations au plus,
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valle (a, B) et E la partie de E comprise dans (B, v)- Le point B appar—
tient 4 I'un au moins des ensembles E; et E;. Nous dirons alors que-
E;, E; sont deu r sous-ensembles conséculifs de E.

Soit maintenant ¢ un point intérieur a l'intervalle (a, ?). Je dis-
que la fonelion est dordre n—k dans le voisinage gauche et dons le
voisinage droit de e.

Pour fixer les idées, démontrons la propriété pour le voisinage
gauche. Considérons done lintervalle (a, ¢) ouvert & droite. 11 faut
démontrer qu’on peut trouver un point ¢’ a gauche de ¢ tel que dans-
U'intervalle (¢, ¢) owvert & droite la fonction soit d’ordre n—k. Si e
n’appartient pas 4 E* ou bien si ¢ esl point limite seulement de droite
la propriété est évidente puisq’il n’'y a alors gqu'un nombre fini de
points & gauche de e¢. Supposons done que ¢ soit point limite de gauche
de E et supposons que le point ¢’ n’existe pas. On peut alors trou-
ver un point a 4 gauche de ¢ tel que dans l'intervalle (x, ¢) ouvert &
droite il existe deux différences divisées ALY 1, , AP, | non nulles
et de signes con'raires. Les résultats du No. 13 nous montrent qu’'on:
peut supposer que AS:)—k-H , 3;2ik+2 soient consécutives. Soit a’ le
point le plus proche de ¢ qui intervient dans ces différences divisées, Dans-
I'intervalle (2', ¢) ouvert a droite on peut trouver deux différences divi-

sées consécutives AS’,,{_H , A,(:_)_Z_,*_, non nulles et de signes contrai-
res. Soit a” le point le plus proche de ¢ qui intervient dans ces diffé-
rences divisées. On continue le procédé jusqu’a ce qu'on arrive au.
point a(k+1). Nous avons ainsi une suite de différences divisées con-
sécutives
(32) -\S)—k-ﬂ ’ AS?-)-I{-H yeens A‘fﬁ[ﬁ: , Afﬁtﬁx
qui, par construction, présente au moins k41 variations de signes.-
Considérons tous les points qui interviennent dans les différences-
divisées (82) et formons la suite (81) correspondante. Cette suite a, par-
définition au plus k variations de signes. Or il y a contradiction puisque
(32) en est une suite partielle (19). L’existence du point ¢ est done
établie.

On démontre de la méme maniére la propriété pour le voisinage:
droit de c.

La propriété est vraie méme pour k=n+1.

Il résulte immédiatement de cette propriété qu'on peut décomposes
I’ensemble E en un nombre fini d’ensemble consécutifs

('9) 11 est clair qu’une suite présente au moins autant de variations de
signes qu'une (uelconque de ses suites partielles.
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(33) Ei, E...,En,

tel que sur chacun la fonction soit d’ordie n—£k.

Les ensembles E; et En peuvent éventuellement étie formés par
les seuls points a et b et alors ils n’ont pas de point commun avee
E2 resp. Km-y.

Supposons que la décomposition (33) soit faite de maniére qu'on
pe puisse pas remplacer ces ensembles par un nombre plus petit d’en-
sembles vérifiant la méme propriété. On peut alors supposer que de
deux ensembles E;, E,; I'un au mcins a au moins n—k+2 points.

Montrons qu’on peut former une suite de différences divisées

(34) Al k1o A A&'Z’H,

toutes différentes de zéro et de signes alternés En effet il existe par hypo-
thése dans E,+E: deux différences divisées non nulles et des signes
contraires. On peut les supposer conséculives (No. 13); soient

2 . , .
A‘,,‘ZH_, , Aﬁ;—)-kﬁ—l . De plus on peut toujours supposer qu'ou bien

A(n'_)_k_*_, soit dans E,, ou bien A&,zik_}_, soit dans E,. On voit alors
qu’on peut trouver une différence divisée A(,?lk_f_,l consécutive a A(,,z)_k_H

n-
cela n’était possible pour aucun choix de As_lk_*_, , A(,,z_)_k_*_, la fonc-
tion serait d’ordre n—#& sur E, - E3. Et ainsi de suite.

Formons la suite (31) correspondant a tous les points qui inter=
viennent dans (34). Cette suite a au plus k vacriations; (34) en est une
suite partielle, done, m—1 = £k, d’'ou m = k-+1.

On peut done énoncer la propriété:

St la fonction f(x) est d’ordre m sur Vensemble E, on peut décom-
poser cet ensemble en k41 ensembles conséculifs au plus sur chacun la
fonction étant d’ordre m—k.

Cette décomposition peut en général étre effectuée d’une infinité
de maniéres. Dans certains cas, par exemple si la fonction est convexe
et si E est un intervalle, la décomposition est wnique. On peut le
démontrer trés facilement.

Si n=1 la fonction jouit d’'une propriété de convexité ordinaive.
Une telle fonction se décompose en au plus deux fonctions monotones
et en au plus trois fonctions de signe constant. Les ensembles extrémes.
de décomposition peuvent se composer effectivement des points a et b
seuls. Soit par exemple la fonction

FO=f()=1, f(@)=2z-1, O<z<1).

et située dans E,+Ej; telle que Ag? k1 - A(3)k+, < 0. En effet si
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; Nous avons les décompositions:

si k=1 les ensembles sont K, (point 0), E; (intervalle 0 <z <1)
si k=2 les ensembles sont E, (point 0), E; (int. 0 < & < 1), E3(point 1),

15. Démontrons encore la propriété suivante

Toute fonction d’ordre m (> 0) définie sur un ensemble fermé
atteint son maximum et son minimum.

Démontrons la propriété relative au maximun. Nous savons déja
que la fonction est bornée, il existe donc un nonbre A tel que

f(a‘)<A——’IT’ sur K
f(x)> A——la en au moins un point de E

et ceci pour tout nombre m entier et positif.
Soit une suite monotone, par exemple

(35) <<y, .. <L <oeene
1
telle que f(zm) > A — o

A une extraction de suite prés on peut supposer que la suite (35)
soit telle qu'on ait r—x, < o T étant le point limite de la suite.
H suffit évidemment d'examiner le cas ou la suite (35) est infinie.
On a alors nécessairement 2> @y pour tout m.
De I'inégalité
U(xy, 22,00y Tny @m, 3/ =0 (m > n)

nous déduisons

fl@) = fizn) +2

B étant une constante finie, donc

1 —
At > fl@) > A+ 22
d’ou
f(z) = A.
On démontre de la méme maniére la proprété relative aw mi-
nimum.
De la définition résulte qu'une fonection cenvexe (ou ecomcave)

d’ordre n ne peut prendre plus de n+1 fois la méme valeur. Démon-
trons la propriété suivante : -
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Une fonction conveaxe (ou concave) d’ordre n définie sur un ensem-

< <
-ble dense dans un intervalle atte’nt son macimum en ln-:})—& (ou [n-;zl]
n—i;2J (ou ln_-;§ ) points aw plus, [z] désignant
Uentier égal ou immédiatement inférieur a o

Pour fixer 1és idées, supposons n=2m et démontions la propriété
relative au minimum.

Supposons que contrairement a 1'énoncé, le minimum A soit
atteint aux points ordonnés

~et son minimum en [

«36) Ty Xseees Tyt gt m=k>0

en tout autre point la fonction étant plus grande que A.
On peut toujours intercaler entre les points (36) les points
&y, X'y eioy T4 de E tels que la suite

q37) @y, Tyaee s Loy T4\ Topf 41 T2y Toph 20000y Tingelo ‘T.m—k-}-l Cm— k41

soit ordonnée.
Développant le premier membre de la relation

’
| E Tgpeesy Topy Ty Lok 41> L2y Lok 420 s Conf-ho 'y, — k415 Tmt-k41 1f.l> 0
mnmous avons

2m<-2 v,
— 1y ¢y — 2!

(88) > (1) -ALy >0

1=
.ot V est égal au déterminanf de Van pEr MonpE relatif aux points (37),
V est ce que devient V si on supprime la i¢me ligne et la derniére
colonne et enfin & est le i¢me point dans la suite (37).

Nous avons par hypothése

f(:rl):f(:rZ) e = f(a‘m'f-k ' I) = A1
Tinégalité (88) cevient done
m—k+1 Vv -
(39) — 21 If (z') — A) i"fv“——‘ >0.
L =

Nous savons que f(z")> Aetque V>0, Vypyp, >0, i=1,2,..,
m—k41,(®) ce qui est en contradiction avec 'inegalité (39). La pro-
prizt? est donc demontrée.

On procéde de méme dans les aulres cas.

(%9) En effet si la sute a;, a; ..., @« est o.donnée ona V(z,, &, ,..., ax)> O.
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Si la fonection est convexe et si le nombre des points cii le maxi-
n+3
~5— | 1

mum est atteint est [ ‘une des extrémités a, b ou bien toutes

les deux se trouvent parmi ces points suivant que 7 est pair ou impair.
[5)

“

. . n+2] .,
Si le nombre des points ou le minimum est atteint est [ ], 'une

des extrémités se trouve parmi ees points lorsque n est pair.

16. Si f et ¢ sont deux fonctions de méme classe, f+¢ et e.f
ou ¢ est une constante positive sont (ncore de méme classe. On ne
peut en général rien dire sur la classe du produit de deux fonetions.
La formule (18) permet d’écrire les propriétés suivantes:

fonctions c 1l a s s e s ':

fool-1,01,20.,2) (1,012, on@’) (-1,0,1 2,..., n)(-1,0',1.2",. m(n"))
I(-1,0,12,..,7m) (_—1.9'.1,2',..,n(n'))}(-1',0'.1',2',,.,71')"- 1,0,1°.2,..,n(n))

Foo |(-1,0,1,20 2) (1O, 1,2 m()|(-1,0,1.2.m) (-17,0.1°.2,.. (o))

De méme la fonction de fonection F(f) peut s’étudicr avec la
formule (19). On a par exemple les propriétés

Ironetions cl a s s e s

£ 10,1.2,..,7) (0,1',2,3,...n(n")(0,1,2,3 ... 00" NG 1,2",3,...,m"(n))
F0,1,2,., 1;),((),1',2,3'. Ln)(0,1.2°8, () 0,1.2,...,m )
(

F(f) (0.1.2,...,m)(0,1",2,3 ...,n(n'))t(()', 1,2°.8,.. .n(n)|(V’,1,2" 3,...,n'(m))

11 est possible d’établir des resultats plus grécis. On peut montser
par exemple que si F est de la classe (0,1) et si f est d’ordre 1, F(f)k
est aussi d’ordre 1.

On en déduit par exemple que si 1> 0 est de la classe (0, 1°,
2,3"...,n(n)) la fonction 7,0 <p<<1 est de la meme classe et

1 est de la classe (0°,1,2°3,...,n ().

f

Si nous considérons la convexité et la polynomialité comme cas
particuliers de la non-concavité on peut énoncer la propriété:

La limite d'une suite convergente de fonctions d'unme méme classe
est une fonction de la méme classe.

Nous avons encore la propriété suivante:

Une fonction continue sur Uensemble fermé E et d’une classe don-
née sur un sous-ensemble E*, tel que E — E*=EL", est de la méme
classe sur E.

Cette proposition est vraie sans restrictions. Elle est immédiate-
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pour la non-concavité et la polynomialité et elle résulte pcur la con--
vexité de la propriété demontree a la fin du No. 13.
Soit maintenant une suite de fonctions

(40) f4’f2}'--)fm»-'-

définies sur les ensembles finis E4*, E,* ..., En ,..., compris chacum.
dans le suivant.

Si Y {fm; Em*] = Y0, Valfm;Em*] = V. et si les fonctions (40)-
sont de la méme classe il existe une fonction limite f, définie sur I'en-
semble limite E*, vérifiant les conditions signalées au No. 10, et quii
soit de la méme classe.

§ 2. — Relations entre les fonctions d’ordre et de classe donmés
et les fonctions étudiées au Chap. I.

17. Supposons que la fonction f soit définie sur l'ensemble E,
formé par l’ensemble E et un point isolé «. On vérifie facilement que
si f est 4 meéme différence divisée bornée sur E, elle est aussi a néme-
différence divisée bornée sur E; .

Considérons maintenant une fonction d’ordre = sur E. Soient
&', b’ les extrémités d'un sous-ensemble complétement intérieur a E.
En vertu de |a remarque faite nous pourrons supposer qu’il y ait aw
moins n+1 points @'y, @', ..., x’"+, dans lintervalle (a, a’) ouvert &
droite et au moins n-+1 points z''y, 2", ...,(c"n+, dans l'intervalle
(b', b) ouvert a gauche. Soient enfin &y, 2,, ..., Zy 1y, w11 points du
sous-ensemble considéré. Du fait que la suite (30) est monotone il
résulte que la différence divisée [xy, @2,...,<y4,;f] est comprise
entre les diffcrences divisees [€4, @y, @'y 4 15 Fl, [@1, @2 s @3 005115
donc

Toute fonction d'ordre n esi & méme différence divisée bornée sur
tout sous-ensemble complétement intérieur E.

On en déduit que toute fonction d’ordre m (= 1) sur E est conti~
nue sur tout sous-emsemble complétement intérieur a E.

Si E* est un sous-ensemble complétement intérieur 4 E on a

Iz, 22,... $n+l,f]l_ An [f;E’] = nombre fini.

Pour une suite de points quelconque (3) de E® nous en déduisons

”—n— M=——N—]

STiait - ali= St iy Sl

=1

donc:
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Toute fonction d'ordre n sur E est & méme variation bornée sur
dout sous-ensemble complitement intérieur a E.

Dans le No. suivant nous allons établir une réciproque de cette
Ppropriété.

18. Reprenons les fonctions définies sur un ensemble fini (3)
On voit aisément que toute fonction définic sur cet ensemble se décom-
.pose en la diffcrence de deux fonctions de la classe (—1,0, 1, 2,.., n).

Posons en effet

«41) f=¢—-1¢

Il est clair qu'on peut prendre ¢ (z;) > 0 assez grand pour qu’'on
ait aussi ¢ (z;) > 0. Ensuite on peut prendre ¢ (z2) > 0 assez grand
pour qu'on ait aussi [z, w2;¢] > 0, ¢(x2) > O, [z, x2;¢] > 0
etc.... ete....

On obtient les décompositions (41) en €crivant

1
-(42) [«Z'(, ‘Ti+l sy Ty ¢0] = oy { | [a‘ , 1',-_*_1 gouey $i+k; fl | +
2

+ @i, gvi+‘,...,11';+k;fl}
i=l, k=0, 1, 2:"""’
=”+1 i=l) 2"’...’”‘-"—1‘

Considérons le systéme

[$1,$2,-,--$k+|;¢]=lk k=0,1, 2,...,n
[‘Ti,wi+|)'°'a$i+n+|;¢]=pi ‘l=1, 2, 3,...,”3-”-‘
-de m equations linéaires en ¢ (x,), ¢ (z3),..., ¢ (xm). Tenant compte

-du fait que la suite (3) est ordonnee et appliquant la formule fonda-
mentale (1) on trouve facilement que d’une maniére générale ¢(x;) est
une expression linéaire et homogene de Ay Az ,. .., An; W1, Ba,e-
dont les coefficients sont non-négatifs.

Soit maintenant ¢*(:«c) une solution quelconque du systéme d’in-
égalites (42) et #(x) la solution qn'on obtient si on remplace tous les
signes — par =. Le systéme qu'on obtient ainsi est en effet compa-
tible et la solution en est complitement déterminée.

De l'analyse precédente on déduit qu'on a

') = ¢() i=1,2 8,,...,m

On voit d'ailleurs facilement que toutes les égalités ne peuvent
-avoir lieu a la fois que si (42) est un systeme d’égalités.
La decomposition (41) peut se faire d’une infinite de maniéres.

oy Pm-n
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Parmi ces décompositions il y a une pour laquelle les fonctions ¢, ¢
sont les plus petites possibles (2'). De ce qui précéde résulte que cette-
décomposition canonique s’obtient par les formules

f(@) = #(z) — §(z) sur (3)

1
(43) [$1,$i+_l,...,\Z‘i_*_k;ri)]:—g{[[:ci, ‘Ti—{—lv"' ,1'i+k;f]|+

+[~T~$i+n---,$i+k;f]}
1=1, k=01 2,....n
k=n+1, 1=1, 2, 8,...,m-n-1,

Cette décomposition jouit des propriétés suivantes:

10. La (n--1)2me borne des fonctions ¢ et § est awu plus égale &
elle de f.

20, La variation totale d’ordre m des fonclions ¢ et § ne dépasse-
pas celle de f.

30. Les fonctions ¢, ¢ sont bornécs par une quantiié dépendant
uniquement des propriélés jusqu’a lordre m de f et d’un infervalle qui.
onferme les points (3), mais non du mombre de ces points.

19, et 2° sont immeédiates. Pour démontrer la propriété 3° remar-
quons qgu’en designant par Ax, Vi les bornes et les variations totales:.
de f on a

Hzy, T2,y @u; ¢]1< Ak k=1, 2,.
1 .
H{x, Titrs - ,*I'H_”;(l’] << §(Vn+2—\n) 1=1, 2,...,m-n
ce qu'on oblient en ajoutant convenablement les relations (43). Tenant.
compte de (1) nous en déduisons
‘:‘Thmz’-"a'Tk;d)“SA'—l k=1a 2!7"')”'1
n
l[ml s Tidaeeeor Tppn—i s ‘H | < Anp_y +7 b‘-'a) (Vn+2V,,)
1=2,3,...,m—n+l

ou (a, b) est un intervalle renfermant les points (3). En répétant ce-
procédé on arrive a la limitation

n—1
11 << 2 i (b—a) ;i + nl(b—a)". %(Vn+2An) sur (3)

1=0

(2!) Une fonction f est ,plus petite“ qu'une autre fonction f; si on a.
7= fi sur l'ensemble comun au deux ensembles ol les fonctions sont défi--
nies, le signe < avant lieu pour une valeur au moins de la variable,
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Cette formule est valable aussi pour ¢, elle est assez grossiére,
mais suffit pour demontrer la propriéte 3° puisqu’elle ne dépend pas dem,

Soit maintenant une fonction quelconque f a méme variation bor-
née sur un ensemble E et supposons 7z > 0. La fonction étant conti-
nue, est complétement déterminée par ses valeurs surun sous-ensemble
.dénombrable E* tel que E—E* appartienne au derive de E*.

Envisageons maintenant E* comme limite d’une suite d’ensembles
finis E¥, E*,,...E*», ... chacun contenant le précédent et soient

f——'—‘i’m““pm m=1, 2,...

les décompositions minima sur ces ensembles.

¢17¢2,--~,¢m,-..
(44
( ) 4‘1, 4’2:---,qu,...

sont également bornées, de la classe (-1,0,1,2,...,n) et leur varia- -
tion totale d'ordre » ne depasse pas Vn|f; E]. Nous savons alors que
les fonctions ¢; ont au moins une limite 4 sur E* et par conséquent
des ¢ ont aussi une limite ¢ telle que

Vald; EY < Vo[f;El, Vald; EY] < Valf; E]
¢, ¢ de la classe (-1, 0, 1, 2,...,n).
f=¢—1¢ sur E*.

Par le principe de continuité on déduit donc la proprieté suivante :

Toute fonctéon & néme variation bornée est la différence de deux
fonctions de la classe (1, 0, 1, 2,...,n) et dont la ntme variation totale
me dépasse pas celle de [ (1) ().

Soit f=¢ — ¢ la décomposition minimum sur la suite (3). Ajou-
fons aux points (3) un nouveau point xg et soit fy=¢1— ¢ la décom-
sposition minimum sur la nouvelle suite obtenue (fi=f sur (3)). On
montre facilement a l'aide des formules (43) que l'on a ¢ < ¢4 sur
«(8)(®). On en déduit que les suites (44) ont effectivement une limite.

Il en résulte alors que la décomposition obtenue plus haut pour
un ensemble gquelconque vérifie aussi la propriélé de minimum, c’est-a-

() Pour le cas n=1 M. A. WinTerNITZ (voir loc. cit. 5) a démontré
xque toute fonction a premiére variation bornée (Funktion von beschrinkter
Drehung) est la différence de deux fonctions d'ordre 1. La méthode de cet
auteur est différente de celle emplovée ici.

(23) L ¢égalité peut d’ailleurs avoir lieu partout.Si x; << @9 < ¥;4, on a certai-
mement ¢(x)=bi(x), j=1, 2, ..., &,
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dire que parmi toutes les fonctions ¢, ¢ de classe (—1,0,1,2,...,n)
wvérifiant V'égalité f=¢ — celles obtenues plus haut sont les plus petiles
possibles. Dans le cas coatraire, en effet, on montrerait qu'il existe un
‘m_pour lequel f=¢,—Dn n’est pas la décomposition minimum sur E*n,
ce qui est impossible.

Nous avons supposé n> 0. Si n=0 la fonction f n’est pas en
général continue, mais ses points de discontinuité forment un ensemble
dénombrable. Il suffit de prendre ’ensemble E* de maniére qu’il con-
tienne 'ensemble des discontinuités, la méthode est alors applicable et
conduit nécessairement & la dé:omposition minimum en deux fonctions
qon-négatives et non-décroissantes, bien connue.

CHAPITRE III.
SUR LES DERIVEES DES FONCTIONS D UNE VARIABLE REELLE.

§ 1. — Quelques remarques sur la définition
de la dérivée d’ordre 7.

19. Nous allons supposer maintenant que la fonction f () soit
dornée sur E. Lorsque les points 'y, a2,..., ape; tendent vers un
point « de E' la différence divisée

'(45) ["Al 3 A2, 000y Lnt1y f]
ne tend en général vers aucune limite.

Nous désignerons par fa(+7) la limite de la différence divisée (45)
si elle existe, est finie et bien déterminée quand les points &y , a2, vee y Znpy
dendent d’une maniére quelconque vers ..,

Supposons que le point .» appartienne & E, nous désignerons alors
par fn"() la limite de la différence divisée [x, a4, @2,..., Za;f] si
elle e.riste, est finie et biem déterminée quand les points &y, Xz 5.0 5 Xn
tendent d’une maniére quelconque vers .r.

On peut facilement démontrer que pour que fn(r) existe il faut et il

suffit qu’a tout nombre ¢ > 0 on puisse faire correspondre un nombre
7 > 0 tel que

(46) ] [.1'1 s 429 ey L'nf1y f] - ["'l’: "'2,) ey "«"Il—H ) f] | e, dans I(‘”i 77) (24). ‘

Cette inégalité peut d'ailleurs étre remplacée par la suivante (for-
mule (6)) :

A7) 101y €2y ey Tagr; F1=122,s T35y Tnta; f11<e, dans I(x ;7).
(%) I(x; ) désigne I'intervalle de milieu 2 et de longueur 7,
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On peut aussi prendre > 0 de maniére que
(48) Hlrry w2y eees anpys Fl=fal)1<e,  dans I(x;7).

Les mémes propriétés sont vraies pour fp,*(.) en faisant figurer-
le point . dans toutes les différences divisées des formules (46), (47).
et (48).

La formule (9) montre que si fr*(+) existe, la différence divisée
(45) tend vers f,*(+) lorsque les points .y, L2,...,.rn4y tendent vers.
a pourvu que le quotient

L=y

Ly L2

reste borné. En effet, dans ce cas, toute limite de (45) est finie et de-
toute suite de différences divisées convergeant vers une limite on peut.
extraire une nouvelle suite telle que

X =y

Ly = L2
ait une limite, qui est finie par hypothése. La formule (9) montre alors.
que cette suite de différences divisées tend vers fr*(«) (29).

Nous supposerons que E soit fermé.

L’existence de f,(:) entraine par définition celle de fr*(x).

Par définition, la nime dérivée f™(+) estla dérivée de la (n—1,éme-
dérivée et par définition aussi, la premiére dérivée f'(«) est identique
a h*(r).

() peut donc élre définie sur 'ensemble E et il est évident
que son existence implique celle de f"=Y(:s) en tous les points de
EM=Y dans un voisinage I(.;7m), n > 0 de .. Quand nous parlons de
la continuité de f(”(.+) en un point . de E" nous supposons bien.
entendu que cette dérivée existe dans le voisinage de ..

20. De (46) nous déduisons que si fn(+) existe en un point x de-
E’ la fonction est &4 nc¢me différence divisée bornée dans le voisinage
de .. Si la fonction est a (n--1)me différence divisée bornée, fa(a}-
existe en tout point de E’ et est continue (sur E’). Si fa(+) existe en
tout point de E’, elle est continue, donc nécessairement bornée. Il en.
résulte que la fonction est a nime différence bornée. Dans ce cas 'inéga-
lité (46) a lieu uniformément sur E.

Si fa(+) existe en un point ., f_;(+) existe aussi en ce point et

(*5) Cette remarque permet de définir f,*(x) méme en un point de E*
qui n’appartient pas & E, mais il est inutile de considérer cette extension.
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dans sou voisinage, mais il est & remarquer que f,(«x) peut exister en
un point (de E') sans exister dans son voisinage ().

Si fa.*(+) existe en un point ¢, f*,—;(+) existe aussi en ce point,
mais non pas en général dans son voisinage (?7).

Enfin f.*(+) peut exisler en un point et méme étre continue sans
que fu(r) existe (28).

Nous pouvons démontrer la propriété suivente :

(?6) Soit la fonction

(0) = 0, f(%)—:O, 2=2, 3, ...

1 1
= =1 —_ ..
f(n+1+ 3Pn(n+,)) 0, r=1,2,... n=2 8,.

1 1 1
f(n—w—-rl + 2.3P'n(n+1)) - 2_3g—|n2(n+]) , p=1, 2,.., n==2, 3,--.

L’ensemble E’ est formé par les points

e N S
. 1 1 ’ * 3 1
Aux points 5 » ?,...,f,(.zz)nexxste pas, au contraire | [xy, o2 ;11 <—

dans (0, —:T) donc f,(0) existe et est égale a zéro,

(?7) Considérons la fonction définie pour 0 < x < —;— de la maniére
suivante
1 1 1 <z < 3 =1,2,3
1(0) =0, f(x) = 2"+in(x— S ] pour 5oy <@ < 5o n=123, ...
1 1 3 1
(&) =— Sitig (x—é—nJ pour oo <@ < O n=1,23, ..,
On vérifie que £,*(0) existe et est égale & zéro, tandis que f,*(x) n'existe
évidemment pas aux points 57 —215— ’ % y o
() 1l suffit de prendre la fonction
1
1(0)=0, f(7)=0, n=2 3,
! + ! 0 1,2 1,2
= = = .o
f(”_‘_l 2np(n+l)) » r=1,4 ..,n » Sy ooy

1 1 \ 1
f(n+1 +(2P+J)n(n+1)J —p“n(n+1)’p=1’ 2y =132, 0

=Y

fi*(xz) existe en tout point 0, % P mais fy(0) n’existe pas,



34 T. POPOVICIU

8i falx) erxiste en un point de EW, la néme dérivée f(x) existe
en ce point et on a Uégalité :

f(x)=n"! falx).

En effet il existe un nombre n > 0 tel que dans I(a'; 7) la méme
diftérence divisée de f(:) ne dépasse pas en module le nombre fini A.
Toutes les limites fy(+), (1), ..., fa—i(r) existent dans I(x ;7). On
peut alors démontrer la propriété par récurrence. Elle est évidente pour
n=1. Supposons donc qu'elle soit vraie pour 1, 2,...,7n —1 et démon-
trons-la pour m. A tout & > 0 correspond un v < 7 tel que si x’
est un point de E¢-Y dans 1(+ ;%) et si.oy’, a2, ...,12" sont suffisam-
ment raprochés de ' et uy, u3,..., »n suffisamment raprochés de
x on ait a la fois

€

3nA

.'T,"'.":(
x'-w

<

| [ed'y @2l yoey s @ty Bigg s oy a3 Fl—Ful2) | < 3in |1-
i=1,2,...,n

-zl

|2’
N T T R N

x'—xl

| Loy ey ooy a5 Fl—fa(2') | < I—g—- €.
Mais, par hypothése

1

foeri@) = Gry7 1@, fonil) = T pyT £

Nous avons donc

1 f(n_‘)("l")—/(n“l)("vg_ [‘I"h X024 eee 3 Xns f] - [‘vlla «”32', ) xn, 5 ,l <i
(n—1)! x—ux' x—ua' 3
AT et (PSP 1| < 5
nfalX, / X — X 19 X2 3009 Xf g XLiy ooy Xns B 3’

1 -

La formule (6) donne

nf(e) — E=TP@) o gans 1)

€xr—

ce qui démontre la propriété.

On en déduit que pour que f™(x) existe et soit continue sur E®),
il suffit que fn(+) existe sur E™, mais il est & remarquer que cette
condition n’est pas nécessaire en général.

Remarquons aussi que, de ’existence de fp*(r), on ne peut pas
conclure en général a celle de f'")(z) (n > 1). '
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21. Des propriétés plus précises peuvent étre obtenues si E esg
@ intervalle fermé (@, ). StTieLtses a démontré (29) en effet que:
Si fN(r) existe et est continue aw point .r, fa(.r) existe et on a

f‘(l) = f(::(!'l,).

En comparant avec ce qui a été dit plus haut on voit que :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fomction f(x)
définie et bornée dans Uintervalle (a, b) ait une nime dérivée continue
-dans cet intervalle est que la néme différence divisée soit umiformément
«continue dans (a, b).

Nous savons déja que la méme différence divisée est uniformément
-continue si &4 tout nombre e > 0 et a tout point .z de (a, b) on peut
sfaire correspondre un nombre n > 0 tel qu'on ait

Lo, @ayenes wnprs fl— oz, 23,000y wngas £ ] | <e dans I(x; 7).

Dans le cas d’un intervalle, si f»*(») existe et est continue au
~point ., fu() existe aussi en ce point. Supposons en effet que dans
11(x; 8), 8 > 0, fu*(v) existe et soit continue au point «. A tout e>0
correspond un %3, (0 < 7 < 3) tel que

| Fa () —fa* () | < e dans I(x; 7).

Soit [y, 12y..-, tntq1; ] une différence divisée dans I(x;7),
“Nous avons montré qu’il existe un point x" dans le plus petit intervalle
.contenant les points .y tel que dans tout voisinage de 2 on peut
itrouver une différence divisée d’ordre n égale a [r1,92,.0.yZn415 f]
«(voir chap. I. No. 4). En vertu de notre hypothése et d’une remarque
-faite plus haut, il résulte que

a*( '/‘,)=l"’(l s A2y 0ae st f]

L £*(8) — (1 25 ooy Zaas fl | < & dans I(x;7)
[alx) existe et est évidemment égale a fn'(+).

Il importe de remarquer que méme dans le cas d’un intervalle
_Fa(2) (ou fo*()) peut exister en un point sans exister dans son voisi-
snage (39). De méme si fo*(+) existe au point ., fs—((r) existe aussi
au point », mais non pas en géneral dans son voisinage (3!).

.done

(29) T. J. StieLtyes ,Over Lagrange's interpolatie-formulae® Verslagen
<en Mendeelingen der Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam
e ser, t, XVII (1882), p. 239.

(29) Voir I'exemple donné dans le note (27).

(3!) L'exemple de la note (27) vérifie la propriété,
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SmierTses a également démontré la proposition suivante (3%)
Si f(x) est définie et bornée dans (a, b) et si f)(x) exists en um
point, f.*(x) existe aussi en ce point et on a

i) = 2y 1)

C'est une condition né  .aire pour I'existence de la wméme dérivée,

mais elle n'est pas suff: nte en général. Nous allons au eontraire~
démontrer la propriété suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f(x)p
définte et bornée dans Uintervalle (a, b) ait une nfme dérivée en toud
point de (a, b) est que fa*.r) existe en tout point de (a, b).

Nous savons que la condition ast nécessaire. Montrons qu’elle est.
suffisante.

Dans ce cas f*,—4(«) existe partout et est continue, denc
1
frn-1()=Far(r) =m fo=n(x) .

Il suffira de montrer que fn,—1(+) a une dérivée en tout point de-
(a, b). Soit . un point de (a, b); on peut. trouver A > 0 et. 3 > O

tels que
V Loy vy a2y ee, nsf] | < A dans I(a;,3).
e > 0 étant donné, on peut trouver 0 << 7 = 3, tel que

(49) | [, xyy a2y vy was fl=[a, 00!y s 00yl 5 f] | < e dans I(x;9).

Soient 2’ un point de I'a:;%), 29, 43,..., +'a des points au woisi-
nage de = et .y, u3’,..., ra’ des points au voisinage de x’. Nouss
pouvons trouver les points «*, .+* dans I(.;7) tels que

faa(F)=[r, 12,03, .., 725 f), Fa-tle™)=12y"s 02y ... 20 5]

Or, fn-4(z) étant continue on peut choisir les peints ay, 2'; telss
gu'on ait a la fois

‘.”L"—{L"[

< l+e 1=1,2;...,n, (t;=2xh
{

J“——'J"‘

(50)

fn—l(lb'*)'fn—i(-b'")j___ fari(x) —fa-1(x") < s
ar— o=

)

Considérons un autre point .+ dans I(r;7).et faisons. lui. corres~-

(®) T. J. StieLTuEs ,Einige bemerkingen omtrent de differentialquotienten.

van eene functie van eene veranderlijke“ Nieuw Archief voor Wiskunde t, 1X;,
(1882), p. 106—111.




PROPR DES FONCT. DUNE OU DE DEUX VAR. REELLES. 87
pondre de la méme maniére les points .oy, 42", ..., xa""; 2'"* tel que les
inégalités correspondantes (49), (50) soient vérifices. I1 est toujours
possible de prendre ces points de maniére qu’on ait aussi
gi— ,I"'i Sy ”, I3

) .,U*——./C'*_.U*—. TE <6nA i=1.2,..-:'n (x|==x).

La formule {6) nous donne alors

'[.’E, X2, 2‘3,...,C‘Un;fl—[$1’, fUZ,,---,zn';f]__
Zt—x'*

._[x’ Ty, x3’--°axﬂ;fl~—[xl"’ le”...,xn',;fll oy

2 — *
1
» ’ "
Zi— X'y X, — T "o.n M,
= E { mt___m/*_m*__wu* |ixlax2)‘",xhxi y & it1yeees Ln ’fl‘_"’
I=l‘
zi
-+ ﬁ | [z, 22,23, ..., 2i, Zdy ..., Za" 5 f]—

— [, @z, 23, e @i &, 20" 5 ]

Nous en déduisons

]fn-i(x) — o 4@ fami@) = fu-i(2")

P o <e dans I(x;n)

«<e qui démontre la propriété.
22. Supposons maintenant que f(x) soit bornée et sommable dans
2, b). La fonction

Fa()=1 f(2) = e yx—z) " 1(0) dt

st alors continue pour « > 0. Nous allons démontrer la propriété plus
générale (en supposant toujours & > 0):

St f(.) est & méme différence divisée bormée, la nime différence divi-
sée de la fonction Fq (1) est uniformément continue dans tout intervalle
'(al 5 b), ay > a.

Nous savons que cette propriété signifie qu'a tout ¢ > 0 et a tout
wpoint x de (a;, b) on peut faire correspondre un 7 > 0 tel que 'on ait

«B1) | Ly gy ey ngr s Fa ] = [ 25,000y rngesFa] | <& dans 1{z; 7).
Faisons le changement de variables

t|(x-a)t+a
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1
qui est légitime (33) et supprimons le facteur OR Nous pouvons comr

sidérer, avec un léger changement de notatien,
1

Fo*(x) = S (1—t)°-—‘ (z—a)" f((z—a) t+ a) dt:

0

Nous avons (formule (8)):
(52) [z1, x2,. ., Tt s (x—a)" [((z—a)t+ta)] =

n-+-?
[xh X2y eeey Tk 3 (x——a)ﬂ] . [xkv Zk+41y coe y Tr42 3 f((ar———a) t+a)]"

=

Or, la fonction (z—a)®* et toutes ses différences divisées sont bor-
nées dans l'intervalle (a,, d). Il en est de méme, par hypothése, de la
fonction f((x—a) t-+a) jusqu'a l'ordre = inclus dans (a;, b) et pour
toutes les valeurs de t. 1l suffit done de démontrer qu’a tcut ncmbre-
e > 0 on peut faire correspondre un nombre n > 0 el qu'on ait

1
g (1-6)2= Y [x, 22,00 a1 3 [(2=0) t+ @)~ [22,23,.00 02 f{(X-0)t + @)} dE | < &
Jo

POUTVU quUe Xy, T2y ... xXnyz restent dans un intervalle de longucur 7).

Le cas général résulte immédiatement du cas n=0. Nous savons-
en effet que f("~Y(x) existe et est continue. De plus on peut trouvee-
un point ¢ dans (a, b) et compris dans le plus petit intervalle conte-
nant les points z;, ¥,,..., o4, tel que dans tout intervalle contenant le-
point § il existe une différence divisée égale a [z, €g,.. , Xnyy s [ ((2-a) -+ a)}.
Ce point ¢ se trouve toujours dans le plus petit intervalle ou les points,
sur lesquels ces différences divisées sont prises, sont situés. Supposons-
que f(x) ait une méme dérivée au point (é—-a)t-+a, alors en vertiu duy
second théoréme de STIELTIES

[z1, 22y ooy Tnpy 5 f ((x—a)t+-a)] = t"f(")((én—!a)t—{-a) .

&

De méme nous pouvons trouver &' de maniére que si f(x) a une-
néme dérivée au point (§'—a)t+a, on a

n FO((&'—a) t+a)

[l‘z, T3y eee s 1”+2’. f((x-a) t+a)] = n 1

(33) Voir H. LeBesGuEg, ,Sur les intégrales singuliéres*, Ann. Fae. Tou—
louse 3éme s, t L, (1909), pp. 25—117, sp. p. 44,
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Les points & &' sont dans un intervalle de longueur = 7. D’autre
part f("-1(x) existe partout et est & premiere différence divisée bornée,
en vertu d’un théoréeme de M. LeBesGuE f™(z) exisle donc presque
partout et est évidemment bornée. En vertu des propriéiés bien con-
nues des fonctions sommables il résulte que le prob éme se reduit 4 la
continuité d’'une expression de la forme Fa(z). Ce que nous savons
étre exact (34). i

On sait que la dérivée d'ordre a« (> Q) est définie par l'égalité

d d

n n
dxn I;ﬂ—ﬁ) f (x) = u:xn Fn—ﬂ..x)

D f(z) =

n étant entier > a.

La premiére proposition énoncée au No. 21 nous peimet d’écrire
les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence d’une dérivée
continue d’ordre «. En vertu de la propriété exprimée par la formule
(51) nous déduisons que si f(2) est a néme différence divisée bornée la
dérivée d’ordre a existe et est continue dans (a, b) pour a« << n. Clest
un théoréme de M. P. MonTEL, énoncé d’une facon un peut différente,
M. MonTEL a monlré que, la fonction étant supposée bornée, il suffit
de considérer seulement les différences divisées prices sur des points
équidistants (39).

Les propriétés démontrées au No. 21 permeltent d’écrire les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour l'existence, dans 'intcrvalle (a, b)
ouvert & gauche, de la dérivée d’ordre « ou bien de la dérivée conlinue
d’ordre «. Pratiquement ces enoncés ne présentent pas beaucoup d’in-
térét. Il est possible par diverses transformations d’en déduire les critéres
donnés par M. Marcuaup. Nous n’insistons pas sur cette question qui

nous eloignerait trop de notre sujet et nous renverrons au mémorie de
M. A. MarcHauD (%,

§. 2. — Remarques sur les dérivées des fonctions étudiées
aux Chap. I. et 1L

23. Nous déduisons de ce qui précéde qu'une fonction d'ordre n
sur ¥ a des dérivées continues d'ordre 1, 2,...,n—1 sur tout Ssous-
ensemble compléiement intérieur a E. Si la fonction est définie dans un
intervalle elle a des dériiées continues d’ordre r < m dans tout inder=
valle complétement tntérieur.

(3%) A la rigueur ceci ne résulte que si  est dans (a;, b) ce quin’est
pas en contradiction avec notre hypo'hése initiale,

(33) P. Mo~NTEL ,Sur les polynomes d’approximation“ Bul. de la Soe,
Math, t. 46 (1918) pp. 151—192 sp, p. 188.

(36) Voir loc. cit. (7).
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Posons
X1y X25000y Xn4i
U ( r’ I’ ’ ’ ;f) =
Xj,X245.005 &4
1 [e1,x,522 [f, 513 con [0, 052 [x1, x5 f]
= 1 [r2px2l; x?l lfz.xz'r' x3] ) [(2v (2"' x"] [‘Zaxz’;fl

| 1 [fnt1, X015 8] [ngy ¥ ners 3] oo [Kngr, 05 47 [x +15 ¥ a1 if] l
Cette expression s'annule identiquement lorsque f(x)est un poly-
nome de degré m. Donc, pourvu que tous les points

!
(63) Xy, x, X, % o0 0 kg, Xapn

soient distincts, elle est nécessairement de Ja forme

n 1
X19X24...4,Xn
(54) U( ! 2 +‘;f)=2A:.ly:,y1+n---,}’:+n+lif]

’ ’
‘x,,X2,...,x',,+, =1
Vaitr = X1, Yoo == X/, i=1, 2,...,% + L.

On peut déterminer cette formule de la maniére suivante: On
retranche chaque ligne du déterminant de la suivante. En appliquant
alors la formule (6) le déterminant se décompose (en vertu de la for-
mule de Biner donnant lc produit de deux tableaux) en une somme
de déterminants d'ordre » de la méme forme mais portant sur des
différences divisées secondes, multipliés chacun par un facteur indé-
pendant de la fonction f. On décompose chaque délerminant de la
méme maniére jusqu'a ce qi'on arrive a la formule (54). Si on sup-
pose que la suite (53)soit ordonnée on peut écrire la formule (6) de
maniére que les facteurs introduits soient toujours positifs et ce pro-
cédé conduit effectivement a (54). 1l en résulte que si la suile (53) est
ordonnée les coefficients A, dans (54) sont positifs.

Si la dérivée f'(x) existe et est continue on a

. Xy 3 X2 400y Xniy ‘ . . . ,
(55) lim. U X/, %, X +l;f = n! U(x1* x2*-ves X*nt15 ')
b IR ] n

si xi, x, tendent vers le point x,* de E’, i=1, 2,...,n+1.

La suite (53) étant ordonnée, des formules (54) et (55) on déduit
que si la fonction f(a) est non-concave d'ordre n sa dérirée est non-
concave d’ordre m—1. La 1éciproque de cette prcpriété n'est pas vraie

en général. La dérivée f'(x) peut ¢tre d’ordre n—1 sans que la fone-
tion soit d’crdre =, clle peut étre convexe d'ordre n—1 et la fonction

d’ordre m, sans étre convexe. La (n—1)émedérivée d’une fonction d’ordre
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-n est d’ordre 1. Une telle fonction a une dérivée a gauche et une
-dérivée a droite, qui sont des fonctions d’ordre 0. Si la (n+ 1)¢m¢ déri-
vée existe, elle est de signe constant.

Si E est un intervalle et si la dérivée f'(x) est non-concave d’ordre
n—1 la fonction f x) est nécessairement non-concave d’ordre n. De
plus, si f(x) est convexe, f(x) est convexe aussi et réciproguement
puisqu’'une de ces fonctions ne peut étre polynomiale sans que l'autre
le soit aussi dans le méme intervalle. Dans le cas ou E est un inter-
valle, si f"+)(x) existe, la condition f*t)(x) = 0 est nécessaire et
suffisante peur que la fonction soit non-concave d’ordre 7, la condition
F@t)(x) > 0 est suffisante pour qu’elle soit convexe.

Dans le cas d’un intervalle les propriétés de la fonction se dédui-
sent simplement de celles de la dérivée par la formule facile a établir

XLy A Ln4-2
(56) U(x,, X2yee0y x,.+2;f)=n! S S . ..SU(tq, tz,..., t,,+|; f') dtl dtg . dtn-}-[ .
£y YL Ln+ 1
24. Nous avons vu qu'une fonction & méme variation bornée ‘est a
néme différence divisée bornée donec, une fonction & mime variation bor-
née a des derivées continues d’orare 1, 2,...,n—1. Si elle est définie
dans un intervalle fermé (a, b) les dérivées continues d’ordre r < n
existent duns Pintervalie ouvert a gauche.
Nous allons démontrer aussi que la dérivée d'une fonclion a méme
variation bornée est a (n—1)éme variation bornée.
Eecrivons la formule générale (54) pour les 2n points

' ’ ’
Gy, @'y G2, X2 yee.,®n, &En

Faisant f = x", nous avons

. ®y, & an
2" A = U( l” 2'3 ey ;x") .
fpnant Xy y B2y o ouy An'

Il est manifeste alors que si %, 2%, ..., @, est une suite ordonnéo,
& tout € > 0, correspond un 7 > 0 tel qu'on ait

3 |

A, i=d -—n!l <e

V(ag*, ao*, ..., &a*) Voa* a" ..., @n*)

pourvu que (o, — a7, la/'—a <<%, 1=13,...,n
Considérons maintenant une suite ordonnée de E’

457) Xy, X2y0 00%Xm

DL <n'+e 1=1,2,...,n
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D’aprés la propriété précédente on peut toujours prendre less
points de E

(58) Vi, V250003 )Y2m

de maniére que, ¢ > 0 étant donné, on ait

U (;’21-1 » Y2ty 500y Y2rt2n—3 ) o (}’zm » Y2i43 5 05 Y2iton—1 )
2 1 YVoita, s Yoite—2 ) Va2, Yaika s e Yaiton
Vi, %igy sy Xign-1) V(i1 5 Xid2 s oo s Xitn)

< @n—1) (al4e) {1a2" =¥ a7 =2 4.
o ATFTTI AT |4 260, [f5 E

1i=1,2,...,m—-n

<

ou
Azl:[yf'syl-i-la'--ay/#n;ﬂ, j=1, 2,...,2m—n.
On en déduit que

m—n | U (J’zi-hJ’2i+n-- ’)2i+2n—3‘/)

Yai s V2i.20-5Y2iq2n—2"
59 -
( ) 2 V(xi,xi-f-l,...,xi_’n_])

=1

()’2i+n Y2it3e o V2ig2n—1 f
Ya2it 2 Y2iqar-oosV2ia2n

<

VXt X2, Xipm)
<@n—1)(n!+e)(n+1){IA—=A% + 12F—2% 1+ --.

e AT NI L 92— ) A, [fEL

Mais A, [f;E] étant fini, avec un léger changement de notations
on peut dire aussi que, la suite (57) étant donnée, on peut déterminer
la suite (58) de maniére que le premier membre de (59) soit

e
<@r—1). (ot 1) Valf s El+
&€ > 0 étant donné d’avance.
Mais le premier membre de (59) peut élre déterminé par un choix.

convenable de la suite (57) de maniére qu’il differe de moins de % de-
la quantité

(60) (n 1)!.((n—1)éme variation de f'(x) sur (57)).
Enfin la suite (b7) peut étre prise telle que la quantité (60) dif-

; de Va [f'5 E).

N . €
fere de moins de m



PROPR. DES FONCT. DUNE OU DE DEUX YAl REELLES. 43

Il en résulte que

Vaoi[f'5E) < Crn—1) (n+1) !V, [f;E}+e
done

Voi[f'5E] = @n—1) (n+1)! Va [f; E].
Cette inégalité est assez grossiére, mais suffit pour démontrer-
la propriété. f(x) étant a méme variation bornée f"-(x) est donc a,
premiére variation bornée. On sait que f-Y(x) admet alors une déri-

vée a gauche et une dérivée a droite qui sont a variation bornée
d’ordre O (37).

25. Suupposons d’abord que E soit un intervalle (a, b). On peut
donner un sens précis a la (n+1)éme différence divisée d’une fonction,
d’ordre n, méme si les points ne sont pas tous distinets.

Il s’agit de donner un sens a la différence divisée

(61) [®1y 21,0 eey Xy, X0, X2, 0e e, X2y Xhy Xy ooy Xky 3 [
, Nl ML AR Rl
3] [N I

bt ot =nt+2

les points x;, x2,..., xx étant distinets. Si nous regardons (61) comme-
le quotient de deux déterminants (voir No. 1) elle se présente sous la
forme indéterminée o Pour lever l'indétermination nous remplagons.-
chaque groupe de points confondus x,, x;,...,x; par i; points distincts
tendant vers x,. On peut alors obtenir par un procédé bien connu
(régle de I'Hospitar) la vraie valeur du quotient (61). Ceci revient &
définir le déterminant

Uldy, 21,0, X1y X2, X2, 00y X2y Xko Xky o+« y Xy 3 f)

1 , i,
comme étant égal au déterminant U(e;, @p,...,an42; f) ou, d’une
maniére générale on remplace les lignes a’ordre 4+ 12+ .. 4 4+,

iidipt o drioit 2,00 b iz e isy 4 pars

1z a2 o0 ... af f(z)
01 2« 3.le e et i e e e e te e 711}"“ f(z)
00 2 6r, .............. n(n l)a.” (=)

000 0 ..@GD...n«nn1)... (n-i+2uP"HH! f('r”(x;)

(37) Voir le mémoire de M. WinTERNITZ loc. cit. (3).
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V(®y, &y 5.0y Xyy oy Toyeuey Tay-.. Tk, Tk,..., Tk) s'obtient en faisant
f =zt et on voit facilement que cette expression est différente de
zéro, donc la différence divisée est parfaitement définie.

L'opération précédente est justifiée si £ > 2 puisque la fonection
a une dérivée continue d’ordre n—1. Il en est de méme si k = 2, ey
2 =4 <mn Sik=2ceti =1 il faut introduire la ntme dérivée,
Cette dérivée n’'existe pas en général mais il y a toujours une mnéme
dérivée a gauche et une n¢mez dérivée a droite. Il en résulte qu'on peut
encore donner un sens a la différence divisée a condition de faire
tendre les n+1 points du deuxiéme groupe vers x, d'un méme coté.

Par exemple si ces points restent constamment & gauche de
la formule trouvée est valable pourvu que f()(x;) représente la méme
dérivée a gauche.

Il est clair que ces considérations ne sont valables qu’a l'intérieur
de l’intervalle (a, b), plus exactement partout ou les dérivées existent.

On peut compléter maintenant les propriétés des fonctions d'ordre
n. Si f(x) est non-concave d'ordre n on a

[xl,xz,”-'xn-f-z;f]zo

les points étant distincts ou non. On verra aussi que si f(x) est d’ordre
7 et si l'on a

[xl9x21---;xn92;f_|=0

X, = X3 =-:.-= X,;, (non pas tous confondus)

la fonction est polynomiale d'ordre » dans l'ntervalle (x;, X, 4,).

D’ailleurs toutes ces proriétés peuvent se traduire géométrique-
ment au moyen des polynomes L.

Si I'ensemble E est quelconque les considérations précédentes
s’'appliquent encore a4 condition que les points oi il y en a plusieurs
confondus appartiennent 4 un ensemble dérivé d’ordre convenable.
Les dérivées peuvent d'ailleurs étre prolongées par ’expression n! fa(x)
sur tout 'ensemble E’. On vérifie facilement que ce prolongement per-
met de généraliser tout a fait les propriétés. Par exemple si f(x) est
non-concave d'ordre » on montre que partout ou ils existent f,(x), f2(x),...
sont aussi non-concaves d'ordre n— 1, n—2,... respectivement

26. Supposons que x;, Xz, ..., X, soient des points de I’ensemble
-dérivé. On peut prendre x,’, xp’,..., ;" suffisamment prés des points
-respectifs de la suite précédente tels que, e > 0 étant donné, on ait
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avec la formule (54)

U(X],XZ,...,xn,;f)

x/. %! .., x

V(xl’xz""’x") —-(n-—l)![xl’xz"u,xn;f’] < £

2

(n—1)L

L e

=y ! — (n—1)!

!V(x,,xz,...,x,,) " <23,.(n )

en supposant que la fonction soit a néme différence divisée bornée-.
On en déduit

Hxi o x2, .0y Xns fHI<m.An[f;E] + €
d’ou

(62) a1 [f5E] = nd, [f;EL

Lorsque I'ensemble E est un intervalle (a, b) la formule (56) per—
met d’écrire (pour n41 points)

U(x], Q'z,...,xn-f-];f):
T, Ly a1
=(n_1)!8 \ ...&[t],tz,...,tn;f’],V(t],tz,.--,tn)dt] d’zao- dtns..
Ly v Ty vXn
Nons avons aussi
x, T, Ln4t
V(x,,xz,...,x”+,)=n!S % PR .SV(tl,fz.....tn)dt] dtz..- dtp o

Ty Y, Tn
On en déduit

b
nlfxi, Xz,..., X1 s l1= 084 [{ll

d’ot

b b

ﬂAn lf] < A" ’[fl.
a a
Comparant avec (62) on déduit pour le cas d’unintervalle, I’égalité-
b b

(63) An—l[ﬁ"]:nAﬂ [5] ¢9).

27. Nous savons déja que si f(x) est & méme variation bornée--
1'(x) est a (n—1)¢me variation bornée. Nous savons aussi que si la

(38) On peut facilement vérifier que cette égalité n’a pas lieu en géné=
ral si I'ensemble E est juelconque. Ceci est d’ailleurs évident a priori puisque-
la dérivation n'existe pas sur les points isolés de E.
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fonction -est continue (ce qui a toujours lieu si n.= 1) on peut ne
-considérer que des points équidistants pour 1’étude de la variation.
Supposons que E soit un intervalle (a, b) et que n > 1.
A tout ¢ > 0 correspond une suite

64) xz, x4+ h, 2+ 2h,...,x+mh, > 0)
telle que
b
+65) {néme variation de f sur (64)) > V.[f]l —e

On peut toujours supposer (par suite de la continuité) ¢ < =,

-x+mh < b.
On voit facilement que

[z+ih, 2+ G+1Db,. .., c+(nt+i)h; fl =
1
= %K [kt +x+<h, ht+z+@E+ Db, ..., kt+x+(m+i—1)h; f] dt
Jo
<ot en comparant avec (65) il résulte que
> b
n(Valf]l — &) < V,yIf]
a a
~d’ou
b b
nValf] = V,_,If].
a a

Maintenant, a tout € > 0, correspond un nombre 3 > 0O tel que
| {lz4y. 2+20,....2+0y; ] =[x, 2 + y,...24+(r—1)y; ']} —

—»—%{[x,z+y,...,x+ny;f]—[x+h,x+y+h,...,x+'ny+h;fl} I<e
apourvu que | A& | <.
A Tl'aide des formules (6) et (10) on peut écrire
«66) [2+h,x+y+h,...,2+ny+h;fl—[2, 24V, ..., 2+ny; f] =
= Ay[z, z+h,x+y,...;fl+ A [z+h2+y, 2 +y+h, .. 1+ ...
e+ Ay szt =)y +h 24 ny, g +ny+h;f]

outes les différences divisées du second membre étant d’ordre n+-1.
Les A; sont indépendants de f(z) et aussi de = et ils sont non-
mégatifssi @« << z+h < 2+ y.

Nous pouvons trouver une suite

2L, 2+Y,. .., Z+my, y>0a <z z+my <b
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telle que, ¢ > 0 étant donné, on ait

b e
Va1 ‘fl 11— > <
m—n+1
< Sl etipa+ G+ Dya+nti—y; 1] —
1=1
— [ +GE—Dy,x+iy, ..., o+ (r+i-2)y; ]| .
Nous prenons % assez petittel que v < v+h <z+y,2+my+h <b,

<t
m-n+1

2 | [e+iy, 2+G+ 1)y, ..., e+ (n+i—1)y; ] —
=1
— [+ GE=1) 24+, ..., 2+ (+i—2v;f] | <
e ” m—n +1
<5 +—,;y D ety th e tiyth. .. 2t +i—y+h; fl—
1=\
[E+GE=1y,zty,...,z+m+i—L)y; 1| .
Or, la formule (66) montre que la somme du second membre est
plus petite que
b
A*V,.[Z]
ol

A 2

Tty
(A1+A3+A5+--- A+ A4+ A+ ) .
= max. n pair.

% y+h , (5+1)y-n

. max. (Aj+Az4+As+,..., Axt+A(+A¢+...) n impair

Si n est impair il suffit de faire f=2"T1, 2”2 pour voir que

L
¥y
La relation (1) permet ensuite de montrer que cette égalité a lieu

aussi pour n pair.
On en déduit

b b
Va-r [f]— & < nValf]
d’ou
b b
Vo l{’l = nVan l{]-
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Finalement on a donec
b b
67) V,,_,[‘/:’j = nV, [Z].

Nous avons supposé que /* soit continue, M. A. WINTERNITZ &
montré qu’'on a aussi (39)

b b
Vo{{d'] = V:[afl

f étant A premiére variation bornée et fa' sa dérivée a droite.

§ 3. — Sur la limitation de la dérivée d’une fonction d’ordre n.

28. Soit f(x) non-concave d’ordre » dans lintervalle (a, b). Sk
n > 1 elle admet une dérivée continue, done bornée, dans tout inter=
valle complétement intérieur.

La suite 2y, 25, ...,%, %, &', Tkt15..., o 6tant ordonnée on a
U@, Zpy-.. 2k, T, 2,2 R
Yim. ’ ’ ,'y ’ +1> ’nv)zo
> x T2
d’ou en développant

1 7 2 I (1) P
|
1 X 1‘2 s e tZ'; f(.’Dz) 3
1
2 . ]
1 Lk L e o o o o o mﬁ f(wk) F

1 & 2 eeiieeam D) |
0O 1 2 ......nz"tt O
1 T 41 582.“. e eoe 1’21 RZr41)

® @ 8 & o % s 6 o ® s e o @ * 0 s a e s e o s o

n
V(1) Tpreees Tiy Ty Titgyeeey Tn)

1 Ln €T .-....{,cz f(mn) l

(68) (—1)*~*-'f"(x)=

Pour trouver une limitation de f° dans lintervalle (a;, &)
a<ay <b <b, il suffit de prendre les points z;, @,,..., Tx dans

(39) loc cit (3).
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(a, a,) les points X4y, Tkqz,--., @n dans (b, b) et de détermi-
ner convenablement k& (on peut toujours choisir entre deux valeurs con=
sécutives de k) de maniére que (—1)"=*=' f(x) > 0. On peut alors
prendre les modules dans (68).

Soit Ay la borne de f(x) et posons

P(R)=(—=x) (2—x)) (2—x3) . . « (z—X,).
Le second membre de (68) peut s’écrire

v 3 S ity 32

1=1

xr—xi

et cette expression permet d’écrire
- |
| P'(z) |
=
1 '—"A"{E‘ la - 2. P'(a) 2 Ix— }
V=

k étant convenablement choisi.

Cherchons une meilleure limitation pour des points suffisamment
intérieurs.

Nous allons supposer que f(z)=0. Posons alors

o n ! PN n (_1)n—i+l
Bk—ip(x)ig N 3 TR P(”)Zm

et

B* = min. de Bx, B*;;= max. (B*%, B%) 1-+j=impair.
On en déduit que
1 1< Ap. min. (B*,;) 4, 3=0,1, 2,..., n, i+j=impair.

Désignons encore par F(2) le polynome L prenant les valeurs
(—1)*—t" aux points z,, i=1, 2,...,n+1 (#p41 = ), nous avons

F (2) _”+' (—1y—i+1
Pe) — 2 (=) Py @1 =)

= 1+ (P — 2

2P'(x)
Finalement si nous posons
P(2)=(2—2) (z2—=1) (z—=n) Q (2)

(z-—-x ) (Z—ﬁvn) Q (Z)
R(2)=F(z) — (x__x'l) (z— ) Q (2)




50 T. POPOVICIU

nous en déduisons
B = (—1)** R(z) = IR'() .

29. On voit que si = est fixe B, est positif et ne s’annule jamais-
Si deux points a; et o coincident Bx devient infini, il atteint donc cer-
iainement son minimum pour des points distinets Enfin B, est homo-
géne de degré -1 en .; et .« et ne dépend que des différences mutu-
elles de ces nombres. Il en résulte que pour le minimum l'une au
moins des égalités .y = a, xp == b, doit étre vérifiée.

Supposons Xy = a et écrivons les conditions

0B« .
— =0 =2 3,...,0M
ox, ) J

La valeur ainsi trouvée pour Byx sera = B*%.

Nous avons
oBx _ (=1)"* P'(x) (F'(x,-) L )

0xy Xj— x P'(x))  (x—x)P'(x)
donce
(¢ — x) P'(x) F'(x;) = P'(ay) i=2 38 ..., mn
en supposant les points a;, x distinets.

Nous en déduisons finalement
R(z) =0, R(x;) = (—1)y*—+H1, i=1,2,..,,n, R(x;)=0, i=2,8,...,1n.
Pour mettre en évidence le nombre 4 désignons ce polynome
par Ti(2).
Supposons maintenant que x, = b et écrivons
3By _
6xj -
nous obtenons alors pour Bx une valeur = B*:. Comme plus haut on
trouve

R(z) =0, R(z)) = (—1)"t+1 i=1,2,...,n, R (2)=0, i=1,2,...,n-1

Désignons ce polynome par — Tk (2).
Nous avons

(69) B% < IT'(x)1 pourvu que x, < b
(70) % < 11(x)1 pourvu que xy > G.

J=12,...,n-1

On peut d’ailleurs démontrer que 1'égalité est effectivement at-
teinte pour une position particuliere du point .
Le polynome T (2) est un polynome de TcuEeichEF (4°) dans un

(49) Voir S. BernsteN loc. cit. (8).
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«weortain intervalle (a, b,)

T«(2) = cos [n arc cosgz——ﬁ:g] .

b,-—-a
Pour que la formule (69) soit applicable il faut écrire que = est a

&ime racine de Tu(2)=0 et que zx, qui est la plus grande racine de la
dérivée, est au plus égal a b,

_bita __b1—a 2k—1 _b+a by—a T
x = 5 008 S~ b=x,= 5 + 5 €os — -
Eliminant &4 nous trouvons
a (cos L + cos L—l w) +b(1l—cos k=1 ) '
n 2n 2n
e < &= =
1+COS —ﬁ

‘Les points &, sont distribués de la maniére suivante:
a<§1<$2 <---<En—1<b <$n

De la méme maniére nous avons
22—a1—bJ

Tw(2)=cos [n are cos—g — -

ot les conditions d’applicabilité de la formule (70) sont

__b4a; | b—a, 2k-+-1 _bta | b—ay w
x = 5 -+ 5 cos 5 7, a<lxy= 5 +—————-2 cos p
«d’ot
a(l+cos 2k2+1 =)+ b(cos % —cos 2k+1u)
n n 2n
x> = .

T
1+OOS ;i

Les points 7 sont distribués de la maniére suivante :
pLae<<y <N <...<pa <D

80. Si x est dans lintervalle (éx-y, é) les polynomes Tn(2),
m=k, k+1,... conviennent pour la limitation. Nous avons

n _ . n . 2m—1
Vo) ) x—a® 4n

‘T'm(-’l’) | =
donc
ATH2) | <1 Ty (@)1 < 1 T g2 1< L



b2 T. POPOVICIU.

et on poura alors écrire certainement

£ @) 1< B0 I T hga(2) | dans (§—1, £iM-

De la méme maniére on trouve

(@) 1< 80 1 Ty () F

dans (ng, Ng4a)
avec

=, n n 2k—1
_—— e = t A
IT]‘_](CC)' V(a;—a,)(b—a:)_ b—x. cotg 4n T

Nous avons dans (§;_,, &)

, n , 2k+1 n 2k-4-1
1T ppr (@) | == g—a®an " < Sk-l.‘—atg an T =

Tb—ay %k—3 8 % " b—a_ 2%k—3"  2%—3
cos Sn T sin on g 4]?1‘
T g2kt T g2kl
212 20 ¥4n " _4n 1 6 € qn "
b—am . = 2k—3 w
sin

b—a = n 2k—3

o7 tg‘c}?“ sm—é t.g—4n 1]

€t finalement

241
, 4 2 ®Tin »
tg—— w.
4n

n> 2 k=2,3,

co ey —1
De la méme maniére nous avons

2k+4-3

tg—— =®.
=, 4 n? 4n
ITe—i() 1 <3 32 —55 -7 dans (g, M4y

n\>2, k = l, 2,. ,.,,ns—2.
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On peut écrire aussi-dans (§,_,, &)

n n b—x , 2k--1
AT (@) 1= V .t ' <
kal®) V(w—a)(bt—') Y —a)(b—zx) | x—a 4an T =
< n Vl_»—gk Ly, 2k41
Vig—a)yo—x) | &€ <4—a © 4n
g2kt o cos 2K 1 eos 21
_ n ‘ g an an . COS an T
Vr—a)(b—x) ,2k—3 2 2k—3
tg in " cos? = —m
«f’ont enfin
2k +1
n tg '—4n—‘ k1
T (8) | < === d -
b < T=— Z=3 20 (G- 80
g 4 T

aA> 2 k=2 3,..., n—1.

D’une maniére analogue

2%k +3
= n " qn ©
Tyl . d
uTy ‘(”’)'<y(x—a)(b—x) o ans (M, Mkt1)
84 ™

a> 2 k=1,2,..., n—2,
‘Remarquons que

qgZEFl, om 5T 3
4n 5_4_"_ __1_2__2_1;”:, n>2%k=238,...,n—1
g‘.?é g~ g X 2-18
€ 8an  t12
<t
a(cos—:—+ cos-) + b(l—cosé—ﬁ)
7)|>‘fl= T
l+cos—’7

(1 - cos——) + b(cos—+0032n) ‘

1+cos-,T

'fn—l <Ma-1=

«0n voit donc que-:
La dérivée d'une fonction f(r) bornée et d'ordre n dans Uinter-
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valle (a, b) vérifie les inégalités (n > 2)
8 2418 m?
3 9_ y3 ‘b-a

+V5
lf(w)V(x-a)(bw)|<2 5 n. 08

1@ <z AT

(1)

x appartenant a Uintervalle (a+ X, b—X) avee

l—cos 2n

A=(b-a)
" 14cos %

Nous avons introduit ici le coefficient 2; il provient du fait que,
dans la démonstration, nous avons supposé f(x)=0. Le cas général se
rameéne A celui-ci en considérant la fonction f(2)=f(2)—f(x) qui est
encore d’ordre n et on a évidemment

fi(@)=0, f1(2)=7F(2), |fi(2)1=2.
M. P. MonTeL a bien voulu nous faire remarquer que, dans le
voisinage des extrémités a4+ X ou &—AX la seconde limitation est compa-

rable & la premiére pour les grandes valeurs de w. Il suffit de remar-
1 i
quer pour cela que X est dc l'ordre de ol
Les formules (71) ressemblent beaucoup a celles gque Marxory
et M. S. BernsTEIN ont donn¢ pour la limifation de la dérivee d'um
polynome (4!). On voit qu'une fonction d’ordre m se comporic & peu prés
comme un polynome de degré n dans un sous-intervalle, qui se rapproche

d’ailleurs autant qu'on veut de (a, b) pour n —> oo.

CHAPITRE 1V.
SUR LES FONCTIONS CONVEXES AU SENS DE M. JENSEN.

31. Dans son celébre mémoire M. J. Jensen (42) definit les fone-
tions convexes (ordinaires) en ne considérant que des différences divi-
sees secondes prises sur des points équidistants,

(4 Voir S. BernsteEIN loc, cit, (8}

(42) J. L. W, V, JEnsEN ,Sur les fonctions convexes et les inégalités
entre les valeurs movennes“, Acta Math. t. 30 (1906), p. 175. M. L, Garvans
a le premier considéré des fonctions définies sur des ensembles quelconques.
Voir son mémoire ,Sulle funzioni convesse di una o due variabili definite im
un aggregato qualunque“ Rendiconti di Palermo t. 41 (1916), p. 103
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Supposons pour fixer les idées que E sait un intervalle {a, ) et
considérons les differences divisées

@b N S (1] Fatm—im.

1=0

Supposons que f(+) soit bornée et posons

lim. sup.

n
n .
> (i) (lv+(n—z)h)l= on (8)
=1
a <z x+h <0b hI<S
v, (8) est le module d’oscillation d’ordre » de la fonpction.
Posons
A’p=lim. sup. |8x;h; )| dans (a, b).
Nous ayons ,(3) < n!87A%, donc si A" est {ini
lim @, (8) = 0.

& —> 0

M. A. MarcHAuD & démonlré que dans ce cas la fonction est
continue (43).

Prenons n-+1 points ordonnés =z, &3,..., 2,4, et divisons
lintervalle (z;, ,4,) en p parties égales par les points

’ "4 [~
Ey = Loy L gyune, (L"p__l, T Y=Lyt g

Soit @, le point ®/ qui est le plus proche de x, (ou bien l'ua

d’eux s’il y en a deux). La formule (10) nous donne alors
Hz"y yeoiy 20415 FlI= A

Mais

L1 Xy
2p
et la fonction étant continue, on peut trouver un nombre n > O tel que
”whxm L] ,,.’L‘”+| ’ ﬂ"— [l'"hf'«'"zr- L ] ""."ni-l 3 f“<s

e > (0 étant un nombre dooné quelconque, pourvu que p > 7. Il en
résulte que
Si A’y est fini et si la fonction est borns: elle est aussi 4 néme
différence divisée bornée et on a
An=A'nr
(43) A. Marcuavp loc. cit, (7},

JCC—.%"“S_
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On peut aussi définir une néme variation totale V'n sur des points
équidistants en posant

m
V', =lim. sup. Zlan(x+ih;h; H—3.(+(E+Dh;r;HI=

1=u

=lim. sup. (n+1) 1»2;5,, (etihshy 1 (> O).

=1

Si A’y 4, est borne, il en est de méme pour V5, mais V'» peut
étre bornée sans que A’ le soit.

On démontre encore comme plus haut que si V', est fini et la
fonction f(x) bornée, elle est a néme variaticn bornée et on a

‘rn = V'n .

Bien entendu, cette propriété n’est vraie que pour n > 0. On a
en géneral Vo>V’g.

382. Nous pouvons enfin cousidérer des fonctions f(x) vérifiant
I'inégalité

(72) Sppa(@sh;f) =0 dans (a, b).

Je dis d’abord que st une telle fonction est bornée elle est continue
dans Uintervalle ouvert (a, b) (n > 0).
De la formule (10) résulte quon a

(73) [-’Elva'Z""’wn—{—z;ﬂ = 0

pourvu que les points ®; ,&3,..., %,y divisent rationnellement I'in-
tervalle (xy, ay42) Soit alors = un point interieur de (a, b) et prenons
n points fixes &y, Zy,..., Tn ordonnés et a gauche de « et soit &’ un
point voisin de x, qu'on peut supposer a droite de z, pour fixer les
idées. On a

(74) U(wl’wZ""’wnv xz, ‘Tl;i):)—o

pourva que la condition de rationalité soit verifiece. Or, nous pouvons
toujours prendre les points x,;de maniére que x,, 3, ..., Z, divisent
rationnellement l'intervalle (x,, «). Alors, ou bien x,, a3,...,.n, ®
divisent rationnellement l’intervalle (.yy, «'), ou bien nous pouvons rem-
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placer les points x; par d’autres x'; aussi prés qu'on veut des x; tels

que cette propriéte soit vérifiee. En développant alors l'inégalite (74)
nous avons

@) ) @) =) g

Tgyeoey T &)

=(x'—x) A, .

La quantite A est bornee la fonction I'ctant aussi par hypothése.
Dans V(z,, ;,..., @n, ) les points ordonnes x,..., &p, « sont, ou
bien fixes ou bien on remplace «;, 45...., @, par des points aussi
voisins qu’on veut; on peut donc s’arranger toujours de maniére que
V(xy, £3,.+.5 Ta, x) reste plus grand qu'un nombre positif.

Il en résulte que A, reste borne quand .. varie.

Par le méme procédé nous obtenons
(76) fa) — f(a) < (x— a) By
B, étant borné lorsque .’ varie. Pour cela il suffit de prendre par
.exemple =, & droite de ¢ On procede de la méme maniére si x’ est
a gauche de x. '

Les inégalités (75), (76) prouvent la continuité.

Comme au No. précédent nous obtenons la propriété suivante :

Si une fonction bornée définie dans Uintervalle (a, b) vérifie Vin-
égalité (12), elle est non-concave d’ordre n (aw sens du Chap. II).

Signalons encore la propriété suivante (44) :

St une fonction mesurable (au sens de M. LEBEsGUE) vérifie l'inéga-
&ité (72), dans (a, D) elle est continue en tout point intéricur.

Supposons le contraire et soit .+ un point de discontinuité inté-
rieur a (a, b). Il résulte de ce qui précéde que dans tout intervalle
-entourant x il existe un point ¢ tel que

(17) 1fE1>A

A étant un nombre positif aussi grand qu'on veut.

Soit ¢ un nombre positif tel que l'intervalle (r—2s, x+26) soit
completement intérieur a (a, b). Dans l'intervalle (x—o, x-+0) il existe
~un point ¢ tel que

-(18) LFE) 1> (n+1) (”‘}: 1)A

| - . . .
-olt k est égal a -721 ou % suivant que n est pair ou impair.

(#9) Pour n=1 voir W, SiErPINSKI ,,Sur les fonctions convexes mesu-
itables“, Fundamenta Math t, I (1920), p. 125,
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Considérons l'an des intervalles de longueur o ayant § comme-
extrémité, Nous avons

aidrem+ (" F) e n- "3 rerent )= R0 =

=) rerm— ("5 e+ (F ) e vy 4 -

en supposant par exemple A > 0 et 4+ (n+1)h < @+ 20.
On voit alors qu’on a

| f(E+7R) 1> A

au moins pour un j=—1,1, 2,..., n+1, En effet autrement il y
aurait certainement contradiction avec (78).

Il en resulte que les points &, pour lesquels on a (77), forment

un ensemble de mesure = o et alors la fonction ne peut étre mesu-
rable en vertu d'un theoreme de M. BoggL.



PROPI! DES FONCT. DUNE OU DE DEUX VAR. REELLES. a3

SECONDE PARTIE.

SUR LES FONCTIONS CONVEXES D'ORDRE SUPERIEUR
DE DEUX VARIABLES REELLES.

CHAPITRE V.

SUR LES DIFFERENCES DIVISEES DES FONCTIONS DE DEUX
VARIABLES REELLES.

§ 1. — Théorie générale des différences divisées.

33. Considérons une fonction f(x, y) réelle et uniforme sur un en-
semble plan borné E dont la nature sera précisée plus loin.

On peut généraliser la notion de différence divit€e pour le cas.
des fonctions de deux variables indépendantes d'une infinité de mani-
‘éres. Nous étudierons la généralisation qui parait présenter le plus
d’intérét.

Soient My, My, ..., Mg, —(m+1) (n+1) points de I'ensemble E.

Désignons par a1, yi, t =1, 2,..., k les coordonnées du pmqt
M; et posons
(79) Vm,n (Mh Mz,. DY I\Ik)=
=11 @ ..« yi yix, Y& Yi® Y Y o Yrad .y am|

ou, suivant une notation usitée, nous n’avons écrit que la ligne géné-
rale du déterminant,

Pour abréger, nous désignerons aussi par e I’ensemble des points.
M; et par V., . (e) le determinant (79).

Désignons par Upm,» (My, My, ... Mk; f) ou Um, n (e; f) le détermi-
nant qu'on déduit de (79) en remplacant les éléments de la derniére
colonne par

f(xy i), F(e2 Y2)hooos f(xx . ya).
Appelons courbe d’ordre (m, n) une courbe algébrique 1eprésentée -

par I'équation F(x, y)=0 ou F(z, y) est un polynome de degré m en..
x et de degré n en y.
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Considérons alors le quotient
Um,n (!\1‘\ M2, .oy Mk; I)
Vi, n (My, My, ..., M¥)

(80) th Mz,...,Mk;f]m,n=

que nous désignerons aussi par [e; flm, n .

Le déterminant (79) est différent de zéro si et seulcment si les
points M; ne sont pas sur une courbe d’ordre (m, n). Dans ce cas le
quotient (80) est déterminé et on peut I'appeler la différence divisée
d’ordre (m, n) de la fonction f(x, y) sur les points M,.

Remarqouns que la différence divisée d’ordre (m, n) est symétrique
‘par rapport aux points M;.

Soit E* l'ensemble dont les é€léments sont les groupes de k =
= (m+1) (n+1) ponts de E non situés sur une courbe d’ordre (m, n).
A chaque ¢lément de E* correspond, pour la fonction f ., y), une dif-
férence divisée d’ordre (m, n).

Prenons un sous-ensemble E*; de E*. L’ensemble de toutes les diffé-
cences divisées d’ordre (m, n) forme ce que nous appelerons une diffé-
rence divisée @’ordre (m, n) sur E de la fonction f(x, y).

La différence divis€ée d’ordre (m, m) sur E est donc une fonction
d’ensemble égale au quotient (80) en tout é.ément de E* . Ainsi a tout
sous-ensemble E* correspond uue différence divisée d’ordre (m, n)
sur E.

Un sous-ensemble E* est toujours caractérisé par certaines pro-
priétés restrictives que doivent vérifier les groupes de points donnant
les éléments de ce sous-ensemble.

34. Supposons que tout point de E appartienne 4 au moins un
€lément de E* . Nous dirons alors que la différence divisée d’ordre
{m, n) sur E, correspondant & E*;, est compléte.

Il est & peu prés €vident qu'une différence divisée sur E non
<compléte ne brésente aucune utilité pour I'étude de la fonction sur E.

Soit E1 un groupe de £ =(m+-1) (n+1) points de E, ce groupe étant
un €lément de E*;, E, l'ensemble de tous les points de E tels que
chacun d’eux donne, avec k—1 points de E;, un élément de E*,,...,E,
I’ ensemble de tous les points de E tels que chacun d’eux donne, avec
k—1 points de K,_;, un élément de E*;,... etc.

Ona Es<E, <...<Ep,<...etla somme £E, est contenue
dans E.

Supposens qu’on puisse trouver E; de maniére qu'on ait £E,=E.
Nous dirons alors que la diftérence divisée sur E, correspondant a k*,,
-est close.
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Il est clair que la propriété d’étre close entraine celle d’étre-
compléte.

Soient E*;, E*, deux sous-ensembles de E* tels que E*; << E*j--
Nous dirons alors que la différence divisée d'ordre (m, n) sur E, cor-
respondant au sous-ensemble E*, est plus éleridue que celle correspon-
dant au sous-ensemble E*;. On peut aussi dire que la différence divi=--
sée sur E, correspondant a E*;, est moins élendue que celle corres-
pondant a E*,,

Si une différence divisée sur E est compléte ou close, toute diffé--
rence divisée sur E plus étendue sera a fortiori complete ou close.

Nous supposons bien entendu qu’il existe au moins une différence-
divisée d’ordre (m, n) donc que I’ensemble E ne soit pas vide. Pour
qu’il en soit ainsi il taut et il suffit que les points de E ne soient pas.
tous sur une courbe d’ordre (m, n).

Une différence divisée d'ordre (m, n) sur E est nulle identiquement
si les différences divisées sont nulles pour tout élément de l’ensemble
E*; correspondant.

St une différence divisée close d’ordre (m, n) sur E est nulle iden~-
tiguement, la fonction se réduit sur K aux valeurs d'un polynome de
degré m en x et de degré m en y ne contenant pas de terme en X™ yn.

Considérons une suite d’ensembles Ey, E,,...,Ey,.. . exprimant
la cloture. Nous allons démontrer la propriété de proche en pro-
che, La propriété est vraie sur l’ensemble E;. On le voit immé-
diatement en remarquant que, parmi les k= (m-+1)(n+1) points de
Ey, il v a toujours k—1 par lesquels passe une scule courbe d’ordre
(m, »). Il suffit maintenant de montrer que si la propriété est vraie sur
I'ensemble E, _, ellesera vraie aussi sur l'ensemble k,. Ceci résulte duw
fait que les points de K, qui ne se trouvent pas dans E,_, s’obtien-
nent de la maniére suivante: On prend dans E,_, k—1 points par
lesquels passe une seule courbe d'ordre (m, n); soit (C) cette courbe-
On prend les points qui ne sont pas sur (C) etqui avec les k~—1 points.
choisis donnent un élément de I'ensemble E*; correspondant a la diffé-
rence divisée sur E considérée. En prenant toutes les courbes (C) pos=
sibles on obtient tous les points de Ep.

35. Etablissons encore une propriété de certaines différences divi--
sées sur E. Pour qu'une différence divisée sur E soit utilisable rour
I’6tude des fonctions il faut que, au moins pour des fonctions simples,
elle conduise a des propriétés différentielles simples pour la fonction

f(x, ).

Soit M’ un point du dérivé E' de E et ¢ un élément de E*;, formé&
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par les points M, i=1, 2,...,k k= (m+1)(n+1). Appelons distance
du point M’ & Uélément e la plus grande des distances du point M’
aux points M;.

Convenons de dire que la suite d’éléments de E*,, e’, ¢, ..., eP,...
tend vers le point M’ de E' si la distance du point M" & I'élément e
tend vers zéro lorsque p — oo,

Nous dirons qu'une différence divisée sur E est régulicre si quelle que
soit la manicre dont une suite d’éléments e, ¢’,..., €P,...de E tend vers
le point N’ de K, la différence divisée [e®) ; x* y8|m,n tend vers une limite
finie et bien déterminée et ceci:

18, Pour tout point M’ qui est limite d’aw moins une suile d’élé-
ments de E*,

20, Pour tout couple de mombres «, B entiers non négatifs (49).

Les conditions de régularité ne sont pas toutes indépendantes.
Tout d’abord pour &« =~ m, 8 = =, a+B < m+n lalimite en question
est toujours égale a4 zéro et pour a=m, B=n elle est évidlemment
€gale &4 1. Ces propriétés appartiennent a toutes les différences divi-
sées sur E.

Désignons par L,(,‘;‘” f) (z’, ') la limite de la différence divisée
le; v y8lm, » au point M'(+’, y’), dans le cas de la régularité. Nous
avons done

IA
3

L B (&, ) =10 «

=1 “:m’

B=mn ot <min
B = mn
Nous pouvons écrire

k
le; @ YPlmn= DAzt yf  (k=(m+1) (n+41))
=1
des A, étant indépendants de « et .

Désignons par X; les fonctions symétriques fondamentales des
abscisses des points formaut e et par Y;, i=1, 2,..., k les fonctions

(45) Les considérations précédentes s’appliquent aux fonctions d’une variable
La différence divisée générale, envisagée dans la premiére partie, est close.
Bi la fonction est définie dans un intervalle, la différence divisée prise sur
des points équidistants est compléte majs n'est pas close, La question de
régularité ne se pose pas. Toute diffirence divisée est régulicre, Clest préci-
sement a cause de cette propri¢té que les questions exposées dansla premiére
partie presentaient une aussi grande simplicité,
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:symétriques fondamentales des ordonnées de ces points. Nous avens

k
le; 2 ¥Plmn= DI (1) Xile; 2! pPimn @ =%

=1

5
= 2 (—1)-'Y[e; 2 yP~|m/n

1=1

I\
o

-¢e qui nous montre que:

It 'y a qu'un nombre fini de conditions de régularité indépen-
-dantes.

Il suffit en particulier que la condition de régularité soit vérifice
gpour &« = k—1, § = k—1 et nous avons alors

k
L (e, p)= 3 (- ) ({2 kD@, y)  a =k
m, n “~ 7 m, n

k
=D (f)y LD, y) B =k
=1
Nous avons ainsi trouvé (m--1) (n+ 1) (m+n+mn) conditions de
régularité. Ces conditions ne sont pas encore toutes indépendantes et
on peut les réduire de diverses maniéres. Nous n’insistons pas ici sur
<ce point.
La régularité n’entraine pas la cloture et inversement la cloture
n’entraine pas la régularité (46).
Si une différence divisée sur E est réguliére, toute différence divi-
sée sur £ moins étendue est aussi réguliere et présente le m¢me carac-
tere de régularité (les limites sont les mémes).

§. 2. — Sur une différence divisée particuliére.

86. Si le sous-ensemble E*; coincide avec E on obtient la diffé-
rence divisée sur E la plus étendue. E n’étant pas vide on peut facile-
ment démontrer que cette différence divisée sur E est close. Toutefois,
cette différence divisée sur E ne parait pas présenter un grand intérét
pour I’étude de la fonction, car elle n’est pas en général régulicre. Soient

(46) C'est précisement sur ce point que le cas de deux variables differe
essentiellement de celui d'une variable,
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par exemple les quatre points
M, (1,1), M2(1l-a, 1-a2(1-0)), M;3(l+a, 1—a, 1-a2(1—9)),
My (14a?, 1+46a?)
et la fonction f(x,y)=a?2; nous avons
[M,, My, M3, My; fl; ; = (1—6)a2 + 6.

Si a > 0 les quatre points tendent vers le point (1,1) et la dif-
férence divisée peut tendre vers n’importe quelle limite.

87. Nous allons supposer, pour simplifier, que E soit un rectangle
fermé (47)
a<xz<bd

@D &Sysg

Appelons avec M. MarcHAUD (48), réseau d’ordre (m, n) la figure
formée par m paralleles 4 l'axe Oy et n paralleles & 'axe O x. Bien
entendu on ne considere que les points du réseau qui appartiennent
au rectangle E.

Nous appelons différence divisée partielle d’ordre (m, m) la diffé-
rence divisée sur E correspondant au sous-ensemble E*; dont les élé-
ments sont les noeuds (ou points d’intersections) de tous les réseaux
d’ordre (m+1, n+1).

La différence divisée particlle d’ordre (m, n) est compléte mais
n'est pas close, Elle est aussi réguliere et sa régularité s’exprime par
les égalités

0 1= () )

La dénomination de différence divisée partielle peut s’expliquer
de la maniere suivante : Prenons la méme différence divisée de la fone-
tion par rapport a =

F(y)=[zy, 3.+ ) Tpgr 5 fl
et la néme différence divisée de F(y)

Tyy Doy ooy Tipgyq ]
sl =1y ; FI.
l:}’p Yareons Yuta i [ 1 Y2 ’ yn+l l

En changeant l'ordre des deux variables x, y nous définissons
également la quantité

[yl’ Y25+ Yt f]
Tla$2a-'-lxm+l, )

(47) 11 est clair qu'on pourrait prendre un ensemble plus compliqué,
(48) These loc. cit. (7).

3
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Nous voyons facilement qu'on a identiquement

(82) [71, V24e-0, Vn-{-l;f]_-_[‘rl‘ ‘229"‘71m+1;f].
Lyy Ly ooy Tyt Yis V25 0+ o5 Yt

L’expression (82) est précisément la différence divisée d’ordre
(m, n) de la fonction f(z, y) sur les points (zi, y), i=1, 2, ..., m+1
=1, 2,..., n$1.

Appelons encore avec M. Marcuaup (49) pseudo-polynome d'ordre
(m, n) toute fonction de la forme

A;(p) fonctions arbitraires de y

Seam+ SyEE .
=

1=0 B;(z) fonctions arbitraires de @

Un pseudo-polynome d’ordre (m, n) est complétement déterminé par
ses valeurs sur un réseau d’ordre (m+1, n-t1).

Cette propriété est analogue a la propriété d'unicité des polyno-
mes L.

Désignons par

Xy9Xzs o0 o Xypuhy !x)
o ;
YisVas oo Yt fy

le pseudo-polynome d’ordre (m, n) coincidant avec la fonction f(x, y)
sur le réseau

X=X, i=1,2,...,m+1 .
Y=JYi, Jj=12,..., n+l1
On voit aisément que
X1y X200y Xppy x)
83 X, —P(}’ 5 —
( ) f( y) I’yZa""y,t-v}-l f y

V(xl’xZI-“!xnz+l)~v(yl’y2'°"’yn+l) [xlvxZ)'--: x. ].
V(xl’xZH-'1xm-+-hx)-v(ylsy2’-~-9.Vn+1a J’) yle’z,--u}"

38. On peut voir facilement que la solution générale de I’équation

[xl’x23'-‘7xm+l.f]=0 sar E
YisV2seees Vnia ’

est un pseudo-polynome d'ordre (m—1, n—1).

(49) Nous appelons pseudo-polynome d’ordre (m,n) ce que M. MARCHAUD
appelle d’ordre (m-+1, n41). Nous introduisons ce changement en vue d’ob~
tenir une plus grande symétrie dans les dénominations,
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Les différences divisées partielles d’ordre (m;, n,) < (m, n)
{m, <m, ny<n, m +n; <m+ n] d'un pseudo-polynome d’ordre
(m-1,n-1) ne sont pas bornées en général. Le pseudo-polynome lui
méme est en général non borné. Nous avons la propriété suivante:
Pour qu'un pseudo-polynome d’ordre (m-1, n-1) ait toutes ses dif-
férences divisées partielles d’ordre < (m,m) borndes il faut et il suffit
que ses différences divisées partielles d’ordre (m, 0), (0, n) soient bornées.
Supposons la fonction f(r, ) nulle sur le réseaun

’ . ’ -
=2, t=1,2,...,m; y=y, j=1,..

Appliquons la formule (6) aux différences divisées partielles
~[;,t‘,‘.z:2,..., ] [acl X2 ey T ] [z',,x’z,...,m',,. . ]
WYsY29ee s Ynt i/ YisY2se s Yni |- YisYzsee e Ynp 2
[x,,xz,...,xm_*_,. ]_[acl EIPRNI. SRR ] [x, 3 &2 5 e e Ty ]
YisY2,¢¢-5Yn ,f~yl:y2~"-syn ’f_y,l’yIZ'»"'vylﬂ ’f
nous voyons alors que st laz différence divisée partielle d’ordre (m, n)
est bornée les différences divisées partielles d’ordre (m-1, n), (m, n-1) sont
ausst bornées.

Il en résulte que toutes les différences divisées partielles d’ordre
< (m, n) sont bornées. On peut donc énoncer la propriété suivante:

Pour que les différences divisées partielles d’ordre << (m, n) d'une
fonction f(z, y) soient bornées il faut et il suffit que:

10, La différence divisée partielle d’ordre (m, n) soit bornée.

20, Les différences divisées partielles d'ordre (m, 0), (0, n) soient
bornées sur un réseau d'ordre (m4-1, n+41).

On voit aussi que:

Toute fonction dont la différence divisée partielle d’ordre (m, n)
est bornée est la somme d'une fonction ayant toutes ses différences divi-
sées partielles d’ordre < (m, n) bornées et d’un pseudo-polynome d’ordre
£m-1, n-1).

Le fait que la différence divisée partielle d’ordre (0, 0) est bornée

signifie que la fonction est bornée.
On peut encore remarquer que

e Sy —f (2, y)—y—y)[J y,.f] (z— x)[x’ :f]

'

done, 'si les différences divisées partielles d'ordre. (1, 0) -et (O, 1) soné
bornées la fonction est continue.
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Rappelons encore un théoreme de M. P. MonteL (¥) sous un
fforme un peu modifiée.

Si les différe wces divisées partielles d'ordre (m—m/, n), (m, n—n’)
d'unz fonction sont barnées, la d.fférencs divisée partislle d'ordre (m”, n")
-est bornée pourvu que

m"' = m—m’ m=m >0 m—m" +n—n" >1
n'= n—n' n=n">0 m’ n :

On montre d'abord que la propriété est vraie pour un pseudo-
spolynome d'ordre (m — 1, n — 1) (les conditions m =m" =m — m’,
n=n"=17 —n'sont alors suffisantes). Oa démontre ensuite la propriété
pour une fonction s’annulant sur un réseau d'ordre (m, n) (les deux
premiere~ conditions peuvent alors étre remplacées par m" <m, n" < n).
La demostration peut se faire & 'aide des fonctions wa, » (8, X) intro-
.duites par M. Marcuaup dans sa Thése (5!).

§. 3. — Etude d'une autre difference divisée particulidre.

39. Pour simplifier nous supposerons encore que E soit un reec-
itangle (81).

Soit E*.le sous-ensemble de E* dont les éléments sont tous les
groupes e de m+1 points M, (z:, y.) vérifiant les conditions suivantes:

10. La suite @y, %z, ... Ty est ordonnée.

20, On a

’yi.l_l—ytls‘iﬁ(x;_}.l—xi), i=l, 2,...,m,

oy ${0) est une fonction positive et non décroissante pour 6§ > 0.

Nous dirons que la différence divisée d’ordre (m, 0) sur E corres-
ondant a E*, est une différence divisée normale d’ordre (m, 0), La fone-
tion $(0) est sa fonction caractéristique.

Une différence divisés normale d’ordre (m, 0) est close; elle est
zréguliere s1 $(9) est assez petit et tend assez rapidement vers zéro,

Nous dirons qu'une différence divisée sur E est bornée aw point
M(z, y) de E s’1l existe un cercle de centre M ou cette différence divi-
Sée soit bornée. Qn dira aussi que la différence divisée sur E n’est pas
bornée au point M si elle n'est bornée dans aucun cercle de centre M.

Démontrons la propriéte suivante :

Si une forction f(x, y) a wne diff-rence divisie normale d’ordré

(%) Voir loc. oit. (33).
(5!) Voir le troisieme Chapitre de sa These,
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(m, 0) bornée dans E, elle a aussi une différence divisée normale &ordve
(m—1, 0) bornée en tout point de E.

On peut faire la démonstration avec la formule (6) de la premiére
partie qui est ici aplicable sous la forme

(84 My, Mz, ooy Min 5 flon—s, 0 — [M', Moy oo, Mo 5 flm—s, 0

m
=Z(x1—x’() [Ml, Mt+l ) ,Mm, M",M'z,-. . ,M’];ﬂm,o

=1

ou (xi,yi), (x’i,y:) sont les coordonnées des points M;, M. 1=1, 2
R )

Soit M(z, y) un point de E et considérons un cercle de centre M
et de rayon p. Prenons les points iixes M’; a 'extérieur du cercle et
du méme coté de la verticale passant par M. Supposons que nous les:
prenions a droite de cette verticale de maniére que la suite x',,x'g,...,x',,,
soit ordonnée. Prenons les points M; dans le cercle tel que la suite
Zyy X3, 4., Tm SOIt ordonnée. Les suites &, X,y g, wes Lpg, E'p T'ap ey Ty,
seront alors ordonnées.

On voit alors qu’on peut toujours fixer le paints M’; et prendre
le rayon p assez petit pour que quels que soient les points M
vérifiant la condition 29, les groupes de points Mi, Myy,,..., M, ..
M, M,,..., M, i=1, 2,...,m, vérifient aussi la condition 2° La.
formule (84) demontre alors la propriété.

Nous allons préciser les résultats obtenus.

Désignons par C(M;p) le cercle de centre M et de rayon p.

Nous pouvons dire qu’il existe un p > 0 tel que la fonetion att:
une différence divisée normals d’ordre (m—1, 0) bornée dams C(M; p),.
quel que soit le point M.

Pour tous les peints M situés a gauche de la vertieale d’abscisse-

a-;b on prend les points M’; tel qu'on ait z'; <<b—1, i=1, 2,...,m,

A ¢étant un nombre positif fixe assez petit. La propriété en résulte pour-
tous ces points, tenrant compte du fait que la fonetion caractéristique
¢(6) de la différence divisée normale d'ordre (m, 0) donnée est nome
décroissante. On démontre de la méme marniére pour les points M qui-

sont & droite de la verticale d’abscisse a—gb . La propriété énoncée-
en résulte.

Je dis encore que: la différence divisée normale d’ordre (m-1,0)
est uniformément bornée dans les cercles C(M;p,), p > p; > 0.
Cet énoncé signifie qu’il exisie un nombre positif A,, tel que danss
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He cercle C(M ; p,) les différences divisées de la différence diviség nor~
aale considérée, ne dépassent pas en module le nombre A, quel que
soit M.

En effet, dans le cas coniraire on trouve aisément quil existe.un
point Mg tel que dans le cercle C(Mg;») la différence divisée normale
-d’ordre (m—1, 0) ne soit pas bornée; ce qui est impossible.

40. Supposons que la fonction f(z, y) ait une différence divisée
wnormale d’ordre (m, 0) qui soit bornée dans le cercle C(M;p), p > 0
«uel que soit M dans E.

Nous allons montrer que dans ce cas la fonction & une (autre)
différence divisée normale d’ordre (m, 0) bornée dans le rectangle E.

Soit ¢(9) la fonction caractéristique de la différence divisée nor-
mmale donnée. Considérons la différence divisée normale d’ordre (m, 0)
«dont la fonction caractéristique ¢4(6) est définie de la maniére suivante :

wO=40)  por 00 =< g p>p >0

#1(0)=9()  pour 6 > £ .
Nous montrerons qu'on peut toujours choisir p; de maniére que
~cette différence divisée normale vérifie la propriété.
Soient M;(xi, yi), i=1, 2,...,m+1, m+1 poits de E vérifiant
des inégalités :
Xy < X2 <,- << Tm+1
| Y=Y | = ¢y(@ar1—21), i=1, 2,...,m.
Sur chaque couple de points ,consécutifs“ M:, M; 1, nous faisons
@’opération suivante: Si z;4, —x; < -Pn—; nous laissons les points in-
o 2p,
~changés, si % <Tig1— % = —,% nous partageons le segment M;M; 1
en deux parties égales par un point supplémentaire; en général, si
j—1 Je1 ;
((—‘77)_& < mi-i-l_mis",{ nous partageons le segment M; Mi-H en )
rparties égales par j—1 points supplémentaires.
Rangeons les points M; et tous les points supplémentaires intro-
-duits dans 'ordre de croissance de leurs abscisses. On voit alors qu’on
Jeut choisir py, pp (p > p, > py > 0), de maniére que quels que soient les

points M, tout groupe de m+1 points consécutifs de la suite obtenue
wérifie les propriétés suivantes:
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10, ‘Le groupe de m-+1 points est un élément du seus-ensemble
E*; correspondsnt a la différence divisée normale donnée (dont las
fonction caractéristique est ¢ (6)).

20, Les m+1 points du groupe sont dans un cercle de rayon pz
ayant pour centre un point de E.

La propriété énoncée en résulte alors, en appliquant éventuellement
la formule (10) de la premiere partie et tenant compte du fait que la
‘différence divisée normale donnée est uniformément boinée dans les
cercles C (M;p,).

Tenant ccmpte des résultals du No. précédent nous pouvons
‘€noncer la propriété:

Si une fonction f(x, y) a une différence divisée mnormale d’ordre:
{m, 0) born‘e dans E, elle a aussi une différence divisée normale a’crdre
{m~1, 0) bornie dans E. ,

On voit aussi que la fonction a une différence divisée normale
d’ordre (r, 0) bornée dans E pour r <m.

ReyarQue. Considérons la différence divisée normale d’ordre (m, O)
dont la fonction caractéristique est A. 0, A étant un nombre positif..
Pour que cette différence divisée noimale soit bornée dans K il faut et
il suffit qu’elle soit bornée en tout point de E. On montre en effet, &
‘Taide de la formule (10), que si elle n'est pas boinée dans E, il existe-
un point ou elle est non-bornée.

41. Si la fonetion f(x,y) a une différence divisée mormale d’ordre:
(1, 0) bornée elle est continue en tout point de E.

Soit M (z, y) un point de E et M, (.}, yp) une suite de points de-
E tendant vers M. On voit qu’'a tout nombre € > 0 on peut faire cor—
respondre un nombre N et une abscisse x/, telle qu'en ait

1 9) — (& 1) | <y o 17y ) — F (5, 9a) < 5
;pour p > N; done

lf(x’y)—f(xp)yﬂ) l <e, p>N'

Si la fonction a une différence divisée normale d’ordre (m,d)
bornée elle a en tout point de E une dérivée partielle d’ordre m-1,
o™= f
oxm—1

- Nous nous proposons de montrer que:

Si la fonction f(x.y) a wune différence divisée mormale d’ordre
(m, 0), m > 1 bornée,la dérivée partielle t'x existe en tout point et a unme-
différence divisée normale d’ordre (m-1, Q) bornée.

Pour démontrer la propriété il suffit de prendre les points M;, Ms
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de maniére que y¥,=y';, i=1,2,...,m et 1<t <HL<x;<...
On peut alors appliquer le raisonnement employé pour les fonctions
d’une variable au Chap. I1l. En faisant tendie x; vers x;, i=1, 2,...,m,
on voit que f'x a une différence divisée normale d’ordre (m-1,0) bornée
correspondant & une méme fonction caractéristiquo ¢ ().

De la propriété précédente et de ce qui a été dit aux N-os 39
et 40 on déduit que:

Si la fonction f(x,y) a une différence divisée normale d’ordre
(m, 0) bornée, clle a des dérivées partielles f'x, 1''x2, . f“?n—-ll) continues
en tout point de E.

La dérivée f(x’j a une différence divisée normale d’ordre (m-i, 0)
bornée et en particulier fa‘ﬂ"’;,:’,) a une différence divisée noimale d’ordre
(1, 0) bornée.

Supposons que la fonetion f(x,y) ait une différence divisée ngr-
male d’ordre (m,0) et quec cette différence divisée normale soif felle
que la différence divisée ait une limite finie et bien déterminée quand
les points, sur lesquels elle est prise, tendent d'une manicre quelcon-
que vers un point limite.

Il en résulte que la différence divisée normale considérée est bor-

. i . om . . " -
née et que la dérivée partielle 5;;7};« existe et est continue. Réciproquement,
m
si P existe et est continue la fonction & une difference divisée nor-
male d’ordre (m, 0) bornée. Il est & remarquer que la fonction carac+
téristique ¢(0) de cette différence divisée normale dépend en général
de la fonction considéréc.
On peut démontrer aussi la propriété suivante:
. . . . om .
Pour que la fonction f(x, y) ait une dérivée partielle é,}rf“ conti-

nue en tout point de E il faut et il suffit qwil existe une différence
divisée normale d’ordre (m, 0) telle que quclle que soit la maniére dong
les points sur lesquels une différence divisée est prisc tendent vers um
point limite, la différence divisée tende wvers une limile finie et bien
déterminée. -

Disons encore qu'on peut faire la méme construction pour l'ordre
(0, n) et introduire ainsi des différences divisées normales d’ordre (0, %)
qui jouirons des mémes propriétés relativement a la variable y.

42, Définissons le sous-ensemble E*; de maniére que ses éléments
e soient tous les groupes de k=(m+1) (n+1) points M, ,(xi;, ¥i )
i=1,2,..., m+1, j=1,2,..., n4+1 vérifiant les conditions suivantes :
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19, Les suites

X1,79X2, 7500y Xmti1,/ i=1,2,..., n+1
Vi1 s V,2 5009 Vi, nt1 1=

sont ordonnées.
20, On a les inégalitées

1y1+|,/_yhf| Sd’(xl‘*‘l,i—xﬁ.’), i=112’ ey I j=1a2)°"s m41
] Xi, j+1— X1, l = d)(yl'H—l -y, I)' i=1a 21 ey M .7=1’ 2! veey "+1

ou ¢(6) est une fonction positive et non-décroissante pour 6 > 0.

On peut déterminer la fonction #(8) de maniére qu’on ait aussi
Vmn(e) 5= 0, quels que soient les points M, ;. Nous supposerons qu'il
en soit toujours ainsi. On voit que si la fonction ¢(9) vérifie cette pro-
priété toute fonction plus petite vér.fiera la méme propriété.

Nous appelons différence dirisée normale d’ordre (m, n) la diffé-
rence divisée sur E correspondant & un tel sous-ensemble E®;. La fonc-
tion ¢(0) est sa fonction caractéristique.

Une différence divisée normale d’ordre (m, #) est plus étendue que
1a différence divisée partielle de méme ordre. Done, toute différence
divisée normale est complete.

Démontrons encore que toute différence divisée normale est close.

Soient en effet P;,(x:, y) t=1, 2,...,m+1 j=1, 2,..., n+1
les noeuds d'un réseau d’ordre (m+1, n4-1). Désignons par e ’ensemble
de cesk = (m+1) (21 1) points Attachons a chaque pcint P;, un cercle
ayant ce pomt pour centre et pour rayon le nombre positif p, Consi-
dérons les ensembles e’ de &k points P’,; tels que chacun soit dans ou
sur la circonférence du cercle correspondant au point P,,, de mémes
indices ¢ et j. Il existe un p. dépendant de l'ensemble e tel que: 10si
p < p on ait Vma(e') 3= 0 quel que soit e'; 20 si p = p. il y aitun
e’ dont le déterminant Vm . soit nul. Le nombre p. est indépendang
d'une translation du groupe de points P, ;.

Considérons maintenant le sous-ensemble E* dont les éléments
sont ¢’ obtenus en prenant pour p une valeur <<p, indépendante d’une
translation. On peut facilement démontrer que la différence divisée sur
E correspondant & un tel sous-ensemble est close, en exprimant la con-
dition de cloture d'une facon convenable. Or, étant donnée une diffé-
rence divisée normale il existe toujours une différence divisée sur E
de cette derniére forme qui soit moins étendue, ce qui démontre la
propriété.

Nous pouvons énoncer la propriété suivante :
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8t une différence divisée mormale dordre (m, n) d'une fonction
s'annule identiquement, celte fonction se réduit sur E a un polynome de
-degré m en x et de degré n en y ne contenant pas de terme en L™ ym.
Sans entrer dans les détails disons encore qu'on peut démontrer
-que si la fonction caractéristique tend assez rapidement vers zéro
avec 0, la différence divisée normale est aussi réguliére. Cette régula

rité est évidemment toujours celle de la différence divisée partielle de
.méme ordre.

43. Considérons une différence divisée normale d’ordre (m, n).
:Soit E*; le sous-ensemble correspondant & cette différence divisée
.normale et ¢ () sa fonction caractéristique. Nous avons supposé que
-les points d'un élément de E*5 soient tous distincts. Supposons qu’'une
suite d’éléments de E* tende vers un groupe limite e de (m+1)(n+1)
points et soient My, (a1, ¥y) t=1,2,...,m+1, j=1,2,...,n+1-les
points de ¢ tels que

Ly Do Koo < T, J=1,2,...,n+1
Yin S Yiz < -0 < Yinhl i=1,2,...,m+1.

Les points de e ne sont pas nécessairement tous distincts. "On
ipeut voir aisément que si la fonction caractéristique ¢ (6) tend assez
rapidement vers zéro avec 6, un point multiple de e est toujours formé
par un groupe de (p+1)(¢+1) points confondus tels que Mryy sy,
1=0,1,2,...,p,7=0,1,2,...,q.

Nous allons essayer de donner un sens a la différence divisée
pour un tel groupe e, contenant des points confondus. Supposons
toujours que les points M,y s4, 0 <3 <p, 0 <j<q viennent se con-
fondre au point M (x, y). Supposons-les d’abord distincts. Nous rem-
placons dans Um,n(e; f) les lignes correspondantes aux points M,iy, s4y
par (p+1)(¢+1) autres lignes qui se déduissent de la ligne

{85) L2, xmyyeya?...yz™ ... y°y"r ... y"z™ f(z, y)

par le procédé suivant: On remplace la ligne correspondante au point
Mri,s+, par (85) dans lequel on a substitué a chaque terme sa
différence divisée d'ordre (i, j) prise sur les points M, ,q ¢44
2=0,1,2,...,i, B=0,1,2,...,5. On fait cette opération pour-
2=0,1,2,,...,p,7=0,1,2,..., ¢ [on pose bien entendu [M,;s; flo,e=
=f(trs, Yrs)- Faisons tendre maintenant les points M,1,, sy; vers M(®).
On voit alors facilement que si la fonction caractéristique tend assez

(52) On suppose bien entendu que ces points appartiennent constamment
za des éléments de E*.
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vite vers zéro avec 9, la ligne correspondante au point M,y sy; tend’
vers ce qu'on déduit de (85), si on applique & ses termes l’opératiom

ot . .., ot . .
ERrh pourvu bien entendu que la dérivée “81’8_1/’ existe et soit con-
tinue. On peut choisir ¢ (#) de maniére que ceci soit vrai pour
1=0,1,2,...,p,7=0,1,2,...,4¢.

Enfin, on peut choisir ¢#(9) de maniére que le procédé précédent
s’applique & tous les points multiples de e, pourvu que toutes les déri-
vées introduites existent ct soient coptinues, Le déterminant Vp, ,(e)-
sera deéfini par l'égalité Vm, n(e) = Um,n(e; :™y") et si ¢(H) est assez
petit et tend assez vite vers zéro avec 0, on aura encore Vm,n(e) 3= O.

Il est donc possible de définir, sous les conditions indiquées, la
différence divisée sur e par le rapport

: _ Umnle;f)
[e’f]m’n - Vm'n(e)

Ajoutons a ’ensemble E*; toutes les limites d'éléments sur les-
quelles la différence divisée peut ¢tre délinie de cette maniére. On voit
alors que si une suite d’éléments de E*; tend vers un tel groupe limite
e, les différence divisées correspondantes ont pour limie [e; flmn .

Supposons en particulier que f(r», y) soit continue et ait une

omrn-2f . . oot
ER=v =, continue ; donc toutesles dérivées Zarays r<mel,.
s = n—1 existent et sont continues. Nous savons alors que la fonction.
a une différence divisée normale d’ordre (m, n) qui peut éire prolongée
sur tout groupe limite contenant aw moins qualre points distincts, °
i om+n-2 f
oM~ gyn-l
rence divisée normale d'ordre (1, O) et une différence divisée normale
d’ordre (0, 1) bornées dans E. Par des considérations analcgues & cel-
les faites plus haut on montre que la fonction a alors une différence -
divisée normale d'ordre (m, 7) qui peut Ctre prolongée sur tout groupe,
limite e contenant au moins deww points distinets. 11 est a4 remarquer
que si e a sculement denx points distincts la valeur de [e; /]m, » peut
ne pas <tre determinée; nous pouvons seulement alfirmer que cetle
quantité reste bornée,

Soit e} p=1, 2,... une suite d’éléments de E* tendant vers um

dérivée

Supposons de plus que la dérivée ait une diffé-

(53) La rapidite avee laquelle la fonction calactenstique doit tendre vers
zéro pour § — O depend en general de la fonction f(x. ) On peut préci-
ser celle 1apidité a l'aide des modules d'oscilation de divers ordres de la
fenction f(x, y). ’
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groupe limite e de cette nature. La suite [e?; flmn p =1, 2,...ne
tend pas nécessairement vers une limite ; on peut seulement affirmer
que toutes les valeurs limites de cette suite sont finies ('ensemble des
valeurs limites étant fermé il sera nécessairement borné).

Nous pouvons maintenant énoncer la propriété suivante:

Si la dérivée »*——af::na;ﬁ de la fonction f(x, y) existe et a uné
différence divisée normale d’ordre (1, 0) et une ditférence divisée mnor=
male d’ordre (0, 1) bornées dans E. St en outre la fonction f{x, V) aune.
différence divisée normale d’ordre (m, n) bornée en tout point de
E, elle a aussi une différence divisée nmormale dordre (m, n) bornée
dans E. .

La fonction a en effet une diftérence divisée normale d’ordre
(m, n) moins étendue que celle donnée et qui soit prolongeable sur
tout groupe limite ayant au plus deux points distincts Cette différence
divisée normale est évidemment bornee en tout point de E. Supposons
qu’'elle ne soit pas bornéc dans E et considérons alors une suite d’élé=
ments ¢ de E* tendant vers un groupe limite e telle que [ ®; flm, o
tende vers +o. On en déduit que tous les points de e doivent étre
confondus. 1l existerait donc un point ou la différence divisée normale
considérée ne soit pas bornée, ce qui est impossible. La propriété est
donc démontrée.

Cette propriété compléte et généralise certains résultats du No. 40.

44. Le prolongement sur tout groupe limite est possible, au sens
du No. précédent, si la fonction est un polynome et si la différence
divisée normale considérée est réguliére.

Supposons que la fonction soit a m™¢ différence diviséc bornée
par rapport & r pour toute valeur de y et a n¢" différence divisée
bornée par rapport & y pour toute valeur de ... Considerons une dif-
férence divisée normale et réguliere d'ordre (m, n) de cette fongtion,
ayant pour fonction caractéristique ¢ (0). Supposons que cette différence
divisée normale ne soit pas bornée en un pomnt M(r, y) de E.

Nous allons démontrer, sous ces hypotheses, que la différence
divisée normale d’ordre (m-1,n), de m me fonction caractéristique (8},
ne peut pas étre bornée dans K,

Supposons, pour fixer les idées, que M ne se trouve pas sur le
coté vertical droit ou sur le coté horizontal supérieur du rectangle E.
Considérons le cercle C(M;p) « _x+p <b. c<y+p <<d. Soit &P,
p=1, 2,... une suitc d’elements du sous-ensemble K%, correspondant
a la différence divisée normals donnée, situées dans C (M ; p) telle que z
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10 les -points M@ ({7, yP), 1 <i<m+1,1 Sj=n+l,m,; <ug <.
o < m1,75 Vit < Vi 2 < . . < ¥1,ntq de @ tendent tous vers M,
20, [e®; fla,n tende vers <+ co. Nous modifions Um,n (e® ; f) comme
au No. précédent; nous remplacons donc la ligne correspondante au
point M¥) par (85) dans lequel on a substitué & chaque terme sa diffe-
rence divisée d’ordre (¢—1, j—1) prise sur les poirts M:"”ﬁ, 1=a=i,
1=8==j. Nous faisons la méme opération sur Vm »(e/”) en rempla-
cant f par 2™ y". De cette maniére le rapport [¢'?; f]m, » ne change
pas. Soit maintenant e{? le groupe de (m—2)(#-+1) points formé par
€®) et par les points P‘P’(:o, Y& 1 ) 1=j=n+1, 1, étant fixe et > a+p.
A la limite les points P‘P’ v1endrons se confondre avec le point (zp, ¥).
Nous modifions aussi le rapport [€?; flm+1, n comme plus haut.

Faisons p — oo, alors ou bien | [e/” ; f]m+1, » | @ une limite infi-
mie, ou bien il reste borné. Dans ce dernier cas on voit immédiate~
ment qu'il faut qu'une au moins des diftérences divisées

86) [ME), MP o, M2 F iy, o

1,1 3,1?
i=1, 2,...,m+1, j=1, 2,...,n+1
(le systéeme i=m+1, j=n+1 étant exclu.)

=+80it non bornée.

Supposons que (86) soit non borné pour i=r+41, j=s+41, r <m,
s=mnr+s <m-+n et que les différences divisées (86) pour
=1, 2,...,r+1, 7=1, 2,...,s8+1, i+j < r+s+2 restent bornées.
On peut toujours déterminer r et s de cette maniére (si r =8 =0 la
fonction est non bornée au point M).

Désignons par e’ I'ensemble de (m+2)(»+1) points

M;g’ 1=1,2,,...,r,7i=1,2,...,s

@®,y) i=1,2,...,7r+1,j=1,2,...,n-s L
(xt', yy) 1=1,2,...,m—7r-+1, j=1,2,...,n-8 }(aucun si n=s)
(@i, y®, ) 1=12,...,m—r+1, j=1,2,...,8+1

U rtp <ty <y <o e <Un=r 3 Y <Y < voo < Yn—s < y—p sont
des abscisses et des ordonnées fixes.

Faisant p - oo, la différence divisée [e;f]mt1,» ne reste pas
bornée, ce qui démontre la propriété.

On démontre de la méme maniére que la différence divisé nor-
male d’ordre (m,n+1) et plus généralement que la différence divisée
normale d’ordre (m;, n,) my>m, n, >n, m; + n; > m 4 n, de méme
fonction caractéristique ¢ (8), ne peut pas étre bornée dans E.
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45. Supposons maintenant que la fonction f (., y) ait une différence
divisée normale d’ordre (m, n) bornée dans E. Nous allons démontrer-
que la différence divisée partielle d’ordre (m, 0) et la différence divisée--
partielle d'ordre (0, n) sont bornées dans E. I suffit de montrer que-
ces différences divisées partielles sont bornées en tout points de E.
Nous obtenons cette propriété, pour I'ordre (m, 0) par exemple, par un
raisonnement analogue a celui employé pour la démonstration des
propriétés du No 39 et en faisant usage de l'identité, facile a &tablir--

[M11 1\12,...,Mm+l;f]m'0 =
n
= 2(_1)i+‘V(y)yl--°-’y1-—layi+h~-°
1= 1 V(ylsyZ,---’yn)

(-1)"V(y, Y1 yZao--’yn)
V(yl’yZ"--,yn)

29 Mty Moty e s Motat3 flmon

[Mi yMa, .., Mm+1 ) Ml,l ) Ml,2 gesey Mm+|,n ;]m,th

ou, (x'1,y) sont les coordonnées des point M;, i=1,2,...,m+1 et
(«i, y;) sont les coordonnées des points M;j, t=1,2, ..., m+ 1, j=1,2,..,m.
dci on suppose que les points M;; restent fixes et que «';,y varient
dans le domaine permis par la fonction caractéristique de la différence
divisée donnée.

Les résultats du No. précédent nous montrent que:

Si une fonction f (z, y) a une différence divisée normale d’ordre
(m, n) bornée dans E, elle a aussi une différence divisée normale d’ordre
(m-1, n) et une différence divisée normale d’ordre (m, n-1) bornées dans E._.

On en déduit que la fonction a aussi une différence divisée nor-
. (., 0™
male d’ordre (m, O) bornée dans E. La dérivée ~——;
ox

est continue. Or, considérons la différence divisée normale d’ordre (m-1, n).
qui est aussi bornée et envisageons seulement les diffécrences divisées
prises sur des points distribués m a m surn+1 paralleles a I'axe OX.

existe donc et

.. T e e . (m-1 .
Par un passage a limite on en déduit que la dérivée fmm_? a aussi une-

différence divisée normale d’ordre (O, ») bornée. Il en résulte que:

Si la fonction f(x,y) a une différence divisée normale d’ordre -
(m, n) bornée dans E, elle a une dérivée [ ?1;3.)-; continue en toud-
point de E.

On peut d’ailleurs démontrer plus exactement que la dérivée-

j:?;f r < m-1, s < n-1l a une différence divisée normale d’ordre

(m-r, n-s) bornée dans E.



78 T. POPOVICIU

Supposons qu’une différence divisée normale d’ordre (m, n), de
1a fonction f (z, ), soit telle que la différence divisée ait une limite
finie et biecn déterminée quand les points, sur lesquels elle est prise,
tendent d’'une maniére quelconque vers un point limite. Cette limite est
m!I por f(wmmt?r;. La dérivée fg'#;r: existe et est con-
tinue dans E. Bien entendu les limites en question n’existent que pour
une classe particuliere de fonctions dépendant de la différence divisée
normale considérée. Cette classe comprend les polynomes si la diffé-
rence divisée normale est réguliére.

€gale en tout point a

CHAPITRE VI .

SUR LES FONCTIONS CONVEXES DE DEUX VARIABLES REELLES.

§ 1. — Premiére extension de la notion de convexité.

46. Les différences divisées partielles permettent une généralisa-
tion imm¢diate de la cenvexité d’ordre quelconque pour les fonctions
de deux variables indépendantes.

La fonction f(r,y) sera convexe, non-concave, polyno-
miale, non-convere ou concave d'ordre (m, n) sur lUensemble E
sutvant qu'on a
ALy L2 e ooy Xmt2 .

’2 y = ’S ) y E.
®17) [y,,yz,...,y,,+2’f]>0 0,=0 0, <0, sur

On peut distinguer cette sorte de convexité par la désignation de
convexité, non-concavité. .. etc. partielle, mais nous supprimons cette
distinction, étant sous-entendu que nous ne parlons dans de § que de
cette sorte de convexité.

L’ensemble des fonctions précédemment définies constitue la classe
des fonctions d’ordre (partiel) (m, n).

La valeur m=—1 n’est pas exclue. Une fonction d’ordre (—1,n)
est une fonction qui jouit d’'une méme propriété de convexité d’ordre n
par rapport a la variable y, pour toute valeur da ... On définit de la
méme maniére une fonction d'ordre (m, —1). Enfin, les fonctions d’ordre
{—1, —1) sont les fonctions de signe invariable.

i Une définition géométrique, analogue a celle donnée pour les fonc-
tions d'une variable, est obtenue a l'aide des pseudo-polynomes.

Soit en effet
‘88) (.l‘l y T2y ey Tmiy ;f b)

YisY2,eoos Va1 y
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1e pseudo-polynome d’ordre (m, n) prenant les valeurs de f(,, y) sur
le réseau »=oy, 1=1, 2,...,m+1, y=y,, j=1,2,...,2n+1 ou on
peut supposer que les suites ., , 12,4, tmt1s Vi, Y254+, Ynt+1 SOient
ordonnées. La formule (83) nous montre alors que la non-concavité
(convexite) s’exprime par le fait que la fonction doit ¢tre en tout point
du rectangle

(89) (z:,9y) (@, Vi)

@1,3) @, i)

non au-dessous (au-dessus) ou non au-dessus (au-dessous) du pseudo-
polynome (88) suivant que n-+m—i—j est pair ou impair. Ceite pro-
priété s’applique au rectangle E entier, en convenant de poser dans
(89) xo=a,xmi2=b,yo=c, ynt2=d.

Disons enfin qu’on peut aussi considérer des fonctions jouissant
de plusieurs proprietés de convexité et définir ainsi diverses classes de

fonctions, comme dans le cas d’'une seule variable.

47. Les propriétés des fonctions convexes d'une variable ne se
géneéralisent pas tout a fait pour ce cas. Par exemple, une fonction
d’ordre (m,n) dans le rectangle fermé (81), n’est pas nécessairement
bornée. Mais: )

St une fonction d’ordre (m,n) dans le rectangle E est bornée sur
un résean d’ordre (m—+2,n+2) elle est bornée dans le plus petit rec-
tangle contenant les noeuds de ce réseau.

En particulier, si les cotés de E appartiennent au réseau la fonce
-tion est bornée dans tout le rectangle E.

On voit également que:

Si la fonction est d’ordre (m,n) et st on a

[mljx2a-"’¢m+2;f}=0
)’1,}’2:---,Yn+2

elle est polynomiale, donc se réduit & un pseudo-polynome d’ordre (m, n)
dans le plus petit rectangle contenant les points (xi, y;).
La démonstration est immédiate.

48. Considérons pq (p=>m-+2, ¢>n+2) points M(zs, ¥,) 1=1, 2,...,p,
7=1,2,..,q, dans le rcctangle E et supposons que les suites z; , x;,..,,%p;
‘Y1 » Y2 »-.0r Yg Soient ordonnees. On voit alors, comme dans lc cas d’une
seule variable, que les conditions nécessaires et suffisantes pour la now-
goncavité (convexité) dordre (m ,n) sur les pq points sont

s X1 yoeo & m-$
[xl +1 +H;f]20’(>0)
Vis VitV e e ey Yytnti
i=1,2,...,p—m—1,5=1,2,...,¢g—n—1.
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La formule (1) nous montre que les suites

{fl;.l‘z,....,.’l:m-i-g f] [.,/-2,.—‘;3,_“,‘1,’"_'_2 f]
/B TV IRS TTRL L 570 /TR PR, /TR R R
[xls~’€'l+|,--.,a’1+m+l_ ] [.7:1. a‘i+|,..,;1q+m+|_ ] )

1] e o

Vis Y2 500005 Yntr ’ Y2,V35¢ .43 Vnt2 ’

sont ordonnées. On en déduit facilement que:

Si la fonction est d’ordre (m, m) dans le reciangle E et si les
différences divisées partielles d’ordre (m=+1, n), (m, n+1) sont borndes:
sur un résean d’ordre 2m—+2, 2n+2) zx=z, i=1, 2,..., 2m+2,
y=vy,, j=1, 2,..., 2n+2, ces diftérences divisées seront bornées dans:
tout le rectangle
(90) (Xm41, Y1) (Tm+1 5 Ynt2)

(rmi2 5 Yn41) (Xm42 5 Ynt2)

Si, de plus, les différences divisées partielles d'ordre (m-}-1,0)-
et (O,n+1) sont bornées sur un réseau d’ordre (m-+1, n+1), compris-
dans le rectangle (90), toutes les différences divisées partielles & ordre
< (m+1, n+1) sont bornées dans ce rectangle. Nous démontrons-
encore, exactement comme au No. 13 pour les fonctions d’'une variable,.
que :

Il existe des fonctions d'une classe donnée d’avance sur les p ¢
points considérés o condition que si (m, n) est la plus grand ordre de-
polynomialité toutes les propriétés d’ordre supérieur soient de polynomialité.

Il est a remarquer qu’ici une fonction polynomiale d’ordre (m, n)»
n’est pas nécessairement d’ordre (m-1, n) ou (m, n-1).

49. Nous avons la propriété suivante:

Si une fonction est d’ordre (1, —1) et d’ordre (—1, 1), elle est:
continue par rapport & Uensemble des variables en toul point imtérieur..

Cette propriété a été démontrée par M. P. MoNTEL en supposant.
que bla fonction soit non-concave d’ordre (1, — 1) et non-concave:-
d’ordre (—1, 1) (39).

M. N. Kritikos a généralisé la propriété précédente de la maniére-
suivante : (53)

(54) P. MonTEL ,Sur les fonctions doublement convexes et les fonctions-
doublement sous-harmoniques“ Praktika de 1’Acad. d’'Athénes 6, (1931), p. 374,
Une telle fonction est dite doublement convexe.

(%) N. KriTig0s ,Sur les fonctions multiplement convexes ou concaves*“*
Praktika de 1'Acad. d’Athénes, 7 1932, p. 44. Voir aussi un mémoire de
méme auteur paru dans le Bulletin de la Soc. Math. de Gréce, t. XI (1980),.
pp- 21—28,
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8i t(x, y) est d’ordre 1 par rapport & l'une des variables et con-
tinue par rapport & UVautre, elle est continue par rapport & Pensemble
des variables en tout point iniérieur.

Plus généralement, si la fonction est d'ordre n par rapport & 1'une
des variables et continue par rapport a l'autre elle est continue par
rapport & l'ensemble des variables. Cette propriété peut d’ailleurs se
déduire du théoré¢me de M. Kritikos, compte tenant des résultats du
No. 14 de la premicre partie.

Une tonction d’ordre (m,-1) continue par rapport & y dans le ree-
tangle E a une différence divisée partielle d’ordre (m,0) bornée dans tout
rectangle complétement intérieur.

Soint eneffet E (¢’ <o <V, ¢ <y <d),a<a <b b,
¢ < ¢ < d& < d un rectangle complétement intérieur. Prenons les
abscisses .7, 172, ..., «'myy & lintérieur de (a, a’) ect les abscisses
2 w2, ooy ' mq & lintérieur de (', b). Nous savons (No, 17 de la
premiere partie) que si .y, 12,..., £m41 sont dans l'intervalle fermé
(a’, '), la différence divisée

LYy L2 4000y Lmiy
if

est comprise entre les difiérences divisées

'y, 2, 2,2 ey X m
(91) [yla 2) ’ m-H;f]; [y [ ) 2 ’ +l;f].

Or, la fonction étant continue par rapport a y elle est bornée sur
I'ensemble des paralléles »=a';, x=."y1=1, 2,...,m=+1. 1l en résulte
que les diftérences divisées (91) restent bornées dans leur ensemble
lorsque y varie, se qui démontre la propriété.

En particulier une fonction qui est d’ordre (m, —1) et d’ordre
(—1, n) a une difiérence divisée partielle d'ordre (m, 0) et une diffé-
rence divisée partielle d’ordre (0, ») bornées dans tout rectangle com=
plétement intérieur.

Tenant compte d'un théoreme de M. P. MonTEL (%) on en déduit
la propriété :

Une fonction qui est d’ordre (m, -1) et d'ordre (=1, n) a en tout

. . . . ar+sf . ) R
point intérieur une dérivée 5:—’—87; continue par rapport a Uensemble
des variables, pourvu que
r 8 -
m + n <l1.

(56) P. MontEL loc. cit, (3).
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Si la fonction est d’ordre (m, m) ot si la dérivée partielle f'x existe
c’est une fonction d’ordre (m-1, ») présentant le méme caractere de
convexité et réciproquement. Plus généralement si f est d’ordre (m, n)

. . (mint2)
et si f(;rjz existe c’est une fonction d’ordre (m-r, n-s). Si fxm+ly"+l existe,

elle est non négative si la fonction est non-concave d'ordre (m, ») et
réciproquement. On suppose ici encore que kK soit un rectangle.

50. Avant de finir ce § disons qu’on peut définir la convexité
avec d’autres différences divisées que les différences divisées partielles,

On peut par exemple donner des définitions a l'aide des différen-
ces divisées normales. Il est inutile de répéter comment on écrit ces
conditions. Ces fonctions jouissent des propriétés plus restrictives que
celles précédemment définies, Considérons par exemple une fonction
qui est d’ordre (m, -1) par rapport & une différence divisée normale
d’ordre (m-+1, 0). Une telle fonction a une différence divisée normale

d’ordre (m, O) bornée dans tout rcctangle complctement intérieur. Elle
. . a7 .

a donc des dérivées partlellesa—l{ =1, 2,.

point intérieur. La dérivée f’x est d’ailleurs ason tour d’ordre (m-1,-1)

par rapport & une certaine différence divisée normale d’ordre (m, O).

(m-1)
Il est & remarquer que si la dérivée fwm-}-l existe elle est ‘d'un signe

., , m-1 continues en tout

invariable, mais la réciproque n’est pas vraie. Il faut des conditions

supplémentaires de continuité pour pouvoir affirmer que de I’inégalité
(m—+1)

fwm-{-] = O résulte la non-concavité d’ordre (m, -1) de la fonction

par rapport & une différence divisée normale d’ordre (m-1, O).

§ 2. — Seconde extension de la notion de convexité.

51. Considérons une fonction f(x, y) définie, pour ne pas com-
pliquer, sur un domaine fermé convexe et borné L. L’allure de la fonc-
tion sur une droite s'obtient en prenant le plan perpendiculaire sur X0Y
qui se projéte suivant cette droite et en considérant la fonction dans
ce plan. L'axe OY dans ce plan est orientée vers le OZ positif.

Nous nous proposons d'étudier les fonctions qui sont d’ordre m sur
toute droite contenant des points de E. Nous dirons d'une telle fonction
qu'elle est d’ordre n sur Uensemble E.

Supposons que 7 soit pair. Nous avons vu que le caractére de
convexité d'une fonction d'une variable dépend de l'orientation de I’axe
OX. Pour cette raison nous ne ferons pas de distinction entre lacon-
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vexité et la concavité, resp. entre la non-concavité et la non-convexité
sur une droite. Une fonction peut ¢tre d’ordre n au sens strict ou au
sens large suivant qu’elle est conve ‘e (ou concave) resp. non-concave
(ou non-convexe). Elle peut enfin atre polynomiale sur une droite.

Supposons maintenant que % soit impair. La nature de convexité
d’'une fonction d’une variable et d’ovdre impair ne dépend pas de
Vorientation de 'axe OX. On peut donc ici faire la distinction entre la
convexité, non-concavité, polynomialité, non-convexité et la concavité
sur une droite. Une fonction d’ordre impair n sera dite convexe, non-
concave, . ...etc. d’orde n sur E sielle est convexe, non-concarve, ... ete.
d’ordre n sur toute droite de E.

On peut distinguer la sorte de convexité ainsi introduite en disant
qu’il s’agit d’'une convexité, non-concavité . ... etc. totale d’'ordre n. Nous
supprimons dans la suite cette dénomination étant sous endendu qu'il
ne s'agira que de cette sorte de convexité.

Considérons par exemple un polynome de degré n+4-1

ar" Mt axy+ ..o Fanpy 4 L.

C’est toujours une fonction d’ordre n. Si n est pair il y a tou-
jours des droites sur lesquelles la fonction est polynomiale. Si n est
impair et si le polynome ao t"t'4-a;¢"+ - - - 4-a,q, est positif (non
négatif) la fonction est convexe (non-concave) d’ordre » Sur cet exemple
on voit bien qu'une fonction peut ¢tre d’ordre » sans présenter un
caractére de convexité déterminé.

On pourait également considérer des classes de fonctions présen-
tant plusieurs propriétés de convexité déterminées,

52, Je dis que si la fonction cst d’ordre n (n > 0) clle présente
le méme caractére de convexité sur des droites paralléles.

On peut supposer que les droites soient paralléles a I'axe OX.
La démonstration se fait alors tres facilement en tenant compte du
fait que si la suite d’ordonnées y;, y2,..., ¥p, ... tend vers 'ordon-
née yo, la suite de fonctions de =, f(x, v f(@, ya)yeeos f(s yp)yens
converge vers [(#, o).

Une fonction d’ordre n (n > 0) est en particulier d’ordre » par
rapport a chacune des variables; elle est donc d’ordre (n,—1) et d’ordre
(—1. n). Nous en déduisons que :

Toute fonction d’ordre n sur E est continue en tout point intérieur
st n > 0.

En particulier :

Toute fonction d'ordre n sur K est bornée dans tout domaine com-
plétement intérieur a E.
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Je dis que cette propriété est vraie meéme pour n=0. Soit {M,}
une suite de points de E tendant vers un point limite intérieur M.
Prenons un point M’ et une droite A\ dans E de maniére que pour
p > N lintersection des droites M'M, et A tombe a lintérieur de E.
Désignons par M’, l'intersection des droites M'M, et M. La valeur de
la fonction en M, est toujours comprise entre ses valeurs en M’ et M'p.
On voit maintenant que si nous supposons que les valeurs de la
fonction aux points M, aient une limite infinie il arrive ou bien qu’en
M’ la fonction ne soit pas bornée ou bien qu’elle ne soit pas bornée
sur A au voisinage de lintersection de cette droite avee MM’, ce qui
est impossible. La propriété est donc démontrée.

53. Nous avons encore la propriété suivante:

Une fonction d'ordre m dans le domaine E a des dérivécs par-
tielles d’ordre <m continues en tout point intérieur.

En ce qui concerne les dérivées d’ordre », nous savons qu’en tout
point intérieur elles existent suivant toute demi-droite issue de ce point.

Soient M; (ry, 1), Ma(+2,y2) deux points et prenons la différence
divisée premieére sur la droite joignant ces deux points. Nous avons

f(wl , ?IG) _fN‘](a% ’ y2)=cos ®. ["Ul » L2 f("—"’ yl)]+ sin « . [yl > Ye f("'2 ) y)]
1— M2

ou a« est 'angle de la droite MM, avec I'axe OX.
Nous en déduisons facilement que la différence divisée d’ordre
n+1 sur n+2 points M,(us, ¥o), 1=1,2,..., 7+ 2 en ligne droite s’écrit

e { X Ci42 Ln+42
L 1y yessyLn
E cos"t'—{a sin’ & . [ ’ ’ ;f].
i=0 Y1y Y2seeen y Yig1

Si la fonction est d’ordre » cette expression est de signe im-
variable sur toute droite.

Supposons en particulier que les dérivées d’ordre n+1 existent.
Il faut alors et il suffit que la fonction

(92) HZ-‘—I: (";i- 1) cos"—i+1 ¢ sin‘a. orilf

—) o1 oyt

soit de signe invariable sur toute droite faisant I’angle a avec I'axe OX.

Si la fonction est d’ordre impair et convexe (non-concave) le
polynome est non négatif en tout point ot les dérivées existent. Reci-
proquement, si les dérivées existent et si en tout point intérieur le
polynome (92) est non négatif resp. positif on peut affirmer que
la fonction est non-concave resp. convexe d’ordre impair n. Si
n=1, pour que la fonction soit non-concave d'ordre 1 il faut et il



PROPR DES FONCT. D'UNE OU DE DEUX VAR. REELLES. 85

suffit que ;2 =0, 42 " ¥ (f"wy)i’ = 0 et pour qu’elle soit convexe
il suffit que 72> 0, 'y f”_,,z—— (f”'xy)2> 0, en admettant, bien
entendu, que les dérivées secondes existent.

Les fonctions d’ordre 1 sont trés proches des fonctions convexes
de M. Jensen (36). M. Jensen définit une fonction convexe par I’inégalité
x4z’ y+y') 1 .

P ) =5 (1 4+ )
(4 1
les points (x, ), (z",¥), (x;x s y—}éy ) appartenant & l'ensemble de

définition de la fonction. Si une telle fonetion est bornée elle est non
concave d’ordre 1 avec notre définition.

54. — Une fonction polynomiale se réduit & un polynome sur toute
droite. Nous allons démontrer que:

Une fonction polynomiale d’ordre n se réduit sur E aux valeurs
d'un polynome de degré n.

Prenons dans E les é (n+1) (n+2) points M;;(xi,yi)i=1,2,...

vy dyi=1,2,...,n+1 et considérons le polynome de degré n prenant
les valeurs f(x;, y;) aux points M;;. Ce polynome est bien déterminé.
1l suffit de faire passer par un points M de E une droite convenable et
d’appliquer la propriété de polynomialité sur cette droite pour voir que
la fonction prend en M la méme valeur que ce polynome.

Sur les fonctions polynomiales on peul faire encore diverses ob-
servations Par exemple si la fonction est d’ordre n et coincide avee
un polynome de degré » sur un certain nombre de segments de droites,
elle est polynomiale aussi sur tout segment qui a ses extrémités sur
Is segments considérés et contient en outre au moins » autres pointse
appartenant aux segments donnés.

Si la fonction est d'orde nm et si elle se réduit a un méme poly~
nome de degré n sur les segments AB, AA;, BB,, i=1,2,...,n—1
AC, BC, les points A;,Az,...,A,; étant sur le segment BC et
By, Ba,...,By-y sur le segment AC, elle est polynomiale d’ordre m
dans le iriangle ABC. Pour voir que tout segment, ayant ses cxtrémités
sur les cotés du triangle, contient encore au moins n points il suffit
de completer les segments donnés par ceux qui sont paralléles aux
cotés AC et BC. Ces parallcles contiennent évidemment % points appar-
tenant aux segments donnés.

Vu et approuveé :
Paris, le 17 Janvier 19383.
Le DoYEN DE LA FACULTE DES SCIENCES,
Vu et permis d'imprimer : C. MAURAIN.
Paris, le 17 Janvier 1933,
Le RecTEUR DE L'ACADEMIE DE Paris,
S. CHARLETY.

(36) Voir J. L. W. JensEN loc, cit. (42),




