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Sur la théorie du corps de classes
dans les corps finis et les corps locaux

par
Claude CHEVALLEY & Paris.

Introduction

La théorie des corps de nombres algébriques a été¢ développée pour
¢tudier certaines questions d’arithmétique élémentaire : principalement
le théoréme de Iermat ainsi que la théorie des formes quadratiques, &
propos desquelles Gauss introduisait déja les nombres a + bi, @ et b
¢tant des entiers ordinaires, ¢ = +/ — L. Mais la théorie ne se constitua
vraiment en corps de doctrines indépendant que quand Kummer et
Dedekind eurent surmonté la difficulté qui avait arrété Gauss, & savoir
que les théorémes fondamentaux (plus grand commun diviseur, décompo-
sition en facteurs premiers) de arithmétique ordinaire ne s’étendent pas
aux entiers algébriques. Ces deux autears ont montré qu’on retrouvait
toutes ces lois en remplacant la notion de nombre par la notion d'idéal®.
Dans chaque corps de nombres algébriques fini I, on trouve une infi-
nité d’idéaux premicrs p, et tous les idéaux sont composés & partir de
ceux-la exactemont comme les nombres rationnels & partir des nombres
premiers. Mais ces idéaux premiers ne restent plus des idéaux pre- .
miers dans un corps I/ contenant &, et une question essentielle de la
théorie va étre. la suivaute: comment los idéaux de & vont ils se
représenter comme produits d’idéaux premiers de &', :

Etant donné un idéal premier déterminé de %, on sait répondre 4 Ia
yuestion (voir notamment les travaux de O. Ore). Mais le probldme
est de trouver unc loi générale de décomposition, permettant de trouver
"o priori tous les idéaux premiers ayant une loi de décomposition déter-
minée.

1) On trouvera dans les travaux de Mlle. Noether exposts notamment dans “ Van
~der Waerden, Moderne Algebra”’, une analyse trds générale et profonde de la notion
Qidéal qui o conguis Palgibre et la glombtrie analytique aprds Parithmétique.
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Ce probléme n’est résolu que dans un cas particulier, celui ol 1/ est
relativement abélien par rapport a L et il est résolu dans ce cas par la
théorie des corps de classes. Le principe de cette théorie remonte a
Hilbert. Probablement par analogie avec ce qui se passe daus certains
cas particuliers (sur-corps d’un corps quadratique hmaginaire étudiés
par Kronecker), Hilbert appelle corps de classes par rapport a I un sur-
corps k’ relativement abélien non ramifié (¢’est-d-dire qu’aucun idéal
premier de k n'est divisible par le carré d'un idéal premier de 1Y), et il
admet les faits suivants: (Ueber die Theorie der relativ Abelschen
Zahlkérper, Gétting. Nachr. 1898)

1) &’ étant corps de classes par rapport a L, il y a un sous-groupe
II du groupe 4 des classes d'idéaux de k, tel que les idéaux premiers de
H et ceux-la seuls se décomposent dans £’ en idéaux de degré relatif 1.
Si p n’appartient pas & H, soit p” la plus petite puissance de p apparten-
ant & F: p se décompose dans I/ en idéaux de degré relatif f.

2) Le groupe A/H est isomorphe au groupe de Galois de K par
rapport & k. ,

3) 1l existe un corps de classes maximum pour lequel le groupe
H se réduit & la classe unité. TPour tout groupe de classes [, il existe
un corps de classes et un seul qui est contenu dans ce corps maximum.

4) Les idéaux de k deviennent tous des idéaux principaux dans le
corps de classes maximum.

ITilbert démontre des cas particuliers de ces propositions. Furt-
wingler, reprenant les méthodes de Hilbert, démontre dans leur
généralité les 3 premiéres propositions (Ifurtwingler, Allgemeiner
Existenzbeweis fiir den Klassenkdrper eines belichigen algebraischen
Zahlkorpers, Math. Ann. 63, 1907).

La théorie n’incluait encore qu’une partie de l'étude des sur-corps
relativement abéliens. IL’idée de la généralisation aux corps relative-
ment abéliens quelconques remonte & Weber qui proposa de remplacer
dans la définition du corps de classes, les classes ordinaires par des
groupes plus restreiuts d’idéaux, obtenus en appelant classe principale
Pensemble des idéaux principaux représentables par un nombre a qui
est = 1 modulo un idéal fixe (Weber, Ueber Zahlengruppen in algeb-
raischen Kérpern, Math. Ann. 48, 49, 50, 1897-1898).  Mais il n’a pu
au moyen de cette définition démontrer les théorémes 1, 2.

La premiére théorie générale du corps relativement abélien a été
donnée par Takagi (Ueber eine Theorie des relativ Abelschen Zahl-
korpers, Journal Coll. Science, Tokyo, 41, 1920), qui a montré le
premier comment on pouvait explicitement donner le groupe /T pour
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lequel un corps est corps de classes. Dans la théorie de Takagi, on
construit tout d’abord le groupe H, et on appelle X’ corps de classes si
¢ groupe M est d’indice égal au degré relatif de /. On démontre alors
les propriétés 1, 2, 3.

Un autre probléme fondamental de la théorie des corps de nombres
algébriques est celui de lobtention de lois de réciprocité entre les
nombres algthriques, analogues a la loi de réciprocité quadratique. Ce
probléme est en effet intimement lié an théoréme de Fermat. Cette
théorie s’est développée parallelement a celle du corps de classes. Le
lien profond entre ces deux théories est constitué par la loi fonda-
meniale de véciprocité de M. Artin (Beweis des allgemeinen Rezipro-
zitiitsgesetzes, Abhand. Math. Sem. Hamburg, 5, 1927) qui permet de
réaliser cflectivement Visomorphie entre le groupe A/H ¢t le groupe de
Galois relatif d’un corps de classes. Toutes les lois de réciprocité
connues sont des conséquences de cette loi générale.

On trouvera exposéc la théorie du corps de classes et celle des lois
de réciprocité dans un ouvrage de M. Ilasse “ Bericht tiber neuere
Untersuchungen und Probleme aus der Theorie der algebraischen
Zahlkorper,” P

La théorie de Takagi, qu’on trouvera exposée dans le mémoire cité
de Takagi ou dans le Bericht de Hasse, présente l'inconvénient d’étre
extrémement compliquée, et, & son point de départ, assez artificielle.
"On trouvera dans ce travail un exposé nouveau de la théorie du corps
de classes.

L’aflirmation essentielle de la théorie nous a paru pouvoir se dé-
composer en deux parties: P'une afirme que les lois de décomposition
dépendent d’une division en classes des idéaux définic par un certain
“sous-groupe /4 du groupe des idéaux; la seconde précise quel est ce
groupe I1; or la premidre assertion est intimement liée a la loi générale
de réciprocité.  Nous démontrons d’abord ici-(théoréme A da chap. V1),
qu’on peut construire un groupe H pour lequel les propriétés 1, 2 sont
vraies. Nous appelons ce groupe le groupe de Artin associé au sur-
corps. La démonstration est trés courte et n’exige pas emploi des
moyens analyvtiques (fonctions ¢, séries Lis, z), etc). Il faut ensuite
démontrer que ce groupe /1 coincide avec le groupe défini par Takagi
(théoréeme B du chapitre VI). Nous montrons que si cela est vrai pour
les corps relutivement circulairves (obtenus par adjonction de racines de

1bi8) Parue aussi dans Jaliresbericht Deutscher Mathematiker-Vereinigung, 35
(1926) et Ergiinzungsband V1 (1430).
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Punité), cela est toujours vrai—et cela par une réduction purement
arithmétique.—Au contraire pour démontrer que la proposition est vraie
dans le cas des corps circulaires, nous sommes obligés d’employer les
moyens analytiques. La démonstration ainsi obtenue est plus simple
que celle de la théorie de Takagi-Hasse, car elle évite la réduction du
cas “cyclique de degré ! premier” au cas “cyclique de degré I*7”,
réduction qui était extrémement compliquée. La simplification provient
de Pemploi d’un théoréme d a Herbrand (théoréme des unités) et d’un
mode de raisonnement qui a été depuis systématisé par Herbrand sous
la forme d’un lemme de théorie des groupes (lemme de Herbrand). De
plas, nous obtenons en méme temps que le théoréme réciproque, la loi
de réciprocité de M. Artin qui exigeait antérieurement une démonstra-
tion séparée.

La démonstration de la propriété 3 (théoréme d’existence) est égale-
ment nouvelle et plus simple que dans 'ancienne théorie. Le principe
de cette démonstration a été trouvé simultanément par Herbrand et par
aateur, I’une maniére indépendante. IEnfin, le fait que nous possédons
déja la loi de réciprocité nous permet d’éviter les réductions successives
de la démonstration du théoréme d’existence dans-la théorie de Takagi-
Hasse. .

D’autre part, nous avons développé entidrement la théoric du corps
de classes ‘“local”, c’est-d-dire des extensions abéliennes des corps de
nombres p-adiques de Ilensel. Cette théorie est identique a la théorie
des restes normiques, dont I'origine remonte a Hilbert. Elle avait été
faite pour les corps abéliens par Hasse: “Die Normenresttheorie
relativ. Abelscher Zahlkorper als Klassenkdrpertheorie im Kleinen,
Journal de Crelle, 162, 1930 7, et Schmidt: * Zur Klassenkorpertheorie
im Kleinen, Journal de Crelle, 162, 1930),” d’une maniére indirecte,
comme conséquence de la théorie du corps de classes. Nous donnons
ici des démonstrations dirvectes et purement arithmétiques.!*” Nous
fondons également la théorie des restes normiques pour les sur corps
non relativement abéliens, ce qui donne un des rares résultats connus
de la théorie de ces corps.

Nous avons cherché i rester aussi ¢lémentaires que possible au
cours de ce travail. Nous présupposons connue la théorie élémentaire
des idéaux d’un corps de nombres algébriques (on en trouvera un .ex-
posé trés clair dans le livre de M. Hecke, Theorie der algebraischen

1ter) Depuis que ces lignes ont été écrites, jai appris que M. Schmidt a aussi
développé, mais sans la publier, une théorie directe du corps de classes local. Cette
théorie est différente de celle ici exposée.
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Zahlen); la théorie de Galois et les faits fondamentaux de la théorie des
groupes finis (voir notes 2 et 12).

Le chapitre I est consacré a la théorie des groupes. Nous y rappelons
los faits qui nous serviront dans la suite et y démontrons quelques
lemmes qui seront d’application constante.

Le chapitre II ost consacré a la démonstration de quelques résultats
de la théorie des groupes de décomposition et d’inertie de Hilbert.

Le chapitre IIT définit les groupes de congruence de Weber ot
doune leurs propriétés essentielles. ’

Le chapitre IV contient les résultats fondamentaux de la théorie
des corps relativement cycliques, théoréme normique de Hilbert, théorie
des corps kummériens. Les démonstrations de ces théorémes sont
nouvelles.  On y trouvera aussi un théordme inédit sur la base relative
d’un corps galoisien, qui est démontré par une méthode analogue a celle
employée par Herbrand pour le théoréme des unités. Ta démonstration
qu'on en donne est die & Monsieur Hasse, qui a bien voulu nous la
communiquer, aprés lecture d’une démonstration antérieure et plus
compliquée de auteur. Ce théoréme a &été tgalement démontré par M.
Deuring, mais par des méthodes différentes. L

~ Le chapitre V est consacré a I'étude des “ valeurs absolues” d’un
corps de nombres algébriques, en particulier des corps de nombres p-
adiques de Ilensel. La démonstration qu’on y trouvera du fait que
toutes les valeurs absolues possibles sont celles des types connus est une
legére muodification d’une démonstration trouvée cette année par M.
Artin (la premiére démonstration remonte & Ostrowski).

Le chapitre VI posc la définition du corps de classes et contient les
énoncés des théorémes fondamentaux A et B dont nous avons parlé,
ainsi que la démonstration du théoréme A.

Le chapitre VII est consacré aux corps circulaires, dont I'étude est
nécessaire pour le démonstration du théoréme B qui fait lobjet du
chapitre VIIL. TLe chapitre IX contient la théorie du corps de classes
local, et le chapitre X la démonstration du théoréme d’existence.

La plapart des résultats de ce travail ont été communiqués a
I'Académie des Sciences de Paris dans des notes: Sur la théorie des
Restes Normiques, C. R. 1930, p. 246; Nouvelle Démonstration du
Théoréme d’Existence en théorie du Corps de Classes (en collabora-
tion avec J. Herbrand), 1931, p. 814; Sur la Structure de la Théorie du
Corps de Classes, 1932. '

Qu’il me soit permis d’exprimer ici ma reconnaissance a Monsieur
Garnier dont les conseils m’ont été précieux; a Messieurs Vessiot et
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Montel, qui out bien voulu s'intéresser & mes travaux, & Monsieur
Artin et & Monsieur Hasse qui m’ont permis de faire connaltre ici
diverses simplifications de la théorie, et enfin & Monsicur Iyanaga qui
a bien voulu relive avee moi ce travail.

De plus, je remercie aussi vivement la l'wcalté des Sciences de
PUniversité de Tokyo, et tout particulicrement Monsieur Takagi, qui
a bien voulu proposer ce méwmoire pour Pimpression dans ce Journal.
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Chapitre I.

Démonstration de quelques lemmes de théorie
des groupes.

Nous n’aurons presque a considérer au cours de ce travail que des
groupes abéliens. Nous allons ici donner quelques propriétés de ces
groupes, qui seront d’un usage constant.”

Tout d’abord, rappelons qu’un ensemble d’éléments est dit former
un groupe quand il existe une loi de composition entre les ¢léments de
cet ensemble jouissant des propriétés suivantes:

1) 4 et B étant deux éléments, 1a loi de composition definit un
troisiéme élément C représenté par AP et défini univoquement par la
donnée de 4, B.

2) Ona A(BC) = (4B)C.

3) L’égalité AB = AB’ entraine B =B’. L%galitt AB = A'B en-
traine 4 = A4’ .

4) A4 et B étant deux éléments quelconques, il y a un élément X
tel que AX = B, et un élément Y tel que YA = B.

De ces axiomes résulte I’existence et 'unicité d’un élément F, appelé
élément unité, (et généralement représenté par 1) tel que AFE = A4 pour
tout élément du groupe. Si AB = E on a aussi B4 = F, et I'élément
B se représente par 47" :

G &ant un groupe, un ensemble d’éléments de G qui, en vertu de
la loi de composition régnant dans G forme lui-méme un groupe, est
appelé un sous-groupe. I’ensemble formé de tous les éléments de G et
Pensemble formé du seul élément unité sont des sous-groupes. Les sous-
groupes différant des précédents sont appelés sous-groupes propres.

Les principaux groupes que nous aurons a considérer seront :

Le groupe des nombres == 0 d’un corps de nombres algébriques, la
loi de composition étant la maltiplication.

Le groupe des idéaux (éventuellement des idéaux premiers a un
idéal douné) d’un corps algébrique, la loi de composition étant la
multiplication. ‘

Le groupe des nombres d’un corps, la loi de composition étant
Paddition. (Quand nous parlerons simplement d’un groupe de nombres,
nous conviendrons que la loi de composition est la muliplication ;

2) Voir pour la théorie des groupes finis, par exemple: de Séguier, Eléments de
la théorie des groupes abstraits, Gauthier-Villars, 1904 ou Speiser, die Theorie der
Gruppen von endlicher Ordnung, 2me, édition, Springer, 1927.
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quand nous voudrons parler d’un groupe de nombres dans lequel la loi
de composition est addition, nous dirons groupe additif).

Le groupe des automorphismes d’un corps ou groupe de Galois.

Lt certains groupes dérivés des précédents.

Un groape est dit abélien quand la loi de composition est commu-
tative, ¢’est-d-dire quand pour deux éléments quelcongues A, B on a:
AB = BA. C'est le cas des groupes que mnous venons d'énumérer,
sauf éventuellement des groupes de Galois. '

@ étant un groupe abélien, et H un sous-groupe, on appelle classe de
G suivant // (en allemand Nebeugruppe) l'ensemble & des éléments de
(¢ ne différant de 'un d’euax 4 que par multiplication par un élément
X de H. A est dit un représentant de & Tout élément de K est un
représentant. Le fait remarquable est que ces classes & forment elles-
mémes un groupe. En effet, soient deux classes &, §. Choisissons
dans chacune un représentant; soient 4, A’ ces éléments. Soit K la
classe qui coutient 44’. On s’assure immédiatement que K ne dépend
pas de la manidre dent A4, A’ ont été choisis dans &, & : & ne dépend
que de & & et nous poserons K = KK. On montre facilement que
cette loi de composition satisfait aux propriétés 1, 2, 3, 4, énoncées plus
haut. Donc ces classes & forment un groupe (u'on appelle groupe
quotient de G par H.

Cette notion ne se généralise pas entidrement pour un groupe G
quelconque. 11 faut encore que I soit un sous-groupe invariant de @,
c'est-d-dire que, 4 étant un élément de &, et X un ¢lément de FI, 47 XA
soit encore dans JI. Dans ces conditions, 4 étant un élément de @, et X
parcourant les éléments de I, les ensembles d’éléments AY et XA sont
identiques et forment une classe & Ces classes & forment encore un
groupe qui sera le groupe quotient.

Notations. Ce groupe quotient se désigne par G//ff. Tout élément
de (¥ appartient & un élément de G/, qu’on appelle sa classe (mod. ).
Si deux éléments 4, 4’ appartiennent au méme élément de (//H, on dit
que A, A’ sont congrus raod. H et on écrit A= A’ (mod. H). Ces
congruences peuvent étre multipliées membre & membre. La congru-
ence 4 = A’ (mod. H) a lieu si et seulement si 44’ est dans [

G étant un groupe, et 4, 4/,...... étant des ¢léments (ou des systémes
d’éléments) de G, on désignera par (4, A',..... ) le plus petit groupe

contenu dans G et contenant tous ces éléments (ou tous les éléments de
tous ces systémes). g, ¢’ désignant deux sous-groupes, (g, ') sera encore
représenté par g¢’. L’ensemble des éléments communs a g, ¢/, ensemble
qui forme un groupe, sera désigné par [g, ¢'].
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Si G est un groupe ne contenant qu'un nombre fini d’éléments, ce
nombre est appelé ordre de G. Rappelons (théoréme de Cauchy) que
dans ce cas lordre de tout sous-groupe est un diviseur de Pordre du
groupe. '

Si H est un sous-groupe invariant de G et si //1 ne contient qu’un
nombre fini d’éléments, on dit que M est d’indice fini dans G et le
nombre d’éléments de G/ H est appelé indice de H dans G et représenté
par (G: IT). Si I’ est un sous-groupe invariant de G contenant /7, on a

(G:ID) = (G: I (I : H).

Si @ ne contient qu’un nombre fini d’éléments et il existe un
élément 4, tel que tout élément de G soit do la forme A% on dit que
G est cyclique. (4, se définit pour les entiers z positifs, négatifs, ou
nuls par les formules

A0 =1, A" = 447, AT = A"A,7)

Si @G est un groupe quelconque ne contenant qu’un nombre- fini
d’éléments, 4 étant un de ses éléments, le groupe (A4) est un groupe
cyclique. Son ordre est appelé ordre de 4 dans G.

Homomorphie. Isomorphie.

Soient (¢, G’ deux groupes. Supposons qu’il existe une loi associ-
ant a tout élément 4 de G un élément univoquement défini 4’ de G
“(nous écrirons A4 -> A’) jouissant de la propriété suivante: si aux
éléments 4, B de @ sont associés les éléments A/, B/, a I'élément AL est
associé 1'élément 4’B’; nous dirons que la loi définit une représentation
de @ dans G; l'ensemble des éléments de G’ qui se trouvent corres-
pondre & des éléments de G forme un sous-groupe de G/ qui est appelé
image de G dans la représentation. Si ce sous-groupe est égal a G’
lui-méme, la représentation est appelée homomorphie; on dit que
est homomorple & G’ et on écrit G~ G’/. Si enfin & deux éléments
distincts de G sont associés des éléments distinets de G/, on dit que &
est isomorphe & G’ et on éerit G~ G'.>*

Si H est un sous-groupe invariant de &, le groupe G est toujours
homomorphe & G/H, la loi de correspondance étant la loi qui associe &
tout élément de G la classe (mod. /) & laquelle il appartient.

Lemme 1 (Principe de réduction de Hasse). Soient G, H deux

3) Ces mots d’homomorphisme et d’isomorphisme sont plus commodes que les mots
“ isomorphisme meriédrique ” et “ isomorphisme holoédrigque ” souvent employés.

4) Un homomorphisme d'un groupe sur Jui-méme est encore appelé auto-
morphisme. :
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groupes aléliens (sous-groupes d’un méme groupe quelconque). Les groupes
‘H/H et G/[Q, H] sont isomorphes.”

Soit & un élément quelconque de G/[G, H]. Clest le systéme des
éléments de G ne différant de Pun d’eux A que par multiplication par
un élément X de [@, H]. Tous leséléments AX appartieunent & G et
ne different de A que par multiplication par un élément XN de FL Ils
appartiennent done & une classe & de GH/FH. Nous dirons que & est
la classe associée 4 . Si ;> K, o> K, A . correspond K.
Donc nous avons une représentation. Si d’autre part § est une classe
de GII/H, & contient un élément AX, 4 étant dans G et X dans H.  Si
& est la classe de G (mod. [@, 1]) qui contient 4, & > K. Donc la
correspondance est une homomorphie. Enfin siaux classes §y, & est
associée la méme classe &, il en résulte que, 4, désignant un élément
de & et 4, un élement de 8§, A, 4.7" est dans . Mais cet élément est
aussi dans G, donc dans [G, fI] et on a & = K. La correspondance
est done une isomorphie.

Lemme 2 (Principe d’isomorphie de Ilasse). Siun groupe abélien
G est homomorphe & un groupe G//H’, les éléments de G dont le correspond-
ant dans cette homomorphie est ' forment un groupe H.  Les groupes G/11,

G'/H' sont isomorphes.

Soit 4 un élément de ¢ ; désignons par £4 la classe (mod H") qui

lui est associée par ’homomorphie donnée. Donc

- R 4,42 = K48 Ao
Si 4, est dans H, on a K 4,4, = K4, Donc &4 ne dépend que de la
classe & (mod. H) a laquelle appartient 4. Oxn voit toat de suite que la
correspondance § > & est unc isomorphie de G/H et de G'/IT.

Nous emploierons dans la suite une méthode de notations due a
M. Hasse qui permet de simplifier beaucoup lécriture. On désignera
par une lettre spéciale des éléments jouissant d’une certaine propriété,
éléments qui seront en général des nombres ou des idéaux. La propriété
étant suppostée telle que le produait de deux éléments ayant la propriété
ait encore la propriété, I'ensemble des éléments ayant la propriété con-
sidérée forme un groupe que on désigne cucore par la méme lettre que
ses éléments.

Par exemple désignons par « les nombres ayant une propriété P°;
les idéaux principaux représentables par un nombre ayant la propriété
P seront désignés par («), et les unités par <. b01t ﬂ un sous-groupe

5) Le théoréme est encore vrai si G, H sont des groupes quelconquez, 4 condition
que H soit un sous-groupe invariant de GH. Car alors [@, H] est aussi invariant dans
G et le théortme se démontre de la mméme maniére.




Sur la théorie du corps de classes. 375

d’indice fini du groupe «. Nous nous proposons de comparer les
nombres ((a): (B)) et («: 8). Ona
(a:8) = (ae:B) _ (ae :lﬂe) (f=:3) -
~ (e : ) (ae: )
D’aprés le lemme 1, on a ac/a = «/[a, ¢], fe/B=p/[F¢e]. D’aprésle
lemme 2, on & (ae: 32) = ((@): (3). Do

(¢4 = ((x): ,Sﬂ: [}9,79_])
(@:p) = ((@:(3) (o Lo o])

La formule est valable toutes les fois que les indices qui y figurent
sont finis.

Lemme 3 (Lemme de Herbrand). Sotent G' un groupe; g un sous-
groupe de G d’indice fini, Ty et Ty deux homomorphismes de G sur lui-méme
tels que pour tout élément A de G on ait T\'T(A) = T:TW(A) = 1, et que
Ti9C g, TogCg, r{i=1, 2) le groupe des éléments A tels que T(A4) = 1. Ona

(TG _ (L9, 1] : Trg)

(r:: & ([g712) = Tag)

la formule devant étre interprétée dans ce seus que si les indices qui
figurent au second membre sont tous deux finis il en est de méme de
ceux qui figurent au premier membre et les deux membres sont égaux.

- En effet écrivons

(G:9) = (G:gr2)(gr=: 9)-
En verta du lemme 2, (G': g7») = (G : Tbg). En vertu du lemme 1,
(912:9) = (r2: [g,71=]). Par hypothése ([g,72]: 7ig) est fini. Comme
(2: [g, 72]) est fini, '
(rz: Thg) = (22 [9,7121) (L9, =] : Thg)
et (yz: Tig) est fini, donc a fortiori (. : T1G) (11G est contenu dans y» en
vertu de 7374(A4) = 1 pour tout 4). De plus on a

. (72: ’1'19) — . .7 (/ > TxG)
G:g) = (BG: ) -T2 019 (ma:ng) (TG: Thg) 2 BG .
(G:9) = (BG:Tg) S gy~ ¢ 9)( N ol T

On a une formule analogue en permutant les indices 1 et 2 dans le
calcul qu’on vient de faire; en divisant ces formules membre & membre,
on obtient le resultat cherché.

Produit direci:. Base d’un groupe abélien fini.

Soient Gy, Gs.-., G, des groupes. Considérons formellement tous
les systémes S obtenus en prenant dans chacun des G; un élément 4;.
Nous écrirons S = (4, 4s,.-., 4,); Set 8 éant deux de ces systémes :
S = (Al; A'Zy"': -Ar)y Sl = (Alla AZIV": Ar/))
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appelons produit de ces deux systémes le systéme

SS! = (A, 4/, 4.47,---, 4,4.7).
On voit tout de suite que cette loi de composition des systémes S a les
caractéres 1), 2), 3), ) énoncés plus haut. Done les systémes S forment
un groupe qu'on appelle produit direct des @; et qu'on désigne par Gy X
(s X oo x (. Ce produit direct contient un sous-groupe isomorphe a
G; composé des éléments (1,1, ..., 4, ..., 1) ot 4; parcourt les éléments
de (7. On désignera encore généralement par 4; 1’ élément précédent.
Ona ;
(Ayy dyy oney A,y = I‘IA.-, did; = 4;4;

et les .4; sont appelés les composants de (A, ds, -.., 4,). La condition
nécessaire et suffisante pour que /74, =1 est que tous les A; soient
égaux a 1. o
Si chacun des (7 est d’ordre fini N, leur produit direct a pour
ordre le produit des N,
Ceci posé, soit G un groupe abélien fini quelconque. On 4 la
théoréme fondamental suivant: :
Théoréme de la base. Un groupe abélien fini (i est produit direct de
groupes cycliques. _
r
1) Soit N Vordre de G et soit N = [[p* la décomposition de N
i=1l “
en facteurs premiers. @ étant abélien les éléments ¢ dont Pordre est
une paissance de p; forment un groupe (,." Déterminons pour chaque
¢ un entier ny tel que
w [[p =1 (mod. p&H
Y}
et a tout élément o de ¢ associons I'élément
i [T pi®J.
Tio = 0 j4¢
Tio est toujours dans Gy, et si o est dans Gy, Tio est égal & . Associons
maintenant a ¢ l'élément (Tio, ..., T,0) du produit direct des Gp. La
formule o = [IT;,c montre immédiatement qu’on a un isomorphisme de
(4 et de ce produit direct.
2) Il suffit donc de démontrer le théoréme dans le cas ot N = p°%,
p étant un nombre premier. Déterminons par récurrence une suite de
sous-groupes G de ¢ de la maniére suivante: G, = 1; G4, &étant déter-
miné, ona G; = (G4_;, /) ol g/ est parmi les ¢léments de G un de coux qui

6) En effet, si 67" = 1, otP = 1, 3>a,ona (00" )P® = oPPoP® = 1.
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appartiennent dans G/G,_; & une classe (mod. G4_,) d’ordre maximum pni.
Donce ny, <<n,. Démontrons par récurrence le théoréme suivant:

il existe dans G4 un élément d’ordre égal a pni, soit o,; tout élément
1

de @, se met sous la forme [Iaf”/; sio est un élément de G et si
44

n; . ‘ P
¥ = [[e], on a 7 =0 (mod. pr+t). Supposons le théoréme

4 , =t . N I )
démontré pour i — 1 et soit o,” = a"... aF7%  Donc les & sont tous
= 0 (mod. pni). Posons

— Ni gy N —&op T
o, = a/a, P g, T % e g 5P

La plus petite puissance de o, dans G;_, est o™ et ce dernier élément

est égala 1. On a done Gy = G~ x (a;), et, v désignant un élément de

G, soit P+ =45 . g8 don P = S T ST (O cat
élément est dans (-4, donc le dernier facteur est égal a4 1, et pour j <T 1
Epni~nin1 est divisible par pni, ce qui démontre le lemme pour la valeur 4

On a G;=(a,) x (62) X ... X (), et, Yordre do G; augmentant
constamment avec 4, G; est égal & G' pour une valeur assez grande de 4,
ce qui démontre le théoréme™.

Les éléments o; construits sont tels que tout element de @ se mette
d’une maniére et d’une seule sous la forme ¢ = flazi, 0 <, < pri.
On dit qu’ils forment une base de G.

Nous aurons souvent & utiliser le fait suivant: soit 4 un groupe
abélien, et soit H un sous-groupe de A4 d’indice fini. Donc le groupe
A/H est fini, et par suite produit direct de groupes cycliques, que nous
pouvons mettre sous la forme K,/H, les K; étant des sous-groupes de A
contenant H(i = 1,2, ...,r). Soit H; le groupe composé des I, j == 4.
Le groupe A/H; est cyclique comme isomorphe & K;/Il, car tout élément
de 4 se met sous la forme az, ot ¢ est dans K;, x dans H;. De plus H est
la partie commune aux ;. En effet, un élément de 4/H se met sous la
forme a,a. .. a,, o ¢, est dans K;/H, et il n’appartient a I1;/I1 que si a;=1.
Cet élément n’est done H lui-méme que si tous les a; sont égaux a 1.

Réciproquement si les H; sont des sous-groupes de 4 d’indices finis
n;, soit H leur partie commune. Si(4: ) est égal au produit des n;, le
groupe A/II est produit direct des groupes 4/H;. En effet, associons a
chaque élément o de 4 1'élément a,a. ... ¢, du produit direct des A/H, a;
¢tant la classe modulo /1; qui contient . On a un homomorphisme de
4 sar le produit direct des A/H;. Sichacun des a; est égal 4 1, a doit

7) Cette élégante démonstration est dae & M. de Séguier, loc. cit. (2).
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étre dans chacun des H;, donc.dans A. Donc on a une isomorphie de
A/H sur un sous-groupe du produit direct des A/, Si (A: H) est égal
au produit des n,, ce sous-groupe est égal au produit direct lui-méme.

Les mémes considérations faites en remplacant A/H par le groupe
de Galois d’une extension relativement ahélienne montrent que: si K
ost relativement abélien par rapport a k, K est composé de corps K;
relativement cycliques par rapport 4 k, et le groupe de Galois de K est
isomorphe au produit direct des groupes de Galois des K. Cette iso-
morphie peut étre réalisée en associant a chaque automorphisme ¢ de K
Pautomorphisme ¢, de K, qu’on obtient en soumettant les nombres de
K, & Pautomorphisme o.

Réciproquement, si les K; sont des corps relativement cycliques par
rapport & &, le corps K composé des K; a un groupe de Galois qui, au
moyen de la correspondance précédente, est isomorphe 4 un sous-groupe
du produit direct des groupes de Galois des K. Sile degré de K par
rapport & k est le produit des degrés relatifs des K;, ce sous-groupe est le
produit direct tout entier.

Caractéres d’un groupe abélien fini.

Soit G un groupe abélien fini. On appelle caractére de G toute
fonction y(¢) d’un élément de G qui est == 0 et qui satisfait 4 la condi-
tion suivante: Si g, ¢” sont deux éléments quelconques, on a

wad’) = y(o) - 4(o').
I1 en résulte y(o)=y(o)z(1). Done y(1)=1. Si¢* =1, on a (y(o))"=1.
Donc g(a) est toujours une racine de l'unité. Supposons G décomposé
en produit direct de groupes cycliques G, et soit ¢ = oy ... 5, la dé-
composition correspondante d’un élément. On a

o) = 1(e) .- Lov)

et 7(o,) est un caractére de (4. Réciproquement, si pour chaque 4, z; est
un caractére de (7, la fonction y(a) = ly(a;) est un caractére de G. Or,
pour un groupe cyclique formé des puissances d’une substitution <
d’ordre n;, un caractére est bien défini par la valeur de x(7), qui est une
racine ngséme de Punité. Il y a done n, de ces caractéres qui sont dis-
tinets. - La réduction précédente montre que G posséde fIn, caractéres
distinets, donc autant que d’éléments. De plus le produit de deux
caractéres ¥, 7 (¢’est-d-dire la fonction x(a)z'(0)) est encore un caractére :
les caractéres de @ forment un groupe. Pour @) ce groupe est cyclique
d’ordre n.. Done pour tout groupe abélien (7, le groupe des caractéres
est isomorphe 4 G.
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tonsidérons un élément ¢ de G et la somme E' #(o) étendue a
X

tous les caractéres 7. Soit %, un caractére quelconque: On a
1(0) Y u(0) = Dunle) = (o).
X X X

Sie==1,il y a toujours un y, tel que yx(o)==1. Soit en effet 6 =a,...45,
la décomposition d’un élément o, et soit par exemple o4, &= 1. TPosons
ala) =1, gom) = ... = z(a,) = 1. Le caractére 717 ---  sera différent
de 1 pour . Il en résulte que

si o1 2 o) =0,
l si o=1 21(0) =n (ordre du groupe).
X

De méme considérons un caractére 7 quelconque, et la somme Zx(o)

o
étendue 4 tous les éléments ¢ de (. Considérons un élément o, et
formons

1@ 7o) = (oo = Sa(o);

il y a un caractére x, (caractére principal) égal a 1 pour tous les éléments
o. 'Siy = % il y aan moins un o, tel que y(sy) == 1. Donc

2 o) =0 si 1% Lo
Do) =n si X =

Représentations®.

On dit qu’on a une représentation de degré d d’un groupe G quand
on a une homomorphie de G avec un groupe de substitutions linéaires
a d variables:

@ . .
o>/ = E’% ¥ (5, j=1,2,...d)

de déterminants == 0. Deux représentations sont équivalentes quand
elles se déduisent l'une de Vautre par un changement linéaire de
variables. '

8) XNous ne pouvons ici donner les démonstrations des théorémes que nous ne
faisons qu’énoncer. On trouvera les démonstrations dans Speiser loc. cit. (2), ou, au
point de vue des nombres hypercomplexes dans “ Van der Waerden, Moderne Algebra ”,
Springer, 1930, 2me partie.
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Etant données deux représentations, P, P, on en déduit une re-
présentation P + P’ de la maniére suivante: si les substitutions de
P optrent sur d variables z;, celles de P’ sur d’ variables y, on forme
d + d’ variables z,, et on astreint les d premiéres a4 subir les opérations
de P, les d’ derniéres a subir celles de P'. A la place de P+ P, on
écrit 2P, etc.

On démontre les faits suivants:

G étant un groupe fini, il existe h représentations (dites irréduec-
tibles) P, P, ---, P, telles que toute représentation soit equivalente a une
représentation de la forme n,P + ... + n,P, et 4 une seule.

On appelle caractére de o dans la représentation P le nombre
2(1;; %, les caractéres ainsi définis coincident, dans le cas des répresenta-

J
tions irréductibles des groupes abéliens avec ceux dont on-a parlé plus

haut. Sion désigne par (o) les caractéres dans les représentations P,
ona

o) = mp(o) + o + mn(0)

et ces égalités, écrites pour tous les o, déterminent entiérement les n,.

Done si dans deux représentations P, P’ les caractéres de chaque
substitution sont égaux, ces représentations sont équivalentes.

Les nombres =, s'interprétent de la maniére suivante: il y a =
systémes de formes linéaires des variables sur lesquelles opére P dont
chacun est formé de formes subissant les opérations de P,

Si le groupe G est abélien, les représentations irréductibles de £
sont de degré 1 et elles sont fournies par les formules 2’ = y(a)e, x()
désignant un des caractéres précédemment définis.

Champs de Galois.

Dans un corps de nombres algébriques, les entiers forruent un
groupe additif Y. Un idéal a est un sous-groupe de X' et on sait que 3'/a
est un groupe ne contenant qu’un nombre fini d’éléments, nombre égal
4 la norme Ma) de I'idéal a. On peut encore entre les classes & de X'/a
définir une multiplication: & et & étant deux classes (mod. a) le
produit d’un élément « de & par un élément o’ de & appartient 4 une
classe K" qui ne dépend que de & et de &. En effet si ay, on” sont
deux auatres éléments pris respectivement dans & &, on 8 &y =« + @, -
a’=a'+a ola,q sont dans a; d’of, a étant un idéal, e, = aa’ + a”,
a” étant dans a.
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Ona K'Y = (K{)R7, KK = /'],
KK + &) = KK + KK".

Mais les classes & ne forment pas un groupe. Par contre sia est
un idéal premicr, les classes & == 0 (U désigne I'élément unité de X/a,
¢est-a-dire la classe composée des nombres de a) forment un groupe, car
dans ce cas, si «, «’ sont deux nombres premiers & a, il existe toujours
un nombre 2 tel que a = Ba’ (mod. a).

Or, un groupe additif dans lequel les éléments == 0 forment par
une autre loi de composition (multiplication) un groupe abélien, la
multiplication étant distributive par rapport a I'addition, est appelé un
corps. L’importance des corps provient du fait que les identités et les
algorithmes algébriques sur les polynomes sont valables dés que les
coeflicients appartiennent & un corps. Par exemple: flz) et g(z) étant
deux polynomes, ils ont un plus grand commun diviseur d(z) de la
forme Af(z) + pg(x). ’

De lidentité f(z) = fla) + (¢ — @) - ¢(x) résulte que la condition
nécessaire et suffisante pour que l'équation fiz) = 0 admette la racine a
est que f(z) soit divisible par = — «; si une équation (z) = 0 de degré

n admet les racines xy, %,, ---, ,, on a

f(l) = az — 2) (¥ — 22) --- (& — @)
et Péquation n’admet aucune autre racine.

Si un polynome f(z) ost irréductible dans un corps (¢’ est -a-dire n’y
admet aucun diviseur non constant de degré inférieur au sien) et si un
autre polynome g(z) a coefficients dans ce corps a dans un sur-corps une
racine commune avec f(z), g(x) est divisible par f(z). '

Ceci posé, le groupe des classes modulo un idéal premier nous a
donné l'exemple d’un corps qui ne posséde qu’un nombre fini d’élé-
ments. Un tel corps est appelé champ de Galois. Nous allons étudier
ces corps.

h désignant un entier positif ordinaire, on conviendra que dans un
corps R quelconque, L représentera la somme de h éléments égaux a
Pélément unité de la multiplication. Le groupe additif des nombres
d’un champ de Galois R étant fini, 'é1ément unité de la multiplication y
est d’ordre fini p; p est un nombre premier, car si on avait une décom-
position p = p’p”, p’ et p” étant << p, on aurait p’=%= 0, p”’== 0, ¢t p'p”’= 0
ce qui est impossible dans un corps. Ce nombre p s’appelle caractéris-
tigue du corps. De la formule (1 + ... + )z =2 + ... + x résulte que
pr = 0 pour tout x. Dong, dans le groupe additif, tout élément == 0 est
d’ordre p. Le groupe lui-méme est dordre p®. Done:
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Le nombre d’éléments d'un champ de Galois est la puissance d'un
nombre premier. '

Considérons maintenant le gxoupe multiplicatif des nombres == 0
de R. Ce groupe est ’ordre p¥ — 1. Soit d le plus petit nombre tel
‘que pour tout élément a du groupe, on ait a® = 1 (d divise p® — 1).
en résulte que les p® — 1 éléments du groupe sont solutions de I’equa-
tion x*—1=0, ce qui n'est posmble que si d=p? —1 d'ou d=p’—
D’autre part décomposons ce groupe multiplicatif en pmdmt direct de
groupes cycliques dordres ¢P (Ies q étant des nombres premiers). d sera
évidemment le p.p.com. des ¢f et p® — 1 leur produit. L’égalité ne
peut avoir liea que si pour chaque ¢ iln 'y a qu’un composant cyclique
(aq) dont Pordre est une puissance de q. ‘Mais dans ce cas les puhaances
de l'élément /Ta, engendrent le groupe entier qui est cyclique. - Done :

Le groupqe multiplicatif d’un champ de Galois a p? ¢léments est le
groupe cyclique & p® — 1 éléments. Tout élément a du champ satisfait
a l'équation '

o =a

Il résulte de 1a que, f(%) étant un polynome dans le champ de Galois

considéré, on a
)P =f(x”")-

Soit r un champ de Galois & p? éléments et soit R un champ de
Galois & p¥ éléments contenant r. Il existe un élément z de R tel que
tout autre élément =+ 0 de R soit une puissance de z. D’autre part soit
f le degré de l'équation de plus bas degré a laquelle satisfait 2 dans 7.
Par un raisonnement bien connu®, on voit que toute fraction rationuelle
de z & coefficients dans r se met et d’une seule maniére sous la forme
@+ ar + ...+ a2, les a ftant daus r. Donce quand les «; par-
‘courent indépendamment les éléments de r, ’é1ément précédent parcourt
tous les éléments de R. Il en résulte que R posséde p*/ éléments, d’ott’

F = ¢f..
De plus si flx) = 0 est Péquation de degré f a laquelle satisfait z,
les racines de cette équation sont z, P, o, PPV Elles sont toutes

distinctes.

9). Exactement comme en théorie des corps de nombres algébriques, quand on
démontre que tout nombre du corps engendré par le nombre § se met sous la forme
U + af + ... + ap-10"-1 les a; étant rationnels.
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_Chapitre II.
Corps de décomposition et corps d’inertie.

Soit un corps fini de nombres algébriques k et soit K un sur-corps
relativement galoisien de k. Soit G le groupe de Galois de K par
rapport 4 k. La correspondance hiunivoque établie par la théorie de
Galois entre les corps K’ compris entre I et Ket les sous-groupes G de &
sera traduite en disant que K’ appartient & (G ou que G’ appartient & K.

Soit P un idéal premier de K de degré absolu F; soit p le nombre
premier rationnel divisible par . Hilbert a attaché & 3 une série
remarquable de sous-groupes de G que nous allons définir en partie'”.

1) . L’ensemble des opérations de G changeant P en lai méme
forme le groupe de décomposition G5 de P.

Le corps appartenant a G est le corps de décomposition . L'idéal
premier de K, divisible par B sera désigné par P,.
~2) L’ensemble des opérations ¢ de G telles que, pour tout entier 4
de K on ait ‘ o '
cd = A (mod. PB)
forme le groupe dinertie Gp de L.

*Le corps appartenant au groupe d’inertie est le corps d’inertie Ky:
1’idéal premier de K divisible par 3 sera désigné par L. ‘

On désignera par r le champ de Galois formé par les classes
d’entiers de £ modulo p, ot p est 'idéal premier de k divisible par 8 ; de
méme ' R, Ry, R seront définis d’une maniére analogue par L, et Ky,
Pret. Ky, Pet K. On a

" rCR,CECR

Les notions précédentes n’ont été introduites que par rapport & une
extension parfaitement déterminée K/k. Mais il résulte immédiatement
des définitions que : S

Théoréme 1. Si &k’ est un corps contenu entre K et k, appartenant au
groupe G, les groupes de décomposition et d'inertie de P pour Uextension
K/ sont (G, G'] et [Gr, G'].

Soit . ) p= (1{12‘32 G,Bg)’
la décmripd_sition de p en facteurs premiers dans K, chacun des facteurs
étant de degré relatif f ; ¢ sera appelé exposant relatif des P, On a efg=n

10) " Toute Ia théorie est exposée dans “ Hasse, Bericht iber neuere Untersuchun-
gen und Probleme aus der Theorie der algebraischen Zahlkérper ”, Leipzig, 1930.
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(n étant le degré relatif de K') comme on le voit en prenant les normes
relatives des deux membres par rapport & k. On suppose P = P

Choisissons ¢* opérations o; = 1,0y ... g+ de G telles que tout
élément de @ se mette et d’une seule maniére sous la forme g0, ¢ étant
dans (. Remarquons que toutes les opérations de 4,7, changent ! en
le méme idéal premier o, qu’on peut supposer étre L,. Si 47, on a
P =+ o;B, car sinon on aurait ¢; 'R = B, o7 e, serait dans Gy ce qui
n’est pas. Comme tous les idéaux P, se déduisent de 'un d’eux par
des opérations de G, ona ¢¥ = g. Donc:

Théoreme 2. L’ordre du groupe de décomposition G est o= .

Appliquons ce théoréme a l'extension K/K,. En vertu du Th. 1, on
aici (77 = G'. Done:

Théoréme 3. L’idéal premier Py de K, n'est divisible que par un
idéal premier de K.

D’autre part G est un sous-groupe invariant de ;. Soit en effet 4
un entier quelconque de K, ¢ une opération de (f», o une opération de
Gz On a par hypothése 7(67'4) = 67’4 (mod. P), o ore'd = 4
(mod. ) et v’ est dans Gp.

Or les opérations ¢ de G changent tous les éléments d’une classe
modulo P en les éléments d’une autre classe. Elles peuvent donc étre
considérées comme des automorphismes du champ de Galois R formé par
ces classes, laissant invariants tous les éléments de R,. Or, 4 représent-
ant un élément de R, le polynome [I(x —oA), le produit étant étendu
aux opérations de Gy, est a coefficient dans R;. D’autre part 4 (dont
nous supposons que ses puissances engendrent tous les éléments = 0 de
R) satisfait dans R & une équation irréductible de degré f*, ayant pour
racines les A”TF; (voir p. 382). * Le premier membre ¢(z) de cette équa-
tion doit donc diviser II(z — ¢A4). D’autre part, ¢ étant un auto-
morphisme de R par ra;)port a4 R, tout oA est racine de ¢(z) == 0.
Donc le nombre des o4 distincts est égal & f*; mais ce nombre est aussi
égal a Vindice (G : Gy). Donc (Gz: Gr)est égala f*. De plus ily a une
substitution ¢ de G5 telle que ¢4 = Apfi et toute opération de Gz est
de la forme o'z, 7 étant dans Gyp.

Appliquons les considérations précédentes & Pextension K/Ky. Ln
verta du théoréme 1, on a ici G,/ =@, G =G, K7 = Kp, Ky = Kr.
Dou f*=1, R= R, = Ry. Le degré relatif de P par rapport a Py
étant (R: Ry), P est de degré relatif 1 par rapport & R, i n'étant
divisible dans K que par un seul idéal premier (Th. 8), on voit que:
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Théoreme 4. Tout nomlbre de K est congru (mod. ) & un nombre
de Kp. ILidéal P est de degré velatif 1 par vapport & Ky, et Pr est une
puissance de *P. .

L’application de la formule efg = n 4 Textension K/K; montre
que si Pr = P7, e* est égal 4 (K: Ky), donc a Pordre de G I’idéal
Pr divisant p, on a e* << e. D’autre part (¢, est d’ordre ef, et ona vu
que (Gz:Gz) =f* Donc ¢ = e*f*. Mais f* = (R:Ry), f=(R:7r).
Don f*<<f. Des formules e* e, f*<f, e*f* = ¢f, on déduit e* = ¢,
f* =f. Douc Gy est d’ordre e et Pr = P, e qui montre que p n’est
pas divisible par le carré de ,. Comme 9y est le seul facteur premier
de P, dans K7 et que P, n'est pas divisible par son carrvé, on a P, = Py
Enfin, de f* = f résulte R, = r, donc que {3, est de degré relatif 1 par
rapport & L. Donc:

Théoreme 5. Lidéal Py est par rapport &k de degré relatif 1. Ilreste
idéal premier dans Ky, c’est-t-dire Pz = Lyp. Ona Pr = P

Théoréme 6. Le¢ groupe Gz/Gr est cyclique. Gy contient une sul-
stitution a définie & la multiplication prés par un élément de Gy et telle que
pour tout entier M de K on ait:

oM = MNP (mod. P).

Soit % un corps compris entre k et K et appartenant au groupe G'.
Soient ¢, f’, ¢’, les nombres définis pour lextension K/I' comme e, f, ¢
le sont pour l'extension K/k: Si p/ est Iidéal premier de k’ divisible
par B, on a dans K

p = (SBIS'BZ S‘Bn’)el‘

1) La coundition nécessaire et suflisante pour que f'=7f, ¢ =e,
c¢’est-d-dire pour que p soit de degré et d’exposant relatifs 1 par rapport
a k est que G, = (g car (7 est alors dordre ef et contenu dans Gy,
d’ol, d’aprés le théoréme 1 G O G. Donc:

Théoreme 7. K, conticnt tout corps k' contenu dans K dans lequel
Vidéal premier p’ divisible par P est de degré et d’exposant relatif 1 par
rapport & k.

2) La condition nécessaire et suffisante pour que ¢ = e, c'est-d-
dire pour que P’ soit d’exposant relatif 1 est que Gy = Gy, d’ou
G 3 Gy Donc:

Théoréme 8. K, contient tout sous-corps k' de K contenant I dans
icequ‘el Vidéal premier p’ divisible par P est d’exposant velatif 1 par rapport &
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Cas abélien.

Envisageons le cas olt K est abélien par vapport  ,.¢'est-d-dire ot
G est abélien. Roemarquons que dans le cas général si o est un idéal
premier conjugué de P il suit tout de suite de la détinition que les
groupes de décomposition et d'inertie de a0 sout 6Gyo™', oGpo™. Dans
le. cas présent ils se confondent done avec (7, Gy :
 Définitions. Un idéal premier d’un corps  est “dit completement
décomposé dans un corps K contenant k& quand il se décompose dans K
en produits d’idéaux premiers distincts de dégré relatif 1 (donc en nombre
égal au degré relatif de K). 11 est dit complitement ramifié dans K s'il
est puissance d’un idéal premier de K de degré velatif 1. Il est dit
ramifié dans K s’il est divisible par le carré d’un idéal premier de K.

Dés lors les théorémes 7 et 8 donnent dans le cas actucel:

Théoréme Ta. Le corps de dicomposition de I est le plus grand corps
contenu dans I dans lequel b soit completement décomposé.

Théoreme Ba. ILe corps d'inertie de 13 -est le plus grand corps contenu
dans K dans lequel p ne soit pas ramaifié.

Ces corps, qui ne dépendent que de p, ainsi que les groupes cor-
respondants, sont aussi appelés corps et groupes de décomposition et
d’inertie de p dans K.

Considérons un idéal premier p non ramifié dans K. Alors G est
eyclique, et pour chaque facteur premier P de p dans K, G est engendré
par une substitution o telle que, pour tout entier 4 de K, on ait

od = 4™ (mod. R).
D’ou = étant une opération quelcouque de @,
o4 = AN (n'lod. =B).
Or cor* =o0; doné A — AN est divisible par tous les facteurs ,pre-v

miers de p dans K, donc aussi’ par leur produit p Done :

Théoréme 9. K étant relativement abélien par rapport & k, soit p un
wdéal premier de I: non ramific dans K. 11 eriste un automorplhisme o de K
d’ordre f, engendrant le groupe de décomposition de p et tel que pour tout

entier 4 de I{ on ait
ocd= A" (mod. p). -
s - L /%
On désigne la substitution précédente par la symbole Ky , ou,
g R ) ( ?
quand il 0’y a . pas d’ambiguité possible, par <Ix> .Ce symbole est

appelé symbole de Frobenius. Nous allons en donner quelques propriétés.
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7
a) K’ étant un corps compris entre L et K, on a (in) > (_I;’_),

la fleche indiquant que 'automorphisme du second membre résulte de
Papplication aux nombres de K’ de Pautomorphisme du premier mem-
bre. Cela résulte immédiatement de la définition.

b) Si Ket K’ sont des sur-corps relativement abéliens de L dans
lesquels 1'idéal premier p n’est pas ramifié, cet idéal n’est pas non plus
ramifié dans KK’'. En eflet le groupe de Galois de KK’ (rappelons que
Ton désigne par KK’ le plus petit corps contenant K et K') par rapport.
a & est un sous-groupe du produit direct des groupes de Galois de K et de
K’ (voir p. 378). D’aprés la définition du groupe d’inertie, une opéra-
tion du groupe d’inertie de p dans KK’ induit des automorphismes de

- K, K’ qui appartiennent aux groupes d’inertie de p dans ces deux corps,

done qui sont égaux a 1. Donc (»Egg:) est défini, et en vertu de )
(_IQ?_)» (_K_> (l"K' >_> (K)
p /o \p /) Ly p

(5=
p b b/

¢) K’ étant un sur-corps quelconque de &, KE' est un corps re-
lativement abélien par rapport a k', dont le groupe de Galois peut étre
considéré comme un sous-groupe du groupe de' Galois de K par rapport
a4 k. En effet un automorphisme de Kk’ par rapport 4 ', appliqué aux
nombres de K, donne un automorphisme de K laissant invariants les
nombres de k. Soit p un idéal premier de k non ramifié dans K et soit
q un diviseur premier quelconque de p dans k’. L’idéal q n’est pas
ramifié dans Kk’, car une opération du groupe d’inertie de q dans K%’
induit dans le groupe de K par rapport & k une opération du groupe
d’inertie de p. Soit f le degré relatif de p par rapport 4 k. On a par
hypothése, pour tout e‘ntAier A de K, ‘

on a

Il en résulte

(ISZ" )A = N0 =A™ (mod. q).

Mais on a aussi

Donge:
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Chapitre III.

Congruehces multiplicatives. Idéaux a Pinfini.
Groupes de congruence.

Congruences multiplicatives.

Limp rtance dans toute la théorie du corps de classes des groupes
multiplicatifs de nombres rend génant le fait que les congruences
ordinaires ne peuvent étre divisées membre & membre : par exemple de
7=7 (mod. 7) et de 7= 14 (mod.7) on ne peut pas déduire 1 =2
(mod. 7). ) :

(Pest pourquoi M. Hasse a introduit, par une legére modification
des définitions, une mnouvelle sorte de congruences, les congruences
multiplicatives (dans le mémoir cité dans lintroduction p. 367). Ces
congruences seront presque exclusivement employées dans la suite:
nous leur reserverons le symbole (mod. mi) jusqu’ici employé pour
désigner les congruences ordinaires ou additives. Pour ces derniéres,
nous remplacerons le symbole (mod. m) par (mod. *m).

Définition. Soit mt un idéal entier. Un nombre « est dit congru &
1 (mod. m) quand a—1 est divisible par m, (c’est-a-dire quand a—1 se

met sous la forme i ou 3 est divisible par m ety premier a m, Zetr

r
étant des entiers).
Deux nombres «, 8 == 0 sont dits congrus (mod. m) si —%— est =1

(mod. m).
Si @ = B (mod. m)et &’ = B (mod. m), on a aa’ = B3 (mod. m) et

¢ = —-g - (mod. m).
On a
o (e _ )& L &
38 (ﬁ ) g g

o . ‘ . Lo s 1
Or, * étant = 1 (mod. m) est premier & m (c’est-d-dire, se met sous

/
’

la forme du quotient de deux en:tiers premiers a m). g-_ —let % —1

/3/

’
sont divisibles par m, done aussi gal — 1. Pour démontrer la seconde

. . 1
partie, montrons que si @ = a’ (mod. m), ona -~ = ,-17 (mod. m). Le
44 [24

!

a s e . <
nombre = — 1 est divisible par m. Donc %- est premier 2 m. Or
a @
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= — ('z',(al"'1>)
[¢4 @

ce qui démontre notre proposition, en méme temps que le fait que si
a = o« (mod. nt) on a aussi &’ = « (mod. m).

On démontre de méme facilement que e = « (mod. m) et que si
a = B (mod. m), 7=y (mod. m), on a aussi « =y (mod. m).

Si @, 3 sont des nombres qui se mettent sous la forme du quotient de
deux entiers, le dénominateur étant premier i m, la congruence « = j3
(mod. m) entraine a = B (mod.* m). Si au contraire les numérateurs
sont premiers & m, la congruence a = 3 (mod.* m) entraine a =

o« _q_a—a _ a

a [24 24

(mod. m).

Signature. Idéaux a l'infini.

Soit % un corps fini de nombres algébriques et soient £, k®,..., k0
les conjugués réels de k. « étant un nombre = 0, appelons «® le
conjugué de a dans k¥, et appelons signature de « un symbole (= 1,
=+ 1,..., == 1) contenant r, nombres, le 4-éme. nombre étavt + 1 si
a® >0, — 1 dans le cas contraire.

Lemme. nt éant un idéal entier de k, pty un nombre =0 del, ilya
une wnfinité de nombres a = py (mod. m) et ayant une signature quelconque
donnée & Uavance.

Donnons-nous un nombre 6 qui engendre le corps k. Donc 0 est
différent de tous ses conjugués. On peut supposer les conjugués réels de
k rangés dans un ordre tel que 0¥ << “*®. On peut choisir des
nombres rationnels p; tels que

Po<< 00 < py < O < ... < Pryr < 00 < .

Soit ¢; = (0—p,.1) (0—p,). Le nombre ¢, a pour signature un symbole
composé de nombres + 1 sauf a la i-éme. place ol on trouve un nombre
— 1. 1l en résulte qu'on pourra trouver un produit ¢ de nombres ¢;
ayant une signature quelconque donnée a 'avance. Soit m un nombre
entier rationnel divisible par m. N étant entier rationnel, on peut
trouver un nombre N, tel que pour N=N, le nombre p, + mNe
satisfasse aux conditions imposées.

Il est commode d’introduire dans I’étude de & v, symboles purement
formels p., 1 Yoo, -+ -Pu. ., appelés idéauz premiers & Vinfini™. m, étant un
idéal entier on appeilera modules des symboles formels myp.., iy Pu, i

—_—

11) Ces symboles ont été introduits par M. Hasse. Leur nom provient probable-
ment de ce qu'ils jouent un rdle analogue a celui des points a I'infini d’une surface de
Riemann au point de vue de la théorie arithmétique des fonctions algébriques.
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= W/l po,i; m étant un semblable module, nous donnerous un sens a
la cmfgruence « = 3 (mod. m). Par définition, on aura le droit d'écrire
cette congruence si et seulement si:

1) « = A (mod. ny).

2) Dans la signature de ,‘; , les nombres des places 4, -4 sont

i
égaux a + 1.

Ces_congruences peuvent étre multipliées entre elles commo les
congruences multiplicatives ordinaires.

m étant un module m,/Tp.., i;, my sera appelé partie finie de m. On
dit que m est divisible par un idéal quand cet idéal divise m, m est
divisible par un autre module w’ si la partie finie de m’ divise m, et si
tous les idéaux premiers infinis de m’ figurent dans m.

Le p.g.c.d. de deux modules m, m’ est le module dont la partie finie
est le pg.cd. des parties finies de m, n’, et dont les idéaux premiers
infinis sont ceux qui figurent a la fois dans m et dans m’. On définit
de méme le p.p.cm. Deux modules sont premiers entre eux si leur
p.gc.d. est 1; il en résulte en particulier qu'aucun idéal premier
infini ne figure dans les deux modules a la fois. De méme pour un
module et un idéal. :

Soit K un sur-corps relativement galoisien de k de degré relatif n.
Done pour chaque ¥ il y a n conjugués (d’ailleurs identiques) de K
contenant k. Si ces corps sont imaginaires, nous dirons convention-
nellement que ., ; est ramifié dans K. Si ces corps sont réels, nous
dirons que p. ; est complitement décomposé dans K. Dans ce cas 4
chacun de ces conjugués réels de K correspond un idéal premier a
Pinfini PL,.  Nous remarquerons que les conditions e = f (mod. p.. )
et a = B (mod. /IRY,) sont équivalentes et nous écrirons p..; = 1 PPs
m étant un module quelconque de k, nous considérerons m comme égal
dans K au module quon obtient en y remplacant les idéaux infinis
complétement décomposés par leur expression au moyen de la formale’
précédente, et en laissant tomber les autres™.

Lemme. m ef w’ élant deuzr modules, la condition nécessaire ef
suffisante pour que le systéme de congruences v = a (mod. m) et 2 = o (mod.
m'’) soit résoluble est que & = o’ (mod. ), | étant le p.g.c.d. de m et de nv'.

La condition est évidemment nécessaire. Supposons la remplie.
Soicnt m,, m,’ les parties finies de m, m”. La partie finie de | est (1, my').

12) et 3 étant des nombres de %, la congruence e = 3 (mod. nt) peut &tre vraie
dans K sans I'Stre dans k. Mais 4, B étant deux nombres de X, la congruence 4 = B
(mod. m) entraine Nxr (A4) = N (B) (mod. m).
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On sait que Uon peut déterminer un nombre =, tel que 2, = a (mod. nty)
et 2 = ' (mod. my’). Le nombre x est assujetti aux conditions suivantes :
2 est congru (mod. ny,) et (mod. n1,") a7 ; de plus sa signature est assujet-
tie & des conditions qui, en vertu de « = «’ (mod. f) ne sont pas contra-
dictoires. Il existe donc un symbole (== 1, = 1,..., = 1) qui satisfait a
ces conditions et d’aprés le lemme démontré p. 389, un nombre z =
(mod. n1, my) et ayant cette signature.

Groupes de congruence.

Soit'm un module dans un corps de nombres algébriques .

Définition. L’ensemble’ des idéaux principaux (3) qui sont repré-
sentables par un nombre 8 = 1 (mod. m) est un groupe qu’on appelle
rayor (mod. m) et qu’on représente par Sy. .

On désignera toujours dans la suite par 4% le groupe des idéaux
d’un corps k premiers & un module m. (8'il n’y a pas d’ambiguité
possible, on pourra supprimer l'indice supérieur £.)

Théoréme. S, est dans Ay un sous-groupe d’indice fini.

En effet d_istingu_ons dans 4, 'le groupe A, des idéaux principaux
‘premiors & m. A,/A, est fini comme étant isomorphe au groupe des
classes de k.« représentant les nombres premiers & m et 3 les nombres
=1 (mod. m), on a Ay/Sm o2 (a)/(B) o a/ep, ¢ représentant les unités
de k. Pour prouver que (A, :S,) est fini, il suffit de montrer que (a: 3)
est fini. ' ‘ _
Or («: B) est fini. En effet, désignons par m, la partie finie de m, par
By les nombres = 1 (mod. m,). (3 : ) est fini, car 3, n’est susceptible que
d’un nombre fini de signatures distinctes et s’il a la signature (+1, +1,-..,
+1), il appartient certainement au groupe @; donc, tous les nombres /3,
ayant une méme signature appartiennent a la méme classe (mod. m).
Dautre part (a:p,) est fini, et égal au nombre des classes d’entiers
premiers & mo (mod. my). _
 Définition. Le groupe 4,/S, est appelé groupe des classes d’idéauz
(mod. m). a et a’ étant deux idéaux de Ay, on écrit a = o (mod. m) si et

. a : yis
seulement si -~ - est dans S,. Ces congruences peuvent étre multipliées

a
et divisées membre & membre. _

‘On appelle groupe de congruence (mod. m) un sous-groupe de A,
contenant S,. H étant un groupe de congruence, Ay/H et (4, : H) sont
appelés respectivement groupe quoticnt et indice de H.

H étant un groupe de congruence (mod. m), et 11 un module multiple
de m, I'ensemble des idéaux de H premiers a n forme un groupe de
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congruence (mod. n). Il y a intérét pour la suite & ne pas distinguer
ces deux groupes. Nous poserons done la définition suivante :

Deux groupes de congruences I1 et II' sont dits égaur sl existe un
idéal a tel que les idéaux premiers 4 a qui se trouvent dans II et H’
soient les mémes.

Un groupe de congruence F est dit définissable (mod. m) s’il existe
un groupe de congruence (mod. m) et égal & /4. On dit encore que m
est un module de définition de H. Si m est un module de définition, il
en est de méme de tous ses multiples, ce qui prouve que deux groupes
de congruence ont toujours des modules de définition communs.

St deuw groupes de congruence sont égauz, ils ont méme groupe quotient
et par suite méme indice.

11 suffit évidemment de démontrer cette propriété dans le cas ou
Pun, IT, de ces groupes est un groupe de congruence (mod. m’) formé
des idéaux de lautre; A, premiersa m’. Or considérons une classe & de
A, suivant [, Tous les idéaux de & premiers & m’ tomberont dans une
méme classe & de 4, suivant H’. Montrons d’abord qu’il y a toujours
de tels idéaux. Soit b un idéal de &.

Prenons dans la classe absolue de b un idéal ¢ premier & mn’. On
achb™ = (3 ou 3 est un nombre nécessairement premier & m. Il existe
un nombre 8 premier & mm’ tel que 33 = 1 (mod. m). L’idéal b(33)
appartient & & et est premier a m'. -

Dans ces conditions la correspondance & — & est un isomor-
phisme de A,,/H et de A,,/H, ce qui démontre le lemme.

Le p.g.cd. | de deuz modules de définition m, m’ d’'un groupe de
congruence I est encore un module de définition de IL.

En offet il existe par hypothése un module n que 'on peut supposer
multiple de m et de ', tel que tout idéal de S, appartienne 4 H. Soit
a un nombre premier 4 n et = 1 (mod. f). Il en résulte qu'on peut
déterminer un nombre 3 = a (mod. w’) et tel que 3 = 1 (mod. m’) et
que (B,n) =1. De 8= 1 (mod. m) on déduit que (3) est dans /1. De

=1 (mod. m) on déduit que ( p ) est dans /1. ‘Donc («) est dans
a
H, ce qui démontre le lemme.

Il en résalte que le p.g.c.d. de tous les modules de définition d’un
groupe A est encore un module de définition de £ Ce module est
appelé conducteur du groupe.
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Chapitre IV.

La théorie du corps relativement cyclique.

Rappel de quelques faits de la théorie générale des corps'™.

L étant un corps que’conque, rappelons qu’on appelle extension de k
tout corps K contenant un sous-corps isomorphe a [, deux sous-corps
étant isomorphes quand il existe entre leur éléments une correspondance
bi-univoque conservant l’addition et la multiplication. Dans ce cas
nous considérerons toujours k comme un sous-corps de K.

Une extension est de degré fini n quand elle contient n éléments
Wy, ws-.., o, tels que tout élément de K se mette et d’une soule

7"

maniére sous la forme §'a,- w;, les «; étant des éléments de k. Ces n
i=1
éléments sont linéoirement indépendants par rapport a k, c¢’est-d-dire qu’il
; "
n’existe aucune relation de la forme E’a,w1£ = 0, les «; étant des nom-

bres de k non tous nuls. Ils formeli’; xune Lase relatire de I par rapport
a k. On obtient toutes les bases relatives en faisant subir 4 o, Way-rey Wy
les substitutions linéaires inversable i coeflicients dans k.

Le degré de lextension K de k se désigne par ({: k). Si K est un
corps compris entre k et K, on a-

WK: k) = (K: K')(K': k).

Tout élément ¢ d’une extension de k de degré n satisfait dans I & une
équation de degré #, qu’on obtient de la maniére suivante : soit

bw, = 2/:17(0} ('L =1, 2,..., fn),

j=l
Le nombre 6 est racine de I'équation caractéristique de la matrice (Z;),
c'est-d-dire de ’équation -

=% o oo Ay

-

an v "'Zun -z
Cette équation, qui est indépendante de la base choisie, est appelée
Péquation normale 4 laquelle satisfait 0. Si 0 satisfait dans k & une

13) Voir pour la théorie des corps et la théorie de Galois: Hasse, Hohere Algebra,
Bammlung Géschen, de Gruyter, 1927,
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équation irréductible ¢(x) = 0 de degré d, dont le premier coeflicient est
1, le corps k(H), le plus petit sous-corps de K contenant L et 8, est une
extension de degré d de k. Si wy,---, w,, forment une base relative de
K par rapport a k(0), les nombres w07 (4 = 1, 2,..., n/d; j =0, 1, 2,...,d—1)
forment une base relative de K par rapport a k. Fn calculant Péquation
normale au moyen de cette base relative, on trouve que cette équation
normale est (¢@))”¢ = 0.

Le dernier terme de l’équa,tlon normale de 4 est appelé norme de 0
par rapport & k, et désigné par Ng,(0). On a :

ka(ﬂ) -V, LU]) Vl\"((}al

Si I est de caractéristique 0 (c’est-d-dire si la somme d’un nombre
que]co'nquo d’éléments tous égaux & 1 n’est jamais nulle) ou sik est un
champ de Galois, une équation irréductible dans L n’a dans une”
extension quelconque que des racines simples.  De plus toute extension
de degré fini n est obtenue pav adjonction d’un nombre satisfaisant &
une équation irréductible de degré n.  Les corps & satisfaisant 4 ces
conditions sont appelés parfaits. Ils seront sculs considérés dans la
suite. .

Théoréme de Hilbert. Corps kummériens.

Introduisons d’abord une notation qui nous sera trds utile. K étant
un sur-corps relativement abélien de I, soient o, les diverses opérations

PN

du groupe de Galois velatif. f(s,) étant un polynome A coefficients
. . » ai a ax .
entiers rationnels, de la forme Y @z a,-La, j...ak , et 4 désignant un

nombre de %, on posera

f(m
= J] o0 o (A",

T représentant le produit algébrique des nombres écrits & droite de ce
signe.
On a evidemment

S(o:)g(o1) S(oi) g9(0¢)

)

Af(di) +g(0%) _ Af(O'i)Ag(UiT,

Ao

ot Niyd) = A" "

Ceci posé, nous avons le

Théoréme normique de Hilbert. K éant un sur -corps relativement
cyclique de I, soit o une opération engendrant le groupe de Galois relatif.

A = (d
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Tout nombre A de K dont la norme relative par rapport & I est 1 est de la
forme B, B étant un autre nombre de K.

Soit en effet ¢ un nombre de K différent de tous ses conjugués
relatifs par rappart 4 k. Posons m = (K: L) et

o 1 .
B, = 0+ ~1~ ot + —— %0 ... ———1~—~_-.,- N, a1
A Ate AV g—*
‘Ces nombres B, ne sont pas tous nuls, car considérés comme des formes
. ‘ 1 1 P
linéaires par rapport aux variables 1, Ry ——— leur déter

‘minant est = 0. Or chacun de ces nombres B; satisfait 4 la relation
oB; = AB.

Dow, si B == 0, 4 = (B;")'"°, ce qui démontre le théoréme de Hilbert.

Conséquence™: Théoréme de Lagrange.

K étant un sur-corps relativement cyclique de k de degré relatif n, si k
contient une racine primitive n-éme de Uunité, £, on a K=k (¥'a), o étant
un nombre de k.

En effet ¢, considéré comme nombre de K satisfait 4 la condition

-‘VKk(C) =Cn = ]:.

Donec il existe un nombre 4 de K tel que 7 = A4°7', On a ¢'4 = ¢4,
donc A4 est distinct de tous ses conjugués par rapport i k, et K = I(A4).
De plus (¢ 4)" = A" = A", ce qui prouve que A" ¢st un nombre « de k.
' kE étant aun corps satisfaisant aux conditions du théoréme de
Lagrange, un corps k(%" ) est appelé corps kummerien par rapport a L.

Dans ce qui va suivre, nous supposerons toujours que £ est un corps
contenant les racines n-émes. de 'unité. On désignera par gi le groupe
des puissances n-¢mes. des nombres =+ 0 de k.

Lemme I. « éant un nombre de I, le corps k(7% ) est un sur-corps
relativement cyclique de I: de degré rvelatif égal & Vindice ((g%, a): g5).

Le corps k(;*"a’) est évidemment relativement galoisien. Soit ¢ une
opération du groupe relatif de Galois: on a o’a = 0 'a, 0 étant une
racine n-éme. de I'unité, et la correspondance ¢ > @ est un isomorphisme
du- groupe de Galois et d’un sous-groupe da groupe des racines n-tmes.

14) Le carré de ce déterminant est le discriminant de I'équation a laquelle satisfait
6 dans k.

15) Le fait que ce théordme soit une conséquence du théordme de Hilbert montre
.que le théordme de Hilbert est la généralization du théordme de Lagrange.
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de Yunité, qui est cyclique. Donc le groupe de Galois est cyelique.
Soit ¢ une opération engendrant ce groupe: si o)’a = 87", V'ordre du
groupe est Iordre d de la racine de U'anité . Mais ce nombre est aussi
le plus petit exposant v tel que o( ')’ = (*'a) donc tel que (Fa)
soit dans % :d est le plus petit exposant « tel que a* = 37, 3 étant dans
F, ce qui démontre le lemme I. De plus on voit que d est toujours un
diviseur de n. -

Lemme II. 7Tout wombre B du corps k(¥ a’) dont la n-tme. puissance
est dans k est de la forme B = 3  a )", 3 étant dans k.

Soit d le degré relatif de k(}*’a), et soit ¢ une G}mrat]on engendrant
le groupe de Galois relatif. » Donc o’ = 6*’ac, 0 étant une racine
primitive d-tme. de 'unité. B* étant dans k, on a ¢B = B, 7 étant une
racine n-tme. de Punité. ¢ est donc dans k et ¢’B = ¢“B. On a done
¢* =1, £ ost une racine d-éme. de 'unité, donc de la forme #*. On a

UB — OTB, a.(n/“‘“)x _— 0:3(11/“):5
(B a) )= B a)™.
Donc B 'a) ™= pBC k.

Théoréme. Soit g un groupe de nombres de I contenant gh comme
sous-groupe d’'indice fini N. Soit K le sur-corps de & obtenu par adjonction
des racines n-tmes. de lous les éléments a de g. On a

(K:k) =

En effet choissons une base du groupe abélien g/¢% et dans chaque
classe de base un élément ;. Donc tout élément de g se met sous la
forme

v Vi
o = al a,z...a,.'ﬂ"

ot « n’est puissance m-éme. exacte que si tous les a}® sont puissances n-
émes. exactes. Soit pour chaque 4, «f la plus petite puissance de
qui est dans ¢&. On a N = nyn....n,, de plus K = k(¥ ay, 1 @z, ¥ 0tr)-

Ceci posé le théoréme est démontré pour » = 1 (Lemme I). Sup-
posons le démontré pour r — 1 éléments de base et démontrons le pour
r. Soit k= k() a). Soit dauns ky, ¢ le groupe (¢%, atsy---, ). On a
K=kl a, ., ¥ a,), et par suite (K:k) = (g:: g%). Déterminons cet
indice. Supposons qu'un élément a)’...a" soit la n-8me. puissance
d’un élément B, de ;. Donc Brest dans & et d’aprés le lemme 1T,

Bi= B an), BC k. D'ou
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—1 L v
o lazz.“a’rr: u’

ce qui éxige que vz = 0 (mod. ny),---, 5, = 0 (mod. n,). On en déduit
(K:l) = (0 g%) = np-eemp. . Dol ‘

(K: By =(K: k) (ko k) = N,

ce qui démontre le théoréme.

Une base relative particuliére.

Théoréme. Soit K un sur-corps relotivement galoisien d'un corps k.
Le corps K posside une base relative par rapport & k formée d’'un nombre e
de ses conjugués par rapport & k. i

Soit (w,, ws,--, w,) une base relative quelconque de K. Soient G le
groupe de Galois relatif et o les opérations de G. On a

(1) . w] = ‘.;/5"} wj, XC k.
Nous associerons i o la substitution linéaire z; = 3{%2z;,- On voit tout
de suite que nous avons défini une représentation dia G. Sion remplace
(wy, w,,---, ,) par une autre base, cette représentation se changera en
une représentation équivalente. Nous désignerons par f(o) le caractére
de o dans cette représentation, que nous désignerons elle-méme par Pg;.

Si le théoréme est vrai, Py, doit étre équivalente a la représentation
obtenue au moyen d’une base composée d’'un nombre et de ses conjugués
relatifs. Soient w; = w% les nombres d’une telle base. La représenta-
tion correspondante est facile 4 trouver : si sg; = a3, on a

(2) K7=0 sij =k, )=1.
D’ou o .
‘:,'i.ﬁj’} =0 sio == 1, 2‘_'/},‘3 = n.
Autrement dit, on doit avoir fio) = 0si o=1, f(1)=n. Réciproquement,
si ces conditions sont réalisées, la représentation Pg, est équivalente &
celle fournie par les formules (2). On pourra donc obtenir par un
changement linéaire de variables une base (w/, @y, .., w,”) dont les
éléments, par application des opérations ¢, subissent les transformations
definies par les formules (2). Une telle base est composée d’un nombre
et de ses conjugués. Oun appelle d’habitude régulitre la représentation
du groupe G définie par les formules (2). Soient R, la matrice des
nombres définis par les formules (2), 4, la matrice (49), £ la matrice

(‘v?).dont chaque colonne est composée d’un élément de la base et de ses
conjugués.
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Appliquons a la formule (1) un automorphisme 7 quelconque de G:
les nombres 2% étant dans k, il vient

(3 ) o o’ = f'&j’,’w}.
Or la multiplication a4 gauche d’une matrice par R, a pour effet une

permutation des lignes de la matrice, amenant la ligne de rang j sur la
ligne de rang k défini par 76 = o,. D’ou

(07) = R, 2.
Mais les formules (8) donnent

(0]7) = 24,
ct par suite on a '

R,2 = 24,.

Remarquons que le déterminant de la matrice 2, son carré étant le
discriminant du systéme de nombres (ws, @,,-.., ®,), n'est par nul. Done
I’équation peut s’écrire :

A, = Q'R Q.

Mais la trace de A, est f(o) et on sait que deux matrices transformées
Pune de lautre ont méme trace, ce qui démontre la proposition™

Théoréme des unités.

Nous supposerons maintenant que % est un corps fini de nombres
algébriques. Nous rangerons l’ensemble des conjugués de k dans un
ordre tel que, k® représentant ces divers conjugués, £, £®,..., k“? soient
réels, et que km+» et k1tm+M gojent imaginaires conjugués (A = 1, 2,...,
r;). Done, N désignant le degré de &, on a N = r; + 2r,.

K désignant un sur-corps relativement galoisien de k, chaque & est
contenu dans un conjugué K® de K. Si Lk est imaginaire, K l'est
aussi. Si k® est réel, K® peut étre réel ou imaginaire. Nous suppo-
serons que pour 1 <<i<Cp, K® est réel, et pour p, < i<<m = py + po,
K® est imaginaire. '

Soit G le groupe de Galois de K par rapport & k. G est isomorphe
au groupe de Galois de K® par rapport a L%, I'isomorphisme étant
réalisé on associant entre elles des opérations qui se déduisent une de
l’t'lutre par application d’un isomorphisme bien determiné de % sur ®.
Sip<i<p +p,il y a entre ¥ ot K un sous-corps maximum

'18b) Cette élégante démonstration est due & M. Hasse.



Sur la théorie du corps de classes, 399

réel de K, appartenant & un sous-groupe d’ordre 2 du groupe de Galois
de K% par rapport a L®, qui par lisomorphisme précédent, donne un
sous-groupe d’ordre 2 de G engendré par une opération o Si 4 nlest
pas entre p; et py + p;, on posera o, = 1. Ceci posé, nous allons
démontrer le théoréme suivant di & Herbrand'®.

Théoréme des unités. Il existe dans K 7 + v unités I jouissant
des propriétés suivantes :

1) OnaaE; = E;

2) Pour chaque i prenons dans chaque classe de G modulo (o)) un
élément <. Entre toules les unités ESIY il wy a quiune relation multipli-
cative'™ de la forme:

. %)
MBS =1,

les a, ; étant des nombres entiers. :
Le théoréme de Dirichlet nous apprend qu’il existe dans K un
systéme &, &,---, €k, de R — 1 unités indépendantes,. ou R = np,

+ lZL p. + mry, n désignant ]ie degréAde K par rapport & k, et par

conséquent, R représentant le nombre total des r{’, tel que toute autre
unité ¢ de K se mette sous la forme

— U3 U2 UR -1
e = e le, g,

£ &tant une racine de I'unité. o désignant les opérations de G, on aura
@ )
= oo
Nous associerons & ¢ la transformation linéaire a R variables définie
par les formules '

. R-1 .
(1) o = Du, sii<R-—-1; tx = Tn.
=1
On verifie tout de suite que cette correspondance définit une représenta-
tion P de G. Nous l'appellerons représentation de G au moyen des
unités. Les unités cherchées, et leurs conjuguées, devront s’exprimer

16) Voir Herbrand, Nouvelle démonstration et gé..éralisation d'un théoréme de
‘Minkowski, C.R. (1930), p. 1282. Cf. une démonstration plus simple dans: Artin, Uber
Einheiten relativ galoisscher Zahlkorper, Crelle 167.

. 17) Etant données des unités Ey, Fi,..., £ nous entendons par relation entre ces
‘anités toute relation de la forme Fy%: Exo2... Fpf% = 1, les a; 6tant des entiers rationnels.
APleume\grs relations serait dites indépendantes si les forme linéaires Yair; qu'on peut
‘:?ustrm‘re avee leurs coetlicients sont i}x(}épendames. Une relation est une conséquence

Yautres’ relations quand sa forme linéaire est une combinaison linéaire des formes
Sin€aires relatives aux autres relations,
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an moyen des &, et elles devront subir quand on leur applique
les transformations o des transformations particuliéres: si o7; = 7,
(mod. (s;)) on devra avoir

O'E;rl = E;tl’_
Soit (2) EF) =l ghsx

(¢ désigne une racine quelconque de l'unité). Les R formes linéaires
Yoy = Sk 3 x% devront subir, quand les z subissent les opérations de la

représentation P, les transformations d’une représentation PX/® définie par

(3) ‘ Y = Yy

Réciproquement, si nous pouvoné démontrer que P et PE* sont
équivalentes, nous pourrons toujours trouver R formes linéaires indépen-
dantes a coefficients entiers rationnels ¥, ; des z subissant les transforma-
tions (8). Les unités (2) correspondantes élevées au besoin a une certaine
puissance repondront & la question, car les R formes y, ; considérées
comme fonctions des variables z;, %,,---, z-; en y annulant le coefficient
de z, ne seront liées que par une relation.

Or, si K; est un sous-corps de K contenant k et appartenant au
groupe Gy, la représentation de G; au moyen des unités de K est
précisément la représentation de G obtenue au moyen de la représenta-
tion P. Je dis que P/ est aussi la représentation de G, obtenue au
moyen de P, Il suffit de montrer que, ¢ étant une opération de G, le
caractére ¢, (o) dans Pf/* est égal au caractére ¢ (s) de o dans PF/%.
Or,si o= 1, ¢ (o) est égal au nombre des o; égauxa s. Ces o; sont
donc dans G,; soient d’autre part K3 les divers conjugués de K.
Cherchons les substitutions 5, définies pour l'extension K/K, comme les
o le sont pour K/k. &, n’est different de 1 que si K est réel, K
imaginaire ; dans ce cas K{ est contenu dans le plus grand corps réel
contenu dans K® et o, = o, o, est dans Gy. Si o; n’est pas dans G,
o=1. Or ¢g,(o) est le nombre des 5, égaux a 0. D'ott ¢g,(a) = ().
D’aatre part ¢k (1) = ¢(1) = R.

Ceci posé, désignons par f(s) le caractére de ¢ dans la représenta-
tion au moyen des unités de K du groupe G. Nous voulons montrer
que pour chaque g, f(0) = ¢(s). Or prenons un ¢ determiné quelcon-
que et désignons par @, le groupe engendré par o, par K; le corps
appartenant 4 G, : nous venons de voir que f(o) est le caractére de o dans
la représentation de (7, au moyen des unités de K et que ¢(6) = ¢k,(a).
Il suffit donc de démontrer légalité en question dans le cas des
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extensions cycliques (G est cyclique).  Nous ferons alors la démonstra-
tion par récurrence sur le degré de l'extension; supposons donc K
extension cyclique de degré n et le théoréme démontré pour toutes les
extensions cycliques de degré <n. On a f(6%) — ¢(s%) =0 pour
(@, n) > 1. Les nombres f(a%) — ¢(s%) pour lesquels (a, n) =1 é&lant
rationnels, et se déduisant les uns des autres par des automorphismes du
corps R(¢) par rapport & R (£ désignant une racine n-éme. de unité)
sont égaux. D’autre part leur somme est nulle, ce qui achéve la démon-
stration.

On peut transformer le résultat du théoréme de Ierbrand d’une
maniére qui sera commode dans la suite™. Tout d’abord posons

1) 2
e, = 11 EF . Comme o;L; = I, & est une unité de k, et & = Ny (I5)
] . . . .
siog=k1, &= ka({;l-) si o; = 1. 1l existe par hypothése une relation
C

entre les unités EH :
(€))
DNEY31%. = 1.
&J .
Prenons la norme de cette relation : il vient une relation
7 524" =1
3

qui doit étre équivalente a la premiére quand on y remplace les ¢ par
leurs expressions. ' » ' : '

Or on peut dans un systéme d’unités satisfaisant aux conditions du
théoréme des unités, remplacer certaines unités FE; par des puissances
de ces unités sans qu'il cesse de satisfaire aux conditions. Nous
remplacerons E; par E.-Ai, de maniére que la relation fondamentale
prenne la forme

£&,...6, = 1.
n o . .
Posons »n; = o SLoisE 1, et oy, =n si g, = 1, et
-~
H, = £
&

ot considérons le systéme formé par les unites

. (¢)]
- T,
(2) 8“ EZ)"',"’r—h }li I .

18) Cette.transt’ormation de la forme du résultat est dae 2 ML Artin. CL 16)
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Cherchons quelles relations peuvent exister entre les unités do ce
systétme. Remarquons qu’on peut construire avec les unitds (2) le

systéme d’unités E{”"T" qui ne sont lides que par une relation. Le
systéme contenant R+ » — 1 unités, ces unités sont lices par r relations
indépendantes (r =m + ). Mais nous connaissons déja ¢ relations
indépendantes, a savoir les relations Ny (L) == 1. 'Toute autre relation
doit donc étre une conséquence de celles-la.

Nous remarquerons que les relations N, (FZ;) = 1 sont elles-mémes

conséquences des relations
@
(3) o9 =1

qui forment un systéme equivalent.

Extensions cycliques. Nombre des classes ambiges'.

Soit k£ un corps fini de nombres algébriques, et soit K une extension
relativement cyclique de degré relatitf n.  Soit G le groupe de Galois de
K par rapport & k et soit o un &lément primitif de @ (clest-a-dire
engendrant ).

Soit & une classe d’idéaux au sens absolu de K. Si a est un idéal
de &, sa appartient & une classe qui ne dépend pas du choix de a dans §&.
Cetto classe se désigne par & = of. Si & = o&, on dit que la classe R
est ambige. On désignera par a le nombre des classes ambiges. Clest
ce nombre que nous voulons calculer.

A cet effet, désignons par D* les idéaux qui appartiennent & des
classes ambiges. Ils forment évidemment un groupe caractérisé par

D*-7 = ()

ol @ est un nombre. De plus les nombres 6 qu’on obtient ainsi forment
un groupe. Ils sont caractérisés par le fait que (0) est la puissance 1—a
d’un idéal qui est nécessairement dans une classe ambige.

On désignera encore par:
a, a, A les idéaux ==0 de I, les nombres ==0 de ¥, les nombres =0 de K,

) 19) TLe caleul fait ici est la généralisation au cas “ cyclique quelconque ” du caleul
fait par Takagi dansle cag “ cyclique de degré premier,” calcul dont I'idée essentielle se
tr?uve déjf\ dans le “Zahlbericht ” de Hilbert, dans la démonstration du théorime
smvant:. 81 un sur-corpe relativement cyclique de degré premier de k est non ramifié, il y
& au moine un idéal de I qui n’est pas principal dans  mais qui est principal dans le sur-

9, - . Vs At A 1
corpa. L'extension au cas “ cyclique de degré quelconque ” a 6té rendue possible par le
théortme des unitts de Herbrand.



Sur la théorie du corps de classes 403

P les idéaux tels que D7 = (1),
4 les nombres de £ dont la puissance 1—¢ est une unité.

On a a=(D*:(4)) = (D : D(4)) (D(4): (4))

Etudions d’abord le second facteur. Remarquons que le groupe (d)
n’est autre que la partie commune aux groupes D et (4) : car si un idéal
D est principal, soit D = (4*), on a (4*)'77 = 1, 4*'7° est une unité et
4% est un nombre 4. Réciproquement (4) représente un idéal qui est
toujours un idéal . Donc (voir le lemme p. 373.)

D: (@)

D(A) : () = (D: [D, (D] = (D: () = D)

) () (@)’

la justification de cette transformation venant de ce que (D : («)) est fini,
comme nous allons'le voir:

(D:(a)) = (D:a)(a: (),

car tout idéal a est un idéal . Le second facteur est le nombre h, des
classes de k. Calculons le premier facteur. Pour cela, nous allons
chercher la structure des idéaux ®. Soit p un idéal premier du sous-
corps, et soit dans K, p=(P; Pa...B,)?” la décomposition de p en facteurs
premiers. D se met sous la forme P+ Pe=... P4 D, olt D, est premier 4 p,
ot P Pee.. P doit étre lui-méme un idéal D. Mais les opérations ¢®
permutent transitivement les idéaux P;; ce n’est donc possible que si
@ =@y = ... =gq, Or tout idéal (P, P.-..P,)* 'se met et d’une seule
maniére sous la forme (P; P,---B,)“a, ot 0 <o’ < ¢,. Done les idéaux
D sont de la forme

TPy P - P,)",
r

le produit étant étendu aux idéaux premiers p de & qui sont ramifiés
dans K; réciproguement tous ces idéaux sont des idéaux ®. Comme
d’aatre part un idéal D ne se met que d’une maniére sous la forme
précédente, nous avons un systéme complet de représentants des classes
do © modulo a, d'ot (D:a) = /e, le produit étant étendu & tous les
idéaux premicrs p finis de k.
Reste 4 calculer ((4): («)). On désignera par F les unités de K, par
H les unités de K de norme relative 1 par rapport a k. On a ((4): («))
= (JE:ak). Toute unité étant un nombre J, ceci s’éerit encore (4: «E).
L'opération 4 > 47 est un homomorphisme du groupe 4 sur le groupe
4-°. L’ensemble des nombres J tels que 4'-° appartienne au groupe
-E'>% est Pensemble des aF.  Par suite
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(4:aE) = (£ B7),

Or par définition, 477 est une unité, dont la norme est & Qroraroi=h
=1, donc une unit¢é H. Réciproquement, d’aprés le théorémne de
Hilbert, toute unité A est la puissance 1—o d’un nombre de K qui est
nécessairement un nombre 4. Done

(477 EY°) = (I: E*°).
Nous avons donc:

) holley

D(A):(4)=- L .

(=D (H: B*-)
Transformons maintenant (D*: T(A4)). Appliquons Uhomomorphisme
D* > D¥1-: le gronpe D¥77 étant identique au groupe (0), il vient

(B*: D) = ((0): (4)=) = (0: A~7E),

car tout ¥ est un nombre 4. Appliquons maintenant 'homomorphisme
6> Ng(6). En vertu du théoréme de Iilbert, tout nombre dont la
norme est de la forme Ny, (L) est de la forme A'"°FE. Dong, on a

Or do (8)=D*7 on déduit (Vg (0))=D*-2r7veras™d — | done Ny (0)
= ¢, € désignant les unités de k. Remarquons que la puissance n-éme.
de tout € est un Ngg(E), car € = Ngi(¢). Done (¢: N, (1)) est fini et
on peut écrire ‘

(vr: 2y = L Am (B,

ol (e N (B)

d’ott =B : )
° T e Na(®) (B

Or le second facteur se luisse transformer au moyen du théordme des
unités. Désignons par E les unités qui se laissent construire au moyen
d’un systdme d’unités de la nature du systéme (&, IT) construit a la fin
du paragraphe précédent; par M le groupe des unités 15 dont la norme
relative par rapport a 4 est 1. Comme le groupe contient R— 1 unités
indépendantes, (E: E) est fini. Nous allons appliquer le lemme de
Herbrand (voir p. 375) dans le cas particulier suivant (se reporter a
Pénoncé du lemme pour les notations):

G : groupe des E; g: groupe des E,

T, automorphisme E - L'=?; T, automorphisme E > N (E);
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71 groupe des €; 72 groupe des I7T.
On s’assure que les conditions d’application du lemme de IHerbrand sont
salisfaites. Désignant par € les unités de £ contenues dans le groupe 1_77,
on a
(62 N (B _ G : Nu (1)
(H: E'°) (H: E°)

a condition que les deux indices qui figarent au second membre soient
finis, ce dont nous nous assurerons en les caleulant. :
Nous allons maintenant rester dans le groupe E. Nous pouvons
done sans crainte de confusion supprimer les barres de surlignement.
Tout élément du groupe se met sous la forme F; = eef?...el71} {YII,MG).
Nous pouvons toujours supposer que le groupe ne contient aucune
racine de lunité. Dans ces conditions une unité /7 17749 ne peuat étre

une unité ¢ que si elle est égale 4 1: car sa norme €* par rapport & k est
1. Donc .

(61 N (B)) = (e . eliqt s efef® | enr-1) — pr-?

Les unités €, &,--., €,_; étant indépendantes, toute unité H se met sous
la forme I = [I 19, Le groupe de Galois étant cyclique, tout
élément o, += 1 est égal & o (les notations o, n; et plus loin p,, p. sont
les mémes que dans la démonstration du théoréme des unités). Par

suite f(o) est un polynome en o de degré =, — 1, et on a les relations
14+0+,..+ 01

dont toute autre est une conséquence. Ceci posé, si H est de la forme
I'-°, on peut supposer que l'expression de E ne contient pas les ¢,
Alors

L= [Lgi(?) e =[] H'igi(o') (1—o0)
: [ '
Dans la seconde formule, ¢(0) (1—o) doit, en remplacant ¢™ par 1, étre
ramené & étre un polynome de degré < n; et on devra alors avoir
o) = (o) (1—0) = i{1=0") = p(1++... 4™,
od les A sont des entiers, car g(s) est A coefficients entiers. Mais le

premier mombre est 4 coefficients entiors, donc p; est aussi entier. Il en

résulle f(1) = 0 (mod. n). Réciproquement, si cette condition est
réaliséo, soit f, (1) = in,, et

(l+o+.. +0" 1) = h(o) (1=0) + Ans
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Dot f{o) = (1=0)fX(o) + 4140 +... 4™ 1) — (1=0)h(o),
fi(e) est de la forme demandée. :
Or chaque f(1) peut prendre (mod. n,), n; valeurs differentes. On
en déduit :
(H: E'7) = [‘[m.

Orivariede 1 & 7, et n, = % si et seulement si p, <1< p, + 2%
Dot v
(H: E'"°) = 2P

et par suite
(&: Nw(B)) _ 22
(H: E*-°) n’
ce qui donne finalement
ho2f211e,
[

ea= 2 .
n(€: N, (0))

Remarquons encore que les nombres @ sont caracterisés par le fait que
leur norme relative soit une unité. En effet un nombre dont la norme
est une unité représente un idéal A dont la norme est 1. p désignant
un idéal premier de k, soit p = (P, Le.--P,)* la décomposition de p en

g
facteurs premiers dans K; soit A = ]I?E?"%p, A, étant premier ap. On

iml
peut supposer que ¢ change T, en Pi,: (1 < g), et Py en P, Ceci posé,
la norme par rapport & k de IIPY doit étre 1, ot Ja; = 0. On peut

i i
donc trouver g nombres b; tel que a; = b,—b,+1, en posant b,,; = by
On en déduit /1 R = (IR, ce qui démontre que A=B'-*. U étant
3 4 .
‘principal, B est un idéal D* et par suite A = (6).
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Chapitre V.

Théorie des valeurs absolues et des corps locaux.

Corps a valeurs absolues. Suites convergentes. Limites.

Soit un corps quelconque k. Nous dirons que nous avons défini
dans k une valeur absolue® si a chaque élément ¢ de k& nous avons
associé un nombre réel ¢(a) non toujours égal ni 4 1 ni 4 O satisfaisant.
aux conditions suivantes :

1) ¢(a) = 0,

2) ¢(ad) = ¢(a) x ¢(b),

3) ¢la + b) < ¢(a) + ¢(b).
De la propriété 2) résulte ¢(0) = 0 et que, sid== 0, ona ¢(b)+0. On
en déduit ¢(== 1) = 1. .

Soit une suite (a,) d’éléments de k. On dit que cette suite a une.
limite égale & @ quand pour tout nombre positif ¢ il existe un entier n,
tel que pour n==mn, on ait ¢(a — a,) < ¢. On s’assure facilement que:

Si les suites (a,), (b,) ont pour limites a, b, les suites (a, = by),
(a,b,) ont pour limites @ == b, ab; si b == 0, la suite (‘Z" ) a pour limite

a " :

b

Une suite qui a une limite est convergente au sens du critére de
Cauchy, c’est-d-dire que pour tout nombre positif ¢ il existe un entier
no tel que, n étant un entier = ny et p un entier positif quelconque, on
8it ¢(a,., — a,) <e. Mais la réciproque n’est pas vraie en général.
Aussi appellerons-nous en général suites convergentes les suites qui satis-
font au critére de Cauchy. Il est facile de démontrer que :

Si (@.), (b.) sont des suites convergentes, il en est de méme des
suites (a, = b,), (a.b,). Si la suite (b,) n’a pas pour limite 0, la suite

a,
== ) est encore convergente.

b

"Corps des suites convergentes.

Convenons de dire que deux suites convergentes (a,), (a,”) sont
équivalentes, et écrivons (@) ~ (a.) si (@, — a,’) est unc suite de limite

. 20) La notion de valeur absolue a 6t6 introduite pour la premitre fois par

M. Ostrowski.
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0. On constate tout de suite que -cette relation d’équivalence est
réflexive, transitive, symétrique, que si (a.) est équivalente & (a.’), et
(b,) équivalente a (b,), les suites (a, = b,), (a,b,) sont respectivement
équivalentes a (a,” = b,/), (a,'l,") et que, si (b,) n’est pas une suite de

limite 0, ( Z" ) est équivalente a Z“, )

Nous rangerons les suites convergentes en classes, en rangeant dans
une méme classe toutes les suites équivalentes 4 l'une d’elles. Si 4, B
sont deux de ces classes, si (a,) est une suite de A4, et si (b,) est une suite
de B, la suite (a, +b,) appartient a une classe qui ne dépend pas du choix
de (a,), (b,) dans 4, B: cette classe sera désignée par 4 + B. On
définit de méme 4 — B et AB. Les suites de limite 0 forment une

classe que nous désignerons par 0. Si B== 0, on définit encore —%

L’addition et la multiplication que nous venons de définir entre ces
classe jouissent des propriétés de 1’addition et de la multiplication dans
un corps. Donc nos classes forment un corps que l'on appelle fermeture
du corps & par rapport a Ia valeur absolue considérée. Soit % ce corj)s.

Le corps k contient un sous-corps isomorphe a k, formé des classes
de suites convergentes qui ont une limite dans k. Nous considérerons
I comme un sur-corps de k. . '

Le corps & posséde une valeur absolue qui prolonge celle de £, c’est-
a-dire, qui pour tout élément de k coincide avec la valeur absolue
précédemment définie. En effet soit (¢,) une suite convergente ap-
partenant a une classe A. La suite des nombres ¢(a,) est convergente
(critére de Cauchy). Soit « sa limite. Nous poserons ¢(4) =a. On -
s'assure facilement que la fonction de A ainsi définie satisfait aux
propriétés 1), 2), 3). De plus, si 4 est un élément ¢ de &, on peut poser
a, = a, Aot ¢(4) = ¢(a).*

i A est un élément quelconque de %, et ¢ un nombre positif-
quelconque, il y a toujours un élément a de k tel que ¢(d—a) <€

20b) Dailleurs si ¢'(4) est une autre valeur absolue de & prolongeant la valeur
absolue ¢(a) de £, toute suite de nombres de & qui est convergente “ au sens de ¢(a) ” est
aussi convergente “au sens ¢’(a)” puisque dans k ¢'(a)=¢(a). Soit .1 un élément de ket
soit une suite (ap) de & telle que 1|m ¢(d —ap) = 0. La suite (ap) a “au sens ¢'(a)”
une limite A4’ dans la fermeture ¥ de & pour la valeur absolue ¢ A’ ne dépend que de
A, et la correspondance 4 > A’ est une isomorphie de £ et de ¥ telle que ¢'(A") = ¢(A).
En particulier si £ est le corps des nombres rationnels, si ¢(a) est la valeur absolue a|?,
l<a=l, % estle corps des nombres réels et on voit que toute valeur absolue ¢'(a) du
corps des nombres réels qui est égale, pour @ rationnel, & la valeur absoiue  a:¢, est
donné par ¢(a) = a ¢, a Gtant le nombre déduit de a par un automorphisme du corps
des nombres réels,
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Dans I toute suite convergente a une limite. En offet soit (4,) une
suite convergente de L. Choisissons pour chaque n un élément a, de k
tel que ¢(a,— A4,) <e. La suite (¢,) sera également convergente. Elle
a pour limite dans & la classe 4 a laquelle elle appartient. Donc
lim (A—a,)=0 et lim (4— 4,) = 0, ce qui démontre notre proposition.

Si par exemple & est le corps des nombres rationnels et si on
considére la valeur absolue ordinaire, I est le corps des nombres réels.

Valeurs absolues du corps des rationnels.™

Cherchons quelles sont les diverses valeurs absolues possibles du
corps R des nombres rationnels. Remarquons que, o éant un entier
positif, et ¢(2) une valeur absolue, on a

o@)=¢(1+1+..+1)<a.

Soit p un entier > 1 quelconque. Tout nombre a se met, et d’une seule
maniére sous la forme

1) a=0a+ ap+ . +ap, 0=g<p.
D’od ¢(a) = ¢(w) + ¢(@)g(p) + - + ¢lan)e(p)).

Supposons ¢(p) < 1:ona ¢(a) <(n + 1)p. Remplagons o par a”: n se
trouve remplacé par un entier 2’<<(n+1)" et on a ¢(a) < ((n+1)+1)p,
d’ott ¢(@) < ((n + 1) + 1)p"%, quantité qui tend vers 1 quand » > oo.
Donc: ‘ '

Sl existe un entier p > 1 tel que ¢(p) <1, on a pour tout entier
a, ¢(a)< 1. Sialors ¢(z) n'est pas toujours égal & 1, il y a au moins -
un nombre premier p tel que ¢(p) < 1. Soit ¢ un autre nombre pre-
mier; pour chaque n, il existe des entiers 2, # tels que p" + pg" = 1,
et ¢(1) <1, ¢(r) <1. Si on avait ¢(g9) <1, on pourrait choisir un
entier n tel que ¢(p") < »;— et ¢(¢™) < —%—, dolt ¢(ip" + pq™) < 1, ce

qui est impossible. Donc pour tout nombre premier ¢ == p, on a
¢(g) = 1. Soit ¢(p) = a ; on a pour tout entier rationnel ¢ == 0, ¢(a) =,
si @ = p'a’, o/ premier & p. Le nombre « doit étre < 1. En effet on
peut trouver deux nombres a, b non divisibles par p tels que a + b soit
divisible par une puissance p* de p aussi grande qu’on veut:.la formule
¢(a + b)<¢(a) + ¢(b) donne o* <2, dott « <<1. Réciproquement,
pour tout « << 1, la fonction ¢(a) donne une valeur absolue. Donc:

21) La théorie exposée dans ce paragraphe est due & M. Artin. Cf. Artin, Uber die
Bewertungen algebraischer Zahlkdrper, Crelle, 167.
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Théoréme 1. ¢(a) désignant dans le corps des rationnels une valeur
absolue, s'il existe un entier a > 1 tel que ¢(a) =<1 il eviste un nombre
premier p tel que, p* désignant lo participation de¢ p aw nomlie rationnel
a (¢’est-a-dire la puissance de p qui figure dans la décomposition de @ en
facteurs premiers), on ait

¢(a) = o, a < 1.

Les valeurs absolues ainsi définies seront appelées du premier type.

Envisageons maintenant 'autre cas, celui olt pour tout eutier a on
a ¢(a)=1. Soit pour un entier p positif quelconque, ¢(p)=p*, 0<a<lL.
On a, en reprenant la formule (1),

50(0’) = (77 + 1)]7(99(])))" = p(n + 1)/)""<1;(n + 1)(1,
Soit p™ la plus haute puissance de p qui est =< e*, on a
¢(a) < p(n, + L)a>.

Comme (n, + 1) > 1 si v> o0, on a ¢(a) <¢*. D’autre part soit
a=p"' —b, dou ¢(a)=p P —¢(b). On a b<p*' —p'=p(p=1),
o(b) < p**(p — 1), dou ¢(a) = p*(p* — (p — 1)) = ).p“", ou 2 est un

facteur ne dépendant que de pet de a. Ona g(a) = ip*™; or -=—- < p,
Ny
Qo p&mr = %7 o L
r*

W)= Lars o= (L)
En faisant tendre y vers linfini, il vient ¢(¢) = a®, ot ¢(a) = a=
Donec:

Théoréme 2. ¢(a) désignant dans le corps des mtzoumlo une valeur
absolue, si pour au moins un enticr a on a ¢(a) > 1, on a, pour tout nomltre
rationnel, ¢(a) = |a|*, a étant un nombre compris enfre 0 et 1.

Les valeurs absolues définies par le Théoréme 2 seront appelées
valeurs absolues du second type.

Considérons maintenant un corps algebuque k quelconque, ct soit
¢(a) une valeur absolue dans % ; I contient le corps R, et ¢ y induit une
valeur absolue ¢*. Nous supposerons d’abord que cette valeur abhsolue est
du second type. La fermeture de R par rapport 4 cette valeur absolue
est donc isomorphe au corps des nombres réels. Soit L la fermeture de
k par rapport a la valeur absolue ¢: k contient un sous-corps R iso-
morphe au corps des nombres réels, et pour tout ¢lément a de R ona
¢(a) =|ad|*, ¢ désignant la valeur absolue de I qui prolonge celle de £,
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et a I'élément correspondant & a dans lisomorphie appliquant R sur le
corps des nombres réels. Considérons LR, Ce corps est algébrique par
rapport a R. Mais R étant 1somorphe au corps des nombres réels, oun
bien LR = R, ou bien ¥R = K, K désignant un corps isomorphe au
corps des nombres complexes. Dans le premier cas il existe une iso-
_morphie de I sar un corps de nombres réels, telle qu’on ait ¢(a) = 'a!*,
a étant l'élément qui correspond & l’¢lément ¢ de L dans cette iso-
morphie. Envisageons le second cas. On a K = R(1), ¢ étant solution
de l'équation 2* + 1 = 0, et tout nombre de K se met sous la forme
a + bi, a et b étant dans B. Or,

P T b . .
bi = va' + b e 3.
0+ bim VIR (L )

On sait que si z, y satisfont & 2° + y* = 1, si on pose
(x + )" = X, + ¥,
n étant un entier positif ou négatif, on a X,+ ¥;=1; done, ¢(X,+1Y,)
reste borné quel que soit n, ce qui n’est possible que si ¢(z + iy) =
On a done
¢la + bi)y = (Va* + &)y =la + bil=

Il en résulte que & est isomorphe a un corps de nombres complexs tel
que @ désignant le correspondant de ¢ dans cette isomorphie on ait

Done:

Théoréme 3 Si dans un corps algébrique I, une valewr absolue ¢ g/(r)
est telle que ¢(a) > 1 pour au moins un entier rationnel a, il eviste une
isomorphie de k sur un corps de nombres alyébrigues telle que, a désignant le
correspondant d'un élément a de k, on ait

ola)=laly, O<a<l.

Corps locaux.

R désignant le corps des nombres rationnels et p un nombre
premier positif, on désignera par R, la fermeture de R par rapport a la
valeur absolve [a|= ¢(¢) définic au Théoréme 1 (fermeture qui ne
dépend évidemment pas du nombre «). Les éléments de R, s’appellent
nombres p-adigues. : .

Soit (a,) une suite convergente de nombres de R. Donc si |a,} = &
les », convergent aussi, ou tendent vers I'infini.  Dans le second cas on
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a lim a, = 0. Dans le premier cas les v, sont tous égaux 3 partir d’un
certain rang a un entier », et silima, =¢q,0ona [a! = «". e nombre
v (indépendant de o) s’appelle ordre de a ; on le désigne s'il v a licu par

a). On a
1(ad) = 1(a) + 2(b),
v(a + ) = min. (x(a), +(b)).

Désignons. par X l’ensemble des éléments o pour lesquels »(a) = 0. 1l
en résulte que si 3 contient a, b, il contient aussi ¢ — b et «b (on dit
que Y est un anneaw). Nous appellerons les éléments de X les entiers de
R, Ces nombres sont en effet ceux qui peuvent étre considérés comme
limite d’entiers de R. On appelle unités de X' les nombres a de X dont
Iinverse appartient encore a Y, donc les nombres d'ordre 0. Le
nombre p est d’ordre 1, et par suite tout nombre de £, se met et d’'une
seule maniére sous la forme p’e, v étant un entier rationnel quelconque,
¢ une unité. 11 en résulte que les seuls idéaux de X sont les idéaux
(p*). (Rappelons qu’on appelle idéal un ensemble E de nombres -qui
est tel que si a, b sont des nombres de I, a — b soit dans F; que, 2
étant un nombre quelconque de Y, al soit dans I'; qu’il existe un entier
rationnel m tel que ma soit toujours entier.) Le seul idéal premier est
(p). X étant considéré comme groupe additif, 3/(p*) pour » positif,
contient p» éléments, car tout nombre de R, est congru a un nombre
rationnel (mod. p*) quel que soit n (les congruences se définissent pour
tout idéal dans un anneau exactement comme les congruences par
rapport aux idéaux de nombres algébriques). )

Soit Z le champ de Galois formé des classes de restes d’entiers
rationnels modulo p. f(z) étant un polynome a coefficients entiers dans
R,, si on remplace chaque coefficient par I'¢lément de Z auquel il
appartient, on obtient un polynome f*(2) a coefficients dans Z. Ceci
posé, il se présente le fait remarquable suivant :

f(@) étant wn polynome irréductible de R, il est impossible que f* (z) se
décompose dans Z en le produit de deux polynomes premiers entre evx de
degrés > 0. '

Supposons en effet que f*(z) = ¢*(@)h*(x), les polynomes g% h*
éitant premiers entre eux et de degrés > 0. Rappelons qu’on dit que
deux polyuomes sont congrus suivant un certain module quand les
coefficients des termes de méme degré dans ces polynomes sont congrus
suivant le module en question. Ceci posé, on peut trouver des poly-
nomes ¢,(z), lu(x) & coefficients dans R, tels que
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f@) = gu@)(z) (mod. p);  g:*(#) = g*(z); In*(z) = h*(@).
~ On peuat de plus supposer que le produit des termes dé plus haut degré
- de ¢, h; est le terme de plus haut degré de f.
Démontrons par récurrence que, pour tout entier » > 0, on peut
trouver des polynomes g,(z), h,(%) tels que

1) fiz) = go)h(z) (mod p); g,*(w) = g*(2); h"&) = h¥(a),
le terme de plus haut degré de f(z) étant le produit des termes de

plus haut degré de g,(z), k(). Supposons le théoréme démontré pour
tous les entiers <<, et posons

2) gv+1(x) = gv(x) + .pyu’v(Z)’
hv+1(x) = h,(’&) + vav(x)’

et cherchons 4 déterminer u,(z), v,(x), de manidre & avoir une congruence
analogue 4 (1) pour 'exposant v + 1. Il vient

h(@yu,(x) + g,(x)v(2) = flz) — g ,,So:)h,(x) (mod. p).

Le second membre est un polynome ¢(z) a coefficients entiers de R,.
La condition nécessaire et suffisante pour que la congruence soit satis-
faite est que ‘

3) by ¥z, (@) + g,4(@)v(x) = ¢*(z).

Soient r, s les degrés de g, 2), h(x). ¢*(z) est un polynome de degré
<r+s—1. De plus g,*), h,*(z) sont par hypothése premiers entre
eux. On sait qu’il est alors possible de déterminer des polynomes u,*(z),
©,*(z) de degrés respectivement plus petits que r et s donnant lieu &
Pégalité (3), et par suite des polynomes u,(z), v,(z) de degrés respective-
ment plus petits que », s donnant lieu 4 la congruence imposés. On
s’assure tout de suite que les polynomes définis par les formules (2)
satisfont a toutes les conditions imposées.

11 est clair que quand v-> oo, les coefficients des polynomes g,(z),
h,(z) convergent vers ceux de polynomes g(z), (%) tels que f()= g(2)h(z),
ce qui montre que f(x) n’est pas irréductible. .

Ceci posé, considérons une oxtension algébrique % déduite de R, par
adjonction d’un nombre satisfaisant 4 une equation irréductible dans
R, de degré n. Ces extensions seront appelées corps locauz. :

Comme en théorie des corps de nombres algébrigues on va définir
les entiers de k comme étant les nombres. de % tels que l’équation
normale & laquelle ils satisfont dans R, soit & coefficients entiers.
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Désignons par-f le" plus petit exposant- positif tel ‘qu’il y ait une norme
Ma) d’un nombre de k qui soit d’ordre f. = Alors, 'ordre de la norme de
tout nombre de k est un multiple de f; si MNpB) est d’ordrefi(p),
appelons A(3) Pordre de 3. 1l est clair que A(3,3.) = 4(B))-+ 4(j3.). - Nous
allons encore montrer que :

Les nombres de I d’ordre = 0 sont les entiers de k.

Il suffit de montrer que les nombres' d’ordre =0 sont des entlers
la’ reciproque étant évidente. - Soit donc # un nombre tel que N(f) soit
un entier de R, Soit. ¢(x) =0 l’equatlon irréductible de premier
coefficient 1 a laquelle satisfait 8 dans R,. Le dernier terme de cette
équation est entier. Supposons qu’il y ait des coeflicients non entiers:
il existerait une puissance p* de p telle que tous les coefficients de p ¢(x)
soient entiers, 'un d’eux, et-non le dernier, n’étant pas divisible par P.
Donc on a p*¢(x) = x"(ay + ---) + p¢(z), et en vertu du théoréme qu’on
vient de démontrer, ¢(z) ne serait par irréductible ce qui conduit 4 une
contradiction. ’ B

Soient 8;, B deux éléments” quelconques = 0 de k, et supposons

par exemple Z(B) = /(;91) Donc —35—
X3 + B) = XB) + 2 (1 +, g ) ce qu1 démontre que /(ﬁl + B2) > min.

(B, AB)). ‘

Donc l'ordre A(z) que nous.venons de définir dans Fk satisfait aux
mémes conditions que lordre »(z) que nous avions défini dans R,, et
nous pouvons raisonner sur lui comme nous 'avons fait sur »(z). Il y
a un nombre /T de k tel que A(JT) = 1, et tout nombre de % se met sous
- la forme 71*¢, 1 étant Pordre du nombre considéré, et ¢ étant une unité,
c’est-d-dire un nombre d’ordre 0. Les seuls idéaux de l'anneau des
entiers sont les idéaux (/7*); le seul idéal premier est (/7), qu’on
désignera par p. En particulier (p) représente un idéal qui est de la
forme p°. Si on’ appelle Ma) I’idéal engendré par les normes des
elements de a, on a

est entler, et aussa 1+ £ ‘B :, et

Np®) = (py=.

D’ov, puisque NMp) = p", ¢f = n. e s’appelle exposant et f degré de p.

* On démontrera alors exactement comme dans la théorie des corps
de nombres algébriques ordinaires que.: il existe n entiers wi, @s, --., w,
de k tels que tout entier se mette, et d’une seule maniére, sous la forme
Ya,w;, a; entiers de R,; de méme, pour tout idéal q, il existe n entiers
oy, o ..., @, de a tels que tout nombre de a se mette et d’une seule
manidre sous la forme J3'a;a,, les a, étant des entiers de R,.
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11 en résulte, (p) étant considéré comme un idéal dans & et comme
sous-groupe du groupe additif des entiers, que toute classe de restes de
k modulo p contiendra un nombre et un seal de la forme Yow, les o,
étant des entiers rationnels tels que 0 < ;<< p.” Donc le nombre de ces
classes de restes est p*. D’autre part, choisissous dans chaque classe de
restes de & modulo p un nombre «. Toute classe de restes modulo p
contiendra un nombre et un seul de la forme o* + ay*M1 + -.. + o, 117,
les a;* étant choisis parmi les «;. Il en résulte que le nombre des
classes de restes modulo p est p™* = p’.

Enfin, la théorie du corps relatif est fondée sur les faits suviants : si
k" est un corps local compris entre R, et k, soient p’ son idéal premier, ¢*
et f' Vexposant et le degré de p’, I’ un nombre de ¥’ tel que P’ = (IT").
Alor's (17') resprésente dans & un idéal p° et on a

(r) = v = b~

Donc ¢’z = e. De plus la nornie relative de I par 1app01t ak de Vs
représente dans &’ un idéal p7, et de la formule N(JT) = AL’P,,(AW(H)),
on déduit f’f = f. Les nombres ¢, f sont appelés exposant relatif et degré
relatif de p par rapport a4 &’. On dit que p’ est non ramifié dans I (ou
que % est non ramific par rapport A k'), sie=1; si f = - 1, on d1t que
p’ est completement ramifié dans k.

~ . Enfin remarquons que si a*® représente ane valeur absolue de Rp,
1(a) étant Pordre de a, 1a fonction

)
¢9(z) =

représente - une valeur absolue de % prolongeant celle donnée dans R,.’
C’est la seule. En effet, soit dans k, ¢,(xr) une valeur absolue telle ‘que,
si z est dans R, on ait ¢,(z) = ¢(v). Si z est entier, on a ¢(xr) <1. En
effet » satisfait dans R, & une équation z* 4 a,2""' + ... = 0 & coeffici-
ents entiers. Donc, pour tout exposant N, on a 2¥ = Az"" + A2"* +
it A, les 4; étant des entiers de R, donc ¢,(4;) < 1. Done, quel que
soit N, (gi(2))V est borné, ¢,(r) <1. Si z est une unité, ¢,(x) =1, car
%' est encore un entier. Si done () n'est pas toujours égale a 1, il
faut en vertu de l'expression des entiers de L que (/1) == 1 ot /] est

22) La méthode-ici employée pour définir les corps locaux et obtenir leurs
propriétés est derivée de deux articles de M. Hasse: “Uber die Einzigkeit der beiden
Fundamentalsiitze des elementaren Zahlentheorie ?, Journal de Crelle, 155, 1926 et *“ Uber
p-adische Schiefkérper und ihre Bedeutung fir die Arithmetik hypercomplexer Zahl-
systeme ”’, Math. Aun. 104, 1931.
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un nombre tel que (/1) = p. Mais on a p = [I%, e étant une unitg,
Spl(.p) = a, d’o‘:l Sﬂ,(”) ] al/e et .

1 X
o) = ¢ ([IN%) = P ),

ce qui démontre notre proposition.

L’analyse dans un corps local.

Soit k& un corps local.

Théoréme. La condition nécessaire et suffisanie pour qu'une suite (a,)
soit convergente est que lim (a,,, — @,) = 0.

La condition est évidemment nécessaire. Supposous la remplie.
Soit X(z) Vordre défini plus haut. Pour tout entier positif m il existe
donc un entier n, tel que, si n==ny, on ait A(@,.; — a.)=m. On a
done @41 = @, (modrp™) et par suite a, = @ = .- = @, (mod. p™)
quel que soit 7. ILe critére de Cauchy est donc verifié.

" On en déduit que la condition nécessaire et suffisante pour qu’un

produit infini ]I(l + a,) converge vers une valeur == 0 est que
1 . .

lim a, = 0.

On a une proposition analogue au principe de Bolzano-Weier-
strass : '

De toute suite (a,) bornée (c’est-a-dire telle que la valeur absolue de
a, soit bornée) on peut extraire une suite convergente. :

En effet, la suite étant bornée, on peut trouver un nombre b tel que
tous les éléments de la suite (ba,) soient d’ordre positif. Ceci posé,
définissons par récurrence une suite S, de la maniére suivante :

S, est la suite (ba,).

S.-1 étant formée, il existe au moins une classe de restes (mod. p*)
qui contient une infinité de nombres de S,_;. Ces nombres formeront

Ecrivons toutes ces suites les unes au dessous des autres et prenons
la suite diagonale. Ce sera évidemment une suite convergente extraite
de la suite (ba,). La suite correspondante extraite de la suite (a,) est
aussi convergente.

Nous allons définir dans % des fonctions analogues aux fonctions
exponentielle et logarithmique de l'analyse classique. =z représentant
un élément de %, cherchons la condition de convergence de la série
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Nous désignerons par y Pordre de z pour l'idéal premier p de k, par e
Yexposant de p, par p le nombre premier contenu dans p; lordre de z"
est yn. Soit p* la plus haute puissance de p ne dépassant pas n. I’ordre

de n! est
G5 5=

Donc Tordre de _i est = n [x - + — ¢ ] La série
n - 1 plp—1)
sera done convergente si ¢ > 7}—:—1— Elle représentera une fonction
que nous désignerons par expz. On remarquera que si x> ?:eT,
n>1ona » _
nz——;}z—lz:'_:i —,(>(n—1) 1 —;;l ];):11 ;(le_j)l)) =0,
ce qui montre que le terme i} est d’ordre > 7. Donc expz — 1 est
d’ordre g.
Ona exp(z + y) = expz-exp-v,

car cette égalité se démontre en analyse par un calcul formel qui reste
‘valable tant que les séries sont convergentes.
Considérons maintenant la série

£ — 522 + oo (= 1) & + ...

n
Soit x Vordre de § en p, et soit » = p*n’ avec (n’,' p) =1 Lordreen p
de . est xn — eu. La série sera donc convergente dés que y > 0.
n

Elle représente une fonction que nous désignerons par Log (1 + §).

Remarquons que si x est en p d’un ordre > —-—‘—3-1—, expz est =1

(mod. p) et par suite Log(expz) est défini. On démontre par un
calcul formel que ce nombre est égal a z. 1l en résulte que si y,, ¥. sont

= 1 (mod. p[TfT] Y on a
Log y,y. = Logy, + Log y..

D’autre part le seul nombre = 1 (mod. p["i""] ") dont le logarithme soit

0 est 1. En effet si z est d’ordre 2 en p etsi 1> T expe ost
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=.1 (mod. p*) mais non (mod. p**?). - E¢étant un nombre de k qui est tel
que Log E'= 0 -(mod#p), et @ un nombre de k =0 (mod;“p[?:i‘]), on
peut poser
E* = exp (a Log E),
car oxp (alog E) est défini. Cette fonction jouit évidemnment de la
propriété
E* = E*x B

D’autre part elle est-toujours = 1 (mod p[IM] ’) si’p est lordre de
Log'E. Soit X un nombre quelconque = 1 (mod. p[z’ ‘1 *). - Posons

Log X
Log E’

Done z =10 (mod.*p["v{T] ), et E* est défini. On a Log £” = Log X done
X = E~.

~ " La correspondance X-> x ‘définit un isomorphisme du groupsé
(multiplicatif) des nombres = 1 (mod. p[ ) *) et du groupe additif
des nombres z = 0 (mod"p[v 1]) Soit n un entier quelconque. Le

groupe des nombres qui sont = 0 (mod"m,)[x’-1 ]) correspond dans cette
isomorphie au groupe des X" Il en résulte que. pour tout entier 7 > 0,
il y a un nombre & tel que :

Tout nombre de k qui est = 1 (mod. p~) est la puissance n-2me. d'un
nombre de k.

I1 en résulte en particulier que:

Le, groupe des puissances n-émes. des nombres = 0 de k est un sous-
groupe d’indice fini du groupe des nombres == 0 de k.

Corps de nombres p-adiques.

Soit maintenant- & un corps de nombres algébriques fini quel-
conque, et soit ¢(z) une valeur absolue de & qui induise dans-le
corps’. R des nombres rationnels une valeur "absolue du Ppremier
type, relative & un nombre premier p. Soit. % la fermeture de k par
rapport & ¢(z): % contient un sous-corps isomorphe au corps des
nombres p-adiques, que nous désignerous par R, Considérons kR,
C’est un corps algébrique fini par rapport & R,, donc un corps local. S8i
pour un nombre rationnel @ on a ¢(a) = ", p(a,) étant lor(he de a, on

a nécessairement pour tout élément z de kR, ¢(z) = > Xz) étant
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Pordre défini an paragraphe précédent dans un corps local, et ¢ l'ex-
posant de lidéal premier de kR, Or, en vertu des propriétés de la
fonction 4(x), les entiers de L pour lesquels Az) =-1 forment dans k un
idéal p. Cet idéal est premier, car, x; et 2. étant des entiers, si 2. est
dans p, de la formule A(z%,) = A(z) + A(z:) résulte que l'un au moing
des nombres i(z), A(x,) est = L. D’ailleurs p est la partie commune a
Pidéal premier de kR, et au systéme des_cntiers de k. . Le nombre A(x)
.est alors défini de la maniére suivante: x étant un entier de k, si
(z) = p*a, (a, p) = 1, ona Ax).= A Done:

¢(x) éant dans un corps fini-de mombres_.algéhriques k wune valeur
absolue telle qu’il existe un entier rationnel p de valeur absolue < 1,1l existe
dans k un idéal premier p lel que, Ax) désignant Uexposant avec lequel p
intervient dans la decomposztwn de. ('v) en, facteurs premiers, on ail
o) =a)®, 0 <, < 1.

Le nombre i(z) s’appelle ordre de = pous ..

La fermeture de k& pour ¢(z) est d’ailleurs kR, En effet soit- un
nombre engendrant k, et soit

o, =0a + a0 + ...+ a0

une suite convergente de nombres de k. Les dénominateurs des nom-
brés rationnels a$” sont divisibles par des puissances bornées de p, car
sans cela, la suite (w,) ne serait pas convergente. Done, on peut de
chaque sunite ¢ extraire une suite convergeant vers un nombre o® de
R, Siw=limaw, ona

© =a® + a®0 + ... + a0,

ce qui démontre notre assertion.

Ce corps kR, s’appelle corps des nombres p-adlques ‘de k. On e
désigne par l.‘. Ce corps est un corps local; car ¢’est’ une extension
finie de R,. Rec1proquement Hensel a démontré ‘que tout corps local
pouvait étre obtenu de cette maniére.

Soit K un -sur-corps de k; ‘soit P un diviseur premier de p dans'K
d’exposant relatif e de deare relatif f Ky est un sur-corps de- degré
relatif ef de k,. Cette ‘proposition résulte du fait que e, f sont aussi
Pexposant et le degré relatifs de 1'idéal premier de Ky par rapport a ky.
Pour ¢, c’est évident. Pour f, ¢’est une conséquence du lemme suivant :

Tout nombre dun corps de nombres p-adiques ky est congru (mod*p™)
a un nombre de k, quelque soit n. .

En effet soit ¢ un nombre de¢ k, et . a = lima, a, étant dans k.
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Tordre de a — @, augmente indéfiniment avec n, ce qui démontre la
proposition. ‘

Remarquons que si n est assez grand, l'ordre de a, est égal &
Pordre de a. Soit %, ce nombre. Choisissons n’ assez grand pour que
8, — o soit d’ordre = n + /4,: on aura aussi a = a, (mod. p").. Done,
dans la proposition précédente, la congruence additive peut étre rem-
placée par une congruence multiplicative.

Supposons K relativement galoisien par rapport a k. Soit Gz le
groupe de décomposition de P, et soit ¢ une opération de G5 Si la.
suite (a,) de nombres de Kest convergente dans Ky et a pour limite ¢, la
suite oa, est aussi convergente et a pour limite un élément ca. La
correspondance a-> go est un automorphisme de K laissant invari-
ants les nombres de k,. En effet, la correspondance conserve la
somme et le produit, et est évidemment bi-univoque en vertu de
Pexistence de s7'. On obtient ainsi ef automorphismes distincts de K.
Comme Ky est de degré relatif ¢f par rapport & k,, on obtient. ainsi
tous ses automorphismes. Donec:

Si K est galoisien par rapport & k, le groupe de Galois de Ky par
rapport & ky est isomorphe au groupe de décomposition de 3 dans Uextension
K/k.

La théorie du groupe d’inertie s’étend sans en changer un mot aux
extensions de corps locaux.

La théorie des restes normiques.

Soit un corps de nombres algébriques fini k et soit dans %k un
module m quelconque. Soit K une extension finie de k. Un nombre
a de k est dit reste normique (mod. m) de K quand il existe un nombre
A de Ktel que a = Ng,(A4) (mod. m).

Théoreme. . K étant extension galoisienne de k, la condition nécessaire
et suffisante pour qu'un nombre a dek soit reste normique de K (mod. p7),
p étant un idéal premier de k, et n un exposant positif quelconque, est que c,
considéré comme un nombre de k,,, soit norme relative par rapport & k, d'un
nombre de Ky, P désignant un facteur premier de p dans K.

1) Supposons qu’il existe un nombre 4 de Kj; tel que

a = NK‘ka(A).

Soit p = P'Q, ott O est un idéal premier & P. Déterminons dans K un
nombre A, tel que

A4, = 4 (mod. ), A4, = 1(Q").
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Si o est une opération du groupe de Galois de K appartenant au groupe
de décomposition G, de P, on a ¢4, = a4 (mod. L) ; si ¢ n'appartient
pasa Gz on a o4, =1 (mod. ). En faisant le produit de ces congru-
ences, on obtient

Ni(4,) = Negky(4) =« (mod. B™).

Les termes extrémes de cette congruence étant dans %, la congruence a
lieu (mod. p*).

2) Supposons que pour chaque n il existe un nombre 4, de K
tel que & = Ngy(A,) (mod. p*). @G étant le groupe de Galois de K par
rapport a k, choisissons g éléments o3, 0, ..., 9, de ce groupe tels que tout
élément du groupe se mette et d’une seule maniére sous la forme oy, =
étant dans G5. Posons

Al = ]gl a A,

i=1
On a Nyl d,) = Nyt (4) = « (mod. ). Tl en résulte que la suite
(A4.) est bornée. On peut donc en extraire une suite convergeant dans
Ky vers un nombre 4, et on a « = Ngypk,(4), ce qui démontre le
théoréme. » : :

k étant un corps local, on appelle groupe associé & K dans k le
groupe des nombres == 0 de k qui sont normes relatives par rapport a k
de nombres de K. L’étude de ce groupe associé fera J'objet de la théorie
du corps de classes local. Nous allons maintenant considerer le cas ou
K est relativement cyclique par rapport a k.

Extensions cycliques des corps locaux.

Soient % un corps local, K une extension relativement cyclique de
k. On désignera dans ce paragraphe par
-e les nombres == 0 de k; € les unités de k,
A les nombres == 0 de K; FE les unités de K,
H les nombres de K de norms relative 1 par rapport a k,
¢ une opération dont les puissances engendrent le groupe de Galois
de K par rapport a k,
p Yidéal premier de k ; P celui de K; on posera

p=P, NKE(EB) = P’, ef = n,
w un nombre de k tel que p = (w); /7 un nombre de Ktel que
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On se propose de déterminer 'indice du groupe associé & K dans k.
Remarquons d’abord que cet indice est fini, car la puissance n-8me. de
tout nombre de k appartient au groupe associé.

LIindice cherché est (a: Ngi(d)), cest-d-dire (a’e: Npl({I"E)).
Soit Nyx(Il) = w’e; I'indice précedent s’écrit (w’ee : w’slNgi(E)), ou
encore

(e w"’eos) (w*ese : ey N ).

Le premier facteur est evidemment égal 4 f. Le sccond est égalia
(e: Ngi(E)). ' Clest ce nombre que nous voulons calculer.

A cet effet, remarquons qu’il existe dans K un sous-groupe d’indice
fini du groupe des E, qu1 est isomorphe au groupe additif des entiers de

K = 0 (mod?*Pe), = étant un entier assez grand. Eneffet,siz>—2% _ la

fonction Log E définit une isomorphie du groupe multiplicatif des
nombres = 1 (mod. ") avec le groupe additif des nombres = 0 (mod.* ).
D’autre part, on a demontré qu’il existe une base relative de K par
‘rapport & k formée d’un nombre 2 et de ses conjugués. Mettons un

n-1

entier de K sous la forme’ E,‘ a‘.Q Les denommateurb des a; ne sont
‘=0
divisibles que par des puissances de p qui restent bornées pour tous les

entiers. Il en résulte qu’il existe un, entier 2’ tel que tous les nombres
S l170%,. ol les «a; sont des entiers de k, soient = 0 (mod:%*), et le

‘groupe additif formé par ces-nombres.est un sous-groupe d’indice fini
‘du groupe additif de tous'les nombres -= 0 (mod*$*). Posons

E) = exp ({I”2)

et désignons par E’ tous les nombres de la forme I, ', flo) étant un
polynome & coefficients entiers dans k. D’aprés ce qu’on viént de dire,
le groupe E’ est un sous-groupe d’indiceé fini du groupe des’ E.

Ceci posé, nous allons appliquer le lemme de Herbrand avec les
conventions suivantes :

G : groupe des F; g: groupe des £,

le automorphlbme 7> E'-°; T, : automorphisme F-> Ng(FE),

: groupe des €; .ru: gzoupe des H.

11 vwnt

F1CH)

(e: Ned E)) - (8 N ED))

(H: E'°) B0
ol ¢ = [, F'], H'= (H,E’]. La formulé est valable si les deux indi-
.ces ‘qui. figurent, au second membre. sont finis, ce que nous. allons
prouver en les calculant.
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Remarquons d’abord que par suite de la définition de 2,1l n’y a
aucune relation de la forme E7 =1, si f(o) est de degré <n — 1.
Cherchons les unités ¢”; si & = B on doit avoir Fy“® = EY, avec
f(o) de degré au plus = — 1. Ce n’est possible que si flo)(l — o) =
P {1 — ") avec un nombre p nécessaircment entier. Donc flo) =
p(I +0+ o + o™Vt [¢: Ne(E')] = 1. De méme si H = L“, on
aflo)(l+ o+ ... +0"7") = g(o)(1 = "), g(o) étant a coeflicients entiers.
Done f(o) = (1 — o) g(a) et par suite (H': E*°°) = 1. - On a done

(¢: N E))= (H: E'™°).

Or le second membre se laisse calculer facilement. .D’aprés le théoréme
de Hilbert, le ‘groupe H est identique au groupe A", c’est-d-dire au
groupe J1"*~ E'=°. Soit /I'"° = H,, et soit Hj la plus petite puissance
de H, contenue dans le groupe E*~°. On a donc

I0-2= By, [*= Ba, (") = ().
Le plus petit nombre repondant & la question est donc e. Dot
(e: No(E))= (H: E'-°) = ¢,

N (a: Nel(A))= ef = n.
Donec:.

_Le  groupe associé dans un corps local k& & un sur-corps relativement
cyclique K est dans le groupe des nombres == 0 de k d'indice égal & (K: k).

De plus, nous avons montré.que:

Le groupe des normes d'unités de K par rapport.a k est dans le groupe
des unités de k d'indice égal & Uezposant par rapport & k de l’zdeal premier
de K.

On remarquera enfin qu’il existe un module p* tel que tout nombre
=1 (mod. p*) soit norme relative d’un nombre de K: car il ‘existe un
module p¥ tel que tout nombre = 1 (mod. p*') soit puissance n-tme.
d’un nombre de .
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Chapitre VI
Théorie du Corps de Classes.

Nous sommes maintenant cn mesure d’aborder le probléme de la
théorie du corps de classes, ¢’est-d-dire celui de la décomposition d’un
idéal premier d’un corps de nombres algébriques fini dans un sur-corps
relativement abélien.

Au cours de ce chapitre nous désignerons par k un corps fini de
nombres algébriques quelcongue. Le probléme sera résolu quand nous
aurons démontré les deux théordmes suivants :

Théoréeme A. K éant wn sur-corps relaticement alélien de k, soit d le
discriminant relatif de K. Il existe dans le groupe 4 des idéaus de k
premiers & d un sous-groupe I jowissant des proprictés suivantes :

1) p éant un idéal premier dek, premier & d, p” étant la plus petite
puissance de p contenue dans H, p se décompose dans K en idéoux premiers
de degré relatif f.

2) le groupe AJH est isomorphe au groupe de Galois de K par rapport
ak. :

Théoreme B. 1) Il eciste un module m, composé d’idéaur premiers
de & ramifiés dans K, tel que H soit groupe de congruence (mod. m). -

'2) m éant un' multiple quelconrjue de my, le groupe Hy, des idéaux de
H premiers & m est le groupe des classes d’idéous (mod. m) qui contiennent
des normes par rapport & k d’idéaur de K. _ '

Le théoréme B nous apprend que le groupe H visé au théoréme A
‘est un groupe do congruence. Nous dirons que le corps K est corps de
classes par rapport & & pour un groupe I’ de congruence si ce groupe est
égal & H. '

Nous avons dit que la premiére définition générale du corps de
classes avait été donnée par Weber. Dans le langage ici employé, cette
définition équivalait au fait qu’il existe un groupe I satisfaisant aux
conditions du théordme A et & la condition 1) du théoréme B. On voit
que dans cette définition le groupe n’était pas donné explicitement.
C’est pourquoi il n’a pas été possible de fonder la théorie du corps de
classes sur cette base: on manquait de point de départ et d’orientation
dans les raisonnements & faire.

La méthode de Takagi a été la suivante: il considére le groupe
défini sans ambiguité au théoréme B et appelle K corps de classes quand
Iindice de ce groupe de congruence est égal au degré relatif de K par
rapport & k. Il montre que tout corps abélien est corps de classes en ce
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sens, et peut ensuite démontrer que le groupe défini au théoréme B
répond encore aux conditions du théoréme A.
’ Le succés de la méthode de Takagi provient done du fait que 'on
a un groupe bien déterminé sur lequel on peut raisonner pour montrer
qu’il posséde telles ou telles propriétés.
Depuis Takagi, le plus gros progrés de la théorie fut da a M.
Artin, qui a démontré la loi générale de réciprocité, qui s’énonce ainsi:
K étant corps de classes par rapport & k pour le groupe I, p désignant
un idéal premier de k mon vamifié dans K, le symbole de Frobenius ( f)

ne dépend que de la classe (mod. H) & laquelle appartient p. Si b, appartient
& la classe 8, p- & la classe K, s & la classe 8., on ¢

(=66
ps P (Dz

Ce théoréme joue un role fondamental dans la théorie et ses
applications. C’est de lui que nous partirons ici pour construire la

théorie du corps de classes.
I1 nous faut d’abord définir le symbole (lf-) pour un idéal non

premier. Pour cela, supposant a premier au discriminant relatif de K
par rapport i k, nous décomposerons a en facteurs premiers: a = /7 p"
i

et nous poserons
(.I{.) = 17(_‘,12)‘.“
a P

)= ()5

Donc les idéaux a tels que (L{) =1 forment un groupe. C’est ce
a

I1 en résulte

groupe que nous appellerons Groupe de Artin associé a K dans k.

Nous montrerons que le groupe de Artin satisfait aux conditions
des théorémes A), B), ce qui démontrera son identité avec le groupe
défini au théordme B, que nous appellerons désormais Groupe de Takagsi,
et par suite la loi générale de réciprocité, car pour un idéal a quel
eonque, il est évident que (%) ne dépend que de la classe a laquelle

appartient a suivant le groupe de Artin.

Remarquons encore qu’en vertu des propriétés du symbole de
Frobenius, il est clair que le groupe de Artin satisfait a la condition 1)
du théoréme A. D’autre part, & étant une classe de A (mod. H) la
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correspondance & > g = (_@), a étant un idéal de la classe &, définit
a - '
un isomorphisme de A/H avec un sous-groupe du groupe de Galois, formé

de toutea les substitutions ¢ telles qu’il existe un idéal a pour lequel

< = ) = o. Sidonc nous montl ons que pour toute opération ¢ il y 4 un:

tel ldea.l a, le theoreme A sera démontré.

Remarquons encore que, m désignant an multiple quelconque du’
discriminant relatif de K, 4, le groupe des idéaux de k premiers & m,
H, = [A,“, H1, le groupe Ay/H, est encore isomor phe 4 un sous—o'roupe: .
du groupe de Galois relatif de K-

Propriétés du groupe de Artin.

On peut étendre au symbole'(irg> les propriétés de la substitution
a
de Frobenius. -Soient K, K’ deux sur-corps relativement abéliens de %,
et soit a un idéal de % premier aux discriminants relatifs de ces deux’
corps. ’ '
1) SikCK C K, ona

a a
2) Le groupe de Galois de KK’ étant considéré comme sous-groupe
du produit direct des groupes de Galois de K, K’, on a

(Fa)= (D))

Il suffit, pour démontrer ces propriétés, de décomposer a en facteurs
premiers et d’appliquer les propriétés correspondantes de la substitution
ds Frobenius. Il en résulte que :

1) Si K’ C K, le groupe de Artin associé & K’ contient le groupe
de Artin associé a K. .~

2) Le groupe:de Artin associé & KK’ est la partie commune aux
groupes de Artin associés a K, K'.

Soit %’ une extension finie quelconque de k. Soient p un idéal
premier de k non ramifié dans K, q un facteur premier de degré relatif
f de p dans . On a vu (p. 387) que

( K;/lc )f _ ( KI;/%)
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Nous pouvons maintenant écrire cette formule sous la forme

(l?’ffllv’.’) - ( Kk )

q \ Ninlq) /.

qui se préte immédiatement A la généralisation : si 9 est un idéal de &’
tel que N, () soit premier au discriminant relatif de K, on a

( K;[L ) (N,f u))

D’ou résulte que: les idéaux premiers au discriminant velatif de K par
rapport & k du groupe de Artin associé & KE' dans k" sont ceux dont la
norme par rapport & k est dans.le groupe de. Artin associé & K dans k.

Démbhstration du théoréme A.

Soit K un Sur-corps_ relatlvement abélien de l et soit G' le groupe
de Galois de K par 1appo1t a k. On a vu que, pour démontrer le
theoreme A, il suffit de prouver que pour ‘toute opération ¢ de G il e*uste

un idéal a de L tel que ( {f).— o. Oril sufﬁt de le prouver dans le cas

ol l’ordre de o est la puissance d'un nombre prewmier : car, nous avons
vu que toute opération ¢ d’un groupe abélien se laisse décomposer en
produit ‘d’opérations o; dont les ordres sont des puissances de nombres

premiers Si (Kr) = g;, 0N a( K )~a Supposons donc ‘que
ai []a(

I’ordre de ¢ soit une pulssance de nombre premler, p%, et soit L' le
sous-corps de K appartenant au groupe engendre par . Done, K est
par rapport & k', un sur-corps relativement cyclique dont le degré est la
puissaiice d’un nombre premier. Or nous montrerons plus loin® que
dans ce cas, étant donné un idéal quelconque il y a un idéal premier,
ne le divisant pas, qui reste premier dans K. Soit q un tel idéal, que
nous supposerons premier au discriminant relatif de K par rapport a k.

Donc (;K/ ) engendre le groupe de K par rapport & &’ et par suite

¢ = ( K;/l"):‘. Done

7= (NK@ >)

en vertu de la troisiéme propriété du symbole (K ) donnée an paragra-
a ‘

phe précédent, ce qui démontre lo théoréme.

24) Voir p. 442,
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Conséquences.

4 r4 2 . ’ z
On remarquera qu’il résulte de la démonstration précédente que
pour chaque opération ¢ du groupe de Galois, il existe un idéal a
premier & un idéal donné m a l’avance quelconque et tel que (—!g—): a.
: : a

I1 suffit de choisir les idéaux a; premiers 4 'idéal donné. Il en résulte
que, m désignant un multiple quelconqﬁe du discriminant relatif de K,
A le groupe des idéaux de k premiers & m, H,, le groupe des idéaux de
IT premiers & m, le groupe A,/H, est isomorphe au groupe de Galois de
K par rapport a k.

Soient K, K’ deux sur-corps relativement abéliens de &, et H, H’
les groupes de Artin associés a ces deux corps. Supposons £ C I1’. Ilen
résulte [H, H']= H. Soit d le discriminant relatif de KK’. Les
groupes Ao/[H, H']o et As/Hs sont respectivement isomorphes aux
_groupes de Galois relatifs des corps KK’ et K. Il faut done que KK’
C K, c'est-a-dire que K’ (C K. Nous avons déa montré p. 426 que,
réciproquement, la condition K’ C K entraine 17" D H. Donc:

K et K' étant deux sur-corps relativement abéliens de k, Il et I’ les
groupes de Artin associés dans k & ces corps, les conditions HC H' et K'C K
sont équivalentes.

Nous dirons que plusieurs sur-corps de k, Kj, K,,--., K, sont élrangers
les uns aux autres par rapport a k quand le degré relatif de leur corps
composé est égal au produit des degrés relatifs des composants. Sir=2,
et si 'un des corps est galoisien par rapport a k, la condition est
équivalente a la condition [K;, K] = k.

Les K; étant des corps étrangers par rapport & k (i = 1, 2,..., 7), et
relativeent abéliens, soit I; le groupe de Artin associé 4 K. L’indice
dans le groupe des idéaux de k premiers au discriminant relatif de
K K....K, de [H,, H-.., H,] est égal au produit des indices des
groupes F; des idéaux des H; premiers & ce discriminant relatif. Il en
résulte que si on prend pour chaque 4 une classe £ (mod. ), la partie
commune & toutes ces classes est un ensemble qui n’est pas vide, et qui
contient méme des idéaux premiers 4 un idéal donné quelconque.
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Chapitre VIIL
Les._ corps circulaires.

Dans ce chapitre, k désignera cncore un corps de nombres algébri-
ques fini quelconque. o ' ' ’

On appelle corps circulaire par rapport 4 k un sur-corps k(2) de &
engendré par adjonction d’une racine de 'unité.

Soit R le corps des nombres rationnels, et supposons que £ soit une
racine m-éme. de l'unité. Le groupe de Galois'de k(¢) par rapport & k
est un sous-groupe du groupe de Galois de R(Z) par rapport & B. Donec:

k(Z) est un sur-corps relativement abélien de’k; son deqré ‘relatz'f divise
o(m)®; st m = g" est une puissance d'un nombre premier g == 2, ce corps est
relativement cyclique por rapport & k. ‘

Constitution du groupe de Artin.

k() étant un sur-corps circulaire de k engendré par.adjonction
d’ane racine primitive m-éme, de 'unité, le discriminant relatif de 2(¢)
ne contient que des facteurs.premiers de m. _ En effet, il en ést ainsi du
diseriminant de ’équation o™ — 1 = 0.

'Nous allons chercher quels sont les idéaux premiers & m qui
appartlennent au groupe de Artin. A cet effet, considérons d’d.bmd un

:idéal premier p de k ne divisant pas m.. Soif (_]‘_;l> =o¢. Ona

coL=LF® . (mod¥p).
Mais ¢7, comme conjugué de £, est.une puissance £ de £. D'ou
A=~z =0  (mod*p).

¢ étant une unité, est premier & p. Donc le second facteur est divisible
m~1
par p. Or, si ce facteur est == 0, il divise II (1—¢%), produit_qui est égal

o

i < ud 11 ) m, done non divisible par p. Donc le second facteur est
r— x=0

nul, et on a

— PN
ol =

25) Rappelons que ¢(m) est la fonction d’Euler donnant le nombre des entiers
positifs < m et premiers 3 m. Que le degré de R( %) par rapport A R divise <p(m) est facile
A voir, car tout conjugué de % est de la forme %%, (a, m)=
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Cette équation détermine d’ailleurs ¢. Il en résulte, pour un idéal a
entier premier & m, que
K
(F-eo
a

L’idéal n’appartiendra au groupe de Artin que si {¥® = ¢, ce qui exige
que '
(1) Na)=1  (mod. m).

Si a n’est pas entier, soit a = a’a”7?, a’, a” entiers et premiers & m. La
condition nécessaire et suffisante pour que a appartienne au groupe de

Artin est que (ﬁ,) = (!%), d’ott N(a") = Ma") (mod. m), et Ma) =1 -
’ a a

(mod.m).
Donc les idéaux premiers & m du groupe de Artin sont ceux qui
satisfont a la condition (1).

Corps absolument circulaires.

R désignant le corps des nombres rationnels, soit ¢ une racine
primitive m-8me. de l'unité. Les idéaux premiers & m contenus dans
le groupe de Artin associés 4 R(Z) dans R sont les idéaux (a) tels que
la| =1 (mod. m)®, ce qui permet de retrouver immédiatement la loi
de décomposition des nombres premiers dans R(7). Ce groupe de
Artin est d’indice ¢(m) dans le groupe des idéaux de R premiers i m.
Donce R(¢) est de degré au moins égal 4 ¢(m). D’autre part un automor-
phisme ¢ de ce corps change ¢ en {* avec (¢, m) = 1. Donc le nombre
de ces automorphismes est au plus ¢(m), ce qui montre que R(Z) est de
degré ¢(m) (ce qui fournit une démonstration de irréductibilité des
équations de division du cercle). Soit @,(z) = 0 I'’équation irréductible
a laquelle satisfait .. On a

O (x)=I(z=2%, (@m=1 1<a<m.
Comme 2"— 1 = IT1(z—¢%), 0<a<m, ona
1) am—1 = I1 @),
a

d parcourant les diviseurs de m. D’ailleurs cette formule détermine de
proche en proche tous les @4(z) d’une maniére univoque.

26) Soit p I'idéal premier infini de B. Le groupe de Artin associéd R(%) dans R
donne un exemple de groupe de congruence définissable modulo mp.., mais en général
pas modulo m.
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Introduisons la fonction p(x) de Mébius: z étant un entier, on a
(z) = 0 si x est divisible par le carré d’un nombre premier, p(z) = (=1
si # est produit de 2 nombres premiers distincts, #(1) = 1. Montrons
que

Do) = {'7 (z*—=1)" (%), d: diviseur de m.

Il suffit de montrer que ce polynome satisfait 4 1’équation (1). Pour
cela formons

u(L . .
1 (z%-1) G ), d diviseur de m, d’ diviseur de d.

a d

Chaque facteur ¥ — 1 intervient avec I'exposant 3' ¢ ( Z), d parcourant
- :

’

les multiples de d’ qui sont diviseurs de m; cet exposant est égal a

. .. m L. .
3 p(z), © parcourant les diviseurs de 7 On vérifie tout de suite que
z

cette somme vaut 0 sauf si gf« = 1, auquel cas elle vaut 1. Donc le

facteur z™—1 reste seul. En particulier si q est un nombre premier,
D p®) = 14207 42707 4 L g gla DT

Considérons dans ce cas le nombre 1—¢.  Soit ¢ un automorphisme du
groupe de Galois changeant £ en ¢%, et s0it @ un entier tel que ea’ =
(mod. ¢*). Les nombres »']:1:,:: et leﬁ; = i_:((g%“_ sont des enticrs,
donc des unités. Donc (1——;;) représegte un idég.l invariant par les
opérations ¢. D’autre part N(1—7) = @g(1) = ¢, donc l'idéal (1—¢) ==
est premier du premier degré et on a (g) = q¥(¢").

Remarquons entin que le groupe de Galois de R(¢), ol ¢ est une
racine primitive m-éme. de l'unité, est isomorphe au groupe A/H, A
désignant le groupe des nombres rationnels positifs premiers 4 m, H le
sous-groupe de A formé des nombres = 1 (mod. m). Si m est de la
forme ¢*, ¢ premier, ce groupe est cyclique, sauf si ¢ = 2, a > 2, auquel
cas il est produit direct d’'un groupe d’ordre 2 et d’un groupe cyclique
d’ordre 2*-%

Application. Loi quadratique de réciprocité.

Considérons un nombre premier p positif et =1 (mod. 4). Le
corps R(V p) est contenu dans le corps des racines p-¢mes. de 'unité.
En effet, le corps des racines p-8mes. de I'unité, qui est cyclique de degré
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p—1 contient un sous-corps quadratique, dont le discriminant ne peut
étre” divisible que par p, done qui est R(y/p). Soit ¢ un nombré
premier quelconque == p; pour que g se décompose totalement dans

R(v/p), il faut et suffit que le corps de décomposition de ¢ dans le

cor‘ps Z des racines p-8mes. de I'unité contienne R(v/p ), donc que <£)
q

soit dans le sous-groupe du groupe de Galois de Z auquel appartient
R(vp). Ce sous-groupe est le groupe formé des carrés des opérations
du groupe. Les nombres ¢ répondant a la question sont donc ceux tels

que
<__Z-) =g (-—~> = o
q ’ %) )

q = &’ (mod. p). -

done

Mais l'étude élémentaire de la théorie du corps quadratique montre
aussi-que la condition nécessaire et suffisante cherchée est que la
congruence p = 2 (mod. ¢) soit résoluble. Ces deux conditions sont
donc équivalentes, et par suite :

p et ¢ étant deux nombres premiers positifs dont l'un est =1
(mod. 4), si p est reste quadratique de q, ¢ est reste quadratique de p.

Nous avons obtenu la loi de réciprocité en comparant la loi de
décomposition fournie par la théorie du corps de classes avec la loi-de
décomposition qu’on obtient de maniére élémentaire. Cette méthode
est générale et conduit dans les cas plus généraux aus lois de réciprocité
généralisées. '

Un théoréme d’existence.

Nous aurons besoin du théordme d’arithmétique élémeéntaire
suivant: S S

Soient I n dent nombies positifs, p > 1, n> 2. Il esiste un nombre
premier q divisant P —1, mais non p“—1 pour 0’ < n, sauf si p =2,
n = 6. '

Remarquons d’adord que si ¢ divise p*—1 et p*’—1 il divise aussi
(pr—1)—p " (p¥—1) = p*~% —1: Donc, par application de l'algorithme
d’Euclide, il divise p?’—1, ot d = (n,n"). Il nous suffira” donc de
prouver qu’il y a un.nombre premier q tcl que ¢ divise p"—1 mais

'27) On trouvera une autre démonstration de c¢ théortme dans: Birkhoff et
Vandiver, On the integral divisors of a®-b"” Annals of Mathematics, 1902-3.
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aucun des nombres p®—1, d étant un diviseur de n différent de n. - Soit
Z une racine primitive n-idme de I'unité. FEecrivons

p"=1=(p=1 (-0 (-0 (p-"".

Si nous pouvons prouver qu’il existe un idéal premier q divisant p—¢,
mais ne divisant aucun des nombres p—Z® ol (¢, n) > 1, nous aurons
démontré le lemme, car le nombre premier ¢ divisible par q répondra a
la question. Or, soit q un idéal premier divisant p—2 et p—g=.

Eerivons : 4
). p=C=(p—=¢") = tle*'~1),
q doit done diviser ¢!'—1. Ce n’est possible que si _A_ﬂﬂ est

‘ . -1, n)
puissance d’un nombre 'pr'emier ‘En effet, si u divise v, "‘——1 d1v1>e
¢"—1. Donc si ¢* est un diviseur de = o =1 divise " —1

(n,a—1)
qui divise £, Donc si ,~—~—1) a plusieurs facteurs premiers distincts,
- ' - n, @ —
(.“"-—-1 est une unité.

n ! 4 . .
Done (_-,,‘,‘]_ n’a qu’un facteur premier ¢ qm ne peut étre que le
n,a—1 ‘ .

nombre premier contenu dans q, et ¢ divise n: n=¢*n’, (n,q) = 1.

Soit K le corps R(Z), R &tant le corps des rationnels, et soit K’ le corps
R(’ 7). @ désignant le groupe de Galois de R(Z), K appartlent
au groupe des substitutions ¢ de (¥ telles que

=0 u=sl (mod. Jl:)_

q
Soit Gz le groupe de décomposition de ¢ dans K, et soit ¢ unc opérétion
de G changeant ¢ en % donc p—Z en p—¢* Il en résulte que p—2*
sera divisible par g, done que —"— ost une puissance de ¢. Done

(n, u— 1)

n . . . Lo o
“) . Gz est contenu. dans le

groupe de K par rappoit 4 K’ et ¢ se décompose dans K’ en idéaux
premiers du premier degré distinets.  D’autre part K est de degré ¢(g®)
par rapport & K’ (il résulte de K’ par adjonction des racines ¢*iémes.
de I'unité et n est premier & q) et ¢ doit étre divisible par q¢(¢*s, car K
contient le corps des racines g*-iémes de 'unité (voir p. 431). Par suite,
K étant le corps d’'inertie de ¢, on a (K: Ky) = ¢(¢%). Mais Kp D Kg
et K, contient K. Comme (K:K')=¢(¢®), on a K;=K;= K.
Donc q est un idéal du premier degré, et ¢ se décompose dans K en
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idéaux distincts du premier degré. Donc, en vertu de la loi de décom-
position dans K’, ¢ = 1 (mod. n”). Donc {¢*—1 est une racine ¢*iéme
de I'unité, et ¢9*—1 —1 est divisible par . In vertu de (1), p—29* est
aussi divisible par q. ,

Si g=#2 le groupe G est cyclique. Il comporte un sutomorphisme
o changeant £ en £ aveca = 1 (mod. j};.), mais =£ 1 <mod. n_l ); et

est donc une racine primitive ¢*iéme de Punité. Il en résulte que
(I—¢*1) nest divisible que par la premiére puissance de q et en vertu
de la formule (1) il en est de méme de p—¢. Si q¢ = 2, n est pair, K’
est le corps des racines n’-iémes de 1'unité, n’ étant impair, et 2 doit se
décomposer totalement: D’ou 2 = 1 (mod. '), ce qui est impossible
si n”#= 1. Donc n =2 et « = 1 puisque n > 2, et G, est identique
au groupe de K. Il comporte une opération o changeant ¢ en ¢™'. Or
£*—1 est divisible exactement par ¢, donc p—{Z n’est pas divisible par
une puissance de q supérieure a 2.

Enfin, si q’ est un facteur premier de ¢ diflérent de q, soit ¢"=07"q.
Donc o n’appartient pas & Gz Si of = ¢* ¢*'—1 n'est pas divisible
par q. Or sip—7 était divisible par ¢/, o(p—¢) = p—¢* serait divisible
par q, donc aussi ¢*'—1, ce qui n’est pas.

Donc: si p—¢ a avec un nombre p—¢° un facteur premier q
commun, p—¢ n'est dvisible par aucun des conjugués de q; la contribu-
tion de q & p—Z.est qsi g est impair, au plus q° si g = 2, le nombre ¢

est nécessairement le plus grand facteur premier de n ( comme il résulte
de ¢g=1 (mod ~) qui donne ¢ > " ); enfin I'idéal q est du premier
q° 7"

degré.

Si done p—7 n’avait que des facteurs premiers de cette espéce,
(p—2¢) devrait se réduire & un idéal premier g, ou, si n = 2% au carré
d’un idéal premier. Désignons par Flm) la norme de p—46, # étant une
racine primitive m-éme. de 'unité, la norme étant prise de R(6) & R.
Supposons d’abord que === g¢* Alors on devrait avoir F(n)=
Fn')=0 (mod. q), car q divise p—¢% Or F(n) se laisse calculer.
Si @,(z) = 0 est Véquation irréductible a laquelle satisfait ¢, on a

R) = 0u(p) et
D.(x) =11 (a;"—l)f‘(%), d: diviseur de n,
da

#(x) désignant la fonction de Mobius. D’ou

0u(p) = 1(p* —1F)
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n

Remplacons les facteurs p?—1 pour lesquels p (—d—) < 0 par p% les
facteurs p*—1 pour lesquels g (J‘—;—) >0 par p*'. Remarquant que
le degré de @,(z) est ¢(n), et que la somme des #<,§M) pour lesquels
Jz (%) > 0 est 27!, m désignant le nombre des facteurs premiers de

n, il vient

—om-1
Fln) > P?(n)
De méme
PN (CORS L
Fn)<p
D’ou
— 7} —3.9m-2
!(L)Z F(n) >p¢(n) o(n')—3-2
q Rn')

Or ¢(n)—¢(n) = ¢(n) (¢*(g—1)—1)et g(n) = [[¢*7'(t—1). Sit==2,
le facteur correspondant de ce produit est = 2. Comme n'a m—1
faecteurs premiers, on a ¢(n’) = 2% D’autre part si ¢ >3, ou si
g=3, a>1on a ¢ (g—1)=3, et par suite F(n) > q. Reste le cas
g =3, dot #' =2, n=6. Ona Fn)=p'—p+1, nombre qui est > 3
sip>2;sip=2 on trouve le cas d’exception annoncé. Si n = ¢
ona Mn)=pT (€7D 4 4 p® 7 41, nombre quiest >gq, si ¢ =2 et
>4, si =2, a>1 Notre proposition est donc complétement
démontrée.

Examinons encore le cas n=2: on a p'—1 = (p—1)(p+1).
Un facteur premier de p—1 ne divise p+1 que s'il est égal 4 2; la
proposition sera donc encore vraie dans ce cas sauf si p est de la forme
25—1.

En tous cas, nous pouvons dire que:

Etant donnés des entiers n, p quelconques, p > 1, il eriste une infinité
de nombres premiers q tels que le plus petit exposant f pour lequel p/ =1
(mod. q) soit divisible par n.

Soit k un corps de nombres algébriques fini quelconque, et soit a
un idéal entier de k. n étant un entier quelconque > 1, on peut trouver
une infinité de nombres premiers ¢ tels que le plus petit exposant
positif f pour lequel MaY = 1 (mod. g) soit divisible par n. Done:

Etant donné wn corps k et dans ce corps un idéal entier a, on peut
trouver une infinité de nombres premiers q tels que, H désignant le groupe de
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Artin associé dans k aw corps k({), ot £ est une racine primitive g-2me. de
Punité, a appartienne (mod. H) & une classe dont Uérdre est un multiple de n.

En particulier, si K* est un sur-corps donné fini de %, on peut
supposer que K’ et k() sont étrangers par rapport a k.

Les corps circulaires sont corps de classes.

Soit K un sur-corps relativement abélien de k. Soit A4 l¢ groupe
des idéaux de k premiers & un idéal m divisible par le discriminant
relatif de K, et soit H un sous-groupe d’indice fini jouissant, pour les
idéaux premiers 4 m, de la propriété 1) énoncée au théoréme A. Le
groupe A/H estun groupe abélien fini. Si z est un caractére de ce
groupe, nous désignerons par x(a) le caractére de la classe a laquelle
appartient a (mod. FI) et nous appellerons séries I associées & H les
séries '

— v Xa)
Ls, 1) =2 Ny

~

a-parcourant les idéaux entiers de k& premiers & m. Ces séries sont
convergentes pour s > 1, et on a la formule. analogue & la formule

d’Euler~
N T #(p)
M) =11 ( (Np))

ou p parcourt les idéaux premiers ne divisant pas m. D’ou .

log L(s, 1) = 2 By sz,((t;))

v=l

Nous allons former X' log L(s, %), la somme étant étendue aux divers

caractéres y. Des formules données pour les caractéres, il résulte
X y(a) =0, -s1 a n’est ‘pas dans H;
= .

Sya)=(d:H)=h, si a est.dans H. -
X

Done )
‘h

Io f[ L(s 5-' —

g 11 s, 7)- = Wi NGy
Mais, par hypothése, la condition p* C H est équivalente & la suivante :
v est multiple du degré relatif  f par rapport a k" des facteurs premiers 3
de p dans K. Soit v = pf. Ona NMp)y* = MP) et le nombre g des
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diviseurs premiers de p dans Kest ", sin = (K: k), Dong' L = &
f Yy Hnon
ot
. 13 1. S Ly
og IT (s 7) . /%;,u NRy n RCR \" DNRy/

ol ‘P parcourt les idéaux premiers de K premiers & m. Désignons par

éav(s) le produit /7 (1——1\7(%)—!) étendu aux idéaux’ premigrsbv en nombre

fini divisant m, et remarquons que la fonction £.(s) du sur-corps, égale
par définition a,
v 1
Ny’
, . . ‘ g7 \-1
ot Y parcourt les idéaux entiers de K, est égale a [1<1—N(l%¥§)3> ,le
produit étant étandu a tous les idéaux premiers de K. Il vient

0 L6 1) = (00

Supposons maintenant que H soit un groupe de congruence (mod.
m). Désignons par & les différentes classes de 4 (mod. H), et posons

1
Qx(s) = é’g N—(a—)’

On démontre®™ que les idéaux a se repartissent également dans toutes
Qx(s) (s> 1) sont toutes

les classes &, dans ce sens que les limites
’ 1
s_...
égales a4 une méme constante ¢, et que
¢ )
Q(s) = ?—1“*“];5(3,»

gg(s) restant bornée pour s = 1. Orona

Lis, ) = ¥ UR) Qus) = =5 T UR) + Us 1)

Us, ) restant bornée pour s = 1. Si done 7 est différent du caractére ¥,
toujours égal & 1, L (s, ) reste elle-méme bornée pour s = 1. Sij = J, .
cette fonction a un pole d’ordre 1. Donc le premier. membre de la -
formule (1) a un pole d’ordre 1 pour s = 1; Z.(s) ayant aussi un pole

b,

n

d’ordre 1 pour s = 1, il faut que

28) Voir Weber, Lehrbuch der Algebra, 2-me. édition, vol. IIL
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Or, considérons le cas ou K est corps circulaire par rapport a &,
engendré par adjonction d’une racine m-¢me de l'unité. Le groupe de
Artin H est un groupe de congruence définissable modulo m/Ip., les p..,
étant les idéaux premiers infinis de k. Soit m un module multiple du
précédent, et soit H* le groupe de Takagi associé a K (mod. m). La
norme a par rapport & k d’un idéal A de K premier 4 m est dans le
groupe H, et H contient le rayon (mod. m). Donc H* est contenu dans
H. Sip est un idéal premier premier & m et si p” est la plus petite
puissance de p contenue dans H, p” est norme d’un idéal premier de K
et p” est contenu dans H*. Comme H* C H, p’ est la plus petite
puissance de p contenue dans H*. Done H* satisfait 4 la condition
1) du Théoréme A. Comme c’est un groupe de congruence, son indice
I est égal & (K: k). Or H* est contenu dans le groupe des idéaux de H
premiers & m, qui est aussi d’indice (K : k). Donc:

m désignant un multiple quelconque de milp., le groupe de Takagi
associé (mod. m) aw corps circulaire k() dans k, ¢ étant une racine m-éme.
de Uunité, est compose des idéaux du groupe de Artin qui sont premiers & m.
Autrement dit: k(C) est corps de classes pour ce groupe.
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Chapitre VIII.
Démonstration du. théoréme B.

Le groupe de Takagi associé & un sur-corps relativement
cyclique™,

Soient £ un corps fini de nombres algébriques, K un suor-corps
relativement cyclique de k de degré relatif o, dont le groupe de Galois
est engendré par une opération ¢. On désignera par m un module
quelconque de k et par:

A le groupe des idéaux premiers a m de k,

A le groupe des idéaux premiers & m de K,

1, le groupe des idéaux principaux de K premiers a m,

H, le groupe des classes d’idéaux (mod. m) de % qui contiennent des
normes relatives d’idéaux principaux de K; on posera (4: Hy) = hy,

H le groupe de Takagi associé & K dans £,

H, le groupe des idéaux de K premiers & m dont la norme relative
par rapport & k appartient & H,; ce groupe s’appelle le genre principal
de K,

H; le groupe des idéaux de K premiers & m et équivalents & un
idéal de la forme A=, I premier & m,

Su le rayon de & (mod. m).

Nous allons maintenant calculer le nombre (4 : H;) = h.

Considérons le groupe A comme homomorphe au groupe I/Sy, la

correspondance étant définie en associant & tout idéal U de A la classe
(mod. m) qui contient N (2). En vertu du principe d’isomorphie, on a

- A: H) h
T8 ==
(4: H) = (H: ) (4:H) h
Or H, contient évidemment I7. Donc
(d: ) = (A 280,
- (HHY)

Désignons par C les classes (mod. 1) de K (c’est-d-dire les classes
ordinaires d’idéaux). Remarquant que chacune de ces classes contient
des idéaux premiers & nt, on a

(4: 7)) = (C:0),

29) Ce calcul est la généralisation directe au cas “ cyclique de degré quelconque”
du calcul correspondant de la théorie de Takagi.
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ou C'° désigne la classe qui contient les puissances 1—o des idéaux de
la classe C. Or la formule C > C'~° définit un homomorphisme du
groupe C sur le groupe C'~7 et, dans cet homomorphisme, les classes qui
donnent I’élément unité du groupe C'~° sont les classes ambiges. Done
(C: C*7)-est égal au nombre « des classes ambiges.

Reste a calculer #,. Pour cela désignons par » les nombres de &
qui sont congrus (mod. m) & la norme relative d’un nombre K premier a
m, par « les nombres de ¥ premiersa m. " On a

(4: Ih) = (A: (@) ((@): () = ho((@): ()
h, étant le nombre des classes de k. On a, en désignant par ¢ les
unités de k, qui sont des nombres a,

a): (v) = (a:ve) = (@:r) . (a:y) ]
(@) : () = (a: 2e) e S GineD

Soit, m = [T p,*, les p; étant des idéaux premiers finis ou infinis, avee
P A

a =1 si p, est infini. ‘Désignonis pour chaque i par :, les nombres
congrus (mod. p;*) a la norme relative d’'un nombre de K premier a. p;,
cette derniére condition tombant si p; est infini, par a; les nombres de
k premiers & p;.  Je dis que (« : v) est le produit des (a;:x,). Soit & une
classe du groupe « (mod. v). Les nombres de & sont tous dans la-mémae
classe £ (mod. y;). Associons a & 'élément K. &..-.. &, du produit direct
des a/y,.  Au produit de deux classes est évidemment associé le
produit des éléments correspondants du produit direct. A deux classes-
R différentes sont associés des éléments différents du produit direct. En
effet, il suffit de montrer que si un nombre «, donc premier a m,
appartient a tous les groupes i, il appartient au groupe ». Par
hy pothése,
a = N (4) (mod. p*), (4 p) =1
Or on peut trouver un nombre -4, tel que
4! = 4;(mod. p,*), A/ = 1 (mod. p,*) pour j == 1.

Onaa= Ng(4'A .. 4,) (mod. m) et le nombre 4,"4,’-.. 4, est premier
4 m. Enfin tout élément &K, .. K, du produit direct est ainsi obtenu.
En effet choisissons dans chaque.classe £ un nombre «;: on peut
trouver un nombre « tel que

a = a; (mod. p,*).
La classe & de « donne précisément §:8.... 8.

Done (i) = M1 (@ ).
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Tout revient donc 4 calculer les (a;::,). Supposons d’abord p; fini.
Soient P, un facteur premier de p, dans K, ky; et Ky, -respectivement les
corps des nombres pradiques et Pradiques de &, K. Choisissons:pour
chaque i le plus petit exposant b, tel que tout nombre = 1 (mod. pbi)
soit norme 1elat1ve par rapport & ky d’un nombre de I(&B (voir p. 423).
Par définition, bs bi st appelé b, conductour de K par rappmt ak, et
désigné par fy,.- Nous supposerons que m est divisible par les p,con-
ducteurs de tous les idéaux premiers finis de k ramifiés dans K.

Dans ces conditions, la condition nécessaire et suffisante pour que
a; s0it un nombre »; est que a; soit norme par rapport & kp ,d’un nombre
de Ky, (voir p. 420) qui sera nécessairement premier & 3, puisque «; est
premier & p; On en conclut (voir p. 423) '

(“i : 1‘)_ == €piy

ol ep; désigne I'exposant de ; par rapport.a k.

Si p; est infini, nous dirons que le p;-conducteur de K est p; si p; est
ramifié dans K, 1 dans le cas contraire. Nous supposerons encore m
divisible par les prconducteurs de tous les idéaux premiers & I'infinj
ramifiés. Ces idéaux sont en nombre g, (en reprenant les notations du
théoréme des unités), et pour chacun d’eux (a;: ) = 2. En effot, soit
k¥ le conjugué réel de k correspondant i p,, K le conjagué corres-
pondant de K, qui est imaginaire. La norme relative de tout nombre
de K par rapport & k™ est un nombre positif. ~Au contraire, si p; est
non-ramifié, c’est-d-dire si K® est réel, il y a des nombres négatifs de
k® qui sont normes relatives de nombres de: K® (en effet, il résulte du
lemme de la page 339 qu’il y a un nombre de K positif dont tous les
conjugués par rapport 4 k% distinets de lui-méme sont négatifs), et
(a;:v) = 1. Done

(a : )/) = 202 [Iepi.
Ceci posé, on a

- hl h()”ep‘ 2‘)2(.H—1 : .H; )
T A E) | aeilnel)

et en remplacant a par sa valeur (p. 406)
L-—n(['- 4«}1 L(()))(L{l I'Il):

d’oti résulte en particulier h = n.
De cette inégalité résulte le fait suivant que nous avons déja
emploxe
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Si n = (K:k) est la puissance {* d’un nombre premier [, il y a un
idéal premier de % premier & un idéal donné quelconque m qui reste
premier dans K.

En effet, supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Soit d le discriminant
relatif de K. Tout idéal premier p premier & mb aurait un corps de
décomposition == k. Mais tout corps compris entre K et k et *=k
contient le sous-corps K; de IC de degré ! par rapport 4 k. Done presque
tous les idéaux premiers de k se décomposeraient totalement dans K.
I1 en résulterait que tout idéal de % premier & md serait norme d’un
idéal de K, et que, par suite, pour tout module n multiple de mbd, le
groupe de Takagi associé dans k 4 K serait d’indice 1, ce qui est en
contradiction avec 'inégalité qu’on vient d’obtenir.

Démonstration du théoréme B. Cas cyclique.

Soient £ un corps fini de nombres algébriques, et soit K un suar-
corps relativement cyclique de degré n de k. Soient o ure opération
engendrant le groupe de Galois de K par rapport & k, 4 le groupe des
idéaux de k premiers au discriminant ralatif d de K, H le groupe de
Artin associé & K dans £, m un module quelconque dans £. ‘

Choisissons un sur-corps K’ relativement circulaire par rapport & &,
engendré par adjonction d’une racine g-éme. de 'unité, ¢ étant premier,
et étranger a K, dont le degré relatif soit multiple de n. Soit ¢’ une
opération engendrant le groupe relatif de K’ par rapporta k. Le groupe
relatif de KK’ est le produit direct des groupes de K, K’. Soit Kz le
sous-corps de KK~ appartenant au groupe (¢a’). Choisissons un idéal ¥
de K, premier & md(q) tel que

(55{:) = o0,
A

ce qui est possible en vertu du Théoréme A. Soit a = Ng (). Ona
(voir p. 427)
<KI(’) ’ (K) (K') .
ity = g0, — ) =g, e =0g.
a a a

Soit alors p* un idéal primaire (¢’est-d-dire puissance d’un idéal premier)
de k, premier & md. On peut, nous I'avons vu (voir p. 435), trouver un
corps circulaire K”' par rapport i k, engendré par une racine de Punité
d’ordre premier et premier & p, étranger & KK, tel que, ' désignant le
groupe de Artin associé 4 K" dans k, p* appartienne (mod. H”') & une
classe dont l'ordre est un multiple de n. Soit &” cette classe, et soit
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()= (5=

Le groupe de Galois de KK'K” est produit direct des groupes de
Galois de K, K', K”. Soit K le sous-corps de KK’'K" appartenant au
groupe (a°a’*a”’). Choisissons un idéal 9, de K, premier 4 md(q) tel que

<KI{,K”) C T ')
e | = TGO .

Dans KK'K"”, le corps K, appartient au groupe (¢, ¢”). Il est done
contenu dans I(p Soit ?B = NK]KZ(SB])’ b= NKZk(%)' On a

(KIS :Kl) = 0%¢"%a"”, ( KK,) = o%a’’.
B : B

KK
BA®
En-effet K;K’ appartient dans KK’ au groupe commun aux groupes
(ao’) €t (6). o’ étant d’ordre multiple de n et ¢ d’ordre =, ce groupe se
réduit & 'unité, et on a KK’ = KK’. L’idéal B7'U%, qui appartient au
groupe de Artin associé &8 KK’ dans K, et qui est premier & m appartient
‘done aussi au groupe de Takagi associé & KK’ dans K, (mod. m(q)), et
& fortiori (mod. m), et on a

23-13213 = (B)ZVKKI, KZ(@)’ B=1 (mOd. ln),

Done ) = 1. Mais KK’ est corps circulaire par rapport & K.

€ étant un idéal de KK’ premier & m. D’ot on déduit
be” = (B)NKK'; L(@)
= (B)Nmilc), B =1 (mod. m),

¢ étant un idéal de K premier a m.
- Soit K’ le sous-corps de KK” appartenant au groupe (¢®¢”). On a

(KKII

\ p* i

En effet, soit

): o%g”. Je dis que p* est norme relative d’un idéal de K,

<_I£I¥:) =, % = a“’a-",
p

et soit ¢ lordre de . Le corps Kz* contenu dans KK et appartenant
au groupe () est le corps de décomposition de p dans KK”. P est
norme par rapport & k d’un idéal premier P de ce corps. D’autre part
K, est sur-corps de K,* de degré relatif (¢, ¢). Donc P ¥ est norme
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par rapport a K,* d’un 'idéal premier P’ do K,. On a
p* = Ny (P@®). Soit Q = @9, Ona

(K5 = ot

D’autre part K, contient K. Soit ¥ = N xx (D) Ona

ct . K .
(o) =®

Mais KK’ est relativement circulaire par rapport a K’, car KK”
= K; K”. Dong, en raisonnant comme plus haut,

WO = (B)Wgg, (€ B =1 (mod m)y (€ m) =
et prenant la norme par rapport a £,
bp=* = (3)Ngi (), ; # = 1 (mod. m) (¢, m)= 1.
11 résulte des deux égalités trouvées que
a®p™® = (F")Ngi(€”), 3" =1 (mod. m) -

€ étant un idéal de K premiér ams

On a p* = a® (mod, H); la formule précédente montre que lon a
aussi p* = a® (mod. H*), ot H* est le groupe de Takagi associé (mod. m)
a K dans k. : '

Soit maintenant n un idéal quelconque de &k premier 4 mbd et soit
n = I[Ip* la décomposition de n en facteurs premiers. Chacun des p*
peut étre remplacé par un idéal a” sans changer la classe 4 laquelle
appartient n modulo [H, H*]. Donec il existe une puissance a* de a
telle que n soit congru & a* modulo [I7, fI*]. Or supposons n contenu
“dans H. Comme q, en vertu de la formule <f) = o, appartient

(mod. ) & une classe d’ordre n, X est nécessairement multiple de n;
dans ces conditions, a¥ est norme relative d’un idéal de K, et a*
appartient aussi & //*. Done: '

H* étant le groupe de Takagi associé (mod. i) & K, H* contient les
idéaux de F premiers & m.

Or prenons pour m le produit m, des p-conducteurs- de tous les
idéaux premiers, ‘finis ou infinis, -de k ramifiés dans K. Dans ces
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conditions tout idéal de H est premier & my, et on a va (p. 441) que
Vindice (4: H) est multiple de n. Mais H* contient H, donc (4: H¥)
divise (4: H) = n. Done I* = 1.

Si maintenant m est un multiple quelconque de my, le groupe de
Takagi H,* associé (mod, m) & K contient le groupe des idéaux de H
premiers & m, H,. Ce dernier étant encore d’indice » le raisonnement
se fait comme dans le cas précédent et on a H, = Hy*.

Le théoréme B est donc démontré pour les extensions cycliques.

Démonstration du théoréme B. Cas général.

Le théoréme B étant démontré pour les extensions cycliques,
supposons le démontré pour toutes les extensions abéliennes composées
de r corps cycliques au plus.

k étant un corps fini de nombres algébriques, un sur-corps relative-
ment abélien composé de » + 1 corps relativement cycliques se met sous
la forme KK, K étant composé de r corps relativement cycliques, et I
étant relativement cyclique. . Soient H, H, les groupes de Artin associés
4 K, K; dans k; il y a des modules my, my tels que H, H, soient respec-
tivement les groupes de Takagi associés & K, K; (mod. nt,) et (mod. my).
Soit ni le p.p.c.m. de m et de m;. m n’est composé que d’idéaux ramitiés

dans KK,. Soit Hj le groupe de Takagi associé (mod. m) & KK; dans .

Le groupe H; est évidemment contenu dans H, H;, donc leur partie
commune [H, H;] qui est le groupe de Artin associé & KK;.

D’autre part soit H’ le groupe des ideaux de K; premiers a it dont
la norme par rapport & k tombe dans Hy, et soient Az, As’ les groupes
des idéaux de k, K, premiers & m. En vertu du principe d’isomorphie®
on a, en désignant par H* le groupe des idéaux de H; premiers & m,
qui est le groupe de Takagi associé & K; (mmod. 1) dans £,

(45 H) = (H*: H;).

Or H’ contient le groupe de Takagi associé & KK, dans K, (mod. m),
donc aussi le groupe de Takagi associé a KK, dans K; (mod. n), n étant
un multiple de m.  Or ce groupe de Takagi, en choisissant convenable-
ment n, sera identique au groupe des idéaux premiers & n du groupe de
Artin associé & KK; dans K;. En effet, par hypothése, le théoréme B

30) La correspondance % > Nx,x(%) donne une homomorphie de 4 sur Hy, done
aussi sur HyfH.
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est déja démontré pour l'extension KKi/K;. Il en résulte que (A7 : H)
< (KK : K) et puisque ( Az : FL*) = (K1 k),

(Am: i) < (KK 2 k).
Or, Hj étant contenu dans [H, F4)
(Asi: H3) = (45 [H, 1E]) = (KK, : 1.

Dot [H, H] = H;. Si maintenant m est un muliiple quelconque de
m, le groupe de Takagi associé (mod. m) & KK, dans k, soit [¥, sera
contenu dans Fl;, done dans le groupe H, des idéaux de Hi premiers
a m. D’autre part exactement comme tout-d-I'heure pour m, on
démontre (A, : Hy*) < (KK : k). Comme (dy: [T,) = (KK : k), il vient

H, = H,*, ce qui achéve de démontrer le théoréme B.

Le genre principal. Le théoréme de Hasse.

- Soit & un corps fini de nombres algébriques et soit X un sur-corps
relativement cyclique de degré relatif ». Soit m, un module tel que le
groupe de Takagi associé & K dans k (mod. m,) soit d'indice n dans le
groupe des idéaux de k premiers a ntp. Revenons a la formule de la
p-441. Onah = n, ¢t on en déduit

1) ([e,v] : Neo(0)) = 1, ce qui signifie que toute unité de % qui est
reste normique de K (mod. ny,) est norme d’un nombhre de K,

2) H, = H, c’est-a-dire:

Le genre principal de K se compose des classes absolues de la forme C'~°.

Ce qui revient & dire ceci: si un idéal 2 de K premier & m, est tel
que Ng, () soit congru (mod. m,) & la norme par rapport & % d’un
idéal principal, cet idéal 2 est de la forme (4)B'~?, 4 étant un nombre .
de K, B un idéal de K. '

Ceci posé, soit un nombre a de k qui est reste normique de K
modulo tout module de k. Soit p un facteur premier de (), et soit P
un facteur premier de p dans K de degré rclatif f. En écrivant
a = Ng(4) (mod. p), on voit que («) et (Nxi(4)) doivent étre divisible
par la méme puissance de p, donec que p figure dans () avec un
exposant multiple de f. Douc (a) = Hpifi = [INg, (%) et («) est la
norme d’un idéal A de K. Dans la classe de 2 nous pouvons choisir un
idéal Y’ premier & n,. On a A = (4)Y, et

k
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a . .
Or N (49 est reste normique (mod. m,), done A" appartient au genre
Kk )
principal, et par suite A’ = (4B, d’ou

(@) = (Nxe (4747, o = Ny (A A7), .

Or ¢ est encore reste normique (mod. m,), donc norme d’un nombre de
K. Doule : .
Théoréme de Hasse®. Un nombre de k qui, pour tout module m, est
“reste normique (mod. m) d’un sur-corps K relativement cyclzque est norme
'relat'we d’un nombre de K.
Ce théoréme n’est pas vrai pour les corps K non cycliques.

Applications.

Lemme. Soit & un corps fini de nombres algébriques. Si K est corps
de classes sur k pour un groupe H' (mod. m), H' estle groupe de Takags
associé (mod. m) & K dans k.

" Soit Hle groupe de Artin associé & K dans k. Le groupe H’ étant
égal & H, il résulte du théoréme B qu’il y a un module n multiple de m
tel que tout idéal premier & n de H’ soit congru (mod. n) 4 la norme
relative d’un idéal premier 4 n de K. Soit a unidéal de H': il y a un
idéal o’ = a (mod- m) qui est premier 4 n; ona a’ = Ng, (A) (mod. n),
done a = N, (A) (mod. m) et a appartient au groupe de Takagi associé
(mod. m) & K. Réciproquement, soit a un idéal de ce groupe de Takagi,
donc a = Ng, () (mod. m), ot A est premier & m. Il existe un idéal A’
premier & n et qui est congru (mod. m) & . Donc a = N (A)
(mod. m). Le second membre est dans H et premier 4 n, donc dans H'.
H’ étant définissable (mod. m), a est aussi dans H".

Ceci posé, nous pouvons démontrer un théoréme qui nous servira a
simplifier la démonstration du théoréme d’existence™ :

Si K est corps de classes sur k pour le groupe H, et st H’ est un groupe
contenant I, K contient un corps de classes K’ pour H’.

En effet on peut supposer que les groupes H, H’ sont des groupes
de congruence (mod. m), m étant un module qui est divisible par.-tous

31) Voir Hasse, Beweis eines Satzes und Widerlegung einer Vermutung tber das
Ygemeine Normenrestsymbol, Gott. Nachr., 1931. Le théoreme y est démontré par
induction a partir du cas n premier.
32) Ces théorémes peuvent &tre démontrés a priori, en donnant du corps de classes
la définition de Takagi, d’'une maniére analytique. C'est la voie qui fut suivie par M.
Artin dans son cours au semestre d’hiver 3 Hambourg
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les idéaux premiers de k ramifiés dans K. "Quand a parcourt les idéaux

de H’, <‘I~{—) parcourt les opérations d’un sous-groupe g du groupe de
Galois de g{par rapport 4 k. Soit K’ le corps appartenant'a g. Done,
si a est dans H, <K') = 1, et réciproquement, si a est premier A m et
si (—{?) =1, aestdans H'. Donc H’ est égal au groupe de Artin

associé & K" dans k. De méme :

S K est corps de classes sur k pour le groupe H, et si k est un sur-corps
fini de k, Kk est corps de classes sur k pour le groupe H des idéaus de k dont
la norme par rapport a k est dans H.

Supposous H groupe de congruence (mod. m). Alors 7 est aussi
égal a un groupe de congrueuce (mod. m). On peut supposer que m

contient tous les idéaux de % ramifiés dans Kk. Alors I est égal au
groupe des idéaux premiers & m du groupe de Artin associé a Kk dans 7,
ce qui démontre notre proposition.

Il en résulte immédiatement le théoréme d’unicité: il y « un corps
de classes au plus powr un groupe donné, & une égalité prés. '
.~ En effet, 8’il y en avait deux, soient K, &, en vertu de la proposi-
tion précédente, Kk serait corps de classes sur & pour un groupe qui
contiendrait tous les idéaux de k premiers A un certain module; ce
groupe serait d’indice 1, et on aurait (Kk:%) =1, KC k. On démon-
trerait de méme que k C K, ce qui conduit & une contradiction.

Démonsfration du théoréme de Kronecker.

Le théoréme B permet de démontrer facilement le théoréme de
Kronecker qui s’énonce ainsi :

Un corps absolument abélien est contenw, dans un corps circulaire.

En effet, un corps K absolument abélien est corps de classes sur le
corps R des rationnels pour un groupe de congruence, donc détinissable
(mod. mp), m étant un entier positif et p I'idéal premier a I'infini de R.
Ce groupe contient done lé groupe H des nombres = 1 (mod. mp), qui est
le groupe pour lequel le corps K’ des racines m-iémes de l'unité est
corps de classes. Donc K est contenu dans K.
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Chapitre IX.
La théorie du corps de classes local.

Désignons par k un corps local, par p I'idéal premier de £, par 4 le
groupe des nombres == 0 de £.

Rappelons qu'a tout sur-corps K de & nous avons associé le groupe
H des nombres de k£ qui sont normes par rapport & & de nombres de K.

Nous dirons que K est corps de classes par rapport & k pour le groupe
H quand lindice (4: ) de H est égal & (IK: F).

Nous avons montré que tout corps K relativement cyclique par
rapport & k est corps de classes. Nous allons encore montrer que tout
corps relativement abélien est corps de classes.

Un théoréme général sur les normes.

Nous aurons besoin du théoréme général suivant :

Soient k wn corps parfait, K et K’ deux sur-corps relativement cycliques
de b de mene degré, dont les groupes sont engendrés par des opérations a, o’.
Soit K” un sous-corps de KK', cyclique par rapport & k et tel que [K”, K]
=ke [K',K'|="Fk Un nombre a qui est norme par vapport & k d’un
nomlre de K et d’'un nombre de K’ est aussi norme par rapport &k d'un
nombre de K. :

En effet, le groupe de Galois de KK’ par rapport & k est le produit
divect des groupes de Galois de K, K'. Les opérations o, ¢’ peuvent étre
choisies de maniére 4 ce que l'opération o¢’ laisse les nombres de K”
invariants (en effet, si K" appartient au groupe (¢%¢’®), les conditions
[K”, K]=[K", K')= k entrainent que « et 3 sont premiers a n, et
donc que ¢%, o’ sont des opérations engendrant les groupes de K, K').
11 saffit alors de démontrer le théoréme dans le cas o K" est précisé-
ment le corps appartenant au groupe (s0’). Soit (K:k) = (K': k) = n.
On a par hypothése

@=T.6I . ™[ =d.54d. ... s,

I” étant un nombre de K, donc tel que ¢'I" = I, et 4 un nombre de K’,
done tel que od = 4. On a done

I[d= . ad'(Ld7Y). ... (e’ (IS = 1.

Done Ngrr, x(I" J”i) =1, et en vertu du théoréme de Hilbert il existe
un nombre = de KK’ tel que
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g =g,

Posons & = I'S°' et formons ¢ ~'¢7%. Remarquons que Z'°" =
F1-o+et-9D de sorte que
§ = E°0=7Y.,

Dol 07 = F170Y = F'or-D g = [EIE-D
et . o678 =I5 = ¢,
Done § est dans K”, et on a

b

Ng' i§) =§.08. ...0" K =T.al. ... o = a
ce qui démontre le théoréme.

Les sur-corps non ramifiés.

Tout sur-corps relativement galoisien d'un corps local k qui west
pas ramifié est cycligue. Soit en effet K un tel sur-corps, et soit P
I'idéal premier de K. Le groupe de décomposition de P est (comme
toujours, quand il s’agit de corps locaux) égal au groupe de Galois de K
par rapport 4 k. Le groupe d’inertie se rédnit a I'unité puisque K n’est
pas ramifié. Le groupe quotient du groupe de décomposition par le
groupe d’inertie étant cyclique, la proposition est démontrée. '

Il résulte de 1a que pour chaque degré n il y a au plus un sur-corps
galoisien de degré relatif » non-ramifié: car s’il y en avait deux, leur
corps composé ne serait pas non plus ramifié, et ne serait pas cyclique.™

Montrons maintenant que pour chaque degré =, il existe un sur-
corps de degré relatif n non-ramitié. Soit p le nombre premier rationnel
contenu dans p, et soit f le degré de 1'idéal p. Soit ) une racine
primitive (p”™ — 1)-iéme de 'unité. Remarquons qu’un nombre 3* — 1,
§'il est différent de 0, est premier & p car le produit de ces nombres est
p™ — 1 qui est premier & p. Considérons le corps k(x) et soit P. I'idéal
premier de ce corps. Deux nombres de la forme y° 7" ne sont congrus
(mod. PB) que s’ils sont égaux, car y* — 7* = (1 — 2*=°). D’ailleurs,
ces nombres x* forment un groupe multiplicatif d’ordre p”™ — 1, ce
qui n’est possible que si le degré F de P est multiple de fn.
Le corps d’inertie de P dans k(x) est un sur-corps relativement

33) 8i K. K’ sont deux sur-corps relativement galoisiens de £, le groupe relatif de
Galois de KK’ est sous-groupe du produit direct des groupes de Galois de K, K'. Un
élément oo’ n’appartient au groupe d’inertie de p dans KK’ que si o appartient an
groupe d’inertie de p dans K et ¢’ au groupe d’inertie de p dans K*  Si ces deux groupes
se réduisent & 1, il en est de méme du groupe d’inertie de » dans XK',
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cyclique de k de degré relatif }z. I contient donc¢ un sur-corps re-

lativement cyclique non ramifié de & de degré relatif 2. (On montre
d’ailleurs que ce corps est k(y) lui-méme.) On remarquera que tout sur-
corps relativement galoisien de k de degré relatif n étranger au corps
que lon vient de construire est complétement ramifié, et réciproque-
ment tout sur-corps complétement ramifié est étranger au corps que 'on
vient de construire.

Corps galoisiens.

Soit K un corps relativement galoisien par rapport & un corps local
k. On démontre au moyen de la théorie de Galois relative a un idéal
premier que K est toujours métacyclique par rapport a k. Soit H le
groupe associé dans K a k. Nous voulons démontrer I'inégalité

(K:k)=(4: H).

Nous opérerons par récarrence sur (K:k). Sice degré est premier, K
est relativement cyclique, et I'inégalité (qui est une égalité, puisque
K est alors corps de classes sar k) (voir p. 423) est vraie. Supposons la
donc démontrée pour toutes les valeurs du degré relatif plus petites que
n, et soit K un sur-corps de degré relatif n. Sin n’est pas premier, K,
&ant métacyclique, posséde au moins un sous-corps K contenant k,
différent de k et de K, et relativement métacyclique par rapport a k.
Soient H; le groupe associé & K dans k, 4 le groupe des nombres == 0
de K, H le groupe associé & K dans K, H* le groupe des nombres de K
dont la norme par rapport & k£ tombe dans . On a

(4:H)=(4: H)(H,: H).

L’homomorphisme a-> Ng(a) appliqué au groupe A donne (principe
d’isomorphie)

(A: H%) = (IL: Hy™..

34) D’une manilre générale soient & un corps local, £ un sur-corps de degré fini de
k, 4, 4 les groupes des nombres + 0 de %, k; H un sous-groupe de 4 d'indice fini, % le
groupe associé & k dans %, H le groupe des nombres de £ dont la norme par rapport & k
est dans H. « étant un nombre de k, la correspondance & > Nix() donne une homo-
morphie de 4 sur %, donc aussi sur A/[k, H]. Le groupe des éléments de 4 dont le
correspondaunt est dans [k, H] est H et on a, en vertu de principe d’isomorphie,

A[H=hh, H),  (d:[k, H]) = (d:2) (4:0).

Ce raisonnement sera plusieurs fois utilisé dans la suite.
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Or il est évident que I7* contient 7. Done, (4: %)< (A: H). Orle
théoréme est démontré par hypothdse pour extension K/K et pour K7k.
Done '

(4: H) < (K:k), (4: A< (K: R).
D’out la déemonstration de la formule annoncée™.
De plus, si (K: %) = (4: H), on a nécessairement

(4: H)=(K:k), (Ad:H")=(4:H)=(K:K).
On en déduit en particulier:
8i K est galoisien et corps de classes par rapport & k et si K est wn sous-
corps de K galoisien par rapport & k, K est corps de classes sur K pour le

groupe des nombres de K dont la norme par rapport & k tombe dans le
groupe H associé & K dans k. '

Cela va nous permettre de généraliser le théoréme de la page 449.
Soient K, K’ deux sur-corps relativement cycliques de degré n de k, et
soit K/ un sur-corps relativement cyclique de degré n de k contenu dans
KK’. Soit [K, K'] = K,. Soient H, H’ les groupes associés dans k a
K, K'. Solent H,, Hy respectivement les groupes de nombres de K; dont
les normes par rapport & k tombent dans H, I/I'. Alors les. groupes
associés & K, K’ dans K; sont H;, HY. Siea appartienta [H, H'], il est
norme par rapport & k d’un nombre 4 de K; qui est dans [ I, /4,].

On est donc ramené au cas o [K, K'] =%k Décomposons n en
facteurs premiers: soit n = [Ip™. Le corps K est composé de corps K;
relativement cycliques par rapport a k, K; étant de degré relatif p,'. De
méme pour K’ et pour K”. Le corps K est un sous-corps de IGKY. -
Un nombre « qui est norme d’un nombre de K et d’'un nombre de K,
est norme d’un nombre de K; et d’un nombre de K. On ne peut avoir en
méme temps [K”, K] ==k et [K/, K] = k, car sinon ces deux corps
contiendrajent 'unique sous-corps de degré relatif p; de K, ce qui est
impossible en vertu de [K;, K/] =k. o; et o/ étant des opérations
engendrant les groupes de K;, K, par rapport a k, le corps K" appar-
tenant au groupe (a.0/) est étranger i K; et & K¢ par rapport & k. Si
[K, K] = [K/, K/'} =k, « est norme relative d’'un nombre de K/ en
vertu du théoréme de la p. 449. Si par exemple [K;, K{'] ==k, on voit
en raisonant comme plus haut que [K/, K] =%k En vertu da

théoréme de la p. 449, « est norme relative d’un nombre de K,/”. En

33) 1l en résulte que si on peut démontrer que H est contenu dans unso us-group2
de 4 d’indice = (K:k), K sera corps de classes.
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appliquant le méme théoréme a K" et & K/, on voit que a est norme
relative d’un nombre de K. Il appartient donc au groupe H;’ associé
4 K dansk. Or le groupe associé & K’ est contenu dans tous les
‘groupes II, donc dans leur partie commune. De (4: ") = p/ on
déduit que cette partie commune est d’indice n dans 4. Le groupe
associé & K/ étant aussi d’indice n est identique a cette partie commune,
et contient par suite . Donc:

k étant un corps local, K, K' deux sur-corps relativement cycliques de
méme degré relotif de k, un nombre a de L qui est norme por rapport & k
dun nombre de K et d'un nombre de K' est aussi norme par rapport ¢ k
d’un nombre d’un sous-corps K" de KK’ cyclique par rapport a k.

Le théoréme d’unicité pour les corps cycliques.

Soit & un corps local, et soit K un sur-corps relativement cyclique
de degré n de I, complétement ramifié. Soit K7 le sur-corps non ramifié
de k de degré n. On a donc [K, K’] = k. Le groupe de Galois de KK
par rapport & k est le produit direct des groupes de Galois de K, K.
Prenons des opérations ¢, o/ de ce groupe oi ¢ laisse invariants les
éléments de K’ et produit un automorphisme primitif de K, et de méme
pour ¢ en intervertissant K, K’. Soit K le sous-corps de KK’ apparte-
nant au groupe (oo’). K est étranger 4 K’ ét par suite complétement
ramifié (voir p. 450). Prenons un nombre /7 de K" d’ordre 1 pour I'idéal
premier de ce corps et posons : @ = Ngn(/l); w est.d’ordre 1 pour I'idéal
premier p de k. Supposons que w? soit norme par rapport & £ d’un
nombre de K. 1l est aussi égal & Ng.(f7*). Done, d’aprés le théoréme
ci-dessus, il est nmorme d’un nombre de K’. K’ étant non ramifié
de degré relatif n, cela n’est possible que si v = 0 (mod. n). Done la plus
petite puissance de o contenue dans le groupe associé a K dans k est
w". Ce groupe étant d’indice n dans 4, 4/H est cyclique. Donc:

Lemme. k étant un corps local, A le groupe des nombres différents de
0 de k, K un sur-corps relativement cyclique completement ramifié de k, I le
groupe associé & K dans k, A/IT est cyclique.

On peut maintenant démontrer le

Théoréme d’unicité: k étant un corps local, K et K’ deux sur-corps
relativement cycliques de Lk distinets, les groupes IT, H' qui leur sont associés
dans k sont distincts.

En effet soit £* = [K, K'], et supposons H = H’, Chacun des
corps K, K’ est corps de classes sur ¥ pour le groupe des nombres de k*
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dont les normes par rapport & k¥ tombent dans H. On se raméne done
tout de suite au cas ot [KA;, K’] =k (en remplacant k* par k).

Soit f le plus petit exposant différent de 0 tel que H contienne un
nombre d’ordre fen p, p désignant 1'idéal premier de k. Il résulte de
I’étude faite du corps relativement cyclique que dans chacun des corps
K, K’ I'idéal premier a le degré relatif f par rapport a k. Mais cela
exige f = 1, car sinon, K et K’ contiendraient le sur-corps non ramifié
cyclique de -k de degré relatif f. Donc chacun-des corps K et K’ est
complétement ramifié, et par suite 4/H est cyclique. De plus, il y a un
nombre w d’ordre-1 pour p qui est dans H, donc norme par rapport & %
d’un nombre de K et d’un nombre dv K. Donc¢ KK’ ne contient aucun
sur-corps non ramifié de L différent de k, car o devrait étre norme d’un
nombre d’un tel sur-corps.

Soit alors (K: k) = (K’ : k) = n et considérons le sur-corps. X'’ non
ramifié de £ de degré relatif n. Le groupe de Galois de KK'K" par
rapport & k est produit direct des groupes de Galois de K, K’, K" par
rapport & k. Nous y choisirons trois opérations e, ¢’, ¢, ¢ laissant
invariants les nombres de K’K"’ et produisant un automorphisme primi-
tif de K, et de méme pour ¢’ et ¢’/ en permutant circulairement les trois
corps K, K’, K. Considérons le sous-corps K> de KK’K' appartenant
au groupe (ss”). Le corps [K:, K] appartient au groupe (as”, g, o’) et
par suite est égal 4 k. Donc K; est complétement ramifié. Choisissons
un nombre /7 d’ordre 1 pour I'idéal premier de K, et soit w = Nx,i([]).
Exactement comme dans le raisonnement de la page 453, on voit que la
plus petite puissance de @ qui soit norme par rapport & k d’un .nombre
de K est w" (car w est norme relative d’un nombre de [K, KK"]):
D’autre part K. contient K, donc o est norme par rapport 4 £ d’un
nombre de K7, et w est dans H’; d’ou la contradiction.

Condition pour qu’un sur-corps soit abélien.

Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant, k£ étant un
corps local :

Théoréme. Soit © un automorphisme de k, et soit k* le corps des
nombres de k invariants par . Soit K wn sur-corps relativement abélien de
k, corps de classes pour un groupe H contenant les nombres o' ™", e parcourant
les nombres == 0 dek. Alors K est relativement abélien et corps de clasees
par rapport & k*.

En effet, soit f le degré par rapport a k* de.l’idéal premier de K.
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Soit % le sur-corps non ramifié de degré f de k*. Considérons K comme
un sur-corps du corps kk = k.

Remarquons qu'il suffit évidemment de démontrer que K est
relativement abélien quand K est cyclique par rapport a k, car tout
corps abélien est composé de corps cycliques. Nous supposons donc K
cyclique par rapport 4 k. 'K désignant un conjugué de K par rapport
a k¥, 'K sera corps de classes sur k pour le groupe *H déduit de I1 par
Yapplication de 'automorphisme z*de k. Or o*H = H, donc, en vertu
du théoréme d’unicité, 'K = K: K est galoisien par rapport a k¥, et
méme métacyclique. Soit H* le groupe associé & K dans k¥, et soit 4*
le groupe des nombres = 0 de k*. Soit « un nombre de k tel que

i+ (a) soit dans H*. Donc Ny+(«) = Ny+(4), 4 étant un nombre de K.
Done

o = ka(A)ﬁ,

ot Ny*(8) =1, dolt g =7"""; donc B est dans H, et par suite aussi a.
Donc H est le groupe des nombres de k dont la norme par rapport & k*
est dans H*. Donc (principe d’isomorphie), h étant le groupe associé a
k dans I* (qui contient I7%), on a

(A: H) = (h: [h, H*]) = (h: H*)

et en tenant compte de ce que k est par rapport a k* cyclique, et par
suite aussi corps de classes,

(4% H*) = (A* :b) (h: H*) = (k: k*) (K: k) = (K: £¥),

ee qui démontre que K est corps de classes par rapport & k*.

Done K est corps de classes par rapport 4 k;, pour le groupe H; des
nombres de I, dont la norme par rapport a k* est dans H* (voir p. 452).
Drailleurs K est cyclique par rapport 4 k. Enfin il y a un automor-
phisme de &, par rapport & £* prolongeant z. Nous le désignerons encore
par 7. K est complétement ramifié par rapport a %, donc aussi par
rapport 4 £

Soit (K: k) = n et soit K’ le sur-corps non-ramifié¢ de k; de'degré
relatif n. Reprenons les notations et les résultats de la démonstration
du lemme de la p. 453 ; k; jouant le role que jouait 2. "Remarquons que

w=LR2.69 ....0"0,

2 é&tant un nombre tel que 00’2 = . Or KK’ étant galoisien par
rapport & k¥, © peut étre considéré comme un automorphisme de KK’
par rapport a k*. N’ étant évidemment abélien par rapport a k* (il
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résulte de la composition de %k et d’un corps non ramifié par rapport &
k*) z est permutable avec ¢/. K étant galoisien par rapport a k*, on a
tor ' =¢6%(a,n) =1. Or

wT=1t9.0679.... 6" cQ

et too’'t™' -t = v2; donc w" est norme d’un nombre du sous-corps K;
de KK’ appartenant au groupe (ras’t™’) = (6%’). Or '™ appartient
aux groupes associés 4 K et & K’ dans k*. Donc w'~" est norme par
rapport & k; d’un nombre de K, qui est sous-corps de KK’, eyclique par
rapport & k (voir p. 453). " et @'~ " étant normes chacun d’un nombre
de K, il en est de méme de wr. w est donc norme par rapport i k,
d’un nombre de K; et d’un nombre de K" (on rappelle que K" est le sous-
corps de KK’ appartenant au groupe (o¢”)). Considérons le corps K;K":
il appartient dans KK’ au groupe partie commune des groupes (oo’) et
(6%"). Soit « le plus petit nombre positif tel que afa — 1) = 0 (mod. n):
cette partie commune est le groupe (6°¢™). Le corps KGK” contient
donc le sous-corps K, de K qui appartient au sous-groupe (¢*) du groupe
de K par rapport a k;. Done @ est norme par rapport a k, d’'un nombre

de K, et > est norme par rapport a k; d’'un nombre de K. Ce qui
n’est possible que si « = 1 done a = 1 (mod. n), done ¢* =1, 76 = or.

Il en résulte que K est abélien par rapport au sous-corps de k;
formé des éléments invariants par r, sous-corps qui est contenu dans %.
Done K est abélien par rapport i k, et complétement ramifié. Done K
est composé de corps cycliques et complétement ramifiés par rapport a
k. 11 suffit maintenant pour chacun de ces corps de refaire le raisonne-
ment précédent en remplacant %, par k, ¢ par un automorphisine
primitif de k par rapport & k*: chacun de ces sur-corps cycliques sera
abélien par rapport & k*, donc aussi K.

Enfin pour démontrer que K, dans le cas général ou il n’est pas
cyclique par rapport 4 k, est corps de classes par rapport a k*, il suffit
de reprendre le raisonnement du début de notre démonstration.

On remarquera que la condition que H contienne tous les nombres

a'™" est équivalente 4 la suivante: H contient tous les nombres de k
dont la norme par rapport, a k¥ est 1.

36) @?'-7, qui est, en vertu de sa forme méme, de norme 1 par rapport i k¥, est
dans le groupe H, pour lequel K est corps de classes sur k. Il appartient au groupe
associé A K" parce que K' étant non-ramifié, est corps de classes sur X; pour le groupe
des nombres de &; d’ordre multiple de (K’:k), auquel appartient w?~7, qui est une unité. -
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Théoreme d’existence. Corps cycliques de degré premier.

Soit k un corps local. Soit dans le groupe A des nombres == 0 de k, H
un sous-groupe d’indice { premier. Ily a wn sur-corps K de k corps de classes
pour H.

1e* cas. k contient les racines l-émes. de 'unité.

Dans ce cas, les corps K; relativement cycliques de degré ! par
rapport 4 k sont de la forme ({/a ), « étant un nombre == 0 de k. Soit
K le corps composé de tous les K;. Ie nombre (K: k) est égal & («r: ')
qui est un nombre fini (voir p. 418), et le groupe de Galois de K par
rapport a k est produit direct de groupes d’ordre I, donc isomorphe a
afe?.  Le nomnbre des corps K; est le nombre des sous-groupes d’indice
! du groupe de Galois, donc aussi le nombre des sous-groupes d’indice
ldu groupe des «, car tout sous-groupe d’indice [ contient nécessaire-
ment le groupe o'. Or chacun des corps K est corps de classes pour un
de ces sous-groupes, et deux corps distincts sont corps de classes pour
des sous-groupes distincts. Il en résulte que pour chaque sous-groupe, il
¥y a un corps de classes.

2@ cas. k ne contient pas les racines l-émes. de I'unité. Soit & le

corps déduit de £ par adjonction des racines l-émes. de 'unité. T est un
sur-corps relativement cyclique de %. Son groupe de Galois est engendré
par une opération r dont l'ordre @ divise I — 1. Soient H* le groupe

associé & k dans k, [T1e groupe des nombres de & dont les normes relatives
par rapport & k sont dans H, 4 le groupe des nombres == 0 de k. En
vertu du principe d’isomorphie, on a
(A: Iy = (H*: [, H¥]) = (HH*: H).

Or les nombres (4: H), (4: H*) éant premiers entre eux, on a HH* = 4,
donc (A: Hy=1. Il existe donc un corps & corps de classes sur k pour
ap-
partient 3 H. Donc K est abélien de degré al par rapport & k. La

l-7

le groupe A« étant un nombre quelconque de %, le nombre «

norme par rapport i & d’un nombre de K est évidemment dans I et dans
H*, donc le groupe associé & K dans % est contenu dans [H, H*]. Mais
ce dernier groupe est d’indice al dans A4, donc est le groupe associé &
K (ce groupe associé étant aussi d’indice o). Or K contient un sous-
corps K relativement cyclique d’ordre ! par rapport & k. Le corps K est
corps de classes sur £ pour un groupe d’indice ! dans A4 qui contient
[H, H*]. Il n’y a qu’un tel groupe et c’est H.



458 C. Chevalley.

Théoréme réciproque.

Nous sommes maintenant en mesure de préciser les énoncés du
paragraphe 4.

1) k étant un corps local, A le groupe des nombres == 0 de k, KX un sur-
corps relativement cyclique de degré n, H le groupe associé & K, A/H est
cyclique.

Le théoréme est vrai si K est complétement ramifié (voir p. 453) ou
si K est non ramifié. H est en effet alors le groupe des nombres dont
Pordre est multiple de n (voir p. 423). Soit maintenant un sur-corps K
relativement cyclique quelconque et soit Ky le corps d’inertie de 'idéal
premier de k dans K. Supposons 4/H non cyclique, et soit Hy le groupe
associé & Kp dans k. Le groupe 4/H, est cyclique, car K est sur-corps
non ramifié de k. 11 y a don¢ un groupe H’ contenant F mais non Hy,
d’indice premier I dans 4% Il y a un corps K’ relativement cycli-
que par rapport a & et corps de classes pour E (voir p. 457). Soit I’
le groupe des nombres de K; dont la norme par rapport a £ tombe dans
H', et soit A, le groupe des nombres différents de 0 de K. On a

(Ap: ') = (Hy: [Hy, H']) = I. D’autre part la norme par rapport a
K; d’un nombre de K'Ky est dans /. Donc K'Ky est corps de
classes sur Ky pour le groupe H’; mais K est corps de classes sur Ky
pour le groupe 7" des nombres de K, dont la norme par rapport a k est
dans H; comme K est complétement ramifié par rapport & Ky, Az/H”
est cyclique; done il n’y a qu’un groupe contenant H” et d’indice !
dans A,. Ce groupe est [’. Or K contient un corps de degré relatif [ par
rapport & Ky, car (K: Ky) = (Hp: H) est divisible par I par suite de l'ex-
istence de H’; ce corps est corps de classes pour un sous-groupe d’indice

! de Ar contenant 7”7, donc pour H’. Ce corps est donc K’Kr. Donc
KKy est contenu dans K, qui ne peut donc étre cyclique.

2) Soient k un corps local, A le groupe des nombres différents de 0 de
k, K un sur-corps relativement abélien de k, H le groupe associé & K dans k.
Le groupe A/H est isomorphe au groupe de Galois de K par rapport & k. 1
en résulte que K est corps de classes par rapport & k.

En effet le théoréme est démontré pour tous les corps K relativement

37) En effet, si 'pour chaque diviseur premier { de (A:H) un sous-groupe de A[IT
d’indice I contenait nécessairement Hr/H, il n’y aurait pour chaque I quwun tel sous-
groupe, et 4/H serait cyclique.
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cycliques. Supposons l¢ démontré pour tous les corps composts de r
corps cycliques au plus. Remarquons d’abord qu’il en résulte que, J7*
désignant un groupe contenant H et tel que A/H* soit cyclique, K
contient un corps de classes pour H*. En effet, le nombre des groupes
H* est égal au nombre des sous-groupes a quotient cyclique du groupe
de Galois de K, donc au nombre des sous-corps K* de K qui sont
eyeliques par rapport & k. Or chacun de ces corps est corps de classes
pour un groupe [{* et plusieurs K* ne peuvent é&tre corps de classes
pour le méme F*, ce qui démontre la proposition. ,

Ceci posé, un sur-corps relativement abélien comyposé de r+1 corps
cycliques se met sous la formé KK;, K étant composé de r corps cycliques,
K, étant cyclique. De plus on peut supposer K et K, étrangers par
rapport & k. Soient H, H, les groupe associés & K, K, dans k. Je dis que
H* = HH, est égal & A. En effet 4/, est cyclique, donc aussi 4/H*.
H* contenant H et I1, il résulte de la remarque précédente que dans K
et K, on peut trouver des corps de classes pour H*. Ces corps de
classes doivent étre identiques, et, puisque K et K; sont étrangers,- ils se
réduisent a k. Done H* = A. Il enrésulte que A/[H, H,] est isomorphe
au- produit divect de A/H et de A/H,, donc aussi au produit direct des
groupes de Galois de K, K; par rapport 4 k, donc encore au groupe de
Galois de KK, par rapport a k.  D’autre part, la norme par rapport & k
d’un nombre de KK, étant dans H et dans H;, KK; est corps de classes
pour [H, H]™.

8) Théoréme d'Unicité: Soient & un corps local, K, K’ deux sur-
corps relativement aléliens de k, corps de classes pour les groupes- H, H'. St
HJH,ona KC K’ et réciproguement.

En effet K est composé de corps K; cycliques par rapport a k.
Soient I; les groupes associés a ces corps K. A4 désignant le groupe
des nombres différents de 0 de %, on a vu que le groupe de Galois de K’
par rapport & k est isomorphe & A/H’, et qu’il en résulte qhe, pour tout
groupe contenant I’ et & quotient cyclique dans 4, K’ contient un
corps de classes: en particulier pour les H;. Mais en vertu du théoréme
d’unicité pour les corps cycliques, il en résulte que K; est dans K’, done
KC K. Il en résulte: Si K, K’ sont des corps relativement abéliens,
corps de classes pour les groupes H, H', KK’ est corps de classes pour [H, H')
et [K, K] est corps de classes pour HH'.

4) Théoréeme d’Existence: Soient k un corps local, 4 le groupe des
nombres différents de O de k, H un sous-groupe d’indice fini de A. I existe
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un corps K, relativement abélien par rapport & k et corps de classes sur k pour
le groupe H.

En effet soit (4: H) = n. Le théoréme est démontré quand = est
premier (voir p. 457). Supposons le démontré pour toutes les valeurs
de l'indice << n. Choisissons un groupe H; contenant I et d’indice
dans A, 1 premier. Soient K le corps de classes sur k pour H,, A le
groupe des nombres = 0 de K, H le groupe des nombres de K dont la
norme par rapport a k est dans H. 'On a (principe d’isomorphie)
(4: )= —ln— Donc par hypothése, il existe un corps K abélien par

rapport & K et corps de classes sur K pour le groupe H. Or K est
cyclique par rapport 4 k et I contient évidemment tous les nombres de

K de norme relative 1 par rapport 4 k. Donc (voir p. 454) K est abélien
par rapport a k et corps de classes pour son groupe associé, qui est,
comme il résulte de la démonstration de la p. 454, le groupe des normes

relatives des nombres de H, donc H.

Extensions locales quelconques.

Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant :

Sotent k un corps local, I un sur-corps relativement-alélien de k, corps
de classes pour le groupe H de k ; k une extension finie quelconque de k. Le
corps Kk est corps de classes sur k pour le groupe I des nombre de k dont la
norme par rapport & k tombe dans H. '

1) Supposons d’abord % galoisien par rapport & k. Comme nous
Pavons déja dit” on démontre que % est métacyclique par rapport & k.
Nous dirons que lextension % de % est n-métacyclique s’il existe une
suite de corps k; (1 =0, 1,..., n) avee ky =k, iy = %, k; étant sur-corps
relativement cyclique de k_;. Nous procéderons par récurrence sur mn.

a) Si m =1, & est cyclique sur k, Kk est relativement abélien, done
corps de classes par rapport & k, et le théoréme résulte de celui de la

p. 452.
b) Supposons le théoréme démontré pour toutes les extensions

(n—1)-métacycliques. Il existe un sous-corps k* de % tel que k* soit
(n—1)-métacyclique par rapport a & et que k soit cyclique par rapport &
k*. Le corps Kk* est corps de classes sur k* pour le groupe H* des
nombres de k* dont la norme par rapport 4 % tombe dans H. Or
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Kk = Kk* T est corps de classes sur % pour le groupe des nombres de %
dont la norme par rapport a k* tombe dans H*. Ce groupe est
précisément /1.

2) Pour démontrer le théoréme dms le cas général, nous démon-
trerons d’abord le cas particulier suivant:

Soient k un corps local, K une extension finie de k, H le groupe associé
a Kdans k. Le groupe H est le groupe associé dans k aw plus grand corps
abélien par rapport & k et contenu dans K.

Cet énoncé se déduit de ’énoncé général donné plus haut en faisant
jouer & K le role que jouait k, et au plus grand sous-corps de K abélien
par rapport & k le role que jouait K. D’aprés la I'* partie de la
démonstration, ce théoréme est vrai quand K est relativement galoisien
par rapport & k. Dans le cas général, nous désignerons par K* un
sur-corps relativement galoisien de % contenant K, par G le qupe de
‘Galois de II'*, par ¢ le groupe auquel appartient K. :

a) Si le théoréme est démontré dans le cas ot Uordre de ¢ est de la
forme p°, p premier, il est démontré dans le cas général. Soit en effet
n = [Ipg: lordre de g. On démontre (voir par exemple Speiser,
Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, p. 65) que ’on peut, pour
chaque p; choisir un sous-groupe de g d’ordre pei, appelé groupe de
Sylow. . Soit g, le groupe ainsi obtenu, et soit K; le sous-corps de K*
appartenant a ce groupe. Soit I, le groupe associé a K; dans k.
Chacun des H; est contenu dans H, donc il en est de méme de leur
groupe composé H H, ..H, Par hypothése, H; estle groupe associé au
plus grand corps I contenu dans K; et abélien par rapport & k. Donc
H, H,...H, est le groupe associé a (&, Ksy---, K] = K.

Or le groupe composé des g, est le groupe g. En effet ce groupe est
contenu dans ¢ et son ordre est divisible par tous les pi.  Donc K est

la partie commune des K, et K est contenu dans K. Je dis que c’est le
corps maximum contenu dans K et abélien par rapport 4 k. Supposons
en effet qu'il y ait un corps K’ contenant K comme sous-corps, contenu
dans K et abélien par rapport & k. Donc K’ doit étre contenu dans
chacun des K, et par suite des K, donc aussi dans K. On a vu que H
contient le groupe associé & K; K étant contenu dans K, H est aussi
contenu dans ce groupe, et par suite lui est identique.

b) Si le théoréme est démontré pour un corps K, il est aussi
démontré pour un corps K’, relativement cyclique de degré premier p
par rapport & K. En effet, soient H, H’ les groupes associés & K, K,
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dans k, 4 le groupe des nombres différents de 0 de K, H le groupe

associé 4 K’ dans K, H* le groupe des nombres de K dont la norme par
rapport 4 k est dans H. On a:

(4: H* = (H: H")
H* DO H, (4: H) divise p.

Done (H: H') est égal 2 1 ou 4 p. Soit K’ le corps relativement abélien
par rapport & k corps de classes pour H’, et soit K le corps relativement
abélien maximum contenu dans K, done corps de classes sur k pour le
groupe H. Ona: (K:K)=1 ou p. Donec, (KK':K)=1 ou p. Si
(KK':K) =1, il faut que K’ soit contenu dans K, donc soit identique a K,
et on a / = H’: la proposition est vraie dans ce cas. Si(KK':K) =p,
ona(4d: H) = (H: H) = p, done H= H* Lo corps KK’ est corps de
classes sur K pour un groupe qui est certainement contenu dans H* et
qui est d’indice p dans 4. Ce groupe est H*, et, en vertu du théoréme
d’unicité, KK’ = K’. Donc K’ est contenu dans K” et est corps relative-
ment abélien maximum contenu dans K’. La proposition est encore
démontrée dans ce cas.

¢) Ceci permet de se ramener au cas oi ¢ est un groupe de Sylow
de G. En effet, on démontre (voir par exemple Speiser, Theorie der
Gruppen von endlicher Ordnung p. 80) que ¢ étant un groupe d’ordre
p% contenu dans un groupe de Sylow g de @, il existe une suite de
groupes go = ¢, ¢1, §2-++, ¢» = ¢ telle que g, contienne ¢;_, comme sous-
groupe invariant d’indice p. Soit K; le sous-corps de K* appartenant
au groupe ¢, K;, contient K, par rapport auguel il est relativement
cyclique de degré p. Il suffit d’appliquer plusieurs fois le raisonnement
de b).

d) Supposons done que g soit un groupe de Sylow d’ordre p* de G.
Soient H, H* les groupes associés a K, K* dans k, 4 le groupe des
nombres différents de 0 de K, II* le groupe des nombres de K dont la
norme par rappor a k est dans H*. Ecrivons:

(A: H*) = (A: H)(H: H¥) = (4: H)(1: A%

Or IT* contient le groupe H associé & K* dans K. Comme (K*: K)=p®,
la puissance p*idme de tout nombre de K est dans H. Donc (4: H*)
est une puissance de p. Au contraire, si n est 'ordre de ¢, la puissance
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J"r-iéme de tout nombre de A est dans H: done (4 : H) est premier &
P, et est par suite le plus grand diviseur »* de (4: H¥) premier & P
Mais (4 : H*) est le degré relatif par rapport & k du corps K* maximum
contenu dans K* et abélien par rapport & k. n* est le degré du plus
grand’sous-corps K de K* dont le degré par rapport & k est premier & p.
Or KK est contenu dans K*. Comme (KK:K) est premier & p, et
(K*: K) = p°, il faut que KK = K, donec que K soit contenu dans K.
Soit I’ le groupe associé 3 K dans k: on a H D H et (4: H)
=(4:H)=n* donc H' = H. Si K contenait un corps K’ abélien
par rapport & k et plus grand que K, H devrait étre contenu dans le

groupe associé 4 ce corps, ce qui est impossible. Le lemme intermédiairé
est donc complétement démontré.

e) Revenons aux notations de 1’énoncé du théoréme, et soient 4 le

groupe des nombres differents de 0 de &, h le groupe associé a k dans k.
Ona

(4: H)

(A:H)y=(h: [H k) = (hH: H) = s Ty

Soit k* le plus grand corps contenu dans k et abélien par rapport a %.
Donc k* est corps de classes pour le groupe h, et [ K, k*] est corps de
classes sur k pour le groupe hH. Done,

(4:1H) = ([K, k*] : k).
Mais [K, k*] = [K, k]. En effet, il est évident que [K, k*] C [K, r].
D’autre part [K, ] est un sous-corps de ¥ abélien par rapport 4 k¥, done
contenu dans k*, et dans K. Done, [K, k] C [K, k*], ce qui démontre
Pégalité. Done, puisque (4: H) = (K: k),

A= —ED (g (kF]) = (KE:F).
(LK, k] : k)

Soit H’ le groupe associé 4 Kk dans k. Comme Kk est abélien par
rapport A k, on a

(A: By = (Kk: k) = (4: H) et il est clair que H C H
Done A’ = H, ce qui démontre lo théoréme.

De ce théoréme résulte en particulier que: Si k est un corps
local, si K est un sur-corps de k qui est corps de classes sur k, K est
relativement abélien par rapport & k.
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Application aux restes normiques.

Soit & un corps fini de nombres algébriques, et soit K une extension
finie, relativement galoisienne de k. Soit p un idéal premier de k, et
soit P un facteur premier de p dans K. La condition nécessaire et
suffisante pour qu’un nombre « de k soit, quel que soit n, reste normique
de K (mod. p") est que a, considéré comme nombre de k,, soit norme
relative par rapport a k, d’'un nombre de Ky (voir p. 419). Mais pour
cela il faut et il suffit que « soit norme par rapport 4 k, d’'un nombre
du corps K maximum contenu dans Ky et abélien sur ky,. Or soit G le
groupe de décomposition de 3 dans 'extension K de k. Gz peut encore
8tre considéré comme groupe de Galois de Ky par rapport 4 k,. Le

corps K appartient & un sous-groupe g de G,.  Soit K* le sous-corps de
K qui appartient au groupe g. K* est le plus grand corps contenu
entre Ky (corps de décomposition de ) et K, et abélien par rapport a
K. Soit P* 'idéal premier de ce corps divisible par . Le corps K est
le corps des nombres P*-adiques de K*. Par suite:

Lo condition nécessaire et suffisante pour que e soit, quel que soit n,
reste normique de K (mod. p*) est que a s0it, pour les mémes modules, reste
normique de K*.
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Chapitre X.

Le Théoréeme d’Existence.

Nombres Primaires et Hyperprimaires.

Soit & un corps fini de nombres algébriques contenant les racines n-
émes. de P'unité, et soit dans k p un idéal premier fini ou infini.

1) Un nombre a == 0 de k est dit hyperprimaire pour p quand p est
complétement décomposé dans k(¥ «).

2) Un nombre a == 0 de £ est dit primaire pour p quand p est non-
ramifié dans k(¥ «).

Si p est un idéal premier infini, les deux notions coincident. Re-
marquons d’aillenrs que le cas ne se présente que pour n = 2, car sinon
k et tous ses conjugués sont imaginaires. Si n = 2, soit k™ le conjugué
de k auquel appartient p. La condition nécessaire et suffisante pour
que «a soit hyperprimaire (ou primaire) pour p est que le conjugué a®
de a dans k™ soit positif. Donc: si p est un idéal premier infini, les
nombres hyperprimaires pour p forment, dans le groupe des' nombres == 0
de k un sous-groupe d’indice 2.

Supposons maintenant p fini, et soit k, le corps deb nombres p-adi-
ques de k. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un nombre a
de k soit hyperprimaire pour p est que k(') =k, (car le groupe de
décomposition de p dans extension k(}¥'a) de k se redu1t 4 1), done que
« 80it une puissance n-éme. d’un nombre de k,. Mais onia vu p. 418 qu’il
existe une puissance p* de p telle que tout nombre de & = 1 (mod. p¥) soit
hyperprimaire. Le nombre y étant choisi minimum, I'idéal p* s’appelle
module d’hyperprimarité pour p. a désignant les nombres = 0 de k, a
les nombres hyperprimaires pour p, 4 les nombres == 0 de k,, on a

(a:a) = (4: 4.

Nous allons calculer cet indice au moyen du lemme d’Herbrand, appli-
qué avec les conventions suivantes (voir pour les notations I’énoncé du
lemme de Herbrand):

G : groupe des 4: g groupe des nombres B = 1(mod. p*) @ étant un
exposant que nous déterminerons ;

T, automorphisme défini par 4 — A4"; T> automophisme défini par
A—1.

Le groupe 7, est composé des racines n-¢mes. de I'unité. Donc 7, est
d’ordre x fini.. Onay, = G, done ([g, 2] : Thg) = (¢9: Thg). Cet indice
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est fini, car on peut Cljsir un exposant a’ tel que si I" est un
nombre = 1 (mod. p*) on yit 1 Log I = 0 (mod*p?), done I = B", done

. n
Trg contient le groupe des ompres = 1 (mod. p*). Ceci posé, le lemme
d’Herbrand donne

oo _(lgnD,
(4: 4% (9:Ty)

Un peut’ cHoISIE @ assez Zrynd pour que Ij g ne confienne aucune racine
n-éme. de I'unité == 1,2) ) groupe g soit isomorphe au groupe additif
des entiers I" de k, qui sapg = ¢ (mod?* p*), Visomorphie étant établie
par la formule I" = Log B (eci fait, dans l'isomorphie précédente le

groupe Tig correspond an groupe additif des nl’, et on a
(4: 4" = n(I": al).

Or soit /I un nombre de k, tel que (/T) = p, et désignons par 4 les en-
tiers de k,. Ona :

(I':nly = (1*4: nll*d) = (4: 714)-

Ce nombre est par définitiyy Ja norme de I'idéal (n) de k;. Si pZv est la
contribution de p a (n), on 4 '

(@iag) = (A4: A7) = aNp™),
le symbole N désignant 13 norme absolue, c’est-d-dire par rapport au
corps des nombres rationng]s. ‘

On ne connait pas dayg Jg cas le plus général de condition nécessaire
et suffisante pour que & s0y primaire pour p. Mais :

. 1) Pour que « s0it primqire ponr p, il est nécessaire que l'ordre de a.
pour b soit multiple de n.

En effet, soit P un fagteur premier do p dans k(). . Si P figure
dans ¥ avec 'exposant 4, et si p n'est pas ramifié, p figure dans « avec
Pexposant ngu. )

2) Si b ne divise pas n, lq condition précédente est suffisante.

En effet, supposons 1a rgalisée. On peut, en multipliant « par la
puissance n-éme. d’un nowyhre de k, ce qui ne change pas k(¥a), le
transformer en un nombre g ontier et non divisible par p. La différente
relative du nombre {8, Yqcine de Iéquation 2* — B = 0 est 28! qui
n'est pas divisible par p.  Done p n’est pas ramifié.®

38) La difiérente relative y, 2/ est le produit de ( IVAB— — o’ ), 0 parcourant
Aecupfratinns = Mdrgrvu pv’ilp\/;g/d{gz ST e grouge & Luerdie de ¢ Kl # b, 7 it wre
opération de ce groupe et 2’ uy entier, IR — o/ B serait divisible par p.
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Réduction.

Soit & un corps fini de nombres algébriques. Donnons nous dans &
un groupe de congruence I quelconque définissable suivant un module
m. Le probléme du théoréme d’existence est de démontrer qu’il existe
un corps de classes K sur k pour H.

Désignons par n le plus petit exposant positif tel que la puissance n-
¢éme. de tout idéal de %k premier & m soit dans H, et par ¢ une racine pri-
mitive n-éme. de Punité. Soit H le groupe des idéaux premiers 4 m de
k() dont la norme par rapport a k est dans 4. La puissance n-éme. de
tout ideal de k(¢) premier & m est dans .  Supposons maintenant qu’il

existe un corps de classes sur k(Z) pour M, soit K. Nous nous propbsons
de démontrer qu'il existe aussi un corps de classes sur k pour le groupe
H. Pour cela, nous allons prouver le lemme suivant, analogue a celui
dont nous nous sommes servis dans la théorie du corps de classes local
(voir p. 454):

Soient k un corps fini de nombres algétriques, K un sur-corps relative-
ment abélien de k corps de classes sur k pour le groupe H.  Soient g un groupe
abélien d’automorphismes de k, et k* le corps des nombres invariants par les
opérations v de g. St I contient tous les idéaux a7, a étant un idéal de &
premier & un module de définition m de H, K est abélien par rapport & k*.

En effet, tout d’abord I7 est invariant par les opérations r, donc, en
vertu du théoréme d’unicité (p. 448) K coincide avec ses conjugués rela-
tifs par rapport & k. On peut donc considérer les r comme des automor-
phismes de K par rapport & k. Soit ¢ une opération quelconque du
groupe de Galois de K par rapport a k, et soit a un idéal de & tel que

wm=n (5)-

Done a est premier au discriminant. relatif de K par rapport & k. Il en
est de méme de ra. Montrons que

(—K> = rot™.
Ta

11 suffit de démontrer la formule dans le cas ol a est un idéal premier p.
Mais alors o est défini par la condition que pour tout entier 4 de Kon
ait |

cA = AN (mod? p),

d’ ol tor it A = (cA™  (mod? tp).
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] . I( K -1
ce qu1 prouve que ( — ) = T( 7—)‘{' .
(o) =

Ceci posé, de la condition o*~" C H, on déduit

K\_[K )
(5)-(%)
d’ ot 7ot = ¢: chaque r est permutable avec chaque o, ce qui démon-
tre le lomme. '
Revenons aux notations du début de notre paragraphe. ¢ étant un
automorphisme de %(¢) par rapport a k, a un idéal de k(¢) premier & m,
H contient o', car a'~" est de norme relative 1 par rapport k. Done K
est un sur-corps relativement abélien de k, corps de classes sur k& pour
un groupe H’. H’ est évidlemment contenu dans un groupe égal a H,
car les normes relatives d’idéaux de K’ premiers & m sont dans H, et on
a vu (p. 447) que dans ces conditions K contient un sous-corps qui est
corps de classes sur k pour le groupe H.

Théoréme d’Existence.

La réduction du paragraphe II nous a montré qu’il suffit, pour dé-
montrer le théoréme d’existence, de démontrer le théoréme suivant:

L étant un corps de mombres algébriques contenant les racines n-
émes. de I'unité ;

H étant dans k un groupe de congruence définissable (mod. m) et
tel que la puissance n-éme. de tout idéal de % premier a m soit dans H;
il existe un corps de classes sur k pour le groupe H.

Pour le démontrer, nous construirons des groupes H particuliers
pour lesquels on pourra affirmer 1'existence d’un corps de classes, et qui
seront assez généraux pour que tout groupe H donné contienne I'un
d’eux.’”

Définition. Deux modules my, ni, de k£ sont dits complémentaires
quand

1) Ils sont premiers entre eux,

2) Pour tout idéal premier p divisant ny, (ou ntz), m, (ou m,) est aussi
divisible par le module d’hyperprimarité de p. v
8) Tout idéal premier divisant n et tout idéal premier infini divise
Pun d'eux.

39) Cette maniere de faire est die 2 M. Artin; on peut aussi, comme on était obligé
de le faire dans la théorie de M. Takagi, compter le nombre des sous-groupes d’indice n 3
quotient cyclique et le nombre des sur-corps k(¥ o) satisfaisant A certaines conditions.
Les calculs sont équivalents, mais la méthode est moins élégante.
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Etant donnés deux moduleés complémentaires ny, m, nous appelle-
rons groupes et corps associés & ces modules les groupes et corps ainsi
définis :

1) le groupe If; est le groupe des idéaux de la forme fa,"(3:), ol f»
désigne les idéaux dont tous les facteurs premiers divisent m., a; désigne
les idéaux premiers & my, 3; les nombres = 1 (mod. u),

2) Le corps K,; est le corps composé de tous les corps k(j¥ w,), les
w; étant les nombres de k jouissant des propriétés suivantes : ’

o, est primaire pour tout idéal premier ne divisant pas m;; w, est
premier & m. et hyperprimaire pour tout idéal premier divisant m.,

3) les définitions de H,, K, se déduisent de celles de 1, K, en per-
mutant les indices 1 et 2.

Remarquons que les seuls idéaux premiers qui peuvent étre ramifiés
dans K; sont ceux qui divisent n,. De plus, tout nombre 3, est, quel
que soit N reste normique (mod. p,¥) de tout sous-corps relativement
cyclique de K; (f: est en effet une puissance n-iéme exacte dans ky).
Donc m, est divisible par les p-conducteurs (voir p. 441) de ces sous-
corps, qui sont donc corps de classes pour des groupes définissables
(mod. m;). Donc K; est aussi corps de classes pour un groupe définis-
sable (mod. m,). De plus dans le groupe de Galois de K; par rapport a k,
la puissance n-éme. de toute opération est 1. Donc K,; est corps de
classes pour un groupe qui contient le groupe a,". Enfin, les facteurs
premiers finis de nt; sont complétement décomposés dans K, et apparti- -
ennent par suite au groupe pour lequel K; est corps de classes. Ce
groupe contient donc H;. Nous allons prouver que c’est H,. A cet effet,
nous allons calculer (K; : k).

Transformons d’abord la forme des conditions auxquelles sont assu-
jetis les w,. Désignant par «; (¢ = 1, 2) les nombres de £ premiers & m;
la seconde condition donne d’abord w, = a*3; (en effet, si q est diviseur
de m., w; est puissance n-iéme dans ko, est par suite congru a une puis-
sance n-éme. suivant toute puissance de g, en particulier suivant la con-
tribution de q & n.). Si cette condifion est réalisée, w, est hyperprimaire
pour tout idéal premier divisant nt, et il ne reste plus qu’a satisfaire
4 la premiére condition pour les idéaux premiers ne divisant ni ny, ni
m,. Mais ces idéaux premiers sont finis et ne divisent pas n: la condi-
tion de primarité est donc connue pour ces idéaux premiers et donne
(@) = fia.". . Donc les. nombres , sont ceux qui satisfont aux deux
conditions

W, = a‘:nﬁﬂy (wl) = fxaen-
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Or, a désignant les nombres == 0 de k&

(K k) = (0a": a”) = (011 [0, a*]) = (@, : ).
Introduisons les nombres 6 assujetis & la seule condition () = f,a."; tout
w, est un 6, et on a, ¢ désignant les unités de k,

(0:a") _ (0: ae)(as s as)

(0 2wy) 0: @)

((01 . az") =

Ona ' .
M) (rera) = (e [ af]) = (2:e%) = ™™,

ol r désigne le nombre des unités fondamentales de % ; la formule résulte
du fait que tout € se met, et d’une seule maniére, sous la forme

e = {%g%Me,™...... g r ¢, 0<as<n,
¢ étant une racine n-éme. de 'unité. On a

(0: are) = ((0): (a) = (fuas

D a)a": (az)")_

(fiaz": (¢))
Soit d,(7 =1, 2) le nombre des facteurs premiers finis de m,. Sip,
Payeeeen- , Pa, sont ceux de ny, un idéal f,a." est de la forme py*tps*s...... Pa,tras",
0<u,<n don
(2) (has": ™) = n™,

La correspondance a.—> q," définit un isomorphisme du groupe a. et
du groupe a.” (car la puissance n-8me. d’un idéal == 1 est un idéal == 1).
Dans cet isomorphisme, les groupes («.), (az") se correspondent. Donc

®) (a:: (o)) = (@23 () = Iy
h désignant le nombre des classes de k. Les formules (1), (2), (3) mont-
rent que tous les indices écrits. sont finis, ce qui justifie nos calculs.
Nous avons encore 4 transformer (0 : ;) et (fia.":(6)). On a

(0:w) =(0:10, a"Be]) = (0”31 as"B:) = (03:: ot”3:) = (e, i____ocz"ﬂ,)’
(az: 0B:)

Or toute unité € est un nombre 6. Donc (az: 68;) = ((a) : (68,))-

- D’autre part (fiaz": (6)) = (fia"(3:) : (603:)). En effet le second

membre s'écrit (f,a.": [(082), fiaz"]). Or le groupe [(63.), fiax"] est

précisément le groupe (6). En effot, si fia." = (63, fa;"* est principal et

par suite est un (). Réciproquement tout 6 est un fia," et un (03z) avec

B: = 1; ce qui montre P'égalité des deux indices. Or on a
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svag, ((@):(08:) 1
(fraz"(B2) : (082)) (a2 as™B:)

= prtivd ‘_“__(_Qr_v :,,(61,32)) 1 . (02 : f102"(/92)) — 77,"“'11-411]&2‘ ’
(f10'.'”(.82) : (ﬂﬂz)) (o2 : as”f3a) (Otg ") (a:_- tas"3y)

ou h, est 'indice de I1,.

Par un raisonnement copié mot pour mot sur celui de la page 440, en
remplagant les normes par les puissances n-émes., on verra que (as : a."3:)
est égal au produit des indices (yi: r0;), ol 7; représente les nombres de
k premiers a un facteur premier g, de m., d; les nombres qui sont congrus
a 1 suivant la contribution de gq; & m,.  Mais nous avons caleulé p. 466
cet indice qui vaut nN(q,Fq) si g, est fini, et 2 si g, est infini. Done, 2,
désignant le nombre des facteurs premiers infinis de nt, on a ‘

(az : agﬂﬂz) = 'ndZsz{IN(Q(Eq").
i

(w1:@) =n"

On a donce
(wl 2 az") = ,n1‘+1+d1—d22-xeh2‘{.]N(q‘Eq‘)—l'

De méme, en permutant les indices 1, 2, on a
(w2 : @) = nr¥itde-dig=au, [IN(pErp, ).
, P

Or tout facteur premier de n figure soit parmi les p,, soit parmi les 9
Multiplions les deux formules membre a membre : il vient

(Ki: b)) Kz : k) = hyh.n® D2 @red N(p)-1,

Distinguons deux cas: 1) n == 2, et tous ses conjugués sont imagi-
naires, z, =z, =0, et le degré de k est 2(r + 1) donc N(m) = n*"*P.
2) n=2. Soientr le nombre des conjugués réels de k, et 2r, le nombre
des conjugués imaginaires. Onar+1=1r + 1, 3 + 22 =11, Nn) = a7

Dans tous les cas, on a

(K k)Y Kz: k) = b

Or le groupe de Takagi associé (mod. n,) & K, dans & contient H, et est
d’indice (K;:k). Donc by = (Ki:k) et de méme h, = (IK;: k). De la
formule précédente résulte que ces inégalités sont des égalités et par suite
que K; est corps de classes sur k pour le groupe H.

Ceci posé, soit H un groupe de congruence quelconque satisfaisant
aux conditions énoncées au début de ce paragraphe. Soit f le conduc-
teur de I7; et donnons nous un idéal premier quelconque, q, appartenant
a H (sl est fini), ou, s’il est infini, ne divisant pas §. On peuat former deux
modules complémentaires ny,, m. tels que a) m, soit divisible par f, b) m,
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soit divisible par q et ne soit divisible que par des idéaux premiers finis
contenus dans H. En effet q ne divise certainement par m,;: on peut
prendre m. = ¢% x étant un entier convenable. Soient H,, H, les groupes
associés a ces deux modules complémentaires. Je dis que H, est-contenu
dans’H. En effet, tout idéal (/3,) est contenu dans H, puisque H est dé-
finissable (mod. f) et & fortiori (mod. m,); tout idéal a,* est dans H, a
cause des conditions imposées 4 H au début. Or il y a un corps de
classes K sur k pour H;, donc aussi un corps de classes K pour H (voir
p. 447). De plus q se décompose totalement dans Kj, done aussi dans K,
résultat qui sera utilisé tout a P'heure.
- Nous avons donc démontré le théordéme' d’existence :

k étant un corps fini de nombres algébriques, H un groupe de congruence
dans k, il existe un sur-corps relativement abélien I corps de classes sur L pour
le groupe I1.

Nous allons maintenant démontrer le’

Théoréme du Co'ndgcteur. . ,

K étant corps de classes sur k- pour le groupe H, les idéaux premiers finis
oy infinis divisant le conducteur f de H sont ceux qui sont ramifiés dans K.
En effet on a vu (p. 441) que I posséde un module de définition qui
n’est composé que d’idéaux premiers ramifiés dans K. Le conducteur
étant le p.g.c.d. des modules de définition il suffit de prouver que tout
idéal premier q ramifié dans K divise nécessairement ce conducteur.

1) 1°cas. Kest cyclique de degré I premier par rapport & k; suppo-
sons que q soit ramifié et ne divise pas f. Supposons d’abord q fini. Soit ¢
.une racine primitive Zidme de l’unité, et soit H le groupe des idéaux
premiers & f de k() dont la norme par rapport a k tombe dans H. On
a vu que KE(Z) est corps de classes sur k(¢) pour le groupe H (voir p.
448). Soit q un facteur premier de q dans k(). Je dis que g est ramifié
dans Kk(¢). En effet q est la puissance [iéme d’un idéal de K, donc
Pexposant relatif par rapport a k d’un facteur premier de q dans Kk({)
est multiple de I. Mais (k(¢): k) divisant [-1, Pexposant relatif de q est
premier & I, et il faut par saite que Vexposant relatif par rapport a &(¢)
d’un facteur premier de § soit divisible par I. ~Or il existe un module
m tel que le groupe des idéaux premiers & m de I soit le groupe de
Takagi associé (mod. ) & K&(2) dans k(). Soit Q le facteur premier de
q dans K%(Z). Choisissons un idéal ¥ premier & m et congru a £ (mod. f):
On a

G = Niwo., so() (mod. f).

Le second membre est dans H ; H étant définissable (mod. f), § est aussi
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dans H, ce qui nous améne & une contradiction, car nous avons vu que

q est nécessairement coniplétement décomposé dans Kk(£).

‘Si maintenant q est infini, on a I = 2; car sil== 2, q ne peut étre
ramifié¢ dans K. Or si I'=2, on a vu (p. 471) que, q ne divisant
pas f est nécessairement complétement décomposé dans K, d'ot la
contradiction.

2) - Cas général. Supposons le théordme démontré pour toutes les
extensions abéliennes de degré relatif < n, et soit K corps de classes sur
¥ pour un groupe I7 de conducteur f, avec (X:k) = n. K contient un
souscorps K; de degré relatif premier [ par rapport 4 k. Soit q un idéal
premier de k ramifié dans K. Si q est ramifié dans K;, il divise le con-
ducteur du groupe de Artin associé 4 K; dans £, donc & fortiori celui de
H. Sinon, soit q; un facteur premier de q dans K;. ¢ est ramifié¢ dans
K, done divise le conducteur du groupe de Artin associé 3 K dans
K, conducteur qui divise lui-méme celui de I, ce qui achéve la
démonstration.

Récapitulation des Théorémes de la Théorie du Corps de Classes.

Résumons I'ensemble des résultats auxquels nous sommes arrivés :

k désignant un corps fini quelconque de nombres algébriques,

1) K étant un sur-corps relativement abélien de &, le groupe de
Artin H associé & K dans & est un groupe de congruence, ayant pour
conducteur f un module qui ne contient que des idéaux premiers rami-
fiés dans K, mais qui les contient tous.

2) Adésignant le groupe des idéaux de k premiers a f, 4/H est iso-
morphe au groupe de Galois de K par rapport a k, la correspondance
étant définie par a —> o si

(o)=
— ) =o.
a

8) p étant un idéal premier fini de %, le corps d’inertie de P est
corps de classes pour le groupe FISj/f, ou f. désigne la participation de
paf. Si}/estla plus petite puissance de p contenue dans ce groupe, p
se décompose en idéaux premiers de degré relatif f. Ce théoréme n'a
été démontré que si p est non ramifié, cest-a-dire si fy=1, f/fi =1,
HSjfj, = H.  Supposons p ramifié. Soit A- le corps d’inertie de p dans
K. pn’est pas ramitié dans K, donc K est corps de classes pour un
groupe Hr dont le conducteur n’est pas divisible par p. Ce conducteur
divisant {, divise {/,, et par suite Hy conti=nt HSj. Réciproquement
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le corps de classes pour ce groupe est tel que p n’y soit pas ramifié. I
est done contenu dans Ky, ce qui prouve notre assertion.

4) Pour tout module m multiple de f, les idéaux premiers & m de
I sont les idéaux de k qui sont congrus (mod. m) & la norme relative de
K par rapport & k d’un idéal de K premier a m.

5) Si K est corps de classes sur ¥ pour le groupe H, si k est un sur-
corps fini quelconque de &, K est corps de classes sur % pour le groupe
des idéaux de % dont la norme par rapport a k est dans H. .

6) Si K, K’ sont corps de classes sur k pour les groupes H, H’, KK’
est corps de classes pour [H, H'] et [K, K’] est corps de classes pour le
groupe ITH'. '

7) Etant donné un groupe de congruence H dansk, il y a un corps
de classes I sur k pour le groupe H.
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