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PREMIERE THESE

LE PROBLEME DES N CORPS

DANS LA THEORIE DE LA RELATIVITE

> GOS Ea—

INTRODUCTION,

On a surtout traité d'un point de vue local les problémes que sou-
léve 'application des théories de la Relativité ('). Dans les solutions
particuliéres ou approchées qu’on a formées (*), on a toujours supposé
que Y'espace-temps avait un domaine al’infini et que, dans ce domaine,
sa métrique était trés voisine de la métrique euclidienne. En précisant
la nature de ces conditions, nous avons été conduits & en formuler
d’autres qui permettent de poser avec une assez grande généralité le
probléme de la Mécanique céleste dans la théorie de la Relativité. Ces
conditions sont telles que si I'espace-temps est régulier partout il est
euclidien et, inversement, s’il existe un champ gravifique, il existe
aussi nécessairement des singularités de ce champ. Celles-ci, si elles
vérifient certaines conditions que nous énoncgons au Chapitre V,
pourront étre considérées comme la cause physique du champ et, en

() Cf. G. Daruots, Mémorial des Sciences math., fasc. XXV.
(2) Cf. J. Cuazy, La théorie de la Relativité et la Mécanique céleste
(Gauthier-Villars, 1930).
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cherchant & leur donner une forme aussi simple que possible, on
aboutit 4 une schématisation qui semble devoir généraliser dans la
théorie d’Einstein la notion de point matériel (de masse non négli-
geable) de la Mécanique classique.

Nous appliquons constamment des formules classiques relatives aux
espaces de Riemann. Mais comme il se pose toujours a leur sujet des
questions de signe, nous éluciderons ce point une fois pour toutes ici.

Le ds* étant supposé décomposé en une somme de carrés

n
ds? = E i,

i=)

posons
n
"');:Zl 0), 037, 1;
h=1
, W
b)ij-—_-zt D] -y,
14
ot l'on a

Q,-/':E Ri//,/l.[b)/‘b)/, I

Ik

Lorsque nous calculerons les composantes du méme tenseur 4 I'aide
du ds* naturel, nous poserons, pour avoir une notation cohérente avec
la précédente :

: or; or; . ,
o Jh Jh N\ & 1
H.’//./;.—— w‘ - dzk -+ 2‘ (rj/;l an— r}/lrc’z/;)-

22

Cette notation, remarquons-le, donne une quantité négative pour
la courbure scalaire
21{—_—21&;‘.
d’une sphére.

C’est un devoir pour nous, au début de ce travail, de remercier trés
respectueusement M. Elie Cartan dont I'enseignement, les conseils et
les encouragements nous ont été extrémement précieux. Nous remer-
cions aussi MM. Georges Darmois et Jean Chazy. Leurs travaux
nous ont été d’indispensables auxiliaires et nous leur sommes trés
reconnaissants de I'aide bienveillante qu’ils nous ont toujours assurée.



CHAPITRE I.

SUR UNE CLASSE D’ESPACES DE RIEMANN.

I. Métriques infiniment voisines. — La notion de voisinage entre
fonctions a été introduite par Weierstrass pour élucider certains
points du calcul fonctionnel. Nous dirons avec M. Hadamard (') que
deux fonctions f (', a2, ..., z") et (&', 2%, ..., ") ont entre elles
un voisinage d’ordre p défini par le nombre positif ¢, si 'on peut
établir entre les points (z', ..., ") et (y', ..., y") une correspon-
dance biunivoque telle que I’on ait

flzt, 2ty — ot 0M) <,
o — o9 & —=1,2 Lo+ 5. .= m)
O @ yE@yE. | = T h 2 pra e g =),

On démontre aisément que si / est continue ainsi que ses dérivées
partielles jusqu’a 'ordre p on pourra toujours supposer

xt= 1 (i=1,2, ..., n).
Cousidérons, par exemple, deux fonctions de deux variables
flx, y) et o(x, ).
qui ont un voisinage d’ordre p comme il vient d’étre défini. Elles

peuvent étre représentées, dans l'espace euclidien & trois dimensions
rapporté a des coordonnées rectangulaires, par les deux surfaces

H5=M(2 ), =9z, ).
Employant le langage géométrique on pourra dire que les deux
surfaces sont dans un voisinage d’ordre p défini par le nombre positife.

La métrique de chacune de ces surfaces est définie respectivement
par les éléments linéaires suivants :

dsi=dz*+ dy*+ ds%

(') Cf. J. Havavaro, Lecons sur le calcul des variations, t. 1, p. 49 (Her-
wann, igio).
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et
dst—= dz* -+ dy* - dz}

~2

ou l'on remplace z, et z, par leurs expressions en fonction de x et
de y. Si les derivées partielles du premier ordre de z, et de z, sont
bornées dans un certain domaine D, on aura, pour des valeurs
suffisamment petites de ¢, en tout point de ce domaine,

1—n< % <1+,
7, étant un nombre positif plus petit que 1 et ne dépendant que de <.
On en déduit que le rapport des longueurs de deux courbes homologues
de longueur finie différe de 1 d’une quantité qui tend vers zéro avec z.
Soit 7 cette quantité. On peut dire que les métriques sont dans un
voisinage d’ordre p — 1 défini par le nombre 7.
Soient maintenant

j"l’ .ﬁ)’ AR ] fln’
une suite de fonctions de n variables et

€y By ... &y

une suite de nombres positifs tendant vers zéro. Si entre chaque fonc-
i onction ¢ de n variables exisie un voisinage d’ordre p
défini par le nombre positif ¢; on dira que la suite des f; définit des
fonctions infiniment voisines de ¢ et dans un voisinage d’ordre p.

Les notions précédentes conduisent a introduire d’une maniére trés
naturelle la notion de métriques riemanniennes infiniment voisines.

On ssait que I’on définit un espace de Riemann comme un continuum
an dimensions dans lequel on s’est donné une forme différentielle qua-
dratique

n
ds? :—:Zgﬁ d.ildxl,
1
cette forme étant appelée I'élément linéaire de I'espace de Riemann.
On peut dire aussi qu'un espace de Riemann est un continuum en
chaque point duquel on se donne une quadrique d'équation

n

Sy XiX/=1.
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Celle-ci peut étre normée en chaque point par le changement de
variables
Yi=\/gy X
Son équation est alors

iY?—}—éal/YiY_/:l.
1 1

Si la forme quadratique est, comme nous le supposerons sauf indi-
cation contraire, définie positive, les quantités

8ij

>
V. i

ajj—

qui définissent le cosinus de ’angle fait par les directions

dz'=o, dxi=o, RN dri—=1, RN dx"=o0
et
dzi=o, dz*=o, cey del=1, ey dz'= o,

sont, en valeur absolue, comprises entre o et 1.

Pour étudier les propriétés métriques d’un espace de Riemann, on
est obligé de se servir d’un systéme de coordonnées. Mais les pro-
priétés de la métrique riemannienne sont indépendantes du choix des
coordonnées employées.

Nous appellerons systéme régulier de coordonnées un systéme tel
que pour tout point d’'un domaine D (domaine de régularité) :

1° Deux points différents ont des coordonnées différentes et un
méme point ne peut étre représenlé par des coordonnées différentes;

2° Les g;; sont définis, continus et leurs dérivées continues jusqu’a
un certain ordre. Soit p cet ordre. On dira alors que ce systéme régu-
lier de coordonnées est régulier d’ordre p;

3° La forme quadratique

DguXiXi,  ou |gyl#o,
1

qui est décomposable en la somme de n carrés linéairement indépen-
dants est telle que les quantités | a;;| sont bornées supérieurement par
un nombre plus petit que 1, le déterminant des a;;, (@;=1), étant
supérieur a un nombre fixe plus grand que zéro,
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Nous appellerons métrique riemannienne réguliére dans un
domaine D une métrique pour laquelle on peut trouver, dans ce
domaine, au moins un systéme de coordonnées régulier.

Si le domaine est de dimensions assez restreintes et comprend sa
frontiére, s’il existe un systéme de coordonnées régulier et d’ordre p,
il en exisiera une infinité d’autres de méme ordre. Pour le constater,
il suffit de considérer la transformation

M=zt X(z'...a"),

X étant analytique et uniforme dans le domaine considéré.

Une métrique riemannienne sera dite réguliére d’ordre p dans un
domaine D, si 'on peut définir, dans ce domaine, au moins un sys-
téme de coordonnées régulier et d’ordre p et s'il n'existe aucun autre
systéme de coordonnées régulier et d’ordre ¢ > p dans D.

Un espace de Riemann sera dit doué d’une métrique régulicre
d’ordre p si tout point de cet espace peut étre entouré d'un domaine D
pour lequel (frontiéres comprises) on puisse définir un systéme de
coordonnées régulier et d’ordre p au moins.

Considérons maintenant un continuum & n dimensions formé des
points (x', %, ..., ") intérieurs a un certain domaine D. Soit E,,
E,, ..., E,, ... une suite de métriques riemanniennes réguliéres et
d’ordre p dans ce domaine. La métrigque E, sera définie par la
donnée de la forme quadratique

n
Z‘g("lln)xixj'
]

Soit enfin E une métrique riemannienne réguliére d’ordre p dans le
méme domaine et définie par la forme quadratique
"
y g‘i/X‘Xi,
1
le systéme des coordonnées étant supposé régulier dans I'une et 'autre
métrique.
Soient L, une courbe rectifiable de E,; 7, sa longueur;/la longueur
de la courbe 1. homologue de L,, dans E. Considérons I'expression

lm""‘ l

-
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Si quelle que soit la courbe L rectifiable, intérieure a D et de lon-
gueur finie, 4 tout nombre positif ¢ arbitrairement petit, il correspond
un nombre positif M tel que pour 72> M on ait

m—
|2 <.

nous dirons que les métriques E,, sont infiniment voisines de E.
Nous serons conduits & une définition analytique des métriquesinfi-
niment voisines par le théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que les métriques E,, sotent
infiniment voisines de E est que les quantités

o) o . g( m)

S omy__ .. o Sii (m__ S

o 1 et [llj (479 (alj— — " a,‘] ORI
S Vi 8 \/c’u <8jj

sotent des fonctions infiniment voisines de zéro au sens défint plus haut.

Ajoutons de suite que si le voisinage est d’ordre p, selon la défini-
tion donnée, les métriques seront dites, par définition, étre infiniment
voisines dans un voisinage d’ordre p.

La condition est nécessaire.

En effet, soient P et P’ deux points infiniment voisins mais quel-
conques, ds,, la distance de ces points dans E,, et dsla distance analogue
dans E. On doit avoir quelles que soient les quantités X', X2, ..., X~
et le point (', 2%, ..., 2")

2 g XiXi

~. wvix; !
_vgl/z (¢ X/

<e (quand m > M).

Ceci suppose qu’on a tout d’abord :

RO
Ou

—1|<e sim>M (i=1,2,...,n).

Sii

Puis 7 et j étant deux indices quelconques, quelles que soient les
quantités X et Y et le point (z', ..., 2")
“(Hl)k) = .g(i';”XY -+ g.(l"}nY“’

O
- — — | <c (m > M),
guN* gy XY + g5 Y




Posons
n
— —_ = ~ s
S=vgX, Y=yg¥V, Dea\X=r
1

la condition précédente s’écrit, pour m > M,

— S L s m
e («‘51/ )—}—Y-(ON ——I>
ou cl/
[ (m) < /g(/:m c(;;" ) oy ] N
\ —1 )+ a;;"—a; | XY

Sii h/l

Le déterminant || ;|| étant pour tout point du domaine considéré
supérieur 4 un nombre supérieur i zéro, les quantités | X | et | Y| sont
bornées supérieurement dans tout ce domaine par un nombre A. Dés
lors il vient

(m)
fay —agl<

\ (14 4A2) (m > M).

La condition est suffisante.

Par hypothése, & tout nombre & arbitrairement petit on peut faire
correspondre un nombre M tel que si m > M, il vient

ol
)y

f’ i -~ N Y e
1]<;, lai; " —a,; | <e (i,j=1,2,...,n).

Sii

Considérons alors deux points infiniment voisins P et P 4 dP,
soit ds,, leur distance dans E,,. Posons comme plus haut

=veaN ([X]<A)

ds?=1,

Ona

'l)t\

=S ()

S

oA (e (o
+ 2 9"\/ (m ou_“ 8JJ _1 -‘-a,/ ——(l,/
Sii i

De la on déduit
ds;,
s?

—1 ‘ <nA2e(an —1).
Posons encore

n'=n\e(an—r), W nn=r1.
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Il vient

3 dsm 5
[— < — <t-+1.
ds

7 tendanl vers zéro en méme temps que &, on voit qu’a tout
nombre v arbitrairement petit on peut faire correspondre un nombre
positif M tel que si m > M, on ait

ds})l
ds

=< < -1

Considérons maintenant une courbe rectifiable L et de longueur
finie dans I'une et I'autre des métriques. En vertu de I'inégalité pré-
cédente on a

dslll.

L

f ds
L

La courbe L étant quelconque, les métriques sont bien infiniment
voisines.
Remarquons qu’on peut généraliser le résultat précédent en consi-

[ < <=7

dérant deux suites E, E,, ..., E,, ... et F,F,, . .,F,, ... de
métriques infiniment voisines.
2. Comportement asymptotique d'un espace de Riemann. — Con-

sidérons le continuum des points (z', 2*,..., 2") ou les nombres z/
peuvent prendre toutes les valeurs réelles possibles. Appelons
domaine a I'infini I’ensemble des points pour lesquels I'expression

R e

surpasse une valeur M. Attachons en chaque point de ce continuum
un ensemble de fonctions de point g;;, de telle sorte que 1'élément
linéaire

n
W . N
ds*= Z‘gi i del
1
définisse une métrique réguliére (d’un certain ordre) sauf peut-étre

en certains points du domaine, a distance finie.

THESE RACINE 2
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Considérons alors, dans le domaine ol la métrique est réguliére, une
courbe L partant d’un point donné, d’ailleurs quelconque, et s’éloi-
gnant a U'infini, c’est-i-dire contenant des points pour lesquels le

nombre
A T S I S 2

surpasse toute valeur donnée & ’avance.
Si quelle que soit la courbe L considérée, sa longueur, c’est-a-dire
I'intégrale

f V2 g dat dal,
L

surpasse toute valeur donnée a 'avance, on dira que la métrique con-
sidérée admet un domaine a 'infini.
Soient A et B deux métriques remplissant ces conditions. Considé-

rons des valeurs de r=/z®+ y®+ z* formant unc suite indéfiniment
croissante. A chaque valeur r; de cette suite faisons correspondre le
domaine des points pour lesquels onar > r. SoientD,,D.,...,D,, ...
la suite de ces domaines pour A et D'; D,, ..., D, ... lasuite
homologue pour B.

Soient L, et L), deux courbes rectifiables homologues de longueur
finie et tout entiéres situées dans des domaines de A et de B affectés
du méme indice. Soient [, et [, leurs longueurs. Si I'on peut, a tout
nombre positif ¢ arbitrairement petit, faire correspondre un nombre M
tel que, stm >M -

m— tm
=7 <
quelles que soient les courbes L, et L., on dira que les deux espaces
ont méme comportement asymptotique.

Cette définition revient, au fond, a la suivante : les espaces de
Riemann constitués par les deux suites D,, D,, ... et D, D, ...
précédentes sont des espaces infiniment voisins. On déduit de 1a aisé-
ment la condition nécessaire et suffisante pour que deux espaces de
Riemann aient méme comportement asymptotique.

Rapportons, en effet, leurs domaines & I'infini & un méme systéme
de coordonnées réguliéres. Soient

¥\ N
ds*—= 2 G dr duet
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'élément linéaire de A pour ce choix des coordonnées et
daz_—_z v dxt dxl

I'élément linéaire de B, avec les mémes coordonnées. La condition
nécessaire et suffisante pour que les deux espaces aient méme compor-
tement asymptotique est, en posant encore r = \/x‘2+y”+ z*, qu'on
puisse, a tout nombre e positif arbitrairement petit, faire coerres-
pondre un nombre positif R tel que si» > R on ait :

&ii

———1]<e et Vg — oyl <o,
Vi
ou
a;;— 8y et o= i,
V-8 Vi

Un exemple simple est fourni, dans I'espace euclidien a trois dimen-
sions, par une surface Z = f(z, y) asymptote au plan des xy.

On peut toujours, dans l'espace euclidien a trois dimensions, cons-
trauire deux surfaces qui, sans étre asymptotes 'une a I'autre, donnent
naissance & deux métriques ayant méme comportement asympto-
tique. Tel est par exemple le cas des surfaces

Z =sinf ou § = arc tang

n

et

3= 0,

Si une métrique ayant un domaine a I'infini a méme comportement
asymptotique que 1'espace euclidien, nous dirons habituellement que
son comportement asymptotique est euclidien.

. . & o, . . .

Si les fonctions 2* — 1, a;;— «;; et leurs dérivées partielles jusqu’a

vii
I'ordre ¢ sont, en module, inférieures a ¢ lorsque r > R, nous dirons
qu’il y a méme comportement asymptotique d’ordre g.

3. Espaces de la classe E,,. — Dans tout ce travail, il ne sera ques-
tion que d’espaces de Riemann satisfaisant aux conditions suivantes :
Soit le continuum des points (', z*, ..., ") ol les nombres x'
prennent toutes les valeurs réelles. Les espaces de Riemann considérés
s'obtiennent en attachant a tout point de ce continuum une forme
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quadratique

&y XENT,

1

de fagon a définir en tout domaine intérieur (sauf peut-étre certains
domaines bornés dans toutes leurs dimensions) un systéme de coor-
données régulier. La métrique ainsi définie est partout réguliére et
d’ordre p au moins (p2>2).

Soit maintenant une suite infinie d’espaces de Riemann tels que les
précédents E,, E,, ..., E,, ..., cette suite définissant des espaces infi-
niment voisins de 1’espace euclidien, chacun d’eux ayant un compor-
tement asymptotique euclidien.

Supposons le voisinage d’ordre p et le comportement asymptotique
euclidien d’ordre ¢. I.e ds* de la métrique proposée s’écrira :

dst= 3(8; + &) das* d, ai,:{ o (7)),
1 (i=yj).
Nous écrirons habituellement (avec trois dimensions)

ds o dx? - dy? 4 dzt.

Supposons, de plus, qu’on puisse définir dans ces métriques un
systéme de coordonnées polaires tel que les quantités ¢;; dépendant

. , . . I
de r, de 0 et de ¢ puissent se développer suivant les puissances de -

3

P
e Aijm
Y i
1

Nous dirons que les espaces de Riemann considérés sont de la classe E,,.

dans le domaine a 'infini (')

THEOREME. — Un espace a comportement asymptotique euclidien donne
naissance, au moins dans son domaine a U'infini, ad une famille d’espaces
infiniment voisins de U'espace euclidien.

Soit, en effet, 'espace d’élément linéaire

ds*~ dr? —+ r? de?,

() Cette derniére hypothése n'est pas toujours nécessaire. Ln fait, elle
n'intervient, dans notre travail, qu'au Chapitre TV.
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dw® étant I’élément linéaire sphérique a » — 1 dimensions, et considé-
rons I’élément linéaire, dépendant du paramétre X

dst— [l —+ E“()\,‘; 9, ({))] dr*—+....

On a, par hypothése,

ime,(hr, 4, 0y= lime;(hr,6,9)=o.
r=« )\=‘J$
Dans un domaine (r, 0, ¢) fini les espaces définis par I’élément linéaire
»

en A sont, pour A > 1, des espaces infiniment voisins de ’espace eucli-
dien.

Considérons des espaces de Riemann a quatre dimensions dont I’élé-
ment linéaire puisse s'écrire

3
(1) ds'= (1 + &,,) dl*> — E 8y~ &) d dz.
1

Si, pour toute valeur de ¢ comprise entre deux limites, o et T,
I’élément linéaire & trois dimensions

Z(&-/ - &) dx’ dx/
1

est de la classe E,, et si, quel que soit le point considéré, ¢, tend vers
%;—;3 et 0—;2—’ tendant d’ail-
leurs uniformément vers zéro quand on s’éloigne & l'infini sur les
variétés ¢= const., on dira qu'on a affaire & un espace-temps de la
classe E,,.

Nous ne considérerons dans ce travail que les solutions des équations
de la gravitation d’Einstein qui engendrent des espace-temps de la
classe E,,(p22, g22). Nous supposerons que leur élément linéaire
a été ramené a la forme (1) — forme canonique — dans tout leur
domaine d’existence, négligeant d’étudier les cas d’exception ou cette
réduction ne peut étre effectuée. Nous appellerons sections d’espace
les sections £ =const. et lignes de temps les lignes sur lesquelles ¢ seul
varie.

zéro dans les mémes conditions que les ¢;;, €,

4. Nous allons clore ce chapitre par la démonstration d’un théoréme
important touchant des espaces de la classe E,,.
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On sait que, daus U'espace & trois dimensions, si les composantes R/
du tenseur de courbure de Riemann contracté sont nulles, 'espace est
localement euclidien.

Considérons maintenant des espaces a trois dimensions de la
classe E,,. Supposons leur ds? de la forme

ds? ~ da? + dy? =+ dz*.

Si ces espaces sont infiniment voisins de I'espace euclidien, on
pourra écrire

gy e . g

-
ij T

les quantités d’indice (¢ + 1) étant infiniment petites par rapport aux
quantités d’indice (7).

De méme on peut écrire, les indices gardant la méme signification,

Ri= (RI)" 4 (RIy 24 (RO 4L

Nous allons démontrer que, pour les espaces E,, réguliers partout, si
les quantités (R} }f” sont toutes nulles, il existe un systéme de coor-
données tel que les ¢}’ sont aussi tous nuls.

Ce théoréme peut donc s’énoncer d’'une maniére abrégée :

Si les parties principales des R} sont toutes nulles, la métrique réduite a
sa partie principale est euciidienne.

Supposons le ds* de la forme

ds*= (1 &;y) da* 4 (1 + €,,) d)y* + (1 -+ &33) d=*
G+ e duedy 4+ e, dy ds -+ g5 de ds.

Ecrivons alors, en négligeant les quantités du second ordre, les
équations exprimant que les R;;;;, sont nuls. Posons

0z _ 0n oz

deyy  dey, dé,y
8“-—_— 5,],, €.,

Eg57= = S= 5+ == + 5=
— o’ B 95) dx dy Jz

Ces équations sont

=
>—0.

____( a9
dvads\ % s dy
0
Vv ds

ainsi que celles qui s’en déduisent par permutation circulaire.
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On tire de la, en introduisant les six arbitraires e, ¢;,, €,,, U, V,
W soumises aux conditions suivantes :
ey 0%e,, e,y Ju ov 7A%%

= 0,

Jyoz " dmdx O dmdy 0 9z O 9y

les équations

o o
dy  Js
Gew _ 0 (06 On\ 0 (OW OV
T dx T 0w \dy = 0z dx\ dy ?):)’

2E93— —+ 2¢.;,

ainsi que celles qui s’en déduisent par permutation circulaire.
On a donc
2 €3 == (1\1 -+ f)—\—l (s
<223 dy (); RS
ou
dayy _ Payy o
dz ~ dyds~

ainsi que les deux autres égalités déduites par permutation. Posons

oG 0B
A=0b(y) +e(2), ‘=G, 0
B:a’(x)—i—@’(;), (131'_:(());}_%3%,
. / , B dA
(,:(L’(.Z)—}-b‘()'): au:-:)—"; +W

Il vient, en posant

X=t+U-+A\, Y—=n+V-+B, =7+ W-+C(,
oX oY 97

E== 55— 29 5 33— 5
11 ().Z' 22 d}' a3 ()5

_ Y _ON 07 oY _9X oz
P 0e 9y oy — ay T’ E= -
D’ou
ds*=(dw -+ dX)? -+ (dy + dY )+ (ds ~+ dZ).

Le ds*, au second ordre prés, a donc bien la forme euclidienne.



CHAPITRE 11
SUR LINTEGRATION DES EQUATIONS D'EINSTEIN.
CAS DES ESPACE-TEMPS REGULIERS PARTOUT.

1. Il serait fastidieux d’exposcr ici & nouveau la théorie dela gravi-
tation telle qu’elle a été construite, a4 partir d'une métrique rieman-
nienne attribuée a I'espace-temps, par M. Einstein. Elle consiste essen-
tiellement, une fois donnée en une forme différentielle quadratique,

W
(1) ds* :2 &ij dxt dxl,
1

ou les g;; sont des fonctions de point continues, admettant des dérivées
des trois premiers ordres, celles du premier ordre étant continues, &
lui associer une autre forme différenticlle quadratique

G_—_Z Gy dzt dai,

1

—_
»
~

covariante de la premiére vis-a-vis d’'un changement de coordonnées
arbitraire et vérifiant les deux conditions suivantes :

1° Les G;; qui dépendent des g;; et de leurs dérivées des deux pre-
miers ordres sont linéaires par rapport aux dérivées du second ordre
de ces fonctions.

2° Ce sont les composantes d’'un tenseur conservatif, c'est-a-dire
que l'on a avec les notations du calcul tensoriel

2 Gly=0 (i=1, 2.3, 4).
a=1

Soient R;; les composantes du tenseur de courbure riemannienne
contracté et 2R la courbure scalaire. M. E. Cartan a démontré le
théoréme suivant, fondamental dans la théorie de la Relativité :

Les seuls tenseurs Gy; satisfaisant aux conditions précédentes sont
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nécessairement de la forme

(3) Gij= M[Ryj— gyy(R+ p)],
K et w. étant deux constantes ().

Ceci admis, la théorie de la gravitation einsteinienne s’énonce
comme il suit :

Les quantités G;; de signification purement géométrique sont nulles
hors des masses et égales 4 un tenseur T;; de signification mécanique,
a 'intérieur des masses.

Selon que ce dernier tenseur est nul ou non, on dira que I’on traite
le cas extérieur ou le cas intérieur. Dans le cas extérieur les équations

de la gravilation sont :
R[/: 0.

Formons explicitement les équations aux dérivées partielles qui
expriment cette loi.
Supposons pour cela que dans un certain domaine I’espace-temps

)

puisse étre rapporté 4 un systéme de coordonnées tel que I'élément
linéaire prenne la forme

a

ds?— V2di2 — 2 g dz dz.
1
Posons

1 Skh A y
Q= — Q= ST SN
M=oV ot ’ A Z & %k

1

Les Q;; définissent sur les sections d’espace des tenseurs symétriques a

deux indices. Soient de plus R;;;;, les composantes du tenseur de cour-
bure riemannienne de ces sections. Posons enfin

K=Y e, 112:292 5, M=/ giK.

Les équations de la gravitation (cas extérieur) s’écrivent

V,i 0Q,7 , .
v _%—d—[—-KQ/:o (6, /=1,2,3),

R4

3
211?,‘0;:0, 2 R— K2+ lI2=o.
1

(1) Cf. E. Carrtaxn, Sur les équations de la gravitation d’Einstein (Journal
de Mathématiques, t, 1, 1922, p. 141-203).

THESE RACINE 3
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2. Dauns le cas général, posons
Ryj— gyR=S8y
et soit T;; le tenseur matériel. Soit
P;j=S;—Ty.

Le tenseur P;; qui est conservatif doit étre nul identiquement en tout
point de 'espace-temps gravitationnel d’Einstein. Divisons les équa-
tions d'Einstein en deux groupes, en nous servant toujours du systéme
de coordonnées précédent. Dans le premier,

(A) Pj=o0  (i#o0,j7#0),

figurent les dérivées secondes par rapport a la variable ¢. Le second
groupe sera constitué par les quatre équations

D20
Pl—o

1

Ces quatre derniéres équations ne contiennent aucune dérivée seconde
par rapport a ¢.
On peut alors énoncer le théoréme suivant :

St les équations (B) sont vérifiées sur une section d’espace et si les
équations (A) sont vérifiées en tout point du domaine d’espace-temps
considéré, les équations (B) sont vérifices partout.

Ceci découle immédiatement de la propriété du tenseur d’étre con-
servatif. Les équations

EP?,‘“:O (i==o, 1,2, 3)
=0 '

0

1 . r . dP’
forment en effet, dans ce cas, un systéme linéaire par rapport aux T

et aux P}. Par suite le systéme des équations d’Einstein est en involu-
tion et 1'on peut leur appliquer les résultats classiques de la théorie de
ces systémes (').

(') Cf. E. Carrax, Sur la théorie des systémes en involution et ses applica-
tions i la relativité (Bull. de la Soc. math. de France,t. L1X, 1931, p. 88-118).
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3. Le probléme de l'intégration des équations d’Einstein se précise
donc en vertu de la forme méme de ces équations. Il se divise en deux
autres problémes de nature trés différente. Le premier que I'on peut
appeler le probléme des conditions initiales consiste a trouver des solu-
tions des équations (B). Lesecond consiste, étant données les valeurs,
pour une valeur ¢, dez, des quantités g, et de leurs dérivées premiéres
par rapport & ¢, & calculer, au moyen des équations (A), les dévelop-
pements suivant les puissances de ¢ qui donnent pour z quelconque la
métrique d’une section d’espace.

On pourrait se demander si cette méthode de résolution du probléme
proposé est bien indiquée, ayant été choisie en raison de commodités
de calcul dans une question qui est, avant tout, posée par la
physique (').

Ce que P'on se propose essentiellement dans un probléme de gravi-
tation, c’est, connaissant I’état d’un systéme au temps t=t¢,, de
trouver I'état du méme systéme au temps t =¢, + A.

Dans la théorie de la Relativité, il n'y a plus de temps absolu,
chaque systéme de coordonnées comportant une division qui lul est
propre de 'univers en espace et en lemps. Le probl¢me de la physique
théorique comportera donc, dans cette théorie, trois étapes : il faudra
premiérement se fixer un systéme de coordonnées, c’est-a-dire un
ensemble d’observateurs dont les liaisons spatiales et temporelles satis-
fassent & certaines conditions. En deuxiéme lieu il faudra se donner
les quantités qui, pour ces observateurs, déterminent I’état du systéme
pour deux valeurs trés voisines de ¢. Il faudra enfin trouver un méca-
nisme analytique permettant de passer de ces valeurs initiales a des
valeurs ultérieures.

Entre ces trois pas successifs et la division précédente du probl¢me
de I'intégration, on voit qu'il y a entier parallélisme.

4. Les méthodes d’intégration que nous venons d’exposer peuvent
tomber en défaut quand l’espace-temps admet un groupe d’isométrie
dont les lignes de temps sont les trajectoires. Ce cas est celui ou

') Touchant cet ordre d’idées, cf. J. HapanaRD, Le probléme de Cauchy et
) ) 7 )
les équations aux dérivées partielles linéaires hyperboliques, Hermann, 1932,
p- 39 : « Un probléme analytique est toujours correctement posé quand il est
la traduction d’une question mécanique ou physique. »
q q physiq
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Pespace-temps est défini par un élément linéaire dépendani de di mais
non de z. M. Levi-Civita 'appelle le cas statique.

C’est seulement dans ce cas, a coup sir le moins intéressant pour
un probléme de mécanique puisqu’il suppose essentiellement I'immo-
bilité des masses en présence, que I'on a pu trouver des solutions des
équations de la gravitation ayant une interprétation physique accep-
table pourle probléme des n corps (').

On a traité deux cas, le premier est le fameux cas ou il y asymétrie
sphérique et comportement euclidien a I'infini. La solution est donnée
par le ds* de Schwarzschild. Le second cas est celui de la symétrie
axiale et, pour solutions, on a les ds* de MM. Bach, Palatini et Chazy.
Ces solutions sont encore 4 comportement euclidien a I'infini. Un élé-
gant exposé de ces travaux est I'objet du Chapitre VI du trés précieux
ouvrage de M. Georges Darmois sur les équations de la gravitation
einsteinienne (*).

On peut réunir ces diverses solutions dans une méme formule (*).
Nous I’écrivons sans rien changer aux notations de M. Darmois :

ds?— e dt> — e2¥ [ r2do>+ eV (dr® + dz?)),

(Y (P9 | ar O
d'\‘/— [((7;) — (az)JrCll +2"Z)—; E({b

F 1
y= 3l re 20
Py D

b
Py e 24,

oul'on a

i—=1

les quantités r;; étant les distances euclidiennes d’un point variable a
des points P;,, P, ..., situés sur I'axe de révolution.

Il est aisé de constater, le calcul complet étant fait par M. Darmois
pour le cas de i =2, que si 'on détermine les quantités ¢ et y par la
condition que le ds* soit a comportement asymptotique euclidien, la
quantité y qui est nulle sur la partie de I'axe de révolution extérieure
al'intervalle (P,,, P,,), sur les segments P,,P, ., ..., est différente

(*) Dans une Note des Comptes rendus ou nous publions un résultat commun
sur lequel nous reviendrons au Chapitre 1i1, M. Delsarte donne des exemples
d’un autre cas d’intégration. Mais on ne peut s’en servir pour le probléme de la
Mécanique céleste. Voir Comptes rendus de U’ Académie des Sciences, 1. 196,
1933, p. 1277.

(?) Mémorial des Sciences math., fasc. XXV (Gauthier-Villars, 1927).

(*) Loc. cit., p. 35.
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de zéro. Dans le cas étudié par M. Darmois, elle est égale a

d(a,~+ a,+ d) B
a4+ d)(az+d) d=PisPy.

y=/hk, Iog(

les quantités a,, a, et d ainsi que £, et k, ne pouvant étre nulles. Dans
ces conditions le ds* n'est pas régulier en les points de I'inter-
valle P,,P,,. On peut le constater facilement en considérant une sec-
tion z = const. d’une section d’espace ¢=const. Aux environs d’un
point de I’axe, le ds* a la forme

— e[ r2de2+ eh(1+ hyr+...) dr*].

Il suffit alors de déplacer par parallélisme un vecteur de module unité
suivant la courbe fermée 7 = const. pour constater qu’aussi petit que
soit 7, 'angle formé par le vecteur ainsi déplacé aprés une révolution
avec le vecteur initial est de grandeur finie, sauf si 2 = o. Or, préci-
sément, £ est icl essentiellement une quantité positive.

Cette singularité des ds*> proposés, hors le cas ou I'on ne considére
sur l’axe de révolution qu'un couple de points, I'intervalle entre ces
points constituant alors la singularité matérielle, n’a croyons-nous
jamais été montrée. Elle constitue pourtant une intéressante confir-
mation de la théorie de la Relativité puisqu’il est ainsi démontré,
dans le cas de la symétrie axiale, que cette théorie est incompatible
avec I'immobilité de plusieurs corps en liberté. Il serait intéressant et
trés important de généraliser la proposition précédente et de recher-
cher ce qui advient dans le cas statique général.

5. Le seul point traité dans le cas général du probléme des n corps
est le calcul par approximations successives du ds* de n masses dont
on connait & chaque instant les positions, les vitesses et les accélérations
généralisées. Encore n’a-t-on pu surmonter les difficultés du calcul
que pour la premiére et la seconde approximation et cela en faisant
des hypothéses de nature assez arbitraires sur I'ordre de grandeur des
dérivées par rapport a ¢. Les résultats obtenus ainsi sont exposés au
long par M. Chazy dans son bel ouvrage : La Théorie de la Relativité
et la Mécanique céleste ().

L’inconvénient d’une telle méthode est de supposer connues au

(') Cf, Op. cit., 11, p. 175 et suiv.. Gauthier-Villars, 1930,
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temps ¢, non seulement les vitesses des points matériels mais encore
leurs accélérations. Les résultats ne valent plus que pour calculer
I’action des masses proposées sur un autre point matériel de masse
négligeable. De plus, dans le cas de deux corps dont le mouvement
relatif admet la symétrie axiale, par exemple, ce qui est le cas le plus
simple, la méthode indiquée permetirait de construire en seconde
approximation un espace-temps ou l'accélération relative des deux
corps serait une fonction arbitraire de la vitesse, résultat paradoxal.

6. Les deux questions qui semblent les plus importantes dans une
théorie du probléme des n corps selon les principes relativistes sont, a
notre avis, les suivantes :

D’une part, quelles sont les données physiques qu'il est indispen-
sable de fournir pour que le probléme mathématique des conditions
initiales puisse étre résolu ?

D’autre part, quelles conditions supplémentaires faut-il joindre aux
équations de la gravitation (qui sont des conditions locales seulement)
pour que le probléme des conditions initiales soit susceptible d'une
solution et d’une seule ?

Nous ne traiterons pas la premiére de ces questions. Pour ce qui est
de la seconde, nous nous proposons seulement d’étudier les conditions
joindre aux conditiors locales pour qu’on ait le théoréme suivant :

j~Yad

Le seul espace-temps extérieur régulier partout est 'espace euclidien.

Il semble essentiel de se limiter a la considération de la famille
d’espace-temps pour laquelle est vérifiée cette proposition. Un espace-
temps régulier partout et partout extérieur donne en effet la représen-
tation géométrique d’un univers sans matiére et ol pourtant existent
des forces de gravitation. Pour qu’on puisse assigner comme cause aux
forces de gravitation l'existence de masses matérielles, il apparait
nécessaire de ne faire naitre ces forces que dans des univers ou le
champ extérieur posséde des singularités. Ces singularités devront
d’ailleurs pouvoir étre « meublées », c’est-a-dire que le champ exté-
rieur pourra étre prolongé par un champ intérieur de maniére a ce
que ’espace-temps soit régulier partout.

7, Ilest tout d’abord bien naturel dans le probléme de Mécanique
céleste que nous avons en vue, les masses étant en nombre fini et occu-
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pant des domaines finis, de poser comme premiére condition la
suivante :

Les sections d’espace doivent avoir un comportement asymptotique
euclidien pour un certain choizx du sysiéme des coordonnées.

Une condition moins nécessaire peut-étre mais qui cependant a tou-
jours été supposée remplie dans les travaux antérieurs est que les g,;
de la section d’espace, satisfaisant a la premiére condition, soient
développables par la formule de Taylor suivant les puissances des
masses. Sil’on considére des valeurs assez petites des masses et qu'on
exige que lorsqu’elles tendent vers zéro les sections d’espace tendent
vers une métrique euclidienne, on aura cette seconde condition :

Les sections d’espace peuvent étre choisies de maniére que, satis faisant
a la premiére condition, elles sovent en outre infiniment voisines de
Uespace euclidien.

En d’autres termes, on doit pouvoir déterminer les sections d’espace
de maniére que les ¢, dépendant d’un certain nombre de para-
métres, lorsque ces paramétres tendent vers zéro, on ait des espaces
de laclasse E,,. L’espace-temps lui-méme sera, de plus, delaclasse E,,,.

L’intérét de cette classe d’espace-temps est qu’elle peut s’étudier
assez complétement au moyen d’équations aux variations et, par con-
séquent linéaires, déduites des équations générales de la gravitation.

8. Ces deux conditions ne suffisent d’ailleurs pas. On peut, en effet,
énoncer le théoréme suivant :

Il existe des espace-temps extérieurs 1éguliers partout de la classe E,,
qui ne sont pas euclidiens.

Rappelons les conditions initiales. Elles s’écrivent
> . T> Wl 3
=0 — K, K=YQ II=Yele
ana:o (=1, 2, 3),
« —
2R — K2+ H?=o0

ainsi qu’il a été déja indiqué.
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Les gquantités Q’ et R doivent tendre vers zéro lorsqu’on s’éloigne a
1
I'infini.

Posons _
2 > 2 2 i A{ & %
ds*= P*(dx*+ dy?+ ds?), Qi= o’ K=o, =907,
: ] . »
/LI:Z A; ?;, H>= P’
@,
on a

= AP 0? 0* J?

=4 = — e e

R=4 ps’ dzt dy? NP7

Les quatre équations du probléme des conditions initiales se
réduisent aux suivantes :

(4) At A2+ Al=o0,
OA| [ OAL  OAT_,
dx dy ds —
OA! | OAZ  OA}

) 9z Ty Tos T
ONL | OAT_ 0N}
dx dy Jds —

. . h?
(6) AP=— o1
ou
AI=AL, A= AL, AI=AZ.

Nous allons tout d’abord montrer qu’on peut construire des solu-
tions réguliéres partout des équations (35).
Posons, en effet,

Aj=—X, A3=-—-Y, Al=—127,
. A . 0B . »C
M=y MNTae MEIE

Ces équations s’écrivent

oX aJd 0*A Jd 0°B
T 0z "9y dwoy T 0z 0w0s
d PA  9Y 9 iC
0z 0zdy dy "0z dyos ¥
d 9B d 92C  JZ
0z 0z0s " dy dyd: 09z °
avec
X+Y+Z=o,
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On satisfera a ces équations en posant

Jd*A J:B
X= g o
A d2:C
Y=z * 32"
7z 9B 2C
T 0L ())ﬁ'

On devra avoir, de plus, en vertu de la quatriéme équation,

2 ArB L ArC)+ 2 (BrC)—
()—x“'( -+ )—r--(—)}—g( -+ )+%( + C)=o.

La solution suivante satisfait & ces équations

2A=U+V—-W, 20=V+W_-1U, 2B=W+U—-YV;:

ol
v @ @M_@
=53 %)
v @ (ON _JL
= ge (92— %)
0? JdL oM
W—m(a—?};}

L, M, N étant trois fonctions arbitraires, réguliéres partout, possé-
dant des dérivées partielles jusqu'au sixiéme ordre et s’annulant a
I'infini ainsi que ces dérivées partielles. Si L, M, N sont analytiques
les A/ jouiront de la méme propriété.

On peut faire en sorte que C et par conséquent A soit nul.

I1 faut pour cela que les fonctions L, M, N soient telles qu’on ait

Vi4+W—U=o,
ou

d(&L oL o<mM @M\ . 0 (N 0N
) )+ % )

0z\ 9y ~92) " oy\ 0 T 9 Tz 9y

Ces relations seront satisfaites en posant

__(%’ M— ’K N J*K

L= dz Jz’ :dw()y.

Les quantités A/ sont alors définies en fonction d’une seule quantité
arbitraire, K.

THESE RACINE 4
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Reste a construire une solution réguliére partout et se réduisant &
I'infini & une constante de 'équation
AP — h?- _ K;vr/r?.
8 7 })7

P doit se réduire a4 I'infini & une constante pour que le ds* de
'espace initial soit euclidien a l'infini.
Pour résoudre cette équation, considérons tout d’abord 1'équation
auxiliaire
Au=—4mk.

Supposons qu’on en connaisse une solution réguliére partout et se
réduisant a I'infini 4 une constante. On pourra toujours, par I'addition
d’une constante a la solution proposée, faire en sorte que la valeur a
I'infini de u soit M et le maximum de la méme fonction M +m, M
et m étant tous deux plus grands que o.

Considérons alors la suite P, P,, ..., P,, ... de fonctions définies
par les équations

AP, —=— 4w k2,

k2
APlz—_.— L';‘HFT’

et la condition que toutes ces fonctions se réduisent 4 M & Vinfini.
Nous démontrerons a la fin de ce chapitre que la suite des fonctions
converge vers une fonction P satisfaisant & I’équation proposée. Nous
sommes donc en mesure de construire une solution du probléme des
conditions initiales. Je dis que si, par exemple, on a, comme c’est le
cas page 25,
A}=o, Qi=—o,

I'espace-temps engendré par cette solution du probléme des condi-
tions initiales est différent de ’espace-temps euclidien.

En effet, si I’espace-temps engendré était I'espace-temps euclidien,
on aurait pour t =¢,,

Boi/AZO (I.- /:/‘¢O$ l;é.]) l;ék’ J¢k)’
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ou, étant donnée la forme particuliére de notre solution,

9 . 2 Sheys 2 o0
J;(P"Q.z):@j(l)'gf): ;)h'(P—‘QT)r

ce qui entrainerait
RI=QI=Ql—o, Qi=—o (i=1,2.3), K=o, kr—o.

Ces derniéres égalités ne sont certainement pas vérifiées.

9. Ilreste & démontrer I'existence de P ainsi qu'il a été dit.

Faisons d’abord quelques remarques au sujet des potentiels new-
toniens.

Soit une masse de densité p répandue dans tout ’espace & Lrois
dimensions. Si ¢ est une fonction qui admet pour dominante la fonc-
tion p suivante :

[[VAN

=B B
P=(é>w-3 (g >o0)

r

1o |

A,
» (rr=a?+ y*+ z?),
A,

r
r

v

A et B étant des constantes, le potentiel I dit 4 ces masses sera une
fonction de point continue, bornée et tendant vers zéro lorsque r croit
indéfiniment. Si¢ a des dérivées partielles continues jusqu’a I'ordre p,
I aura des dérivées partielles continues jusqu’a I'ordre p + 1 (*).

Tout d’abord ¢ et p étant positifs, on aura pour tout domaine d’in-
tégration, I étant le potentiel dit & p et I celui dit aux masses p,

I<l1.

T(a,b,c):fffgdt,

p=y(z—ay+(y—0b)+(s—c),

Calculons

d~ désignant 1’élément de volume, P'intégration étant étendue a tout
I'espace.
En appliquant des propositions classiques sur les masses réparties

(") Cf. Goursar, Cours d’Analyse mathématique, t. 111, p. 273-279; cf.
aussi AppeLL, Traité de Mécanique rationnelle, t. 111, Chap. XXIX.
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r @
- x - -
I:;f 4ﬁpa?da+f 4rga do.
0 r

Le maximum de cette expression est atteint pour r=o. Il est
- “ - A * g
I(o):/ Avrpotdoc:f hrBeo do +f hm (é)/ Badoc—_—zﬂAQBii——a-
L) 0 A 24 q + 2

Lorsque 7 croit indéfiniment, I décroit et tend vers zéro.

Choisissons alors la fonction K de la page 25 de telle sorte que #*
soit une fonction ayant pour dominante en tout point une fonction du
type de . Soit m le maximum de .

Nous choisirons M et 4* de telle sorte que l'on ait

7(M + m)®

D <I, m<I.

M>r1,

Posons alors

p =V@—ayr+(y—0by—+_(s—c).

P(,:M—l—ﬁ‘ K dr,
p

On vérifie immédiatement que les fonctions P; sont toutes plus

grandes que M, plus grand que 1 et plus petites que M + m.
Je dis que cette suite de fonctions converge uniformément vers une

fonction P.
En effet cherchons une limite supérieure du module de

an_ Pn-—| |-

k2
|P,,—P,,_11:ﬂf;

Or, en vertu des hypothéses faites sur M et m on a les inégalités

suivantes :

On a

1 1

s — 57— | dt.
Pi Pl

(M +m)*m
e,=max|P,—P,_,| <e,., /—(-—M,—,—'— .
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D’ou I'on tire

M —+ m)om =t
en< ei LZ(T—)—_] .

La quantité entre parenthéses étant plus petite que 1 par hypothése,
lorsque » croit indéfiniment, ¢, tend bien vers zéro.
On en déduit que P est continue. En effet

[P(z+E y+m,5+8)—P(z, y, 5)l
—|P(z+E ...) —Pu(z+E ..) |+ |Pul@+E ...)— Pulz, y, 5)|
+‘Pll(x’ ¥ 5) - P(x: .,": :)I

et lorsque n croit indéfiniment, £, v, { tendant vers zéro, chacun des
trois termes entre barres tend uniformément vers zéro.
Considérons alors la fonction

e
Q—\1+M —

et cherchons une limite supérieure de la différence

1Q=Pul= [ Z|p1= — 5

(M +m)m

dr.

Ona

1

P P’ dr < max
n—\

i -
p

Quand n croit indéfiniment, la différence précédente tend donc
uniformément vers zéro. On en déduit que P = Q.

Comme d’ailleurs on a

k* dr
Q= [ 5 5

il est manifeste que la fonction P vérifie 'équation aux dérivées
partielles proposée et de plus ’équation intégrale

) — —_—
1‘w+ﬁl” P

Cette derniére identité démontre que si 4#* admet des dérivées
partielles jusqu'a Pordre p, P en admet jusqu’a 'ordre p+ 1. En effet,
P étant continue, le potentiel

_: dz
2
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admet des dérivées du premier ordre continues. D’ure facon générale,
si la quantité sous le signe fff admet des dérivées partielles jusqu’a

I'ordre p, la fonction définie par l'intégrale en admettra jusqu’'a
Pordre p +1.

Nous sommes ainsi en possession d’une solution du probléme des
conditions initiales réguliére partout. Nous allons montrer mainte-
nant qu’on peut choisir /* de telle fagon que la solution précédente
existe et soit holomorphe dans le domaine complexe.

Rappelons comment former 4. On pourra poser, par exemple,

A=gn—h x=32+00 ai=—x
=28 R vy 20 28 a——v,
A?:Ag:—bg—:)\;}: A::A.';:%’ Ag:Ai:?}%’

et
3amh=ZALAL.

Choisissons pour K une fonction holomorphe dans le domaine
complexe suivant :

<

x—=x'+ix", — oo << 2’ <<+ oo, —a2gx’S+ 2,
y=y'+0t —e<y' <+, —25)C40,
z=2 + iz, — oo < &' <<+ o0, —2<&"<+a.

k* sera holomorphe dans tout domaine intérieur au précédent. En
particulier, nous considérerons dans ce qui suivra un domaine J
défini comme il est indiqué par les inégalités

— oo << 2’ << + o0, — 12" 41,
— oo << y'<< 4+ o0, — 1<y 1,
— o0 << 3’ << 4+ a0, —185"<4-1.

Soit Ot le module de £* aux points , y, z. Il est facile de voir qu’on
peut choisir K de fagon que ce module étant, quels que soient z, y, z,
borné supérieurement par un nombre fixe, on ait de plus, en posant

Mz, y.2)=lmI(z+a, y 4 b,z-+¢), |alst, 1b[<1,  |ef<n,

VET 7B ey, 5%
dans J.
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On aura alors a fortior:

[\/xl +yi+ 5 |4 O (z, y, 5)<.
Par exemple, on pourra prendre

K = ge—{2*+1*+3%)

en donnant & ¢ une valeur positive comprise entre o et 1. Dans ces
conditions, suivant ce que nous avons montré page 28, I'intégrale

V{(a, b, c):ﬁ‘ D]L(;”’ V. s)dﬁ//‘)d)’ ds )
V(z—a)y+(y —b6)+(s—c)

étendue au domaine réel tout entier converge. On pourra choisir ¢
assez pelit pour que la quantité

M—V, ou V=lmV(a, b, ¢),

soit supérieure & 1. Nous ne considérerons que ces valeurs de .
Soit alors la fonction

P,—=M +ﬁ ; = Kdzdyds —)
Ve—arr 0 G—or

lintégration étant étenduc comme précédemment au domaine réel
tout entier, a, b, ¢ prenant des valeurs réelles. Posons

97 .
dwobiga Ut/ h=q,9=10 .0

Dep,c=

Il vient, d’aprés un théoréme classique de la théorie des potentiels
newtoniens,

Dep,cPo(a, b, c) :ﬁ Dene (@ 7, 5) dz dy dz.
Viz—a)+(y—0b)+(s—c)

Mais £* étant analylique, on a

[ Doy o A2 <O AL,
| Doy, Py <iljlh!V(a, b, c).

Cette limitation des dérivées partielles de P en tout point (a, b, ¢)
réel entraine I'analyticité de la fonction dans tout domaine intérieur
au domaine J.

On peut encore remarquer que, I'intégration étant étendue a tout
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le domaine réel (domaine sans frontiére), on a

ﬂ‘ 2 (z, y, 5)dz dy dz ﬁ'l\ (z + a, y—*—b,g-e-()d,cdydﬂ.
V(g—a)y+(y —b)y+(s—c)’ Vi )2+ =

Or, la fonction

(,_M—g—ﬂ‘l‘ (ot ay+b ()[deydz
Vel yi+5°

est aussi définie et holomorphe pour des valeurs complexes de a, b, c.
De plus, le module de P sera compris entre les quantités M — V
etM 4 V.

Dés lors, 11’3: est une fonction qui jouit exactement des mémes
propriétés que £* : elle est holomorphe dansle domaine J et en posant

k(x+a, y+ b, 3-+c)

I z)=Ilim
M (@, y, 5)=Tim Pi(x+a,y+b,5+¢)

(el (o<, fe[<).

I'intégrale
" M dz dy ds
V(z —a)+ (y —b) + (s —c)

étendue au domaine réel est convergente et inférieure a V.
Par conséquent, la fonction P, définie par I'égalité

P _M‘*‘ﬁ"i dx dy ds
' PlViz—a)y+(y—06)+(s—c)

est, elle aussi, holomorphe dans J, son module étant borné par les
nombres M — V et M+ V. 1l en sera de méme pour les diverses
fonctions P,, P,, ..., P,, ... de la suite définie plus haut. Elles sont
toutes holomorphes dans J et bornées en module. La suite infinie de
ces fonctions, d’aprés les théorémes généraux sur les fonctions de

variables complexes converge donc vers une fonction P, coincidant
pour des valeurs réelles des variables avec la fonction P définie plus
haut. Il s’ensuit que cette fonction P, lorsqu’on donne aux variables
des valeurs complexes, est holomorphe dans J.

Pour des valeurs réelles ou complexes des variables, on a comme
nous venons de le voir

M—V<P,<M+V.



— 33 —

Essayons de resserrer cet intervalle. Remarquons qu’on a

\I—lﬂk (Zra .. )dar,dyd~|<P <M
Vo + y? - s

IWL (x+a, .. )(lz‘dyd’l

Var+ yt—+ 5!
Posons, x, y, = étant réels :
a—=a'+ ia’, b=0b"+1ib", c=c -+ ic",

et donnons a @', V', ¢’ des valeurs fixes, a”, 6", ¢" variant entre —1
et + 1. Soient

Ny (e+a',y+ 054 ¢')y=lim| /.-‘(:I: +a'+ia", ..,
)l 4+ b, s+ ¢’
U(a', o', j” Lzt dh y i )dxdydx.
Va4 3t + 32
On aura

M—Uiz,y, 3)<P, <M+ U(z y, %).

D’aprés les hypothéses faites sur 4> on a
, [ V- y*r—+ &2 !'»g T,

I, étant borné. On pourra donc majorer I, par une fonction ne

dépendant quede V@ y*+ z” seulement, comme & la page 27. On
en déduit, cette fonction contenant e? en facteur :

i° que U(x, y, z) tend vers zéro lorsque yz*+ y*-+ 5* croit indé-
finiment;
2° que U(x, y, z) tend vers zéro lorsque ¢ tend lu1 aussi vers zéro.
) ?

On tire de 14, en posant P=M + & que & tend aussi vers zéro
lorsque ya®+ y*—+5* croit indéfiniment dans le domaine J ou
lorsque ¢ tend vers zéro.

P élant ainsi déterminé, nous posons, comme nous I'avons dit :

- Al/

Q= P (i,J=1,2,3).

les A/ ¢tant définis comme plus haut. Ce sont évidemment des fonc-
tions holomorphes dansJ, tendant vers zéro dans les mémes conditions
que @. Il en va de méme pour les Q7.

10. Considérons maintenant le systéme suivant d’équations aux

THEST RAGINE 5



— 3N

dérivées partielles

du; O~ duy .
()—;:2‘(}’,.,-()—@ (i=1, 2, ..., m; kyl=1, 2, ...,n),
! Ayl
ou les G sont des fonctions des «,, ..., «, seulement.

Supposons que ces fonctions soient analytiques el développablesen
séries de puissances dans le voisinage de la valeur zérodes u,, u,, ... u,,.
M étant le maximum des G dans le domaine

fu | <r, ju, | <<r, ..., [ | <<r,

ces fonctions sont majorées par I'expression suivante :

M
Uy ...+ Uy,
2

Cherchons a déterminer une solution du systéme proposé telle que
pour &, =0 on ait

U=, (Lsy ...y Ly) (f==1, ..., m),

les fonctions ¢, étant nulles au point @,=x.=...=a,=o0 et ana-
lytiques, développables en séries de puissances des «; dans le voisinage
de ce point, de telle sorte qu’elles soient Loutes majorées par 'expres-
sion suivante :
N .
{Tj“—}’ ou Y ITE Ly
On sait, comme I'a démontré M™ de Kowalewska, que, dans ce
cas, il existe une solution et une seule pouvanl étre représentée dans
le voisinage du point &, =z, =. .. =z, = o0 par des développements
procédant suivant les puissances de @, ., . .., Z,, tous ces dévelop-
pements étant majorés par la fonction Z, solution de I'équation

m m oZ
(1—-— 7Z>) +Mm(n—1)o,= (I'“ 7Z> N+7’

qui se réduit a o pour x, =y = o, dans le domaine ou elle est repré-
sentable par un développement en série de puissances de x, et y (').

(1) Cf. Jorvas, Cours d’Analyse a U'Ecole Polytechnique, t. 111, p. 319-321.
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Cette solution s’écrit, pour y =0 :

g p—t=Ve—t)—hoBt
app

en posant

@:NZ’;, .’-7;:{;. t=Mm(n —r1)x,.

On peut la développer en série de puissances de z,, le rayon de
convergence est

o(1-+2p — ({128 —1).

Lorsque p, r et M étant donnés, N tend vers zéro, Z tend aussi
vers zéro pour toute valeur de ¢ située dans le domaine de convergence
attaché au point y = o.

Considérons alors une famille de fonctions o, (@,, ..., ,), telles
que les fonctions correspondant a4 une méme valeur de l'indice p

soient majorées par l’expression PNLJ;,, N, tendant vers zéro quand p
augmente indéfiniment.

A chaque valeur de I'indice p correspond une solution du systéme
proposé d'équations aux dérivées partielles. Ces solutions, qui
dépendent de cet indice p, tendent uniformément vers zéro quand
cet indice augmente indéfiniment.

Ces résultats s’étendent au cas ou les fonctions G dépendent de
paramétres sans que l'expression qui les majore en dépende elle-
mdéme.

De méme, cesrésultats s'étendent & des équations d’ordre supérieur
ct non linéaires en les dérivées partielles ().

En particulier, considérons le systéme des équations du sccond
ordre fourni par la théorie de la Relalivité. Ces équations s’écrivent

1 Pg = ¥
(=12 593 . f
PR TE =R, + E,é’ P82 Q) — ,31“91.391/-

On les raménera au type précédent cn prenant comme variables

98y

auxiliaires — et u défini par I'équation supplémentaire
Ju
oz =L (u)y===.

(') Cf. Jorban, loc. cit., n° 24, page 321,
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Les fonctions correspondant aux fonctions G du premier systéme
proposé sont ici des fractions rationnelles en les g, %}"5, dont le
dénominateur est soit g, soit g, ou g ‘est le déterminant

s=gull

Les données initiales étant (gi;)o = ;; -+ &; et ;;, dans le voisi-

nage complexe d’un point z,y,3,, ¢ = 0, supposons qu’on ait
;=0 (L:4)), & (Zos Yoy T0) == e
Posons, dans ce domaine,
ij =04 -+ ai; + eyj.

Supposons que, pour des valeurs nulles des a;;, g soit développable
en série de puissances des ¢;;, le développement étant convergent lors-

quion a|e;| < e

Pour des valeurs non nulles et positives des a;;, on a
o €11 €12 ZE
I+ ay, Ly, I+ ay
€, €59 e,
=1+ @) (1 + ay) (1 + ag) I——T—%— I+ l_:Za I+-3a
€, €39 an
31 32 I 35
I+ dyy I+ Qyy I+ @y

g peut donc, dans le méme domaine de variation des ¢;; se repré-
senter par une série convergente procédant suivant les puissances de
ces quantités. De méme g°.

Supposons alors que les conditions initiales, analytiques, dépendent
d’un paramétre ¢ et soient soumises aux conditions suivantes :

lim | g;; | ==lim | Q;,, | =0, lim |g;|=lim | Q;,]|=o,
e=0 E—=0 re=w rew
Yy )

On voit que les conclusions précédentes s’appliquent au systéme
des équations d’Einstein et que leurs solutions tendront vers zéro uni-
formément quand ¢ tendra lui-méme vers zéro. De méme, les ¢;; ten-
dront vers zéro quand r= s/m_s—“ tendra vers des valeurs infi-
niment grandes. Ces quantités ¢;; pourront étre représentées par des
développements procédanl suivant les puissances de ¢ et le rayon de
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convergence de ces séries ne dépendra que de la quantité ¢ relative
aux ¢; et aux Q;; , ainsi que de la limite supérieure du module de ces
quantités. Supposons que ces données initiales soient holomorphes
dans un domaine tel que le domaine J proposé précédemment. Sup-
posons de plus que N soit un nombre positif bornant supérieurement
leurs modules dans tout le domaine J. Le rayon de convergence des
séries en ¢ sera borné inférieurement par un nombre positif, le méme
pour tout I’espace.

En d’autres termes, pour des valeurs de ¢ différentes de la valeur
initiale, le ds* de 'espace-temps extérieur d’Einstein s’écrira

3
ds*=d* —Z(GU—{- &) dz! da/,

1

les ¢; satisfaisant comme les données initiales aux conditions

lim [E,-,-]:o, lim }E;,-]:o.
£=0 re=w»

On obtiendrait le méme résultat pour les dérivées partielles
des €ij.

L’espace-temps engendré est donc de la classe E,,.

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Pour qu’on puisse engendrer a partir de certaines données initiales,
(8 €ijy Qij.o ), un espace-temps de la classe E,,,, il suffit :

1° que les ¢; et les Q;; , soient analytiques dans un domaine tel
que J;

2° que le maximum de leur module dans les domaines cerclés formés
de cercles ayant pour centre un point réel et pour rayon l'unité tende vers

zéro uni formément avec un paramétre ¢ ou encore lorsque \/x* + y*—+ z*
croit indéfiniment dans J.

Ces conditions sont effectivement remplies dans le cas de I'exemple
que nous avons construit précédemment.

Nous avons donc donné I’exemple d'un espace-temps dela classe E,,
existant sur une épaisseur finie de temps et qui, étant un espace-temps
extérieur d’Einstein, est régulier partout, sans pour cela se réduire 4
P’espace-temps euclidien.

Nous énumérons au Chapitre IV un certain nombre de groupes de
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conditions supplémentaires grace anxquelles il n’y a de solution régu-
liére partout des équaiious extéricures d’Einstein que 'espace eucli-
dien. Seule une condition portant sur les parlies principales des ¢;
donne le moyen d’aborder ensuite le probléme des conditions initiales
par les ressources actuelles de I’analyse. Mais il nous a paru intéres-
sant de définir d’autres groupes de conditions montrant I'irnportance
de certains systémes de coordonnées, ou celle de I'évolution relativiste
a de grandes distances des masses.

Ainsi apparait la possibilité d'instituer un parallélisme assez étroit
entre les dix équations d’Einstein et I'équation fondamentale de la
Mécanique classique, ’équation de Laplace, qui devient dans le cas
intérieur I’équation de Poisson. On sait que les solutions de 1'équation
de Laplace se réduisent a4 une constante lorsqu’elles sont soumiscs a la
condition d’étre réguliéres partoul ct de se réduire a l'infini a une
constante. En entendant la régularité au sens de « espace-temps de la
classe E,, (p22, g22)» on a, moyennant l'addition des conditions
supplémentaires dont il vient d’¢éire question, la méme propriété. On
eomprend ainsi un peu mieux, nous semble-t-il, la profondeur de la
généralisation de la Mécanique classique proposée par M. Einstein.

CHAPITRE 1IL
L'ESPACE-TEMPS STATIQUE.
1. Dans ce chapitre, fious traitons le cas ol les équations de la

gravitation d’Einstein se réduisent & une formé plus simple; c'est le
cas étudié par M. Levi-Civita du ds* statique d’expression (')

ds*=V?*(x, y. 5) (li-’——z &z, y, 5) dx'dz! (=, a*=y. 2*=2=z).
1

A son sujet nous démontrerons le théoréme suivant :

St un espace-temps statique de M. Levi-Civita est tel que ses sections

(") Cf. T. Luvi-Cavina, ds? einsteiniani in Campi Nesvtoniani (Rendiconti
Ac. Lincel, 1917-1918).
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d’espace atent un comportement asymptotique euclidien ou bien sotent

des espaces clos, sans frontiéres, il ne peut éwre régulier partout sans se
réduire localement & Uespace euclidien.

Nous supposons seulement I’existence et la continuité de V, des g,
et de leurs dérivées jusqu’au second ordre.

Nous avons publié une premiére démonstration de ce théoréme dans
les Comptes rendus de I’ Académie des Scicnces (*). Elle était basée sur
existence d'une solution élémentaire (*) pour I'équation

AV=—o, AV :Zv«, o

dans un domaine ou la métrique définissant A est réguliére, pourvu
que ce domaine soit suffisamment petit. Soit U une telle solution. Elle
satisfait en tout point du domaine & I'équation ci-dessus sauf en un
point ou elle devient infinie. Soient P ce point et M un point voisin de
P, o la distance géodésique de P a M. Lorsque M tend vers P,

U devient infini comme -+ En appliquant la formule de Green généra-

lisée aux fonctions U et V, on établit une formule de médiation pour
V. Soit £ une surface fermée quarrable et de surface finie, entou-

rant P; [% étant le symbole de la dérivation par rapport 4 la normale

intérieure & cette surface, il vient

On en déduit sans peine la monotonie de V en P. Si la métrique
est parlout réguliére, V ne pourra avoir en aucun point d’extremum.
Dansles deux hypothéses que I’on envisage dans 'énoncé du théoréme,
V est donc constant. Or les équations de la gravitation sont dansce cas

BU—}— -& -0

v , AV=o (7, j=1, 2, 3).

Si V est constant, les R,, sont tous identiquement nuls et les sections
d’espace sont localement euclidiennes. Le théoréme est donc démontré.

(*) Cf. C. R. Acad. Sc., t. 192, 15 juin 1931, p, 1533.
(*) Cf. G. Giraup, Ann. Ecole Norm., t. XL1I1, janvier 1926, p. 66.
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Dans un récent Mémoire ('), M. (5. Giraud a démontré le théorcme
suivant pour ces équations du type

AV =/ (M),
A ayant la méme signification que précédemment :

St AV est positif ou nul dans un domaine connexe (M) et st la borne
supérieure IVt de N est atteinte en un point de (@), NV est partout égale
a M dans (@).

L’application de ce théoréme donne une seconde démonstration de
notre proposition, beaucoup plus simple que la premiére. Il n’y a qu’a
poser V=M —u, M étant la borne supérieure de V, et a raisonner
sur u. V ne peut s’annuler sans quoi la métrique de I'espace-temps
considéré ne serait pas parlout réguliére. u est donc compris entre
O et M —n, m étant la borne inférieure de V. Si V n’est pas cons-
tant, z est donc maximum au moins en un point et donc constant
dans un domaine entourant ce point. Dans ce domaine I'espace-temps
sera euclidien. Mais il en sera de méme hors de ce domaine car les
dérivées premiéres des quantités V et g, étant continues par hypo-
thésc, un espace-temps euclidien ne peut se prolonger par un espace-
temps non euclidien, sauf peut-étre le cas ou I'hypersurface commune
est caractéristique. Or ici, manifestement, le prolongement devrait
se faire a4 travers unc hypersurface engendrée par des lignes de temps.

2. Il existe une classe d’espace-temps analogues & ceux de M. Levi-
Civita. M. Delsarte les a, le premier, étudiés (*) et en a donné un
exemple qui n’est d’ailleurs pas un espace-temps de la classe E,,. Ils
ont pour élément linéaire :

ds?=—U?(z', 2. x') di’— 0} — 0} + 03,

ol U désigne une fonction des deux variables d’espace ' et x* et de
la variable de temps 2*. ©,, ©,, w, sont trois formes de Pfaff linéaires
en dx', dx*, dz* et dépendant seulement des variables z', x?, x’.
£ est une variable d’espace variant de 0 & 2%.

(") Cf. G. Giravp, Genéralisation des problémes sur les opérations de type
elliptique (Bull. des Sc. math., . LVI, 1932, p. g).
(*) Cf. C. R. Acad. Sc.. t, 196, 1933, p. 1277.
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On peut se proposer d’étudier les espace-temps précédents infini-
ment voisins de ’espace-temps euclidien et lui étant asymptotes.

Mais le théoréme précédent ne s'étend pas a cetle classe d’espaces,
du moins quand on n’énonce pas des conditions restriclives en tous
points analogues & celles que nous proposerons au chapitre suivant.

Nous terminerons ce chapitre en signalant des formules qui per-
mettent de simplifier 'étude des espace-temps statiques et des espace-
temps de la classe précédente.

Considérons un élément linéaire comme le précédent mais sans

préciser quelle est la variable de temps. Posons
ds*=U? df? 4 w? + 03 + wj,
((=1,2,3), de?= 03} + 0+ 03, dP—= w7+ o3+ ©3.

1
0, == Uml

Soient R, les composantes du tenseur de courbure pour 1’élément

linéaire do” et R, les quantités analogues pour I'élément linéaire d/*.
Soit de plus

Un calcul sans difficulté montre que si l'on a

R, + Uli,‘/ =0 (¢, f=1,2,3). AU =o,
on aura
R+ 217/ =o0, Ar=o, =1logU,

le symbole A étant le symbole de Beltrami sur la métrique définie par
I’élément linéaire dI* (*).

Ces formules permettent, toutes les fois que I'espace-temps admet
un groupe d'isométrie, de réduire les équations de la gravitation a une
forme plus simple.

En particulier, soit un espace-temps statique de cette sorte et qui,
de plus, soit de la classe E,,. On a, en négligeant le second ordre,

U=1-¢}4; (ep=¢hy+cig+...) T=log(r 4 €q) ==&}y ...

(1) Cf. C. R. Acad. Sc., t. 196, 1933, p. 1277, oi M. Delsarte et moi nous
donnons avec une notation différente cette transformation. Elle avait déja été
employée dans un cas particulier par M. Levi-Civita, ds* einsteiniani (Rendi-
conti Ac. Lincei, 1917-1918).

TITEST, RACINE 6
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Les équations de la gravitation se réduisent a

— Asl —
R,;=o, Agly=o,

lorsqu’on ne considére que les parties principales.
P

CHAPITRE 1V.

ESPACE-TEMPS QUELCONQUES (*).

1. Nous allons d’abord démontrer le théoréme suivant :

Sotent des espace-temps extérieurs dont I’élément linéaire est

pl a2 3 2 _ ;"“'_ Al ap2 ] ol A o) SN — o (l?/«l)’
{1+ epo(xt, 2, 27)] dt Z]_o{—r—sl,(‘l,',x,x)]dxdx/, 04 = y =)

1
Supposons-les de la classe E,, et considérons la partie principale de ¢,
et des ;. St ces quantités sont réguliéres partout et ne dépendent pas de t,
le ds* est euclidien au second ordre prés.

Ce théoréme est, en somme, analoguc a celul que nous avons

.
lors cue nous consi-

Ut 2Lus L2s2

\ .
précédent. Mais

44

)

dérions le ds* rigoureusement cxact, ici nous n’en considérons plus
qu'une approximation. Il est donc besoin d’une nouvelle démons-
tration.

Soient donc

-

V, ;
(1) R, -+ —‘L/‘f__—_o, AV =0
les équations de la gravitation, cas extérieur. Par la transformation
dont il a été question au dernier chapitre, elles peuvent s’écrire, en
conservant les mémes notations

]_{,/nk» ')?,z—',-: 0, Az =o.
Or

V=14 gp=1+4&jg+ EJg+-. ..

(*) Quelques-uns des résultats de ce chapitre ont fait I'objet d’'une Note aux
Comptes rendus (Cf. C. R. Acad. Sc., 197, 1933, p. 302).
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Done
T:e:m—l—....

Si donc on néglige les quantités d’ordre supérieur au premier, les
équations précédentes deviendront

_ o2 9> 9>
\— | R— — —
(2) R,=o, Agly=o, A= Py -+ -——dy_, -+ Pl

25
laplacien nul est constamment nul. Les quantités R;; sont par ailleurs
nulles au second ordre prés. En vertu du dernier théoréme du Cha-
pitre I, la solution des équations (1) est donc donnée par un ds* eucli-
dien au second ordre prés. Le théoréme est démontré.

Soit maintenant une famille d'espace-temps infiniment voisins de
I'espace euclidien et dépendant effectivement des quatre variables.
Supposons leur ds* de la classe E,,. Supposons de¢ plus que le ds*
étant de la forme

étant nul a Plinfini, restant borné en tout point et ayant son

N : vo(E=0),
2 e . 12 — xtda/, s— A .
ds*==(1 + £4) dl JE(B,,—{—%,) datda/, 0y {0 (i),
les parties principales des ¢;; ne puissent par aucun changement de
variables éire toutes annulées et soient toutes, au moins dans un

certain systéme de coordonnées, indépendantes de z.

Les espace-temps de cette famille ne peuvent étre réguliers partout.

En négligeant les quantités du second ordre, on a, en effet, un ds*
statique. Or nous avons vu qu’un tel ds* régulier partout se réduisait
a I'élément linéaire euclidien. Dans le cas actuel cette réduction est
impossible. Il n’y a donc pas régularité partout.

2. Nous allons maintenant considérer d’autres groupes de condi-
tions.

Tout d’abord, considérons des espace-temps extérieurs de la
classe E,, de métrique réguliére non seulement au voisinage d’une
section d’espace particuliére, mais encore pour toutes les valeurs de ¢
supérieures & un nombre donné, a zéro par exemple.

Supposons que le systéme des coordonnées ait pu étre choisi de
telle sorte que pour £20 le ds* réduit & sa partie principale ait la
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forme

Ast= (1 ¢&},) 6152—2(6,-;—4— eli) dotdu,

1

les quantités ¢}, et ¢, satisfaisant non seulement aux conditions ordi-
naires mais en plus a la suivante : elles sont bornées danstout I'espace-
temps, supérieurement et inférieurement, par deux nombres et pour
des valeurs fixes des variables d’espace, ce sont des fonctions presque
périodiques de ¢ (). Dans ces conditions, leur moyenne, définie par
la formule

N
'/'(x,y,z,t):lim—;j f(xy.)”za“)d"‘:F(x,J’:ﬂ)g
t=w» v J,

définit en tout point (@, y, z) une fonction de ces trois variables
continue ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres.

Supposons que ¢}, ne soit pas identiquement nul.
Effectuons la moyenne des parties principales des quantités
R Sl 19 g E %,  aR—K2r H2,
o

Les parties principales de ces quantités sont linéaires & coefficients
indépendants de ¢ par rapport aux e, ¢, et & lenrs dérivées partielles
des deux premiers ordres. II est clair que si ces quantités sont nulles,
ce qui est le cas puisqu’on a affaire 4 un espace-temps extérieur
d’Einstein, leurs moyennes seront aussi nulles. Nous obtenons ainsi
des équations qui se réduisent aux six équations du cas statique

touchant le ds?,
3

ds*=(1+¢l,) (lt?—Z((?i/—'r—zi‘,-) dx* dz/.

1

(*) Cf. J. Favaro, Sur les fonclions harmoniques presque périodiques
(These, 1927 Introduction, p. 3).

Dans un univers schématisé par un espace-temps du type étudié dans ce para-
graphe, les valeurs des gy oscillent autour d’une valeur moyenne dans le temps,
pour un choix convenable des systémes de référence. Par analogie avec la méca-
nique classique on est conduit a penser qu'il en doit étre ainsi dans le cas de
n corps restant toujours & une distance finie les uns des autres sans qu'il y ait de
chocs ou de phénoménes de résonance.
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En particulier on a
Ael, = o.

En vertu de I’hypothése faite sur ¢!, cetle quantité ne peut étre
réguliére partout. D’oti le théoréme suivant :

Un espace-temps extérieur d’Einstein satisfaisant aux conditions
énoncées ci-dessus ne peut étre régulier partout.

3. Soit maintenant un continuum (r, 9, ¢, t), otr les variables sont
soumises aux inégalités suivantes :

0<hLm, ogsam, r—tzo, r>o.

Douons ce continuum d'une métrique partout réguliére de la
classe E,, et que par un choix judicieux du systéme des coordonnées
on puisse décrire au moyen de I’élément linéaire

3
ds*= (1 &) d2? —2 (8- &) da' !
1

(&'=rcosbcosy, *=r cosd sing, z°==rsinf).

Ne considérant la métrique précédente que dans son domaine a
I'infini, posons

Faisons maintenant I’hypothése suivante :
La métrique proposée est un espace-temps extérieur d’Einstein; les
quantités a;; et b;; sont telles que les quantités

" T

1 1

;Ff a, dt, Tf bi/ (ll,
0 0

pour T > ¢, ¢, étant un nombre donné, sont des fonctions non crois-
santes de t. Je dis que I'on a, dans ces conditions,
()a,',' . ()Z)i,' —0
at — dt
Faisons tout d’abord une remarque. Soit
V() 22, 2%, t) di*— z Qij(xt, 22, a?, t)y dxidx/,

1
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un espace-temps extérieur d’Einstein. Il est manifeste que le ds* sui-
vant, ot A esl une constante

Ve(dha', hat, ha®, 1) di>— 32 2 gy(hz!, ha*, ha?, 1) dat da/,
1

satisfait aux mémes équations de la gravitation. De méme encore

V(! hat, ha "".,t
(A, oo o )cltﬂ~—

e Eg;j(lx“, ha*, hxy, t) dx'dxl.

1

Du ds* proposé, on déduit ainsi une famille a un paramétre
d’espace-temps de méme nature, au moins dans le domaine & I'infim,
A variant de 1 a I'infini. Si la variété proposée est de la classe E,,, les
variétés en A seront au moins dans le domaine & 'infini de la méme
classe.

Pour les variétés d’une telle famille, les équations de la gravitation
pour le cas extérieur sont :

1
A= —»
«

OV a1 09
R+ — | v T K |=,

2R — o2 (K2— H2) — o, Zni,«;:o.
j

On voit, par la forme méme de ces équations, quesi I'on développe,
ety s N Qi .
dans le domaine & l'infini, les quantités R/+ ~ et L L KQ/ par

V Jdt
1 dQ/

rapporta o, lestermesen « et o* dans ; —- -+ K Q/doivent étreiden-

tiquement nuls. D’ot
()lai,-_____—_o' ()ll}i/ _
ae !

et par suite des hypothéses que nous avons faites

()ai,- —0o ()bi[ .
ot > o ¢

Supposons maintenant qu’en posant

@ by ey
— - — = 1.
Pl e



— 7 —

la quantité c;; soit soumise aux mémes conditions que les a;; et b;;.
Posons de plus :

hk—+h ok
V—1’+‘——’:“+..., -[)_l—

T T
.o , .1 a"h L
‘!ngf‘; hdt==o, lxzan i mdl_o (m=i+j=1,2),

la convergence étant uniforme. Posons enfin
R/= apd+. ..,

et soit O;; dans le terme ¢/ le coefficient de rl Les équations de la gra-

vitation donneront dans le domaine & l'infini

J2ey,
@11—:011"}‘2]\' “_'_:"—2/1 +-m—:;—’;
ok 0%l 2y

J— RS N — e ——r
0,,=—=9,,+ 95 Lk R T h g
o 1 Ok Ok L 1 dh opl 2.y
033—0,;3‘1— m E‘P—i *lﬂl]ha a‘é ’“/t—.—“ '(;g‘é‘ W +Lal]:.,0'a‘6‘ —+ IL+ W’
ok oh d%¢y,

5 9 — S on 12

0n=0n—25 R o
. 2 Odk . 2 dh drey,
On="0— 5 0 = o0 9 o
Q. —5 o a:k tangf dk 1 d*h  tangh dh + 02¢yy
WU 50570 00 do | costl dp T cosih 95dy  cos*h do 9

Les quantités «;;, b;; et k étant indépendantes de ¢, il vient

T T 2.,
lim T[; f 0,dt=0,= lim,—;,f (g—f-—'—/ .. .)th: 0.
T 4 J, v, Jae?

D’ot1 'on tire
(9:/'?-"—'0 (1’,./':1,2,3).

Supposons .= o. Il vient

dl(,i/ —0
o T
et les ¢;; sont eux aussi indépendants du temps. On constate aisément
, e 1
que, dans ce cas, en négligeant les termes en (2 > 1) le ds*, dans le

il

domaine & I'infini, est un ds* de Schwarzschild.
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Supposons maintenant qu'on ait (au moins dans le domaine a
I'infin1) :
Jav

— O
ot ’

En continuant de proche en proche le raisonnement précédent on
verra que si toutes les quantités a;;.m dans le développement dc

sont soumises aux mémes conditions que les quantités a;; et b;; il est
possible d’énoncer le théoréme suivant :

St lon a
A
gt %

et st toutes les quantités a;; ,, sont soumises aux mémes conditions que
les a;; précédemment, le ds?, au moins dans le domaine a Uinfini, est
statique.

Mais si la métrique est réguliére partout et au moins d’ordre un,
un ds? statique ne peut étre prolongé que par un ds* de méme nature.

Pour démontrer cette proposition, appliquons la méthode d’inté-
gration des équations d’Einstein décrite au Chapitre II. Les données
initiales seront supposées connues sur une hypersurface a trois dimen-
sions engendrée par des lignes de temps. On distinguera les deux
faces de cette variété par les indices 1 et 2. Supposons que la face 1
appartienne a un espace-temps statique régulier en tous ses points,
dans un certain domaine D comprenant cette variété. Je dis que cet
espace-temps ne peut étre prolongé au dela de la face 2 par un espace-
temps extérieur qu’a condition que cet espace-temps soit statique.

Les données initiales sont les mémes pour les deux faces de la
variété car le prolongement suppose la continuité des dérivées pre-
miéres. L’espace-temps limité par la face 1 aura un élément linéaire
qui s’écrira

— dx*+ N2di*— 2 gijdzt dx/ (xz_ —)’>:

‘z.:} — =

2
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Celui de I’espace-temps limité par la face 2 s’écrira

3
—dz?+ V*dt*— 2 g, dt dy — 28y, dt d= — 2 &gijdrtdxl.

Les fonctions g;;, g, et V sont indépendantes de ¢ d’un coté et de
l'autre car, par hypothése, les conditions initiales restant invariantes
par le groupe

U=t h,

les solutions admettront ce méme groupe.
Je dis, de plus, qu’on a

0 — O.

BS

Soa=—

En effet du c6té 1 cette relation est assurée. Or on ne peut avoir
pour ces quantités deux développements différents par rapport a la
variable d'intégration «, les données initiales n’étant pas portées, il
est & peine besoin de le remarquer, par une variété caractéristique.

4. Nous proposons pour clore ce chapitre, un autre genre de condi-
tions restrictives. Celles-ci ne font plus, comme les précédentes, inter-
venir une épaisseur infinie de temps.

Elles supposent qu’un espace-temps de la classe E,, a pu étre rap-
porté a des coordonnées d’un type spécial, caractérisé par le fait que
sur les sections d’espace la quantité K, définie plus haut

3
K :Z Q!
1
est nulle identiquement. Si 1’on vérifie que I’on a alors
-
z‘r:)i =0,
1

on voit que ce fait peut s’interpréter en disant que I’espace-temps est
rapporté a des familles d’hypersurfaces extrémales & trois dimensions
et & leurs trajectoires orthogonales. Supposons qu’avec ce systéme de

THESE RAGINE T
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coordonnées, ’'élément linéaire s’écrive

q

ds*=V*dt>— Z &ij dxt dz/,

1

L’espace-temps étant de la classe E,,, écrivons les équations de la
gravitation. Dans ce cas particulier, elles prennent la forme simple

Vi1 09l
VTV T

zs'z:if,‘: o, 2R4H—o.
ox%

RS+ o,

Considérons alors I'intégrale

ffd—ida:ﬂ A\’((T:MVH‘Z(ZT
dn

étendue a des surfaces r = const. Le ds> d’espace pourra étre ramené

a la forme
ds?~ dr? =+ r? de?.

Lorsque r croit indéfiniment, cette intégrale croit en restant essen-
tiellement positive. On doit donc avoir

ko

EgpT== = T ey
r

la quantité £ ne pouvant s’annuler identiquement.

Approchons maintenant la solution rigoureuse en lui substi-
tuant sa partie principale. Soit V=1-¢,; on voit que l'on a, en
posant g, =¢,, -+, +. ..,

| —
Agl, =o0.

I1 en résulte que si dans le domaine a I'infini ¢{, n’est pas identique-
ment nul, il admet dans ’espace-temps proposé des singularités.
Nous avons donc le théoréme suivant :

St la partie principale de V' —1 n'est pas identiquement nulle dans le
domaine a l'infini, il 'y a pas de solution réguliére, partout des équa-
tions d’Einstein extérieures.

Si au contraire g,, est d'un ordre infinitésimal supérieur au premier,
on ne peut rien dire en se contentant d’une épaisseur finie de temps.



CHAPITRE V.

NATURE DES SINGULARITES MATERIELLES.

1. Nous venons de passer en revue un certain nombre de groupes
de conditions qui, adjointes aux conditions locales que constituent les
équations de la gravitation d’Einstein, déterminent les solutions de
ces équations de telle sorte qu’elles ne peuvent étre partout réguliéres
sans se réduire a 1’espace euclidien.

Dans ce dernier chapitre nous ferons choix du seul groupe de con-
ditions supplémentaires qui permettent effectivement de former une
solution du probléme des conditions initiales. Comme nous l’avons
déja dit, nous supposerons que les parties principales des ¢; et de
V —1 sont indépendantes de z.

Ces conditions posées, pour pouvoir déterminer les solutions, il est
nécessaire de les astreindre a ne présenter que des singularités d’une
nature déterminée.

I1 nous faut donc maintenant adjoindre aux conditions mentionnées
plus haut d’autres conditions touchant la nature des singularités et de
telle fagon qu’elles permettent de construire d'une maniére et d’une seule
lu métrique de Uespace initial.

La détermination de cette métrique n’est d’ailleurs que la premiére
partie de la résolution du probléme des conditions initiales. 1l reste

ey oy . e OF ot AR 98 114
ensuite a déterminer les quantités Q7 qui définissent les —5’%’-, éléments
initiaux du premier ordre, alors que la métriqueinitiale d’espace peut
étre appelée élément initial d’ordre zéro.

Tout d’abord énongons la condition restrictive touchant la nature

des singularités acceptables. Dans le cas d’un seul corps & symétrie
sphérique, la solution unique est le ds*> de Schwarzschild

dst=— <1 — j—l) dae? — —d’—a — r(d9*+ cos*0 do?).
T
On a la un exemple de la singularité cherchée. Celle-ci est double :
1.
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d'une pari sur {a sphérc »— a linverse du déterminant :| g |
s’annule ainsi que V et si I'on traverse cette surface le ds* d’espace
change de caractére devenant a Uintérieur d'un type de Minkowski

w
2 2 2 2
ds*=w] — ol —g3.

D’autre part au point » = o se trouve une autre singularité d'un intérét

moindre et au sujet de laquelle nous ne ferons aucune remarque.
Appelons singularité de Schivarzschild une singularité analogue a la

précédente et caractérisée par les deux conditions suivantes :

1° Les points singuliers sont ceux d’une surface fermée homéomorphe
a une sphére, ainsi qu’un certain nombre d’autres potnts formant tout au
plus une suite dénombrable a son intérieur.

2° Lorsqu’on traverse la surface singuliére, le ds* d’espace change de
caractére de la méme fagon que celui de Schwarzschild.

Ces deux conditions sont comprises dans la suivante, un peu plus
restrictive mais que néanmoins nous adopterons.

La métrique d’espace, dans un domaine contenant entiérement a
son intérieur la singularité proposée, aura I'expression suivante :

dr B
ds*=14(r, 0, 9) | = a+r‘=(d6=+cos6=’d¢ﬂ)J

I — -

r

pour un choix judicieux des coordonnées, H étant une fonction de
point réguliére dans ce domaine.

Cherchons tout d’abord une solution telle que la courbure scalaire
de la section d’espace initiale soit nulle.

Dans ces conditions il exisle une solution et une seule de la pre-
micre partie du probléme des conditions initiales.

Remarquons d’abord que, dans le voisinage précédemment défini,
on peut écrire le ds* par un changement de variables sous la forme

1L (p, 9. @) (do*+ p* dw?)

le changement de variable est

(p—:«a)l.
4o

r=:
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Sous cette dernié¢re forme donnée a ’élément linéaire il est aisé de
voir que la condition pour que la courbure scalaire soit nulle est

AH,—o,

H, est donc une fonction harmoniqne dans l'espace euclidien & trois
dimensions. La section d’espace étant & comportement asymptotique
euclidien, H, doit tendre vers une constante a I'infini; soit 1 cette
constante. H, ne devant avoir qu'un ensemble au plus dénombrable
de singularités ponctuelles, il faut poser

m
1[1:I+ E —-‘9
r

Piy Pay .oy Py ... Gtant les distances d'un point variable & une suite
de points P,, P,, ..., P,, ... et my, m,, ... des masses attribuées a
chacun de ces points.

Nous allons maintenant grouper ces points P; de facon que notre
métrique présente n singularités de Schwarzschild.

Soient tout d'abord, dans ’espace euclidien ordinaire a trois dimen-
sions, n points A,, A,, ..., A, que nous appellerons points de base.
A chacun de ces n points, nous attacherons des poids M,, M, ..., M,
tous positifs.

Soient C,, C,, ... dessphéres de centres A,, A,, ..., extérieures
les unes aux autres et ayant respectivement pour rayons les poids
attachés a leurs centres. Appelons image d'un point P de I'espace par
rapport a la sphére C, le point P’ situé sur la droite A;P et défini par
la relation

AP < AP =M

Nous pouvons dire que nous faisons une transformation par réflexion.

Considérons alors’ensemble des points de base et 'ensemble deleurs
images. C’est un ensemble dénombrable. En effet, il y a n sphéres et
I'image du centre d’une sphére par rapport a cette sphére étant
rejeté a l’infini ne sera pas compté. Une premiére réflexion donne
donc n(n —1) nouveaux points. Aprés deux réflexions il s’en ajoute
aux précédents n(n—r1)*. D'une maniére générale, la p*m° réflexion
donne n(n — 1)’ nouveaux points.

11 est manifeste qu'un point P qui est I'image d’un point A aprés
g réflexions ne peut étre 'image d'un autre point de base ni 'image
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de A; aprés un nombre différent de réflexions. Celd découle de ce
(u'on ne peut remonter de P a A;, que d’'une maniére et d’une seule,
A;n’étant évidemment I'image que du point & ['infini.

Attachons maintenant des poids a chacun des points-images au
moyen de la régle suivante :

Soit Q I'image d’un point P. Soit d la distance du point P au
centre A; de la sphére C;, par rapport a laquelle se fait la réflexion.
Le poids ' attaché a Q sera défini par la relation

M,

7
m=m.—.
d

Par I'application de cette régle on voit que chaque image sera
pourvue d'un poids et d’un seul.

Soit maintenant M un point quelconque de I'espace, & une
distance supérieure a un nombre positif de chacun des points de base
et de leurs images successives. Soient A;,,. . ces points, les indices
indiquant le premier le point de base initial, les suivants les réflexions
successives, l'indice p signifiant qu’il y a eu réflexion sur la sphére C,.
Soit gy, la distance euclidienne de M au point A, . Soit
enfin M;,,. . la masse attachée par la régle énoncée a l'instant au
point A, .

Considérons la quantité

£
S — 2: Alz/u/r -
p Puwpgr...

Je dis que pourvu que les distances mutuelles des différents points
de base soient suffisamment grandes cette série est convergente. Il suffit
pour cela, la série étant a termes positifs, de prouver que la série

D My
est convergente.

Les points images sont tous a l'intérieur des sphéres C, qui sont
supposées ne point empiéter les unes sur les autres. Soit ¢ le minimum
de la distance d'un point-image (ou d’un point de base) aux centres
des sphéres autres que celle contenant ce point. Soit, de plus, M le
maximum des poids M; attachés aux points de base.

Supposons les termes de notre série groupés de maniére que le



nombre des indices aille toujours en croissant. Les poids attachés a
des points engendrés par p réflexions auront pour borne supérieure

M+t

&

n(n—1)”r

La série précédente convergera si la série majorante

“z [(n—l)\l:r

converge. Cela aura lieu si
0> (n—1)M

Cette condition sera remplie dés que les distances mutuelles des
sphéres C; seront suffisamment grandes. La série S convergeant
absolument, on pourra d’ailleurs y intervertir I'ordre des termes.

Considérons maintenant ’expression

IL:I —+ S,

et le ds? suivant
H* (dp*+ p? dw?).

La métrique définie par cet élément linéaire aura une courbure
scalaire nulle.

Considérons maintenant un point de base, soit A,. Ecrivons la
série précédente en faisant suivre chaque terme relatif & un point
intérieur & C; du terme relatif au point dont il est I'image. La série
pourra s’écrire dans ces conditions, P’ étant I'image de P par rapport

aC,
s My, (M, M),
Pa; Pp Py
Posons
AP=p, AP= %—, Mp= My ‘_g.,

py=3*+ p*—2pf cos/,
I't 1‘2
pg,z%f«-kp?—n%—’cosl“ 5 (M + 3202 — 20 M2 G cosl).
M h



On a les relations

I)

e (E-> EP (0"
“p P/ lO/ p’ b
M\ M2
pp«(?)'—' P/@‘P(p)

Faisons alors la transformation : ¢¢/= M?. Il vient :

/M M,
=2(% %)

rp
_ Z Mp ’.?j N My
pe(p’) Mi oo (p") |

. Vip Mp 7
“Z[P(P) pp,(.o’)]

D’otu la formule fondamentale

W

7|

[
14 S(p) = 3p [1 + S
Or dans le voisinage du point A le ds? peut s’écrire
ds*= (1 + S)'[ dp® + p*(df*+ cos?0 do?)].

On voit qu'il est invariant par la substitution

(%)

L’espace défini par la métrique précédente etintérieur a la sphére C,
est donc applicable en tous les points distincts des points images sur

I'espace extérieur & cette méme sphére.
Soit

_ (p+ M)
=

A toute valeur de » > M,, correspondent deux valeurs de ¢ définis-
sant deux points homologues de cette application. Considérons la
relation précédente comme un changement de variables. Par cette

transformation, on a, comme il est facile de vérifier,

172
ds>=H+(r, 6, q;)[ ”\1 +r’dw‘l]-
f— 2

r
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De la propriété d’applicabilité dont il vient d’étre question on tire
aisément pour H la propriété de ne contenir aucun radical. La
métrique précédente sera donc encore déterminée et réelle pour des
valeurs de r plus petites que M;. Elle est bien au voisinage de A; de la
forme demandée.

Il n’y a pas d’autre solution au probléme. Soient en effet les mémes
points de bases. Adjoignons-leur les mémes sphéres el cherchons a
déterminer un autre ds* admettant sur ces sphéres des singularités de
Schwarzschild. Nous1’avons vu, la courbure scalaire de ’espace devant
étre nulle ces ds? sont de la forme

ds*=K"(p, 0, 0) [dp*-+ p*(d5*+ cos?§ do?)].

Les points singuliers autres que ceux des surfaces C; étant seulement
. e, v, . . m

une infinité dénombrable on doit avoir pour K =1 +2 .
Y

La transformation
(p -+ M,)?

he

r—

changera ce ds*, dans le voisinage de A;, en le suivant :

]

ds?
I — %.I.?
-

Kf(": \r— 2, 6. O) —+ r2(dB?+ cos?§ do?)

Mais on constate que si K n’est pas tel qu'il y ait applicabilité
comme ci-dessus il contiendra r sous des radicaux et ne sera plus réel
pour des valeurs de r plus petites que M;. Pour qu’il y aitapplicabilité
il faut que K se réduise a une fonction identique a H. Elle est, en
effet, déterminée complétement par les points images des points de
base.

2. Nous allons maintenant résoudre, en premiére approximation, la
seconde partie du probléme des conditions initiales. Danssa généralité,
elle s’énonce ainsi : trouver des solutions des équations

an:m 2B — K2 li2=o,
&%

qui soient au moins du second ordre par rapport aux masses et qui

TIIESE RACING 8
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s'annulent & I'infini. La principale difficulté & surmonter est celle-ci :
il faut former des conditions qui portant sur les Q/ & uninstant ¢ soient
encore vérifiées par les Q/ 4 un instant ¢+ k. Le fait d’¢tre au moins
du second ordre par rapport aux masses est bien une cendition de ce
genre. Mais elle ne suffit pas pour déterminer entiérement le probléme.

Nous allons exposer une méthode permettant de définir, en premiére
approximation, les quantités Q7. Cette méthode est imparfaite car
elle ne les définit pas par une condition jouissant de la propriété que
nous venons d’énoncer. Elle présente au moins ’avantage de fournir,
en premiére approximation, l'image d'une évolution relativiste
concernant le probléme des n corps et se prétant aisément au calcul.

Partons de la remarque suivante, le ds* de I'espace initial étant de

la forme
ds®* ~ dx*+ dy?+ dz?,

les équations du probléme des conditions initiales sont, au troisi¢me
ordre pres,
ony .
(E';::o (i=1, 2, 3).
. . &
La condition

aR— K2 M=o

n'intervient pas car elle porte, étant donné nos hypothéses, sur des
quantités du quatriéme ordre au moins.

Posons
2w
521'/"—': (Tl‘,_()—(IT,, AW —=o.

Les équations sont satisfaites localement. Déterminons W par la
7

. . 790 . . W
double condition de s’annuler & I'infini et de fournir, pour % sur les

surfaces C; des singularités de Schwarzschild, des valeurs déterminées.
W est la solution d’un probléme de Neumann et 1'on sait en former

. . . (lVV ’ 4 :
Pexpression. Les valeurs aux limites de —— étant données, la solution
est unique.

Soit L une ligne de longueur /. Supposons les coordonnées choisies
de telle sorte qu’on ait pour équations de cette ligne

Zy==0, Z,==0.
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. . .. dl 4. .
Il est manifeste qu'on aura pour partie principale de _; 'expression

dl
;[[f -—[911 d(l'p

Considérons, en particulier, le cas de la symétrie axiale avec deux
singularités matérielles. Soit pour le ds* d’espace

ds? ~ dr* + dz® + r? do? (z=z, r=ua,, 9 =x,)
et considérons les lignes L suivantes :

r == const., @ — const.

On aura le long de ces lignes

dl dlwdz_ oW |
dt a2 | oz Za.

~

L

La variation de —~ sur les portions de lignes L comprises entre les

deux surfaces singuliéres et dans le domaine extérieur aux domaines
singuliers est connue par hypothése. Elle fournit une premiére
approximation de la vitesse relative des deux corps.

Nous allons indiquer un autre genre de conditions n’ayant pas le
désavantage du précédent. Elles permettent encore de construire la
partie principale des €2,,, mais sont moins commodes dans les appli-
cations.

Nous avons montré que le ds*

1

ds? =(1+ S) (dp* + o* dw?)

admet un groupe d’automorphie. Cette propriété est une conséquence

de ce que la fonction
H—1 -4 S
satisfait a la relation

H(p)= % H(p")  (pp'=M2).

3. Il est facile de former d’autres fonctions satisfaisant & la méme
relation. Considérons, en effet, les mémes points de base, mais
donnons a leurs images successives des poids déterminés par la loi
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sulvante :
Mln

et considérons, les notations demeurant les mémes que précé-
demment,

'.\I;v = I\Ip

7 nm
g

Mn M(m) Mr]n)
ML (0
" Pe e

Un calcul aisé montre que I'on a

o/ \m ,
l[nl(P): (:T) ]Im(P ).
L.a fonction
H,,

= ——
Hlll—l

possédera la propriété demandée, et
ds* = 3¢* (dp + p* dw*®)

sera un ds* pouvant servir a la construction des conditions initiales.
Pour ce qui est de sa courbure scalaire, les M; étant les paramétres
infiniment petits, seule sa partie principale, comme on le constate
immeédiatement, est nulle.

Considérons maintenant un tenseur symétrique a deux indices A;.
Il est bien naturel d’appeler ce tenseur automorphe si la forme
quadratique

2 Ay dai dz/

se reproduit par les transformations
pp' =M? (i=1,2,....n)

du groupe d’automorphie.

Supposons que nous ayons pu construire un tenseur A;; auto-
morphe. S'il satisfait, en outre, aux quatre derniéres équations de la
gravitation, on aura la une solution du probléme des conditions
initiales, qui, jointes a la condition V =1, permettra de construire un
espace-temps invariant par un certain groupe d’automorphie que I'on
construit aisément & 1’aide du précédent.

Ces remarques nous ameéneraient 4 penser qu'il serait possible de
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choisir comme conditions complémentaires pour les Q/ des conditions
d’automorphie qui doteraient ces tenseurs de propriétés invariantes
dans le temps.

On sait construire des tenseurs automorphes dans la métrique
définie par un ds* tel que les précédents. Il suffit de considérer une

forme quadratique
K* (dp® + ¢* dw?),

ou la fonction K jouisse de la méme propriété que la fonction IC.
Posons alors

K* (dp? + p* dw*) EE Ay dot da,

A;; est un tenseur qui répond a la question.

Existe-t-il des tenseurs tels que A;; et satisfaisant dans I’espace des
conditions initiales aux quatre derniéres équations de la gravitation ?
Il nous est encore impossible de répondre a cette question, hors le cas
du tenseur A;; =0, manifestement automorphe et qui engendre si
5R = o pour =0, un espace-temps rigoureusement automorphe, a
vitesses initiales stationnaires.

Du moins il est possible de construire un tenseur dont la partie
principale soit automorphe et satisfasse, aux quantités d’ordre supé-
rieur prés, aux équations du probléme des conditions initiales.

Soit

da‘-’:Z a;;dx’ dzl.
A parctir des quantités a;;, on sait construire une forme
dA? :2 Ajidxidx/

covariante de la précédente. Il n’y a qu'a appliquer aux a;; les pro-
cédés de calcul par lesquels on passe des quantités g;; aux Gy; définis
dans le Chapitre II. Ces derniers tenseurs seront aussi automorphes
si les premiers le sont. Les M; étant les paramétres infiniment petits,
écrivons alors les équations de conservation en ne retenant que les
parties principales. Soit A;; la partie principale de A;; et supposons
qu’on puisse écrire la forme quadratique dont nous sommes partis
sous la forme
da*= h*(dz® + dy? + dz?).
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Il vient, avec ce choix des coordonnées, en premiére approximation

JA,; . .
7)?;—;:0 (i=r1. 2, 3;2'=x 2=y, z'=5).

x$

Les A,; pourront donc étre pris pour partie principale des IT;,.

Des solutions comme celle-ci ont peut-étre une plus grande perfec-
tion, au point de vue mathématique, que celle que nous avonsindiquée
auparavant. Mais on se rend compte qu'elles se prétent beaucoup
moins bien aux applications. De plus, il est vraiment trés difficile de
former les approximations suivantes et méme de formuler & leur sujet
des théorémes d’existence.

CONCLUSION.

Les deux faits mathématiques principaux qui se dégagent de notre
étude sont les suivants :

Les espace-temps considérés étant de la classe E,, comme il a été
défini, d’une part les espace-temps extérieurs statiques ne peuvent étre
partout réguliers sans se réduire & 'espace-temps euclidien. D’autre
part, lorsqu’on ne se restreint pas & la considération des espace-temps
statiques, il existe des variétés de la classe E,;, réguliéres partout et
non identiques a l'espace euclidien dont la métrique satisfait aux
équations d’Einstein pour le cas extérieur.

Ce dernier type d’espace-temps, celui ot les quantités g;;et V dépen-
dent effectivement des quatre variables, est au fond le seul qui soit a
considérer dans un probléme comme celui des n corps. Sil'on veut
donc assigner comme cause unique aux effets gravitationnels la pré-
sence de masses — ou de singularités du champ extérieur — il faudra
ajouter aux conditions assujettissant la variété a étre de la classe E,,
un certain nombre d’autres restrictions. Nous en avons énoncé
quelques-unes au Chapitre IV et les avons rangées en groupes. Le
premier ne fait intervenir que les parties principales et nous avons vu,
par les résultats du Chapitre V, que ce sont les seules qui permettent
d’aborder pratiquement le probléme des conditions initiales.

En étudiant plus spécialement les espace-temps définis par ces
conditions nous avons vu qu’on pouvait, rigoureusement pour
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la section d’espace initiale et au troisiéme ordre prés pour les Q/,
résoudre le probléme des conditions initiales et calculer les premiéres
approximations d’une évolution relativiste d'un probléme de Méca-
nique céleste.

Cette solution est malheureusement imparfaite et il doit étre possible
d’énoncer des conditions générales touchant les Q/ et ne prétant pas
le flanc aux critiques que nous avons signalées. Il nous semble méme
que c’est sur ce point précis que des progres seraient le plus a souhaiter
dans la théorie de la Relativité, au moins en ce qui concerne son appli-
cation a la Mécanique céleste.
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