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PREMIERE THESE.

SUR LA DETERMINATION RIGOUREUSE

DES

ONDES PERMANENTES PERIODIQUES
DAMPLEUR FINIE.

INTRODUCTION.

Le présent travail a été poursuivi en liaison avec le Service des
Recherches du Ministére de I’Air. Qu'’il me soit done permis d’abord
d’exprimer ma reconnaissance au Service des Recherches de I'Aéro-
nautique pour l'aide qu’il m'a apportée dans I’achévement de ce
travail, et & mon maitre direct, M. Henri Villat, pour 'intérét qu’il
n’a cessé de me témoigner au cours de mes recherches. Je dois égale-
ment beaucoup 4 M. Vessiot, directeur de I’Ecole Normale Supérieure,
auquel je suis heureuse d’exprimer ici ma gratitude.

La recherche des ondes permanentes périodiques a deux dimenstons
a déja fait 'objet de nombreux travaux. Dés 1802, Gerstner donna
de ce probléme, dans le cas de la profondeur infinie, une solution
rigoureuse en termes finis. Les Auteurs qui ont suivi, et principale-
ment Airy, Stokes, Rayleigh, se sont attachés surtout a ’étude des
ondes irrotationnelles en se bornant aux premiéres approximations.
L’existence de ces ondes n’était pas démontrée et Lord Rayleigh en
douta méme un moment. C’est en 1925 que M. Levi-Civita, dans un

THESE M.-L. DUBREIL-JACOTIN 1
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Mémoire fondamental ('), établit 'existence de I'onde irrotationnelle
dans le cas de la profondeur infinie. M. Levi-Civita utilise la méthode
de la représentation conforme et se raméne a la détermination, dans
le cercle de rayon 1, d’une fonction analytique w = 6 + /7 satisfaisant
sur la circonférence & la relation

(1) % = pe~Tsinb.

La solution est obtenue par un développement en fonction d’un para-
métre petit et la convergence est démontrée au moyen de majorantes.

Depuis, la méthode de M. Levi-Civita a été utilisée avec succés par
M. Struick (*) pour démontrer I'existence d'ondes irrotationnelles
dans le cas de la profondeur finie, et par M. Kotchine (*) pour 'étude
des ondes irrotationnelles a la surface de séparation de deux liquides
superposés de densités différentes.

Enfin, récemment, MM. Franz Neumann (*) et Lichtenstein (*),
ont déterminé la fonction analytique w satisfaisant a la condition (1)
par la méthode des approximations successives appliquée 4 un systéme
convenable d’équations intégrales non linéaires.

Les ondes rotationnelles ont donné lieu également a différentes
recherches (°). Mais I'existence d’une infinité de telles ondes, com-

(') T. Leni-Civita, Détermination rigoureuse des ondes permanentes
d’ampleur finie (Math. Ann., t. 93, 1925, p. 264). Voir aussi Proc. 1. Inter.
Cong. App. Mech. (Delft, 192/4) oli sont également résumées les recherches de
M. Nekrassow.

(?) Struick, Détermination rigoureuse des ondes irrotationnelles perma-
nentes dans un canal d profondeur finie (Math. Ann., 1. 95, 1926, p. 595).

(*) Korcuine, Détermination rigoureuse des ondes permanentes d'ampleur
finie ¢ la surface de séparation de deuzx liquides de profondeur finie (Math.
Ann., t. 98, 1927, p. 582).

(*) F. NeoMaNN, Beitrag zu dem Problem der permanenten wirbelfreien
Flussigkeitsbewegung in Kandlen (Leipzig. 1930).

(*) L. LicarensTEIN, Vorlesungen iber einige Klassen nichtlinearer Inte-
gralgleichungen und Integrodifferentialgleichungen, p. 47 (Berlin, 1931).

(°) Voir, par exemple, U. Cisorri, Sulle onde simplice di tipo permanente e
rotasionale (INuovo Cimento, G série, t.7, 1914 ou R, Inst. Lomb., vol. XLVI,
fasc. 16-17); Nuovi tipl di onde periodiche permanente e rotasionali (Rend.
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prenant comme cas particulier I’onde irrotationnelle et, pour la pro-
fondeur infinie, I'onde de Gerstner, restait a établir. C’est I'objet de
ce travail.

La méthode utilisée a été briévement indiquée, dans le cas de la
profondeur infinie, dans une Note aux Comptes rendus de I’ Académie
des Sciences (7).

Dans le premier Chapitre du présent travail, nous revenons sur les
hypothéses au moyen desquelles M. Levi-Civita caractérise les ondes
dans le cas irrotationnel, et nous étudions & ce point de vue les ondes
de Gerstner, afin de ne conserver dans nos hypothéses que des pro-
priétés communes & ces deux types d’ondes. Nous transformons
d’autre part le probléme de maniére & remplacer le domaine fluide
inconnu par un cercle ou une couronne. La méthode de la représen-
tation conforme n’étant plus applicable, nous y parvenons par un
changement de fonction inconnue et par un changement de variables.

Dans le Chapitre I, nous étudions en détails le cas dela profondeur
infinie. Nous ramenons le probléme a I'étude d’un systéme intégro-
différentiel que nous résolvons par approximations successives. Nous
montrons que la solution est nécessairement symétrique et nous dis-
cutons ’équation de ramification.

Le dernier Chapitre est consacré au cas, plus compliqué, de la pro-
fondeur finie. Nous parvenons encore a ramener le probléme a 'étude
d'un systéme intégro-différentiel pouvant s’étudier facilement par la
méme méthode.

CHAPITRE L.

1. Posmrion pu proBLEME. — Nous étudions le mouvement d'un
liquide parfait pesant situé dans un canal rectiligne de profondeur

Ace. Lincec, 2¢ série, t. 23, 1914, p. 556, et t. 2k, 1915, p. 129); H. Vereng, Sur
la théorie de la houle en profondeur finie (C. R. Ac. Sc., t. 153, 1911,
p. 174). On trouvera d’ailleurs une bibliographie trés détaillée sur le pro-
bléme des ondes dans l'article de M. Kaupt b Fenigr, Les rides, les vagues
et la houle (Revue des questions scientifiques, septembre 1932).

(") M.-L. Dusrei-Jacorin, Sur la détermination rigoureuse des ondes per-
manentes périodiques d’ampleur finte (C. R. Ac. Sc., t. 197, 1933, p. 818).
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infinie ou & fond horizontal. Nous supposons que le mouvement est le
méme dans tout plan vertical paralléle & un plan fixe; il suffit alors
d’étudier le mouvement 4 deux dimensions dans un tel plan. Le
domaine fluide s’y étend inférieurement soit jusqu’a l'infini, soit jus-
qu'a une horizontale. 1l est borné supérieurement par une ligne /
section de la surface libre par le plan. Nous supposons que celte
ligne [ se déplace sans altération de forme avec une vitesse horizon-
tale constante c¢. Quant a sa forme qui nous est inconnue, nous la sup-
posons périodique de période A. Par rapport a des axes liés a cette
courbe, le domaine fluide est de forme invariable. Nous supposons de
plus que, dans ces axes, tout le mouvement est permanent et pério-
dique par rapport a x avec la période 1. C’est ce mouvement que nous
allons déterminer.

Nous choisissons les axes liés a la courbe / de la maniére suivante :
I’axe des Y sera vertical descendant, I’origine O sera sur /, I'axe des X
horizontal, dirigé en sens inverse de la vitesse c, sera pris « dans le
niveau moyen » ou non troublé. On aura par conséquent, Y, désignant

+A
I’ordonnée d’un point de la courbe I/, o = ;\f Y, dx. Le fond, s’il
X

existe, sera représenté dans le plan considéré par I’horizontale Y = H.
Nous désignerons par W'(X,Y)= const. les lignes de courant. La
courbe [ est évidemment une ligne de courant que nous représenterons
par I'équation W'(X,Y)= o. Sur le fond, s'il existe, on aura ¥ =g,
ou g désigne, comme on sait, le flux relatif.

On sait que la fonction W est solution de I'équation

(1) AW = f(W),

ou f est une fonction arbitraire.

Il faut écrire en outre que sur la courbe / la pression est constante,
ce qui donne

. A/ 0W\*  /oW\?
(2) ,30'11_ ; B—X,:' -+ (d—Y—) ]:Const.

Parmi les mouvements définis par les conditions précédentes, nous
voulons nous borner aux mouvements ondulatoires. M. Levi-Civita (*)

(%) T. Levi-Civita. Questioni di Meccanica Classica e Relativista (Zanichelli,
Bologne, 1924).
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a mis en évidence la difficulté que l'on a & délimiter d’une fagon pré-
cise ces mouvements. Nous les caractériserons ici par les hypothéses
sulvantes :

1* Laligne { est peu différente d’une droite.

2° Les vitesses absolues des particules sont petites par rapport a c,
ainsi que les tourbillons. Quand la profondeur est infinie, les vitesses
absolues et les tourbillons tendent vers zéro quand on s’éloigne indé--
finiment de /. Nous préciserons les conditions & l'infini, en écrivant
que le flux relatif ¢ est infiniment grand du méme ordre que Y (°).

Dans son Mémoire sur la détermination rigoureuse des ondes irro-
tationnelles (*°), M. Levi-Civita asupposé en outre qu'il n’existait pas
de transport de masse dans les couches profondes, ce qui s’exprime

ar le fait que le flux dY ﬁ(u——c dt, ol u désigne la composante
P q N g P

horizontale de la vitesse relative, est fini pour tout élément de verti-
b

cale fixe entiérement immergé, quel que soit l'intervalle de temps
(2,4 ty). Ceci exige, puisque u ne dépend de ¢ que par X —ct, et que
0w
U= W’ que
Ay pM/ov
T'/ (‘W—C)dx

X, °
reste fini sur toute horizontale entiérement immergée quel que soit

. . . v ST .
lintervalle (X,, X,). Mais puisque 55 — ¢ est périodique en X, ceci
exige que

DA
(@) j\ <‘;—q\f-‘._ c)ab\:u

sur toute Y =const., la valeur de la constante étant supérieure a
P’ordonnée du creux le plus profond de la surface libre. Nous ne ferons
pas ici cette hypothése quiserait trop restrictive. Nous allons montrer
en effet que les ondes de Gerstner, ondes dues essentiellement a4 un

(*) Nous préciserons de plus (§ 4) la maniére dont le tourbillon doit s’annuler
a Dinfini.
(%) Loc. cit., note 1.
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mouvement apparent de matiére sans transport de masse, puisque les
particules décrivent indéfiniment les mémes cercles, donnent lieu, au
sens qui vient d’étre rappelé, & un transport de masse dans les couches
profondes. Nous en profiterons pour indiquer quelques propriétés des
ondes de Gerstner qui nous seront utiles plus tard.

2. QUELQUES REMARQUES SUR LES ONDES DE GERsTNER. — Ces ondes sont
données, comme on sait, par rapport aux axes absolus, au moyen des
coordonnées de Lagrange, par les équations :

I .
z=a -+ 748—“ sink(a -+ ct)

y=20b+ %e"‘” cosk(a -+ ct)

d’ou

dx _

= ce kb cos k(a + ct),
(2) v

Zi% =—ce* sink(a + ct).

La vitesse absolue d'une particule est donc constante et égale a ce—"".

. . . ..kb
Or le rayon de la trajectoire d'une telle particule est e—/f, de sorte que

la vitesse angulaire est constante et égale a ck =§pour toutes les

particules.
Considérons maintenant des axes liés & ’onde. Posons a =a -} ct.
Le mouvement permanent est représenté par

. 1 .
N=o -+ 7 ek sin Lo
ol N:=wu -+ ct. Y=).
. 1
Y:=6b64 % e—*b cos ko
s

Les lignes de courant sont les lignes &=const. Si nous nous
bornons aux ondes de faible amplitude, nous ferons varier 6 d’une
valeur b, positive et grande jusqu’a -+ . Dans ces conditions Y varie,
a partir d’'une quantité positive grande,.jusqu’a I'infini. Faisons subir
a I'axe des X une translation telle que I'origine vienne sur la surface



libre b =5,. On a alors

; 1
X=7 + Ze““ sinho,

\ =0 — by~ L ekt cos ko — — e—hhn,
A A
M ) ) :
ot I'axe des X est tangent & un sommet et non plus dans le niveau
moyen, comme nous le supposerons-dans tout le reste de notre travail.
Posons alors v—=e¢-* 38 =056—b,. Les ondes de Gerstner de faible
amplitude sont représentées dans le systéme d’axes considéré ici par

(X:a—f—v

e—kB sin ko,
A

(3) v v
— Y ohd cosha — .
Y=§ X cosho A

3 = o donnant la surface libre; % représente la moitié de la différence

de cotes d'un creux et d'un sommet, donc au deuxiéme ordre prés, la
hauteur de ’onde sur le niveau moyen.
Dans ce systéme d’axes, les composantes de la vitesse sont égales a

c(1+ve*cosho). —cve*Bdinke

o o et 3 sont les fonctions de X et Y définies par (3). On en
déduit ¥'(X, Y) au moyen de

v = %g—(rdx - g—Y‘IidY:cfve—"B smAo dX + (1 + ve= 8 cosha) dY,

ou I'on remplace toujours « et (3 par les fonctions de X et Y définies
par (3). Pour effectuer le calcul, on peut encore remplacer dX et dY

par

%) ( dX = (14 ve~*B cosko) doa — ve— B sinka df,

| dY = — ve="B sinka da + (1 — ve—*B cos ko) df

Il vient alors, en intégrant,
(5) W:clﬁ+ ;‘)—}—{(6“’-'"3—-1)],

en appelant ¥ = o la surface libre.
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D’autre part, on sait que le tourbillon est donné par

2 ¢k e—2kb
1o kb’

A - —

ce qui fait, avec nos conventions,

(6) A‘P’:~2c/m'—'-—ﬂ—-

[ — vig—2B

Le tourbillon est donc du deuxiéme ordre par rapport a la hauteur de

éﬂ.\v

l’onde. Iltend vers zéro, quand ¥ augmente indéfiniment, comme ¢ *

Eneffet AW tend vers zéro comme ¢~/ qui est lui-méme du méme
2y ] AT

. o . 7\ o ——
ordre que ¢ ° , ou puisque k=% et ¢*= 2, comme ¢ ** . Et'on

peut écrire

AT e

AW =g T ¢ fF),

ou, comme on le voit immédiatement, /(W) est bornée et continue
au sens de Holder.
Montrons enfin qu'zl y a transport de masse dans les couches pro-
Jfondes, c’est-a-dire que
2
dyf cve—+d coska dt
7

Iy

ne reste pas fini quand ¢, —¢, —oc, « et 3 étant les fonctions de z,
¥, t définies par le systéme (3) et les relations X =z +ct, Y =y, ou
encore que

X+X
f ve—k8 cosho dX 7 0,
X

ou « et 3 sont remplacés par les fonctions de X et Y définies par
le systéme (3). Nous allons faire le calcul en « et 8 en remplagant dX
par 'expression donnée par le systéme (4) et nous rappelant que I'on
intégre sur Y = const. d’ou : dY = o, et par suite,

[ — v2e—2iB

dX =

B a
t —ve*B coska

Quand X augmente de A, ka augmente de 27 et nous allons mon-
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trer que

ka +27

1 — e 3
f e~ cos kot ———7———dka o,
ko

1— ve—k3 coska

sachant que § et « sont liés par
C=pk+ve*Bcoska.

IT suffit pour cela de montrer que

-+ T o o
1— yieT ,
¢ €os§ ———————ds Z 0
o 1— ve~%coss

lorsque C = u + ve~*coss, ou encore, en veriu de la symétrie, que
q ’ y Yy )

W 2 @
1 vt
¢ coss —————— ds £ 0.
0

IL—ve ™ coss

Pour cela nous associons les valeurs s, et 1 — 5, de 53 les deux élé-
ments correspondants donnent
[ — yte—3ta | — Y22

— —_— gl 0055’ ———————
2=: COS S, 1 - veTtcoss

d —=e " coss, -
1— Ve

et nous allons montrer que cette différence conserve un signe constant
. . ™ .

quel que soit 5, dans I'intervalle (0, ;>- Les quantités u, et u, sont les

solutions positives de

C=u,+ve ' coss,, C = uy,— ve—: cos sy,

d’ou résulte que I'on a
u, L C<uy.

La différence d est du signe de
e~ (14 ve¥ coss, ) (1 — vie~) — e~ (1 — ve~ coss, ) (1 — vie—a),
quantité égale, en vertu des relations précédentes, a

(et — vie=3u1) (1 + uy— C) — (et — v2e—h) (14 u; — C)
=(1— Q) (e71— e7t) [1 — v (e~ + e~ lttud - g—2us)]
- uz(e—u: —_— ‘}26'—3‘“) — ul(e—u,_ V‘.‘e-:m.,)’

THESE M.-L. DUBREIL-JACOIN 2
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ou encore a

(l - ye—HU. cOs s, ) (8'“1——- el | | — ‘)'(C"““ - e Wty 4 p— U )]

(0 —uy)e (1 — viet ),

ou, pour v suffisamment petit, les deux termes de la somme sont tou-
jours positifs.
C. Q. F.D

On peut se rendre compte physiquement de 1’existence d'un trans-
port de masse positif & travers un élément fixe de verticale constam-
ment immergé, en remarquant que les particules qui le traversent
avec une vitesse horizontale positive proviennent de cercles ayant
des rayons plus grands (b plus petit) que celles le traversant dans le
sens négatif, donc ont des vitesses plus grandes en valeur absolue.

Enfin remarquons que les ondes de Gerstner satisfont 4 une relation
intégrale assez analogue & celle écrite dans le cas irrotationnel, mais
qui, cette fois-ci, n’est plus valable dans ce dernier cas. Cette rela-
tion nous sera utile plus tard. Nous l'obtiendrons en écrivant que
dans le mouvement relatif toutes les particules mettent le méme

I (e . .
temps T = > pour décrire une portion de ligne de courant de lon-

gueur horizontale A. Cette condition est nécessaire et suffisante pour
que, dans le mouvement absolu, les trajectoires soient fermées et
décrites pendant le temps T. Or on a, dans le mouvement relatif,

dX
¥

oY

=dlt,

d’ou, sur toute ¥ = const.,

dX
‘““*f WX, Y (¥, X)]’
oY

ou encore
X4 N L
(B) A/‘x 5 Z)d?&:o.
Y

Dans ce qui suivra nous ne ferons que des hypothéses vérifiées a la
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fois par 'onde de Gerstner et par I'onde irrotationnelle. Nous laisse-
rons donc de c6té les hypothéses () et ((3), et supposerons seulement
que f(¥) est du premier ordre au moins par rapport & la hauteur de

4T g

I’onde et tend vers zéro comme ¢ *¢

3. TRANSFORMATION DU PROBLEME. — Au lieu de prendre comme
inconnue la fonction de courant W'(X; Y), nous-cherchons les lignes
de courant sous la forme Y = o(W, X). L’équation donnant ¢ s’ob-
tient en transformant I'équation (1) (§ 1). Les dérivées premiéres de ¥
s’expriment en fonction des dérivées premiéres de ¢ par

o
02 S AN o
N T~ do’ oY — do '
o ow

et les dérivées secondes au moyen de

(Z2) 22 08 08 e (90): o0
U ¥ ) 90X T 0X oW 9dX oW 0X /) oW:
o T [ 0o \’ ’
\ow )
-0
g I
Y: T [o9 \*
(%)

L’équation du probléme s’écrit donc aprés division par

quantité voisine de ¢® et qui par conséquent n'est jamais nulle

()(P 2 d-’q ,)d‘? ()¢ 02@ . ()(?\ 302(? . ()q) )3
o [ (R) |50t 5% 0 oxor + (7)) 5% =— (5%) 70

Et il faut résoudre cette équation dans le demi-plan W20 ou dans
la bande —c <X <+, 0<W g, avec, sur ¥ = o, la condition

do\?
i (d/> i

2 [ 09\?
at)

(2) 89 —

— const.,



ou encore
sonl 22N (92 k(92
26@(0—11—)‘) — TX)——X_K<.J_>-

Enfin nous posons

(3) (N, W)= AY -+ o(X, W),

1 LR A . 1 .y . .
ol A est une quantité finie égale & - en premiére approximation.

La fonction ¢ est alors donnée par

dv ()v

2 av \*
—“A<55ia'_xa_\v*a‘q’fﬁ> f(q)dqr[?’A*de (Eﬁfr J
o0ty dv‘3+ dv dv  div ov \? d%¢
»Eﬁﬁ(— 29X 0¥ oXow  \oF) ox2

E

Et sous cette forme, nous caractériserons les mouvements ondula-
toires cherchés en astreignant ¢ a étre petit ainsi que ses dérivées des
deux premiers ordres. Cette hypothése entraine visiblement que la
courbe / est voisine d'une droite et que les vitesses absolues et les
tourbillons sont petits.

La condition aux limites s’écrit alors

dv dv dy \? .
(5) zgv<A+d‘P.> (57() — = <A+W) pour W —=o.

Ceci exige que l'on ait
K= A‘, +- K.
ou £ est petit.
L’équation aux limites sur ¥ = o s’écrit donc enfin

(6) ()qj.—i—gA‘V——f}—/\
A 1 [/ dv\? A(dv A dv \*

Remarquons tout de suite que jusqu’a présent A n’a été déterminé
q que jusquap
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qu'a une quantité petite prés. Nous achéverons de déterminer A, dans
le cas de la profondeur finie, en écrivant que, sur le fond W' = ¢, ¢ est

. H . .
nul, ce qui donne A = 7 Dans le cas de la profondeur infinie, A est

univoquement déterminé si l'on suppose que ¢ reste petit méme
quand ¥ augmente indéfiniment. A est alors rigoureusement égal

a IE_(voir,§ 5).

La détermination de ¢ salisfaisant a (4), a la condition aux
limites (6) et a la condition sur le fond, se fait trés facilement sur ces
équations particuliérement propres aux calculs numériques appro-
chés. 11 suffit pour cela de chercher ¢ sous la forme d’un développe-
ment en série par rapport a un paraméire petit v Xa,pt.oa, se

détermine comme un polynome de Fourier en cosinus et sinus des

2T X tnX . , .
arcs 7;‘ y ey 27‘; > polynome dont les coefficients se déterminent

aisément en fonctionde W'. Nous ne nous attarderons pas a ces calculs et
mettrons le probléme sous une forme plus commode pour les démons-
trations de convergence et d’existence, but principal de ce travail.

4. CuanceMeNT DE VARIABLES. — Nous allons effectuer un changement
de variables permettant de remplacer le demi-plan ou la bande consi-
dérée par le cercle de rayon 1 ou une couronne. Nous faisons corres-
pondre 4 un point du domaine obtenu une infinité de points du
domaine primitif, situés sur une méme ligne de courant ¥ = const. et
a des distances A, de sorte que le premier domaine se représente en
réalité sur une infinité de cercles ou de couronnes. Puisque le mouve-
ment est périodique, il suffit de considérer un feuillet unique. Nous
prenons comme nouvelles variables les coordonnées x, y, ou les coor-
données polaires ¢, «, définies par

2TA
; Z=pcos« JRLLLLLY o
avec p=—e¢ * o=

(l) ( ':psina s 2

A la bande 0 W <q correspond la couronne limitée par les cercles
A
d teo _€~21FT‘I' al’origine correspond le point ¢ = =
erayonsietpg,=e ; gine p point ¢ =1, a =o.
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On obtient I'équation du probléme en effectuant dans 1’équa-
tion (4) (§ 3), le changement de variables indiqué. Pour cela on
utilise les formules

dv __ amdy _am ov ()V‘)
K= Tox = 7 \Fay )
dv 2T dv 27 av v
P i M PR A(“”rifﬂﬂ’ ;)';’)
dtv ‘)‘L)*()IV
oN: T\ do?
__4m? r‘;‘)z";,, - 0%y i L0 dede
— T \" o TP zay T 0w T o TV oy )
v A(er 2 gy
oXo® — "\ ) Pouop
4w ] /0% Jty o "N Ao L e dy
== o (= ) e aeg e o]
e NELANYSRAL Jv
g =3 (F) (05 o)
——/ir_'z 2 $202V+q ~y-02—”+ 0202‘}4_@% - ()f’
— g dz? 2L ()de_\’ 3 [—))__: . Jx =) ()’

En écrivant I'équation transformée de (4) (§ 3), on remarque
que (x4 y?*) est en facteur dans tous les termes, sauf ceux en f;
on est donc conduit & poser

T A1)

et, aprés un calcul facile, on peut écrire 'équation du probléme

sous la forme définitive
Yo

(l) A‘1::]1(|0)+F<u ()(’ . ’gi_z’ w’),>

avec

b
<

|

i
%l%
b?: <
i
4
wl <



-—‘91—-%—(50" 2007 v 020
L A dy | dyv dx?
— _2:;; -f(.p-’ - ’,f)ﬁ]‘z" (_)z_“}
| 2 oz | dx dy*
a2 T ey )98 O | Ot
dy o 7. C lde dy | dedy
On peut encore écrire

/ 3 2 {‘)i( e - :‘(} l)‘_‘ DS
(@) l“<"().l/ > =t \“r)a’

27 o[, 61 ov ar\! | [dv\?
== Flueei s e+ (F) e (5) ]
2 /v @ oy dz(,>

= o\ o dadp ~ 75 7

427 (QZ_,_L 2y (%)
L \dp* o dp) \da

dv dv dlv(dv 11
e vyl vy i B T ’
do da dadp ~ Odor® dP> J f

expression équivalente qui nous sera utile par la suite.

Le tourbillon étant supposé petit, au moins comme ¢ et ses déri-
vées, nous mettrons en facteur devant la fonction A(p) le paramétre
petit u dont dépendra la solution et nous supposerons que A(p) est
une fonction bornée continue, satisfaisant & une condition de Holder.
Cela exige,dans le cas de la profondeurinfinie, que le tourbillon f(¥)

AT

iy

s’annule au moins comme g2, c’est-a-dire comme ¢ * . Or nous
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avons vu que cette hypothése sur f(W), évidemment satisfaite dans
le cas irrotationnel f(W¥')= o, est également satisfaite dans le cas des
ondes de Gerstner.

La condition aux limites s’obtient en effectuant dans (6) (§ 3),
le méme changement de variables. Elle s’écrit, en posant

. ;\‘.”’A‘)
—ar
et en remarquant que, sur le cercle de rayon 1 & _ o
qué que, € deray ’f)p— an’
o0t pk
2) = ppt - L2
) an r 2g

wl2p 09" (0v\: (et e (VN2
-5 ?(/.— zgv‘)m-» (7)3) —~<-r7;> -,—)‘gp(/. — g V)((-);> l =0,

ou ¢ désigne I’arc sur le cercle de rayon 1 et oi 3*désigne la valeur
de z(p,a) sur le cercle p =1.

Cette équation contient la constante inconnue k. Pour I'éliminer,
nous écrirons que l'intégrale en o, étendue de o 4 2m, du premier
membre de (2), est nulle. Ceci nous donne 4 sous la forme

2T

P Qo e 7 { (00" \* g\, 0 LT Ot
an dz [7[ vido '7:,/0 l(dn> - (_()?) Y 5 ('—# 7 ()n> ) dz

wp | 2 ["‘()v*( i ()v*> ’
el ek —— 1+ 5 5-)do
2 AJ,  on\ ) on

Mais, & cause du choix de 'axe OX dans le niveau moyen, on a

27
f el = o.
0

En éliminant £ au moyen de la relation précédente et isolant au
premier membre les termes linéaires, on peut donc écrire la condition
aux limites sous la forme définitive

av* N TGP T
= 4+ p— — | —de=—=@"
on P amJ, On ’

()
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ol I'on a posé

. . Ov*
(b) (I)__(I)(v,()o_,n-)

G- )

F(oe*  m T [0v*\2 o L4 LOv* T oV
3&*1_% ~\oe LY o +m7>

22 (1 T D
dn A d’l )\ 2“0(}*( e dp* )
+2[ d—n 1—9—7\ 5;)60’

(00 ’T()v LT ., 1 [Toet
/0 |(52)— (5 ANES ‘*f tran ><P”‘;&.[) o %
—+-

’Tdv T Jv*
21+4f0 d—n-<x+ z 5;)(15

3. REMARQUES SUR LES CONSTANTES INTRODUITES. — Parmi les constantes
introduites ¢, A, A, ..., il y alieu de spécifier celles que nous nous
donnerons et celles que nous déterminerons. Les données du pro-
bléme seront la longueur d’onde A et la profondeur H, quantité posi-
iive finie ou infinie. Nous verrons dauns les Chapitres suivantis que les
ondes trouvées pour toute fonction arbitraire A(p), bornée et con-
tinue au sens de Holder, dépendent d’un parameétre petit .. La suite
des calculs détermine A (ou p) en fonction de w et de la quantité ¢
supposée provisoirement connue. On calcule alors ¢ en fonction de

et de H au moyen de
H

7= A(g, PL)’

équation qui détermine ¢ univoquement.

Il nous reste alors & calculer la seule quantité ¢, et pour cela il faut
définir d'une facon plus précise la vitesse de propagation de 'onde
dont nous savons seulement jusqu’a présent qu’elle est égale, au pre-

: \ I
mier ordre prés, a -

Dans le cas de la profondeur infinie, nous supposons que la vitesse
absolue des particules tend vers zéro quand W augmente indéfi-
niment. La vitesse de propagation est donc égale & la-limite de la

THESE M.-L. DUBREIL-JACOTIN 3
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vitesse relative quand on s’éloigne & I'infini :

1
¢=—= Iim = lim —————-
Wro y o N sruy 2T ov
A I A 7\ Apdp

Or la solution que nous construisons au Chapitre suivant est telle que

0 7 . . . dv
% et 52 sont bornés dans tout le cercle; il en résulte que - reste
dx dy dp

borné quand ¢ tend vers zéro suivant n’importe quelle direction et,

‘ dy
par conséquent, que 5 tend vers zéro. On a donc

C = K .
Dans le cas de la profondeur finie, il faut une autre définition, car
sur le fond la vitesse absolue n’est pas nulle en général, et par suite

la vitesse relative n’y est pas constante. Si I'on prenait encore ¢ = T;’
cela reviendrait a écrire g =cH et le flux relatif serait le méme que
si toute la masse était animée de la translation ¢. Mais il semble plus
conforme & la notion d’onde de supposer le mouvement absolu réduit
au minimum sur le fond. On peut alors écrire : soit que le mouvement
sur le fond est purement apparent et que les particules oscillent indé-
finiment autour de leur position moyenne, ce qui s’exprime par la
condition (3)) appliquée sur le fond :

1

L R am. ov(pe) | .
) [A—TAPO 5 Jdo

(8" =

soit que la vilesse absolue moyenne sur le fond est nulle, ce qui donne,
en appliquant la relation (a),

(a') o — I R do
—am, 21 09 (py)
0 A_T‘APOT

Tout ce qui va suivre est d’ailleurs entiérement indépendant du
choix de c. Mais dans le Chapitre III, nous démontrerons l’existence
d’une onde rotationnelle généralisant, pour la profondeur finie,'onde
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de Gerstner. Pour cette onde, toutes les trajectoires absolues sont
fermées et décrites pendant le méme temps, et la vitesse de propa-
gation est nécessairement donnée par la formule (). Au contrairesi,
dans le cas particulier de I’onde irrotationnelle de profondeur finie,
on veut retrouver la valeur de la vitesse donnée par Stokes et
M. Struick, il faut prendre pour ¢ I'expression (a'). Alors ce choix
de ¢ entraine comme conséquence qu’il n’y a pas de transport de
masse dans les couches profondes. Il faut etil suffit pour cela, en effet,

= ow : y
que f I\W — c) dX = o sur toute horizontale entiérement
X

: . s ow
immergée. Or ¢ est choisi pour que f (B‘Y‘ — c)dX.__o sur le
X

fond, et, si nous considérons le rectangle D délimité par les segments
d’abscisses X et X 4 ) compris entre le fond et une paralléle au fond
arbitraire entiérement immergée et les portions de ces deux horizon-
tales comprises entre les deux segments précédents, on peut écrire,
pour le contour C ainsi formé,

owv owv o *v v .

A cause de la périodicité, les segments verticaux ne donnent rien
dans D'intégrale curviligne et I'on a bien la propriété annoncée. 11
résulte encore de ce choix de ¢ que ¢ n’est pas égal & cH; la différence

g — cH donne avec cette hypothése le transport de masse global sous

la forme H <§—— ) Dans le cas de la profondeur infinie, le trans-

port de masse est égal au produit par ¢ de la valeur de ¢ a U'infini (ou
encore au centre du cercle). Il résulte des calculs qui vont suivre que
dans un cas comme dans 'autre ce transport est en général du pre-
mier ordre, qu’il est du second ordre dans le cas irrotationnel et
d’ordre plus élevé ou méme nul pour certains mouvements rotation-
nels particuliers.

Nous terminerons ce Chapitre en remarquant que l’introduction

de la quantité A dans tous les calculs, au lieu de é, a eu notamment

pour but de pouvoir écrire dans le cas de la profondeur finie v =o
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sur le fond, ce qui est essentiel pour la simplicité des calculs qui vont
suivre. A cet ordre d’idées, je voudrais rattacher la remarque sui-
vante. Dans son travail déja cité, M. Lichtenstein, pour résoudre le
probléme analytique auquel M. Levi-Civita avait ramené la recherche
des ondes irrotationnelles pour la profondeur infinie, a déterminé
dans le cercle unité la fonction analytique 6 4 i<, satisfaisant sur le

cercle a
dr

EE:pe—“ sind,
et a

@(O)ZO,' 9('—' U‘):‘-’—-@(G’), T(O)ZO: T(G‘)':T(-— g),

Or M. Weinstein vient de me faire remarquer que la condition 7(0)=o0
n’est pas satisfaite. Pour qu’elle le soit, on peut observer qu'il suffit
de poser
o == Be—t®" (w'=0+1it"),
au lieu de
w=—=ce (w==0+1i1),

comme dans le Mémoire de M. Levi-Civita ('*)(§ 8, p. 275), B étant
un nouveau parameétre remplacant ¢ et déterminé univoquement par

2amif
le fait que <'(0)=o0. Le changement de variable L=¢ <} ou cette
fois c est essentiel a cause de I'hypothése du non transport de masse
dans les couches profondes, conduit alors & déterminer w' satis-

faisant a

dr!
— =37 7
T D' sinf,
, . A A . . P
ou cette fois p' = 97:% et non plus 2;’;- A cette équation, la théorie

trés simple de Lichtenstein est applicable. Elle donne p' en fonction
du paramétre r du probléme et 'on en déduit ¢ et B en adjoignant

. Agc .. S .
4 p'= ~£° la condition définissant c :
2n B?
¢— lim } (%] ’ — B(:‘rlio,o),

ou t'(0,0) désigne la valeur limite de la fonction harmonique

() Loc. cit., note 1.
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= (x, y) au centre; p' étant voisin de 1, on a univoquement

22—

7\,5,’ 3710, 0)
2T Py

.

CHAPITRE 1I.

CAS DE LA PROFONDEUR INFINIE.

Nous allons montrer qu’il est possible de trouver, pour toute fonc-
tion h continue au sens de Holder arbitrairement donnée, une
fonction ¢ définie dans le domaine (D) limité par le cercle (C) de
rayon 1, petite ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres,
satisfaisant :

1* & I'équation

Ap—=ph -F(ph, oo ..o 2000
ou F a la valeur donnée par (a) ou (@) et est, par conséquent, du
second ordre ;

2° a la condition aux limites sur le cercle (C) :

dv* . I oot

o - pot— By : = dg — O,

on

ou ®* a I'expression () et est du deuxiéme ordre.

6. TransrormaTiON DU PROBLEME. — Nous appellerons ® la fonction
de p (et de p.) définie par
A® = p h(p),

réguliére & I'intérieur du cercle et nulle sur le contour : = o. Cette
fonction est donnée par

() 0(p)=— ;I?rjfp.hlog;dgd-n.
D

ou r désigne la distance de I’élément (&, 1) au point considéré. Cette
fonction est bien nulle sur (C) puisque

2R

lo ———1—,-—Tdoc’:o.
[) gr(lra;Pya)



En remarquant que

27T
L ]

‘/o‘ b"(P?a;P:al) bl\ll(P,- PI),

ol M(¢g, ¢) désigne le plus grand des deux nombres ¢ et o', on peut
encore 1’écrire sous la forme

P 1 B
(2) @(p):-——p(logé/ h(u)udu—;—f h(u)ulogidu).
0 ¢

a0
=, €st une constante et l’on a

oo i T o0
- — ——da==o.
on o), On

Nous poserons

w(x, y)=— — ﬂF(v, Z.n)log;didn,
“+/p

F est un polynome en ¢ et ses dérivées, dont les coefficients sont des
polynomes en &, v. Si ¢ et ses dérivées des deux premiers ordres sont
continues au sens de Holder, ce que nous supposerons et ce qui sera
vérifié plus tard, F est continue au sens de Holder et la formule de
Poisson donne

Aw—=—F.
Si nous posons maintenant
0—=0 +w-+V,
nous avons
AV —o,

et nous sommes ramenés a trouver la fonction harmonique V, régu-
liére dans (D), satisfaisant sur le cercle (C) a

_ X Tndwt *) * *
___< 7’7(10'—?’2"—[70)/ +®(V+m;)
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Mais V étant harmonique et réguliére dans le cercle de rayon 1, on a
sur ce cercle
v

——do = o.

on

2T
f Vido = o,
0

car le choix de ’axe des X entraine

On a également d’ailleurs

L2
/ (V'+o")ydo=o,

0

2T 27 1 27 1 1
f m*da:f do’<——-—f f F log—pdpdo:).
0 0 2T 0 0 r

En intervertissant les intégrations avec les précautions habituelles
dans le cas d'une fonction discontinue, et en tenant compte de la
relation

OF

Q

1

2% 27
£ .
f log—rdcr :f log = do—=o pour 02<r,
o 0 VIi+p2—2pcos(e—a)

on voit facilement que

Nous sommes donc ramenés au probléme d’analyse suivant
Trouver dans le cercle de rayon 1 la fonction w et la fonction harmo-
nique V sachant que

I . I
o(z, y)=— 9‘-—7_:\[[;14‘(\7 O+, ..., n)]og-}-_d&dﬂ,
av* t [T 0et dw*
— V= — —ds — — —po* * AN
on TP an) on ds 5, T P® —+ (V' 4+ o, )

ou ® est une fonction connue, continue au sens de Holder ainsi que
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ses dérivées des deux premiers ordres dans (D)4 (C) ('?), et conte-
nant en facteur le paramétre p. caractérisant les ondes.

e , . . IV*
A Vintérieur du cercle, V est donné en fonction de V* el id‘r'{ par la

formule classique
27

\ ] ) ¥ 1 TV 1
V(&',)/)— ;7-’: | A% d—ﬂ(lob ;) ds — ;‘;. ) d—ﬂ-]()a;ds.

Si nous faisons tendre le point (2, y) vers un point ¢ du cercle (C),
le deuxiéme terme du second membre, potentiel de simple couche
continu dans tout le plan, tend vers I’expression obtenue en rempla-
cant dans r le point (&, y) = (p, o) par le point (1, ¢). Au contraire,
le premier terme est un potentiel de double couche discontinu en tra-
versant le cercle, et on a

2

lim - / V*i logfa’s-_—_ L [nV*(a’) + /‘ 2O5% v ds]
(1) >(1,0) 2T J,, on °r 2T r

Y0

TR 2T Nk
_ Yl Lf V*d.c:y—zfﬂ,

d’oti la relation
27 *
V*(c):-:-—~i r iv—log-{ds,
m), On °r

Tx

. aJ
et il nous suffit de calculer —(—)\,—l au moyen de :

nNT_»p f Al loglds: »[—j dids—()w — P+ @
=/, r 27w J,

on dn on on

Cette relation, jointe a celle donnant w, constitue un systéme intégro-

cops . av* . ‘
différentiel en « et -, que l'on pourra résoudre par les méthodes
classiques.

7. REMARQUES RESULTANT DE LA CONSIDERATION DE LA PREMIERE APPROXI-
MATION. — INous nous bornons & considérer les termes linéaires du

(*?) En prenant naturellement sur (C) les valeurs limites des dérivées lorsque
le point tend vers un point de (C).
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systéme intégro-différentiel. Nous avons

w(x, y)=o.

et

oV p PN I, 2" deo* Jdu* .
dn_%jo\ ()nlog;ds._;—% A %ds—— on P9

*

on

La dérivée normale est donc solution de I'équation intégrale

linéaire et homogéne

ov*  p [ToV* L,
(1) —d—n——?r/()\ on log;ds..o.

. av* . . . , .
La solution 55 =one peut convenir puisqu’il en résulterait V* et Vv

nuls en premiére approximation, ce qui est contraire a notre hypo-
thése d’un mouvement petit mais non infiniment petit. D’ailleurs, les
approximations suivantes donneraient ¢ fonction de W seul, ¢* serait
donc une constante nécessairement nulle et le mouvement ne serait
pas ondulatoire. Mais on sait (**) que 1’équation (1) n’a de solutions
non nulles que lorsque p est un entier. On a donc p=rn en premiére
approximation. Les solutions fondamentales normées correspon-
dantes sont alors & s/;a et sm/;a- Mais une onde égale au premier
ordre a vcosnc—f—v\’ sinnag a\dmet une période égale & une partie
aliquote de .

En nous limitant & I'onde fondamentale et laissant de coté les
harmoniques, nous pouvons donc poser

(2) p=I1—x,

oll x sera un paramétre petit, déterminé ultérieurement. On a alors
AN Lo
G " v cosa +4- v/ sing,

ol v et v/ sont petits, et

v*~ V'~ — v cosg — v sino.

(**) Voir, par exemple, E. Picarp, Sur un théoréme général relatif aux
équations intégrales de premiére espéce et sur quelques problémes de Phy-
sigue mathématique (Rendiconti del Circolo mathematico di Palermo, t. 29,
1900).

THESE M.-L. DUBREIL-JACOTIN 4
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La quantité yv* - v caractérise bien la grandeur de I'onde en pre-
miére approximation. Le paramétre u. que nous définirons ultérieu-
rement sera, au deuxiéme ordre prés, égal a cette quantité.

Pour simplifier I’écriture, nous allons poser

v=—2,
dp
d’ou
. oV*
U=%

L’équation donnant U* s’écrit, en tenant compte de la valeur de p
trouvée,

2T
(3) U‘-—:Ef U‘log%ds
[

1 *F dwr* ow* R R T G, 1 .
_ = ds — — o 2| w— = U*log -ds ) + @,
am, ), On on T J, r

Si nous posons alors
1 1 I T
— ~log~ =— —=(cosscosc -+ sinssing) + N(s, 7),
T r T
le nouveau noyau

N (s, o-):—%_

[log; — cos(s — o)]

est encore une fonction paire de (s — o) et n'admet plus de fonctions
fondamentales. On peut alors remplacer I'équation (3) par

(4) U*(a)+me(s, o) U*(s) ds

2T
Jw* dw* .
on ds — on

0
1 2 I
+ x (m*— - f U*log-ds) + @
Vs 0 r

27 27
rl:f U*(s) coss ds. r2:f U*(s) sins ds,
0 0

I . 1
— — (7, C08G + 13 81N ) + ~—
T 2T

en posant
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r, et r, sont deux nouveaux parameétres introduits par le fait que I'on
se trouve dans le cas de ramification. La nouvelle équation (4) est
résoluble univoquement, au moyen du noyau résolvant 9¢(s, o)
associé a N, et qui lui est lié par

27

(5) “Jl(s,a)—’r—N(s,a')—:—Jﬂ“N(s, r)at(r,c)dr—=o.

On sait que 9 est pair en (s — o) comme N il est d’ailleurs discon-
tinu d’'une maniére analogue qui ne géne en rien la théorie. De plus,
si N(s,0) est orthogonal a4 une fonction de s, il en est de méme
pour 9L(s, c). Or on a, en vertu de la définition de N,

f N(s,o)ds—=o0
o
A2T

[ N(s, o)cos(s —u)ds=o
0

et

quel que soit u. Par suite,
27
f (s, o)ds—=o,
0
27 .
f Il(s, o) cos(s —u)ds —o.
0
D’autre part, on vérifie aisément que I'on a

2T
f N (s, c)cosm(s —u)ds—=— % cosm (o — u)
0

et

cosm (e — u).

2T
f I (s, c)cosm(s — u)ds=
0

m-—1

On peut donc toujours remplacer I’équation (4) par

(6) U €0SG + rysine
T

+ 8(0") + G (a),
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en posant

E(w) = — T 0wt LR nm o= 99 g
Trom A on " on —° o (o:5) @ on 5

27
G (o) :x(w*—if U'log—lds\—i——@*
T Jy r

27 W 2T
+f Il(a, s) [x(w*(s) o %f U*log%du) -+ (D*] ds.
0 0

On remarquera que & est linéaire, § du deuxiéme ordre.
Avec ces derniéres notations, la premiére approximation s’écrit :

Ur— ry COSG -+ 1, sine
T T

b

ou, en posant r, = ny. cos{d, r,= wusin,

U= pcos(o — ),

ol

3+
m—_
caractérise la grandeur de 1'onde et c’est lui que nous prendrons
comme paramétre fondamental. Nous nous occuperons plus tard de la

détermination de z et Q en fonction de p. Nous allons d’abord

résoudre le systéme intégro-différentiel en conservant les trois para-

métres petits r,, r,, x que nous supposerons tous trois inférieurs a une
méme quantité petite 3.

\ \ \ \Vr
ou . et Q sont deux nouveaux paramétres. Le paramétre p. =

8. RESOLUTION DU SYSTEME INTEGRO-DIFFERENTIEL PAR APPROXIMATIONS
SUCCESSIVES. — Nous avons trouvé

®,; == 0,

(1) Ur— [1C0ST 47y sing
L

Nous posons, d'une fagon générale,

1 . I
W, == — ;ﬂ_ﬂF(V"_l—i—@ T Wneyy cees &y n) lOg;.dEdnf
(2) oy
7', COSG —+ Iy 8ing . R
A ORI L RTRT 6 (0h) + G(Vims -0,
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o, et U}, étant ainsi connus, on en déduit V; et V, au moyen de :

(3) :.:——f U IOb
(4) Ve V22 10 dg_LfmU‘io L gs
% T oaw A “on °8 7 27, n 108 7 &5,

et,-en-dérivant w, et-V;, on obtient toutes les quantitésfigurant dans F;
&, G; on en déduit :
t ” I
Wy q == — by ﬂl) F,log ; dt du,

ry COSG +- Iy sing
T

Up= + &(Wit1) + Gy

ot I'indice n dont sont affectés F et G indique qu’on remplace dans ces
fonctions les variables qui y figurent par leur »** approximation. Il
faut démontrer que les approximations successives donnent pour toutes
ces quantités des valeurs petites tendant vers des limites petites. Pour
cela, il faut pouvoir majorer convenablement V,,, w, et leurs dérivées.
Nous avons supposé aussi précédemment (§ 6) que ces quantités
satisfaisaient & des conditions de Holder. Il faut donc pouvoir aussi
calculer et majorer pour ces quantités les expressions ®p,.en désignant
pour simplifier, par la notation @p,.(f) ou encore par @, .. (f), la
quantité

Sz, y)—fEn) _ f(P)—f(P)
=S = )
(=&} + (y —a)]

10§ >

ol A, nombre compris entre o et 1, n’a aucun rapport avec lalongueur
d’onde. Nous poserons encore ('*)

[f == max. | D} (f) ],

(**) M. Lichtenstein, loc. cit., note 5, a posé, p. 63 :

I fh= maxw pour P fixe,

| f|5. est alors fonction de P, et le nombre [f], est égal au maximum de la fonc-

tion | f 5.
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et nous appellerons briévement cette quantité le crochet de f. Nous
conviendrons aussi de désigner par fle maximum de | f|.

Il résulte de la premiére équation du systéme (2) et des équations
obtenues en la dérivant une fois par rapport a x el y, quel'on a, en
désignant par C,, C,, ... des constantes indépendantes de n,

G C1F;L—1: {m’l] §C‘ ]‘"—l’

()wn () n dw’l w
I 5] R

Pz dy $C P,
Les dérivées secondes de w, ne peuvent s’obtenir par simple déri-
vation sous le signe somme; elles sont données par les formules de
Dini:

0w,
) dc n

—5‘2)—2 —_— — [[ (x,”(y,.,‘\(}‘n_ﬁr ———lOC’—dEd‘f)
1
e ;Tfu_i(.z', }')d—z.Afclog;cos(n, x) do,

formules valables dans le cercle, frontiére comprise.
Dans le cas particulier du domaine circulaire, le second terme se
calcule facilement, et ’on a

J*w

-(Eﬁﬁ e 1)7[ [[’6){1} (£, 7-')(1”_1) r '-—*100‘—61&(1/)—1“ Fn—u
*w, _ 5% . 5 0 ..

dzdy = am ﬂn Dt n(Facs) 1 525 Nog 2 e i,

w 1 ) 0? 1

dy? = ;,ﬂb‘@(l 2 & (Fay) P dyt Iog; de dn + 2 .

Il en résulte que 'on a, a l'intérieur du cercle et sur le cercle,

P w, 02w, 02w,
oz*’  dzdy’  0y?

P, 0w, " 02w, , = R
. <, e
[ 0z> ])\’ [dxdy])f Ldy'—’ ]x: Uy Byt G [

Ces douze quantités peuvent donc étre bornées par une méme

é Cx Fn—i -+ C,_ {Fn,—1 J‘As
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expression de la forme
CF, + C'[F.y ]

En vertu de la formule (4) et aussi de (3), on a également
v.<C,U;.

On a d’ailleurs V, = V?*, puisque V est harmonique. Il nous reste 4
borner les dérivées premiéres et secondes de V.

Pour cela, nous allons faire appel aux théorémes de Korn. Ces
théorémes généraux spécifient dans quelles conditions les dérivées des
potentiels de simple et double couche existent, et, dans ce cas, donnent
des majorations pour elles ainsi que pour leurs crochets ('*). Dans le
cas qui nous occupe et ou le domaine est circulaire, certaines majora-
tions sont un peu plus simples; elles sont données en grande partie
dans un Mémoire de Korn ('%); les autres s’établissent facilement.

Nous nous appuierons donc sur les résultats suivants :

1° Considérons le potentiel de simple couche

[ rT .
I, = — f U log—ds.
2 0 r

Ona
In.é_ A11-7/*17 []u])g A’l I‘J;.

Si U satisfait a une condition de Hélder, I, a des dérivées pre-
miéres continues au sens de Holder dans tout le cercle, frontiére
comprise, et I’on a

oI, dl,

%') d_y §A2 [Un])\.

oL, [0l A
[(,—x])g [@]7; AL (UL}

Si U} (s) a une dérivée satisfaisant a une condition de Hélder, I, a
des dérivées secondes continues au sens de Holder dans (D) 4 (C), et

(**) L. LicatensteIN, Ueber einige Hilfssitze der Potentialtheorie, IV, Berichte
itber die Verhandlungen d. Sichs. Akad. d. Wiss, Leipzig, t. 82, 1930, p. 265.

(**) A. Korn, Ueber Minimalfldchen, deren Randkurven wenig von ebenen
Kurven abweichen, Abh. d. Kon. Preuss. Akad. d. Wiss., Berlin, 1g9og.



'on a

o1, 0’1, 0’1 dUs ,  [4u
oz*’ 0z dy’ 6J2 =" ds Y1 ds b

021, T 0, 0*1, , dUj, . | AU
—_— |, —-——= | < R —_— .
dox> ])" [daf;dy])\' [0)/2 ])‘z Ay ds +A‘\‘ ds ];‘

2° Considérons le potentiel de double couche

-

—

IR

1 i dJ
J,‘_;E[ \”() lcw—a’s.

jltSBlVZr [Jn]).§B'|v;-

Ona

Si VI admet une dérivée premiére satisfaisant a4 une condition de
Holder, J,, admet des dérivées premiéres continues au sens de Holder
dans tout le cercle, frontiére comprise, et 'on a

0¥, 0J, 4av;, avy
Wn  On g 4V AR
oz dy B, ds +B3[dsJ’

aJ, a2, dav;, , [dVy,
1 <PB .
de];" [dy ])\:B” ds + B [ ds ])‘

av? i, . . a- .
Enfin si — admet une dérivée premiére, c’est-a-dire si V, admet

une dérivée seconde continue au sens de Holder, le potentiel de double
couche a des dérivées secondes continues au sens de Holder dans

(D)+(C)etl'ona

2] T, 0%) dv; avs, av; V5
n n n < n B- n n n s
0z’ 0x dy’ 0y? B, ds. [ ds ]) + B ds B [ ds* |

03 25,1 [0 v av? VT BV
Z'n -—T Tl <« Z.n /
[d;v'ljl*,\, [dxdyJ)\’ [dyﬂ] B T 5 [ PR ]x By +B7[ 7 ]

Nous avons ainsi toutes les majorations nécessaires pour pouvoir

<

V 2V . .
borner dans et sur le cercle 3—x S ?)T’ au moyen de I’équation (4).
Ona )
oV, av,, av, - [4viT ‘1
oz > _d}— = CG d.f v C’l l ds | i CS lUIL ]I«:

v, ov, ,dvy ., [dv: s rran
[%]7\’ ! oy ] C" =“'_CT[ ds ]7\+CS[U"]“
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et

IV, 2°V, 7'V,
dz2’  dzay’ )

dV . v Ve J0: . [du:
.Y c, [‘N“] o, 2V e, t ] vc, ¢, [—-] ,

|

ds ds? ds

() 2 Vn ()z Vn u
ozt |3 0z dy |5, -

av:, . [dvil1 ., &V , Ta:Vy1 . dUG, .., [dU;
<c, L (“,n[ds ])‘+c|,7;_,_+c,2[ ],-‘-c‘.,——— ﬁ-(lu[—]l,

ds* |, ds

ol toutes les constantes sont indépendantes de I'indice n.

* 2

e . . dV 2
Dans ces limitations interviennent ds" d'

d’aprés (3), V, est la valeur d'un potentiel de simple couche sur le

. . . dVh @V
contour. Les majorations des dérivées —=» —=*

déduire immédiatement des bornes données dans (D) + (C) pour les

dérivées en x et y du potentiel de simple couche. Mais comme ces

deux dérivées jouent un réle fondamental, il est bon d’avoir leurs

essions exactes. Ce sera d'ailleurs |'occasion d’indiquer comment

on peut retrouver assez facilement les bornes données par Korn.
Nous considérons donc

¢ et leurs crochets. Mais

pourraient donc se

A S N
Tz, y)=3(p, a)=— ﬁ[ U, ]oa7tls.

et nous calculons la dérivée par rapport a o & l'intérieur du cercle.
Nous avons

)’; ‘ - — psin (ot —
bl g U,, 1oo—m~—_‘_ u; osm(x—s) 0
do ©J, 1+ p?—2pcos(a—s)

Cette intégrale n'a pas de sens quand p tend vers 1. Mais, si nous
supposons U, continu au sens de Holder, nous pouvons écrire la
formule

Uiil(s) = Uii(a) + [s — a]* @ ,(Uy).

ol [s —a] désigne la longueur du plus petit arc joignant les deux

THESE M.-L. DUBREIL-JACOTIN J
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points s, « et ol
. U, (s) — Up(a)
" *y 7 n .
J‘)s,oc(Ln)— [_S—a])‘-
Cette formule remplace la formule des accroissements finis dans le cas
ou l'on ne suppose pas que la dérivée premiére de U, existe.
On a alors, a I'intérieur du cercle,

2R

03 [ t . osin(a—s)[s—al
S B O AL Ll i
[t}

do ™ L= 06— 206C08 (20— §)

bES .
f osin(a — &) ds
- = 0,
p} 2 3 —_—
o 1 o 20 Cus(a $)

Je dis maintenant que l'intégrale du second membre tend uniformé-
ment vers une limite quand ¢ — 1.
En effet, pour » = 1, I'intégrale a un sens et est égale a

27
i y \ N % — 8
—_— f U‘D{*‘ LU [s— o]k cotg - ls.
[t} ’

2T

Cette valeur est atteinte uniformément. En effet, la quantité

L—0F —26008(%—8)
1 ) .

r=c osin(o —$)[s—al
l:[ (D{:u(t;)jmn(y $)[s— o] s
"0."

my

| : , o, oSNt —s)[s—a|
= :f (Di’a(L”) = I- ] s
1.
o

* -t - ',.,_t -
- t--0 1o cos(= §)

R

reste, lorsque ¢ tend vers 1, une fonction continue de 2 dans l'inter-
valle (0,27) et par conséquent une fonction uniformément continue.
Mais je dis que je peux choisir ¢ indépendamment de « de maniére que

A-+E . -
1 5 . ssm(o—s)ls—oal”
;f Ll e,
TV e

—+o*— 0 cos(a — )

h

soit plus petit que v. En effet, la valeur absolue de cette intégrale est
plus petite que

PP o sin e o
—[U, [}‘f PR ——— du.
ae 0 -

Lf— 25 cosu
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et 'intégrale peut, par un choix convenable de ¢, étre rendue aussi
petite que 'on veut.

Mais on sait que, siune fonction f, () a une limite F(z) et si f,,(z)
tend uniformément vers une fonction ®(z), ®(x) est la dérivée de F ().
On peut donc affirmer que

T

()Ji 1 - . . o —
B L 0 ,(US)|s— o] cole

s
ds.
do_—— R A

Donc, si U} est continu au sens de Holder, V} a une dérivée premiére
donnée par

. d\ | RN . R c—
(3) =@, s—s] cog

o 9T

s
s

La dérivée seconde se calcule de méme. On a, a I'intérieur du cercle,

1
17 0*loa = I
2y 2 27 7 AT I 2 afe
=1 / U e —— L [ ;g cosls %) s,
0

dz- T do? =), " |v et = pcosts —o)

Nous supposons cette fois que U} a une dérivée premiére continue au
sens de Holder. On peut donc écrire la formule suivante, généralisant
la formule de Taylor dans ce cas,

I
Us(s)=U,(2) -+ (s- --oc)dL“

dU;,
(@) +(s—o)|s—al 6" A 4oy (7/7>’
ou 0 est la quantité comprise entre o et 1 introduite par la formule

des accroissements finis et o (s — o) désigne la valeur algébrique de
02 7 !

arc. La valeur de ——= s’obtient donc, en intégrant de « — = a o + =,

par la formule

o+
ENS U 20t —o{1—02)cos(s—z)
= / (/A ( 7 ">9’[c o) (s gy BN Jeos( - s,
\

dzt [t—pt —9pcos(s—o)|

A+

e 20'—p(1--p?)cos(s—o
car l’mtegralef (s — ) p) cos( )is est nulle comme
R [t +02— )ocos(c-—a)]

intégrale de fonction impaire, et un calcul facile montre que

27

f 20— oo(14 p‘-’)cosu{[”_U

2 *\OQ 2
(Lt =o' —2pcosu)

1
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On montre, comme pour la dérivée premiére, que
(6) on:I‘m_— ODOL 0(-4—0{‘—1) dU" 9)[S ] (s-—a)‘)o “0(‘+0)L05(g«_a)
dao* c->1 Lr-+

5*— a6 cos(s — o)
G+ T Th O\ . . . §

f @(" r+0(s—-0')<dL“) o* [s G(J; (_i g)a)
G—T sin? —

ds

ds.

(o, dV, d*V;,
Les deux dérivées —* el ——* sont donc bornées par

(ZV,’,
o SLlULL:
(_/_\J' <L, au; ,
dor = ds |,
ou L= — f ,[o]’ cotg~ | do est un nombre que ’on peut remplacer

par une borne supérieure que nous supposerons plus grande que 1
Et T'on trouve pour les bornes des crochets les expressions

l" dV;,

Cds

L UL,

ou on peut prendre L, >

@y <L, Ui 4l
ds* 3= 7 ds | »

s

On peut alors écrire les bornes définitives :

ov, ov, )
-4 - < 2, *1s
d.Z' ’ ()‘)/ :‘Pll_Un]m

oV, ov, PR

ox ])’ [ dy ])gfﬁ[b T

0V, oV, o°V, . dU; a0
dr®’ oz dy’ 9y* S [0 D+ £y [—']74—1"

ds s’
d V” dzvll ] 02 VIZ Y] * . d[};i o1 sz
[ ] [5705 ) [ | s mvtomne s [ ]+ B2

Nous avons ainsi borné toutes nos quantités au moyen de U

dU,, [U”]I , [({U*])\.
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Nous avons vu que U}, est donné par (6) (§ 7)

I, COST —— 1, 5I0G
Up="1" 2" "~ L &§(w}) + G (Vi o),

™

d’ou il résulte que

2

i
(o5

i
9] 8

— 0wk
+Clo+ C?

Ujs
" T ) an

= G,

*

. dU s , . .
Pour avoir —*, nous dérivons I'équation qui donne U, sous la

forme (3) (§ 7),

n

I Y " dm dow,,
U= - U,, log —ds + = s — S )
T 0 (G

on on "
I R . [ .
2w, — p w1 log - ds ) + @, _,.
. ¢ 0
ce qui donne
U,‘} 1 °r —s Py Odw, OD);
= ! S (Us s—o’cot“ ds — n_ oy A
(7) - “do '37:[ @, (UL | 2 dodn  do ds
en posant
27 [
(Dnl—l (D/l—l oA (0311—1 - = U 1 0Q " >
0
d’ou
5 =
/UIL < L] LU;;J d wll 4 d&)/: - ()(DIL—'I .
“ds dson Jds Os

De I’équation (6) (§ 7), on déduit aisément
Ao
[Un] § _7: -+ L‘S((’);L)]l - I_g}"n—-l]/a

car on voit immédiatement que [coss].< 2. On déduit de méme de
I'équation (7)

du, Jdio, dn, b,
n <L T* ) n i n U n—1 .
|_ e ],=' U] [dsdn], -1 5 ] I ‘

Nous sommes maintenant presque en mesure d’établir que le systéme
intégro-différentiel donne une solution unique, bornée, continue au
sens de Holder. Cette solution sera analytique en r,, r,, # si ’on sup-
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pose que la fonction A(p), si elle dépend des paramétres, en dépend
analytiquement.

Mais auparavant, indiquons comment on peut borner les quantités
F, ®, ... en fonction des bornes D,, D,, ... des fonctions V, ...
qui y interviennent comme variables. Nous avons donné précédem-
ment les définitions explicites de ces quantités. De ces définitions
résulte que les unes (I, ...) se présentent sous forme entiére par
rapport a ces variables et sont majorées lorsqu’on remplace toutes les
fonctions qui y interviennent par leurs valeurs absolues et les variables
qui y figurent par leurs maxima D,, D,, .... Les bornes ainsi obte-
nues sont des polynomes en ces variables, a coefficients tous positifs,
et ne contenant ni terme constant, ni termes linéaires. Si toutes les
variables sont comprises dans l'intervalle (o,w), ces polynomes
peuvent étre majorés par des expressions de la forme

CP(D,. D, ...)

ou I’on pose
P,=—XD? - 3D,D,.

Dans les autres expressions (®, . . .) figure un dénominateur différent
de zéro lorsque les variables sont nulles. On peut donc choisir @ assez
petit pour que ce dénominateur ne soit jamais nul et soit minoré en
valeur absolue par une quantité positive. Les expressions se majorent
alors de la méme facon que précédemment par des expressions de la
forme CP,(D,, D,, ...).

Pour calculer ®;,.(f), on remarque que, pour une expression de la
forme abc, on a

L’O?;l,,(al)c) = bc UDi;l,,((l) -t~ rrc'(Di;,,.(/)) a’()’LD};,,,(c).
d’ou
label,<bclal, -+ calbl,+ ablcl,.

formule vraie quel que soit le nombre des facteurs. Il en résulte que
[F},[®}, ... peuvent étre majorés par des polynomes par rapport
aux maxima des variables et de leurs crochets, sans termes constants
ni linéaires, et qui, lorsque les variables et leurs crochets sont tous
inférieurs a la quantité © déterminée précédemment, peuvent étre
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majorés par des expressions de la forme

CP,(D,, D,. ..., [Di}s, -

s

en désignant par [ D], le crochet de la variable quia D pour maximum.

9. Les APPROXIMATIONS SUCCESSIVES SONT BORNEES. — Nous allons
montrer_que l'on peut choisir ¢ assez petit pour pouvoir déterminer
des nombres d,, d,, ... inférieurs & @, tels que si les valeurs des
inconnues qui constituent la (» — 1)*™ approximation sont respecti-
vement inférieures ou égales a d,, d,, .. ., il en est de méme pour les
quantités qui constituent la n®*™ approximation. Nous vérifierons
alors que la premiére approximation donne bien des valeurs plus
petites respectivement que d,, d,, . ..

Supposons donc que I’on ait :

- A, _, 0, 0t >0, Do, |
2rn—1s

dr ady ’ drt ()Jc()_)'$ b

= {{ 3
SO LV [0'-"»,,_{\ \
L’ n—1 | ns " T 7., ty | ()‘1,‘_‘ 1 )

U,_, L d..
lU/; ||‘/§n‘r-_~
(/U,', 1
<d..
ds =
AU, .
— 1 <d
l_ ds ‘,\:(

3

les autres inconnues, pour la méme approximation, sont bornées
d’aprés les calculs précédents par une méme expression de la forme

Cld,+d,+d,+ d.,).

ou (. est indépendant de n.

Ecrivons alors que les bornes, données par les formules établies
au’, [ AU } —

——1 5w, et ses

ds | s |
dérivées et crochets, sont égales aux bornes précédentes. Cela nous
donnera un systéme de cinq équations algébriques permettant de
déterminer d,, d., d,, d;, d, en fonction de 8,

dans le paragraphe précédent pour U;, [U}],, =~
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On a
dy = a, Py(9, dy, dy, dy, dy, d,),
dy= %:‘) -+ Q, Py(0, d,, dy, d,, dy, dy),
7 36 5y 4 1
diy= = + &, P,(9, d,, ds, dy, d,, d',),

d; =030 + &, Py(9, dy, dy, d,, d,, ),
dy=03,0 + A, Py(0, d,. ds, d. dy, ),

, ers . 4 4o
ou les A, @3; sont des constantes positives et o1 3, = ;T”- L,, .= 1{L, .

Pour ¢=o0, ces cinq équations représentent cinq hypersurfaces
ayant l’origine comme point commun simple, puisque les cinq hyper-
plans tangents aux cing hypersurfaces sont les hyperplans de coor-
données. Pour & petit, on a donc une solution petite tendant vers zéro
avec &, et l'on peut choisir v}, pour que, lorsque § < v,, ces solutions
d,d,, d,, ds, d,, visiblement positives, soient toutes inférieures i &.
Elles sont d’ailleurs données en premiére approximation par

dy=o, d,= 1{—37 d’_,:éé\, d,=®,9, dy= 0,0,
™ s
et, d’une facon générale, ces solutions s’obtiennent comme des déve-
loppements & coefficients tous positifs en 3.
Enfin, en premiére approximation, on a trouvé

(J), :U_.

., I COST -+ r,sing
Ulm —————

ie

U<

N

20

il
b

/ N
U< 22,

[

A

- 3
do T

1A

[40:) <,

do Fis

Z_*
fUl < 48

, .

valeurs qui sont respectivement inférieures a d,, d., d,, d,, d, puisque



P'on a
Li>1 et L) >1,
donc
4 5
@B> =, @By > =- C.Q.F.D
T T
10. LEs APPROXIMATIONS SUCCESSIVES CONVERGENT. — Soit Q une borne

supérieure des différences entre les valeurs de toutes les variables qui
interviennent et de leurs quantités @ en n'*™ et en (n —1)*™ approxi-
mation. Nous allons montrer que I'on peut trouver un nombre 7, tel
que, pour 6 < v,, les différences entre les valeurs en (n--1)*" et
nime approximations de toutes les variables soient toutes en module
inférieures a y Q, ou y sera un nombre plus petit que 1 et indépendant
de n. Il en résultera que lorsque n augmentera indéfiniment toutes
les quantités U}, w,, ... tendront vers des limites, la convergence
étant uniforme.
Nous partons des expressions fondamentales :

1 ) . I,
g Wy — Wy =— ;"“ﬂ(bn‘_‘ }‘ n—iy ) log ;‘ d-’r-, dns
(1) " 27Uy
* *___ @ * > * 2 ___ @
\ Ult+l— Ult"_ &(wllﬂ-l) ""(mu) -+ {g]u (du-—i~

Nous remarquons que F,—F,_, se présente comme une somme de
différences de la forme a,b,c,— a,_,b,_,c,_,, o le nombre des lettres
est supérieur ou égal a 2, différences qui, ainsi qu’on I'a déja vu, se
mettent sous la forme

(an — all—-l) bll, Cp - p—y (bu - bu——| ) Cp = An—y bll—l (CIL — ('IL—'})
de sorte que 'on peut majorer F,— F, , par une expression de la

forme
Fu“‘ Fu—-1< CQ(S -+ d1+ d9+ d;"‘ d3+ d’:i))

ot C est une constante indépendante de n, puisque pour toutes les
approximations les variables sont respectivement majorées par les
nombres d,, d., ..., inférieurs 4 @ ou par une combinaison linéaire
de ces quantités.
D’autre part, on peut écrire évidemment
6‘)2’1‘( Fu— Fu—\ ) - 6’)‘1'—\'1"(}7"») - ‘DZ;P'( F" '1)7

THESE M.-L, DUBREIL-JACOTIN 6
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quantité qui se présente également sous la méme forme que ', — I,_,,
mais les variables a,, b,, ¢, sont non seulement les variables inter-
venant dans F mais également leurs quantités @. Toutes ces quantités
étant aussi majorées par d,, d,, d,,d,, d,, on a encore

|F,—F, ], <CQUO+d+dy~d,+d~+d).

Il en résulte que w,,,—w, et les différences analogues entre les
dérivées de w et leurs crochets sont majorées par une expression de la
\ 14 r A > * P *
forme précédente. Il en est donc de méme pour &(w,, ) — &(w}).

Quant a §,— G, _,, si 'on réduit les expressions qui y entrent au
méme dénominateur, et si, comme on l’a expliqué au paragraphe pré-
cédent, on minore le dénominateur par une quantité positive non
nulle, on est conduit & une majorante de méme forme que celle de
F,—F,_,, puisque I'on peut encore écrire par exemple

ty bncu~| — py—y bn——| Cp

= (an— Cu-y)Ont ey + @y (O — Uy Jn—y 7 @pey by (€ ey — ¢4).
On a par conséquent
Ui —Go< G2 Qi rd, mdd, « d +d )
et de méme
[Upr— ULl <G Q3 ~dy4d.+«d,~d —-d.).
D’aprés Pexpression (7) (§ 8), on a

3 T 2T
Wosy Ve L f [, (Li) — R s (U] [5 — o) cotg = dis

2T 2
<()'ro,§ o Jd’m, . IOV B do ), . ab, * ab,
T \dgon  dson do s ( Jdz g )

it ot Ui Uil + O QU+ dy d - dy e d ),

d’ou

puisque @, est une expression de méme forme que G, ; d'ou finale-
ment
dU;.,  dU;

—_ &) 3 4 7
e P <CHQEb+d +d +d,+d,+d),
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et de méme

do da

.y U
[( Ui _ 4 U"JA <O Qo+ d, +dy+ do+d,+ d,).
Or, toutes les différences des valeurs des quantités considérées en

(n—+1)¢m et n*™ approximationssontbornéesen fonctionde U, , — U,

1Y, — Y.l Uiy dU, P, dU, par les mémes expres-
e alhy g ds ds ds |

sions que celles au moyen desquelles les valeurs de ces variables étaient

bornées, en n®* approximation, au paragraphe 8, en fonction de U’
3 b ? n?

ds ds
étre bornées par une méme expression de la forme

yaq AUN [ dU;, cops s vz
[U b =2 [—i]); toutes les différences considérées peuvent donc

LQé+d +d,+d,+d,+d)).

Mais, puisque d,, d., d,, d;, d, lendent vers zéro avec ¢, on peut
trouver 7, tel que, pour <L 7», ON ait

L@+ di+dy+dy+d + )=y <<t

Lorsque ¢ sera choisi plus petit que le plus petit des deux nombres
7}, et 7., on aura donc une solution absolument et uniformément con-
vergente.

41. La sorLumion st unique. — Nous allons montrer qu’il est possible
de déterminer v, tel que, pour ¢ <7, la solution soit unique.
Lorsque ¢ sera plus petit que le plus petit des trois nombres v, v},
et 1, on aura donc une solution unique absolument et uniformément
convergente.

Supposons en effet qu'il existe une autre solution ¢ continue au

sens de Hoélder ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres, et
également petite.
Posons alors

' 1
0= — — F(v, R n‘)]og—dzd-n
— am N : ro:
et

V=9 —0 —o,



— by —

V, w, leurs dérivées et leurs crochets satisfont a toutes les équations

que nous avons écrites. Si ces quantités sont respectivement plus
petites que d,, d,, d,, ..., etsil'on appelle Q le maximum des diffé-
rences

»—00, ..., U —=U,.

on démontre, exactement comme dans le paragraphe précédent, que
toutes les différences

0 — Oppyy ... U'—Uny,

sont bornées par une expression de la forme
Bs_2(6+d1+ d,+dy+d, -+ ),

ou B est une constante indépendante de n. Choisissons alors 7, tel que,
pour &< v, on ait B(6+d,+d,+d,+d,+d) <1; & étant ainsi
choisi, toutes les quantités U*— U,

H+

tendent vers zéro, et 'on a

H’ =lmU;, =T R C. Q. F. D.

12. REmARQUES SUR LA SOLUTION TROUVEE. — Remarquons d’abord que
la solution ainsi trouvée est analytique enr,, r,, z. En effet la premiére
approximation 'est visiblement. Supposons alors la n* approxima-
tion analytique en r,, 7, %. Les formules qui font passer de la
nim approximation a la (n 4 1)"*™ et qui ne contiennent que des fonc-
tions analytiques des valeurs des variables en n'*™ approximation
donnent pour la (n 4 1)**™ approximation des valeurs également ana-
lytiques en r,, 7., x. [Nous supposons évidemment @(p) analylique
par rapport aux parameétres, c’est-a-dire A(p) analytique par rapport
aux paramétres, comme nous l’avons déja dit.] Mais puisque les
approximations convergent uniformément, la solution elle-méme est
analytique en r,, r,, z et peut par conséquent étre représentée par un
développement par rapport a ces trois paramétres petits.

Enfin, la solution trouvée est bien une solution du systéme intégro-
différentiel. En effet, les limites de w,, U, ..., uniformément
atteintes, satisfont bien aux équations du systéme. La fonction V, en

vertu de (4) (§8), est bien harmonique <0n peut d’ailleurs vérifier
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27
facilement que I'on a f U’ ds= o>. La fonction
0

=0 +w+V

satisfera donc & l'équation du probléme (I) et a la condition aux
limites (II) et donnera la solution du probléme des ondes si I'on peut
déterminer deux des paramétres r,, 7., x» en fonction du troisiéme
pour que soient satisfaites les deux équations de ramification :

27
rl:[ U*(s) coss ds,
“0
27
7’2:[ U*(s) sins ds.
o

Mais, nous avons supposé de plus que, pour s= o0, on avait ¢* = o, ce
qui donne la troisiéme condition

v*(o)=o.

Les trois paramétres sont donc liés par trois relations. On pourrait
donc penser a priori que le probléme de la recherche des ondes per-
manentes & deux dimensions n’a pas de solution. Mais nous allons
démontrer qu'une des deux équations de ramification est surabon-
dante, el pour cela établir pour les ondes, supposées existantes, la
propriété suivante.

13. LES ONDES PERMANENTES A DEUX DIMENSIONS SONT NECESSAIREMENT SYME-

TRIQUES. — Posons, comme nous I'avons déja fait au paragraphe 7,

ry— TP cos,

ry= T sinQ.
La premiére approximation s’écrit alors

0, == 0,

Uj=pcos(L —o).

Elle est symétrique par rapport a Q, c’est-a-dire que dans le probléme
initial la courbe / et tout le mouvement sont symétriques en premiére
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approximation par rapport & des verticales distantes de 2 » dont une

; : Qi . . . .
est fixée par la valeur X = >, puisque si une fonction harmonique

dans un cercle a des valeurs limites sur ce cercle symétriques par
rapport a un diameétre, il en est de méme des valeurs a I'intérieur.
Nous allons démontrer que la solution elle-méme est symétrique
par rapport a Q. Il suffit pour cela de démontrer que la n*™ approxi-
mation est symétrique, si I’'on suppose symétrique la solution en
(n —r1)*m approximation : U;_, et par conséquent V,_, sont donc des

n—I

fonctions paires de (s — Q), ainsi que w,_,. ®, comme on sait, est
indépendant de s; w,, donné par
I v - Lo
wa(z, y)=— P // F(Vuey =+ 0 4+ 0,—,, ...,z 0)log ’—_d;d-r,,
2Tl

sera pair également si I I'est, comme potentiel de densité paire. Mais
si 'on se reporte & la valeur (a’) de I donnée en fonction des dérivées
en ¢ et «, on voit immédiatement que les seules quantités impaires
qui y figurent (dérivées prises une seule fois par rapport a o), y figurent
dans des monomes de degré pair en ces quantités. I est donc bien une
fonction paire. Quant &4 U}, il est donné, comme on sait, par
U, =pcos(a— Q)+ &(w),)+ G\

ol &(w)) est pair comme ), puisque le noyau résolvant 9U(s, ¢) est
une fonction paire de s —¢. On montre, comme pour F, que § est
pair également.

La solution elle-méme est donc symétrique dans le cercle par rap-
port au diamétre 2, et dans l'espace par rapport aux verticales
indiquées.

Considérons alors les deux équations de ramification :

0



Y,

Nous pouvons les remplacer par les deux combinaisons équivalentes :

2T
1

= U*(s)cos(s — Q) ds,

Yo
2T
[ U*(s) sin(s — Q) ds;
“ 0
_or la deuxiéme équation est une identité en vertu de la symétrie de la
solution.

14. Discussion bE L’EQUATION DE RAMIFICATION
1 27 . .
Y= = [ U*(s)cos(s — Q) ds.
A

Remarquons d’abord que p. est en facteur dans la premiére appro-
ximation. Je dis qu'il en est de méme dans la solution. En effet, u est
en facteur devant ~(p), donc O et ses dérivées contiennent . en facteur.
Si l'on suppose que la (n — 1)m approximation a 1 en facteur, on
voit immédiatement qu'il en est de méme pour la n®*™, puisque les
termes en 7% qui s'introduisent sont multipliés par des valeurs des

inconnues en (n—r1)™ approximation. On peut donc chercher la
solution sous la forme

(1) U*(¢) =p[cos(c —)—pal(ag, Q) zal(s. Q) -...]
) ) I i

(») w(w, y)= G, 1; Q)--... ]

et ’équation de ramification s’écrit

27

b= % [ pleos(e — L)+ pal +xat+...] cos(c — ) do,
o

c’est-a-dire

s

ou enfin, en divisant par p. qui est différent de zéro, puisqu’a p. = o ne
correspond pas un mouvement ondulatoire, mais le repos (ou une

27

[pai(e, Q)=+ rai(e, Q)—+.. ] cos(a — ) do,
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translation dans le mouvement relatif)

27
o—y.[ al(es, Q cos(c——Q)[Jr-+/f al(c, Q) cos(c — Q) do -+
]

Pour avoir a}, aj, ...,

nous portons l'expression (1) de U* dans
(3) U*(g) == cos(z — Q)

2 7. R 2% Do ow* . .
— ;l[ U (S’) ]OO - /{S ~i~ v(z—ﬂ' ; ()” s — on —(I —A) 2 (g‘) + @
i x [T ’r()m
,-i—v( I (u, a) [~— . i U*(s) log —— ‘( Tl -—-K ()”
dw*
— o (w) + P*
et identifions en u et %

du.

Pour avoir a7}, nous cherchons les termes en 1.z; les termes en w
)

o ) S I
ayant 12* en facteur, n’en donnent pas; ®*, étant du deuxiéme ordre
n’en donne pas non plus, et I'on a

an

ai(o)=— ;Tf (05(&—52)|00~ds

+f MN(u,a) [——j —Tcos(s

— 0 o !
Q) log PN ds] du.
Or,
I . I
~E[ cos(s——9)]0g;cls:——cos(a—~$2)

et

f I (u, o)cos(u — Q)du=o,

0
d’ou

a?(g)=—— cos(c — ),
d’oti le coefficient de +. :

°R 2T
f a?(o, Q)cos(a—Q)(/U::—f cos?*(a — Q) d
0 0

équation de ramification permet donc de calculer x d’'une maniére
unique en fonction du parameétre
ki

qui caractérise la grandeur de
I'onde et de I’angle Q qui fixe les axes de symétrie. Il est intéressant
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de calculer le coefficient de p. dans ’équation de ramification. Pour
cela, nous calculons a, en identifiant les termes en p? dans 'équa-
tion (3) et, en utilisant I’équation de définition de ®*, il vient

ToC* aC* 67r 00;

(4) al= v o —~—da + —— n — C+ cosz(a——Q) PP Lcos(oc — Q)

ToC* oC* N
+f (e, u) { i dp ——do + -;9?——(] *T_CQE““_Q)

_ 6z 001
A dp

cos(u——ﬂ)] du,
en posant

w =p[C(p, o; ) +...].

G =C(1, a; Q),

0 —=po,+.

hip)="1,(p)+....

Mais, en vertu de la formule (2) (§ 6) donnant 0, on a

00 1 e
5 —_—t= uh (u)du.
() = [ uh)

()C* - rd N\
Cret 95 ils sont obtenus au moyen de la formuie (a')

vao

e

Quant
définissant F. On trouve aprés un calcul facile, mais un peu long et
sans intérét,

2

(6) C(p,0)=m 7\ bpf wh, (u) 5u 1du G;rf u?logu h,(u)d('91 du

p

s(o— & 00,
~7{ ﬁ—sﬁp———-}i/; ui{.3ulzl(u)+2d—u1-J du

w1
+p“’j [3u/zi(u)+2(;(z’] dug,
(] -

d’ou, sur le cercle de rayon 1,

* o ' e \ ()@)1
(7) G __TCOS(G—Q)‘/; p (59/11-'—“ 09>d‘0"
oC* _ am  6m [, 00, T ' 00,
(8) T = ~-.——~—7\—f0 p hla—dp—i—icos(a'——g)\/o‘ o <3P/L1+2 dp)dp.

Par suite, en portant ces valeurs dans (4) et se rappelant les pro-

THESE M.-L. DUBREIL-JACOTIN 7
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ou, en remplagant %—P‘ par sa valeur donnéc en fonction de A, par (5)
et se rappelant que

) o 1 1
/ (/x/‘ Sz y)dy = dyf J(z, y)de.
0 v (] 3

I’expression
al = )—)?E [2 cos(o — .Q)f. '9(93—— 1) Ity (p) dp + cos 2(o — Q)] ,
0
et par suite le coefficient de p. dans I'équation de ramification est
V= j 0@ — 1) b (0) dp,
# est donc en général du premier ordre en wu. :
= é}EI-"f1P(PZ_“ 1), (p)dp +...
0

et la vitesse de propagation de l’onde différe de celle de Airy par une
quantité du méme ordre que la hauteur de l’onde. Dans le cas irrota-
tionnel, ou si le tourbillon est du second ordre, la vitesse est égale &
celle de Airy au deuxiéme ordre prés. Mais il en est encore ainsi
si h.(p), non identiquement nul, satisfait a

1
f p(t—g*)hi(pydp=o,
0

équation qui a une infinité de solutions en £,.
Remarquons que si 'on cherchait les ondes pour lesquelles p =1,

rg . . . . . .
(c2 = §;>, on obtiendrait, en annulant dans1’équation de ramification
L

tous les coefficients des puissances de y. (termes indépendants de z),
des relations intégrales pour A, ..., A,, ... qui détermineraient une
infinité de fonctions % répondant a la question. L’onde de Gerstner
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n’est donc pas caractérisée par la propriété d’avoir une vitesse donnée

par
o — )\_O(: .
2T

Elle est au contraire caractérisée univoquement par la relation

XA 1 1\ B
(8) \/}‘L <W—_E>d\:0’

dont nous avons donné précédemmentla signification physique. Cette
relation s’écrit, dans notre systéme,

27

op
f Py ds = o,
0 p

quel que soit ¢; d'ol, en vertu du choix de I'axe des ,

27
{‘ pds=—o,

Yo

2T
ou, puisque f Vds= o quel que soit ¢ :
0

f (w+0)ds=o0.

f~ (ph-~F)ds=—=o,
0

3 -

(B") ph=— L ¥ ds.

2
'TEU

On en déduit

c’est-a-dire

Sil’on remplace dans F les quantités inconnues qui y figurent par
la solution exprimée en A, 1., z, on obtient une équation intégrale
en vk du type de Schmidt (généralisé au cas ou les noyaux peuvent
devenir infinis). Cette équation a une solution unique puisque 'équa-
tion linéarisée se réduit, I étant dusecond ordre, a i = 0. On vérifie
en méme temps que le transport de masse global, égal au produit de ¢
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par la valeur de ¢ au centre,

L . I
v(o, 0)=— ;Eﬁ (¥ + 1Lh) log;p dp ds
est bien nul.
Ayant déterminé x univoquement en fonction de p. et Q, il nous

reste & déterminer Q. Nous écrivons pour cela la condition ¢*(0) =o,
c¢’est-a-dire

(9) V*(0) + w*(0) = o,

ou l'on doit remplacer x par le développement en u. donné par I'équa-
tion de ramification.

Or, des calculs précédents résulte aisément que la solution est
donnée au troisiéme ordre prés par

V(p, &) =— ppcos(a — Q)
om

W1 2 \
5 p2i2p cos(o:——Q)‘/ w(w?— 1) hy(u) du + g cos2 (o — )
) \ 0 /

2

- pap cos(a — Q) .. .,
ou, cn tenant compte de la valeur de z trouvée,

V(p, &) =— ppcos(ax — ) — ;—rp‘lp‘!cosz(o:—ﬁ)—i—...,
et par
w(p, a)=p2C(p, a; &) +...,

ou C a la valeur donnée par I’équation (6). On a, en particulier,
"=V '+ o' —=— pcos(ax — Q)

2

1
— ‘u.‘-%\-r [cos(a — 9)f u(2u+1) hy(uydu -+ cosz(awﬂ)] s
0
et '’équation (g) déterminant Q s’écrit, aprés division par (.,
ol a
— cosQ — p;\j [cost u(2ur~+1) hy(u) du + coszS?.J “+...=o.
0

Pour p=o0 (ce qui entraine naturellement x =o0) l’équation

s y ooy . ,
donne cosQ =o0, Q= =. La dérivée du premier membre de I'équa-

%
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%

tion par rapport a Q

1
sinQ-i—y-;—T [singf u(2u?+1) hy(u) du - zsian] -,
* 0

T

2

est différente de zéro pour y. = o, Q = —; cette équation définit donc Q

. . . .. T
d’une maniére unique en fonction de p.. Q est voisin de - et les axes de
. .

%

o . e
symétrie sont voisins des droites ; + n
4

CHAPITRE I11.

CAS DE LA PROFONDEUR FINIE.

Nous nous proposons de démontrer1’existence d’une infinité d’ondes
comprenant comme cas particulier 'onde irrotationnelle. Nous allons
montrer pour cela que, pour toute fonction A(p) arbitrairement
donnée, mais bornée et continue au sens de Holder, on peut trouver,
dans la couronne (D), ¢,<¢<1, une fonction ¢ petite et continue au
sens de Holder ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres et telle
qu’on ait

A¢o—=ph +F,

ol F a la valeur donnée par (@) ou (@’) et est par conséquent du
deuxiéme ordre, avec les conditions aux limites suivantes :

Sur le cercle de rayon 1,

ov* . 1 [TTov .
b—n--i—p()—-g—'r—ro —()—'—l-dd'-_d),

ou ®* a I'expression (b) et est du second ordre;

Sur le cercle de rayon g,,
™ —=o,

en désignant d’'une fagon générale par s la valeur que prend sur le
cercle de rayon ¢, une fonction z définie dans la couronne.
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15. TransrorMATION DU PROBLEME. — Nous procédons comme dans le
cas de la profondeur infinie. Nous appelons @ la fonction de ¢ (et

de p.) solution de
AO = y,/L,

réguliére a I'intérieur de la couronne et nulle sur le contour @ = o,
©** = o. Nous aurons encore

900 1 (T8,
on  am , on 7=0.
Cette fonction © est d’ailleurs donnée par

1 4

(1) @(P):Jf plogu h(u) udu + plogp [f vh(u)du
e Pa

_ [logu

oo 108 P0

h(u)u a’u] .
On pose, comme dans le cas de la profondeur finie,

o(z, V) ——= 2—%[\/[:}?(0, oo £, n)log;dgcln.
La formule de Poisson donne encore
An=F,
et la fonction V définie par la relation
=0 4o+ V,
est harmonique et satisfait sur le cercle de rayon 1 a

ov* . I A% t T D Ow* . . N
%-—F])V - i Wda_;; : %da— 5, —P® + (V4o ...

On est donc encore ramené a trouver, dans la couronne D (p,<0 <1)
la fonction w, et la fonction harmonique V sachant que I’on a, dans la
couronne

(2) w(z, ¥)=— —-I—ffF(V—+—®+w, ...,E,n)logidgdn,
2T b r
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sur le cercle de rayon 1,

ov* . *TOV* Ow* . I 2T ow*
(3) -(-)—,1—41)\/—-—-2—71_ A d ds = — (dn —i—pb)—;r i E{daf)

-+ q)(v*+ (A)*, e )7
sur le cercle de rayon p,,
(4) V= — ™.

On démontre, comme au Chapitre précédent, que la relation

27
f V'do = o,
0

. . . 2TV
subsiste. Au contraire on n’a plus cette fois f dd ds = o, mais
0
seulement
. [TV 2T gy
(5) JO () dS‘tJ{ d yodt_o
t désignant l’angle polaire sur le cercle de rayon Po-

AVARD N

encore

) 7MY , . . ov* e OVF
U= DF dou U= on’ ST on

L d 1 ()\' I
V(z,}'):;;[(\/%log; e log >ds,

'intégrale étant étendue au contour total limitant D, c’est-a-dire

par

T 2T
(6) V(z, 7'):if v log L ds — ‘_f Utlog * ds
- 2T ), an g 2, r
+ &f C* log ~dt — £ f o™ L og L.
27 J, r 2T on °r
Si 'on fait tendre le point (2, y) vers un point ¢ du cercle de

rayon 1, les trois derniéres intégrales ont un sens a la limite et
tendent vers ces valeurs limites. La premiére est un potentiel de
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double couche qui tend d'une fagon continue vers

27 d 1 I 2T .
h ,Y*A . o . * T Tx P 3
hmt[ y dn]obrds__ﬂV (o) zf V*(s)ds=nV*(a).

[]

D’ou la relation

* _____I_ T* , |
(7) Vi(e)= 7:_[ Ulogr(s ds + 2 f U og (t

P T 0 i
i} w7 P,
T I @ on logr(t, o) dl,

ou r(P, Q) désigne la distance des points P et Q; nous convenons

d’autre part de désigner pars, o, ... des points du cercle de rayon 1,
et par ¢, 7, ... les points du cercle de rayon g,. 5(-)’2— représente la
t

dérivée au point ¢ prise suivant la normale intérieure au domaine D.
En combinant cette équation avec 1'’équation (3) on obtient, pour
déterminer U*, Péquation

2T
*(g)— P *Jog —— . s — *
(8) U*(o) Tr[) U*log TG 9) ds 2w ), U (s)ds

27
PPo *k o 1
+ fo U (t)lo°_r(t, g)dt

—-Lpﬂfgﬂ(,)**iloo"——l— dt — d._w:.J._pw*._ —_— dm +(I)*
T, on, °r(t, o) on am J, dz

Mais cette équation fait intervenir U™. Pour obtenir cette quan-
tité, nous dérivons par rapport a p I’équation donnant V a 'intérieur
de la couronne. Il vient

(9) U(x,y)_——f U*——lov—ds —f log ds

_ P [ **0 . Po 0
U log dt -+ f »™ o dolog dt,

9 9
XTC o ™

et nous faisons tendre le point (@, y) vers un point ¢ du cercle de
rayon g,.

Les deux premiéres intégrales n’apportent évidemment aucune com-
plication, il suffit dans leurs expressions de remplacer le point (p, )



par le point (p,, ¢). La troisitme intégrale représente une dérivée
premiére de potentiel de simple couche. Nous avons rappelé au
Chapitre IT les théorémes de Korn relatifs aux dérivées premiéres et
secondes des potentiels de simple et double couches. Tous ces théo-
rémes sont encore valables qualitativement pour un domaine extérieur
au cercle et compris tout entier & distance finie. Les bornes données
(§ 8) pour ces potentiels et leurs dérivées dans le domaine intérieur
doivent étre légérement modifiées pour le domaine extérieur frontiére
comprise. Les termes qui s’ajoutent proviennent des discontinuités de
ces dérivées quand on traverse la frontiére. On peut prendre, pour le
cas extérieur, les bornes suivantes :
Potentiel de simple couche :

dl" l'l * O TT*
07 ’ _éAE[Un])\ -+ ‘L\'_UIL;
ol 01 ) e
ol Ol < AL[ULT - A2UL;
Oz l;" [6)']7\"1 2 [Unl g
91, 0’1, 01, ., dU; du;, —
g < n n AT ATTT* 7. .
0x? d.Tdy’ ())/" :A3 ds ’*l: ds ])‘_‘_ A Un,+A [L'n])n
l‘d?In‘] dzln | rdzIn- <A’ dU‘: A dUTz ‘\S’W* AYTTUT
oz |, ozdy |,> |9 =" as g [TV n b

et conserver les bornes données pour le potentiel de double couche.
En particulier, nous sommes assurés ici de 1’existence d’une limite

27T .
pour l'intégrale f U**ad—Plog;dt. Cette limite s’obtient immédiate-
0

ment en remarquant qu’a I’extérieur du cercle, on a

an 2T
f U**_d_wgfdt:_/ Ut P PaCOSY
o op °r 0

PP+ P — 2ppacose

27
_ 0 — Dy COSP
f U™ — - 5 do
0 P7—20Py COSQ - P

0

et

3

<ﬁu -

.

—oIA\J
<A

Par suite, on montre, 4 I'aide d’un raisonnement classique, que
I'intégrale

T d 1
Thk At v z
[ - g s

THESE M.-L. DUBREIL-TACOTIN 8
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est continue quand le point (g, «) tend vers le point (g, t), et 'on en
déduit que

. i J 1 T L 2R
Iim U™(z)=-log~dr —— —U*(¢) — ~—-f U(7) d=.
fo () 55 o5 2U = [ U

Enfin la derniére intégrale du second membre de I’équation (g)

() f w* ——-loh d‘:,

est la dérivée premiére d'un potentiel de double couche, elle tend
donc vers une limite £(»w**) lorsque le point (¢, «) tend vers un
point (po, ¢) du cercle de rayon p,. On vérifie sans difficulté, par un
calcul analogue a ceux du Chapitre II (§ 8), que I'on a dans ce cas,
I’expression simple

9 f ** lo"—n.'~

—f o » (i“_’_ —(t—a)[r—a] [ (p? +po)cos(‘:—a)-—gppo]
o,0-+0t—a) \ Tz ) [p2-+ p2 — 2ppy cos(T —a)

d’olt

(4T S .
R ’ do™\ 6 (1t —t) |7 — t]
2o ):/ d‘)},l+0(‘t—!J(F> )(Lz._ J dx.
-7

. 4
4pj sin® )

Il en résulte que £(w**) est bornée par une expression de la forme
On montre d’ailleurs également que
L2(0™) ) < A, [clw J .
dt |,
On peut donc finalement écrire, pour déterminer U™, I’équation

(10)  U™(t)— o%f U () dr

I 1 I

o
) . L Po *
TJ nt r(s, t)ds— 'Tﬁ/o v dmdnllogr(s, t) ds + }:f(w )-




— 59 _

Mais cette équation ne détermine U™ en fonction de U*, V*, w* qu’a
une constante prés. Si d’ailleurs on étudie le systéme donnant la pre-
miére approximation du systéme (2), (7), (8), (10), on conslate
que U; et U;” ne sont déterminés qu’a des constantes prés, constantes

27 27
introduites par les termes f U ds, f U’" dt et liées par
0 0

2% 2R

Pour les éliminer des équations et lever la difficulté que nous
venons de signaler, nous allons montrer qu’elles sont d’ordre supé-
rieur et pour cela calculer ces quantités en fonction de w. Pour ce
faire, remarquons que, & l'intérieur de la couronne, logp est une
fonction harmonique et réguliére. Il en est de méme de V. Nous
pouvons donc appliquer la formule de Green

, PP
ffn(ko—WAm)dxcgy .l(@a;_qf%)da_o,

a ces deux fonctions dans le domaine considéré. 1l vient

~

o 7
Vd;o:p —_ %logp) de = o.

Conteur total

Mais, sur le cercle de rayon 1, logp est nul. On a done

27 2T 27 ok
—_ Vids + - V*po dt — (_)—V—]O‘Tmo dt = o.
P d 2’010
0 PoJy 0 n

Or, nous savons que
2T
f V*ds=—o,
0

V= o™,
et nous avons posé
d\]H
—_U*

on
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La relation obtenue donne donc

27

d’ou 'on déduit que

27 27
1
f Utds = o™ dt.
0 ]ngo 0

EX
f U dt = — f w*™ dt,
A palogp, J,

Ces deux quantités sont donc du deuxiémec ordre au moins. Nous
sommes ainsi ramenés a résoudre le systéme intégro-différentiel fon-

damental

s T *k rdt
— amlogp, T [ @ on;
Jdw* R 1 T Ow* .
—<—5;'—|—p(x)—;?r‘/ov 0nds>+¢',
Jdlog——
U**(t)-———f U r(t A CLI f v

f *»\— dt
0

2mp, logp,

V*(O'):-———f U*(s)log e )ds

P 2% d
dok 0 ok
1 f U™(¢) log ( —~dt— F[, oS

(11)

+@ﬁ(w**),

1 8 . 1,
o = — ?Ffj F(V--0+0,...,5n)logs didn,

* —_ _IZ T Tk o I ppo i *k o I
U*(o) th C lob-———-——r = S)ds—l— - U lo”_—r(o-, . di
0 ( ? 0 )

(s)dn dnt r(f )ds

I
r(a t)

Ce systéme est un peu plus compliqué que le systéme fondamental
intervenant dans le cas de la profondeur infinie, mais il se résout éga-
lement sans difficulté par approximations successives. La discussion
du systéme linéarisé nécessite un certain nombre de calculs d’inté-
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grfiles que nous avons réunis, pour simplifier, dans le paragraphe
suivant.

16. QueLouEs INTEGRALES DEFINIES. — Calculons d’abord

0 1
l_f r(o-, t) dn,logr(t, s) i
po— Rcos(t —s)

:;I log[R* +P°—OP°RCOSU—”]B —I:pﬁ—zpoRcos(t—s)

dt,

avec R™>¢,, les points o et s étant sur le cercle de rayon R. Nous
posons t— o =0, 6 —s = f3. Il vient

po— R(cosB cosg —sinPsing)
+p2-—~2p,R(cosf cose —sinf3sing) de-

a%
1125/ log[R#-+ pj — 2p, R cos9] 15
0

Posons enfin : 5 =¢% d’ou

. . 3
do—=— i1 dx, COsY == s sin @ =—

L’intégrale se transforme en une intégrale curviligne sur le cercle
unité C, prise dans le sens positif, du point +1 an point -1,

I=— 4 log [ Z(R*+p3) —Rpy(1+ 5 2)]

3z

2p0‘.—Be‘r‘3~-—Re—‘?’ xiz.
’(R-—l—po)——"-poRelﬁ—po Re-i 5

Sil’on remarque que 'on a

/‘ 2p,5 — ReBzr—Re B
Jigy3[5(R*+p3) —p,ReBs2—p Rei#]

_ (/1 I 4 ! d o)
— el - — 8 =0,
@Po\ & o _Pogus o R e—i®
R Po

on voit que la détermination choisie au départ pour le logarithme est
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sans importance, et que I'on peut écrire

i R i I 1
I =— — f log<—~--:> -— 4 n d=
a2 (¢ Po S
. R Po
—g—/‘lo;» z——gﬂ I ! - ! ds
: R s 0 o R
) 5 e Vo e e — el
R 26
1 I 1 N
N R UTY£ —— a:
e 75— 8}%6' B 5 — p~e—“f3
0

‘
= F(Ii L R 3)-
0
L’intégrale I, étant réelle on peut d’ailleurs, pour simplifier, se
borner a calculer les parties purement imaginaires I ,, I7,, 1¢
del, ,I,,, I, ;. On aimmédiatement

IV —ainlog ’
t A4 o Podl

3 7 . PI . R
ou d' désigne la distance r <—, %e—’?’) des points o et Ef—ge—‘ﬁ.
0 0
Pour calculer I, , il suffit de considérer le contour formé du cercle
unité C et d’un lacet partant du point 1 et entourant le point % En

désignant par R; le résidu relatif au poéle 3=, on a

R
. I I I .
I, o4+ 2T - — - de=12i1{R,+ Rg, ,
u Oy o R 203
1 — Ll e > R
I)

123 u-— — e
\ v Po

d’ou, en posant

2 EB _p_" —3 [ _P: 23 b g E_O —8 ) -
d_l(R,Re ), d_r(l,poe* >, d_7<1.Re :

g 2 1
19,4+ 2in <log%: — log;—% -+ log Z—) =z <Iog ‘(;g - Iogd’),

¢’est-a-dire
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Pour calculer I, ; considérons le contour formé du cercle unité C,
d’une coupure rectiligne joignant le point 1 au point ¢ voisin de O sur

le demi-axe réel positif, et d'un petit cercle (y) de centre O et de
rayon Oc¢; nous obtenons

. ‘s I i
— 1, +2in - - R dt
T R L
R Po
[ 1 1 .
Jr-flog; - — - R ds==2inRg, .
Y ~ o ’p—q (3“‘:‘ L e"‘lg ‘—{e ]
\ R Po

Si ’on remarque que

. (tde . logs e . .
atﬁf-; =2(mloge, f - a’;:....cf (loge — {9) do —=— 2imloge ~ 277,

_— .
1 =

on voit, en faisant tendre ¢ vers zéro, que I’on a, 4 la limite

7 R )
— 10, 4 ain|—log £ +log —— ) == —2imlog ( £2
I3 SR T T d FOS\R)’
c’est-a-dire

Nous trouvons donc

— 08 ———
8~
Po po

I,=— lcw——x——d—xﬂ—dl’ =T L
T apy\ Coed T d d T pyd’

or
2 2 Y on2R2 4
((11)3:§T+E'—’,——20053:R zp"li cosﬁ+po’
dot R ' po R
ou
() 1= Zlog B ,

"o CYR —3p2R2cosB + o,
et finalement, pour R =1,

(1) 1L, = Zlog !

Po 1 —napkcos(c—s) + ps

On en déduit aisément V'intégrale

27
2% )
Py ] o 7 .._._i._._ opr(s .
I, ]; ogr(a, t)() - in,lo”’ (s, £)dt
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Remarquons en effet que I’on a

d, [*Tdlogr(a, t) dlogr(s, t) d
oR JoR on, -
mais d’aprés (1')

M, _amp, o3 — R*cosP )
JR™ R R:—2p2R2cosf + pi

D’autre part, on a
f "0 log r(a', t) dlogr(s, t)dt
()nt

_j R —p,cos(oc— 1) < po— Reos(s —t) d
- R+ p2 —2p,Rcos(c —¢) 7 R+ p2 —2p,Rcos(s—1) "~

ou, en passant toujours en ¢ et B, et posant z = €%,

‘/"leoor(a, t) dlogr(s, t) d
an;

25R — po(1+ 32 2005 — ds
4 ¢ SR+ pf) — Rpo(1+ 2* ) (R4 p3) — z2p ReB—p,Re—6 =

Et un simple calcul de résidus donne

(2) f "0logr(a, t) dlogr(s, t)dt o, p2— R2cosf3
B A oR on, — R RGpp—2p3R*cosf’

D’oti pour R =1, et en repassant aux variables initiales,

p% — cos(s — o)
1+ pg— 2picos(s—a)

(3) I,=—mp,

Enfin nous obtiendrons les quantités

) X
Ap= f cosms log = = ds
0 Vi—2picos(s—a)+ ph

27
. I
Bme sin ms log ds
2 4
0 VI—2p3cos(s —a)+pg

en calculant

(m#Z o),

27

Ap—=—2A,,— )le—f e log[1— 2p3 cos(s — o) + pg ] ds.
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On a alors, en posant encore 5 =¢e“,
. em’
e5 e—“’<z~9?,e“’)< 5 ~;>
A= — z'f ! log Pa ds.
() o

En intégrant par parties on obtient, puisque m est différent de zéro,

o o eio‘
pi e (5 — o} €'%) <p_ — :)

z
Z

—1 .o
A= - variation de | =7 log

i I 1
Peidd — —
~ -~ n2 plG ©
mJg, s—ple ee
9 ~

Po

dsz.

U=

Or I'argument de la fraction intervenant sous le logarithme reprend
sa valeur initiale quand s décrit le cercle de rayon 1; la variation du
crochet est donc nulle et nous avons

App—— 2T p2m pumo
7 0o
D’ot
ou
T a2m
(4) Ap= —pi™cosma,
m
4 J—. 2m o3
(5) B, = -, P sinmo.

On en déduit les quantités

2

B p2— cos(s— o)
C,= f cosms = = ds,
o 1+ py— 2p; cos(s —a)

2%

By
. 2 __cos(s—a
D= sin 7 2y ( ) ds

-+ ph—apicos(s—a)

en remarquant que

o N ~ ;
Cont- iD= f pms P 0SS —0) e L 0% e e
i A o o - ) bl
o U~ py— 2pp cos(s —a) hpo 9pg
7 1
d’ou
(6) Cp=— mp}*™ " cosmo,
(7) Dp=— np2™ " sin mo.

47. FORME DEFINITIVE DU SYSTEME INTEGRO-DIFFERENTIEL. — INOus remar-
quons que la quatriéme équation du systéme fondamental (11)

THESE M.-L. DUBREIL-JACOTIN 9
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(§ 13) est, en tenant compte de la deuxiéme, équivalente a

P
I

/‘ " do* . I *F dw*
o™ dt = +pw— —
Jo > on am ), On
Vi=— -0 ——— + — —
p amplogp,  p P

Nous pouvons donc pour simplifier le systéme porter cette valeur
de V* dans la troisiéme équation. Celle-ci s’écrit alors

f U*d r(t )ds )

. 0? I o0 o
+ﬁ[ t dnsdn, (t s) p_rfo @ dnsdnlloér(t, s)ds

27

L Ot > o ' f,, ol

+P—75 i Kdn +pw

puisque

T—
on dntl r(t,s)ds-r 270 p, logp, + ﬂl,(m ):

f dnsdnt r(s t)d =

Portons cette valeur de U™ dans la premiére équation du systéme;
en remarquant que

27
I
log——— dt=o0
jo- Sr(s, t) ’

que, d’aprés (1) (§ 16), on a, en posant pour simplifier

r=\/1—2pjcos(a—s) -+ p¢,

fm [/.w U*(s) dﬁ-logﬁ ds] log -7 dt
_f [f r(; ) d?’tll r(s, ) d‘] U*(s)ds % 0 ”logt(—;,—;;U*(‘s)ds,
et que d’aprés (3)(§16),0n a
[fmU (S)dn on, ,(s ) ] T‘x’;—)dt
_fm {f dnsdn, ¢ % e t)dt] U*(s) ds

—“""f d(po 85y V() s
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il vient
. p ‘log T(9: 8) 03 [T 0 .
U "o PRASLEN Y P  Ut(s) ds
@2z ) TRt R e SO
) f o™ dt
—or 4 20 d @*(s) ds +

T d(p ) Ogt(a s)

o

P(2) " lql _di).._|_ N ds + ppoforw**i]ouldt
——f o(p3) y ®x\on TPV )H T A on, °r

2T * 2T *
PPn 0_ ow . 1 ow \)
f £(w™)log=dt — (0n +pot— — | Tns)

2T

27 logp,

Et le systéme (11) (§ 13) peut s’écrire sous la forme équivalente

w—_——i[fF(V—&-@—r—w, ...,'_f’,,n)hgfdzdn,

27, r-

T* £ r ur(a‘,s) e;‘é d o 1 * —— * ok *
U +n[ llo,, r(Cw_)+1) d(pg)lc”’r(a,s) U*(s) ds=E(o*)+D(o™)+G*,

\

N I
agw o 108 — 9
w1 " r_ 1 o o1
L —Efo L( on, +}; dnsdntlo";)ds
27
e [ o a
——L/ ((I)*—%)—v-— *> 7 lob ds 4+ 0o — + 10-‘31"’((1)**)
a

PT. on on.on, amp,logp,
V*:—TL‘/: “U*log-;(;ﬁs—)(ls—kpofo“ U**(t)log;ﬁdt
%
%0,/‘; "0nl r(oc l)dt
en posant
E(w*):——-(do’)l +pw*——9—ﬁ ();; ds>
-2/ d(p(, ‘°°r(o—l 5 (5% + o)
@:®+%f log —— @* ds,
L (PB ‘(“ s)
) W™ dt -
D(m**):;"TE-WJF%fEfO w**g%;log;(:_’—t—)dl

L
7:‘*_[ lo”r(

1 D ted
l)fl(m ) dt.
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18. ETubE DE LA PREMIERE APPROXIMATION. — La premiére approxima-
tion est donnée par

(I) 0y == 0,

R W p [T r(e,s) , ey 9 oot - .
S ﬁf [l‘" (e, 5) | p 0(pd) =r<a‘s>JU"“""‘“"’

‘ *x : ()2 g - .
(3) Ui'= f Ui (S)l dny /(s 6 Pdnsd'lzlobf(s")J “

27

2

e 1 e * o-.__.l_ o 22 Ty LI
(4) Vi= 7L\/0 U’(S)lo”r(s,a')ds' ’E‘/D U Io”r(o‘,t)dt'

U?” puis V7 sont donc univoquement déterminés quand on connait U;.

Il suffit par conséquent de discuter I'équation intégrale linéaire don-
nant Uj.

Lorsque p est quelconque I'équation (2) n’a pas de solution diffé-
rente de zéro. Nous allons montrer que I'on peut, comme dans le cas
de la profondeur infinie, déterminer p pour que L,,cosms + M, sinms
ou L, et M,, sont arbitraires, soit solution. En effet, si I’on porte cette
expression dans I'équation (2), il vient

Ly, cosmo 4+ M, sinme

— P f (L, cosms <+ M,, sinms) Ioo ; ds
T J, r(a,

~p (7

I
L,, cosms + M, sinms) log ——— ds
- ( m m ) > 1‘(0‘, S)

[

9

27 N .
) . . 22 —cos(s—a

— 0 (L, cosms + M, sinms) = ._,( ) ds—o
T J, 1+ pg— 2pj cos(s — o)

Ce qui peut s’écrire en vertu des formules (4), (5), (6), (7)(§16)

(meosrna—i—Mmsinma)<1~— ,[; p""l_:_ 92"!)__.0,

d’ou
2m

+ Pu

[): m 2m
— %%

1
— mcotgh (m log V~> s
\

Po

p étant ainsi déterminé, il n'y a pas d’autre solution de la forme

7 M 7
L,ycosm’c + M, sinm’c
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puisque ’équation
m == p tangh (m log _I,_> s
Po

a au plus une racine positive en m.
La suite des fonctions

cosg, sing, .... COSMG, Sinma, .

a laquelle il faut ajouter 1, pour p infini, est un systéme complet de
fonctions orthogonales. Nous obtenons ainsi toutes les solutions fon-
damentales de I’équation (2), les valeurs caractéristiques correspon-

dantes étant
Lo Pn i Pf»m
Trryom om?
r— P(l I 07

’

en appelant encore valeurs caractéristiques les valeurs de p pour les-
quelles il y a une solution non nulle, bien que 1’équation n’ait pas la
forme classique. Mais on se raméne immédiatement a ce cas. En effet,
I'équation (2) peut s’écrire

97

U (a‘)——f—‘: [ — \o-,‘--cos(s—a) ds = ‘-lif- fog £(o s)L’:(s}a's
(] o

J, 2p5 cos(s—o) n “r(o,s

or on constate, a I'aide des formules (6), (7) (§ 16), que le noyau

_hpy _ pi—cos(s—o)
4 2
T 1y 2p; cos(s —a)

a pour valeurs caractéristiques

£

i

. .y —55m
O_ITI

Sl

Il admet donc pour A =1 un noyau résolvant 9t(s, o) lui-méme
symétrique et I’équation considérée est équivalente a

U:(o—):{__if'“ llo a. 5) “’) f (o, u)log E” s;du] U (s) ds.

ou le noyau est encore symétrique en (o — ).
Comme dans le cas de la profondeur infinie nous ne considérerons
que I’onde fondamentale et négligerons les harmoniques.
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Nous avons alors en premiére approximation

1-+-p;
p=—03
, I—py
Or nous avons posé
_21:A(l
Po:e N
et
H=Ag,
on a donc
amH
1):C0tgh 3 ’

t . e . )\,.‘,"A"' L A t . d 1 , 1 . I
et puisque p= ——— el que est, au premier ordre pres, égala -,
on a

rg 2mH
¢?=— —2 tangh .
o ° A

La vitesse de propagation est donc encore égale en premiére approxi-
mation a la valeur classique donnée par Airy dans le cas irrotationnel,
mais elle en différe en général d'une quantité du premier ordre.

Nous posons d’une facon générale

ou x est un paramétre petit. Enfin nous allons, comme dans le cas de
la profondeur infinie, nous ramener pour déterminer U* & une équa-
tion intégrale n’ayant plus de solutions fondamentales. Nous posons

9

1 1-4pG G B 02— cos(s— o)
Ti1—p, °r{ss) T 1+ pg— 2p;COS(S — o)

I L
=XK(s, 0)=— F(coss coso - sinssing) + N,
3

d’ou1
NGss )= (s, ) - S2E ),

-

ie

et I’équation donnant U* peut s’écrire

U*(o')+f‘ "N(s, o) U*(s) ds

__ Iy Cosg +rysing R L E(a, s) e L
— - ﬁfo log 2 U (5) ds 4 E(w) + D(u™) + G,
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en posant encore

27

T 2T
r—= U* coss ds, rng U*sins ds.
0

0
En appelant 91(g, s) le noyau résolvant de N(o, s), on a I’équation
équivalente

27

R Iy cos8G - r,sing % or(o',s) . N - .
U(U)_———T_——_Ef; loar(a’s)U(s)ds+h(m)+D(w)—+—G

27 27
+f N(s, 7) [— 7—':] log £(s, u)U*(u)du—l—E*—t— D*+ G*] ds,
0 0

“ris, w)

que nous écrirons pour simplifier

r, Cosg + 1, sing

(5) U*(o) = -

4+ &(0*) + @ (™) + g%,
en posant

&(w') =E(w") +f‘n‘%(s,o-)E(m*)ds,
D (@™)=D(=™) +f 7:9‘6(5, ) D(w™) ds,

g* —:G*——ﬁf ‘logr—(a—'—s—)U*(s)ds
0

T r(e,s)
27

+ (s, o) [G*—— %f logﬁ’—;2 U*(u) du] ds.
0 )

o r(u, s)

19. RESOLUTION DU SYSTEME INTEGRO-DIFFERENTIEL PAR APPROXIMATIONS
successIves. — Nous avons trouvé pour la premiére approximation

Wy == 0,
r, COSg - r, sing

U= -

Pour calculer la n**™ approximation connaissant la (n— 1)**, nous
posons d'une fagon générale

(1) o= — %ffF(V,l_‘+@+mn_t, ., & ) log L dz dn,
D 4

ry CO8g —+ 1y sing R R
(2)  Up=D DB s(w)) + @(0h) + Gy
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Connaissant w, et U} on en déduit U," au moyen de
(3) e 2 U (Ltog b L2 ds
? ", "\dn, Tr " p dns()n,
2T
/ o dt

2T
()w,l 0*
- ——"f ( ) on;on, log _ds 270, logo,

o LI G
-+ Tcﬁ(m,, ) PW.[ (D”"’dn\-dnt lobrds,

puis V a I'aide de

T

2T 2
Ve T* o,_,_l, E_Ll «x o 1
4 V= f Ui log "y ds + 7_]“ U log s e

T r(o, t

’ d I
) 0" =—log ———— dit.
= J, dan, r(o, t)

Il en résulte que V, est donné par

27

~ I R 0 I ;
() \,,::-——f ‘“ —6/.5———- U”loa_dg
on 0

2T

f L]** 10"-—(/[— P:_‘/ o) i]O"-—d{
Yo

et par dérivation on obtient toutes les quantités nécessaires au calcul
de la (n + 1)*" approximation.

SiI’on adjoignait aux équations déja écrites les équations donnant
les cinq dérivées premiéres et secondes de w, et de V,, celles donnant
AU du* dv* (l’
Tdt’ ds’ ds’
venir), et les équatlons donnant les quantités @ de toutes ces inconnues,
on obtiendrait un systéme d’équations intégrales non linéaires, qui
serait, grace aux théorémes de Korn utilisés pour le calcul des dérivées
et de leurs crochets, de la forme de Schmidt étendue au cas de noyaux
non bornés. 1l en résulte que le probléme a, pour r,, r, et x plus petits
qu’un certain nombre ¢ une solution unique fonction analytique de
ces trois paramétres. La démonstration directe donnée dans le Cha-
pitre Il s’étend d’ailleurs immédiatement. En effet, les bornes données
pour w, et ses dérivées sont encore valables. D’aprés 1'équation (3),

—+ (quantités que les dérivées précédentes font inter-
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U." est borné par la somme du produit du maximum de U}, par une
constante et d'un polynome dusecond degré P, par rapport aux bornes
o,d,,d,, ...assignéesaux approximationsd’ordren—1. dg; s’obtient
sans difficulté par simple dérivation de I’équation (3) et est borné par
une expression de méme forme. Les crochets de ces deux quantités ont
de méme des bornes analogues. Il en résulte que toutes les bornes don-
nées dans le Chapitre précédent sont encore valables dans ce cas, a des
polynomes P, prés. Nous ne referons donc pas tous les raisonnements
qui subsistent intégralement.

Il nous reste & montrer seulement que I’on peut déterminer les para-
meétres r,, r,, » de maniére a satisfaire & toutes les conditions du pro-
bléme.

On montre exactement comme au Chapitre précédent que la solution
est symétrique. En posant

ri—=mpcos, r

les deux équations de ramification seréduisent encore a I'unique équa-
tion

27

H:‘l“f U*(s) cos(s — ) ds.
1o o

20. DiscussioN DE L’EQUATION DE RAMIFICATION. — Comme pour la pro-
fondeur infinie, on voit que . est en facteur dans la solution que nous
chercherons donc sous la forme

(1) U(g) =p[cos(o — Q) + pa} (o, Q) +xai(e, L) +...],
(2) w(z, y)=p*[Clz, y; Q) +...].

L’équation de ramification s’écrit encore, en divisant par p. qui est

nécessairement différent de zéro

(3) o:luf‘ a, cos(a—Q‘)a’c—!—xf' ajcos(c —Q)da —+....
o

0

En portant I'expression (1) de U*dans I'équation (5) (§ 18) et iden-

THESE M.-L. DUBREIL-JACOTIN 10
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tifiant en w et %, il vient

9

2% |
a;i (o, 9):—%[ cos(s—SZ)log:-_ds

o
I 27 27 "
— T_IJO‘ (s, o) [/‘: log;cos(s’——Q.) ds’] ds.

Mais puisque 1’on a encore
f (s, g)cos(s —R)ds=o,
0

on trouve, en utilisant les formules (4), (5) (§ 16)
ai (o, Q)==— (1— p})cos(c — Q).
D’ou comme coefficient de x dans ’équation de ramification
— (1 —07),

quantité essentiellement différente de zéro, qui tend vers zéro, si la
profondeur H devient infiniment petite. z devant étre toujours plus
petit que ¢, le rayon de convergence pour p, c’est-a-dire la hauteur
possible de 'onde, est d’autant plus faible que la profondeur est plus
petite.

Un calcul facile mais un peu long donne pour le coefficient de u dans
I’équation de ramification
imt (N _pt—pd logp — logp,

o0 [ o logp,

| e e,

), Lsa=ey T Re

% est donc en général du premier ordre par rapport a la hauteur de
I'onde. Il est encore du deuxiéme ordre dans le cas irrotationnel et
lorsque A(¢) est du second ordre ou satisfait a

21 " » ‘ _
p'—Po 2 logp—logpo]

= + (1 + 08P — 108P0 | 1, (n)do—=o,
‘/P« [p([_Pg) (I pO)p lOgPO ll(P) 10 (o]

avec h(p) = h,(¢) + ordre supérieur.
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L’angle Q est encore donné par
pi—1

V*(o) +w (o):yp8+1cosﬂ+ 2® ordre +-...=o,

\

L. . . . y
et les axes de symétrie sont encore voisins des droites A +n;-

Enfin remarquons pour terminer qu’il existe encore un mouvement
unique ayant la propriété caractéristique d’étre un mouvement pure-
ment apparent, les trajectoires absolues étant toutes des courbes
fermées décrites pendant le méme temps. Pour ce mouvement, comme
pour 'onde de Gerstner dans le cas de la profondeur infinie, A(p) est
la solution unique de I’équation intégrale non linéaire caractéristique

(4) p.h:—z— F ds.

21'50

Ce mouvement généralise donc trés bien l’onde de Gerstner pour la pro-

fondeur finie.

Vi et approusé :
Paris, le 4 juin 1934.
Le Dovex ve LA Facurrt pes Sciences,
C. MAURAIN.

Vu et permis d’imprimer :
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