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SUR LES PROPRIETES INFINITESIMALES

DES MOUVEMENTS A DEUX PARAMETRES

Par M. Louis POLI.

INTRODUCTION

Coordonnées de position d'un solide

4. — Soit un tri¢dre mobile T dont la position dépend de n paramétres
u,(i=1,2,3,..,n).

Si I'on fait varier le seul paramétre u,;, le triédre prend un mouvement dont
nous appellerons &;+,¢;p;q;r; les translations et les rotations projetées sur le tri¢dre
mobile T lui-méme.

On sait que les quantités Z;, p; ne sont pas arbitraires. Elles sont liées entre
elles par les conditions

[ op; ope
da,  dw, BT
dq; dq;
® T = B
i j
r; dr;
du.  Ddu = P;q:— P:9;»
¢ i
0, %
S au{ ——_D-?l_ =‘I,-C.~‘—‘I.-§j+‘qu‘—mrj,
i j
dm; v,
(2) %_ )2' = "J'Ei_ri&j + :jpi - Cipj)
0 ' )
2, o
\ buJ~ T du. =00 — P+ 54— %44,
\ i i

Réciproquement si les 6 n quantités Z;+; {;p;q;r; vérifient ces 3 n(n — 1) condi-
tions, il leur correspond un mouvement & n paramétres. — Tout ceci est bien connu.
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2 L. POLI.

2. — Intégration de ce systéme. — Considérons le systéme des équations diffé-
rentielles (1) et (2). Il n'est pas difficile de I'intégrer. On sait, en effet, que la solu-
tion générale est donnée par le mouvement & n paramétres d’un triédre mobile.

Il suffit donc d’exprimer la position d'un triédre mobile en fonction des
6 coordonnées donl elle dépend. On suppose ensuite ces 6 coordonnées fonction
des n quantités u;, et on calcule les rotations el translations. Il est une solution
particuliérement élégante.

Considérons d’abord le systéme (1).

I1 ne dépend que des rotations. — Les quantités p;, ¢;, r; resteraient les mémes
si on remplacait le triédre T par un autre qui lui serait paralléle. On pourra prendre
un triédre de sommet fixe. Rodrigues a montré qu’on peut déterminer la position
d’un solide qui a un point fixe avec 4 paramétres homogénes ¢awv.

Les cosinus el, par suite, les rotations, s’expriment de fagon rationnelle.

On aura
B DA . Qe du Qv
3 p‘:2|>+‘:bul_/'au‘+vbu‘_?'bu,.]'
®) ?q,., r; = des expressions analogues en per-
\ mutant circulairement A, w et v

nous avons supposé ¢* + A* + u* + v* =1 pour simplifier.
Ces formules (3) résolvent le systéme (1).

3. — Pour résoudre le second systéme, il suffit de noter qu’il représente les
équatious aux variations du systéme (1).

En remplagant dans (1) p;q.r; par p; + &, q. + ¢4, r; + ¢Z; et convenant de
négliger dans les calculs toutes les puissances de « supérieures & la premiére, les
équations (1) condensent, comme le remarque M. Pérés (*), 'ensemble (1) et (2).

11 suffit par suite, en vertu des propriétés connues des équations aux variations,
de remplacer o, A, w,v par ¢ +r, hA+cl, w4 =m, v+ en dans la solution (3)
du premier systéme pour avoir la solution du second.

On trouve ainsi

ol Loar om n hDN p dv
5, =2 + —_— A — +v——-—y.-——~+l'———-l +/l —_m—
Du du,; du, du; du,; u,. odu,

et 2 équations analogues pour v; et {; en permutant circulairement A, p, v et
aussi I, m, n.

(*) C. R., 8 mars 1926.
Voir aussi Buai. Apercus sur la theorw des groupes, p. 41, 42 (Mémorial des Sc. math D
et Ann. de Toulouse, 1927, p. 31.



PROPRIETES INFINITESIMALES DES MOUVEMENTS A DEUX PARAMETRES. 3

On définit ainsi 8 coordonnées (¢, &, w, v, r, I, m, n) pour fixer la position
d’un solide.

Ces 8 coordonnées, généralisation des 4 paramétres de Rodrigues, ont été déga-
gées d’abord par Study comme application des nombres complexes.

Retrouvées ensuite par Bricard, elles ont été étudiées par Cailler comme repré-
senltation d’un quaternion complexe (*). ‘

4. — Coordonnées complexes. — Les nombres complexes de la forme a + be
avec ' = o permettent, en effet, de ramener & 3 cosinus complexes les 6 coordon-
nées de Plucker d’une droite.

Elles raménent aux 4 parameétres de Rodrigues, les 8 paraméires de position
d’'un solide.

C’est-d-dire qu’elles établissenl une relation entre la géométrie des droites de
I’espace et la géométrie des droites passant par 'origine.

Et de méme, une relation entre la cinématique du solide libre, et la cinématique
du solide & point fixe,

Toul théoréme démontré pour un lriédre a point fixe, donne, lorsqu’on y sup-
pose les coordonnées complexes, deux théorémes pour le triédre général.

Iin particulier, on peut introduire, & coté des quaternions représentatifs d’une
rotation, des (uaternions complexes (ou bi-quaternions de Clifford) (*) représen-
tatifs d’'un mouvement hélicoidal.

Nous nous servirons souvent des coordonnées complexes pour abréger la rédac-
tion en condensant les formules.

L’expression « complexe » signifiera donc, dans Lout le cours de ce travail, des
nombres de la forme : a + be=.

Nous réserverons aux nombres complexes ordinaires : a + bi le nom d’imagi-
naires.

Semblablement, le terme « réel » signifiera : qui ne contient pas de termes en <.

Si nous voulons désigner un nombre qui n’est pas imaginaire, nous écrirons réel
en italique. ‘

Nous désignons, en général, par la méme lettre, un nombre complexe et sa
partie réelle. [l n’en peul résulter de confusion : a deviendra, par exemple, a + b«
quand on explicitera la partie complexe.

(*) Stupy. Math. Annalen, 1891.
CaiLLER. Introduction géométrique « la mécanique ralionnelle.
(*) Voir American Journal, 1885 (VIII). Bucheim développe les papiers laissés par Clifford.
Cf. PETERSEN. Nouveau principe pour Uétude de la géométrie des droites (Bull. Ac. roy.
de Copenhague, 1898 et 1900).
Cf. aussi pour la partie analytique : Encyclopédie des Sc. Math. I, vol. 1, fasc. 3,
édition francaise par Cartan d’aprés I'exposé allemand de Study.
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Voici 'application aux droites : _
Une droite passant par I'origine est définie par 3 cosinus ‘A, p, v vérifiant la
relation

N4+ prdv=1.

Si I'on suppose les coordonnées complexes en remplagant A, w, v par A+ el,
w+<cm, v+ cn, on aura 6 coordonnées Apvimn et la relation équivaudra a deux

R =1,
w4+ pum+vn=o.

Ce sont les coordonnées de Plucker normalisées. .
Si on avait considéré des paramétres directeurs X, Y, Z, au lieu des cosinus
A, 1, v et si I'on avait suppos¢ de méme ces paramétres complexes

X +¢L, Y 4+ M, Z 4+ N

on -aurait défini la droite par 6 coordonnées qui sont des coordonnées de torseur.

C’est-a-dire que la droite serait I'axe du systéme de vecteurs de résultante XYZ
et de moment LMN.

En général, nous emploierons des coordonnées normalisées, et, dans le cas
contraire, I'indiquerons expressément.

Nous dirons pour abréger : droite (1) ou droite (X), au lieu de droite
(Apvimn), etc. :

L’application aux solides est analogue : les 8 coordonnées de Study-Bricard se
condensent en les 4 paramétres de Rodrigues et la condition complexe

4) M4Vt gt=1
se scinde en deux si I'on remplace ¢ par p + er, » par . + ¢!, etc., i savoir
W4 v+ t=1
et
M+pm4vn+:r=o0.
Cela fait donc 8 coordonnées, liées par 2 relations. Il reste bien 6 coordonnées
indépendantes pour fixer la position du solide. i
Nous dirons pour abréger la position (¢g) au liende (¢, A, i, v, 1, I, m, n).

Nous supposerons en général et 3 moins de mention expresse les coordonnées
normalisées par la relation (4).



PROPRIETES INFINITESIMALES DES MOUVEMENTS A DEUX PARAMETRES. 5

Comme il s’agira surtout de propriétés métriques, les calculs sont beaucoup
plus aisés ainsi.

Mais on pourrait aussi considérer des coordonnées de solide homogénes.

A onpv coordonnées complexes homogénes, correspond une position (‘) et une

£ ¢ n R v
- seule, définie par —, —, —, —
T T T T
ou CT=t 4wtV
8. — Composition des déplacements. — Nous avons défini ¢Apv comme les

coordonnées d’un solide S, .

Nous pourrions les considérer aussi comme les coordonnées de la rotation (ou,
si elles sont complexes, du déplacement hélicoidal) qui permet de passer du tri¢dre
origine a cette position S, .

Si I'on effectue successivement deux déplacements : d’abord (p, A, w,v,) puis
(pa A1+, v,), on obtient le déplacement résultant

N
[ f == e 7 Mha Ik =V Yy

(5) A= TN + Gty + Volka 7 Valko
=g, + Palky + Ny Vy ——')\.V‘,

|

=PV, + SV + W, )‘g - 3"5}‘1'
Si I'on y suppose les coordonnées complexes, on obtient

r=er, + Gy — )‘; l‘n - }‘sln —®,m,—pn, —vn,—vn,
l= 2 l: + "n)‘: + Fnlc + r:)‘x +v,m,—v,m, + nop, — R,

et 2 équations analogues pour m et n.

Ces formules sont bien connues (*).

La maniére la plus simple pour les obtenir consiste & multiplier symbolique-
ment les quaternions représentant le déplacement.

I1 faut noter que dans ces formules les déplacements (p,) (p,) et le déplacement
résultant (¢) sont rapportés au méme tri¢dre fixe. '
On a besoin parfois de composer des déplacements qui ne sont pas rapportés au

méme triedre. Il faut connaitre pour cela les formules du changement de coor-
données.

(") 1l faudrait étudier a part le cas ou l'on aurait ¢* + A* 4+ p* 4 v* =0, comme on
étudie a part les droites isotropes A* + u* + »* = 0.

(*) Pour les parties réelles cf. Koenigs. Legons de cinématique, p. 464.
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6. — Changement de coordonnées. — Soil & composer deux déplacements
définis ainsi :
Un triédre S, a les coordonnées ¢, %, u, v, dans le triédre fixe S, .

Un autre triédre S, a pour coordonnées ¢, A, i, v, dans le triédre S,. Les coor-

4

données s Auv du triedre S, dauns le triedre S, s’obtiendront encore en multipliant

1

(mais dans l'ordre inverse) les quaternions représentant les déplacements.
On obtient ainsi :

«: 1 1772 Dt 1 17¢?
(6) \)‘ - r"i“: +"’¢;| Y T Y.,
B= o4, + el TV A + vn)‘a'
Y =gy, sy, — g, + A,
7. — Substitutions orthogonales. — Etudions I'effet, sur les coordonnées de

position d’un solide, d’une substitution linéaire orthogonale.

Nous supposons les coordonnées complexes, et les coefficients de la substitution
complexes aussi.

Soit d’abord une substitution de la forme

O

ag, —bi, —cu, —dv,,

A=ube, +ak + dp, —cv,,
¢
P’=c}”| +ay'l + byc —d)..
v == p‘+avl+c)\,~by.‘,
avec a4+t +d=r.

Une telle substitution s’interpréte immédiatement par les formules (5).

(a, b, c, d) sont les coordonnées d’'un déplacement hélicoidal auquel on soumet
la position (g,) donnée.

On peut interpréter autrement ces formules.

La représentation d’un solide par la donnée de 5,2, ., v, suppose un double gys=
téme de référence :

@) un triedre S, fixe dans I'espace;

8) un triédre S, fixe dans le corps mobile.

Les coordonnées (g, A, u,v,) définissent le déplacement de S, & S.

Supposons que l'on change le tri¢dre S,, et qu'on le remplace par un autre
triédre fixe §';.

Soient a, b, ¢, d les coordonnées de S, dans §/,.

Pour avoir les coordonnées ¢ Auv de S dans §',, il suffit de composer (abcd) et
(¢, A, =, v,) par les formules (6).
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On retrouve justement la substitution (7).

Mais on n’a pas ainsi le changement de coordonnées le plus général.

Le changement de coordonnées le plus général comprend. en effet, & la fois le
changement de S et celui de S. La substitution (7) a donné le changement de S,.
Le changement de S est donné lui aussi par la composition, mais dans 1’ordre
inverse, de (¢, n,u,v,) et de (a'b'c'd). Ici, (a'b'c'd’) sont les coordonnées du nou-
veau triedre mobile S’ par rapport a 'ancien S.

On a alors :

~

£ =a'91—b')‘4_-c'l"‘4~d’v|’
8) =2b¢, +ak+cv,—dyu,
= CIF‘ + a'y.‘ + d')\l - b'vl’
v=d'¢, +ad'v, + b'y.‘——c'i‘.

Les deux substitutions (7) et (8) effectuées successivement donnent la transfor-
mation orthogonale la plus générale & 4 parameétres.

Et, réciproquement, si I'on fait subir aux coordonnées complexes d’un solide,
une transformation orthogonale & coefficients complexes, on obtient un changement
de coordonnées. ’

Cherchons, par exemple, un changement de coordonnées qui se réduirait a une
translation pure.

La direction des axes du triédre mobile ne varie pas, el par suite la partie réelle
des variables ¢Apv reste inchangée.

Cela exige que V'on ait pour le tableau des coefficients de la transformation
(j’explicite les parties complexes)

1+ ca, eb, ec, ed,
a, 1 +¢b, ec, ed,
a, b, T+ zc, ed,
a, b, ec, 1+ ed,

Ce déterminant doit étre orthogonal. )
Ecrivant que la somme des carrés des éléments de chaque ligne est 1, il vient :

Faisant ensuite pour deux lignes quelconques la somme des produits de méme

rang, on trouve que les parties complexes forment un déterminant symétrique
gauche.
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8. — Signification géométrique des coordonnées d'un solide. — On connait la
signification géométrique des coordonnées de Rodrigues. Le triédre mobile est
obtenu par une rotation d’angle 4 défini par

9

== COs

v

o

autour d’un axe de paramétres directeurs A, u, v.

Les coordonnées complexes substituent & cette rotation un déplacement héli-
coidal dont les éléments s’obtiennent ainsi :

L’équation (g) devient en explicitant les parties complexes

[ 4
o + er =cos
c’est-a-dire
T . 0
(10) r=-——sin —.
2 2

On a un mouvement hélicoidal de rotation 6, de translation t, effectué autour
de 'axe de paramétres directeurs complexes A, wu, v.

Comme je l'ai indiqué déja, A, w, v, Imn ne sont pas des coordonnées plucke-
riennes, mais des coordonnées de torseur.

On a en effet

Nt +v=1—¢
ou (partie complexe)
M4pm4vn=—zr.

Pour avoir des coordonnées de Plucker, il faudrait que I'on ait
pr=o

c’est-a-dire que le déplacement se réduise & une rotation pure (r = o), ou & un
renversement suivi d’'une translation (¢ = o).
Il faut noter que les parties complexes rimn employées ici sont les coordonnées

correspondantes de Bricard an facteur — - ‘prés.
2

On aurait donc les coordonnées de l'origine dua triédre mobile par les formules :

x=1afgl —ri+ np—my],
y=z2[pm—ru+ lv —ni],

z=1afgn—rv+mh—ly]

déduites des formules de Bricard (Legons de cinématique, 1, p. 322).
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9. — Géométrie des positions. — Study, Saussure ('), puis Bricard et Cailler (*)-
ont édifié une géomdétrie dont I'élément fondamental est la position d’un solide
libre dans I'espace — de méme que la géomélrie réglée a pour élément la droite.

L’étude en est grandement facilitée par 'emploi des paramétres 2uvelmnr., —
C’est une géométrie a 6 dimensions. Bricard a remarqué justemenl le parallélisme’
avec les coordonnées pluckeriennes d’'une droile, et retrouvé analvhquement les
principaux résultats de Saussure.

Nous résumons ici ce qu’il faut en savoir pour la suite de ce travail.

Par analogie avec les coordonnces réelles, on appelle angle complexe de 2 droites
de coordonndes (rhuv) (3'u'v'), langle V défini par I'équation

cos V == 2A + up’ + vv'.
‘Si I'on explicite la partie complexe en écrivant

V4 ed aulieude 'V

il vient

cos(V4ed)=0 4+ +el)+(n+em) (' +em)+(v+ ;n)(v' + en')
cos V=2N 4 pp' + v

c’est I'angle ordinaire
et

dsin V=20l + X =l + N+ pm' + 'm + vn' +'n.

Comme dans toute la suite de ce travail le signe ¥ indique ici une somme -
étendue par permutation circulaire & toutes les coordonnées. On doit donc permuter
respectivement (Awv), (M'w'v'), (lmn) et (I'm'n").

Pour un solide ¥ indiquera une somme étendue aux 4 coordonnées.

Des formules connues de géométrie analytique montrent que d représente la
plus courte distance des deux droites. '

(*) StupY. Geomelrie der dynamen.
Saussure. Geometrie des feuillets (Archives Sc. phys. et naturelles, Genéve, 1goa;
1904-6. 1910).
(*) Bricann. Noav. .Ann. de Math., 1910, el Legons de cinémalique, 1, p. 319
CaiLLer. Introduction géométrique & la mécanique rationnelle.
H. Beck. Lineare Somenmannigfaltigkeiten (Math. Ann. 81).
MuuLENDYCK. Kinemalische Einleilung der reellen analytischen Somenman (Jahresb.
‘deutschen Math. Vereinigung, Sept. 1928).
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On’a donc les cas particaliers suivants :
A) Droites orthogonales :

La partie réelle de (A 4 wp' + vv')  est nulle.

B) Droites sécantes :
La partie complexede (W} 4 wp'+ vv')  est nulle.

C’est-a-dire
Sl +3Vl) =o.

C) Droites se coupant a angle droit

MW+ wp + v =o0.

Semblablement soient deux solides S et §' de coordonnées complexes normales
(pruv) et (¢'A'p'v). )
On appelle angle complexe des deux positions I'angle V tel que

cos V=g + x4+ pp' +vv'.

Or, d’aprés les formules données au n° 5, si nous composons ensemble les deux
déplacements (chuv) et (z'3'w'v)) nous obtenons justement pour le déplacement
résultant (loutes les coordonnées de la position résultante sont changées de signe,
ce qui ne modifie pas la position)

£, = oc' + AN 4 py' + v =cosV

explicitant les parties complexes

¢, +er, =cos(V 4 <T),

ou ¢, =cos V,

rr=—TsinV.
D’aprés la signification donnée de ¢ et de r (n° 8), on voit que V représente la
1/2 rotation et T la 1/2 translation amenant de la premiére position a la deuxiéme.
Si donc on passe d'une position S(¢hpwv) & une autre 8'(¢'A'p'v') par la rotation
6 et la translation =, on aura :

v

6
cos — =g + 2N 4 up' 4+ vw=¢
2

Tt . &
——sin——= Er'+dry=r,.
2 -9 v ) 1

o )
?
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Si Ion voulait 'axe du déplacement hélicoidal permettant de passer d’une posi-
tion & une autre, les mémes formules du n° 5 nous donneraient ses coordonnées de
torseur

(12) ko= + ok — p')\v+ :J.V’—-'(l-"l

et deux formules analogues pour u, et v,.
Comme pour les droites on a les cas particuliers :

A) partie réelle de M G up + v+ o =o0.

Ce sont les solides tels qu'on passe de S & 8’ par un renvex’-sement)suivi d’une
translation.
B) partie complexe de  AX 4 pyu' + v +pp' = o,

c’est-a-dire B(er' +r)=o.
Les deux positions sont dites sécantes : on passe de S 3 S’ par une rotation pure.
C) Enfin _'.99’:0.

Les deux positions sont symétriques par rapport a I'axe (1), donné ci-dessus (12).
Les coordonnées (A, u,v,) étant ici des coordonnées de Plucker. 4

40. — Comme il y a des systémes de droites & 1, 2 ou 3 paramétres (surfaces
réglées, congruences, complexes), il y a des systémes de posi‘tions a1,2,3,...,5 para-
‘métres(*).

Par exemple, on appellera pentasérie lindaire (analogue au complexe linéaire),
I'ensemble des positions dont les coordonnées vérifient la relation '

ap+bh+cp+dvt+er+fl+gm+hn=o

(a, b, c, ..., h) sont des constantes.
Un changement de coordonnées permet de ramener cette équation i la forme

r+kp=o.

Géoméiriquement, c’est donc 1’ensemble des positions que V'on obtient en sou-
mettant une position fixe & un mouvement hélicoidal dont la translation T et la
rotation 6 sont liées par la relation

T 0
—_tg — =1Ik.
2 83 .

. (Y) « Somenmannigfaltigkeiten » de Study.
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Si les coordonnées a, bs:c, ..., au lieu d’étre quelconques vérifient la relation
ae+bf+cg+dh=o

on peut les considérer comme les coordonnées d’une position S et la pentasérie sera
I’ensemble des positions qui sont sécantes avec S, au sens défini (n° g).

On a alors une pentasérie spéciale (analogue aux complexes spéciaux de la géo-
métrie réeulée).

On aurait de méme des tétraséries, Lriséries, biséries el monoséries linéaires.

On en trouve I'étude aux lieux cités (voir, en particulier, Saussure).

Parmi les tétraséries linéaires, on peut signaler spécialement celles dont les
deux équations se condensent en une seule, en employant les coordonnées complexes
(couronoide).

On a donc

a4+ br+cp+dv=o.

Et si U'on regarde (a, b, ¢, d) comme les coordonnées d’une position, on voit
que le couronoide est I'ensemble des solides symétriques par rapport a toutes les
droites de I'espace, d'un solide fixe.

Le couronoide est, en géométrie des positions, I’'analogue du plan en géométrie
ponctuelle.

Et de méme, parmi les biséries linéaires, nous signalerons la couronne, analogue
4 la droite. C’est I'intersection de deux couronoides.

14. — Mais cela fail deux fagons distincles d"étudier la géométrie des positions.

D’abord, nous comparons une position a une droite, et nous obtenons une sorte
d’analogue de la géométrie réglée, mais avec deux variables de plus (6 au lieu de 4).

Nous trouvons ainsi les pentaséries analogues aux complexes, les tétraséries
analogues aux congruences, etc.

Une autre fagon consiste & regarder une position comme I'analogue d’'un point
complexe.

Les coordonnées (¢ npv) définissent un point de 'espace elliptique & 3 dimensions.

C’est dans cet espace que le couronoide est I'analogue d’un plan et la couronne
d’une droite.

On rejoint ici les recherches de Cartan et de Cotton (*).

(*) Cortox. Ann. Ec. Norm. Sup., 1903, p. 155-179.
CARTAN. Géom. des groupes de transformation (J. Math. pures et appliquées, VI, 1927,
cf. p. 24) et aussi Legons de géométrie projective complexe.
A la suite des travaux de Study déja cités, Miihlendyck est revenu a différentes
reprises sur la géométrie de positions. — On consultera en particulier pour les variétés
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1l est parfois utile, dans ce dernier cas, d’étudier la géométrie de position sous
forme projective.

On laisse les coordonnées ;7uv homogénes comme je l'ai signalé au n° 4.

Une transformation linéaire

I

¢! a,s+ bh+couw+dyv,
W=,z 4+ b))+ c,u. +d,v,
w=a;c+bxr+cu+dy,
V=1dz 4+ b+ v +dyv,

ou les a;, b;, ..., sont des nombres complexes quelconques, définit alors une homo-
graphie. '

On retrouve exactement la géométrie projective complexe de I'espace & 3 dimen-
sions.

On pourrait aussi considérer les transformations
oo ==a,0+ b +cp+dy,

ou ¢ désigne la quantité conjuguée de ¢, cest-a-dire ¢ — er,

Ces transformations définissent une antihomographie. On trouvera dans les .
Lecons de géomélrie projective complexe, de Cartan, I'étude des homographies et
antihomographies (el plus particuliérement des involutions et antiinvolutions) de
I'espace complexe gu’on appliquera aisément aux positions des solides.

42. — On peul définir aussi des corrélations et un principe de dualité (*).

A une position donnée (zAp.v) correspond un couronoide : I'ensemble des posi-
tions (RLMN) qu’on peut déduire de (¢Awv) par une symétrie.

Les coordonnées (RLMN) de toutes ces positions vérifient 'équation

R¢ + LA 4+ Mu + Nv=o.

a une dimension Sitzungber. der Berl. Math. Gessel. Dec. 1924. — Pour les variétés & deux
dimensions. Math. Ann. g7 (1927) pag. 419. « Beitrag zur Differentialgeometrie der regu-
laren Somenkongruenzen ». Nous avons retrouvé, sans les connaitre, plusieurs résultats
de ce Mémoire. Enfin pour les variétés a 3 ou plus de dimensions : Tokohu Math. Journal
Juin 1929.

(*) Comine il existe une polarité par rapport a un complexe linéaire, on peut définir
des positions conjugudes par rapport a unec pentasérie linéaire. I’étude en a été faite par
Cailler, loc. cit.
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Nous appellerons (zhwv) les coordonnées tangentielles de ce couronoide.
Semblablement a deux positions (z) et (¢') correspond une couronne.
C’est I'infinité de positions

R=az;+b¢,

L=aX + b,
M=au+by,
N=av + b6,

ol a et b sont deux nombres complexes quelconques.

On pourrait lui donner 6 coordonnées analogues aux coordonnées de droites de
la forme

Corrélalivemenl une couronne peut encore se définir comme lintersection de
deux couronoides.

Il lui correspond des coordonnées tangentielles (p;j) qui sont les mémes que les
précédentes, mais dans un autre ordre. V '

Enfin une position est I'intersection de 3 couronoides.

On peut donc définir des corrélations, des anticorrélations, et un principe de
dualité, tout comme en géométrie ponctuelle.

43. — Mouvements a deux paramétres. — Si on ne considére plus des séries
linéaires, mais des séries quelconques, et si on y ajoule la considération du temps,
on aura ce qu'on appelle en cinématique, mouvements a plusieurs paramétres.

Nous étudierons plus spécialement ici les mouvements a deux paramétres que
nous appellerons pour abréger des M,. Les coordonnées complexes (sAwv) seront
fonction de deux variables u el v (réelles).

Une relation entre u et v définira un M, élémentaire conlenu dans le M,.

Nous emploierons ordinairement les projections des rolations (p;) et des trans-
lations Z; sur les axes mobiles. Il semble méme que les nombres complexes ne
soient utilisables que pour ces projeclions-la, d’aprés la démonstration donnée
ci-dessus (n° 3).

En réalité, on peut appliquer le calcul complexe méme aux projections sur les
axes fixes, mais en prenant des précautions.

Une rotation complexe est représentée par un systéme de vecteurs (torseur) qui
aurait, a I'origine mobile, pour résultante : p, g, r,, et pour moment :

2 7
IR
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Si nous changeons de coordonnées, et passons aux axes fixes, nous obtenons la
oy &z

résultante : p’,q',r,, et le moment : par rapport a l'origine mobile.

v w’ du’ du

(J’appelle : xyz les coordonnées de I’'origine mobile par rapport aux axes fixes.)
Mais la partie complexe de p',¢',r',, c’est-d-dire le moment par rapport a Vori-
dy oz
w’du du
mobile par rapport a l'origine fixe.

gine fixe, représente augmenté du moment de p, g, r, placé a 'origine

C’est-a-dire, évidemment (au signe preés), les rotations et translations dans le
mouvement réciproque projetées sur les axes mobiles. On vérifie, en effet, que les
projections des rotations sur les axes fixes

, Ty d du
D, —12| ¢t — — A— _——v—
! " du du F‘Lbu u

ont pour partie complexe

- Tl or on am 4 dn lb; n dv n o
=gl e——X— ——V—t4r——l—4+m——n—
" " u FREY u u u du wu
: fool s O
ce qui n’est pas égal & —.
u
414. — Plan. — Le but de ce travail est I’étude des propriétés infinitésimales

des M,.

A) Dans une premiére partie, nous laissant guider par le parallélisme constaté
entre les coordonnées de positions et les coordonnées de droites, nous étudierons
un M, comme on étudie une congruence.

Sannia a proposé pour définir les congruences de droites deux formes quadra-
tiques dont les invariants déterminent les propriétés intrinséques de la congruence.
Lorsqu’on impose a ces invariants des conditions particuliéres, on a les congruences
isotropes, paraboliques, normales, pseudo-sphériques, etc. Les coordonnées com-
plexes permettent de condenser ces deux formes en une forme unique, I'élément
linéaire complexe de la congruence.

Semblablement, nous définirons pour un M, un élément linéaire complexe dont
les invariants nous permettront de définir des M, spéciaux (paraboliques, isotropes,
normaux, pseudo-sphériques, etc.) les premiers signalés par Bricard, les autres, me
semble-t-il, nouveaux. Il est facile de construire un exemple de chacun; il suffit de
prendre les symétriques d’'un solide fixe par rapport aux droites d’'une congruence
ayant la méme singularité. On peut adjoindre a la symétrie une translation variable
quelconque.
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B) Mais on.ne saurail poursuivre plus loin I'analogie. La forme complexe des
congruences n’est pas arbitraire, et elle suffit A définir la congruence. !l n'en est pas .
ainsi pour les M,. Considérant plutét alors une position comme V'analogue d’un
point de I'espace elliptique, nous ferons correspondre au M, une surface (complexe)
ayant pour élément linéaive le ds* du M,. On voit alors que cetle forme est com-
plétement arbitraire el qu'il faut lui adjoindre, pour déterminer le mouvement, une
seconde forme (complexe) dont les coefficients sont liés & ceux de la premiére par
les relations de Gauss-Codazzi, el dont on a une interprétation géomdtrique assez

élégante par la définition du M, polaire du premier.

C) Enfin, dans une lroisiéme partie. nous déterminerons quelques-uns des M,

spéciaux définis au débul. En général, la recherche d'un M, de ds* donné nous
rameéne, les coordonnées étant complexes, a la recherche (’une surface admettant
un ds* voisin d'un ds* donné.

Mais la recherche des M, spéciaux définis dans la premiére partie, esl un pro-
bléme plus facile. Un systéme de coordonnées assez analogues aux coordonnées
tangentielles de Weingarten permet d’avoir, sans intégration, un grand nombre de
M, spéciaux, et, en particulier, tous les M, isolropes, paraboliques ou normaux.

Nous ajouterons quelques mots sur deux autres classes de M, spéciaux : les M,
qui correspondent aux congruences normales de U'espace elliptique, et les M, donl
I'enveloppée moyenne est un point (ces derniers parfailemenl analogues aux con-
gruences d’Appell).

Nous déterminerons tous ces M, el signalerons quelques-unes de leurs pro-
priétés.




PREMIERE PARTIE

La premiére forme complexe.

Systémes de droites. — Mouvements & un, a deux parametres : la premiére forme. — M,
remarquables contenus dans un M, : M, centraux, principaux, conjugués, rotalions
pures. — M, isotropes, paraboliques, normaux, pseudo-sphériques : exemples et pro-
priétés. — M, contenus dans un couronoide. — M, et cylindroide.

415. — Systémes de droites. — Supposons que les coordonnées normalisées
(*wv) d’une droite dépendent d’'une, deux, trois variables : la droite décrira une
surface réglée, une congruence, un complexe.

Menons par 'origine une paralléle a chaque droite; la trace de cette paralléle sur
la sphére de rayon unité qui a son centre a l'origine, aura pour coordonnées A, w, v;
el I’élément d’arc complexe de celte représentation sphérique, c’est-a-dire ’angle
des deux génératrices (1) et (» + d}) voisines sera

(v) ds®* = d3* + du® + dvt.

La partie réelle donne ’arc ordinaire et, en explicitant les parties complexes, on
a la distance

Xdrdl
h—= ——
(2) d 75

des deux génératrices voisines.
S'il n’y a qu’une variable, on a affaire 4 une surface réglée, et le paramétre de
distribution du plan tangent le long de la génératrice considérée, sera

dh o Ydndl
ds —  ds®

C) p=
La surface sera développable si ce paramétre est nul.
(4) Ydidl=o.

Plus particuliérement, on aura un céne avec sommet a Yorigine si

l:ln:n:O.



18 L. POLI.

S’'il y a deux variables, u et v, la droite décrit une congruence. La forme
devient :

(5) ds’ = Edu* + 3 Fdudv + Gdv*.
Nous représenterons sa demi-partie complexe par
dhds = Ddu® + 2D'dudv + D"dv*.

-Ces deux formes quadratiques (5) et (6) sont les formes introduites par Sannia (*)
pour définir intrinséquement une congruence. A

L’emploi des coordonnées complexes permel de les condenser en une seule, la
forme (5), comme I'a remarqué M. Pérés (*). '

Si l'on établit une relation entre « et v, on a une surface réglée de la congruence

(surface élémentaire) dont le paramétre de distribution est donné par le quotient
__dh
=
On aura une surface développable en annulant la partie complexe

Ddu* 4+ 2D'dudv + D"dv* = o.

Il y en a deux en général.

16. — Mouvements a un paramétre. — Supposons, d'une fagon analogue, les
coordonnées (g, X, 1, v) d’une position exprimées en fonction d’une variable. On
aura un mouvement & un paramétre (M,).

Deux positions voisines (o) et (p + dp) définironl un M, hélicoidal que nous
dirons tangent au premier, et dont les éléments sonl aisés & calculer.

Sa demi-rotation, c’est-a-dire le demi-angle des deux positions est :

ds® = d® 4 i 4 du® + dv*.

La partie complexe de cette expression fournirait la demi-translation (que
Jappelle h)
dh.ds =d¢dr 4+ didl + dudm + dvdn.

Le pas réduit de ce M, hélicoidal (on dit encore la fléche) est donné par le
quotient
dh  Edpdr
ds —  =d¢

(*) Ann. di Matematica, 1908, p. 143.
Voir aussi BiancHi. Lezioni di Geom. differenziale, 1, p. 493.
(*) C. R., 8 mars 1916. )
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" Son axe enfin nous serait fourni par les formules du n° 5. 11 faut composer
(srpv) et [— (e +ds), x+dr, v+ du, v+ dv].
On trouve
\ do — cdh + udv —vdy.,
<ty =pdp—pdu + vdh — idv,
( v, =vdo —cdv + rdp. — udi,

(n, 1, v,) sont les coordonnées de torseur de I'axe dans le triédre mobile.
Comme

M4V =dg* + dV 4 du’ + dvP = ds®
on trouve pour les cosinus

sl Dy de_ v dy

—ds~ "ds Yds U ds ds

et deux expressions analogues pour 8 et y.
Les cosinus dans le triédre fixe s'obtiennent simplement en changeant le signe
de ¢c. Ona:

_ dn . dg dy dv

2= — — e y——

Yas T Mas TV as T Mds

et deux expressions analogues pour 8’ el v'.

Quand le solide est animé d'un M,, cet axe décrit dans V’espace fixe et daus
Pespace mobile deux surfaces réglées qui virent I'une sur I'autre.

Si nous calculons 'angle de deux génératrices voisines de ces surfaces réglées,
dans V’espace fixe, et dans I'espace mobile, nous trouvons qu’ils sont égaux.

A2+ d5 + dy* = da® + ds"* + dy".

Cette égalité, d’apres I'interprétation de 'angle complexe que nous avons donnée
au paragraphe précédent, résume deux théorémes bhien connus.
Tout M, est engendré par le virement 'une sur 'autre de deux surfaces réglées

1) dont les cdnes directeurs découpent des arcs égaux sur la sphére-unité,
a) et dont le paramétre de distribution est le méme le long de la génératrice
de contact.

Si la fleche est mulle, c’est-a-dire si Xdedr = o, on aura une rotation pure et le
M, sera défini par le roulement I'une sur l'autre de deux surfaces réglées appli-
cables.
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Plus particuli¢rement encore, le solide gardera V'origine fixe si les coordonnées
sont réelles.

r=I{=m=—n=—o.

On aura le roulement de deux cdnes.

La fléche p est un nombre absolu. Nous aurons besoin cependant de lui donner
un signe pour étudier sa variation autour d’une position d'un M, comme on donne
un signe aux courbures des sections normales d’une surface autour d’un point.

Nous définirons p en grandeur et signe, par la formule :

Sdedr

¥d:*

Ce qui correspond & un M, hélicoidal ayant le sens du triédre des coordonnées.

47. — Mouvements a deux paramétres. — Supposons a présent les coordon-
nées d’une position (¢) fonction de deux paramétres : « et v.

Nous définirons une forme quadratique complexe qui donnera la distance de
deux positions voisines

ds* = Xdg* = Edw’ + 2Fdudv + Gdv*.

Sa partie réelle ne dépend que des rotations du Lriédre mobile (S). Elle resterait
"1a méme pour un autre triédre que 1'on construirait en menant par un point fixe des
paralléles aux axes de S, et dont nous dirons qu’il fournit la représentation sphé-
rique du M, donné.
Sa partie complexe que nous écrirons

a2dhds = 2X¥d:dr,

oun - — Q[Ddll" + aD'dudv + D"dv’]

fournit, si on I'égale a o, les rotations du M, considéré. Il y en a deux en général.
Cette forme complexe reste évidemment invariante par la transformation ortho-
gonale la plus générale, c’est-a-dire par le changement du systéme de référence.
Cela résulte de sa forme méme (X d¢*) ou aussi de sa signification géométrique.
Si 'on établit une relation entre a et v, on aura un M, contenu dans le M,.

Tous ces M, sont tangents & des mouvements hélicoidaux élémentaires définis

1
par la position considérée du triédre mobile, et la position voisine. Les formules du

numéro précédent nous en donneront les divers éléments.
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En particulier, 'axe du M, défini par les accroissements du et dv a pour cosinus

directeurs dans les axes mobiles

d: d dv du
v

ds s T T Vs

2= A

et deux formules analogues pour § el <.

v

Mais ici, les coordonnées sont fonctions de deux variables, et

ne représente pas une dérivée, mais le quotient

de de

(48] [N N
—du + bk dv
N3 N

VEdu' + aFdudy + Gdo*

Un second M, défini par 3u et 3v aurait semblablement
son axe

, 8¢ Sh ov Su
% = A — et pT—— v
3s $ 3s 5s

et deux formules analogues pour §, et vy,.
L’angle de leurs axes est donné par

cos V = aa, + BB+ vy, =

dg 1
FS— par exemplie

pour cosinus de

Edudu + F(dudv + dvsu) + Gdvdv

ds.os

comme on le calcule aisément.

La méme formule donne dans les congruences l'angle des plans centraux des

deux surfaces réglées élémentaires.

En particulier, I'angle des axes des M, que nous appellerons coordonnés, c’est-

a-dire les M,u = C* ou v = C* sera :
F
COS () == ———==.

VEG

Ces deux axes sont orthogonaux si F = o.

Ils sont orthogonaux et se coupent si I'on a, en explicitant la partie complexe : .

F — 2¢eD' = o, c’est-a-dire
F=D =o.

Enfin, I'angle de I'axe d’'un M, avec I'axe du M, coordonné v = C* est donné

par la formnlé

1 |, du dv
(6) COSO——\/—ELEE‘;'{—FB—E]
ou : .
() sin 6 = -———————\/E G: P &

\/E ds ’
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48. — M, centraux. — Un changement des variables indépendantes u et v
revient 4 changer ce que nous avons appelé les M, coordonnés. ’

On sait qu’étant donuées deux formes quadratiques réelles, on peut loujours par
un changement de paramétrage fairve disparaitre dans chacune le terme rectangle.

Ici, nous avons une forme complexe, équivalente donc & deux formes réelles :
on pourra faire disparailre le terme rectangle dudv et on aura simplement

ds* = Edu® + Gdv*.
I1 suffit pour cela de prendre pour variables les intégrales d