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Ce travail peut surprendre quand on saura que son auteur a consacré
une partie de sa carri¢re a Penseignement des sciences physiques. Rapidement
orienté vers Pétude des principes et de la structure des théories physiques,
jai voulu me préparer a une réflexion approfondie sur la philosophie des
sciences. Mes premiéres recherches dans ce sens, qui se rapportent a ’histoire
de la thermodynamique, m’ayant montré quel réle considérable ont joué les
mathématiques dans le développement historique des divers chapitres de la
physique, 1’étude des principes des mathématiques m’est apparue comme le
point de départ inévitable de toute réflexion sur le contenu des théories
physiques. Mais, pour aborder utilement I’étude des fondements des mathé-
matiques, il faut étre un peu mathématicien et avoir pratiqué, sur des pro-
blémes particuliers, la recherche mathématique, avant de s’élever a des spé-
culations théoriques qui, en elles-mémes et par rapport a la physique, pré-
sentent le plus haut intérét.

Ce travail n’est donc pas un accident. Il se rattache a ume évolution
nécessaire de celui qui, parti de la physique, veut se consacrer a une étude
philosophique de cette science et qui, convaincu que cette étude doit é&tre
conduite par la méthode historique, retrouve les mathématiques a lorigine,
comme tout le long du développement des diverses branches de la physique.

Personne ne saurait contester que la route choisie pour atteindre le but
que je me suis proposé ne soit la meilleure. Elle a Pinconvénient d’étre
longue, quand on envisage que le temps est trés mesuré a celui qui a voulu
la suivre. Je n’aurais pas osé m’y engager sans 'intérét exceptionnellement
bienveillant et amical et sans les encouragements et Daide effective de celui
a qui je dois d’avoir pu franchir cette étape, dans I’évolution que je me suis
fixée. Au seuil de ce travail, entrepris sur les conseils de M. G. Bouligand,
et qui se rattache étroitement a ses recherches personnelles, je suis heureux d’ex-
primer mon affectueuse reconnaissance 2 celui dont je suis fier d’avoir été I'éleve.

Je tiens 4 adresser mes sincéres remerciements 2 M. le Professeur Bu/il,
pour Paccueil si bienveillant qu’il a réservé a ce travail, 3 M. le Doyen
Deltheil, qui m’a indiqué Pintéressant sujet de la thése complémentaire et
m’a prodigué, a cette occasion, ses conseils éclairés. Je remercie également
M. Palogue, Directeur de I’Observatoire de Toulouse, pour intérét qu’il a
témoigné a4 mes recherches.

Jexprime enfin ma vive gratitude 3 M. le Professeur Vélcovici, de
PUniversité de Bucarest, et 3 M. le Professeur V. Alaci, de I’Ecole Polytech-
nique de Timigoara, pour ’empressement avec lequel ce travail a été accueilli
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dans le , Bulletin Scientifique“ de cette école et pour le soin qui a été

apporté a son impression.

*
* *

N

Le présent travail a pour but d’appliquer a Pétude de quelques caté-
gories d’ensembles discontinus les méthodes utilisées par la géométrie infini-
tésimale directe pour I’étude de certaines catégories d’ensembles continus.

Avant d’aborder les questions particulieres qui ont fait Pobjet de nos .
recherches, il nous parait utile de nous arréter un instant sur la distinction
entre les ensembles discontinus et les ensembles continus, cette distinction
étant fondamentale pour préciser le but et les tendances de notre travail.

Nous dirons, avec Emile BorelV, qu'un ensemble est donné lorsqu’on
sait en déterminer tous les éléments les uns aprés les autres, sans en
excepter un seul et sans répéter aucun d’eux plusieurs fois. Considérons,
par exemple, ’ensemble des termes d’une série. Cet ensemble sera connu si
nous pouvons écrire la valeur du premier, du second, du troisieme terme, et
ainsi de suite, c’est-a-dire si nous pouvons numéroter chaque terme ou encore
le faire correspondre & un nombre entier positif #. Ainsi, Pensemble des ter-
mes de la série se présente pour nous avec la méme clarté que I’ensemble
des nombres entiers positifs. Ces deux ensembles sont tels qu’a tout élément
de P'un corresponde un élément et un seul de I’autre; on exprime cette cor-
respondance biunivogue en disant que les deux ensembles ont méme puissance.
Les ensembles qui ont méme puissance que lensemble des nombres entiers
positifs sont dits ensembles dénombrables. Quand le nombre des éléments de I’en-
semble est fini, il suffit, pour déterminer ’ensemble, de définir 1a valeur de chacun
de ses éléments. Dans ce cas, la notion de puissance se raméune a celle de nombre.

Tous les ensembles ne sont pas dénombrables. Considérons, par exemple,
’ensemble des nombres réels compris entre 0 et 1. On peut montrer qu’étant
donné un ensemble dénombrable quelconque de nombres réels compris entre 0
et 1, il y a une infinité non dénombrabie de valeurs comprises entre 0 et 1
qui n’appartiennent pas a ’ensemble dénombrable considéré. A cbaque nombre
réel compris entre 0 et 1, on peut faire correspondre un point d’un segment
rectiligne dont la distance a Porigine est définie par le nombre considéré.
L’ensemble des nombres réels compris entre 0 et 1 a méme puissance que
’ensemble des points du segment rectiligne. On exprime ce fait en disant
que Pensemble des nombres réels a la puissance du continu, la notion de
continu étant, comme celle de nombre, une notion que nous considérons
comme premiere. Du point de vue de la puissance, il n’y a pas de différence
essentielle entre les ensembles continus & une dimension et les ensembles
continus a deux, a trois, ou & un plus grand nombre de dimensions, entre
les fonctions d’une variable et les fontions de plusieurs variables. Nous ren-
voyons, pour plus de précisions sur ce point, a Pouvrage de M. E. Borel
auquel nous empruntons ces remarques.

1) Lecons sur la théorie des fonctions, 1928 — Chap. I, pages 3 et suivantes.
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Ce qu’il importe de considérer, c’est qu’il existe pour le moins deux
sortes d’ensembles, les uns, qui ont la puissance des ensembles dénombrables,
les autres, qui ont la puissance du continu. Ces deux catégories d’ensembles
sont associées, moyennant le recours a la notion de puissance, d’une part, a
la suite des nombres entiers positifs, d’autre part, a la suite des nombres
réels compris entre 0 et 1. _

Il est clair que ces deux notions ne se présentent pas a notre esprit
avec la méme évidence. Quand nous parlons de I’ensemble des nombres en-
tiers ou, ce qui revient au méme, de la suite des points d’une demi-droite
dont les abcisses sont réprésentées par la suite des nombres entiers, nous
voyons nettement ce que signifie I’expression: se donner tous les éléments
de Pensemble. FEn parcourant ces points, daus l’ordre ot ils sont placés sur la
demi droite, nous sommes assurés de n’en oublier aucun et de n’en rencontrer
aucun deux fois. Quand nous parlons, au contraire, de ’ensemble des nom-
bres compris entre 0 et 1 ou, ce qui revient au méme, de I’ensemble des
points situés sur un certain segment rectiligne, nous pouvons bien penser
qu’un moyen certain de rencontrer tous les points de ce segment est de le
parcourir avec la pointe d’un crayon par exemple, mais il ne nous est pas
possible de dire quel est I’élément de la suite qui précéde ou qui suit immé-
diatement un élément donné.

La notion que nous avons de la suite des nombres entiers est indiscu-
tablement beaucoup plus claire que celle de la suite des nombres compris
entre 0 et 1. Le discontinu est plus intelligible que le continu. Cependant,
Pesprit rattache ces deux notions 'une & 'autre: “nous n’avons aucun moyen
de passer du discontinu au continu®, écrit M. CarchianV mais Vesprit fait
cependant le saut, car il ne se pose pas la question de savoir si une opéra-
tion indéfiniment répétée peut étre réalisable ; il suffit de se placer au moment
oit elle est effectivement réalisée.

Il semble donc naturel de commencer ’étude des ensembles par celle
des ensembles discontinus et de chercher a étendre les résultats obtenus dans
cette étude pour les appliquer aux ensembles continus. L’histoire du déve-
loppement des mathématiques a montré que cet ordre, qui semble le plus
logique, a été inversé. La raison en parait assez naturelle. Tous les pioble-
mes que pose la géométrie des ensembles font intervenir les continus spatiaux
familiers qui servent de cadre a toutes nos études du discontinu. Les ques-
tions que pose la continuité ou la non-continuité d’un certain ensemble cédent
le pas a lutilisation de tout un systtme préalable, car on s’st, en effet,
d’ores et déja donné un espace euclidien, dans lequel, aprés-coup, on étudie
la maniére d’étre de certains ensembles. La distinction de deux points de
Pespace euclidien, par exemple, nous apparait comme une conséquence de
Pablation d’un continu par lequel étaient préalablement reliés ces deux points.
La non-continuité se définit ainsi plus ou moins par rapport a la continuité et
le discontinu que nous étudions est toujours plus ou moins logé dans du continu.

') Cahiers de la nouvelle journée, No. 15, Paris 1929, page 36.)




— {0 =

Cependant dés tentatives importantes ont été faites pour aller du dis-
continu au continu. C’est Cantor qui, le premier, a fait un pas décisif dans
ce sens en établissant une théorie systématique des nombres transfinis, cardi-
naux ou ordinaux, et en traitant de Pordre en général.’ Les travaux de Cantor
et les prolongements qu’ils ont recus repiésentent ce que nous possédons en
matieére de ”"méthode directe pour I’étude du discontinu.

Le présent travail se rattache donc, par son orientation, & I’évolution
traditionnelle de la géométrie des ensembles, puisqu’il se propose d’aborder
I’étude des ensembles discontinus, plongés dans Vespace euclidien, en pour-
suivant la route indiquée par la géométrie infinitésimale directe, dans 1’étude
des eunsembles continus.

*
* *

On sait que le principal intéiét des méthodes de la géométrie infiui-
tésimale directe réside dans ce fait qu’elles permettent P’étude de certaines
variétés, indépendamment d’une donnée préalable de représentation analytique.
Ces méthodes font appel a la considération de propriétés intrinséques de ces
variétés et principalement 4 celles de ces propriétés qui sont covariantes par
rapport au groupe topologique restreint (y).

Au premier rang 'des notions qu’introduit la géométrie infinitésimale
directe se place celle de point d’accumulation d’un ensemble et celle de contingent.

Nous disons qu’un point O est un point d’accamulaiion d’un ensemble
ponctuel lorsqu’une sphére infiniment petite de centre O contient au moins
un point de Pensemble distinct de O. On peut, dans cette définition, faire
intervenir, au lien d’une sphére de centre O, un entourage quelconque de ce
point. La propriété du point d’accumulation est invariante pour toute trans-
formation ponctuelle continue et biunivoque ; autrement dit, elie présente le
caractére topologique.

Un point d’accumulation d’un ensemble ponctuel E peut appartenir ou
ne pas appartenir a cet ensemble. L’ensemble E’ de tous les points d’accumu-
lation d’un ensemble E est ’ensemble dérivé de E.

Considérons un ensemble ponctuel E et un point d’accumulation O de
cet ensemble. Soit un point quelconque M, assujetti a4 la seule condition
d’étre voisin de O. $’il existe une demi-droite O T issue de O et telle que
Pangle des demi-droites OM et O T tende vers zéro en méme temps que la
distance des points O et M, P’ensemble E est fangent en O a la demi-droite
OT; celle-ci est une demi-tangente a ’ensemble E au point O.

Remarquons que nous avons supposé, pour définir la demi-tangente au
point O, que ce point était un point d’accumulation de P’ensemble.

Lorsque la demi-tangente en un point d’accumulation O d’un ensemble
ponctuel E n’est pas unique, ’ensemble de toutes les demi-tangentes au point
O est appelé le contingent de I’ensemble E au point O.

1) Cf. E. Borel — Lecons sur la théorie des fonctions, pages 135 et suivantes.
Voir aussi W. Sierpinski — Les nombres transfinis. Paris 1928),
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Toute transformation ponctueile du groupe topologique restreint (y)
effectuée sur tous les points d’un ensemble E permet d’obtenir un nouvel
ensemble tel qu’en des points correspondants, les contingents se correspondent
par la transformation linéaire tangente. Cette covariance du contingent, pour
les transformations du groupe (), confére son intérét a la notion de contingent.

La notion de contingent, comme les autres notions introduites par la
géométrie infinitésimale directe, a un carectére universel : elle s’applique a
tous les ensembles ponctuels. En vue des applications, on P’a surtout utilisée
dans P’étude des ensembles continus. Mais on peut tout aussi bien s’en servir
pour mettre en évidence certaines propriétés des ensembles discontinus.

' Le théoréme de Denjoy-Durand nous en donne un exemple remarquable :

un ensemble ponctuel est dénombrable si le contingent en chaque
point de cet ensemble est contenu dans un demi-cone de révolution ayant
ce point pour somimnet.

Si Pon convient d’appeler sommets d’un ensemble E les points oin il
existe un demi-cone de révolution qui contient le contingent de E en ce
point, le théoréme de Denjoy-Durand peut s’exprimer de Ia maniére suivante :

un ensemble ponctuel est dénombrable si chacun de ses points est
sommet de Pensemble.

La dénombrabilité de Densemble résulte du fait qu’il est possible
d’associer a chacun de ses points un veclume non nul tel que deux volumes
correspendant a deux points quelconques n’empietent jamais 'un sur Vautre.

L’intérét du théoréme de Denjoy-Durand réside dans ce fait qu’il
emprunte a certaines propriétés géométriques locales d’un type permanent
- des renseignements relatifs & la structure infégrale d’un ensemble.

Comme V’a suggéré M. (. Bouligand, on peut étre tenté de généraliser
cette méthode et de rechercher certaines conditions géométriques qui per-
mettent d’établir une classification des ensembles ponctuels, au point de vue
de leur structure, et cela avec des nuances plus ou moins subtiles. On sait
qu’un ensemble dont le contingent est vide en tout point n’a qu’un nombre
fini de points. Un ensemble dont le contingent, en tout point, est contenu
dans un demi-c6ne convexe est dénombrable. Ne pourrait-on trouver d’autres
criteres géométriques relatifs 2 un ensemble E, permettant d’affirmer que cet
ensemble est punctiforme, sans plus. Ainsi serait établie une gradation entre
les ensembles

finis, dénombrables, punctiformes.

Sans aborder le sujet dans toute son ampleur, on peut rechercher de
tels critéres dans une généralisation de celui qui est fourni par le théoréeme
de Denjoy-Durand et, pour cela, en nous tenant a la géométrie plane, on
peut substituer a la loi de raréfaction qui permet d’établir la denombrabilité
d’un ensemble, une loi p'us complexe qui peut s’exprimer en disant que
P’ensemble est »encapuchonnable“ en chaque point et qui se définit de la
maniére suivante:



ot suppose ‘quw’en chaque point M de P’ensemble, on puisse trouvet
deux directions M x et My et un secteur limité par la courbe:

y:lx“"‘ 0<<k<<1

courbe r;zpportée aux deux axes Mx et My. Tous les points de Pensemble
assez voisins de M sont contenus d ’intérieur d’un secteur limilé par cette
courbe et par un s gment rectiligne paralléle 6 Paxe x'x. Cette condition
géométrique, que nous désignerons par A et que nous supposerons satisfaite
en tous les points de Pensemble, revient a généraliser la notion de sommet
que nous avons définie précédemment. L’angle de sommet O qui intervient
pour les ensembles plans dans le théoréme de Denjoy-Durand est ici remplacé
par une figure jouant le role de capuchon: nous la prenons symétrique par
rapport a Oy et
nous l’obtenons en
substituant au coté
O A Parc de courbe
OMA dont nous
venons de donner
Péquation. Dars
cette équation, % est
une constante posi-
tive, inférieure a
Punité. Cette der-
niére condition con-
fere ala courbe choi-

" sie une courbure in-
finie au point O.
En effet:
x y=24i(14 k)x*
Fig. 1. Y= Ak (14 k)a*1
Le rayon de courbure: o
3
_ 4y
yllk

s’annule bien pour x =0.

Un autre critére géométrique répondant aux préoccupations que nous
venons de préciser peut étre recherché dans la condition suivante, que nous
appellerons la condition B:

L’ensemble considéré est tel que le cercle passant par trois de ses

points ait son rayon infiniment petit en méme temps que le périmétre du
triangle formé par ces trois points.



- 13 —

En réponse a ces deux questions, posées par M. G. Bouligand dans
son Introduction a la Géométrie infinitésimale directe (page 221), notre tra-
vail est une contribution a I’étude que nous nous sommes proposée, en vue
d’obtenir des critéeres de non-continuité permettant d’affirmer que les ensembles
auxquels ils conviennent sont punctiformes, sans plus.

Abordant ce probleme par une méthode de réduction a 1’absurde, nous
nous proposons de rechercher, en nous bornant a ’étude des ensembles ponctuels
plans, si certains continus peuvent satisfaire a I"une ou a l’autre des condi-
A ou B.

*
* *

Nous étudierons d’abord quelques particularités présentées simultanément
par les ensembles qui satisfont & la condition A et par ceux qui satisfont a
la condition B. Ces deux conditions étant destinées, dans notre esprit, a servir
indifféremment de critérium pour une méme propriété structurale, nous nous
efforcerons de les rapprocher dans toute la mesure du possible et de déter-
miner certaines propriétés communes des ensembles qui peuvent satisfaire
a l'une ou a Pautre des deux conditions. En nous bornant toujours a des
ensembles ponctuels plans, nous allons montrer que les deux classes d’ensembles
jouissent d’une méme propriété: ils ne peuvent avoir quw’un nombre fini de
points sur un arc borné de courbe a courbure bornée.

Rappelons d’abord quelques notions qui vont nous étre utiles. Considé-
rons un ensemble ponctuel E. On dit qu’une droite D appartient au paratingent
de cet ensemble au point M ou encore qu’elle est une paratingente de Pen-
semble en M, ¢'il existe une suite de segments P Q non nuls, dont les extré-
mités sont des points de E, qui tendent vers M, tandis que les droites P Q
tendent vers la droite D ou se confondent avec elle.

Le paratingent ainsi défini englobe toutes les droites qui font partie du
contingent, mais il peut en contenir d’autres. Comme le contingent, le para-

tingent est cova-
riant par rapport
aux transforma-
. tions du groupe
topologique res-
treint ().
Soit une courbe
C atangente con-
tinue ou, plus
précisément, a pa-
ratingente unique
(fig. 2). Si Pon
prend une courbe
telle que celle re-
présentée par I’équation y? = x3, présentant un point de rebroussement, la
tangente 2 cette courbe est cependant répartie d’une maniére continue. On exclut,
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avec ' M. G. Bouligand, la possibilité de points de rebroussement, en suppo-
sent que la courte admet une paratingente unique en chaque point. Rappe-
lons a cette occasion cette conséquence explicitement énoncée par M. G. Rabaté"
du lemme d’univocité de M. G. Bouligand : un continu doué en chaque point
d’une paratingente unique est une courbe admettant, autour de chaque
point, une représentation explicite par une fonction continue douée d’une
dérivée continue.

Désignons par ¢ P’angle que fait avec ’axe x’' x la tangente M T en un
point M de la courbe et par s la longueur de 'arc A M, comptée a partir
d’une origine A. Dire que la courbe C est a courbure bornée, c’est dire que

Ag ,
le rapport s reste borné.

Nous allons établir la propriété qui est commune aux ensembles satis-
faisant a la condition A et a ceux qui satisfont a la condition B en commen-
cant par ces derniers. Nous démontrerons pour cela les deux lemmes suivants ;

LEMME 1. — Quand deux points M’ et M" d’une courbe a courbure
bornée tendent indépendamment vers un méme point O, le rapport:

corde M/ M/
arc M/ M/

Q =
tend vers Punité.

Nous savons déja que ce rapport est inférieur a 'unité. Prenons pour
axes Ox et Oy la tangente et la normale a la courbe au point O. On a:

/

H‘l ", n
Fig. 3 (y")

2% — cos d—!—— i
ds ? ds~ "¢

ces relations étant vraies dés que la courbe posséde une tangente continue:

Ax=xl"—x' As—=g"—¢
A x << corde M/ M/
et:
Ax
As Jo< 1

L’angle ¢, qui est une fonction continue de s, s’annule pour s=0. Il
en résulte qu’a toute valeur positive, aussi petite qu’on voudra, d’un nombre

1) These Toulouse, 1931 — No. 64.
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&, on peut faire correspondre une longueur % telle que Pinégalité :
[s|<<h

entraine sur la position de courbe correspondante :
lpl<e.

Sur cette portion de courbe nous aurons donc:

Fokd
1——2-<c03(p<1

&2
(-

En intégrant entre les limites s’ et s’ de s, qui correspondent aux deux
extrémités de la portion de courbe considérée, on a:

ou:

}a’s Lcospds<ds

S

[l— ;-}(s”—s’,<§ cospds<s!—s

s!

N

A
| <e<1.

&2
1— 5 <

Comme on peut choisir ¢ aussi petit qu’on veut, on voit que ¢ tend
vers Vunité.

LEMME l. — L’inverse du diamétre d’un cercle passant par trois
points d’une courbe d courbure bornée reste lui méme borné.

Sl n’en était pas ainsi, on pourrait former une suite indéfinie de
triangles M/ M/’ M’ telle que la suite des diameétres des cercles circonscrits
tende vers zéro. Nous allons montrer que cela est incompatible avec le fait
que la courbure de la courbe est bornée.

En effet, la courbe étant a paratingente unique, les paralléles menées
par Porigine aux trois cOtés du triangle variable M/ MM/ tendent simulta-
nément vers la direction de la paratingente O x au point O. Le triangle
M’ M/ M présentera donc un angle obtus qui tend vers w. Convenons que
M’ est le sommet de 1’angle ohtus et admettons que I’inverse du diameétre
du cercle circonscrit, qui est égal a

N\
sin (M/ M/ M)
corde M/ M/

croisse indéfiniment. Il en est de méme du rapport:

PN
sin (M’ M" M)
arc M/ M/

Ce rapport ne differe, en effet, du précédent que par un facteur qui,
en vertu du lemme I, tend vers l'unité.
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Le théoréme des accroissements finis est ici applicable grace a la déri-
vabilité¢ de la fonction donnant la représentation explicite. Il permet d’affirmer
qu’il existe entre M’ et M” un point M, oil la tangente est paralléle 3 M/ M"
et que, de méme, il existe entre M” et M/ un point M, out la tangente est

N

paralléle & M/ M”’, L’arc M, M, étant moindre que ’arc M/ M/, le rapport :

PN
Sil’l (M/ MII MIII)
arc M; M,

tend lui aussi vers linfini. Il doit en étre de méme du rapport:
N
MI Mll MIII
arc M; M,

qui ne différe du précédent que par un facteur qui tend vers P'unité. Du fait
que P’angle des tangentes en M, et M, est égal a M/ M” M'”, le rapport

précédent est une valeur particuliere du rapport

ﬂl Le résultat obtenu
As
est en contradiction avec I’hypothése. ‘

Il devient facile d’établir, pour les ensembles qui satisfont a la condition
B, la propriété que nous avons annoncée :

Théoreme. — Tout ensemble ponctuel tel que le cercle passant par
trois de ses points ait son rayon infiniment petit en méme temps que le
périmétre du triangle de ces trois points ne peut avoir gu'un nombre fini
de points sur un arc borné de courbe a courbure bornée.

Si P’ensemble considéré n’a pas un nombre fini de points sur I’arc qui
le porte, il existe sur cet arc un point d’accumulation de cet ensemble. Con-
sidérons trois points M/, M/, M| de P’ensemble qui tendent indépendamment
vers B. Le périmetre du triangle de ces trois points tend vers zéro. En
vertu du lemme précédent, le diameétre du cercle circonscrit au triangle
M/ M M garde une valeur bornée, ce qui est en contradiction avec ’hypo-
thése. La propriété annoncée est donc démontrée.

Nous allons P’établir maintenant pour les ensembles qui satisfont a la
condition A. Il nous suffira pour cela de démontrer le lemme suivant:

LEMME. — L’inverse du diamétre d’un cercle tangent & un arc de
courbe a courbure bornée et passant par un autre point de la courbe,
voisin du point de tangence, reste lui-méme borné.

En effet, de ce que I’arc est & courbure bornée, il résulte que le cercle
tangent en un point O de l’arc et passant par un autre point M de la courbe,
voisin du point de tangence, ne peut avoir de position limite qu’a ’extérieur
- d’un certain cercle de rayon fini, placé d’un c6té ou de 1’autre de la tangente
en O a Varc considéré.

Théoréme. — Un ensemble tel qu’en chacun de ses points, les points
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voisins de Pensemble soient tous situés dans une aire définie par lés
inégalités suivantes :

| R>y>a|x|t
avec:

A>0 et 1>£>0

(la courbe C qui limite Paire étant rapportée a deux axes passant par le
point considéré) ne peut avoir un nombre infini de points sur une arc
borné d’une courbe a courbure bornée.

Si I’ensemble a une infinité de points sur Parc de la courbe I, il
a au moins sur cet arc un point d’accumulation O. Du fait que P’arc est a
courbure bornée, il résulte du lemme précédent que tous les points de V’en-
semble considéré situés sur /' au voisinage du point O sont situés a l’exté-
rieur d’un cercle de rayon fini. Comme ils doivent étre inclus dans la courbe
C définie dans I’énoncé, celle-ci doit étre tangente extérieurement au cercle,
ce qui est contraire a ’hypothése, puisque le rayon de courbure de C est
nul au point O. Les ensembles satisfaisant a la condition A ne peuvent donc
avoir un nombre infini de points sur un arc borné de courbe a courbure
bornée.

*
* *

L’impossibilité que nous venons de reconnaitre a nos ensembles d’avoir
une infinité de points sur un arc de courbe a courbure bornée (impossibilité
qui est commune aux deux classes d’ensembles soumis aux conditions A et B),
va nous permettre de chercher une réponse a2 la question que nous nous
sommes posée: un continu peut-il satisfaire & ’'une ou a l’autre des condi-
tions A ou B? Si un tel continu existe, il n’aura qu’un nombre fini de points
sur une courbe a courbure bornée. La poursuite de nos recherches nous
amene donc naturellement a étudier les propriétés des continus qui satisfont
a cette derniere condition. Nous limitant 2 ce qui est nécessaire pour le but
que nous poursuivons, nous allons établir quelques lemmes dus a Marchaud,
en suivant étroitement la demonstration de cet auteur (A. Marchaud. Sur
une propriété intuitive, caractéristique des lignes de Jordan sans point double.
Mathematica. Cluj. Vol. IV, p. 139 et suivantes).

LEMME . — Un continu qui contient a la fois des points intérieurs

\

et des points extérieurs d un domaine posséde au moins un point sur la
frontiére du domaine.

Soit un continu E ayant un point A intérieur et un point B extérieur
a un domaine D. Relions A et B par un ligne polygonale dont chacun des

Avs . . 1
coOtés soit plus petit que o et ayant ses sommets sur le continu. Considérons

le point M de cette chaine tel que tous ceux qui le précédent, quand on
parcourt la ligne de A en B, soient intérieurs au domaine D, le suivant lui
etant extérieur. Désignons ce point par M, pour rappeler qu’il appartient 2
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la chaine de cotés inférieurs 3 2~ 2. Lorsque p prend les valeurs successives
1, 2..., le point M, défini comme il vient d’étre dit, prend les positions M,,
M, ... qui admettent un point d’accumulation u. Ce point, qui est aussi prés
qu’on le veut de points irtérieurs 2 D, n’est pas extérieur au domaine. Mon-
trons qu’il ne lui est pas intérieur. S’il en était ainsi on pourrait tracer de p
comme centre un cercle de rayon ¢ assez petit pour que ce cercle soit intérieur
a D. En choisissant p assez grand, on pourrait donner a chacun des cotés de
la chaine qui relie A et B une valeur assez petite pour que le point qui suit
M, dans la chaine soit a une distance de M, inférieure 2 ¢. Le point qui
suit M, serait alors & Vintérieur du cercle de rayon ¢ et, par suite, a in-
térieur du domaine D, ce qui est contraire a ’hypothese.

LEMME Il. — Un continu E qui a un point intérieur et un point extérieur
aun domaine D et qui posséde un nombre fini k de points sur la frontiére du do-
maine est la somme d’un nombre fini de continus distincts, les uns non-intérieurs,
les autres non-extérieurs au domaine. Le nombre des continus de chaque
catégorie est inférieur a k et chacun de ces continus a au moins un point et
au plus k points sur la frontiére du domaine.

Le théoréme précédent nous apprend qu’un point quelconque de'E in-
térieur a D peut étre inclus dans un ensemble u; de points bien enchainés
avec l'un des points que E posséde sur la frontiere de D. Soit un point
d’accumulation M d’un ensemble wu; Il existe sur cet ensemble des points
aussi voisins de M qu’on le veut. Comme le point M appartient a E, il
appartient a la partie de E non extérieure a D. L’ensemble u; est donc fermé,
a moins qu’il ne se réduise au seul point de la frontiére, et deux points de
I’ensemble u;, bien enchainés avec le oint de la frontiere, sont bien enchainés
entre eux. Deux ensembles u; et u; qui ont un point commun coincident. La
partie de E non extérieure 2 D peut donc étre décomposée en un nombre
fini de continus. Puisque E contient un point intérieur 2 D, il y a au mcins
un continu #; qui ne se réduit pas au point de la frontiére et il ne saurait
y avoir plus de % continus, puisqu’il n’y a que % points sur la frontiere.

Chaque continu w;, qui a au moins un point sur la frontiére, ne peut
évidemment en avoir plus de 4.

On démontrerait le théoreme de la méme maniére pour la partie de E
non intérieure a D.

LEMME Ill. — Si un continu E a chacun de ses points, intériewr a

un domaine aussi petit qu’on veut, sur la frontiére duquel il existe un nom-
bre fini, mais pas nécessairement borné de points de E, on peut relier

1) Cette condition est plus large que s’il s’agissait d’un nombre fini de points. La
courbe

1
y=x [Q-i—cos;]

est coupée par toute droite en un nombre fini de points, ce nombre pouvant étre’cepen-
dant rendu aussi grand qu’on veut (exemple emprunté a M. G. Bouligand : Géométrie
infinitésimale directe. paragr. 108, p. 114).
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deux points A et B du continu par un arc simple de Jordan dont tous les
points appartiennent a E.

Tout point M de E étant intérieur 2 un domaine aussi petit qu’on veut,
on peut toujours inclure un pareil domaine dans un cercle de centre M et de
rayon donné ¢. Dans ce domaine, on peut toujours inclure a son tour un
autre cercle D. En vertu du lemme de Borel-Lebesgue, on peut recouvrir
tout le continu E au moyen d’un nombre fini de cercles analogues a D. Tout
point de E est donc intérieur 2 'un de ces cercles. Chacun des domaines D,,
Dy, ..., Dy, constitués par ces cercles décompose tout continu qui appartient
a E en un nombre fini de continus distincts, les uns non-iutérieurs, les autres
non-extérieurs 2 D, le nombre des continus résultant de la décomposition
pouvant étre égal a un, si le continu primitif n’a aucun point intérieur ou
aucun point extérieur a D.

Considérons la suite D,, Dy..., D,. D, décompose E en un nomb:e fini
de continus distincts; D, décompose chacun de ces continus ¢n un nombre
fini de nouveaux continus distincts et ainsi de suite. Quand on arrive au der-
nier domaine D,, E a été décomposé en un nombre fini de continus distincts.
Deux continus ne peuvent avoir en commun qu’un nombre fini de points, car
ces points ne peuvent étre situés que sur ’une ou l’autre des frontieres des
domaines D qui limitent les continus. Tous les points d’'un méme continu
sont non-extérieurs A un certain domaine D; car ce continu a au moins un
point intérieur & un domaine D; et les points a V’extérieur de ce domaine
‘appartiennent a un autre continu.

On peut donc relier deux points A et B du continu E par une chaine
coastituée par les continus qu’on a obtenus précédemment.

Nous allons montrer qu’on peut toujours s’arranger :

1° — pour que deux continus non-consécutifs n’aient pas de point
commun. Sl n’en était pas ainsi, il suffirait de supprimer les éléments inter-
médiaires et les deux continus considérés deviendraient consécutifs.

20 — pour que deux continus consécutifs n’aient quw’un seul point
commun. lls en ont évidemment toujours un au moins et le nombre de leurs
points communs est fini. Considérons trois continus successifs C;-1, Cz, Ci+1,
le premier et le second n’ayant entre eux qu’un point commun M;_;, le se-
cond et le troisiéme ayant entre eux plusievrs points communs N;, N,,.....
Le point N,, qui appartient au continu E, peut étre inclus dans un petit
domaine dy, assez petit pour que M;_; et les autres points Ny, Nj,.... lui
soient extérieurs. Le domaine Jy, décompose C; en un nombre fini de con-
tinus non-intérieurs ou non-extérieurs a lui. Un des continus non-intérieurs
y contient le point M;.;. Un des continus non extérieurs 9/ contient N;,.

Supposons que y ne contienne aucun des points N,, N;,... Les deux
continus y et 9/ ont un point commun, puisque les points M;—; et N, portés
par chacun d’eux appartiennent a E et sont bien enchainés. On peut remplacer
C, par P’ensemble y 4 ¥’ qui n’a qu’un point commun avec Czii.
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Si maintenant y contient un des points N,, N;,... on peut remplacer
C, par y qui a avec Cz4; un point commun de moins que C,; Apres un
nombre fini d’opérations analogues, on obtiendra un continu n’ayant qu’un
point de commun avec Cjyy.

Les deux points A et B peuvent donc étre reliés par une chaine de
continus distincts qui appartiennent 2 E, chacun d’eux étant inclus dans une
sphére de rayon inférieur ou égal a ¢, deux continus consécutifs n’ayant qu’un
point commun et deux continus non consécutifs n’en ayant aucun.

Si AB> ¢, la chaine de continus a au moins deux ¢léments. Nous
pouvons former entre A et B une premiere chaine de continus en prenant
une valeur ¢, plus petite que AB et que 2—!. Sur chaque élément de la
chaine, nous pouvons de la méme mani¢re coanstituer une nouvelle chaine de
continus en prenant une valeur ¢, inférieure 3 2 2 et inférieure au plus petit
des segments limités par les extrémités d’'un méme élément de la premicre
chaine. Recommencons 1’opératiou sur les éléments de la deuxieme chaine et
ainsi de suite. La chaine de rang n que nous désignerons par I', se déduitt
de I',_; en prenant pour ¢, une valeur inférieure 2 2—*, un élément de I, ._,
contenant au moins deux éléments de [',,.

Démontrons que deux éléments consécutifs d’une des chaines successives
ont un point commun et un seul, deux éléments non consécutifs n’en ayant
aucun. La propriété est vérifiée pour la premiére chaine. Montrons que si
elle est vérifiée pour I',_j, elle I’est aussi pour I',.

Si les deux éléments consécutifs de 7', proviennent d’'un méme élément
de I',_,, ils n’ont qu'un seul point commun. S’ils proviennent de deux élé-
ments consécutifs de I',_;, ils ne peuvent avoir en commun que le seul point
commun 2 ces deux éléments.

Si deux éléments non consécutifs de I', proviennent d'un méme élé-
ment de 1',_,, ils n’ont pas de point commun. Il en est de méme ¢ils
proviennent de deux éléments non consécutifs S’ils proviennent enfin de deux
éléments consécutifs de I',_;, ils ne peuvent avoir de point commun, car
le seul point commun aux deux éléments consécutifs de I',—; appartient 2
deux éléments conséeutifs de I7,.

Nous allons montrer maintenant qu’on peut établir une correspondance
continue et biunivoque entre les divers points M du continu E entre A et B
et les divers points ¢ d’un segment de droite «§ de longueur unité,

Partageons « (8 en autant de segments consécutifs égaux qu’il y a d’élé-
ments dans la chaine ), chaque élément de a8 correspondant a IP’élément
de méme rang de la chaine I',. Partageons ensuite chaque élément de @ en
autant de parties égales qu’il y a d’éléments de I', provenant de 1’élément
de I'| qui correspond i Pélément partagé de af. Quand on a fait cefte opé-
ration 7 fois, chacun des éléments de ¢ a une longueur inférieure ou au
plus égale a 2—* et il existe une correspondance biunivoque entre les éléments
des deux chaines de rang n constituées d’une part, entre A et B, sur le con-
tinu E, d’autre part, sur le segment af.
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Un point u du segment a8, ¢’il n’est jamais Vextrémité d’un des élé-
ments d’une des chaines formées sur a3, peut étre considéré comme la limite
d’une suite d’éléments qui comprennent ce point, et qui appartiennent respecti-
vement aux chaines successives constituées sur 8. A chacun des éléments de
cette suite, on peut faire corrcspondre un élément de la chaine I', qui cor-
respond, comme il a été dit précédemment, a la chaine formée sur a{. Si,
dans chacun de ces éléments de /', de plus en plus petits, on prend un point
M, la suite des points M ainsi obtenus admet un point d’accumulation uni-
que. C’est ce point qui correspond sur le continu E au point @ du seg-
ment «f.

Si 1 est a Pextrémité d’un segment de l’une des chsines constituées
sur « f, ce point appartient a3 deux segments consécutifs d’une chaive d’un
certain rang. A ces deux segments correspondent, dans les chaines successives,
deux suites de segments. A ces deux suites correspondent, dans les chaines
I’y sur le continu E, deux suites de segments qui ont chacune pour limite
un point unique. Les deux points limites ne peuvent étre distincts parce que
leur distance est moindre que 2. 2—*.

Dans tous les cas, il correspond & un point ¢ de e un point unique
M de E, @ et § correspondant respectivement a A et B.

La correspondance ainsi établie entre u et M est confinue, car a deux
points u et ' de «f appartenant 2 un méme élément ou a deux éléments
voisins de Pune des chaines constituées sur « 8, correspondent sur E deux
points M et M/ d’'un méme élément ou de deux éléments voisins d’une chaine
formée sur E. Les distances uw/ et M M’ tendent simultanément vers
zéro.

La correspondance entre u et M est biunivoque, car si deux points u
et u' sont distincts, ils appartiennent respectivement a deux éléments distincts
et non consécutifs d’une chaine d’un certain rang sur « . Il leur correspon-
dra donc sur Pune des chaines formées sur E, deux éléments distincts et non
consécutifs a partir d’'une chaine d’un certain rang et ces deux éléments au-
ront deux points limites distincts M et M.

Il résulte de la correspondance continue et biunivoque qu’on peut
établir entre les divers points de E, compris entre A et B, et les divers
points du segment rectiligne @3, que les points A et B peuvent étre reliés
par un arc simple appartenant tout entier au continu E.

Afin de poursuivre nos recherches, nous emprunterons encore 3 Marchaud
le lemme suivant? :

LEMME. — Tout arc qui n’est coupé par les paralléles aux axes de
coordonnées qu'en un nombre fini de points comprend au moins un arc qui
n’est coupé par les mémes droites qu’en un nombre borné de points.

1) Marchaud. Sur la quasirectifiabilité. Fundamenta Marth. t. XX, année 1933, p. 105-~106,
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Considérons un arc simple (fig. 4) coupé en un nombre fini — mais
pas nécessairement borné — de points rar toute parallele a Pun des axes.

Z
x’ X
yl
Fig. 4.
Soient :
r=fl)  y=glf
les équations domnant la représentation psramétrique de cet arc,
e Lt LB,

S

Considérons une droite 2/ z qui n’est paralléle a avcun des axes; soit
m, la projection de M, sur z’z parallelement a x/ x. Etudions, a titre pré-
liminaire, 'ensemble e, des points de z/z dont chacun est la prcjection de
p points de notre arc. Nous supposons p assez grand pour que e, ne contienne
la projection d’aucune des extrémités A ou B de cet arc. La parallele a
x' x issue d’un point s de e, rencontre arc AB en p/ points (p'> p).
Soient S, S,..., S, ces points, dans Pordre ou ils se présentent sur Parc
parcouru de A en B. Chaque arc AS,,..., S;S;4,..., SyB a tous ses
points d’un méme cOté de la paraliele a x' x menée par S.

De chaque arc partiel (fermé) S; S;1;, enlevons un arc partiel intérieur
(ouvert) ; il reste apiés cette ablation un ensemble composé de deux arcs
fermés, soit au total 2 p’ arcs résiduels n’ayant de points communs deux 2
deux que sur la paralléle 2 x’ x menée par s. De ces arcs, p/ au moins sont
d’un méme c6té de cette parallele. On peut donc trouver sur 2z’ z un point
s’ tel que tous les points du segment s s’ appartiennent a e, . '

Tout point de e, appartient donc a un segment qui fait lui méme partie
- de e,, une exception pouvant étre faite pour chacune de ses extrémités qui
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se trouverait distincte du point en question. Il s’ensuit que e, est la somte
d’une suite, finie ou infinie, de segments, pouvant contenir deux, une ou
zéro extrémités.

Considérons la bande parallele a V’axe des x, interceptant sur z’ z un
segment de e,. D’apés Phypothese faite sur p, A et B sont extérieurs a la
tranche ou sur les bords. Soit M; la borne, du c6té de A, des points de
Parc AB intérieurs a la bande; M, est sur 'un des bords et ne peut se
confondre avec A. Parcourons Parc de M, vers B. Comme chaque paralléle
a Paxe des x intérieure a la bande coupe Parc AB en un nombre fini de
points, il y aura un premier point olt I’arc sort de la bande, soit M,, un
deuxieme point d’entrée, soit M,, un deuxiéme point de sortie, etc. On aura
donc une suite d’ares My My, My M, ..., My, _1 My, extérieurs les uns aux
autres qui portent les seuls points de V’arc AB appartenant a la bande.
M; peut étre confondu avec A et M, peut Pétre avec B. Il est d’ailleurs
sous-entendu qu’en chacun des points M;, distinct de A ou de B, P’arc tra-
verse effectivement le bord de la bande.

Prenons successivement toutes les bandes correspondant aux divers seg-
ments de e,; nous aurons une suite d’arcs partiels de A B non empiétants,
car deux bandes n’empietent pas. Soit E, I’ensemble des arcs ainsi obtenus
et ¢, son image sur le segment (¢, §) de I'axe des ¢. ‘

En retranchant E, de AB, il reste un ensemble d’arcs qu’une parallele
a Paxe x/ x coupe en p—1 points au plus.

Nous venons d’établir que sur Parc initial il nous est possible d’en
prélever certains autres (et il nous suffit ici de dire: au moins un autre) qui
soient coupés par une paralléle a ’axe des x en p points au plus (p dési-
gnant un nombre entier choisi comme il a été dit au début de cette démons-
tration).

Prélevons 'un de ces arcs. Sur lui, nous pourrons prélever, d’apres le
méme processus, un nouvel arc qui soit coupé par une parallele 2 I’axe en
p -+ ¢ points au plus.

Finalement, nous obtenons, aprés ces prélevements, un nouvel arc coupé
par chaque paralléle a 'un des arcs en un nombie borné de points.

Or, M. Marchaud a montré qu’un tel arc est rectifiable.

*
* *

Ces résultats étant acquis, nous pouvons entrevoir par quelles démarches
il nous sera possible d’aborder la question que nous nous posons depuis le
" début de cette étude: un continu peut-il satisfaire @ Vune ou d Pautre des
conditions A ou B?

Nous savons que les ensembles satisfaisant a I'une ou a Pautre de ces
conditions ne peuvent avoir qu’un nombre fini de points sur un arc borné
de courbe a courbure bornée. Supposons qu’il existe un continu satisfaisant
a Vune ou a Vautre des mémes conditions. Un tel continu ne peut étre coupé
par une droite ou par une circonférence quelconques qu’en un nombre fini
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de points. Le dernier des théorémes que nous venons de démontrer nous
apprend en outre que le continu envisagé se décompose en une suite d’arcs
simples dont chacun satisfait & la condition A ou a la condition B. Sur Pun
de ces arcs, il existe méme, entre deux points, des arcs partiels rectifiables
dont chacun satisfait 2 'une ou a Pautre des mémes conditious et nous savons
qu’en un point d’un tel arc?, il existe une seule demi-tangente postérieure et
un seul cercle osculateur correspondant a cette demi-tangente (grace au fait de
ne couper une droite ou un cercle arbitraire qu’en un nombre fini de points).

Pour répondre a la question que nous nous sommes posée, il faudrait
établir le théoreme suivant:

Tout arc simple rectifiable qui n’est coupé quw’en un nombre fini de
points par une droite ou par un cercle posséde cependant la propriété
d’étre coupé par certaines courbes a courbure bornée en une infinité de points.

Si Parc en question est un arc a courbure bornée, il suffit de constater
que Parc est coupé par lui-méme en une infinité de points pour montrer
I’évidence du théoreme. ‘

Quand il s’agit d’'un arc quelconque, la démonstration apparait plus
difficile.

Admettons cependant que le théoréme précédent soit établi dans toute
sa généralité. Si un continu satisfait a I’une ou a Pautre des conditions A
ou B, on peut y prélever, d’aprés ce qui précéde, un arc rectifiable qui peut
étre coupé en une infinité de points par certaines courbes a courbure bornée.
Or, nous avons démontré, pour des ensembles ponctuels plans satisfaisant a
Pune ou a Pautre des conditions A ou B, qu’ils ne sauraient avoir qu’un
nombre fini de points sur une courbe quelconque a courbure bornée. De
cette contradiction fondamentale, il résulte que les prémisses que nous avons
adoptées sont erronées et qu’il ne saurait exister aucun continu satisfaisant
a l’une des conditions A ou B.

La démonstration du théoréme précédent, si elle était possible, nous
permettrait donc d’atteindre le but principal de cette étude et ’une ou l'autre
des conditions A ou B pourrait alors servir de critérium de discontinuité
dans la recherche des propriétés structurales des ensembles.

Faute d’avoir obtenu cette démonstration, constatons toutefois qu’un
résultat important est acquis: s’il existe vraiment des continus satisfaisant
a Pune ou a lautre des conditions étudiées, on pourra prélever sur ces
continus des arcs simples rectifiables, tels qu’aucune portion de ces arcs
ne soit a courbure bornée.

Adoptant maintenant une autre méthode de recherche, nous allons étu-
dier séparément les ensembles qui satisfont & la condition A et ceux qui
satisfont a la condition B.

Nous rappellerons au préalable une notion que nous utiliserons dans
les développements qui vont suivre, celle de paratingent second.

1) Gémoétrie infinitésimale directe. Chap. XIII, par. 111.
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On dit qu’une droite D appartient au paratingent second d’un ensemble
en un point M s§’il existe une suite de divisions rectilignes formées chacune
par 3 points de I’ensemble, tendant simultanément vers M, de telle maniére
que les droites qui supportent ces divisions tendent vers D (si elles ne co-
incident déja avec D).

Le paratingent se.ond en un point donné M de Vensemble est fermé.
En effet, la droite D, qui appartient au paratingent, peut étre considérée
comme la limite d’'une suite de divisions rectilignes dont chacune est formée
par 3 points de I’ensemble qui tendent vers le point M et dont les droites
qui supportent ces points tendent vers la droite D. Cette propriété appar-
tient, non seulement aux paratingentes au point M, mais encore a celles qui
correspondent aux points voisins de I’ensemble qui tendent vers M. Le para-

“tingent second d’un ensemble E jouit de la semi-continuité supérieure
d’inclusion.

Soit un ensemble E dont le paratingent second est vide en un point
M de cet ensemble. Cette propriété appartient aussi aux points assez voisins
de M, en raison de la semi-continuité supérieure d’inclusion que nous venons
de rappeler. Le point M, limite d’un ensemble de points appartenant a E,
est un point d’accumulation de E; il appartient lui-méme 2 E. Si ’on con-
sidére une spheére de centre M et de rayon ¢ suffisamment petit, il existe, a
intérieur de la sphere, sur chaque droite issue de M, un point, au plus, de
E distinct de M et cela, du fait que le paratingent second est vide au point
M. Pour la méme raison, il existe au plus deux points de E sur toute por-
tion de droite intérieure a la sphere.

N

Avant d’appliquer ces résultats a établir une propriété importante des
continus dont le paratingent second est vide en chaque point, nous allons
étudier la structure o’un continu plan passant par Porigine O des coordon-
nées et ayant un point au plus sur chaque corde paralléle d axe Oy d’un
cercle C de centre OV

Il s’agit de montrer que ce continu est, au voisinage du point O, un
arc simple dont I’équation est y=/Ff (x).

Considérons V’ensemble E des points du continu intérieurs au cercle C.
Sur le diametre de ce cercle porté par Oy, il n’existe qu’un point du con-
tinu: c’est le point O lui-méme, les autres étant extérieurs a E. Il en résulte
que tous les points de ce diameétre, a ’exception de O, peuvent étre le centre
d’un cercle qui ne contient aucun point de E. En réunissant tous ces cercles
ouverts, on forme un ensemble ouvert £ qui a deux constituants séparés par
P’axe x' O x. ~

Pour montrer que E est un arc simple, il suffit de montrer que la
projection e de E sur x' Ox est un segment qui contient le point O. Sl
n’en était pas ainsi, il existerait sur la portion de x’ O x intérieure au cercle
C une infinité de segments ouverts qui appartiendraient 2 ’ensemble complé-

) C/. G. Bouligand. Géométrie infinitésimale directe par 59.



— 926 —

mentaire de e. Denx paralleles 3 Oy passant par les extrémités d’un tel
segment découperaient sur le cercle C une bande a UIintérieur de laquelle
il n’existerait aucun point de E. Toutes les bandes formées de cette maniére
peuvent étre réunies 2 ensemble des cercles ouverts définis tout a I’heure,
chacune des bandes étant limitée en outre, au-dessus et au-dessous de x’ Ox,
par des arcs appartenant a P’un ou a Pautre des cercles ouverts qui for-
ment £. L’ensemble E, inclus dans ’ensemble que nous venons de définir,
est formé par la réunion derégions disjointes. Il ne saurait donc étre un
continu. Tout continu plan satisfaisant aux conditions indiquées, autour d’un
point O, est donc bien, au voisinage de ce point, un arc simple d’équation
y=F(x).

Nous pouvons maintenant étudier la structure d’un continu plan dont
le paratingent est vide en chaque point."

Décrivons autour d’un point O de ce continu un cercle C de rayon
suffisamment petit pour que le continu soit coupé par toute corde de ce
cercle en deux points au plus. Considérons un point A du continu, différent
de O, et situé lni aussi a Vintérieur du cercle C. Il résulte de ce que nous
venons de dire qu’au voisinage de O, comme au voisinage de A, le continu
est un arc simple. Toutes les cordes paralleles 2 O A et qui en sont assez
rapprochées coupent le continu en deux points au plus. Si Pon prend comme
axe Oy la demi-droite OA, les deux arcs qui forment le continu au voisina-
ge de O et de A sont respectivement représentés par des équations de la
forme :

y="ri(x) y=F.(x)

Si le paratingent second est vide en chaque point du continu, les conclu-
sions précédentes s’appliquent a tous les points de ce continu. On peut,
a chaque point tel que O, faire correspondre un autre point tel que A. Il en
résulte que le continu est formé par la réunion d’arcs simples qui peuvent
étre représentés, a l’aide d’axes convenablement choisis, par des équations
analogues aux précédentes, chacun de ces arcs n’étant coupé par une droite
quelconque qu’en deux points au plus.

Soit un arc AB découpé sur le continu; démontrons que la région
formée par cet arc et par la corde AB est convexe, c’est-a-dire que Ia
frontiere de cette région est coupée par une droite quelconque en deux points
au plus. En effet, toute droite qui rencontre la frontiére en des points appar-
tenant 2 'arc ne peut avoir plus de deux points de rencontre. Il suffit donc
d’établir la propriété pour une droite qui rencontre la frontiére a la fois sur
la corde AB et sur Parc. Du fait que la corde AB n’a que ses deux extré-
mités en commun avec l’arc, celui-ci est tout entier situé d’un méme co6té du
segment A B. Toute corde qui joint deux points M et N de Varc AB n’a
pas de point commun avec le segment A B, puisque les deux points M et N
sont d’'un méme c6té de AB. Une droite qui joint un point du segment AB

1) Géométrie infinitésimale directe. parag. 120.
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a un point de P’arc AB ne peut donc avoir avec cet arc d’autre point
commun.

Nous voyons qu’on peut inclure chacun des points du continu dans un
petit arc convexe qui ne saurait avoir de portion rectiligne et qui, pour cette
raison, est dit absolument convexe. Le lemme de Borel-Lebesgue permet
d’affirmer que le continu considéré est formé par un nombre fini d’arcs
simples. On peut choisir deux de ces arcs successifs de maniére qu’ils aient
une partie commune. Du fait que chacun d’eux a le méme sens de convexité
que la partie commune, ce sens est le méme sur les deux arcs. Comme le
méme raisonnement peut étre répété de proche en proche, on voit que ce
sens est le méme tout le long de Parc considéré. La permanence du sens de
la convexité est une propriété des arcs (on sait qu’il suffit de dire des con-
tinus) dont le paratingent second est vide en chaque point. Cette propriété
importante nous permettra bientdt d’obtenir 'un des principaux résultats de
cette étude.

*
* *

Recherchons maintenant quelles peuvent étre les propriétés d’un continu
répondant a la condition A.

Remarquons tout de suite qu’on ne peut affirmer ici, comme nous le
ferons tout a ’heure pour les continus répondant a la condition B, que le
paratingent second est vide en chaque point. Du fait qu’au voisinage d'un
point O, I'ensemble considéré se laisse ramasser dans le petit segment mix-
tiligne que nous avons défini, on ne saurait en déduire qu’il n’existe pas une
suite de divisions rectilignes formées chacune par 3 points de ’ensemble et
qui tendent simultanément vers O (fig. 5).

Devant cette difficulté, on peut cher-
cher a aborder la question par une autre
voie. Si le continu étudié se laisse inclure
dans le segment que nous avons défini au
moyen de la condition A, il pourra étre in-

/ clus, a fortiori, dans un demi-cercle disposé
comme lindique la figure 6. Cette remarque
permet au moins de limiter la classe des
continus, qui pourraient convenir, en préle-
vant ceux-ci dans la classe des continus
pour lesquels le voisinage en chaque point

se laisse inclure dans un demi-cercle qui

est un nouveau capuchon: nous le distin-

0 guerons par appellation de péri-couvercle
Fig. 5. (condition C).

L’utilisation du critérium que fournit

la condition C présente malheureusement

certaines difficultés Considérons par exemple le continu représenté par la
figure 7 qui suggeére des cas de figures plus complexes. Ce continu répond
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bien 2a la condition C, car en chaque point M, le voisinage du continu se
laisse inclure dans un demi-cercle. Si le point M s’approche de « ou de &,

. 4

Fig. 6.

Fig. 7.

le demi-cercle de centre M doit, pour
contenir tous les points voisins, avoir un
rayon de plus en plus petit. Ce rayon
tend vers zéro quand M tend vers a ou
b, mais, arrivé en Pun de ces points,
il existe un demi-cercle de rayon fini
porté par la tangente en @ ou en & qui
cont ent tous les points voisins du
continu. : :
Cette difficulté peut étre surmon-
tée quand on a établi, comme nous
Pavons fait, que les continus répondant
a la condition A peuvent étre décom-

posés en une suite d’arcs simples rectifiables, tels qu’aucune portion de ces

arcs ne soit a courbure bornée. Ainsi, nous sommes amenés A raisonner sur

la classe de ces arcs simples.

Une autre difficulté se présente dans D’utilisation de la condition C.

Considérons, par exemple, la courbe
y2=ux3 (fig. 8). Au voisinage de cha-
cun de ses points, méme a origine qui
est un point de rebroussement de la
courbe, celle-ci peut éire recouverte,
comme l’indique la figure, par un demi-
cercle. La méme remarque peut étre
répétée pour toute réunion d’arcs con-
vexes en nombre fini.

La voie nouvelle que nous avons
choisie ne semble pas devoir nous con-
duire au dela des résultats que nous
avons déja obtenus, dans ’étude simul-
tanée des ensembles satisfaisant a ’une
ou a lautre des conditions A ou B.
La condition A, examinée isolément,
n’en a pas moins cet avantage de

Ly

Fig. 8

>

»



s'apparenter A la condition qui a permis de servir de critére de dénombra-
bilité pour les ensembles (théoréme de Denjoy). La condition C, qui peut
servir de moyen de choix pour les ensembles devant satisfaire a la condition
A, présente l’intérét de s’apparenter, par sa forme, un peu plus que cette
derniére, a la condition B.

*
* *

L’étude des ensembles qui satisfont a la condition B nous conduira plus
rapidement au résultat que nous avons escompté. Nous allons établir qu’un
continu qui satisfait 2 cette condition est un arc de courbe absolument con-
vexe. Nous démontrerons ensuite que cet arc se réduit & un point.

Théoréme. — Si un continu satisfait a la condition B, le paratin-
gent second est vide en chacun de ses points.

Considérons un point quelconque M de ce continu. Il ne saurait étre la
limite d’un systéme de trois points alignés Q, R, S, empruntés au continu
et tecdant simultanément vers M, car le rayon de courbure du cercle passant
par ces trois points ne s’annulerait pas en méme temps que la distance de
ces points. Autrement dit, le paratingent second est vide en chacun des points
du continu. Il résulte des recherches de M. Bouligand, rappelées tout a
I’heure, que le continu satisfaisant a la condition B ne peut étre qu’un arc
de courbe a sens de convexité permaneat, ne possédant aucun segment de
droite, c’est-a-dire un arc de courbe absolument convexe.

Théoréme. — Aucun continu ne saurait satisfaire a la condition B.

Nous venons d’établir que si un continu satisfait 2 la condition B, il
ne peut étre qu’un courbe a sens de convexité permanent. Nous allons mon-
trer maintenant que ce ,continu®“ se réduit & un point.

“ Considéions un arc de courbe
¢ absolument convexe et trois points
voisins qui se succédent sur cet arc

dans lordre M/, M'/, M’/. Menons

les tangentes a P’arc respectivement
paralleles a M/ M et M/ M,

soient p/ et p” les points de tan-

t gence et p le point de rencontre des
tangentes. De méme que les trois
points M/, M/, M suffisent a dé-

P terminer sur P’arc les points p' et p’/,
inversement, on peut toujours de ces

deux derniers points, en choisissant

M/ entre p' et p'’, déterminer le

, triangle M/ M7 M"”’, Choisissons un
sens sur l’arc, par exemple celui

Fig. 0. de M’ vers M"; p' p est la tan-

gente postérieure en p/, p’ p estla

M"
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tangenté antérieure en p'’. .
Soit ¢ le rayon du cercle circonscrit au triangle M’ M/ M"!. On a:
MI MII I pt

Q_

4 N BN
2sin M/ M M/ 2sinp! p p
L’arc considéré devant satisfaire a la condition B, la quantité ¢ tead
vers zéro en méme temps que M’ et M/’ tendent vers M’; il en est donc
de méme du second membre de P’inégalité précédente:

______p’p/"\ -0
2sin p' p p!! .

Or, dans un arc convexe, le rapport de I’arc a la corde tend vers Punité,
pourvu que les deux extrémités de Parc tendent d’un méme c6té vers un
point de la courbe.

arc p' p' 1
pl pll

Le rapport : .

arcp' p''__arcp! p” % pp"

Y N

2sinp’ pp” pp" 2sinp'pp”

produit de deux rapports qui \endent respectivement vers 1 et vers 0, tend
lui-méme vers 0.

Si nous désignons par p’# et p' ¢t les deux tangentes postérieures en
P et p' et par (p' ¢, p” 1) Pangle qu’elles forment, on a:

. /\ v
sin p' p p" =sin (p' ¥, p" (")
Le rapport:

arcp’' p"  arcp’p” sion (p' ¢!, p” t")
P p" e simip e T E) N (pl it p )

produit de deux rapports qui tendent respectivement vers 0 et vers 1, tend
lui-méme vers 0.

Ce rappo:t est un nombre dérivé de la fonction :

s=11)
qui définit la longeur s de ’arc O p/ compté sur la courbe A partir d’une
origine O, quand on connait I’angle 6 que fait avec un axe donné la tangente
p't! a la courbe au point considéré p’.
En vertu d’un théoréme de Lebesgue, si 'un des quatre nombres déri-
vés d’une fonction est nul dans un intervalle, cette fonction est constante
daps cet intervalle. A Porigine O, la fonction s a une valeur nulle ; elle garde

donc cette valeur ,pour tous les points de I’arc considéré“; autrement dit,
cet ,arc“ se réduit a un point.
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Il est donc bien établi qu’aucun continu ne saurait satisfaire 2 la condi-
tion B. En ce qui concerne cette condition, nous avons atteint le but que

nous nous étions proposé.

*
* *

Nous allons étudier maintenant quelques catégories spéciales d’ensembles
satisfaisant a la condition B.
Théoréme. — Tout ensemble tel que le rayon ¢ du cercle circons-

crit au triangle formé par trois quelconques de ses points M, P, Q, satis-
fasse aux inégalités :

0<A.PQ 0<<A.QM 0<<A.MP
est un ensemble fini.
Remarquons qu’un tel ensemble satisfait & la condition B.

Nous allons montrer que dans une région bornée du plan, par exemple
dans un carré, un tel ensemble ne peut avoir qu’un nombre fini de points.
En effet, s’il n’en était pas ainsi, ’ensemble aurait au moins un point d’accu-
mulation O. De ce point serait issue au moins une droite jouant le role de
demi-tangente a ’ensemble. Considérons une suite de points de I’ensemble
tendant vers O dans la direction O T; les points M; et M; ayant été choisis
d’une maniére quelconque dans cette suite, on peut toujours trouver un point
M, de rang assez élevé pour que les deux rapports:

oM, O M,

om: Y Owm,

tendent vers zéro.

Des relations connues entre les cOtés, les angles d’un triangle et le
rayon du cercle circonscrit :

a b ¢
sinA __ sinB ~ sinC

29

il résulte que dans le triangle M, M;M;, le sinus de l'un dcs angles tend
vers zéro, comme Dinverse de ¢, ce qui est contraire a ’hypothése, puisque
c’est ¢ qui doit tendre vers zéro.

On peut élargir le théoreme précédent de la maniére suivante:

Théoreme. — Tout ensemble tel que le rayon ¢ du cercle circonscrit
au triangle formé par trois quelconques de ses points M, P, Q, satisfasse

a linégalité :
e<APQR+QM+4MP)
est un ensemble fini.
Si P Q, par exemple, est le plus grand c6té du triangle MP Q, on a:
¢<32PQ
d’olr :



RS
smPMQ

Nous pouvons, comme tout 2 Pheure, affirmer que si ’ensemble n’était
pas fini, il aurait au moins un point d’accumulation O et de ce point serait
issue au moins une droite O T jouant le role de demi-tangente a I’ensemble.
Considérons trois points M, P, Q, tendant vers O dans la direction de la
demi-tangente O T et tels que O Q soit infiniment petit par rapport a OP,
et que O P soit lui-m&me un infiniment petit par rapport 2 O M. Cn montre-
rait, comme pour le théoréme précédent, que le triangle M P Q, qui se déforme
en obéissant aux conditions prescrites, jouit de certaines propriétés qui contre-
disent notre hypothése. .

Chacun des théorémes précédents nous apporte une condition qui peut
étre utilisée comme un critére pour caractériser des ensembles finis. En par-
ticularisant la condition B, nous sommes amenés a particulariser la nature
des ensembles qui satisfont a cette condition.



