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PREMIERE THESE

RFXHERCHES SUR LE PROBLÈME DES n CORPS

A MASSES VARIABLES

PAR M. M. MENDES

INTRODUCTION

Le problème des deux corps à masses variables présente déjà* une abondante
bibliographie. Citons, en particulier, les mémoires des géomètres italiens tels
qu'Armellini, Levi-Civita, e t c . qui, faisant sur les masses des hypothèses particu-
lières, se sont attachés surtout à la forme des trajectoires relatives d'un corps par
rapport à l'autre.

Sfcepanoff, dans un mémoire du Russian Astronomical Journal (ig3o), démontre
ce théorème, qui est en quelque sorte une réciproque à ces travaux :

« Quelle que soit la courbe o—/(Ö) (en coordonnées polaires), tournant sa
concavité vers le point fixe attirant, et ayant en chaque point une courbure détermi-
née, il existe une loi de \ariation continue de la masse telle que cette courbe sera
décrite par le point attiré sous l'action de cette masse. »

Enfin, dans un mémoire récent, M. Mineur, reprenant la question à un point de
vue nouveau et utilisant la méthode de la variation des constantes, établit les équa-
tions qui fournissent les variations des éléments elliptiques d'une orbite osculatric
obtenue en fixant les masses à l'instant considéré.

Le problème des n corps {n>2), qui fait l'objet du présent travail, n'a par
contre pas encore été étudié à notre connaissance.

Far. des Se, 3- série, t. \XMÎ.



2 M. MENDES.

Nous exposerons rapidement les principaux résultats obtenus.
Tout d'abord, nous cherchons une limite inférieure des rayons de convergence

des séries en t — tü suivant lesquelles on peut développer les coordonnées et leurs
dérivées au voisinage d'un instant t0 pour lequel les distances mutuelles sont toutes
plus grandes que zéro.

Ce résultat nous conduit à une comparaison, à la fois aux points de vue analyti-
que et mécanique, avec le problème ordinaire des n corps; il semble ici impossible
d'affirmer dans le cas général que le mouvement ne peut cesser d'être régulier à un
instant tt que si la plus petite distance tend vers zéro lorsqu'on approche de cet
instant. Nous avons démontré seulement que la limite inférieure des distances est
zéro pour les valeurs du temps voisines de tt.

Une application au système solaire nous conduit à pouvoir affirmer pour les
séries s'introduisant en Mécanique céleste un rayon de convergence au moins égal
à une heure environ; on voit là un exemple de la difficulté d'application à l'Astrono-
mie du résultat précédent, ce qui confirme les conclusions obtenues par M. Belorizky
dans sa Thèse.

Dans le chapitre II, après avoir indiqué quelques formes de la méthode des
approximations successives, nous en faisons l'application en comparant, d'une pari,
le mouvement à masses variables avec un mouvement à masses fixes obtenu en
immobilisant les masses à un certain instant et en cherchant pendant un intervalle
de temps que nous déterminons une limite supérieure des différences entre les coor-
données et leurs dérivées dans les deux mouvements, et, d'autre paît, en considérant
le cas de masses qui tendent vers des limites finies lorsque le temps croît indéfini-
ment, les différences entre les masses et leurs limites étant suffisamment petites.

D'autre part, nous généralisons le théorème de Poincaré relatif a la possibilité de
développer suivant un paramètre les solutions d'une équation différentielle dépen-
dant de ce paramètre au cas où celui-ci est remplacé par une fonction de la variable
indépendante.

Au chapitre III, nous montrons principalement comment la combinaison des
forces vives, quoique non intégrable, peul fournir des renseignements surtout
lorsque les masses sont toujours croissantes ou toujours décroissantes, et nous per-
met une classification des divers cas possibles.

Nous énonçons également un théorème relatif aux masses telles que les produits
mt tp soient holomorphes pour t infini, dont la loi d'Eddington sur la décroissance
de masse des étoiles nous offre une application à l'Astronomie.

Partant ensuite de la solution, supposée connue, du problème des n corps, nous
en déduisons par la méthode de la variation des constantes la solution du problème
à masses variables, et cela nous conduit à une application qui généralise en quelque
sorte le théorème de Stepanoff.

Nous considérons dans le même chapitre IV le mouvement relatif des planètes
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par rapport au Soleil et, reprenant la méthode indiquée par M. Mineur pour le cas de
deux corps, nous établissons les formules donnant les variations des éléments ellip-
tiques d'une orbite osculatrice.

Au chapitre V, nous reprenons la plupart des résultats antérieurs en supposant

que la loi du mouvement est —(mu) — F, et non pas m— = F, comme M. Levi-

Civita en a indiqué la possibilité.
La seconde partie de ce travail (chap. VI à XI) est consacrée au cas où les masses,

restant dans des rapports constants, sont de la forme

m% = ^'M0> (K-I — const.).

Ce problème se rapproche le plus du problème à masses fixes, grâce à l'existence
des intégrales du mouvement du centre de gravité et des intégrales des aires.

Pou r

on a même une intégrale des forces vives généralisée.
De plus, les équations du mouvement peuvent se mettre sous la forme canonique.
Le problème des deux corps en particulier rentre dans ce cas; nous l'avons traité

au chapitre IX, puis nous donnons la généralisation au chapitre X pour le cas de
trois corps en suivant la méthode de Tisserand.

Dans une troisième partie, nous appliquons les résultats relatifs au problème des
deux corps pour étudier comment varient le grand axe et l'excentricité dans le mou-
vement d'une masse infiniment petite placée dans le champ d'une Céphéide. Nous
traitons les équations par approximations successives et, devant la complication des
coefficients, cherchons des résultats de moyennes.

D'autre part, Tisserand a signalé l'intérêt qu'il y aurait à tenir compte dans
l'étude du mouvement d'une comète soumise à une résistance du milieu, de la
décroissance de sa masse. Nous traitons cette question au chapitre XIII, en supposant
la résistance proportionnelle à une puissance de la vitesse et inversement proportion-
nelle à une puissance de la distance au Soleil, selon l'hypothèse d'Encke.

L'idée de ce travail m'a été donnée par M. Mineur; il n'a cessé de me soutenir de
ses conseils pendant tout le cours de mes recherches. Je lui en exprime ici ma plus
vive gratitude.

Ce travail a été fait à l'Observatoire de Besançon. Je remercie M. R. Baillaud
directeur de cet Observatoire, pour l'intérêt qu'il a bien voulu y porter.



PREMIÈRE PARTIE

GÉNÉRALITÉS

CHAPITRE PREMIER

Détermination d'une limite inférieure des rayons de convergence
des développements des coordonnées au voisinage d'un instant
où les distances entre les corps sont toutes plus grandes que zéro.

1. — En supposant le coefficient d'attraction égal à l'unité, les équations du
mouvement peuvent s'écrire :

dx,
(0 -£- = *. . . . .

Nous supposerons des conditions initiales telles que, les coordonnées et leurs
dérivées ayant des valeurs réelles finies, les distauces mutuelles rlè des corps soient
toutes posithes, et soit I4A une limite inférieure, de sorte que l'on a :

(3) r « > i 4 A .

Nous ferons de plus l'hypothèse que, pendant tout l'intervalle de temps
(— oo, -f oo) les masses, qui sont fonctions holomorphes du temps, restent linies,
et nous désignerons par u le maximum de leur somme.

Les théorèmes d'existence des solutions des équations différentielles montrent
alors qu'il existe un système de solutions holomorphes pendant un certain intervalle
de temps autour de l'instant initial et prenant à cet instant lesAaleurs initiales don-
nées. Ces solutions sont développables en séries ordonnées suivant les puissances
positives de t — /0. Nous nous proposons de chercher une limite inférieure des
rayons de coenergence de ces séries.
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Nous utilisons pour cela le théorème fondamental(') :

Soient les équations :

ou les Qi sont des fonctions développables suivant les puissances croissantes de t— t0

et des qt — q* en séries qui convergent tant que t et les q{ vérifient les inégalités]

Supposons qu'il existe des quantités M, telles que Von ait :

tant que les variables vérifient les inégalités précédentes.

Dans ces conditions, le système donné admet une et une seule solution telle que les

inconnues q{ tendent vers les valeurs finies données q°. quand t tend vers t0, les

inconnues étant développables suivant les puissances croisantes de t — tQ en séries qui

convergent au moins tant que ton a

b.
T désignant la plus petite des quantités a et ~-. De plus, les q. vérifient les inéga-

JM.J

lüés

tant que l vérifie Vinégalité précédente.

Pour appliquer ce théorème au système (i), (2), nous chercherons d'abord des

limites supérieures des valeurs que prennent les modules des seconds membres de

ces équations pour les valeurs des xit yt1 zlf x\, y\, z\, L, vérifiant les inégalités :

X ' X i h \J> Ji\' \Zi Zi <^Ao»

T.' Tl'°| Iv' v'°l \?' 7ro\ ***" \r

> 0 ^ ^ 1 | > \Ji J1 \ 1 1 ^ 1 * ( | ^ ^ ^ o »

! ' — ' • ! < ^

T, \ , À'o désignant des quantités posithes que Ton doit déterminer de telle sorte
que les développements de ces seconds membres suivant les puissances de t — /w,

xl — x°t, ... x\ —x!
t°, soient convergents tant que les conditions (4) sont

vérifiées.

(*) \ o i r P I C A U D . Traité d'Analyse, t o m e 11, p a g e a g i .
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Cherchons à déterminer X'o et x de façon que les seconds membres de (2) soient
développables en séries comme on vient de le dire. Remarquons qu'ils le sont tant

que les quotients — le sont eux-mêmes.

Les dérivées xv y\, z\, ayant des valeurs finies pour t = tu, leurs valeurs
absolues ont une limite supérieure que nous désignerons par p.

Les inégalités

donnent :

d'où, en intégrant à partir de t0 pendant un intervalle de temps inférieur à x :

et de même pour les autres coordonnées.

D'autre part, on a :

'i = ('y)' + 2(x° - x°i) i(xJ~Xi) - (X°J - x ° ) \ + [fa - X J ) - fa-X1)T
+ 2 {Y' - y') [{VJ - y>) - (y' - y')] + [fa - y') - (y* - y') î

+ > w - o K* - *<) - « - 01+[fr - o - (̂  - *:)]••
et comme : \x] — cc?|, \y] — y?|, \z] — z°i\ sont inférieurs ou égaux à r£, rfj peut
se mettre sous la forme :

( 0 \2 , n / O O \

r i j ) + P ( ^ — X v - - . i X j — X j , . . . ) ,

P étant un polynôme en xi — xj* ..., x- — x0.,..., dont le module, même lorsqu'on
y remplace chaque terme par sa valeur absolue, reste inférieur à l'expression

tant que

Donc — est certainement développable suivant les puissances croissantes des

différences xi —- x°t, y{ — y°, zi — z% tant que les valeurs absolues de ces diffé-
rences sont inférieures à (p + X ' J T , si l'on détermine X'o et x de manière que
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OU

Nous poserons

(5)

relation qui vérifie l'inégalité précédente et qui est d'ailleurs choisie de manière à
rendre rationnels les coefficients dans les formules qui suivent.

On voit alors que Ton a

et, par suite
X%

tant que xt, yi7 zi vérifient les inégalités

ou, a fortiori, d*après (3) et (5)

- — Z

inégalités que nous substituerons désormais aux inégalités correspondantes (4)-
Nous prendrons donc \ = X. Dans ces conditions, on voit immédiatement que

dxf dy dzf

les expressions des dérivées —-, —r-1, —~ ont toutes leurs modules inférieursr dt dt dt

à -^~ , d'où Ton tire, en intégrant à partir de /0 pendant un intervalle de temps

inférieur à T :

Ces inégalités jointes à
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OU

nous amènent h prendre pour T la racine positive de l'équation

4 A* T

soit

— a X2 p -f- 2 A y/A (X f + |JL)

a

et nous prendrons

En définitive, nous prendrons

Dans ces conditions, les seconds membres des équations (T), (2), auront des
modules aux plus égaux aux quantités

Donc les développements en séries dont il est qu stion seront convergents tant
que t restera dans un intervalle de part et d'autre de /0 inférieur ou égal à la plus
petite des quantités

1| A '( A

c'est-à-dire T, commune valeur de ces rapports.
Nous sommes donc arrivés à la conclusion suivante :

THÉORÈME. — Si, quand t tend par des valeurs réelles vers une valeur réelle et finie

£0, les coordonnées xt, ylt zt1 et leurs dérivées x\,y\, z\t tendent vers les valeurs

réelles et finies x^, ya
tt z9

t, x^0, y't°, z\*9 telles que les /*?/ satisfassent aux inéga-

lités r y ^ ï 4 À > o elles x\Q, y\\ z\\ aux inégalités |x'°|, |,yf|, | ^ ° |< ; c , les
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coordonnées et leurs dérivées par rapport au temps sont développables suivant les

puissances croissantes de t — t0 en séries qui convergent tant que

(7)

et les inégalités

auront lieu tant que t vérifie cette inégalité.

Les distances rî; étant développables suivant les puissances des différences

quand les inégalités (6) ont lieu, on voit encore que, sous los conditions admises
dans le théorème précédent, les distances r%3 sont développables en séries suivant
les puissances croissantes de t— t0 qui convergent tant que t vérifie l'inégalité (7).

Nous dirons que le mouvement est régulier dans un intervalle donné si les coor-
données des corps sont des fonctions holomorphes du temps dans cet intervalle.

REMARQUE. — Si nous supposons que la somme des masses admet une limite
supérieure (/., non plus pendant un temps infini, mais pendant un espace de temps
au moins égal à T autour de £0, il est clair que l'on prendra pour r la valeur la plus

petite entre 1 et •

2. — Comparaison du résultat précédent avec celui de M. Sundman. — Nous
avons utilisé dans ce qui précède une partie de ta démonstration qu'a donnée dans
son Mémoire des Acta Mathematica (tome 36) M. Sundman relativement à la même
question pour le problème ordinaire des trois corps. Pour comparer son résultat au
nôtre, plaçons-nous dans le cas des masses fixes. Nous prendrons pour JJL la somme
des masses M, et nous remplacerons p par la constante des forces vives.

L'équation des forces vi\es est :

T — Ü = h.

Lorsque t tend vers t9, U— V—-—- tend vers Uo = \i—V^ e^> d'après
— rfJ — rtJ

l'inégalité (3), on a

'"*'«.

. des Se, 3e série, t. \XVIL
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ou, en vertu de l'inégalité immédiate ^ m2m- < — :

On a donc :

ou, en désignant par m la plus petite masse

d'où :

ou pourra donc prendre

2 'i

__ I W -ih

Daas le cas de trois corps, on a même :

et Ton peut prendre

' \ 21 m A m

M. Sundman a pris, en ramenant ses notations aux nôtres

1
T =

2 0

avec

,/ M
y 2i/ii3l

Si nous adoptons celte même valeur de p, posons
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La valeur que nous avons prise pour x esl la racine positive de ƒ (T) = o, et Ton a

en vertu de

21 m

puisque 8 M ">• 2 r m .

La valeur que nous obtenons pour x est donc supériem^e à celle qu'a adoptée
M. Sundman si nous prenons pour p la même valeur que lui. 11 en est a fortiori

A /de même si nous prenons pour c la valeur plus petite 1 /
1 V

2I
H •

m

r H
3 r m A m

3. — Remarque. — Si [xt(0> yXO* 2*(0] e s t u n e solution des équations du
mouvement,

[x^t) + al + b, y^fy + ct + d, zt(t) + et -+- ƒ ] ,

où a, 6, c, d, e, J sont des constantes quelconques, en sera'une autre, et toutes ces
solutions auront un rayon de convergence égal. Or, passer d'une solution à Vautre
revient à ne pas toucher aux distances mutuelles des corps et à ajouter à toutes les
vitesses le vecteur constant de projections a, c, e. On pourra donc, avant de faire le

calcul de x, augmenter toutes les vitesses d'un même vecteur. — est < o, donc T
v O

A a en diminuant constamment lorsque o augmente de o à 4- oo.
Si l'on veut obtenir la plus grande valeur possible pour x, on choisira ce vecteur

constant pour que p soit le plus petit possible.

4. — Application astronomique.— Appliquons ce qui précède au système solaire.
\ous pouvons, d'après la remarque précédente, négliger la vitesse d'entraînement
du système et ne tenir compte que des vitesses relatives des planètes par rapport au
Soleil.

Prenons comme unités de longueur, de temps et de masse respectivement la dis-
tance de la Terre au Soleil, le jour solaire moyen et la masse du Soleil, pour coeffi-
cient d'attraction ƒ = 3 x io~*.

D'après la troisième loi de Kepler, on a

T2

—r — /r = cLe (avec les notations habituelles).
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On en déduit que la vitesse de la planète est

2 TT 2 71

\ — CL x '
T ky/a'

La valeur maxima de Y seia donc fournie par la planète la plus rapprochée du
Soleil, soit Mercure. Les éléments de Mercure sont :

a = o, 3, T = 90,

d'où :
o,3

\ = X 2 7: = 0,O2i .

9°
Prenons donc : c = o,o3, puis a = 2 , 14* = o,3 d'où A = 0,02. La valeur de

T qui, en donnant a ƒ une valeur quelconque, esL égale à

2 A' S + 2À V À (X G1 + ƒ jx)

donne ici :
T 41= — 12X io~4 + 0,04,

soit une valeur moindre qu'une heure.
Nous voyons là le peu de valeur pratique de la valeur de T obtenue précédem-

ment : cet exemple ne fait que confirmer les conclusions obtenues par M. Belorizky
dans sa Thèse.

5. — Comparaison avec le problème à masses fixes. — Dans le cas des masses
fixes, si Ton suppose que les distances r\- aient toutes une limite inférieure posi-
tive fixe pour toutes les valeurs de t, y compris l'infini, l'intégrale des forces vives
permet de déterminer une valeur de p valable quel que soit Tins tant t0 choisi, de
sorte que la valeur de T obtenue précédemment sera constante, quel que soit t0. On
en déduit que les coordonnées des points seront des fonctions holomorphes de t à
Tinté rieur d'une bande du plan des t dont les bords sont parallèles à Taxe réel et
symétriques par 1 apport à cet axe. Ou sait que Ton peut développer alors les coor-
données suivant les puissances croissantes de

~ t

T — e 3a

— t

1 + e 2rJ'

2oc étant la largeur de la bande.
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Dans le cas des masses variables, la seule condition que les rtj aient une limite
inférieure positive et non nulle pour to.utes les valeurs de t ne suffît pas en général
pour affirmer que les composantes des vitesses aient une limite supérieure fixe, de
sorte que nous ne sommes pas certains que l'ensemble des Aaleurs de T pour toutes
les valeurs de t ait une limite inférieure positive et non nulle. Nous pourrons seule-
ment affirmer qu'à chaque valeur finie de / nous pourrons faire correspondre une
valeur positive pour T, de sorte qu'on pourra développer les coordonnées en séries
de polynômes.

6. — La valeur de T trou\ée précédemment entraîne encore une différence entre
le problème à masses fixes et le problème à masses variables.

On démontre en effet que la constance de T entraîne dans le problème ordinaire
des n corps cette conclusion que le mouvement ne peut cesser d'être régulier à un
instant li que si la plus petite des distances r{j tend vers zéro quand t tend vers t±.

Nous allons démontrer, dans le problème à masses variables, que le mouvement

ne peut cesser d'être régulier ci un instant tt que si la plus petite des distances rj? a

zéro pour limite inférieure quand t tend vers tl.

En effet, s'il n'en était pas ainsi, toutes les distances ri} seraient limitées
inférieurement par une même quantité positive, et en supposant qu'aucune masse
ne croisse indéfiniment lorsque t tend vers lt, on en déduit que les dérivées secon-
des des coordonnées seraient limitées supérieurement en valeur absolue par une

seraient donc finies,
dxi ( dxt \

quantité fixe. Les quantités telles que — ( —T— j

flir '
donc les —-̂  seraient finies pour t = i .

dt
D'après le théorème fondamental, le mouvement serait donc régulier

pour *.— /4. C. Q. F. D.

7. — Ce qui précède s'applique au cas où les masses sont des fonctions quel-
conques du temps. Dans certains cas, on peut arriver aux mêmes conclusions que
dans le problème ordinaire des n corps.

Considérons, par exemple, le cas des masses mt ~ ^i'KO» *a fonction >b(t) étant
croissante dans un intervalle (/(), tj comprenant tt. Nous démontrerons au chapi-
tre VI que si Ton pose

la combinaison des forces vives fournit l'égalité

dt dt
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qui, intégrée entre les instants t0 et t donne

, , fy\<n

d'où

Le fait pour tous les rtJ d'avoir une borne inférieure positive entraîne, comme
dans le problème à masses fixes, une limitation des vitesses, et le raisonnement de
Sundman (loc. cit., page 119) montre que le mouvement ne peut cesser d'être régu-
lier à un instant ti que si la plus petite distance tend vers zéro lorsque t tend
vers tt.

Le même raisonnement sera encore valable si l'on a une inégalité de la forme

ou T -

j\t) étant une fonction finie pour toute valeur finie de l.

Il en sera encore de même si le produit >.p ( A = — , r la plus petite des distan-

ces ri} j reste inférieur à une quantité fixe a lorsque t tend vers tt. Cela résulte

de l'inégalité

— a a A 4 - 2 A y a' - j - À jx



CHAPITRE II

Approximations successives. — Généralisation d'un théorème
de Poincaré. — Applications.

8. — Nous indiquons sans démonstration dans ce chapitre quelques formes de la
méthode des approximations successives, généralisons, d'autre part, un théorème de
Poincaré et donnons des applications au problème des n corps à masses variables.

9. — Forme A de la méthode des approximations successives. — Considérons
le système d'équations du premier ordre

les fonctions ek(x) tendant vers zéro lorsque x tend vers zéro.
Considérons en même temps le système adjoint

(9)

toutes les fonctions zk a^ant été remplacées par o, et soit Y( = ^(sc) une solution
de ce système.

ÎNous ferons les hypothèses suivantes :

i° il existe des nombtes positifs a, bt et M tels que pour o < x < a et

t Ji — '^0*01 < bt on ait les inégalités :

2° Lorsque x est compris entre o et a et ylt y'\ entre >bx — bt et '\>t + bt, il
existe des nombres At tels qu'on ait les inégalités :

( n ) I / . (» , y'r *ù - / , ( « , y,, O l < 2 A' lyî-y«l •
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Posons :

//> = .J, + /"* [fsx, i,, î;) - / (œ, j , , , o)l dx,

Les séries

uniformément convergentes pour les valeurs de x comprises dans l'intervalle

(—h, -{-h), h étant le plus petit des nombres a et - j , représentent une solution

du système (8) telle que

avec

et cette solution, telle que les ditYérences yx — ^ tendent ver** zéro quand x tend
vers zéro, est unique.

Les fonctions zk étant continues, les conditions de renoncé sont vérifiées si
les fonctions ft admettent des dérivées partielles bornées ot, en particulier, conti-
nues lorsque x varie entre — a et 4- a et les y t entre >lt — h t et \ t -f bt.

1 0 . — Forme B de la méthode des approximations successives. — Considérons
le système du second ordre :

( t a )
dx"

,p)9

les fonctions zk(x) prenant les valeurs z°k pour la valeur xQ de x.

Nous envisagerons en même temps le système obtenu en remplaçant les fonctions
£, par leur valeur initiale e° :

03)
d'Y
dx £=ƒ,(*, Y, ,.;).
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Soit Yi = tyi(x) la solution de (i3) prenant pour x = x0 la valeur y", les
dérivées prenant les valeurs y)0.

Cherchons la solution de (12) correspondant aux mêmes conditions initiales.
Nous ferons les hypothèses suivantes :

i° II existe des nombres positifs a, 6Z,M, tels que pour x compris entre xQ — a
x0 -j- a, et les yt entre ^ — bt et ^ 4- bt, les fonctions ƒ<(#, y,, ek) soient con-
tinues et que les valeurs absolues de ces fonctions soient limitées par le nombre M :

/ T A \ I ƒ / V v s M < " M
\JA) | / i l x » Jti zk)\ <^ iV1 *

a' II existe également des nombres positifs A, tels que, x étant compris entre
x0 — a et x0 4- a et y( et yj entre -^(x) — 6; et ^;(^) + bLJ on ait les inégalités :

Posons successivement :

(te

Les séries

uniformément convergentes pour les valeurs de x comprises dans l'intervalle

(xa, x0 + h), h étant le plus petit des nombres a et . /— j représentent une solu-
y M

tion du système (12) telle que

Far. des 5c. 3* série, t. XXVII.
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A = / 1 A t,

c/vet cette solution, telle que les différences yf — ^ , ——-Vt., tendent vers zéro

quand x tend vers zéro, est unique.

REMAHQUE. — Nous „avons supposé les conditions (14) et (i5) réalisées lorsque
les yt et y\ sont compris entre ^(sc) — bL et ^(a?) + bt. Le raisonnement est
encore valable si elles sont vérifiées lorsque les yt et y\ sont compris entre

1 1 . — Forme C de la méthode des approximations successives. — Considérons
le système de second ordre :

les fonctions e&(jc) tendant vers zéro lorsque x croît indéfiniment. Considérons en
rnême temps le système obtenu en remplaçant les ek par o :

Soit Y; = '\>i(x) une solution de ce système.
Nous ferons les deux hypothèses suivantes :

i° II existe des nombres positifs xQ, bv A , a tels que pour ce > sc0 et yz com-
pris entre tyt(x) — 6; et ^t(x) ~\- bl9 on ait les inégalités :

20 Pour as > x0 et yt et y', compris entre ^t{x) — 6Z et ^(œ) + è,, on a les
Inégalités :

les Bt étant également des nombres positifs fixes.
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Posons :

Xdx f' [ƒ,(«, y</\«») - / ( a s , +„€>]<**,

W = +,(«) + f* dx fX [ft(x, y<~>, «t) -ƒ , (* , +,, o)] dx,

Les séries :

uniformément convergentes pour les valeurs de x supérieures à h, h étant le plus

grand des nombres , représentent une solution du système (16)

telle que
or

ki-'h B(a+
B

avec

et cette solution, telle que les différences yi

quand x croît indéfiniment, est unique.

dy
(XX

dy
-~ — -jA tendent vers zéro

REMARQUE. — La démonstration montre qu'il suffit, pour pouvoir appliquer
la méthode des approximations successives, que les hypothèses faites aient

A
lieu seulement lorsque les yt et y\ sont compris entre (^(x) —

a (a -f i)xa

et 4,.(aO +
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CAS PARTICULIER. — Supposons que les ft ne dépendent pas de x directement et
soient linéaires par rapport aux fonctions ê , de sorte que nous pourrons poser :

ƒ,(*. y,- O = *\(vù + S e^) Gto,) •
k

Les coriditioas (18) et (19) seront alors vérifiées si l'on a dans le domaine indi-
qué des inégalités de la forme :

les Bt et C* étant des constantes.

Applications.

12. — Considérons le mouvement de n corps de masses variables ml défini par
les équations

et soient ml les valeurs des /rît à l'instant tQ.
Nous considérerons en même temps le momement de n corps dont les masses

gardent les valeurs constantes m° et s'attirant suivant la loi de Newton avec le
même coefficient d'attraction, les conditions initiales étant les mêmes dans les deux
mouvements, dont les équations sont :

f f \V» — f V m0

dl

Proposons-nous de comparer les deux mouvements pendant un certain intervalle

de temps à partir de t0.

Nous supposerons qu'il existe un intervalle de temps (i0, /0 -h ci) pendant lequel

on a pour tous les indices i,j:

G

Soit alors p' un nombre positif inférieur à -L-. Si Ton donne aux xt, yl9 zx des
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valeurs comprises respectivement entre Xt(ï) — p' et Xt(£) + o', Yt(£) — p' et

Y,(O + p'. Z,(0 —p' e t Z,(O + p'. on aura :

donc

On aura alors

Les masses étant supposées des fonctions continues du temps, leur somme a
pendant l'intervalle de temps considéré une limite supérieure \x. On aura donc :

< T

Dans la forme B de la méthode des approximations successives, nous ferons donc

II nous faut maintenant calculer les nombres A(. Posons

On a :

d'où :

îas.

On verra, en faisant de même le calcul des dérhées de tous les Ut par rap-
port à toutes les variables x, y, z, que Ton peut prendre tous les A, égaux

à — ! f de sorte que Ton aura
3v/3(p —ap'}1

o — as')1 \/3(p —ap')
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Les bï étant tous égaux à p\ les quantités i / - r r peuvent être prises égales

Si l'on désigne alors par x le plus petit des nombres a et (p — 2p')i/—L"> ^a

méthode des approximations successives montre que pendant l'intervalle de temps
(/0, /0 + T), on a les inégalités :

3(p — ap'

ou

el

H
dt

dzt

dt
dZ,

2 X 3

— e

p' n'a été jusqu'ici défini que comme étant inférieur à —.

On voit immédiatement que la valeur qu'il faut lui attribuer pour rendre la

quantité (p — 3p')v/^L* pi u s grande possible est ^-.

En prenant pour p' cette valeur, on peul dire que, T désignant le plus petit des

nombres a et ~ i / - ^ - , si t varie dans Finlervalle (/0, t9 -j- T), on a :
o y /p.

d*. dX,
dt dt

dy.
dt d<

6n\/3

, dZ,
dt

ou
l

p3 y/3

Nous pouvons indiquer pour les quantités \xt — Xt | , . . . ,
dz% dZt

dt une

limite supérieure indépendante de t, en remarquant que pendant l'intervalle de
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temps (/0> l0 + T) les quantités entre crochets du second membre prennent leur plus
grande valeur pour t — tQ = T , de sorte que Ton a :

di IF dl dl
dzt c/Z.

G , A , - S / A .
— 2

2 X 3

s/I,
— i / - 7 ^ — ^ l e —e

REMA.RQI.ES. — T. Nous avons supposé que, pendant un certain intervalle de
temps à partir de t0, on avait :

|X,.-X ( | , |Y . -YJ , | Z , - Z J > p > o .

Gela aura certainement lieu si ces inégalités sont vérifiées à l'instant initial. Dans
Thypothèse contraire, il suffirait d'une rotation des axes de coordonnées pour se
ramener au cas précédent.

II. Dans le cas où tous les points se meuvent dans le plan des xy, on trouve les
inégalités :

-xj, \j-\\, I -̂Z. — 2

à 81 fn[A _ . _ . 2o I G
À = —-—^ et T est le plus petit des nombres a et —£- i / ' .

4o3vA 3 V 3ƒji.
où A =

13. — Application à l'Astronomie. — La masse de la Terre va en s'accroissant
par suite de la chute des météorites.

Considérons le système Soleil-Terre, et soient x, y, o les coordonnées de la
Terre par rapport à des axes de directions fixes issus du centre du Soleil, le plan
des xy étant parallèle au plan de l'écliptique, 6 l'angle de ST avec Sx.

En prenant les mêmes unités qu'au paragraphe 4 et en supposant qu'à l'instant
initial la droite ST est la première bissectrice des axes, on a :

En considérant le mouvement de la Terre comme circulaire et uniforme,

6 ^ : 2TZÈ.
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I
I/instant initial t0 correspond à 8 = 45°, d'où t0 = —-; si l'instant / -f a cor-

o
respond à ô = 6o°,

d'où

et l'on aura pendant tout l'intervalle de temps ( -=r, -z-
V 8 6

En définitive, nous appliquons nos formules avec

= 7p a ~ 7 T ' f ~ 7 ' n = a, {4=1,1, / = S x i o " * ,

on a alors

y/A = 29. io~2,

d'où

- a
36 \A

10-4

Donc, pendant un mois, pris moitié avant, moitié après l'instant initial, \x — X|,

\y — Y| restent inférieurs à ——, valeur voisine de —=- = 4 x io~6.
00 20

1 4 . — La question précédente peut être traitée à un autre point de vue. Nous
avons vu au chapitre I qu'en désignant par i4X une limite inférieure des r° ,
par 0 une limite supérieure des composantes des vitesses à l'instant initial, par ta
une limite supérieure de la somme des masses, le mouvement à masses variables,
et par conséquent aussi le mouvement à masses fixes, restaient réguliers pendant un
intervalle de temps au moins égal à

2 A2 0 - h 2 A
T =
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et que pendant cet intervalle de temps, on avait :

On a donc :

2 5

d'où

d'où

dx

dt

dx

dt

X

dX

dt

X

dt

4'A3

2 À*

[X

et de même pour les autres coordonnées.

Les distances de deux points correspondants testent donc inférieures à —^— »

la vitesse relative des deux points restant inférieure à — — •

15. — Cherchons s'il est possible que les \x7 — XJ, \yl — YJ, \zt — ZJ, soient
limitées supérieurement pour toutes les valeurs de t. On a :

X -(XX = f°°(x —\)dt9

puisque <° = X\\
\(xt)t~ oo— (Xt)i = oo| sera finie si x\ — X\ est un infiniment petit d'ordre supé-

rieur à un :
A

x — X

Comme /

« I dx dX\

\ dt dt ;

x\ — X\ sera un infiniment petit d'ordre supérieur à un si

fîniment petit d'ordre supérieur à a, donc si l'on a :

B
m

o X , - \

dx\ dX'

~~dt dt

^ B

"7

est un in-

pour tons les indices i et j .

F. des Se, 3e série, t. XXVTI.
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Supposons que toutes les masses soient limitées supérieurement par un nombre
;jL. Les conditions précédentes seront alors vérifiées si Ton a :

r
u

ou

Si donc l'on considère des conditions initiales telles que tous les r%} et tous les
R^ soient des infiniment grands d'ordre supérieur à un pour les très grandes valeurs
du temps, les \xt — XJ, ... seront limitées supérieurement pendant tout le mouve-
ment, à condition que les masses variables soient elles-mêmes limitées pour f = 0 0 ,

Ce cas ne peut se présenter dans le cas de trots corps.

16. — Considérons maintenant le cas où les masses sont de la forme [xt + e^i),
les ^(0 tendant vers zéro lorsque t croît indéfiniment. Les équations du mouve-
ment seront :

dtf
 J 2 J ^ + S^

 3
r*

Nous rapprocherons de ces équations les suivantes, représentant Ie mouvement
de n points de masses fixes \Lt :

d*\, ^ Y-X.

et nous tâcherons d'obtenir une solution du premier système à partir d'une solution

(X,, Y,, Z%) du second par la méthode des approximations successives sous la

forme G.

Nous pourrons appliquer cette méthode si les deux conditions suivantes sont

remplies :

i° Pour t assez grand et x t, yx, zl9 compris respectivement entre Xt — 6 et

X4 4- 6, Yt — b et"\t + 6, Zt — b et Zt 4- b, on a pour tous les indices i et j

....<£.J —
3

r

i

avec a > o.
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2° Dans les mêmes conditions, on a
T>

|dérivées des seconds membres des équations par rapport à xnylt zt\ < -^rr •

II suffît même que ces conditions soient vérifiées pour

Examinons d'abord la seconde conditioo. Posons

Xy = Xj — Xi9

A.

Zj — Zif

3

'V
= = « ( . ) ,

= =«>( )•

Le second membre d'une équation est de la forme

La dérivée par rapport à x- sera / ( ^ 4- £j) TT~> e* ^ o n a? e n désignant par

le maximum de JJL;. + BJ à partir d'un certain moment :

Or

d'où

1'..

On a donc :
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d'où
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tX\>-j + *j)

On trouvera des inégalités analogues pour les dérivées par rapport aux autres
variables, avec cette différence que Ton aura plusieurs termes lorsqu'on prendra les
dérivées par rapport à xt, y%, zi.

On voit ainsi que les secondes conditions de l'énoncé sont vérifiées si les r r sont

des infiniment grands d'ordre au moins égal à ——— :
Ó

Passons alors aux premières conditions. On a :

Les premières conditions seront donc vérifiées si Ton a :

a
< •

<~r

?sTous sommes amenés alors à faire les deux hypothèses suivantes :

iie hypothèse : Les el sont des infiniment petits d'ordre au moins éga] à

pour les très grandes valeurs du temps.

a 4- a

2e hypothese : Le mouvement à masses fixes d'où nous partons est tel que toutes
(X -4- 2

les distances mutuelles sont des infiniment grands d'ordre —-— au moins.
ô

Si tous les Rî; sont d'ordre —-— au moins, il en est de même de tous les X.,

Yt., Zî? sauf peut-être de quelques-uns. On pourra donc écrire :

Y, = LAt t

4-

les termes non écrits étant d'ordre inférieur.
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Gomme nous sommes amenés à considérer des x%s ytf zl ne différant des X t,
Yt, Z% que par des termes infiniment petits d'ordre au moins égal à ot, ces termes
n'influeront pas sur Tordre de grandeur des r%}. Donc, tous les rî; seront également

des infiniment grands d'ordre —-— au moins.
o

En nous bornant au cas de trois corps, nous n'avons à envisager que les mouve-
ments hyperboliques, dans lesquels les distances mutuelles sont des infiniment
grands d'ordre un, et nous sommes conduits à cette conclusion que, si Ton appelle
mouvements asymptotes deux mouvements dans lesquels les différences entre les
coordonnées et les différences eatre leurs dérivées tendent vers zéro respectivement,
toute solution du problème à masses fixes \x% dans laquelle les distances mutuelles

sont des infiniment grands dordre un, fournit une solution du problème à masses

variables \x% + et(Q asymptote, les et étant pour les très grandes valeurs de t des
2

infiniment petits d'ordre supérieur à —.
o

II y a éMclemment réciprocité.

17 , — Généralisation. — On démontrerait par une méthode analogue le
théorème suivant :

Si l'on considère deux systèmes pour lesquels les masses diffèrent d'infiniment
2

petits d'ordre supérieur à —- et sont limitées supérieurement, tout mouvement de l'un

des systèmes pour lequel les dislances mutuelles sont des infiniment grands d'ordre
2

supérieur à — fournit pa

Vautre, et réciproquement.

2
supérieur à — fournit par approximations successives un mouvement asymptote de

D

18. — Généralisation d'un théorème de Poincaré. — Soit l'équation

(20) ^f=f{x.

dont le second membre dépend d'une fonction [/.(/). Nous supposerons qu'on a

\^(t)\<b pour o<*<T.

Considérons en même temps l'équation

obtenue en remplaçant dans ƒ la fonction p.(t) par une constante v,
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Nous supposons la fonction ƒ développable en série ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de X et v sous les conditions

Ipl étant inférieur à a, considéroas la solution de cette équation qui prend la
valeur |5 pour t = o. On sait, d'après un théorème de Poincaré(1), que Ton peut la
mettre sous la forme

Posons

et cherchons à déterminer ft comme fonction de t, de façon que cette série soit
solution de l'équation (30).

On a

Mais
OO

Donc

Cette équation donne
p = <

étaut la constante d'intégration.

On a donc :

(*) Méthodes nouvelles, tome 1.
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oo

0r ; la série V A1J(/)v*fiJ est uniformément convergente pour |v| ^ b et
t J=O

o ^ t ^ T. Prenons donc pour y une valeur telle que \y(t, y)| prenne pour t = o
une valeur inférieure à |p | . Pendant un certain intervalle de temps (o, T\) on aura
donc encore |cp(Z, y)| ^ S. En désignant par x la plus petite des deux valeurs T et
T4, on voit que pendant l'intervalle de temps (o, x) la série

x=

représentera une solution de l'équation (20).
En résumé, nous avons développé la solution de (20) en une série ordonnée par

rapport à $L .

Comme o(V, y) est à son tour développante suivant les puissances de y, on
pourra, en portant ce développement dans l'expression de x, avoir un développe-
ment de x en série double ordonnée par rapport à ^ et y à la fois.

Le raisonnement précédent est Aalable pour un nombre quelconque d'équations
et un nombre quelconque de fonctions telles que \t.(t).

Le théorème de Poincaré est donc étendu au cas où les paramètres sont rempla-
cés par des fonctions de la variable indépendante.

19. — Application. — On sait que, dans le problème des n corps à masses
fixes, si a — 1 masses sont suffisamment petites, on peut développer les solutions
suivant les puissances de ces masses. Il en sera donc encore de même dans le cas où
ces masses, supposées variables, sont assez petites.



CHAPITRE III

Généralités sur le problème des n corps à masses variables.
Cas où les masses sont des fonctions monotones du temps.

20. — Les équations du mouvement sont, en désignant par U la fonction de

forces egale a 2J — :

d*xt DU d V OU <fr DU
Ml de - Î ' m< df — ? ' ' de — i "

On en tire les combinaisons :

•}(/) étant une fonction quelconque, la première peut s'écrire

ou

— »

Pour /n2 = (%%t ~\- pt)'l, on a une intégrale première :

On a des équations analogues pour les y et les z.

Les masses ml = (ailt -f- p^^CO admettent comme cas particulier les masses

m l = [J-/HO 01^ ^eêf !Jï s o n t ^ e s constantes, et, dans ce cas, on a les intégrales :
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2 1 . — La combinaison des aires donne

2u l \y' dC l di% )

Si on Féciit sous la forme

ou

d y m* f dxt dyt\ y _d^ (nh\ f dxt _ £ïi\
~dt 2i 1T V * ~dt X% ~Wj ~~ 2j~di \~J V ' ~di °°l ~dt ) ~ ° '

on voit que l'on a encore une intégrale première pour mi = [xt<]

22 . — La combinaison des forces vives donne :

VI Q dxz

ou, en posant

et en remarquant que U est fonction de t par l'intermédiaire, non seulement des
coordonnées, mais aussi des masses :

dm%

dm, r/das,

ïl semble difficile de trouver des cas où cette équation fournisse une intégrale

première comme dans le problème des n corps à masses fixes, mais nous verrons

au chapitre VI que dans le cas des masses mi =
 { ' on peut trou-

V/A*s + B/ + C '
ver une équation qui généralise l'intégrale ordinaire des forces vives, quoique ne
s'obtenant pas immédiatement à partir de la combinaison des forces vives.

La combinaison des forces vives, quoique non intégrable, peut nous fournir
cependant quelques résultats qualitatifs, en particutier dans les cas où l'on suppose
toutes les masses croissantes ou toutes les masses décroissantes.

F. de* Sr., 3e sme, t. XWIl. 5
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À. — Si les masses sont toutes croissantes, on a :

dt K ^ *•* imt dt

Supposons que l'on puisse assigner pour tous les i\3 une limite inférieure posi-
tive pour toutes les valeurs de t. Nous supposerons en même temps que les masses
et leurs dérivées soient toutes limitées supérieurement par un nombre fini. Les

sont alors limitées supérieurement. Dans ces conditions, le second membre de
à/7?

Tinégalité précédente étant limité inférieurement, on a :

On en déduit, en intégrant,

T _ U > ht 4- h!.

Il est facile de Aroir que, nos hypothèses étant réalisées pendant un temps infini,

— (T — U) ne peut pas rester négatif sans avoir zéro pour limite supérieure. En

effet, si -r(T — U) avait un nombre X négatif comme borne supérieure, on aurait
Ut

pendant tout le mouvement

A(T_U)<X<o,

d'où :

T — U <>,/ + >/.

Lorsque t tend vers -f- oo, T — U tendrait vers — oo, donc U tendrait vers
l'infini, ce qui est contradictoire avec les hypothèses faites.

Supposons alors que Ton prenne pour h exactement la borne inférieure des va-

leurs de ~ ( ï — U).

On peut ordonner le discussion suivant le signe de h. Quatre cas sont possibles :

iri Cas. — h>o : — (T — U) est toujours > o.
dt

L'inégalité

montre que T croît indéfiniment lorsque t tend Aers l'oo. Les masses étant limi-

tées supérieurement, on en déduit que la plus grande vitesse, V, croît indéfiniment,
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d
2* Cas. — h = o : — (T — U) est toujours ^ o.

On a alors

U < T - A ' ,

d'où

T > h'.

Si h1 > o, cette inégalité fournit une limite inférieure pour V.

3e Cas. — A < o et y(T — U) toujours ^ o : — (T — U) a zéro pour borne

supérieure.
La combinaison des forces vives montre que pour certains indices i au moins,

on a :

v _ 3 m*

on en déduit que la plus petite vitesse, v, a une limite supérieure fixe.
Cette propriété est une conséquence aussi de l ' inégalité

qui donne

T - U < X ' ,

d'où

4e Cas. — h < o et —(T — U) tantôt > o, tantôt < o.
ai

II y a alors une infinité d'intervalles de temps pendant lesquels, — (T — U) étant
ai

< o, certains uf — 2 -— sont < o, et pour ces valeurs du temps v a une limite

supérieure fixe : donc v ne peut croître indéfiniment.

B. — Supposons maintenant que les-masses soient toutes décroissantes, de sorte

que la combinaison des forces vives donne :

MI dml
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Si, comme précédemment, les rtJ sont bornés inférieurement pendant tout le

mouvement et si les valeurs absolues des — - sont bornées supérieurement, les mt

ayant comme limites supérieures leurs A âleurs initiales, le second membre de Tiné-
galité précédente est borné en valeur absolue et Ton peut écrire :

On en déduit par intégration

X — U < ht + h'.

On peut voir que h ne peut pas être négatif. En effet, U est une fonction bornée
d'après nos hypothèses et, d'autre part, l'inégalité précédente, que Ton peut écrire

U > T — ht— h',

montre que U devrait tendre vers l'infini lorsque t croît indéfiniment, ce qui est en
contradiction avec les hypothèses.

Trois cas peuvent donc se présenter :

fp Cas. — h > o et — (T — U) toujours > o.

La combinaison des forces vives montre que pour certains indices i au moins,
on a

v —a— < o ;

on en déduit pour v l'existence d'une limite supérieure finie.
On a, d'autre part :

d'où

Si -j-(T — U) n'a pas zéro pour borne inférieure, X est 4= o, et Ton voit que V

croît indéfiniment;

Si -j-(T— U) a zéro pour borne inférieure, X = o, et l'inégalité
(XL

T — U > V

fournit, si Xr > o, une limite inférieure pour V, et ne donne rien si V <J o.
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2e Cas. — h > 0 et — (ï — U) tantôt > o, tantôt < o.
cil

Dans certains intervalles de temps et pour certains indices l on a l'inégalité

OU
v — 2 - -

v ne peut donc pas croître indéfiniment.

On a également dans les intervalles où — ( ï — U) est < o et pour certains in-

dices i :

v — 2

Si au moins une distance rtf, qui n'est pas nécessairement toujours la même,
?U

est bornée supérieurement et si aucune masse ne tend vers zéro, 2 est bornée
inférieurement, et l'on a une limite inférieure de V dans ces intervalles.

3e Cas. — h = o : — (T — U) est toujours ^ o et Ton trouve des valeurs de /

aussi grandes que Ton veut pour lesquelles -rr(T — U) est aussi voisin de zéro que

Ton veut.
On a encore pour certains indices i :

on en tire la même conclusion qu'au second cas.
L'inégalité

Ï < U + h'

montre que, si une niasse ne tend pas vers zéro, la vitesse correspondante est limi-
tée supérieurement.

Si h{ est < o , l'inégalité

U > T — A'> — h'

montre qne nous sommes dans le cas où deux masses au moins ne tendent pas vers
zéro, et la plus pejiie-des distances rv est alors limitée supérieurement. En rappro-
chant ce fait de notre hypothèse, on voit que la plus petite des distances mutuelles
des corps est comprise entre deux quantités finies et non nulles.



38 M. MENDES.

Remarquons encore que les coordonnées sont développables suivant les puissan-
ces de

i — e

i 4- e a a

2« étant la largeur de la bande parallèle à Taxe réel des t à l'intérieur de laquelle
les coordonnées sont des fonctions holomorphes de t.

Enfin» les vitesses étant limitées supérieurement si aucune masse ne tend vers
zéro, on a

dXi

dl dt
dii

dl

d'où

Les coordonnées, donc les distances mutuelles si elles deviennent infiniment
grandes, seront infiniment grandes d'ordre un au plus.

2 3 . — Faisons dans les équations du mouvement :

le changement de variables défini par les relations

dt

Les équations deviennent

C*V dl "*" C3<7 "*

Si l'on prend a = t, p = - Y , on a

~7~T —Jl /j
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équations du problème des a corps de masses m{i. Plus généralement, les masses

mi se ramènent aux masses (at 4- 6)/nf en prenant

a = at + &» r (at 4- by

II n'est intéressant d'ailleurs de faire un tel changement de variables qu'autant

que (at + b)mi exprimé en fonction de T n'est pas de même forme que m^t) . Par

exemple, on n'obtient rien de nouveau si l'on applique ce changement de variables

aux masses (jx.t 4- P,-H(0*
Le problème se ramène au problème des n corps à masses fixes si les masses sont

de la forme mi = les tx. étant des constantes,
ut 4- (J

Si les masses varient en restant dans des rapports constants, on pourra dans cer-
tains cas particuliers se ramener à des problèmes à masses fixes. Nous traiterons
cette question dans la seconde partie.

24 . — Application de la variation des constantes. — Considérons une fonc-
tion J/(/) quelconque et faisons le changement de variables défini par les égalités

— = ,i* f i — 2L = IL — _L
«* Çi *U Sr ?

ce qui revient à prendre c = •]/*, c =̂ r —.

Les équations transformées deviennent, en posant m{ = jx/i/ :

PiJ

avec

Ces équations représentent le mouvement de n points de masses —- s'attirant

suivant laj loi de Newton et, de plus, attirés ou repoussés par l'origine proportion-
nellement à la distance et à la masse, le coefficient d'attraction étant généralement
variable.

Posons

dli d'f{i d^



ko

puis

M. MENDES.

Pi + «î + ri F(0 XMS + tf-r-

Les équations du mouvement sont alors

U ïpi ' ' ' "

lPi m. DE. a'.

Intégrons le système

' ' ' " '

qu'on peut écrire

On en tire :

( M ) 1, = (ctt + d,) ' i , d,) + -^J,i
= ti ^ | Ï - («t/ + ƒ•) + y ] ,

rt,, bt ft étant les constantes d'intégration.

Utilisant la méthode de la variation des constantes, portons ces valeurs dans le sys-
tème complet, ces constantes étanl alors considérées comme des fonctions de T. 11
vient

Ox ccii ai Oui az

d Pi lïpi dax ^pi dbi 3 H JJL1^ ?!£, ?H„
"T l T —; "T* ~T7~ » : ~£ ~T **T1 ^ v^ :

r) T r'ö,- rf: .'O, f/r tir, v il/),- c1 w,-
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d'où
( 7\ï-

di ' ùbi di
= o ,

iïüi di ùbi d-z

et les équations analogues.
On en déduit les équations

ï dbt11 dz

3

i

3 )

ou, en revenant à la variable t :

(a3)
i »2

(a,-«,)< + ( 6 , - 6 . )

En définitive, les coordonnées sont données par les expressions (22), les quantités
a,, fx étant solutions de (23).

Si Ton prend en particulier •]/ ~ T, la signification de la méthode précédente est
immédiate.

25. — Supposons que les produits m^ (p entier positif) soient des fonctions

holomorphes de t pour t infini. Prenons pour nouvelle variable indépendante

T — — . Les équations (23) deviennent alors

(ffl,-ffl,)_iaaL

D dT

dT

En vertu de Fhypothèse, les seconds membres sont holomorphes pour T = o si
Ton part de conditions initiales telles que Ton n'ait pour aucun couple de points MM

Mkf, les égalités

Far. des .Se, 3e série, t. XXVII



4 2 M. MEISDES.

On peut alors développer les solutions de ce système en séries ordonnées suivant
les puissances de T :

les coefficients de T, T\ ... Tp dans le développement des at étant nuls. On en
déduit :

P+ i P + 2 /) +n

t"

. . . , etc.,

tp t7 tp

séries procédant suivant les puissances négatives de tp , auxquelles s'ajoute un bi-
nôme du ier degré.

On en déduit que les distances de deux corps quelconques sont des infiniment
grands d'ordre un.

Tous les points tendent à avoir des mouvements rectilignes et uniformes, sauf,
peut-être, l'un d'entre eux pouvant tendre vers un point fixe, sa vitesse tendant vers
zéro.

La même conclusion subsiste si les quantités —- et m^'1 sont holomorphes

pour T = o. m^T*"4 sera d'ailleurs holomorphe si -~ Test. Supposons donc que

l'on ait :

^i = \ + ij + x/r + ... + \x + ... i

on en tire

La conclusion de tout à l'heure subsiste donc si les masses sont developpables
i

suivant les puissances négatives de tp , les développements ne contenant pas de
terme constant.
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GÉNÉRALISATION. — La propriété précédente peut être étendue au cas où les pro-
duits m^y a étant un nombre positif quelconque, ont des limites ^ quand t croît
indéfiniment.

Nous utiliserons pour cela la méthode des approximations successives sous la

forme A.

Reprenons les équations (a3) et faisons-y le changement de variable T = - . Ces

équations deviennent :

— _ L T

ƒ

(a,- — at) + {b. — b,) T

Nous pouvons poser

et soit p un nombre entier positif; posons

— = p + e.

Considérons les deux systèmes

« - fi,

dT

dt

- i « 12 ' • • •
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Dans le second système, les seconds membres sont (sauf pour des valeurs initiales
exceptionnelles) des fonctions holomorphes de T, des A, B, ... pour T = o.

On a donc :

et si l'on pose

^ — A -f-A 1 + . . . + A 1
% % i

= B(o) B ( 0 T -h -- . 4- B ( B ) T t t

et

tous les Ri; seront des infiniment grands d'ordre un pour les très grandes valeurs
de t

Nous continuerons à désigner par r* la quantité S(xl— Xj)*, où xx=att-{-bt9 ...
On pourra passer d'une solution du second système à une solution du premier

système par la méthode des approximations successives si les seconds membres du
premier système vérifient les conditions suivantes :

(dérivées des seconds membres par rapport aux a et b\ limitées supérieurement»

|dérivées des seconds membres par rapport à e| limitées supérieurement,

|dérivéesdes seconds membres par rapport aux e{\ limitées supérieurement.

Ces conditions fournissent successivement des inégalités de la forme

•<A et

qui se réduisent à

d'où

puis

(p + e)T<>-

et

.i^ +

rU

B

3

2J MM.. + (p -f- e) T*
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qui seront Aérifîées si Ton a

M,KI<Af

qui donnent

et enfin

(p + 6)Tp s | t t J < A et

qui se réduisent à

d'où

-T < A ou r > B,
r

avec

T>

Les conditions rX} > B et Û fortiori rXJ > -7- sont vérifiées par tous les R^,

puisque leur terme principal est de la forme \t.
On en déduit que si Ton augmente ou diminue tous les A, B, de quantités

suffisamment petites, les rXJ seront encore des infiniment grands du premier ordre
et vérifieront également ces conditions. Donc on peut appliquer la méthode des
approximations successives et l'on arrive à cette conclusion :

Si les produits m%f, a étant un nombre positif quelconque, tendent vers des limi-
tes finies quand t croit indéfiniment, toutes les distances mutuelles sont des infiniment
grands du premier ordre, sauf pour des conditions initiales exceptionnelles.

REMARQUE. — Le raisonnement précédent est valable quel que soit le nombre p

choisi. On peut en particulier prendre pour p l'entier le plus voisin de — ou p = o,
a

ce qui revient à prendre At = constante, B% = constante .
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26 . — Application à l'Astronomie. — On admet (*) que la masse des étoiles
décroît selon la loi

M

a étant un coefficient positif (s). IVÏ est donc un infiniment petit d'ordre —. Le

raisonnement précédent s'applique donc dans ce cas, en faisant p = 2.

(*) EDDINGTON. Monthiy Notices, 84, p. 3o8 (1924). Voir également JEANS. Monthly Notices,
85, p. 2, 1924.

(2) a = 5. i o " u (masse du Soleil)"2 (année)"1 .



CHAPITRE IV

Application de la méthode de la variation des constantes.

27. — Considérons n points matériels de masses m^t), s'attirant suivant la
loi de Newton. Soient x^ yl, z% leurs coordonnées par rapport à des axes fixes,
Pu Qi> ri *es projections sur les mêmes axes de leur quantité de mouvement.

Les équations du mouvement peuvent s'écrire :

(M)
dt

dpt
dt

pi dny
nii dt

m

où l'on a posé

H = T — U.

Supposons que Ton ait intégré les équations

(25)

m
dt

dpi
dt

m

où Ton a remplacé les mt(t) par des constantes que nous représentons par m{. Ces
équations (26) représentent donc le mouvement de n points à masses fixes.

Nous aurons des relations de la forme

Xi = fonct. (t, cf, ct c m1 mn).

Prenons ces expressions comme solution de (24) en y remplaçant les /^ par les
mt(J.) et en y considérant les c comme des fonctions de t.
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Les e sont donnés par les équations

n

)Xi dck ,

dt

dt

iïpi dmk
= x ; >

avec m,

Multiplions les équations de la première ligne respectivement par ^—^, -̂ —L, —-

et celles de la seconde ligne par — *—-, —, L, puis ajoutons-les
Ô Ci Ô C I Ô C j

membre à membre en introduisant les crochets de Lagrange

et les quantités

PiTe;

On obtient les équations

6n

(26) = o .

de

Ces 6/2 équations aux 6/i inconnues -y^, dont le déterminant, égal au pro-

duit des deux déterminants fonctionnels
et

^ ' ^ ' > " ' y ' ' — ^ — î ^ — * ' ^s* " '^

4, c , ,
» donc au carré du pre-

dede
mier, est différent de zéro, fournisent les —r-, donc les cfc en fonction du temps.
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28 . — Crochets de Lagrange. — Nous allons étudier les crochets [a, p], où a
et S représentent deux des éléments t, mk, cr La fonction H dépend des mk, non
seulement directement, mais encore par l'intermédiaire des xlt y%J zt, pt7 qt, r^

\|T g TT

Nous désignerons par la dérivée totale de H par rapport à mk, et par - —

la dérivée prise en ne faisant pas varier xl9 , rt9 de sorte que

ïm. lm. Z J \^X, àm, Dp, D/?

On a :

Si a et (Ô représentent des éléments autres qu'un m, on a, comme dans la

théorie classique

Si p représente un m, on a

Si a et p représentent wfr et mt> on a

H BH^ _ 5 / .>H oH \

D / BH

Fac. des Se, 3e série, t. XXVIL
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Comme

_ » yi P't + £ + r* y iwj
H = —

»

on a

om,.

d'où les formules :

m

J*i }*k

29. — Supposons que nous ayons résolu le système (a5) au moyen
de la méthode de Jacobi. Nous aurons donc obtenu une intégrale complète
S(act, yit z{, a,,..., a3?i, mA, 0 de l'équation

DS OS ÎS \yuzi9—,—,— j = o f

puis nous aurons pose

• = pit e t c ,

les p. étant de nouvelles constantes arbitraires.
On peut, au moyen des équations (27), exprimer les x, y, z, p. q, r, au

moyen de t, des m, des a et des [3, ou, au contraire, les a et p en fonction de t,
des m et des x, y, z, p , q, r, et Jacobi a démontré les relations

(a)

et les équations analogues.
Nous allons, en utilisant la méthode de la variation des constantes, calculer

~df ~d
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Si F es t u n e fonc t ion d e ty d e s m. d e s x,y,z,ptq,r, p o s o n s

On aura, en vertu des équations (a)

m,

dm,
n L

et de m ê m e

Nous avons donc des équations toutes résolues par rapport aux — - et ——,
r dt dt

ûot. S 8 t ^ oc». ô 8frPour calculer —£, —^, —£, . . . , ——, . . . , il nous suffit de dériver con-
ùt ùt ôpt dpt

venablement les équations (27).
Nous aurons ainsi

fc=i

3n
v^ yS 5a, Co pour i ± / ,

(d) V •- \— = }
^ J ü^üa / f dp^ ( Ï pour i = /,

K *P, ^ **M 3/», '
,/ = !

et les équations analogues.
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Les équations (6) et (d) nous fourniront respectivement les ^~- et les —-, ...,
o t vPi

puis les équations (c) et (e) sont résolues par rapport aux -~j- et -—.

REMARQUE. — En écrivant comme nous l'avons fait le second membre de (c),

nous supposons que —— représente la dérivée exprimée, comme elle se présente

directement, en fonction des xit yi, zt, a, mk et t.

30. — Application. — Proposons-nous de déterminer les masses en fonction
du temps de façon que la trajectoire de chaque point Mz soit située sur une surface
S,, donnée à l'avance, d'équation

*?i\pc, y} &) — o .

Les c et les m seront alors solutions des équations

les xit yit zi7 étant supposés remplacés en fonction de t, des r et des m par la
méthode précédente.

Ces équations nous fournissent les c et les m en fonction de t et de 6n cons-
tantes arbitraires a4, aa. . . . , attM. Si Von porte ces valeurs dans les expressions de
xi> 7z> zi> Pi> Ça rt* o n obtiendra des fonctions qui, vérifiant (a5) et (26), vérifie-
ront (24)» donc seront solutions du problème des n corps à masses variables.

On voit donc la possibilitét en général, de déterminer les masses en fonction du
temps de telle sorte que chaque point se meuve sur une surface donnée à l'avance.

De plus, ces masses dépendent de 6n constantes arbitraires; on pourra donc
imposer encore des conditions se traduisant par 6n relations.

Par exemple, si Ton veut que le corps Ml passe par le point (œ?, y*, z*) situé
sur 2^, nous serons amené à écrire deux relations de la forme

°t = fi(t, ce, , ctt, j «an) ,

[la relation z\ = h{(t, at, a., . . . , a$H) étant conséquence des deux premières], et à
éliminer t entre ces deux relations, ce qui nous fournira une relation entre les a.

Donc la condition que la trajectoire d'un corps M, doive passer par un point
donné de 2i se traduit par une relation.
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Si Ton se donne de plus le vecteur-vitesse en ce point, on devra éliminer / entre
les quatre relations

ce qui donnera trois relations entre les a.
On pourra donc disposer des constantes a ou, ce qui revient au même, on pourra

choisir les conditions initiales du mouvement de telle sorte que les trajectoires de
chacun des points passent respectivement par six points de la surface correspon-
dante, ou bien par deux points, le vecteur-vitesse en chacun de ces points étant
donné, ou bien encore par un point où l'on se donne le vecteur-vitesse et trois autres
points.

3 1 . — Mouvement relatif. — Supposons que Ton ait n -+- t corps S et

P4, P t , . . ., P7i, déniasses m0) m,, . . . , mn, S représentant le Soleil, P une planète.

Soient xit y,, zlt les coordonnées de la planète P. par rapport à des axes de

directions fixes passant par S.

Posons

Mk = m0 + mfc,

TT l

H = 7

\ &ij rj J

à{j étant la distance PtPif r. la distance SP-.
On démontre, comme en masses fixes, que les équations du mouvement relatif

des planètes par rapport an Soleil sont

dt

dx'
dt

On sait intégrer le système

dx\
~df

m
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où Ton a immobilisé les masses, puisqu'elles représentent le mouvement de 9{ par
rapport à S, S et Pf étant à masses fixes et seuls en présence. On obtient ainsi

i, c . t ,

x\ = xi(

ou, en négligeant l'indice i :

= Xi(t9 M, c4, c2, . . . , c B \

Prenant ces expressions comme solutions du système donné, on est conduit aux
équations

o

y i Dx dck Dx dM DR
" ^ De. dt DM ö?/ Dx'

ŝ - rf/ DM

DR

~Dx~
/ e—I

ou, en introduisant encore les crochets de Lagrange

08) +[«,.*] ilr-Q,.

avec
_ ^ D x ^ ^ DR Dz _ DR

D# Dc^ Dy <>cz Dz Dc^ Dc;

3 2 . — Crochets de Lagrange. — a et è8 étant deux éléments pris parmi t, M,

ct, ca, . . . , c6, on a

t/ i.' Ju CJL/ C JU

d ' o ù

X

"" 7 7 " \"DFT^"""Ds*"Dry ""^p"

— J _ s T i 5 L — Ü L Ü £ ^ D /DH Dxf DH Dx\
~ Ï Ï 7 VTZTp""1" ~$xTfi)~~ D^ U œ ' Da + Dx Da/
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Si a et S sont tous deux différents de M, on a

Si ,6 représente M, ona, avec la notation du paragraphe (28)

±r M 1 = JLflli-l^-JL/'i

ou

3 3 . — Si Ton prend comme constantes d'intégration c les éléments oscula-

teurs a , e , £,£3,6,cpde l'orbite de M :

a, demi grand axe,
e, excentricité,

£, longitude moyenne de l'époque,
G), longitude du périhélie,
o> = Ö — ô,

6, longitude du nœud,
CD , inclinaison du plan de l'orbite,
x, = e — Ö,

on démontre qu'en substituant à la variable y. la variable x, définie par l'équation

Kt dx dn

T===~df+ ~dt'

les équations (28) deviennent

pour ct autre que a, les équations relatives à x4 et a respectivement étant

et



56 M. MEXDES.

-̂ — ] et les crochets ([clt a]), ([c(, M]), ([a, M]) se calculent en ne
àa J

faisant pas varier n dans u.
Le calcul des crochets [ck, cj est classique. Rappelons les résultats :

[6, a] =-na\/i —e2cos(p, [w, a] =-na\/\ —e*, [<p, a] = o, [a, e] = o,

[Ô, »] = — na*\/t —e2 sin », [ô, e] = — -

[to, tp] = o, [6, x] = o,

na e na e i
/ cos », [w, ej = / —, [», ej = o, [a, xj = n a,~ e 2

= O , fcp, x] = o , [e , x] = o .

Les crochets (fc,, M]) ont été en partie calculés par M. Mineur (*).
On obtient :

sjn a ([e, M]) = sin a
M(i — e cos u) *

[x. M]) =
M ( i — e cos a)

On en déduit les équations qui définissent les variations des éléments, puis en
prenant Ö à la place de u> et et = xt -h Ö à la place de x,, on arrive aux équa-
tions définitives :

c/tt

HT na

a i 4- e cos u dM
M i —e cos u d/

ftû'yi — e4 sin o c

\ / i—e2 dM

i - ~
— Vi — e

Me(i —e cos u) dt

d\l

d©

—ecosu)

n a v / i — e

?
?R / ; i — \/ i — e8 c'tR ( i — e^cos u — \J\ — e*J sin a dM

^ = \r V i — e h
na\ïaj na*\/i e% ̂ 9 na*e ^e ^e(l—e c o s u) ^

(!) La mécanique des masses variables. Le problème des deux corps. A. E. N. S., 1933.
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On voit que les valeurs de sin cp — et -—- sont les mêmes en masses variables

qu'en masses fixes; cela peut s'interpréter en disant que, si Ton considère le pôle
boréal de l'orbite sur la sphère de rayon an ayant son centre au Soleil, son vecteur-
vitesse est le même en masses variables qu'en masses fixes.

35. — Cas de deux corps. — Dans le cas d'une seule planète en présence du
Soleil, on a R = o, d'où les équations :

du a i -f e cos u dM
dt M i — ecosu dt

dÔ

~aT

dö
~aT
de

~df

= o,

y/i — e4 sin a dM
Me(i —e cos a) dt

( r — e2) cos u dM
M(i — e cos u) dt

dt — o,

dei (r—e3cos a — \/i — e') sin a di\ï
dt \Le(i— e cos u) dt

L'élimination de cos u entre la première et la quatrième de ces relations donne

deda
dt _____

dt
o 0

dt

d'où l'intégrale :

Le paramètre de r orbite oscalatrice varie donc en raison inverse de M (*).

(<) D'après une remarque de M. Chazy, cette propriété se voit aussi immédiatement sur

l'intégrale des aires : on sait, en effet, que la constante des aires est égale à y f M et (1 — e-}.
Elle est également conséquence de l'équation

M"If

qui fournit le paramètre P dans le cas de n corps.

F. des Se, 3e série, t. XXVII.

<
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36 . — Applications. — I. Supposons que les masses des deux corps varient de
telle sorte que leur somme reste constante. L'un des deux corps décrit par rapport

à l'autre une conique képlérienne. On connaît donc les rapports —-—-—-, . . . en

fonction du temps.
Les équations

de J » rs '

fournissent alors, au moyen de deux quadratures chacune, xit yit zK, c'est-à-dire
déterminent par six quadratures le mouvement d'entraînement du système.

II. Supposons maintenant que la somme des masses aille constamment en
croissant.

En donnant à cos u ses deux valeurs extrêmes — i et 4- i, on obtient les iné-
galités

[ — e i 4- e cos u i + e
i 4- e i — e cos u i — e *

I COS U l

e 1 — e cos u 1 — e

d'où, les accents désignant des dérivées :

M ^ i + e ^Q^ W i —e

~W i — e ^ ~ a l Â i 4- e '

M' , M'

Les dernières inégalités donnent, en intégrant :

C G'
_ _ 1 < e < 1 _ _ ,

= M0(i

Si M reste pendant tout le mouvement inférieur à M0(i -\- O» o n a u n e ^ m i
inférieure utile de e.

Si M ne croît pas indéfiniment avec /, ona une limite supérieure utile de e.
On a ensuite, en se servant de ces inégalités :

M' '

M

C'
*~¥

Gr

M

a'

^ a <
M'
M

C'
M

C'
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d'où, par intégration et en introduisant deux nouvelles constantes k et k* :

(E, base des logarithmes népériens).
On obtient ainsi des limites pour les valeurs de a.
En particulier, si M croît indéfiniment, a reste inférieur à

k i+e,
= a

III. Si la somme des masses va constamment en décroissant, on démontre de
même les inégalités

*«-*<.< "L

Notons, en particulier, que, si M tend vers zéro, a tend aussi vers zéro quand t
augmente indéfiniment.

REMARQUE. — Les conclusions précédentes ne sont valables qu'autant que l'or-
bite osculatrice reste elliptique et ne devient pas hyperbolique à un certain
moment.



CHAPITRE Y

Le problème des n corps traité à partir de l'égalité
de M. Levi-Civita,

37. — Généralités. — Si nous supposons que le mouvement d'une masse
variable est donné par l'égalité

dt

les équations du problème des n corps à masses variables seront

d / dXi \ ?U
dt \ dt J iïXt

Elles admettent les intégrales premières :

S dxi ie

dZi
 dy<\—c»1 \Ji~dT ~ Zi^û) ~c '

La combinaison des forces vives donne

dxt d*Xi y dm( f dxt V V 3Ü

ou

relation tout à fait analogue à celle obtenue au chapitre III.
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Les crochets qui sont au second membre sont essentiellement positifs. Donc, si

—~ sont tous de même signe et garden

mouvement, on aura uue inégalité de la forme

les —~ sont tous de même signe et gardent un signe constant pendant tout le

selon que ce signe sera — ou -K d'où

38. — Cas d'équivalence entre les deux lois. — Effectuons sur les équations
du mouvement

j'i dvfix dxi ?U

un changement de variables de la forme

Soient

On a :

J dt' • dx '

L'équation relative à xt devient donc

d* E fît*
r dx

où

Pif

•4j = vAl; — ?,)* + Ciy — Vu)* "+* (?;• ~ Q* » constante d'attraction égale à l'unité).
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Le problème traité à partir de l'égalité -r-(mv) =. F sera donc équivalent au
(XI

problème traité à partir de m — = F, si les deux conditions suivantes sont réa-
ctz

usées :

, ( /> + a / Y ) + - ^ ƒ? = <>,

On voit tout d'abord que le quotient ~ doit être indépendant de l'ia-
ml dt

dice i, ce qui entraîne que les masses soient de la forme ^l>(0, les jjti étant des
constantes.

On doit avoir, d'autre part

a

i
ai 4- b *

Si Ton fait alors mt = jxt^(0» *a fonction / sera donnée par

d'où :

ƒ ax

d'où
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Nous commencerons donc par déterminer T en fonction de t par l'équation

di c{ai -f- bf
~ d t = ty

ou
dx dt

• = c — t(az + bf

d'où

Les équations du mouvement deviennent alors

avec

dv —̂~
Ce sont les mêmes que Ton obtiendrait avec la loi m — = F appliquée aux

(XL

masses ^^F, où

ou

C\ÜT -f 6) '

En particulier, prenons

a = o, b = i , c = i

On a

puis

/~Tf

d'où
di

~df

et
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39. — Gas d'équivalence avec le problème à masses fixes. — Le changement de
variables précédent montre que Ton se ramène au problème des n corps à masses
fixes si l'on a

et si, de plus

J'9 te

On en déduit facilement que mt doit être de la forme

et Ton est amené à faire le changement de variables défini par les égalités

3

40. — Limite inférieure des rayons de convergence des séries. — Si Ton prend
pour variables les coordonnées xt, yt, zt, et les composantes plf qlt r% de la quantité
de mouvement des points du système, les équations du mouvement sont :

=
dt mt

dp,

\ous supposerons les masses fonctions holomorphes du temps, nous désignerons
par (x une limite supérieure de leur somme, par v une limite inférieure positive de
chacune d'elles pendant tout le mouvement, par jx' une limite supérieure de la plus
grande des masses : ta' <; [/..

Nous supposerons qu'à l'instant tat on ait

(3o) r% > i 4 X > o , (i,j= i , 3, , n).

\Tous nous proposons d'avoir une limite inférieure des rayons de convergence
des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de t — t0, en lesquelles on
peut développer les oc, ... , p, . . . .
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Nous chercherons donc d'abord des limites supérieures des valeurs que prennent
les modules des seconds membres des équations (29) pour les valeurs des x, . . . ,
p, . • . , t, vérifiant les inégalités

( to-x,|, | y , - * | , |z,. — Z , | < A 0 ,

( 3 l ) { \Pi-Pi\* \<?i — <?i\> k * - ' * ? l < x > >

T, Xo et /^ étant des quantités positives à déterminer de façon que les développe-

ments des seconds membres de (29) suivant les puissances de / — /ô, xi — x°', . . . ,

Pi — P% • • • » soient convergents tant que les conditions (3i) sont vérifiées.

Les —— sont développables, en vertu des hypothèses, pour toutes les valeurs de

t, suivant les puissances de t — t0 et pi — p°t.

Cherchons à déterminer Xo et T de façon que les seconds membres des équations

dpt _

soient développables comme on a dit.

Remarquons qu'ils le seront tant que les quotients — le seront eux-mêmes.

Les quantités pit #., ri ayant des valeurs finies pour t = tQt leurs modules ont
une limite supérieure que nous désignerons par pv :

Les inégalités \pi — p°| < / v ' donnent

d'où

d'où, en intégrant à partir de tü dans un intervalle inférieur à

D'antre'part, on a

F. des Se, S' série, t. XXVII.
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P étant un polynôme dont le module est certainement inférieur à

tant que

On en déduit que — est developpable tant que

si Ton a

\x,-a?t\, . . .

( P +À' 0 )T<

JNous poserons

(32)

On A oit alors que Ton a

et par suite

tant que l'on a

6 + A \/i

ou, a fortiori, d'après (3o) et (82), si Ton a

{Ol ) \Xt — X, | , . . . <^ A.

Nous prendrons donc : Xo = X.

Dans ces conditions, les expressions des ——-, . . . , ont toutes leurs modules

uu'
inférieurs à ±-~.

4 A"
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Nous avons entre l'o et T une première relation :

d'où

Les inégalités

donnent par intégration

Nous pourrons donc prendre

X' >

dl

X— OT

UéquaLîon

X —;

a une seule racine positive x, que nous adopterons pour valeur de T.
On a

d'où

2 A \ /Xv(XvpS -h ^1^')

En définitive, nous prenons :

4-
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Les seconds membres de (29) ont alors des modules au plus égaux à

et

Y\n effet, on a

d'où

\pt\

A
m.

Donc, une limite inférieure des rayons de con\ergence cherchée sera la plus
petite des quantités

A 4X2

JJL UL

c'esl-à-dire T, valeur commune de ces trois quantités.
Nous avons donc obtenu le théorème suivant :

THÉORÈME. — Si les masses sont des fonctions holomorphes dit temps dans l'inter-

valle (— 00, -j- 00), si |x' est une limite supérieure pour chacune d'elles, \x une limite

supérieure de leur somme, v une limite inférieure pour chacune d'elles, supposée diffé-

rente de zéro; si, de plust pour t = t0, les xt, yt, zt, pti qt, rt sont finis et vérifient

les inégalités

et \po
t\, |r?|<Pv,

les équations données admettent un système de solutions développables en séries pro-

cédant suivant les puissances de l — tQ et prenant à l'instant t0 les valeurs initiales

données. Une limite inférieure des rayons de convergence de ces séries est la quantité

2 À2 v û - j - 2 A \ / A v (À v p2 -f- u.}/.')

On déduit de là que le mouvement ne peut cesser d'être régulier à un instant tt

que si ta plus petite des distances rl} a zéro pour limite inférieure lorsque l tend

vers tt, à moins que la plus petite des masses nait zéro pour limite inférieure dans

les mêmes conditions.
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4 1 . — Comparaison avec un problème à masses fixes. — Supposons que les
masses soient de la forme mx = »xf -h et(/), les et(t) tendant A ers zéro lorsque t croît
indéfiniment. Proposons-nous de comparer les mouvements obtenus avec les masses
variables mx et les masses fixes [xi pour les très grandes valeurs de t.

Les équations pour ces deux mouvements sont

(33)

dxL

~df

dt Tx.

et (34)

drs^
dt

ir

Considéions une solution du second système vérifiant les conditions suivantes :

i° Les \{ml — Î O P J , ••*» ^ o n t ^ e s infiniment petits d'ordre au moins égal à
a > Ï, les JJLA étant, de plus, supposés tous différents de zéro.

(35)

i° Pour xt et x\ compris entre X̂  — b{ el X? H~ 6Z, etc., on a :

A
ƒ,(*!. Jn h. m*)—/, ( \ . V,, Z|f

(36) y!- y,, z(, • ( ' ) •

Posons alors

'S,, z„
n(O

Dans ces conditions, on a

A
IF

(') Pour ne pas surcharger, nous n'écrivons que les termes relatifs aux ar.
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On a

m,
+ P\')-Liz

Désignons par vt une limite inférieure de mt et ;x(. On aura

p[i} p,
m, u.. a, af

D'après les hypothè>es, on a

B,

Bt étant une quantité finie, d'où

K--X.KI/ « B/lt B,
a(a — i ) i a - '

Nous pourrons répéter de proche en proche le raisonnement, et nous verrons que

toutes les quantités |p| — Pj sont intérieures à - ^ , toutes les quantités

xy' X I inférieures à
B,

a(a - i ) /

Nous avons donc, en particulier

W ' -

n(a) n (0 — / r/*^^1^ m } f ( \ tu S~\dt
Pi Pi — / y Ax

 t y - • • » ntu yAvM * - * * niU}La"

d'où

-dl

\£- B, C B, C

y. {a — i ) ( -i a — r )fö~'

avec C = iICr
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On en déduil

X YJ — ; J "~r
* / 00 " î

B.C

Supposons démontrée l'inégalité

I (n—i) ~(n—a)
a., — je,

V( a ! o r ( 7 _ i ) a ( a a — 1) r{x~i] *

B C"
^ —J (AI — 1 ) ! a ( a — 1 ) " ' ( ï y — 1 ) ( 3 a — a ) . . . [ ( 0 — Ï ) 7. — ( / i — 2 ) ] ,

On aura alors

rfi

( A i — l ) ! 7(7.-

OU

B C'1"

d'où

^ ~ 3 ( n — i ) ! a ( a ~ , ) " " l ( 2 a - i ) ( 3 a — 2 ) . . . [ / î x — ( n -

B,C"
/ z ! a ( a — i / ' (2 a — i ) ( 3 a — 2 ) . . . [ / l a — ( n —

• — u

Ces formules sont donc générales.
Les séries

<p, (0 = X,(0 + (x[x) - X.) + (x

'1.(0 = P, (0 + (pî° - P.) + (PÎ - pW) + . . . + (pW -PÎ—0) + . . . ,

dont tous les termes sont des fonctions continues de t, sont donc uniformément
convergentes pour t assez grand et sont des fonctions continues de t.

Cela prouve que les fonctions x*\ p; ont pour limites a>t(t) et '!,(/) lorsque
n tend vers l'infini.

Si dans les relations :

dl ~ m
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on fait tendre n \ers l'infini, il vient à la limite

dx, pt dp1
;— CL '.

On démontre facilement les deux inégalités

Nous venons de trouver une solution du système (87) asymptote à une solution
de (38) vérifiant certaines conditions. Nous remarquerons qu'il suffit que ces condi-

tions soient vérifiées lorsqu'on remplace les bt par des quantités de la forme —— .

Nous allons voir qu'un tel système est unique.
Soit, en effet, une solution (<ï>t> Wt) telle que |4>i — XJ et |U\ — PJ tendent vers

zéro lorsque / croît indéfiniment. Posons

On a

dt

et

d'où

On a donc

d'où

q\(0 = P,(0 f / '|/,(*„ mk)-
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On a, d'autre part

1 Joo \ml Î

Les différence^ <I>î — Xt, tendant vers zéro lorsque t tend vers Tinfini, sont infé-
lieures à b% à partir d'un certain instant. On a donc

On en déduit de proche en proche que les différences <Pt — x[n) et Wt — pf^ ten-
dent vers zéro lorsque t croît indéfiniment.

Donc <bt — vt et Wt— ^ tendent vers zéro aussi, et la solution trouvée précé-
demment est unique. G. Q. F. D.

Reprenons les hypothèses faites. La condition (36) peut s'écrire :

S*-*(£
et sera véi ifiée si l'on a

IL

pour xl et x\ compris entre X( ™r
i

La condition (35) peut s'écrire

(< + -p r , etc

t h

et sera vérifiée également si Ton a encore

'V,{mk — j

à partir d'un certain moment, c'e^t-à-dire

/SC-s-1

et

f. des Se, 3* série, t. XXVII.

pour i

pour i = A'.
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Considérons la condition
ïx.. <cf-

Soit d'abord

Posons

~ xi

Kj — xi xi »

•y* /y*

= y,

On a

Si Mt désigne une limite supérieure de mk, on a

«. • • •)

nt,

et comme
' M * * . • • • ) ^ à .

ri "

Nous sommes donc amenés à supposer que Ton a : rlk > Liftf'.

Même résultat pour k = i, et si nous remplaçons les x par les y ou les z.
Nous devons donc vérifier simultanément les conditions

X, — 3C,
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2

Si Ton a Rî7 > L/;. 2
3, on aura :

X — 3
dt

d'où

IP p°l

/0 étant une certaine valeur de t. Les |PJ, . . . , seront donc limitées supérieure-
ment pour toutes les valeurs de L

Les conditions \(mk — jxj Pk\ < —|- seront donc vérifiées si l'on a

Les

l'on a

conditions fin M 1̂
x}

|w f t

—

< r '

. < seront alors vérifiées si

ou

En définitive, toutes nos conditioos sont vérifiées si l'on a

Considérons alors un mouvement à masses ;xÉ pour lequel on ait R(i > Lt?^
3-

Si tous les R^ sont d'ordre Ci au moins, c'est que les X?-, Yit Z{ sont aussi au
moins de cet ordre (sauf, peut-être, quelques-uns).

On aura alors

les termes non écrits étant d'ordres inférieurs.
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Or, nous sommes amenés à considérer des xt, ylt zt ne différant des X?, Y,, Zt

que de termes de la forme - ^ 7 .

Ces termes n'influent pas sur Tordre de grandeur des distances mutuelles des
corps. Donc les ru seront encore des infiniment grands d'ordre 6 au moius.

Nous arrivons donc à cette conclusion :

Si les masses sont de la forme 04 -f- ^(0* ^s fa étant des nombres fixes positifs
et les £i(/) des infiniment petits dordre supérieur à un pour les très grandes valeurs
du temps, la méthode des approximations successives permet de déduire de toute solu-
tion du problème à masses fixes ^ dans laquelle les distances mutuelles sont des

infiniment grands d'ordre au moins égal à —•, une solution du problème à masses
o

variables asymptote, et réciproquement.

Dans le cas de trois corps, les mouvements du problème à masses fixes auxquels

ce théorème s'applique sont les mouvements hyperboliques, paraboliques et hyper-

boliques-paraboliques, dans lesquels les distances mutuelles sont d'ordre 1 ou —
o

par rapport au temps.

4 2 . — Application de la méthode de la variation des constantes. — Les équa-
tions du mouvement peuvent s'écriie, en utilisant toujours les coordonnées et les
composantes des quantités de mouvement des points du système, sous la forme
canonique

dx% _ }ll

(37)

OÙ

Les

(38)

équations

dp,
dt

H T U *
2

dXt

dt

s-
t

2» H

rf/ ùxt'

où les masses sont immobilisées, représentent les équations du problème ordinaire
des n corps.
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En désignant par ct, . . . , cGlt les constantes d'intégration de ce problème, la

méthode de la variation des constantes permettra de résoudre le système (37) au

moyen du système (38) par l'intermédiaire des équations

Qn n

S -, de. dm

Les crochets ont déjà été étudiés au chapitre IV.

On déduit de là qu'étant données n surfaces, on peut choisir les masses de façon

que chacun des n points se meuve sur la surface correspondante, et on peut imposer

encore 6n conditions supplémentaires au mouvement.

4 3 . — Mouvement relatif des planètes par rapport au Soleil. — Soient ?i 4- 1

points S, P4, . . . , PH, et soient xXi yz, z% les coordonnées de la planète PI par

rapport à des axes de directions fixes passant par le Soleil S de coordonnées absolues

?.. 1 . . *..

Les équations du mouvement relatif de Pt par rapport à S sont

dxx ?(H —R ()dt

dx[[ _m|_ dx^ = __ ^ ( H - R J
m dt ~ Zxdt m, dt ~ Zx} \ m0 mt ) dt

avec

(notations du chapitre IV),

Pour établir rapidement ces équations, il suffit de reprendre les résultats du cha-

pitre IV, paragraphe 3J , et de remarquer que dans le cas actuel le Soleil et la planète

sont soumis en plus à des forces de composantes r e s p e c t i v e s 2 ^

drr±
e t dt
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Nous écrirons ces équations sous la forme

dxt _ 3 ( H -

(89)
dt

dx[

tx'

n\ 3(11 —RJ m',
i0 mt ) dt '

el nous ajouterons les équations qui fournissent le mouvement absolu du Soleil :

(4o)
dt

Le système (3g), (4o) est d*ordre 6(/i + 1), comme le système primitif.

Rapprochons de ce système le système

c/x, m
dt

dt

dt ~~~'°

dt
= o,

où les masses sont immobilisées. Ces équations représentent le mouvement relatif
en masses fixes, le corps central étant animé d'un mouvement rectiligne uniforme.

Appliquons encore la méthode de la variation des constantes. X-, Yit Zt sont

fonctions de t> de la seule masse m9 4- w* = M, et de six constantes clitcli9

Quant aux dernières équations, elles donnent

£0 = U + V, ^ = X,« + X'lf Ç. = \l + V,,

On obtient donc les équations suivantes, pour déterminer les constantes d'inté-
gration :

de,
:.ck dt

dM
~df

^^ ùc. dt L̂ M dt ^\ ni \ /]}„ m

^ c>\' dck .>V d\\ _ Ml m' x ,

(on a omis les indices 4).
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On en déduit :

6

2 dck dM S'R m' , <>x f m\ m' \ / l>x à y 3:

lt k dt n l dt 3c, m ïcf \ m9 rn J \ 3c(
 u 3c, >s 3(

et, de plus :

P r e n o n s p o u r v a r i a b l e s c l e s é l é m e n t s a , e , x , ô , u > , c p e t p o s o n s

iïr= ~irJrt~dF'

Les équations donnant les variations des éléments elliptiques seront :

;'ô] It + [C|'o/ I F + [c^ ̂  "df + {[Cl'a]) 7t + [Cz'e] ~è + ([C M])

m0 m

pour ct autre que a ou x, puis :

m ?x \ mQ m

et

.«-])~

m

Nous avons indiqué au chapitre précédent les valeurs des crochets. Calculons les

Pour cela, désignons par r, r(, o les coordoonées de la planète rapportées à des
axes passant par le Soleil :
axe des ç : grand axe de l'ellipse,
axe des TJ : parallèle au petit axe,
axe des Z : perpendiculaire au plan de l'orbite.
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Indiquons dans un tableau les cosinus des angles que font les axes %, rt,
avec x, y, z :

X

y

z

a

p

T

a'

Y'

Y

*

a"

P

Si K représente 9, w ou 9, on a

Or

S a ~— = a B — pa = y = COS s ,

S » r ^ = ?.'a" + ,8'f + YY = ° •

Donc

'-^- = na%\J\
ÖW

Si L représente a, e ou x, on a

= ^ + " '
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On obtient

Sx' ( -— ] = nae sin u,

Sx' 2 n a sin u

i — e cos u '

/ias(i + e cos u)

i — e cos u

On a encore

if
DK

•> r > i ^ T ' ^ T ' ^ T ' ' ^ T ' \̂ T ^ T ' t "\ T *

Les équations que Ton obtient sont compliquées. Bornons-nous à les écrire dans

le cas de deux corps :

da 2 ( | a T 4- e cos u dM

IF ~ ~n~7i * \ "~

de T — e' { ) \ / i —

M Ï — e cos a dt '

) cos u
M ( i — e cos

\/i — e3 sin n dM

Me(i — e cos /t) dt

dl
•JL)

nae na

( i — e3 cos u) sin « dM

Me(i — e cos u) d/ '

le symbole

On a

ayant la signification

a =
m . / /n 0 m \ r v y : . i

nae sin u-{- a [ — (cos u — e) x + y i — e sin u . 8 ,
m \mQ m J l ' ' J

m' 2 na4 sin u a / m' /n' \ r . . , x (cos u — e) sin u 1
—Ü. I O + sinstt — ecos a) a — =z=4= 8 I,

m i — e cos a i — e cos u \ mQ m J I v/i c' i
m' , / : / /n' m' \ r / : . i

na y i —e% — a — Iv/i — c sin « . a — (cos « — e) öL
m \ m^ ni J

m' /ias(f 4- e cos u) a / m' m ' \ r . / : i
— [sin u . a — y/1 — es cos u . H],

i — e cos a \ m / n /m r — e cos

ou
a = X cos Ö + Xf sin £h

Fac. des Se, 3* série, t. XXVII.

r= — X sin Ö 4- >( cos C3,
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représeotent les composantes de la vitesse du Soleil suivant la direction du périhélie
et la direction perpendiculaire.

Dans le cas où ml = u^b(t)f les [M étant des constantes, les parenthèses précé-
dentes se simplifient et les équations se réduisent à

da i -f- e cos a •!/
— — o ci • j

I dt i — e cos il >1>

1 de ( i — e2) cos a -V

1 dt i — e cos ii fi>

ad y/ i — e' sin u >y ^
dt e(i — e cos u) <f

dvu (i — e3 cos u) sin u •!/
dt e(i — e cos u) il

Elles admettent Vintégrale

>Va(i —e2) = const.

ou
43P — const.,

P désignant le paramètre.

Cette intégrale se déduit d'ailleurs immédiatement dans ce cas particulier de
l'équation

i dP 3 dM _ 2 fm\ mr \ r / : . .-,

P d̂  M dt na\/i —e* \ ^ m J

qui donne le paramètre.
On peut la retrouver facilement aussi au moyen des équations cartésiennes. Si,

en effet, x, y sont les coordonnées relatives d'un corps par rapport à l'autre, on
établit la relation

qui donne
, / dy dx

d'où
^3P = const.

en vertu de
dy dx



DEUXIÈME PARTIE

CAS PARTICULIER : MASSES m{ =

CH\PITRE VI

Généralités.

Nous nous proposons dans les chapitres qui suivent d'étudier le cas particulier

où les masses varient en restant dans des rapports constants. On pourra donc poser

mt = jjt.t']y(O» les [JL( étant des constantes.

4 4 . —• Les équations du mouvement sont

Si Ton pose

dx{ dy{ dzi

on obtient les équations canoniques

, m dPi ?H

ƒ>? + ^f + r'f U
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45. — Intégrales premières. — Posons

11 .=-" =

Les équations du mouvement sont alors

ou

(40 <fxt

On en déduit

• = o ,

d'où

(4a)

Ces équations écrites sous la forme

v ^ ' = ' ^ * > etc,

montrent que le centre de gravité du système décrit une droite d'un mouvement
uniforme.

On a également

2 / GTZ, ûPy\
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d'où les intégrales des aires

dz, é

La combinaisop des forces vives donne

dxt d*xx dx'

OU

(44)
d\J,

Cette équation mise sous la forme

Ht . f = o,

montre que ï t — '}!], varie en sens inverse de | . Si donc •}(/) est une fonction
toujours décroissante, on aura une relation de la forme

si ty(t) est toujours croissante, ou aura

46. — Généralisation de la relation de Lagrange-Jacobi. — La combinaison
des forces vives nous fournit, comme dans le cas des masses fixes, une relation entre
le temps, les distances mutuelles et leurs dérivées. On a en effet

puisque Us est une fonction homogène de degré — i e n ^ , y%,
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Donc

ou

avec

Or, on a les identités

— V Y u. a (x xY ete

On en tire par addition

d*où, en vertu des équations (4â) :

Posons

La relation précédente peut s'écrire

L = K + - [(a,t + b,y + (a,t + btf + (aat

d o n
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La relation (A) donne —JT" — 2(2T, — i^,)» d'où, par dérivation :

d'K cfL dl, dU,

et, en \ertu de (44) -

d'K f dV,

C'est la relation cherchée :

( 4 o )

Cette relation fait intervenir le temps, les i\3 et leurs déiivées jusqu'à Tordre
trois. Elle généi alise la relation de Lagrange-Jacobi.

2Ü
Posons = V .

(45) peut s'écrire

dV
a de Y dt dt \Y JA de \yj dt

<? f 'Y \
On a donc une intégrale première pour —f - ^ - 1 = 0 , ou

f -fBf

On obtient alors

(46) (Af + Bt + C) - ^ - - (2kt + B) — + 2 AR = V + h.

Comme cas particuliers de ^ = — , signalons •} = - et
\/PLP 4-B/+C ' \/B/ -h C

û = ; ce dernier cas se ramène aux masses fixes.
1 <zt -h p

L'équation (45) peut s'écrire
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Sous cette forme, elle montre que —— 2^U4 varie en sens inverse de <{/. Si

donc <l est une fonction toujours décroissante ou toujours croissante, — ; a + U ,
dt

variant toujours dans le même sens, aura à partir d'un certain instant un signe
constant.

Supposons par exemple ]/ toujours < o ; si —— 2^U4 est égal à un certain

instant à k > o, on aura à partir de cet instant

dt*

et a fortiori

dt*

d'où

K > —
2

K tendra donc vers l'infini avec ty donc la plus grande des distances mutuelles,

R, tendra vers l'infini et le rapport — aura une limite inférieure positive et

non nulle.

Dans les mêmes conditions, —7̂ - étant toujours positif, K ne pourra passer

pendant tout le mouvement par un maximum et présentera au plus un minimum,
à condition que le mouvement ne soit pas limité par un choc.

Si $(t) va toujours en décroissant et tend pour t infini vers une valeur ^4 non
nulle, on voit facilement que tous les rXJ ne peuvent pas tendre à la fois vers zéro
pour / infini.

En effet, l'équation (45) donne par intégration

Si tous les rtJ tendaient vers zéro, Ut tendrait vers l'infini, et comme
^'U,d/ est > o , le second membre, donc —5- te

Ql

qui est contradictoire avec ce fait que K tendrait vers zéro.

^'U,d/ est > o , le second membre, donc —5- tendraient vers l'infini, ce
Ql
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47. — Cas où la combinaison des forces vives fournit une intégrale première.
— L'application du changement de variables indiqué au Chapitre III, paragraphe 34 :

, /T Xt

dt ' Ç, rtt

conduit dans le cas actuel au\ équations

(47) ^ = /Yà^^L^L +

avec

On retrouve facilement sur ces équations la condition pour que la combinaison
des forces vives fournisse une intégrale première. Les équations (47) peuvent en

effet s'écrire, en posant U ' = / V — :

<PL au1

Formons la combinaison des forces vives

ou, en posant aT' = ^ ^S (~f-) > L ' = ^ l*,(ç? + r,f + £

Pour Ff(/) = 0, on a l'intégrale

La relation F'(/) = o fournit précisément 1/ =

F. des Se, 3e série, t. XXVII.
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Nous plaçant dans ce cas, cherchons ce que devient avec les variables x, y, z
l'intégrale

T ' - L ' —

On a

L'équation précédente devient ainsi

ou, en ayant égard aux relations

ï -1/

2 f

2A/ + B rfL A U,
1 4(A/s-f B̂  + C) dt ^ a(A«* -I-B/ + C) y/Af + B* 4- C Af-h B/+ C

Introduisons K à la place de L au moyen des formules

On obtient, après quelques simplifications

2 A/ 4 B c/K A
(48) i4 — '}u4— 4 ( A f + B i + C) d/ + ^ÂJTBTTcyK =

On peut obtenir également cette formule en combinant les relations (44) et (46).
On en déduit en effet

dt*

- B dK A -• Ï —

L'intégration de cette équation donne l'équation (48).
(48) se réduit pour A = B = o à l'intégrale des forces vives.
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48 . — Mouvement relatif. — Gardant le changement de variables du numéro
précédent, soient n -h r corps Mo, M4, . . . , M,,, et soient Po, P4, . . . , PB les points
de coordonnées çt, rh> Zt, le temps étant x. L'étude des mouvements des
M((i = i, 2, . . . , n) par rapport à Mo se ramène à celle des mouvements des Pz par
rapport à Po.

Posons

Y £ £ Y -r — r 7 ' f

On a alors les équations

+ )

avec R, = > fy-A ' r^ ) H (X,

Ce sont les mêmes équations que dans le problème ordinaire des a corps, mais
Fit)

les fonctions Rt contiennent en plus (X* -h Y* -h Z2).

On pourra donc développer la théorie de Lagrange et Ton arrivera en prenant
les éléments elliptiques des mouvements des Pt par rapport à Po, aux mêmes équa-
tions. (Voir Tisserand, tome I, page 169, équations (h)).

Les développements de , et —— seront les mêmes, et à ceux de
j Ö 010 0 <u

TT

Gomme c = a(i — e cos «),

d'où

dp a(e — cos u) dp ae sin

ÖR\ àR iR . . . . .
, , , il faudra ajouter respectivement :

oa J ce ôti

o e 1 — e cos u o s4 1 — e cos

on ajoutera respectivement

F(t)a(i — e cos u)2, F(t)a*(e~ cos u), Y(t)a*e sin a.
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4 9 . — Cas où le problème à niasses variables se ramène à un problème à
niasses fixes. — Reprenons les équations du mouvement

X —Xi

et effectuons le changement de \ariables défini par

11 vient

On peut simplifier ces équations en choisissant convenablement les fonctions

p et (7.

i° Prenons ryff = o, d*où <i = <xt -f- î,

et 2p<y' + p'cr = o, d'où p = -±r = ' (a, p, y constantes).
a {cet -f- [})

-J^- ^ ^v nous permet de prendre x = , et les équations du mou-
dt ff* «(«< + p)

vement deviennent

i l
On est donc ramené au problème des n corps de masses v{ — (v, = const.).

k
Pour ty = kr = - , on a le problème des n corps à masses fixes.

al -h p

2° Prenons p8ns = ^ , ap<jf 4- p's = o,

d'où p = ^ et * = - p

donc p = <|/*.

On obtient alors les équations
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qui représentent le mouvement de n points de masses fixes (xt s'attirant suivant la
loi de Newton, et, de plus, attirés ou repoussés par l'origine proportionnellement à
la masse et à la distance, le coefficient d'attraction ou de répulsion étant en général

variable avec le temps, étant constant pour >l> =
i

V/Af 4-B/ + G

3° Prenons a" = o, d'où G = a 2 4- P •

Le coefficient de St devient nul, les équations représentent le mouvement de

n points de masses \xx ~Y s'attirant suivant la loi de Newton, avec une résis-
p G

tance du milieu proportionnelle à la masse et à la vitesse.

Cherchons si Ton peut avoir à la fois
^ te 2 C l ' - f - p ' f f

pV3 p*ij

La seconde de ces relations donne

i

puis la première donne

On peut donc dire qu'en choisissant convenablement la représentation du temps,

on doit avoir ^ = j : v- e t n o u s prendrons

at'

Les équations deviennent alors

Nous sommes ramenés à un problème à masses fixes.
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4° Plus généralement, nous serons ramenés à un problème à masses fixes si Ton
peut choisir p et a de façon que

7 7 ' 77 f ' ^ T •

a, p, y étant des constantes. (Le cas p = Y = o a été traité dans le 1% le cas p = o
a été traité dans le 3°.)

Les trois équations précédentes vont nous fournir les fonctions •]>, p, a, et nous
serons dans ce cas ramenés au mouvement de n points de masses fixes s'attirant
suivant la loi de Newton et, de plus, attirés on repoussés par l'origine proportion-
nellement à la masse et à la distance et soumis à une résistance (positive ou néga-
tive) ayant même direction que la vitesse et proportionnelle à cette vitesse en même
temps qu'à la masse.

Posons pc = a;

<>iff <xtt' + UG'
on devra avoir —— = S et —— = 7.

u8 w

avec

L'élimination de u entre les deux premières équations donne

Supposant p =(= o et posant -—= = A , on a

Si Ton pose G = e^vdl, v est solution de

En posant v' = w et en prenant v pour variable indépendante, on a l'équation

w — h 61;M; + kvz = 2 K(w -t- t>")2 •
au

Posons encore w = Ü*(V — J ) .
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X est solution de

do (Xs— QrfX _
+ °V + X(X8 —AX

qui donne
X

X*-AX+ i '

Or

dv dv dX X2—i dX
• = — c -rf< dX ttt (Xs —AX + i)2 d* '

et, d'autre part,

La comparaison de ces deux valeurs donne

d'où

' ct + c

On en déduit

La forme de l'intégrale dépend de la réalité des racines du trinôme X2 — AX -h i.

Premier cas. — A2 — 4 > o. X, et Xs étant les racines de ce trinôme, on
obtient

C = C' < x - x «>

xcx-x,)^1-*
d'où

sf —va = cctf(X — X4) - (X— \ )

x,

C C A I v ^ A A i^[ A< / v v \ Xt — X2

^A — A.J ^A — A5/) I ,
X-X,
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On a donc

_ _ A _ ( x _ X i ) x,-xî(x_X!)x,-x,

_ x. + ax» .x, + x, -.

+ —*i—(X-XJ X l " X - (X-X,)X<-X' .

ty n'étant détermiaé qu'à un facteur près, nous pourrons, sans diminuer la
généralité, prendre

a ^ + X, X,+aX,

puis, comme on le calcule facilement :

Xa

et

X(X~XJ

On a alors

et les équations du mouvement deviennent

Deuxième cas. — À* — 4 = 0. Soit d'abord À = H- 2.
On a alors

On en tire

et

d«' c/X

< . - r

X

i

X - !

1
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puis

X — 1

Nous prendrons
3

X

puis

Dans ces conditions, on a

p = v — r > * = ——e

o a ace 4-pff

Les équations du mouvement deviennent alors

Pour A = — 2, des calculs analogues nous amènent à prendre

3

puis

-y- X

Les équations du mouvement deviennent

A = a et A = — 2 nous amènent donc h l'étude du même mouvement.

F. des Se, 3e série, t. XXVII. i3
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Troisième cas. — A2 — 4 < o. On a

:C^ X ' - A X + I /
- A3

d'où

arc lg
\li~

\/X2 — AX 4- i

X3

(X2 — A X + i)2

On a alors

=^= arc tg — = = IX )
V4 - A3 L \A - A3 V a y J

X2 — AX + i

Nous prendrons

X
•>

V4-Aa

y/x2 — AX + i

X2

X3 — AX + i '

— AX + L \/^ — i

Ou a alors

et les équations du mouvement deviennent

Cherchons comment se comporte '}(£) pour les très grandes Aaleurs de t dans

tous les cas envisagés ci-dessus.
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Pour V2 — 4 > o , X étant un infiniment petit du premier ordre en t, nous aurons

"•I ^ 1x-x, x, x
d'où

y ~ ^ x ( x* y "8Vx, x2

x.

•1/ est donc un infiniment petit du premier ordre au moins, et du second ordre

au moins pour X1 + X2 = o.

3 3

Pour A = ± 2 , ' | = t e X + ' = (X — X2 + X3 — . . .) e X + I .

Si t tend vers l'infini, -} tend vers zéro, et la partie principale de <} est \e~3 :
donc -} est un infiniment petit du premier ordre.

Enfin, pour A3 — 4 < o, on. a

3 V

_ X
+ ~7v^Âx+. f i

3 v
- = = r arc tg

dont la partie principale est Xe " : J; est encore un infiniment
petit du premier ordre.

En définitive, dans tous les cas précédents, ty(t) est pour les très grandes valeurs

de t, un infiniment petit du premier ordre au moins. Donc, d'après un résultat

antérieur, les mouvements de tous les points tendent en général à être rectilignes et

uniformes.



CHAPITRE VJI

Cas où les distances mutuelles gardent des rapports constants.

50 . — Trajectoires particulières. — Nous allons montrer qu'il est facile
d'obtenir des trajectoires rectilignes avec choc qui généralisent celles indiquées par
M. Chazy (Bulletin astronomique, 35, 1918, page 324).

Le mouvement étant rapporté au centre de gravité, cherchons si les équations
(4i) admettent une solution de la forme

au = cif(t), yi = c.'iit), Zi = c;>(o.

On devra avoir

avec §?j = (C, - C{)
2 -h (C} - C;)2 + (C^ ~ CJ)2.

Supposons donc que les constantes C,, Ct', C" vérifient le système algébrique

ƒ
"j <2)?j CJ ̂  ^ 2)ö c;' ^ ^ Sc ~ '

X étant une constante, la même pour toutes les valeurs de 1, et déterminons la
fonction cp par la relation

On doit d'ailleurs supposer A =j= o, car le système précédent peut s'écrire

avec
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et si X était nul, on aurait

ĉU DU DU

d'où l'on tirerait

OC,-

•ou U = o ,

ce qui est impossible.
Il n'y aura choc, au centre de gravité, que si cp s'annule. Selon la forme de la

fonction cp, on pourra donc avoir :
ou choc au bout d'un temps fini,
ou mouvement asymptotique de tous les corps vers l'origine,
ou mouvement de tous les corps Arers l'infini,
ou oscillations pour chacun à distance finie.

Il sera facile d'obtenir à l'aide des équations aux variations des mouvements
infiniment voisins des précédents.

Posons

Q, = Ci ̂  ?'(/),

qui vérifient le système canonique

dx{ t H f/pt ?

dyi

dt

dz{

dt

dp, '

c>H

^9. '
DH

dt

dq,
dt

d)\
dt

MI

et cherchons une solution de ce système de la forme
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les ç, 7), Ç, 7i, / , p étant supposés assez petits pour que Ton puisse négliger leurs
carrés dans un certain intervalle de temps.

On voit facilement que ces fonctions sont solutions des équations aux variations

dt

rf7). _ 7i

[i = jLy (A iA

dt ^ = T^ 2 Gti?» + 3&rk +

les coefficients Jb, iB, 6 étant des constantes vérifiant les égalités

51- — Cas où les distances mutuelles restent dans des rapports constants. —
Nous venons de trouver des mouvements dans lesquels les distances mutuelles
restaient dans des rapports constants.

Nous allons nous proposer d'étudier dans sa généralité le cas où les distances
mutuelles restent dans des rapports constants. Nous suivrons pour cela, en la géné-
ralisant, l'exposition qu'a donnée M. Meyer dans sa Thèse en ce qui concerne la
même question relativement au problème des a corps à masses fixes.

Nous supposerons le centre de gravité immobile, et nous le prendrons pour
origine d'un trièdre fixe T. La configuration du système à un instant t se déduit
de sa configuration à un instant tQ par une liomothétie et une rotation autour de
l'origine 0 . Il existe donc un trièdre mobile T' par rapport auquel chaque point
du système décrit une droite passant par 0; nous supposerons qu'à l'instant initial
T' coïncide avec T. A l'instant initial, Mt a pour coordonnées par rapport à T ou T'
œt, yl7 zt. A l'instant Ml a pour coordonnées par rapport à T'

Soient p, g, r les composantes sur T' de la rotation de T' à l'instant t. Les
composantes de la vitesse de M, sur les axes T' sont :

t— rxt)+Vyt,

— pyt) + x zt./ v? =
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Celles de l'accélération de M{ sont

rIV.
Jx, = — r\y. + qYzi dt '

dt '

De plus, Mi est soumis de la part des autres points à des attractions dont les

composantes sur T' sont

Z - I — Zt

le coefficient d'attraction ƒ étant supposé égal à l'unité.
Les équations du mouvement de M sont donc X̂  = J^, etc., c'est-à-dire

~ Ji [ *" P Q — ( ^ r) ' ] + Zi [ X2 p r •+• (Xs q)' 1 = — > u,. •
X ^^

Ci [^p? + (XV)'] +^[XXff —X^p' + OJ + z ^ ^ ç r — ( X » ' ] = 4 -

l 'y

"_XI(pa + ^)] = - t V j, iz_

Cas oà les masses sont alignées. — Supposons d'abord que tous les points restent
alignés (n ^ 2) sur une droite que nous prendrons pour axe 0 ^ . On a alors
y. = z{ = 0 . Nous pourrons de plus choisir Or, de manière que q soit = o; il
suffira, pour cela, de prendre à chaque instant Or, perpendiculaire au plan 0 ; Q ,
OQ étant la rotation instantanée de T'.

Les équations (49) se réduiront alors à

<5o) X2 ac.
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Les deux dernières donnent :

soit r = o ( 0 | fixe, mouvement rectiligne),

soit p = o, XV = \k = cte (Oç tourne autour de O 2:, mouvement plan).

Dans tous les cas, les n premières équations (5o) deviennent

les /i quantités — ^ ^ ——3—- doivent êt-re égales à une même constante

et Ton a

rXs = p..

Ces deux équations fournissent X et r. rX* = a montre que chaque
décrit sa trajectoire selon la loi des aires.

Les conditions de possibilité sont données par les équations

X' 35 i . , »

On a la relation ^ ^iXi = o.

Restent donc n — 1 relations pour déterminer n — 1 paramètres de forme : les
différences x5 — xit xt étant arbitraire et k étant donné.

Dans le cas n = 2, on trouve (r étant la distance MtMs à l'instant Q :

ƒ » a 1

ms

Dans le cas n = 3, on montre qu'à chaque disposition relative des trois points
il correspond une solution.

n\

Plus généralement, n points peuvent avoir — dispositions relatives. A cha-

cune de ces dispositions il correspond une solution.
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Cas ou les masses sont dans an plan. — Supposons maintenant que les masses
restent toujours dans un même plan (AI ̂  3), que nous prendrons pour plan Ç = o.
Le système (4g) se réduit à :

(50

XilA'pr -

* i

On a donc, les rapports — n'étant pas tous égaux entre eux (les points sont

supposés non alignés) :

Vpr - (A'9)' = XV + (X2/))' = o .

L'élimination de r donne ^3p(^*P)' + ^*QG*q)' — o,

d'où /*(pi + Ç2) = const. = a.

Les deux premiers groupes d'équations montrent que Ton a

xr _ X V + r1) - K I , XX' - X8(p2 + r) = K'Jl,
A A

On en déduit l'équation

1
X

qui, rapprochée de X*/>g =
A,

ff-^-, donne
A

avec = v/(K— K'

On a donc p* + g4 = p -^-.

Fac. des 5c. 3« série, t. XXVII. i4
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Comme on a aussi p2 -h q9 — r~,

on a :

ou bien p — q = o,

ou bien -}X = const. = c,

c
d'où X = —.

i° Étudions le cas où X = -— .
•b

On a alors p2 = - ^ r (K — K' +
2 A

d'où X2p = const., \*q = const..

Les relations \'pr — Qcq)' = \~qr -f (X2jo)f = o

donnent alors X*pr = X3gr = o,

d'où les deux conclusions possibles :

p = q = o (déjà trouvée), ou /• = o.

p

Supposons r = o. Le rapport — est constant. Donc la rotation a une direc-

tion fixe dans le plan %O^. Prenons cette direction pour axe des Çr de sorte que

q = o, d'où

ft K k ' p —

On a alors

Cette relation nous fournit

X = ^ / Y / 2 - | - 2 O £ 4 - -
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-1/ est de la forme
f + B* -h C

Les conditions de possibilité sont dans ce cas

Si K et K' sont =4= o, on en déduit

K et K' ne peuvent d'ailleurs être nuls. En effet, pour K = o, on aurait

;" rtj '

d'où

0 =

ou

relation qui ne peut être satisfaite.

En résumé, le cas X = — ne peut donner une solution que si '\> est de la

forme
f + Bt + G '

2° Étudions le cas où p = q = o. Les équations (49) deviennent

Xt{AA A / ; y{{A l) — >a



io8

d'où l'on tire

puis

d'où

et

M. MENUES.

(A /) (x, 4- y,) — -p > a,

tyt

Les quantités — > y.. —^—i—
L et — V$JL : J ^{ doi^ent être égales à une

^ i ' y 7i ' u

même quantité — /r, et l'on a

Chaque point décrit encore sa trajectoire su Want la loi des aires.
Les conditions de possibilité sont données par les équations

JT^t

En tenant compte des relations

il reste in — 3 relations pour déterminer 2n — 3 paramètres de forme du système
(k étant donné).
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On a les relations

qui s'écrivent

avec

(i, j , k) représente le double de Taire du triangle MtM;Mft.
Les relations obtenues ne renferment donc que les masses et les distances

mutuelles.
On peut remarquer aussi que les équations de condition (a) expriment que la

fonction

satisfait aux conditions de ptemier ordre" : ses dérivées premières sont toutes nulles,
comme il arrive dans la recherche des maxima et minima.

Dans le cas de trois corps, les trois distances sont des \ariables indépendantes,
et, en annulant les trois dérivées de V par rapport aux rt}i on obtient

>' = r.. = r . :

les trois points forment un triangle équilatéral.

REMARQUE. — Dans le cas des masses fixes {>b =c t e ) , on peut avoir l'équilibre
relatif (X = cte, r = cte). Dans le cas des masses variables, on ne pourrait avoir
que l'équilibre absolu (X = cl% r = o); cela résulte des relations

mais alors on aurait k = o, ce qui est impossible.

Cas où les masses sont dans l'espace. — Supposons enfin que les masses ne
soient pas dans un plan (n ^ 4).

Les équations (49) montrent que X*pç, X'çr, \*rp sont de la forme —; donc
À

pt q, r restent proportionnels à des nombres fixes pendant tout le mouvement : la
rotation a une direction fixe que nous pouvons prendre pour axe Oz(p = q = o).
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Les équations (49) deviennent alors

xt(XX» - XV) - y, (XV)' = ± V

(5a) - AV9J = i . VV £ ^

Les premières équations donnent

/ y

n)

d'où

D'autre part,

Donc,

ou bien

ou bien

d'où

on a alors

À*r = const.

r = o,

= const.

d'où, en vertu des équations (5a) :

On en déduit que ^ est de la forme —=
A/* -h Bt + G
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On a les conditions de possibilité

d'où Ton tire

i= JJ 'M zi —

sauf que K = K, ou K4 = o, c'est-à-dire sauf que XV = o ou XV — XV2 = o.
Mais XX" ne peut être nul, sans quoi on aurait

o =

XV2 ne peut pas non plus être nul, car on aurait

Ju : tXsi l—Ji

Donc on ne peul avoir X = -— que dans un cas particulier des masses.

Pour r = o, on a

d'où

Chaque point M décrit une droite, el Ton a les conditions de possibilité
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En tenant compte des six relations

on a 3/i — 6 relations qui déterminent 3n — 6 paramètres de forme (R étant
donné).

On peut former les relations

y* ^

Jk zn

l

3

h

X i

xh

I

I

I

(Y.-YJ +
xf

yt

y3

j}

i

i

ou

(k=^i,j.h),

ou remarquer que les équations de condition (fi) expriment que la fonction

^ - J rt 2 M —^ J lJ

satisfait aux conditions du premier ordre.
Dans le cas de quatre points, tous les rt} sont égaux : les points forment

tétraèdre régulier.



CHAPITRE VIII

Le problème des trois corps traité par la méthode de Lagrange (').

Utilisant dans ce chapitre une méthode analogue à celle de Lagrange pour traiter

le problème des trois corps, nous montrons que Tordre du système dont dépend la

recherche des distances mutuelles est en général égal à neuf, mais s'abaisse d'une

unité dans le cas des masses mt = <vK0 fat = c o n s t 0 et devient égal à sept pour

5 2 . — Gas général. — Soient P, P', P" les trois corps. Posons :

P'P» = r f P»P = r', P P ' ^ r " ;

soient m, m', m" les produits de leurs masses par le coefficient d'attraction,

Soient encore

x, y, z les coordonnées de P" par rapport à P' pris pour origine,
x', y', z' — P — P" —

x\ ff z* _ P' — P — ,

ces coordonnées étant comptées parallèlement à des axes fixes rectangulaires.

Posons avec Lagrange :

ï l T I , 7 1 f(

W -p r ~~ -piT = q> -J7T pr — <1 > ~p pr = cl »

puis

(6) — p = x!x" 4- y'y" + z'z», — p' = x"x -h y" y -h z"z, —p'n= xœ' -h y y' + zz\

(J) Pour le détail des démonstrations, voir Tisserand, t. I, chap. VIII.

Fac. des Se. 3* série, t. XXVII. i5
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et enfin :

dx dz dx'

„, fdx"\\ (d/\\ fdz'y

dzf

On démontre, comme en masses fixes, les relations

(53)

2 dt r
ï dV* M_
2 d/2 r'

M

m' - 99) - «fi = °'

. f . f r f/ . f . , , , rfr dr' drf/ d"r ^ r '
qui fournissent ?z, i i , u en fonction de r, / , r , - r - , —p-, , —r-=-, ——, —r-r

de dt dt dt' dt du

puis la relation

(54) (wV + v(tv + vv')(p'p" +pnp 4- pjo') — (y^ 4-y'^' + ur'Sf')

i / # ' dp* dp" dp dp rfp'Y
16 V dt dt dt dt dt dt }

qui est du second ordre par rapport aux rayons vecteurs.
On a posé

u** -f u* — a'5

v =

dx" , dy"

et enfin

4£' =

4Sr/ =

dsc „ dy _ dz
L y ' — 1- Z

dt J dt dt
dx'

dx'

dxtf dyïï dz"
X Y- Y — h Z

dt ^ J dt dt

dy' dz' \ f , dx , dv dz
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On a, d'autre part

du* 2 M dr ( „ dp" , dp'

et, en vertu de (53) :

du* i d V M dr i dM dm / , , „ „x

(55)

La comparaison de ces deux expressions et des expressions analogues conduit

aux formules

d V M dr i dM r d . , . .. .. ( „ dp" , dp' \~ | dm „ „
1 1 L m\ — (n'a — p a ) —• a — a — a o ] \ A (p a — p a ) = o ,

dl" ^ r2 d/ ^ r dt L ^ V d* y dt q ' JJ ^ dt ^ H F H J

Les équations (55) fournissent pour p trois valeurs; en les portant successive-
ment dans (54), on obtient trois équations du troisième ordre par rapport à
r,r',r".

La recherche des distances mutuelles dans le problème des trois corps dépend donc

en général d'un système d'ordre neuf.

Pour déterminer x, yf z, x\ y', z\ x", y", z'f, partons des relations (6), (c), et

r2 = oc2 -h ƒ + z%, rn = xn + yn + z", r1" = x"" + y"2 + z"* -

Posons

x = r sin Ô cos y, y = r sin 6 sin cp, z = r cos 0, etc.

On a

sin 0' sin 6" cos (cp' — ©") + cos 6' cos 8ff = ^ ,

sin6*sin 9 cos(<p" — <p) -f-cos6"cos 6 = ^
r V

sin 9 sin6fcos('f — o/) + cosO cos 6' =
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et

f dr" Y juf ^°"
~df

Ces six relations, dont trois sont du premier ordre, nous fourniront 0, Ô', 6",

53. — Cas particulier. — Envisageons le cas particulier où les masses restent
dans des rapports constants, et posons :

m m' ni"

[j/, \Lff étant des constantes.
Les équations du mouvement relatif sont

x Ou JG

el admettent les intégrales des aires

t f dz dy

dx dz

ai

On a, d'autre part

,, LIJ; il JJ dt

On en déduit, avec les notations précédentes, par addition membre à membre de
ces relations après dhisions par p., u/, jx" :

d f tv IL'* d

x x' x" \ ( dx dx' dx"



K E C H Ë R C H E S S U R L E P R O B L È M E D E S n C O R P S A M A S S E S V A R I A B L E S . I I 7

ou, en vertu de x 4- x' + x" = y 4- y' + y" = z 4- z' 4- z" = o :

d ( a* u'-- u'"\ d

L'addition membre à membre des équations (53) donne, d'autre part

ut. 2 a

Le rapprochement de ces deux équations fournit •

(53')
2 c//J V 'J- '-*•' w.ff / l l ' dt \ \x r ' a' r'

On établit comme en masses fixes les deux équations

(55') -j- + >l (u.pq + arp'gr -h ^"p'fq") — o

et

rs / a dr \ . r'2

(56) ^

La recherche de r, r', r" est ramenée à l'intégration des équations (53'), (55') et
(56) : (53') et (55') sont du troisième ordre, (56) est du second ordre.

Donc, dans le cas particulier étudié, la détermination des distances mutuelles ne

dépend que d'un système du huitième ordre.

Si Ton suppose •}(/) = — , on pourra remplacer l'équation (53')
yjkf -h B/ -h G

par l'équation (46) établie au chapitre VI :

/« + Bt + G) - ^ r - (2M 4- B ) — + 2 AK = aUt x/kf + Bt + C + h,
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OÙ

et

T7

u. + a' 4- v"

L'ordre da système est alors abaissé d'une unité, et réduit au septième ordrer

comme dans le cas des masses fixes.

Dans le cas particulier envisagé dans ce paragraphe, le calcul des coordonnées
s'achèverait comme en masses fixes.



CHAPITRE IX

Problème des deux corps,

54. — Forme canonique des équations. — En désignant par O et M les deux
points, O étant pris pour origine des coordonnées, les équations du mouvement
relatif de M par rapport à O sont :

-^p- = -y ( ) -pr ,

d'y
df

Désignons par r et v les coordonnées polaires, par ƒ le double de la vitesse
aréolaire de M, et soit

dr

Posons

On à

•Ht)
r '

G

dv
~df

dr
~ dt ~

= -1-
r~ '

Dû'

2 ir

ou

dv SU'

D'autre part, on a

d^où

<fr

r =

XC0S1

ys,
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Or
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Donc

df
r—r- =

de

r

r2 ^ rd

DU'

Enfin, la combinaison

d f dx

montre que l'on a

EL
dt

Nous pourrons donc écrire les équations sous la forme canonique

(57)

dr
dt

dv

dt

d?

dt

df

' Dp '

d̂

5 5 . — Intégration des équations. — Posons

p2 r
2 ar

Les équations (67) s'écriront

- 3 7 * = r , etc.
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Intégrons le système

(58)

dr
dt

dv
dt

do

lt

df

DU"

dp *

OU"

V '
au

~~ Dr

DU
dt

L'équation de Jacobi correspondante est

as i / a s y i / a s Y

Cette équation ne contenant explicitement ni t, ni v, posons

a et p étant deux constantes.
Il viendra alors

On en déduit facilement

S, = \/pV2 — as — a arc tg -^

d'où

S = at» — t + y p V — a* — a arc tg -

En désignant par y et 8 deux nouvelles constantes arbitraires, Finlégrale géné-
rale de (58) est donnée par

2i !
= Y»

•=ƒ-

F. des Se, 3* série, t. XXVII. i6
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Dé\ eloppons ces équations. Il vient après simplifications

On en tire

(59)

V -

v/

-arc

pv -

t g -
A*/ - — as

a

— a* _

r

r ,==£+p"(p/ + S)'
p-

v = y + arc tg

f = •
pJ(p* 4- S)

ƒ=«•

Nous allons maintenant intégrer le système (67) par la méthode de la variation
des constantes. Nous prendrons les formules (59) en définissant a, 8, y» S par les
équations

« DU

ou

do

d<

(60) a,6

do _ t ft'/(?/ 4-5) —a*
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a étant constant, nous devrons résoudre la seconde et la quatrième équations en
p et o, puis une quadrature nous fournira y-

56 . — Interprétation des formules (59). — Les formules (59) représentent le
mouvement d'un point libre.

Or l'équation polaire d'une droite est

/• cos (y — 0) = p

(y, angle polaire, 9, angle avec l'axe polaire de la direction perpendiculaire à la
droite, p , distance de l'origine à la droite).

Les formules (59) donnent

d'où

sins(ü — y)

d'où
o)'

/ = . o ,

On a donc

r ros {v — Y) = y .

3C

Y représente donc l'angle 6, —• est la distance p de l'origine à la droite.
r

La droite est parcourue avec une vitesse dont le carré est

o est évidemment lié à l'origine pme pour le temps.

57. — Remarques. — Mettons de côté le cas où Ton aurait x = o. Dans ce
cas, en effet, on aurait Y = cte e t v = ( u : le mouvement se ferait sur une droite
passant par l'origine.

La première équation (59) montre que Ton ne peut avoir pour aucune valeur
finie du temps B ~ o , Donc p garde un signe constant pendant tout le mouvemenl.

dy
L'équatioti (60) î-elative à Y montre alors que —^ a un signe constant, donc

que Y varie toujours dans le même sens.
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58. — Cas particulier : ty(t) =
\/\t* 4- B/ -h C

_ Prenons comme variables

d'où c = y ;" + V

et T défini par

Les équations du mouvement deviennent

4 *
= Ba — 4AC).

Soit 6 Tangle polaire dans le plan (q, Y,) . La combinaison des forces vives et la
combinaison des aires donnent des intégrales que l'on peut écrire

' fit = c .

L'élimination de 8 donne

On en lire

Le problème est donc ramené aux quadratures, l'intégration se faisant en général
par les fouctions elliptiques.

Bornons-nous au cas particulier simple où à = o.
Les équations (61) se réduisent alors à

et représentent les équations du problème des deux corps à niasses fixes.
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Supposons par exemple que le mouvement du point (ç, Y,) soit elliptique. On
aura alors

p = a ( i — e cos u),

6 / i +e u
t g

a et e étant des constantes qui remplacent h et e.
Si Ton remarque que Ton a

x y r

de sorte que les angles polaires dans les deux plans (x, y) et
en vertu de

sont les mêmes,

dt JBy
2A7

d'où Ton tire

les formules précédentes donnent

a ( i — e cos

0 / 1 + e ii
a y i — e 2

u — e sin u :

Éliminons /. On a

• = A.a — Aa 2 (u — e sin u) ,

avec
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Donc

r = a ( r — e cos u)
\ a — Aa*(u — esin u)

La forme de la trajectoire est donnée par les deux relations

a(i — e Ci'S //)
r = — I 2 i

\/ Y U — a2 (u — e su) u) |

qui fournissent r et 0 en fonction d'un paramètre a.

La forme de la courbe se déduit d'ailleurs d'une façon immédiate du fait que la
courbe (p, 0) est une conique et que

r f B \

On ne peut évidemment envisager que les valeurs de t ^>> —.
2 X

Lorsque t varie entre et -f oo, x varie entre — oo et zéro.
2 A.

a) Si le point (ç, vj) décrit une ellipse, il la décrit donc une infinité de fois el
s'arrête en un point de cette ellipse (p0, 0o) correspondant à T = o. Lorsque T tend

0

vers — oo, - tend vers o, r tend vers o.

La trajectoire du point (x, y) s'enroule autour de l'origine ot a une asymptote
parallèle à la droite O = 60.

b) Si le point (Ç, r{) a une trajectoire hyperbolique, il vient de l'infini et parcourt

une portion seulement d'une des branches de l'hyperbole, s'arretant au point (p0, 0o)#

h est >> o, -j~ tend vers — y h pour T = — oo ; -̂  tend également vers — \ / h ,

donc r tend vers une valeur finie.
On en déduit que le point (x, y) décrit une courbe ayant une asymptote paral-

lèle à la droite 6 = 0o et tend vers un point à distance finie sur la droite menée par
l'origine parallèlement à l'asymptote utile.

c) Résultat analogue au précédent dans le cas du mouvement parabolique du

point (ç, Yj). — tend vers o pour x = — oo ; donc le point (,/;, y) tend vers

l'origine avec une tangente confondue avec Taxe de la parabole.
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On a teprésenté en pointillés sur les figures suivantes la trajectoire du point
7j) et en traits pleins celle du point (x, y).
Les flèches indiquent le sens du parcouis des courbes.

5 9 . — Application.
la forme

— Supposous que les masses des deux corps soient de
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avec

•Ko= '

On a trois intégrales telles que

ri /y* fi^Y*

(«. * + p.) - # + (*.' + .̂ ) nf-x'x'- %*x> =c"

que Ton peut écrire

[(a, + =0* + tf, + p , ) ] ^ l - ( a , + O œ , = (>,l+Md(XtXi) + « , ( « , - X . )

OU

étant une fonction connue de t, puisque mi -f- m2 =
\/A/2 4- Bi -h C

L'équation précédente donne

(et + df '

et de même pour yl et z t .

Le mouvement relatif d'un corps par rapport à l'autre et le mouvement d entraîne-

ment du système sont donc ramenés l'un et Vautre aux quadratures.



CHAPITRE X

Problème des trois corps.

60 . — Équations du mouvement rapporté à des axes particuliers. — II nous
sera utile d'avoir les équations des mouvements des corps rapportés à des axes
particuliers.

Considérons les corps Mo, M|5 M , . . . , M,,, de coordonnées absolues (;0, rjo, ÇJ,

Soient

Gt le centre de gravité de Mo et M4,
G2 — G, et M2,

GH
 = = G — Grt_, et Mn ,

et soient X, , X2, . . . , XH = X , etc . , leurs coordonnées .

Soient :

xtt yt, zt les coordonnées de M4 par rappor t à Mo,

T V 7 \ \ Cl

M..

Posons

On a les relations

m, = v? , ... + mn = vy;/ = M .

5.

?̂

>-

y _|_

X

Y

"V

Je.

v*
mu-i

X .
— /?!.—^— .

F. des S e , 3e série, t. XXVII.
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qui sont de la forme

M. MENDES.

Ço = X + a01 xé 4- aü!£ a?a

y , A- ~t~ W. i/j ~r~ W.«. "-'s!

xn

a»» ̂  4- aJ/5 x , + . .. + n;y/, xH

avec

= O

pour

pour

On a les relations

. ai} = o, ^ m, a£> afA = o pour j 4= /c,

On en déduit

et les formules analogues.
Ces relations sont valables, quelle que soit la forme des masses. Plaçons-nous

maintenant dans le cas particulier des masses

(;JL{ = const . ) .

Les a.- sont alors des constantes, et Ton a entre les dérivées ——, -—-, —~ des; al ai dt
relations de même forme. On en déduit
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d'où

Y

d'où

V a

r = — = y a [Y—V-

h=a

6 1 . — Supposant toujours mi = JJL/I(/), les équations du mouvement rapporté
à des axes fixes peuvent s'écrire

011

JJi et 2T4 ayant la même signification qu'au chapitre VI.
Faisons un changement de variables défini par

les h, c, d étant des constantes.
On en t i i e

d"où

k

V ' y

u k i

ki
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Les équations du mouvement peuvent donc s'écrire

ou

Supposant le déterminant des bki différent de o, ainsi que ceux des cki et des
dki, on en tire les équations

et les analogues.

6 2 . — Appliquons au cas de a 4- i corps Mo, M, > • . •'. Mw de masses respec-

tives Î ^ 'KOJ et posons

On a, d'après le paragraphe 60 :

aT, = v„ (X12 + Y" + Z") + ^ - ^ - !*f (sri* 4- yr + ?r-).

Uj ne dépend que des différences xt —x., . . . » donc ne dépendra pas de X

après le changement de variables. On a donc : —r^ = o, d'où l'équation de
t* A

Lagrange relative à X ;

( * )

d'où

On obtient ainsi les équations du centre de gravité»
On a, d'autre part

M\ v, ,
—+ = ->=<-p. xï, etc.
CXi V
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On a donc les équalions

On a

avec

., = S (a-,+ •&.«,) .

On a ainsi un système de 3/z équations différentielles du second ordre, qui
admet les intégrales premières

n

63. — Problème des trois corps. — Envisageons le cas de trois corps.
Les équations du mouvement peuvent se mettre sous la forme canonique avec

neuf degrés de liberté; il résulte des recherches de Poincaré (*) que Ton peut ramener
le système à quatre degrés de liberté. C'est cette réduction que nous allons effectuer
en suivant Tisserand ("•), méthode qui généralise celle indiquée dans le chapitre
précédent pour le cas de deux corps.

Soient trois corps S, 1 , 1 ' , de masses ^(f), ^^(O et u.'ty(t),
G le centre de gravité de S et M, SM = r, GM' = r',
X, Y, Z, X', Y', 7J les projections de r et r' sur trois axes fixes.

(*) Les méthodes nouvelles, t. 1, p. 33.
(2) Mécanique céleste, 1. ï \ ; chap . X \ \ [.
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Posons

(r + y.) u/
I + fJL + [X

On a les équations différentielles suivantes :

d'X i>U\

(6a)

avec

(63)

r1

R

= X 2 + Yf + Z", rls = Y2 + V'2 + Z's,

A2 = ,

L\ =

- ( X X f + Y V + ZZ') +

(XX'
T + JJL

a af a a'

(ƒ est pris égal à l 'un i té ) .

Quand on aura intégré le système (62), les coordonnées ; , . . . , : ' , . . . de M et

M' rapportés à des axes parallèles aux axes fixes et se coupant en S, seront

; = x ,

+ ;x
X,

Les équations (Ga) admettent les intégrales des aires :

f/X

dt

d\

dt

dt

dZ

îX
d/

dX'

~df

d\'

dl

dt

Changeons d*axes de coordonnées et prenons Ox, Oj , Oz, Ox étant dans le plan
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XOY. Soient ]\ la longitude du nœud ascendant du plan xy par rapport à XYr

J l'angle de ces deux plans. Nous aurons

X = x cos N — y cos J sin N 4- z sin J sin N,

Y = x sin N 4- y cos J cos > — z sin J cos IV,

Z = y sin J 4- z cos J

et de même pour X', V, Z'.
Si Ton détermine J et JV par les relations

sin J =

sin :\ =

J =
C; 4-

cos :\ =

\ / c : 4- G;2 4- G:2

et si Ton pose C = \/C~ 4- C* 4- G"2,

on trouve que les intégrales des aires deviennent :

v
dx dz dx' , dz'

<62) et (63) donnent

cVx . M ;
V

(6a')
* % • • of/2

4- y2 4- s*,

•(63')

R'2 =
2 j.

r'2 4- —-i—
1 4- 'J.

v' 4 - y y' •

B' 4- y y' zzf) -h
1 4-

les constantes arbitraires C4, G^, C", étant remplacées par G, J , X
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Le nouveau plan fixe des xy est le plan invariable du système composé des
deux points M et M' de masses v et v' et de coordonnées œ, y, z et x\ y', z'.

Nous appellerons plan de l'orbite de M à l'époque t le plan qui passe par l'ori-
gine, la position et la vitesse de M au même instant, et de même pour M'. Soient

i et i' les angles formés à l'époque t par les plans des deux orbites avec le plan
des xy ;

h et h1 les longitudes de leurs nœuds ascendants sur le plan des xy, comptées à
partir de Ox ;

ƒ et ƒ ' les doubles des vitesses aréolaires des rayons r et r'.

Les équations (64) pourront s'écrire

( ]xf COS i + a ' / ' COS i' = C ,

\ \kf sin i sin h -h (/.'ƒf sin i' sin h' = o,

JJL/ sin i cos h -+- \kf sin i' cos h' = o.

On en conclut /i' m / t | 180% IJL/ s i n i — a ' y " s i n t'.

C'est la généralisation du résultat de Jacobi :

Les öteux orbites coupent le plan invariable suivant la même droite.

Soit I l'inclinaison mutuelle des deux orbites, on aura les formules

/-2 2 l-l 1-2 /»»2

',f ~ ^ „ T J J

(65)
v / + v'/ ' COS I ., v'/' + v/COS I

COS i = — jr . COS l = —^ -f

V ƒ V ƒ
sin i = —~— sin I, sin 1' = -^- sin I.

C C

Soient v et u' les distances angulaires de M et M' aux nœuds ascendants de

leurs orbites sur le plan invariable, V l'angle MOM' des deux rayons vecteurs r et

r\ on aura

(66) xx1 -h y ƒ 4-zz1 = rr' cos V .

Le triangle sphérique MM'J donne

(67) cos V = — cos v cos v' — sin v sin u' cos 1.

En ayant égard à (63), (65), (66) et (67), on voit que Ut dépend de /*, r', v, v'f,

ƒ et ƒ', les quantités i, i', A el h' ne figurent plus dans U,.
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Posons alors

dr , , drr

dt '

A = v/,

^-"-df>

2 «2 p W2
i< _l ^ 1 J * l *' l

2 v 2 V

On obtient les équations

(68)

</r

Mf

c/r'

"DH

( / Ü

du'

Mi

—— = — = dl
Ml Ml

Intégrons d'abord le système obtenu en remplaçant H par

2v 2v a v r 2v r

Utilisant la méthode de Jacobi, nous chercherons une intégrale complète de
T équation

• + — ( "T- ) + —r T T ) H r ( -V- ) + —T-77 ( -T-7 j = o •

Posons

S = a4u + *[v' + (a, + <)/ + S,(r) + S/r')

et

Dr
-h

avr"
= o,

= o.

F. des Se, 3e série, t. XXVIÏ.
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On en tire

On a donc

O i f f

«.=ƒ• dr

_ /• y/-(a/</•" + O rfr'

Soient |î4 et p, deux nouvelles constantes arbitraires. Nous poserons

y/—(avo,r» + a:)

'r'dr'
\ /-(av'a;i '" + <«)

En effectuant les intégrations, on trouve

(69)
ƒ . = * , .

fi. = j - — a r c t£

y/— (1V2

/ i t ra r*

ƒi = < »

,/ / v /— (2^
pt = v — a r c t g —

Pour avoir les solutions du système (68), nous prendrons ces expressions en y
considérant les constantes arbitraires comme des variables qui seront définies par
les équations

3 P.
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En ayant égard aux relations (69) et en tenant compte de la relation

x x ' + y ƒ ~r zz' = — rr'(cos u cos u' + sin v sin u' cos I),

où

cos I =

on voit que U, , qui est une fonction de r, r' et de xx' + yy' + zz', sera une fonc-

tion connue de t et des huit nouvelles variables a,, J3(, . . . , o^, ,8 .̂

Posons

et prenons comme nouvelles variables

et comme nouvelle fonction à la place de

t =n'(t-p'a),

9' = P: .

*k" V"/CN

On obtient les équations

(70)

Si Ton pose

dL _
dt ~

dG

~df~

dl

~~dF~

dg

dt

>&
II '

*9 '

^L f

S SI

ü.=

dL'
d<

dG'

d/1

dt

dg'
dt

v'ft* v'J//4

301
3/' '

301

301
3L'

301
3 G'

2L"

on a
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Ut et U. ne dépendent pin s maintenant que des huit variables L, G, /, g,
L', Gf, /', g\ mais ne contiennent pas le temps explicitement. On a donc la relation
simple

mais qui n'est pas intégrable.
Quand on aura intégré le système (70), on connaîtra R', â, r = R, u, v' et 1 en

fonction de / et de huit constantes arbitraires, ou plutôt de neuf, en comptant C.
On connaîtra donc en particulier les distances mutuelles des trois corps; pour
achever la solution du problème, il faut obtenir ti, i et i'.

On a la généralisation d'une formule de Radau :

dh

~dt
m

en intégrant, on introduira une nouvelle constante arbitraire.
On aura ensuite

. . G' . _
sm t = —r siQ 1,

Ci

cos 1 =
G 4- G' cos I

sin i' = — sin I,

G f-fG cos I
cos i =

K — h+ J8O°,

( x = r(cos v cos h — sin v sin h cos i),

y = r (cos v sin h -h sin v cos h cos i),

z = r sin v sin t,

x'' = _ r'(Cos 1»' cos /& — sin vr sin /i cos i'),

y' = — r'(cos yr sin /i -h sin v' cos A cos i')t

2' ~ /'' sin v' sin t'.

Donc x , y, z, x', ƒ , z' se trouvent exprimés en fonction de t et de dix cons-
tantes arbitraires.

Les formules (a) introduisent deux nouvelles arbitraires J et N ; de sorte qu'on
aura X, Y, Z, X', Y', V et, par suite, E, rl9 Ç, £', Y/, Ç' en fonction de i et de
douze constantes arbitraires.



CHAPITRE XI

Quelques résultats concernant les chocs de deux
ou plusieurs corps.

Supposant toujours les masses de la forme mt = fJ^CO» nous nous proposons
d'étudier le mouvement au voisinage d'un instant txt où le mouvement cesse d'être
régulier.

À. — Cas des masses croissantes.

64 . — Nous avons déjà démontré au chapitre I, paragraphe 7, que, si la fonc-
tion ty{t) est croissante dans un intervalle comprenant tt, le mouvement ne peut
cesser d'être régulier à cet instant que si la plus petite des distances mutuelles tend
vers zéro lorsque t tend vers 24.

On peut, de plus, en généralisant un raisonnement de M. Chazy, montrer que,
dans le cas de trois corps, c'est toujours la même distance qui tend vers zéro.

Soient, en effet, M(l Mt, M3, les trois corps.

Désignons par rt, t\, i\ = r les trois distances MfiM3, M8Mt, M4MS.
Soient x , y, z les coordonnées de M4 par rapport à des axes parallèles aux axes

fixes, issus de M,; 5, •/}, Ç celles de M3 par rapport à des axes issus du centre de
gravité de M, et Ms.

Si Ton pose

g=

les équations du mouvement sont

—f = — M ç ( — + — ) + Av \Ix ( — T

avec M = mt -\- /H2 -h m3 = (^ + u,
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devons montrer qu'il est impossible que dans un temps arbitrairement
court, M3 soit voisin de M, et Ms, puis s'écarte à distance finie de M, et M2 qui
restent voisins, puis revienne au voisinage de M, et Ma.

En désignant par d le maximum de la distance o de Ms au centre de gravité de

M, et Ma dans le mouvement considéré, c varierait de — à d, puis de d à —.

2 2

Les expressions trouvées précédemment pour —^, , . , , montrent que ces

dérivées secondes sont bornées. Donc, ou bien £', Y/, £' sont bornés et le point

(ç, r,, Q ne peut parcourir une longueur — dans un temps infiniment petit;

ou bien | ' , r/, XJ ne sont pas bornés, mais varient infiniment peu, et le point
(£, 7), Q a un mouvement sensiblement rectiligne et uniforme, et non un mouve-
ment d'aller et retour. C. Q. F, D.

65. — Choc de deux corps. — Supposant toujours ty(t) croissante et le cas de
trois corps, soit r la distance qui tend vers zéro lorsque t tend vers tt, i\ et rg ne
tendant pas vers zéro.

La combinaison des forces vives donne

d'où, en remplaçant x'* + yf* + zn par r'* -h —-—i

On en déduit que chacune des quantités

r V \ (yZ' — zy')*t (zx' — XZ')*, {xf — jx'f,

est inférieure à l'expression

m9mj% m.mtr \ ïhr

donc tend vers o lorsque £ tend vers tt.

Le problème admet les intégrales des aires
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a) Supposons d'abord que les constantes des aires ne soient pas toutes les trois
nulles, de sorte que nous pourrons prendre pour plan des xy le plan du maximum
des aires; les deux premières constantes des aires seront alors nulles, et la troisième,
X", sera différente de zéro.

Si nous nous plaçons à l'instant du choc, ces intégrales s'écriront :

Y,, — uVj ~ ( : - : , - o , ÇY,

Dans les deux premières équations, le déterminant | Y / — Y,S' n'est pas nul;
donc £ et Ç' sont nuls à l'instant ^ .

Donc, à l'instant du choc, le troisième corps et, par conséquent, les trois corps

sont situés dans le plan du maximum des aires et la trajectoire du troisième corps est

tangente au plan du maximum des aires.

b) Supposons maintenant que les trois constantes des aires soient nulles.
Si l'on désigne par \k, Vxk, \[k les constantes des aires dans le mouvement

autour du centre de gravité, on a

Donc, les trois constantes des aires autour du centre de gravité seront aussi
nulles.

Or, on démontre, comme dans le cas des masses fixes ('). que si les trois constantes
des aires dans le mouvement autour du centre de gravité sont nulles, le mouvement
est plan.

Si Ton prend alors le plan du mouvement comme plan des xy, à l'instant du
choc des deux masses mi et m%, l'intégrale des aires se réduit à

Donc, la tangente à la trajectoire du troisième corps passe au centre de gravité des

deux premiers, donc au point où a lieu le choc.

B. — Cas des masses décroissantes.

6 6 . — Supposons maintenant ty(t) décroissante dans un intervalle de temps
entourant l'instant tt) et supposons que, lorsque t tend vers tit la plus petite des
distances r{j tend vers zéro.

(*) Voir, par exemple, CHAZY (Bulletin astronomique, 1918, p. 335, en note).
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La relation (45) donne

d'où

En veitu de l'hypothèse, si •!/ ne tend pas vers zéro pour t = tA, le second
membre de cette inégalité croît indéfiniment, donc est positif pendant un certain

intervalle (£,,/,). On en déduit que , allant constamment en croissant dans

cet intervalle, finit par avoir un signe constant, donc que K, variant toujours dans
le même sens, a une limite lorsque / tend vers £4.

Si cette limite est nulle, tous les rtj tendent vers zéro et tous les corps se cho-
quent à l'instant tl.

Si cette limite est positive, bornons-nous au cas de trois corps. On peut voir que
c'est toujours la même distance qui tend vers zéro. Car s'il n'en était pas ainsi, il y
aurait échange à un instant /'; à cet instant deux distances seraient égales et infé-
rieures à un nombre arbitrairement petit s. La troisième distance serait inférieure
ou égale à ae, et l'on aurait

K
^ + l\ + H-s

Donc K n'aurait pas une limite positive.
C'est donc toujours la même distance qui tend vers zéro.

C. Q. F. D.

En observant que celte distance est supérieure ou égale à la différence des deux
autres, on déduit de ce que K a une limite, que les deux autres distances tendent
vers une même limite positive.

En résumé, lorsque ty est une fonction décroissante de / , nous voyons que, si la

plus petite des trois dislances des corps tend vers zéro lorsque t tend vers tit ou bien

les trois corps se choquent à l'instant tt, ou bien deux des corps se choquent, leurs

dislances au troisième tendant vers une même limite positive.

Dans ce dernier cas, on peut même montrer que la distance qui tend vers zéro
va continuellement en décroissant lorsque t tend vers th.

M4 et Ms étant encore les deux corps qui se choquent, on a avec les notations
précédentes
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tandis qu'il existe une constante 6 telle que t\ et r% restent > 6 lorsque / reste
dans un certain intervalle (tt — x, £,).

En vertu des relations

les équations (72) donnent

dC
cfr,
dû

M
je

Intégrons à partir d'un certain instant compris dans l'intervalle (/, — T, / t ) .

On déduit des inégalités précédentes que -y-, ——, —~, donc ç, vj, ï tendent

vers des limites finies et déterminées lorsque / tend vers tt.

Or on a

, d'r
i

et la combinaison des forces vives donne

d'où

On a donc

ou, en vertu des équations (71) :

dl1 ^
-ï-'-aL, •

avec

L = —- ('"

L tend vers une limite finie et déterminée lorsque t tend vers t±.

Fac. des 5 c , 3e série, t. XXVII. 19
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rf*r'
Donc, à partir d'un certain moment, , sera positif.

——- va donc en croissant constamment, donc garde un signe constant à partir
dt

d'un certain moment ; ce signe ne peut être que le signe moins puisque /- tend vers o •
Donc r va constamment en décroissant lorsque t tend vers tK.

67 . — Choc des n corps(4). — Nous nous proposons d'établir dans ce paragra-
phe une propriété relative au choc de n corps de masses jvKO décroissantes.

Nous envisagerons des valeurs positives de / et supposerons que le choc a lieu
pour t = o, de sorte que, si nous appelons t0 la valeur initiale de t, nous suppose-
rons que t va en décroissant de t9 à o. Nous supposerons que les 3/z fonc-
tions x{(t)t y,(0> zi(J-) définies par des conditions initiales rendant tous les r{j =(= o,
holomorphes lorsque t décroît de t0 à o, cessent de l'être pour t~o, toutes
les distances i\- tendant vers zéro lorsque t tend vers zéro. De plus, nous nous
bornerons au cas ou -V(0 e s t supérieur à zéro, ce qui revient à l'étude d'un choc
de masses décroissantes. Nous supposerons enfin que pour o ^ * > ^ / 0 . <} reste
compris entre deux quantités finies et non nulles tya et 'i*p :

i d'L d / l ,
2 •

La relation
i

1/ dt ~~ " dt\ <b

où

donne

dt"

d'où, à cause de >br\

cCL

(') Cf. CHAZY (Bulletin Astronomique, 35, 1918, p. 33o).
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U4 tendant vers r°o lorsque t tend vers o, -—^ tend aussi vers -f oo, donc

—- va en décroissant comme t et garde un signe constant à partir d'une certaine

valeur de t suffisamment voisine de zéro.
Si nous supposons que nous étudions le mouvement par rapport au centre de

gravité, le choc a lieu à l'origine, et par suite L tend vers zéro quand t tend
vers zéro.

L étant ^ o et tendant vers o, ne peut finir par croître; donc, à partir d'un
dh

certain moment. est > o et tend vers une limite.
dt

Nous en déduisons que le rapport — tend vers une limite quand t tend vers zéro.

Cette conclusion serait valable aussi si ty' était < o , en ajoutant cette condition

que * soit constamment positif pendant tout l'intervalle de temps considéré,

ce qui arriverait par exemple si tous les ri} allaient constamment en diminuant.
On aurait, en effet

tym désignant une valeur de | intermédiaire entre ^(/0) et ty(t), la formule de la

moyenne étant applicable à cause de l'hypothèse faite sur le signe de —— .

On en déduit

d'où

dl* — "•"»!'

]>e désignant la valeur de ty pour t = o, on peut écrire :

d'oii

j - > 2 [^0 + 2 ('J/ni — ^0)] U1 -\- k {tyt — '\>m) (U4) -f- ^ •

'J/o étant 4 = o , on peut prendre i0 assez voisin de zéro pour que » | / ê —^ soit
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inférieur à - ^ par exemple, de sorte que a(^0—}m) e&l < —> et Ie coefficien t de

U4 est supérieur à 2 ( '|0 — j = -}0.

On a alors

'~ > -i.U, + 40f.(i -1,„) (U,)/§ + h>\U, + IA - WU.)J,

inégalité de même forme que (a) et qui conduit à la même conclusion.
Revenons au cas où ty' est > o . La combinaison des forces vives peut s'écrire

et comme

dt*

on a

d'où

(?)

Transformons aT4. On a, d'après l'identité de Lagrange

ou, dJaprès Téquation §x
t&'[ ~ r,''[ :

d'où
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En multipliant chacun des quatre termes du second membre par L = S^rf et
en appliquant à nouveau à chacun des quatre produits obtenus l'identité de
Lagrange, on obtient

D'après l'équation

et les trois intégrales des aires

on déduit la nouvelle expression

ï

Q8 désignant une somme de 2n(n — i) carrés.
En substituant dans (fi), on a

— + c; + cl 4- c\ + Q2

L + 2 / i -

Supposons que, lorsque / tend \ers zéro, L' soit > o à partir de ii

Multiplions les deux membres de l'inégalité précédente par —=• et intégrons entre
V L

ti et t(o < t < /,); il vient

Le premier membie de cette inégalité est positif, le premier terme du second
membre est négatif et tend \ers — oo quand t tend vers zéro, à moins que Ton
n'ait ct = cm = r. = o.
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De plus, f —— dl est négative. Donc cette inégalité n'est possible que si

= o et que si / — 5 — ^ a une limite quand ? tend vers zéro, et
Jt, 1*

par suite si — = en a une aussi. Soit / la limite de — r ; / esL ^ o. Nous pou-
VL \}

vons donc poser

•!;-«+..
L4

£ tendant vers zéro avec t, d'où, puisque L tend vers zéro en même temps :

y, tendant aussi vers zéro avec t.

Donc, le choc des n corps en an même point ne peut avoir liea que si les trois

constantes des aires sont nulles et si —- tend vers une limite, t = o étant l'instant

du choc.



TROISIEME PARTIE

APPLICATIONS

CHAPITRE XII

Évolution de l'orbite d'une particule dans le champ
d'une Céphéide.

68. — Considérons une masse centrale dont la masse M(0 soit telle que sa
dérivée logarithmique soit une fonction périodique du temps. Cherchons l'évolution
de l'orbite d'une particule placée dans le champ de cette masse, en nous attachant
spécialement aux variations du grand axe et de l'excentricité.

En désignant par r l'instant d'un passage au périhélie et en introduisant la
variable — ni = x, les équations qui fournissent les variations de a, e, y. sont

d log a \ -\- e cos u d log M
dt 1 — e cos a dt

2 e cos u d log M
dt — e cos a dt

d/. F ( r — e3 cos u) sin u 2 -f- e cos u ~j
dt L 0(1 — 0 c° s a) 1 — e cos u J

2 -\- e cos u~\ d log M

Nous nous occuperons seulement des variations séculaires de ces éléments.
On a les développements suivants :

i + e cos u
i — e cos a

2 e cos u
[ — e cos i

=!+ <X; C O S
— x)

= V a , COS -
T )

(1 — é& cos 11) sin u \ i . 2 ÏTC(Y — T)

e ( i — e cos

2 + e COS U v i 2 1-rJt — T)
ti = 2n-f >. à. cos -

i — e cos u ^ J P
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P désignant la période de la planète à l'instant considéré, avec

iie) ie <nt(te)2

le

où les symboles Ĵ  représentent les fonctions de Fourier-Bessel d'ordre i.
On aura, d'autre part

dU 2 Lut

T

69. — Cas particulier. — Tout d'abord» si Ton suppose l'excentricité petite,
les équations relatives à a et e donnent approximativement

d log a i </ M
di = " ~W~dT'

rfiog(i—o

d'où

= o,

70. — Cas général. — Dans le cas général, on a

i c o s

1 = 1

OO OO

— y

2 J (^^cos ~ r ~ + Wi Slïl " l 7

Y* c o s h

(73)

d log ( i — e*)j

dl

(7C(/ — T j

dx
S H 1

— T)

(Xt COS

— T)

jw ~ I ^ ) + ^5JB* : C O S
2 i TT ( / — T)

oo oo

p

y-i' cos

^ sm

-7j^- + TV sin ̂ j p ' J I
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Deux cas se présentent :

i° P i]z T f) : Cela revient à supposer que M varie lentement, et, en se bornant
aux termes séculaires, on pourra écrire

d log a

dt
• = o ,

d'où

log — = - n , ( f -

(E, base des logarithmes népériens),

e = en

M serait de la forme
M. Mineur.

: ^ t(> On aurait donc aM. = a0M0, résultat indiqué par

2° P = T : Si Ton remplace les seconds membres par leurs moyennes, on aura

d log a
dt

dl

2

T

2

C0S

c o s

2 Î 7 I T

d*où

a i T vi
— = — 1̂ 0 + T 2 J ai

u 0 1 3
1_ t = i

c o s
I
|
i

J

ï C l V I f 2 t 7 I T 2 t7TT

log -^—pr = 7 2 J a ' i .^cos ^ j ^ + w ' s i a -^r~ ) ( / - '

Dans ces formules, on doit remplacer a, e, T par leurs valeurs initiales. Si Ton
T T

considère que T peut varier entre et -| , les moyennes des coefficients

On suppose, plus généralement, -— incommensurable.

Fac. des Se, 3e série, t. XXVII.
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de t — t0 dans les seconds membres se réduisent à —a0 et o, et Ton a, comme
dans le cas P =j= ï :

~

7 1 . — Approximations successives. — Pour préciser, nous allons résoudre le
système (73) par approximations successives, en nous bornant aux premiers termes
des développements des seconds membres et en négligeant les termes périodiques.
Nous prendrons donc les équations

/

(74)

dloga 2Tz(t — T)
= — !xo — ai c o s ^ \ f** c o s ~~^~ + "4 S1Qdl ro ' p

— x) / 2i:t . 2Kt

[v cos -7p- -f- «, sin "Y-

dît r . 27l(^ T) 2T.(t T ) | / 27T/ . 27l/\

S, « cos J ^ cos -y" + TT, sin - ^ - J — 2 a0J
Posons :

y, 2, s étant supposés de petites quantités, et supposons les unités choisies de

façon que ƒ = 4~*, de sorte que

On aura

ou, en remplaçant y/M par sa valeur initiale -~ :

D'autre part.

log a = iog wft + — »
0

— e-
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d'où les équations

/ T dy

2e0 dz

— et dt

c o s
27t(/ — x)

c o s

T )

irJt T) / 27l/ . 271/

y*, cos -^r- + 7i1 sin - —

271?
,COS-—- + T:, Sin

Première approximation. — Nous prenons

'T- 'T
i, I. fc „ t P^T, n =

On a alors, en négligeant les termes périodiques

2 7TT.

d'où

De même :

i — et dt
^ ^ cos ——i + -*-*- Sin
2 T 2 T

d'où

z = — sm
2 TT T

Enfin

c o s w « s i n

2 cos sin

d'où



IÖ6 M. MENUES.

Deuxième approximation. — Nous prendrons dans les seconds membres, à la
place de a, e, -., les valeurs obtenues dans la première approximation :

/ v = _ . nn l^yt-Q= -\ao(l-tj,

cos

avec

puis

= «, = n , - 1 ̂ 1 y, = n0 + A /i,A(« - f„) = n

# 6n.J,(O + 6 [n'.J.W-B-^

2I;((-T) 2-KJt — r) f 3 y,

oo»

P T V 2 a„

+= cos ^ + Y si(1 [aC + aD(/ + /„)

. 2x(<-T) 3~(t— T) Y, 2TT.((-t)

- s i n T ~ T ' t C ° S T

# sin a* (*^T ' )-.f.coS
a* (*. ir

T ' )[aC + aD(« + t.) - 3\(l - T.W - t.),
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d'où

27ct
UL COS

2-KI\ 27z(t i) I /
^ sm — - cos = — II)

+ ^ sin *'^T ^ [ a C -

2 71 T. . 2îX^0

cos —r~- + -. sin ——-

o — ƒ 2 —

- 3A(* - T.)] ( a, cos — + «, sin -^

a i t / .

Tt | a , ̂ , cos — + . . .m - ^ - J cos
it(/ — T)"1— J = a, COS sin

x° — s in —̂ [2 C -|- 4D^ f t — ^^(^u — To)] ( IJL4

1 r \
cos *, sin

cos ^ sin "Y" J sm — p — = 7 v ^ Slfl 7Ci cos ~ T

-3Ac/-T0)i(HL< c o s - ^ + ^ sin ^ i ) ( * -

Tt
— + ̂  sm - ^ J sm T)~|J II

2

A. sm -—i- -h ir1 cos

(f F , / 27t/ . 2Tt/

— |j>, |̂*. COS — + n, Sin -Tp COS
0\ ( 27tTT„ . 21 tT .

= -± ^;x, COS - ^ + 71, Sin - ^

- 3 A(/. - T.)] (J*. cos *, sin

On en tire

1

< « '

= —- aÉ COS

= a,

=T ~ s/° ~ 7"0x< cos
K' s i n
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On en déduit

V1

Troisième approximation. — Nous prenons clans les seconds membres yt, z,,
comme valeurs de y, z, : , puis

cos ——• = cos

ou, en développant jusqu'aux termes en (/ — /0)* :

- sm- :=r- COS -cos- ï

cos — cos

d'où, en négligeaitL les termes périodiques :

I 2TCT0 j x 27l/r27;V .

= 7 c o s ~"r~( ~ o) cos T" L"7^Si
Tî(/ — T j 3 7Î

Y
 ( T° Mn — T ~ ^ J

cos ^
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i -^ Lcos T - cos — p — j („

= 2 COS

. 2T.I

sin — < os = - sin - (l - /,) s... — sin \ r °' - T , ) sm V
r f

cos

(f f . 27T

= 2 sin

=- sin

, . .**(/ . -T.) , 9^(«.—O' '«(' .-O'

— + T A ^ - ^ ] - T

On aura alors

T ^ ° °T

a / 2 7UTn 2 7TTn\ . ,

-i U, cos -^-° + iu, sin -^-°J = A',

^

(:-, cos ̂  + *, sin ̂  = À».
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(Pz

IF
d*z

7 - el \~W

= A',

= A"

On en déduit

A =

72. — Application aux Céphéides. — Devant la complication des résultats et la
difficulté d'application, nous allons chercher des résultats d'ordre statistique.

Tout d'abord, nous pourrons, sans diminuer la généralité, donner à t une valeur
particulière : nous choisirons zéro.

A, A', À", deviennent alors des fonctions de T0, que nous remplacerons par
T T

leurs valeurs moyennes lorsque ?0 varie entre et -\ . Nous pose-
2 2

2 7t T

rons X = ° et nous ferons varier A entre — 7c et -h *. On trouve ainsi, les

traits indiquant que l'on a pris des valeurs moyennes :

L '6

"5 v° a 3
o o 10

, ' 7 . O . . 8 , 3 " O . . _ 2

Si l'on néglige ensuite les puissances de e supérieures à la seconde, on obtient :
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Au point de vue pratique, ce que Ton connaît, ce ne sont pas les valeurs
de UL0, ;jt(, ut4, mais c'est la courbe de lumière de la Céphéide. Portons en abaisses
le temps, en ordonnées la magnitude, et supposons que la courbe obtenue, qui a
pour période T, puisse être représentée avec une approximation suffisante par une
équation de la forme

(70) m = m0 + mi cos — - + ma sin

E désignant l'éclat de l'étoile, on a

• ™ = K E ( K = c - ) ,

et, d'autre part

m = — 2,5 log E,

d'où

//TU , , 2~l 2~t

— = Re = Ke e y ' ' T (e, base des logarithmes nepenens),

d'où l'égalité approchée :

La comparaison de cette formule avec

i dM
cos — - -h 7i, sinT ' ^ " l T J

donne

De plus, la courbe de lumière est rapportée à une origine du temps différente de
l'instant que nous considérons, de sorle que mi et m% sont de la forme

1 mt = m\ cos - ^ — ml sin - r p

j 2 71L o 2 7T ^
; siI m, = m; sin - y i + mj cos

F. des Se, 3' série, t. XXVII.
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si ml et ml sont les valeurs de mt et mM lorsqu'on prend comme origine du temps
Tinstanl considéré.

Nous remplacerons encore tous les termes dépendant de mi} m3 par leur valeur
T T

moyenne lorsque / varie entre et H .
2 2

On obtient ainsi, en désignant par A, A', Af/ les nouvelles valeurs moyen-
nes de A, A', A" :

T = a> , . 4 et - o,o8) [ « f + (ml)':,

F =,*;(a, 17-o,43O [ « ) " + « ) • ] •

Nous arrivons donc en définitive à

-2- = - ^(t - /,) - ^(0,07 el — o,o4) [(my + (/n )̂2] (/ — 1OY - &• (2,17 - o,43 e;) [ « / +
0

3
P 'i.

t_ - = _ ^(0,07 < -o,o4) l(m:)2 + « ) * ] (/ - t.)' - ^-(a, 17 - o,43O[(m:)2 + (/»:f] (/ - 0 ' •

ces équations n'étant valables que pour des valeurs de t — £0 suffisamment petites.

\ous avons indiqué là une méthode. Quand on cherche à représenter effective-
ment la courbe de lumière d'une Céphéide, on s'aperçoit que la formule (jb) est
insuffisante en général. 11 y aurait donc lieu, en vue des applications, d*introduire
les termes suivants dans l'expression de la magnitude et de pousser en conséquence
plus loin les développements des seconds membres des équations (74).



CHVPITRE XIII

Mouvement d'une planète ou d'une comète dans un mil ieu
résistant.

73. — Équations qui définissent les éléments osculateurs. — Considérons une
planète de masse variable m attirée par le Soleil; soit M la somme des masses de
ces deux corps. Supposons le Soleil fixe et la planète soumise à une résistance de
milieu m F opposée à la vitesse.

Soit à chaque instant une orbite osaulatrice qui serait décrite par la planète dont
aurait immobilisé la masse à cet instant et qui ne serait pas soumise à la résistance
du milieu.

En désignant par v l'anomalie vraie, les résultats qui précèdent et ceux indiqués
par Tisserand {Traité de Mécanique céleste, t. IV, chap. \ III) permettent d'écrire
rapidement les équations qui fournissent les variations des éléments elliptiques de
la planète. On obtient ainsi :

da
dt

de

dt

L dt

dt

2 F

aF\A -

na

2F(l —

naesJ \ + c

e2

e"

O

V/'

\ / 1

sin

+ e' +

r-os ü

+ e' +

sin

+ es +

» /
\

cos u \

+ e
«cos»

u

3 6 COS Ü

e~
i j

a
M

('

M(

O S Î

i +e
1 — C

- e')
i — e

i —e"

i — e

cos
cos

cos

cos

sin

cos

M

n
u

ii

a)

u

u)

dt

dM
dt

dM
dl

1 cos u) sin u t/M
' cos u) dt

V étant la vitesse de la planète, r sa distance au Soleil, nous supposerons que
la résistance est de la forme

— ecos

JD et q étant des constantes.
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Les équations précédentes deviennent, en introduisant l'anomalie excentrique à
la place de l'anomalie vraie :

v --
a i + e cos a dMda

dl
: a M'

(

(•

i 4- i

— e

e cos a) 2

COS II) 2
M i — e cos u dt '

i

p—
de , , - P - | l-i»-« (i -h e cos u) * (i — e*) cos « c/M

—— = — a ( i — e ) M 2az — - — cosu -̂  —
dt f P-Q-~ Mil — e cos u) dt

(i — e cos u) 2

öfö / ;»,p—I l - p - 9 ( i + e c o s t i / 2 . v / i — e ' s i n w /̂M
-rr = — a v ! — e M a
dtdt , xp-»-«-| M ( t — e cos u) r//

(i — e cos u)
4

P
t/^i , , p - J i~p-<? (i -f- e cos a) 2 , . (i —e3 cos «) sin u dM

e—/=ÏM 2a~ — r ( i — e3 cos u) sm « + ^—— — —
cff . v^q+l K M(\ — e cos u) dt

( t — e cos a)

7 4 . — Inégalités séculaires. — Pratiquement, la variation de M est très lente;

nous pouvons donc supposer —— constant pendant un temps très long. Pour avoir

les termes séculaires qui, seuls, nous importent, nous pouvons prendre les valeurs
moyennes des seconds membres pendant une révolution. On obtiendrait les mêmes
résultats en supposant que M varie avec une période différente de celle de la révolu-
tion de la planète.

Les traits indiquant des valeurs moyennes, on a :

i 4-
i —

Quel

e cos «
e cos u

c +
/1

que soit

e

e

P

i ,

cos

cos

i

r on a donc

COS

— e

a
cos

( t

( i

=

— e

d%ï

ir

i

cos

cos

. =

sin u
— e cos a

tt) 2 .

0 ,

sin

U COS ii

u cos
cos

a

d'où :

<J = const., xt = consi. .

La direction du périhélie reste fixe, ainsi que la longitude moyenne de l'époque zéro.
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La relation

i da i (/M v~\ |

(i — e cos u)

montre que le produit a M va continuellement en décroissant.
Si donc M va en croissant, ce qui serait le cas de la Terre par suite de la chute

des météorites, a décroît : la Terre ne rapprocherait du Soleil.
Une intégration par parties donne

(i -h e cos u) 2

cos a du
P

( i — e cos u)

(i -h e cos u)

p
COS fi)

d'où l'inégalité

cos M) -f (2/) -i- 2 g — I ) ( I 4- e cos u)^ duf

( i + e cos «) a

(i — e ( os u) '
pour p > — et q^>o.

Dans ces conditions,

dede , V M ? Ï |
-— = — % ( i — e2) M 3 a
dt (i — e cos u)

cos

est négatif, et l'excentricité va continuellement en décroissant.
Si, au contraire, on a

P < — *

l'excentricité va continuellement en croissant.
Mais l'hypothèse </<o, qui correspond à une résistance qui augmenterait avec

la distance au Soleil, ne semble pas se présenter dans la réalité.
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Cas particuliers.

75. — Dans le cas simple

on a
r da i rfM

de

On en déduit, en prenant l'origine de temps a l'instant considéré :

«M = a0M0E~**', e = const..

Si la résistance, indépendante de la distance au Soleil, est proportionnelle à la

vitesse, le produit du demi-grand axe par la masse va en décroissant comme une

exponentielle, ï'excentricité reste constante.

Si la masse varie suivant une loi exponentielle, il en sera de même du grand axe.

76. — Envisageons encore le cas d'une résistance indépendante de la distance
au Soleil et proportionnelle au cube de la vitesse (les calculs sont plus simples que
dans le cas du carré) :

3

i-hecoszt^ "2 4 — 3\A—e~ (ï +«cosu) 2 ^ 2 1 — \ A — <
: » T COS U ^^ —

i — e cos il

Les variations séculaires de a et e sont données par les deux équations

1 da i t/M _ M 4 — 3 \/\ — e*

a dt M dt ' a >/{ ^

e de M

77. — Si la résistance est proportionnelle à la vitesse et inversement proportion-
nelle à la distance au Soleil :
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on trom e de même les équations

da a dM 2 —- \/1 —

de oc

78. — Quoique n'ayant probablement pas d'application pratique, signalons le

cas où

On a alors

de -\i«p-ïï (J + ecosu) 3

—— = — a ( 1 — e~) M cos w,
d̂  1 — e cos a

équation à variables séparées, donc qui se ramène aux quadratures.
On a ensuite

1 da 1 dM P - ^ ( I +ecosw) a

a dt M dta dt M dt t — e cos u

qui donne le produit a M par une quadrature.
Appliquons au cas d'une résistance proportionnelle à la fois au cube de la vitesse

et à la distance au Soleil :
3

On a :

P
e (1 4- e cos 11)

1 — e cos a 2 * i — e cos u

d'où

e(i — e~) dt

qui donne

6 ~~ RE""*— i ' V ~ c o n s " ÎJ* —J

puis
ï da t dM _ 3KE-a | i —2

M dt 2 ( K E - 3 ï l — 1) '
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qui donne

,

79. — Cas d'une excentricité négligeable. — Si Ton suppose l'excentricité
négligeable, on a

de
— = o , e = const.
dl

et
da W>-\ 1~P~<! <* dM

—- = _ # M 2a2 - _ _ _ ,
dt M dt

équation qui, écrite sous la forme

v^n-l da a iQ 2 dM P~~

M dt

nous amène à poser

C est alors donné par l'équation

G ~df = ~~*

On trouve

C ~ | K '

d'où

Remarquons que ce calcul écarte l'hypothèse p -f- q = —. On voit directement

dans ce cas que Ton a

avec

V.= f\JLP Sf//.
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