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PREFACE

Ce mémoire a pour but 'étude des perturbations déterminées, dans une
masse fluide en mouvement, par des variations de température. La théorie
générale, développée dans le premier Chapitre, est appliquée ensuite a quelques
problémes spéciaux concernant la naissance des tourbillons dans les mouvements
giratoires d’un fluide parfait ou visqueux.

Les recherches que nous exposons ici sont loin de traiter le probleme de
Iinfluence de la température sur les mouvements des fluides dans toute sa
complexité. Nous serons heureux si ces essais peuvent un peu éclaircir des
phénoménes que 'on observe en variant brusquement le champ de la lempé-
rature, dans lequel se trouve une masse fluide en mouvement. Ces variations
provoquent des perturbations du mouvement principal qui changent parfois
complétement le caractére de ce dernier.

Nous nous arrétons spécialement sur la détermination des accélérations
qu’obtiennent les particules fluides au moment initial, lorsque les forces pertur-
batrices, dues a l’échauffement, commencent a agir sur la masse fluide. En
étudiant ces accélérations, on peut souvent se rendre compte du caractére général
du mouvement perturbé et de l'effet des phénoménes qui se produisent prés
des parois limitant le fluide.

L’analyse directe de problémes de ce genre est trés difficile. Le fait que
la densité du fluide ne peut plus étre considérée comme constante est la cause
principale de ces difficultés. I1 était donc du plus grand intérét de pouvoir
remplacer l'effet de variation de la température par une petite force pertur-
batrice et de ramener ainsi le probléme général & un probléme ou la densité du
fluide reste constante.

C’est 1a une idée ingénieuse de BoussinesqQ (1) qui, dans le cas des
fluides pesants, permet de simplifier essentiellement les équations du mouve-
ment. Cette simplification est basée sur la démonstration que leffet de la
variation de température peut étre remplacé par une petite force, antagoniste
a celle de la pesenteur, et proportionnelle a ’échauffement.

Lord RAYLEIGH (2) a utilisé cette méthode analytique pour donner une
base théorique aux recherches expérimentales de H. Bg&NArRD (3) sur les
tourbillons cellulaires. Ces tourbillons apparaissent, lorsqu'un fluide en repos,
compris entre deux plans horizontaux trés peu espacés, est chauffé d’en bas.

En se basant sur une remarque de D. RiaBoucHINSKY (4), nous nous
proposons de généraliser la théorie de BoussiNnEsQ en appliquant les mémes
raisonnements dans le cas ou interviennent d’autres forces, que celle de la pesan-
teur. Nous nous arréterons spécialement sur l'influence des forces d’inertie.
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En appliquant une hypothése analogue a celle de¢ BoussiNEsQ, nous
ramenons le probléme général & un probléme plus simple, déterminé par des
équations (5) du chapiire I, 3. 1.a densité du fluide est considérée, dans
notre probléme, comme constante et égale a sa valeur moyenne. L’effet de
variation de la densité est remplacé par unec petite force perturbatrice (— T,

grad U) proportionnelle & I’échauffement T, et & la force d’'inertie gradient U.

Nous constatons que la vitesse perturbatrice \7? peut étre nulle si le
gradient de la température a la méme direction que la force d’inertie. Dans ce
cas, I'’échauffement ne provoque pas immédiatement une perturbation du mcu-
vement initial, mais produit seulement un changement modéré de la pression.
C’est le cas, par exemple, du probléme de Lord RAvLEIGH, indiqué plus haut.

Dans les chapitres II et III, nous traitons le probléme du mouvement
giratoire d’'un fluide entre deux cylindres coaxiaux, mainlenus a des tempé-
ratures constantes différentes. Dans ce cas, le gradient de la température et la
force centrifuge ont la méme direction. L’échauffement ne provoque donc pas
nécessairement un changement du mouvement principal; ’étude de la stabilité
de ce dernier peut étre entreprise par les méthodes habituelles, qui consistent
en introduction de petites vitesses perturbatrices et en analyse des conditions
qui tendent 4 amortir ces vitesses.

Nous signalons une certaine analogie cntre notre problémec et celui de
TavLor (7), ou les vitesses angulaires de deux cylindres sont différentes, mais
la température n’intervient pas. Nous obtenons des solutions approchées de
notre probléme et I'équation caractérisant la stabilité du mouvement (équa-
tion (5), chap.II, 4). Nous en tirons quelques conclusions relatives aux longueurs,
les plus probabies, des ondes et a la possibilité du changement de régime. Ce
dernier se conserve toujours si le cylindre extérieur est moins chauffé que le
cylindre intérieur. Dans le cas contraire, l'instabilité du mouvement est
possible, mais sous la condition «8 >4 (a-— coefficient de la dilatation cubique
thermique, Br gradient de la température). Nous trouvons la longueur des
ondes, qui apparaissent au moment du changement de régime, comme fonction
de la vitesse angulaire et reproduisons cette fonction graphiquement pour
quelques valeurs du produit ¢ (courbes 2 et 3 pour des fluides parfaits et
courbe 5 pour des fluides visqueux). Nous calculons aussi la longueur de la
premiére onde qui apparait lorsquon augmente progressivement la -vitesse
angulaire. Cette longueur est égale a 2V/2_d o d €st la distance entre deux
cylindres.

On peut soumettre les résultats obtenus a une vérification expérimentale,
en prenant par exemple «=0,001 (essence de térébenthine), les rayons des
cylindres R;=50 ecm et R,=51 cm, la différence de la température 85°¢C.
Remarquons, cependant, qu’il est difficile de satisfaire a l'inégalité «f >4 si le
nombre « est petit. Pour l’eau, par exemple, («=0,00018), si R, — R, = 1 cm
et la différence de la température 80° C, il faudrait prendre les rayons R, et R,
des cylindres supérieurs & 3 m.

Le chapitre III est consacré a la détermination des solutions exactes du
probléme. Elles se présentent sous la forme de séries de fonctions de Bessel
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de Yordre O el 1. La condition de stabilité se (raduil par 'annulation d’un
déterminanl infini (chap. III, 3). Nous n’¢tudions pas a fond celle équation,
mais en tirons quelques conclusions qui confirment les résultats obtenus aupara-
vanl par un calcul approximatif, beaucoup moins compliqué.

Dans le cas général, le gradient de tempéralure et la force d’inertic
n‘ont pas la méme direction et I’échauffement fait nailre un tourbillon, défini
par I'équation vectorielle :

(D 0 = rot V)i = « (grad U >< grad T).

Nous développons dans le chapitre I, 4, une méthode générale, permetlant

de déterminer de proche en proche les accélérations successives V,, Vz, V,
des particules fluides.

Nous appliquons cette méthode dans le dernier chapitre, conlenant I'étude
du mouvement giratoire du fluide entre deux sphéres concentriques, maintenues
4 des températures constantes différentes. Nous l(rouvons des accélérations
initiales des deux ‘premiers ordres et faisons quelques remarcques sur les
propriétés des accélérations de l'ordre n, ainsi que sur le caractére général du
mouvement perturbé.

Ce dernier peut étre interprété de la maniere suivante. Supposons le
mouvement syvmétrique dans chaque plan passant par Vaxe de rotation et
—
développons la vitesse V en série suivant les puissances du temps { :

(ID) V’:V}’,+Vjt-+ ’_(t W?

\fo désigne ici la vilesse du mouvement principal non perturbé par 'échauf-
fement. Les perturbations du mouvement sont déterminées par les vecteurs
\7:, V;, Vz La fonction \;. est donnée par T'équalion générale (1) qui, dans
nolre cas,délermine un vecteur dans le plan méridienal. ILles lignes de courant
correspondantes sont reproduites sur les figures 6 et 7. Nous calculons ecunsuite
le vecteur \72 et trouvons qu’il a la méme direction que la vitesse de rotation
principale du fluide. Pour des particules fluides se trouvant de part ct d’autre
d’'unc certaine surface de révolution, les vecteurs V; ont des sens opposés; la
seclion méridionale de cette surface est reproduile sur des figures 8 ct 9. En
continuant le calcul, on trouve quec les vecteurs V., pour n pair sont tous ortho-
gonaux au plan du méridien et pour n impair — se trouvent dans ce plan.

I1 est du plus grand intérét de signaler ici la concordance entre les
résullals oblenus par nous et ceux, que lon peul prévoir selon une méthode
générale de D. RiaBoucHIinNsky (17). D’aprés cette méthode, pour sc rendre
compte du caractere général du mouvement, il suffit de remplacer en pensée
les circulations, dont on prévoit l'apparition (dans notre cas se sont les
circulations dues au tourbillon rot V:), par de pelits disques mélalliques, animés
de rotation et chercher la position que ces disques tendraient a prendre sous
Veffet de la composition des rotations. I1 est évident, que dans notre probleéme,
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I'effet de la force de CaArioris doit se manifester nécessairement dans la
création des mouvements analogues & ceux définis plus haut.

Sachant que les vents dans I'atmosphére terrestre sont souvent provoqués
par l'inégalité de la température d’air aux diverses hauteurs, nous pensons que
les résultats obtenus dans ce travail ne sont pas sans intérét pour la météréo-
logie. Nous signalons, par exemple, une certaine analogie entre les courbes (6)
et (7) et celles trouvées par BJErRgNEs (18) par des procédés tout a fait
différents. D’autre part, ces résultats peuvent apporter quelques contributions a
I’étude des divers phénoménes que l’on observe sur le soleil. Notons, par
exemple, que dans notre probléme toutes les vitesses perturbatrices sont nulles
sur un certain paralléle, et que ’apparition des taches solaires se fait, & quelques
degrés prés, sur le méme paralléle.

Cetravail a pu étre poursuivi grice au concours du Service des Recherches
du Ministére de I’Air, et je tiens a exprimer ma grande reconnaissance a
M. I'Inspecteur Général SecuiN, et & MM. les Membres du Conseil Supérieur
des Recherches Scientifiques de 1’Aéronautique.

a

Jadresse l’expression de ma gratitude & mes maitres : MM. ViLraT et
RiaBoUCHINSKY pour les encouragements et conseils que jai recus d’eux.




CHAPITRE PREMIER

Sur la GENERALISATION d'une METHODE de J. BOUSSINESQ
PERMETTANT de SIMPLIFIER les EQUATIONS
de MOUVEMENT

1. — Méthode de J. Boussinesq relative au mouvement des fluides pesants.

En étudiant l'influence de la température sur les mouvements des fluides,
on arrive a des difficultés presque insurmontables. Ces difficultés ne pro-
proviennent pas seulement de ce fait quune équation complémentaire de
forme :

O D — T

doit étre jointe aux équations du mouvement pour déterminer la température T,
mais surtout du fait que la densité p du fluide, méme dans le cas le plus simple,
ne peut plus étre considérée comme constante; elle varie avec la température.
En désignant par 4 (u, v, w) la vitesse, par F la force extérieure, agissant sur
Punité de volume, et par p la pression, on obtient les équations de mouvement
et de continuité sous la forme :

) V=F_ % grad p,
dp P
® %+ aiv oWy =0,

ol la densité p doit étre considérée comme fonction de la température T.
Dans le cas ou la température T et, par conséquent, la densité p ne dépendent
pas explicitement du temps, les équations (1) et (3) peuvent étre remplacées
par les équations suivantes :

(1) (grad T . V) = kAT,
3) Vgrad o + ¢ divV =0,

ou k désigne le coefficient de la conductibilité.

I’équation caractéristique étant donnée, on a un systéme d’équations en
nombre suffisant pour déterminer les fonctions inconnues. Malheureusement, ce
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systéme a une forme ireés compliquée, qui ne permet pas d’analyser directement
les problémes.

Dans ses travaux sur le pouvoir refroidissant des fluides, J. BoussinesQ (1),
se bornant au cas des fluides pesants, a réussi a4 simplifier sensiblement les
équations (1), (2) et (3), en démontrant que les petites dilatations ou contrac-
tions thermiques du fluide sont négligeables en elles-mémes, mais produisent
une variation du poids pg de 1'unité de volume, dont il faut tenir compte. En
effet, les déplacements diis a4 ces dilatations sont treés faibles, mais les petites
différences de poids, par unité de volume, dans un méme plan horizontal,
entrainent, au contraire, des déplacements verticaux trés sensibles. Il s’ensuit
quon peut considérer la densité p constante et égale & la densité moyenne p,
dans tous les termes des équations (2) et (3), sauf dans ceux qui dépendent
de la pesanteur g¢.

J. BoussinesQ démontre ensuite que la densité p, étant fonction de la
pression et de la température, est liée trés étroitement a 1'échauffement T,
comme si la pression restait constante. Par exemple, pour l'air atmosphérique,
une élévation de température de 10° réduil la densité de 2/57, ce qui correspond
a4 une élévation de 281 m, & la température constante; la pression p variant
dans Palmosphére de sa 1/8 000 partie pour 1 m d’élévation.

Par suite, en désignant par o le coefficient ordinaire de la dilatalion
cubique thermique du fluide, on peut supposer, avec une approximation suffi-
sante, que le poids pg de l'unité de wolume sera divisé par 1T, ou sera
diminué sensiblement de pgoeT. On arrive ainsi & une simplification considé-
rable des équations (2) et (3). En effet, la densité p du fluide, dans le cas
d’échauffement T, peut étre considérée comme constante, pourvu qu'une force
antagoniste pgeT, proportionnelle & I’échauffement T, soit adjointe au poids
normal pg de I'unité de volume.

En désignant par P la partie non hydrostatique de la pression, on a les
équations suivantes :

V=_— %grad P — JTF,

divV =0,

DT

—-"I—)—t—' = l('AT,
olt la force F a la valeur 9, est verticale et dirigée vers le bas, et ou lla densité
moyenne est désignée par p.

2. — Applications de la méthode de J. Boussinesq.

Les équations simplifiées par la méthode de J. BoussiNesQ ont été appli-
quées par Lord RavLeicua (2) au cas particulier d’'une masse fluide en repos,
d’épaisseur d trés petite, comprise entre deux plans horizontaux maintenus a des
lempératures constantes différentes. Lord RayLEiGH a étudié la stabilité d’une
telle masse fluide dans le but de donner une base théorique aux travaux expéri-
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mentaux de H. Bxarp (3) sur les tourbillons « cellulaires ». Ces tourbillons
apparaissent lorsque le fluide est chauffé d’en bas et se distribuent en cellules
qui ont le plus souvent la forme d’hexagones.

Dans cette étude, Lord RavrLEIGH suppose que le mouvement perturbé
est ondulatoire et que les petites vitesses u, v et w el la température T pertur-
batrices sont proportionnelles a eil® eimy ent, En négligeant les termes du
deuxiéme ordre en u, v, w, T, il obtient les équations suivantes :

4) %P:——nu,

ilu + imv + (fi—lf =0,

n'l‘-}-(iw_—_k[(— lﬂ—ma)T+%].

Elles admettent les solutions ot w et T sonl proportionnels & sin sz et
u. v el P a cos sz. Le nombre constant s élant délerminé d’apreés les conditions
aux limifes. Les équations (4) étant homogénes, on obtienl une relation entre
les coefficients qui, dans le cas des fluides parfaits, a la forme :

n (4 m?+ s?) 4+ nk (€ + m2+ 522+ «8g (24 m2) =0,

ol f désigne une constante, gradient de la {empérature.

On peut considérer cette équation comme caractérisant la stabilité : le
mouvement est stable ot non selon que n est plus petit ou plus grand que 0. En
cherchant dans le cas d’instabilité les valeurs de [2-}-m? correspondant aux
valeurs maxima de n, Lord RayLElGH obtient pour les longueurs des ondes les
valeurs numériques qui coincident avec celles mesurées par H. BENARD.

Il est facile de généraliser le probléme de Lord RAavLEIGH dans le cas ol
le fluide n’est plus en repos, mais en mouvement rectiligne horizontal a une
vilesse constante U. Les équalions du mouvement prennent dans ce cas la
forme suivante :

1op_ du ouy,

s dx ot x>

1P dv dv

o 0y ot dx

1 0P ow ow
—9T+ o= " ux ¥

du o ow

wtg Tt =0

3

oT oT
W—}—wU—}—[ﬂlU: kAT,



et acceptenl les solutions :

u = uy ert sin { (x — Ul) cos my cos sz,
v = v, ent cos l (x — Ut) sin my cos sz,
w = wy ent cos | (x — Ut) cos my sin sz,
T = T, ent cos I (x — Ut) cos my sin sz,

P =P, et cos I (x — Uf) cos my cos sz.

L’équation de la stabilité a la méme forme que dans le cas précédent et
les démonstrations de Lord RAvYLEIGH peuvent éire répéiées.

8. — Généralisatior de la méthode de J. Boussinesq dans le cas
ou intervierrent des forces autres que celles de la pesanteur.

J. BoussiNesQ a établie sa méthode ayant en vue I'effet de la pesanteur.
Mais les mémes raisonnements peuvent étre appliqués aussi dans le cas oul
interviennenl d’autres forces. Par exemple, comme I'a indiqué D. RiaBou-
CHINSKY (4), les équations de mouvemenlt peuvent étre simplifiées d’'une facon
analogue dans le cas ol interviennent les forces d’inertie. En effet, méme si la
différence de température est grande, les déplacements des particules fluides,
dis a des variations de densité p, sont trés faibles, et c’est seulement dans les
membres dépendant de la force d’inertie, qu’il faut tenir compte de ces
variations.

Supposons que le gradient de la température soit, en chaque point,
orthogonal a la vitesse, c’est le cas, par exemple, du mouvement giratoire des
fluides entre deux surfaces de (révolution maintenues & des températures
constantes différentes, cas dont nous nous occuperons dans la plupart des

questions trailées plus loin. On trouve alors la température T comme solution
de I’équation :

oT
W - kl_\T,

ou, si T ne dépend pas explicitement du temps, de I’équation :
AT = 0.
I’équation de continuité aura la forme :
divV =0,
car, a I’aide de I’équation caractéristique :
p=po (1 —<T),
le premier membre de 1'équation (3’) s’annule :

Vgrad 0= —a Vgrad T=0.
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Quant a I’équation (2), elle prend la forme :
v—- @ TT"*= F— oTF — %grad p.

Si Y'on fait une hypothése analogue a celle de J. BoussiNgsQ, c’est-a-dire

si 'on suppose que le membre 2TV est relativement trés petit par rapport au
membre ocT_P?, on constate que le probléme est équivalent a4 celui ou la densité
du fluide reste constante et égale a la densité moyenne p,, mais une force
antagoniste uTTT), proportionnelle a I’échauffement T, est adjointe a la force
dincrtie F.

En se reportant au cas général, out la vitesse n’est pas orthogonale au
gradient de la température, on obtient les équations du mouvement, simplifiées
par la méthode généralisée de J. BoussinNEsQ, sous la forme :

(5) V=F—aTF — L grad p.
divV =0,
DT
W poumnd kAT.

(’indice o prés de p est supprimé ici comme inutile et les signes Df el A
ont le sens habituel :

D 0 0 9 0 02 02 0*
DT T o Ty Ut s W AT e T g T o

4, — Petites variations de vitesse, de température et de pression,
qui apparaissent au momert iritial.

Etudions maintenant les petits changements de vitesse et de pression, qui
apparaissent lorsque le mouvement initial du fluide est periurbé par I'influence
de I'échauffement T,. Supposons que nous avons trouvé la vitesse Vo (uy, Do, Wy)
et la pression p’, solutions des équations classiques d’hydrodynamique:

® Vo=F — - grad
div V, = 0,

dans le cas ou la température n’intervient pas. Pour introduire l'effel de
I’échauffement T,, il faut appliquer les équations complétées (5). Il est clair
qu’a Paide des solutions des équations (6), on peut déterminer T, de facon que
la troisiéme équation du systéme (5) soit satisfaite. La deuxiéme équation de ce
sysléme sera satisfaite automatiquement. Mais la premiére, qui est équivalente
:21_> trois équations scalaires, ne sera pas satistaite, en général, par les valeurs
V, et p'.



— 10 —

I1 est nécessaire de supposer qu’une petite accélération V et une petite
pression complémentaire p apparaitront dans ce cas, provoquées par 1’échauffe-
ment T,. La vitesse étant changée, il est évident que I’équation de la température
ne sera plus satisfaite et une petite variation T de la température apparaitra.

Par analogie avec les recherches faites par D. RiaBoucHinsky (5) et
B. DemTCHENKO (6) sur la formation et la stabilité des cavitations prés d’un
corps mis brusquement en mouvement, je suppose que la vitesse _\7, la tempé-
rature T, et la pression p du mouvement perturbé peuvent étre développées en
séries sous la forme :

M V=Vt -V, + L0, = V43 S0y,
T= T0+(t—io)T1+( tO) To+ .= T0+2( ) T, i=1,23..
(t — to)? (t—to)

PHp=p+p+U—t)p+ 55— P+ =P +p+E—7—

ou —_\*'o, V,, Vg..., To, Ty, To,... Py, P1, Ds... ne dépendent pas du temps £. La vitesse
_\_’:,, la température T, et la pression p’ du mouvemenl initial étant connues, on
peut établir une méthode générale, analogue & celle de D. RiaBoucHINSKY,
indiquée plus haut, permettant de déterminer de proche en proche les valeurs
_\7'1, 72,... Ty, Ts,... Po, P1... Pour un intervalle de temps t — ¢, suffisamment petit
on peut se contenter de quelques premiers membres de la série ainsi obtenue,
dont la convergence doit étre démontrée dans chaque cas parliculier. Les solu-
lions approchées, ainsi obtenues, montrent le changement du mouvement au
moment initial, lorsque l'influence de température devient sensible et commence
a perturber le mouvement.

En effet, les équations du mouvement peuvent élre mises sous la forme :

® O = — % grad Va4 (V< rot V) 4+ F—« TF — % grad (p" + p),
’I‘ —_—
57 = (grad T.V) + kaT,
div V =0.

a

Ces équations devant avoir lieu a chaque instant el en chaque point
. oV 0T . -
occupé par le fluide, on peut calculer = * o ¢t p pour Iinstant initial {={,.
Cela nous donne Vl, T, et p,, les valeurs Vo, T, et p’ étant connues. Aprés la
différentiation par ¢, on trouve de la méme maniére :
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-
En tenant compte des équations satisfaites par les valeurs V,, T,, p’ nous
obtenons, par exemple, comme premiére approximation :

9) V,=—oT,F— % grad p,,
divV, =0, T, =0,

ct comme seconde :

e

pr— > > > — 1
(10) Vo= —grad (Vo V) + (V,><rot V) 4+ (Vy; X Trot V) — - grad p,,
div Vy = 0, T, = — (grad T,.V).
Il esl évident qu'on obtient les mémes résultats en portanl les expres-

sions (7) de \—7: T et p dans les équations (8) et en égalant a 0 les coefficients

)2 (F— 1)
de —1{,, { o7 o) , ( 37 ) .... On obtient ainsi des équations permettant de

. . <> N .
déterminer des approximations de I'ordre n+ 1 : Vagy, Tryy, pn en fonctions des
valeurs trouvées par les approximations précédentes :

(A1) Vayy=—grad (Vg Vo) + (Vy < rot V) + (Va < rot Vo) — « T F
n—1
1 l 1 1 —y - - N
— ? grad p, — n! Zl m [‘—2 grad (Vi Viam) — (Vi X< rot Vn-m)J ,
m=
diV V'H'l pumn 0’
T"+4 = (gl'ad T{).v)n) —_— (gl‘a(‘l T,;.VO)
n—1 1
—nl E m(_ﬂ —_— In)! (grad Tm V""”) + kATn-

m=1

Py

On voit que toutes les fonctions Va et T, dindice n supérieur a o sonl au
moins du premier ordre par rapport au nombre «. Si nous nous contentons,
comme nous I'avons fait en établissant la méthode de J. BoussinesQ, d’approxi-
mation de cet ordre, les expressions (11) seront simplifiées et nous aurons :

- -

(A1) Vay, = — grad (Vo Vo) + (V, >< 1ot V) 4+ (Va < rot V) — — grad p

’()Ii—l

div VJ!-I—/[ —_ 0,
Tnty = —(grad T,.V,) — (grad T..Vy) + kAT,

pour n supérieur a 0.

5. — Analyse des équatiors (9).

Pour déterminer la pression p,, il suffit de calculer la divergence du
vecteur V,, défini par Iéquation (9). A Paide de la formule :

div (« T, Tf) = o T, div F+a (l?grad Ty),
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or: obtient :
(12) Apy = — 2 (Ty div F + F grad T,).
Dans le cas ou la force F dérive d’une fonction de force U,on a:
F= grad U,
et I'équation (12) prend la forme :
(12H Apy = — ap (Ty AU + grad U grad T,).
Si I'on prend le rotationnel du vecteur _V:, on obtient & I'aide des formules:
rot grad p, =0,
rot (x TyF) = « Ty rot F + « (grad T, >< F),
I’'équation :
13) rot V, =—2aT, rot F — « (grad T, >< ﬁ

Dans le cas ou existe la fonction de force U, I’équation (13) se simplifie
et donne :

(13" rot V, =« (grad U >< grad T)),

équation, qui avec :
(i4) div V, =0,

. . o
sert & déterminer la fonction V,.

Arrétons-nous sur ce dernier cas, ou la force F dérive d’une fonction de
force U. L’équation (13’) montre immédiatement que l’accélération initiale V;
peut étre égale & 0 non seulement dans les cas, peu intéressants, ou soit la
force F: soit le gradient de la température sont nuls, mais aussi dans le cas ol
le gradient de température a la méme direction que la force F. Alors Iéchauf-
fement ne provoque pas immédiatement une perturbation du mouvement
principal, mais produit seulement un changement modéré de la pression. Le
mouvement restant le méme, on peut étudier sa stabilité par les méthodes
habituelles, en introduisant, par exemple, de petites variations de vitesse et en
analysant, si les perturbations ainsi obtenues tendent & s’amortir.

C’est le cas, par exemple, du probléme de Lord RAYLEIGH, indiqué plus
haut, ot I’échauffement se fait d’en bas. Le gradient de température est paral-
léle a la force de pesanteur.

Dans deux chapitres suivants, j’'analyse la stabilit¢ du mouvement dun
fluide entre deux cylindres coaxiaux animés de rotation et mainlenus a des
températures constantes différentes. Dans ce cas, le gradient de la température
et la force centrifuge ont une méme direction et 'on peut analyser la stabilité
d’'un tel mouvement par les méthodes habituelles.
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Dans le cas général, le mouvement initial ne se conserve pas; un tour-
billon s’amorce, orthogonal, au plan défini par deux vecteurs : gradU et
grad Ty;. On voit ainsi que 1’échauffement fait naitre un tourbillon qui provoque
la perturbation du mouvement initial. Pour poursuivre les études de ces pertur-
bations, on peut se servir des expressions (10) déterminant les fonctions
\_;27 T, et p,.

Dans le chapitre IV, je fais quelques applications de la théorie que je
viens d’exposer en m’arrétant spécialement sur le mouvement giratoire dun
fluide entre deux sphéres concentriques en rotation, maintenues a des tempé-
ratures constantes différentes.

8. Solutions générales des équations (9) détermirant des approximations
du premier ordre.

Les équations (12) et (13’) déterminent la pression p, et l'accélération
initiale V: du mouvement perturbé en premieére approximation. La forme de
ces équations permet de trouver ces quantités dans le cas général. En effet, en
comparant 'équation (12’) avec celle de Poisson déterminant le potentiel U:

AU=14 o,
dont la solution est connue :
— ‘O' dTI
U:SUr,
on obtient pour la pression p, :
1
Po= — 7;2— Sv—r— (T'y A U' + grad U’ grad T') dv’,

R=@— 2P+ — Y+ = DR

désigne la distance entre le point M (x,y,2), ou I'on cherche la pression p,, et
le point M’ (x’,y’,z’) ou l'on prend I'’élément de volume d<’. L’intégrale élant
prise dans tout le volume occupé par le fluide.

Quant a la fonction 71, le probléme est classique et consiste en la déter-
mination de la vitesse quand la distribution et l'intensité des tourbillons sont
connues.

a

Pour satisfaire a 1’équation :

divV, =0,
il suffit de poser :
V; = rotK,

car la divergence d’un roteur est nulle. Nous avons alors :

rot \7: — rot rot A — grad div A—AA=u (grad U >< grad T).
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En supposant encore que divA =0, on obtient :

Co>

A A= —z(grad U >< grad T),

. -
d’'ol, en considérant les trois projections Az, Ay, A;du vecteur A:

dU T, oU oT,
“\A”:_Q<Ty——<)z _WW>’

B oU 0T, oU 0T,
AAy=—o <37"ax — % V)’

AAz:———a.<

QU 0T, _ 0U 0T,
dx dy ~ oy ox )’

Le probléme est ainsi réduit a I'équation de PorssonN et l'on a:

0T, U 0T\
0z oz ()y)dT’

0Ty oU' 0T\
dx ~ ox 9z >d1’

o 1 /ol
Aw:‘ESUT<ay
P 1 /0
Ay=—77 S,,T( oz
a 1 /00U
A‘:_HSUT<ox

d’ou l'on tire facilement les projections
formules :

e e

()Az
iy = —'(—)?
0AL
0Ay
wy = W

Ty OU 0Ty
dy oy ox )T

—
u,, v; et w, de vitlesse V, a Paide des



CuAPITRE II

SUR la STABILITE du MOUVEMENT GIRATOIRE des FLUIDES
ENTRE DEUX CYLINDRES COAXIAUX,

maintenus & des températures constantes différentes

1. — Application de la méthode généralisée de J. Boussinesq.

Considérons une masse fluide animée de rotation entre deux cylindres
coaxiaux de rayons R, et R, (R,>R,) maintenus a des lempératures constantes
différentes T’ et T”. Supposons la vitesse angulaire @ constante; la vitesse V;
de chaque particule fluide est orthogonale &4 I’axe z des cylindres et au rayon r

qui corrcspond a celle particule. La grandeur de cette vilesse esl égale a @r :
Vo= Qr.
Le gradient de la température T, étant orthogonal a la vilesse Vo. on
déduil de 1'équation :
AT, =0
la valeur de T, :

T,—T _ logr—log R,
T — T 7 log R, — log R,

Le gradient de la température est égal a : ar — 7 ou B cst donné par
I'expression :
o T — T’
P= Tog R, —Ilog &,

En négligeant la force de pesanteur comme tres petite par rapport a la
force centrifuge Q2r, on peut étudier le mouvement perturbé par l'influence dc
la température en appliquant la méthode exposée dans le chapitre 1,3. Cette
méthode permet de considérer la densité p du fluide comme constante pourvu
quune petite force Q2T,r, opposée a la force centrifuge, soit adjointe a cette
force. Dans le chapitre I, 4 et 5, nous avons vu que cette force complémentaire
provoque un changement de mouvement, caractérisé par une accélération
initiale \71 défime par I'équation :

rot —\7, = a (grad U >< grad T),
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ot U est la fonction de force :
1
— — 02
U = 5 Q2 r2,

Dans le cas considéré, le gradient de la température T, et la force centri-
fuge ©?r ont la méme direction et leur produit vectoriel est égal a 0. Il s’ensuit
qu'on peul supposer la vitesse perturbatrice égale 4 0 et, au premicr moment,
Iinfluence de la température T, ne se manifeste que dans un changement
modéré de la pression p’. D’aprés la formule (8), la pression complémentaire p,
sera définie par :

grad p,—= — «p T grad U,
d’ou, en remarquant que T, et U sont fonctions de r seulement, on oblient :
dU
Po— — ap STo—dr—'dI'.
2. — Equations défirissant le mouvement perturbé.

Le mouvement principal du fluide reste giratoire, la tempcéralure élant
sans influence sur le sens du mouvement, cela permet d’étudier un tel mouve-
ment par les méthodes habituelles, en introduisant,
par exemple, de petites variations de vitesse et de
température pour voir si les perturbations ainsi
- obtenues tendent & s’amortir ou non.
|
——
|
|
|
IR

Employons les coordonnées cylindriquesr, 6, z et
désignons par_f’ (u,v,w) et T les éléments perturba-
R. teurs, vitesses et température, avec u dirigé dans le
sens du rayon r, v orthogonal a ce rayon et a l'axe z
des cylindres, et w dans le sens de cet axe (fig. 1).
Supposons, pour simplifier le probléme, le mouvement

'R
|
|
|
| LU sy e ’
; } symétrique par rapport aux plans passant par 'axe z,
! {9 c’est-a-dire u,v,w et T ne dépendant pas de ’angle
| (=]
i n polaire 6. Dans ce cas, les équations de NAVIER
f prennent la forme :
|
| 1 dp L .
: T W Qr—=— W + 2Qu
' 0%u 1 du 0%u u
T i [P —
/_’-.4“\\ + < dr? + r ()I' + 622 I‘E )y
' dv 0% 1 oo 0% v
' OZ_W_2Q“+“<6r2+T_07+W_7>’
Flgl 1 op _  ow 2w 1 ow 2w
—p—z——WJ”( 31 +T'§T+W>’

ou les produits et les carrés des vitesses u, v et w sont négligés comme
infiniment petits de deuxiéme ordre. En ajoutant la force Q%r (T,--T) opposée
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a la force centrifuge et due a linfluence de la température, on obtient les
équations :

1 oP ou 0%u 1 ou 02u u
&) .TTF+Q*°TT=—’57+2Q”+"(T,T+T o ToE —r—>
ov 0%v ov 0%v v
0=— 3 —2Qu+v( or? +_ or 02 —?2—>’
1 oP ow 2w 1 02w
o oz ==t +"(W+ 7 d, Raarr-n )
ot P désigne l’expression :
P=p— 1 pQﬂrQ—i-pQ?aSrTodr.

L’équation de continuité, écrite dans les coordonnées cylindriques, aura
la forme :

Quant & I'équation définissant la température, on I’obtient en introduisanl
To+ T a la place de T dans I’équation :

DT

Dr =kAT

et en négligeant les petits termes de deuxiéme ordre. On arrive a 1’équation :

oT 1 0T oeT
® dt+gg (dr2+r dr+v>

qui, avec les équations (1) et (2), sert & délerminer les cing fonctions u,v, w, T
et P. Les quatre premiéres sont soumises & la condition de s’annuler aux parois,
c’est-a-dire pour r =R, et r=R;. Remarquons, cependant, que ’annulation aux
parois de composantes v et w n’est plus obligatoire, si le fluide est parfait.

8. — Forme ondulatoire du mouvement.

Dans un Mémoire consacré a I’étude de la stabilité du mouvement fluide
entre deux cylindres coaxiaux, animés de rotations différentes @, et Q, (Q,7Q,),
TAYLOR (7), ne tenant pas compte de la température, emploie les solutions des
équations de mouvement sous la forme :

u = ur et cos iz, v = vy et cos Az,
w =—w;r et sin )z, P =P, et cos )z,

ol : et o sont des constantes et ur, vr, w, et Pr fonctions de r seulement. Cher-
chons par analogie avec les recherches de TayLOR, mais en tenant compte de la
température, les solutions de méme forme en admettant que :

T = T, est cos Az,
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T, étant fonction de r seulement. Aprés I'élimination de Pr on obtient les
équations :

d2v, 1 dv G v 20
O T ) e =2

d [ d?wr 1 dwr ¢
E—r—[—d_r‘z—_‘_Td—r_()‘Q’*— 7) wr]

d?u 1 du G u
+A dr‘; T drr —<)\Q+ 7) ur—_—r}’rﬁ]

20X Q20
= — vr 4+ vg rTr,

v

duy ur .
dr +T+)‘w'_0’

dQTr 1 dTr [ E) Uur .
T T () - =0

Dans le cas des fluides parfaits, v est égal i 0, les équations (4) se sim-
plifient et, aprés I’élimination de v, prennent la forme :

dw A Q2a )
“" dr’ + 5@ +4Dur+— T =0,

dur
ot we=0,

A>Ty 1 dT, o B ur
R el CEA L )

4. — Solutions approximatives des équations (4').
Cas des fluides parfaits. Equation de stabilité.

Dans son Mémoire, mentionné plus haut, TAyLorR a obtenu des équations
d'une forme analogue a celle des équations (4) et a réussi a intégrer ces
équations en développant les solutions en séries de fonctions de BrsseL Il est
aussi possible de développer les solutions des équations (4) en séries de fonctions
de BesseEL par une méthode analogue & celle de TAYLOR, mais avec une certaine
complication due A V'existence de membres dépendant de la température. Dans
le chapitre suivant, nous effectuerons cette intégration et établirons I'équation de
la stabilité sous la forme d’'un déterminant égal a 0.

En analysant le Mémoire de TAyLor, H. JEFFREYS (8) a démontré qu'une
simplification des équations est admissible dans le cas ou la distance d =R, — R,
enire deux cylindres est petite par rapport aux rayons R, et R,. Il indique que

1 . N < 1s
dans ce cas - est trés petit par rapport a 4 et en négligeant les membres

dépendant de 17 , il obtient des résultats qui coincident avec ceux de TAYLOR,

obtenus par un calcul plus exact. Nous verrons, dans le dernier paragraphe du
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chapitre suivant, dans quelles conditions une telle approximation est admissible
dans notre probléme. Nous étudierons aussi une autre solution approchée, moins

treinte, ot 1 t lacé 1 2
restreinte, ot —- est remplacé par sa valeur moyenne RTR
Arrétons-nous d’abord sur le cas des fluides parfaits (9) et considérons
les équations (4'). Prenons a la place de variable T, la variable rT, et négli-

1 .
geons les termes contenant - Les équations (4’') prennent alors la forme :

dw; )y N
= o (@ 40 1Ty,
dur
dr — A wr,
a2 (rTy)

T_kllr+<)\9+ )I‘Tr

et admettent les solutions particuliéres de la forme suivante :

rT,=C,sinr——:l—lh- q, u,.:CéSiIl r—de qm, wr:C3 COs__r'_d—qﬂ,

q étant un nombre entier. Les conditions aux limites ur =0 et T =0 pour
r=R, et r=R,;, sont satisfaites. On obtient trois équations déterminant les
coefficients de la proportionnalité C;, C,, C; :

~—(G’+4QQ)C4+ Q2o

k]
q—d—C,—I—)\C320,
P e ™ 19, O
T‘C‘+ q“a€+)\ +T CQ—.——O.

Ces équations étant homogénes, le déterminant est égal 4 0 et 'on obtient
une relation entre les coefficients sous la forme :

®) (22 +8) o+ (e +0) @+ @ —apo
+4kmm<q2%:—+ﬂ>:0.

I’équation (5) peut étre considérée comme un critérium de la stabilité.
Si o, racine de cette équation, est positif, les vitesses perturbatrices u, v et w
contenant le facteur et, croissent avec le temps et le mouvement est instable.
Dans le cas contraire, si ¢ est négatif, les perturbations tendent 2 s’amortir.

Pour B plus petit que 0, le mouvement est stable, car s est nécessaire-
ment négatif.
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La formule :

. T=T
= TogR, = Tog K,

montre que, dans ce cas, T” est < T’ et le cylindre extérieur est moins chauffé
que le cylindre intérieur.

Dans le cas ou B est positif, 'instabilité du mouvement n’est possible qu’a
la condition que of soit plus grand que 4. Cette condition accomplie, il existe
au moins une valeur de ¢ dont la partie réelle est plus grande que 0, et le
mouvement est instable.

S

On peut satisfaire a l'inégalité ¢ >4 en prenant, par exemple, o= 0,001
(essence de térébenthine), R, =50 c¢cm, R; =51 cm, T" — T’ =850 C. Mais il est
difficile de satisfaire a cette inégalité si le nombre « est petit. Pour I'eau, par
exemple (o= 0,00018), si R;,— R, =1 cm et T” —T"=800C, il faudrait prendre
les rayons R; et R; des cylindres entre 3 m et 4 m pour que la condition
af > 4 soit satisfaite.

5. — Grandes valeurs de o.

L’équation (5) donne ¢ en fonction de )\, ou en fonction de la longueur de
Ionde [, car :

2w
)\::—T- .

11 est intéressant de déterminer la valeur de [ qui correspond 3 la plus
grande instabilité du mouvement, car c'est cette longueur de l'onde qu'on peut
espérer observer expérimentalement. Considérons \.et @ comme constants ;
o décroit quand q croit, et les grandes valeurs de s correspondront & g=1. En
considérant ¢ comme fonction de )\, on obtiendra les valeurs de M\ correspon-
dant au ¢ maximum en égalant a4 0 la dérivée de l'équation (5) prise par
rapport a X\,

Introduisons les quantités x, y, z,n sans dimensions :

n2 2 7t s d2
®) TEwarwr YT T wmr ekt

L’équation (5) prehd alors la forme :
(6)) xyB+y2—rx(l—x)z4+40 —2x)=0.
En égalant a 0 la dérivée prise par rapport & x, on obtient :
yz3—n(1—2x)z—4=0,
d’ou I'élimination de z A 'aide de (5’) nous donne une.équation :

O 4+ @+ —4n@@+ D +1(124+5) a2 —22a%y
— il —x)2=0,
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qui détermine x pour chaque valeur donnée de y. La valeur correspondante
de z sera:
A nx2 +y

wpat—@+n—2nx)y

7=

Calculons maintenant la longueur de la premiére onde qui apparait
lorsqu’on augmente progressivement la vitesse angulaire 2. Aprés différentiation
par rapport a x, I’équation (7) donne :

471G+ +27024+5D)c—62xy—2P3a3(1—x)(2—3x)=0

, . .. ) 2
et T'on voit qu’a la valeur minima de @ correspond la valeur x= 3-ou la
longueur de 'onde :

= 2\/—2—(1,

donc la méme valeur que celle qu’avail trouvé Lord RayLEiGH dans le probléme
indiqué dans le chapitre I, 2.

Remarquons que cette valeur de la longueur de I’onde ne dépend que de
la distance entre les cylindres et est indépendante de variations des nombres
o et B, c’est-a-dire de propriétés physiques des fluides et de la différence de
température entre les cylindres.

. . 2
La valeur maxima de y, correspondant a4 la valeur x= - dépend, au

<

contraire, des nombre ¢ et B et est définie par 1'équation :
2016 y2 + 27 (432 + 72 —v2) y — 16 3 =0.

Les tableaux -ci-joints et les courbes.(2) et (3), dessinées a P’aide de
Péquation (7), la premiére pour n=1 et la seconde pour n=0,1 donnent la
possibilité de trouver la longueur de l'onde ! correspondant a chaque valeur
donnée de la vitesse angulaire @. La courbe (4) donne la valeur minima de la
vitesse angulaire @, correspondant a I=2\/ 2d, comme fonction du paramétre
n=oaf —4.

n = 7 =01
: 114 oy FEE B
k k
0,1 0,67 0,035 1690 0,005 44300
0,2 1,00 0,47 458 0,062 12610
0,3 1,31 1,94 222,4 0,242 6380
0,4 1,63 4,70 144,8 0,564 4180
0,5 2,00 8,22 113,5 0,958 3210
0,6 2,45 11,08 94,4 1,272 2790
2:3 2,83 12,15 90,1 1,340 2716
0,7 3,06 11,60 92,3 1,330 2720
0,8 4,00 8,70 106,5 1,007 3140
0,9 6,00 3,99 157,2 0,402 4950
1 >0 0 >0 0 >0
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0 0 2o 0,6 2,7 192,2
0,1 0,0134 2716 0,7 4,24 152,5
0,2 0,106 963 0,8 6,21 126,1
0,3 0,351 527 0,9 8,74 106,8
0,4 0,825 345,5 1 12,15 90,1
0,5 1,81 249,5

d2

k&

1000 \

o\
600 \\
400 \

N

200 ~

—

0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 038 0.9 1.0 YZ

Fig. &

6. — Autres solutions approximatives des équations (4').

En éliminant w, on obtient les équations (4’') sous la forme :

d?u, 1 du; ur

22 Q2 a2
@) @ T e E s w @t

r T}"

#T, 1 dT, _ gu
r

r a
dr? ar ko T <ﬂ+ T) Tr.

, d .
Si le rapport —— est petit, prenons pour r sa valeur moyenne :

R 4R, 1
r=—%""""2n"




_ 94

Les équations (8) prennent alors la forme :

Q2 o 32

dQUr ddr
+ 4 n= >Ur + 2 noe TI’)

(89 g2 T2n = ("2 +

@ T, dT, _ 2ng s
a2, (e 5,

Q" »2

et admettent les solutions ou T: est proportionnel a ur
Tr=mu,
m étant défini par I’équation :
) Qaklem?—2n(® —4kn?c®—4kQ2X) m—48n2s2=0.
En écrivanl les solutions de (8’) sous la forme :
ur = C; enr + Gy ervsr,
Tr = m (C; evr 4 C4 evsr,

on obtient pour v, et v, les valeurs :

2nf . ¢
1 —_ — 2 —_— 2 .
( 0) Y1 n +\/n + I +A + ] ’

2ng o
Vo T — N — 2 R 2 —
V2 n \/n + ik +)\+k’

Les conditions aux limites donnent :

C1 @Ry + C2 ereRy — 0,
Cl enR: 4 Ce erR: — (),
d’ou l'on tire :
2qgmw .
Y1 Yo = + L
et, d’apres les expressions (10) :

2np
mk

n® 4

0+ 4 g =0,
En éliminant m a l'aide de I'équation (9), on obtient 1’équation :
(11) \.'3n9+qQ +m> c3+k<5n~+q2 +x2) <n9+q9 +x2>
+ Q2324 —aB)s +4kQ22 <n2 + qﬂ% + ﬂ):O.

qui est analogue A I'équation (5) et donne aussi les conditions de la stabilité.
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On voit facilement que les conditions d’instabilité, s > 0, restent les mémes,
a savoir ¢ > 4; d’autre part, en cherchant, comme auparavant, les valeurs de >
qui correspondent a la plus grande instabilité du mouvement (¢ maximum), on
obtient I'équation :
(12) day2—(ag®2—4ag—16a) y —a; 3 =0,
ol ay, a, as, a, et a; sont fonctions de x :

a=(14+5)20+cx)(1+5ex)?

a=(_01—x2 A +5ex))[1+4+5)x(1+ex)— (A —a)(A+5ex)],
aa=2(1—x)2 (A +5ex)24+(1+5e)2a2(14cex)?]. [(1 +5cx)2—4:(1+5e)at),
a,=[(14+5ex)2— 4e(1 + 5¢) a?]3,

dzn?
G=(1+5pat(1—xp, e=-3,q=1

x, y et n étant définis par les formules (6). L’équation (12) détermine les
valeurs de X pour chaque valeur donnée de la vitesse angulaire €. On obtient

s 2 . ..
les valeurs de la longueur d’onde [=——correspondantes a la valeur minima
de @ en égalant a 0 la dérivée de V’équation (12) prise par rapport a x. La
racine de cette équation est :

X =

—34+5¢ +\145e)(9+13¢)
2¢ (11 +5¢) :

On voit que la valeur de x n’est plus constante, mais varie avec . Aprés

avoir levé l'indétermination qui apparait pour ¢ =0, on obtient la valeur anté-
n q ,

. 2 l
11eu1ex__? g = 2\/2.

Le nombre ¢, étant défini par la formule :

Ry

c drnt 1 R,
) R, ’

1+ x

. 1 l
varie de 0 & — —0,1014. Le tableau ci-joint donne les valeurs de x et de g
pour les valeurs de ¢ dans cet intervalle.

¢ x TI ¢ @ ‘Elz‘
0 0,667 2,824 0,06 0,639 2,660
0,01 0,660 2,785 0,07 0,634 2,630
0,02 0,655 2,755 0,08 0,630 2,610
0,03 0,651 2,730 0,09 0,625 2,580
0,04 0,647 2,703 0,10 0,622 2,560
0,05 0,643 2,680 0,1014 0,621 2,555
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. l . . NN
On voit que la valeur de a trouvée par la premiére approximation,
c’est-a-dire pour e=0 est la plus grande. La différence maxima entre cette

valeur et la valeur de - bour e == 0 est égale a 0,269, soit prés de 9,5 %.

7. — Cas des fluides visqueux. Solutions approximatives
des équations (4).
Dans le cas ol la viscosité des fluides n’est plus négligeable, il faut appli-

quer les équations (4) contenant le coefficient de la viscosité cinématique v. En
prenant de nouveau la variable r T, & la place de T: el en négligeant comme

1 . c .
auparavant les membres contenant —on obtient les équations :

2Q Q2
" vr + a I'Tr]:

v

dtu ¢ d2u ¢
dr[ - <2 22+ T) dﬂ" =2 [(m + T> uy —

d2vr 2Q
v =-—u, + <)\°3+ iv-> Ur,

dr? v
2
d C(1:;1‘r) — z ur _|..<)\e + %) rTr,

. . . . r—R A .
qui admettent les solutions proportionnelles a sin ! d L g=. Les équations étant

homogeénes, les coefficients sont liés par I'équation :

G > 2 Q )\2 S)c‘)' o )\Q

PRI e ™ 1 e
et T +tP+ 3 .
2Q 72 I
v T tEt o | =0
, ™2 . ¢
’3 0 Tttty

qui donne apreés développement :
2 2 2
P ) Bk +2v) (2= +22) 24 |Q2ie (4 —o
B e e g
2 3
+v @k —v) <qﬂ% +xe> ] o

2 3 2
+ [g@xe(4k—apv)+kve <q2%+)\9>].<q2%+)@’>20.

(13)

Cette équation donne les conditions de la stabilité du mouvement. On voit
que le mouvement est stable si B est négatif, car, dans ce cas, s est négatif.
Dans le cas de B> 0, la stabilité dépend du signe des quantités 4 — B et 4k

— afv.
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Le passage du mouvement stable au mouvement instable aura lieu évidem-
ment lorsque s est égal a4 0. Dans ce cas, I’équation (13) nous donne :

P=T5 —dk e

, w2 3
kv? <Q‘ @ + kg)

et détermine ainsi les valeurs de A qui correspondent & chaque valeur donnée
de la vitesse angulaire @ au moment de changement de régime (fig. 5). Il est

yi

K{opy—4K) 4
0.16

// \\
0.12 / N\

/ \
i1/ \

0 09 04 06 08 1.0
Fig.5

évident que pour qu’un tel changement de régime soit possible, il est nécessaire
que opv — 4 k soit positif.
2n

A
qui correspond a un tel changement de régime, lorsque @ augmente progressi-

vement, on trouve qu’a la valeur minima de @ correspond :
[=2V2d, (g=1)

donc la méme valeur que dans le cas des fluides parfaits.

En cherchant de nouveau la valeur de la longueur de l'ordre I =
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Si I'on détermine la composante w a l'aide de la troisiéme équation du
r—R,

systéme (4), on trouve que cette composante est proporiionnelie au cos qr=,

donc ne s’annule pas aux parois pour r=R; et r=R,. On peut éviter ces
difficultés par un procédé analogue a celui de Lord Ravreicu (10). Si I'on
calcule la force tangentielle aux parois dans le sens de cette composante, on

obtient qu’elle est nulle, car (11) :

our ow (

. dw
Pzz=E- +T=ects1n>\z drr —)\u,>.

I1 faut supposer qu’il existe un glissement sans frottement le long de la
génératrice du cylindre, méme dans le cas des fluides visqueux.




CuapriTtre III

APPLICATIONS de FONCTIONS de BESSEL

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les équations résolvant le
probléme considéré peuvent étre mises sous la forme :

2
d Ur+1 dor <)\2+ >Ur—?'£=2_gllr,

dr? r dr re

d [d2w 1 dw 6 d2u 1 du G u
o FlE+FF (e o |G F T (e ) e ]
b
_____2?)\% Q oc)\rT“

d”’ L L aw,=0
dQTr 1dT, Bu,
a? T dr <)\2+k>T' 7 =0

La forme de ces équations permet de développer les solutions exactes du
probléme en séries de fonctions de BesseL de l'ordre 0 et 1. Avant de le
démontrer, faisons quelques remarques relatives a4 la théorie de fonctions de
BesseL (12).

1. — Fonctiors de Bessel.
Désignons par :
[=Zi(nr)=0Cy I (ynr) + G Ny (yn 1)
Iintégrale compléte de I'équation de BESSEL :

af 1 df f__
T 7 ar T =0

et déterminons le nombre v, de sorte que Z; (yn r) s’annule pour r=R, et r=R,.

Nous obtenons une série de valeurs vy, vz, ¥s..... racines de I’équation :
®) N, (+n Ry) — N, (ynRy)
Ji (1n Ry) Ji (1n Ry)’

qui sont toutes distinctes et vont en croissant. Formons la fonction correspon-
dante de BesseL de l'ordre O :

Zy(ynr)=CyJy (yn 1) + Co Ny (yn 1)-
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Cette fonction ne s’annule pas pour r=R; et r=R, et nous avons une
formule connue :
d
== Zo Gn 1) = — 10 Zy (1a 7).

Chaque fonction continue f, (r), s’annulant pour r=R, et r=R,, peut étre
développée en série de BESSEL-FOURRIER, valable entre les limites R, et R, :

L) =Y anZ (yn1),

n=1

ou les coefficients a, sont donnés par la formule :
R,
{ oz e

an —_— R,
SR Z‘Q (‘Yn l’) r dl'

D’autre part, chaque fonction continue f, (r) peut étre développée en
série :

fo () =by+ X bnZo (yn 1)

n=1

valables entre les mémes limites R; et R, et dont les coefficients b» ont la
forme :

R
WAGLAHYEE

R, *
SB‘ Z2 (ynr)rdr

Notons quelques formules relatives a ce développement qui nous seront
utiles plus loin (13).

bn=

Re
(3) Sm J1 (Yn r)«h (*{m I') rdr

R [ ’ ! ]
= _2__9——2 tm I (i R) Iy (ym Re) — yn Jy (ym Ro) 3’y (yn RQ)J
Yn Ym* L
R, [ , :
- m tmdy (rn R) Iy (rm R) — 1o Iy (rm R I (n RYD |
R,
Ve JoCenn) Iy Crmr) rdr
R" [ ' ' ]
= m ym Jo (yn Rg) I’ (vm Rg) — v Jg (ym Ry) Iy (yn Ro)
R [ r ] T
- —9__1_9 ymdo(yn R) I (ym R) — v Jo (rm RD Iy (v R) |
Tn Ym® L A
R, R [, 1
(o Ganyrdr =52 [52 (R + (15 ) 92 G RO
R2T 1
— 5 _J'az(Yn R+ (1 - W) I (tn Rq)] )
CR. R2T R2[,,
NEEICTL R EATEM SRR B) B PACH REREICH DI B
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Dans le cas ol yn et ym sont tous racines de équation (12), ces formules
prennent la forme plus simple :

R; R,
@ 2 2 Gmordr= 2 Gun Zy Gy rdr =0

R, R. 1
SR Z2(qnryrdr= SR Z@(ynr)rdr=+ [RQ2 Z2(ynRy) —R2Zy(yn R,)] = Hn.

2, — Solutions exactes des équations (4).
Prenons comme solution :
ar = amZy (ym 1),
m=1

ol a;m sont des constantes et ym sont les racines de I'équation (2). La premiére
équation du systéme (4) donne alors :

Ur = Z bmZy (ymr) + Cg Jy <i\/)‘2+% I‘> + G N <i\/)\2+ % l'> ’

m=1

avec les coefficients b, définis par I’équation :

. 2Q Qm

me Ty T e
Yme‘l‘ﬂ"‘—v‘

Les conditions aux limites donnent C;=C,=0 el l'on obtient détiniti-
vement :

Uy — 2 bm Z‘ (‘{n) l‘).

m=1

La seconde équation du systéme (1) sera satisfaite par :

Wr = 2 Cm Zo (ymr) + CsJo<i \/W+% r>+C6N0 <i \/124- —:-r>_|_c7,

m=1

rTe= Y, dmZ;(ymr),

m=1
et la relation entre les coefficients ¢m, dm et a, aura la forme :

2 | 52 s \2,6 4Q2
LS mEA T )t
dm=Yn1 Ym2+/\2+’v_ Cm—X p am .
Ymg'!‘ﬂ'FT

Q2a )

v

C))
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En introduisant les valeurs de ur et w, dans la troisieme équation du
systéme (1), on obtient :

1 v \
) T X amvmZyGm )+ Y, om ZyGmr)+ Gy, <’\/”_+-_’>
m=1

m=1

+c6N0<i\/m+ -:—-r>+C7=O.

Développons en série de fonctions Z, (vn, r) la fonction :

C5J0<i\/)ﬁ+\—jr> +CgN, (i\/m-;- %r) +C,.
Posons :
. [} . 7\2— [} had
C5J0 (l\[ 7\2—|—-;’—I‘> +C6N0<l¢ Tr>+c7= E EmZO(Yn]r) +C7’,

m=1

avee e, déterminé par Yexpression :

R,
em:T_Ile Zy( {n,r)[CbJ(,( \/)\9+—t:—r>+C6No<i\/)\2+ %r)]rdr.

A Taide de formules (3), on obtient :

-i\/)@-}-—j—

Hm <‘{mQ + 22 4 ":“)

[ r0 7 (ot 2 1) m e s 2]
i

em =

+ G I_P\ezo(‘{m Rg) Ny <i \/7‘2 + —:‘R2>— R Zy (ym Ry N <i \/72+ — R

Cr = Rﬁ)\/)‘g—l- [RQ <\/”+‘R2> fd °<l\/ Al R>]

—— e

+ cﬁ[R2 0(1 \/m += RQ> —R, N’0<i \/7‘“‘7 R1>:] 2 .

En désignant par C’; et C’s deux nouvelles constantes arbitraires, on
obtient le développement cherché sous la forme :

Cs Jo <i \/12+%’>+C6No (i \/3\9+ %I‘> + Gy

Zy (ym R . Z R : .
=0, N Sl gy, Y AR g nter,
m=1 H <‘(m9 + )\2+ T) m=1 H,, <Ym2 + 22 4 _V.>
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avec :

C,= i \/xﬁ+ —?’—Rg[ch’(,(i \/xe+%ng)+cs N’O(i \/m+ %R2>:|,
Cly = —i\/ﬂ+ ~R, [c5 J'0<i \/xe-;- -:-B1>+ C; N <i \/xu —3—R,>].

Il reste a déterminer les coefficients.

L’équation (5) donne la relation entre les coefficients cm et am.

Ym)\am + Con 4 C' Zy (ym Ry) — + Cl Zy(ym Ry) — = 0,
Hpm <‘{me+)\2+ T) Hpm (“{ma-f‘)\e‘{— T)
C’7 - 0 N
et 'équation (4) détermine dm en termes dépendant de a, C'5 et G :
2 40232
Q242 (ym? 4+ 22) <Ym2 + &+ —:'> + - 32 Aym Zo (ym Ra)

—— dm = . am-+ Hn C'S
ym® 22—
+ >‘Ym ZO (‘{m Rd) C'G .

m

Les valeurs obtenues pour u, et r T, doivent satisfaire & la derniére
équations du systéme (1). A Yaide des formules connues (14) :

dZ,(vmr 1 .

D) L g Gomr) + m 2 (o) »

aA2Z,(ymr 2 i
——————1152{ )—‘_ ) Z1 (‘{m I') - Ymg Zd (Ym I‘) Y;‘" Zf) (Ym I') ’

cette équation donne :

2 & 4 ¥ 3 7
©® 7 YdnynZiGm) — 5 X dnZi (nr)+ Y dm oyt L Zy (ymr)

m=1 m=1 m=1

— 3" Mar[C Zo (ym R) + C's Zy (ym RYI Z; (rm 1) =0 ,
m=1
avec les coefficients :
@) L=

Gm+39) (w22 5) (20 o+ 2) 0 5 [ (1m0 ) — ey (vt 402+ 2]

Y [(YmQ-F 22) (Ymg et £>2+4 g:: )\2]

N

B
® Mm =T

Ym (‘,"m2 + 2+ %)
' 2 4Q20
Hpm [(‘\(m2 + )\Q) (Ym2 + 22 4 %‘> + ¥ ]
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L’équation (6) devant avoir lieu pour r=R;, et r=R, on obtient deux
conditions :

(9) Z dm Ym ZO (Ym 1{1) = O et 2 dn1 Ym Zo (‘{"1 RQ) = O.

m=1 m=1

Dans ce cas, la fonction déterminée par les deux premiers termes de
I'équation (6) s’annule pour r=R; et r=R, cl peut étre développée en série
de fonctions Z, (ymr). Posons :

2 - 2
—r" E dm [Ynx Zo (Ym I') - _I_' Z1 (Y"x l')]

m=1

= 3 din v Ui i Ca 1)+ fins Zy Ga 1) -,

m=1
[m,s étant défini par la formule :

1 R, 9 2
A0 s =g N g | B D) = oy Za G D | Zi oy,

L’équation (6) prend alors la forme :

E dm ‘{m2 2 fm,s Z1 (‘(s I’) -+ 2 dm Ym?‘ Lm Zq (Ym ")

m=1 s=1 m=1

— ) Man [C, Zo (s Bo) + Ci Zo (ym BRI Z; (g 1) = 0.

m=1

Cette équation devant étre satisfaite pour chaque valeur de r, le coefficient
de Z; (yimn 1) doit s’annuler el nous obtenons ainsi 1'équation :

dm YmQ Ln — C/5 M, Zo (‘{m RQ) - C’e M Zo (Ym R‘) + d1 Y42 f1,m -+ dg Yge fQ,m +..=0,

permettant de déterminer les coefficients dm.

8. — Equation de stabilité.

Nous avons obtenu ainsi un systéme de m équations homogénes du
premier ordre définissant les m coefficients d,, d,, d;... et les deux constantes
C5 et C.

Les conditions (9) donnent deux relations complémentaires entre ces



coefficients. Le résultat d’élimination de quantités d;v,?, d,v%... C’5 et C’s présente
un déterminant infini égalé & 0. Ce déterminant a la forme :

0 0 Zo (n Ry Zo (va Ry) Zo (v Ry)
Y1 T2 T3
0 0 Zo (11 Ry)  Zo(vaRy) Zo(v3Ry)
T1 Ta Y3
M; Zo (14 R) M, Zo (v R;) Ly + fia fon fa1
(A1) A=|MyZo (o R) M;Zo (v Ry) f1a Ly + foe f.2 =0
M; Zo (vs Ry)  M; Zo (vs Ry) fis fo3 Ly + fi33
My Zo (s Ry) M, Zo (4 Ry) fia fan [

On peut considérer ce déterminant comme une équation déterminant s et
donnant ainsi les conditions de stabilité du mouvement.

La température T et les composantes u et v satisfont a la condition de

s’annuler aux parois, mais la composante w ne s’annule pas pour r=R, et

. (oo dw . . ) .
r==R,. Puisque la derlvee—(# présente une série de fonctions de BEesseL de

I'ordre 1, il est facile de démontrer, comme nous I'avons fait dans le chapitreIl, 5,
que la force tangentielle dans la direction de cette. composante est égale a O.
Cest-a-dire qu’il ne se produit pas de frottement pendant le glissement du
fluide dans cette direction.

4, — Valeurs approximatives de fonctiors de Bessel.

Prenons les valeurs approximatives (15) des fonctions de BESSEL conte-

1 1 2
nant les termes en —— et non les termes en ( ) :
Ym 7 Ym T
Zo(ymr)=r“§[cos' d 1mﬂ_|_2m7=_r_sm" d 1mn],
. r—R
Zi(ymr) =r"2sin d m =,

’ Y Tt
ym étant égal & m 4

E]

Ym =My =m .
Nous aurons alors :

1
Zo (Ym R{) - Rﬂ—é» Zo (Ym R._;) = (— 1)”
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et a l'aide de formules (3'), (7) et (8):

IR

R, r— R
m:S sin2 ' madr=
R, d

(7Y Ln=

(mg_H>><m£+m+z>(mgﬁ+w+zy+ e e £ ) (T
d2 d? k v2 d? k :

@ [<m3§ e ) ("ﬂd—e“”:) 2R |

5 T2 G
2@)\)117‘ m_a—é+)\2+;

(&) My =

kd o T2 w2 s\2  402x
(o35 49) (me G 004 5)+ 25

Les deux derniéres formules prennent pour s=0 la forme:

2 3 Qne ’
Al

n@-Q -+ 22

— )\m
8" My, — 28m=

kd 402

72
<In2 a2 + )@) + v2
Les valeurs du coefficients fin,s doivent étre calculées avec une méme

approximation que les fonctions de BesseL. En posant 4 =
4 P'aide de la formule (10) :

Ry

= on obtient

_ .4 dpes ; dn b_d peno. insr oI
fins = mr R, S COS my sin snl d 5 @S Ry S sin mv sin sy (1 4 £>2'
[ + R4 T o + R1 T

Prenons les deux premiers membres du développement :

d \—1 __ d 7 d »?
(”“") =l-m =t Re=-

et le premier membre seulement de :

d n\7%_ d a2 2
<1+R1 > -1_2R1?+3R9n9“'

Puisqu’on a pour sz m:

S cos m sin sy dq =0 pour s 4+ m pair,

o
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= o sin sv dn — 2s ) . .
, cosmusinsndn=G——rm;  pours + m impair,
B . d — §™ .
)0 COS mv S1n s dr — P p—— pour s 4 m pair,
T o Sin sn do — s . .
, 1o mysin sy dn = G—p, pour s + m impair,
ks . -
S sin m sin sy dq =0,
o
et pour s=m :
S cos my sin mq dq =0,
o
Tac i d il
7 €08 mv sin mn dq = — ;7—
o N n nan im’

ko
S sin? mn dn =

T
o 2°

on obtienl pour les coefficients fm,s les valeurs :

4 s d? . .
m,s — ek IYI_(STZ—_HTQ).. R—qg pour s + m pair,
4 s d d . .
fm,s = 7r— ’n_(sg-__—-’ng) E; (2 — E) pour s + m 1mpaitr,
2 d°
f,n,m - W }—{‘—2 pOlll‘ S—=m;

. d
ou, en se contentant de termes de premier ordre par rapport a R’
1

fms =0 pour s -4 m pair,

8 s d . .
fins = T mE—m R pour s 4+ m impair,
fmm=10 pour s — m.

Faisons maintenant avec le déterminant (11) les opérations suivantes :
1o Multiplions chaque colonne de 'ordre m+ 2 par m.
20 Divisons chaque ligne de l'ordre m -2 par m.

.- 8
3o Divisons tous les membres par o

nd nd
—_— et ——,
4R, 4\R,
P2 h w8
5¢ Divisons les deux premiéres colonnes par B — et B 1= —,
2kd VR, 2kd\R,
6° Faisons I’addition et la soustraction des deux premiéres lignes et des
deux premiéres colonnes pour faire disparaitre les membres alternatifs.

40 Divisons les deux premiéres lignes par




Nous obtenons alors le déterminant (11) sous la forme :

0 0 1 0 1
0 0 0 1 0
M, 0 L, ?lqg% 0
ar | o M, 1L1%% L, yi%%, =0
M, 0 0 2%19% L

avec L', et M’ donnés par des formules :

2
L'm - ‘%' Lm,
n2
m? .(E

+2 4 <

M, — .
m 2 2 4 Q2 )2
(me ) (meZg 400+ 2) 4 25

5. — Analyse de ’équation de stabilité.

11 est facile de voir que dans le développement du déterminant (11’), on
n’obtienl pas de termes contenant m facteurs L/, L/;Lf;..... L'm ni de termes
conlenanl m — 1 facteurs de ce genre. Les membres contenant m — 2 facteurs
seront de la forme :

L, LyLy...Ln
L. L,

My M'»

ol r est impair si f est pair et inversement. Tous les autres termes du déve-
g . . d

loppement seront multipliés par le carré, au moins, du rapport R, et seront
1

ainsi de l'ordre négligé par nous. On obtient ainsi une équation qui est analogue
a celle qui a été obtenue par TayLor (16), mais avec une autre signification
des expressions L'm et M’n. Cette équation peul étre mise sous la forme :

' ’ ’ MII M'3 M'Q 4 —
(12) (LdLQ.--Lln)<L_/‘+L_,3+.-.>.<L_/Q+L/é+-.o —-0.

Elle sera satisfaite si tous les L’m sont nuls. On obtient ainsi les mémes équa-
tions de stabilité que nous avons établies par un procédé approximalif beaucoup
moins compliqué dans le chapitre II, 5.
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TAYLOR a étudié les racines de I’équation qu’on obtient en égalant a 0 le
deuxiéme facteur de (12). Nous n’étudierons pas cette équation en détails;
nous en tirerons seulement quelques conclusions pouvant confirmer les résultats
obtenus auparavant par un calcul approximatif.

Cette équation prend pour o¢==0, dans notre cas, aprés quelques simplifi-
cations, la forme :

2
A m = 0.

13 2 3 afv—4k
(3) Z( UL TESL L Pt

Elle ne peut avoir lieu que sous la condition ofv — 4k > 0, identique 2 celle
trouvée dans le chapitre II, 5. En prenant la dérivée de l’équation (13) par
rapporl a X2, on trouve qu’a la valeur minima de @ correspond la valeur de X2
donnée par I'équation :

2 2 —
m2 [3 (mQTdt_Q_l_)\Q) _i_g\:ﬂ—k%_kge]
(14) —Z > R — T
m imp. [(mg ﬁ + )\2) . __y?—fc— Q2 ;\2]

et, par suite, les petites valeurs de Q2 satisfont a 'inégalité :

0

2 — =2 2
(15) 3(5—2 +x9>2<f—‘3:2—;1‘m<3<9§§+)ﬂ>.

D’autre part, en additionnant I’équation (13) avec Véquation (14) mul-
lipliée par 22, on obtient une série :

2 2 2
m?2 (mg 2—2 + )\2> (2 22— m? %)
T 72\ aBv—4k NE
m imp [(mQ & + A2> — ek Q2 )\2]

=0

1 =2 9 =2
qui montre que )2 doit étre plus grand que 3 2—2— On peut prendre D) % comme

limite supérieure de \? puisque, d’aprés l'inégalité (15), @2 décroit avec x. On
2 o x s s s
voit ainsi que la longueur de l'onde [ = —;—t satisfait a 'inégalité :
2 - l y=
(16) FV2 < <2y

et la valeur 2/ 5, trouvée dans le chapitre II, 4 et 5, est la limite supérieure de
ce rapport _cl'i- L’inégalité (16) correspond au tableau, indiqué dans le cha-
pitre II, 4, et trouvé par un calcul ‘approximatif plus simple. La limite infé-
rieure du rapport %, supérieur a gﬁ, peut étre trouvée par un calcul un

peu plus compliqué.



CHAPITRE 1V

MOUVEMENT GIRATOIRE du FLUIDE
ENTRE DEUX SPHERES CONCENTRIQUES MAINTENUES
a des TEMPERATURES CONSTANTES DIFFERENTES

1. — Application de la méthode générale.

Considérons une masse fluide, animée de rotation entre deux sphéres
concentriques de rayons R, et R, (R,>R,), maintenues a des températures
constantes différentes T’ et T”. Supposons la vitesse angulaire @ constante. Le
gradienl de la température T, étant orthogonal a la vitesse V,;, on déduit de
I’équation :
la valeur de T :

To—T __ r1— R
T — T — Ry 1—R1’

ou r désigne la distance d'un point quelconque du centre des sphéres. Le
gradient de la température a la valeur:

daTy, _ B
dr — 12

avec B égal a :
TII - ’I‘I

bP=g=—wr—

Négligeons la force de pesanteur, comme trés petite par rapport a la
9
force centrifuge, grad U, ou U = 92— (x? 4+ y?). On peut étudier le mouvement
perturbé par l'influence de la température en appliquant la méthode exposée dans
le chapitre I, 4. Celte méthode permel de considérer la densité p du fluide
comme constante pourvu qu'une petite force égale a «T,grad U, opposée a la
force centrifuge et proportionnelle a I’échauffement, soit adjointe a cette force.

Nous avons vu dans le chapitre I, 5, que, si la force centrifuge et le
gradient de la température ont la méme direction, le mouvement initial ne sera



pas perturbé immédialement par l'influence de la température. Ce n’est pas le
cas dans le probléme considéré et il faut appliquer la méthode générale, exposée
dans le chapitre I, 4, pour déterminer, de proche en proche, les valeurs des
fonctions Vl, —\_72... et Ty, T,... dans les développements :

V=V -ty Vi+ LBl v, 4
T:T0+(t'—to)T1+-(tl—io) Ty + .

de la vitessc V et de la température T du mouvement periurbé.

Selon la formule (8) du chapitre I, 4, la fonction T, est égale a 0. Quant
a la fonction Vl, la formule (12’), du chapitre I, 5, montrc que l'influence de
la température fait naitre, au moment initial, un tourbillon déterminé par la
formule suivante :

'6)) rot V, = « (grad U >< grad T).
La vitesse (f— 10)71 doit satisfaire aussi 4 I’équation de continuité :
@) div V, = 0.

Elle csl ainsi complétement déterminée.

2. — Détermination de la fonction V,.

Introduisons les valeurs de U et de T,; on obtient les équations (1) et (2)
sous la forme :

) C—6w1——0ﬂ— aBQ2yz
Ty T T T @
_ ouy ()w1 aBQ2xz

M dx (22 y? + 223’

__ oo ou,
‘=3 W—O

I1 est facile de voir que I’axe de tourbillon est, en chaque point, paralléle
a la vitesse de rotation. Supposons le mouvement symétrique dans chaque plan
passant par I’axe de rotation, et introduisons les coordonnées sphériques r,6, ¢ :

x =rsin ¢ cos 6, y =rsin ¢ sin 6, Z =r cos ¢.
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En désignant par uyr, v, wy, les trois composantes de la vitesse suivant le
rayon, la paralleéle et le méridien de la sphére, on voit que la composante v
est nulle; les équations (3) prennent la forme :

, dwy; 1 dur wy, 280 .
) or T do T = o osimgcosy
()ll]r , 1 6w1: r 12051
—_— —_— = 2 — 2 ct — ().
ar T T T8 +2 =+ —Fctgy=0

Introduisons la fonction de courant % :

— 1 0 . 1 9y
) Ur = im0y T T o
On obtient alors I’équation :
B2y 1 (0% MW\ s aine
5) d_ré——l—W(——Ogo‘-’ ctgq;F?—>_.alBQ sin? ¢ cos g,

qui détermine ¥ en fonction de r et de ¢.
Cherchons les solutions de 1’équation (5) sous la forme :

¢ == dr Y, = dr sin? ¢ cos g,
ol ¥, est fonction de r seulement; on obtient I'équation :

Lk N TR
g T8 =k

dont la solution générale est :

2/,
pr= - 2E2 <c, 2 4 G rl>
La fonction ¢ aura donc la forme :
BO2 \ .
©) Y= — “'4 <C4r3+r9+CQ—rl7> sin? ¢ cos ¢,

el, & aide des formules (4), on obtient les composantes cherchées :

%) ap=— 2B h e r+ L) —3cos2e)
1= 1 1 2 Tr ?)s

9 .
® wi, = — ap49 <1—|—3Clr—2C2%> sin ¢ cos ¢.

Les constantes de l'intégration C, et C, peuvent étre déterminées d’apres
les conditions aux limites, car la composante u, doit s’annuler pour r=R,
et r=R,. On obtient ainsi les équations :

14+C R, + C, R‘4 —0,
1
1+C1R2+Ce—1—,:0,

Ry
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d’ott 'on tire :

Ryt — c.— _ B#RER,—R)

C=— RS —Rp’ 2 Ry — R,

En remplagant C; et C, dans les équations (6), (7) et (8) par leurs
valeurs, et en introduisant les quantités sans dimensions :

—T] =T
RQ ’ RQ
on obtient les formules :
, ' aBQ2R2 (1 —2a)(x—¢)
©) VE I —e) x?
[(A—e)x3+e(l—e)a?4 2(1—e2)x+e3(1—¢)]sinocoso,
, . «fQ2 (1 —x)(x—¢)
) = ga — £%) ak

[(A—eHasz4+e(l—e)a2+e2(1—e)a+ e (1—e)](1—3cos?y),

@) w, = 4("‘1@2 5 L BU—e) @ — 21— )@ — 26 (1) sing cosg).

Les quantités ¢ et x satisfont évidemment a 1'inégalité :

O<e=zax=<1.

3. — Lignes de courant du mouvement perturbé.

En appliquant la formule (6), on peut calculer et reproduire graphi-
quement les lignes de courant :

v = Cte

du mouvement perturbé dans le plan vertical passant par I’axe de rotation. Ces
lignes se distribueronl symétriquement dans les quatre parties égales de I’anneau
circulaire, que présente la section verticale de deux spheéres concentriques
partagée par deux diametres perpendiculaires. Pour =0, on obtient une ligne
de courant qui coincide dans chaque partie avec les deux arcs de cercle et les
éléments de deux diamétres compris entre ces arcs.

La ligne de courant qui correspond a la valeur maxima de ¥ est réduite 2
un point déterminé par deux équations :

dy,
2 =0 et

La premiére équation :

1—3cos2e=0
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sera satisfaite pour ¢,= 54044’ et la seconde nous donne une équation :
3(—eHax> —2(1 —e)ax* —2e¢ (1 —e)=0

qui détermine le rayon r. Il est facile de voir que cette équation a une seule
racine dans l'intervalle :

O=ce=ax =<1,

que nous désignerons par x,. Au point M, (%, ¢o), les composantes u,r et wy.
sont égales a 0. Les formules (7) et (8) montrent que la composante u;r

s’annule aux parois, ainsi qu'en chaque point du rayon déterminé par ¢ =g,.
3n

Quant a la composante wi. elle est égale 3 0 sur les rayons ¢ =0, %, 5 et

cn chaque point de la circonférence r=r,.
Dans le cas d'une seule sphére, R;=0. En posant dans les équations (6’),
(7), (&) e=0, Ry =R, on obtient :

aﬁQQRQ

b= - x2 (1 — x) sin? ¢ cos ¢,
2
wyr = aB‘lQ (1—a)(1 —3cos?yg),
2
Wy, = aﬁf (B x — 2)sin ¢ cos ¢.

Dans ce cas, le point M, de vitesses nulles se trouve a la distance % R du

ccentre de la sphere.

Les figures 6 et 7 représentent les lignes de courant dans les cas ou
R1==0 et R1=%R2.

4. — Détermination de la fonction —\72.

Apreés avoir trouvé la fonction T; =0 et les composantes de I’accélération
initiale Vl, données par les formules (7) et (8), on peut continuer le calcul,
par approximations successives, des fonctions T et V. Déterminons les fonctions
V, et T, a Taide des formules générales (9) du chapitre I, 4, a savoir :

® (5

%
=

o

), = Vo= grad (V, Vi) + (V< vot Vo) + (¥ < rot V)

— «T, grad U — 1 grad py,
P

< O(:[T > =To=—(grad T, . V:) — (grad T, . VO) + kAT,
° =t

divV,=0.
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Dans le cas considéré, nous avons :

o
3

VoVi=0. Vyx<rotV,=0, T,=0
et les formules (9) donnent :
V'; = (‘7)1 > rot VT)) ——l— grad p,,

Ty = — (grad T, V),
div V, = 0.

La température T, étant déterminée comme produit scalaire du grad T,
. T2 .
et de l'accélération V,, on voit que :

—
Quani au vecteur V,, ses composantes seront données par les formules :

H2:2Ql)1—%-—o—p—1,

dx
Vg—= —2Q u ——%-—O(ﬁ]i,
1 9
"’9:“7%’

Il est évident qu'on peut considérer p, =0, car en calculant la divergence
du vecteur V, :

o oo (00 oy 1 _
div Vo =20 <-W 6_y> " Ap; =10

.on obtient & I'aide des équations (3) :
Ap; =0.
Le vecteur 72 est donné ainsi par les formules :

Vo= (V, < 1ot Vy),

uy =2 Q v, Vg = —2Q uy, wy, =0,

qui montrent que Vz est dirigé suivant la vitesse de rotation Vo. En désignant
par vs la composante de V, dans cette direction, on obtient :

(10) v2y = — 2 Q (uyr 5in 9 -+ w1, €OS ¢)
_ afQ¥sing

= o @ — oyt j det(l—e)— (1 —eb)as] — [Het (1 —e) — (1 —&S) o] sin® g |.
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Dans le cas d’une seule sphére de rayon R, on a R; =0 et I'équation (10)
se simplifie :

o Q3

o) = (sin? ¢ — x) sin ¢.

On voit que la composante vy est égale & 0 sur les rayons ¢ =0 et ¢ ==
et aussi sur la courbe définie par 1’équation :

(A—e)yas—4et (1 —¢)
A —e)at—5et(1—¢)

(11) sin? ¢ =

f
S

Fig.8 Fig.9

Cette équation montre que dans lintervalle :

4 ¢
14+e4e24¢8

langle ¢ prend toutes les valeurs comprises entre 0 et =. Pour les valeurs de x

<av <1

5
. 4 et o . .
plus petites que \/ Trerara’ il n’exisle pas de points réels de la courbe (2),
sauf un point isolé x=c¢, ¢ = ‘123 Les points M, (1, 90), ol 71 =0, appartiennent

aussi 4 la courbe (11), c’est-a-dire qu’en ces points la fonction _\72 esl aussi égale
a4 0. On voit ainsi que I'anneau circulaire, de la section verticale des sphéres
concentriques, est partagé en deux parties par la courbe (11). Les particules
fluides qui se trouvent de part et d’autre de cette courbe sont poussées en sens

inverses. Les particules se trouvant sur la courbe (11} restent immobiles pendant
(t — 1,)2
T2

La courbe (11) est dessinée sur les figures 8 et 9 pour R; =0 et R, =% R,.

. . . <7
le mouvement défini par la vitesse V,
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5. — Propriétés des fonctions Vo

A Paide des formules (10") du chapitre I, 4, on peut indiquer queiques
propriétés générales des fonctions V,, V,, V,... qui apparaissent successivement

. > -
dans le développement de la vitesse V. En se souvenant des expressions des

composantes de tourbillon w dans les coordonnées cylindriques (s,9,z) et sphé-
riques (r,6,¢) :

1 Jw ) 1 d . 3
2wy == % — — P2 op — o | —(r v
= os s 06 oz’ 2 or 12 sin? o [()"P (r vy sin ‘P) 36 (r w?)],
__ Ous _ dw: 1 dur 9 .
2 0y = 3z 35’ 2w = Tsn e 2 [—60— S (r vy sin ‘?)],
10 1 dus 1709 __ dur
2(»:_?—0—3(3113) < 06 20)?__7[.&(1'11)?) 5 ],

on trouve aisément que le vecteur rot V, se trouve dans le plan du méridien et,
puisque les fonctions V, et V, ne dépendent pas de l'angle 6, on obtient que le
vecteur V, se trouve aussi dans le plan du méridien. Il est facile de voir que

rot 73 est dirigé suivant la vitesse de rotation —V?O et la fonction V4 est définie
par:

V;: \7;><rotV0,

car la fonction p; peut éire annulée. En cffet, en calculant la divergence de
vecteur Tﬁ, on obtient :

divﬂ:dixr(ﬁxrot\?;):2gz<%Bxi_ %%):2@@:0.

En continuant ces raisonnements, on voit que toutes les fonctions p» pour
n impair sont nulles et tous les vecteurs ~\7n+1, pour n impair, sont dirigés
suivant la vitesse de rotation, ne dépendent pas de 6 et sonl donnés par la
formule :

.‘7n+l — V. > rot V;.

Les vecteurs V,41, pour n pair, se trouvent dans le plan du méridien et
ne dépendent pas non plus de I’angle 6.

On peut donc imaginer les perturbations du mouvement, dues a I'échauf-
fement, comme une série de petits chocs de chaque particule fluide, dirigés
alternativement, dans le plan du méridien et dans le sens de rotation générale
du fluide. En étudiant le mouvement au moment initial, on peut se borner 2
I’analyse des quelques premiers membres du développement de Vet de T, car
chaque membre de l'ordre n, ayant comme facteur Qn (f — t)» devient petit
pour D'angle de rotation @ petit.
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6. — Quelques généralisations du probléme considéré.

Dans le probléme traité plus haut, nous avons supposé quaucune force
extérieure n’agit sur le fluide en mouvement rotatoire. Il est facile de démontrer
que, si les particules fluides sont soumises a la force attractive de NEwToN, rien
ne change dans les raisonnements précédents.

En effet, supposons que le mouvement initial giratoire se produise sous
linfluence d’'une force d’attraction :

T, =grad U,, U= %
irigée dans le sens de rayon r. Si celte force n’est plus négligeable, les équa-
tions de mouvement, simplifiées par la méthode généralisée de J. BOUSSINESQ,
regoivenL un membre complémentaire oT grad U; dit a l’échauffement T. La
fonction V, sera définie, dans ce cas, par I’équation :

rot \_7), =« (grad U x< grad Tj) + « (grad U, < grad T).

Mais le second produit vectoriel est nul, car la force attraclive ﬁ et le
gradient de la température ont la méme direction. Les formules qui déterminent

les rotations Vl, \7; restenl identiques a celles trouvées dans les paragraphes
précédents. L’effet de la force d’attraction ne se manifeste que dans un change-
ment de la pression p.

Si la force d’attraction P_‘: agissait sur le fluide en repos, les vitesses

Py

perturbatrices _\71, V.,... dues a linfluence de la température, seraient nulles et
le fluide resterait non perturbé. On pourrait donc étudier la stabilité du fluide
par les méthodes habituelles, en introduisant, par exemple, les pelites vitesses
perturbatrices et en examinant si les perturbations ainsi obtenues tendent a

s’amortir. Le probléme, ainsi posé, devient analogue a celui f{raité dans le
chapitre II et III.
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